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NPEANCJAOBIE.

q'xsm, Goate mayka pacmumpaercs, 9EMDL Goabe OTLyBAB-
UBIA € YaCTH, Bh OGUIMPHOMB CBOEMB OBBEME, CTPOATCA
BB OTPOMHOE HCIOAHHCKOE 3AaHie, TbMb Menbe ocraerca
YVUHAHILY BO3MO:KHOCTH 6[)1TI)¢HOCTOPO"HHMT) SPHTeJleM'I)
i TIpoH3BeseHil, THME Goabe 06A3anbI HMEONIIe Bh PYKaxs

CPEACTBA CHOCOGCTBOBATh Kb OO.JIETUEHifo ypasysrbuii.

Bb nocasawia copoks abrn Hayka m mpenojasanie es
COBCPIHCHHO A3MBHHANCH Bb CBOEMDH BHAL. Y4YEHHKDH 00A-
3ah TeUeph YUHTH TAKH MHOTO H CrOABKO PasHopoAusIXs
NpPEJMETORs, UTO BANATIA €ro Neib3A MEPATH TO NpeK-
neit MBpKE, neﬂ_onym'nmr YMCTBEHHArO HACHAiA, KoTopoe
HeoOX0AUMO BAEUETTH 33 cOGOI0 pascJabienie THICCHLINE

' CHJ'B.

Eme 3a CopOK’b ABTE MQIAI | MBI npenojasars Hayxky
snania (Maeemarnxy) we TOML cMBICAS, KOTOpHIit cocTaB-
AA€TDH TIABHYIO €d 3aCAyry H JaeTh el ocofeniyio mpe-
| A€CT, HMENNO : KaKb wayky usoGpsrenia. Jaa sroro
AOCTATOMIO GHL10 HBECKOABKO pasmpitzeniii w 3agaws.  Ipn
BCCMB  TOMBH HAauGOABLIIA YCHAIA YUHTEAA BCEraa A0CTa-
BATHCH 1A TIOAB3Y TOARKO Yie MHOTHMB, GO.I'BE COCOGHBING
yuennkans. /a2 npounxtn ke onn CAYKAAH  60ABIIEI0

YacTIo 'I'OJ]I:KO 1101E3HPIMT npenposomenienm BpEMEHH.




Teneph coscbnb nnade.  PaseMoTpAND GauiKe TOABKO
yueGimkn o Haykts suanuis (MaoemMarTHyeckie) nepsocrenei-
HBIXs HACTABHHEOBD mnaurero spemenw.  Jake mo yerpa-
HEeHIN BCHXh H3ANIIHHXD npu(’)an.leuiﬁ » KOTOPLIMA OHH H3B
TaK’h HA3HIBAEMOH »OCHOBATEIBHOCTHC CUHTAIH HEOGXO1H~
MBIMD  YKpallath CBOE npenojasanie, BCe elle OCTaercd
CTOIBKO, WT0, HPaBo, HEIb31 BHUHTH HAUNHAIOIATO, €CAH

OHB CBb YXKACOMBb OTCTYHACTDH oTb HHXB.

Hayka sumamia - Beb  CBOH - CHABL oépa'mma na
npn.&omenie. Becs ¢BOfi BECH Olia moAaracT® - B M-
TerpaibHoMT wcuncaenin. - Becs ofwemn Odpazocaosia
(Teomerpin) n Haykn o sesmumiaxs (Aaredper)
olla = HOUATAETH TOIBKO HYKHBIMH  MaI0O  IBHHMBIMA
NEPBLIMA  CTYNEHAMN, TIOYTH Kakb HCKYCHDIH  CUETIHKD

TaOANLy yYMHOKenin.

I/I'l‘ah'b qyero B'b Hac’ ToAlLee BPEMH AOJAKHO TPGﬁOBaTB
ot nactapumka?  Iocas Tplrl,/lll;aI‘HIIIeCTI/LI'BTImI’O npe-
no;[a[;aniﬂ MU'b 6yAeT'b n03BOJleHO cxa3a’rL cBoe Mn'mue,
Hu maio we mapyuias OCHOBATEABHOCTH , BANPOTHED TOTO
¥ CMBICAT OTOfi - TO CAMOf OCHOBATEABHOCTH HACTABHHK®
W A0.AKEuD YCTPAauATh BCE TO, WIO OTBAEKAETH OTH TrAaB-
wolt whad, oOrH JAerkocTH BB mpuioxenin.  Ocriobusia
HCTHHBI OWD AONKEN'h H3I0KHTH BB CYHIECTBEHHOR HX'B
ChA3H, BB Takol 0B80JOUKE, WTOOHL ONWE GHLIT 1€rko: Ao-
CTYIHBI CaMoMy OGBIKHOBEHHOMY AapoBaiiio.’ D1’ oeHon-
WBIA HOTHHBI OHB JOLKEHE COKPATHTDH BY BOIMOKIO MEih-

mee WHCAO, TAKBH WTOOBL MOXHo OpLI0 MPORTH ‘HXT BE
L
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ll()lel}fllly' Bcero Haznagyenuaro ,.’l,vl'ﬂ‘ npeuo,anauiu BPE—
MeHit, a ocraabuylo 1101081y yIlOTPC(’)HTL na non'mpeuie

ONbIX'b.

Ora MpICAb PYKOBOAWAA MelT npn cocrasaenin O6paso-
caosin (Peonerpin), Koropoe HejaBHo Hameyarano GbLIO
y Bpoxraysa. 1 :keaio, uwrodol €1 oToft caMofi TOURH
CMOTI)'BAH 0 ua npezx/(araemym 34LCHh KHHTY Hayl\"y (8]
peanannaxs (Aaredpy). Mus ocraerca eme TOIbKO 00Db-

JACHHTD co/xepmauie H CHOCOOL yNOTpedAeria onol.

Tperift paspaap (k4acesn) Hwbers 2 uaca BH HEABAO
A nepea.zo omomaenin »Crenenn«. Ono coxep:KuTh
22 erarsu 10 19 crp. ¥l NagBIOCh ; UTO DTH OCHOBHBLA
PasMLINLIERiA A HIOKHAP KaKD JOMTH Ch JBKAMIOBCKOIO
CTPOroCTII0 ,  TaKh M Bb caMoii  BO3MOKUOR NpocTOTS ;
100 npumspons crp. 23—27 npejcTanamlOTh  JocTa-

TOYI0E YIPAKUENIE..

Orpicranie HAaHBBICIIATO O0IATO- ABAnTers 23 Hniio-
KeHO OTCTYNAION[HMB OTH OGHIKIOBEHNATO, HO HAABIOCH
Goabe OCHOBATEABNBIMD OOPA3OMbB. 324aua BechMa BakK-
nas A4a upuaoxkeniz. Ho ecanm npems ne nosnd.m'rm,
TO oma MOKETh ObITD npejocTapiena ToAbko 0oJke Aa-

pOB[ITI;lI\‘I'b YUCHHKAME.

Tperiit paspaxb uMberb enie 3 uaca BDL HEABAIO AA
8INOPAO. omOpaenis »UU3IIee ypanueuie«, T. €. ypaB-
nenid. NepBoit W Bropoi crenemi, Korophia Bb 18 crarsaxs
crp. 23 — 40 nza0mensr g, CoBepuIeHI'BAIIeH NPOCTOTS.

Aan ynpaxuenia crp. 4146 ¢ro IPHMBPORS,
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Bropoii paspazp (kiacch) HMBETD 2 vaca Bb HEIBIIO
Bb nepsoms moayrogin. Jaa sroro wasHauewo mpemse
omdm.enie ncrpoxa«. Hepsem mars craveii 32—36
o Torazareanxs crenenn (Jorapuemaxs), BHBOAHMBIXD Ue-
IOCPEACTBEHHO M35  CTENEHH. Aan Goake OHBITHLIXED
YUEUHKOBD NpPHCOEAHIEND 1 cwpori;x AOKa3aTeAbCTBa,
HOKA3LIBAIOILiA, UTO OTH HPeJIoikenid HMBIOTH CHAY
Kakb 414 nsmapummxm, Takp H AAd HEHIMEPHMBIXD
uHCEID, O0GCTOATEABCIBO ONYCKAEMOE BL OOBIKHOBENHDIXY :

yueGHHKAXb.

B -aByxn crathaxs 37, 38 maiaraiorca pasuocTHag
(aPHOMeTqucKa}I)’ CTPOKa nePBaro PaSPﬂAa H KPaTI\‘aK
(reomerpryeckas) CTpoka; BD 39 nepec'i'auomenie (Permu-
tation), B 40 coueranie (Variation), »n 41 coesuuenie
(Combination), »p 42 AByusens (GuuoMb) A4A IEIHIXD
nokasareefi. BaKHOCTb HTOTO MPEAIOKENiA BIOANE BbI-
KaspiBaerc Bb ero odmmocrn.  Jro crporoe oduree
A0Ka3aTeIbCTBO TPEACTABIEHO BB 43, 44, _m: TaKoft
npocroTs W TaKe WariaAno, Kakb me BCTpHuacTCA Kb
ofpIkHOBennbIXs yueOunkaxs. He cmorps ma To ayume
NpeOCTaBHTL  €ro criocouHmmME yUeunKaM®. Co
BCBMH Ke MOXHO HPOI/ITH ynpa*Knemfl, OTHOC}H_U,IHC}I Kb

oomemy npezmomemm crp. 91—94.

Teneps caBAyCTH 45 paxuoe u yAOGONOHATHO JoKa-

5 4 - - o ‘
3amnuoe mpejaoiKenie o I}Llcyreﬁ Pa3HOCTHON " CTPOKE,; CB
HPHIOKEHIEMD €4 Kb serasaeniro (Interpolation) 46, npu

weMDb MOKHO O0BOHTHCH 0e3T BebXh HCKYCIBEHHBIXD €IOCO=
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GoBb, KOTOpHlE BCTPLUYAIOTCA BB COUYHHEHIAXD HOBBHIMHXD

n3cabioBarexeit 3namia.

Crareu 47, 48 oGpacumord yMuoKenie AByXs HAH
MHOTHXD PAa3HOCTHBIXG CTPOKB W TEMD BEAYTDH ¥1060~-
nonaTHhimuMs oSpasons b 49 Kb qncIamD HOBEPXHOCTH
H mpocrpancrsa, Bb 90 Kb wHCAy c.-mes'b, b O, 52
Kb urTOry (CyMmB) crenemneil DpOCTBIXh YHCESDH Cb Ib-
ABIMH  TIOKa3aTEAAMH.  OTa TOCABAUAL 3ajava, BaKHad
AX4 MPUMBHEIA, MOKETH ObITh OAHAKO IKe HPCAOCT&B-

A€Ha TOIBKO 00ABE JAPOBHTHIME YYEHHKAMb.

B'ropoﬁ paspass mwbeTh ele Yach Bh HeXbAI0 Bo
BIOPOMB HOIYTOAIM. Aas sroro # Hasuayao - TP Ko=

POTKIA, 1O Ba;KHBLA OTABICHIA, & HMEHHO:

l[emiee_pmoe omdm.aenie »pasnomkpie« 53 10 63,
T. €. phuienie HEONPeALAEHHBIXD ypasAeniii mepsoil cre-
neun. Jaipubimid pasdops ororo, B nopiimee. BpeMi
crodh DA3BHTAIO HpeIMeTa, HMEHHO nepexosh Kb BHIC-
" IIEMB CTEHEHAMb, # OCTaBIAN0 LA ,Apyroﬁ xkunra.  Ho
JAKE Bh HEMHOTHXD 315Ch NpeJ1araeMpIXs CTaThAXh 3HA-

TOK'D naﬁ/.(e'r'b KO€-4TO HOBOE.

ITamoe omomaenie »npnnomguie Ilokazareseir cre-
nenu (I0rapHeMOBh) Kb TOPTOBLIMB BLIYHCACHIAMD «  AAETD
Bb 64 nprmo;iceﬁie Kb IVBOHOMY NPABHAY KYNEYECKUXD.
BerauCAenii , pp 065, 66 BeUHCIEHIE CIORHArO PoOCTa;

BCE DTO IO BO3MOKHOCTH 00JETrYeHO. AAA BHINOANENiA.

Illecmoe  omomaente  »Muorowsennoe = ypabuenie

nepnoﬁ crenelny  COJAEPKHTEL  BEChbMa YHOpounienHoe: 1
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BO  MHOFHXL OTHOINEH1AXH O0OFallleiHo€e HOBBHIMH = B3LAH-
AaMi - pbiuenie 3ajaun, BecLMa BKHOH 1A HPH.IOKEHIA.
Hnmentio -na Heil ocHoBHbIBAETCA Balle 3Halle BOUKWBH-
IHEXE - JaUHBIXE 31;1;3,10c.aoni# (1&0'r1)01101\qi11) u Haykn o

apaeniaxp (Dusnku).

Ao cuxs nopm‘()m.rxo upeayrorosaenie. He jocraers
euie TO.BKO raaxm}oqeuiﬂ wbaaro. 3a WBECKOABKO JABTh
nﬁégm " CcHMB MBI 1€ MOTAH - Obl uMETh €ro B BCell
noamork, 1o Teneph Kb WIACTIIO o00.1ajaeMh  OUBIMb.
Aax aroro HMepsuii paép;mi, {raaces) wmberb OAHND
yacs BB meabaro. Taxan lii)a'PKOC'PL BpeMenH Tpedyers
CYHIECTBENHATO COKpallenis Npemnojasaiif, 9ro, Kakb
3HATOKS MO:KETH 3aMBTHTH, JAOCTHTHYTO Ne Bb ymepss

OCHOBATEILHOCTH , HMCHHO :

Cediaoe omOmaente »Y pasuenie BHCHIAND CTeNEHed « .
Bt 72 cratys neobxo uMbL1 ofssacuenia, b 73 phurenic
ypasueniz Bropoil crenenm cb ABGHCTBHTEIBHBIMA  KOP-
HAMH l'lOCPé,ICTBOM'b yHceab Yriaonb (TPHi‘OIIOMeTPH‘IC—
ckuxs), B 74 ypasnenie Bropoii cremenm cb MHHMBIMH
KopuAMH, § UpEMBYATEIBIOE €ro CBOficTBO, Bb 7D
phienie  ypastienia Tperet cremenm, ®n 76 oxasa-
TeaseTpo onaro, Bp 77 phurenie ypapuenix uerseproil
cremeny o - HopoMy cmocody, BB 78 obbikiopennoe
phienie  onaro NOBBIMDL 0OpasoMD n3aowennoe, in 79,
80 pecrMa ynpomennpii, A4 HAYANAOUATO AOCTYRUBI
cnocots I'pede b PHINEHII0 ypavuenia BCAKOH BBICIICH

crerneny.
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Ks sromy npncoeguuenst miorie, 1oApoduo naiomen-
uble IPHMBPLI, KaKHXD HEIb3A IAfTH 1H BB 0AHOME
yuebunrs ofn sroms BakHomb cnocods.  Be 81 aaas-
whiinee BhIUACAEHIE Ka:KAaro OTABIBHATO NPHO.IMKENHaro
kopHa, BB 82 npmiokenie Kb MHHMOMY KOPHIO ;|  Bb 83
tounbiiinee BrluMcienie BCEXB Kopneil BMBCTE.  ITH 062

nocxbAnie Crnocodoa MOBBI. ,

341Ch IPH.I0KEHbL goase 100 ynpaknenifi gaa ypas-
Hewia Tpereil creuenn, CBEPXD 90 xi1a ypasnenia uer-
BEPTOH CTeNmeHH M WAKOHEND HWBCKOIBKO J1A ypasueni

BBICHIIXD CTEHEHEH.

Uraks yuenuks BB HTHXD HEMHOTHXS .JTHCTKAXDL CeJb-
maro orxhienia HoJayuaers Bee, YT GuL10 nzobpEreno
3amMBuaTeILHBAIIHAMA H3C.ABA0OBATEAAME  3HANLA (MaseMaTH-
KaMp) BChXb BpeMens AAa PpblicHia TJIaBHOM 3ajaum
Hayxn o permumnaxh, W UpH TOMH TaKb, 9T0 BCE Npo-
H3BOJCTBO OYyA€TH AI1 1ero He TpyAube BCAKOTO oGbI-

KHOBEHHATO BHIYHC.IEHIA TPeyI‘OJBHHKOB'b.

Ilo cemy Bce mpouee, mnaxoamieeci Bh COUHHEHIANH

Hyiorona, Aexapra, itaepa, Jarpamxa, ®ypre, Bayepa,
-

I'peve, Hlrypwa, Adesn n ap. o npeabiaxs xopueir u

npeoGpa3oBaiin MXh, HMEETDh NOYTH elle TOJIBKO HCTO-

PHueCKYIO. 5By .

Bt sakmowenic neansn yMoAuaTh O BONPOCH, KOTO-

v Q5 TY T v S ] 1 13
PBI  OOBIKHOBEHHO "yike 3anuMaeTh JIOOOMNLITCTBO MAYH-
Waroiaro. - MTach wh TocabAHEMB OCBMOMS OMOTLACHIN

A rosopio o »eeruncaenin Tloxasarereir cremenn (Jora-
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puemoss)«.  Ouo ociosraerea 8% 84 na passuroil no-
CpeACTBOME ABYWIena CTPOKS, BpIpamalomieli mokasareas
upCcAa NOCPEACTBOMB DTOTO uncta. Bn 85 maroweno
Bo3Bpallienic BTOf CTPOKH, KOTOpOe Ouenb BaKHO A1
AaABWBHINAXG NpHEWEHenii. B 86 NOKa3ano, Kakb CTPOKa
84 cayxurs kb souncaenito Iokasarereii cremenn, m
Kakh M3b Ted Ch.BeIHVAHIICI0 JAErKOCTiI0 MOKHO HailrH
na np. Iloxasareseit cremenn nepsrixn 12 wbapixs unCcess

.20 9 uwrenows.

Murasa , 21. Anpsaa 1846. roja.



Ziuvor.

Je mehr sich die Wissenschaft erweitert, je mehr
sich ihre einzelnen Gliederungen im Selbstbewulstsein
des ungeheuern Umfangs zum gewaltigen Riesenban
aufthiirmen, desto weniger bleibt es der Schule mog-
lich jhre Ergebnisse ganz von sich fern zu ‘halten,
desto mehr wird es Pflicht derjenigen die das Werk-
zeug handhaben, zur Erleichterung des Verstindnisses
mitzuwirken.

Seit vierzig Jahren haben die Wissenschaft und ihr
Unterricht ihre Gestalt vollig verdndert. Her Jiing-
ling hat jetzt so vieles und namentlich so vielerlei
pllichtgemifs zu lernen, dafs der friithere Maalsstab
an seine Arbeiten nicht mehr angelegt werden darf
chne eine geistige Gewaltthitigkeit zu begehen, welche
sich nar zu bald durch ein Untergraben der leiblichen
Krifte riicht.

Noch vor vierzig Jahren konnten wir die F¥issens-
 lehre (Mathematik) in dem Sinne vortragen der ihr
Hauptverdienst ausmacht und ihr den eigenthiimlich-
sten Reiz verleihet, namlich als die Kunst des Erfin-
dens. Dazu war ein geringer Umfang von Betrachtun-
gen und Aufgaben ausreichend. Dennoch kamen die
besten Anstrengungen des Lehrers immer nur wenigen
begabtern Zoglingen zu Gute,. bei den iibrigen wirkten
sie meist nur als niitzliche Ausfiillung der Zeit.

Nicht so jetzt. Man fasse nur die wissensmifsigen
(mathematischen) Untervichtsschriften der hochgestell-
testen Schulminner unsrer Zeit ctwas niher ins Auge.
Selbst nach Wegriinmung alles iiberfliissigen Beiwerks,
‘womit sie aus sogenannter »Griindlichkeit« ihren Vor-
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trag verzieren zu miissen meinen, bleibt immerhin so-
viel iibrig dafls es dem Anfinger wahrlich nicht zu ver-
denken ist wenn er davor zuriickbebt.

Die Wissensforschung hat ihre ganze Kraft der
Ausiibung zugewandt. Ihr Hauptgewicht ruht in der
Riickleitungslehre (Integralrechnung). Den ganzen
Umfang der Bildlehre (Geometrie) und Grofsenrech-
nung (Algebra) sieht sie nur als nothwendige etwas
geringschiitzig betrachtete erste Stufen an, etwa wie
der fertige Rechner das Einmaleins.

-Was darf nun' in dem gegenwiirtigen Augenblick °
von dem Lehrer erwartet werden? Nach 36jihrigem
Unterricht wird es mir verstattet sein meine Meinung
abzugeben. Ohne im Geringsten etwas von der Griind-
lichkeit aufzuopfern, ja eben im Sinne derselben be-
seitige der Lehrer alles was von dem einen Hauptziele,
von der Geschmeidigkeit in der Ausiibung abfiihrt.
Die grundlegenden Wahrheiten stelle er in ihrem we-
senhaften Zusammenhange auf, in einem &Gewande in
welchem sie auch der gewdohnlichsten Fassungskraft
leicht zuginglich sind. Diese Grundwahrheiten fiihre
er auf die moglich kleinste Anzahl zuriick, so dafs sie
etwa in der halben fiir den Unterricht bestimmten Zeit
vorgetragen in der andern wiederholt werden kénnen.

Dieses war der Gedanke der mich bei der »Bild-
lehre« leitete welche so eben bei Brockhaus gedruckt
worden ist. Dieselbe Stellung ist es auch aus welcher
ich das hier gegebene Buch »die Gréfsenrechnung «
betrachtet zu sehen wiinsche.

Es bleibt mir nun noch iibrig den Inhalt desselben
und seine Benutzungsart anzugeben.

Die Mittelstelle (Tertia) hat 2 Wochenstunden fiir
die erste Jbtheilung »WDie Hohe«. Diese enthilt
22 Sitze bis S.19. Ich hoffe diese grundlegenden
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Betrachtungen eben so mit fast euklidischer Strenge
als in moglichster Binfachheit dargestellt zu haben;
100 Beispiele 8.23 — 27 gewiihren hinlingliche Uebung.

Die Bestimmung des hiochsten Gemeintheilers 23
ist auf eine von der gewdhnlichen abweichende ich
hoffe griindlichere Art gegeben. Die Aufgabe ist fiir
die Ausiibung sehr wichtig; jedoch wenn es an Zeit

gebricht mag sie den begabtern Zglingen iiberlassen

bleiben.

Die Mittelstelle hat noch 3 Wochenstunden fiir die
sweite JAbtheilung »Die niedere Gleichuug« d. h. die
Gleichungen der ersten und zweiten Stufe, welche
in 18 Sitzen 8. 29 — 40 in volligster Anfinglichkeit
gegeben sind.  Zur Uebung S. 41 — 46 hundert Bei-
spiele. . £

Die Vorstelle (Secunda) hat 2 Wochenstunden im
ersten Halbjahre. Hiezu ist die dritte Abtheilung »Die -
Reihe« bestimmt. Zuerst fiinf Sitze 32. bis 36. von
den Hohennamen (Logarithmen) in ihrer unmittelbaren
Ableitung von der »Hohe«. Fiir geiibtere Ziiglinge
sind auch die véllig strengen Beweise beigefiigt welche
zeigen dals diese Sidtze eben so fiir maafshafte als fiir
unmaalshafte Zahlen gelten, ein Umstand welcher in
den gewdhnlichen Lehrbiichern iibergangen wird.

In zwei Siitzen 37. und 38. werden die gleichgemes-
sene Reihe ersten Orts (die arithmetische) nnd die
gleichgebundene Reihe (die geometrische) gegeben,
in 39. die Wechselung (Permutation) in 40. die Wand-
lung (Variation) in 41. die Gliederung (Combination)
in 42. der Stufensatz (Binomialsatz) fiir ganze Namen.
- Die volle Wichtigkeit dieses Satzes zeigt sich erst in
seiner Allgemeinheit. Dieser strenge allgemeine Be-
weis ist hier in 43. u. 44. und zwar so anfiinglich und
anschaulich wie er gewdShnlich nicht in den Lehrbiichern
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" vorkommt. Dessen ungeachtet wird man wohl thun
ibn nur den begabteren Zglingen zu iiberlassen. Mit
allen Zéglingen aber kann man die auf den allgemeinen
Satz sich beziehenden Uebungen S.91 — 94 durchgehen.

Nun folgt 45. der wichtige und allgemein fafslich
bewiesene Satz von der obern gleichgemessenen Reihe
nebst dessen Anwendung aunf die Einschaltung 46.,
wobei man alle kiinstlichen Verfahrungsarten entbehren
kann die in den Schriften der neuern Wissensforscher
vorkommen.

Die Sitze 47. 48. begriinden die Bindung zweier
oder mehrerer gleichgemessenen Reihen und fiihren
dadurch in einer falslichern Art als dieses gewdhnlich
der Fall ist in 49. zu den Eben- und Raumzahlen,
in 50. zur Haufenzahl, in 51. 52. zur Anlage der ganz-
namigen Héhen der schlichten Zahlen. Diese letztere
Aufgabe ist zwar fiir die Ausiibung wichtig, mag aber
ohne Nachtheil den begabtern Zoglingen iiberlassen
-bleiben. ‘

Die Vorstelle hat im zweiten Halbjahre noch eine
Wochenstunde. Hiezu bestimme ich drei kurze aber
wichtige Abtheilungen und zwar :

Die vierte Abtheilung »Die Melsgleichung« 53—63.
nimlich die Auflésung der unbestimmten Gleichungen
erster Stufe. Die weitere Ausfithrung dieser in neue-
rer Zeit so sehr ausgebildeten Betrachtung, nament-
lich der Uebergang zu den héhern Stufen, bleibt einem
andern Buche vorbehalten. Aber auch selbst in den
wenigen hier gegebenen Sitzen wird der Kenner eini-
ges Neue finden.

Die fiinfte Abtheilung »Anwendung der Héhennamen
auf Handelsrechnungeu« giebt in 64. die Anwendung auf
den Kettensatz fiir kaufmannische Rechnungen, in 65.
die hohere Zinsrechnung, in 66. die Steuerrechnung,
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alles fiir die Ausiibung so geschmeidig als méglich
eingerichtet,

Die sechste Abtheilung »Die mehrstellige Einstu-
fung « enthiilt eine sehr vereinfachte und in mehrerer
Hinsicht durch neue Betrachtungen bereicherte Auf-
l6sung einer Aufgabe welche fiir die Ausiibung von
hoehster Wichtigkeit ist. Namentlich griindet sich
auf sie unsre Kenntnifs der wichtigsten Thatsachen der
Sternkunde und Erscheinungslehre (Physik).

Bis hieher die Voriibung. Es fehlt noch der Schlufls-
stein des Ganzen. Dieser hiitte einige Jahre zuriick
noch nicht in seiner Vollstindigkeit gegeben werden
konnen. Jetzt sind wir gliicklicher Weise in seinem
Besitz, Hiezu hat die Oberstelle (Prima) eine Woclien-
stunde. Diese Kiirze der Zeit erfordert eine wesent-
liche Zusammenziehung des Vortrags, welche wie der
Kenner finden wird, unbeschadet der Griindlichkeit,
- erlangt worden ist, niimlich:

Siebente Abtheilung »Die obere Stufung«. In 72.
die nothwendigen Erklirungen, in 73. die Auflésung
der wirkhaften Zweistufung durch Neigungszahlen,
in 74. die Sinnstufung mit ihren bemerkenswerthen
Eigenschaften, in 75. die Auflésung der Dreistufung,
in 76. deren Beweise, in 77. die Auflésung der Vier-
stufung auf eine nene Art, in 78. die gewshnliche Auf-
l6sung derselben neu aufgefalst, in 79. u. 80. das sehr
vereinfachte und auch dem Anfinger zuginglich ge-
machte Verfahren Griffes zur Auflésung jeder obern
Stufung.

Hiezu zahlreiche ganz durchgefiihrte Beispiele, wie
sie noch in keinem Lehrbuche von diesem wichtigen
Verfahren angetroffen werden. In 81. die weitere Be-
rechnung jeder einzelnen geniherten Wurzel, in 82.
.die Anwendung auf die Sinnwurzel, in 83. die Ver-
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besserung simmtlicher Wurzeln. Diese beiden letz-
tern Verfahrungsarten sind neu.

Beigegeben sind iiber 100 Uebungen fiir die Drei-
stufung, iiber 50 fiir die Vierstufung, sodann mehrere
fiir die obern Stufungen. '

Der Zogling erhiilt also in diesen wenigen Blittern
der siebenten Abtheilung das was die bedeutendsten
Wissensforscher aller Zeiten zur Auflésung der Haupt-
aufgabe der Grofsenrechnung erfunden haben. Er er-
hilt es in dem Maaflse fiir die Ausiibung zurecht gelegt,
dafs die Ausfiihrung nicht mehr Miihe macht als jede
gewohnliche Dreiecksberechnung.

Alles iibrige was in den Schriften von Newton,
Descartes, Euler, Lagrange, Fourier, Bauer, Griiffe,
Sturm, Abel u. a. iiber die Wurzelgrenzen und ihre
Umbildung vorkommt hat sonach fast nur noch ge-
schichtlichen Werth.

Zum Schlufs konnte eine Frage nicht iibergangen
werden welche gewdhnlich schon die Wiflsbegierde
des Anfingers zu beschiftigen pflégt. Tch zeige also '
in der letzten achien JAbtheilung »Die Berechnung der
Hohennamen« . Diese griindet sich in 84. auf die mit-
telst des Stufensatzes entwickelte Reihe welche den
Hohennamen einer Zahl durch diese Zahl darstellt.
In 85. wird die Umkehrung dieser Reihe gezeigt, wel-
che fiir spitere Anwendung Wichtigkeit hat. In 86.
wird gezeigt wie die Reihe 84 zur Berechnung der
Hohennamen dient und wie aus ihr z. B. die Hohen-
namen der ersten 12 ganzen Zahlen mit der grifsten
Leichtigkeit auf 9 Stellen gefunden werden.

Mitau, 21. April 1846.

G. v. Paucker.
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Verzeichnils der Schriften des Verfassers aulser

1)

2)

3)
4)

5)

6

7

8)

9)
10)

den in verschiedenen Flugblittern zer-
streuten Aufsitzen.

Ueber den Sehungsbogen der Fixsterne. In Pfaff
astron. Beitrigen. Dorpat 1806. W%o. II. 55 - 79.

Aus der beobachteten Zeit des'Verschwindens eines Sterns
in der Morgendimmerung wird der Schungsbogen berech-
net, d. h. die Sonnentiefe bei welcher der im Horizont
befindliche Stern verschwindet. .

Nova explicatio phiinomeni elasticitatis corporum
rigidorum. Dorpati 1813. 4° 76. ;

Zur Erlangung der Gelehrtenwiirde. Die erste strenge Er-
klirung der Federung. Die Korper ab ziehen den Korper ¢
an welcher mit ihnen ein gleichschenkliges Dreieck bildet.
Es sei d die Mitte von ab, und ad — yed =",
e, L1 — n, so ist die Kraft mit welcher ¢

nach cd gezogen wird gleich & . > . Sie wird cin Grostes
Cyn

fiir 1 T

: (gt fae { W .
Die Theorie der Derivationen. Mitau 1813. 4° 43.

Astronomische Beobachtungen ; newe Methoden zur
Priifung des Ganges der Uhren und zur Berech-
nung der Parallaven. Im Berliner astr. Jahrbuch 1818.

Die geographische Linge und Breite des Cap Do-

mesnifs von Kurland. Ty Lindenan und Bohnenberger
Zeitschrift fiir Astronomie. 1816. Bd. 3. 361.

Rede iiber Astronomie. Mitan 1816. 4° 16 S.
Gedanken iiber die Fortschritte der Astronomie, iiber die

Entstehung des Planeten- uud Kometensystems u. s. w.

Ueber astronomisch - trigonometrische Landesver-
messungen. Mitan 1817. 27.

Enthilt unter andern ein einfaches Verfahren zur Mittags-
verbesserung, und die Breite von Domesnafs.
Bestimmung der Phasen  einer Sonnenfinsterni/fs
und Anwendung auf die S.F. vom 7. Sept. 1820. In den
»Jahresverhandlungen« der kurl. Ges. f. L. u. K. DMitau

18. 1. 40 23, 3

Durch dreji gegebene scheinbare Mondérter wird ein Kreis-
bogen gelegt und dieser als scheinbare Mondbahn angenommen.
Neuer und allgemeiner Beweis des Binomialsatzes.
Ebendaselbst. 21. 5
Neuer geomelrisch-statischer Beweis des Parallelo-
gramms der Krifte. Ebendaselbst 11.
=]



11)

12)
13)

14)
15)

- 16)

17)

18)
19)

20)

Anwendung - der Methode der Lleinsten Quadrat-
summe. auf physicalische Beobachtungen.  Mitau,
1819. 4° 32. Ausdriicke fiir die Ausdehnung der Fliissig-
keiten bei verschiedenen Temperaturen, fiir die Dichtigkeit
des Wassers und die Federkraft des Wasserdampfs u. s.w.

Diese kleine Schrift fand damals vielen Beifall bei den
Physikern. Siche neues physicalisches Wrterbuch L 1825.
608. 901, Mathemat. Wérterbuch. 5. 1026. Sie ist vergriffen
Geomelrische Verseichnung des regelmifsigen 17--

und 257-Eclks in den Kreis. In den »Jahresverhandlun-
gen« d. k. G.f. L. u. K. IL 1820. 4° 60. Darin ein Schreiben
von Gaufls mit dessen Berechnung des 257-Ecks.
Mathematische Gedankentafel. Mitau 1820. 8° 55.

Abrifs der Geometrie, Arithmetik, Trigonometrie, Stereo-
metrie, Algebra, math. Geographie, Optik, Katoptrik, Diop-
trik, Mechanik, Astronomie. ¢
Geometrische Auflosung  kubischer Gleichungen.
Mitau 1821. 4° 16. : i
Mémoire sur la résolution géométrique des équa-
tions du troisiéme degré et sur les propriétés principales
de ces équations demontrées par la géométrie élémentaire.
Presenté a la Conférence le 15 Janv. 1823. In den »Mém.
de PAcad. des Sciences de St. Pétershourge« X. 1826.
158 — 260. 12pl. : ‘ :

Enthilt erschﬁpﬂmde Betrachtungen iiber diesen Gegen-
stand, die Verzeichnung des 7-Ecks, 13-Ecks u. s. w.
Die ebene Geomelrie der graden Linic und des Kreises.
Konigsberg 1823. 298. 8°

Enthalt in moglichster Vollstindigkeit alle von den ilte-
sten Zeiten bis auf die damalige Zeit aufgefundenen Sitze.
Eine ausfiirliche Beurtheilung dieses Buchs in der Leipziger
Literaturzeitung 1826. J¥'o. 23. :
Ostertafel des julianischen Kalenders fiir immerwihrende
Zeiten der Zukunft llud-Vergangenheit. Nach einer neuen
Einrichtung berechnet. Anhang zum mit. Kalender v. 1823.
Authentische Bestimmungen inlindischer Maafse
und Gewichte. In Raupach N. dorpt. Museum. IL. 1824.
Uecber das Mittagsfernrohr auf der Stermwarle xu
Mitau; Resultate der Aberrationstheorie w. s. w.
Im Berliner astron. Jahrb. 1825. 1?. s ’.
Mémoire sur une question de Géométrie relative aux
tactions des cercles. Lue 2 Mai 1827. In den »Mém. des

Savans étrangers de St. Petersbourg«. T.I. 1831. 4°84. 5pl
Enthilt eine erschépfende Untersuchung der Malfattischen

Aufgabe welche die Einschreibung dreier Berithrungskreise

in ein Dreieck Perlangt. Der Verf. wurde fiir diese ‘Arbéit
von der kon. Academie der Wissensch. zu Neapel mit einem
anerkennenden Schreiben and der Zusendung ihrer Schriften

‘“beehrt. Gleichzeitig (1826) gab Steiner eine andre Auflosung;

dann Zornow (1833) und Adams (1846).
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21) Ueber verschiedene Fragen welche sich auf den Auf-

und Untergang der Sonne beziehen, nebst Beitrigen

sur mathematischen Geographie Kurlands.
Aunhang zum Mit. Kalender von 1828.
22) Die Polhéhe von Mitaw nach einem Reichenbach-
schen Kreise. Refractionstafeln, Zenithdistanzreductionen
u.s. w. In Schumacher astr. Nachr. Bd. 7. JV%. 162 u. 165.
Die Polhéhe ist hienach 56° 39" 47,508 , mittl. Fehler 07,145
23) Practisches Rechenbuch fiir inlindischeVerhiiltnisse.
I. Allgemeine Regeln. 1ste Aufl. 1834. 120. 2te Aufl. 1840. 205.
IL. Handels- und Finanzrechnungen. 1836. 334.
III. Administrative und 6konomische Rechnungen. 1837. 122.
IV. Uebungsbeispiele. 1841. 110. :
24) Ueber L. Pansners »¥ ersuch einer tabellarischen

Uebersicht der russischen Miinzen «.
: In Dorp. Jahrb. 1835. Bd. 4. St.5. S. 420 — 452.
20) Metrologie der .alten Romer und Griechen.
Vergleichung ihrer Maalse, Gewichte und Miinzen mit den
russischen. In Dorp. Jahrb. 1835. Bd.5. St.3. S.177—217.
; Die Ergebnisse dieser Schrift sind von dem beriithmten
Béckh anerkannt und an verschiedenen Stellen seiner »metro-
logischen Untersuchungen 1838« angefiihrt worden.
26) Valvationstabelle romischer Denarien nach russischem
Gewicht und russ. Miinze. InDeorp. Jahrh.1835. Bd. 5. St. 4.
27) Auszug aus der neuen Bearbeitung des ersten Theils
der russischen Metrologie.. Tn dem Bericht der Acad.
d. Wissensch. iiber die vierte Zuerkennung.. St. Petersburg

1835. 37. - :

Die in mebrern Quartbiinden nur handschriftlich verhan-
dene  »russische Metrologie« des Verf. erhielt den . ersten
Demidowschen Preis 1831. 1

28) Die Maafse und Gewichte Rufslands und seiner
Provinzen. In' Schumachers Jahrbuch fiir 1836 und ein
Nachtrag in dem fiir 1837. ) :

29) Geometrische Analysis. Apollonius von Pergi Sectio
rationis, spatii und determinata.. Nebst einem Anhange zu
der letztern. Neu bearbeitet. Leipzig 1837. 8° 164. 9 Kpf.

30) Die Osterrechnung. Vorschlag zur Einfihrung : eines

. kirchlichen Kalenders und Osterkanons -elche mit den
Satzungen des niciinischen Conciliums besser als die bis-
herigen tibereinstimmen. Leipzig 1837. 4° 96. XXXV Taf.

31) per- Enleesche Komet bei seiner Wiedererscheinung
m J(l’l_re 1838. 14 den nSendlﬂf‘g‘ch« der Kurl. Ges.
f.L.ou. K. I 1840." 26'°_39.

32) Ueber die Grenzen der Sicher’qeit in den Thatsachen
der newern Astronomie. Ehendaselbst 73 — 77.
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33)

34)

Weitere Berechnung verschiedener auf das Kreis-

verhiltnifs begriindeten Zahlen. 1, Grunert Avchiv
fiir Mathematik. I. 1841. !

Fundamente der Geometrie. Leipzig 1842. 8° 441 S.
Mit 540 in den Text gedruckten Holzschnitten. Siehe Gr.
Archiv. TII. II 154. III. 180. -

Erster Theil. 1. Congruenz.

II. Parallellinien und Aehulichkeit.
5 Il Flicheninhalt gradliniger Figuren, einfache
Eigenschaften des Kreises.
IV. Elemente der Geometrie des Raums.

Zuweiter Theil. V. Metrik.

35)
36)

VI. Trigonometrie.
VII. Stereometrie.
VIII. Analysiometrie. (Steindruck, Vergriffen.)

Coordinatenlehre. IX. Cursus der Fundamente. Mitau
1842. 96. Siehe Gr. Archiv. IV. L 195.

Geometrisches A B C buch. Hundert Hauptsitze aus
den Fundamenten der Geometrie, Trigonometrie, Metrik und

- Stereometrie in ihrer Begriindung. Leipzig 1842. 68. 4 Taf.

37)

38)

39)
40)

41)

Das A B C der Arithmetik. FEine Zugabe zum prakti-
schen Rechenbuch.  Mitau 1842, 87.

Die Gaufsischen Gleichungen der Bogendreiecke
und zwei merkwiirdige Sitze vom Raum. Mitau
1844. 38. Siehe Gr. Archiv. VI IIL 337. .

Fiinf beriihmte Fragen aus der RBildlehre. Mitan
1845. 16.  Siehe Gr. Archiv. VIIL II 451.

Die Bildlehre. Leipz. 1846. 8° 265. 100 S. Fiigungen.
I. Stab und Ecke. ,

II. Doppelbildung.

III. Kreis und Abkreis.

IV. Maafsgleichungen.

Dieses Werk bezweckt eine ginzliche Umgestaltung der
Bildlehre mit Inbegriff-der Kegelschnitte. Die Bildlehre wird
von der Maafsgleichung und dem Verhilinifsbegriff befreit.
In diesem Sinne werden alle Haupteigenschaften der Kegel-

schnitte entwickelt.

Die niedere Grifsenrechnung. Mitau 1846. 8° 216.
I. Die Héhe. 2
IL' Die niedere Gleichung.
III. Die Reihe.
1V. Die Mefsgleichung. :
V. Die Anwendung der Hohennamen auf Handelsrechnungen.
VI.. Die mehrstellige Einstufung.
VII. Dic Stufungen. Aphang: Von den Wurzelgrenzen.

V1. Die Berechnung der Hohennamen.

e S
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Verbesserungen.
S.23 Zeile 2 v. 0. statt }2/11 e e iy Y4a
-52 - 3-- - dieKemnzahlus.w. - die niedrigste
Stelle von 10, die
ithrigen von.9
95 U165 TR 92 50020 22

187 letzte Zeile - a*—6x4+3.. - 22—06x+4 13

Zu 20* 8,199
Der Satz lafst sich auch also beweisen: :
2 —2rx + I* = (x—1r)® + (I*—1?)
~ Bei der Sinnstufung ist 1> — r? setzhaft.
Also ist sie fiir jeden Werth von a setzhaft.



Erste Abtheilung.
Die Hohe.

1 [ ;
Eine Zahl der man jeden beliebigen Werth beilegt heifst
eine allgemeine Zahl oder Grifse. FEine Zusammen-
setzung von Grofsen heifst ein Ausdruck (Formel). Ein
Ausdruck lafst den Einflufs erkennen welchen jede ein-
zelne Grofse auf das Ergebnifs hat. Die Grofsen werden
durch Buchstaben bezeichnet.

Die Vereinigung mehrerer Grofsen zu einer Gesammt-
grofse durch Zuzihlen heifst die Anlegung (Addition).
Sie wird durch eime Lothung (-) bezeichnet. Die an-
gelegten Grofsen heifsen Beisdfze (Summanden). Das
Ergebnifs der Anlegung heifst die Anlage (Summe). Das
Zeichen der Gleichheit ist ein Doppelband (=). Z. B.

a mit b giebt ¢
wird bezeichnet a F b= ¢

Die Wegnahme einer Grofse von einer andern heifst
die Abziehung (Subtraction). Die Grofse von welcher
weggenommen wird heifst der Ueberzug (Minuendus).
Die abgezogene Grofse heifst der Abzug (Subtractor).
Das Zeichen der Abziehung ist ¢in Band (—) links vom
Abzug. Das Ergebnifs der Abziehung heifst der Unter-
schied (Subtractionsrest, Differenz). Z. B.

: a ab b giebt ¢
wird bezeichnet: a-—b = ¢

Die Abziehung heifst nichts anderes als dafs die Anlage
des Abzugés und Unterschiedes dem Ueberzug gleich
sein soll:

also ‘o &
heifst so viel als a



Die Anlegung gleicher Beisitze heifst die Bindung
(Multiplication). Jeder dieser gleichen Beisitze heifst
das G'ebundene (Multiplicandus). Die Anzahl der glei-
chen Beisitze heifst das Bindende (Multiplicator). Wenn
das Bindende ein Bruch ist, so wird eine Bindung durch
den Zshler des Bruchs und eine Theilung durch den Nen-
ner des Bruchs verstanden. Das Zeichen der Bindung ist
eine Neigung (<) oder die Ecke der Neigung (.) oder
" blofse Nebenstellung. Z. B. :

: amal b :
wird bezeichnet: -a 4 b oder a.b oder ab .

Das Ergebnils der Bindung heifst das Gebinde (Pro-
duct). Das Gebundene und das Bindende haben die
gemeinsame Benennung Bindeglieder oder schlechthin
Glieder (Factoren). - In dem Gebinde zweier Glieder von
denen das erste eine bestiminte Zahl das andere eine
Grofse, oder das erste cine gegebene Grifse das andere
eine unbekannte Grofse ist, heifst das erste die Neben-
wahl (Coefficient).. Z.B,

von %a ist die Nebenzahl 3

e von .ax ist die Nebenzahl a

Bei. der Theilung (Division) heifst die Grofse welche
getheilt wird der Inhalt (Dividendus), die Grofse durch
welche getheilt wird der Theiler (Divisor), die aus der
Theilung. sich ergebende Grofse der Schnitt (Quotient),
die bei der Theilung iibrig bleibende Grofse der Zuschufs
(Divisionsrest). Das Zeichen der Theilung ist die Bruch-
gestalt oder die Verhiltnifsgestalt. Z. B. :

a getheilt durch b giebt ¢
wird bezeichnet : %-» = ¢ odera:b =«

Unter Theilung wird nichts anderes verstanden als dafs
das um den Zuschufs vermehrie Gebinde des Schnitts mit
dem Theiler dem Inhalt gleich sein soll. Der Zuschuls
sei d, so ist

Sy e

Das Zeichen der zusammengesetzten Grofse oder des

gemeinsamen Verfahrens ist eine Hlammer () oder [ ]-

ZB. a:(b A o d) istsoviel als —b——{—*‘z——{——d-

a— (b 4 ¢ + d) ist soviel als a+-b—c—d
a (b 4 ¢+ d) ist soviel als ab 4 ac + ad
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Der Einsats (Monom) ist ein Ausdruck welcher durch

Bindung oder Theilung einfacher Grofsen entsteht.
Z.B. ab oder % oder 3aab u.s.w.

Der Zaveisatz (Binom) ist ein Ausdruck welcher aus
zwei Einsétzen besteht die durch Anlegung oder Abziehung
verbunden sind. Z.B. : =

14+ a, oder a+ 56, oder a—¥b, u s w.

Der Fielsatx (Polynom) ist ein aus mehreren durch
Anlegung oder Abziehung verbundenen Einsitzen beste-
hender Ausdruck. Z.B. ‘

: a+b+c oder e +b—c4d
oder 1 4 g,z -+ ayex 4 azazx....

s
Aus der Zahlenrechnung (Arithmetik) ergeben sich
folgende Grundlagen, von denen die Grifsenrechnung
(Algebra) ausgeht. ‘
1) Die verschiedene Folge der Rechnung iindert das

Ergebnifs nicht. Z.B.

; a+t+b = b+ a
at+b+4+c¢c = a+tc+bd = b-+a-+tc usw
at+b—c = aea—c+b = b-+a—c usw

ab —_0a . ’
.abc = acb = bac = bca = cab = cha
a8 o Ml s A
c c € c
b b LD b
L
. c a == alg ca
S B oo woSAa)
R T S Pt

2) Anlegung und Abziehung sind einander entgegen-
gesetzt,. Z. B. :
e e T R B s

3) Bindung und Theilung sind gegen ecinander um-
gekehrt.  Z, Bs R S

b
c

C
T,
s b ad da. o ¢ b
C

T Bt = =

Sac | P
e R T — T /R B
b b



4) Entgegengesetzte oder umgekehrte Rechnungen
heben einander auf. Z.B.
a+b—b = a—b+4+0b = a

ac a a:c a

Po— S s

: RIS e R
_ 5) Die Bindung oder Theilung eines Vielsatzes durch
einen Einsatz geschieht indem jeder einzelne Beisatz durch
den Einsatz gebunden oder getheilt wird. Z. B.
(@+b+c¢)d = ad 4+ bd 4+ cd
{a—b o) d = adibpdicd

i s Oy ve
S G S B B
a—b+c a b c

a DT

6) Der Unterschied zweier gleichen Grofsen heilst
ein Nichtiges (Null) und wird durch ein Rund (0) be-
zeichnet. Z.B. 2

a = a heifst soviel als. a—a = 0

Hieraus folgt zweierlei. Namlich:

7) Die Anlegung oder Abziechung des Nichtigen &n-
dert die Grofse nicht.

Denn da a 4 (b—b) a

und a— (b—0) a

soist . a-} 0. ='a: und a— 0= ¢

8) Die Bindung oder Theilung des Nichtigen durch
eine Grofse giebt ein Nichtiges. :

I
I+
gl
I

Demn da a (b—0b) = ab — ab = 0
—— b
und bt = -[3- . e )
> a a a
: 0
soist a.0 = 0 und sestims 0

Die Anlage einer setzhaften und gegenhafien Grifse

ist nichtig, wenn beide von gleichem Anwerth sind.
Eine sich auf bestimmte Dinge beziehende ganze Zahl
_oder Bruchzahl heifst ein Anwerth (absoluter Werth)
oder eine setzhafte (positive) Zahl. Ein Ausdruck be-
stche aus setzhaften Grofsen welche durch Anlegung oder



2

Abzichung verbunden sind, z.B. P = b —a4-c. Wem
man nun zur Vereinfachung die Abziige unter die Fassung
(Form) der Beisitze bringen will, so mufs man sich eine
Grifse denken, deren Anlegung eben soviel bewirkt als
der Abzug der setzhaften Grofse. - Eine solche heifst eine
gegenhafte (negative) Grofse. Sie wird durch ein iiber
ihren Anwerth gezogenes Band bezeichnet.

‘Wenn also 6 —a -} ¢ b -+ @ - ¢ sein soll,
somufs b —a-+tc+a b+ a -+ ¢+ a sein,
also . e © b4 ¢+ a -+ a sein,

also mufs a-+t+a 0 sein.

|

Hier ist a eine setzhafte Grofse, @ ihre gegenhafte
Grofse, beide von gleichem Anwerth. Nun kann aber
auch « eine gegenhafte Grofse bedeuten, und dann mufs «
eine setzhafte Grofse seyn.

e -
“Die Anlegung oder Abzichung eciner gegenhafiten
Grofse st gleichbedeutend mit der Abxiehung oder
Anlegung ihres setzhaften Anwerths.

Namlich es ist:

at+c¢c=a+c+c—c=a—c+H(c+7)
ea—¢=a—¢c¢ +c—c=a-t+c—(c+70)
aber nach dem Satze (3.) ¢+ =0
also a-+c =a—c’
und a—C=a-tc

Aus diesem allgemeinen Satze ergeben sich folgende
besondere :

1) Wenn von einer setzhaften Grofse eine grofsere
setzhafte Grofse abgezogen wird, so ist der Unterschied
eine gegenhafte Grofse, d.h. a — c ist setzhaft oder gegen-
haft je nachdem a grofser oder kleiner als ¢ ist.

2) Wenn zu einer setzhaften Grofse eine gegenhafte
Grofse von kleinerem Anwerth gelegt wird so ist die An-
lz;ge §e:zhaft. Namlich e -- © ist setzhaft wenn a grofser
als c 1st. ) 3

3) Wenn zu einer setzhaften Grofse eine gegenhafte
Grofse von grofserem Anwerth gelegt wird, so ist die
Anlage gegenhaft. Namlich a 4 & ist gegenhaft wenn
¢ grofser als a ist. :
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4) Wenn von einer gegenhaften Grofse eine gegeu-
hafte Grofse von grofserem Anwerth abgezogen wird, so
ist der Unterschied setzhaft.  Namlich @ — & ist setzhaft
wenn ¢ grofser als a ist.

5) Wenn von einer gegenhaften Grifse eine gegen-
hafte Grofse von kleinerem Anwerth abgezogen wird, so
ist der Unterschied gegenhaft. Namlich 7 — & gegenhaft,
wenn ¢ kleiner als a ist.

6) Wenn von einer setzhaften Grofse eine gegenhafte
Grofse abgezogen wird, so ist der Unterschied setzhafi.
Namlich @ — ¢ ist setzhaft. : '

7) Wenn von einer gegenhaften Grofse eine setzhafte
Grofse abgezogen wird, so ist der Unterschied gegenhaft.
Namlich @ — ¢ ist gegenhaft, : ’

8) Wenn zu einer gegenhaften Grofse eine gegenhafte
Grofse gelegt wird, -so ist die Anlage gegenhaft. ~ Nimlich
@ -+ © ist gegenhaft. ,

9.

Die Bindung oder Theilung einer seizhaften Grifse
mit einer gegenhaflen, oder einer gegenhaften Grifse
mit einer setzhaften, giebt eine gegenhafte G'rifse.

Die Bindung oder Theilung eciner gegenhaften
Grifse mit einer  gegenhaften giebt eine setzhafie
Grofse. T : :

Es seien a, ¢, setzhafte Grofsen, also auch ac = n
eine sefzhafte Grofse. Nun ist (3.)

L a+a@a=0
IL. ¢+c.=.0 _
Man binde die Gleichung I. zu beiden Seiten mit ¢,
und die Gleichung II. zu beiden Seiten mit a, so ist:
n + Hiy aioaa sy
: e a—.9
Aber (3. n+4n =0
Also @ .c="n und T.a = n

‘Wenn also das eine Bindeglied setzhaft das andere

gegenhaft ist, so ist das Gebinde gegenhaft.

Da nun g =

so ist g und~ ¢ =

ml:!
all



-
Also: Die Theilung einer gegenhaften Grofse durch
eine setzhafte giebt einen gegenhaften Schnitt; - und
Die Theilung einer gegenhaften Grofse durch eine
gegenhafte giebt einen setzhaften Schnitt.

Man binde die Gleichung I zu beiden Seiten mit ¢,
und die' Gleichung II. zu beiden Seiten mit @, so ist

n+a.¢c = 0
und 7w 4cT.a@ = 0
Aber (3. T e
also @ e rs=inre iy ¢C oo — 1
also T —,;_- und T = ii-
£ a

Also: Die Bindung zweier gegenhaften Grofsen giebt
ein setzhaftes Gebinde.

Die Theilung einer setzhaften Grofse durch eine gegen-
hafte Grofse giebt einen gegenhaften Schnitt.

Jede Grofse erhilt also einen gegenhaften Werth wenn
sie mit der Gegeneinheit gebunden wird. Namlich

wenn T a+b‘—-—c+.¢'l

so ist P =1.(at+b—ctd
oder P=ag+b—c+d
oder P = c¢c—aq-—b-—4d

Die Bindung oder Theilung der Gegeneinheit mit sich
selbst giebt die setzhafte Einheit. - Namlich :

-1

1.1 = 1 = 1

6.

Um_einen Vielsatx anzulegen bringt man’ die an-
gelegten Beisiitve setzhaft, die abgexogenen gegen-
hqft an.

Um einer.z Vielsats abzuziehen bringt man die an-
gelegten Beisiitze gegenhaft, die abgexogenen setz-
haft an. ; : o

: Oder bei der Anlegung behilt man die Vorzeicken
bei, bei der Abziechung wimmt man die Gegenxeichen.



Es seien z. B.

M = 4a + 56 — 3¢ -
gN = 2a — b — 8¢
S 3M = 4a + 56 + 3¢
N = 2a 4+ Tb + 8¢
ales ot G+2a+G+Db+ 349
{M—N = @—DaE+ G—1d + (3—8)c
: M-4EN = ba + 2b 4+ Tle
also = 06a — 26 — 11c¢
?M——N = 2a+125 + He¢

-

i
Bei der Bindung sweier Vielsitze wird jeder Bei-
satx des einen mit jedem Beisatz des andern gebunden.
Bei gleichartigen Vorzeichen ist das Gebinde selz-
haft, bei ungleichartigen gegenhaft.

Ruseg Bl A5 S 5
(M dag - 55 43¢
IN oy at e
so giebt die Bindung:
MN = Raa + 10ab 4+ 6ac
+ 98ab 4 3566 4 21bc
{ + 32ac + 40bc 4+ 24cc
MN = 8aa — 18ab — 38ac — 19bc 4 24cc
— 35bb

Il 1l

oder

Il

8. .

Das Gebinde mehrerer gleichen Glieder heifst eine
ganznamige Hihe (Potfenz). Die Anzahl dieser glei-
chen Bindeglieder heifst der Name ((Exponent) der Héhe.
Jedes dieser gleichen Bindeglieder heifst die Grundzahl
der Hédhe. :

Hienach ist
a'= a die erste Hoéhe von a
a®= aa die, Zweithohe oder Rahmen (Quadrat)
a® = aaa die Dritthohe oder Wiirfel (Cubus)

a* == aaaa die vierte Hohe (Biquadrat)
u s, w.
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Wenn a” = b, so ist a die Grundzahl, n der
Name, - b die Hohe.

Jede ganznamige Hohe einer setzhaften Grundzahl ist
setzhaft,

Jede gradnamige Hohe einer gegenhaften Grundzahl
ist setzhaft. Z. B.

(E)2 ==.8% ; (—d-)q. = &t (E)o = a°

Jede ungradnamige Hohe einer gegenhaften Grundzahl

ist gegenhaft. Z. B.

oy 1.a Sy e 1.d% i) s 1.a°

Das Gebinde oder der Schnitt ganznamiger Hohen
ist bei gleichen Namen und verschiedenen Grundzahlen,
die gleichnamige Hohe des Gebindes oder Schnittes der
Grundxahlen.

i

Esist a2 =aa, b =0bb, = cc
also  a®.b%. ¢ == (aa) (bd) (cc) = (ubc) (abc) = (abc)®
Eben so ist a® =— wdapebli== bbb, pc® = ecc

a®b3c® = (aaa) (bbd) (ccc) = (abc) (abe) (abe) = (abe)®
" @®b*c* = (aaaa)(bbbb)(ccee) == (abc)(abe)(abe)(abe) = (abe)*
w.s. f. fiir alle ganznamigen Hohen.
‘Wenn also n eine setzhafte Zahl ist, so ist
A R e T
als bt o fdn = (abell LS T
Eben so bei der Theilung

a® aa a a S

€F T Fecs e e e P L\ C

a® aaa aToHql g a)3

c® cce Lo Ol e AT

a 3

a aaaa . G ot M @ a

c? e R g St A s i o
u. .s.-f.

T | - i
Wenn also n eine setzhafte ganze Zahl so ist

an n
(‘ " ( )

(04



. Beispiele.
0 iy LB e 400 5 QERSs MD )F

5% 5
ot = (3) = = 2 = 1y
; :
oo (e
10

Das Gebinde oder der Schnitt ganznamiger Hohen
ist bei gleichen Grundxzahlen und verschiedenen Namen
diejenige Hihe derselben Grundxahl deren Name die
Anlage oder der Unterschied jemer Namen ist.

s ist z. B.. @® = aaa

a’ aaaaaaa
also  @*. a” == (aaa)(agaaaaa) = a*°
a’ aaaaaan
- ——— = (14
a® aaa
a® aaa 1
a’ aaaaaaa - a*

Eben so wird der Satz fir alle iibrigen ganzen Namen
bewiesen. Es seien:also m, n, r, s u.s. w. setzhafte
ganze Zahlen, so. ist

am, q" = gm+n
a™, a, " — amTn-tr
am™., a™, q%, @5 = gmtntris

Und wenn m grofser als n ist, so ist

a™ ; a™ 1
s o | et el PR weesains
an - ﬂm' am—-—n

Beiéﬁel Es sei 15'® zu bilden.

62 s oa et Aa B T b 3325
Tk Isne s waae =ty 50623
e B S A — SR e 11'390625

1315 = 15%. 15%, 15° = 1946'195068'359375
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11.

Die ganznamige Hohe einer ganznamigen Hohe hat
zum Namen das Gebinde jener Namen.

Es ist z. B. :

(a*)* = (aaa)(aaa)(aaa)(aca)(aga) = a's
(@®)® = (auaaa) (aaaaa) (aaaaa) =
(a%* = (aaaaaa) (aaaaaa) (aaaaaa) (aaaeaa) == af"‘
(a®°® = (aaaa)(aauaa)(aaaa)(eaaa)(avaa)(acaa) = a**

Eben so wird der Satz fiir alle iibrigen ganzen Namen
bewiesen. Wenn also m und.n setzhafte Zahlen sind,

S0 sin(? (u"‘)" iied ‘(an)rn‘ =S

Beispiel. - ;
928 = 904 o (96 o S (64)% s AGRTAD
P U L R LS VRS, 3R W5 (X INE, 5,900
28,78 816 na . dols A i sdowi . somle Vo s 1 2006
i PO i s inini e SAaN. @i 65536
DB (GBAIONE o ttmy o 4294967296
264 — (4294967269)* = 18446744°073709°551616

. 12.

Wenn die ganxnamige Héhe einer zu bestimmen-
den Grundzall der ganznamigen Hihe einer gegebenen
Grundzahl gleich sein soll, so heifst die xu bestimmende
Grundzahl die Bruchhéhe oder Wurzel der gegebenen
Grundzahl.  Der Name ist ein Bruch, dessen Zihler
der Name der gegebenen Grundzahl, dessen Nenner der
Name der zu bestimmenden Grundzahl ist.

Z.B. Wenn a* = «a sein soll, so heifst = die Zweit-
wurzel (Quadratwurzel) von a und wird bezeichnet durch_

e g a
‘Wenn x® = a sein soll, so heifst x die Drittwurzel
(Cubikwurzel) von a und wird bezeichnet durch
g ;
& = a¥ = a

VV;enn 2® == a* sein soll, so heifst = die Drittwurzel
von a* und wird bezeichnet durch

-
X = qf — of
X7 Ao % - E % :
Wenn 2* = q sein soll,. s0 heilst z die. vierte

\qurzel (Biquadratwurzel ) von a und +ird bezeichnet
durch -
1

== V(l

s
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Wenn z% = a® sein soll, so heilst x die vierte
Wurzel aus «® und wird bezeichnet durch
1
&= al = Y05
Allgemein, wenn bei setzhaften ganzen Zahlen m, n,
x” = a™ sein soll, so heifst = di¢ nte Wurzel aus a™
und wird bezeichnet durch
o g vt
z = a* = [ a™
13.

Das Gebinde. oder der Schuitt von Bruchhohen ist
bei gleichen Namen und wverschiedenen Grundzahlen
die gieichnamige Bruchhihe des Gebindes oder Schnitts
der Grundzahlen.

Oder der Satx 9. gilt auch bei Bruchhéhen.

Die Wurszel eines Bruchs lifst sich auf die Wurzel
einer ganxen Zahl suriickfiihren.

Es seien m und n setzhafte ganze Zahlen.

Wemn nun z = a” , y = b*

so ist (12.) B == RS e
T n a m
alse 0P s ()2 == (ad)? § 5 - (7)
: i = 2 a ZS

D] — n —_— = Gt
also (12.) ra:y i : (b)
mom m " -
also ot S ah — = (7)—)
P b;‘
Beispiele.

V2i = V9.3 = Y9r3 = 33
3 e 3 3 3
Vo3 = Y21.9 = V219 = 8)9
3 1. - Yok U TE8ITH6 T R
}/7 =ré_l‘—.) e m e —-7-——=0,()'o4()-33‘)

3 3 3 %
3 5977632
r(_; i 1;;73 =]:147 =Y;47 _ 521 476.5-0=077539474 :
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14.

Das Gebinde oder der Sehnitt von BruchhGhen ist
bei gleichen Grundxsahlen und verschiedenen Namen die-
Jenige Hihe derselben Grundzahl deren Name die
Anlage oder der Unierschied jener Namen ist.

Oder der Satx 10. gilt auch bei Bruchhéhen.

Es seien m,n,r,s setzhafte ganze Zahlen und

m x
il e y = a°
50 st (20 2% == 14" a, ys = a’
also (11) XS =ma B e e ghr
also (9,10.) (P8 e T
ok ns
(__) — ams -_—nr
y ;
ms -+ nr m "

aleos(13) | oy = @ P == a®

x 2=l m T
ZooEm gl s el g <
y
Beispiele.
Ll e puedekl = Su oder#a” = Vaf/a
st ices, at = at.at.a?
oder Ya' = L. f.a - an
b =4m—34 =3—1, alsoist
o, ) 2 _ 14142135
ik 12 = 15590310 . L122462
3 ’
o, Y4 1,3814010
. Y2~ 1,4142135 = 1,122462
35:

Die Bruchhihe einer Bruchhéhe hat xum Namen
das Gebinde der Namen.

Oder der Satz 11, gilt auch bei Bruchhohen.
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Es seien m, n, r, s, selzhafte ganze Zahlen

,,

: : gt m
e
s0 ist (12.) bA——— N 1 Lt =g
also (11.) ZNS — gonr nr =— gmr
alSO 2 ZNS =, gmr

il
also (12.) e B
s s
also (a = ) S — gns
Bezspnle.

T e Rl e

Y 3=l 43)03._0 Va.__] 3H0T=b, ) b= 114720 =¢
24
aléo  PrIe=nYre TV e4883
Y 2=141421=a, | a=1,18920=0b, } 6 =1,09050 =
Vo= 108427 = d ,=-FUd = 1,02189 = ¢

2 = Ve = 1,01089

16.
Das Umgelehrte einer Hohe von setzhaften Namen
heifst eine gegennamige Hohe.

Der: Schnitt welcher aus der- Theilung der Einheit
durch eine Zahl entsteht heifst nimlich das U Dgeke’lrte
dieser Zahl. Z: B. das Umgekehrte von 2 ist 1, das Um-
gekehrte von 2% ist 3 u.s.w.

Es sei also n eine setzhafte ganze 0de1 gebrochenc
Zahl, so ist das Umgekehrte der Hohe a» vluch — Der
Bequemhchkﬂt wegen wird diese Umkehrunt7 so bezelch--
net —(;l-n— = a® . Daher heifst 7;; oder a™ eine gegen-

namige Hohe. ' Die gegennamige Hohe kann also auch
durch UmKehrung der Grundzahl ausgedriickt “erden
wobei der Name setzhaft genmnmen w1rd

: 1 =
— = G 3
5 b a"
PIE W T S e
a



» Beispiele.

2T = (Pt = s =2 5 18

3T —= (pri= A = 32 = 9

59 = (1) = ks ) Tt W CRECED

BT - (Db = 4B (DTE =GP = |5
17.

Das Gebinde oder der Schnitt gege:inamiger Hohen
ist bei gleichen Namen und verschiedenen Grundzahlen

die gleichnamige Hihe des Gebindes oder Schnitts der
Grundzahlen. :

Oder die Sitze 9,13. gelten auch bei gegennamigen

Hohen.

Es sei n eine setzhafte ganze oder gebrochene Zahl,
50 ist

S 1 n — 1 n o 1\"
a — (—;—) . b —_— (-b—-) s £ »= (?)
: P e 1\ s RN | n—.— 1 n-.—_ -
also (9,13.’) abr.e ._(;)(F) (—C-) == (m = (abc)
£ }_)" Eve
i i (a ik a 215 b\ el s G
1,7"(1)"""--1 “‘(”a') “‘(F)

. L

b

8, -

Das Gebinde oder der Schunitt der Hohen ist bei
gleichen Grundzahlen und verschiedenen maafshaften
Namen diejenige Hihe der Grundxahl deren Name die
Anlage oder der Unterschied jener Namen: ist.

Oder die Siitxe 10, 14. gelten auch bei gegennami-
gen Hdohen. : :

Eine setzhafte oder gegenhafte ganze oder gebrochene
Zahl heifst maafshaft (rational) wenn ihr Anwerth be-
stimmt ist. ~Sie heilst unmaafshaft (irratiopal) wenn ihr
Anwerth nicht vollig genau sondern nur anniherungsweise
durch bestimmte Zahlen ausgedriickt werden kann. :
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Es seien m und n selzhéf[e und maafshafte Zahlen,
; (5%

so ist (16,) am — = (—
st (16) a ( Yo e )

Hieraus folgt

iy am —
a”.a® = — == a™" = am+tnr
a
s a™ =
a” . a® = — = a"—Mm =— qmt»
am
am . ar = 1 = ] ==Swginctin
am.a’ qm-+n
am am il
_ = = a™.q" = @MmT" =— gm—»
= (ly, o
a
- S = 2
— e = 4"~ — gn-tm — gm—n
aﬂ a"l
a;l: anr 9 — —
— = = P~ M — gqttm — gqm—n
an a"l
s S 19.

Die Hohe ez:ner Hihe hat xum Namen das Gebinde
der Namen.

Oder die Sdtze 11, 15. gelten auch bei gegennami-
gen Hohen.

Es seien m, n, seizhafte und maafshafte Zahlen,
so ist:

ML e 1 [ree ! = al mn =— am-n_
(a ) s (am)n-— i L.

£ 14\ 1 i
Carylts ;1—7;) o e = al ™ — g m.=»

it 1 1 i
(am)* = : < =AM e @TRNE

(am)F iohoe A2

arn
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20.

Die nichtnamige Hihe jeder setzhaften Grundzahl
ist der Einheit gleich, J

Diejenige Girenze der sich die Hohe a” desto mehr
anndhert, je kleiner der Name r ist, heifst die nicht-
namige Héhe und wird bezeichnet durch a®.

Es sei n eine setzhafte ganze Zahl, und es sei nr =1,
so ist r ein desto kleinerer Bruch je grofser n ist.

Die Grundzabl a sei setzhaft. 2

Wenn a gréfser als 1 ist, so ist jede ganznamige
Wurzel aus e kleiner als a, d.h. " < a. Auch ist
jede Wurzel aus a™ grofser als 1, d.h. a™ > 1, also
wenn zi beiden Seiten die rite Wurzel genommen vwird
a > 1 - L : -

<7Venn a kleiner als 1 ist, so ist jede ganznamige
Wourzel aus @ grofser als a, d.h. a7 > a . Auch ist

jede Wurzel aus a™ kleiner als 1, d.h. a™ < 1, also
b s 1

~

‘Wenn also r immer kleiner wird, so nimmt die rte
Hohe der ganzen Zahlen und unéchten Briiche besténdig
ab mit Anniherung zur Einheit, und die rte Hohe der
achten Briiche nimmt bestindig zu mit Anndherung zur

Einheit. = Also ist fiir jedes a, a° = 1 als Grenze.
: Beispiel.
ol 0= 2 L a =7
WS sqrpdibaf 960 0,500000
DadddiddA%) - onizain 0,707106
41 1,18920 . . . . . | 0,840896
8 :|21.08050 3748, auix 0,917004
16> |21 0442 Fateras vk 0,957603
32:13:1.02489 =g i 0,978572
64 | 101089 . . . . . 0,989228
128 | 1,00543 . .. .. 0,994599
256, 0027 dzslal i 0,997296
BibRuath 100185 s clim i 0,998647
1024 11,00067 L L1 4 0,999323.
2048 | 1,00033 . v 0,999664 .
4096 | 1,00016. . . . .. 0,999831
8192 | 1,00008 . . . . . 0,999915
16384 1 1,00004 . . ... 0,999957
3276851 100002, a5 0,999978
68536 | 1,00001 . .. . . 0,999989
A31072 | 1,00000 .. L . 1,999994
262144 | 1,00000 .-. - .. 0,999997
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. RBet der ‘Bindung  zweier Vielsitse wird bei den
Vorzeichen der Satx 7., bei den Héhen der Satx 18.
befolgt. . ‘

2 Beispiel.

B b2 ‘

Woos B e i L e
a
M = 13a%b + 10a%b2 — 4ab3
oder ~ :
N = 06aP 62— 1853 =L Ta3dhe

MN = T8a%5% 4~ 60a%b* — 24aZ%h3
— 234a5b* — 180a%b65 4 T2ab®
— 91a?b5 — 70ab6 | 28a*H7

MN = 8a®h% — 174a50* — 295a%65 + 2ab® } 28a*h7

a2

Theilung eines Vielsaizes durch einen Vielsatz.

Man reihet in beiden Vielsdtzen die einzelnen Bei-
siitze nach den Hohen einer Grundzahl, so dafs die Na-
men dieser Hohen gleichmifsig steigen oder fallen. Wenn
zwei Grundzahlen diese Bedingung befriedigen, so ersetzt
man sie durch eine einzige. Die fehlenden Beisitze be-
zeichnet man als nichtig. Durch entsprechende Bindung
kann man nicht allein die Briiche aus den Nebenzahlen weg-
schaffen sondern auch bewirken dafs die Nebenzahl des
ersten Beisaizes des Inhalts ein Vielfaches von derjenigen
des Theilers sei. Wenn alsdann die Nebenzahl des letz-
ten Beisatzes des Inhalts ein Vielfaches von derjenigen
des Theilers, und die Anlage der Nebenzahlen der Bei-
satze des Inhalts ein Vielfaches von derjenigen des Thei-
lers ist, so kann die Theilung in der Art gelingen, dafs
kein Zuschufs iibrig bleibt.

Man theile nun den ersten Beisatz des Inhalis mit dem-
jenigen des Theilers, so ergiebt sich der erste Beisatz des
Schnitts. Mit diesem binde man den Theiler und ziehe
die Beisitze dieses Gebindes von den entsprechenden
‘Beisitzen des Inhalts ab. Alsdann hebt sich der erste
Beisatz auf und die Beisatze des Unterschiedes bilden
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einen neuen Inhalt mit welchem man auf gleiche Weise
verfibrt. Auf diese Weise werden der Reihe nach alle

. Beisitze des Schnitts bestimmt.

" Beispiel.
: a* a*) a a®
Inhalt - M = 3]—([)—2‘-1 + 33 o 4 33% . —bll/;,—-« 7-1;;;
’ 2
Theiler T = a — 2} . f%‘i + 3. 5
/ 85> ' s =
Man setze ~D=C,—.AI=M',—T=F
: b* Ve a
S' 1251730 ¢c -1 332 gs
¢ £ 2 — H¢c 4+ T ‘
M 24 + 0 4 0 4 29¢ 4 271¢* — 56¢°
24 — 60c -} 84¢
60c — 8424 29¢® 4 271 ¢* — 568
60c — 150¢2 4 210¢® -
66c*— 181¢® 4+ 271 ¢* — 56¢°
66c* — 1656c¢® + 231¢*
16 + 40 — 56¢
16c® 4+  40¢* — 56

Die Anlage der Nebenzablen ist
in M". .. 24 4 29 4 271 — 56 = 268

i BE O oD i cBantionest = g4
Nun ist 24 ein Vielfaches von 2
8604 #0008 guElylad b o
268 =i -fie =4
Also komnte die Theilung gelingen.
8b* 2

]LS]St WIVI=M,TI-I=I

M M’
also 4 b2 == =8’
: 40*Y a T T
M $
also Sl Nt s - s
e Ry ot
3 3 T4 ¢
al § b i, ed & e
1\80 > \'Va.b"'+ b? 2 B%rc: vt
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23.

Bestimmung des hochsten Gemeintheilers zweier
Vielgiitze., :

Man lafst in jedem Vielsaize diejenigen Grofsen oder
Zahlen weg, welche Gemeintheiler aller einzelnen Bei-.
sitze sind. Man reihet dann beide Vielsitze nach auf-
steigenden oder absteigenden - ganznamigen Hohen einer

gemeinsamen Grundzahl. Der grofste Name dieser Grund-
zahl heifst die Stufe des Vielsatzes.

Es seien 4 und B die beiden Vielsitze und es sei 4
derjenige welcher die hohere Stufe hat. Man binde 4
und B mit solchen Grofsen dafs bei der Anlegung oder
Abziehung entweder der erste oder der letzte Beisatz in
beiden einander aufheben. Dadurch erhalt man einen
neuen Beisatz von niederer Stufe als 4. Bei Fortsetzung
dieses Verfahrens gelangt man zu einem Vielsatze € von
gleicher Stufe mit B. Die bei dieser Abstufung sich
ergebenden Nebenzahlen seien m und 1, so ist

A = mB + nC

Also ist jeder;Gemeiutheiler von B und C ein Gemein-
theiler von A und B. . Der hochste Gemeintheiler ist der--
jenige dessen Stufe die grofste ist. Alsc ist der hochste
Cemeintheiler von B und C der hichste Gemeintheiler
von A und B. :

Aus den Vielsifzen B und C schafft man durch neue
Nebenzahlen einmal den ersten dann den letzten Beisatz
weg. -Dadurch erlangt man zwei neue Vielsitze D und E
welche um eine Stufe niedriger als B und C sind. Die
Nebenzahlen dieser Abstufung seien p, ¢, r, s, so ist

B = pD + qE
e sl dinl :

Der hochste Gemeintheiler von D und E ist der
héchste Gemeintheiler von B und C, also der hochste
Gemeintheiler von 4 und B . :

Diese Abstufung setzt man fort bis man auf zwei
gleiche Vielsatze T gelangt. Dieser Vielsatz T ist der
héchste Gemeintheiler je zweier vorangehenden Vielsatze
also auch der Vielsitze A4 und B. Wenn man aber bei
dieser Abstufung auf zwei verschiedene Zweisitxe ge-
langt, so haben 4 und B keinen Gemeintheiler von der
ersten oder einer hohern Stufe.



Beispiel.
AT L 14Bi138 T TR0 - 9¢t = 2 +°6
Ba g Ty Lo+ 100 =26 4

94 . .2 127428¢5—26c5-14c*+32¢% — 18¢* — dc+ 12
3B 6c5-21 ¢ 3¢® + 30 — Oc— 12

Anlage 2¢°-1 9¢7198¢0-90c5—35¢*+-35¢° + 12¢% - 10c
mitc. ... 2c7-12c5428c°-20c*-35¢° + 35c2 4 12¢- 10
mibd=— 467—24C°+5(3cs—4064—7065 4+ 70c® 4 24c—-20

A 1065=35¢%+ He® + 50 — 10c— 20
Unterschied 4¢°—24c%+46¢5— Hc*—T5¢ + 20¢* + 34¢
T e B R 4c0—24c5446c%— Hc® — THc¢% + 20c+ 34
e T 4c5_14¢5- 2¢%420c% - 4¢®> - 8¢

Unterschied C s .« . 10¢>—44c%425¢% 4+ T1cx— 28c— 34

L S R R T T ) 10e5-35¢%+ 5¢3 + 50¢® — 10c—20
UYnterschied D . . 9c*—920¢® — 21¢*>+ 18¢c + 14
. : e A Bl pde 18¢5—40¢* — 42¢® + 36+ 28¢
9B .. P s 18c5-63¢* + 9c% + 90c— 18¢— 36
.Unterschied E . . ... .. 23¢*— 51c5— 54+ 46c+ 36
1BIDoslR . e s 1626“-—.36065——37862+324c+25‘.’.
PN e e 161C4—35765—37862+3226+252
Unterschied ¢. F .« . .. 1.6= 3%+ 0 + 2
P oA e S0 e 1c®— 32+ 0 + 2
IR B e 18¢® — 542+ 0 +36
S e e S 93¢% — 51c® — H4c® + 46¢+36
Unterschied 23¢G . .. ... 93¢* —69¢®+ 0 +46¢
i it o8 e it 1.¢%- 33+ 0 +2
Da F = G, so ist jeder von ihnen = T der

hi')cbsle Gemeintheiler von 4 und B . Die wirkliche
Theilung giebt

A = TL (e - oo B) =T A
B TR =% . = T.B
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Um sich zu iiberzeugen, dals 4° und B’ keinen
(}ellxeilltl)ei]el' haben, untersuche man sie auf dieselbe
Art:

24 20 Bt 105 0 9 + 6

BT AT, T opte s Bl ana

Unterschied , . . . . 3¢t — 12¢8 4- 0 4+ 2% — §
T D A 0 a2 10¢* — 24¢® + 0 4 4¢c — 12
T s e S e R 10¢* — 5% — 10¢

Llotersebings cgin =0 = 19¢® — 102 — 4c 4 12
b 171 e SR R e S0 5 38c% =902 — 8¢ + 24
W08 RO ... 3865 — 10— 38¢

Unterschied C’ . , . . . B s s S0 - 08
R MO & el s SR R e e 2¢2 — 60c — 48
B SRR e e 22 —Tler =279

Untersehied Xt mas S oo 59¢ 4 46
CNy o st e e 18— 30c — 24
O S e e, i 24c* — 12¢ — 24

1interachitdec et 23¢% 4 18¢
ShEShe s faBE AstaT g e 23¢ -+ 18

Hier sind D’, E’ ungleiche Zweisitze, also haben
4’, B’, keinen Gemeintheiler. >




Beispiele xur Hihe.

1) ab | ot a4t = alﬁu s

2) af . at.at = UQVaA

3 Y2. V3. 75 = V648000

4) at: o = Va

5) 256" = §.}2

6) 243t = 97 .y 21

DICOIRECRS gt

8) atd: 1% = oy

9 (a¥)® = a .’ara

10) (V) = o*. Ve

11) Y1690 4 }72890 4 }2250 = } 20250
12) Y2028 + }2100 — }3468 = } 1452

13) 732 4 Y1800 — }'882 — }'50 = }128
14) 3888 — [615 — 108 — }12 = [507
15) 148 + Y432 — |3 — Y3 = V6304
16) 160 4+ Y62 + Y3 — V15 = V524
17) Y405 4 Y392 + Y18 — (245 = Y1458
18) Y12 + Y1 — Y50 — Vi = V3%
19) (2 4+ [3)® = T Y48 2%

0 (Y2 + V3 =35+ 24

o b
O
N

- o
Al e

1
N

| s B [ORNEE
o 2 .
Nt

-
<
s

o
-3
b=

2+ V73 = 242 + 243
(3 + Y3): = 14 + V180

(1 + 27 6)2 = 13 + Y4704

Ys + 1) = 6 + Y20 :

(5 + F20)2 = 45 + 2000
(Y28 4+ ¥150)2 = 178 + Y 16800
s + 3 (¥5=2)=¥s5-=1



36)

37)
38)
39)

40)

Aly

42)
43)
44)

45)

(8 3 3Y6) (s — 2Y6) =4 — |6
(31 4 8713) (8 — 2} 13) = 40 + |52

(2YT 4 6) (BYT — 3) = 402 — |25

(4 — Y35) (3 4 2Y5) = 2 + V125
QY5 — Y3 (Y5 + 2¥3) = 4 + (13
(10 + 2Y5) (53— [3) = 40
(15 + 3 5) (Y5 — 1) = } 120

Yo ;

A CEY Y2 =
T
N = 2.3 K3
1 =
VS %13 = —}EVS + %

o
Il
.'E .
-+

Y3 +1

1 g
5 +V~5 == —‘l: = f‘UV’

1 - 5
1Y g W |
WR8FF 3 1 Vs
o oys 8 ¥
el 4+ L.
Sy = AR
Sk S 2 i
‘)]/—l- ?3 — 4]/3 e
‘3]/5 +2) 2. Bg —

= = 321"+ Y}10
2) 5 ¥ 3) 2 o 5

e




Es sei Yax) b =VY%(0+“C) + Vi(a—2)
woist o)t =Vi@t®  Vie—o)
oder e +Yb = a + Ye—==
also a® = a® — b
16) Y22V3 = Vi+V4
4 ¥V3xY8 = Y2 +1
8) V3215 = Vi +V4
49 Va:VT = Vi2V3
50) Y6yl = ¥y £1#

51) Yo+124 = I3+ 12

52) YTV 48 = 2+V3

x3) Y30+ 500 = 5.+ }5

5) YT 272 = 3 +172

55) V2817300 = 5 + '3

56) Y31y 600 = 5 Y6

57) Y43+ 1800 = 5 £ |18
58) VBT 1) 6048 = Y63 + 24

1))
2)
3)
b
5)

1)
8
)
10)

Bindung und Theilung.
(atb) (a—b) = a*—b*
(Va+T?® (Ye—Y?b) = a~—2b
(a+b)? = a®+ 2ab + ¥*
(@ 4 b = a* -+ 2a%* 4 b°
(@—b) (&®+ab+ ) = a*—b°
(a—b) (a® 4 b?) = a* —a®h 4 ab* —b°
(@a—1b) (a® + a% + ab® + %) = a*—"b*
(a* —1) (@® 4 ¢* + o) e
(e +2) (¢*—2a® 4 4a®—8a + 16 == a° + 32
(24* — 3a% - 5a%?) (4a° — 2a% + 5ab*> — 35°%)
= 8a"—164% + 36a%° — 3143 - 34 a®*— 150%0°
4
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i)

(Ta® == 5a® + 6a — 2) (3a° — da® + 164 + 2a-—1)

— 91a?—43a%+ 150a® —96a* 4 87a®*— 154> —10a+2

12)
13)
14)

15)
16)

o)

18)
19)

20)

21)
22)
23)

24)
25)
26)
27)
28)

29y
30)
31)
32)
33)

S8y

35)

@Ga*45a—3) (5a® —4a+7)
o= T4.a* 244 .0* — 5510 + Lga— ¢
Qa* + 4a—Bab) (3al—2a + Tdb)

= 6a®—9a®>—-35a + [ a(Ba® 4 38a)

(3a%b* — 4450 4 5a%%) (2a%h - a%* — 44'°b%)
= 6.a%® — Ha*b*— 6a*® + 2-1ya5b° — 20a%b*
(a® —4a%—2) (a*—1) = a% —4a*—a®+2a*+2

(a—2a% 4 a®) ($a® -4a%s—4a") :

2= fa¥ - 2faTghp” rheda —<4p
(20 +3) Qe — 3) (4a® + ba + 9) (4a> —6a 4 0)

= 64a®— 720
(5a—4) (4a>—Ta—8) = 20 a®—5ta®*— 12a 4 32
(30> — 9a — 8) (Ta®> — 5a—2) ;

— 91a* — Ra® — 17a* + 58a + 16
(3— ¢— 11a%) (9 — 1a + 5a°)

= 27 —380a— T7a® + 12a® — 554*
(1()‘,___.])(2(;2 L Satod )= 20a°F 48a%?— 15a + 1
(a.—= 2) (a® + 24° - ga - B) = a*—16
(¢*— 5a - 6) 2a*—3a + 4)

= 2a*—134¢* 4+ 31a®* —38a | 24
(2 —3a + @) @ 4 3a—a*) = 4--9a* +6a°—a®
(1—a-t+a>)( +a+a*ta%) = b+ 2a° 4 a®
(3a—2) (8¢ . ta—1) = 924a® -} 50 —17a 2
(9a®* — 6a + 1) 3a® + 2a+ 1) = 27a* — 6a* + &
(a® — 4a + 4) (a* + 4a® + 124° + 16a 4 16)
.= a%— 16a® |- 64 :
(A —=Ta)(1 4+ 3a— 602) =1 2 fg—97a® ¥ 420%
(20— 3) 2a* + 5a— 1) = 4u” + 4a* —29a + 21
Ga Do ) == $a®—3a*—8a+ 9
(12 —B5a) 3 —4o) = 36 —63a I 204°
(6 —da—a*) (12 —5a— 3a%) _

= 12 —T8a— 104" + 170 + 3a*
ja*—ga -+ 6) (Ja*—fa + 1)

= 1a*—{4a® 3. —5F.a+ 6
(2a+b)(16a*—Ba®h 4262 -2ab - b%) =32a° |- ¥°



<55y
38)
39)

40)
41)

42

b
2)

8)
9)
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3—ta—3}a) G— a“*‘*%“i)
= e — d @ T sa® + gse’
(2a — 3) (324°+ 48a* - T2a°+ 10842 162a 4-243)

= 64a°— 729 -
Ga—] @@+ S+ S+ Fet1)

= AR 0" — A, Wo ¢ = 3§84
(da*—Lta+ ). (A e — le"g’r" + 1380

= Jea®— A& d® + A —sovsa T o
G—39). 3 +cd) = fo—dr o, 6= §a
E—%9). T§§(1+C+C +Cs) s — g b 4%

C == Tza
G+3) G+ 30 F—19) (I o)
= ybr — 30500 — sfHed® + e shyat
Der hichste Gemeintheiler = T.
R RS Y
a®*—Ha + 4 . £ £ 1

5 4+ 18a 4 14a®*— 7a®— 11a* — 3a°
3 + Ta — 3d¢*—8a® 4 &* +24°

v by FIRSET RAG p REE
8 a-= Fhas—16a> = 3a*

T — 2—3
10— 0L 108 — 0 e .
12a* 4+ Ba— 3 5
62 + a—1 e,

6a® 4+ 13a® + 15a— 25 -
M
Ry smr oo SRS e KL
3a—a* ... —3a+1
P REES 3 =
3a* -+ a® + a®* 4 a — 2 T'=a+ae+a+l
BRI T e i R .
S —a*— 2" _3a>—2a—1
20° 4 2a*—3a®—Bp® - 14a—T7 . : 9q2
205"1" 204-——-505—-502 i 7(1_"‘: = 2a*—7
e DR 942 1
77, S W B WS = 2u*—3a—1

R T o M, et
3 T'=a*—a*—a i

2a°—.a
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10)
1§))
12)
13)
14)
15)

- 16)

a—a*—a-1

B oid i m it e s
Er o . T e
2 e -
:2i§:+g T =a+s
5 2 e o
gaaj_—:&;la ?: 3018 S 80
% 3 2 -
207;-112a8:-—}5-5 <5 s or k.
1204 4 170 — 36a + 4 eme o M

21a*—a—10




Zweite Abtheilung.
Die wiedere Gleichung.

: 24.
Eintheilung der Gleichungen.

Die Anzeige dafs zwei verschieden zusammengesetzte
Ausdriicke ihrem Werthe nach gleich sind, heifst eine
Gleichung. :

Die Gleichung heifst eine Enfwickelungsgleichung
(analytische Gl.) wenn sie eine Entwickelung Umbildung
oder Vereinfachung anzeigt. Z. B.

(a+0)* = a®4-2ab + 5%, (Y54 3)* = 8+ 60

Die Gleichung heilst eine Lésungsgleichung wenn sie
die Bestimmung unbekannter Grofsen aus bekannten
Grofsen zum Zwecke hat. E

Die Losungsgleichung heiflst grundhaft (algebraisch)
wenn sich die unbekannte Grofse in der Grundzahl der
Hohen befindet; z. B.

X 5 -+ 5.2:h =50 2

Die Losungsgleichung heifst zeigerhaft (exponential )
wenn, sich die unbekannte Grofse im Namen oder Zeiger -
(Exponent) der Hohe befindet. Z.B. a* =— 5

Die Losungsgleichung heifst bestimmé wenn sich in ihr
aufser gegebenen Grofsen nur eine einzige unbekannte
Grifse befindet. Diese unbekannte Grofse heifst die
Gleichungswurszel. .

Die Gleichung heifst unbestimmt wenn sie mehrere
Wurzeln enthélt.  Z.B. ax 4 by F-cz = d.

Die unbestimmte Gleichung heifst zweistellig drei-
stellig vierstellig . s. v. je nachdem sie zwei, drei,

vier u. s. w. Gleichungswurzeln enthili.

Die bestin;lmte grundhafte Gleichung heifst eingerichtet,
wenn die Gleichungswurzel aus den T

e heilern der einzelnen
Beisitze weggeschafft worden ist.
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Die bestimmnte grundhafte eingerichtete Gleichung heifs
einstufig xweistufig dreist::lﬁg vierstufig u.s. w. (vom
Isten 2ten 3ten 4ten Grade oder linear, quadrafisch,
cubisch, biquadratisch u.s. w.) je nachdem der grolste
Name der Gleichungswurzel 1, 2, 3, 4 u.s. w. ist.

Z.B. einstufige Gleichung Gt b
zweistulige Gleichung cx? -+ dz = f
dreistufige Gleichung "4z® 4+ 7a = 129

~ vierstufige Gleichung 6z* -+ 112 = 519

‘Wenn in einer bestinmten grundhaften eingerichteten
Gleichung alle Beisitze welche die Gleichungswurzel ent-
halten auf einer Seite des Gleichheitszeichens stehen so
heifst die auf der andern Seite stehende gegebene Grofse
der Gleichungswerth.

Die bestimmte grundhafte eingerichtete Gleichung heifst
grdfsenhaft (literal) wenn die in ihr enthaltenen Neben-
zahlen und Gleichungswerthe Grofsen sind. Z. B.

genaS=inah cx? i ide o= f

Die bestimmte grundhafte eingerichtete Gleichung heifst
zahlenhaft (numerisch) wenn die in ihr enthaltenen Neben-
zahlen und Gleichungswerthe bestimmte Zahlen sind.

Eine bestimmte Gleichung auflésen heifst eine oder
mehrere Groflsen finden welche: an die Stelle der Glei-
chungswurzel gesetzt die Gleichung befriedigen.

; 25.
Auflosung der einstufigen bestimmten Gleichung.
1) Um die Gleichung eirzurichten bindet man die ein-
zelnen Beisitze mit demjenigen Theiler in welchem sich
die Gleichungswurzel befindet.
5 4« 280 + 3z
A e Vi s SHb A 0m - dar o ik 1
werden alle Beisiize mit dem Theiler 9 4 10.2 gebun-
den, woraus entsteht: ‘
c(9 -+ 10x) = (5 -+ 4x) = 280+ 3z
2) Man bringt alle Beisiize welche die G]eichungsv
wurzel enthalten, auf eine Scite des Gleichheitszeichens.
Was auf der einen Seite angelegt oder abgezogen wird
mufs auch auf der andern Seite angelegt oder abgezogen
werden. Hieraus folgt dafs jeder Beisatz beim Uebertritt
von der einen Scite zur andern sein Vorzeichen veréndert.
Z.B. Aus c(9 4 10x) — (5 4+ 42) = 280 4+ 3z
wird  10cx — 42 — 3o =280 4+ 95 — Q¢
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3) Man vereinigt alle Nebenzahlen der Gleichungs-
wurzel in eine zusammengesetzte Grofse, welche man
durch die Klammer begrenzt. ‘ :
Z.B. Aus 10cx —4x— 3z = 280 -+ 5 — 9c¢

wird (10c — 4 — 3)x = 280 4 5 — 9¢
4) Man theilt die Gleichung zu beiden Seiten mit der
in der Klammer enthaltenen zusammengesetzten Grofse.
Z.B.. Aus (10¢—4 — 3)x = 280 + 5 — 9¢
980 iy L el

wird Sl
10c — 4 — 3
5). Man bringt die gehorigen Vereinfachungen an.
: B80c b liionsiiBic
YL.B. Aus o = T ety e
3 285 — 9Y¢
wird Z =

e =Ny

Die Auflosung der einstufigen bestimmten Gleichung
besteht also darin, dafs sie durch die angezeigten Aus-
fihrungen auf die Fassung

.ax=: b
b

a

und 5P —

gebracht wird.

Diese Ausfithrungen gaben Veranlassung zu der arabi-
schen Benennung der Grofsenrechnung (Algebra). Die-
jenige. Darstellung némlich, wo alle Beisitze zu beiden
Seiten setzhaft sind, nannten die Araber die Herstellung
(al Dschebr), :

Z.B. Wez d-.0¢ =, 285 I 7o

Die ‘Abziehung der kleinern Beisiitze von den grofsern

nannten sie Vergleichung (al Mokabalah).

Z.B. Aus 10cz +}9c =985 + Tx
wird 0cz — Ta = 285 — 9¢

Siehe Nesselmann »Algebra der Griechen« 1842. 49.

Eine Aufgabe welche auf einstufige Gleichungen fiihrt
enthilt gewshnlich aufser der Hauptwurzel 2 noch mehrere
Hiilfswurzeln ¥, %, uu.s.w. welche von der Hauptwurzel x
durch einstufige Ausdriicke abhingen, 7. B.

y=ax-4% Z=cx+d, u=f."C+.g
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Dann mufs die Aufgabe noch eine einstufige Gleichung

der Wurzeln z,y,z, u . . . enthalten, z. B.
hx 4 ky + lz 4+ mu = n

Diese giebt dann durch Einsetzung (Substitution) der
obigen Ausdriicke eine einstufige bestimmte Gleichung
fiir die Hauptwurzel x, némlich:

hx 4 k(azx +b0) 4 l(cx+d) + m(fx+8) = n

woraus nach den obigen Vorschriften die Hauptwurzel =
geschlossen wird.

: : 26.

Wenn die Anzahl der einstufigen Gleichungen der
Anzahl der Gleichungswurseln gleich ist, so ergiebt sich
Siir jede Gleichungswurszel eine bestimmte Gleichung.

Das hicbei ansuwendende Verfahren heifst die Aus-
scheidung (LElimination).

Die Ausscheidung kann durch Bindung, Theilung oder
Einsetzung bewirkt werden.

1) Bei der ersten Art wird jede Gleichung mit der-
jenigen Nebenzahl gebunden, welche die auszuscheidende
Gleichungswurzel in der andern Gleichung hat.

Z.B. 2x — &y = 1.0,675

: Tz 4+ 8y = 61

Um y auszuscheiden bindet man die erste Gleichung

mit 8, die andere mit . Dadurch ergiebt sich:

162 — 3y = 1.54
x| 3y = 22%
hieraus (% + %)z = 17§} G

2) Bei der zweiten Art theilt man jede Gleichung
durch diejenige Nebenzahl welche die auszuscheidende
‘Wurzel in dieser Gleichung hat. -Z. B.

3z — 3y = 1.0,675
Tx + 8y = 61
Um ¢y auszuscheiden theilt man die erste Gleichung
mit ¢, die andere mit 8. Dadurch ergiebt sich
| j4z —y = 1.18
fzty = T3
hieraus 3 + D = 51 wi==,3



3) Bei der dritten Art driickt man die auszuschéidende
Waurzel durch die zu bestimmende Wurzel aus, und setzt
diesen Werth in die andre Gleichung ein.

Z.B. Fw =i By =21 0,679
Tx 4+ 8y = 61

Um y auszuscheiden  schliefst man aus der ersien
Gleichung

. ¥ EHU Lag s 1N

Diesen Werth von ¢ setzt man in die andre Gleichung
ein, so ist

Tz 4+ S(}gx 4+ 1,8) = 61
hieraus (7 4- 128)z = 46,6 x = 3

Den gefundenen Werth von x setzt man in jede der
gegebenen Gleichungen. Beide miissen dann fiir y einerlei
‘Werth geben. ; ;

Z.B. Die Gleichungen seien
2x — 3y = 1.06%5
Tz + 8y = 6l
Wenn x = 3 ist, so werden diese Gleichungen
12 — 3y = 1.0675
Skl Sy = 61
aus beiden folgt y

S

Zaveites Beispiel.

A....Sx—{—{‘)y_QSO
B .. 835 22 =188
C ... 5 Bz=1 3§ — 976
D ....l5u-+ 42 =460
B C.... & A0=<f F5u == 1380
D ... .15u 4+ 42 = 460
4E ....40z2 — 42 = 990
E .. .10z — = = 230
3A ... .2z 4 15y = 690
5B . ...15y + 10z = 690
il wis . H0zd== 204 o
EwFy 94— x. = 930-
hierans . e TR e 10 .

z = 24

ui = 28

Jare=isa80
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Dirittes Beispiel.

Ao vt Qo B iy i di 9 F e 128
B oo Te Byt oBer o 3
Gooovr-Sead 10e 11z = 4
54 ..., Wx —20y 4452z = 140
9B .... 03x 4 21y — 45z = 97
i, A5 iy == Rhs
HA4.,...9%xe: 4dy-319%2 == 308
9C. i~ 0 Blx 1 90y +— 992 = 1.36
B'....103x 4 46y == S
1MB.... WWxe+B83y— b5z = .33
56 .5 v 4B+ BOPE—BSgiass 20
Al .. L Rx,— 11y AR

Die Gleichungen A', B’, €7, heifsen gemeinwurzelig,
weil die Wurzeln, welche zweien derselben’ gemeinsam
sind, die dritte befriedigen. Sie entsprechen in der Bild-
lehre (Geometrie) den drei Stralen einer Ecke.

A 5 9ath Yy ke 13

Cotgeiny 5tk A s, :163

CaA s M ee=T1Uy = O]
17.C .. 124 - Ty ==2839
1465 x =2930

hieraus & — 2
Timeeet e 64— ATy = 513

B e 206 -+ 46y = 344
U 146 + Ty = 167
hieraus : y == 3
e R O e S e R

B .. 144 9 — 5z = 3

C .. 18+ 30 —1lz = 4
hieraus, R 4

: 27.

Auflosung der zweistufigen bestimmien Gleichung
in ihrer einfachsten Fassung.

Die zweistufige Gleichung wird so eingerichtet, dafs
die Zweithohe der Gleichungswurzel setzhaft ohne Neben-
zahl sei. Z.B. ;

x* £ axw = b

Hier heifst a die Nebenzahl des zweiten Gliedes und &

der Gleichungswerth welcher auch gegenhaft sein kann.
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Man erganzi die Wurzelseite der Gleichung zu einer
vollstiindigen Zweiththe, indem man zu beiden Seiten die
Zweithohe der balben Nebenzahl, némlich 1 a2, anlegt :

. xt aw T = La% b
Nun ist 2* + ax + {a* = (x 4 La)?
also (x 4 ta)* = }a 4 b
Man sctze }a* + b = g
S0 ist o hais SR A
also : x 4+ ja = + Vg
also T P 1y

Das doppelte Vorzeichen zeigt an, dafs die Zweit-
wurzel von g enfweder setzhaft oder gegenhaft genommen
werden kann.  Die Grofse la® 4 b =— g heifst die
Fliche (Determinante) der Gleichung. Da aus der
Fliche g die Zweitwurzel gezogen wird, so darf g
nicht gegenhaft sein. Wenn also b gegenhaft ist, so -
darf der Anwerth von b nicht grofser als 1 a* sein.

Die obige Auflosung zeigt, dals die zweistufige Glei-
chung zwei Wurzeln hat, die beide die' Gleichung befrie-
digen, obwohl sie nicht gleichzeitig stattfinden sondern
entweder die eine oder dic andere. Es ist nimlich

entweder x 4 fa — Jg = 0
oder o L a= e i)

D.as Gebinde dieser einsztuﬁ;;nll/ﬁidegliedet giebt wie-

der die vorgelegte Gleichung,

Nimlich aus (xt+da—Y@+dadYeg =0
* wird 4 + ax - ..lia'-" — 8 = 0
oder S o, me o) = 0
28.

Auflosung der xweistufigen bestiminten Gleichung
tn_ihrer allgemeinsten Fassung.

Die allgemeinste Fassung der zweistufigen bestimmten
Gleichung ist cxt da =
3 Man binde dic Gleichung zu beiden Seiten miit 4 ¢
0
= 42 "pNE M = fef
dx® | fedar 4 @2 = @2 4 4cf
aber Ty dedati =t = QRecx 4 d)?

also

also (2ex QPtgy = g2 £
Es sel die Flache 2 2{- dcf :—*—n el
SO ist (Zexr H d) = 4 2

also Iexi o d =14 Y g
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Die beiden einstufigen Bindeglieder welche die zwei-

stufige Gleichung auflésen sind also
2cxr +d—TFg =0
9¢cx +d+ g =0

Das Gebinde derselben mit 4c getheilt giebt wieder
die vorgelegte zweistufige Gleichung.

Da die Nebenzahl ¢ immer setzhaft genommen werden
kann, so hat die zweistufige bestimmte Gleichung drei
Fille.

Im érsten Falle wo die Fliche g setzhaft und grofser
als & ist, ist eine der Gleichungswurzeln setzhaft die an-
dere gegenhaft.

Im andern Falle wo die Fliche g setzhaft und kleiner
als @2 ist, sind entweder beide Gleichungswurzeln setzhaft

oder beide gegenhaft. . ,
In diesen beiden Fillen sind dic Gleichungswurzeln

wirklich (reell).

Im dritten Fall wo die Fliche g gegenhaft ist, sei ihr
setzhafter Anwerth = G. :

Dann ist et

Fs sei also i2 = 1 oder i* + 1 =0
so ist Vg = i.VG

Die beiden einstufigen Bindeglieder welche die zwei-
stufige Gleichung auflosen sind alsdann

: gex +d — iYG = 0

dcx + d + iYG = 0

Die Grofse i ist die Zweitwurzel der Gegeneinheit
und heifst die Sinngrafse (imaginaire Gr.). Sie ist an
sich selbst keine wirkliche Grofse aber man kann sich
ihrer in allen Rechnungen als einer wirklichen Grofse bedie-
nen, wofern sie nur nach beendigter Rechnung von selbst
herausfillt. Die Gleichungswurzeln heifsen daher in die-
sem dritten Fall Sinnwurzeln.

1. Beispiel.

405 x = 430

d*> = 164025
icf 25200

o 189225
Vs

b oves

IR

it v ABITE
Cr — 30N Qdx F 1) = 0



2. Beispiel.
Gt e BB A o e )

d?* = 169
dcf =1.160
8 =069

FRATIE R

£ = .35) (:_ 8) = 0

3. Beispiel,
1.2 + 3:‘. St 40 "
d* = 9
4 Cf F——ud

(Z.om.0) L@, +i-8)z= D
e Beispiel. :

s R = (1}
d? = 9
iy st
ol

i Yz = 7,5498344
(2 — 26374586) (a0 + 1,1374586) = 0

Prifung 2% = 69561879 . . . 1,2938121
2x? = 139123758 . . . 2,5816242
3x = 79198758 . . 34123158
2 PG By 6, -
5. Beispiel.
dous i ok —— )]
d®? =1
4Cf = E
g =3
G — 3

(BN i¥ ) (2 Ay =8
: lll@SC_s Be‘ﬁl’lel ist bemerkenswerth weil es zeigt, dals
dlc'lbmhcu drei Drittwurzeln hat. Es sei namlieh 2° =1,
S0 15t s o i x

also (@ = (et fon nsayiati g
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Das zweite Bindeglied ist die obige zweistufige Glei-
chung. Ibre Gleichungswurzeln sind also die beiden
aufser 1 stattfindenden Drittwurzeln der Einheit, namlich

Tobb iy i amg 1. =Y

29.
Die mreislc;ﬁge bestimmte Gleichung hat nicht mehr
als 2wei Gleichungswurseln.
Die vorgelegte Gleichung sei
iy f
Ihre Gleichungswurzeln seien m und n, so ist

em®* + dm = f cn®* 4 dn = f

also c(m?—n¥) Fd(m—n) =0
also c(n—n)y(m +mny -+ d(m—n) = 0
also L (n—n) (ecm4cndd) =0

Es sei noch eine dritte Gleichungswurzel p moglich,

so ist
I. (m — p) (cm —+ cp Sidy =4

Eines der Bindeglieder in L., und eines der Binde-
glieder in IL, wiissen nichtig sein. Es konnen aber nicht
m — n und m — p nichtig sein da vermoge der Voraus-
setzang m, n, p, verschieden sind. Also miissen die
beiden andern Bindeglieder in L und IL nichtig sein. Also

cmYcen4d=0 uwmd cm+t+cpt+d =0
Also ist pris vl

300 :

In der eingerichieten zweistufigen bestimmten Glei-
chung ist die Nebenzahl gleich der Anlage der gegen-
haft genommenen Wurxeln und der Gleichungswerth
gleich dem gegenhaft genommenen Gebinde der Wurxeln.

Es sei die Gleichung zu bestimmen ‘deren Wurzeln
m und n sein sollen, so mufs

entweder x — m = 0

oder Pty =
also mufs sein (v —m) (x —n) = 0
also 2 — (m4+nyx 4+ mn = 0
also 2 o (i nyx = T.mi

Z.B. m=3, n=17, giebt die Gleichung

e f e VT
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Die Ausscheidung zweier zwelstelligen Gleichungen
von denen die eine einstufig die andere rweistufig ist.
giebt zwei bestimmie xweistufige Gleichungen.

Esget -0 L & 4y

a

Il

1L xy
L mit > giebt x* 4 xy = ax
"L mit y giebt ey ey

Die beiden zweistufigen bestimmten Gleichungen
sind slso

x* — gx 4 b 0
'y — ay 4 b 15
Es seien die gegebenen Gleichungen

I

I. .‘L‘———y = a

IL Ly =3 b
Tomit 2o . oA x? — xy == ax
Ioanit v - & i, xry — y* = ay

Die beiden zweistufigen bestimmten xleichungen
sind also :
x* — ax b

g B 6y b
Es seien die gegebenén Gleichungen
A= e iy =i a
SRR R b BT
o Pe i x? 4+ 2xy 4 y? = a®
C—B=E...2xy = a®> — ¢
2 v e AXY B P e O
C—2E = D*. . x* — 22y 4 y? = 2¢ — ¢
B....... x~—% = }/26———02
AP, . I maad [ g
A— B . o 2}' = (1——-}/26-——02
Im Allgemeinen wird die- Ausscheidung dadurch be-

wirkt, dafs der ‘Werth der einen Wurzel der einstufigen
Gleichung in die zweistufige Gleichung gesetzt wird.

I



Beispiel.
A0S F add Ha— Ty = b
i b LA o R S T
aus Aoy — 2l — b == 1y -}
diefs in B gesetzt : : —
¢ Brt—bx—1) x4 3§ (x—1) = 38
1)....2y2-(3 +Dy+3@Gy+ 12 =38

oder C ....482% — 145x .= 1912
D= a8y et 3y == 1025
oder C .. (x — 8) ({8x + 239) =
D..(y—5) {48y + 205) = 0
Setzt N S T S TN 8 |

so befriedigen diesc Werthe von x und y die Gleichung 4.
Also befr 1edxaen sie auch die Gleichung B.

Setzt man 48x + 239 = 0 und 48y 4 205 = 0
so befriedigen diese Werthe die Gleichung A. Also
befriedigen sie auch die Gleichung B.
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Einstogﬁge rahlhafte Gleichungen.,

1) 23 — 13 = 3t — 13‘) a == 108
9y 19-ie 2k N 108 x =4
x 3
IS 44D == 37‘7 — 12,308 == e
4) ':r—{- ‘31‘-——1 = H-T'- X —4ly =348z
5) 5 +‘)x+ ‘)‘T= + +6-’I‘ To== gt
6) jr—y=1, Jy—z=1, 2 —u = 1
du—o =1, Sty
b ;
Voot at b —3y =4, u—1lz=4¢
tu 8 =219
ey |
8) 'T+8"~=}', ‘1‘—“9=Z: 3+ ] }'—9"—"1‘2
bl =t
9) =t . iﬁ_1=1~_.‘c+l

}’ ¥
10) 3—dar =y, 2

848
s 1
PR, " o

-z, 91y— 65z = 82

11—z :c+1
L s oy s
12) (b —1)% 4 (1220 — 168)° = il 143)°
g
13) ;y~31‘—~ 84 z2— T =420, ud1lxr = 756
(z+4.7c=42() 4 2x = 252, 0y — uz = 14w?
e Ry
14)()'+2T——3 e A =9, u-6x

15,-
(v+8r.._21 R ol i vy —uz

8w

Il

& D)

15) yietor = 980, (3is1d) = o x =

16) Y+4 == 3oy —9:1‘2-—431*—{-,)4 & 2 BiF

17) y* =T+8 22-—4x+4 (y—2)? =

18) 11z + My = 14 1()x—1'§y 11 .
XS R Yomog

19) 32— 5y — 460, 2y+3z=548, 164z—21 0 =R10
=360, y=124 2z =100 :

G
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20)

23)

24)

25)

27)
28)
29)
30)
31)
32)
33)
34)
35)
36)
37)
38)
39)

40)

30 420y 4+ 102 = 19 ( = 120
Isx 4 6y + 122 = 56,10 y = 0,75
102" 4" 5y + “dz = 0695Y 5 2z = 980
122 — x> —y = 302 &=

g g3 0 4 y = 46

y + 2 —x = 64) e = 2D

22 + y. + z = 2080 Lo —— T
By 4 52 + bhxr = 800§ e 50°
4z + 3x 4 3y = 400 z = 10
2:1‘-—’4y.+92=28g e
Tx + 3y — 5z = 3 o

9x 4+ 10y — 11z = 4 z = 4
122 4+ 8y 4 6z = 7,70E T = Uin
10x 4+ 6y + 4z = 6,10 N 5
idax 4 9y + 5z = 8,60 z = 0,15
6x 4+ 9y 4+ 12z = 9 e —
6y+9z+}2x=10%§ y =%
6z + 9x 4+ 12y = 10 2 ek
3(m+6)=2(y+6)€ r = 30
H{x+5) = 1419 y == 48
T(y—36) = 6 (z— 36) \z = 50

Einstufige grifsenhafte Gleichungen.

x -+ y = a T —y ==b

x +y = a < o

x4+ y = a T —£y 7= b

x4+ y = a cx +dy = b

= 4y =g, "TF2z=0b, y == ez
Tty = ‘xs syt ="k

x = ay x* + y* = b(xty)
x = ay x* — y* = b(xxy)

e =0y y2 = bx

x = ay yro= b(xty)

y-—x =a, 2—x =b az + by = 2(a4b) =
y—x = a, z—x = b, 2by——az=(a+b):r
y—g =a, 2—x =15, 2az —by = (a+b)x
yta=a, zhteg=b, Ftyr=¢
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x4ty Fz=a: y +2z4o=25b
z4+ w4 x=¢c otzxz+y=4d
49) y4z—zx =a, ztzx—y=1b, x4y —z=c
) z+y+tz—w=a, yt+z+t+o—=x b
z4+owotx—y =c, wtzxz+t+y—z d
4) 24+y+z=a, zty=1tz, ytz=cx
) z=d(x—y), z2=b(y—2z), y=c¢c(z—a)
> bed — bd — ed —1 :
Auflosung. Es sei kb = -~ so ist
kx = bd b, ky=0bbd+ 1, kz=0bd—d

46) bx 4+ hz=4a, c¢y+fx=a, dz-dgys=
- _
Aufl. Es sei- k = if-‘-’-i'-fﬁ-'

kx = cd 4 gh—ch, ky_db—f-hf———r(f, kz=bc - fg—bzg

4y s y=a, e =1a, =iy, U= Cy

Aufl. Es sei k = bc—1, soist ky = ab—a

. kv =ac—a, kx = abc—ab, ku = abc—ac

48) 2 y=a, udov=9g) @4 2Z=24a
Sise by, b= C2YS G ==y

- Aufl. Es sei k = bcd+4 1, soist
kx = abed—abc 4 ab , ky = abc—ab + a

il

so ist

ku=abul———acd+ac, kv = acd—ac 4 a

kw = abcd —abd + ad, kz = abd—ad 4+ a
9 u—x=a, W—y=b, u=cv

y—v=4a¢, x—z=10, w=dz

Aufl. Es sei k = cd—1, so ist
ku=ca+0)(d+1) ko= d@+b)(c41)
e e G DICE ST

= bcd 4 ac -+ bc +

ky=acd+ad+bd+b
W) bow +mz=14a, cxz+4 go a
dy 4 hx ='a, fz 4 ly a
O O geish & DAl

a
c¢df 4+ clm — cdm — Iim ¢

il

o ist

ko =
k2 =tdfibi4 dmg — dfg — Img
:y = fbc + fgh — fbh — mgh
2 =

bed 4+ bhl — bcl — ghi



- 44 .
51) x 4 by bz =a, y
= x

ezt cr=a
z 4+ dx 4 dy a +y +z ==
, w § 8oy 1 1 ,
Aufl. Es Spllip= o y g o 50 18t
O o a—bs RO, a—ds
RN AR R s T 1T
52) w4 bx 4 by + bz = a, x4cytcztco =a
y +dz 4 do 4-dx = a, z+fo4 fx 4 fy =a
x4y + 2z =s ;
: o P, ¥ |5 1 1
Aufl. Es sei Sl l-—b+ 1—4c+1-——d+ =
AL oY 1 __,a—bs x__a—c:s'
A B Al g el B L Ca
. e—ds iad=fs
Y e, b = ey

Zaveistufige Gleichungen.

Anmerkung. Als Auflésung sind die beiden Einstufungen an-
gegeben. :

) B to e’ &t il (x —7) (x — 8) =
9) 22% + 3x = 65 (x—3) Qx + 13) =
3) 9at— ax = 140 (x—8) (Y + 35) =
" g) 28 X-Db e F15 (# =5) (x==23) = 0
5) 5z — BaT = 4 @rol) Gr=1H==1
6) 8x — x* = 15 (x—3) (x —3B). =0
. 16% — x° == B0 (x—8) (x'—10) =0
94 24 ;
B (x —8) (x + 12) =
45 H6 S [
9) m+m=7 (@—6) @8 +39) = 0
10) x(x 4 52) = 1725 (x—23) (@ + 15) = 0
1) x(x+9 = 136 - (x —B) (x +17) =10
12) 22 — 41x =1104 (x—TD (x +24) = 0
13) x (x - 80) = 1764 (r—18) (x +98) = 0
fiy il s el 2000) =D

300 x> 12000
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15) x*— 262 = 407 (=30 (x4 11) = 0
16) 40— =11391 (x—17) (x —23) = 0
B — 125 295945 (& —165) (x + 153) = 0

c A8) x(x 4-0,7) = 17,1.. (32 —19) (22 + Oy=—30
19) 20,442—1,4922=068,16 (x—8) (149 —852) = 0

1 | 1
2°)§+ET1-_1=E (x —3) (e + 4) D
21) 38x — Hax® = 21 (x —7) (hx —3) =0
22) 12x* + = = 6 (Bx — 2) (dxr +3) = 0

23) (x—D(x+N =960  (x—31) (@ + 33) = 0
24) (25—22)(25—3x) =91  (x—6) (b —89) — 0
25) 2+ T =T9878 (x—279,1846)(x-+286,1846) — 0
26) #* + 3z = 101 (x —8,6612) (2 + 11,6612) = 0

27) x—2 & x4

2—3i1ii o6 5 = 24 (=8 (x+7) = 0
10 10 3
28);_x+1 = z42 (z2—4)Bx 45 = 0

20) 5x-—(i __"3x+2 i lﬁ—x‘ :
' Tx—35  Ax =1 38x —103
(x —8) (534x 4+ 1401) = 0
30) 6x° 4 4x® - 3x —205 = (3 — 4) (2x® 4 3 =< 8)
x—58) (x+15) = 0

Bx—20)(x—1) ;
2 )(x-]2)(x__9) =7 (1‘—8)(.1'-——23) =0

Xt — 3% = Ja?i Yy — 924
FrETyE—=p = @ DE+H=0
33) (11—3z)(62415) = 22 (x—3) (182 +55) = 0
3) V2xr+1 4+ Y3z +4 = Yoz + 25
L (x—4) 23z 4 96) = ¢
35) 392 (x +4) = 32(x + 1) (@ + 5)
(x—8) (T 4 20) = 0
36) 1042* = 45 (x 4 2) (22 4 5)
. (x—30) (14x 4+ 15) = 0
30) 22 (x—3) 4+ 3(x 4+ 2) (x—2) = 260
(x—8) (Bx £ 34) = 0

32)
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38 1200+ (42 (x—1) *_ 7307
TUTI00 4 x(x +3) 310
e = 5) 3z — 596 =1
227+ (w——")(x 4)
— 2
6912 ¥
40) — — fx = 208 (x—32) (= 4 864) = 0
300 4-25(x—3) ; - e
B G =10 1 (x = 15) B8x + 15) =0

@ —1Tx 4134 (xe+1)

30) -

= 20 (x=6)(3r—8)'="0

41)

W — 1 (x—8)(122+5) =0
43) 201 + ‘;;10“; = 185724  (x—840)(x-+9240) =0

44) (200 — x) (300 — 2x) = 30000
(x — 50) (x — 300) = 0

45) 3100 4 x)* — 11100 + x) = 31304
(x —4) 3z + 601) =

46 x—y = 2
) Qx41y = 1‘2-}}x§ e e o i
A7 y—ax = 10 (x— 140) (x + 150) = 0
D24 = 21000§ (y,—150) (y + 140) = 0
4 )“x‘){‘_—;l%ggg (2 — 30) (& —390)- = 0
x® 4y = 204*
49) (2 4+ 140)* 4 (y—24)2 = 328°
- oder 45x — 6y = 5724
(x—180) (12612 — 1(3700) = 9
(y — 96) (1261y 4 189744) = 0O
50) ;;j'_; :‘_f}“ln% (e—14) (x—T) == 0
i Colpasy 12 4 g (x—102)(x+14) =0
54) (119-x)(19+y)._1m 19§ (3 —114) (y + 2) =0

at-Lb

52) V-‘H‘V}’ — a

)._.c b—dc=d* z—y=1d

Foals (H
- =

(z—10) (15 +}14) =
(v = 14) (1y +10) =0

&l =

e ?
| B 1 15

32y 18

I

lv




Dritte Abtheilung.
Die Reihe.

32. *) .
.Der Hohenname (Logarithmus) einer Zahl ist der
Name ( Exponent ) einer festen Grundzahl, deren
‘Hohe (Potens) der gegebenen Zahl gleich ist.
Die feste Grundzahl der iiblichen Hohennamen ( Tafel-
logarithmen) ist 10. Diese iiblichen Héhennamen werden
durch L hezeichnet. :

~ Beispiele.

L1 = 0 heifst 10° = 1
L10 = 1 heilst 10* = 10
L1000 = 2 - heifst 102 =100
L1000 = 3 Theifst 10° = 1000
1,]{10 = } heifst 10} = ]3/10
LY10 = }  heifst 10% = }10
LY10% = 3 heifst 103 = }710°
LY10% = § heifst 10% = }10°

allgemein: Lb = m heifst 10m = b
‘Wenn der Hohenname setzhaft (positiv) ist so ent-
spricht einem gréfsern Hohennamen m eine grisfsere Hohe
oder Zahl . Es seien also m', m”, zwei setzhafte und
maafshafie (rationale) Zahlen, und es seien
107 = p’ Ml s
‘Wenn nun b zwischen den beiden Werthen &', 4",
enthalten ist, so lifst sich immer eine wenn auch nicht

*) «Anm. Die Hohennamen sind hier vorangestellt ‘weil gleich-
zeitig die Neigungslehre (Trigonometrie) vorgetragen wird,
:l':? twelchder die Héhennamen der Neigungszahlen angewen-

't werden.
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maafshafte Zahl m denken welche die Grenxgleichung
107 = p befriedigt, und welche zwischen den ‘Werthen
m', m”, enthalten ist. Also ist Lb zwischen den Werthen
Lb" und Lb”.
Z.B. Es sei b = 5145 :

fir m"= 331138 dst 1907 — 5144,93..

fir m” = 3,711139 ist 10»” — 5145,05 ..

also L5145 > 3,711138 und < 371139

Bei fortgesetztem Anriicken der Werthe m’, m”,
nihert man sich immer mehr dem unmaafshaften (irratio-
nalen) Werth des Hohennamens L5, welchen man als
die Grenze der Werthe m’, m”, betrachten kann. ‘Wenn
also m eine unmaafshafte Zahl ist , so hat die Grenx-
gleichung 10m — b eine zeichenhafte (symbolische )
Bedeutung.

Die setzhaften und unmaafshaften Hohennamen beste-
hen aus einer ganzen Zahl und einem genaherten Bruch
welcher gewohnlich in zehntheiliger Fassung ausgedriickt
wird. Jene ganze Zahl heifst die Kennzahl (Charakte-
ristik) des Hohennamens. 'Wenn der Hohenname ein fich-
ter Bruch oder kleiner als 1 ist, so ist die Kennzahl
nichtig (Null) und wird durch ein Rund (0) bezeichnet.

Die setzhafte Kennzahl eines Hohennamens ist um 1
Kleiner als die Anzahl der Stellen der ganzen Zahl
welche dem Hohennamen entspricht.

Denn es sei n die Kennzahl und = der Bruch des
Hohennamens von b, so ist =5

Ld = n+4x
also Lb > n und Ly < n+1
also b > 10~ und - b < 10m+1

aber die Hohe 10" = hat n -4 1 Stellen
die Hohe 107+1hat n + 2 Stellen

also hat die in & enthaltene ganze Zahl n + 1 Stellen.

; 33.

Der Hohenname eines Gebindes (Products ) ist gleich
der Anlage (Summe) der . Hihennamen der einzelnen
Bindeglieder (Factoren). ~

Es seien b, c, setzhafte Zahlen und es sei

L= o B

b
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Man nehme zuerst an, dafs m, n, maafshafte Zahlen,
d. b. ganze Zahlen oder bestimmte Briiche seien, so ist

(14.):
10m™ . 10 = l()m-l—n
Aber {1 bl =g

also bie H=saulQrhn
also L(be) = m+n
also L(be) = Lb + Lec

Man nehme zweitens an, dafs m, n, oder I.b, e
setzhafte unmaafshafte Zahlen seien, in denen also der
Bruch nur genidhert angegeben werden kann. Es seien
alsdann Lb’, Lb”, Lc’, Lc”, solche maafshafte Zahlen
dafs b zwischen &/,6”, und ¢ zwischen ¢, ¢”, also bc
zwischen b’c’ und b”¢” falle so ist nach dem vorigen
Satze (32.)

Lb zwischen L)', Lb" und Le¢ zwischen Lc’, Lc”
und L (b¢) zwischen L(b%¢’) und L (b"c")
also Lb 4 Lc¢ zwischen Lb" 4 Lc¢ und Lc” u. Le”

Also ist sowohl Lb + Lc zwischen L(¥'¢") u. L("c¢”) -
als auch L (bc) zwischen L(b’c’) und L (6”¢™).

Bei fortgesetztem Anriicken einerseits der Werthe ¥, 57,
andererseits der Werthe ¢/, ¢”, gelangt man also zur
Grenxgleichung

Lfbey — B>k

Es folgt also aus den Grenzgleichungen oder zeichen-
haften Gleichungen 10™ = b , 10» = ¢ die Grenz-
gleichung oder zeichenhafte Gleichung :

10m+7 —= be¢

Es .ist “also sowoll fiir maafshafte als unmaafs-
hafte Zahlen : ! /> (

. Litbe) = =Ebi --Lic

Setzt man cd statt ¢, so-ist

SL([)C(I) = Lb + Lc¢ + Ld

Setzt man df statt d, so ist

Sl LGbedf) = Lb 4 -Le 4 Ld4-Lf
u.s.f. fiir jede beliebige Anzahl von Bindeglicdern.

Beispiel. L3 — 047712
L5 = 069807
L13 = 111304
L195 = 229003
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In der Gleichung L(bc¢) = Lb 4 Lc
sei ¢ @ f0™ oder Le = n
so ist L(b.10") = Lb+n
Hieraus folgt:

Um eine Zahl b mit einer Héohe von 10 zu binden
deren Name oder Zeiger n eine selzhafte ganze Zahl
ist, legt man diesen NNamen n an die Kennzahl des
Holhennamens veon b .

Beispiel. L 314538 == 3,71142
w0 L514538 = 4,71142°
L:514538 = 5,711142 3
L 51453800 = 7,71142

34.

Der Hohenname des Inhalts (Dividendus) weniger
dem Hohennamen des Theilers (Divisors) giebt den
Hihennamen des Schnitts (Quotienten).

~ Aus dem vorigen Satze (33.) L (bc) = Lb 4 L¢
folgt : L (bc) — Lc. = Lb '

; d
Es sei hier b¢ = d der Inhalt, so ist b = -'C- der
: /)
Schnitt, also Ld — Le¢ = L -(C—

Beispiel. L195 = 229003
L3 = 047712
L 65 = 1,81201

d
In der Gleichung L (?) = Ld — L¢

sel ¢ = 10» oder Lc¢ = n
ist T Ld
SO 1S ('10—7] e — n

Hieraus folgt:

Um eine Zahl d mit einer Hiohe von 10 zu theilen
deren Name oder Zeiger eine setzhafte ganze Zahl n
ist, steht man diesen NNamen n von der Kennzahl des
Hdéhennamens von b ab. .

Beispiel. L 514538 = 5,711142
L514,538 = 271142
L 5,14538 = 0,71142
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35. :
Der Hihenname eines échten Bruchs ist gegenhafl
(negativ).
Nach dem vorigen Satze (34.) gilt fiir alle maafshaften
und unmaafshaften Hohennamen die Gleichung

L(—d—) ="L'd — Lc
<

Es seien hier ¢, d, setzhafte ganze Zahlen so ist
LComnundior Lid el idiontpdovenn 4, <6 50435t
Ld ¢ Lc,, also Ld — Lc eine gegenhafte Zahl.

Beispiel. L3 = 047712
: L4 = 060206
L4 = 0,12494

sl l 3
~ Es ist ferner L(%) = Ld — L¢

L(Tj—) = I.¢-%= Ld
d\ 1 c o
also L(——-) - L(—(—l—) =" nichtig .
¢
Hieraus folgt: '

Wenn das Gebinde zweier Zahlen gleich 1 ist. so ist
die Anlage ihrer Hohennamen nichtig.

“Beispiel.. Ly = 0,12494
T L3 = 0,124014
L1 = Qg :

Man kann auch auf folgende Art einen ﬁﬁfseren
Hohennamen von einem kleinern abziehen. an_legt
10 an die Kennzahl des kleinern Hohennamens und zieht
dann den. grofsern Hohennamen ab, Man bringt nun
an den Unterschied die Zahl 10 mit dem Abzugszeiclgien an.

Gewdohnlich wird dieser Abzug als von selbst verstan-
- den weggelassen. Der Ueberschufs von 10 iiber die
Kennzahl des Unterschiedes heilst die gegenhafte Kenn-
zahl. Sie ist gleich der Anzahl der Nichtigkeitszeichen
(Nullen) welche vor den Stellen des zehntheiligen Bruchs
stehen, der dem Hohennamen entspricht.

Beispiel. L3 = 1047712 — 10
L4000 = 3,60206

L0,00075 = 687506 — 10
oder = 6,87506
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Der Hohenname des Schnitts welcher durch die Thei-
lung der Einheit entsteht wird also gefunden, wenn man
bei dem Hohennamen des Theilers die Kennzahl von 10
die Bruchstellen aber von 9 abzieht. Dieser Hohenname
heifst die Erginsung.

Beispiel. L5 = 187506

: L, — 812494

Wenn also in einer Rechnung Bindungen und Thei-
lungen vorkommen, so schreibt man alle Hohennamen
unter einander, verwandelt aber die Theilungen in Bindun-
gen indem man statt der Hohennamen der Theiler ihre
Erganzungen schreibt, diesc aber mit * bezeichnet.

Beispiel. il 151 L 2,45
3L . 4% . 0,55
ST S e e 2,56996
Thjgs. SRR 1,19033
245 . ... 038017
S0 e U 45595
45% , 771934679
0,55 * . .. 0.25964
TOIE G o= G 3,21182
36

Von einer Zahl wird die ganznamige Hohe gebildet,
wenn man den Hohennamen der Zahl mit dem Namen
der zu bildenden Héhe bindet.

Aus einer Zahl wird die Wurzel gexogen, wenn man
den Hohennamen der Ziahl mit dem Namen der Wurzel
theilt. :

Es sei L eine beliebige setzhafte Zahl, welche maafs-
haft oder unmaafshaft sein mag, so ist nach dem Satze (33.)

L(bb) = Lb + Lb — 2Lb -
L(bbd) = Lb 4+ Lb + Lb = 3 Lb
: e

also allgemein fiir jede setzhafte.ganze Zahl n:
L™ = nkLb

: L (b
und - Lb = El )
ohgiser-b* = © pBT0NiIEt b-.:}?c
n L 3
also LYo = —

n



Beispiel. L 09798 ... 998802 — 10
L (0,9728)° .. 9,96406 — 10
also (0,9728)° = 0,92059 5t
- L09728 . . .29,98802 — 30
LY 09128 . .. 999601 — 10
also }709728 = 0,99085

ST s 3
In der niedern gleichgemessenen (arithmetischen)
Reihe ist der Unterschied xweier auf einander folgen-
den GQlieder oder der Zuwuchs unverinderlich.
Die Anlage aller Glieder ist gleich dem Gebinde der
Anzahl der Glieder mit dem Mittel, d. h. mit der halben
Anlage der iiz{/fsern Glieder.

Anzahl der Glieder 1 2 Ben it n
niedere gleich-

gemessene Reihe a, a,+a a+2a....u
das letzte Glied ist u = a, + (n—1)a
HEO b v ai a,+u = 2aq + (n—1)a

das Mittel ., .. . m a + t(n—1a
Je zwei Glieder welche von den iufsern Gliedern
gleich weit abstehen haben eine gleiche Anlage. Nimlich

(e, + a) + (u—a) = a 4 u

: (¢, +20) + (u—2a) = ¢ + u -
Nun ist die Anlage aller Glieder

, S = a4+ (a,+a) + (¢;,+2a) ... F u

S u + (w—a) + (u—2a) ... + a,
also 28 ="a, FdHn ‘
also S = m.n

Erstes Beispiel.
Glieder 1 2 3 [ ke 21
Reihe =58 11 14 Rat e 68
Zuwuchs 3 3 3 S o
letztes Glied u = 8 4 20,3 = 68
Mittel .m =8 -+ 10.3 = 38
Anlage S =" 38.91 Sl
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Zueites Beispiel. Schlichte Zahlen.

Reilie ... | g 2 Sl ey n
Zuwuchs . . 1 1 R T e
Mittel m = 1(n-t1)
Anlage Sing= 22T ) (n;— D

Drittes Beispiel. Ungrade Zahlen.
Reibe . ... 1 3 5 = Lo
Zuwuchs . . : 2 2 2 P R
letztes Glied = 11920 —1) = an—1
Mittel B
Anlage S = np =

38.

In der gleichgebundenen geomelrischen) Reihe ent-
steht jedes Glied durch Bindung des vorangehenden mit
einer festen Zahl welche der Reihenfufs (. Exponent )
heifst. :

Anzahl der Glieder 1 2 BN n
gleichgebundene Reihe « ac @ o 8
der Reihenfufs ist hier = ¢ :
das letzte Glied dhis= o ac =t
die Anlage der Reihe sei S, so ist
S=-a+ac+¢zcz...‘..+u-
‘Scﬁac+ac2.._...+zt+uc

Mit Ausnahme des Anfangsgliedes der ersten Reihe
und des Endgliedes der zweiten Reihe sind die Zwischen-
glieder gleich, und heben einander also bei der Abzie-
hung auf. '

Wenn der Reihenfufs ¢ > 1 so ist S¢ > S

also Sc — 8 = uc—«
S(c—1) = uc — a
i uc—a : et a
S5ea 12 &l &1

oder wenn zur Abkiirzung = b geselzt wird,

& —={GennL j
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Wenn der Reihenfufs ¢ < 1, so ist S¢ < S

also i S — 8¢ = a — uc
S PP S e

2 D s ;i

.79 | gk Sl S il e

, : i ¢
oder wenn zur Abkiirzung o\ b gesetzt wird,

1
S. = b — bc"

Bei der fallenden Reihe, wo der Reihenfufls ¢ < 1 ist
werden die Glieder desto kleiner je weiter sie vom An-
{angsgliede entfernt sind. Also nihert sich die Zahl be”
immer mehr dem Nichtigen, folglich die Anlage S immer
mehr der Zahl b, welche daher die Reikengrenze heifst,

~ Erstes Beispiel.

Anzahl der Glieder 1 s g B R A n
Steigende Reihe LidQ: I8 #6L .. o 221
Hier ist der Reihenfuls - i¢=24iib =<1 -

aiso die Anlage S = 27 — 1

fir n = 64 ist S = 18446744'073709'551615
Zweites Beispicl.

Anzahl der Glieder 1 2 3 4 &6 ..... n
Fallende Peihe chaind i 7 bib Tewes @) Bl
Hier ist der Reihenfuls ¢ = }, die Grenze b = 2
also S z=n2n-ti )t
Drittes Beispiel.
Fallendé Reihe 1 & -y " ode's oo . (=L
Hier ist ¢ = 1, die Grenze b = }
S =} —3®"
39.

Die Wechselzahl ist gleich dem Gebinde aller
schlichten Zihlen von 1 ab bis mit zu der Anzahl
der Zeichen.

Eine Anreihung (Complexion) in welcher immer die-
selben Zeichen (Elemente) nur in verschiedener Folge
vorkommqu heifst eine Versetzung oder Wechselung
(Permutation). - Die Anzahl aller moglichen Wechselun-
gen heiflst die Wechselzahl =

Bei der einfachen Wechselung sind alle Zeichen ver-
schieden, 5 e
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Bei der wiederholten Wechselung sind einige Zeichen
cinander gleich, und die Anzahl dieser gleichen oder
wiederholten Zeichen heifst die Wiederholungszahl.

Diejenigen Wechselungen in welchen ein bestimmtes
Zeichen eine und dieselbe Stelle einnimmt bilden eine
Abtheilung (Ordnung).

Einfache Wechselungen.
Zovei Zieichen.

12 21
Drei Zeichen.
Abtheilung: ! 2
3 123 312 ReTRE
213 132 321
Vier Zeichen.
Abtheilung: 4 do-cir 0. 2 1

1234 - 4123 3412 2341
2134 1423 4312 ' 3241
3124 2413 1342 4231
1324 . 4213 © 3142 2431
2314 . 1243 4132 -3491
3214 2143 1432 4321
Um also die Wechselungen von nZeichen zu bilden
mufls man zuvor die Wechselungen von n— 1 Zeichen
gebildet haben. An jede Anrcihung: setzt man rechts das
Zeichen n. Dadurch erhilt man die hichste Abtheilung.
Man erniedrigt jedes Zeichen um eine Stelle indem man
statt der Zeichen 1,2, 3 ... n die Zeichen n, L2,...(n—1)
setzt. Dadurch erhélt man die erstniedere Abtheilung.
Aus dieser ergiebt sich durch Herabsetzung um 1 die
zweitniedere Abtheilung u. s. f.
Die einfache Wechselzahl ist also

‘bei 2 Zeichen = 1.2 = 2
bei 3 Zeichen — 1.2.3 = 6
bei 4 Zeichen = 1.2.3.4 . .... =24
bei n Zeichen = 1.2.3.4 n

- Wenn in irgend einer Anreihung von n Zeichen z. B.
in 1457263 einige Zeichen z. B. 4567 ihre Stellen behal-
ten und nur die iibrigen mZeichen ihre Stellen wechseln,
so ist ihre Wechselzahl = 1.2.3 . . . m. In diesem
Beispiel ist sie: :
1457263 2457163 3457162
1457362 2457361 3457261
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Wenn nun diese m Zeichen einander gleich sind, so
sind auch die siammtlichen 1.2.3 ... m Anreihungen
einander gleich, hier namlich:

1457161

Dasselbe gilt fiir jede Anreihung in welcher die
n — m Zeichen ihre Stellen behalten und die iibrigen
m Zeichen gleich sind.

Man erhilt also die Wechselzahl von n Zeichen unter
welchen m gleiche sind, indem man die Wechselzahl
1.2.3 . .. n mit der Wechselzahl 1.2.3 . .. m theilt.

Sind unter den nZeichen mgleiche, p gleiche, rgleiche
u. s.w. so mufs man die Wechselzahl 1.2.3 . . . n mit
den Wechselzahlen 1.2.3...m, 1.2.3...p, 1.2.3...r
u, s. w. theilen.

Der Kiirze wegen setzt man die Wiederholungszahl
iiber das Zeichen, und bezeichnet die Wechselzahl
durch P. '

ik o 2
P(1,2)=12;12=()
321 1.2.3.4.5.6
PA23) =g53137= %
3741 1.2.3.4.5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15
P(1’2’3’4)_ 1. 93 3B A s a2 st 1
— 1801800

Die Abtheilung findet man, wenn man von den Zei-
chen das feste weglafst, und die Wechselzahl der tibrigen

321
bestimmt. Z.B. bei (123) ist

dieAbtheilungl....P(Té?:) = 13?§? = 30

die Abtheilung2.... P ié?x) e 1.2.3.4.5 = 20
© ( ) 15590 ¥5 Lo Mo

. e 3 2 : Uepgiii g 2

die Abtheilung 3. ... P (1 2) = — = 10
s ( ) Yoy 1.5

60

"Um die wiederholten ‘Wechselungen zu bilden ist die
‘Worterbuchfolge die bequemste. In jeder Anreihung
sucht man von der Rechten zur Linken gehend dasjenige
Aelch_en auf welches als ein niederes auf ein hoheres folgt.
Aun die Stelle desselben sefzt man von den rechts befind-

%
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lichen Zeichen das nichsthohere, die iibrigen nach ihrem
Werthe folgen lassend. Die Zeichen links lifst man un-
gedndert.  Z. B. die Anreihung sei 113221. Von der
Rechten zur Linken gehend ist zuerst 1 niedriger als 3,
man setzt also 2 statt 1. Die iibrigen rechts sind nun
3211 welche man nach ihrem Werthe 1123 setzt. Also
aus 113221 wird 121123.
Beispiel.
11222 12122 12212 12221 21122
21212 21221 22112 22121 22211

40.

Die Wandelzahl ist die Anzahl der Wandlungen
( Variationen) d. h. derjenigen Anreilungen, in wel-
chen einige Zeichen aus mehrern in wechselnder Folge
vorkommen.

Die Anzahl der in jeder Wandlung enthaltenen glei-
chen oder ungleichen Zeichen heifst die Stellung (Classe).

Die Wandlung ist einfach, wenn sie lauter ungleiche
Zeichen, wiederholt wenn sie auch gleiche Zeichen ent-
halt.

‘Wenn man jedes Zeichen vor alle wiederholten Wand-
Iungen setzt, so erhilt man die wiederholten Wandlun-
gen der nichsthohern Stellung.

Beispiel bei 4 Zeichen.

Stellung 1: 1 2 3 4
Stellung 2: 11 12 13 14
21 -22 23 24
31 32 33 34
41 42 43 44

Hieraus folgt :
Es sei die Anzahl der Zeichen gleich n, so sind die
wiederholten Wandelzahlen
zur Stellung 1, gleich n
zur Stellung 2 , gleich n®
zur Stellung 3 , gleich n®
zur Stellung m, gleich n™
Die wiederholte Wandelzahl ist also unbeschrinkt.
Wenn man jedes Zeichen vor alle einfachen Wand-
Iungen setzt welche dieses Zeichen nicht enthalten, so
erhalt man die einfachen Wandlungen der nichsthihern
Stellung.
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Bea;spiel bei 4 Zeichen.

Stellung 1: 1 9 3 4
‘ 12 21 31 41
Stellung 2: <13 23 32 42
14 24 34 43

193, (813 131951 410

124 214 314 313

- 1132~ ~2as5d 321 21

Stellung 3: 54 234 324 423
142 241 341 431

143 243 342 432

1934 2134 3124 4123

1243 2143 3142 4132

o Viseae 231s 3214 4213
Stellng 4: 19345 9341 3241 4231
1123 2413 3412 4312

1433 2431 3421 4321

Es sei die Zeichenanzahl n, die Stellung gleich m,
so ist die nichstniedrigere Stellung gleich m —1, die
Anzahl der in derselben nicht enthaltenen Zeichen gleich
n—m -4 1. Wenn man also die einfache Wandelzah!
zur S.tellung m — 1 mit n — m - 1 bindet, so erhalt man
d_{e» einfache Wandelzahl zur Stellung m. Folglich sind
fiir nZeichen die einfachen Wandelzablen

zur Stellung 1 gleich n

zur Stellung 2 gleich n(n—1)

zur Stellung 3 gleich n (n— 1) (n—2)
D.zur_Stellung m gleich n(n—1) ... (n—m+ 1)

ie einfache Wandelzahl ist also beschrinkt.

41.

Die Gligdergmgszahl ist die Anzahl der Gliederun-
'gerlz (Combinationen ) d. h. derjenigen Anreihungen in
welchen einige Zeichen aus mehrern ohne Wechselung
vorkommen.

Die Anzahl der in j i : i

; ' jeder Gliederung enthaltenen glei-

%wn (I))detl un%!eg:hen Zeichen heifst die Stellung (Clagse).

Ser nterschied zwischen der Zeichenanzahl und der
tellu_ng hqlfst die erginzende Stellung.

7 ']1)116 Gliederung ist einfach wenn sie lauter ungleiche

eichen, wiederholt wenn sie auch gleiche Zeichen enthalt.
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‘Wenn man jedes Zeichen vor alle Gliederungen setzt
welche mit einem hohern Zeichen anfangen, so erhilt man
die einfachen Gliederungen zur nichsthghern Stellung.

Beispiel bei 5 Zeichen.
Stellung 1 : 1 2 3 4 5

Stellung 2: 12 13 14 15 23724 25 34 35 45

 §124 124 125 134 135 145
Ste"ung-‘f-ﬁ 234 9235 945 343

Stenung 4: 1234 1235 1245 1345 2345
Stellung 5 : 12345

Die einfache Gliederung unterscheidet sich also von
der einfachen Wandlung dadurch dafs die verschiedenen
Wechselungen nur als ein einziger Fall gelten. Also
ergiebt sich aus der Theilung der einfachen Wandelzahl
durch die Wechselzahl die einfache Gliederungszahl. Bei
nZeichen sind also die einfachen Gliederungszahlen :

n
zur Stellung 1 gleich S
zur Stellung 2  gleich n_(ln_;_l_z
zur Stellung 3 gleich ke o
T8
; nn—1)...(m—m+41)
zur Stellung m  gleich Lo a -
.23 n

ader gleloly, sress BT i Rl )

Die einfache Gliederungszahl von nZeichen zur Stel-
lung m ist also gleich derjenigen von nZeichen zur ergin-
zenden Stellung n — m, und gleich der Wechselzahl von
n Zeichen worunter mgleiche und n — mgleiche.

‘Wenn man jedes Zeichen vor diejenigen Gliederungen
setzt, welche mit demselben Zeichen und mit einem héshern
anfangen, so erhalt man die wiederholten Gliederungen
fiir die nichsthohere Stellung.
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Beispiel bei 3 Zeichen.
Stellung 1: 1 2 3
Stellung 2: 11 12 13 22 23 33
Hion W8 133 5128 w123 133
rcilaty, 5 223 223 233 333
1111 1112 1113 1122 1123 1133
Stellung 4: <1222 1223 1233 1333 2222 2223
2233 2333 3333
Die wiederholten Gliederungen von n Zeichen zur
Stellung m konnen auch aus den einfachen Gliederungen
von n - m— 1 Zeichen zur Stellung m gebildet werden.
Man lafst in ihnen das Zeichen der ersten Stelle unver-
indert und setzt das. Zeichen der zweiten Stelle um 1,
das, Zeichen der dritten Stelle um 9 u.s. f. herab. Z.B.

Einfache Gliederungen von 6 Zeichen.
1934 1235 1236 1245 1246 1256
Stellung 4: {1345 1346 1356 1456 2345 2346
: 2356 2456 3456

Wiederholte Gliederungen von 3 Zeichen.
: 1111 1112 1113 1122 1123 1133
Stellung 4: {1222 1223 1233 1333 2222 2223
2233 2333 3333
Also ist die wiederholte Gliederungszahl von nZeichen
zur Stellung m gleich der einfachen Gliederungszahl von
n 4+ m— 1 Zeichen zur Stellung m, _

sati o baepirb i 2o oo

1. DR s m
oder gleich nn+1...... (n+m—1)
PEge s =

_ Die wiederholten Gliederungszéhlen von n Zeichen
sind also

zur Stellung 1 gleich oA

1
zur Stellung 2 gleich "(;’ - i
S
zur Stellung 3 gleich = (n4+1)(n+2)

2.3
U, iB-d
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: 42.

In der Entwickelung der ganzmamigen Hihe eines
Zweisatzes (Binoms) ist jede Nebenzahl (Coefficient)
eine einfache Gliederungszahl.

Der Zweisatz sei a 4 6. Die durch Bindung mit
a 4 b gefundenen Entwickelungen sind:

(a+ b)) = a®>+4 2ab } 8°

(a 4 b)® a® 4 3a®b + 3ab* 4 b

(a + b)* a* + 4a% + 6a%0* 4 4ab® 4+ b
> g :

Es sei allgemein n eine setzhafte ganze Zahl, und es
sei die nte Hohe des Zweisatzes a -+ b zu bilden. Jeder
einzelne Beisatz hat die Fassung:

ar—m , Hm™
und enthilt n Bindeglieder (Factoren) von denen n — m
gleich a, und m gleich b sind. Dieser Beisatz mufs also
in der Entwickelung so oft vorkommen als Wechselungen
moglich sind bei n Zeichen unter denen n — m gleiche und
mgleiche. Nach dem Satze (39.) ist diese Wechsel-
B iiinisy n

(1.2....0—m)(1.2....m)

und nach dem Satze (41.) ist sie auch gleich der einfachen
Gliederungszahl von nZeichen zur Stellung n — m oder
zur Stellung m. Hieraus folgt also, wenn n eine selz-
hafte ganze Zahl ist:

I

zahl gleich

@+ = a» + .'lian—lb + "_(1"__—2_1_)an—w
: n(n—1)(n—2) S a e
_ - s Tt eSS T L T
Wenn statt @ + b der einfachere Zweisatz 1 4 a
genommen wird, so ist

(Lpidn =t o L et Do
n(n—1)

Die Nebenzahlen -rll— paimmateed S B0y f. heifsen

Stufenzahlen (Binomialcoefficienten) vom Namen n, und
werden der Kiirze wegen bezeichnet durch:

R e o OE 5T il g9y
RN g o

so dafs nach dieser Beieichnung ist:
b ali=— 1 +111a+r?;a2+r31a5+ 204..‘
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Wenn der Name n eine selzhafte ganze Zahl ist, so
lassen sich die Stufenzahlen durch fortgesetzte Anlegung

finden némlich

14641, waiso k.

Hieraus entsteht ihr Verzeichnils fiir Namen aus der

schlichten Zahlenreihe

1ol i
gilgesgiipt g 9 10

Stelle 9= 1=

Name !
1 !
2 RO |
o {64523
4 1 4+6
) 1 5 10
6 1 6 15
T o 2%
8 1 8 28
9 1 9 36
10 110 45 1

4 7
ZB. 6=15, 9

L B - EELE
4 1 . -
D ishrsts $hises
20 15 6 1

8835480 s Fgend _
TR e e
84 126 126 84 36 9 1 -
20 210 252 210 120 45 10 1

R T W e |

Dieses Verfahren der fortgesetzten Anlegung giebt fol-
gende allgemeine Gleichungen fiir die Stufenzahlen zweier
um } verschiedenen Namen nund n + 1 = r .

©

e BT M

Diese Gleichungen

I

I

+ 4
+ n
2
= n i iptivag, S
gelten nicht blofs fiir den Fall

w

wo n und r seizhafte ganze Zahlen sind. Denn wenn
man je zwel auf einander folgende Stufenzahlen auf glei-
chen Nenner bringt und die Zzihler anlegt, so findet sich:

noe b

n

1
1



64

rzl+,; 1d; n(ln'—Q—l) + tTl a0 (n;{-:;)n
3 .2 pln—1)(n—12) n(n—1) __(n4-bHn(n—1)
(Rt St +f1.2 g 1.2.3

u s

Also gelten die Gleichungen ® auch dann wenn der
Name n cine belicbige ganze oder gebrochene, setzhafte
oder gegenhafte, maafshafte oder unmaafshafte Zahl ist.

Unter derselben allgemeinen Voraussetzung gelten auch
die Gleichungen fiir zwei auf einander folgende Stufen-
zahlen eines belichigen Namens n :

I
i RS
2 2 ( 1)!
n = (n—1n
D) 3 2
3.nn = (n—2)n
- 4 3
4. n="m—=3PPn  w sk
43.

Das Gebinde xweier Stufenreihen von gleicher Grund-
vahl ist eine Stufenreihe derselben Grundzahl deren Name
die Anlage der Namen der beiden Stufenreihen ist.

Die ganznamige Hohe einer Stufenreihe ist eine
Stufenreihe derselben Grundzahl deren Name das Ge-
binde der Namen ist. 3

Oder die Siitze (9.),(11.) gelten auch bei Stufenreilien.

Die Reihen :

Z =t ] +T;’la+r:)&1a2+r;ld3...

R e o i B 1 0 €
heifsen Stufenreihen der Grundzahl a. Es wird voraus-
gesetzt dafs die Namen m, n, beliebige Grofsen, d.h.
ganze oder gebrochene, setzhafte oder gegenhafte, maafs-
hafte oder unmaafshafte Zahlen seien. 'Wenn das Gebinde

A. A nach den Hohen der Grundzahl a geordnet wird,
so sind die Nebenzahlen dieser Hohen der Reihe nach

+ 4+ 4+
2
+
=~

3& Sw SN Sn
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Man bezeichne der Kiirze wegen m -+ n durch r

X
so ist m + n o= 7. Ferner ist
ey
S m__m l.n=n
% : 2 b
2.m=(m-——1)m 2.n=(m—1)n
B I Iz : |
also 1.mn = mn 1l.nm =-nm
2 I : 2 I
2m = (m—1)m An = (n—1)n

also 2(7?1+mr;+:) = (m+n—1) (r;z—{—lll)
alse 2(4;;—-}-:;1;1—{-1?;) . (r———]);

2 IIx 2
also m-+t+mn-+4+n = r
Wenn man ferner die Gleichungen

I 3 1
1.m = m .=
2 * 1 2 .3
2m = (m—1Dm 2n = (n—1)n
3 2 3 2
dm = (m—2)m 3n = m—2)n

2 2 I
der Folge nach mit n, ;;, 1 und m, m, 1 bindet, so ist

T2 2 ; T 2 2
t.mn = mn l.nm = nm

27r Gk - ¢ ©or
2mn = (m—1)mn 2nm = (n—1)nm

3 2 3 S 2
dm = (m—2)m dn = f{n—~n

Deren Anlage »
3(m+mn+mn+n) (m+n—2)(n’1+n'15+3)
also 3(m £ 0y o= e 632 n) (,.._ 2),2.

3
also m+mn+mn+n —h
‘Wenn man ferner die Gleichungen

1.m = m 158 =2

2 ) 0 2 T
2r;l=(m—-1)m 2n = (n—1)n
Bm = (m—9)m 3n = (n=2)n
4m=(m-3)r;z pn as (n._3)731

der Folge nach mit n n n 1 und m m m 1 bindet,
SO 1ist

9
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13 3 13 3+
I.mn = mn 1.nm = nm
22 I 2 2 2 Iz
2mn = (n— 1) mn 2nm = (n— 1)nm
31 2x 3x 21
3mn = (m—2)mn 3nm = (n—2)nm
4 3 a
4m = (m—3)m dn CEW=Yn

Deren Anlage:
4 31 22 13 4
4 (m 4+ mn 4 mn - mn 4 n)
= (m <} n—3).(m mn 4 mn 4 n)
= (r—3)r
4 31 22 I3. 4 4
also m4mn-f+mnf+mn4+m=r
Dieser Gang des Beweises bleibt fiir alle folgenden
Nebenzahlen derselbe und es ergiebt sich hieraus
A4 =1L va T b 8o
Hier sind ;, f, ? ... die Stufenzahlen des Namens
r=m-n. Also :
. w B (m<n)
A A= A - ;
Diese Gleichung gilt fiir jeden beliebigen Werth: der
Grifsen m, n . In dem Fall wo m = n ist, wird sie

| Cd)y =04

) n an

hieraus folgt weiter (4)% = 4
n an

tAYe=— 49

‘Wenn also n eine beliebige Grifse und m eine setz-
hafte ganze Zahl ist, so ist allgemein

(mn)

(ﬁ)”‘ = A4

44.
Die Hihe eines Zweisatxes von beliebigem Namen
ist einer Stufenreihe von demselben Namen gleich.

€ ..
Es sei zuerst der Name n = — ein Bruch dessen .

Zihler und Nenner seizhafte ganze Zahlen sind. Man
bilde die Stufenreihe

e l+r;a+r?a2+1;a3..
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50 ist nach dem vorigen Satze (43.)

n (mn)
(A)™~ =4
also (;i)'" R

Aber ¢ ist eine setzhafté ganze Zahl, also ist nach
dem Satze (42.)

A4 = (1+a) ;
also _(ﬁ)mz L+4a9 = (A Fa)™
also ﬁ = (14 a"

Wenn also n ein beliebiger Bruch ist, dessen Zahler
und Nenner setzhafte ganze Zablen sind, so ist

A4 ar = 1 + na + na® +4 na* ...
Es sei zweitens n eine gegenhafte Grofse, deren

setzhafter Anwerth m eine beliebige ganze oder gebro-
chene Zahl sei. Dannist m 4-n = 0 .

Man bilde die Stufenreihen

Aoz i +‘n!1a -+ ma? e o 731:1’. F
2NN D ot k¢ i i e
80 ist nach dem vo‘rigen Satze (43.)

peiche 44050
(m4n)
Aber m+n = o, also: A0 =4
m n
- also “4.4 =1

Da m eine seizhafte ganze oder gebrochene Zahl ist,
so ist vermoge des obigen Beweises
m

; s 0
also 1+ a)m 3 RO |
also - 4 = 1+ a7 = (14 a)r

‘Wenn also n e
so ist ebenfalls

Be

3]

ine beliebige gegenhafte Grofse isk,

(L4m)™, = Lo narernads s abeng -
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Beispiele.
A4+at =1 4+ ja— pa® + f5a*.
Q—at = 4, — Ja—=3a® — Ka*...
Q4o =1 4 ta— $a® 4+ Fa°.
(l—a)*}f = 1= la— }a®* — FHa® ..
A4+0a =1 — 2a + 32> — 4d°
A—a?f = 1 4+ 2a + 3a® 4 4a°

‘Wenn der Name n der Stufenreihe eine setzhafte
ganze Zahl ist, so bat diese Reihe nur n + 1 Glieder
und bricht alsdann ab. Denn alle folgenden Stufenzahlen

sind nichtig.

Wenn der Name n der Stufenreihe keine setzhafte
ganze Zahl ist, so bricht die Stufenreihe niemals ab
sondern besteht aus einer unendlichen Anzahl von Glie-
dern. Wenn die Anlage jeder Abtheilung dieser Reihe
desto kleiner ist je weiter das Anfangsglied dieser Abthei-
lung vom Anfangsgliede der Reihe entfernt ist, so heifst
die Reihe grenzhaft (convergirend). Denn alsdann nihert
sich die Anlage der Glieder je weiter man in der Reihe
fortschreitet desto mehr einer bestimmten Grenze welche
den Werth der Hohe des Zweisatzes bezeichnet.

‘Wenn aber die auf einander folgenden Glieder immer
grofser werden, so heifst die Reihe auslaufend (divergi-
rend). Sie ist alsdann eine zeichenhafte Reihe (symboli-
sche R.) d. h. sie ist zwar zur Berechnung des Zahlwerths
der Zweisatzhohe unbrauchbar, aber man kann sich ihrer
cben so wie der Simngréfse YT =i (28.) in allen
Rechnungen als einer wirklichen Grofse bedienen, wo-
fern sie nur nach beendigter Rechnung von selbst heraus-
fallt. : .

Beispiele.

Die Zaweitwurzel einer Zahl durch die Stufenreihe

au berechnen.

])ie~ Zahl sei b, ein genaherter Werth von }7b sei ¢
so dafs b = ¢+ d= (1 + a)
also b Sh F ja — & g R )
oder Y0 ¢ Jifac se La¥ o fgacl

i
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Z. B. =2 c = 1414213
d = c¢a = 0,000001590631
o e o gt 1,414213 :
Yac oo e 562373206864878
LWPEWY LI Pt — 111816121
OB BLEIG DRI e 44

Y2 = 1,414213562373095048801

Die Drittwuisel einer Zahl durch die Stufenreihe
gu_ berechnen.

Die Zahl sei b, ein geniherter Werth von 'SVb sei ¢
s0'dafs b= 4 d= (1 +0a)
also ﬁb = c( + }a— Ja® + Ha®...)
oder ‘?Vb ¢ 4 Yac — ja*c 4 Fak. ..
Z.B. b=06 ¢ = 1381712
¢ = 3,3019250944
S® == 5,999994127536128

!

Sa = d = 0,000005872463872
Do RS .. K & b : .
S =17 0592832333069334128
Yol oo dE e — 193410548083
R s 105166

'Pﬁ = 1,817120592832139658891211

45.

Das allgemeine Glied einer obern gleichgemessenen
Reihe besteht aus den Anfangsxuwiichsen deren gjeder
mit einer Stufenzahl gebunden ist. Der Name dieser
Stufenzahlen ist die Stelle des allgemeinen Gliedes.

In der obern gleichgemessenen Reihe sieht man jedes
Glied als die Anlage des vorangehenden Gliedes und eines
Zuwuchses an. Die Abziehung des vorangehenden Glie-
?\ei e folgenden giebt also den Zuwuchs. Auf diese

:1 : 11d.ele;c man aus der gegebenen Reihe die erste Zu-
“‘;VC isreihe, aus dieser die zweite Zuwuchsreihe w. s. f.
enn nun irgend eine Zuwuchsreihe aus lauter gleichen
Gliedern besteht, so heifst die gegebene Reihe eine obere
glgwhger.nessene Reihe, das erste Glied jeder Zuwuchs-
reihe heifst der Anfangszuwuchs, die gleichen Glieder
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der letzten Zuwuchsreihe heifsen der Endzuwuchs und
werden durch a bezeichnet, die Anfangszuwiichse von
unten nach oben hinaufgehend werden durch a, a, a; u.s.f,
bezeichnet. Die obere gleichgemessene Reihe heist vom
ersten, zweiten, dritten u.s.f. Ort, je nachdem die erste
zweite dritte u.s.f. Zuwuchsreibe aus lauter gleichen Glie-
dern besteht.

Beispiel einer Reihe vom 5Sten Ort,

Stelle] 0 1 2 3 4 5 6 T
Ort |

b W 11 20 136. 64 118 --227 . 441
4 . 4 9 16 28 54 109 214

o S -+ F2E - 2020 557 103

2P ary 2 ) 14 29 50
Lot 3 - S (e |

LTS g snesgna s 6 6 6

. Man gehe von der letzten Zuwuchsreibe durch fort-
gesetzte Anlegung zu den obern Reihen hinauf, so ist:

Ort 0 1 2 3 4 5
Stelle A

3 b 5 4 7

9 8 7 9 11

15 14 12 16 20
by 29 26 28 36
293 50 55 54 64

33 ks 105 109 118

39 110 182 214 227

45 149 292 396 441

51 194 441 688 837

WaIO U O e D
rTOcoooeoSe S

Der Endzuwuchs ist a = 6
Die Anfangszuwiichse sind: :

=3 6=2 a=5 a=4 ao=1
Also ist im ersten Ort:

a, 4+ a

9 =
15 = a, + 2a
21 = a, + 3a

u

a; + na
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Im zweiten Ort:

5 = a, 1+ ¢,
4 = a, + 24a, 4 a
20 = a, + 3q, f 34
50 = a, + 4a, + 6a
11 = a, + bHa, -} 10a
TSR rxla, -+ na
Im dritten Ort:
T =906+ q
12 = a5 4 2a, + 4
26 = a; + 3a, + 3a, 4+ a
55 = a; 4 4a, + 6a, I 4a
105 = a; -} 5a, + 10a, 4+ 10a
b ¢ 2 3
u = a; - na, -+ na, + na
Im vierten Ort:
9 = a; + q
16 = a, + 24, + @
28 = .aq, + 8a; 4+ 3a;, + a,
54 = a, + 4a; + 6a, + 4a, 1+ a
109 = a, + 5

5a; + 10a, + 104, 4 5a

X -2 3 4
u = a, -+ nay; -+ na, + na, 4 na
Im fiinften Ort:
1 as + ag

===
3 ‘202‘15"*‘204—{—05
36-..=a,,—]-—:}a“._*..3,,5__1_02
l(lig I Beor t A e

o + ba, 4+ 10a; + 10a2+5¢;l+a

u

I

x 2 3 4 5
\D' g < na, 4+ na; -4 na, 4 na, + na
1 an den verschiedenen Anfan tichsen haf
\ f gszuwiichsen haftenden
Qe Seonten, ¢ind die durch fortgesetzte Anlegung gemifs
iy (42)) gebildeten Stufenzahlen deren Name die
elle n des allgemeinen Gliedes u ist. Demnach ist der

A len Gliedes u is .
o‘;i?:&ck des allgemeinen Gliedes y in den verschiedenen



na
2

=
o “
—+ -+ na, -} lia
i b B0 S Bty S, i ine
-+ =+ ’7”5 + raza2 + r‘z‘al - ;a
. = '?;04 - 131?5 -+ ;ag-—}- r;:a1 + na

Im obigen Beispiele lst fur die Stelle n = 8

b=
51 = 3.+ 8.6
194 = 2 |+ 8.3 -} 28.6
441 = 5 F 8.2 F 98.3 +1 56.6
688 = 4 4 8.5 + 28.2 4 56.3 4 70.6
837 = 7+ 8.4 + 28.5 4 56.2.4 70.3 -1.56.6
46.
Die Berechnung eines Gliedes einer obern gleich-

gemessenen Reihe fiir eine Stelle deren Werth ein Bruch
oder eine gegenhafte Zakhl ist, heifst die Einschaltung
(Interpolation).

Dieses Verfahren ist von-sehr hiufiger Anwendung ins-
besondere beim Gebrauch der Tafeln Hier ist meistens
der niedere Ort ausreichend, doch miissen bisweilen die
obern Oerter mit beriicksichtigt werden. = Alsdann ist es
am bequemsten jeden Anfangszuwuchs durch den vorher-
gehenden zu verbessern. Man bezeichnet namlich z. B.
den Ausdruck |

.u__a5+na4+na5+naz+na,+n

von unten anfangend auf folgende Art:

n—4
ks = a, + —5—(1

. n—3
k, = a, + Tkg

%

ks é e

124

il
[~

|
+ + 4+



Erstes Beispiel..

x ju=Lx ' u = 6, -+ na
3353 | 3,52543 |4 a, = 3,52543
3354 | 3,52556 14 a = 13
3355 | 3,52509 el - o dazad
a, ..+ 352543 dodst.o Cope— 0,42
an )

u 3,52548
Zaveites Beispiel.
xz |u=Lsinz u == g, L uk
09 8" 7,36682 ...« _ ne=1
0° 9 | 7,41797 5122 539 k= a, +——a
0°10 |7,46373 *°°

Essei x = 0°844 , soist n = 04, f(n—1) = 0,3

. piD a, ... 7,36682
¥(r--Da... 162 , nk% % - 211

k s LB2AT sk 5 A

Drittes Beispiel.

Z |u= Lsinx ; n—2
= X/ B o
0° 81 7,36682 el

9741797 5119 \ g1

10] 76323 4376 22 4, e T s

437
11} 750512 4139 i wgirlasek
Es sei x = (°8'4

SO ist n =

=04, 1(n—2) = 0,533..., }(n—1) =103

- 2"1 539 duiy o585 e, . . 106088
el Ty il 4 et
3 a..._—54 Tk"°' 198 Wk ... 201
ky . .. 593 b .. 5208 Thua, o 4,38109

i0



4

Viertes Beispiel.

1830

April. | Mondslinge.
X (|

. OFT5215 366 gog ygq L -
4121158 15 455 5 g 1%)_8,- 01 -

5. 0 ] 164 13 g?’g 5 56 35,6 .6.5’1 219 3, 1.3
?‘ 1(2) i;g 5 54’0 £5 42’2 oy -

b i 3 :

6.12 | 182 0 498 ° 34 486 :

Es sei x == April 5. 7V, so ist n = 27,
n-1 n—2 G = n-4 2
=t = = L& tm el
P ] - 23,1 ay...1082
ne—4 n— n—32
; k ,09 15
5 a _,37 el 0 3 k, _4,31
By ..~ 583 Biven 2339 ky . . 103,69
a ... 5°89 489 ag .. . 152° 15 56,60
":’k,. ok 82,09 nk ... 15 25 5926
Bav an 0 08 . 2681 Y. . 161 4% 5586

Siche Berl. astr. Jahrb. 1830. S. 282. Die dort angestellten zum
Theil verwickelten Betrachtungen geben dasselbe was hier
auf einfache Weise gefunden worden ist.

47. -
Das Gebinde zweier Stufenxahlen ist die Anlage der
Vielfachen einer Reihe von Stufenzahlen, deren héchste
die Anlage der Namen jener Stufenzahlen xum Namen

fad. 55
Da nach dem Satze (42.)

1:n ==c8
1.2.n = n(n—1)
.1.2.3.731"‘_" n(n—l)(n._gj
&5t

1.23.4.n = n(n—1)(n—2)(n—3)

S0us .5 A



-1
(1)

so ist durch Entwickelung der Bindeglieder

1.;1 =il
97, =i ne -
© g == p® SRS + 2n
24: = n* — 6n® '+ 11n*— Gn
1207 = ‘7% — 10n* + 350° X 50n2 3 24n

ReiiS.i 1.

Hieraus folgen die Ausdriicke
I

n' = n
n® = 2: —+ rx!
3
5 n = 6n 4 ﬁ: -+ r§
4 3 z 1
n* = 24n 4 36n + 14n 4 n

1207 4 2407 + 150 % + 307 + »
[} o e

fl

Man binde nun zwei Stufenzahlen in den Ausdriicken
©, und setze an Stelle der rechts sich ergebenden Hohen

von n jhre in den Ausdriicken ) enthaltenen Werthe,
50 1st

s S 2 I

nn = 2n 4+ 1.n

X-2% 3 2

nn = 3n 4+ 2n

1 3 4 3

nn = 4n - 3n

14 5 4

NN SR + 4n

U aSaih
2 2 4 3 %
nn = 6n 4+ 6n 4+ 1In
23 1 5 4 3
an. = 10n 4 12n 4 3n
O 6 5 s
"': =151 4-20n - 6n
N 2 3

nn

I

7 B 5
21n 4 30n 4 ton
a. sinl
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33

6 5 4 3
nn = 20n -4 30n 4 12n 4+ 1n

3 4 7 6 5 4
nn = 35n + 60n -+ 30n + 4n
35
nn = 56n 41057 4 60n 4 107
36 9 8 s 6
nn = 84n + 118n 4 105n -4 20n
; u. sy k.
In den Nebenzahlen ist das Gesetz folgendes
B
12 e 2
S T, 3
1,4 5 ; 4 u. s f
2 2 2
92 { 4, 2.8,42
2 2 2
93 4 S M3
2 2 2
24 -+ 6%, 4 2051+ 4
2 2 2
25 Ty 2D u. s. f.
3 3 3 2
R31 b ibistsa 3 LB ethish 4f
4 3 3 3
By} oquniilug € eglogiaaniy
3 3 3 3
3,5 B, w3t 30 S50, 0
36 16, 38, 1. B nul

48.

Die Gebinde der gleichstelligen Glieder in mehrern
gleichgemessenen Reihen bilden eine gleichgemessene
Reihe, deren Ort die Anlage der Oerter jener Reihen
und deren Endzuwuchs ein Vielfaches der Endzuwiichse
jener Reihen ist. S

Es seien in zwei beliebigen gleichgemessenen Reihen
je zwei gleichstellige Glieder mit einander gebunden.
Es seien z. B. ibre- allgemeinen Glieder:

1 2 3
U == 0y ~ind, cleehasr - e
X 2
v = b, 4} nb, 4 nb
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Das Gebinde uv enthalt aufsel den  Stufenzahlen

3 3 1 12 33 22 23
i n, » noch- dic Gebinde n ol Mo 1 B ol Aocroll 115

An Stelle derselben setze man ihre Werthe nach den im
vorigen Satze (47.) gevebenen Auedruckcn Alsdann ist

4 s
Ul =5 b 11(4 + nc5 -+ 11(2 + nc, 4 nc

und man findet:

Dy

€, = a,b; —+ a;b;, b

¢ = ab, + ab 4 ab 4 2(ab, + a,b, + ab)
¢, = ab, + 3(a,b, + ab 4 ab, 4 ab) 4 6a,b
¢ = 4ab, + 6ab 4+ 12ab

¢ = 10ab 4

Also giebt cine Ik eihe vom Ort 2 mit ciner Reihe
vom Ort 3, eine Reihe vom Ort 5.

Derselbe Beweis gilt fiir je zwei andere Oerter und so
ergiebt sich allvemem'

Eine Reihe vom Ort p giebt mit einer ‘Reihe vom Ort q

durch Bmdun" der glexchstellloen Glieder eine Reihe vom
Ort p + 4.

Hieraus folgt weiter:

Reihen deren Oerter p, ¢, r, s ... sind geben durch
Bindung der gleichstelligen Glieder cine Reihe vom Ort

Poiqite e
Beispiel.

O3y . 8.1 16 18 40

5 126 . .196
O . 58 I8

7
S 28 45 606 91
rtid . SHAE Bb 230 ¢ 1196 3375 8316 17836
Zuwuchs 4 35 234 8350 92255 4941 )95‘2()
4 3 199 616 1405 2686 4579

» % 417 789 1281 1R93
» L 99 12
Endzuwuchs 12()4 ‘)2] 20 4

In diesem Beispiel ist:
Gy == % 4, =95 a,=
62 =1 bl == b = 4
G=1 =35 ¢ =199 ¢, =417

Ta= 3
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Die Eckzahlen zu bestimmen.

Die Eckzahlen (figurirte Z.) sind entweder Eben-
sahlen (Polygonalzahlen) oder Raumzahlen (Pyramidal-

zahlen).

Die Ebenzahlen entstehen aus der Bindung der gleich-
stelligen Glieder zweier schlichten Zahlreihen, wenn die
Gébinde mit 2 getheilt werden.
Aulage einer von 1 ausgehenden schlichten Zahlreihe.

Jede Ebenzahl ist die

- Beispiele.
Lk Lipebe 88 1 2 3 4 5 6 1
B g 3 4 A 6. 1 8
2 6 12 20 30 42 56
Dreieck . . 1 3 6 10 15 21 28
2 3 4 5 () T
e P S i s
Ebendreieck = 1 4 2 4 3 . +n _n(;t_—{;l)
b et 1 o 3 4 H 6 1
e 2 4 6 8 10 12 14
- A 8 18 32 50 72 98
Viereck Jiic g 9 16 25 36 49
> R A 9 11 13
o iisa o o ke H B
Ebenviereck = 1+ 3 4+ 5 S et e TR e
Inog. . 08 1592 - 08 4 5 6 i
TR e BT 2 5 8 S ¥ 17 20
R TR T T 44 70 102 140
Ebenfiinfeck 1 B 12 29 39 s
4 1 10 13 16 19
3 3 3 3 3
Ebenfimfeck = 14+44+7... B3n—2) = %
Ebensechseck = 1458+9... dn—3) = Pﬁi"_;;?_)
Ebensiebeneck = 1 46411 .. (5n—4) = ey

12
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Die Ebenzahlen entstehen- auch aus einem Dreieck
und einem verschobenen Dreieck wenu das letztere mit
den schlichten Zahlen gebunden wird.

Beispiele.
1 Dreieck 1 = 6 10 15 21
1 Dreieck : 1 3 6 10 15
Viereck 1 4 9 16 95 36
1 Dreieck 1 3 6 10 15 o
2 Dreiecke 2 6 12 20 30
Fiinfeck 1 ) 12 29 35 51
1 Dreieck o | = 6 10 15 21
3 Dreiecke Y (1= v 4 18 30 45
Sechseck e | .6 15 28 45 66

Die Raumzahlen entstehen aus der Bindung der gleich-
stelligen Glieder dreier schlichten Zahlrelhen wenn die
Gebinde mit 6 getheilt werden. Jede Raumzahl ist die
Anlage der von 1 ausgehenden Ebenzahlreihe.

s T R 2 3 4 5 6 7 8
2 e 2 3 4 5 6 1 8 9
e e 3 4 H 6 1 S astt 10

6 24 60 120 210 336 504 720
Viereck .5, 1 TEE L T T e L i D
; 3 RS VS e i e
3 4 ) 6 T 8
1 1 1 1 1

Raumviereck = nin+ D rad)
t .28
{I ...... i ¢ O ST Ea ) 4 5 0 < 8
R B i 4 5 6 1 8 9
e o o . 3 5 o] 93 sihal3n gkl ikt

o 630 84 180 330 546 840 1224
finfeck 77 5 14 30 55 91 140 204
4 Qi 106 12228 «:86ai 495 63
B 553 1559 akdl dB s
: 2 2 2 2 2
Raumfiinfeck = ~ D @n+1)
' 152-98




LianiaslEomi 1 D A5 4 3 6 T 8
e Siuiatek 2 B) 4 T 1 8 9
HE S ae 3 6 Gt kX RBR- 181528 15224

6 36 108 240 450 7756 1176 1728
Sechseck . . 1 6 18 40 5 20 196 988
Be it 00 5 = 350 THF natliny SR
T 10 13 16 19 22
3 3 3 3 3
n(n-41)3n
TESE B

Raumsechseck =

- nn-41)@dn—1)
Raumsiebeneck = 5 3
_ n(4DGEn—2)
Raumachteck = . 1

Die Raumzahlen entstehen auch aus einem Raum-
viereck und einem verschohg¢nen Raumviereck, wenn
das letztere mit den schlichten Zahlen gebunden wird.

Beispiele.
1 Viereck 1 4 10 20 35
I Viereck 1 4 10 20
Fiinfeck 1 5 14 30 55
1 Viereck 1 4 10 20 35
2 Vierecke g 8 20 40
Sechseck 1 6 18 40 3

..
&t

10 20
12 30 60
22 50 95

1 Viereck 1
3 Vierecke
Siebeneck 1 1

S -

50.

Die Haufenzahl zu bestimmen.

Wenn in zwei schlichten Zahlreihen von beliebigen
Gliedern ab die gleichstelligen Glieder gebunden werden,
so heifst die Anlage dieser Gebinde eine’ Haufenzak!.
Sic hingt von dem Raumviereck oder Raumfiinfeck ab.

' a a1 a -+ 2 a4+ 3
L b b+ 1 - b+ 3

& @EDCFD @HHEFDH @ FHGED)




S1

Die Endglieder seien 4, B, so ist auch
& 4 A4—1 A—2 4—3
.+ B B—1 B—2 B—3

AB (A—1)(B—1) (4—2)(B—2) (4—3)(B—3)

Erste Anlage.
ab

ab 4+ 1(a+0b -+ 1?
ab + 2@aFb 4+ 22
ab + 3(a+0b) -+ 32
ab + (n—D(a+b)y + (n—1)*
Zaveite Anlage.
AB
" 4B — 1 (A4 B).}21°
AB — 2(A4B) + 22
AB —'3(A+B) + 3
AB — (n—1)(A+B) + (n—1)*

S st & n(n l)( —{—b) = n(n 1)2()113—1)
8 el B et (" (A+B) Js 2 12)(2”;“1)
aber A—a=n—1 B—b=n—1
also folgt aus beiden Ausdriicken
S - n(ab+ 4B) n(n I) e n(nr——-1)(7n
P el vy B 3
T il n(ab + AB)‘ = n(n-—-l)(n-—‘.l)
2 | s a5
. Beispiel.
e=W b =20 A=140 B=40 un=2l
— 21400 4 1600 %
NF e 20.19 — 19670

2 e

11
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51.

Die Anlage der ganznamigen Hihen der schlichien
Zahlen zuw bestimmen.

Essei S = I 4 0 3. s
S, = 1"+ 24+ ... + 2
5 o5

13 4.2% 435 ... + 2°

SRR T

Aus dem Satze (48.) folgt, dafs diese Hohenreilien
gleichgemessene Reihen sind, deren Ort dem Namen der
Hohe gleich ist. Man hat also

0 1 daes S T
1 2 3 5 - ara :
1 1 1
% I 2
also (45.) S, = z + x
0 sk B 14 S0 8
i 4 9 16 e o &
S BSSas r ol 7
L 2
X 2 3
S, =z -} 3=z 2z
) 1 9 36 100 225 S,
1 8 27 - 64 125 x

12 18 24

6 6

b 3 ety 3 4

S = 2+ Tz 4+ 12z 4 62
S, R

Die Anfaxlgézuwﬁchse ergeben sich mittelst des
Satzes (48.) =

Liwd 2 3 B Frtaipil
e e 3= 4, .. (1)

BT A AET R0 Qe YU L4 el ppRe

II. und IIL sind also nach (48.) gleichgemessene Rei-
hen deren Oerter n u.n 41 sind. Es seien die Anfangs-



zuwiichse in IL durch 1,4, 5, ¢ ...

83

in UL durch 1, a,,

by bezelchnet, so ist
u=1+xa+.1b+xc...
v = 1 4 -’E‘
: 1. za + xb =+ o
- Uy ==
- + x -+ r2a -+ xzh .
: S § 2 ) ¢
Aber (41). .. x2 = 2z 4 x
12 3 2
o o) e P
1-3 4 k 3
L= - & s,
Setzt man diese Werthe ein, so ist
uoibzaliep. Slagd byl wopl .
& gy == 1 4 %a
byle=' d 4= 3b
¢ = 3b -+ 4c
dy = 4c¢c 4+ 5d u s f
Dieses giebt folgende Berechnung:
Bindeglieder 1 -~ 2 3 4 5 6 i
LT 1 - t ? : 2
1 2 2 : 3
1 2 : - ~
e R0 : :
1 6 6 . : <
1 6 6 : -
R e 13 6 .
1 14 36 24 : -
: 1 14 36 24 -
Sy 15 50 60 24 3
1 30 150 240 120 - -
1 2. 30: 450, 240, 120 ° .-
E e 31 180 390 360 120 -
1 62 540 1560 1800 720 -
- 1 62 540 1560 1800 720
< D L 63 602 2100 3360 2520 720
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Demnach ist

w
I

1 2
1 e
3 = 2 3
S, =z + 3z + 2=

b 3 2 o 4
S =T 1x + 122 + 62

S, = x4 153+ 503 4 605 4 24
S, = xz + 312+ 1802 - 390 4 3602 + 1202
8. A

3 > 5
x4 63+ 6023-}-2100&4—3360x+2520§:+7203:

Da aus der gegebenen Stelle x sammtliche Stufen-

zahlen : 3 ... nach (42) berechnet werden konnen,
so ist durch dic obigen Ausdriicke die Aufgabe vollstindig
geloset.

Man kann aber noch einen Schritt weiter gehen und
die Anlagen S, S, S5 - - - durch die Hohen von x aus-
driicken. Man benutzt hiezu die in (47.) gegebenen Aus-
driicke der Stufenzahlen von x, nimlich

X
lz=2x
2
Iy = x* — X
3
6z = x°— 3x* + P&
24; = "= bgoF 11x* — bx
5
200 == 25-10x* + 352° - 5022 + 24x

1905 o 40— 1528 + 852*-225a° + 2da? — 1202
0400 = 27— 214417805~ 7350 + 162455176427+ 1202

7

e sod.
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Diese Ausdriicke sind wegen der Nebenzahlen £,

! e | e
4272302 66

. bemerkenswerth welche in der hohern

Grolsenlehre wichtig sind, und nach ihrem Erfinder Jacob
Bernoulli (Ars conjectandi. 97) die bernoullischen Zahlen

heifsen.

Die - obigen Ausdriicke lassen sich betrichtlich ver-
einfachfachen wenn man setzt
@ 4 =z
Alsdann ist:

X

P
o

~l

W

|1 T

PRI RA |

e

-

o

O:CIJNCnCn

LA

==oe 22 322 L'z = d

+c

te?

$€% — fyc?

§¢t = 1e% + Ty

To€® = 36 + Hc® — Fc®

d(}) :

d(f5¢ — 3%

d({5¢® — {5¢ + ) e

d(fge® — 3 4+ e — )

d(Fyet — e 4 He? — e 4+ &%)
Erstes Beispiel.

16 G O (S o st e _RET6

o %-C .............. 136

=R R LR et 1496

e ped o T 18496

= A (e By - P 243848

= (2c—0.. 0., 3347776

= ,d(3E—3c1). . 471260136

= 5 ¢2(3c¢® — d¢ 4 2). 680856256
Zweites Beispiel.

100 ¢ = 10100 d = 2030100

........... es > o o BN

.................. 338350

................ 25502500

............ eip « 2050338330

............. 171708332500

............ 14790714119050

........... 1300583304167500
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52. .

Die Gleichungen zu finden welche die gegenseitige
Abhiingiglheit der Hihenanlagen der sehlichten Zahlen
angeben. :

Durch Anwendung des Stufensatzes (42.) ergiebt sich

Bos e i e Y SR e T R 1

2% = 1* G nlr=top gim=z g g
L {3n == fgniqapge=toap fonse [idp
4" = 3" on3r—t 4 onge—2 4
57 = 4" 4 adn=l o opge—2 g
0 = I" — mln=t 4 Jin=2 ., . 41
ek C’i«zwi = 22"—2 PP,
B 3n__'-l3n—l+n37l—2...'il
3" = 4" — m4n—1 fpge~2 | g

das obere Vorzeichen wenn n grade
das untere Vorzeichen wenn n ungrade.

Diese Gleichungen werden so weit forigeselzt bis die
Grundzahl des ersten Gliedes rechts gleich x ist. Nach
Weglassung der gleichen Hohen links und rechts ergiebt
sich dann aus

Lo (e @y 2R gasd £,
| Sl S e
Man schreibe nun diese Gleichungen nach ihrer Folge:

(@+1)* —(x41) = 35, ,
L {41 —(@+1) = 38, 4 §s,

@41y —(@+1) = 48, + Is, + i,
TR = 3§,
i) e = 3s,—13s,
x* 4 =4‘183—-182+isl

Vegdsn o

I

2 . 3 2
38, —~58,4:58,—58,
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Durch Anlegung jedes Ausdrucks in I an den betref-
fenden in II. heben sich entweder die gradnamigen oder
die ungradnamigen Hohenanlagen auf. Hiebei lafst sich
noch bemerken: wenn x (x + 1) = x*+ x = ¢ soist

(x+1)?*—(x+41) = ¢

(1) —(@+1) = c(x + 2)

(1P —(@t1) = c(@ + 3z + 5
@41y — (+1) = c@ + 42 + iz + )

x4+ x =c

x®— x =c(x—1)

z2* 4 x =c(x*—ax + 1)
x5 — x .

c(x¥—x* 4 x—1)

Die oben bezeichnete Anlegung giebt alse
e

R e = 213
Je@x? Fox)inls wilon bl =4 S,
Je@PFAF LR H00) ... = 6S,+ 2
3¢ (Qx®+6x%4-22x* 342+ 362>+ 20x)
— 88,485,488,
%0(2.7(3;"—1) ............ == :'*,52
1e@xt 3t H Tz 43d) e o = 55,158,

ic (2.x5+5x4+1fw‘+19x2+16.74—5—5) - :
= 18,4+15,+1S,
%c(2x7+7x6+29x5+55x“+71x5+55x2+29x‘+7)
= 05, +9S,498,4-9S.

In der ersten Folge sind die Ausdriicke links durch ¢
theilbar, und man erhilt
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i

c = 28,
Lt igie= 45

1@ @c+9) =68 +68°
1 @& 4 16¢ + 20) = 85, + 85, + 88,
1226 + 25¢ 450¢ +35) = 10S,+ 108, + 108, 4105,
16 ¢ + 3665 4 105 ¢ 4 112¢ + 54)
B eErL LS, 125,412 S 128,
52 4 496 + 19665 + 204¢ + 210¢t 4 77)
smglhe A S ol 14 5, E AN Ll AS 145,
Die Nebenzahlen links sind

Dy

e e %

¢ x -9 = 5 2.

2 el G S0 Fecl
a4 3 2

2 bt e N AT 08 TRy

. - 5 4 3 2

8 Mmoo S L T s e e B

U 5 L.

. In der zweiten Folge sind die Glieder links durch
9% 4 32 4 2 = d theilbar und man erhilt:

3d = 38,

1d(c+3)__58 +5s

S yd (S 6c 4 5) = 7s +7s +‘s

31d(c* + 10¢ + 15¢ +7) = 95, + 9, +()S +98,

Cpd( F 156 +35c +28c+9) '
e TR Y +1} ek

u
Die Nebenzahlen links sind
I, =8
1 e
c 2,‘ T
1 b} 6 %
G 3 T
= 5 7 %9 w s f
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Beispiel.
x = 100 ¢ = 10100 . d = 2030100
¢...10100 1d. . 1015050
2) S
5050 = S, 338350 = S,
. . 102010000 c43..10103
4 e u— @
) 95502500 = S, 1815056
2049 20909 10255050150
1e. . . 51005000 105, — 3383500
1030760045000 5)1025156“65_0_
20S;. . . — 510050000 2050333330 = S,
1030249995000 ¢, . 102010000
6) % 59
" 111708332500==5, Oc+5 60605
2¢ . .. 204020000 102070605
16c+20. . 161620 1015050
204181620  103606767605250
51005000 35S, — 71761666550
10414283528100000 21S:  — 7105350
56S, — 9615666620000 103534998833350
568, — 1428140000 )l 0050—s
- g o
10404666433340000

<)
7 1300583304167500 =S,
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- Uebungen.

Zoweisatzhéhen oder Stufenreihen.

D )b 1 4 e et e et
+ zlga® — 134z 6® + i35’ — 33%4sa°. ..

2) (1 4+ o)t = 1 4 4a + §a* —fa® + 1fga*
— z¥50° + Tﬁzﬂaﬁ — o5 @ F 3%sa® .-

) (4t =143a4 P+ F5°—fva* 4 3§50°
~ 1o%30® F afrs ¢’ — it d® A 5 L

HAF+ar =14 fa— & + Ha® — g5a

+ 74 — e + 13 e s50394%. ..
5) 1+ @) = 1 4 34— }a* + $rd® — 3z

4 hga® — s3hra® + 13885a" — 58fipac ...
6) (14 )T 1 —a 4+ & — a,,.

D A4 a2 F—0g - gar -~ 44" :
8) (14 a)® 1 —3a 4 6a®> — 10a®. ..
9 (4T t=1—4a4 4 ’—T”"Kaz"}‘*rn — 5%
10) A+a)T- = 1—3a+ Pa*>— %a”—{-%{r%a —-%g%a
11) A4a)T ¥ =1— ja+ 3a®—}$a® + Afa®— Slas..

‘2
12) (1+0)T'“=1—%“+%‘12*4°“3+ g —345dc.

Ganznamige Zaveisatzhiohen.

13) (5—4a)* = 625 —2000a-2400a> —12804° 4-2564*
14) 3 —2a*»° = 729 — 29164> -} 48604* — 43204°

4+ 21604® — 5766 -} 644
15) 3a —Tb) = 2187a? — 35721a% - 250047 a%h*

— 972405 a%>" - 2268945 a%* — 3176523 a2b°

7 4 2470629ab — 82354357
16) (Va4 V' b)* = a* 4 Gab + * + 4(a+ b)Vab
1) (Va4 Vb = (a® + 216% + 35a6* + 769
£ (6% + 218% + 355a® + 145 7

18)(a + ib)y» = 4 4 iB

2 4
A= - ji5h + nar—1ps .

lI I

0 == r!la"—lb ﬁ._v,alan—sbs e ;an-—sbs_ e
also (¢ + 1:[1)” + (@ —ibyn = 24
(@ +-id)* — (a — byriz=1i ;9B
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Ganznamige Hohen eines Vielsalzes.

Es sei P = a+b+c+d+e+f und n eine
setzhafte ganze Zahl, so ist die Bildung der Hohe P~
dasselbe was die Bestimmung der méglichen Wiirfe mit
n Wiirfeln ist, deren Flichen mit abcdef bezeichnet
sind. Die Hohe enthilt die Theile ABCDEF .
deren jeder mit der entsprechenden Wechselzahl gebun-
den ist. Die Anzahl der Beisitze abcdef sei m, so be-
ruhen die Theile A BCDEF ... auf der einfachen
Gliederung von m Zeichen zur Stellung 1,2,3,4,5,6 u.s.w.
und auf der Zerlegung des Namens n. In den folgenden
Beispielen sei m = 6 angenommen.

Priifung.
M)in =2 Zerlegung 2, 11 6 -+.1).4{%%
P — A1 2B Friap-. . 30
A = 6 Glieder wie.a* . . . 92 — 3G
B = 15 Glieder wie ab .
20) n =3 Zerlegung 3,21, 111 i LY. (70
PUal A 3B -6E 8530 .. ... 90
A = 6 Glieder wie a® 628 . 190
= 2.15 Glieder wie a*, ab®... 6° — 916
C = 20 Glieder wie abc...
2D n=4 .- Zerk4, 31,22 211 1111 By 6
P* = A14B}6C+12D 4 24E 4.30 .. 120 -
A = 6 Glieder wie a* : ohnthany A6
B .= 2.15 Glieder wie a%, ab*... 32. 80 T30
C = 15 Glieder wie a®b*. 24 1o, =860
D = 3.20 Glieder wie a”bc abzc, Bheo; 6* = 1906
E = 15 Glieder wie abcd...
22) n =5 Zerl 541,32, 311,221, 6 dveoi B
2141, 11451 5 ..30, -5 150
5 — A4 5B 10C-1-20D-+30E 10.30 .. 300
-+ 60 F 4+ 120G 20.60 . .1200

6 Glieder wie d° 30.60 . .1800
9.15 Glieder wie a*b,ab*. .. 60.60 . .3600
9.15 Glieder wie a®b%,a%0%. .. 190 6. 190
3.20 Glieder wie a®bc,ab’c,abcb. .. 65 — TTT6
3.20 Glieder wie a®b%c, a*bc?, ab®c?., .

4.15 Glieder wie a®bcd, ab*cd, abc*d, abed?. ..

6 Glieder wie abcde

OmbE oL Ry
Il ll g



23) n = 6 Zerl 6,51,42,33,411,321,
292 3111,2211,21111, 111111
P° = A+ 6B415C+20D +430E
+ 60F 490G + 120 H 4- 1801
+ 360 K 4 720 L
6 Glieder wie a°
9.15 Glieder wie a%b, ab®...
9.15 Glieder wie a*?, a%b*. ..
15 Glieder wie a®°® ...
3.20 Glieder wie a*bc, ab®c, abc®...
6.20 Glieder wie a®b%c, a®bc?, a*b’c,
‘ a*bec®,ab®e’, abic’ ...
20 Glieder wie a%*?*c®...
4 .15 Glieder wie a%bcd, ab®cd,
abc®d ~ubeds oot
6 .15 Glieder wie a®b%cd, a*bcd,
a?bed?, ab®c*d, ab®cd®, abc*d® ...
5.6 Glieder wie a®bcde, ab>cde,
abc®de, abed®e, abcde® ...
abcdef

IR

Il

Mok oN NO MESokh

I
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Priifung.
6

e o

6 30~ . .180
15, 39. .. 450
20..15. . :300

30.60. . 1800
60.120 . 7200
90.20. . 1800
120.60: . 7200
180.90. 16200
360 .30. 10800
120, 1. & (20

6% = 46656

Hohe eines nach einer Grundzahl fortschreitenden

Vielsatzes.
24) P = a4 bx + ca* + dx® 4 ex?

o= fl=s

Pr» = A 4 Bx - Cx* 4+ Da® 4+ Ex* 4 Fx’ 4 Gab. ..
Der Name n sei eine beliebige Grofse
1 n 2 n(n—1) ..
und n = ST die Stufenzahlen von n
= g%
B = na"—1p
: X 2
C = na*c + na»—2p2
D = na"—'d + n.a"=%,2bc + nan—s4°
b & 2
E = nar—le 4 na"—*(2bd + &) + na"—3.3b%

& St
: 4
F = na"='f 4 nan—2(2be 4 2cd)

3
+ na"=3(3b% + 3b¢*) + nan—1.4b%

5
+ nan—3, )5
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G = na""lg + na""’("bf + 2ce 4 @)
-4~ 1141"“3(‘3b°e 4 Gbcd 4- c’)
-+ na"“(4b’d + 66%c) +- na""‘5 bY Al
e B na""“.b"
u. s, w,

‘Als Beispiele hiezu bilde man folgende Vielsatzhhen:

,25)P;—-_.1——x+.2:2——~x5 wol Pl H—
AN P etk 1 VE %x~y-%2 +T1;J‘—' ""'nwx + zisx®
— 18z 2% + s’ — 735335 x°

wo PPe=1-4x

) P=1+4 jx— fa* 4 Bt ’zlxozi~7’-'4 + At
(] 8
— o ® il — s3idaat ...
wo P® =14«
28) P=1T 3w —}a* f £ — gl 5 77y &°
— w312 o 13T — yifipa®
wo P5 = 14-2x 4 2

OQ)P'—1+5~’L““73"‘ T 1d5 2 — Fyat
- 53485t v .o wa P 25 1k 2

30) P=1—4x+ 32— 5u® + Tl e — 93 x5,
we P2=1_L=x




Vierte Abtheilung.
Die Mefsgleichung.

53.
Erkliirungen.

In dieser Abtheilung ist nur von ganxen setzhaften
oder gegenhaften Zahlen dic Rede. Der Kiirze wegen
werden sie schlechthin Zahlen genannt.

Zwei Zabhlen deren Unterschied ein Vielfaches einer
dritten ist, heilsen mefsgleich (congruent) nach dieser Zahl,
und dieselbe heifst ihr Maa/s (Modulus). Die Aussage
dafs zwei Zahlen nach einer dritten mefsgleich sind, heifst
eine Mefsgleichung (Congruenz) und wird durch eine ge-
wohnliche Gleichung oder durch ein Dreiband bezeichnet.
Das Maafs wird im Einschlufs beigesetzt. Z. B.

83 = 45 4- 19.2 oder 83 = 45 (19)
T8 = 5.16 —22 oder 18 = 22 (5)

Zwei Zahlen welche keinen Gemeintheiler aufser 1
haben, heifsen einander fremd (relative Primzahlen).
: Z.B. 15 und 28

Eine Zahl welche iiberhaupt keinen Theiler aufser 1
und sich selbst hat, heifst stammhaft oder eine Stammzahl
(Primzabl).  Z.B. 2,3, 5,7, 11,13, 17 w s £

54.
Die Anlagen, Unterschiede, Gebinde und ganz-
namigen Héhen mefsgleicher Zahlen sind mefsgleich
nach demselben Maafs.

Es seien nach dem Maafse ¢

a=5b a, = b, e, = b,

r = - ==

so ist auch offenbar nach demseclben Maafse ¢
at+a +a, =0b+5 + b, a—a, = b—1b,
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aus a = a folgt aa, = ba,
aus a, = b, folgt ba, = bb,
also ist aa, = bb,

eben so aaa, = bbb, e T

Also sind als Sonderfille dieser allgemeinen Mefs-
gleichung auch die Hohen mefsgleich.
a® = b? @ =0 - = b a®
Z.B. Nach dem Maafse 19 ist
83 = 45, also 6889 = 2025 , 571787 = 91125

Il

55.
Zahlen welche nach fremden Maafsen mefsgleich

sind, sind auch nach deren Gebinde mefsgleich.
Es seien c, d fremde Zahlen, und

a=1b (o) e D
oder a = b-4cu a=b-dv
so ist ; cu = dv

Nun ist vermoge der Voraussetzung ¢ nicht in & ent-
dv p v

halten, und — == u eine ganze Zahl, also mufs —=w
C €

eine ganze Zahl sein,

also ist a—b=c.d.w
oder a = b(cd)
Z.B. 183 = 113(5) und 183 = 113 (1)
also 183 = 113 (35)
56.

Die Schuitte mefsgleicher Zahlen sind mefsgleich,
wenn einer der Theiler dem Maafse fremd ist.

Es seien ¢ = b(c) und aa, = bb, (¢)
so ist auch @b, = aa, (c) und b5, = ba, ()

@

. abr— aa, .
also ist ——’——c———l eine ganze Zahl. Wenn also ac ein-

ander fremd sind, so mufs &, — a, durch c theilbar sein,
also ist a, = b, (c)

Z. B. 4 = 25(7) und 40 = T5()
also 10 = 3 (O
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57.

Jede ganxnamige Hohe eines schlichien Bruchs ist
ein schlichter Bruch.

Ein Bruch dessen Zahler und Nenner einander fremd
sind, heifst ein schlichter Bruch. Z. B. 1} oder }i.
Man entwickele zu demselben die auf einander folgenden
Nzberungsbriiche, welche ebenfalls schlichte Bruche sind,
und Gheder der Bruchkelte heifsen.

Z.B. 31%] ¥5ap 1 11 {1511
8 1112 8111 |72
3 411 3 411
3 313 2 84 2
1 1 e |
s 2 1.3 e e P s S |
CRRE T S o ododow H

Fine solche Bruchkette hat die Eigenschaft dafs der
Unterschied der Gebinde des Zihlers und Nenners zweier
auf einander folgenden Glieder gleich 1 ist, und dafs das
letzte Glied dem Urbruche gleich ist.

d
Der Urbruch sei X der vorhergehende = o i)
hat man die Mefsgleichung
¢ psms pddd)
Hieraus folgen nach (54.) fiir das Maafs d die Mefs-
gleichungen :
x> 1 i
3 CS S

+1
+1 u. s. f.

Il Hl

il i

Hl Il

Wenn also n eine beliebige ganze Zahl ist, so kann

nxn "‘l"

niemals eine ganze Zahl sein. Also ist auch T
e 3 n

d. h. 5 keine ganze Zahl.  Also ist auch wabie LB,

dzdr 72

c\" . "
(7) keine ganze Zahl. Also ist (%) ein schlichter
Bruch. :

13
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In obigem BeispieF ist nach dem Maafse 11
5.3 =1 ol 8 =20
157, 3" = 1 e 8 = £ 1

Eben so ist nach dem Maafse 15

13, # o= f §go07 LI 5
14, 1L =1 1" 4 = 41
58.

Wenn sich eine ganze Zahl nicht in der Reihe der
ganznamigen Hihen der schlichten Zahlen befindet,
so ist ihre gleichnamige Wurzel unmaafshaft.

: Es seien a und n ganze Zahlen, und es sei a nicht
in der Reihe der Hohen der schlichten Zahlen 1,2, 3, 4 ...
enthalten, d. h. kein Glied der Reihe

ln 271' 3» 471

Wemn nun die Gleichung

L=
aulzulésen ist, so ist x keine ganze Zahl.

=3 F 2 1 d
Wiire - aber x einem unéchten schlichten Bruche =
[

gleich, so miifste nach dem Satze (57.) auch z* ein
schlichter Bruch scin, konnte also der ganzen Zahl a
nicht gleich sein.

Also ist die Y a weder eine ganze Zahl noch ein
schlichter Bruch, und heifst daher (18.) unmaa/fshaft.
Z.B. 375 ist nicht in der Reihe der Dritthdhen
P FITT00 S TP N S e LS SF
also ist die Drittwurzel aus 375 eine unmaafshafte Zahl.

59.

Bei der einstufigen Mefsgleichung werden die Zu-
schiisse durch einen Zahlenring dargestellt, dessen Glie-
der eine gleichgemessene Reihe bilden deren beide
Hiilften einander ergiinxen oder in umgekehrter Folge

. gleich sind. :
 Es seien ¢, d, zwei fremde Zahlen. Man binde c
mit den schlichten Zahlen 1 2 3 u.s. f welche durch =
bezeichnet werden und Mefswurzeln heifsen. Das Ge-
binde cx theile man durch d. Der Sehnitt sei y, der
Zyschufs r. '
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o 7B ¢ = 13 d = 10
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‘Es seien x 2 zwei Meflswwzeln und r 1 die ent-
sprechenden Zuschiisse, so ist

cx =r (d) und Gt o= LAt

‘Wenn nun x und .7;' beide kleiner als d sind, so kon-
nen die Zuschiisse r 1’ einander nicht gleich sein. Demn
dann wire cx = ca’ (d)
also. cx — cx’ oder c(z —.z) theilbar durch d, was
unmoglich ist, weil x — z’ kleiner als d, und c, d ein-
'mder fremd sind. Also kommen in dem Rm“e vos a=1
bis mit x = d fiir r alle Zahlen von 1 bls d.=—divor.
Diese Zahlen schreiten in gleichgemessener Reihe fort,
wobei d so oft als es angeht '1bnezooen ist.

Es sei x 4 & theilbar durch d, 50 ist auch cz -} ¢’
theilbar durch d, also auch r + ¥ theilbar dUILh
Aber r u. " sind belde kleiner als d. Alsoist r 4 = d

Also besteht der Ring der Zuschiisse r aus zwei Hilf-
ten deren Glieder in uuwekehl ter Folge genommen ein-
ander zum Maafs d erginzen.

Nimmt man aber von den Zuschiissen welche grofser
als Ld sind die gegenhaften Erginzungen zu d, so sind

- beide Halften einander gleich und enthalten nur Zahlen
welche gleich oder kleiner als 4d sind.

Dieser Zahlenring stellt dar dle unbestimmte einstufige
Gleichung cx — dy = r oder die einstufige \Iefsvlelchunv

cx =71 (d) und dy =7 (0

60.

Die emstuf ge Meéfsgleichung wird durch die beiden
letzten Glieder der B/ucghkeﬂe agc;fgeloset-

Die Mefsole:chung Sel

cx (d)

w? die Maalse c, d, und dcr Zuschufs r gegeben sind.
Wenn r > d, so theilt man'r durch d, und selzl statt r
den bei dieser Theilung sich ergebenden Zuschufs.
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Man kann nun nach dem vorigen Satze (59.) verfahren,
und fiir  die schlichten Zahlen 1,2,3,4 u.s. w. setzen.
Der fiir r sich ergebende Ring mufs auch den gegebenen
Zuschufs enthalten,

Z. B. 1z -+ 5y = 94
oder Tz = 94 ()
oder iz = 4 )
= N T
. 3 4 5
r 2 4 1 3
Alsoist z= 2, "7z =14 | 3-}-11.—_—10
also y =16
also 7.2 4 5.16 = 94

Man hat also allgemein
T = 2 (O und.  y = 16 (7)
oder x = 2 -+ 5u und Yoim=16 — . Tu
~ Wenn aber das Maafs d betrichtlich ist so ist dieses
Verfahren zu weitléiuﬁg. Alsdann entwickelt man zu dem

schhchten Bruch — die Bruchkette Das letzte Glied

ist — d , das \orhergehende sei —b—, S0 ist-
¢b —da = +1
also ¢t =+ 1 (@)

e

br==x, also cx = +r (d)

Beispiel. 19858z = 895 (6321)
6321 | 19858 | 3
6265 | 18963 & »
56 895 | 15

55 | 840 | 1
i 55 | 55
T 1 55 ‘
R 080 &, Doty 333, seikind e RUEEH

T, 106 113 6321
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19858.113 = 1 (6821)
x = 113.895 = 101135
oder mit 6321 getheilt = = 1 :
19858. 17 = 895 (6321)
19858.1 = 895 (6321)
Wenn also sein soll
198582 — 6321y = 895
soist * = 1 (6321) oder x =14 6321 .u
y == 3(19858) oder y == 3 19858 .u
‘Wenn die beiden letzten Glieder der Kette eine Mefs-
gleichung geben deren Zuschufs das Gegenhafte des ver-
langten ist, so ist es nur erforderlich den letzten Schnitt

um 1 zu vermindern, und als letzten Schnitt 1 hinzu-
zufiigen.

Z.B. Es soll sein

1983582 = 805 (6321)
1 15 1 54 1
22 333 39
1 ;o 106 11
19858.6208 = 1
xz = 895.6208 = 5536160
oder mit 6321 getheilt = = 1.

also  19858.1 = 895 (6321)

3 19503 19858
3 6208 6321

[N ]
o

Beispiele.
cx ='r (d) | 4 dﬁf=y

c d i x y
it oy 2 25 1 11
2) 3 2 32 0 16
el 3 23 1 6
‘9 5 3 100 17 5
B il 4 43 3 -
)i | 4 i3 i 1
o % 100 4 8
8) 11 8 79 5 3
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(5 d r x y
5 13 4 270 2 61
10) 29 17 = 2 3
1) 19 13 1000 2 74
12y .9 16 1 7 11
13) %% 25 1 9 13
14) %45 14 1 9 29
15)  Sbein . 2D 1 12 17
16) 31 22 18 3 7
1037 31 47 1 Deek oits sriecdl
18) 59 43 1 5 11
19) 171 97 1 38 67
20y 14 23 1 9 29
855 23 17 8 25
22 389 271 1 62 89
23) 793 541 1 234 343
24) 144 89 1 34 55
25) 17 9 320 4 98
By 81 20 4 3 5
27) .24 13 2373 3 177
28) - 55 48 2000 16 60
29y -3 21 1770 9 -
30) 1533 1102 1421 145 - 203
31) 3875 2973 122362 17 19

Die in den obigen Beispielen gegebenen Werthe
von xy seien z,y, so sind die allgemeinen Melswurzeln

v T = x4 du: =y, — cu
wo u eine beliebige setzhafte oder gegenhafte ganze Zahl
bezeichnet. :

: 61.

Die dreistellige Mefsgleichung wird durch die zwe;-

stellige aufgeliset. :
* Die aufzulosende Mefsgleichung sei
ax 4 by + cz —.

Es sei d der grofste Gemeintheiler von a 6. Man

lose die Mefsgleichung
' Ce ==t dy
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Es sei z, cine Wurzel dieser Mefsgleichung so dafs
r—cz,
d
b& bhd 50 ist

= r, eine ganze Zahl sei. Es seien a = ad

a/‘r + bl)’ e ’-/
Man lose die Mefsgleichung
azx =1, ()
Es sei x, eine Wurzel dieser Mefsgleichung, so dals

r, — a,zx,

. = ¢, eine ganze Zahl sei

!
Aus den Sonderwurzeln x, vy, z, erhdlt man nun die
allgemeinen Mefswurzeln
x = x4+ bw — cu
gEie— W e =Scns gy
z = z, + av — bu .
wo u v w beliebige setzhafte oder gegenhafte ganze Zah-
len bezeichnen. ]

Beispiel. 6x + 10y 4 15z = 347
hier sei 15z = 347 . (2)
eine Sonderwurzel ist z = 1
also 6z + 10y = 332
oder - 3z 4 Gy = 166
hier sei by = 166 (3)
eine Sonderwurzel ist y, = 2
ibr entspricht g Ser)
also o ox = 10w — 150
y == 15u — 6w
z = 6v — 10u

v
Setzt man z. B. u 3 v=T7T w=6

so ist = y =0t z=13 ws w

Znwei dreistellige Mefsgleichungen werden durch Aus-
scheu?ungv auf eine sweistellige Mefsgleichung gebracht.
Die gegebenen Mefsgleichungen seien
ax 4 by 4+ ¢z = r
ax + by 4 ¢z
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be,—be = b,
Ll et o= T

allx + b’ly e rll

=, (b))

Es seien ac,—ac = a

1"

so jst

Man lose also  a,x

In den folgenden Beispiclen ist a,

L

Zwei entsprechende Sonderwurzeln seien x, und y,
so ist die dritte
r—ax,—by, __ r—ax,—by,
Z,, —— ——-—-—C——‘——- == -—-——T,-—————
Die allgemeinen Mefswurzeln sind nun
* = x, + (b, — bec) u
y =y, + (cq, =)ty
z = z, 4 (ab,— ab) u
Beispiel. 3x -+ 1Ty + 12z = 17
T4x 4 93y 4 41z = 68
hieraus 1232 4- 697y 4 492z =— 1927
' 888z 41116y + 4922 = Ji6
also Wiz 4 419y = 1111
also Wi = 1111 (419)
Bruchkette.
i & 1 4 1 i, =] 5 3
11 27 9 VEHE 81 i ilnrilhuociss
0 1 1 b} 6 17 23 132 419
65.132 = 1 419
x, = 132.1111 = 146652
oder mit 419 getheilt =z, = 2
: o Un—2.965 _ <
y!l Sy 419 %3,
47—3.2-11.7 _ 68—74.2—93.7 _
ot T = a1 s
also ¢ P TS )
BaRA L ks AT 1 + i
el== '3 9194

1
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a b ¢ r 15 L y z
8 4 3 107 24 3 17 4
.4 T 8 284 52 27 24 1
12 11 10 338 30 9 20 1
16 12 9 . 330 30 3 13 14
1 3 4 38 15 7 1 T
i 2 3 150 . 1004:5. T 2 24
8 10 13 288 . 24 3 3 18
p) 5 20 560 — 100 b 90 3
3 2 1 50 30 9 2i 19
21 8 3 600 100 5 42 53
14 11 b 360 30 16 B 9

Hier folgen noch einige:

12) 6z 4+ Ty +42z=122 1zx48y—6z=145
=9 —Td4u y=8-41680ul T=3—29u

13) 3z 4 5y + Tz =560 = 9x 4 25y 4 492'= 2920
= 50 —35u y =404+ 42u 2z = 30— 15u

14) 2 4y = 100 T+30=2 y+ 4z = 3
: 1 <~ 4u x = 5 4 12u
95 — 12u z. ==l -3

v

I

}V
63.
Mehrere Mefsgleichungen welche eine Gemeinwurzel
taben, aufzulosen.

Die aufzulgsenden Mefsgleichungen seien

cx = r (d)
L = 1, (4
box—"r, (d) 0 s W

Die Auflosungen derselhen geben nach (60.) die Mefs-
gleichungen -

T =
@ =1k, (4)
f T E l?l! ((IH) ll'~ S‘ ‘v'

" Dies ‘ : : ;
-, Mefs%lelchungen sind nur dann vereinbar wenn

je zwei Sonderwurzeln . wie  und g mei
' 3 , nach dem Gremein-
theiler der Maafse d und d, me["sglei,ch sind.

?. B, Wemn a ==& (@) und . o = £ (d)
- 80 1st T =k+de und i = k4 du,

14
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also b, —k = du — du = ev
alsb - k= &k (¢

wo e der Gemeintheiler der Maalse d und d, ist.

Diese Bedingung mufs von je zwei Sonderwurzeln
erfiillt sein. :
Z.B. Es soll sein

1 (6)

=1 @) 1Tz =
2z =12 (9) 132 = 4 (@15)
50 ist x=1 @ =35 (6)
=35 (9 x =2 (15)
hierist 1 =5 (2) "P=5 3)
5= 2:(3)

also sind die aufzuldsenden Mefsgleichungen vereinbar.
Wenn nun diese Bedingung befriedigt ist so sind

k’—?’—‘, - und -e-’ ganze Zahlen, und man hat die Mefs-

gleichung

PRy T (d,)
==l =
(4 e e

5ufzultiseh. Die nach (60.) gefundene Sonderwurzel sei /

dl.
so ist w o= 1 (—-—-)
e
also u = 1 4 —(—‘:iu,
dd
also .r=k+dl+—e—’.zl,

Hier ist ¥ 4 dI = m eine Sonderwurzel welche die
beiden ersten Mefsgleichungen =
=k ) und T =k (d)

befriedigt, -‘%d{ = g ist die kleinste durch d und d,

theilbare Zahl. Also fiir die beiden ersten Mefsgleichungen
T =m (g)

Mit dieser vereinigt man die dritte, mit der Vereinigung
der drei ersten die vierte u. s, f.



Also lassen sich die Mefsgleichungen

oy e Ad)
c’x E rl (dl)
, - o= 1, @y ushk
durch die Mefsgleichung -
: x = n (p)

vereinigen, wo p die kleinste durch d d, d, theilbare
Zahl ist.

In dem obigen Beispiele sind:

gegebene Melsgleichungen . Sonderwurzeln

e =1 @) =1 @
1T = 1 (6) Zi= 5 0
Nz =34 =349
132 = 4 (19) x = 2 (1%)

. Aus der Gleichheit der zweiten und dritten Mefs-
wurzel folgt ihre Vereinigung

r=58 ' k=5 d=18
Hiemit die erste * =1 (4) k=1 . d=4
gieht 2u =2 (9) S
- also T — =1 'm=35
also aus den drei ersten
e & == (30) k=5, d=36
Hiemit die vierte x = 2 (15) k=2 v d==15
giebt Su=1 (12) oS
also =25 (12) ' =% ‘m=1%
also : x =717 (180)

Also ist 17 e?ne gemeinsame Melswurzel der vier
gegehenen Mefsgleichungen und allgemein

Z =171 4 180" u

: Beispiele.
1 4 d : -
1 Pt i Briak 10
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3)
4)

6)

D

9)

10)

11)
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864

1846 *

6559 **

*10) Wenn an die christliche Jahrzahl die Zahlen 3, 1,9, gelegt
und diese Aulagen durch 15,19, 28, getheilt werden so heifsen
die Zuschiisse der Schatzungskreis, Mondkreis ; ‘Sonnens
kreis. In welchem Jahre sind diese Zuschiisse 4, 4,7 2.
‘Wenn die Jahrzahl des julianischen Zeitrings durch 15,19,28,
getheilt wird so heifsen die Zuschiisse der Schatzungskreis,

*11)

Mondkreis, Sonnenkreis.
sind diese Zuschiisse 4, 4,7 ?

In welchem julianischen Jahre



Fiinfte Abtheilung.

vnwendung der Hohennamen auf Han-
delsrechnungen.

: 61.

ﬂnwendung der Hohennamen auf den Keftensatz.

Der Kettensatz ist eine Bindung einfacher Gleichungen.
In jeder Gleichung sind zwei Dinge oder Benennungen
durch Zahlen welche ihr Verhiltnifs angeben verglichen.
Diese Benennungen seien z B. xuvwzy so sind die
Gleichungen : '
miu

ax =—
Var =t hu
CyV: == 0W;
APrs=ss pz
: ez = qy
also abcde . x == 'mnapq .y
Man setze 4 = abcde B = mnopgq
80 ist i Aidvas=aBy

Hiedurch ergiebt sich das Verhaltnifs der Benennungen x, y.

- Die Vérgleichung der Maafse, Gewichte, des Geldes,
und iiberhaupt die meisten Handelsrechnungen beruhen
- auf dem Kettensatz.

3 Beispiele.

1) ‘In Spanien kostet die Fanega Weizen 70 Realen
diﬂ.’.?m)q wovon 20 einen Piaster machen. Aus 2 kastil.
Mark: von. der 862 Probe werden 17 Piaster gemiinzt.
I)“lese'Maﬂ; wiegt 35505 engl. Troygran. Die Fanega
halt ':3:447,2 engl. Cubikzoll. 'Wie viel Kop. S. kostet
dasﬁlschetwert von 12809,69 engl. Cbz.? da das engl.
Troypfund von 5760 Gran 8399748 russ. Doli wiegt.
In einem Raubel Silher sind 405 Doli fein Silber enthalten.

2
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Hohennamen. Hohennamen.

- 1280969 | 4,10754

- 3,837147 34472 70 1,84510
1,30103 HE 1 0,

1,23045 i 2 0,30103

1,98227 96 862 1,93785

0, i 35505 | 355029

3,16042 3760 8399,748 |  3,92427
2,60746 405 100 2

14,41910 17,66608

14,41910

1 Tschetwert kostet Kop. S. 1766 3,24698

2) Wie viel kostet der Solotnik Silber von der
84 Probe nach dem Londoner Preise von 60} Pence
fir die Troyunze Standardsilber von 31 fein Gehalt,
wenn der Wechselcours 391 Pence fiir 1 R. S, ist?

Hgshennamen. Hohennamen.
o 84 1,92428
3,92427 8399,748 12 1,07918
1,56820 ol 40 1,60206
0, 1 601 1,77996
159246 | 39 100 2
7,08493 8,38548
7,08493

‘1 Sol. Silber 84 Pr. kostet Kop. S. 19,98 1,30055

3) Vergleichung der Werst von 3500 russischen oder
englischen Fufs mit der geographischen Meile wovon 15
auf den 360sten Theil des Erdmeridians oder anf 57008,715
Toisen gehen. Die Toise hilt 76,736639 engl. Zoll.

Hohennamen. l Hohennamen.
1 3500 3,54407
0, 1 12 1,07918

1,88500 76,736639 1 0,

4,75594 57008,715 | 15 1,17609
© 6,64094 $,79934
/ 6,64094
eine Werst gleich Meile 0,14401 9 15840
~ eine Meile gleich Werst 6,944.. 0,84160

4) Vergleichung der Defsitine von 2400 Quadrat-
saschen mit dem preufsischen Morgen von 180 Quadrat-
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ruthen. Der preufsische Fufs hat 139,13 par. Linien.

Hohennamen. : Hohennamen.

1 2400 3,38021

1 49 1,69020

i s 144 2,15836
1,88500 | 76,736639 1 0,
1,88500. | 76,736639 1 0,

0, 1 864 2,93651

0, 1 864 2,93651
2,14342 139,13 1 0,
2,14342 139,13 1 0,
2,15836 144 1 0,
« 2,25527 180 1 0,

12,47047 : 13,10179

12,47047

eine Defsiitine gleich Morgen 4,2788  0,63132
ein Morgen gleich Defsitine 0,23371 9,36868

5) Vergleichung des preufsischen Quarts wovon 27
auf einen Cubikfufs gehen mit dem russischen Stoof.
Nach der Ausmittelung der St. petersburger Commission
(1835) wiegt ein russischer oder engl. Cubikzoll destillirtes
‘Wasser bei 13} R. im leeren Raum 368,361 Doli von
denen 9216 auf das russ. Miinzpfund vom J. 1747 gehen.
Solcher Pfunde soll nach dem kais. Befehl v. 11. Oct. 1835
das Stoof 3, der Wedro 30, der Garnez 8, der Tsche-
twerik 64, das Tschetwert 512 halten.

Hohennamen. Hohennamen.
1 3 - 047712
U S 1 9216 3,96454
©2,56627 368,361 3 0,
1,88500 76,7366 864 293651
1,88500 | 76,7366 864 2,93651
1,88500 76,7366 864 293651
2,14342 139,13 fard 0,
2,14342 139,13 1 0,
214349 | 139,13 1 0,
e RGO 97 1,43136
14,65153 < ; “14,68255 -

: S st 14,65153
cin Stoof gleich Quart 1,07405 0,03102
ein Quart gleich Stoof 0,93106 © 996898
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6) Vergleichung des preufsischen Scheffels von 3072
preufsischen Cubikzoll mit dem russischen Tschetwert.

Hihennamen. 2 Hohennamen.
0, 1 512 2,70927
0, 1 9216 | 396454
256627 | 368,361 T
1,88500 76,7366 864 2,93651
188500 | 76,7366 864 293651
1,88500 76,7366 864 2,93651
2,14342 139,13 1 0,
-2,14342 139,13 1 0,
2,14342 139,13 1 0,

=1 1 1728 3,23754
348742 3072 1 0,

18,13895 i 18,72088

- 1813895

ein Tschetwert gleich Scheffel 38188  (,58193
~ ein Scheffel gleich Tchetwert 0,26186 9,41807

65.

Anwendung der Hohennamen auf die Zinsrechnung,

Ein Geldvermogen welches jibrlich oder halbjahrlich
ein Einkommen bringt beilst ein Grundstock (Capital).,
Der jahrliche oder halbjihrliche Zeitraum heifst die Frist.
Die Zahlungszeit heifst der Verfall (Termin). Die Anzahl
von Geldeinheiten welche an jedem Verfall fiir den Grund-
stock bezogen werden heifst der Zins. Der von hundert
Geldeinheiten bezogene Zins heifst der Hundertzins (Pro-
cent). Die Einheit vermehrt um das Verhiltnifs des Hun-
dertzinses zu Hundert giebt eine Zahl welche der Zinsfu/s
heifst.

‘Wenn der nach jeder Frist fallige Zins unvermindert zu
dem Grundstock gelegt wird, so wichst der Grundstock
zu einem Betrage an welcher der Aawuchs heifst. Der
urspriingliche Grundstock heifst dann in Bezug auf seinen
Anwuchs der Baarwerth.

Der Baarwerth sei &, der Zins desselben in einer Frist
sei &, der Hundertzins sei p, so gilt die Verhalinifs-
gleichung

1000 p = h:x
also 100 : 100 4+ p ='b:0b + x
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Es sei der Zinsfuls m?o—é_P = ¢
so ist Emi R

Hier ist b + 2 der Anwuchs nach Ablauf der ersten
Frist oder bei dem ersten Verfall. Also ist der Anwuchs
bei dem 1sten Verfall gleich b¢
bei dem 2ten Verfall gleich 5¢*
bei dem 3ten Verfall gleich ¢?

My 5o 4
bei dem nten Verfall gleich 6¢»

Es sei also der Anwuchs nach n Fristen gleich ¢, so
ist die Grundgleichung der Zinsrechnung

a = bcr

Wenn also umgekehrt der Anwuchs a gegeben ist

a
so ist der Baarwerth b — —
¢

Wenn die iiblichen Hohennamen genommen werden
80 ist La — Lb = nLc
La — Lb La— Lb

11 ==

hieraus Lc¢ = ST
n Lc¢c

Bei einer betrichtlichen Anzahl von Fristen mufs zur
Erzielung genauerer Werthe der Hohenname des Zins-
fufses auf mehrere Stellen genommen werden.

L 101 .... = 0,004321373782642
5 0,006466042249231
102 L 0,008600171761917
WPRE % 1 100y 0,010723865391773
2 1,03 . ..... 0,012837224705172
$035 . ;. 119 0,014940349792936
e o 0,017033339208780
Lhgps e ¢ 0,019116290447072
05> TR 0,021189299069938
g5, . % 0,023252459633711

s og oA e " 0,025305865264770



114

Beispiele.

Do == +13578 2y-ai — 15009
co= 1,03 Ca = D
e 04 =1
c...001284 e > 1 008119
cn .. 030800 - ™ .. 025427
bo. .. 4,13284 a... 417609
R 4,44093 : bl . 3,92182
a = 27601 b = 83526

3= | == 2 == 4 09

La'5: Lb .....030103
Lc..... 000860

no== 24183 = 35

66. ;
Anwendung der Hohennamen auf die Steuerrechnung.
Am Ende jeder Frist wird eine Steuer (Rente) r aus-
gezahlt. Dieses wird n Fristen hindurch fortgesetzt.
Demnach ist der Anwuchs nach n Fristen

von der ersten Steuer gleich rc»—1!
von der zweiten Steuer gleich rc»—2

e g B8
von der letzten Steuer gleich r.

Diese Anwiichse bilden eine gleichgebundene (geo-
metrische) Reihe und ihre Anlage ist also (38.) nach
Ablauf von n Fristen

gleich

—il (cn x4 1) :
r 100r

R

Man setze H == - =
c—1 P

so ist H derjenige Grundstock dessen Zins der Steuer r
leich ist. Die Anlage der n Steueranwiichse ist also

nach Ablauf von n Fristen gleich :
H(»—1) = H—=)c" = Hic* = Be»

1
WO k=l — ut und B = HE
g = .l:, : ___ Bg
8 g und E N To0
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_Dieser Betrag B = Hk heifst der baare Werth der
Steuer r und ist auch gleich der Aulage der Baarwerthe
der einzelnen Steuersitze, nimlich

r T r
B = —uf =3 thheis ... i

Im Anfange der Fristen sei eine Schuld S gezahlt
worden. Der Anwuchs derselben ist nach Ablauf von
n Fristen gleich S.c¢” .

‘Wenn also der Glaubiger die Schuld 'S und die
Steuer r zahlt so ist der Betrag nach Ablauf von n Fristen

cha A = (S + B)ecr
‘Wenn der Gliubiger die Schuld S und dagegen der
Schuldner als Ersatz die Steuer r zahlt so ist der Unter-

schied nach Ablauf von n Fristen gleich

s U= (S—B)c»
Wenn darch die Steuer die Schuld getilgt werden soll
so mufs S = B sein. Hieraus folgt fiir n die Gleichung:

B e i oot

Cil
Man setze den Schuldzins gleich f, so ist f = l—s()% .
Wenn also durch die Steuer die Schuld getilgt werden

soll, so ist n s0 zu bestimmen dafs

(H—-—- 8)ee = H
oder (r—f)e® = r
oder de™ = r

Der Ueberschufs der Steuer iiber den Schuldzins
heifst die Ablosung (Dotation). Die Schuld wird also

in soviel I'risten getilgt als erforderlich sind damit die
Ablosung xur Stever anwachse.

Beispiele.

1. 2
to== oy ofie- 9 c= 1,05 n =20
N R SR r=800 H = 16000
rdwei fargs ¢ ...002119
4 - 095424 e . . 042318

0, 1
: 00860 — ... 957622 = 0,37689
n o= 23431 — []] i

Ro... 979457 = 062311
H . .. 490412
B ... 399869 = 9969
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g 4,
c= 105 n = 12 e 1,05, n=28  r=3%
€ ... . 009119 c ... 002119
c® ., 0,256427 : c® .. 0,52973
% <. 9,74573 = 0,55684 ci o 9,47027 = 0,29531
k... 964656 =044316 k... 984799 = 0,70469
P .. 069897 H ., 214613 =140
g. .. 1,05241 =11} B =100

Sl 207913_33863
Hkcm, 202383_33408

: A =672,11
: 4 U= 455

: 1
Um aus'dem Hohennamen von s sofort den Hohen-

namen von 4 zu erhalten, wendet man die Gaufsischen
Tafeln an.

P n a b

4 8 17000 : 12421,7
4 10 2000 1351,1
4 10 12000 8106,8
4 10 8141,3 5500

4 12 2500 1561,5
4 12 8805,6 5500

4 20 16000 7302

4 25 13329 5000
4 287 4498 1500
4 30 17000 5241,4
4 50 35533 5000

4 50 100000 14071

4 5 28418 - F500
] 4 8500 6993

5 5 100000 78352,6
% 25842,75 20248,5
5 =R 10000 6768,4
5 19 65304 25843
D 30 100000 23137,7
5 30 25842,75 5979,4
i 31 66894 11000

5 50 1000000 87203,7
5 50 114674 10000

5 100 . 1315012 10000
5 100 3398387 25843
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p n a 5 b

6 10 0438 3595

6 12 20177 14500

6 19 43871 14500

6 30 86152 15000

6 30 148429 25843

6 60 494815 15000

6 60 852501 25843

6 100 8768584 25843

a:b P n r B

& rid 2% . Sho 10872,2
08 7 4 24 1000 15247
35, 2 4 94 983,8 15000
. -3 4-'439 800 13833,6-
81,3 5 4 30 578,3 10000
110,96. 9 4. 34 11000 202523
28 9 4 35 1200 22397,5
501 . 31 4 35 1200,13 22400
72’5 6 4 50 - 800 17185,7
871 3. 10 1000 1721,7
3 & R g 10000
234 2 5 10 1300 10038,2
i8S S e s
. 5 2
65,847 5 20 802,42 10000
103 14 9. 95 000 14094
¢ 03 5 30 800 12298
22,3 22 CEae 800,13 12300
28, 3 5 34 11000 178192
é%s 13% 8 U5 300 5013,3
; : 6 18 2500 27069
14,3 11 6 34 11000 158050
142 9 6 40 600 9027,8
2953 24 23 950 16465
23,8 “ 4 21 23 7 12392

2 15
Zu der letzten Aufgabe folgender wirkliche Fall,
Zwei Pachtgebote waren :
auf 24 Halbjahre die Steuer 930 voraus

- auf 24 Halbjahre die Steuer 715 voraus und

4375 baar.” Man rechnet 24 vom 100 halbj.

950 4375 E 1415
16465 15 II. 17482
L 17415 12392 67 mehr

IL 17482




‘Sechste Abtheilung.
Die mehrstellige Einstufung.

; 67.
Ucvtiche Ausscheidung bei Einstufungen.

Das gewohnliche Verfahren ist folgendes:

Jede Gleichung wird durch die Nebenzahl der letzten
Ursache getheilt. ~Die letzte Gleichung wird von jeder
vorhergehenden abgezogen. Hiedurch erhilt man eine
Gleichung weniger als man hatte. Mit diesen verfahrt
man auf dieselbe Art. Dieses Verfahren setzt man so
lange fort bis man zu einer Gleichung gelangt, welche die
erste Ursache z durch die Wirkungen abcd ausdriickt.
Diesen Ausdruck setzt man in die beiden vorhergehenden
Gleichungen. Dadurch erhilt man zwei Ausdriicke welche
die zweite Ursache y iibereinstimmend durch die Wirkun-
gen a b cd ausdriicken. Die Ausdriicke der beiden ersten
Ursachen zy sefzt man in die drei vorhergehenden Glei-
chungen. Dadurch erhilt wan drei Ausdriicke welche die
dritte Ursache z iibereinstimmend durch die Wirkungen
a b cd ausdriicken u. s. f.

Beispiel.
9z + 3y + 62 + 8u = a
3z 4+ 5y + 62 4 Tu = &
4z + 3y + 8z =4 Yu = ¢
5246y + 22 4 4u =
g2 4 4y + b2+ u = fa
et 3y + i tu = b
$z2 4 4y + §2 4 u = e
12 4+ gy 4 32 Fu = 4d
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= fa—=§d
— #1z — By + e = {5 — id

= Jc — }d
Ya — d

— 3Bz — 3y + x = Hb — &d

— Yz~ Fip' -+ 2 Tr@ie—igfied
34z — 3y = ta — ¢ — Pid
— 3z + Yy = 10 — e — Hd
=2 T Y = —ht T e ohd
— 3zt y = 30— 3c — d

— {88z = — Jfra — §8b + FAfc T+ FRKd
Das Entstiandnifs ist:

98a 4 42b — 46c — 26d = 64z
8a .+ 44b — 36c-—-12d. = 64y
82a +219h —185¢ —131d = 6dx

~— 88a -— 228 4 204c 4 132d = 64u

Die umgekehrten Nebenzahlen der Wirkungen a b ¢ d
heifsen die Gewichte der Ursachen zyzu . Also -
Gew. z = 9L Gew. y = $%

Gew. 3 =1, 8% Gew. u = &% ;

Bei grofsen Nebenzahlen ist die Anwendung der

‘Gaufsischen Namentafeln fiir Anlage und Unterschied
vortheilhaft,

68.

Allgemeine Ur;awendung durch welche die Ursachen
des Urbaues xu Wirkungen des Wendebaues und die -
Wirkungen des Urbaues su Ursachen des Wendebaues
werden. ’

In obigem Beispiele war:

der Urba \ der Wendgbau

D e T A o N Tl e, &
S e - RIY T AR e
N A -134018 o B4 82 219 185 . 131
5% i g

88 928 204 132
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Allgemein bezeichne man _
dic Wagereihe durch grofse Zeichen 1 2 3 4

die Lothreihe durch kleine Zeichen 2 3 4
Urbau Wendebau
B ST R Vs s B, sl &,
1 2 22 32 42 - 1’2 2,2 3’2 4'2
Iy 2, 35 4 Y, 25 3, 4
e S e Fiakas By 4,

Um den Zusammenhang beider Baue zu iibersehen,
dienen folgende Erwigungen:

“Auf dieselbe Art wie aus den Zahlen des Urbaues die
des Wendebaues entstehen, lassen sich aus den Zahlen
des Wendebaues die eines zweiten Wendebaues herleiten.
Diese letztern miissen also den Zahlen des Urbaues ver-
hiltlich sein. i

- Hieraus folgt: Die fiir den Urbau und Wendebau
giiltigen Siitxe- gelten auch bei Vertauschung beider.

‘Wenn aber eine 'Wagereihe des Urbaues mit einer
ungleichnamigen Lothreihe des Wendebaues gebunden
wird, z. B. die erste mit der zweiten, die erste mit der
dritten, die zweite mit der dritten u. s. w. so ist die Anlage
der Gebinde nichtig. In obigem Beispiel:

9.42 4 3.44 + 6.219 + 8§.228 = 0
9.46 4 3.36 4 6.185 4 8.204 = 0
9.26 "3.19 4 6.131 187132 =9

e e -

Also erhilt man auch nichtige Anlagen durch Bindung

einer Wagereihe des Wendebaues mit einer Lothreihe des
* Urbaues. In obigem Beispiel:

28.3 + 42.5 + 46.3 + 26.6 = 0
28.6 + 42.6 + 46.8 4 26.2 = 0
98.8 4 42.7 4+ 46.9 + 26.4 = 0

0 .8 W,

Wenn ferner eine Wagereihe des Urbaues mit der
gleichnamigen Lothreihe des Wendebaues gebunden wird,
z. B. die erste mit der ersten, die zweite mit der zweiten
u.s. w. so ist die Anlage der Gebinde eine feste Zahl
welche der Nenner der Gleichung heifst.
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In obigem Beispiel .

g ggiali g v ge 610 821 v 81 AR gy
3.42 4+ 5.44 + 6.219 4+ 7.228 = 64
4.46, & 3.36 - 8.185 4+ .9.204 = ¢4
B Bointte, B AP otlns rd 131, b o s 130 £ 64

Wenn also eine Wagereihe des Wendebaues mit der
gleichnamigen Lothreihe des Urbaues gebunden wird so
ergiebt sich ebenfalls der Nenner. In obigem Beispiel :

28.9 4 42.3 4 46.4 4 26.5 = 64
8.3 4+ 4.5 + 36.3 4 12.6 = 64
82 .6 4-219.6 - 185.8 4+131.2 = 64
888 4298 .7 4:9204.9 4132 [ 4 == 64

Demnach sind:

bei 3 Stellen: 6 Nenneranlagen,
12 nichtige Anlagen.

bei 4 Stellen: 8 Nenneranlagen,
24 nichtige Anlagen.
00

Diese Bedingungen werden auf folgende Art befriedigt :
Bei swet Stellen :

Urbau ‘Wendebau
1 9 2, — 2,
]2 2 22 - 12 11

Nepneron = 1.9 .19
Bei drei Stellen.
' Urbau
1 2, 3y
12 22 : 3
AR
‘Wendebau

:2235 Sy 2332 2331 o e 2133 2132 S 223[

Syl gy ind 301, sl il 3apiad iy

L2, 1,2, R gy go /212 Lipge

no= 1, (2,3, — 2:3,) + (2. 30— 23 r)
+ 1y (2,3, —2,3)
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Die Zahlen des dreistelligen Wendebaues haben also
dieselbe Fassung wie der Nenner des zweistelligen Baues.
Diese Fassung lafst sich auf folgende Art herleiten :

Man bilde ays den drei Zeichen 12 3 die sechs Wech-
selungen in zwei Abtheilungen, die eine zur Anlegung
die andre zur Abziehung. Bei jeder Wechselung wo nur
zyei Zeichen yechseln geht man aus der einen Abtheilung
in die andre iiber. :

L 1L
123 132
231 213
312 321

Bringt ‘man diese Zeichen als Lothzeichen an die
Wagezeichen 223 oder 323 an so mufs die Anlage nichtig
sein, weil sich immer zwei gleiche Zahlen in entgegen-
gesetzten Abtheilungen befinden. Bringt man sie also -
an die Wagezeichen 123 an, so erhilt man den Nenner:

212235 + 2,2;3, | 232132

fris 2,2,3, — 22,35 — 2323, = 0

312,35 + 342:3; + 3,2,3,

3,23, 3 T BT T PR SRR
1,2,3; 4 1.3, + 1,2,3,
=423, — 1,2,3; — 1,2,3, = n

Um den vierstelligen VWendebau zu erhalten bildet man
aus den vier Zeichen 1234 die 24 Wechselungen in
zwei Abtheilungen nach demselben Grundsatz wie bei dem
dreistelligen Bau.

I IL. ] 1L.
1234 1243 3124 3142
1342 1324 3241 . 3214
1423 = 1432 3412 3421 -
2431 2413 rachggdy 4312
2314 2341 4213 4231
2143 2134 4132 4123

Aus ahnlicher Betrachtung wie bei dem dreistelligen
Bau ergiebt sich dafs jede Zahl des vierstelligen Baues
dieselbe Fassung wie der Nenner des dreistelligen Baues
hat. Wenn die Anlage des Loth-"uhd Wagezeichens
ungrade ist, z. B. bei 2, , 3, u. s. w. mufs die Wende-
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zahl mit dem entgegengeselzten Vorzeichen genommen
werden. Z.B

e — 2 (3344 ——3445) 4+ 2 (3442 —— 3244)
. + 2, (345 — 3:4,)

Y, = 2, (34, — 3.4) + 2, (34, — 3,4,)
+ 2, (3344 ST 3445)

. W S. W,
Der Nenner n des \;ierstelligen Wendebaues ist :
nosm Ayl 2 b 14,
. oder no= (12, = 1,2,) (3.4, — 34p)
i (]'123 e ]521) (3442 A 3244)
+ <]124 e ]421'_) (3243 o 3342)

+ (1225 o 1522) (3144 P 3441)
2 (1-224 —1325). (34, 1 dids)
+ (1(5'2‘3 = 1423) (3142 o 3241)

Eben so hat jede Zall des fiinfstelligen Baues dieselbe
Fassung wie der Nenner des vierstelligen Baues u. s. f.
fiir alle obern Einstufungen:

; cit3 G
Ausfiihrung dieses Verfahrens durch Linrahmung.
Um bei der Bildung' des™Wendebaues mit volliger

Siclierheit zu verfalirén, schreibt man einén Rahien wel-

cher aus vier gleichien' Ralnhen besteht, deren jedeér die

- Zahlen des Urbaues in derselben Folge enthilt.

Jede Wendezahl hat ihre entsprechende Urzahl welche
man durch Vertauschung des Lothzeichens mit dem Wage-
zeichen erhilt. Z. B. der Wendezahl 3, cntspricht die
Urzahl 2, . ‘

Man macht ein verschiebbares Gitter welches bei dem
dreistelligen Bau einen zweistelligen, bei dem vierstelligen

einen dreistelligen, bei dem fiinfstelligen einen vierstelligen
w s. finsich fafst,

Manischiebt dieses: Gitter jedesmal so dafs:die Urzahl
welche .der: zu: bildenden Wendezahl entspricht an der
obern aufsern linken Ecke des Gitters steht.

Man ;besﬁmmt'z_n-_dem in dem Gitter enthaltenen Urbau
den’‘Nenner'/dés: Weiidebaues. - Dieser Nenner  ist die
gesuchte Wendezahl.
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1. Beispiel.

Urbau Rahmen
10 4 3 = & 3l 4 3
) it 9 s 1 9 3.1t 9
8 7 £ ) I D) 8 112

104 3% 4 3
AN TR R
Bir Bh 129087 15149

Es sei die Wendezahl 2'; zu bestimmen, ihr entspricht
die Urzahl 3, = 9, also das in dem Rahmen bezeichnete

Gitter. Dieses giebt 2/, = 8.4 — 10.7 = 38
‘ 2. Beispiel.

Urbau Rahmen
9 37 B8 9 3 - 68 96 8
PR b Caed Sao Bobe3-5 (')é7
4.8 .8 .0 o de B 8.0 4.3 ‘829
5 3/ 6ao s 5 6..274.%5 .6 2.4
93618 9. 3/6 8
S B3 576 ¢
4--3: 849 4 318 ;9
8r 6 2ed 56 24

Es sei die.Wendezahl 4’5 zu bestimmen. Ihr ent-
spricht die Urzahl 3, = 2 .  Das bezeichnete Gitter giebt
4y =8(3.3—4.5) + T(4.3-—9.3) 4+ 9(9.5--3.3)

‘also 45 = ~131 | ;
' 3. Beispiel. ;
Urbau Rahmen

4 3 2 5 1 4-3 3.5 1 43805
s s i e 3.2, 1. B4 L 9 B h A
D T T 3185 9.5 Fudl 724180955 Diasd
$ 1 &3 6 6,7.27'6672[76
5021 Beiigel:d 8§92 8103810 542, 5 4.9 9

fs PEd 32005 105 410y hanlow
&2 6 L4 Ry
AW T s s e T
§ (ol T ch B 552,17 %
>3 8 5 3 5 935 3%
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Es sei die Wendezahl ', zu bestimmen. Ihr entspricht

die Urzahl 4; = 2. Das bezcichnete Gitter giebt: 3, =

6.5—2.6)4.1—2.3) 4 (6.1 —5.6)(2.5—2.1)

+ (6.3 —4.6)(2.3—4.5) 4+ (2.1 —5.5) (1.1 —2.2)

+(2.3—4.5)(4.2—7.3) 4 (5.3 —4.1) (1.5 —2.2)
alsa =4, =1 :

“70.

Der Nenner des dreistelligen Wendebaues lifst sich
auf den Unterschied sweier Gebinde xuriickfiihren.

Im Satz (68.) wurde gezeigt :
Wenn die Zahlen des Wendebaues bereits gebildet

worden sind, so wird aus ihnen der Nenner bestimmt.
Er ist bei dem zweistelligen Bau die Anlage zweier Ge-
binde, bei dem dreistelligen Bau die Anlage dreier Gebinde,
beim vierstelligen Bau die Anlage von vier Gebinden u. s. w.

Aber auf dieselbe Art wie aus dem Urbau der Wende-
bau entsteht, kann aus dem Wendebau ein zweiter Wende-
bau gebildet werden. :

Offenbar verhalt sich jede Zahl des zweiten Wende-
aues zu der gleichgestellten Zahl des Urbaues, wie der
- Nenner N des zweiten Wendebaues zu dem Nenner n
des ersten Wendebaues.

Dieses Verhiiltnifs ist bei dem dreistelligen Bau dem
Nenner des ersten Wendebaues gleich, bei dem vierstelli=:

gen Bau aber der zweiten Hohe des Nenners des ersten
Wendebaues gleich. :

Es ist aber bei dem dreistelligen Bau jede Zahl des
Zweiten Wendebaues der Unterschied zweier Gebinde
aus den Zahlen des ersten ‘Wendebaues.

Also ist der Nenner des ersten Wendebaues der Un-
terschied zweier Gebinde dieses Baues getheilt mit der
entsprechenden Urzahl. :

Beispiel.
Ufb?ll "~ L. Wendebau 1. Wendebau
1725413 tE 89 LiFFe13 5790 2316 1737
SIUVIC 9 19 Siee i 2895 6369 5111
YLy 12 53 38 90 4632 4053 6948

n =579 N = n? = 335241
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doirg 2100048 o 69.96 — 12,27
12 12

n=m-7-= ﬁ,ﬁ_gﬁ,g . S, w.
3 : 3

Allgemein n =

(2,3, — 2;3,) (351, —3,15) — (3215 — 351,) (253, — 2,33)
3, :

wo die Loth- und Wagezeichen beliebig erhoht werden

konnen. - :

Herr Geheimerath Bessel hat in den astronomischen
Nachrichten Bd. 17. M 404. eine vom Professor Jacobi
zu Konigsberg gefundene Auflosung der dreistelligen
‘Wahrscheinlichkeitsgleichungen ohne Beweis mitgetheilt.
Diese Ausdriicke Jacobi’s beruhen auf dem obigen Satze.
Doch ist die Rechnung nach diesen Ausdriicken, un-
geachtet ‘ihres scheinbaren Ebenmafses, nicht so einfach
als nach der hier gegebenen Vorsehrift wepn man bei ihr
die Gaufsischen Namentafeln anwendet. Um dieses zu
zeigen fiihre ich das Besselsche Beispiel nach meiner Art
durch wobei im Laufe der Rechnung keine Aufschlagungen
vorkemmen. ~ Die Buchstaben A4 B € beziehen sich auf
die Gaufsischen Tafeln.

Urbau  186,6383 7,1760 3,3
B e 96,2794 98 4660
Zahlen ; 33, . 984660 69,7767

Urbau 1, 1,27100 9, 0,89076 . 3, 051851
Hohen: 3\1»2 0,80076: 2, 1,41963 3, 145433
2

namen (1,  0,51851 s 1,45433 3. 1,843%1
2.8 1326334 3.1, 411471 1,2, - 369063
2:3,  2,90866 3,15 7:1,03702 1,2, 118152
G 035468 C 307769 . € - 199911
A 10140 = L R R e
1 &UTe0G6: ¥,  4,11435 3 3,68524

28,0 0 1,97284 0 1,2, - 2,34509" 3,1, 1,40997
FBSPFAAT 11,2, ) ROSRILED §g0 . iyeieag
A - 036163 4 0,40695 A4 231606
Bigv 6935 B TA357 5o 3 Booiide 1,209
Wl 2R0382.. 11 3, ==K B 4RB6HI - Fy2=T 3, 70740
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i o T % 1/ _;)-/ : =
2a%s 5 59850 Yol v 55561 2 5,28070
1, : 2, i
’ ’ / ’ ’ ;)l
232 518384 Sals 3,55769 1;“ 3,76393
e 2, 95
C x 0,34475 c 1,71798 C 1,51677
A 8344 BoC. 840 B 1342
o 5,26728 n 5,26727 n 5,26728

Wendebau 1’ 301006 2, 280382 3, 2,48866
Hiihennamengl’2 2,80382 % 11_,11435 3, 3,12742

ohne n 11/, 948866 2, 3,12742 ¥, 3,68524
‘Wendebau  7,74278 7,53654 : :7“_,2-2133
Hohennamen ( 7,53654 - §,84707 8,46014

mit n 3'7‘,2-2138 8,46014 8,41796
Gewicht 9,25722 . 1,15293 1,58204
Wendebau  0,005531 ~0,003440 0,001665
Zahl 0,003440 0,070320 0,028850

— % 0,001665 0,028850 0,026180
Gewicht 180,8 14,22 38,20

71.

Die Zaveithohe des Nenners des vierstelligen Wende-
baues lifst sich auf den Unterschied zweier Gebinde
suriickfiihren.

Bei dem vierstelligen Bau giebt jede Zahl des zweiten

Wendebaues getheilt mit der entsprechenden Urzahl die
Zweithohe des Nenners des ersten Wendebaues.

Aber jede Zahl des zweiten Wendebaues ist der Nen-
ner eines entsprechenden in dem ersten Wendebau ent-
haltenen dreistelligen Gitters, lafst sich also wenn man
: diese_as Gitter als Urbau behandelt und seinen Wendebau
bestimmt, nach dem. Satze (70.) auf den Unterschied
zweler Gebinde zuriickfilhren. Also ist die Zweithohe
des Nenners des ‘vierSieIIigen Urbaues gleich dem Unter-
schied zweier Gebinde aus dem ‘Wendegitter getheilt
durch eine-Gitterzahl 'und eine Urzahl.
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Beispiel.
Urbau ‘ I. Wendebau
9. 3 6 S We. -4 46 3%
T e A 8 44 =7gg L Ty
Ared By 9 82 219 18 131
Br 6 . B 4 88 228 204 132

n =cGd
il. Wendebau
36864 12288 24576 32768
12288 20480 24576 28672
16384 12288 32768 - - 36864
20480 24576 8192. 16384
Ni=n® = 9262144
36864 12288
85 eed
Man wihle in dem ersten Wendebau eine beliebige

Zahl z. B. 3, = 36, deren Urzahl 2, — 3 ist. Das
der Wendezahl 3, entsprechende dreistellige

u. s. w.

Gitter giebt das Wendegitter
131 - 82 219 2688 2688 576
132 88 238 384 192 960
26 28 49 1408 1536 704

Alsb ist der Nenner des Gitters 12288 —

192.704 — 1536.960 _ 1536.576 — 2688.704

u.s.w.

Alsé ist die Zweithohe des Nenners des ersten Wende-
baues n®* = i
192.704 — 1536.960 . 1536.576 — 2688.704 e

131.3 8.3
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Uebungsbeispiele.

1. Beispiel.

Zweistelliger Urbau.

~ Zahlen Hohennamen.
11,0287 6,0919 1,04253 0,718475
5,3472 8,7604 0,72813 0,94252
. Berechnung nach den Gaufsischen Tafeln.
1, 1,04253 1, 0,72813
2, 0,94252 2, 0,718475
1:2; 1,98505 1.2, 1,519R%
9 RTIKRK 2 :
: (1)12%5?? W endeb.al{ ; Ht}_l_let:namen
A 029358 9,13606 8,97829
n 1,80646 8,92167 9,23607
n* 819354 Gew. 0,86394 - 0,76393
Urglei- ¢ 11,0287z 4 6,0919y = a
chungen ? o 5,3472% 4 87604y = b
‘Wende- 0,13679a — 0,0951246 = =
gleichungen { — 0,083497a + 0,172210 =y
Gew, z = 71,3103 Gew. y = 5,8067
~ Sonderwerthe.
Ziahlen Hobennamen
Tl e 1,84505
b 40,0234 heein® 2. .« . 1,60232
1,a 098111 1,a 0,76672
2. b 058061 2.5 0,83839
¢ 0,40050 B 0,07167
A4 018035 A4 074613
z 076096 v 0,02059
z = 35,7672 y = 1,0484

_Um genauere Werthe fiir die Wurzeln zu finden, be-
zeichnet man die ermittelten durch z, y, , die Verbesserun-
gen durch 929y, und setzt in die Urgleichungen statt z, y
die Werthe z, |- 0z, y, + 9y . ;

Nach gehoriger Abziehung ergiebt sich
11,0287 02 4 6,00109y —
,028 : y = 0,00083340
5,34720z + 876040y — 000062480
Loa ... 692085 Labt, , . 6H95T4

17

da
b
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Lo )

I, 0a .. 6,05691 1,0a . . 5,84252
2,08, , B,77403 2,06 .. 6,03181
B 0,28288 B 0,18929
A 0,03709 A4 0,26257
oz 5,13694 oy 5,57995
2, = 53,7672 ¥, = 1,0484
Dz 5457 dy 3801
z = 5,76725457 y = 1,04843801
2. Beispiel.
Urbau ‘Wendebau
HERGEH 4 A ae T
4i0EREe g 2 <26 . 20 HGP =
5040740 F 7.+ p)
3. Beispiel.
Urbau Wendebau
IRy 94 108 21 55
570067 ¢ G 1 a7 2k
3 3 9 82 visdbroe31 37
6 24 67 66 29 36

4. Beispiel.
Urbau ‘Wendebau
8 94 108 324 55
1 61 85 59 106
5.8 82 219 185 131
4 67 102 211 13

5. Beispiel. Wahrscheinlichkeit.
52 + 2y 4+ 4z + 3u = |,

2 1 6 2 'S
1 9 11 1 k
9 8 = 2 7
3 i 5 g 71
4 3 1 & ls

o |
oo
E=r]

43

01



25 10 20  15iind B iiase o 1 9
4 212 4 1 6 2 36542 4
49 63 9 qoasE i gG Gl o D 1 1
4

8119 18 #8264  96*94606 4 - 4
9ol 15 pI2L0 49 85028 25:1120 . 16
16c6d2% 28 520 9 2hndb. "dbgsds 20
Anl.184 180 170 76 208 185 76 251 .94 59

Z y xz u

184 180 9568 & a
: 180 208 185 16 b
1 'b(
Irban 1707 ““fgh - 95 otigy &

16 76 94 59 d

‘Wendebau a 53 b = Fesbns: d

z 416613 305934 8148 129588
y 305034 373116 87744 53256
x 8148 8T744 161616 133968
u 129588 53256 133968 487272

it = 1364824

Gewichte 24,855 9T, 152 64,072 21,250
50, + 24, 4+ T +91, + 31,441, = a
Sk sdnokidy a0 b 8y Tk 3= b
i LBl k.30 4 6k 4 i="¢
31, + 21, + 1.1, +21 + 41, 3 51y = d

Anmerkung. NMan nehme fiir z y x u beliebige Zahlen,
berechne hieraus die verschiedenen /, nehme fiir die ver-
schiedenen I Werthe welche den berechneten nahe kom-
men, bestimme hieraus a4 cd, und aus diesen durch die
Zahlen des Wendebaues die wahrscheinlichsten Werthe
von zyxu . Essei z. B.

et ol | s ) i
Sovist 1, 2==37 [, =27 1, =056 I, =47 1, =42 ;=19

Man setze

C L=36 1,=098 I,=55 [, =48 I, =40 |,=
soist a = 1373 b = 1411 c="1563 d="99!

fu

hieraus nz = 33650151 " Za=— 3.9498
ny = 7886024 - y — 07616
nz = 20/485020 * — 19783

41°099708 1 3,9692
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918
3,11
4,00
5,01

0,13452595138
 0,08853265838
0,10993092207
0,09153089348

{ J’rbali

‘Wende-
bau

6. Beispiel.

Urbau
35 3,0723 6,9874
27 50806 ©  6,1104
81 2 9985 4,9971
08 6,0903 2,1125
‘Wendebau
0,14993991147  0,03667823745
0,10935827009 3,07524798773
0,31355819309  0,25609950342
0,14388228243  0,29496630003
7. Beispiel. Fiinf Stellen.
1 4 3 2
3 2 1 6
) 8 9 2
W p) 1
235 810 - 345 - 560
190 461 258 587
225 343 211 566
500 1185 310 300
965 ,.149 .7 388 .. 122

n = 3505

71,9924
6,9907
8,9922
4,0109

0,07549870913
0,15451457663
0,19140472401
0,02119061098

-k T

700
493
344
375
198



Siebente Abtheilung.
Die Stufungen.

72.
Erkliirungen.
" Fine Grofse F welche von einer oder mehrern andern
x,y, ws.w. auf irgend eine Art abhingt heifst eine Wir-
ung (Funktion) derselben. Die wirkenden Grofsen x, y,
w s. w. heifsen Ursachen (Variable). Wenn in den ver-
schiedenen Beisitzen der Wirkung die Ursachen nur als
Grundzahlen von Hohen vorkommen, so heifst die Wir-
kung grundhaft (algebraisch).  Eine ‘Wirkung welche
nur ganznamige Hohen einer Ursache enthilt, heilst eine
Stufung. Der grofste Name der Ursache heifst die Stufe
(Grad). Diejenige Grofse x, welche anstatt der Ursache
gesetzt die Wirkung vernichtet heifst die Wursel der
‘Wirkung. Die Wirkung ist durch die Einstufung x— x,
theilbar.

Wenn in einer Hohe z™ statt der Grundzahl x die
um einen Zuwuchs u vermehrte Grundzahl x -+ u gesetzt
wird so verwandelt sich die Hohe =™ nach dem Satze (44.)
in den Ausdruck

n(n—1)

Bt pEt—t b 1.9

_ Das Verfahren durch welches aus der Hohe ... x"
der Ausarick o e R e N PR L A nxn—1!
gebildet wird, heifst die Zuleitung (Differentiation). Das
umgekehrte Verfahren durch welches aus dem Ausdruck
nz"—! die Hohe = gebildet wird, heilst die Riickleitung
(Integration).
Es sei nun eine Stufung gegeben
Fioss ar — q. 2% 7hidrepx™? . oo

so ist ihr erstes Zugeleite (Differential) :

P = ng®~t — =iy ana s W p(n—2)an=23. ..
ihr zweites Zugeleite ist :

T ==t ~PH)arn—? — g(n—1) (n=—2)am=3 . ..

P e S TR
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Um fiir cinen bestimmten Werth der Ursache den
entsprechenden Werth der Stufung und ihrer Zugeleite
zu berechnen, ist es am bequemsten jedes Glied durch
die Nebenzabl des folgenden zu verbessern.

Es sei z. B.
B o= s i LI ke I,J:n—z + maxr—3

Man berechne raz -4 ¢

higrans-—- oy o it Loptes T
hieraus . ...... kha + m =k usf
Beispiel.

F = z° — T2 + 52° 4 9522 — 3262 + 312
fir z = 20005 [

w4, 8 2,00053
—'7_ -
Bocdy 8t tors 4,9995
BY, aib s 20005
10,00149975
Booooo . 5,00149975
% e e 2,0005
10,005500249875
95
St e 84,994499750125
B inanall 2,0005
170,031496750125 . .
326

ks . ... 155,968503249874 . . .
Zea- e 19,0005
312,01499075 .
312
F = 001499075 .. . -
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3.
Die wirkhafte Zaceistufung wird durch die Halbung
einer Neigung aufgeloset.
Erster Fall.
Eo=a*+ Dx —1I*

Man seize o = 182
so sind die Wurzeln der Stufung
x, = ligp X, = Tcotp
F = (@—z) (z—a)
Denn es ist alsdann
sin?p — cos®p

P e g prt e Bl tos
also Bt s o 2 L OOL 2 e )
R T R TR T R A B

Zoweiter Fall.
Foe= o> 2. Dy T2

Man setze %i = sin 2p
so sind die Wurzeln der Stufung
X — LoD T —aeOLD

F = (x—ux,) (x—ux,)
Denn es ist alsdann:

in2 2
4 @, = 1(gp 4 cotp) = 1, DLELOP

sinp cosp
21
h e e T
also x, + x, =TT
Tpxt== by ttg picot p —=<l®

1. Beispiel. :
F = x, 4 13262 — 482120

* 568316 p 23°97
1 284158 S 0.63125
2 0,30103 4 t"’[’ »2’8’212;
D 3,12254 2,
tg 2p 0,02007 &, 247983 = 207,05
2p 46°194 x, 3,21033 = 1623,05

F = (x—297,08) (@ + 1623,05)
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2. Belspiel.
F = 2* — 1l -+ 19
12 1,21875 po26°12,65
=4 0,63987 tgp 969222
2 0,30103 : i
D 104139 oen
sin 2p  9,89901 z, 0,33159 = 2,1458
9p 520953 x, 0,94715 = 88542

= (x—2,1458) (z — 8,8542)

Diese Zweistufungen heifsen wirkhaft weil ihre Wur-
zeln x, x, wirkliche (veelle) Grofsen sind welche maafs-
haft oder unmaafshaft sein kionnen.

D heifst das Durchmaafs der Zweistufung,
! die Seite der Zweistufung,
D* + 41* die Fliche (Determinante) (28.).

_ Denn es sei D das Durchmaafs eines Kreises, x, x, die
Abstinde einer Ecke dieses Durchmaafses vom Kreise,
so ist ! im ersten Fall die aus dieser Ecke an den Kreis
gezogene Seite (Beriihrende) im andern Fall das zum
Durchmaafs an den Kreis gezogene Loth.

74.
. Die Sinnstufung wird durch den Cosinus einer
Neigung aufgeliset. :
Die Zweistufung F = 2* — Dax 4 [*
heifst eine Sinnstufung wenn ihre Fliche D* — 42
gegenhaft ist. D heifst das Durchmaafs, | die Seite

(Modulus) der Sinnstufung. Man setze
D

57 = COosp
so ist F= x* — 2l cosp.x | I*
o xy = 'leosp~— il sinp
x, = lcosp + il sinp
Fo= (@) (— )
Denn g =21 cos p

x, X, = 1*cos’p — i*I*sin’p = I*cos*p + [*sin?%p = I*

Die Wurzeln der Sinnstufung haben eine sehr bemer-
kenswerthe Eigenschaft. Es ist nimlich:
(cosp -4 isinp) (cosq 4 i sing)

== C€O5p €0S ¢ — sinp sing) = i (sinp cos ¢ + €osp sing)

<os (p +q) + isin(p + q)



137

Sefzt man also folgweise g==p ¢ = 2p tis. i

und x = lcosp + il sinp

so ist ¥ = I® cos 2p + i /% sin 2p
2® = I®cos3p + il®sin3p
x™ = I™cosmp + il™sinmp

75.
Die Dreistufung hat im ersten Falle drei wirkliche
Wurzeln, im zweiten und dritten Falle eine wirkliche
Wurzel und eine Sinnstufung.

_ Sie wird im ersten Falle durch die Drittelung einer
Neigung , im sweiten und dritten Falle durch die Dritt- -
“wurzel der Tangens einer Neigung aufgelioset.

Die Dreistufung sei

Fore=rab —ncg® Libaw 4
ibre Zugeleite F, = 32® — 2cx - &
e 6x,— 9
Man setze x =Yy 4 fc
es sei F = y> — 31y — 2D
ihre Zugeleite F;, = 3y* — 3¢
T —y
Wemn also y = 0 oder x = lc, so ist
F, = 0 F, = 3r° F = 32D
hieraus folgt I = }c® — 1b
‘ D = la — Lbc 4 Frct

Erster Fall.
Es sei * setzhaft und 15 > D .

Man setze = cos 3p

3
2. = piiis 1;00 3 Pz = p ~}F"240°
so sind die Wurzeln der Dreistufung :
v, == 2.Lco8p Yo = 21cosp, Yoo==.21 cOs p,;
Ty = ¥ +."§C Tz == ¥, F4¢ Ty = y5 + %¢
F=0—9)0—=15)0—) = (r—x,) (2—a,) (x— ;)

15
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Zweiler! Fall.
Es sei 12 setzhaft und 1° < D .
3

I 3
Man selze D sin 2 ¢ Yteq = tgp
: 21
so ist die wirkliche Wurzel y, = ——
sin 2p
in 2
'2.1 S p s '..p
sin2p sin2gq
21
sin 2p

die Sinnstufung y* -

also 2 ='Ye

~ Dritter Fall.
Es sei I gegenhaft, und D beliebig.
3 3
Man setze % =it dg YVigg = tgp
so ist die wirkliche Wurzel y, = =3l
tg 2p
21

et tg 2p
g S B LS
die Sinnstufung y* + %27 y 4+ 1 5

I T, == SN s
?50 1 3 +tg2p

Beispiel des ersten Falles.
=2t —dak - G1x — HO

F
=N g la = 55
—3b =='22333..,. — 1hc = 44,666...
12 = 24,111... e = 2,370...
D =102,037...
12 1,38222 3p 149 315 21 0,99214
55 28331,;,31, P49 505 cos p 3,8?950
ok p. 169 50,5 cos p, 9,99314
D 2,00876 ps 289 50,5 cos p; 9,53074
cos 3p 9,93543
y, 080164 = 9,333... z, = 5
v, 0,98528 = 9,666... x, = 11
y; 052288 = 3,333... YOt g
St = -1—,333..«. ‘
F = (x—58)(x+ 1) (x—2)
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Beispiel des xweiten Falles.
F == x¥ = 622 fadw 693

Jci ==l Ya = 346,5
— 4b =12,666... — tbe = 8
Biees €1:358700 _ Shci—u L 8
D==:346;5
* 0,12494 q 0°76375 21 0,36350
! 0,06247 tgq 7,34668 sin 2p 9,40926
I* 0,18741 tgp 9,11556 v, 0,95424
D 2,53970 = 26,06 4 y, = 9
sin2q 7,64771 2p 14°52,1 z;c o g
2g 0015' 275 = 7

= (x—7) (x* + 13x -+ 99)

Beispiel des dritten Falles.
F —= &% — 10z 1 ,.64dx — 231

der=—111113> ja = 1155
— b 2 18 — tbe = 50
1* = 6,888... Srci= 37,037..
D = 62537..
2 083815 g 8°3,17 21 0,72010
I 0,41907 tgq 9,15124 tg 2p 0,15585
1* 1,25722 igp 9,71708 v, 0.56425
D 1,79614 p 21°33, 9, = 3,666 ...
tg2q9 9,46108 2p 55 -4, je = 33335
29 16° 7,54 WA

F o= (x-=7) (x*— 3z 4 33)

6.
. Beweise der obigen Auflosungen.
Beweis des ersten Falles.

P: = p + 120° Ps = p + 240°
Cosp, = — } cosp — | ¢ sinp
Cosp; = — L cosp +.} % sinp
€OS P, + COSp; = — cOsp

COSpPy . €OSpy; = }Cos’p — $sin%p = cos?p — 3}
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cosp cosp, -} cosp cosp, | cosp, cosp; = 1.3
COSp €OSp, €COSpy; == €Os°p — §} cosp
aber cos3p = cos2p cosp — sin2p sinp
cos3p .= (2cos®p —1)cosp— 2cosp.sin?p
cos 3p = (2cos?p—1)cosp —2cosp(l—cos?p)
cos3p = 4cos’p — 3Jcosp
also cosp cosp, cosp, = §cosdp
aber . v, ='%1l'cosp ¥, ==.21Cosp, ¥, = 2l cosp,
also 1+ Y. 95 = 0
Y T Nyt ey = 3.

Wl = 1% . 2cosdp = 2D

Beweis des zweiten Falles.

L s g bt 22U e mol) 43
o = sin2g e (cotg + 1g9)
tgqg = g% cotg = cot?

also 2D = I% (cot’p 4 tg°p)
21
YI pard Siﬂ2p s I(COtP + tbp)
9,8 = I*(cot®p + tg°p) + 3 cotp tgp (cotp + tgp)
also $.°- == L SRy,
also 9> — 3%y, —2D = 0

Beweis des dritten Falles.
3
71)_ e 3D = 213cot2q = I*>(cotg—1gq)

tgg = g% cotg = cot’p
also 2D = I’ (cot®p — tg°p)
21
n =g = 2lcot2p = I(cotp — tgp)
y.* = I* (cot® — 1g%p) — 3 1° cotp tgp (cotp — tgp)
also = At t I R R

alse wo ok 3%y, — 2D = 0
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Y

Beweis der Sinnstufung im zweiten Falle.
3 sin?2p < 1 1 4 3sin®p cos®p L 1

14
1 + 3 sin®p cos 2p & (cos®p -+ sin?p)?
1 & cos p——cospsmp—i—smp
1 < (cos®p 4= sin 2p) (cos*p — cos’p sin 2p 4 sin®p)
1 ¢ cos® + sinf {<cosp(l+tﬂp)
§ < cosp (14 16%) } cosg < cosp
sin q sin ®p
1 3 =
foonyog Coap cos g cos %p
1 sing < sin’p 1sing cosg < sin’p cos®p
. s B 1 Sin 2[)
sin 2¢ < sin ®*2p sin *2p Sl
Y4 4 g SID2pC ]
also y* 4+ Sngp 1 = eine Sinnstufung.

Beweis der Sinnstufung im dritten Falle.
31 +tgp)2 >0
4 4 41g% + 4tg'p > 1 = 21g% + 187
3+ g4 gt > (1 — %)
1 —18%) > = tg’P)“
 (cot®p — tg%p) > (cotp — tgp)®
g(cotq——tvq) > 1 (cotp—1tg p)*’5 cot2q > cot*2p
tg2p 1
tg 29 > tg*2p °
also y* + . 20 e e tz ZI; eine Sinnstufung.

Zusammenhang der drei Fille.
F =3y —3PF—2D =0

y =V
y* +v‘+3uvy
uy = I* u‘v’ = 1° S ® = 2D

1L3=D+Y_5-5:—l—°
v¥ = D — Y D* =1°
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Erster Fall. D = I*cos3p D?*— I° = i*ISsin?3p
u* = I13(cos 3p | isin3p) = I® (cos p + isinp)®

v® = 1®%(cos3p — isindp) = [%(cosp — i sinp)®
u = lcosp - il sinp
v = lcosp — ilsimp

y'= w4 v = 21 cosp

Znweiter Fall. 5 .13 DRI g8 Cf)s"'lq
sin 2¢ sin *2¢

pEETRE o p iy NS

@

u =

sin 2¢
1— cos2q :
s 1 e s i S ABa B
v S 9y iy I°tg %
u = Fcotp v = ligp
: %1
= T t =
* e (cotek E12 sin2p
Dritter Fall. y®> 4 31°y — 2D = (
u* = D + [ D*I°
v = D — VD*41I°
1 ; 1
e IS——- £ 6 . o St
tg2¢q e Y lsin22q
R i e 2 P oot
I e= I—————————Sian = [®cotq .cot®p
% e E e b = By 2 a7 b B
v° = l-—————-—sin 24 = 1.1°tgq = 1.°1g%
u = 1 cotp v = 1.1ltgp

21
. o s —_— ——
y = u + ¢ = I (cotp gpr) ig2p

ﬂhwendung der Gaufsischen Tafeln bei grifsern

Nebenzahlen.

Beispiel.
F = x*—8342x* 4 5292,4964 x — 335650,121688
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c 192127 b 3712366 a  5,52588
Lc 1,44415 1.6 :3,42263 +a 522485
1 ¢ 2,88830 ic 1,44415 r 471669
16 3,24654 Lbec 486678 C 0,50816

C 035824 o c® 4,33245 4 0,34680

4 0,10775 ¢ 0,53433 D 5,06349

12 5,99605 P | 9_,38424

r ' 4,71669

12 299605 24 15° 5,0 21 1,79905

1 1,49802 g 1325 tg 2p 0,13802°

1® 449407 tggq 9,12187 y, 1,66013

D 5,06349 tgp 9,70729 Ve — 2000

tg 29 9,43058 7= 212:0;39 1o = 27,806
2p 54 0,78 2-==Y13,588
7.

Die Vierstufung lifst sich dreimal in Zaveistufungen
zerlegen, deren Seite und Durchmaafs durch eine Drei-
stufung bestimmt werden.

F = x* —dx® S caxti—= b 4 a
F = (x*—Dx +1®») (x*— D,x 4 1%

ity g *D, + =P fe=r)
D+ D = d 241>+ DD, = c
A1 — b bt @12
D = 12_1!2 Di A [2_1‘2 )
- bd (2 + 12) — b* — ad?
DD! e (lz e 112)2
Es sei also 2t o= o

so ist (2—12P% = (I®* + 1,*—41°1® = w*—4a
bd.w — b* — ad?
w?* — 4a

C — b =
hieraus die Dreistufung
G = 0®—cw® 4 (bd —4a) 0 — (b* + ad®— 4 ac)

Wenn’ hier_aus die Wurzel o gefunden worden ist
so sind die Seiten 12 u. /;*> die beiden Wurzeln der Zwei-
stufung 1% = odfedeia=. 0

- s c 2
oder I* = tw + Vieo*—a I = to—Fiw*—a
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‘Wenn w = v + }¢
so ist e 1!3 SR JBep e 9 /%
Az :+ L (da — bd)
75— (1’72 + ad‘) — 1 (bed 4 .8ac) + ¢’
so ist

Es sei- DD, = r., also W =c—r,
G = 1°—2cr® 4 (bd + 2—4a)r — (bed—b*—ad®)
Wenn hieraus die Wurzel r gefunden worden ist,
so sind die Durchmaafse D und D die beiden Wurzeln

der Zweistufung
B SB) L = ()

oder. . D == 4 d— Y ¥lrt, D, = tdep kI —r
Endlich sei D, — D = 2y
so BB I D==s" 1 d —5yY B — 1d | ¥
DD, 2 == it — §
e e == ¢ — $d* 4 y®
Fea S Y =
yod + (2 —12)y.=.b
120 B b — fod

1 1 y
2 Ce=t Lo A% —y—(%b-—— 1 wd)

=10 —:,- (46 — fwd)

wOo pai =) ceehds =k

Die Beispiele folgen zum nachsten Satz.

Die Dreistufungen fiir @ und r lassen sich auch auf
folgende Art finden:

Die Wurzeln von F seien 1,2,3,4, so ist
a = 1234 b = 123 + 124 4 134 + 234
12 413 + 11 + 23 + 24 4 34

Y et 1+ 3

Die Wurzeln von G seien w,, w,, 0y, und ry, ry, rs,

C =

80 ist

w,= 124 34 w, = 13 4+ 24 v, =14 4 23

r, =(1+2)3+4) re = (13244 r=(14+H2+Y)
rp a5t G s

oder r, == ¢c— @, Iy = C—0,



Hicraus folgt :

w0, + w,F w, ="

e MRl O e 0 g
., + 00, 4+ w,w; = bd — 4
Iy Tyl rgty Firgr, = bd — 4 a ¢

0, 0,0, = a (1422374 4%) -+ (123)*+ (124)°+-(134)*+-(234)*

: = a(d*—2¢) + b*—2ac = b* + ad®*— 4ac
o = becd — b* — ad?

17275

78.
Die Wurzeln einer Vierstufung werden durch Glieder
dargestellt, welche den vier eingeschriebenen Kreisen
cines Dreiseits entsprechen.

F = x%* —dx® + cx® — bx -+ a
r = w4 d
F = u* 4 Lthu* 4+ gu + f

F, = 4x%—3da*4 2¢cx —b'="4u> 4 lhu'g
F; = 122% —-6dx 4 2¢.=-1212 4 h
Py = 2 e Gdo=r 24 u
‘Wenn T o= T
soist ~I, == 0 0 Mt S e I
also - fle= L Fodt G ddT—bd 4
Wi — b i e BT
W= —'3d° 4 '%c
Es sei
V)= Jd '+ Yu =" =Ny ey,
Vi 2=t d i 2ag =Ll Iy 9o 5 §
2 — L D s lad R s W, Ul
2x, = }d + 2u; = Fd 49+ ¥, — s
so ist D = x4 g yivi g
1=zl il Gegh =X il 9,

Also'ist y, diesclbe Grofse welche in dem vorigen Satze
(77.) durch y bezeichnet wurde. “Es seien also w, w, w,

die drei Wurzeln der in dem vorigen Satze fiir @ gefun-
denen Dreistufung

G = 0°— cw + (bd — 4a) @ — (b* + ad® — dac)
so ist 9% =g e e ic
vt = w, + Jd%i— ¢
e 0 P o e

t9
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Es seien y, y, ys die drei Seiten eines Dreiseits,
R, R, R, R, die Halbmaafse der vier eingeschriebenen
Kreise so sind u, u, u; u, die Abstinde der Beriihrungs-
ecken von den Ecken des Dreiseits. Der Inhalt des Drei-
seits sei A, so ist :

A = Rju, = Ru, = Ru; = Ry,
A = Wuyuguy = f
4uu, =y, — Yo© — Vst = 2935
4 ugy = 9° — Yt — 95 + 29,95
(= =¥ — 4 y,% 957
¥, Ayt Ayt — 2 (ya2¥2 ek 25 g o8 e e |
(5, =7, k155 — 4(y%y" st D
= (U + ) uzu (U 1 Ug) u iy
- = yy(ugtiy—— wty) ="¥,¥2¥s
‘Die Vorzeichen von y, y, y, miissen also mit dem
von g iibereinstimmen. ' ;
Fhos= wguy A usuy (g A ) (Us 1)
Lh= i3t o~ 0 N R
cho= Y12 + Y22 + )'52
1 h? —Afr e YAZ)'za 4+ 9.%ys" + Yzz_ysz
&Y == 395" 9 .
Es sind also y,2 y,2y;* die Wurzeln der Dreistufung
H == oftinthyt 41 —31)y" — g

Diese Dreistufung ergicbt sich auch wenn in die Drei-
stufung G fiir @ der Werth y* 4 ¢ — }d* gesetzt wird;
wo dann

(Rt df = (J— 0 (3d —0) + bd—da

Hier finden drei Fille statt.

Im ersten Falle hat H drei wirkliche setzhafte Wur-
zeln, ~Dann sind y, y; ¥, wirkliche Grofsen, und die Vier-
stufung F hat vier wirkliche: Wurzeln.

1Im zweiten Falle enthilt H eine Sinnstufung
H = (y* — y°) O —ey* 8%

(v F ¥5)* = &+ 237

R e e L

Folglich ist alsdann y, 4-y; eine wirkliche - Gréfse,
9, — v -¢ine Sinngrisfse und’die- Vierstufung F ‘hat zwei

16 f

16f
16 f

o
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wirkliche und zwei Sinnwurzeln, oder ‘cine wirkhafte
Zweistufung und eine Sinnstufung.

Im dritten Falle ist y,* setzhaft, y,* und y,* sind gegen-
haft. Dann ist in y, und y, die Sinngrofse i mit verschie-
denen Nebenzablen gebunden, also i sowohl in y, 4y, -
als in y, —y; enthalien. Alsdann hat also F vier Sinn-
wurzeln oder zwei Sinnstufungen.

Beispiel zum ersten Fall.
F = z* — 28%% 4 23622 — 753 ¢ 4 '768

bd = 21056 b* =-565504
—d4a = 3072 ad?® = 602112
b, = 17984 — 4dac =-724992
Ppess 236 a, = 442624
G = o — 236 0* 4 17984 v — 442624
Le,? = 6188444 .. oy ==i921312
— 1b, = 5994666, — Lhe, = T07370,666 ..
hlr= i1 Coghe,® = 4806824,296..
: 7N = 165,629 ..
2% 298730 3p .73 30,64 22 1,44468

% 1,14365
3% 3,43093

A 2,88402

cos3p 945307

ja2

c

& —c
o y2
104 64
56 16
0 36

Xy

Lo

XLy

Xy

Reesidx

—— (x

- — (JS

p 24 3021
P, 144 30,21
ps 264 30,21

cosp 995901
cos p* 9,91071
€OS Py §,9_8129

v, 1,40369

=14 —
sl v, 1,35539
o vy 0,425?7
de
y b—jowd D D,
8 352 22 6
% 16 18 Y918
6 156 20 8
= 7T4+4 42 4 3 =1
=T+ 4 —2 — 3 =
=Tt 4 + 2 — 3 an
= 71 —4 — 9 + 3 =
— 22x -+ 96) (x* — 6x
— A8’ 4-132). (2 '~ 10@
=W 6y (=B

= .2_(‘2,33 o
= 22,66..
=* 2606 ..
= 78,66..
= I
96 8
W2 24
64 12
6
6
o
4
+ 8)
+ 24)
+ 12
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Beispiel xum xweiten Fall.
F = 2% — 1% F T00%* 22200 273

bd = 800 b2 = 40000
— da = 1092 : ad® = 4368
b, '==1892 — dac =109200

¢ = 100 a, = 13568

1
G = b — 1000w 1 1802w — 73568
36784

be = HIL11.. fggnes
—1b, = 63066.. — kb, = 21533,333 T
P42 ¢ = TR0, . Jr6® = 37037,037..
A= 42287,703 ..
A% 268164 q 97126 22 1,64185
¢ ;3*;235 tgg 089789 ' gin2p 990413
s e 0,29930 . v 1,13172
,6262 0 3¢ e
- p:116° 39,4 b ==%54666

sin 2¢ 9,39625 2p 233°188

2¢ 194°252 ¢ = 33333

o

1d* — ¢ = 104
[0 y® g TR o o I Dy ol B

8 18 "N 188 $ag «2 ke 13
F = (x* 4+ bx — 91) (»* — 2= 48
e e ®y = L — if2

e == § iY'.!

Beispiel xum dritlen Fall.
Fo=— x%*— 8x° 4+ 28a% — 49x + 40

bd =5 992 b == 2401

R T adr = 2560

be sy 01052 — 4ac = 4480

o= 232 S - i
¢, = 28 a = 48]
G — w* — 280> + 2320w — 481

5 T _8_7,11 & T 240,5‘)
— %D, fE 91,33.% — +b,c, = 1082,666 ..
32 T T 9T g6t ="-813,037 ..

O = 201296..
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22.0,09024  3p 1621875 21 0,79615

2 049512 p 54 625 cosp 976813

A3 L4836 py VT4 6,25 - cog p. 9.99769

A 146433 p,294 625 cos p, 961108
cos 3p 9,97807 v, 9,56428 =§,6ﬁﬁﬁ =
v, 0,79384 =6,2207 ..

M,

$d% = ¢ =12 v, 040723 = 25541 ..
1e=93333..
w y2 y 4b—1wd D D, 5  f5
13 1 1 13 5 3 8 5
= (x* — Sx 4 8) (x* — 3z 4 5)
79.

Jdede Stufung lifst sich durch forlgesei tle Ein-
rakmung auflésen. *)
Die Stufung sei als Gleichung dargestellt.
= 4 — b oo £ oV aE 0
Man vereinige die ungradstelligen und gradstelligen
Glieder in zwei bcsondrc Anlaven bilde von jeder An-

lage die Zweithohe oder den Ralnneu, so geben diese
wnedcr eine nichtige Glelchung

G = a + cx® 4 ¢x*
G = by cdy = P
G* = a® + 2acx? + (Qae+ Q)J,
G* = b0%x® + 2bdx* 4 (2bf 4 d*)x°
H = a, — bx* 4+ g = dgx® . v + 227" = ()
8 feeans : '
by = b* — 2ac
6 = ¢* —2bd 4+ 2ae
d, = d*— e 1 26F - 2ag
TR §

Nach diesen Ausdriicken bildet man also
aus den Nebenzahlen @ b ¢ d
die Nebenzahlen a, b, ¢ d

e i R by
aus diesen die Nebenzahlen -a, b, ¢, d
u. s.

’

e e

*) Dieses Verfahren ‘erfand Graffe in' sciner Preisschrift:
»Ueber die héhern numerischen Gleichungen. Ziirich 1837 .«
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Bei der Berechnung durch Hohennamen ist die An-
wendung der Gaufsischen Tafeln besonders vortheilhaft.
Die durch fortgesctzte Einrahmung erlangte Stafung ist
alsdann

INGEE - BEEGRAE s 1 X2 ek bl [}

Es ist aber
a das Gebinde aller in Wurzeln von F
b die Anlage der Gebinde aller in — 1 Waurzeln von F
¢ die Anlage der Gebinde aller m — 2 Wurzcln von F

e
Also ist :
a, das Gebinde der nten Hohen aller m Wurzeln
von F

b, die ‘Anlage der Gebinde der nten Hohen aller m— 1
‘Wurzeln von F
¢, die Anlage der Gebinde der nten Hohen aller m —
W urzeln von F
sy i E
‘Wenn aber von mehrern ungleichen Zahlen wu u, u, u,
. mh odh i€ grofsle ist, so ist

Vu" =+ w4, A ag® ust .
desto genauer je grofser n ist.

‘Wenn man also die Einrahmung bis zu dieser Grenze
fortsetzt, und wenn x, x, x; ... die nach ihrem Anwerth
gereibeten Wurzeln von F sind, so dafs x, die kleinste,
x, die niichstgrofsere u. s. w., so ist

n
Van

f

852 e o g s e s a1

o W SR X

Py
I

Ly Xy oo o Xm
ué Sof

n

n n

e Va" e Yb" R oo ]/Cn

e Xy FE=, £ ToS ToERu—

Y. Ven Vda
Hiedurch ergeben sich sémmtliche nach ihrem Anwerth

gereihete wirkliche Wurzeln von F' .

"Wenn zwei derselben einander nahezu gleich sind,
so ist: es nicht nothig die Einrahmung bis zur Trennungs-
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grenze fortzufiibren, sondern es ist hinreichend ihr Ge-
binde zu bestimmen. Z. B.

n n
a b
e, Xy, = K—"— R

n o
i Yd.
Im niichsten Satze wird gezeigt wie aus dem Gebinde
zweier Wurzeln ihre Anlage gefunden werden kann.
‘Wenn die Stufung Sinnwurzeln enthilt, so ist
ihr Gebinde = (*
ihre Anlage D = 21 cosp
die Anlage ihrer Hohen = 2" cosnp

Also ist dicjenige Nebenzahl von N welche in der
Reihe der Wurzeln dem Anwerth von ! entspricht,
schwankend, d. h. sie giebt erst durch Theilung mit
2 cos np den Werth von {7 . ‘

Die gegebene Stulung enthilt demnach soviel Sinn-
stufungen als sich bei forigesetzter Einralonung Schwan-
kungen zeigen. Man erhiilt alsdann auf die oben an-
gezeigte Art durch Theilung der nichstvorhergehenden
mit der niichstfolgenden Nebenzahl das Gebinde der Sinn-
wurzeln == 1*, und hieraus ihre Anlage oder das Durch-
maals der Sinnstufung D, nach Anleitung des folgenden
Satzes.

ety

80. : '

Aus - der Seite der Zaveistufung das Durchmaafs
oder aus dem Gebinde xweier Wurzeln ilre Anlage P37
bestimmen.

Wenn bei der Dreistufung
x® — ca® + bx — a .= (X —x;) (x*— Dx 4 1?)
die wirkliche Wurzel x, und das Gebinde der beiden
andern == /* gefunden worden ist, so ergiebt sich ihre
Anlage oder das Durchmaals D leicht’ aus  folgenden
Gleichungen

G = el b = x, D 4 I? =Dk,

Es sei die Vierstufung :

F = 2 —da® + ca® — bx + a
L = (@ —Dx 11 @ — Dz + I?)
so hat man die Gleichungen '~ = s e
e = [*I* T, » b= 12D + o¥ 8 AP
dEtip 0 e e TR TR 0
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: PR ) FRASRE L L
hieraus o fE s et o e
; oS W —'q
o S i 5 dwad,
12— 12 L — 4

Wenn in der Fiinfstufung die wirkliche Wurzel
gefunden ist, so wird sie als Vierstufung behandelt.

Beispicle.
Fr= x* — 8x° + 3% — 208x -+ 697
e e e L b i hwdl B oL
8.17 — 208 8.41 — 208

=414 B =R day onig.
7 : : £1-== 17 :
F = (*=3x 4 17) (x®*—5x + 41)

F = x?—30x* 4 3132® — 2313 2% + T118.2 — 13585

12 o= 11 L2 = 65 x, = 19
118 — 1% 12
30— & =, 11 . L= 337
1191337 e aloggyob i
SRRVl i ke, ki 253 St

F="(*—dx + 1)@~ T2 1 65) (x—19)

Es sei die Sechsstufung

Fe= o2%—fx* feat—dx® J-cx®*<bxr 4 a

so ist ’

a = 121212

b= 212D, + 1212 D L1212 D,

¢ ="FDD, 4 12D, D +12DD; 4 P12 1212 4 12

d ="P(D, 4+ D)+ 1% D,+D)41(D+4D,)+ DD, D,
.= DD, + DD, 4+ D, D +1° 4 1> 3 ddn <)
f=D+D + D !

Hieraus folgt: Ll b oo
L DD, =e¢— (I + 1 + 1,>) ~ fD D: :
I PD D, =c—@*+I2L 12 ) 4 Q'f—'l—'—@ D
HL b —f1*12 = (> —1*) 1D 4- (I, — 15 1* D,
IVe b —f 1803 =, (12 == 130 L D5 (2450,
V. BDD\D, == b 4 Bd—Pf - (21322 1) D
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glieraus lassen sich mehrere Zweistufungen fiir D
finden. Z.B. aus L IL :
(a—1%) D*— (b1 —fI9) D + ¢I* — el — (a— 191> = 0
Beispiel.
F = x% 4+ 132% 4 238x* 4 16672 4 83032
+ 16448 -+ 28086 - :
2 &gt [t = 81 12 = 151

a — I = 27870 _— b 4 fI° = 95880

— al> 4 cl* — el® 4+ I® = 80280

27870 D* 4 95880 D 4 80280 = 0

Hieraus e D = 5 e
720 D, = 14030 — 4495 D D, = 1
720 D, = -4670 431715 D D, =— 4

F = (x* + 2x + 6) (x* 4 T 4 31) (2* + 4 4 151)
Wenn in der Siebenstufung die wirkliche Wurzel x,
gefunden ist, so wird sie als Sechsstufung behandelt.

Durch Anwendung der Neigungszahlen *) konnen fiir
jede gradnamige Stufung die beiden Gleichungen zwischen
dem Durchmaafs und der Seite auf folgende Art gefunden
werden,

Es sei die Achtstafung als Beispiel :

a—bx 4 cx®—da® 4 ex® — fi1¥  ga® — ha” 4 a®
x == leosp -} ilsinp
a™ = I ¢cosnp -} i.I* sinnp
Hieraus die beiden Gleichungen :
a—blcosp 4 cl* cos 2p — dI% cos 3p + el* cosdp
— 1P cos5p + gl°cosbp —hlcosTp 4 1°cos 8p = 0
—blsinp + cl®sin2p — d1°sin3p 4 el*sindp
— ft3sindp + gl®sin b6p — hI?sinTp 4 18sin8p = 0
Man binde die ‘erste mit cos 4p und sin 4p

: . die andere mit sin 4p und cos 4p
so ergicbt sich durch Anlegung und Abzichung:

*) Dieses Verfnhrelf wurde von Griiffe a.a. 0. S.30 angezeigt,
und von Enke in »Berl. astr. Nachrichien 1841 S. 297 «
weiter ausgebildet.

20
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(a + 1% cos 4p — (bl + hi*)cos3p + (cI* + gl°) cos 2p
— (dI* 4 fI*) cosp + el = 0

(a—1%)sindp — (bl —h1")sin3p + (cl®* — gl%) sin 2p
— (dI®—f1®) sinp = 0

Es ist aber 1
cos2p =2 cos’p—1 551;:]2[)1) s=dg0sp
cos3p_;.4c0s'~"p—- 3 cosp : ssi?ni’:: = 4cos?p—1
cosdp = 8cos*p—8cos’p+-1 s:;)if = 8 ‘coé *p—4cosp
: €osp = 57

Diese’Werthe einﬂesel‘zt geben

(G —2 2 = +1) — 6 4 Y (7 — 4D)

4 (12 A g% (4 ———1) e (@I* £ fI) 4D el =0
@1 (F—23)—e—nmy -

+ (cI? —gl")% — {dP—f1%) =0

Dlese beiden Gleichungen miissen eine Gemein-
wurzel haben, welche also auch ohne Auflosung der-
selben durch Bestimmung des Gemeintheilers gefunden
werden kann.

Beispiel.
F = x°%— 727 4 826 —5z° 4 30x*— 20253
+Ta*—8x 46 =0

=1 IBe=T  dfe=2 A

Die obigen Ausdriicke geben fiir
¥ TDY— 15D —31D%* 4 719D — 40 = 0

=1 15D — D' — 29D 4 25 = 0

deren Gemeintheiler D — 1 ist.
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1 (- DY DF P93P 29V )52 -—
"35D5+ 1I5D* — 9D — 19 = 0
deren Gemeintheiler D -1 ist, -
: HD*—64D°% — 46 D* 4 540D — 560 = 0
Catedr — 48D LUG6D W = 0
deren Gemeintheiler D — 2 ist,
Loty OF §29D% — 181 D* + 531D — 1755 = 0
TV 20D — 191D 4 399D — 195 = 0
~ deren Gemeintheiler D — 5 ist.
Also .
F=(@"—z+)(x+x—1)(2*—2x+2)(x*—52—3)
Um D aus ! zu bestimmen kann man auch auf fol-
gende Art verfabren. *) !

~ Man setze x = y—1, und bilde fiir y eine uneue
Stufung welche man aufloset, so ist

g e
y = ro+' 4 it

aus der ersten ist gegeben 12 = r? 4 2

aus der andern . . . ... 2®. = (r - 1)% -} 2
also D &= 2r =1t a It ]
A= 2+D) =2t
Beispiel.
¥ o= 20— 4a® 4 12 — 1T2° 4 202 — 132 + 6
> il @iiag i
G =y — 1095 46y* — 1215 4 192y* — 174y 479
nd Bt e (- 12=73
MG st == 3 b A== 6
also D .1 D; =1 Dy= 2
o =3 Hy =3 Oy =4
Fe= (@ —x 4 1) @—x + 2 (@—2x+ 3
G =

(92 =3y 4 3) (y*—3y + ) (y* = 4y + 6)

*) Siehe Griffe a.a. 0. .24,
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Uebungsbeispiele zu 79., 80.
1) 2% — 10z 4 21

n | a | b
1] 1,32222 ¥ 0,84510 = 7
2| 2,64444 | .1,76343 1,32222
4 H,28888 3,39480 047712 = 3
8 | 1057776 | 6,76128 :
16 13,52158 F=(x—3(@—17)
| 1,32222 | 0,84510
2) x% 4 42 — 67z + 110
nf- g c 84
1] 2,04139| 1,82607| 0,60206 }?3},22 =)
2( 4,08218 3,557139] 2,17609 et L
4| 8,16557| 6,97289| 4,18418 3 iz 4
8 16,33114/13,92318] 8,33193 1,74036
16 27,8458016,66228 2,04139
[ 2,04139] 1,74036] 1,04139 0,30103 = 2

F = (x—2)(@@—35)(@@—11)

)

@}

A i

2% — 4x? — llxe — 70

[

1,84510
3,69020
7,38039

14,76078

cie SR~ RN ]

o
et}

1,04139
2,64246
'5,25450
10,89882

0,60206
1,57978
3,36586
6,75974
13,52155

1,84510)

0,84510

084510 = 7
1,84510
1,00000 = 10

F = (x*+ 3x +10) (x—17)

shan
'

]

el

z2® — 4x2% 4+ Yx — 700

C

9.84510

5,69020
11,38040
2276080
45,52160

S 0 D el

QS s

1,89763
2,80686
8,14479
16,01754

31,99778
63,9987

0,60206
2,15229
4,27605

7,88872
16,17122

| 2,84510

2,00000]

200000

== 100
284510 .-
084510 = 3

F = (x— 1) .@°+ 32 + 100)



5 x% — HMx® 4 59x® — 942 -} 48
‘n | a | b L g | o iy
1] 168124 | 1973137 | 1,77085 1,14613
2 | 3,36248 | 350133 | 297543 | 1,89209
4| 6,712496 | 6,75641 560509 | 362263
8 | 1344993 | 1345169 | 11,05838 | 7.22489
16 26,80986 | 22,08404 | 14,44944
1,68124 [ 168124 | 1,38025 | 0,90309
1,68124 | 1,38025 | 0,90309 = 8
0 0,30099 | 0,47716
=1 g e
F=(x—1)(x—2)(x—3)(x—8)
6) x* 4+ 6x* — 80x2 4 113x — 390
n a b l C 3 I > d
1] 259106 | 205308 | 1,90309 | 0,77815
2 | 518213 | 469575 | 3,62082 | 229226
4 | 10,36426 906673 | 7,57912 | 447550
8 | 20,72852 | 17,59746 | 1513669 | 891245
16 30,27353 | 17.82311
2,59106 1,89209 | 1,11394
1,89209 1,11394 e
0,69897 0,77815
=5 =1
= 0= —x + 8) (x — 6) (= ‘—{—- 13)
) x* 4 4x® — 88x% - 6352 — 1302
n | a b c d
1| 311461 | 280277 | T1,94488 | 0,60206
2| 622922 | 524074 | 1,77815 | 2,28330
4| 12,45844 | 10,47855 | 7,80222 | 456518
8 | 2491688 | 21,10395 | 1525905 | 916936
16 42,19976 18,33800
& 3,11461 263749 - 1,14613
2,63749 | 1,14613 TRV
047712 | 1,49136
_imetd o= 31 e 1*
T (@) (@ —Ta 3 (x + 1)
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8) x* — 4 4 264x% 4 14362 — 6657
n | a [ b ¢ d

1| 382328 | 315715 | 242160 | 0,60206

2 | 764655 | 6,74640 | 483168 | 3,70927

6

41 15,29310 | 13,39946 | 10,01733 5,10176
8 | 30,58620 | 26,76976 | 20.00847 6,(')8452
33,53854 | 40,01718 ;
3,82328 |+ 334616 [ 2,50107
3,34616 250107 |=31T=1?
0,47712 |- 0,84509
F=((@x—3)@@+ (x*—8x -+ 317)

1

o

9) x* — Bx® 4 T3x2 — 208x 4 697

n | a | b I c | d

1 2,84323 2,31806 1,86332 0,90309
2 | 568647 | 4,76714 |. 353084 | 71,01381
4 | 11,37293 8,09123 6,46300 | T1,81954
8 | 22,74586 | IS 13211 | 1295045 | 6,76367
16 | 4549172 | 3592611 | 2580601 | 1319959

-

32 7149781 | 51,60918 | 26,08908
284323 |- 1,61278
1,61278 =41=17
1,12?04512 F = (x*—3x + 17) (2 ~3z+41)

10) 2° 4 34x* — 4462% — 24562% 4 36132 4 5590

n a b ' c | d e
374741 | 35587 | 339023 | 2,64933| 153148
7,49482 | T,60758 | 6,98384 | 5,57189 | 3,31133
14,98064 | 15,01665 | 13,79742: 10,99940 | 6,53757
29,97928 | 29,98100 | 27,567130 | 21,97054 | 13,06778
16 | 59,95861 | 55,14203 | 43,95867 | 26,13550
374741 | 3,74741 | 344638 274741 | 1,63347
| 3,74741| 344638 274741 163347 |
0, | 030103 0,69807| 1,11394
=1 = 2 = 5 = 13 ES 4_3

F= (x4 )= —2)@+ 5)@— 1) + 43)

Q0 o DD -

\
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1) b — 522 4 1742 — 4080 - 8537 — 8060
n | a | b | o | d | e

T 3,00633] 3,93131| 3,61066 | 2,88874| 1,71600
o | 781207| 685191 6,63037; 528292 3,06296
4 | 15,62534 | T3,70257 | 13,19452 | 10,43044 | 5,97895
8 13125068 | 2008666 | 26,43473 | 20,84267 | 11,93132
16 AAd e 5286846 | 41,68493 | 23,86181
3,00634 3,30428 | 2,60531| 1,49136
3.30428 2,60531 | 1,49136 |-
0,60206 0,69807 | 1,11395 ,
—=4=1 e 3 e 13 ] = 31

F = (2*—3x + 1) (x — 5) (x — 13) (x — 31)

12) 25— 38x* 4 2812 — 6272* + 13982 — 1015
'l ok 2R £l d e
1| 3,00647 | 3,14551 | 2,79727] 2,44871| 1,57918
9 | 6,01203| 5,83353| 5,49887| 4,53282| 294547
4
8

12,02586 | 12,04707 | 10,73884 | 9,23575| 5,85109
24,05172 | 24,05143 | 20,91927 | 18,5994 | 11,69921

16 | 48,10330 | - 36,92002 | 23,39841
3,00647 | 3,00647 2,30750 | 1,46240
3,00647 | 2,30750 1,46240
0, 0,69897 70,84510
=1 |=5=P" =7 = 29

F=(x—1)@—x+5)@@—7)(x—29)

13) a5 4 16x* — 402® + 3542® 4 543 — 84
e a | b et G d | e
1] 2,04151] 2,73480] 2,54900| 1,60206| 1,20412
9 | 5,88302| 596077 | 5,14856| 3,93661| 2,52634
4 | 11,76604 | 11,79214 ] 10,55781 | T,25763 | 5,11454
8 |23,53208 | 23,53377 | 21,12306 | 15,95794 | 10,23001

16 : 47,06418 | 42,24765
294151 | 294151 2,64048] 1,27875
2,94151 | 2,64048 | 127875
0, ~170,30103 | 1,36173
= 1 =2 |=23=12 = 19

F = (1—1)(1 + 2) (2% — 4 4 23) (& 4 19)
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14) 25 4 1. 4 522° 4 295 2% — 4672 — 110
n | a | b | ¢ | d | e

1] 285126 2,66932] 2,46982| 1,71600| 0,

2 | 570252| 580414| 512767| 3,071188| 3,01284
4 [11,40503 | 11,43214 | 1021472 | 7,48153| 3191640
8 122,81006 | 22,81177 | 20,40212 | 14,81192| 687120
16 | - 45,62015 | 40,80367 | 29,61993 | 15,0940

285126 | 2,85126| 2,55023] 185126
2851261 2,55023 | 1,85126
0, 0,30103| 0 69897
=1 =2 | =35 |=7t=2N"

F=(z+1)(@—2)(x+5) (@*—3x + 1)

15) x* — 30x* 4 3132% — 231322 + 7118 — 13585
‘n | a | b ¢ | d e
L] 413306 ] 3,85236| 3,36418] 2,49554| 1,47712
2 | 826612 7,08539 6,23279 | 4,42447 243775
4
8

16,53224 | 14,68355 | 12,37567 840614 | 5,10797
33,06448 | 28,85174 | 24,73268 | 17,73650 | 10,22920

16 4946651 2(),46005
4,13306 3,09166 1,27875
3,09166 1,27875
1,04140 1 - 1,81291

=11= =ﬁ5-...—_ll2 =1‘J=:/z:~l

F = (x*—4x 4 11) (@ — Tx + 65) (x — 19)

16) x® —1.2* 4 408x°— 56772* + 187132 — 58500
n a ] b c | d | e
1] 476716] 427214 375412 2,61066] 0,
2 1 9,53431| 849697 | 7,23237| 5,28451| 291116
4 [19,06862 | 16,26144 | 14,60950 | 10,80804 | 5,44585
8 |38,13724 | 33,96370 | 29,22514 | 21,59152 | 10,70515
6

1 58,45138 | 43,18353
476716 3,05321 | 269897
3,65321 2,69897
1,11395 0,95424

=13 =1? Rl =500=12

Fiz= (2 —3x 4 13) (x — 9) (x* 4 112 - 500)
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17) % + 122% 4 162° 4 201 2* 4 3822 + 246
n | a | b | c | d P
1] 2,39094| 2,58206| 2,30320| 1,88081| 1,07918
2 | 478187 | 4,67239| 4,07037| 3,23452! 0,90309
4] 956374 | 9,56053 | 7,38216 | 6,45493 | 3,52737
8 | 19,12748 | 19,12683 | 16,30467 | 12,90149 | 6,75145
16 38,25497 25,80454
3.39094 | 2,39094 1,61278
239094 | 1,61278
0, 0,77816
=l=ux=06=1 =41=12

F = (x 4 1)(x* +‘>x+ﬁ)(x + 9x -} 41)

18) x®—482x° + 64904.}6 — 33713692 x°
4 72943591 2 — 628214050 - 1700115
a b= } c | d = | e x| f

9,23048] 87981 7,86299] 6,52810] 4,81229] 2,68305
18,4060906] '7,16622| '5,11483|'2,40052] 9,04398] 5,01077
56,92192] 34,14517} 29,98490/%4,54055('7,85210{ 9,91882
73,84384/ 98,25285| %9,92212|%9,02854/°5,65173('9,82857
156,50412|119 84 187(°8,05422|71,30035/°9,65705
023048 853151 7,49011| 6,12838| 4,45627| 2,47856
8531510 7,49011 6,12838} 445627 2,478506
0,69897 1,04140] 1,36173| 1,67211} 1,97771
= 3 = s Re tese Ll E S R et 501
F = (x—5) (x—11)(xc—23) (x—47) (x—95) (x—301)

19) @8+ 132° + 2382 + 16672 + 830322 + 164482 + 28086
n l i b I c ] d l e I f

4,44849] 421612] 391924 3,22104 2,37658/1,11394

“8,.80698] 829194 7,43888| 5,00410, 4,47579(2,48714

4 17 79396/15,69725|14,68821/11,94525| 8,66000/4,53698

8135,58792(32,7650R(29,36117/23,51970/17,43235(8,43370

1

e
0 OO e DD e

16 58,72550 34,86364
4,44849 3,67034 2 17898=151=/,*
3,67034 2,17898

BR8Pt T AU A= 8 P4
F = (x*+ 2x + 6) (2 -+ T 4+ 31) («® -} 42 -+ 151)

21
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20) 27— 1012° — 113622° — 80214 2* - 3025021 x* — 3854425 22 — wwgm.@cc&.

— 26647500
n a b c d e & g
1 | 742566 752620 | 6,58596 | 6,48073 | 4,90425 4,05546 2,00432
2| M48S131 | 1496532 | 1434711 | 1296804 | 1088093 | 807833 | 451750
4] 2070262 | 2072062 | 2851072 | 2572199 | 2155433 | 1596180 | 802745
8 | 3940524 | 5940690 | 5699740 | 51,40608 | 43,07471 | 31,8910 | 17.84364
16 11881041 | 113,99423 | 102,81058 | 86,14820 | 6378121 | 3568714
7,42566 142365 | 712464 | 642566 | 538426 | 398632 | 993043
7,42565 112464 | 6,42566 | 538426 | 398632 | 223045
0, 030101 | 069898 | 104140 | 1,30794 | 175387
=1 =2 = =10 =25 = 57 b= 170

F= @+ @Ex+2 @—5) (x—11) (x + 25) (& + 57) (x —170)
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Die Verbesserung der gendihenten Wurzel einer Stu-~
Jung ist das Gegenhafte des Schnills welcher aus der
Theilung des Fehlers der Stufung durch das erste Zu-
geleite entsteht. Das Newlonsche Verfahren.

Die Stufung sei

F o= g g gk e p e TR

Ihr erstes Zugeleite ist (72.)

F, = nx"1—q—1Dx"—2 4 pn—2)x"=>...

Man selze x - 0x slatt x so ist nach dem Stufen-
satz (42.)

(@4 0x)® = x® -4 nx*7l. T i T
gl + 0B T gar o gln Do . e
p(x 4 0x)"=2=px"~2+p e 1 A R

sk
Also allgemein :
Flab0x) = F . F.. 0% ...
Wenn aber x eine gendherte Wurzel und 0x ihre

Verbesserung ist, so muls die Stufung vernichtet werden
durch Einsetzung von x - dx statt x.

Also F(xe+ox) =0
Also ) = F 4 F,.o0x
= r
also g == —I‘Tz

Hier sind ¥ und F, diejenigen Werthe welche die
Stufung und ihr erstes Zugeleite annehmen wenn man,
statt « die geniherte Wurzel einsetzt. Je mehr die
genitherte ‘Wurzel an die wahre Wurzel riickt, desto
kleiner wird F und heifst daher der Fehler der Stufung.

Bei der Berechnung ist es vortheilhaft das in (72.) an-
gezeigte Verfahren anzuwenden. ;

Die gefundene Verbesserung ox legt man an die
geniherte Wurzel und erlangt dadurch eine zweite geni-
herte Wurzel. Aus dieser bevechnet man auf gleiche Art
eine zweite Verbesserung u. s. f.

Jede Verbesserung ist auf eben so viel Stellen genau
als die genaherte Wurzel deren enthélt.
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Die fortgesetzte Berechnung der Hohen wird durch
folgende Ausdriicke erleichtert.

Es sei & - D it Lo
soist x* = x® + (x, + x) ox
2, = x* + (224 xx + 2 ox
xt = x* (z,° +f‘7«'12x + gxt o ) ex
. St

1. Beispiel.

F = x* 4 1326'2x — 482120
F, = 2% 4+ 1326
x = 297,04
2 = 882327616
F = 121084
F, = 1920,08 dx = 0,006353 ..
x = 9297,046353
x? == 88236,535830600609
F = 0,000091399391
F, = 1920,092706
o = 0,000000047601551 . .
x = 297,046353047601551 ... .
2'. Beispiel.
F o= 2% 1022 4 $3% — 430
o= 3" 906 3 59
2i=41%,3493
2% = 54,01221049
2% =306,951938554157
F = 0,006566345843
F, = 67,05063147
dxr = 0,00009792..
x = 7,34939792
2% = 54,0136497865003264
2% == 396,967805392513942923481088
F = 0,000000632489321076518912
F, = 67,0529909595009792
dr = 0,0000000094326787 . .

7,3493979294326787 . .

&



1.

1.

Iv.

8 888 8

3,8 Wy

8 888
@

‘v
Sy

B G to

A

[~

WETRR 8
«

S

2

IHI i II 118 N 1 H WA H i Il I

v
8

VMR RS W
o || I

o
Lz

II

p——t

3. Beispiel.
2t — 8x® — 12x% -} 2000 1= 360
4% —24x* — 24 + 200
3,221
10,374841
33,417362861
107,637325775281
0,000330887281
7,369267444
0,00004490
3,22095510

3,5003
12,31518649
43,217683949357
151,6638182834785201
0,0001088086225201
6,916939962572
0,00001573
3,50931573
6,314
39,866596
251 117687144
1589,345476627216
0,004827475‘.’.1-6
98,536444576
0,00004899
6,31395101 *
5,0442
25,44395364

128 344390950888
== 0(47,3947768344692496

0,0175392384267504
802,971601103002
0,00002184
5,04422184
L ... 322095510
IL ... 350031573
IL ... 6,31395101

IV.. .. 5,04422184
Anlage . . . 8,
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Die Verbesserung der beiden Theile einer Sinnwurzel
geschieht ebenfalls nach dem vorstehenden Satze. *)

Essei  xo=r 4 it = lcosp + il sinp

50 ist x=.r, + it, = 1*cos 2p 4 il*sin2p
=, 4 it; = 1%cos 3p - il® sin 3 p
w-sik -
wo Foc== 7 p~—~ t3 tss Nry
Ty == Il — 1,1 ty == ryt 4 t,r
Ty == rgr — 1, ty = rgt 4 tyr
T

hiecraus F = f 4 ig = h cosq - ih sing
= fi -+ ig, = I cos 4 + ihysing,

o
1 - fi —igy . cosq —ising,
Fy A8 crichoorde

Nach dem vorstehenden Satze (81.) ist

F
1

Es sei also dx = 9r 4 idt Ta- TEaRy =3
o I *
g0 ist 8T=ff—‘+g—éi= : cos. (¢, — q)

2 h? ~/—1
Nofe oo f_1 s B o
a[ i fil—l—z gl! T S hl Sk (‘]1 '/)

: 1. Beispiel.
f o= 2% — 12a% -} 5Tx — 94
= 3x2* — 242 4 57

oy

x = 43180 + . 3,0504
2* = 9,34795705 4 i . 96,34874512

2% = 40,001320410803 - i . 142,312603484088
F = 0,000494989197 + i . 0,000462044088
F, = 1860972885 . 4 i. 583663536

*) Nach Griffe geschicht diese Verbesserung durch Anwendung
mehrstelliger Hohennamen , nach Enke durch Neigungszah-
len. Beide Arten fiihren die Berechnung ohme Noth auf
ein fremdes Feld.
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&

fi 1,209%5

f 669461
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g, 0,76616 g 6,66468
12 2,53950 ,f'2 8,68951
g 153232 5% 81850
1 <
A 1,00718 5,38412 = 0,000024216
B 0,04074 4,85060 07089
,'12 2,58024 4,88053 07595
5,35419 22604
= 4318017127 4+ i . 3050430199
= 9,34792075093 + i . 26,34911046235
= 40,00322723810 - i .142,31480421352
= 0,00000001026 + i . 0,00000000832
= 4,31891712637.. 4+ i . 3,05043019924 . .
= 8,63783425271 ..
= 3306216574725 .
2. Beispiel.
F = a* — 10z 4+ 1000
F, = 4x2* — 10
x = 39167 4+ i. 3,8069 .
a* = 0,62831328 -+ i . 30,99360446
¥ =118,28036378 4 i .125,70074085
* =1960,20873965 4 i . 3894738652
F = 0,02426035 4 i . 002161348
F, =1483,12145512 + i . 502,80296340
fi 268406  f 838489
g, 2,10140 g 833472
f:2 5,36812 f' 6,99723
8" 5,40280 ,j—;- 7,01457
A 0,03468 ' 538212 = 0,000024104
B 028403 ©5,34929 22350
3 046 ¢ %
hzE 568683 :)_,3934'() 25087
5,33195 21476

ot
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o= 3976746454 4 i . 3896903611

22 = 0,62865460598 + i . 30,99399523324

2% =l]8,‘280ﬁ]19(')8(')2 4 i .12570506704315

=t =1960,23253390459 4 i . 3896903372188

F = 0,00000155541 4 i . 0,00000038812
L x = 39767464559, + i . 3,8069036122. .
auf dieselbe Art findet sich ein zweites Wurzelpaar

IL z =7 39767464559 '+ i . 40550175075 ..
aus den Nebenzahlen der Stufung ist die Bedingungs-
gleichung: i !
1% =1 1%+ s
e
83. :

Séimmtliche Wurzeln einer Stufung oder die Seiten
und Durchmaafse der in ihr enthaltenen Zaveistufungen
werden durch einstufige Gleichungen verbessert, welche
aus den Nebenzahlen durch Zuleitung entstehen.

Es sei die Dreistufung

I A e e e
SO ist x, + x, 4 x c
&%, 4 2, X, F Xx, b‘
& L, e

1l

Hier bedeuten x, x,x; die genauen Wurzeln. Wenn
aber x, x, x, die gendherten Wurzeln sind, so sind die
Fehler der Nebenzahlen

z, +ax, 4z, —c = 0oc
XX, + XLy f Xy - b = Ob
= ita

T, Xy X5~ @
Die genauen Wurzeln seien alsdann
x, 4 0x x, -+ o=z, Ly .0x,
so erhilt man fiir die Fehler 0x, 0z, 0; die cinstufigen

Gleichungen
0z, + 0x, 4+ dz, = OJc

(2, 4x;) 0z 4 (2;4-x,) 02, + (2, +x,) 02, = 0b

2, 2,08, 4+ xyxpdx; - x, 7,00, = 0a
-
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Wenn die Stofung eine Sinnstufung enthilt, so ist
e, == or o sEidl X =P o+ it
also 0x, == or -+ ide 0x, =501~ gt
Das Einsetzen dieser Ausdriicke gieht
dx, + 20r = 9%
2rdx, + 2(x, +1r)0r + 2:0: == b
(r*412)0x, + x,2rdr 4 x,219t — 2=z
Diese Gleichungen gelten eben sowohl fiir eine sinn-
halte als fiir eine wirkhafte Zweistufung, wenn
L R PR Loy = 1% '== ¥ - ¢*
Also hat man: % :
_ JRL DD B SR
D.ox, + x,0D + 9!* = b :
2z, + x,d* = &
Auf ihnliche Art kann man bei allen iibrigen obern
Stufungen verfabren.

1. Beispiel.
F = x* — 12x* 4 4252 — 42.
SR T el x, = 3,6601 x5 = 6,6017
xyFx; = 10,2618 x,4-x, ==83399 x 4 x,= 153083
x,x, = 6,36198582

ryaxy = 11,47507494 2 x,x, = 41,999921787804

2,2, = 24,16288217 _
dec = 0 26 = 0,00005707 = da = 0,000078212106

Urbau. Hohennamen.

0 0 0 .
1,01123 0,92116 0,73225
1,38315 1,05975 0,80359
‘Wendebau. Hohennamen.
0,94878 0,70869 0,46858
1,81393 1,25044 0,68694
1,92305 ©1,10338 0,28373

Ln = 1,43927

(S
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b 5,75641 b 5,15641 b 5,15641
0,70869 - 1,25044 1,10338
n o 1,43921 n 143927 n 143927
& 5,89321 oa 589327 0@  5,80327
0,46858 . 0,68694 0,28373
n 143927 i 143927 n 143927
5,02583 8,36758 5,42052
4,92258 5,14094 4,73173
0,000010613 0,000036947 0,000026334
. 8361 0 13834 5467
dx, 0,000002246  dx, 0,000023113  dx, 0,000020867
1,7382 3,6601 6,6017

x, . .. 1,738107754

%, ... 3,660123113

Xy oo B,0016(9 TS

x = 0,24697

2. Be'ispiel.
Foa 28— T2 382 — 1

2+ D —4 = ¢ =

D Pz

PPx — %

(D — ) Dt VDB =

1?92 -+ z01*

Urbau. Hﬁhennamen.
0,65262 0
0,60734 9,39265

= 424697 12 = 4,04801
0 also 0D = 2%
b = 0,0000358191
da = 0,0000406973
b
= 7

Wendebau. Hohennamen.
9,30265
0,60734

Ln



o6 5,55412
9,39265
n o 0,71255
0@ 5,60956
0
n o 0,71255
4,23422
; 4,89701
0,0000017148
78888

dx 0,0000096037
0,24697

also  x = 0,2469796037
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b 5,55412
0,60734
no 0,71255

oa  5,60956

0,65262
n 071255
5,44891
5,64963
0,0000281115
1 35451
2% 0,0000073395
4,04891

D = 12469796037

I = 4,0489173395

Eine zweite Anniherung giebt

x = 0,24697960371746706105

<

D = 424697960371746706105

12 = 4,04891733952230531352

3. Bez:sp'iel.
F=="72%0 9;%v_ 3 + 10

LA -I_—); = 2,899%

% el e DY Q. 2 D
= (P—1)D — 3 = b
o7 & SR [

0l* =

f

P =37216  1® = 26870

= 0,00033991
= 0,00002962
= 0,00006080

an

01> + 01 —2D.9D = 2%
— D9I* 4+ DJI® —(I*—12)9D = b

(le%)azu_ 2D.9D = Iiza“+35=6c.

2

~~~~~ D1 + fj'?)al2 —(*—1%9D

0,000356247
D aa

I

I

0,000017752
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Urbau. Héhennamen. Wendebau., Hiohennamen.
944404 0,76338 001477 0,76338
0,69838 0,01477 0,69838 9,44404

Ln = 146606

dc, 653175 655175 2 26026

- 0,01477 069838 % 35202

n 146606 146606  01* = 0,0000090824
b, 524925 524925 60823
0,76338 944404 192
5,10046  5,78407 16333
454657  3,22123 6557
01,2 = 0,000022895

D = D, = 2,899760992 ©(dc = 0,0000000092

1* = 3721590917 hieraus{db = 0,0000000062

I = 2,687022895 9a = 0,0000000002
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Beispiele der Stufungen.

Es sind nur die Nebenzahlen der Hohen von x
angegehen. - Z,B. - 1. — 0 — 3. 2
bedeutet 1.2°—0.2°— 3.2 — 2

bie Zweistufung welche die Wurzel einer Stufung

ist und deren Durchmaafs D und Seithohe 2 maafshafte
Zahlen sind, ist durch eine Klammer bezeichnet.

Z.B. (1 — 15 — 180) bedeutet 2* — 15z — 180

Die Buchstaben bezeichnen die Schriftsteller denen
die Stufungen entnommen sind, und zwar:

B. Bauer numer. Gl jed. Gr. 2te Aufl. 1825,

E. Enke astron. Jahrbuch. 1841.

F. Fourier analyse des éq. déterm. 1831,

G. Gaufs meth. integ. valor. inven. Comm. Gott. III. 1816.
K. Kliigel math. Worterbuch, 1. 1805.

L. Lagrange res. des éq. numér. 3e éd. 1826.

Gr. Griffe Preisschrift: Hohere num. Gleichungen. 1837.
J. Jahn Aufg. aus der Buchstabenrechnung. 1842,

Das beigesetzte Sternchen * bedeutet dafs die von
diesen Schriftstellern angegebenen Wurzeln ohne weitere
Priifung als richtig angenommen worden sind.  Alle iibri-
gen unmaafshaften Wurzeln bei denen kein * sind von
mir scharf auf 9 und mehr Stellen berechnet worden.

Dreistufung.
H1—0—3—2 1 1 2
) 1779, 30 & 24 2 3 4
3) 4 — 0 — 19 + 30 2 .. 3
4 1 — 0 — 39 4+ 70 2 5 S
5) 1 + 4 — 67 ~ 110 2 5 11
6) 11 — 91 4 o0/ 4 900 2 8. 6
7) 15+ 169 + 0 — 3136 ka7 8
8) 6 — 23 — 35 + 150 SRR 3%
99 1 —0—6—4 -B (1___2__:))"

= |

10) 11— 19— 120 4 720 (1t — 15— 180)
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11)
12
" 13)
14)
15)
16)

23)

24}

25)

26)

§ =0 S50 b 38,25,

!

1 —0— 2 + 36 B. 4 . (1 +4—9)
i 5 SR e Th W T aRbg s gy s 45
1+ 24 — 60 —720 6 (11304 120)
14— 12 4 36 — 7 7 (4 —5 4+ 1)
1 — 45— 86 170 12 (1 4+ 8 + 10)
1t — 14 — 5 4 70 14 (1 —0 — 5)
t + 1000 — 1 — 83023336 B.
257 (4t 4 1257 + 323048)
1 — 500 + 100 -} 18483163 B.
333 (41— 167 — 55511)
1 — 10000 — 10 + 2421467425 B.
505 (1 — 9495 — 4794985)
i =8 duid 35 G.#
0,5 -
2 = ; :
St L el TR
: 0,853694680
ek e R {7,90840511'8
2,762099798
: 0,223462073
b o The Oy 3 {3,88?020545
3,105482618
; 0,010000010
Eos B S0 3 {5,994996245
. 10,004996255
0,016667439
ol Gl S {5,441113493
: ‘ 2,457780932
{_1_,765924279
} ~=F==9 + 19,74176953125 2,782965082
-\ 4,017040803
1,95778348

\ 3,75565547
5,20212801
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,7993116
11,0723770
0,315738043
1,229658317
1,545396360
1,51106212
1,82949269
8,68156943

-1 { 1,73819775

27) l+"ﬂ%2+11904+1843?{

30) 1 — 12 4 49 — 42 3,66012311
6,60167913
2 8755424
5,1802678
8,0558103

1,3568958677
32) 1 —0—=—7 47 L. 1,6920214716
3,0489173393

12,318759145
33) 1 — 0 — 2100 + 24000 K. B. 38,407268605
’ 50726027750

31) 1 —0—50—120

5 0,0400003200

34). 1 — 0 — 200 .8 B. {14,12‘20930366

14,1620933566
{ 1,92577385
zns7486°3
23,73828762

35) 1 + 24 4+ 2 — 100

7,906104120

1,377784364
»340172973
4,962388608

3,051330366
36) 1 — 9 — 4 +400 K.B. 4,145226246
il g L Yred W R {[

175



; 0,46307721
38) { — 4 — 7 4+ 4 J* 1,66160042
\ 5,19852321

1,0574538
39) 1 — 0 —1:1-}0,125 J.* 0,1270508

0,9304029
0,246979603
40) ¢ 4+ 443 — 1 B 1,445041868
2,801937735
& Ly b 0,44504186791262
Siebeneck. 1,24697960371746
1,80193773580483
BE ot {5,34729635533386
* Neahack’ 1,53208888623795
"\ 1,87938524157181
0,2738905549642176
S i ! 1,3772028539729576
2,6510934089371752
44) 1 — 0 1+ 5 —als o004+ 1 4+ )
LioEn Sreeih oy 0 g i | % i 1)
CABY 1 =6 o 20 {5 I < (e -+ 15)
47) 1 — 0 +'1 =~ 10 2 s Sqgety 3 - §)
18)- 1= e 1] iR E R B S
49) 1 — 0 4 12 — 63 3. (04 3+ 21)
50) 1 SUPTAELY el B, 4 (1 54 e
51) 1 —0 —'6 4+ 40 B/ 4 (r — 4 + 10)
52) 1 =SPHLTP - 9 R 4 - 6
53) 1 34558 — 8 4 (0 4+ 25 + 2)
54) 1 — 0 4 1 — 222 6 Ki—~lv 6 39)
55) 1 sprBoHm@ET— 693 7 (4 13 4+ 99)
58) 1« _-Pasteil,5 — 1905 S S s )
57) t =0y 2F + 344 8 01 5 & - 43)
58) 1 — 0.4+ 2 — 528 8 (t 4+ 8 + 66)
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78)

177

i 4+ 16 + 0 — 1536 8 (14 24+ 192)
1 — 0 — 60 — 189 9 (49 4 21
1052015 oA o2 — 997 o (o—4 Fap)
1 4+ 3 — 69 4+ 209 1t (1 — 8 + 19)
1 — 00— 8 — 1632 12 (1~ 12 4 136)
{ 4+ 8 4 0 — 2880 12 (1.4 20 4 2490)
1— 041101 — 14940 12 (124 1245)
1 2340127602 B.: 51 (1.-—49+2502)

1 + 720 4+ 0 — 429981696 = B.

576 (1. -+ 1296 4 746496)
1 — 4 — 100 — 1872866480 B.

1234 (1 + 1230 4 1517720)
1 + 4 + 100 — 18852955328 B.
: 1234 (1 4+ 1238 4 1527792)
1 — 1000 + 50 — 356386604 " B:

1234 (1 + 234 4+ 288806)
1t —0+ 6 — 3 0,327480002
1+ 2 4+ 3 — 4 0,77604543502
15—20 53 — 403779 1,006278581787.
1—36 -+ 324 + 459 J. 1,23995160459
1—8 —3 — 5 L. F.* page 217

2,094551&815423'3659148538654057930

1.— 0 +,17 — 47 2,1665177195
te—.Q +.27—,70 2,2466648878703210
1 — 191 - 9364 — 22800 2,56751042954185
1 —90—6i-F% 2,847322102
1.+ 2—3 + 2.k 3,152757602010
t — 12 + 57 — 94 J. 3,36216574725
1 — 0 — 12 — 28 4,3021380497
a2 12 496 4,33696157
1770—13,3592 — 24,6377, K. 4,36004479029
1 4.9, 0c=.300 4,6825010394631207
1 —u5-Er 10 =<2Pisa B 4,687205756
1. —:3:q519 ~ 444 5,53382813

1 —=S0r=="97-"_ aq 6,40683253

23



178

89) 1 — 0 — 9 — 225 6,56744501259
B0) +1-8-sio i 42 = 259 '7,3493979294
91) 1 — 0 — 17 4 360 B. 7,90739999872
92) 1 — 12 -+ 54 — 200 8,4064832225
93) 1 — 0 -+ 10— 1000 B. 9,6667942323
o4) -1 == 121 42 — 200 _9,7967110389
95) 1 4+ 10 + o0 + 63 B. 10,5644749973
96) 1 — 9 4+ 0 — 192 10,6825010394631207
97) 1'— 9 + 0 — 225 10,8953847301
98) 1 - 48 — 384 — 32832 24,1570820047
099) 1 — 0 — 39 —"16130 25,780928666

100) 1 + 38 — 828 -+ 18226 B. 57,786618077
101) 1 41— 6620 — 329232 99,19583844850481
102) 1 — 0 — 9000 — 1200000  133,9976820415

Vierstufung.
103) 1__.41 +287 9_{3 %% %_’ %, l?;"), 2
104) 1 —10 4+ 35 — 50 —+ 24 Sy 3-8y o
105) 1—14 4 59 — 94 - 48 oar e Y
106) 1 — 0 — 42 + 64 4 105 et Sy,
107) 1 — 0 — 58 4 192 — 135 S8k W
108) 1 — 0 — 58 — 192 — 135 B %9
109) 1 — 26+ 251 — 1066 -+ 1680 St 0T
110) 1+ 6,9977 + 11, 98390132%13 %0,0(_).11 0,0012
— 0,02759076 -+ 0,00001584 3 i
111) 1--0-—220+ 240 + 8064 6 8 12 14
112) 1+54+845+1 B 1 1 (1+341)
113) 1124+ 43 — 21 008 (1 5—7)
114) 1—18 4-935—80—300 K.B. 5 5 (1—8—12)

115) 1+ 1004+ 0—10-+40 02509876733"42603679 B.
0,00231 : :
0,314570219176
0,317880262277 "
99,998999956899



116)

117)
118)
119)

120)

121)

122) 1 — 56 - 840 — 3360 -+ 1680

123) 1 — 8 — 12 4200 — 360 K.B.

124) 1 — 0 — 69,0824

179

1

9,03114157

0,03214358
998,99899799
14+8+13—8+1 B (143—1){U+5—1)
1t—84+14+4—38 B (1——2——2)(1—6+4)
4 — 20 -+ 140 — 400 4 377

(1 — 10 4 24,7958)) __ PN
(1 — 10 + 152041)§ = 5 % | B EE

{ +1000 + 1000 — 0 — 1 B.

0,6612655
B. 0,8083194
2,4595271
7,6065809

0,1715729
0,4384472
4,5615528
5,8284271
0,581214086
5,356389152
15,707854005
34,354542755

{ 3,22095510

{—5—20— 0410

t +1—27 4+ 7 +2 Jo*

3,50931573
5,04422184
6,31395101
4,6843041
4,9375874
'6,6048399
6,0081228

— 6,7522 -+ 1066,0018 B.

0)1'"2+7“7+7U (1*

0,0694318442029754 ) Anlage
0,9305681557970246 Gebmdc
0,3300094782075677{ Anlage
0,6699905217924323 § Gebinde

— 1Y o3
+"1 ¥ 0,3

IRE
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126)'1t — 5+ 13 — 19 4 10

1 2 (1—2+35)
127) 1—0 -+ 12 — 80 + 96 2 2 (1+4-+24)
128) 1—11+49—1014+78 B. 2 3 (1—6-413)
129) 1~=0— 14 + 40 — 75 Siugs . (1—2-5)
130). 1 —0—32 416 4255 =+ 35 (1—8-+17)
131) t+1—53—225+1428 B. 4 7 (1+12+51)
132) 1 — 10— 44824315 B. 5 9. (1+4+4+7)

133) 1—0 4 10—0—11000 B. 10 10 (1—0+110)
134) 1—0 4+ 016 — 3B (1 =22 (14216)
135) 1 +6=-10 +8+8 B. (1+8+4) (1—242)
136) 1 — 4 —3— 4 + 1. B. (1—s5+1)(+1+1)
137) 1—104"20—4—140 K. 1—6—14)(1—4+10)
138) 1—6+12—12+4 B. (1—4+2)(1—2+2)
139) 1 - 100 + 0 — 0 + 90000 B.

10 99,909755900492
140) 1t 4 1 —100 — 1000 + 3936 B.
_ 12 ©3,0980590945

141) 1 — 100 4 20— 30 + 723429 B.
3 { 185 99,0568631358

1427 1 — 10 + 50 — 200 — 147576  B.
22 16,9024969730

143) 1+ 60 + 8 + 10 4 400972 B.
22 57,7866180777

144) 1 —'84 4 1813 — 165493 + 459191} B

£¥38 51,97163260081

145) 1 + 20 + 2 — 0 — 21286930,71745296 B.
63,42 73,526185471
146) £ =+ 1000 + 5 — 0 + 1631904744 B.

123 008,3550070638
147) 1+ 5— 20— 0— 245646976 B.
124 126,5020935502
148) 1 — 10 — 1 + 100 — 2139991526142 - B.
1212 1206,99998974619

149) 1—~0~—4———100~—23187,9mnu B
3 1234 1233;999967464754 1 1~ = S
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150) 1 4+ 10 4+ 100 + 1000 — 2337730154176 B.
1234 1239,00020438679

154) 1 — 60 + 6 — 0 4+ 36
0,88282771897716 59,89966498925613

152) 1 — 1 4+ 4+ 1—4 F.

0,8922322744 0,9232622810
153) 1 —0—2+ 4—8 K B
1,6117662986 2,2942175302
154) 1 o—p 0= 3 23 _FK,
© 2,0526627317 3,7853172532
155) 1 — 10 + 100 — 0 — 1000 B.
2,724940275460 3,605014532528
156) 1 — 5 — 20:=hi0 +=:10000 | (B,
9,3544549773 12,1785101684
157) 1 — 0 — 100 - 1800 — 987654 B.
32,0751465336 32,5776295603

158) t — 0 4 3 4+ 2 — 5 Diimas* 1815. B.6s5.
1,277181214374
0,910949296951
0,183115958711 + i. -,06495561J096

159) o1 — 0:— 24 — 48 #5391
(t—S8 4 17) (1_+8+23) :
160) 1 -+ 4,002 -} 14,01801 - 20,03802 - 25,07005 E.
(1 4+ 2 + 5) (1 -+ 2,002 4+ 5,01401)
161) 1t — 0 + 0 — 10 4 1000 B.
3,9767464559 + i.3,8969036122
3,0767464559 + i.4,0550175075
162) 1 — 0 — 2 + 3 4 10 ,
D = 2,899760992 I* = 3,721590917
D, = 2,899760992 I,* = 2,687022895

163) 1 — 0 + 0.— t .+ 1 Gr. *

D = 1,4542721689823936  I* == 1,4012683671398549
D, = 1,4542721689823936 1> == 0,71363917353690088
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g Fiinfstufung.
164) 1 —4 4+ 1 +10—4—8
165) 1—4—20-+91—76—20

166) 1+5—10—50+25+118 B.

20

168 Figei g
3 7 At
0,0469100770306680 z
0,9530899229693320
0,2307653449471585
0,7692346550528415

168) 4 —0 1407200 @0 1

169) 1—«7-ij5+95—326+312 K.
170) 1 4+2—1 —4—5+2
171) 1 —3—8 4 24— 9+ 27

—~TF N

Anlage
Gebinde

Anlage
Gebinde

F.

X

5 (14541)

iw Q-
O e

1,871917381
2,443310007

2,589208041

4,982184585
G. *
sk 1 0
+ 5V

6747993

Q\ = o[--!—

° oo
® 3=
~3 ~3
tDlﬂ
(S S }
S
® o
NI
o ®
® o
P

3,0530581626
3,0653157913
2 3 4 (1—6413)

2 (1—1—1) (1 +1+1)

3 3 3 (1—o0-+1)

172) 11000 4 10— 30000 —100— 1959190357911 B.

201
224,219977
997,984818

173) 1—1000 +10-—30000 + 100 - 1305291203889 B.

204
182,247 .

- 998,709 .

174) 1—0+0~,Uf270

0,0200040027223
1,2907870784537
1,3092427365978 °
0,001548344578% '

s |

o

+5 . B. Fischer.

i %

1*'= 1,6903251913665
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176)

180)
181)
182)

183)
184)
185)

186)

183

1+ 1+ 041 —295— 36 F.
1,430171338 ‘
2,083879067
2,274823380

D = 0,239227025 I* = 5,309996506

1t — 3 — 244 95— 46.— 101 __F.
0,76834296820
5,23566238388
4,32950931617 e

D = 4,67449603591  I* = 5,79903781161

1 =0 1 d 3 16 s
1 (4243 (—3+5)""
1 —10 1+ 20 — 30 + 40 — 15359498571 B.
t11 D =172,3630128 I* = 11526,558645
D, = 71,3630128 [, == 12004,785236

14 1= 92— 1 F. Gri*

0,640746
D = 0,634082 I* = 0,5258586
D, = 2,274828 L* = 2,967872 :
t—04+0—0+4+2—2 B 0,817471026.
t-—ws+0—0+4+04+1 B 0,860775131

1t +3+2—3—2—2 F
1,059109003

D = 0,495902945 I* = 0,464225243

D, = 3,563206057 I* = 4,067809264

t+642u+9—18+2 B, 16321543782

1—04+0—0-—6—10 B 1,839012511

1410 +0—0 + 100 + 1244567890 B.
68,0470155 :

t+ 1+ 2+ 3+ 4-—330699456789, B. -

_201,118296263

006}
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Sechsstufung.

187) +.— 34+ i — - balemokd o G*
0,033765‘2428984240} Anlage = 1
0,9662347571015760 ) Gebinde =y,
0,1693953067668678} Anlage = 1

. 0,8306046932331322 ) Gebinde =y,
0,3806904069584015 ) Anlage = 1
0,6193095930415985 § Gebinde = y,

Es sind y, y, y; Wurzeln der Dreistufung
¥ — P y? ey — st
188) WHETULT0 F 4 416 =80360 1 36
t 2 3 3 (11— +2) Grunert Math. Wort. VIIL 433
A89) 1= —B—5 + 3 4+ 2—3 B. Leonhardi
: 1 3 0,81877798861598
2,20102289847449
D = 1,01980088709047 [* = 0,277446521780794
190y (109514 FF T —UGISEIRES g IR
1 1,162648526059
191)1+1+1+1+1~—0-1 B.
1 0,63688291630186
192) 14 100410410+ 10+4100-—3557004588291 -B.
111 148,7598106143

193) 1—1000—10-410+10—100-+14981671280829 B.
111 999,99500799469097

194) 1 +24+06—0+0—0—1 B
0,8131336375583 2,0290743613303

o et B B B R o Brebit; bwai s, B.
2,0726288177454 2,2278803524373

196) 1 —SOGLOET0A-ZF - 1o OSSR B.
00099900199’ 2,6303986641882

197) 4 4 106+ 10+ 10 + 0— 0— 1000000  B.
8,70662940653 12,51812246935

198) 1 —0 + 0 —10 4 100 — 1000 — 1°000000 B.

: 9,9498756399488 10,0166532144773

199) 1 — ' 4 0 4+ 100 + 0 — £223 —2'500000 B.

11,3247884493685  12,0399997702395 Drais.
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200) 1 — 12+ 60 —0 4 123 + 4567 — 89012 F.
6,7897668232924

1* = 33,120914585420
I,* = 76,092571923526

0,2734645800
1,5751496880

5,2017456812406
D = 1?,378970344086
D, = 12,790949202034
20) 1 —1+2—34+2+4+ 1+ 1t Gr¥
D = 0,580186992 &
D, = 2,160350024 LA
D =

[~

0,5

0,580163032 LF

Siebenstufung.
202) 14— dad-$ = Nk

138 o2

= 2,3215448900

.

63 i e
Hi—f%Fs T ids a3t G

0,0?54460438?8620‘2} Anlage
0,9745539561713798
0,1?92344072003028} Anlage
0,8707655927996972
0,2970774243113015} Anlage
0,7029225756886985

=1
Gebinde = y,
= 1
Gebinde =y,
=1
Gebinde = y,;

Es sind y, v, ys Wurzeln der Dreistufung

- 7%’(;)' e paliy
203) 1 —0—2-—0—3+4—5+6 FE*

1,1080166 1,5378905
D = 0,6092132 e
D, = 1,2026302 L,*
204) 1 — 0 4+ 0+ 3+ 0 —
. 1,5818592
D == 1,4756817 "
D, = 1,9246556 ht
D, = 1,1328854 I

N

1,9624901
1,0766801
1,6664238

O+0+6‘E.*

I

-1,2044862
1,4352554
2,1940798




186

Anhang zur siebenten Abtheilung.

1%
Derjenige Werth welchen eine Stufung annimmt wenn
die Ursache nichtig wird, heilst das Bleibende (die Con-
stante). Bei der gradnamigen Stufung ist das Bleibende
gleich dem Gebinde aller Wurzeln, bei der ungradnami-
gen gleich dem gegenhaften Gebinde derselben. Hiebei
wird vorausgesetzt dafs die oberste Hohe der Ursache
immer setzhaft sei, also -

F=a+bx+cm’...+;"
Das Bleibende ist a. g3

9 *

- Die ungradnamige Stufung hat immer eine wirkliche
Wurzel, deren Zeichen das entgegengesetzte des Blei-
benden ist. In jedem der iibrigen Wurzelpaare sind
beide Wurzeln zugleich setzhaft oder gegenhaft oder
sinnhaft.

Beispiel.
F = x5 —72% 4 5x* + 952° — 326z 312
hat die wirkliche Wurzel = 4
; ein setzhaftes Wurzelpaar = 2 und 3
ein sinnhaftes Wurzelpaar dessen Gebinde = 13
3 *

Die gradnamige Stufung deren Bleibendes gegenhaft
ist, hat zwet wirkliche Wurzeln deren Zeichen einander
entgegengesetzt sind. In jedem der iibrigen Wurzel-
paare sind beide Wurzeln zugleich setzhaft oder gegen-
haft oder sinnhaft.

Beispiele.

F o= 2228z — 122% - 900z — 360
3,920.:° 3,500.. 5,044.. 6313..
F = x2%.. = 5832 <199 % 135

1 3 5 9 &
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4%

Bei der gradnamigen Stufung deren Bleibendes setx-
haft ist, sind in jedem Wurzelpaar beide Wurzeln zu-
gleich setzhaft oder gegenhaft oder sinnhafft.

: Beispiele. '
F = x* — 14 x5 ~t- 59;-1‘2 —. Yd 3 -1 48
1 2 3 8

F=.x“+5x5_+8.r2+5a:+l

0,382, ;i1 1 2618..

5
Jede obere Stufulg ist durch eine Zweistufung
£ D pp ke B

theilbar, in welcher das Durchmaafs 2 r die Anlage zweier
‘Wurzeln, die Seithohe 1*-das Gebinde dieser Wurzeln
ist. Setzt man x' = y -} r so verwandelt sich die Stu-
fung von x in eine Abstufung von y, welche aus einer
gradnamigen und ungradnamigen Theilstufung besteht, die
den Gemeintheiler y* - /> — r2 haben. Die Zweistufung
ist sinnhaft oder wirkhaft je nachdem /* — r* setzhaft oder
gegenhaft ist.

1. Beispiel.

F = 2% — 152 4 Tla — 297 Te=y-42
G y® — Oyf -L 939 00F o 2 o
H = y* 4+ 23y = (>4 23)y
, K =992 4207 = (y2 4 23)9
12—r%2 =193 o 12 =97
~also  F durch 2® —4x F 97 theilbar.
2. Beispiel. -
F = a*—11a* 4 492> — 101z + 718 a2 =y 4 3
S SRPLE S O R pRe iy S R
H ——

=3 by = (2 + 4)y°
K=y 4+ 4y = 2+ 4y
12 — p2?2 — 4 r?2 = 9 12 = 13

also g F durch 2® —6a 4 3 theilbar. .
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6 *

In einer Stufung von x heist jeder bestimmte Werth
der Ursache x eine Stimme. Jeder Stimme entspricht
ein Stufungswerth.

Wenn die Stufungswerthe xweier Stimmen enigegen-

gesetzte Vorzeichen haben, so liegen xwischen diesen
beiden Stimmen eine oder drei oder finf w.s.w. Wurszeln.

Wenn die Stufungswerthe xweier Stimmen einerlei
Vorzeichen haben, so liegen zwischen diesen beiden
Stimmen keine oder zwei oder vier w. s. w. Wurzeln.

Beispiel. :
 F = a* — 8a% — 122* + 200x — 360
Wurzeln  5,044.. 3220.. 3,509.. 6313..
Stimmen 6 i 2 0 B 1
Stufungswerthe 1032 384 728 360 3 8 109

Von den Wurzeln liegen : :

keine zwischen zu.g.. 4u.0,4u.3.. 2u.0,2u.3.. 0u3..

eine zwischen 6u.4.. 6u.2.. 6u.0.. 6u.3..
eine zwischen 4u.7 ‘
“zwel zwischen 4u.4.. 2u.4.. Ou.d.. Jud..

drei zwischen 6u.4.. 4u.7.. 2u. T 0wt 3u.T:
vier zwischen 6u.7 :

‘7% Harriot. Descarfes. 1637.

Man fasse in einer Stufung alle auf einander folgenden
Glieder von einerlei Vorzeichen in die Grofsen m,n,p, q..
zusammen, also F = m —n + p — ¢

Man binde diese Stufung mit x — @ :
F.(@Ex—wo0) = mzx — (nx+ mo)

+ (px 4+ nw) — (4= +pw) + qw
oder F=m—n+p—4q¢+.r '

‘Jede hinzukommende setzhafte Wurzel vermehrt also

die' Anzahl der Vorzeichenwechsel um einen. - Hieraus
folgt :+ \
Eine 'Stufung hat hachstens soviel setzhafte Wurzeln
als Zeichenwechsel.
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Nimmt man in ihr das zweile vierte u. ff, Glied mil ent-
gegengesetzten Vorzeichen, so hat sie hichstens soviel
gegenhafte Wurzeln als diese newe Stufung Zeichen-
wechsel. : ; : ;
Beispiel.

F = x° 4+ 132%* — 442° — 8482 — 4322 + 6480
G = x° — 132* — 442 4 848x* — 4322 — 6480

Hier hat F zwei und G drei Zeichenwechsel, also

hat F hochstens zwei setzhafte und drei gegenhafte

‘Wurzeln.

| 8 * ~

Eine Stufung mit lauter wirklichen Wurzeln und ohne

fehlende Nebenzahlen hat also soviel setzhafte Wurzeln

als Zeichenwechsel und soviel gegenhafte Wurzeln als
Zeichenfolgen. .
Beispiel.

F o= o° 4 34x* — 446 2% — 2456 2* 4 3613z 4 5590

hat lauter wirkliche Wurzeln Fi g uag asgy 1o

darunier sind zwei setzhafte 2 13 wegen _ger zwei Zei-

chenwechsel, und drei gegenhafte 1 5 43 wegen der -

drei Zeichenfolgen.

9 * Olivier 1826.

Man bildet aus einer Stufung durch Einrahmung (79.)
eine Abstufung deren Wurzeln die Zweithohen der Wur-
zeln der Stufung sind. Dié Anzahl der Zeichenwechsel
der Abstufung ist (7%*) die hochste Anzahl der setzhaften
Wourzeln der Abstufung, also die hochste Anzahl der °
wirklichen Wurzeln der Stufung.

Beispiel..

Stufung 25— 0.2% 4 1.2® 3322162 F 15
Abstufung x'° 4 228 - 332° -} 23 2% -} 1662% — 225

Die Abstufung hat wegen ihres einen Zeichenwechsels
héchstens eine setzhafte Wurzel. Also hat die Stufung
hochstens eine wirkliche Waurzel.  Sie hat aber (nach 2%).
wenigstens. eine wirkliche Wurzel. . Also hat sie-zwei
Sinustufungen, : oy
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10* Newton,

_ Bei einer beliebigen Reihe von Grifsen sei
r, die Anlage der einzelnen
r, die Anlage der Gebinde von je zweien
r; die Anlage der Gebinde von je dreien
WS g
s, die Anlage der ersten Hohen dieser Grofsen
s, die Anlage der zweiten Hohen derselben
s, die Anlage der dritten Hohen derselben

i BEE TS A
ED:istrig F =me
S; = s —— 1'2.2 $
Sz E= Ty 8, —— ISP a0
54 == Py Bgin Lol 8y 11 15 o8y — il
Woisls - s

Siehe Math. Wrterbuch L. 465. 495, VII. 423. 424.

Jede gleichmiifsige Wirkung (symmetrische Funktion)
dieser Grofsen lifst sich durch die Anlagen s, s, s, . . .
also durch die Anlagen r, r, r; . .. ausdriicken. Sieht
man diese Grofsen als Wurzeln einer Stufung an so sind
r, Iy s . . . die Nebenzahlen derselben. Also lifst sich
Jede gleichmdfsige Wirkung der Wurzeln einer Stufung
durch die Nebenzahlen der Stufung ausdriicken.

11 * Lagrange 1767.
Bei einer beliebigen Reihe von Grofsen sei
n = s, ihre Anzahl :
s, die Anlage der ersten Hohen
s, die Anlage der zweitefn Hohen
TR
u, die Anlage der zweiten Hohen der Unterschiede
u, die Anlage der vierten Hohen der Unterschiede
T B4y 1t
Die Stufenzahlen seien wie in 42. bezeichnet so ist

T
A 1 ¢ ;
Uy z==ins, — 3285,
t : 2
Uy ='ns; —~ 4.5;8 +5:45,5,
£ 3 2
Ug, == N Se:7+.:0 8.8 - 8,8, — L0 8:5
¥ 2 3 14
iy i=tntepia 8558 188l L 89 0s . - 188

U=k 1
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12#* Waring 1762. Lagrange 1767.
 Man bilde aus einer Stufung eine Abstufung deren
Wurzeln die Zaweithohen der Unterschiede der Wurzeln
der Stufung sind. '

Dieses geschieht auf folgende Art. Die Nebenzahlen
seien in der Stufung r,r,r, .. in der Abstufung t, ¢, 1, ..
Aus ry 1, ry .. ergeben sich nach (10*) s, s, s, .. hieraus
nach (11*) u, u, uy .. hieraus wieder nach (10%) ¢, 1,1, ..

Wenn in dieser Unterschiedsabstufung die Zeichen-
wechsel nach (7*) lauter setzhafte Wurzeln anzeigen,
so hat dic gegebene Stufung lauter wirkliche Wurzeln.
Die hichste Anzahl der gegenhaften Wurzeln der Unter-
schiedsabstufung ist gleich der hochsten Anzahl der Sinn-
stufungen in der gegebenen Stufung.

Wenn n die Stufe der gegebenen Stufung ist, so ist
n{n—1)

$ 52 _
obern Stufungen fiihrt dieses Verfahren auf zusammen-
gesetzte Ausdriicke, welche keine ausiibige Brauchbarkeit
haben. Fiir die Dreistufung ergiebt sich folgendes:
Stafang . ES ——tox? s ety ;
et —ib =1 ta—tbe+t P = D -
Abstufung . . 9% — 1812y 4 81 1%y — 108 (I° — D?)

‘Wenn also sowohl I* als I° — D? setzhaft sind, so hat
die Abstufung drei setzhafte also die Stufung drei wirk-
liche Wurzeln. Wenn eine dieser beiden Bedingungen
nicht stattfindet, so hat die Dreistufung eine Sinnstufung.

die Stufe der Unterschiedsabstufung. _ Fiir die

Beispiel.
x® 1 422 — 67 4+ 110 Wurzeln "2 75 11

1% e a1t Bes 2758

9 27
y®— 434y 4 47089y — 389376 Wurzeln 9 169 256

13 * Tailor 1715.
Es sei die Stufung: ] :
F=a+5x+cx2+bx3_...+:c"
so sind ihre Zugeleite : ;
b 4+ 2¢cx 4+ 3bpax2.
2¢ 4+ 6bdx
6d

F,
F”S

i

. 58s ok
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Man setze stait der Ursache x eine andere Ursache y
und eine bestimmte Zahl oder Stimme r, so dals x =y }r.
Man bilde mittelst des Stufensatzes 42 aus der Stufung ¥
eine ihr gleiche nach y gereihete Abstufung &, so ist

WAL SRR Gy S TRIS By 4
~ F, gyt e F,
] : = F = ! = -2 i B
qnd A ey T A T3 D ey
u. s. f. wenn man iiberall die Ursache x durch die Stimme r
ersetzt,

14 % l\eutan 16/6.

Es'sei-alles wie i vorigen Salze 13% so’ giebt jede
Wurzel der 'Abstufung G eine 'Wurzel der Stufun«r s 3
durch die Gleichung 'z ==yt Man nehme dle
Stimme r sehr grofs an so werden in jeder Nebenzahl
%A.%.,6, die iibrigen Glieder gegen die hochste
Hohe von r unbetrdchtllch sein. Alsdann haben also die
Nebenzahlen % B € . . . entweder abwechselnde oder
einerlei Vorzeichen je nachdcm die Stimme r gegenhaft
oder setzhaft ist. Hieraus folgt:

‘Es sind swet Stimmen vorhanden, eine friihere deren
Abstufung in Riicksicht auf die Vorzeichen lauter Wech-
sel, eine spitere deren Abstufung lauter Folgen hat.
Zwischen diesen beiden Stimmen liegen alle wirklichen

Wurzeln der gegebenen Stufung F . ’
Die friihere Stimme von der spdtem abgezoven giebt
eine setzhafte Zahl.
Bezspwl.
x* — 1000 2% + 5 x* 4+ 1631904714
r¥ — 10007 4 5r* 4 1631904714
4r® — 3000r% 4 10r
6r2 — 30007 4 5 ;
4r — 1000 .

e
TEARE

1 : =
Abstufung G = y* 4 Dy* + €y* 4 By 4 A

Stimme

1 ..9*—10049% 4 301192 — 3014y + 1631905720

999 . . y% 4+ 2996y° 4+ 2091011y -
1 994018986 5 4 639891720
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15 % Fourier 1789 — 1831.

Es sei alles wie in den vorigen Siitzen 13%, 14%,
so Lifst sich leicht aus dem Satze 81. folgendes beweisen:

Wenn die Stimme r die letzte Nebenzahl % vernichtet
ohne die iibrigen Nebenzahlen B, €, D u.s. w. zu ver-
nichten, wenn also diese Stimme eine wirkliche Wurzel
der Stufung F ist, so vermindert sie in der Abstu ung G
die Anzahl der Wechsel wm 1 . a1y

‘Wenn aber die Stimme r cine der iibrigen Neben-
zahlen B, €, D u. s. w. vernichtet, ohne die letzte Neben-
zahl 2 zu vernichten, wenn sie also eine wirklich¢ Waurzel
derjenigen Stufung ist die der vernichteten Nebenzahl ent-
spricht, so vermindert sie in der Abstufung G die Anzahl
der Wechsel entweder nicht oder um 2

16 *  Fourier.

_Es sei alles wie in 13% 14* so ergiebt sich aus 15 %
folgendes :

Fiir zwei belichige Stimmen r und +* bilde man die
- Abstufungen G und G’. FEs sei r' —r = u ecine setz-
hafte Zahl, so heifst r die friihere r’ die spitere Stimme,
G die friihere G’ die spitere Abstufung. 'Man wihle
rund r’ so dafs in G und G’ keine Nebenzahl nichtig
werde.

~Wenn beide Abstufungen eine gleiche Anzahl von
Wechseln haben, so liegt zwischen ihren Stimmen keine
wirkliche Wurzel der Stufung F .

Wenn die Anzahl der Wechsel in der spitern Abstu-
fang wm eine ungrade Zahl kleiner als in der frithern ist,
so liegt zwischen ihren beiden Stimmen eine ungrade An-
zahl wirklicher Wurzeln der Stufung F, wenigstens aber
Line. '

Wenn die Anzahl der Wechsel in der spitern Abstu-
fung um eine grade Zahl kleiner als in der friihern ist,
so liegt zwischen ihren beiden Stimmen enfweder Leine
wirkliche Wurzel der Stufung F, oder eine grade An-
zahl derselben.

Wenn die spitere Abstufung zwei Wechsel weniger
als die friihere hat, zugleich auch simmtliche Nebenzah-
len mit Ausnahme der beiden letzten dieselben Vorzeichen

25
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in der einen Abstufung wie die gleichslelligen in der
andern haben, so bilde man nach 81. die Verbessérungen

9
% und %1 :
. Wemn dann der Unterschied beider Verbesserungen
% — 2 [y,
B, B :

so liegen zwischen beiden Stimmen » und r’ xwei wirk-
liche Wurzeln der Stufung F. Diese konnen auch cin-
ander gleich scm, in welchem Falle diese Wurzel sowohl
die - Stufung . F als ihr erstes Zugeleite F, ‘emlchtet
Beide haben alsdann‘einen Gemeintheiler.

‘Wenn die spitere Abstafung zwei Wechsel weniger
als die frithere hat, und eine Zwischenstimme eine der
Nebenzahlen vernichtet oline die Zeichen der vorhergehen-
den'und folgenden Nebénzahl zu verindern, so entspricht
diese anschenstxmme einer Sinnstufung.

: 1. Beispiel.
‘.F = x5 4+ Bx* —10x® — 50z + 25z + 118
Wiiizeln: « 4,98.. . 2585 1,87 2 . 244l .
WU = 5.4 5r% 10> — 5024 25r + 118
B = 5% 4290, 3072 —100r + 25 e
G =-10r% F"30r2 —= 30r — 50 '
D =102 4+ 20r — 10
C = Hr. 4+ H
% = d
B I o b S
A d Anzahl
Stimme , Ze:ic‘;’;e:l
L5120 4 140 — 400 4400 — T < 3.
Bt 45 A 102+ 90 ~% 9 p 114 4
*3_...1-_10+ 20 40 ~— 80 4 25 4
L2 1= T 2 4 561 — 29— 3] 3
oL RN AT 9 SN 2
o b1 4+ 20— 40 — 80 + 89 2
**.1,;.;1-{-1-2-1)--}— 214 61— 99} 4 4255 2
3ol 204 1404300 5} 400 4121 0




& = 0 v PG S V0™ GBS F e o B
ok o= 4 BEQLH goR R FOT A TS T
L I e - Eb i & GeHen S L el U 1
c By afps IS | Che % § 17 v § ity oI €0
3% €8¢+ 6o'F © ~ SRR T-R'TT 55 e bedeay i dn
14 C6°G -+ S6F = ) 6600 T B T T 10°0
] 7895 F 680 16% +2m ' QROF T QU R0 G ey B By
9 e =31 F He — S0l + e 4+ F — - 0
g 2 BEE L HEET S T A m_+ a8 —TOgF M BL S )8
ey B2 " TS Dok © Q) S0 —3 88 . Rig o ki ¢
"5 14ty : 1 ourmg
5 4 At #$9 + 5+,§+ Q+&@+a =9
JuEe &
: =9
& — 4 18FE TR
. 10l — £1CC =D .
, € — 400 — 4160 = @
b 16, 2208 — I8 D
G == 4B T gl — 0] —gd ) =
Ve e i S PR P M = = 6 G
2.8 268°) CLTR0LT TS o0 UPZIOAN
9T lrga= e pi e g - R — = B

‘1udsiagy g
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17 % Fourier.

Ergiinzung des in 81, angexeigten Verfahrens' xur
Berechnung  gendiherter Werthe der Wurzel. .

Es sci der Unterschied der Stimmen ' —r = u und
diese Stimmen seien ecinander soweit genihert, dals alle
Nebenzahlen der frithern’ Abstufuhg G mit Ausnabme der
* letzten Nebenzahl 91 dieselben Zelcheu wie in der spitern
Abstufung G’ haben, dafs also zwischen r und »" eine
wirkliche Wurzcl der Stufung F licge. Es sind A B €

und %, B, @ die Werthe welclie F 1;, IF?’ fiir » und r’
annehmen, Alsdann smd zZyvei cn"erc Grenzen der Wurzel :

fiir den Fall wo % und € emcrlel Zeichen also U, und G,
verschiedene Zeichen haben:

A A
Cp e anadt o —
{ §50it ' % § %
fiir den Fall wo' '% und ¢ verschiedene Zexchen also
A, und €, einerlei Zelchen haben':
A A,
P2 L cund 1 — —
& | B,
Zur fortgesetzten Anniherung geht man von derjenigen
Stimme aus, fiir welche U € oder YU, €, einerlei Zeichen
"haben.
2 &

Der jedesmalige Fehler ist kleiner als u? . 3

wenn man fir B das kleinere, fiir'€ das grofsere der
beiden nimmt.  Damit also die Grenzen schnell zusammen-
riicken mufs folgende Bedingung stattfinden. Es seien
m und k ganze Zahlen so dafs 10 gleich oder kleier

als —1— , 10% gleich oder kleiner als = . « Es mufs
i

@

~m - k gleich oder grofser als 1 sein.

Beispiel.
2t — 1227 4+ R2x — 42
erd = 1278 oy 42T 4D
2 200+ 142 \
s 4D Y

@b?":ém
I
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r _@ B 5 A
1,38 16,186 9,349932 0,001848728
1,739 6,783 9,336363 0,007494419+

0,001848728 '
138 i §951 Y B ol TaY $0 ehet =-— 17 LIS e
1,738 0350033 ?,43813‘7}
: \ 0,007494419
ey s DT O IT S e s dagiyios
1,739 9519933 - 1,73819845

Der Fehler ist kleiner als unglolad
0.000001 % 2™ oder als 000000073

also sind die beiden niichsten Grenzen der Wurzel

17738197 “ : i OIS
1,138198
: 18 * Sturm 1829.
Man scize dic gegebene Stufung F = a, ibr erstes
Zugeleite F, = b, und bilde aus ihnen eine Reihe von

Abstufungen ¢, D, ¢, u.s. & deren Stufe immer um 1.ab-
nimmt, durch folgende Gleichungen

0+C=q.b

Bt Dars gt

GO S frah
g Sk

wo ¢ ¢, g, u. s.f. Einstufungen sind.  Dic Stufungen
b, ¢, b, konnen auch mit setzhaften Zahlen getheilt oder
gebunden werden. >

Die Stufung F = a habe lauter ungleich¢ Wurzeln,
so wird eine Stimme r welche eine der Stufungen b ¢ d
u. s. f, vernichtet, weder die vorhergehende noch folgende
vernichten ;. aber ihnen entgegengesetzte Zeichen geben.
Wenn die Stimme r die Stufung a nicht vernichtet, also
keine Wurzel von F ist, so #ndert sie auch die Anzahl
der Zeichenwechsel der Reihe nicht. -'Wenn also zwischen
den beiden Stimmen r und r’ keine Wurzel von F ent-
halten ist, so haben beide Reihen eine gleiche Anzahl von
Wechseln und umgekehrt. . 'Wenn zwischen den Stimmen
r und r’ eine Wurzel von F enthalten ist, so hat die
spatere Reihe einen Wechsel weniger als die frithere und
umgekehrt.  Soviel Wechsel die spiitere Reihe weniger
als die friihere hat,' soviel wirkliche Wurzeln von F
liegen xwischen diesen beiden Stimmen r und r' .
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1. Beispiel.

A% Frgw, i euila? 4 429 2
oks td e T 55 e e o i 1 A2 iy
brr— r® — 8r + 14

Citar= B lad—=t 50

D..=..1 ‘

bummcr ya v D £ b a . |Wechsel

0 ST Y — 42 3
o L R S Uy i i o o il
9 felg a3 g0 — 5 4 2
BT hoarsith oo e 180 50
4 + 1 4 1= 2 — 2 |
i I e e O E AR 1
B B W S e et s tee
Feobiifod) ol 2 ahandi okl Al 0

Die: Stufung, hat also drei wirkliche Wurzeln  Sie
licgen Z\nsdwn L. 3w 4% 60us ¢ -,

2. Beispiel.

F = 2%+ 6a%+ 20a— 15

‘a = 1%l 57t 4 20r — 15

b o= S P A 19 3 Sebn o

¢o= — 167 1.9

b = 1

Sthmme r ) ¢ b a chchscl

08/ fial o wpiigoneld Gos 0ol 2
O =1 4 5 4 20 — 15 Vo
2 ~—1‘—27+ 8 4+ 9 i

Die Slufung hat also nur eine vnrkhchc Wmml Wi .
schen .0 und 2.

- ‘ 19 * Hudde:

" ‘Wenn' einc Stufung mehrere gleiche Wurzeln hat,
sohat ihr erstes Zugelcxte dieselben gleichen Wurzeln,
;edo('h eine weniger.

(x--—y)"’ H5 08 ._(x-—-r)’" 3 (n1H+(x~—r)H,)

Bewpwl
I‘=‘- 2>,L"+))"L———10(8.1-%—1(10——(.1:—»() (x—n)
Pt LS l()7Q=(”(—~7) (4x——22)
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20 %

Line Sinnstufung x* — 2 rx 4 1?2 oder ein Gebinde
von Sinnslufungen ist fiir 7mhn wirklichen Werth der
Ursache x setzhaft. Denn wenn dieser Werth von x
sehr grols ist, so verschwinden dic beiden andern Glieder
gegen das erste, und die Sinnstufung ist also setzhaft.
‘Wenn sie fiir eine andre Stimme von x gegenhaft:sverden
konnte so miifste (6%) zwischen beiden Stimmen eine wirk-
liche Wurzel der Sinnstufung liegen. Die Sinnstufung
hat aber keine wirkliche Wurzel.

21 *  Rolle 1690.

Zwischen je zwei wirklichen Wurzeln einer Stufung
liegt eine wirkliche Wurzel ilres ersten Zugeleites.

Es sei die Stufung F = G. H, wo G das Gebinde
aller wirklichen Emstufunven, H das Gebinde aller Sinn-
stufungen sei.  Es scien F; G, H; die ersten Zugcleite
so ist F = G, H + GH die Stimmen IRTIRT I CUY
seien sammthchc wirkliche VVmulu von F mnach ihrer
Grifse gereihet, so verschwindet G fiir jede derselben,
und F, nimmt also den ‘Werth von' G, . H an.

Die Einstufungen seien x — rl = y X~ Ty = Yoo
s0 ist G = y, % 15 %5

‘Wenn man der Reihe nach eine dlcser Einstufungen

weglifst so seien die Gebinde
4 Py = Yo ¥5¥a - P2 = %1 Ys¥ae-. WS 1L

also ist Gl—l’+P2+P5+I’4"' :

Fiir jede Stimme r verschwinden alle p aufser einem.
Fiir die Stimmen r, r, r, .. nehmen die (;cbmdc PiPals
also auch das leelelte G, die Werthe p, p, P;... an.
Das Gebinde H dex Sinnstufungen nimmt (20 *) die setz-
haften Werthe £, $. H3 ... an, also nimmt das Zu-
geleite F, die Werthe p,.$; p.9H, pHs ... an., VVenu
dbCl die Stimmen r nach ihrer Grolse gereihet sind,
sind die entsprechenden Gebinde p abwechselnd setzhaft
und gegenhaft.  Also (6*) hat das Lug,eleltc E, zwischien
je zwel Stimmen r, d. h. zwischen je. zwel wuklxchen
Wurzeln von F eme wirkliche Wurzel. ' Hieraus folgt"
noch dafs die Anzahl der wirklichen Wurzeln von I
hichstens um 1 grofser ist als die Anzahl der wnkhchen
Whrzeln des (\|<lon Zugeleites F,
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Beispiele. (Fink Algebra 1841. 368 u. 1)

I)F—__—_x"——SJc—}—(‘) W i v et
BAEARRERL, i wudli s 1,6329931
0,81855805 16329931
932887218 + e 163299:

) Fo= x*— 9x + 2 Foe=3x%—=9
3,1054826165 e fletil
0,2234620716 70 * e i, g R0208
2,8820205449 ° v e L ¥ v

3D F=a*—122*4+ 3 +2 F, = 42" —24x + 3
= (x®+ 3x—2) (x*—3x—1)

35615828 o 2,50074795
T R 0,12532800
001 00 s et s 2,38441986
3,3708287 ‘

4) Fe==x*—4x* x>+ 6x+4-2 F,=4x*—122*42x4-6

= (2®-2x-1) (x*~2x~2) * = (x=-1) (Ax*=8x—-0)

‘_-"7320508 . 0,5811388
0,4142136 &
2 4142136 | a3
TR < . 3 2581138

Drilioes gt . a¥ L ORC Y F, = 4x* —2x — 2
T =(x-1) (4’ +4x+2
1.194808781066 (1”0 e e,
RTYT gL

eine Sinnstufung.
6) F=a*— 524 To—23 F, = 42— 10% 41

2,787272418 Ttk e
0302213050, - -5 n Lt 1,8355620

) Fe=a® 10234508 —21 « F, = 5x%— 302250
0,436293721972 zwei Sinnstufungen,

zwei Sinnstufungen.




Achte Abtheilung. :
Perechnung der Hohennamen.

S4.
A ;
Line Reile fiir den Hohennamen einer Ziahl wu Sinden.

Es sei die Gleichung & = 10~ :
so heilst (32.) x der iibliche Hohenname von 4 und
wird bezeichnet durch— L = .x :

Es sei n eine beliebige Zahl, so ist (19.)

W b 10
Es sei: b = 1.4 a- . Aber 10 =t +E G
also (A4 a)m = (14 9

Nun folgt aus (44.)
(1 o)™ ems 1 —}-#—a +'-’%“‘Tl)a2...
nx nx (nx —1)

A+9w = 1+ 9+ —=—

Man ziche von beiden Reihen rechts 1 ab, und theile
den Unterschied durch n, so ist

AT

n-—1 n—1)(n—29
p=a+ e 4 OO0,

qQ = x.9 3 ‘.r_%r_ig__l_)_gz'_*_ x(nx—1)(nx—2)

Q3
1759 58 P

und g

Da die Reihen p, ¢, einander fiir jeden beliebigen
‘Werth von n gleich sind, so miissen erstens diejenigen
Theile derselben, welche die Grofse n nicht enthalten,
und die mit P und Q bezeichnet sein migen, einander

26
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gleich sein. Zweitens miissen die Nebenzahlen gleicher
Hohen von n einander gleich sein. Es ist also

P =ia—13%a 4+ }a* —%a* ouis
Q & - 2(9+—3.9°4 19 —-194 . )

und o 325
Der Werth dieser beiden einander gleichen Reihen

beifst der schlichte (natiirliche) Hohenname der Zahl 5
und wird durch 1& bezeichnet. Demnach ist:

b =a — %ad® + 2a® — 1a* ..

Da diese Gleichung fiir jeden beliebigen Werth- der
Zahl b gilt, so gilt sie auch fir b=10, wo denn a =9
ist. Also -

110, = 0 —10% - 19%4iuif9%iin
Aus der Gléichung P = Q folgt also:

-0 = &y 110 Aber 2 = Lb
; lb
AlSO Lb = -ITG-

d. h. die Theilung des schlichten Hohennamens der Ziahl b
mit dem schlichten Hohennamen der Grundzahl 10 giebt
den iiblichen Hohennamen der Zahl b .

: 1
Es sei ferner L 10 = =
so 1ist Lt =k . 1lb =i &

Es sei&5i Sl ="y, RO ist == kY

Aber b= 10% ,  also b= 10F »

Es sei bezeichnet 10k -="¢ , soist b = e

Die Zahl e heilst daher die Grundzahl der sehlichien
Hohennamen.

85.
Die Reihe zu finden welche eine Zahl durch ihren
schlichten Hohennamen ausdriickt.

Es sei y der schlichte Hohenname von &, und e die
Grundzahl der schlichten Hohennamen, so ist (84.)

b mes ey



Es/ sei i eine belicbige Zahl, so ist (19.) «
; bt igmR

Man selze e = 1'+ d - sosist (443) =

7 ok il “(”———1)‘2

a5 13 Rl (rz;l)(;zmQ)- :
TR sy diabionbar Dot ym oagase
so ist en = ({I'+dm ="t 3 nr

Es sei m eine andre beliebige Zahl so ist (19.)

eBn z==h(l o

8l

mn _’2 DR 2.2
also (44.) em = 1 4- 3 nr 4 gyt
odis” == I -f -'l'-!-r b mn(mn—n) |,

3% L
Man bestimme m und n so dafs mn =y

so ist ’e-” == +%r+-}%sz,—12r2...

Da diese Gleichung fiir jeden beliebigen Werth von n
giiltig ist, so wmiissen diejenigen Theile zu beiden Seiten
welche die Grofse n nicht enthalten einander gleich sein,
und die Nebenzahlen der verschiedenen Héhen von n
miissen nichtig sein. . Aus der ersten Bedingung folgt

Sl W A T R
T T ol s

‘Hier ist R derjenige Theil von r welcher dic Grofse n
nicht enthalt. Es ist aber

——} (r:-—l)(,,;g)
a2 By Sryac o
k. el T T ]
Derjenige Theil von r welcher die Grofse n nicht ent-
halt ist also
. doiwhlh F I8 = & =R ¢
Also (R4.) 14+ d = R
oder. , le =— R,‘ i 35
also s B by
w1

also R
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y Y
+‘T+ +1=)3"
+§+ 5+ 5

also ———¢x

/ll

oder - b == }’
2.3

wo'y der schlichte Hdhenname von b ist.

86.

Den llii]cennamen einer Zahl xu berechnen.
Es sei b =14 a, so ist (84.)
lb.._a——-%a + 1a® — La*.
Man setze el =2 11h-—a:)15 80 ist
le =.,1 (a4 §a® + FasFgars; o)
Es ist aber (35.)

Lc 4+ L-%- = 0
also 110, Lec 4+ 110 L% 4 ¢
also (84.) lc + l-l— = 0
. 14

also l%z'a—-]—%dz-{—%a“"—}—-?a‘...

- Man setze m = 2a 4 }d* 4 20°
= 3d*4 2a* 4 2a°

soist b = Im —}r -:— = im + Lr
1 1

also b +1l— = m l— —1b = r
Cc c

abar - min el l(-b—) o “)
: % 1—ua

L ) (rzv)

1+4a
‘S_etzt man also Yon = 1__“2 =i F
50 ist - tis==) m=; lf.._x

Es sei n eine beliebige setzhafte ganze Zahl. © Man
nehme fiir @ einen achten Bruch: an’ und hesmmnc ihn

* darch n'.



Wemn a4 = — | so-istEfioms

so ist di =

Wenn d. = - ] )
et ’ e}

Fiir einerlei Werth von n ist aber offenbar e
A < nc—-
kleiner als -1— . Also giebt die Reihe m fiir _einen klei-

nern Werth \on a denselben Hohennamen als die Reihe r
fiir einen grofsern Werth von ¢ . Da nun diese Reihen
desto grenzhafier (convergirender) sind je kleiner a ist,
so benuizt man zur Berechnung der Hohennamen VOrzugs-
weise die Reihe m, wo

{ 3 “2,,
— d -_ D er——
s b, 1—a nEizeit
m = 2a 4+ 3a* 4 2a® 4 247 ...

Man setze der Reihe nach
n gleich 2 3 8 9 11
so ist a gleich 1 17 5 ¢ e O
1 4 9 2
i d gleich § i &3 8 136
Setzt man diese Werthe von a in die' Reihe m, so
erhilt man die schlichten Hohennamen
4 9 64 )
0§ Y g N STad
und hieraus die Hﬁhennamen der Stammzahlen 2°56:%,11.
Denn es ist

12 = 214 + 13
13 = 313 4 213
15 = 413 — 412.— 1§}
1T =612 — 213 — 194

200 = 312 4 13 4 15 4 113}
Aus den Hohennamen von 2, 3, 5, ergeben sich dic
Hoéhennamen von 4, 6, 8, 9, 10 12,
Auf demselben VVe"e finden sich die Hohennamen der
folgenden Stammzablen, Denn wenn

ey 1 & 14a o n®

T R B Bl (e DY o b
soist m = ld = 2ln — I(n4-1) — I(n—1)
also 2In = m + (1) l(n-...l)

1"Wenn hier n eine Stammzahl ist, so sind n-=1, n—1
grade: Zahlen, und. ihre - Hohennamen werden also. durch
die Hohcnnamcn kleinerer Stammzahlen bestimmt, Z. B,
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m, 4 312 43 40U a =v

L= =0 3’.‘)7
R l‘2l|7=1nu+512+213 ¢ g b,
n=19 2019 =m,+ 312+ 213415 a =,

Aus 110 ergiebt sich &

7 T Vg

Man selzt statt

der Stellen des schlichten Hohennamens einer Zahl die
entsprechenden Vielfachen von %, so ergiebt sich der

iibliche Hiéhenname dieser Zahl.

2all | XA 0,2857142806
3 a*SCoey : 1943634

7 o tith 23790
% alapsios 347
%a"'. C 2% 6

13 = "0287682072

i TIT
2a ... 0117647059
Zat PR 135694
i e 282

a = iy
2a .. .:0,015748031
3ab. U 326

184 = 0015748357

a = q{y
2a....0012422360

el : 160
T l8p = 0,012422520

POl s 7
2a . ..., 0008298755
Fn 48

“dd4d - 0,008208803

19 = 0,117183035

. 0,575364145

¥2q7 1
12 ... 0,117783035
12 = T0,693147180
313 .. 0863046217
219 ... 0235566071
13 = "1,098612288
4135 ... 4,394449154
412 —  2,772588722
185 — 0,012422520
15 == 1,609437912
612 ... 4158883083
213 — 2,197224577
144 — 0,015748357
1T = "1,045910149
312 ... 2,079441542
13 .. 1,008612288
13 . .. 1,609437912
1135 . . 0,008298803
2111 . . . 4195790545
111. . . 2,397895272
12°...'0,693147180
05 ... 1,609437912

110. . 72302585092
B ed oy

. 20,4342944819

. 0,8685889638
- 1,3028834457
.. LI3T1T79276
. 91714724095
.. 26051668914
. 30400613733
o 34143558552
Y

3,9086503371
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6. . 2005766891 ol e £ 1842944819,

9 390865034 09 . .. . 390865034

8. L UERTS 8 oo TGRS

S T 4342904 M 2605767

4 173718 |l 43429 .

1 30401 Didtioe 8686

1 134 afgilidaz, 868 b

8doiz 3¢ 347 seglogiiany 13497
L2 = 0,301029995 8 3o

L3 = 0477121

1 ... ) 4342944819 1 i 434‘)944819.

6 ....9205766801 9 . + 3908650337
09 . ... 39086503 & 1737117793

" S 1737178 ik 21714724°

3 130288 9. 3908650"

ey 30401 1. 434929,

g O Lae 3908 OET0cRITa0 0 w484

;5! : 43 s 174

SRS H 9 e 39
L5 = 0,698970004 LT = 0,845098040

2 . ... 8685889638 L2...0301029995

3 . ... 1302883446 L3 ... 0477121254

9, 390865034 L4 ... 0602059991

T 0. 30400614 L5 ... 0,698070004

B rsiox 3474356 L6 . ..0778151250

390865 L7 ... 0845098040
21715 L8 ... 0903089986
868 L9 ... 0954242509

1

_— 0 =l O D

304 L,
LD 9 L1l .. 1,041392685
L 11. = 1,041392685 L12 .. 1,079181246
Allgemein :
L(l+a) = ka — Lka® 4+ }ka®. .
:+: = 2ka 4 3ka® + 2Zhat.
" Beispiel. :
.". 3LT 2535294120
g o 142 (lha) L4 0602059991
a'= s 2ka 316426°
1319 = "4'.7° L1373 = 3,137670537

i $ O O R —eeem



