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ГЛАВА 1

ВВЕДЕНИЕ. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ.

Предметом теории уравнений математической физики

является изучение дифференциальных, интегральных и

функциональных уравнений, с которыми встречаемся при

изучении различных физических явлений. Указать точные

рамки этой обширной дисциплины довольно трудно. Наш

курс посвящен изучению дифференциальных уравнений с

частными производными второго поредка и одной неизвест-

ной функцией.

В отличие от общей теории дифференциальных урав-

нений в частных производных, которая изучает вопросы

существования решений и свойства решений неиболее общих

классов таких уравнений, мы ставим перед собой задачу

совершенно иного характера. Нас интересуют только те

уравнения, которые часто встречаются в физике, и методы

нахождения тех их решений, которые удовлетворяют типич-

ным для физических задач дополнительным условиям.

Введем теперь нек&торую терминологию.

П -ого порядка, если оно содержит хотя бы одну произ-

водную а -ого порядка ине содержит производных высше-

го порядка. Порядком системы уравнении с честными проиэ

водными называется наибольший из порядков, входящих в

нее уравнений.

1. Уравнение с честными производными от неизвест-

ных функций 4ч
,

-и2 ,
...

, и,ц называется уравнением
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2. Уравнение с частными производными называется

линейным, если оно линейно относительно всех неизвестных

функций и их производных. Уравнение с частными произ -

водными называется квазилинейным, если оно линейно от-

носительно всех высних производных от неизвестных функ-

ций.

Например, уравнение

являются квазилинейными уравнениями второго порядка

относительно неизвестной функция “■(*>%) . Уравнение

уже будет нелинейным уравнением

3. Реиением уравнения с частными производными назы-

вается всякая система, которая, будучи подставлена в урав-
нение вместо неизвестных функций, обращает это уравнение
в тождество по независимым переменным. Аналогично опре-
деляется реиение системы уравнений.

В дальнейием мы уделяем главное внимание линейным
уравнениям второго порядка с одной неизвестной функцией.

«г

°=М)-

ИИНдНЯБЙ/у•
-И/ииЬянХфвомоажвжонОН

-чкагноонюяяйвйопоаоЗодяидинонявй/юшдонжкнэхежкнн

б•=,г)х>
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§ 1

математической физики.

I°. Уравнение малых поперечных колебаний струны.

По закону Гука также величина натяжения 7* в каждой точ-

ке не меняется со временем. Покажем, что натяжение не

Под струной мы понимаем тонкую нить, которая может

свободно нагибаться / гибкая упругая нить /. Допустим,

что она находится под действием сильного натяжения Т"

и в состоянии равновесия без внешних сил расположена по

оси х . Каждую точку струны можно охарактеризовать зна-

чением ее абсциссы х ■ состоянии равновесия. Чтобы опи-

сать процесс колебания струны, мы должны знать компоненты

вектора снедения & любой точки в любой момент ,

т.е. ,
или .

Будем предполагать, что смещения струны лежат в

одной плоскости хи.
,

и что вектор смещения х*. пернен-

дикулярен в любой момент к осн х
. Тогда процесс коле***

бания можно описать одной функцией и(хб) , которая харак-

теризует вертикальное перемещение точек струны.

Натяжения, которые возникают в струне, всегда на»

правлены по касательным к ее мгновенному профилю / так

как струна не сопротивляется изгибу/./ См. рис. 1/.

Рассматривая только малые колебания струны, можно прене»

брегать квадратом производной по сравнению с единицей.

Отсюда следует, что линейный элемент струны в процессе

колебания не меняется:

«Л



эависит и от т.е. Т= / о
-

Напишем проекции силы натяжения на оси х и «

Т
х

Схз-
.

Тя'„
....

-=

~ Т(х) •И'и, л = ос « Т&У

Итак,

*

б

Так как мы рассматриваем только поперечные колебания, то

сумма проекций сил действующих на участок аа ось эс

должна быть равна цулю, т.е.

Г
‘ (зЧ - /хГх,} , ИЛИ

_ ТСХ/)
Отсода, ввиду произвольности а, и

, следует,что Т=Т
О

Элементарная сила <Л Р
а которая действует на эле-

мент 4х. , состоит иэ двух частей:

1/ силы натяжения

т. и»*,- т.

Ъ/ внешней силы /'сбх , где

и

линейная плотность

внешней силы / внешняя сила действует на струну перпен-
дикулярно к оси /.
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= (вид
/х-юи I Эл

/х д*7 х

из выражения /1.1. после сокращения на с!х получим урав
некие малых поперечных колебаний струны:

или, обозначая и
,

• /1.2/

о
2

. Уравнение продольных колебаний стержня /пружи-
ны или жтруны/•

Учитывая, что ускорение элемента струны равно

масса -

, рде р линейная плотность струны, полу-

чаем по закону Ньютона следующее уравнение движения:

/1.1/

Разность, стоящая в квадратных скобках, выражает прире-

щение функции
,

вызванное изменением х

Учитывая, что

на <Ах
.

:лнояиелаляаяэ•кжы

-араиояаээдЬо(1пааийаажинеоа‘иинэжкхвнм.ь‘члаавиоп
-й’эйпмэй'Лр*

у/ооийэраииоааонаадиинажоиопжвашаади
‘ияьодэинайаиэ7такомавэйаиянелэй’эФп‘

Ж»иЪ
-ннХфионй*онвэипочлнрлэжоквинарэЕояхничяоНодп□оаИ

-ос!ц•гиэоондечннэжокопэвЗ‘янажйахо

б < <5

х/
3десь предположено, что функция двухкратно диф-
ференцируема по х

.

40



_

и.(х +оlэС <?« (х,-6)
с(х. 'Зэс >

Iоl'да

По закону Ньютона:

s(х)Т@с,±) * /аХ7 s<*л/г

или

<■ /(Ы) s(х)

/ 1.3 /

? ж /- Ч>

получим уравнение» аналогичное уравненип / 1.2 /.
3

• Двух и трехмерные уравнения колебаний.

Волновое уравнение.

В уравнено колебания струны /1.2/ зависит о»

/к- - модуль Юнга ,

'

г - натяжение, Р
- сила,

5 - площадь поперечного сечения стержня, V - отно-

сительное удлинение стержня/. Применяем закон Гука к

элементу с€х
г учитывая при этом, что относительное удли-

нение равно:

х-ю1х + 'и(х+с/х>4) —Сх *«&,*)] -Гх+Жс -х-2
х + о(х -X.

/ ? - плотность стержня, / - плотность внежней силы,

которая направлена по оси х
,

- сила натяжения,

действующая на сечение . Выражая по закону

Гука, получаем / после деления на

$(х -> >5<х-и Эх с Э-эс
у Э-с-*-

Если стержень однороден, то А^г;-*'в ]
5(хз»

тогда, обовначая
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ному / 1.2/:

(Эх-1 Эу* s>д*> /

является трехмерным обобщением уравнения колебания.

Это уравнение, как и уравнение свободных колебаний

2<> Эу- эах>
/1.6/

играет важную роль не только в электродинамике, но и в

акустике. Если процесс распространения звука является

адиабатическим, то плотность газа р , давление газа

р » удовлетворяют уравнению типа /1.5/ или /1.5/, в

зависимости от наличия или отсуствия внешних сил.

4°. Уравнение теплопроводности.

врвемени и от пространственной координаты « . Примером

двухмерных уравнений колебаний является уравнение малых

поперечных колебаний мембраны. Мембраной называется плен-

ка, не сопротивляющаяся изгибу и натянутая на плоский

контур С
.

Если мембрана находится под действием равно-

мерного натяжения 72 и в состоянии равновесия лежит на

плоскости хц , и если ограничиться лишь поперечными ко-

лебаниями, то смещение точки мембраны будет функ-

цией от , которая удовлетворяет уравнению аналогии-

/ 1.4 /

где я- /р - поверхностная плотность мембраны, Т
о

поверхностная плотность внешней силы или нагрузки/.
Волновое уравнение ив электродинамики

По закону Фурье (ЗЪи/йм.) количество тепла о10
,

проходящее за время через элемент поверхности </5,
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принимается равным

/ 1 .7 /
/ к “ коэффициент теплопроводности, - температура,

- направление нормали к </5 /. Рассмотрим замкнутою
поверхность <5

, ограничивающую объем /
. Полное ко-

личество тепла, проходящее черев 5 / Я _ единичный
вектор внеиней нормали/,

@1 = ~ М К. о!3

Дм увеличения температуры объёма У/ на Л 8а промежу-
ток времена М

нужно ватратиъ количество тепла

/ Г - теплоёмкость вещества, р - плотность /. Таким
обрааом отдаваемое объёмом V тепло:

= -<Н " ’

Если находящиеся в объёме / источники тепла характери-
вуются плотностью

, 10гда 8& время в
объеме 1/ выделится тепло: & 9

-<&

Баланс тепла 0 = О
л можно теперь переписать в виде

По теореме Гаусса - Остроградского
"

нредвдужее выражение можно перепжсать в ваде
/Я

~^^^}-Г7^у.о
■лж, ввиду произвольности объёма !/•

тг -

Сс) - зг = о

Вела тело однородное / к - /, / 1.8/
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которое в случае стационарного течения дает

Так как течение потенцианальное, то скорость является

градиентом потенциала.

ф = - */

Отсюда уравнение для потенциала:

, / ыо"/
или 4 у ’с?

.

Это - однородное уравнение Пуассона, или уравнение

Лапласа.

/ 1.9 /

где •
Это т.н. уравнение теплопроводности.

5°. Уравнения Лапласа и Пуассона.
К уравнениям Лапласа и Пуассона приводит изучение многих

стационарных процессов. Например, стационарное тепловое

поле удовлетворяет уравнение Пуассона:

ли = "

или / 1.10 /
/Л - оператор Лапласа

. так как в

Таково и уравнение для электростатического потен»

циала

/ I.lo’/
/ $ - объёмная плотность зарядов /.

В качестве третьего примера можно рассмотреть и

потенциальное течение несжимаемой жидкости Ср ж <*>*'•(. )

без источников. Исходим ив уравнения непрерывности

<± ‘ -V

/Л • оператор Лапласа так как »

уравнения /1.9/ • о / распределение температуры

не меняется со временем/.
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Задачи к § 1.

Указание: Рассматривать сосредоточенную силу как

предельный случай <Л*о следующего распределения для силы:

2. Найти уравнение электрических колебаний в про-

водах с равномерно распределёнными параметрами.

■
го<р

1
?/л-в)-1

<-=>«летааавайпйдаасЗпанисов

-еиойпйнайапявяяех‘кокиоаэвйеа/2*1/аиндняв&бвон

°хЭ'Япожяо&ь•(?.%&шгиэ

■8И0ХОКИЙПЭН/ЗЖЭЯ‘>хаяьо$д*1

( О * 2. Х„ ,

‘ X л Зо ,
1 0 > а» .

К, малому элементу скруны применима теперь

формула /Ы/. Переход ж пределу сР-*-о
, учитывая,что

ускорение ограничено,приводит к выражению СяЗ .

Электрическое состояние провода характер*
вуется силой тока и напряжением ,

а фивиче-
с кие свойства: рассчитанными на единицу длины омическим

сопротивлением 0.
, самоиндукцией ц ,

ёмкостью С
и утечкой изоляции XI

. Падение напряжения на элементе

(я. 4 х.+&х..) у(* _ <!г(х #К о«рОрОе складывается
из омического йеГх и индуктивного

, даёт первое,
а разность между токами, входящим и выходящим из эле-

мента с/х
, которая складывается ив токов зарядки
и утечки 4с6сгг

, даёт второе уравнение системы

елеграфных уравнений. Продифференцировав первое ив этик

уравнений /
« постоянные/ по х и
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3. Вывести уравнение свободных крутильных колеба-

ний круглого вала:

4. Вывести уравнение для температуры тонкой про-

волоки, нагреваёмой постоянным электрическим током,если

на её поверхности происходит конвективный теплообмен по

закону Ньютона с окружающим воэдухом,имеющим определён-

ную температуру:

второе по и исключив л
6 получим так называемое

телеграфное уравнение второго порядка дли напряжения

ь(СО. <?/? V = С• . (а)

Аналогично получается такое же уравнение для тока

Наконец, вводя новую неиввестную (V
, так,что

V» » можно заменить систему телеграфных уравнений

лишь одним уравнением,

этом » г б 4г~ —А ьт.

типа <я) для функций г
, при

э-е*
а

Зх*
Сл.)

уГол закручивания сечения х относительно по-

ложения равновесия, а
г
- «' > л3 - плотность &- модуль

сдвига/.

Указание: Крутящий момент в сечении х дается

выражением где - момент инерции попереч-

ного сечения вала относительно оси вала.

(о-)

/ Л - периметр, о - площадь поперечного сечения,

с - удельная теплоёмкость, Л - коэффициент теплопро-

водности, р - плотность массы проволоки, - темпера-

тура среды, - сопротивление единицы длины провода,

□ - сила тока, - коэффициент теплообмена, /3
- коэффициент пропорциональности в формуле 7- о

л

ЕЖс>
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выражающей количество тепла, выделяемого током О в

единицу времени в элементе (х >х+4ж) провода/.
Рассмотреть и случай тонкой проволоки с переменным

поперечным сечением.

s.Вывести уравнение диффузии в неподвижной среде,
предполагая, что поверхностями равной концентрации в

каждый момент времени 4 являются плоскости, перпенди-
кулярные к оси а .

Вывести уравнение диффузии при условиях задачи
5 для вещества, частицы которого распадаются, причём
скорость распада диффундирующего вещества в каздой точке
пространства пропорциональна концентрации.

ввести уравнение диффузии в среде, движущейся с

Указание: Рассматривая элемент стержня & >&*+л)
,

учесть в тепловом балансе и потоки тепла через боковую
поверхность по закону Ньютона:

• 5/ -<л
о) (<Р)

/ - количество тепла, протекающее в единицу времени

через площадку 5 поверхности тела в’ окружающую среду,
- температура поверхности тела и - температура

среды/.

- ЯЛ.
хх. Сл)

- коэффициент диффузии, л< _ концентрация/.
Указание: По закону Нернста

* — с/5 I) уъас/лл.
количество вещеетва«диффундирующее в единицу

времени черев площадку 45/.
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8. Показать, исходя из уравнений Максвелла, что по-

тенциал электростатического поля удовлетворяет уравнению

Пуассона /I.lo’/.

Указание: Уравнения Максвелла для электромагнитного

поля в однородной изотропной среде

~о
. !})

уравнение /I.lo’/.

.9. Показать, что потенциал стационарного магнитного

поля в чести пространства^свободной от источников^удовлет
воряет уравнению Лапласа.

10. Показать, что компоненты векторов ? и Л

случае свободного электромагнитного поля Гу* = О
, уо/

удовлетворяют волновому уравнению: *

д&~ а \влх (а,)
а.

1
’

где

постоянной скоростью в направлении оси х
, если поверх-

ностями равной концентрации в каждый момент времени явля-

ются плоскости, оси *

Г> ц-кх

В случае электроетдтжческоро поля

> (*)

, отсюда

подетавдр ето выражение в уравнение получается

Указание: Уравнение [а] в задаче 8 принимает вид
и( Й-0

. атсод. / у - потенции магнитного

поля/.
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’

. Упрощение дифференциальных уравнений с двумя
независимыми переменными.

$ 2
- Классификация уравнений д частными

производными второго порядка.

Рассмотрим квазилинейное уравнение типа

+а,п и,уу +‘/:(х,<4, и* /2Л/
рде &

() , а,<г И л„ являются функциями от (х,у .В частности,
если уравнение /2.1/ линейное, то

<4 и*
)

= + (г
г и*+ л-и,

/2.2/
1Д« , &2 , с и у! - функции ОТ Х,у ,

Если
,

то

линейное уравнение является однородным.
С помощью пре-

образования переменных

можно получить новое уравнение, эквивалентное исходному.
Преобразование /2.3/ осуществляет переход от прямоуголь-
ной координатной системы лу к криволинейной $т] 9 при
этом уравнения Г<М).^ И определяют два
семейства новых координатных линий. Ясно, что через лю-
бую точку р мотет пройти только две новые координатные
кривые одна из первого семейства 1.] и другая из

орого и - новые координата точки � /
ДЛЯ этого функции т И у должна, и вть однознвчным1(

Д пускать обратный переход от переменных | к перемен-в™ X,, . О то имеет место,если функции Т я

*

частные
производные этик функции непрерывна и якобиан « Ъ
отличается от нуля. Ь

Пользуемся обозначениями- и' Л
дХ > ”

;•••
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Вопрос состоит в том, чтобы выбрать новые перемен-

ные $ и "у таким образом,чтобы уравнение /2.1/ в этих

переменных имело наиболее простую форму.

Учитывая, что

Ц**““■s* 7* +и
77 7* +а Н*ж '*••“» 7*х

> [2, А/

+Ц7х)^ аг77 х 7у >

"г'<Муу
можно уравнение /2.1/ переписать в виде:

+ , г[ I
а

',
/2.5/

/2.2/, тогда:

,

°

/2.7/
г’де ?

<
«а <Зхд

+2ал^Жу+ах4^уу<-/Д д *

к - +2а« ,
№«8/

о» + Уу , /2.6/

+2а«^ .

Если уравнение /2.1/ линейное, т.е. имеет вид

т.е. линейное уравнение остаетвя линейным, квазилинейное

квазилинейным.

Выберем переменные и так, чтобы коэффициент

стал равным нулю. Для этого у>Ск,у) должно быть ране-

нием уравнения

. /2.9

Учитывая, что для ново! координатное криво!

/ | - фиксирование©/:
,
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«оио ваиевжтв уравненже /2.9/ следующим оашшовеншш
дифференциальным уравнением:

а
"

2
+ аЯ2

,

/2. 10/
которое называется характеристическим уравнением, а
его интегралы — характеристиками.

Если
есть общий интеграл характеристи

ческого уравнения /2.10/, тогда, полагая мы
обращаем в нуль коэффициент при .

2
. Классификация и канонические формы уравнений.

Характеристическое уравнение / 2.10/ распадается
на два уравнения

а* ♦

/2.,0/
Знак подкоренного выражения- декремента 6 - определяет
ТИП уравнения /2.1/. Будем нааывЕТ1, твнен„ „

Уравнением 1/ гиперболического типа, если в
точке М 2/ эллиптического типа, если
в точке М А=^-а{1а^о9 з/ параболического типа, если
в точке М

.

Нетрудно убедиться, что знак декремента, или тип
уравнения, при преобразовании переменных не меняется.
Действит ельно:

/ Ш)Ч1О

УРавнеа
Г“° 1�“ Ов“С” 6

’
В ° “=« Т ° ЧК«

Уравнение имеет один и тот же тип.
“УГ Ь7МНвНВе /2 - ,/ ’ “» ™вербОдИЧе=вог.

Уравне«Г/2 7,; °вВДе “’еГРвЛЫ «�“«Р«™«х

X хХХ 0ПРедета” ДВа семеаои‘
““X характеристик

□ У/-а*гЛ и
,
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Полагая
а

кого типа /;

/ 2.12/

где

Часто пользуется второй канонической формой. Возь-

мем новые переменные * и /3 так,что

тогда
= ~

В результате уравнение / 2.12/ примет вад

иыО1 и- ? ЪЛЪ/

/ вторая каноническая форма гиперболического уравнения/.

В случае уравнения эллиптического типа / Л * о /

1 = s(*>») , 7 -

можно привести эллиптисеккие уравнение к такому же виду,

что и гиперболическое /2.12/.

Чтобы иметь дело только с вещественными переменны-

ми, введём новые переменные

/ 2.14/

/ каноническая форма уравнения эллиптического типа/.

получим, что <5,, и уравнение /2.1/ приводится к такому

виду / первая каноническая форма уравнения гиперболичес-

,

интегралы уравнений / 2.11/ комплексные и сопряжённые,
т.е. если - общее решение первого уравнения

/2.11/, то = - общее решение второго уравнения

/2.11/. Перейдя к комплексным переменным

1 л ' р
гг

Тогда уравнение /2.12/ примет вид:
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л
"

- У* &

/ так как а,? / г

помощью соответствующего преобразования перемен-
им» мохно привести уравнение /2.1»/ к одной Ж8 канониче-
ских форм:

Если уравнение /2.1/ параболического типа / 4= о / 5

т© оба уравнения / 2.11/ совпадают и характеристическое

уравнение имеет линь одно семейство интегралов .

ВеаыЕем новые переменные в таком виде:

5 ~ у**#;

где » любая функция, независимая от у» / только тогда

и~(л,у) “ Обычно можно принять или
.

При таком выбора переменных

а’/я. « А бЬ
3 Ъ) + алл. =

“ Ъ * 1
9
)(&н

Таким обрывом мы получим следующее выражение для канони-

ческого уравнения параболического типа:

. /2.15/
3°. Линейные уравнения Ь постоянными коэффициентами.
В данном случае все коэффициенты уравнения

а
и Чз1Х +10,1

постоянны и характеристики будут прямыми линиями

- О / аллиптжчески! тип /,а У1 сгг \
/ гиперболически! тип/,

“и ~а
Т1 *А«, *^«7+ еа^.о) /2.16/а

-Н **'"$ <А*
Т
* с« */- о / параболически! тки /.
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Эти уравнения можно еще упростить. Введем вместо а но-

вую неизвестную функцию V :

и/(|
!

}
/2.17/

ТOПДе'
’

/2.18/
.

В результате приходим к следующим канонжчеевки фер*

Подставляя /2,18/ в .уравнения /2.16/, можно соответству-

ющей выбором Л н и давиться того, чтобы два ВО»ффИ~

циента из трех: к , Ь,
,

С - обратились в-нуль.В слу-

чае уравнений вллжатичвского к параболического типа Л и

7х обычно забираются так, чтобы =

мам для уравнений с постоянная коэффнцяаятажж:

+
7 +уг+{(\>ц} ”0 /элл-йвичичеевое

КФ/ |

+ 1
•

/гяпербеамчеено®, /2. 16*/

V ураниеиие/,

л. ши /*) /параболическое
,% +^} < 7}-с' уравнение/.

4°. Классификация уравнений второго порядка

многими неаавискмжи переменными.

и
уравнение

1 '' и'х,г"1 »^7
С помоцыэ линейного преобразования

■ажно привести уравнение /2.19/ в точке М-СХчЛ*, "М

:Ъ*иагэлис1п/61*3/•инанстсЬС*ач
*

-у~г>онлншйшф

-феокояадш,иэчхвьяжаодЛгХржкХнюоль‘ЛЬяХножшх
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“)•<>./ 2.20/
Назовём уравнение /2.19/ : 1/ уравнением эллиптического

типа, если все Ас в /2.20/ одного знака и отличны от

нуля, 2/ гиперболическим уравнением, если Л/-/ коэффици-
ентов имеют одинаковый знак, а один противоположный знак,
3/ ультрагиперболическим, если среди /V имеется ш-ко-

эффициентов одного знака и Л/-т,
противоположного знака,

4/ параболическим, если хотя бы один из коэффициентов
Аг равен нулю.

Задачи к § 2.

Привести уравнения к каноническому виду в каждой
иэ областей, где тип уравнения сохраняется.

1. и
хх +эс иуу = О

°* _^ - 4 у! &х
Ж о ;

4* 4‘м
г
х -2% и

Хц
+

Привести к каноническоцу

’ о
;

виду и максимально упро-
стить следующие уравнения:

5. &

>
6.

7.
а^хх + Ча <Л +аа^^ - с “у + ■“ =о
а

<-№иуу +гч - о
8. /простить максимально телеграфное уравнение

/ см. задачу 2 к § 1 /.
9. ать, что о(х,у)*0 , если и

являются общими решениями характеристических
уравнений / 2.11 / ПрИ

.

Указание: ,
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13. Постановка задач математической физики.

о
1 . Вводные замечания.

Из курса обыкновенных дифференциальных уравнений из-

вестно, что решение этих уравнений не определяется однознач

но. Решение уравнения

/3.1/
зависит от /г произвольных постоянных:

.

Конкретные значения этих постоянных можно определить из на-

чальных условий, напр. из начальных значений функций и ее

производных:

. /3.2/

Подобно этому для уравнений с частными производными

также нет единственного решения.Решение уравнения с чест-

ными производными зависит вообще от некоторых произвольных

функций. Например,общим решением уравнения с дву-

мя независимыми переменными будет
, где }(х) совер-

шенно произвольная функция.

Для того, чтобы сделать решение определенным,нужно за-

дать некоторые дополнительные условия, например потребовать,
чтобы неизвестная функция, а также зачастую ее некоторые

производные или некоторые комбинации функции и ее произ-

водных принимали заданные значения на границах заданной

области. Но нелегко получить из общего решения уравнения

с частными производными решение конкретной задачи,ибо вме-

сто системы конечных уравнений /вроде системы /3.2// для

нахождения постоянных
, как это имело место для

обыкновенных уравнений, мы получим при решении конкретных
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задач систему столь сложных функциональных соотношений

для определения произвольных функци&,что их решение

практически невозможно®

Поэтому каждая задача математической физики ставится

как задача решения некоторого уравнения при определённых
дополнительных условиях, которые диктуются физической
постановкой задачи.

2°. Основные типы дополнительных условий.
Бывают два основных типа дополнительных условий:

краевые условия и начальные условия.

Краевые условия фиксируют состояние исследуемой

Эг К
~~ ИЛИ их(а,-1) = {«)

системы на границам Например, в случае колебания струны,
имеющей- длину 1

, нужно определить физические условия
на обеих концах (яс «а « яс = Если в точке х=а.

струна закреплена, то искомое решение уравнения колеба-
ния / 1.2/ должно удовлетворять условию и(а,№, есди

же конец сам приводится в движение по определённому за-

кону, то соответствующее краевое условие должно иметь

вид.
~ заданная функция /*

В случае задачи для продольных колебаний пружины,
может быть,что один конец / точка подвеса/ закреплён, а

другой конец аг.а свободен. Краевое условие в точке «-

определяется из того,что в ней натяжение пружины
= равно нулю. Так что, «.„)., . Если в иочке а

приложена внеиная 0ИЯа Г«), ио краевое условие принк-
мает следующий вид*



Типичным является также условие упругого закрепления:

/ ос - характеризует жестокость закрепления/. Если точка,

к которой конец л»а. упруго закреплен, перемешается так,

что ее отклонение от начального положения дается функцией

(№) ,то Ксь
х (а,-^~д(-6)у

Итак, имеем три основные типа краевых условий:

Краевые условия еще недостаточны для получения одно-

значного решения задачи о колебании струны. Необходимо
к

знать и положение и скорость всех точек струны в началь-

ный момент €»€.
,

т.е. начальные условия:

/3 4/
Эти условия /3.4/ и краевые условия /типа З.З./ для

обеих концов совместно полностью определяют решение соот-

ветствующей задачи.

1/ /заданный режим движения/,
2/

щ /веданная сила/, /3.3/

3/ и,л(а
1 1^^[а-(а.1

/упругое закрепление/?/
Если

, (2 (1} , 6(.1) равны нулю, то краевые усло-

вия называются однородными. Возможны и более сложные кра-

евые условия, нелинейные относительно неизвестной функции

сб
. Например,при упругом закреплении,не подчиняющееся

закону Гука и т.д.

Задачи такого типа /уравнение с краевыми условиями

и начальными/ называются смеианннии задачам». В случае ли-

к.» в случае начальной точки;

= и. и,л (а,1).
в случае конечной точки, так как там
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4.



нейного однородного дифференциального уравнения смешанные

задачи могут быть разделены на две подгруппы 1/ краевые

условия однородные, т.е. причиной движения являются на-

чальные возмущения; 2/ начальные условия однородны, а

краевые не однородны /нестационарные задачи/.

Наоборот: в случае статических проблем отпадают на-

чальные условия и задача определяется только краевыми уело
виямн * краевая задача.

3 . Корректность поставленной задачи.

От корректно поставленной задачи естественно трево-
•«ь: 1/ решение должно существовать; 2/ решение должно
Вить однозначно определенным; 3/ решение должно непрерыв-
но зависеть от дополнительных условий /устойчивость реже-
НИЯ/а

В общем случае не всегда обязательно рассматривать
физические процессы в пространственно ограниченных систе-

мах /колебания бесконечной струны или мембраны и т.д*/.
Тогда отпадают краевые условия, и решение задачи полностью

определяется только начальными условиями; такие задачи
называются задачами /.

Первое ж второе треОованжя яснн _ „ >е

ДУ трав жать слишком иного, т.е. противоречивых свойств
« » « « время задач, должна выть поставлена 0 яадлежа-

’

остмоЗ 10* /НМЬа’ ° Т“ВТЬ ’адаЧ? ™' ’’Т09ы для
оставался недопустимый произвол/.

Устойчивость решения, как выяснил Адамард / НаЛмаЖ

Х«“д;:то проц'°‘ и фиа"есю' до»-—.'
• Де«о™-“-. если В. выяо Яв аепреравяой аа_

2в
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висимости решения данной задачи от добавочных условий,то

практически одинаковым добавочным условиям /различие ко-

торых лежит в пределах точности измерений/ может соответ-

ствовать два или несколько существенно различных процес-

сов.

Анализ этих требований приводит к важному результа-

ту, что краевые задачи принадлежат естественно эллипти-

ческим дифференциальным уравнениям /описывают статические

явления/. Задачи с начальными условиями /задачи Коши/, а

также смешанные задачи относятся к гиперболическим и пара-

болическим уравнениям /гиперболические уравнения обычно

описывают процессы движения и колебания, параболические

уравнения - затухающие процессы/.

Задачи к § 3.

ными концами )

1«Поставить смешанную задачу о продольных колебаниях

упругого стержня, имеющего форму усеченного конуса. Стер-

жень расположен вертикально, нижний конец закреплен не-

подвижно, верхний конец свободен. Стержень выведен из со-

стояния покоя тем, что его точкам в сообщены на-

чальные продольные отклонения и скорости. Длина стержня

радиусы оснований /нижнего/, <• /верхнего//;?>*/ ,

материал стержня однороден.
2. В точке конечной струны длиной 1 с закреплен-

прикреплена точечная масса /Ч

к ней прижинка с козффициен-

том упругости к и осье,перпен-

дикулярной к равновесному поло-

жению струны. Поставить смеиан-
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цу» -а&дачу о поперечных колебаниях струны. Начальная фор-
ж& струны и начальны „скорости заданы, Учитывать и силы

ТДДЙСТИ.

Указание. Рассматривать колебания обеих частей стру-
” Лхгх.

я х^х<1
Пользу .

яеь результатами задачи 1 /§1/ можно связать и ах в

точке X.
. 1/

-условие непрерывно-
сти струны, и 2/

, где -

сумма всех сил действующих на точечную массу И

3.. Поставить смежэнную задачу для определения силы
я ямряиппм переменного тска, идущего ,дажь провода с

равномерно распределенными параметрами, если один конец
заземлен, а в дауном;, пргаохена эдс и если задан на-

чальный ток <,(х,о) л пъчыите нгпряпение
4. Поставить краевые условия дня задачи об одределе-

НИИ температуры стержня с теплоизолирозенной бо-

пов-пхностью, если а/ концы поддерживаются при за-
денной температуре;

ка концах стержня происто.вдт конвективзн! тепло-обмен по закону Ньмэ№ й0
теИ1ер81уре

Дана /см. задач*. 4 § ?/;

01Ч”Я П°^ 10Я "°“ е аадигаав 1е“овоа

5; Доказать, что
двомсрьос уравнение колебаний

имеет при нижеследующих «Льнах и краевых условиях

а^Л/0
единственное решение.

7 7



Г

29

а'и хх.

+

при дополнительных условиях

и(ъо) ~ ср(х;
, ) - р,#)

•, ‘и^а4) )

■иеиарс»» редэкмя уравзднхя

при дополнительных уолсиыкг

у(х) ■ ; ц
и, € ._,

> 77‘ - >о)

сияэнавс!/

(уфп-(?'хутъ«(/‘т)л>члооне-абвйаоа;*Г?'^г
/7и

(7'.г/’'?винэшэЗвяИ1эекичлэ/ц‘еинввяя/

(4)

ори однородных дополнительных условиях •

у(х,о)»о
, пг(о,/) = о ' 1 <2. 1

, = с> .

Нужно доказать,что ,1)~О а Для этого рассмотрим

полную энергию свободной струны /Г = /

/ Потенциальная энергия элемента а'.х :

Отсюда * Р

// - проинтегрирован пс • частям, учитывая,что

из пг(аЛ)аО следует Ъ(а,-Ц-&/, Таким образом Е(*)~Е1Ь) .

Из начальных условий следует, что Е&)-0 . Таким образом

г« /
е
(г?х

1
* = о.

о

Так как подинтегральное выражение не отрицательное, то

- о
, И Ц » о , откуда ). Иа на-

чальных условий видно,что С„=*о .

6. доказать единственность решения уравнения
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Как в случае задачи 5, рассматривается разность

8. Доказать единственность решения уравнения тепло-

проводности
1
/ххх +/(хЛ)

при дополнительных условиях:

■и(Х
и(см СО

Давание» Прй докавательстве / как и в случае задач 5-7,
от противного / нушю применить следующий принцип макси-

мального значения:

двух решений задачи = иЛкЛ)
.

Краевые условия для функции следующие:

'Ц*(о,е) * у&.-С}, - ~.Ку(м.) .

С помощью этих условий имеем:

1? “ - <•*< **■&<■%

Отсюда = -

о ,

но с другой стороны,

Е&) • { О

•и-®{гч/ь;дивгахгвв

авьХкоаизгея
*онакэЕваоНэстэи*

о»(?)долья«х

Если функция
а определённая и непрерывная в

замкнутой области

нению

и обх&! удовлетворяет урав-

леи(2»хнпинвсыхвяьохаита‘хнймои
ижжиннчшзызванемЕОхсгеаихооЕ(т-'т)л>имйян/фэлнэьвнвэон

-Ч1ГВЛИНИЛиЭОНЧ1ГВИИОЯВИох
-}70*^ХгОиховирохвяьохя

(9-1
«



31

/ Эта теорема выражает затухающий характер процесса опи-

сываемого уравнением (1) / •

Докажем от проитвного. Пусть функция достигает абсолют-

ного максимума в точке (%<>.<) «

, где относительны* максимум

функции при или при * -о
,

или при ог = г

(о с / с т) . Рассмотрим вспомогательную функцию

~ УМ *
,

где к некоторое положительное число» Очивядно о
=

*г и <^о~4)-*:7’. Выберем *>о так,

чтобы ,
т.е. * * Л ; тогда максимальное значение

при 1 = о или при ,
г = / не будет превосхо-

дить М + т , т.е. м

/ при или х»#, /, в силу непрерывности функции

она должна в некоторой точке достигать

своего максимального значения. Очивидно, что

1о) = М + С

поэтому ■О
,

/ на границах имеет место нера-

венство (1) /.В точке (хп 1,) получим

- 1Г
ХХ (х.,4.,} <■ О

■ &XЛ « (*<Л‘) -* :-* о ИЛИ % » ю >о
.

Таким образом, в точке уравнение не может

быть удовлетворено, так как справа з слева стоят величи-

ны равных знаков.
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ГЛАВА II

УРАВНЕНИЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

§4. Метод Даиамбера /
:

/иет.&еч.^/,
Этот метод исходит из общего решения уравнения одно-

мерных колебаний. В противоположность общему положению

/§lЛ°/ ®то общее решение позволяет легко получать реше-
ния конкретных задач.

I°. Формула Даламбера.

Рассмотрим однородное уравнение колебаний / 1.2/:

и*
*

/ 4<l /
/ В случае малых поперечных колебаний струны а*=

л> /,
Введением новых переменных / новые координатные кривые
являются характеристиками уравнения /4.1/ :

- х
г х ~ а1

уравнение /4.1/ приводится к каноническому виду
== °' / 4.2/

°*свда
- /(-г)

и дальше

/(г)0бг
= №) Цх4<иС}г̂ 4.3/

ДД© Л ® / , а следовательно и произвольные функции -

лаким образом полученное решение - решение Даламбера -

содержит две произвольные функции Д и 4 , конкретный
вид которых определяется дополнительными условиями.
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Формула /4.3/ показывает, что любое колебание струнн
является суперпозицией двух более простых колебаний

■сьсх.,o) -у>(х.) ) аl (х,о} = унх) 4.4/

Подставив в /4.4 общее решение /4.3/, получаем

/4.5/

Функцию можно геометрически представить в

виде поверхности в пространстве Сечение этой по-

верхности плоскостью
, даваемое формулой ,

представляет профиль струны в момент
.

Сечение же по-

верхности -абл,</ плоскостью
} даваемое формулой

ц, = и,сх О1 1) , представляет процесс движения точки х.

и
.

Эти функции описывают

т.н. распространяющиеся волны.

Функция описывает постоянное по фор-
ме возмущение, которое передвигается со скоростью,а в от-

рицательном направлении по оси л /обратная волна/. Это

видно из того, что,поместив начало подвижной системы в

точке -аЬ
, т.е. полагая $=х<-а/

,
мы будем видеть

возмущение постоянным. Аналогично функция

описывает постоянное по форме возмущение, которое пере-

двигается со скоростью сь в положительном направлении
по оси л /прямая волна/, /х±аЬ

- фаза волны/.

2
. Задача Коши /неограниченная струна/.

Ищем решение уравнения /4.1/, удовлетворяющее сле-

дующим начальным условиям:

А = (х) -а^[(х) =

После интегрирования второго равенстве
- / +С

можно определить и /х :



34

/4.6/
Таким образом решение задачи Коши принимает ввд:

ность решения поставленной задачи. Покажем, что решение
краевой задачи устойчиво,т.е. непрерывно зависит от на-

чальных условий.

Щх) , =

,

(. х> о] = ( <и4l, /С1) в

, ,
х -неС

*
:*-<* /ЬЛ/

Способ вывода формулы /4.7/ доказывает и единствен-

Итак, мы должны показать, что, каков бы не был про-
межуток времени и как бы не было мало число <&

,

найдется такое при котором всякие два решения

уравнения / 4.1/ $ течение промежутка

времени -С
о будут различаться между собой меньше чем на

кянэтгенввничтгзътеоячяо!иго

°?7О*?7(+'г)'гу/
:

'З

отличаются друг от друта меньше чем на 7 :
/ ) -

л(х)/ /.у / (х ) -

Учитывая,что функции ж связаны со
своими начальными значениями (74.7/7 , получаем:
/ ± 1 / - ) !

яЛе х 1 ' я, Г
*

1а } /
%

■х-а.4

Отсюда в силу последних неравенств имеем:

а/хл; / /. 7 (/-€
о) ,
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что и докажет наше утверждение, если положить у=^ёо

3°. Смешанная задача для ограниченного отрезка.

Найдем решение уравнения /при 6* О /

/4.1/

удовлетворяющее следующим начальным и краевым условиям:

агМ-У’Гх} , и*(х,o) = р(х)

я,4 1с(о,€)+^-их(о,6)~ц,(6)

мент х ±аЛ удовлетворяет неравенству

Для нахождения требу-

емого решения мы должны

Х/В зависимости о» значении постоянных * и р [ЬЛ/
представляют собой краевые условия первого, второго ж

третьего типа.

эКа'«IОМЧГО!ИЮТЬ'/9Чг/нюСяйофЖМ

Ж(±цчиигиэлан1га11'э(1по‘эинэйХнеоааончивьмн

ажШогеанэипо*41И<АииЬинХфмамммхоц•имиаогэ/

иннч1гвъ8нмжйоаьэиаойЯ‘/94/яыгЛлйофопннэиай'эёпо

Vи>/ЖИЙЯНХфИ1ГЭЭ‘/24/«йаряеквй’амнашэн

/84/

>04-0'0)71"»

Таким образом

определена в полосе

а в полосе [О]
на плоскости хб /см.

рже.3/так как нас интере-

сует решение во всея полу.

полосе
.



36

использовать краевые условия / 4.8/. Подставляя решение
Даламбера / 4.3/ в / 4.8/, получаем:

/2 * в
л /$-л*} * ->-/\Ц!+а4.) = )

Первое ив этих уравнений можно рассматривать как оййкно-
венное дифференциальное уравнение для определения /г
черев /, и •

4.97
- -аг )

. Ойо определяет А в интервале аргумента
~

, т.е. на плоскости аг/ в полосе [1] ,

Аналогично второе уравнение / 4.9/:

-АА'&г-О / 4.9“/
, определяет /Д) там, где

, ми

,т.е. в полосе
. Пр0И8В0льяае пос1оянаые

интегрирования определяется ив условия непрерывности
фушщиа и Ай) соответственно в точках г .оиг-/

. Учитывая, что с помощьп уравнения / 4.9"/ /
определена в полосе /7 ? мохно / пттт _’ IV *

можно $ определить из урав-
нения / 4.97 уже в полосе />7 и т.д.
Таким образом в процессе колебания влемент прямой волны,
находящийся в начальный момрнф « ««н.»“ момент в точке х

о , двигаясь впра-
ВО, в момент времени

достигает границы г и тем
превращается в овратну» волну / отражается /.
Эта обратная волна в момент

достигает левой
границы и отражается.

других^шов""0 И°“° РвВЙТЬ 8ада'“ ° в�аеи“’ уедовиями
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4
.

Решение неоднородного уравнения колебания.

Решение неоднородного уравнения колебаний

т / 4.10/
можно также получить методом даламбера в виде суммы

частного решения неоднородного уравнения и решения одно-

родного уравнения. Заменой переменных / см. п.l°/
К х + Л1?

<
с-х - оХ

Уравнение / 4.10/ приводился к виду:

7 IА
'г - I ъ

-

-Л-С
1 г

* - Л аь.№*<ц .

' 4 - н/

Ч /!

НаДцём одно частное решение этого уравнения, удов-

летворяющее нулевым начальным условиям:

%% - ]
и ?
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в случае задачи о колебании конечного отрезка о *хl
/ струна или стержень длиной I / будет

Отметим, что область изменения переменят- $ и

/ заштрихованная полуполоса на рисунке 4 а//, а интеграл
/ 4.11/ берётся но области

, которая пред-
ставляет собой треугольник АРВ / см.рис. 4 а//, где
жоовдинаты точки Р вщц, \ ,

...
. Еудвм счиа1ь

вне своей области определения равным нулю,так
что фактическая область интегрирования интеграла /4.11/-
площадь СИР ММ

.
Если вернуться в интеграле к старым

переменными , /, мы пожучим:

ижйоф1ончжо08жо(1пввоз
хяканхХхвааКиаявияааайхсгеяэХпоКинонКаоя‘хинэвнд

/’о-пэ+Ъ?у**птт
о+?*лг7'#уу-"г>

:вквхнаикиффвоявгашяв
-охооповяИвйопоа-гиинанаай/омщдшцгнийхоиоэаа

•ввозхийсгэх/пэедШваявняйоф$он<пгояево<1п
нтгоааавнэлдд<хввпонав(1Хро’

03
•пвиаотгэ/жнньоавройахийоахздгаои/иивзнавйХоаои

-йойонйоанввнэшойиойсрнамийаХахэаааюоэовхопох‘вив
-энаисЬСоаонИойонКоэвайнашейэовхэвъонаОДввввод
•//д>дян/эвйанвнахайроевжинааойийаэхяичхэакро/
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где / произвольная функция, я - постоянная /скорость/,
- функция описывающая процесс затухания волн.

Подставив /4.14/ в уравнение /4.13/, получим:

решение которого можно искать в виде

/4.15/

Таким образом, для определения постоянных а и * имеем

следующую систему алгебраических уравнений:

2.0,-(-&и- О
(

А -г-2. а(а а
л2

~ л>2.) >

/4.16/

*: 2
- *; /- с = О

Первое из этих уравнений определяет а_ , оно показывает,

что только уравнение гиперболического типа допускает ре-

шение в виде затухающих волн. Второе уравнение определяет

, а третье дает соотношение между коэффициентами

уравнения /4.13/, при заполнении которого существует ре-

шение в виде затухающих волн.

Если к«О то системе /4.16/ является условием,

что уравнение /4.13/ допускает решение в виде волн /не-

затухающих/ произвольной формы.

[2а 13.Н-&) -*аа
п
№ +

+ц(ь)(14
- абъ) * -а?) [°лл "&) м'#) + с/*(6 -о

.

В силу произвольности функции коэффициенты всех сла-

гаемых равны нулю. удовлетворяет обыкновенному диффе-

ренциальному уравнению с постоянными коэффициентами:

а
лгр'&) /*'&:)+с -о

,
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Задачи к § 4.

В формулах / 4.6/, определяющих формы
прямой и обратной волн, «окно постоянную С брать рав-ной нулю.

В момент -6=o неограниченная струна возмущена
начальным отклонением, имеющим форму,изображенную на
рис. 5.

1. В моменз? неограниченна® струна воацущена
начальным оэлонением

/ аг ДГ/

и(к.г <р(х) «

1 к&с-х,)

X
гх

>

'к О >

а начальная скорость равна нулю. Начертить профиль
нн для моментов времени =» -^а

~ дг, )
„ ~ _

е уН ’ ■>
* • < -2, ъ,

стру«

Рис. 5. 4Т/\ />\
/ 1 \

_/ 1 \ X

ф»< а А

В какой момент времени 1х> отклонение струны будет мак-
симальным? Какова величина я,„т

пая? Кия я.

ГО ммк=«““ького отклоне-ния? Каков профиль струны в этот момент?
3. Неограниченной струне сообщена на отрезке

поперечная начальная скорость „ . .г ха ч/
о солиг вне этого отпеа-

ка начальная скорость оавна тг™

' �

— закон
то к

сами при е
„ „„

РУ �“«»««№ абсцис-
» и построить график струаы для момен-

?ов времени
6

отклонения отсуствуют.
" ,альные



4. В момент 4’o начальная форма струны как и в

задаче 1. Каковы должны быть начальные скорости,чтобы

на струне возникла прямая волна?

5. Подуограаиченная струна закреплена в конце

Показать, что обратная волна отражается от точки закреп-

ления с переменой знака смещения и с сохранение» абсо-

лютной величины смещения. Начертить положение струны

для моментов времени

*
Ча. I

к. = 4,5", 6,7,? Рис. б

3,/О ,/3 ;
С Зс

если колебания возбуждены начальным отклонением* изобра-

жённым на рисунке б.

Указание. Краевое условие и,р/1)-о даёт

/ или эквивалентное соотношение

/.которое и выражает упомянутый

6

закон отражения. Полезно отметать, что продолжение репе**

ния на отрицательные значения аргумента эквивалентно про**

должению начальных условий на всо прямую - <х>
,

-> <*> •

С физической точки зрения это продолжение сводится в оп-

ределению такого начального возмущения бесконечной стру-

ны,чтобЬ движение участка было то же, как если

бы он был закреплён в конце л.-о , а остальная часть

была бы отбронена. С помощью соотношений / 4.5/ получаем,

что <$(•*) и у . Таким образом про-

должение на всю прямую начальные условия и ЧЪ)

определяются соотношениями:

>
** © : ? *

/ №
, зтьо

,

X
.

(а)

41



б. Рассмотрим продольные колебания полуограничен-

стержня со свободным кондом л--о
. Показать, что

обратная волна отражается от свободного конца с сохране-
нием знака и величины смещения. Построить график
для моментов времени =

, к =Ц, 5 ,(>, ?, 8,9, 10, 13,
** график отклонений такой же, как и в задаче 5, а на-

чальные скорости равны нулю.

Указание. Краевое условие дает

/или у<( =

*
а постоянную интенри-

рования можно выбрать равной нулю/. Как и в случае пре-
ДВДУЩвй задачи продолжение решения эквивалентно продол-
жению начальных условий на всю прямую + с по _

мощью соотношений /4.5/ получаем, что обобщенные началь-
ные условия * и V елтел образом:

,
( ?1*)

?
х> 0 , с

■ Х>0
‘

’ (Л/-*/ > *<о

7. Подавать, что в случае струна длиной 1 с вавреп-леннам, концами / .-о
и х.( / фую1ции ,

щ
РЯВЙ Даламвера являются периодическими с периодов 11 1Определить оОоОменнае начальна, условия и> ,

*№« кХТ; ’Г-
0

8

Т'ДГ'Г’ даиноа; во ет°-

« Л~С- / функции /у И /д,
являются периодическими с периодом к 1 л

«-ТТ»

“«риодом ЯЪ » Определить об-общенные начальные условия и уг »

9
’

р*ш®ть задачу о продольных-
АП»

рчцольннх колебаниях стержня,один конец которого /л-о|) закреплен жестко,а друиой

42
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сти >
огх г. с

Указание. Проблему можно решить методом изложенным

в 3°, Но более удобно применить результаты задач 5 к в,

по которым начальные условия продолжаются через точку

вакрепленкя нечётно, а через свободный конец чётно.

11. Решить задачу 10 при условии, что в конце л- /

находится груз массой М .

12. Показать, что решение однородного уравнения

колебаний для полубесконечной струны с нулевыми началь-

/ в случае краевого условия м
я (о,l) ~ Ж)/.

13. Решить задачу 10 с учётом силы тяжести / неод-

нородное уравнение колебаний /.

14. Выяснить, когда телеграфное уравнение

и>х
_(ИЛС)

имеет решение в виде затухающих волн. Найти решение за-

дачи Коши для бесконечного провода.

-ойомов;7хго
лху-(о1авнэвмээа

/Мон’Пгвь'внх/н*1Йав»зпвнртаежйэюввоз‘вэВорояэ

10. Определять по методу, изложенному в 3 .состоя-

ние пружины / пл(х.,€) и /4^// для моментов времени

- (_)с , если пружина была подвергнута

начальному растяжению 'и-(х<о)~Ах

и начальные сжорости и±(х,о) (о ). Один конец

пружины л*о движется по закону и. (о
,

а второ! конец яг-/ свободен.

ними условиями выражается в виде а =
- л) / при Кра-

евом условии и.&ь')- /*&) / или

йг-аг
_

-и*-/ (~л.)
О

'
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§о. Метод Фурье (./оилл*/*.),/ Метод разделения

переменных/

Рассмотрим сначала подробно случай двух независим
переменных.

Метод Фурье является одним из наиболее общих мето-

дов математической физики, применение которого не огра-
ничивается уравнениями какого либо одного типа, а оказы-

еается эффективным при рассмотрении широкого класса 8а-

дач. В основе метода лежит возможность применения к ли-

нейннм задачам математической физики принципа суперпо-
акции, на основании которого любая линейная комбинация
решение однородного линейного джйерещиального уравнения
в частных производных в своп очередь является решением
этого уравнения. Принцип метода Фурье состоит в том,что
решение определённого класса задач математической фиэи-

строится при помощи суперпозиции частных решений рас-
сматриваемого уравнения, имеющих вад произведения множи-

телей, каждый из которых является функцией только одной
переменней:

- Д*,, д*,)...
/ полное разделение переменных /, или одной группы пере-
«энных от которых остальные сомножители не зависят:

А .
/ неполное разделение переменных /.

чае

1
’ Рааделеиие переменных в общем двухмерном слу-

Рассмотрнм смешанную вадачу для следующего уравнения
С двумя независимыми

переменными:

5<1/
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Пусть начальные условия неоднородные:

«(Л,#) &Х б*, =О

0' (в >у) * OЯ. ,у) =с
_ / 5.3/

в виде

Подставив / 5.4/ в / 5.1 /, подучаем / после деле-

ния на Х'У /

и.(х,<у ~

,
/ 5.2/

а краевые условии линейные и однородные:

Будем искать частное решение уравнения /5.1 /

А(х) — +

Я
* &х) ~ ,

Так как левая часть этого тождества завесит только от

л.
, а правая часть только от , то тождество

удовлетворяется только в том сдуч&е, если 1« левая, и

правая части не зависят ни от х
, ни от -у >т«е.

представляют собой одну и ту же постоянную Л. . Та-

ним образом получаем два обыкновенных дифференциальных

уравнения втрорго порядка

в&)У +&(„ + Х] У 'о
.

/ 5.5/

/ 5.6/

2°. Удовлетворение краевых условий.

Подставив / 5.4/ в краевые условия / 5.3/ получаем

условия для X :

Ы./Х(<1) т» аСл XО
у

~ о . / 5.7/

/ Другая возможность даёт тривиальное решение

не интересующее нас»/- Итак, мы должны найти нетривиаль-
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ные /не нулевые/ решения уравнения /5.5/ при дополни-

тельных условиях /5.7/. Оказывается, что такая задача

жеет нетривиальные решения только при определенных зна-

чениях постоянной Л
.

Эти -Л называются собственны-
мж значениями задачи и соответствующие им решения - соб-

ственными функциями.

Сформулированная задача определения решений уравне-
ния /5.5/, удовлетворяющих однородным краевым условиям
/5.7/, известна под названием краевой задачи Штурма -

(X, X) (X, Л) +С2 Э&д (х ,л)
г

3°. Ортогональность собственных функция краевоЯ
дачи Штурма - Лиувилля.

иинэнавсНаинашааааШро

'/_д'/Е1Г1ГИЯХИ1Г

?де 1т и - линейные независимые частные решения и

, Сх - произвольные постоянные. Последние определя-
ются ли помощи условий /5.7/, которые дают:

ижоаТЭ>7кйиинашай
эн/акнчжв

-ияи&ьанлааяидаинанавЦ/хкнвашпгажалоиоивнИойонНо
/8’з/&=[7г5*т

9+(г'?)иЛ
Э][(V4+(г'Г'о]

7->°+/'(г’ю)1^-г>

4 (Л) - О,
„ л,>\ /5.9/
гдеДГл)- детерминант системы /5.8/. Решив уравнение /5.9/
МЫ получим собственные значения Л, А

Г) ...... а автеж

’

и постоянные С< и С, та -х » т.е. тем самым определены соб-
ственные функции Л.

,
х

г

Докажем, что собственные функции, соответствующе
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разным собственным значениям ортогональны с весом

удовлетворяют равенству

с/х *о. / 5.10/

Покажем прееде всего, что уравнение / 5.5/

В сиду дополнительных условий / 5.?/ правая сторона даёт

ЛОлахиюзеиск:онюя

с?-/X
'х}0

Л

/<п-е7
‘

о<?~С*)<5
'

,

онхоявжнаягмЬСоаон'цгвмУтнэааффйГ«и

'(ЭЯ]

040X6•
-ТХОС0Й1

-нн/фяоехйрогайга/кхохоахооэиноаэажхонм/

/п*е/-

о-ГГ(*)>)]

Налижем теперь уравнение / 5.11/для / уравнение

/5.11/, где М*/, умножим его на Я"и вычтем из
.

уравнения для , умноженного на . В рео/лж*

тате получим:

[р& -Гр, ]Х„ )р») «о

ила

-6-1- -о .

Интегрирование 1 пределах от а до 4 даёт:



нульч Например, если

- ~ {[а., ч-

удовлетворяет и краевым условиям / 5.3/. Решением уравне-
ния / 6.1/,удовлетворяющим условиям / 5.3/, является тоже
сумма:

_2> г

'

/5.13/
X Х(о) + ,

48

- %^(а)]
.

Если 4=о
, то по / 5.7/ Хс«>г?, .и результат не изменя-

ется. Таким образом соотношение / 5.10/ доказано.

4 м

. Удовлетворение начальных условий.

После решения краевой задачи / 5.5/, / 5.7/ можно

найти решение уравнения / 5.6/ соотвествующее собствен-

ному значению Л«. ;

п,У(Ъ)
,

где 'К/'?} и линейно независимые частные решения ура
внения / 5.6/, •< и в*.

*• произвольные постоянные-

Каждое решение уравнения /5.1/ типа / 5.4/

УХ*;)

* <Х< ос

ж /1 -* }

/ 5.12/*** 4 к.

/ суперпозиция частных решений /, если предполагать.что
этот ряд, как и ряды, получающиеся иэ него одно- и двух-
кратным почленным дифференцированием по * и ~

сходится равномерно. Тогда из начальных условий можно он-

ределить постоянные и
. Подставив / 3.12/ в /5.2/,

получаем:
со
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цах.

удовлетворяюще следующим дополнительным условиям

, ь(С,*.)~о, /5.15/
= ) У'рс.). / 4.5/

Решение будем искать в виде

и (хЛ) Х&) ~Л<)
.

/5.4’/

Если норма собственных функций равна единице,

тогда собственные функции называются нормированными.

Такими являются функции

Умножаем эти уравнения на у&Л'Л') и интегрируем от а

до .В сиду ортогональности собственных функций

«V /5.10/ получаем:

/‘/ижл/иоА -

/5 ' 13'

а.

где 4 л

аг
-

& ‘ -

/ V• 4

норма собственных функций СЁ*. .

/ 5.13/ представляет собой разложение заданных

функций / и / по собственным функциям. Если

такое разложение имеет место для любой кусочно- непре-

рывной функции то систему собственных функций

. мы будем называть полной / точнее пол-

ной ортогональной / системой функций.

s°. Колебание струны, закреплённой в обеих еон-

Найдём методом >урье решение уравнения колебаний

/ 4.1/
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Разделение переменных приводит нас к следующим уравне-

ниям:

Х‘Г l-З.Х‘О
, /5.5’/

7 = <2 . /5.6»/
Кроме того по / 5.15/ Я удовлетворяет ещё дополни-

тельным условиям:

является

эс=- с
х

л

,Сlх

а постоянные С, и С А определяются из системы

С, + с»,

г ■ - Ш .

■+ С. е ~ О
,

/ 5.8 /

нетривиальные решения этой системы имеем» если

ся:

,
. /5.7/

Общим решением уравнения / 5.5»/, если

1 1

е
-Л1

-ги
=• г -*• -о

.■ / 5.9/
При л х о уравнение / 5.97 не имеет ренений. При л >о

оно даёт
г/гг -Д7

лъ ~ е - 0 ИЛИ х-я н. /л с - о

Отсода найдём собственные значения

л
< в(т71?/

/ 5.16/
При А-о Общим решением уравнения / 5.57 являет-

З-к) � С, дг -а
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Оно удовлетворяет начальным условиям / 5.7 / лишь в

тривиальном случае С< ~ - о ,■

Учитывая / 5.16/, найдём нормированные собственные
считывая / и.Ю/, найдем кирмпривапшже V

функции
С

4 (е~'^ х

€
*^х) =

7
е-•* .

где постоянную С определим из условия нормировки:

О / 5.17/

/ в данном случае функция р?) в выражении / 5.11/рав-

на единице/.

Получаем
, ,

С = 1

и окончательно

/ 5.18/

Из общей теории следует также ортогональность собствен'

ных функций:

Решение нашей смешанной задачи ищем в ваде беско-

нечного ряда

/ 5Л2»/

где постоянные й* и вч. подобраны так, чтобы удов-

летворялись начальные условия / 4.5/. Последние дают:

при ■ / 5.107

Собственным значением Ли. / 5.16/ соответствуют

следующие решения уравнения / 5.6’/:

~Т*(1) * -*■«. осЕ .
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С

/ 5.19 /

3
. Физическая интерпретация решения

Исследуем какой нибудь член суммы / 5.12*/

—
д / 5.13 /

Налиса ше ряды представляют собою разложение яяданику

функций по синусам в промежутке (о, с) / ряд фурь'е /.
В ряд можно разлагать произвольную кусочно- непре-

рывную и кусочно - дифференцируемую функцию

заданную в промежутке (о,?) . При помощи условий ортого-
нальности функций / 5.1О 8

/ и нормировки / 5.17/
к«.4дём:

(

/ Х) <*х 1

/? Л»

У-л&гк)

Обозначая

• /г и. =

получаем

/ 5.20/

=

/ .-'Ж'/
Вадим, что каждая точка т

в струны совершает гар-
монические колебания с угловой частотой °

„ >

начальной фазой и амплитудой а профиль
-труны в любой момент времени представляет синусоиду.
/ Стоячие волю; /. Неподвижные точки струны >

' называются узлами. Точки, в кото-

рых / т .е> амплитуда колебаний максимальная/
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называются пучностями стоячей волны.

Таким образом решение / 5.12’/ представляет собой

суперпозицию стоячих волн. Возможные частоты колебаний

однородными дополнительными условиями:

/5.12/
и’

А*
—

называются собственными частотами. В сл’ зае колебании

1ГТ ' ''Гт’
струны И и =

~Т~ • •

Колебания струны воспранлжлотся нами обычно го зву-

ку издаваемому струной. Звук струьы является наложением

"

простых тонов'*, соответ«ВУЮ1Ц&Х стоячим волнам, на ко-

торые разлагается колебание. Высота тона зависит от ча-

стоты колебаний, соответствующих этоцу тону. Сила тона

определяется его энергией и, следовательно, его амплиту-

дой / энергия , см.задачу 2/. Самый низкий тон

•-0и-у

нлнзнУтиффвоннэлакио'сГэйпоиаогголэннчхгвьвнвэйаьчйвя

‘фхяэддуояугнэй*жХрвоапрозойохохиоиаве‘чйэЗаъоаоаоа

охвв*//квшгоаяжьвохоиннчядКхооп

виаэкэ'ябповс!хожконохйаро'ионохмкняовэооЛНаджь

*в»0хэ/ои(3пхохиожажвЯрж&ху-хлтяп'ивн

/'олкях'в&1*
эгехохожъхаХаъэхъяхооэинодвъ/коион

-не&в/внохапнчцухоо'иовохюшяонэохгэхэданевн‘-о?

7. Решение неоднородного уравнения.

Рассмотрим неоднородное уравнение / 5.1/

е
++г*?>

Г
'--'»(.и)



= О
, 4ул,o)-0 , х/ /5.23/

Д, = 0
)

функциям задачи йгурма- Лвувияля, соответствующей одно-

родному уравнению / 5.1 /

/5<34/
коэффициенты разложения, зависящие от параметра и ,

определяем как и в 4°.

АС.-/
Решение задачи будем искать в ваде

и
(?) (х) / 5.25/

Подставив / 5.24/ и / 5.25/ в уравнение / 5.22/, полу
чаем

X [ [ (х) +

/ 5.3 /
Р&влагаем функцию дЕ>6к,у) в ряд по собственным

Учитывая,что является решением уравнения / 5.5/,
подучаем

х/ в случае неоднородных начальных условий /5.2/
решевие в ввде оумму

где Г ,>) - уже найденное нами решение однородного •

уравнения /5.1/ с неоднородными начальными условиями .
а !�(«,,) - решение поставленной сейчас задачи.

54
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Это уравнение будет удовлетворено,если все коэффициенты

будут равны нулю, т.е.

Применим полученные результаты к уравнение вынуж-

денных колебаний

+

с добавочными условиями

, /5.23*/

/5.15/

Решение ищем в виде

Уравнение ■ дополнительные условия для определения

К(*) следующие:

Ъ(0)*0
, /5.27’ /

где

"о /5.25 /

:вияо1гоХаннчжэыпигопой©иШа/Иэво

виИхсгеИ/дге/киною/экнчюьвн
*/9*5/аинэне-вс!/

/ион'п'осЗонй’охо/нхэзэехоооаинена-вс!/аонКойовКоенохе

Х(о)-о
,

Г (0=0, /5.27/

которые вместе с уравнением /5.26/ определяют

однозначно.
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Решением задачи /5.267 /5.277 является

. г* — -г~
ь

0

°

/5 -®е/

8
. Случай неоднородных краевых условий.

Рассмотрач неоднородное уравнение /5.22/ с неодно-

родными начальными и краевыми условиями:

\

,} /5.2/
и

} /5 Й9/
е

А (^.
Введём новую неизвестную функцию 'ПХф .полагая:

&<(])-6 /5.31/и

+ ы(х1 у > /5.30/
где - некоторая известная функция»

функция определяется как решены у~.авне-
ния:

г
лх

+ *С15 + 7)к *(Е(*)+>сг

(у)
у

)'!Г~ Х/У) , 5.22’/
где

+ + (Е+Г)ълк
_

V о •<ж, /
с дополнительнымя условиями

ф (X) ,

;
/5.2*/

Выберем вспомогательную функцию таким "о бравом,
чтобы
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Одной такой функцией является:

+

Задачи к § 5.

1. Доказать, что собственные значения задачи Штурма

Лиувилля

о*-, X (а) + /За %' (а) ~0
/

Показать, что выражение в квадратных скобках отрицатель-

ное. /Интеграл в знаменателе положительный, так как

тем самым общая задача с неоднородными краевыми услови-

ями сведете к задаче для функции У(х1у) с однородными

краевыми условиями.

функцию можно искать, например, в виде

где и уг(.*) удовлетворяют следующим условиям

сСу/*) ,
, ,

отрицательные, если р(к)»о и
} а ос; и ое

противоположного знака и <** и /З а одного знака.

Справедлива ли теорема, если <*< или , и а.

или равны нулю?

Указание. Умножение уравнения для л*, на и

интегрирование от а до дает

/
4 [?(*)** (Ч] */^*^*Щ а/*} .
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<?!*) >о /см. /5.117 /.

2. Определить полную энергию стоячей волны /см.s

Рис.7.

креплёнными концами возбуждает

ся ударом жесткого плоского молоточка,сообщающего ей

следующее начальное распределение скоростей

С о » »
к х.-Лхл.«Р,

С 0
)

Х.+с/'чХ С6
.

Найти колебания струны если начальное отклонение

равно нулю. Вычислить энергию отдельных гармоник -

6. Найти продольные колебания упругого стержня,один

0
и 5 /,

3. Найти колебания струны с жестко закреплёнными

концами х-О и
, возбуждённой начальным от~

клонением, изображённым на рисунке 7, и вычислить энер-

гию отдельных гармоник.

4. Струна с жестко э

□. Струна с жестко закреплёнными концами возбуждает
ся ударом острого молоточка,сообщающего ей импульс
в точке ч.

. Найти колебания струны, если начальное

отклонение равно нулю. Вычислить энергию отдельных гар-
моник.

-Указание. Сначала считать импульс 3 равномерно
распределённым по отрезку >.-<?<

струны /см. пре-
дыдуиппэ задачу/, в конечном выражении для перей-
ти к пределу при сГ->о
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конец которого закреплён жестко, а другой свободен,

а/ при произвольных начальных условиях и б/ при началь-

ных условиях: а/бХ;О)~Ах ,
=o .

7. Найти продольные колебания упругого стержня со

свободными концами, а/ если начальные смещения и скоро-

сти в продольном направлении произвольны и б/ если ему

сообщен в начальный момент продольный импульс / на одном

из концов /.

начальный момент один конец провода заземляется, а вто-

ро! остаётся все время изолированным. Найти распределе-

ние напряжения в

Ответ:

2 6 УДС Г
’ ’

Указание. Сначала считать, как и в случае задачи

5,что начальный импульс распределён по отрезку

а затем перейти к пределу 0

8. Один конец стержня закреплён упруго,а другой

свободен. Найти продольные колебания стержня при произ-

вольных начальных условиях. Исследовать решение при

/ иягвое закрепление / и /жесткое закреп-

ление/ /А/ - коэффициент упругости закрепления /.

Вычислить соответствующие поправки к собственным эначе-

ниям для стержня со свободным и закреплённым концами.

' 9. Изолированный электрический провод длиной

с равномерно распределёнными параметрами К ,Ь
.

заряжён до некоторого постоянного потенциала К
. В
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=
.

ОТ (Я.ъ+4)

и
4
(2 ;О)

)

10,Упругий стержень расположен верти
кальке а верхним концом «стко прикреплён к свободно
падающему лифту, который, достигнув скорости ч/;
мгновенно останавливается. Найти продольные колебания
стержня,если его нижний конец х = € свободен.

Ответ;

е
л ' м ~Ма-'6 +

+
:'Гх

и. Найти колебания струив с лестно накре-пленными концами„если в точке х»х ЙФЛ -

мента /-=н
Й СТ�уны с мо -

приложена поперечная сила

ограничиться случае», когда частота
ойда не

'

□впадает ни с одной иэ собственных частоте

Сначала рассматривать случай равномерного
распределения внешней силы в интервале х.-Ах<х.»«Р
а затем перейти к пределу о

Ответ:

"-•=-*
*■ б "с

ТоСо

а,
’

ял —-

■ О?Х .

>
О^х^х о

сь

Аа , .■ х
°

4гл.
съ

.- 1
'^ЛЛг'
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13. Найти продольные колебания усеченного кони-

ческого стержня при нулевых’ начальных условиях,если

конец л=о закреплён жестко, а конец х= С свободен.

§ 6. Колебания мембраны. Цилиндрические
функции.

о

1
. Формулировка задачи.

Рассмотрим свободные колебании мембраны,натянутой
на плоский контур С

. Проблема сводится к решению

уравнения

/6 1/
со следующими дополнительными условиями:

"»<•»,у, /6.2/

Будем искать решение задачи методом Турье,т.е. в

виде:

/ 6.4/
По общей схеме, изложенной в предыдущем параграфе,найдём

дифференциальные уравнения для функций Т(€) и

/б<s/

12. Найти продольные колебания стержня ,

если конец Л“О закреплён жестко, а к концу х=С

с момента приложена сила -ДЛьазё
.

)нйС
= 0 /6.3/

мембрана закреплена на границах' /.



/ 6.6/'Ухх

ж дополнительное условие для

Iна,е"° ■

/6.7/

Уравнение /б.б/ имеет нетривиальные решения,удов-

летворяющие краевому условию /б.7/,лишь при определён-

ных значениях постоянной Л
. Таким образом,вся про-

блема состоит в нахолдении собственных значений

и собственных функций фС уравнения /б.б/ при условии

/6.7/. Однако мы можем получить решения этой задачи в

явно аналитическом виде только для случаев облестей

наиболее простой формы, как, например, для прямоугольной

мембраны / см.задачу 1 / и круглой мембраны. В случае

произвольных областей для получения собственных функций

и собственных значений обычно применяются различные при-

ближённые методы. В данном параграфе исследуем колебания

круглой мембраны.

2°. Круглая мембрана.

При научении колебаний круглой мембраны полезно

перейти к полярным координатам. Тогда уравнение колеба-

ний запишется в вице*

/ел’/ '

Будем искать решение этого уравнения при яаданнот

начальных условиях

О) =

,

/б.2а
/

аг
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и граничном условии

/6.3’/

/ закреплённая по краям мембрана радиуса г. /.

Положив

/б б>/

/6.7 /

Кроме того, на функцию 4/7А мы должны ещё налагать

условие периодичности

и условие ограниченности в особой точке уравнения /6.6*/

т.е. в точке *<- г О ,

/6.7 /,/6.8/, /6.9/ можно снова решить методом sурье,

т.е. исходная проблема /6.1’/, /6.2*/, /6.3 / допус-

кает полное разделение переменных.

Положим

в'+рО-о /в.И/

ршэывнехнннэахэрвэкиЯХЪаНвваЛюЛГако-►

кинэжэй’эйпоигК»*/5*9/*инэна»<1ХагНяиъАгопдм

/Л’9/

и собственных функций

о /6.9/

Поставленную задачу для определенжя /6.6*/,

емнэввкЬГвиндхгэНэйпохиХлмьАгопвИао*

/01*9/
*
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с условием периодичности

/6.8 7
а для - уравнение

/6.12/
с однородными граничными условиями:

с дополнительными граничными условиями

- (г }+ (1 (г) ~ О

/5.17/

/ей»/
т

вяйЫоиоао-/и-гуи’пян/фкияоаьксйГникайэияэнйвФХ
иийян/фшгй’иии/иои*

нвъвнеоро
ичГ4.*?а/ннэкэс1эпаХаоньгйоад*иийзнХфхннчтгвийэпэ

воовияоаонйо«инэй’ааеаэХрэйхв’иийхн/фанндвхиамэке
еэйаъкэ&Э'эзгейннэн/31*9/винэнавФ/эинэтэс!он

/М*9/иии‘

:йиадаэлии/оиоиьэокэй-
/ис1пчтивааХядо

-эйХэ($)$икй1иинэтейэияээьий’оиФэпэмнчхгвиаийлэн
/ЕГ9/'

'

/6.16/
равнение /6.15/ называет часто также уравнением

ь€СС6аЯ ( п __ оро порядка. коротко
важнейшие свойства зтого уравнения.

о
. Решение уравнения Бесселя в ваде степенного

ряда.

Рассмотрим уравнение Бессе™оесселя V- ого порядка
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Решение I(*) уравнения /6.17/ будем искать в ваде

степенного ряда:

/6.19/

(Г* +а

Так как ас *о» то первое же уравнений /6.19/ даёт:

В общем случае Риг могут быть комплексными чис-

лами / для определённости нужно считать,что Р>0 /,

но в дальнейшем будем обычно считать Р

тельными.

и & действи-

.

/6.18/

Подставляя /6.18/ в уравнение Бесселя /6.17/ и приравни-

вая нулю коэффициенты при
1

,2 , •••» получим уравнение

для определения и систему уравнений для определе-

ния коэффициентов :

,
или /6.20/

Если ,(Х **' 2'Г") »
«•••

то ив второго и К, ~го уравнений
•

/6.19/ получаем:

«ммвчхэожъанжяээраноханквЗроэжяэяэй6—-9ж<1пох

<\жкэа'оаохэяоЛя’югХнкнавс!/8Г9/

пдохогоймхнажйжффеояаннхэьэнээяохъ'онУиачУаохо

/13*9/•,

7’>х>

ке 2.. •

Таким образом,если , уравнение

/б< 17/ имеет два линейно независимых решения,соответст“
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вующих двум возможным значениям параметра (Г
. с помо-

щью /6.20/ и /6.21/ можно их записать следующим обра-
зом:

/6.23/

«*О 3,р

утр
! г-,),

, ? *?
/6

?.,(2)*г а.ХМ р
~? , , ,’

Оба - бесконечные суммы, сходятся при любах конечных г
В чем нетрудно убедиться на основании признака Деламбера.*

Положим теперь,что целое поломтелшое
число/, то первое из решений /6.22/ сохранит свою силу а
второе потеряет,так как, начиная с некоторого члена,один
из множителей в знаменателе равен нулю. Полученные оазло-
жения /6.22/ с точностью до постоянного множителя опреде-
ляют так называемые функции Бесселя первого рода у _

порядка л
. Если »•«.

, то а. берётся равным -±-
Таким образом *

р-о р- (р+'пУ [2/

.

мощью гамма “ функции, которая является обобще-
нием факториала, можно аналогично формуле /6.23/ опреде«.

лить функции Бесселя произвольного поредка.

4
. Определение и основные свойства гамма-функции

Эйлера.

Определяем гамма-функцип
наивного уравнения

, как решение функцис

Г(2Ч^ 2ГГ2д /6.24/
при условии

, для вс

’

х целых подолите лв ннт~ в
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очевидно

г~. I /6.25/
/ (4Ъ ~■К

Тарим образом гамма - функция служит для интерполирования

факториала за областью натуральных чисел. Она может быть

представлена в виде следующего интеграла

Пг>- /~е“* Л
,

О

/6.26/

который сходится абсолютно на правой полуплоскости

Йе г. >о
, и представляет собой аналитическую функцию.

Действительно,по /2.26/, интегрируя по частям, имеем

Полагая в формулах /6.22/ а. равным р(6 ,

и учитывая соотношения /6.24/ и /6.25/,

получаем следующие разложения для функций Бесселя ЭД:

Г(г) •= / е'*х* *
((г * -е

к

>
г

/ +2 [е*х. г 2 Л
0 С 0

По формуле /2.26/

Г(Ц- /еЛк’*Ж-2/е’‘
Л

.
/й.27/

Хотя формула/2.26/ позволяет определить Г(*) лишь в

области & 2 >0
, можно с помощью функционального со-

отношения /2.24/ найти и значения для Г(2/ при

При ётом оказывается, что в точках (^ с °1 Л 2, . ..]
гамма-функция имеет полюсы первого порядка.

о

5 . Функции Л (г)

Р‘°

нр

Г (р+1) Г(р+? + 4)

/ = 4^* р

(Т/ /6.28/

Эта формула имеет смысл при любых ,
как положительных,
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так и отрицательных. При
в

(ъ-* о,г она сов-

падает с формулой /6.23/. в отличие от исходных формул
/6.22/ формула /6.28/ имеет смысл и при Р— но

ничего нового не дает. Поскольку Г ( р-ъ+1) -

для
о р -я - {

,
то фактически в этом случае суммиро-

найме начинается со значений
, следовательно:

ЫП
- /Л)

Г(р**)Г(р
•» .

л. V СР 1%\ 1

р'+'^+Л ) Р ( 0*+4)|,2' ч~*бГЛ.в>

Как уже отмечено для

. /2.26’/
нецелых значений V* ФУНК-

ЦИИ *Л(е) и лияайн а независимы / имеет нуль
а «л-и(?-' полюс -го порядка в точке г~о / и
всякое решение 2,(в) уравнения Бесселя V -ого по-

редка может быть представлено в веде линейной
функций и Г2)

комбинации

аякоаааоннамтедаочижжяяопиааякнмдхимйм1ф
*('?ГТтэ^(2;лг'э=(з)а

7

Иатересяо ммек», «о функци полуцелого порадка
выражаются череа тригонометрические функци. Например:

* (1+рГ[2,)

Ь5 8 «РЖ Д

1)

о

' ац
0

0

—
■ч.

•***.

*Л>—
V-

м*

+

2.

<

П1

чЛ

<*»

*

4

2. К

зА

5

?■

.

N

ДО о>
• лз

\

>г

о>
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/ 5.29*7

/б.30/

(?)
/6.31/

Важны следующие частные случаи этих формул: при »°О

/6.30/ даёт

/6.30*/

при V-/ / 6.31/ даёт

(2) ,

Складывая и вычитая эти уравнения, находим рекуррентные

формулы:

- > /6.32/
(г) /

окончательно Г+?) - &

Аналогично

СйН2

6
. Рекуррентные формулы.

Непосредственным рядов Зесселе

вых функций можно доказать следующие соотношения между

функциями Бесселя первого рода разляч порядков:

} ■ з 1’

/ 6.31'/

Дифференцируя /6.30/ и /6.31/, получаем
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—/3Л(г) - oр2
Р

Р'-° ’ /6.33/
которое приводит к функциям Бесселя второго рода. Харак-
терным свойством этих, функций является наличие особен-
ности типа полюса в начале координат. Обычно эти функ-
цки берутся в следующем

Ж

7Г~? (2) 1
4 / 6.34/

/6.35/
Таким образом, при всех значениях V общее реше-

ние уравнения Бесселя можно записать в ваде:

7
. Бесселевы функции второго а третьего рода.

Как указано в 5 функции Хи /к- назураль-
ное число / не являются независимыми решениями уравнения
Бесселя. Второе решение можно искать в виде

И называются функциями Неймана
/6,34/ является независимым от

Решение

для всех значений
, но правая часть принимает неопределённый вид

/о при целых V
. Однако значение можно

найти по правилу Лопиталя:

*= С,7, ф+Сг. сг)
п

/6.36/
При достаточно больший аначениях аргуиев1а

™е»т место следувщве
асиипт0тгч8еме
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для бесселевых функций:

/6.37/

По аналогии с показательными функциями можно по-

строить линейную комбинацию решений Д-Гг) и ХЛ2) ,

являющуюся решением уравнения Бесселя. Эти функции назы-

ваются функциями Бесселя третьего порядка или функциями

Ганкеля / Напкс-С /•

Н! иЦ)-^(г)
.

/б-38/

Они имеют следующие асимптотические выражения:

/в.39/

.
о

о
. Производящая функция и интегральное представ-

ление.

Таким образом цилиндрические функции первого и второго

рода относятся друг к другу как косинус и синус, но за-

тухают с ростой 2 благодаря множителю »
Как и

тригономические функции, функции Бесселя и Неймана имеют

бесконечно много дулей на оси л .

Рассмотрим бесселевы функции с целыми индексами.

Равенство означает,что

остаётся ограниченным при

отношение
4>(х)



72

Покажем,что имеет место следующее разложение

с~''° IИ.Ч>

/6.40 7
или, разделяя вещественную и мнимую части, причём считая
2 и Г вещественными, и учитывая соотношения /6.287;

/6 ‘ 41/

Выражения /6.41/ представляю» собою разложения фушщед
в ряда Фурье; применяя обычный способ определения
фициентов, получаем следующие интегральные представления
для функций Бесселя:

х/
Оба разложения сходятся абсолютно.

1]
ар

/ОФ*9/
ояюнэа-вЗлажало#•вяйвйоподока'пдийяк/фхкнэяээоар

В1Г1Гяаийян/фиейнИоявиойпкоаавянеанэ

= У

Полагая в формуле /6.4С/
, получим
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1л , /6.42/

С учётом соотношений /6,43/ можно объединить фор-

мулы /6.42/ в одну формулу:

ила, с учётом чётности поджнтегральной функции

кения можно утверждать,что полученные соотношения /6.42Л

/6.44*/ справждливы ж при любом комплексном г. •

9
. Колебания круглой мембраш.

Разделение переменных приводит нас к следующей

задаче: найти собственные функций ж собственные значения

уравнения Бесселя

/в ",5/

прж добавочных условиях

2 (а.; -о /«(о)/< Ьо
.

/в.lб/

кроме того '•*»•/>

4- СЛ4 (2 -О
1

0

(2 °- /6.4V

Р&'Ъ/о

<Ал>(Лг-<Аи'}(г)

Л

-«о*Гэс1лоаояээммпгенжвшйтнийп.Сежо&0ЗД*ЖК&ЭЛ1{

Л

Глг<-

!-у~<1рип,
л
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Общее реиение уравнения /6.15/ имеет вид

Этому собственному значению принадлежит собственная
функция

По /6.10/ и /6.14/ получаем двухмерные собственные
функции соответствующие собственному значению

Гт г

, /б.sо/
> О *2

"

из второго условия /6.16/ следует, что с*-о
, а первое

условие дает Если т,-ой корень урав-
нения \1 [/'*) в о 50

- (~^3' )
э /6,45/

/б.46/
Из общей теории /см. §5, 3° / следует ортогональ-

ность собственных функций /ЛЧСъ) с весом -г ;

А ?// п>

1 1
о

Ч.А. .о. /6.47/
/и, *

а норма этих функций равна /см. задачу 8/
Л® г у

(*-!

/ 1 *) <*•
т рц^2‘}] 2

. /6.48/

\<9-
76.49/

ял»
/м! • с

'

/6.49*/
Собственные функции обладают следующим свойст-

вом ортогональности (*. =■



75

Полное решение исходной задачи будем искать в виде

суммы:
«ХЗ Очэ /4)

к-"О гп.»/ '

Л Л Л Э
3

Э
ч Эг

2,404 3,832 5,135 6,379 7,586 8,78

5,520 7,016 8,417 9,760 11,064 12,339

8,654 10,173 11,620 13,017 14,373 15,700

11,792 13,323 14,796 16,224 17,616 18,982

Однако случай мембраны отличается от случая струны

тем, что для последней каждой частоте собственных коле-

баний соответствует своя форма струны, которая просто раз

деляется узлами на несколько равных частей. В случае

:/д*9/ошнэнавй/хдкйоа&акяоК/

гвйоюя*
(?)!дкэхзшгэКэйно7мнеядЗахо

«Е‘9/-/«1*9/кяэяройпуэжчнвинэшейчюолиэиавд

и*
/6.52/

/6.53/

где постоянные определяются ив начальных

условий /6.2 / с учётом ортогональности собственных функ-

ций /6.50//см. § 5, 4° /,

Как и в случае струны решение /6.53/ представляет

собой суперпозицию стоячих волн. Собственные частоты —

1
частота основного тона о

~

—

. Ниже приводятся первые корни некоторых бес-

селевых функций
7. а •Л



меыбраны для определённой частоты соответствует несколько

колебательных состоядкй мембраны с равлнчнши: положениями

увловых линий
B
т в е® таких линий, на которых амплитуда ко-

равна цулзь Эт© оваеадо с тем® что к&хиомччто каждому соб-

те

отверну андееэтв соответствует кеЬслько линейно нева-

инпюжг соименник функций / в случае круи а мемаранн
® / Ж ЖЖВеЙНОЙ КОМбЖННЦНИ 8ТНХ

функций соответствует равнинные положении узловнх линий.
Ни рисунке 8 кеобрихенн кекоиорне сдпм раеполохення
уелоинх линий с увиванием

яисзкэяя* ори*»'
=■ ’< ’■ ' ' ариаяш основного ФОНИ / рддцусн
/вловш «инжй, ввд окружностей» выражены в долях
радиуса атсбрияы/-’.

1. Нами совствеааве часто» а оовсттеатае Дунтп»
«амбра» с ваараиашвиж гранвцшв.'
Собственным эначенкем ;

*"*п' 1 / \. &■ /

норяргаааиые советввааые фуи1Щ1ш
х ,. / а./ > - стоюоак

мембрана! /.

Н*Ьж аи.ре.иже жоллвша,
мшв-

р*жа О -*
, «, е евкрец. 9нак г?веи> ваввант|е
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начальным отклонением

а(х ,г/, о) .

Ответ:

х V' V
е ЛЛ-41А,

' (2^4)г
к

собственному значению

стэует собственная функция

ж а’ '*** х /ак. асдачу ./.

5. Показать, что функция Бессежя мнимого аргумента

[.Л(**) 7ж •

� л г 7; о*/ • *д (л*Н

3. В елуш?» квадратична! млйУрает сторон®! а.

Найти узловые линия в случае собственных значений

а=5®
г

»ееяк' профиль опу.гдв-хяется функ-

циями г(1 , Ги. ,
* ги > Л/д 13

10 если профиль

определяется функциями г<4|

4. Показать, что бесселевы функции Л4 могут

быть представлены в вкде:

где - многочлен стелена относительно

1 о
х )

многочлен -о1 стелена, Еычас*

жать • .
7-< ’

является решением уравнения ?'{*) +
х

%'(*)-(1* л*} *

НаЛти разложения функции /,а; *

б. Показать, что

1»де Г т яитегреж '
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_/ •—> нч/-=С=.

/ П интеграл Ломмеля /.

Указание. Написать дифференциальные уравнения для
и .Л/,ил/ , вычесть из первого уравнения второе

пред- зрительно умножив первое на второе на ЛМх/
Доказать, что

интеграл Ломмеля /см.предвдущую задачу/
при переходе к пределу дает:

Предварительно к первой части прибавляется и внчи-
тывается

аятрм пЛо пт} » затем обе стороны делятся на

помощью дифференциального уравнения Бессе-
ля исключается. X! (к*)

8. Пользуясь результатами 6-ой и 7-ой задач, пока-
зять, что собственные функции Л7 а 1

нм /Л
ции Ч ортогональ-

ны /о.47/, И вычислить норму /6.48/.

9. Вывести из интегрального представления /6.44’/
Для функции Л представление Гансена / Ним /

' ■ - «V 7

7 /

' у*е<*7* ] в'

10. Из /6.40’/ и представления Гансена вывести ревенство

ЛВД
- (х)Д

.
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И. Найти поперечные колебания круглой мембраны с

закреплённым краем, вызываемые радиально симметричным

начальным распределением отклонении и скоростей.

12. Найти собственные функции и собственные значе-

ния мембраны, имеющей форму кругового сектора / границы

мембраны закреплены/.
13. Найти функцию -а (у, у, .6) , характеризующую коле-

бания мембраны под действием начального импульса К »

сосредоточенного в центре круглой мембраны.

Указание. Рассмотреть распределение импульса плот-

ностью
, х

К (*) Н
I о >

а затем перейти к пределу у-* о

§7. Распространение волн в пространстве.

Будем рассматривать распространение волн в неогра-

ниченном пространстве.

1
. Формула Пуассона.

Будем искать реиение уравнения колебания в прост-

ранстве

и.
-ц -с/ ЛНу /7.1/

при следующих начальных условиях

а (х,у, а, о) «у /

(*, у, ?
- о) - Ф7*, у, г).

/7.2/



удовлетворяет однородному уравнению /7.1/ в случае сфе-
рической симметрии,!.©, уравнению

Для определения функции в некоторой точке

рассмотрим сначала

<- на

среднее значение на сфере
радиуса ц, с центром в точке М

в :

:инаьг
рйва&х&хэнхооо‘зды/оаовоэтгвхжнекэие-т2^а7Гг<маНа

$Л>0Л
/ь

•

V*
1

7$ГЛЯ

т
"5р”7/~?27

ЛТ 37

)
Мо) у

0 С

/7 /
Отсюда видно,что

ЧХ -И(0, е. -' М.), / 7.4/
Среднее значение

,
как функцая < и

,

/ 7.5/
■■Ьх'бн доказать это, интегрируем уравнение /7.1/ по

объёму лара К/ , ограниченного сферой с?
ъ

м
*

.

& $<. у д /

По Теореме Грина, учитывая,Что ли. ~

<*? / °<$
направлен по

внеиней вормали /. Таким образом

*

V
Оператор Лапласа в полярных жоорщинатах:

4 к +
.
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/у ~ <- I)

уравнение /7.5/ переходит в уравнение одномерных коле-

баний

лГ - о?<0.,.
тй 9

/4Л/

общее решение которого по /4.3/ имеет вид

V - си, (^+а а^’)
,

ценной, то

/, (аА) -

Если продифференцировать последнее выражение по и

разделить на , то

Учитывая,что получаем уравнение /7.5/.

Введением новой неизвестной

Решение /7.6/ является суперпозицией двух сферических

волн/ поверхностями постоянного смещения являются сферы/,

первая волна представляет волны стягивающиеся

со скоростью а, к началу координат <,=о , а

- волны, удаляющиеся со скоростью а* от начала координат.

Амплитуды этих волн в процессе колебания изменяются ввиду

наличия множителя

Так как функция при долина быть ограни-
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Отсюда

Подставив сода начальные д'анные и опуская ивдексДи
И .

, получим т.н. формулу Пуассона:

'.йявЧиоп
оннэаююаюоо/4*2/иинэгвбкааинваосГийнайэффий

/7.8/
но с другой стороны по /7.4/, при №О и €-1:
выражение для даёт:

Э (<*■*■) 1 _

Таким образом, принимая в А.8/ /‘С, а

о, рч. *)- Г 1
, получаем

или, по /7.3/,

/ р /7.9/
- точка интегрирования /.

2
. Процесс распространенаЯ волн и принцип Гюйгенса

Положим,что начальное воемучение сосредоточено в
«втором ограниченном объеме V о поверхностью

УСТЬ точка N находится вне <Г
. Еоли

<Г
,

«где сб
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поверхности <г
, сфера

опять находится вне

V / весь объём V будет

внутри s<и /, и формула

/7.9/ опять даёт .
Рис.9

Общая картина распространения волн является супер-

позицией отдельных сферических волн, выходящих из каждой

точки пространства, где имеется отличное от нуля началь-

ное возмущение.

кратчайшее расстояние от М до г
, то поверхность

интегрирования в /7.9/ находится вне объёма \/

т.е. функции У и у , характеризующие начальные воэцу

тения, на поверхности равны нулю, и ,

В момент тг
- И

.. _

поверхность коснется <г
,

и

передний фронт волны черев М.
. Наконец, при

,
где В - наибольшее расстояние от И до точек

Моменту соответствует прохождение заднего фронта

волны через точку М
.

Таким образом имеет место т.н.

принцип Гюйгенса, который утверждает, что возмущение,

локализованное в пространстве, вызывает в любой точке М

возмущение, локализованное во времени. Для предельного

случая, когда начальное состояние сосредоточено в одной

точке, его эффект в другой точке концентрируется в опре-

делённый момент времени, определяющийся расстоянием

между точками.

Передний фронт волны в данный момент представ-

ляет собою поверхность, отделяющую точки, которые ещё не

начали колебаться, от точек, которые уже колеблются.
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О) ~Ч>(*.<() ,
. /7<и/

Достаточно рассмотреть всю проблему на плоскости

Для этого интегралы формулы /7.9/, которые берутся по

сферам, преобразуем в интегралы по кругам на плоскости

выражается следующим образом:

оСб' •= ем
,

Все точки этой поверхности имеют одинаковое кратчайшее

расстояние от в-
, равное . Эта поверхность бу-

дет огибающей для семейства сфер, радиусами а€
, имеющих

центры на поверхности б'
- Аналогично - задний волны

в момент € образуется совокупностью точек, наибольшее

расстояние которых до б" равно аЛ

3 . Цилиндрические волны.

Будем предполагать, что начальные возмущения ц’ и

У7 /7.2/ не зависят от г
, т.е. сохраняют постоянное

значение на всякой прямой параллельной оси г . Если пер<з

двигать точку М параллельно оси г , то правая часть

формулы Пуассона не будет менять своего значения г т.е.

функция хх/ также не будет зависеть от г. , и формула
Пуассона /7.9/ даёт решение уравнения

/ 7.Ю/

при начальных условиях:

.
Так как у» и не зависят от г

, надо

преобразовать только элементы поверхности. Проекция об<г

элемента поверхности высшей полусферы на поверхнос
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1

м =

— ах~

то же относится к интегриро

ванию по нижней полусфере.

Поэтому интеграл по кругу

берётся дважды.

В результате получаем Рис.lo

/ “ переменная

точка интегрирования/,

К . +

/7.12/

а*.

/

где - КРУГ радиуса «к с центром в точке н(х
•

Для объяснения физического смысла решения положим,

что начальное возмущение сосредоточено в области (Г на

плоскости *■ у с контуром 6 и точка М лежит вне <г.

Для моментов времени о? , где с/ - кратчайшее расстоя-

ние от М до контура С
, круг не имеет общих то-

чек с <г , поэтому и . В момент

в точку и придёт передний фронт волны. Для значений

€> %
9 где 2) - наибольшее расстояние от М до

круг
_.

н

аг
бУдет с °ДеРжать внутри себя всю область

<т и *Д$$не обращается в нуль, но из-за члена (аЩ
в знаменателях подинтегральных выражений /7.12/

будет стремиться к нулю при беспредельном возрастании .



о

г
, I)

/7.13/
при нулевых начальных условиях.

при начальных условиях

т.е., по /7.9/,

/7.д’/

86
X

Так™ ..брааои, влияние начальных возмунений .локализовав-
ши за плоскости в области <г, в некоторой точке М
не локализовано во времени и характеризуется длительный по
следействием / см. задачу 3 /, поэтому к принцип Гюйгенса
здесь не имеет места.

Аналогично, если начальные функции зависят только
от одного переменного Л

,
„ формула Цуассона позволя-

ет получить решение задачи Коши для уравнении колевания
струны / плоские волны в пространстве/. Исследование ре-
шения показывает, что в точже х после прохождения зад-
него фронта в овщем случад ве овр(ццаетоя в

нуль, а принимает некоторое постоянное значение /см.зада-
чу 4 /.

<
. Решение неоднородного волнового уравнения.

Достаточно рассмотреть неоднородное уравнение

Пусть
- решение однородного уравнения
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и покажем,что она является решением уравнения /7.13/

при нулевых начальных условиях. Действительно:

.

отсюда

Вместо С введём новую переменную интегрирования

:

Ц[ /(* -(-Л./Хл Л,<Хл & ?сп 2 + *

ООо

/7.1&/

Составим функцию

о
0 /7.15/

эъ

\. У
г

у, 2 д*гу^,2,е ; г) 1
о ае 1е=с“

/^ЭУ(лг,у,Е,€;д <<г л/
«

/ *№'№)
,

Следовательно,
<. г

г

4с
ее ,■(.)

Объединяя формулы /7.9’/ и /7.14/ получаем:

/
1

“4*,Ч'2'<-)-йК/С{/
н

Я

г

■'■'' С ■**
2 +а.(?~ <С)с&

000
х а,а -*<«- &с1-& а.Т



Это выражение называется формулой запаздывающих потен-

циалов. Характерным является тот факт, что функция, опи-

сывающая состояние источников колебаний, берется в момент

времени 1 -1
, предшествующий моменту 1

, для кото-

рого вычисляется
. Разница в моментах времени

дает то время, которое нужно для прохождения возмущению
из точки источника в точку й со скоростью

СС
. Отметим, что и формула /7.15/ имеет простой физи-

ческий смысл, а именно, она показывает, что решение неод-

нородное уравнения /7.13/ при нулевых начальных условиях

является суммой импульсов происходящих вви-

ду наличия свободного члена в /7.14/.

Задачи к §?,

1. Решить задачу с начальными данными для уравне-

ния колебаний в пространстве, предполагая,
что начальная скорость всюду равна нулю, а началь-

ные отклонения С) - </>&&*) имеют вид

4
' внутри единичной сферы,

,
вне единичной сферы.

2. Исходя ив формулы Пуассона /7.9/ найти решение
уравнения колебания

при центрально-симмет-
ричных начальных условиях

/ Ч - расстояние от центре симметрии/. Определить
как функции от * и / [а «

. Исследовать ре_

иение, если начальные возмущения локализованы внутри
88
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сферы радиуса

Ответ: у(чЛ) = +<**.) +(п.-а*) У(п.~аЛ)±
Ч+аЬ

+
а

1 , при к-о1 ;

Ч.-о±

= +°*) «X* +

+
1 У , 4,-аЛ. ь о

.

"3. Решить предыдущую задачу как одномерную учиты-

вая, что волновое уравнение в случае центральной симмет-

рии принимает вид

«« - Л /г
Л.5/

Указание. Учесть, что общее решение уравнения /7.5/

имеет вид

а- ■

Указание. ввести сферическую систему координат, на-

правив полярную ось по оси *

5. Решить неоднородное уравнение и# -а*Аи

при нулевых начальных условиях, если в начале координат

Произвольные функции и Д можно определить из на-

чэльных условий, и из условия конечности решения при

.1*0
.

4. Показать, что если начажьные функции У и

зависят только от одного переменного х
,

то формула

Пуассона /7.9/ позволяет найти функцию являющу-

юся решением уравнения с начальными усло-

виями и<х,о) -
,

а € (*>о)= <№) /см.) 4, п.2/.
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6. Исходя из формулы запаздывающих потенциалов
Л. Iб/,пплучить решение уравнения:

Ответ:

7. Показать, что решение уравнений колебаний

— О- 4

жли четно /прж ~ о /

У(х> У'*) = у/у
,

находится точечный источник внешней силы .который
начинает действовать с момента г = О

Указание;
р .

12
> где

плотность внешней силы. В данном случае можно вызвать
=

1
6

, а
затем перейти к пределу ~»О

.

при нулевых начальных условиях.

удовлетворяющее начальным условиям
,

7,
* 7 ( ° ' и граничному условиюи^у 'У/ или </ (х >и 0,1,) хх< <// ’-ь) о

1 дается /при
формулой Пуассона /7.9/, если началка, начальные условия продол-
гать ив все пространство нечетно / при «&,»,о о-о /

-Т")



91

ГЛАВА Я

УРАВНЕНИЯ ЭЛЛИПТИЧЕСКОГО ТИПа

§ 8. Гармонические функции и интегральные

формулы.

I°. Сопряженные дифференциальные выражения.

Рассмотрим дифференциальное выражение второго поряд-

К8

гч/-
‘ IЪЛ/

/8.
2/

у-*
у

сопряженным в выражением /-(«)

Непосредственным вычислением можно убедиться, что

понятие сопряженности вэаимообратное: сопряженным выра-

жением с М(г) будет первоначальное выражение Ни) /си.

задачу 1/.

Если

••'*х
1

'-кхнннаяайэи

юиийян/фгййквай'-э
''&

г
--ь

Назовем дифференциальное выражение

М (и.) - /_У)
, /3,3/

то выражение Ци) является самосопряженным. Найдем уело

вмя самосопряженности выражения /8.1/. Определение /8.3/

дает: у у л.кИ— + ув = У V --
- У \



I

Отсюда

у? 3*‘ у< г“.ч •

е. ■—% 1 7

‘ Эзг,- •
</ =/ /

В метеиатичесю* физике большую роль играет вараже
вие типа V Ихх)~иН(у), При помощи формул /5.1/ и /5.2/
наадем

Гч ДД - +

М-* Ц -■" д
~ Й Д. .

Отсюда,

Г Ни.) - а МИ) . Р-
/8.5/

где

-и?
V Ч Л Эх, . /B<s>/

2
. ЧЮрмулл Грли. дал двмерендадаьнщ выражени

.

Пусть ,О(х,у,г) х И(х,иг)
пере»™, непрераввне в„есте ет стоож ад

’

:х::гг°хг“” г
’-”™

М(Ра»л.

92
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Аналогичная формула имеет место и в общем

ном случае:
и/ 4г--/

///•"/У ~/I■ ■/У
9х-

г
7

/8.7/

где Г - (*■-'<) -мерная гиперповерхность, ограничиваю-

щая и, -мерный объем 52
,

-и/ - направление внешней нор-

мали к Г
. Конкретно в двухмерном случае:

/8.8/

/8.6/ - /8.8/ к дифферен

приводит нас к формуле Грине для дифференциальных выраже

ний. По /8.5/ и /8.7/ получаем:
-*-4

//^“/ с^^х')^ г
> /8 д/

в двух- и трехмерном случае соответственно:

- формуле Гауссе-Остроградского /
'' - О'Г^'ьоу 'кл* /,

где с<0ос
,

<х>-5уз
,

со*/' - угловые косинусы внешней нормали

кусочно-гладкой поверхности <5
•

циальному выражению и, Рис. 11

/[[гЬМ -^Н(4)]с1$^/[Р1 сМ(Пх)+ Р
ъ см('П^с1<Г) д,/

Л](У Ям* +^оол(п^) 3̂ см
д



/ г “ Расстояние от. центре симметрии, р -от оси

симметрии/.

Исходим из уравнения Лапласа Да~С в сферических
координатах

Л / л / ■> \

или,учитывая, что нас интересует тот случаи,когда а З а
висит только от х :

Решением этого уравнения является функция

~ и(1) . А с
• • /Е «

Все Р
г должны быть непрерывными вместе со своими част-

ними производными первого порядка - в области

до границы Г
.

с вплоть

3
. Некоторые частные решения уравнения Лапласа.

Большой интерес представляют решения уравнения Лап-
ласа, обладающие сферической или цилиндрической симмет-
рией, т.е. зависящие только от одной переменной 1 или

Полагая С"-/ и и' и ск ~ о
, получаем функцию

/8.10/
которух, называют Фундаментальных решением уравнения Лап-
паев в пространстве. Эта функция удовлетворяет ;
Лапласа всюду, кроме точки л -о

.
с точностью

уравнению

ДО по-
отоянноро мнохителя пропорциональности она совпав.. „

полей точечного наряда л .помещенного в начале
нат /в системе С$5Е потенциал заряда о. . *
нальнои системе

* 1
/. Рассматривая движение

коорди-

»в рэцио-

несжимае-

94
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А“ а + > *&- О
,

получаем решение, обладающее осевой симметрией

и(/>) =- С Огр. + Сл

Выбирая

и с* * о,

будем иметь

/8.11/

Функция е(у) называется фундаментальным решением урав

нения Лапласа на плоскости. С точностью до постоянной

она представляет потенциал равномерно заряженной прямой

и удовлетворяет уравнению Лапласа всюду,кроме точек

О

Аналогично можно получить фундаментальное решение

уравнения Лапласа в п. -мерном прострянстве/см.задачу 3/

мой жидкости с потенциалом и учитывая при этом,

что скорость движения 'и
о

~ ~

, видим, что

в начале координат находится источник силой / в

единицах объема/. Действительно,объем жидкости <2
,

ко-

торая вытекает за единицу времени через поверхность сфе-

ры произвольного радиуса /2 с центром в начале коорди-

нат, равен 75
~ Д .= .

По этой аналогии

будем говорить, что фундаментальное решение 4 пред-

ставляет поле точечного источника мощномтью Ч7Г

Рассматривая уравнение Лапласа в цилиндрических

координатах



В

о
4

. Интегральная формула длв§ уравнения Цуаис-она

в трех- и двухмерном пространстве.
Исходим из формулы Грина /8.9»/. Если Ци.) дИффе

ренцияльное выражение Лапласа ли ■, т.е.

Ца.) да.

то легко проверить, что сопряженное выражение

= л г

т.е. дифференциальное выражение Лапласа самосопряженное
По общим формулам /8.5/ и /8.5’/ найдем:

и отсюда по формуле Грина /8.9"/

-и . // . Ц +

/8Л2/

ат* формуле применима для всех областей 1/ ограниченных
кусочно - гладкими поверхностями 5

, если в области V
и на границе функции ы и V непрерывные вместе
со своими первыми и вторыми производными. Пусть функция

удовлетворяет этим требованиям а V
является фундаментальным решением уравнения Лапласа про-
стрвнстве: -2.

пгто м
гм

он
’ 1де ' >с некоторая фиксирован-

ная точка внутри области |/
. Так „„„ фуняцм

Ф)-> со
, если

, 10 /елг/
96



применима для всей области

V
. Поэтому вццелим из

Я небольшую шаровую

Вели перейдем к пределу , то

« (Мо ,(-) “
> и.

Лж. ь
,

13.

область с центром в

М
о , радиусом 6

,
обо-

значим оставшую часть

области V черев .

/4 ограничена кусочно -

гладкой поверхностью <5,
,

Рис. 12.

которая состоит из 3 и сферы "г; .
К полученной

области применима формула /8.12/. Таким образом:

/]{№- Л и(М' ' “М =

1 л//

- II [С,
5 Е

Учитывая, что во втором интеграле
~ ";Я

, найдем:

-// - * А., & =

,

в
_

1 И а(МШИ) ~ - Нота /Но,(.)
е х з/* ’

'

где ~й.(м
о
,<-) - среднее значение и на сфере , и

И
н

я ~ 1 У~
э*.

*■ ——— ” о а

Лж. /Я г-
Ь.,о

«**<> Г

/определение несобственного интеграле, см, $ 10 п.2/.
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Таким образом, учитывая что в области

получим:
>

Чт“(Но) - - ДЩ) *

+ ll <^м
м̂

м
н

т-(М) 4(ц)
или Лапласа

Аналогично жжно получить интегральную формулу в
двухмерной случае, если в формуле Грина

* взять в ввде фундаментального решения уравнения^м'!
леса на плоскости

гм.

7М° * ФтасиРованная точка%l плоскости/.
В результате получается

.

•" /8.13/
Вте формуй дм» нам возможность получжть решение

уравнения Пуассона

ли(М) = о

в любой точке

значения функции и

5
.

внутри области
, ееди известна

ее нормальной производной на границе

* / 4* Л

5°. Ооновнне свойства гармонических

/л/8.14/

функций.
•УНК,„, непрерывная

юрвого

98
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и второго порядка в некоторой области О /двух- иля

трехмерной/ и удовлетворяющая там уравнению Лапласа

ли, -о,

называется гармонической в области О функцией.

1-ое свойство гармонических функций: интеграл от

нормальной производной гармонической функции по границе

области равен нулю.

~°
/8.15/

2-ое свойство: значение гармонической функции в

любой точке внутри области выражается череа значения

этой функции к ее нормальной производной на поверхности

облаети следующей формулой:

3-ье свойство: значение гармонической функции в

центре сферы равно среднему аритметическому значению

этой функции ни поверхности сферы, т.е. равно интегралу

от значений функции по поверхности сферы, деленному на

площадь этой поверхности:

“М - ■

/BЛ7/

Применив формулу Грина /8.12/ к гармонической в

области функции и- и к гармонической функции

<!/■« / , получим:

<*("■) - & № /8
.

16/

/интегральная формула /8.13/ в случае 4«-О /.
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Для доказательства применим интегральную формулу
/8.16/ к сфере с щ тром в М

о и радиусом О. /б*»/
В данном случае направление внешней нормали аа. совпа-

дает с направлением радиуса сферы, так что:

Лг 1
.

�

и пс /8.16/:

я

Ня-и. I * ч'яв.*- Л сl5
5«-

По /8.15, первый интеграл равен нулю.

4-ое свойство: функция, гармоническая внутри области
и непрерывная вплоть до границы области, достигает своего
наибольшего и наименьшего значения только на границе об-

ласти, кроме случая, когда эта функция есть постоянная.
Пусть <л(М} достигает наибольшего значения в не-

которой внутренней точке М< той области /
, Рде

- гармоническая функция. Опишем сферу зД при-
надлежащую V

, применим формулу /8.17/ и заменим под-

« ее наявольяю, ататеН1ге11

яа сфере 5
Л

■

, Таким образом получим:

“(*.) ±
’ /

прмчем я.« равенства «веет «вето только в том случсл,
когда и на сфере $.*•« есть постоянная равная а(ч.)
Поскольку, ПО предположению, «(»,) есть ваяволыкее аяа-
чение и(м) в

,
то можно утверждать, что имеет мест

“(н.) =



И
. Отсюда следует и постоянство <л(м} во всей обла-

сти '/

Соверше» >о аналогичные свойства имеют место и для

гармонически! функций на плоскости*.

/3.15’/

А /8.16*/

Следовательно |
ъс(М) равна постоянной внутри И на по-

верхности всякой сферы с центром в /И
< , принадлежащей

: любая "очка, лежащая внутри 1/
.

Нам

надо д казать, что У) ж и(М,) . Соединим с А/

ЛИ’’»'вЛ ‘лнечной длины, лежащей внутри V
, и пусть

- крат 'г -зеа расстояние от границы 5 области

]/ С</>
. В •илу доказанного <л(м} равна постоянной

ь(Ч.) внутри сферы
‘

. Пусть Мд
- точка пересече-

НИЯ лжей» / и 5 М>
.

Так 'ак то

и внутри лферы . Аналогично, и внутри

зф»*ры
3

, где М$ - точка пересечения линии / и

поверхности . Пут* и построения конечного числа та-

КИ1 сфер мы увидим, ч-о * 1

Таким образом, армонплеская функция не может иметь

внутри V максим ла. Аналогично модно показать, что

внутри !/ > может иметь и минимума .

/Я.17’/

/ - окружность с центром В <Ч> и радиусем

101



6
. Основные типы краевых задач для уравнения

Лапласа.

Как уже отмечено в третьем параграфе типичными для

уравнений эллиптического типа явл.тютая краевые задачи.
Сформулируем важнейшие краевые задачи для уравнения Лап-
ласа:

ли = о

'Э-П. /
3

=

102

/8.19/

Основной задачей в теории потенциала является т,н.
задача Дирихле /ЗМсАЛН /, ии первая краевая задача,
ио определению функции, гармонической в области V
при заданных значениях ее на граничной поверхности 5

“
й /8.18/

Область V может быть или многосвяаной, или односвяз-
ио1. Если область Г> конечная, то мн имеем внутрен-
нюю аадачу Дирихле, если бесконечная /вне поверхности

5 / " вневнюю аа ДачУ Дирихле. В последней задаче ста-
вится еще условие, чтобы решение М стремилось к нулю
при беспредельном удалении точки Л7

Аналогично формулируется задача Дирипе для плоеное
области, но в случае знойнее задачи на плоскости требует-
ся, чтобы функция имела конечны, предел при бес-
предельном удалении точки /И

Часто встречается, особенно в гидродинамике, вторая
краевая аадача, или задача Неймана / когда на
граничной поверхности 3 задается значение нормальной
производной
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нии твердого тела в идеально! несжимаемо! жидкости пре-

дельное условие /8.19/ выражает совпадение нормально!

составляющей скорости точки М поверхности (5) тела

и жидко! частицы, прилегающе! к точке М . Задача Ней-

мана может быть сформулирована и для двухмерного уравне-

ния Лапласа.

Более редко! является третья краевая задача, когда

на границе

/8.20/

Аналогичные краевые задачи можно сформулировать и

для уравнения Пуассона

/1а-

Однако, решение таких аадач сводится в решению соответст

вующиж краевых задач для уравнения Лапласа. Для а того

нужно искать решение уравнения Пуассона в виде:

*("')- /в.ЕР/

пя в двухмерном случае жа формулы /8.14/

т(М0 ) »
- //

. /8.21"/

/где по /8.15/ ///(М)сС5 » О /. Например, при даиже-
5

где - некоторое частное реяение уравнения Пуас-

сона, а - уравнении Лапласа, выбранное так,

чтобы краевые условия задачи были выполнены. Частное ре-

нение можно получить иа интегрально! формулы /6.13/
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7°. Единственность решений задач Дирихле и Неймана.

Что касается задачи Неймана, то отметим, что любая

постоянная есть гармоническая функция, удовлетворяющая
предельному условию:

Рассмотрим сначала внутреннюю задачу Дирихле.Вос-
пользуемся четвертым свойством гармонических функций.

Предположим, что существуют две функции а«ГМ) и
,

гармонические в области / и принимающие на граничной

поверхности 5 одни и те же значения .Тогда раз-
ность будет также удовлетворять внутри

V уравнению Лапласа,т.е. будет гармонической функцией
и ее предельные значения на поверхности 5 везде будут
равны нулю. Отсюда, в силу четвертого свойства гармони-
чески\ пункций, следует, что обращается в нуль
тождественно во всей области !/"

, ибо в противном слу-
чае она должна была бы достигать внутри V

положитель-

ново наибольшего значения или отрицательного наименьше-

го значения, что невозможно. Таким образом,два решения
И €СХ (М} задачи Дирихле должны совпадать во всей

области V

ди, ,

откуда видно, что если к решению задачи Неймана добавить
произвольную постоянную, то полученная сумма также будет
решением задачи Неймана с теми же предельными значенши

решение жадачи Неймана определяется с точ-

ндстью до постоянного сляпяемппп
Х/<

.

шени^�
зеДвчи

В

Нейм8нГмог4?е15аличвтьсяЧпЙ™сяжив даа Р®“
ко на постоянное слагаемое.

я ®* Друга толь-
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В случае внешней задачи Дирихле для единственности

решения является существенным требование, чтобы и(М)

и = «и, * /6 , где = 1

М лежит внутри области

Г 1 /рис.l3/, заключенной

между граничной поверх-

ностью 5 и сферой

стремилась к нулю в бесконечности = 0
.

В этом можно убедиться на следующем простом примере:

пусть требуется решить внешнюю краевую задачу для сферы

радиуса Я с постоянным граничным условием

ю Опуская условие в бесконечности, видим, что

решениями задачи могут служить функции гс,- /с и /„ ~

а также любая функция

Докажем теперь единственность внешней краевой зада-

чи. Предполагая существование двух решений и ,

видим,что их разность = является решением внеш-

ней задачи Дирихле при нулевых краевых условиях. Посколь-

ку о > то Для произвольного
М-»°©

4
€>о можно

указать такое Я
,

что с при .Если точка

5° (г ± К) ,то
6

,

так кек гармоническая функ-

ция достигает максимального
•

Рис. 13.

и минимального значения на границе области. В силу про-

извольности 6
, заключаем ,

что V м О в области

а также во всей области / вне поверхности Ь /.
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Для единственности внешней задачи Дирихле на плоско-

сти является существенным требование, что решение

м.

ри кривой С
. Пусть С

�/

заключающая целиком контур

есть гармоническая функ-

Г

ция, равная /V на

тельная на С .Из чет-

вертого свойства гармони-

ческих функций следует,

что в любой точке М

области 5
, лежащей

„
м

между кривыми

I Рис.l4.

должно быть ограниченным в бесконечности: \Л

Пусть имеем два решения задачи Дирихле и

} так ЧТО Инг, (М) м и

Отсюда, удовлетворяет на границе V нуле-

вым краевым условиям 4/1*0 и бт'/хг/^-V* А/,+Л/Х
'С М -»«"о

Возьмем точку М. внутри б и окружность ра-

диуса & с центром в точке М.
> лежа- ю целиком вну;

- окружность радиуса

/рис. 14/. Функция

.

м -

окружности и положи

Фиксируем точку Ы и будем неограниченно увеличивать
К

< . Очевидно, что
. Отсвда следует,

что 4<бМ)*о
.

тем самым, ввиду произвольности точки

И
,

доказана единственность поставленной задачи.
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Задачи к § 8.

первую формулу Грина:

3. Найти центрально - симметрическое решение

ного уравнения Лапласа

1. Пусть М(У) дифференциальное выражение сопряжен-

ное с выражением Ь(Ч [ /8.2/]. Доказать, что

выражение, сопряженное с .

Указание. Выразить М (чг) в виде

ипо /8.2/ нейти сопряженное выражение с Мсу) .

2. Исходя из формулы /8.6/ вывести так называемую

/я
V

Д V

5

Указание.Вне?ирать р
» »

*• Э2 •

/фундаментальное решение уравнения Лапласа в -мерном

пространстве/.

Указание. Искать решение в виде:

XX/ • (х/ *х* ♦' • • ♦*«. )

4. Показать, что интегральная формула /8.13/ справед-

лива и для внешней, относительно поверхности 5 .области.

Указание. Рассматривать область между поверх-

ностью •$ и сферой столь большого радиуса, /1то

поверхность 6 находится целиком внутри центр



сферы - начало координат. Затем перейти к пределу
при этом выяснится, что на сфере радиуса Я должны име
место следующие неравенства:

5
е ’ Эзг/ о

5. Показать, что решение внутренней задачи Дирихле
устойчиво.

—■BаНlЮ - Использовать четвертое свойство гармони-
ческих функций.

6. Нанти решение внутренней задачи Дирихле для урав..
нения Лапласа при заданных краевых уеловиях на окружности
радиуса а с центром в начале координат:

«.( -А

-Ли

I
- Л л п X

Найти неправильно поставленную задвчу.

’ч.

7. Решить внутреннюю задачу Неймана
радиуса а. с центром в точке у. о При
ных случаях:

Для круга С/
следующих част-

— Д°лта ° выполняться
условие

8. Найти решение

круга радиуса =

уравнения Пуассона
, если

с/
дЦ= 1 внутри

108
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9. Найти решения

%■

I°. Функция Прина для уравнения Лапласе /трехмерный

случяй/.

мула:

Неймана.

Пусть &(М) некоторая гармоническая функция, не име;р

щая особенностей в области Vх
ина границе'этой области

а/ уравнения да.» ,
б/ уравнения

внутри сферы ,
если на сфере выполняется гранич

ное условие (11 -О •

$ 9- Метод Грина.

Для всякой функции и
, которая непрерывна вместе

с первым производным в замкнутой области \/ ограни-

ченной поверхностью 5
,

имеет место интегральная фор-

\]
м ‘м 5

)Р5(М>
М -М

/8.13/

Если гармоническая функция, то объемный инте-

грал равен нулю; если же а(М) удовлетворяет уравнению

Пуассона, то объемный интеграл является известной функци-

ей 2) .
Но интегральная формула недостяточ-

на для получения решении задач Дирихле и Неймана, так

как для определения гармонической функции в точке

N. нужно знать не поверхности 5 значение функции

и ее нормальной производной
Эгх.

.
Выведем формулу

с помощью которой можно получить решения задач Дирихле и
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Тогда по формуле Грина /8.12/

V *

и отсюда,

6

/9.1

где

/9.

которая не границе 5 имеет значение

/Ъ.Ъ/

В таком случае = О

В облает и \/ функция Грина удовлетворяет уравнение

Лапласа
дбг-о

всюду, кроме точки М • М
в , где она имеет особенность

типа *

Формула /9.1/ дает решение задачи Дирихле, если 6

на границе 5 равняется нулю. Для решения задачи Нейма-

не нужно, чтобы второй член поверхностного интеграла/9.1.

0ТП8Л. Этого мы можем достичь наложением на Л соответ-

ствующих граничных условий.

В случае задачи Дирихле нужно определить ЗА как

гармоническую функцию в области V ина границе 5
,

т.е.

Д Я«О
,



И решение задачи Дирихле дается формулой:

и решение задачи Неймана имеет вид.

.
/9.5/

I/
3

«.(М.)—/Л д<х( М
мА/9.4/

рде «.(м) ''на границе 5 - заданная граничным условием

функция.

В случае Неймана гармоническая функци я Л должна

удовлетворять граничным условиям.

ЭЛ 1 1 + д
Эли 1$ ’

/9.3’/

где постоянная А выбирается так, чтобы /9.1/ давало

11 л. »»

правильный результат, если >
тогда

формула /9.1/ дает:

т,е ,

л

/5 - площадь поверхности $ /• Тогда

■26 1
!<$ 5

/ С - произвольная постоянная/.

Таким образом функция Грана для уравнения Лапласа

„ лтта
_ Н и Но /М - точка вли-

является функцией двух точек

яния м. - точка источника/, удовлетворяющей следующим

условиям: 1/ функция 6 ("’"■) есть мармоническая функ-

ция точки М во всей области V
,

исключая точку М.

2/ 'функция О ГМ, и.) ,
как функция точки М

, удовлет-

111
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воряет: а/ для задачи Дирихле - условию

2°. Функция Грина для уравнения Лапласа /двухмерный
случай/.

~о
,

б/ в случае задачи Неймана

V В области д функция Гринв выражаетоя сутой .

-о |

б/ для задачи Неймана — условию

1
- А =

-Л ■Э*и '5
” >5 7

3/ В области V функция Грина допускает представление

у-/-—
•у,

7
М

0 м /

где
Л) _ регулярная гармоническая функция в обла

сти \/

Исходя из двухмерной интегральной формулы

“эХ 1 <м)&,]
н>м 1 /8.14/

можно аналогично вывести двухмерную функцию Грине
как функцию двух точек N и М.

.
Она должна удовлет-'

ворять следующим условиям:

, М.) есть гармоническая функция точки

всей области, исключая точку М
в

2/ $/>/, N.1 удовлетворяет краевом условиям:
в/ в случае задачи Дирихле

М во

'д <ь( м, М„)
Э/п-

/ 6
- длина кривой



л(м, н*) |
е

=

/9.7/

/задача Дирихле/, или

а.и/чм.l ,
_

/»,4 _4
Эл, I<Г 2!Г Эл <

мк
_

X
/9.8/

/задача Неймана/.

Если функция Грина найдена, то решение задачи Дирих-

ле и Неймана сводится к исчислению определенных интегра-

лов, зависящих от параметра И

и!

/задача Дирихле/.

и
"

«г /9.10/

/задача Неймана/.

Остановимся еще раз на определении функции Грина

Она определяется как в трехмерном, так и в двух-

15

где Л(М,Мв]

6 (И, И.) ~ Л( Ч,Ма) ъ. ,

1 - гармоническая функция точки М , удовлет-

всряющая на границе области 3 следующий условиям:

мерном случае при помощи функции ре-

шением первой краевой задачи /функция Ррина длй задачи

Диригле/ или второй краевой задачи /функция Ррина для зада

чи Неймана/ для уравнения Д37-О’ с краевыми условиями

/9.3/ или /9.4/ /трехмерная задача/.Может создаться вые-
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чатленже, что имеет место порочный круг. Для нахождения

функций
, например для решения'задачи Дирихле,

надо найти функцию _Н — решение той же задачи.На самом

деле порочного круга нет, так как, зная функцию Грина, мо

кем решить краевую задачу с произвольными граничными зна-

чениями, в то время кек для нахождения самой функции Ф

достаточно решить краевую задачу для той же области, но

со специальными граничными значениями //9.3/ /9.4/,/9.9/

делению индуцированного поля.

■

со специальными граничными значениями //9.3/ /9.4/,/9.9/
/9.10//, что в ряде случаев значительно проще.

о
3

. Функция Грина для сферы /задача Дирихле/.

Найдем функцию Грина для внутренней задачи Дирихле.
Исходим из электростатической интерпретации функции

Грина. В рациональной системе единиц потенциал единичного
точечного заряда , если такой заряд находится внутри
заземленной проводящей поверхности 5

, то он индуцирует
на проводящей поверхности поле зарядов, потенциал которого
Л является гармонической функцией внутри и вне поверх-
ности 3

.
Таким образом функция Грина для задачи Ди-

рихле

представляет потенциал в точке М
точечного аарада.по-

мещенного в точку М„
, внутри заземленной проводящей по-

верхности 5
. /Потенциал на 5 равен нули: §(М,н.)|-о/.

Следовательно, построение функции Грина сводится к о*пре-
НB иволее ра опрос граненным методом построения функции

источника является метод электростатических изображений.
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/9.11/ Рис. 15

Дцея этого метода состоят в том, что при построении Функ-

ции источника индуцированное поле Л представляется

как поле зарядов,расположенных вне поверхности 3 и вы-

бираемых таким образом, чтобы выполнялось условие

Эти, заряды называются электростатическими изображениями

единичного заряда, помещенного в точку М.

Пусть дана теперь сфера 6* радиуса с центром

в точке 0 Найдем для нее функцию Грина. Как отмечено,

проблема сводится к определению потенциала поля зарядов ,

индуцированных на заземленной сфере единичным за-

рядом,помещенным в точку М.

Обозначим /см.рис . 45 / :

ОМ.*?. >

,
Рм< ~

}

где Р — произвольная точка ~Р'Х

на сфере, а М< точка, со- / / \

пряженная с Н,
,
И, находит- [ / \—1—'./'х.

\ <? /% / Л1(
ся на радиусе,проходящем че- х. \ /

рез И. на расстоянии

так что

Рассмотрев подобные треугольники 0РМ« я ОРМ-1

/угол 0 общий, а образующее его стороны пропорциональ-

ны можно написать

г.
_

�.
_

й
"

К
•

/9.12/
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& ««эворцми /9Л^:

/‘ '■' /9.13/
гехамоа функцией Рейна

д. (4- \= Д /х»_ у

1ь)
где

'
’

-1. х-ч
, '

зжж всех точек Р
.. Г«'?ш?ж?жеякнх на сфере ,

ъ е.-?е«х»гиж да .4, ж №яоржшалыш. Поэтому пар-
е-я'.ф!,л

У* ■"’■» ка сфере те хе зна-

агредставляе»
-

■

- •' - 8&ряд8 В8Ж1ГЖФЙ
у, , помещРГЧОРО в точку ’

Урезан функцкя

хак ревет задал Диркхяе дается формулой

- Ы$(м;
,

Ю вухпо еже мппютть яорашлъвуо проюводную от функции
Грива

11 гЛ /± \
_

& 9 1 4 *

— виеиняя норлаажь/.
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кжя е шяедьв /9.12/

2к

Таким образом

Эф ' _Х Г-1 + 31... л
г* л ?* “*

ЦТ т ъ **

* °
т 7 /9.15/

•»

где

Эта формула называется формулой Пуассона для сферы.

Таким же методом может быть построена функция Гр -ча

для области вне сферы.

т $ Л*

к ревенме в&утренаей еадачж Джрихле дж* -феш:

77~р~ /( '.
' НТК <■' ' у

/9.14/

где

и.1 -И'Р}
‘5

Введем ефери«кг‘?уг систему жзордаяат с насадом ;й

центре сфера. Пусть :Я
}

~ жоорджатк точх* Р

/на сфере/, у. Л , У- - координаты точхж М,
, Тогда

формулу /9.14/ ложна переписать в виде:



. (ТТГ ■%.. . <_• , , *. '■ '•*. <4- , г. . 7*4. ■•“> -& ■ ..Л-тг" ’ <’
- ■- -

-*-

ПкС*? '*■'
'

;
’

■ < <’ ■ •-*< -'►■ -* - ■ *Г

-

точка,лежащая вне сферы, М
о

~

сопряженная с точкой И,
, « «.-ом. /<=оЧ

и К- радиус Сферы. •■ ' '
Учитывая различие направлений нормалей для внутрен-

ней и внешней задачи, получим:

/9.16/
= - Дйъ'&ъсл,

Аналогичные внтаслевия в случае вруна приводят нас
к интегралу Пуассона для круга, выведенному уже в теории
функции комплексного переменного:

- координаты точки М.
, ((?, .' координаты

точки Р
, лежащей на окружности.

Задачи к § 9.

1. Доказать, что трехмерная функция Грина для зада-
чи Дирихле. <,( М

, е01ь симметрическая функция своих
аргументов, т.е.

Применение формулы Прина /<?.У2/ к функ-
циям

воблаом пол?/Зяоа
исключением из / оДрнтг » л* ооеих сингулярных точек М< и

К малыми шарами к
и Кидает:

1.18
?*•. я.

ь* т;. '5 х ■''■*■ < ■ - *. -, г • я

■. ■

■ — « -Г
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обращаются в нуль обе функции и

Предел ия террала при $-*о по сфере будет равен

6|('М П М1) , а по сфере — равен -

Так что, действительно: (у(М<г
/Ч

х) ” ■

2. Доказать симметрию двухмерной функции Грана для

задачи Дирихле.

3. Найти фунгцию Грина для сферы в случае внешней за-

дачи Дирихле, и вывести формулу Пуассона /9.15/.

4. Найти функцию Грина для круга по методу
}
изложен-

ному в 3°, и вывести двухмерную формулу Пуассона /9.17/

Рассмотреть внешнюю и внутреннюю задачу.

5. Нейти для задачи Дирихле функцию Грина для полу-

пространства, и показать, что решение первой краевой за-

дачи дается формулой:

ий.,у., г.> | >

где ,
а .

Указание.Электростатическим изображением положительно-

го единичного заряде помещенного в точке М.= (х.,<( в ,7.) ,явля-

ется отрицательный единичный заряд в точке М
4
= (х., .

6. Решить задачу 5 для полуплоскости х>л»

7. Построить функцию Грина для полусфера /задача Ди-

рихле/.
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I Пр® х>о

/ ем. задачу б /.

Указке. Вывести полярную систему координат
е началом в центре круга, Двухмерное уравнение Лапласа
® полярных координатах имеет вид?

Аи-

а краевое условие:

л
-г{—*л;/л *

оууийпо)
маиноко/асеД

-/копя«овттециинэнявсиэинэяйи*ж@н'8

Дать териичсгскут жатерпреажциЕ $ункцет Грина.
10, Построить <.>«гаго Грана для внутри двух-

гранного угла ыш&чивой 06 "л" / ~ натуральное число/
■ рев-т. «утрешь аадЕчу Джргае дая аадаяяых гравю1_

пых уйЖЕВии на сторонах

“•//-* ” а '.

И. Гееить переур в„евув аадечу дая вруl.в методом
Фурье.

- радиус кругл/ . Решение задачи искать в виде

Учжетая условие
для функции &(Ч>1

«Литл '

л .

’ <«»Ччт оовственвие авачеви
/ - чежое „веж,/, В

9%
1
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то после несложных вычислений можно получить решение в

виде интеграла Пуассона /9.17/.

12. Найти решение двухмерной задачи Дирихле методом

Фурье для прямоугольной области.

Общее решение функции

Для решения внутренней задачи надо положить

для внешней задачи . в первом случае получаем

решение задачи в виде:

:лав1ГКИНЭЕОШ1Н0оаоа

эвйяонШонопэколакиа'п'эйпоинанэийиффеон

©а

Если учитывать, что

«*
1 Г (Г , п

2
+2 =

2
-1

~ г'4-1
4

1-1 е~ ]) }

•//|/-яэ/аннчкояеиойпанн

на!/аннчхгеьанхвпинвйаиникэа
‘вйчиояней1

аюсийиД’ЛьвовеоиСнс1аих.Ля#ачсЬСфяой’олаячлишаа.*е1



§ 10. Основы теории потенциала.

I°. Объемный и поверхностные потенциалы.

В § 8 мы нашли, что решение уравнения Пуассона мож-

но представить в виде

т^м(н>

/интегральная формула/. Будем считать, что известны функ-
ции /в области V <Р(М) = и.(М) в

/на поверхности 5 /. Выясним физически!
смысл интегралов /8»13/.

Как уже отмечалось, выражение представля-
ет собой в рациональное системе единиц потенциал в точке

И точечного единичного зарада, помещенного в точке

. Отсюда, следует, что первый интеграл в формуле
/8» 13/

/ЮЛ/
выражает потенциал в точке М

а объемных зарядов рас-

пределенных по объему V е плотностью рм) ,
а вто-

ро! интеграл

выражает потенциал в точке М. поверхностных
рвпределенных по поверхности 5 о поверхностной плотно-
стью ~?(М) - потенциал простого слоя.

Чтобы выяснить физический смысл третьего интеграле
/виз/,рассмотрим диполь,образованный двумя зарядами и

122
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}
расположенных в точках Р

4 л Р
2 » Момент,та

кого диполя

± .1 +
х. . *

* Р
' ?С

МР<
й |

Отсюда
,

*

РиоЛв

Поверхность, покрытая точечными диполями, так что в каж-

дой точке направление диполя совпадает с направлением

нормали, называется двойным слоем. Любой элемент двойно

где - вектор, который пржводит от точки Р, к

точке, т.е. от отрицательного заряда к положительному.

Потенциал такого диполя /в рациональной системе единиц/

Ця 1
Л -

1 1
/

=
Р_ 1[1. -к-

Х

Если 1?«ъм р, И 6? << VиР
х

>

то можно написать в

виде /первые члены разломе-

ния по степеням К /

/см. рис. 16/. Для реального диполя полученная формула

/0.3/ приближенна, т.е. дает точное выражение для потен-

циала лишь на больших расстояниях /по сравнению с разме-

рами диполя/. Формула становится точной при переходе к

точечному диполю, т.е. к пределу , так что мо-

мент диполя р остается постоянным ( •

ро слоя является диполем с моментом ир*у(Р)<Л$Р ,

вычислении градиента считаются переменными коорди

натнточи Р, . .
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которых отрицательно заряжена.

По ЛР.З/ потенциал эле-

Рис.l7.

где - поверхностная плотность дипольного момента

Такой двойной слой образуют, например, две заряженные

поверхности 5 и 5'
, находящиеся друг от друга на

малом расстоянии (5
, одна из

а другая положительно.

При переходе к пределу
<^~?0

мы получаем поверх-

ноеть, одна сторона которой

заряжена отрицательно,а дру-

гая положительно.

мента двойного слоя <У5

точке Но будет:

в

где , РЙ)
, а норналь й

направлена он отри-
цательно» стороны двойного слон ж положительной стороне.
Талим образом третий интеграл /8.13/

мГМ)
/10.4/

представляет собой потенциал двойного слоя, -
- до-

верхностная плотность дипольного момента. Так как для
замкнутых поверхностей ть - нвгравление внешней норма-
«, то плотность момента считается положительной, если
внешняя стороне заряжена положительно.
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2°. Тройные несобственные интегралы.

Интеграл 5/н) /10.1/, выражающий потенциал объ-

емных зарядов, представляет собой обычный определенный

интеграл в том случае, если точка М. находится вне

области интегрирования V
, а если точка М=> нахо-

дится внутри области V" , то уже в точке М~М<>

подинтегральная функция обращается в бесконечность и

интеграл /10.1/ называется несобственным. Здесь обычное

определение интеграла, как предела интегральной суммы

не подходит. Действительно, в этом случае интегральная

сумма не имеет предела, так как слагаемое, относящееся

к элементарному объему, содержащему особую точку, может

сильно менять величину суммы в зависимости от выбора

промежуточной точки.

Приводим определение несобственного интеграла.Пусть

в области V задана функция обращающаяся в

бесконечность в некоторой точке . Исключим из обла-

сти некоторую окрестность <г особой точки &
,

диаметр /максимальное расстояние между точками окрест-

ности/ окрестности равен IV .
Если существует предел

/г/ ЯММ/(М)
а,'»о «-«•

/под знаком предела обычный определенный интеграл/, ко-

торый не зависит от формы области
, то этот предел

называется несобственным интег’ралом от функции

по области 1/ и обозначается, как обычно,
4/

Если же этот предел У" существует лишь при области <г

определенныой формы, например шаровой, а для других обла'
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стей <г имеет другие значения или вообще не сущест-

вует, то такой предел 7 называется условно сходя-
щимся несобственным интегралом. В случае условной схо-

димости нужно всегда указать ту последовательность обла
стей сг

, по которой определяется этот интеграл.
Учитывая, что

лы,зависящие от параметра

:идоогангохэявненапгийоллакэи
Л3-/\~9

(НШ+

[Г/
г /10.5/

Будем теперь рассматривать несобственные интегра-

где Пмо .

г
’

/10
- б/

1 ) - Функция, обращающаяся в бесконечность
при совпадении аргументов и непрерывная по 61 /Еро _

не точки 0. М /.С помощью признака сходимости /10*5/
можно

точке

исследовать сходимость интеграла /10.б/ в любой
0

.

ЭНОЛОЭЛчлалилайХрмолодомийп‘
СЯГЭИЪЭОЯВй

чдзбвхЛонхоио<7оаорсигшй?И1ГОЭ
*

аяьо!а
иэгайвИохоиолаваневн/9’01/жвааэхяи

<г

/10.7/
для любой точки Ц

, расстояние
П, .

которой от Зо ыень—
ше й(Л) , и для любой области

, содержащей точку
61о

, диаметр
•
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Ясно, что если интеграл сходится равномерно в точке

а
,то он сходится в Ф

о ив обычном смысле.

Iла)-ла„)1 4 е

I ов./‘Л9 •

если и

при

Ил г.еграл 7(о)~ /10.6/,равномерно

суппявргйдя в точке <2о есть непрерывная функция в этой

ось
*аоя«*ялвеяялСонхоно<?оаорсиг

вгЖось‘члвевяопонжХн•аяьол

Выберем внутр® V некоторую область
♦содер-

жащую точку

У-<г

+//// лм,а;о<1/б/ч)| + 1^/Пм,<2в

Так как точка Фо лежит вне области \/~б~
, то инте-

грал Ш ЯМ( О)Л/ является непрерывно! функцией в этой

точке. Отсюда следует существование такого сГ'(е) ,что

при
/_<г

оф, .

Так как интеграл /10.б/ сходится равномерно в точ-

ке О.
,

то существует такое ,
что

Полагая Ж) = 4*ил (<Р'(Е) , #"(1)) ,

получим : 1 ла) ~-1(в0) I
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3
. Несобственные интегралы типа потенциалов

объемных зарядов.

Сначала исследуем равномерную сходимость интегра-
лов следующего типа:

если

= 4?

х''лХ
/\

00о
п

-°
|| 111ь
\>:*авИ$аяьолажоскьнаЬ и// X7ОИВЬВШЙЙООЖИННС&1ГОПя

Еохайац•
-’СГ«аИа

-

:ммьХхоп‘30НЧ1ГЭХИЯ01Г0Паинахв(1нааончшгйааа.ний'опоаь
‘ваанаиь/•

гейаехни/л*01/опиинаЬо
Н®='*

г
ввннеохоопввйохояан-

о<юаИа

'8
‘0,/

7н)лр4Ш=(®;с

Рис.18.
видао что при интегреи расходится, по

при 0 д »г с 3 .

*

■

Я/
г

или

(Г

и
}



/

17.

129

Полученные результаты можно перенести и на интеграл

Iщ№ м(м) 1 6 ы/И миле,

если

Кроме того, интегралы /10.8/ и /10.9/, как равномер-

но сходящиеся, являются в области V непрерывными функ-

циями от параметра ф

4°. Первые производные объемного потенциале.

Докажем, что объемный потенциал /10.1/ можно диффе-

ренцировать под знаком интеграла, т.е.

эх№_ та /&>им,» и

Эх Ц Эх '. .

V

№ г!^И^(м)l
/ю.ю/

где , —-

а= , и

Снбчалв отметим, что интеграл

ЭЕ(^) да "/// Ли/М /ю.ю*7

у
ъо.и

Эти неравенства показывают, что интеграл /10.8/

сходится равномерно в любой точке 0.
,

если

V
/10.9/

который сходится равномерно, если во всей

области У' : | N / А/
- некоторое положи-

тельное число/. Действительно,

который представляет собой компоненту силы, дейст-

х/ (р (М)~.
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так как *.

Для доказательства соотнокения /10.10/ нудно пока-

I
М

X < «,

еелж /лх/ <
.

ЫИ(М^+
сг *м г' ан

И

если
,и<г

ШГС
,

вующей на еджничнкй заряд,расположенный в точке #
сходится равномерно, если плотность заряда огра-
ничена

. Это следует из неравенства

зать, что для любого 6 >о
, можно найтж такое <?(*)

что

Вберем внутри / некоторую область <г
, содер-

кнщую точку ф >

. Тогда

иЛО)

4Е (в). !!! ащн)+[!( М(») - + ад
в4 Ъ «М /-й'

7

, Квк определенный интеграл,зависящий от парапет-
ра <3

, дифференцируемпжй под знаком интеграла т е

-

.

Поэтому существует такое Я'щ
, Ч1о

/
„ , Р

1 лх <■%-
еет <<?'(!.).

Так как интеграл /10.10’/ сходится, то

/!<(=//// • Й^га) м 1 < V// /'
о 0 о
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так как и I .

Наконец,

Несобственный интеграл, который получается двукрат-

ным дифференцированием объемного потенциала под знаком

<уда-я; -»'*И*
ЛМI,

|5|=|

Учиты

1 1
= 2^|Ш'? ,мХ4;’4)':' |/Н

-

х / <<, г» и лх - стороны

1 дл

вается, что

треугольника , где а»(Х<У«2),

/, а *.< =0,Р и -г =
.

Так как для любых

чисел а и (г 4
, то

, 51 Г н «-Я. "-4,

если » 8 и 1)<г

Таким образом,

I & |^гх,у,г;| +

’/01*01/эинэтоньоооонвевиой’янизомах

в*
(э//>>*Тшсаа

,1Т
у

XV|+
11■

7/*(1'К’х)гтг~(г,&1хг+х)гтт'’А'1г

При доказательстве мы пользовались только ограничен-

ностью плотности заряда ,
не предполагая ее не-

прерывности, откуда следует,что потенциалдифференцируем

и в точках границы,т.е. сила определяется везде однозначно

s°. Вторые производные объемного потенциала.
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в общем не сходится для внутренних точек а области
V

. /10.11/ сходится лишь условно, если области,
стягивающиеся к точке 3 ,

~ шаровые с центром в

Представим потенциал 7,бф в виде двух слагаемых

к"' =

4* $

Одая.тя ем мтегрмн. первого получаем

3(0.) *ГГ/ Ш с( 1/(И) ~ Ш щу)+ _%М)
' Чн *-«« 7 Да *бж

Вторую производную от можно вычислить диффе-
ренцированием под знаком интеграла, так Как сингулярная
точка -х. аежж5, вне области интегрирования. Нужно опре-
делить производные от ;

Отсюда по теорене Гаусса - Остроградского

л <? /10.12/
/ - направление внешней нормам/.

Первый интеграл в /10.12/ есть овъехвый поганцам
с шотеостьв заряда

, Еепрерывнуа
первую нржводаув /еми | 4М /, а в1орой , обт_

поверхностный пыгагрм ж внутри сферы нроив-
®однш? ж?'.боро по раджа. Следовательно:

*. ®«рр« «рекнтея к ну» при
,Поверх_
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костный интеграл дает по теореме о средней

/I г lм>ё
С Ф
*

ЧIГ— I
= I! = ~з~ у )вl<л

и,переходя к пределу :

О'» О

Таким образом

О 111?Мга^м) ’ & IМ> -

С помощью /10.13/ видим, что объемный потенциал яв-

ляется решением уравнения Пуассона:

А[ Ш & /Я. ?'”Х) ’

Наконец отметим, что,по сравнению с предположени-

ятагог последнего пункта, здесь требования к функции

более строгие - она должна быть не только ограниченной.

V /10 ЛЗ/

Черте, над собственным интегралом означает, что интеграл

сходится условно и полученный разу» .
т при

специальном выборе предельного перехода, стягива-

ющиеся к точке <3 области являются шарами с общим

центром в точке Ф
•

В одномерном случае обобщенная теорема о среднем

дает: Лш
/

у>(*)*0 .
аУ л



но и непрерывной и Дифференцируемой функцией с ограни-ченннми честными производными первого порядка. В част-
ности, полученные

точкам, где имеет

результаты не применимы к граничным
место разрыв плотности.

б
. Поверхностные потенциалы.

епр-д.лений потенциалов простого слоя /10 2/ и~о слоя /10,4/ видно, что есяя тота

4<?/у>У находится вне поверхности 1 __

- Функции и их производные п х Д
непрерывны по переменным я, у,я /поа^Х™8

.

лить производные под знаком интеграла и уводиться, что
зарядов они удовлетворяют уравнению Лапласа.Однако

в точках поверхности 5
поверхностные потенциалы пред,равняются несобственными двухкратными интегралами елеДующего типа:

Р и еле-

5 ,

• де //И) - ограниченная функция /)ббм)/иХ

в кч
1Те“ КРИтеРИИ °тодао°’" интегралов типа /ю.,4/в течках поверхности 5 Лттивв

-
Л »

зависит п.л

Д Данной случае много
зависит от формы поверхности 5 Кхг7то ,

ся литк теки

• Будем ограничивать-
лиль тек называемыми поверхностями Ляпунова

еолив

П™“ 6 Иа3—оверхноотв, Рунова,Лй выполняются следующие условия:
!/ В Иаадой то,,' е «оверхности 5 существует он

ределенная нормаль и касательная плоскость,
8/ существует такое число сбло /невависи™.

точек поверхности/ что

/неаависимое от
ОСТИ/, что вокруг, кеадой точки поверхности

©4
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ках Р и Р’
, удовлетворяет следующему условию:

Р можно описать сферу радиусом сб
, внутрь

которой попадет лишь участок X поверхности 5
,

встречающий прямые параллельные нормали в точке &

не более чем один раз /отсутствуют излишние складки/,

3/ Угол
1 образованный нормалями в точ-

,ИЛИ — 4г-р>|

где - расстояние между точками Р и
Р'

,

&
и.

/з - некоторые постоянные, притом 1
.

Чтобы установить критерий равномерной сходимости

интеграла /10.14/, при |^м)| <-ЛГ „нужно ВЫЯСНИТЬ При

каких л |<6 для произвольного &
, если

только и а><г- №)
.

ЙГ - честь поверхности 5

содержащая особую точку Л.
,

2>г- - диаметр проекции

области на касательную плоскость,проходящую через

9
о .По второму условию Ляпунова можно спроектировать

- часть поверхности 5 находится внутри

сферы ,Н8 касательную плоскость,проходящую через о, т.

// /\
/ / / X
/ Х"/] / \

/ /

/ // -Л/

Рис. 19.



136

лс' = а'м<ч.<л/ , о.а : <Л
Отсюда,

или //_4с/s(м;<г
б-

1

если
я

Лг) 4 /1?? ■

<

Полученные неравенства показывают,что интеграл типе/10.14/
схсдитея равномерно в лювой точке в,

, еоля

Отоода лоно, что потенциал простого слоя действи-
тельно сходится ина поверхности 5

. Однако на первый

представить аналитически в виде 9 Рде де„

картовы координаты на касательной плоскости. Ясно, что

должна целиком лежать внутри сферы 8%
В
г, с1

- угол между нормалями * 5 в точках О» и М

По третьему условию Ляпунова можно оценить ;

о* у> Г1 /?Ч/4
л х

я л5(и' -11

С V Г.ИЛ
= ЛЗГЛ = -(

г' I 26

2-Л. (о > }

° 1 -гял

Видно, что при ОС >2. последний интеграл расходится,
НО При г. 2
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взгляд кажется, что потенциал двойного слоя расходится

на поверхности 5

Рассмотрим этот вопрос более подробно. Нужно оце-

нить интеграл:

тогда

/г^аs
н *в.м {И* <г /10.15/

- с<5(М)
?

где <г - некоторая окрестность точки &<• на поверхно-

сти 5
, угол между и нормалью * поверхно-

сти 5
.

Аналогично предыдущему будем считать, что <г

находится целиком внутри сферы (,

Оценим им у . Длж этого введем в окрестности точ-

ки Цо локальную координатную систему с началом в точ-

ке Оо
, определенную с помощью трех ортогональных еди-

ничных векторов
*

, 1
7,0

,
из которых первые два лежат

на касательной плоскости в точке , а направ-

лен по нормали п, в точке 0.°
- /с Т1 '»< .Цо

второму условию Ляпунова локальное уравнение поверхно-

сти 5 внутри сферы будет / г - од-

/
Эа(о,о)

_
Эг(о,о)

позначная функция/. Кроме того, г(о,о; дх
_

Если х, у, г. - координаты точки М в этой локаль-

ной системе, то

о&б (лъу) -
?
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По теореме о конечных приращениях

»(х,у) вх

Ъъ
д

Эг
Эх смцг ,

~
~

«илг >

остуда

так как 2у . .поэтому:

Подставляй эти оценка в выражение /10.16/, получим:

| ?|<2Я<? ?
+ 2у •+ 6 Й »Ю Н

Поэтому /10.15/ дает:

ЯМ?
(Г ам <Г' (Г ) 7

-ЛЙ0ОН•
®ОЗДОХ9хвшййоомогвьвнжайаинмйа

>00ахеэс1ловнввйвявг‘вздохввйоховэнаНа

< . 1 92 1 <
№

'

,
1 | 4 -ЬТГл/ .

Если выберем - радиус сферы 5/’, внутри которой
НЗХОДИТСЯ Г, так, что внутри этого шара Я*�

< ±
3 ,У<®

тивая еще, что
, Рде то полу-

там для точек внутри указанного шара:

I 1х» (за'Н! >

Для точек внутри шара А г <
справедливо нера-

венство

42*
3

а 2>й ьмС'И'Ц) & %

1 4-2Й
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если только

Таким образом и потенциал двойного слоя сходится

на поверхности 5 •

7°. Разрыв потенциала двойного слоя.

Покажем, что потенциал двойного слоя

4<гОД (4. И 5' М
- 1 М(М)

/10.47

• разрывная функция, которая претерпевает разрыв непре-

рывности при переходе через поверхность 3
.

Обозна-

чим через ы, значение потенциале двойного слоя,вычис-

ленного с помощью формулы /10.4’/, если точка ®° нахо-

дится на 5 ; через - предел значения ,
если

& стремится к Оо извне и через мЛ - предел зна-

чения V изнутри. Докажем, что имеют место следующие

соотношения:

/1О.П/
(Оо)

Сначала выясним геометрический смысл интеграла

• /10.18/

5 - некоторая замкнутая или открытая поверхности,«дд»

сторона которой заряжена воложительно, а другая отряде-

текьно. Условимся называть положительно заряженную сто-

рану внешней, а отрицательно • внутренней, тем самым

будет определено направление внешней нормали для откры-

той поверхности. дает телесный Урол

под которым виден в точке & элемент поверхности 45
.
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Видно, что Ф-52 положи-.

тельный, если к точке <Я

обращена положительно за-

ряженная /внешняя/ сторона

поверхности 6

Поэтому

дает телесный угол, под

ская, поэтому

$
? Рис

• &7

которым видна поверхность

из точки 0,
. в случае

поверхностей Ляпунова те-

Рис.20

лесный угол -Я будет всегда ограниченным.

Если точка 3 находится вне замкнутой поверхно-
’ то фуНл.ция

ам
является гармонической функци-

ей точки М внутри 5 И на 3
. Поэтому по пер.

вому свойству гармонических функций /§ 8, 5°/

Пусть теперь точка О
находится внутри замкнутой

поверхности. Ввделим ее малой сферой 5
?

а

в чаота

пространства между 6 и 5* функция гармониче-
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Отсюда:

2(а.Г&~ Я
!)«--» О 5-6-

Для доказательства формул /10.17/ перепишем

/10.4’/ в виде:

> 'юлo'
5

5

Положим наконец, что точка

верхности 5
. Проведем сферу

Ф находится на по-

5* (? и заме-

ним участок поверхности 5
, содержащийся внут-

ри >5
? ,

частью 5' сферы так, чтобы точка а

лежала вне полученной поверхности

(5~&) и части 5 сферы

, которая состоит

. Тогда:

из

и ■

8-6-
$

Второе слагаемое равно телесному углу, под которым часть

5' сферы 5* видна из центра сферы $
, при

Этот телесный угол стремится к , а первый, по оп-

ределению, является несобственным интегралом »

Следовательно:

Мы имеем, таким образом,

-Чтг (0. внутри

-2тг на /10.19/

0 (Ф вне 5^
}

т.е., при = { потенциал двойного слоя испытывает

скачок ня - 4Г при переходе извне во внутрь слоя.
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где М - точка,принадлежащая области ГО) , тогда
для любой точки 0.

, лежащей в некоторой

точки 0
о , будем иметь:

г*де й.
_ какая-нибудь фиксированная точка поверхно-

сти. Если $1м) непрерывная в точке &
,

то и/?(О)

сходится равномерно в точке
, отсюда следует и не-

прерывность функции Лл/Пй) в точке Фо

чааиинроаь
4

уогакчяоаэ

ачаовгро/яьохжекХс1яо

[[ сСсо — €]у.с4со .
6г

Черев <г< обозначена часть <г
, которая видна из точ-

ки 0. под положительный телесный углом, а через 61 ~

та часть <г
, которая видна из точки <3 под отрица-

тельным телесним углом. Для поверхности Ляпунова оба

интеграла будут ограничены.

'
/2Л'О1/кинашоихооэлмьлжоп/би9/ачйояоп

эох‘
охь'аШачхэаьХяжод•

аякохя(ъ)мхоонанйайпэнвтгй'ончкахвяоХг'
-эгэ'иихоогайохр®он<1элонаа(1вайонъохяхжй’ойо&&

8 . Основные свойства потенциала простого слоя.

Как доказано в б
, потенциал простого слоя

/10*2’/
еходатся ринокрво, еелж | |(м) | с у

. Сжедомтиио,
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ЗА гъ
г

|
поэтому

1/(М}l + М .По критерию сходимости последний интеграл

сходится» т.е. и интеграл /10.21/ сходится на поверхно-

сти 5

Теперь рассмотрим сумму интеграла /10.21/ и потен-

циала двойного слоя /10.4/ с той же плотностью

5
Г 7 ’ /10*22/

является непрерывкой функцией и на поверхности $ ,

но нормальная производная потенциала является на поверх-

ности >5 .разрывной функцией такого же типа,как по-

тенциал двойного слоя.

. /10.21/

По сравнению с потенциалом двойного слоя /10 Л/ потен-

циал простого слоя отличается тем, что здесь производ-

ная берется по параметру 0. , а там - вычисляется

по точке интегрирования М
, поэтому у ~;С(М)

а в /10.4/ •р-('й м) •

Сначала покажем, что интеграл /10.21/ существует

и в случае $«0.
, где Зо— некоторая точка на по-

верхвости 5 .По второму условию Ляпунова локальное

уравнение поверхности 5 внутри сферы будет *

2 =

, где г - однозначная функция, координаты

точки О, - (о, о, о) ,
а точки И - С*,?,*) , Нормаль

н.
а. направлена по оси 2

. Поэтому ~ V

Как показано в 6°, внутри шара
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+ ~~|< Я*/

/по третьему условию Ляпунова/.Поэтому для подинтеграль-
ной функции в /10.22/ имеет место следующее неравенство
/при

Используя непрерывность суммы /10.22/ и соотношения
/10.Г?/, найдем:

о
9

. Основные соотношения теории потенциала в двух-
мерном случае.

Совершенно аналогично можно нейти основные соотно-
шения теории потециала в двухмерном случае /потенциаль-
ное поле на плоскости, или поле в пространстве не зави-
сящее от координаты в /.Приводим вез доказательства
важнейшие результаты.

Докажем, что эта сумма является всюду непрерывной функ-
цией. По определению углов Ч> и

Так как интеграл Годится веоду рав-
номерно, то равномерно сходится и интеграл /10.22/. Из
равномерной сходимости интеграла /10.22/ следует, в свою

очередь,его непрерывность.

(Ъ* |
_

/

(а^/г
~ \Э*)0

-21Г/(61 в)
/

я
' /10.23/

гДе (373/0
- значение интеграла /10.21/ в точке а.

на поверхности 5
,

/Л

(Ж) б
- предел

, если
*■ стремится к извне, и

- предел ЭуГЛ)
изнутри.



Определения /в обычной системе

потенциал
я
обммиык эарадвж:

лгм),

потенциал прост©?© еноя*

/10*24/

<«)
; /ю.25/

потенциал двойного слоя:

ИГ *

/у/} - ъГ' /ХЪьЯ?/

Для нормальной производной потенциала простого слоя

получаем:

(Ш
/Э4гл /Я.-!

/10*28/

145
19.

:л?яоьтао3аХагйяеэйаьэйохэйепис1ддэвйнхнп

-□жиоиооаонжоаЯжвийнэдопходеийц•/д«ио/хяонАцгр

юдоонхйэяопвиШе-1жияяохо/жипньжаогвнвжявжаоиаХ

:ошавиайэдпо?ваонХпк2'хнах<1хжхКнодХйарнгайхнэдоп

хгоа'иодийоховохооаоэдояКжоаохэо<1пнзгаийнадоп

•й>V

га(н)/шаасгаоваХвк1ин*йй»анагэяаIонягеномах!д

/ОТ01/
■(нм1-



10
. Приведение задачи Дирихле к интегральному

уравнению.

В случае внутренней задачи Дирихле нужно определить

гармоническую функцию а, (М) в области V
, удовлетво-

ряющую краевому условию

Решение этой задачи можно искать в виде потенциала
войного слоя с неизвестной пока плотностью

0а равенств /10*17/ найдем:

игг = -2ЛрЛ?)+ъг. -/[ аз (Р9
5 ъ РР<

1

Теки, образом, дал полутам уртанеете

Г46

и.(Н)^М^^Р)^±-р

Л5 Г Р}
. /10л/

Как известно, потенциал двойного слоя есть гармоническая
функция вне и внутри 6

. Мы должны подчинить 'К тако-

чу условию, чтобы ее предельное значение изнутри равня-
лось :

щ (?)'

с15(Р)
5 ърр'

/10.29/
Обычно обозначаю® Ш

через И Р)
,

л ± <*<?■&
'

через К(Р,Р)
, тогда /10»29/ принимает следующий вид:

К(р, Ру^(Р'}о15( Р').
_

5 /10.297
в слунае внешня зада™ Дирихле вудеш налагать на

уежови:
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по /ЮЛ?/:

11°. Приведение задачи Неймана к интегральным урав-

В случае задачи Неймана граничные условия следующие:

.Реиение задачи Неймана можно искать в виде потенци-

ала простого слоя:

5

(^)1

Откуда:

Лое*01/'(,<1)5Р/,д)'<>1X11-й-И=Ы71

лг
•шхввааь

«Ы$«®*“>■&5У»и>«нвово‘ш

/0Е*О1/

*:«Уобмбоя

Полученные уравнения для определения искомо! плот-

ности двойного слоя /10.89»/ и /10.30*/ являют-

ся интегральными уравнениями типа Фредгольма / ТиЛЪоЬ*' /

2-го рода.

нениям.

В случае внутренней задачи налагаем на потенциал

простого слоя условие:

юти, полагая и учитывая, чтоугол у по-
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/10.317

Наконец, в случае ввеаней задачи Неймаяа нужно выб-

рать

Отозда

х(

/10.32/
или, полагая

Vl р)- р} 9

/10.327

ж | 10

Е НBIТИ прямым вычислением объемного интеграла 10.1/
потенциал шара при постоянной плотности

Указанже В ему дрдвдаяа еуперпоапрх решевжд п-

уравнен жежожн. тотеаеям
°уммн решеьжй задач 1 ж

аучаетея та угла заменой заложения ти N ва
р

г получим дли У(р) уравнение

V ( Р)« Т(Р) Р) (Р{ (Рг).
5

». Нй« оЛеита» ао«ащ1м мвм> гаепредадешпа 0
постоянно! шгонгос«ью э еНрягеесх©» ек@е а * -. -

>

3. Мп М*е«нна поянчиж
внутр, «р. а. 0 „.«.„„в* *
> сферячюеком слое

«. «с

.■



■5. Найти логарифмический потенциал круга с постоян-

ной плотностью заряда.

9. Написать интегральные уравнения для задачи Ди-

рихле внутри и вне крупа.

§ 11. Сферические функции.

I°. Краевая задача для шаровой облает».

Будем искать решение уравнения Лапласа

Де’#,) -■

ддя каровой области, т.е
с решение уравнения /11.1/,удов-

летворявшее1 на некоторой с4«ре радиуса *<« заданному кра-

евому условию

млм зх •

Уравнение /11.1/ и дополнительные условия /11.2/ допуска-

ют разделение переменных. Таким образом можно полагать

'М = /11.3/
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4. Нейти потенциал масс, распределенных внутри сре-

ды радиуса с переменной плотностью .

5. Найти потенциал простого слоя постоянной плот

ности , распределенного не сфере.

7. Найти логарифмический потенциал простого слоя

отрезка с постоянной плотностью.

8. Нейти логарифмический потенциал двойного слоя

отрезке -Л4Х*-а с ПОСТОЯННОЙ плотностью.



*

Для определения sl*) имеем уравнение Эйлера

лсЛА?" -ЛК~
О,

/11.4/

бйът}- Эфу

/М*s/
с дополнительными условиями

,

. /Шб/

Реиения задачи /11.5/ /11.а/,’ «моющие непрерывные произ-
водите второго порядка, называются сферическими функци-
ями. Суперпонируя частите реиения /11.3/ уравнения/!1. 1/
можно найти требуемое реыеяие, удовкетворяюиее краевому

'

условию /11*2/.

Сферические Функции ЖlУ >) можно, в овою очередь,
найти методой разделения переменнщ, полагая

Функция ф (у>) удовлетворяет уравнению

ф* +р(р

ж условию периодичности

ф(<р+2т)*ф(у)

а для определения У (д, •?) * уравнение

Эта задача для имеет решение лишь при
=

1

брать

к линейно независимыми решениями можно

ф
4

пн,
—

•

/11.8/

150
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и /11.8»/

/11.9/

=о, /пло/

Функция в /11.7/ определяется из уравнения

с условиями ограниченности при т)~0 и $ *

Вводя переменную ж обозначая -х(б)

- (см-&) = &(&)
, получим для &№) уравнение т.н.

присоединенных функций Лежандра / /

Нужно найти ограниченные нетривиальные решения уравне-

ния /11.9/. Условие ограниченности решения можно рассмат-

ривать как краевые условия о конечности функции в

сингулярных точках €=±/ уравнения /11.9/. Однако та-

кие решения возможны только при определенных значений

постоянной Л

2°. Собственные значения уравнения /11.9/

Выясним,при каких «Л уравнение /11.9/ имеет не-

тривиальные решения,ограниченные в точках .
Как увидим в дальнейшем /7 /, достаточно

уравнение /11.9/ при т-О , т.е. дифференциальное

уравнение Лежандра

из которого видно, что одновременно е удовлет-

воряет уравнению /11.10/ также и функция , а
,
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следовательно, функции и

и которых ода» - еддаая, даугаа _ нечеяы,. ода»,по’
«равней пере, не исчезает «.вдеетвеико /рассматривай
нетразжаиаме реаенмя/. Предстааав 1 8 ввдв сюпеп.
ног© рода:

'пожучен к® /и.ю/
®ов

р“* /ххл\/
рехзгрренщую формулу да ковффвдак.

'’Л

Вега

р

р(р~4) -
/11.11/

Л
- четы фувхтжя, то нее й(, в нететвд-

‘ Р «НШИЙ,,»,. Р«да/„.П/1 юдарые _

■тоэт В членов с оешыиж ю, нечетна» жвдвкев1в схо _

дятсящ»
, одааво в топках

они И'тодатсл. Деюввжмжио, по прввваау ДахамУера:

Д
Г

Рад /11.11/ сходится а точке!
1иь тор _

когда он обривается и некотором члене, т.е. пред-

'

задает еовоа обычные многочлен. Для этого достатотао
/о»У11.11’//, чтобы Л было членом вида
(Л о, <■», . . )

. Тогда ограниченное ■ точках
ренедае уравнения /1,. ю/ есть цощвож
которые ооетода да четай: „ нечетных едамм ±

в
эавиеиюстн от того, четно дан нечетно чнехо ю .Еещ
иададада на.таю» мноидаен

,то она навиваются полшюмамн Лежандра.
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-О-
/11.12/

с добавочным условием

/11.12’/

о
3

. Производящая функция полиномов Лежандра.

между ними. Очевидно ; моЖт

но написать

Функция Рис.22.

У а

-р + s>*5>*- /11.13/

называется производящей функцией полиномов Лежандра,так

как коэффициентами разложения функции /11.13/ в ряд по

степеням р являются полиномы Лежандра:

Таким образом полиномы Лежандра Я,'(4) являются

решениями дифференциального уравнения

Полиномы Лежандра тесно связаны с фундаментальным

решением уравнения Лапласа . Возьмем сфериче-

скую систему координат с центром в некоторой фиксирован-

ной точке 0 и полярной осью 0Мо . Пусть И 'С

радиусы-векторы точек И, и М
, а - угол

=&ИПИ

аЬ\1

<
(

?бг--т
•'Н'*—

тгв.

(+

Г
"
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/ь-о к.«о V

/11.14/
О

* Рекуррентные формулы.

Д*»ар*нцируя
т ?

Действительно, фуниция «удет гарион™™/
Т0,ет веаде ’ кроме точм м‘

• Поэто“У» ?<№ гарновичесвая внутри шара /или 0(^ 1 ,Отада следует, что вавдн» член разложения /11.13'/удов
аетворяет уравнению Подставляя

_й
В уравнение /11.1/
член

Г получим после сокращения на общий

ИЛИ, учитывая ЧТО .

„
' /11.9/

Покажем, что м Р(4) = / ~ .
,

.

• Из формулы/И. 13 7
следует:

'

у~=Г
-*

*ь~О Л,»О 7

«еад» Р.и)-/ . Дналогпво ,

Я» ' ■ л*о л» «о

таким осф&зФм

Я^-Г*/Г.



155

и дальше, учитывая /11.13’/:

/11.15/

чим

(7-2€у+?^~?!(г-о.

Отсюда, учитывая соотношение /11.13*/, получаем вторую

рекуррентную формулу

к.*о
7

*=О

В виду тождества /независимо от р и / коэффици-

ент полученного ряда при у*1"

должен равнятся нулю

при всех € :

Это - первая рекуррентная формула.

Аналогично, дифференцируя по , полу-

/иле/

Подставим в /11.16/ %-н «в /11.15/, тогда:

/11.17/

или, исключая из /11.16/ и /11.17/ €
, получим:

/11.18/

Эта формула остается справедливой и при ,
если

положить

Из формулы /11.13’/ можно легко найти ,

> а с помощью /11.15/ можно вычислить ЯЛ]

/61*11/

оль‘онй!а/31*И/«
’вдоншгопмиэпалэ

Вэшонаи<1пч'лнайшффеомкаикоиъне‘йаноявн
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Поставляя сюда Ле» 4

индукции, находим:

, найдем последовательно

и т.д. и, пользуясь методом

4г!
/11.19’/

5
. Ортогональность и норма полиномов Лежандра.

Сначала рассмотрим полином

аи)-рл>-

./
Поэтому 1

4

Исходя из дифференциального уравнения /11,12/ и

учитывая^краевые условия /11.14/, методом,изложенным
в § 5 .3

, можно показать, что полиномы Лежандра орто-
гональны на интервале (-4 +4) :

л
'

_/■ = о (4И,

Вычислим теперь норму

/Ч.20/

:эончгвноиолйо(?)&оаь‘даЛз’акэвйяэло

:аИиаанаяаэао
-Наапчхнр4ЭХ0Л‘

%-енэпахэмоникопязя*(7)Ю ’
(?;ВЛОШПГОП1

У--Нт

иЯплнаи11мффеоя-

*
влонияопанал

-9
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Р-«я
-4

=5 А/

В сету /11.19/:

ортогональную систему с нормой /V

Для доказательства формулы /11.22/ достаточно уста-

новить, что

нения Лежандра /11.12/

или, выражая из первой рекуррентной формулы
/11.15/:

/И.21/

учитывая, что И)“ 1
,

Л4 я Л
, найдем последова-

теяьно А/<-з >та 5
Г

, и по индукции:

к/ =
_Х_

■ /11.21’/

Таким образом полиномы Лежандра образуют

4 [ 0
,

если

, если /11.21"/

о

б . Дифференциальная формула для полиномов Леханд-

ра.

Докажем, что полянок Лежандра может быть

представлен в виде

/11.22/

/формула Родрига / //ф

/И/

1/ функция да* является решением уран-
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г/
= /

.

Ъ=4

Продифференцировав это уравнение ок+7
раа полу-

чим:

/,1.23/
ЬСЛИ ''Жг-2 41- ул и ФПТТИВГ г/ »+ Л’ ТО в точках х -7 все Слараемые обраща _

ются в нуль:

Если Ж6 -?И/ ■ -Яг «Р0

’Ы,
откуда к следует, что

2**' I -ф
' &**4

Учитывать, что

чзэиилэй'/р
°ль%вяш;иьЛи0_9)=туввьвнеоро

Полегая «л,
( получаем

11
_ 0

’.е. функция
иозяегаоряет уравнению

Лежандра /11.12/.

Рассмотрим теперь проиавопнуг>
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и--ой степени/, а на концах /по /11.23// значения, от-

личные от нуля.

Для доказательства вводим в уравнение /11.9/ новую

неизвестную 2 Щ ♦

К4)-«-еЛ'г«Л

с помощью формулы годрига /1|.кйс/ можно нокаааюь,

что полином Лежандра имеет нулей внутри интервала.

Действительно, непрерывная функция обращает-

ся в нуль не концах интервале (-4 , +4) . По теореме

Ролля / йоССе / первая производная имеет хотя бы один нуль

внутри интервала и по /11.23/ обращается в нуль на концах

интервала. Вторая производная имеет, по крайней мере,два

нуля в интервале (-<,-‘•'0 и обращается в нуль на концах.

Продолжая рассуждения, мы придем к заключению, что -и--я

производная имеет, по крайней мере, -н- нулей в промежут-

ке НЛ<) ,
или точнее, ровно ъ нулей /кек полином

7
. Присоединенные функции Лежандра.

Покажем, что решением дифференциального уравнения

/11.9/ при являются т.н. присоединенные по-

линомы Лежандра

После сокращения на
# получаем

- /11.25/

Нужно показать, что решением этого уравнения является

.
Для этого дифференцируем раз
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по 1
уравнение Лежандра /11.12/, что после некоторых

упрощений дает:

Тага™ овраэом частным решением уравнения /11.25/ являет-
ся Я. ’Ц)

, И, следовательно, /11.24/ является частным

решением уравнения /11.9/.

Полученное соотношение /11.24/ между решениями урав-
нения /11.9/ при и при «.-о /уравнения
/11.10// справедливо и при произвольных Л

. Так кек

/11.10/ имеет конечные решения в точках /» ± / лишь

при Л-*М
, то и уравненпе 9/ „ожет

ниченные решения только при тех же значениях Л
.

До сих пор мы предполагали индекс -им положитель-

ным, однако, можно рассматривать и присоединенные функ-
ции Р„ .

Так как дифференциальное уравнение присоеди-
ненных функций /11.9/

В 1*11)- 0
7 /11.9’/

не меняется при замене на го и р(-~)
** И

*'Н/

«огут отличаться друг от друга только постоянная „ножи-
телем. Оказывается /см. задачу б/, что

/11.26/с помощью /11.24/ и формулы Родриге /11.22/ получ8-
ем для присоединенных полиномов Лежандра следующую диф-

и пря положительных
Приведенное рассуждение не строгое.
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и при отрицательных

!.К Л*'
р

- '

/11.27/

B°. Норма присоединенных функций Лежандра.

Исходим из уравнения /11.25*/ умноженного на

Результат можно представить в виде:

П1
-

М
/11.28/

/
•• '

_/ГК- -
л.( К

~

и

I
»

_
(/И-+/**-,) ! . О

('П'-/пъ) ! *-<п,к: •

Зтсюда, пользуясь равенством /11.21"/
}

:эинаьвнеорокайэад

Теперь:
, <

х

4
сС1 ■

'

/Учтено-дифференциальное соотношение /11.28//. Продол-

жив аналогичные преобразования, приходим к формуле

”

о , при

1 при /х. ® 'И/
>

и окончательно:

-

4 ) ■М'
0

; при

_2_ При .

/11.29/

"1 ‘2,т. 1г\ ('П,~4п) .
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Таким образом присосдиненине функции с одинаковыми

верхними индексами ортогональны меаду собой.

9°. Сферические функций.

/V. 7/
овжадгаадг свойехвап №рвяпевкоеп ■ иеркодячнооя
/11.6/:

Пользуясь выведенными ваше рееульхатанж, долучаем
Челу® систему сферических функций определенных
нй поверхности единичной еферщ

/И ..30/

РДе -И ж 0
) У) 2, •

,
бЬ •

.

; }
0

)
У
/ ■ . . )

/V
(

*•©• каждому 4ф соответствует -2-*-
линейно не-

вввиспих сферэтееких функций

*вхиэд«ваоаоипа*ваклэхаажмангаьпхож&в(онъаяок

Л02*11/<

у)'
и

дя

рймнХфхи»ээьис1афохклиоизевавоздаипг«Ли
лд'агэхаКахэх©ялоооллинаьивАыэииаяоЗяозифвЖаод

/.8’П/и
м?жжахнжшвааааьми

-асЬнаноялэакинлезев<пшаиге2кжокшрйхжнХфхнн
-нэеиноооиЛпяанни?>1нхс1эалогелжьэвйолэтанйоаожан*-



функций.

У .1 ~'Пг. т1 о
0

А»,».Дг'ад ~

Сферические функции /11.30/ или /11.30*/ образует

полную ортогональную систему функций, т.е. любую непре-

рывную на единичной сфере функцию с непрерывными первы-

ми производными можно равномерно аппроксимировать сфе*

рическими функциями.
10°. Решение краевой задачи дия паровой области.

Звкончим рассмотрение сформулированной в 1 краевой

задачи для уравнения Лапласа //11.1/, /11.2//.

Зависимость решения от * определяется уравнени-

ем Эйлере /11.4/, где :

= /11.4’/
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хнннэнн&эоэийя>9хэ?ь1ончиахиаьо<ай'икжсолинжжмене

энтлкпсЕиХядодаалоооинйолоя‘юшжакиейвпжимена

-иЖийэманннэьмнМао‘/жадаим-/иминяжоаХхос!

«шананивешигояийяан/йафохмкаЯхихвгахоеъ

ихм?оииниийТиинижаняэиХн‘икннчивй

*аэоалжмсгесмваниийашСф•менедэвнейх

-оохнйоьояийьАна4ноехнндойжжан

Еодииайеейейафэол
•вххХжамойпийлХна$аи

-Хнчонаойхэемммеммах•ияннчивноенодаеа

-неенж*охвэжааеэн(^нг)^=°',*/Я/

Сферические функции ортогональны между собой на

единичной сфере*
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Таким образом .решение внутренних задач можно искать

в виде:

подстжвляя сюда /11.33’/, найдем

Е?” «-Г
-К=О -т

=

-'И> ->

Будем искать частные решения этого уравнения в ви-

де
. Подставляя искомую форму решения в

/и.4-’4 получим для определения следующее харак-

теристическое уравнение:

отсюда об’®-/»!/ л оС ж -

• Следовательно, имеем*

два. линейно независима частных решения уравнения/11*4’/

и /?х (г> г4?т
* /11.32/

Первое из них регулярно в начале координат, второе в

бесконечности, поэтому первое соответствует решению
внутренних задач, а второе - внешних задач.

Й
.~ )

/11.33/
внешних задач:

Ьо ? /11.337
а постоянные определяются из краевого условия
/11.2/ с учетом ортогональности собственных функций '

/11.31/. Так например, для внутренней задачи
Дирихле краевое условие следующее:
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/11.34/

умножая обе стороны этого равенства на ук с
— Р

к
е

и интегрируя по поверхности единичной сферы 8 учитывая

/11.31/, получим:

_ ’ & (0 (р)

0 о

-
4Г д . е

~ Нм

о
11

. Гармонические полиномы

•/тонииопэимоаьинойЗва/инапаходо--ипиония

-опжнй’ойо.нй’олакяанлой’адлиноз'А'гхзхзниййооихна

-йхйичай1яоль‘яожвяоц’ияьождоньанояоерэиойя:‘Аймон

аияоаьииояаеа-

Действительно по /11.24/ ,

где полином ('ъ-**.) ~оя степ ни относительно

/содержит только четные или нечетные степени

СА4 1? /. Отсюда общий член функции можно пред

ставить в виде;

* Н>» / . ш/. <и,-4п.-24.л
г е /ил 17 гхм V

)

где меняется от 0 до .Учитывая,

что

— (к, СМ У +& >1,№'У /№ "$) + >

а
ъ

'ГЪ-ЯЬ-З-Ъ ,. «Л .
_

=■ V) Л-

= г
4ъ-*н,-21 +
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1. С помоцыз цроивводяце! функции полиномов Ле-

жандра вычислить пять первых полиномов (Р
о Р, Р

2е Исходя из рекуррентных формул и, учитывая что
Я=4 И Р

4 «4
> вычислить полиномы Лежандра

3. Найти полиномы Лежандра Р, я Р
3 .

Использовать выражение для коэффициента
ирж г*

полшкша Рл*) /11 а 197 и рекуррент-
ную формулу ДЛЯ коэффициентов полинома /11*ц»/

ф

*

вда, действительно представ-
ляет соегой однородный 30ЛЙЯОК «ей степени. Очеввд-
п©, числе лгквейно нееавясишк одрмонкчееких полиномов

•11§2нывшее

+~инапэао/и-

VЪОкЦ»'*'
всйГнвхатгнмониибЬ

5»аачяягаиьня*>

5. Вывеетж следующие релурревивае форкуян дая при_

соединенных полиномов Лезащдра:
МР~1

. 0>

Р^' Р^' у
,

0янажьимнэьоагаэиатоопхнахЗапхХай1ейвэдэеь/ксш
яжййофячдесй•

)ян«шжхонжХжвяй
/51*11/яхвяоажйнэдэффийнкЛсЗофгорохазвонкавл»я

*
»нчхихоняХжоавяй/5141/чл«а

-осйштеааффжинкАжаофуозааптйгоанявж]Г:аянв8яхх
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б. Вывести формулу /11.26/

выражении /11.26/.

8. Режжть внутреншов ж вневнюю задачи Неймеяа для

сферы в случае краевого условия

Указание. Сронлжь шэффшршж жжях степеней

7. Определять через краевж якячеяил

в разложениях /11*33/ я для внешне! за

дата Дирихле и джя таеяне! и вйужреазей задам НеЛмана.

9. Пусть в мектреетаткчеекое поле однородной изо-

тропной среда с диэлектрической постоянной 6< поле-

чен шар радиуса а, на диэлектрина е постоянной &
.

Определить иоле вне и внутри пара, если задана функция

а
в , представляющая ватендаал ншмшиуцеииого дажя/в

отсутствии давлектрнческоно пара/.

Ужазанже. Реженже задача жежахь в ввдв

Г хл.+ вне вара
гс = |

/ и,, +41 внутри вара

/ V - веамужение, вжвванное жаром/. Потенциал и удов-

летворяет уравнению при данолнхтельнкх услови-

ях на сфере я .
Так как потен-

циях невовмущенногч» поля ж его нормальная прожаводаая

непрерывны всаду, то потекцяол V будет определен

уравнением лу = о
, а на сфере условиями:
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шара в однородном поле.

11. Решить задачу о поляризации диэлектрического
шара в поле точечного заряда.

§ 12. Метод конечных разностей.

О
1

.
Замена дифференциального уравнения уравнением

в конечных разностях.

** “И /12.,/

/12.17

®4С<> /на сфере/ - некоторая известная функция и

У , которую можно разлагать по сферическим функпиям

Ц и "А можно искать в виде

'Ж.»--

С помощью граничных условий для V можно выразить
6-»и4п, и через

10 в Решить задачу о поляризации диэлектрического

Производная от функции представляет собою

предел отношения
1

при 4* 0 . Чем мейьше число л*
, тем точнее

выражение /12.1/ совпадает со значением производной
у: (х; в точке х

, Следовательно, первая произ-
водная от функции /М приближенно выражается форму-
лой:

<*дх /У (х-дх)]
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Отсюда можно получить следующее, приближенное выраже-

ние для второй производной:

/1 В.2/

Будем искать методом конечных разностей приближен

ное решение внутренней задачи Дирихле для двухмерного

уравнения Лапласа:

Положив дх=Иу = Я'
) можно заменить уравнение Лапласа

следующим разностным уравнением:

°-
/12.з/

Аналогичные соотношения можно получить ж в случае не-

скольких переменных и для производных более высокого по-

рядка. Заменив, например, в обыкновенном дифференциаль-

ном уравнении производные приближенными выражениями ти-

па /12.11/ и /12.2/, мы приходим к так называемому раз-

ностному уравнению,связывающему значения искомой функ-

ции в некоторых точках на оси х
, расположенных друг

от друга на расстоянии ,
т.е. в точках х*,в

~ х +к: дх .

т.е.‘гармоническую в некоторой области 5 функцию,

принимающую на границе б~ области 5 заданные зна-

пения

По /12.2/

1

+
“

(дх;
х )

+л^)~^ а' (-^ ли' :̂
' (лу)*'
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чек М<й • /12.3 7 однородное.

разностных уравнений /12.37.

По /12.3 7:

Следовательно, получится система V алгебраических
уравнений с N неизвестными / V - число внутренних

узловых точек в области /, для точек
,

Наи-

меньшее расстояние которых до не больше,чем А,
я

уравнение /12.3*/ неоднородное, для более внутренних то—

о
2 . Существование и единственность решения системы

Как алгебраическая система N линейных

неоднородных уравнений с N неизвестными имеет одно и

только одно решение, если детерминант системы отличает-

ся от нуля, но, с другой стороны, тогда соответствующая
однородная система имеет только тривиальное /нулевое/
решение. Таким образом, достаточно убедиться в том,что
система однородных уравнений, соответствующих уравнени-
ям /12,3’/, имеет лишь тривиальное решение. Переход от

системы неоднородных уравнений /12.3»/ к соответствую-
щей -системе однородных уравнений эквивалентен переходу
от неоднородных краевых значений /и к нулевым значе-

ниям
. Нужно доказать, что при =о система

разностных уравнений /12Л7 имеет лишь тривиальное ре-

шение, т.е. в области все равны нулю.
Пусть некоторое + о ; для определенности

будем считать, что аг<><4 > 0 .Пусть <1йС. -макси-

мальное значение нашей сетчатой функции, так что
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ции /(р) сделана сколь

угодно малой, если А/

достаточно мало.

и
3 каждой внутренней узловой точке п.к, имеем

свое уравнение /)2.3/ ?
к?.я з нашит обозначениях:

. Л -4 Л*?

/12.27

Рис* 23.

Покроем область 5 квадратной сеткой с вериинамж в

точках =
,

.
Заменим область

-ьоаХНЯ01ГЗ/д•’.’т?лжьанаорои

ХвЯЪОЛаОЯЧХГО1туиийянЛфкинаьанвязва

-исквиээзажаКЛд’/ег’оисГжэ/Ъдожитадоннзлокими

-ежвелилэвжроуСоийзйажаыйп‘ммээаэшэнаохвсПГвая

9ахишаапопейлийшоюоо
’\жоямэтжоаЛолонж9

ках на определим

граничную функцию /ц,
}

полагая ее равной значе-

ний функции в бли-

жайшей точке границы .

Степень неопределенности

в выборе Д может быть

в силу непрерывности Функ

Таким обрезом приближенное решение внутренней за-

дачи Дирихле для уравнения Лапласа сводится к нахожде-

нию функции,удовлетворяющей в узловых точках Ми

внутри ревностному уравнению Лапласа /12*3/ и

ьришгм&ющой в узловых точках на равные

ГА. ©
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Это равенство может иметь место только в том

если

Последовательно проводя аналогичные рассуждения для

гц-.ч,*. , 4Ч+х, *.
и ®»Д»,мы достигнем граничной точки»

что приводит нас к противоречию, так как по условию гра-

ничные значения равны нулю. Предположение так-

же приводит к противоречию. Отсюда следует, что

во всех узловых точках области
,

т.е. система одно-

родных разностных уравнений /12.3’/ имеет лишь тривиаль-

ное решение. Тем самым доказана единственность решения

системы разностных уравнений /12.3*/. Решая эту систему,

мы получаем сетчатую функцию,которая представляет собой

приближенное решение исходной задачи для уравнения Лап-

ласа.

3 . Некоторые общие замечания.

Здесь мы рассматривали только случай квадратичной
сетки, который имеет то преимущество перед прямоугльной
сеткой с неравномерными делениями по осям, что соответ-

ствующее дифференциальному уравнению разностное уравне-
ние имеет тогда наиболее простую форму* Однако примене-
ние только квадратичной сетки имеет один недостаток*

При замене краевой б"
, ограничивающей область 5

ломанную необходимо перенести граничные условия

для определенного решения тем или иным путем с 6“ на

. Но при переносе граничных значений и, с е*

на 6Х
, если не все вершины ломанной лежат на

6"
,

неизбежна некоторая ошибка, величина ее будет
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ностей применим как для

уравнений других типов, так

и для интегральных уравне-

ний, но каждый раз нужно
Рис. 24.

тем вольве ,чем дальше «к отходит от г даиому

иногда берется такая сетка, чтобы ломанная <г постро-

енная на ней, наилучшим обрезом подходила бы к <г .Воли

контур 6" таков, что для него при квадратной сетке

можно указать ломанную «*.
,

вершины которой либо точно

лежат на г ,
либо очень близки в а"

,
то проще

всего употреблять квадратную сетку. Если же этого нет,

то, для уменьшения погрешности при переносе граничных

значений, более выгодным будет применение прямоугльной

некведретаюй сетки, в кото-

рой кохво построить ломан-

ную ,
более близкую к

<7 ,чем при квадратной

сетке /см.рис.23 и 24/.

Метод конечных раэ-

специально исследовать имеет дй система ал-

гебраических уравнений решения или нет. Дли уравнения

теплопроводности и для волнового уравне^„лесът

ственным является внбер...основном, сетки. Можно получить.

для этих уравнений как хорошие, так и плохие результаты

/см. задачу 3/. Именно оказывается,что нужно выбирать

для пространственных переменных не слишком мелкую сетку.

Наконец отметим, что метод сетки применим не только

в случае двух невависимых переменных, но и в случае мно-

рих переменных.



Если последовательные приближения
в пределе к

{*•} сходятся

р ■ («)
К; = Хс

К-»°о >

То эти предельные значения являются искомым решением си-
стемы /12.4/.

Хотя метод последовательных приближений применим
не для всякой системы уравнений, область применения ме-

тода довольно широка, в частности, система разностных
уравнений /12.3 7 может быть решена этим методом /см.
задачу 5/.

В настоящее время существуют, кроме выстродейству-
иих электронных машин,много математвчесих машвв дан
решения разностных уравнений. Этн машины построены на

принципе использования аналогии, существующей между яв-

лениями разной физической природы, описываемыми одними
и теми хе дифференциальными уравнениями

Дяя решения системы

уравнений /12.37 можно исполь-

зовать простой электро пттте- )
гратор, представляющий сетку |
одинаковых омических сопро- I

/ Ул
■——> Г***"

/г
Г 1

тивлений /см.рис.24/. Обо-
~=>_

]
значим Угк потенциал в точ- I й 1
ке М;к

э и черед
&

<>' <1
,

-е

- соответственно > !

ТОКИ в звеньях М;К
Рис. 25.

ьь'х м
}
Иц Мы,к

}
0 . По закону Ома

Р
и т.д.

175
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4°. Метод последовательных приближений для реше-

ния системы разностных уравнений.

Для строгого обоснования метода конечных разностей

надо убедиться в том, что при достаточно малом А. функ-

ция о-Д сколь угодно мело отличается от точного реше-

ния задачи Дирихле. Оставим эту проблему для самостоя-

тельного анализа /см.задачу 4/ и остановимся коротко на

одном приближенном методе решения системы разностных

уравнений /12.3*/, так как точные методы решения систе-

мы алгебраических уравнений с большим числом неизвест-

ных очень трудоемкие.

+•• •. + -к
}

сЪы-к< +а,**х» +.
.-

.. +а, Л(К х4к
=

Запишем эту систему в виде

/~4~Со4 +

/12.4/
(€

л<
х1+ - - -

,

(*+4) А Г- V +•• • + Г 1
*

л '"С" +•• • + 3

~ С*. • • •

Цусть дана система уравнений с неизвестными:

где кавдое уравнение разрешено относительно соответст-

вующей неизвестной. Выбирая в качестве нулевого прсбли-

л*.ения производные числа х
1*’

, ,
• • •

,
х* и подставляя

л-,< й правые часта уравнений /12.4/, найдем первое приб-

Л*., • • *, . Продолжая этот процесс, опре-

делим (к+4)-е приближение по формулам
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по закону Кирхгофа
.

1 , & -5 ч.

Л< *Лк +7»< +</-к

Следовательно
}

К-4 + +V; -ц < + 4',-4 «.
_____

Это соотношение аналогично уравнению /12.3’/ и является

основой для электромоделирования уравнения Лапласа.

В узлах границы Я при помощи специального де-

лительного устройства .задаются напряжения, соответству-

ющие краевым значениям функции .
Устанавли-

вающееся распределение напряжений и дает приближенное

решение рассматриваемой задачи.

Задачи к § 12.

1. Методом конечных разностей решить задачу Дирих-
ле для уравнения внутри прямоугольника

, г подразделяя каждую из его

сторон на 8 равных частей, если граничные условия имеют

вид:

2. Решить методом конечных разностей задачу Дирих-
ле для уравнения внутри единичного круга,

?сли ■и'1
?э^ . Выбрать квадратную сетку •*>'

, где Л, “0,2,
. Сравнить приближенное решв'

к. с точным /см. задачу 5 к § 8/.

3. Решить методом конечных разностей уравнение

. * Ал
, если

° >*
о

'
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Указание. Уравнение в конечных разностях, соответ-

ствующее дифференциальному уравнению задачи, следующее:

Введем вспомогательную функцию:

положив шаг сетки вдоль значений € равным * , а

вдоль значений •* равный &
. Рассмотреть част-

ные случай: 1/ > 2/ >3/ к-Н*-
,

4/ АЛ= 1 к и выяснить, какие приближенные решения

лучше отражают затухающий характер процесса теплопро-

водности.

4. Доказать, что если шаг сетки & достаточно

мал, то функция и:*. сколь угодно мало отличается

от точного решения

Указание. Достаточно показать, что во всех узлах

внутри Зц
{

»
если .Пусть начало

координат - внутри области 5
. Выберем ЛН) так,

чтобы гпал в точках бд, был меньше /з.

44, - <4 (Р* -**"7*7 '

х

I) - диаметр области 5
, т.е. максимальное расстоя-

ние между точками области 5 •
В точках на 61 й><э »

так как и . Покажем, что при

достаточно малом и во всех узлах в 5
,

и 1, сле-

довательно ад,-<д<6 . Применим к функции разно-

стный оператор Лапласа А*/. Дд.а' + ?
го1Д^л

1Д^/вМ^'^а,+^ди|^|Ахх
а’<Сижх

этом

и-^х
6 )
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5. Показать, что система разностных уравнений
/12»3 / может быть решена методом по следователъннх приб-
лижений.

где М • верхняя рранжца значений | и>
кххх | и

в узловых точках внутри 5 /использовать разложения

Тэйлора для у] {

+К*”<Ч

Поэтому

* при достаточно малом к, .Но эдда легко

видеть, что не может принимать наибольиее эначе-

н®е во внутренних узловых точках
♦ Отсюда следует,

что во всех внутренних точках .с.0
>

так как она от-

рицательна на 61 .

Рассматривая функцию

•
04Ь‘иаВЬАЕОПНЦЛЯХАВ

-эйэревгзгаэаэопоз*
04Ь‘кэялий'арЛшхеж

Указание. Разделим все

ласти на ■и/ групп-

внутренние увдовне точки об-

ьа. . совокупность внут-
ренних узловых точек, отстоящих от на расстоянии
/

. г*'п'» о
л, * совокупность точек, ОТСТОЯЩИХ ОТ <51

на расстоянии. и т.д»

Нужно доказать, что

./р) (р1

- (р) ■
=0 -

г

ПК , гС;к.
(Р*

- точное решение си

Щ'к. *• р -ое приближение. По /12.3 7
м.® -1 ( л/

' р ’4)
□. ,

(р ' 1) (р ‘ 1) I



,, ,

ц, а ,0) в (и) ] ',
ох.ххсь

1

причем <Д/о)= I
- У>Л°) > Ж°) ~У<

а на .
Положим,

©■ценим (р+1)-в приближение:

НТО ГИЛ--* /1/|'к, —-Яр
г

и

-У,Т }
Яр на >

Я
р на ...

1Р*Чк-Г (1^^)ЯР на .

Отсюда Я
(О4,

ЯР ,ГД® О< = -/ - т»е. й‘>и' Яр=о
к- > Г

Аналогично можно показать, что "О
}

где

3 = /}гйги ■Г,-< .

Р

б. Решить методом Фурье уравнение Лапласа

внутри прямоугольника

оно на контуре принимает заданные значения

г Г
+

о а/

1>
,_ л

иьи

+ КЦ)
+

+1У,^'^^Н-^ ,Г:^-.‘‘Х
-г «• > 1 а

~,

+л м
■

0

Указание. Разбить решение задачи на две части:

и на нахождение гармонической функции удовлет-

воряющей граничным условиям:
= 0 ;

2/ на нахождение гармонической функции

,
>

а‘

7>. Найти точное решение задачи 1 и сравнить с

приближенным решением.
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ГЛАВА 1У

I 13. Ра гение тепла на прямой.

,0
1

.
Смешанная задача с однородными краевыми уело-

Нужно найти решение однородного уравнения теплопро

водности

— Л/
,

/13.1/

удовлетворяющее следующим дополнительным условиям

/13.2/

, /13 3/

и найти нетривиальное решение уравнения

Л'+Л!’ o
/5.5*/

/SЛ/

Собственными значениями которой являются:

, «'-а,},-., /5.16/
нормированными собственными функциями

Эту задачу можно решить методом Фурье, полагая

ф для определения функции %Сх) полу-

чаем уже известную нам задачу Штурма-Лиувилля /см.§5,5°/

с дополнительными условиями
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Из уравнения для Т(€)

т' +Ла?т~о
/хъл/

найдём (€) :
4

Т
н (4)-С.е /13.5/

Решение исходной задачи будем искать в виде суммы:

о.
7
-

/13.6/

Преобразуем подученное решение /13.6/, заменяя С*.

их значениями:

/3*61/ВИЯО1С0ХОДОН

Ч1ПВ1ЛН(ГЙПОЯОПочыпгэйэйпоонхом
л

*9кьнэиТшффвояай’л

/13
.7/

Ряд /13.6/ с коэффициентами Съ,
, определяемыми

по /13.17/, сходится равномерно и представляет непрерыв-

ную функцию при , если функция у(л)

непрерывна, имеет кусочно- непрерывную производную и

удовлетворяет условиям У7о)«о , у>(С)~о / см. эадачу 1/.

?(})■** %*} а]]е

‘т/к I *№*П*~ 1?* *
(Л&Ч]*Ю,

или, обозначая
Л

°° 1 0 / х/

6
е
(*,}Л)-гХ е

Як <

тр
* X*/ /13.8/

0
с

/13.9/
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ривать процесс теплопроводности в очень длинном стержне

л

функция мгновенно точечного источника или функция

Грина представляет распределение температуры
з стержне 8 момент времени ±

, если температура в на-

чальный момент >6 ио равна "нулю и в этот момент в точке

мгновенно выделяется некоторое количества тепла

• Действительно, в' 8 окрестности точки

0ЫД®®яе м°© тепло вызывает в начальный

момент повышение температуры интервала, так что внутри

этого интервала начальная температура . Можно

считать,что положительная, непрерывная и дифферен-
цируемая которой

Процесс распространения температуры в этом случае описы-

вается функцией
г -

% (*,Ц) %(*>},*).ъсу <*} -

*

г

где } - некоторая средняя точка нашего

получаем:

/13.10/
Следовательно, описывает температурное влияние

мгновенного точечного источника мощностью поме-

щенного в момент в точке промежутка
,

2
. Случай неограниченного стержня.

Практически реализуется этот случай, если рассмат-
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в течение небольшого промежутка времени, так как за это

время влияние температурного режима, заданного на грани-

це, в центральной части стержня сказывается слабо, и

температура на этом участке определяется в основном на-

чальным распределением температур. В задачах подобного

типа обычно считают, что стержень имеет бесконечную дли-

ну, поэтому и ставится задача Коши: найти решение урав-

нения теплопроводности /13.1/ на всей прямой удовлетво-

ряющее условию

. /13.11/

Найдём функцию источника для бесконечной области

Полуяаеи:

ти) ,

+Цо е

Для перехода к пределу А-**90 представим первую

сумму /13.12/ в виде

ГДе Ар , '
Л

Ив сказанного выше следует, что искомую функ-

цию Грина можно рассматривать как предел соответствующей

функций /13.8/ для конечнох’о отрезка, когда оба его кон-

ца удаляются в бесконечность. Для вычисления этого преде-

ла преобразуем формулу / 13.8/ так, чтобы концы заданного

отрезка имели координаты • Это достигается введе-

нием новых переменных •
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При ,
&х

р-*о сумма переходит в интеграл:

л- 2- '{'•('кр)Л к
р

я*я-/ е *.*

о

Л ’

Аналогично получим для второй суммы при

4 ,
5т } е ем 'Х.Х 'СМ 4с лк.

.

О

Следовательно, функция Грина для бесконечной прямой

о а '

/13.13/

Учитывая,что

У е~* С
*

О

/ см. задачу 2/, находим
(*-^

А

/13.14/

Эту функцию называют и фундаментальным решением

уравнения теплопроводности. Она представляет температу-

ру в точке х в момент времени , если в начальный

момент времени в точке выделяется количество тепла

• Действительно, непосредственным дифференциро-
ванием можно проверить, что удовлетворяет урав-

нению теплопроводности, а количество тепла, находящееся

на оси х в момент
, равно

.

~ Г -

/13.15/

*
Таким образом, количество тепла на
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а по /13.15/

/ 13.17/

/о1) 1
,

I>О

или, если о

)

'

/13И8/
л.

Кроме того,

/ гаи в-
.

/13.18/
«V

'

3°. Распространение тепла на бесконечной пряной.

В предыдущей пункте установлено, что функция оф

13.14/ описывает процесс распространения

топнового источника, выделяющего
тепла от мгновенного теплового иохи

прямой не меняется с течением времени, но если Ь дос-

таточно мало, то вся теплота практически сосредоточена

на некотором малом интервале в окрестности точки

При получим:

(**У) ,
1

Г А I /13.16/

. /1з.1б7

Функция, описывающая ход температуры точечного ис-

точника в начальный момент называется сГ-

функцией Дирака / /• Таким образом:

<Р(х-<5) � [ °
’ '

5 1
,

со\ *>\ .
или ,

По теореме о среднем найдём:

О'
г }
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начальный момент в точке | количество тепла

В начальный момент распределение температуры описывается

С помощью фундаментального решения уравнения тепло-

проводности можно легко получить решение задачи Коши для

уравнения / 13.1/, т.е. решение, удовлетворяющее началь-

ному условию /13.11/:

•/хгляэхголвинэхияН

одояоэьихоихнхэчхоонноиййанихсгеанхиь/ан/■вооа'поск!ляжн

-ГОЭЛОНЬОХОНЬОХВХЭОИХСГОХ»(1Х0ЭН*/ЭЧс!ЛфНО5ГВ8/ихоон

-йояойпоппахвинэнянй/эНоянни<3пакннваовчкопож‘гопах

ииненвйхоойповйонинагавхоКэйпэияоэъиноконэлонэфохь

*лэххявфхохевохавновяро‘оннааоннла‘ачхэойояо>оньан

-ояорикоалиэхавнвйхоойтютйокнахохь‘хаваневя

-онохевинэйяияьохйончквипиЬнмйпоон•лигалонжохьлн

ияоаъиютйпвэчхвевяохэхолаойохоя‘аинэь'внеэончкэхих

-окопэойохояэнвкНха-вН/Я*С1/о**Аюнчювьвн

яонйон/чкояохнаиоля
4

аоягооронК’оаХчкояо

$ияьохоЪ*дойохояхоэинвохоовс!*
хэяьохяХ<1Ххв<1

-аплахяхвяисЗхвлэовс!икоэон•спг/пннавйвсЬСхвсЗаплахвен

-чтгеъвн•
ияьохаяойя‘ХНаэя•а*х,1ЭийянХф«

Для того, чтобы начальная температуре в малом интервале

стала бы равной , нужно в начальный

момент мгновенно поместить на интервал | )
количество тепла

Этот мгновенный источник в точке х в момент € >о
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вызывает температуру

/ см. /13.15/ /. Для доказательства того, что /13.20/ пред

ставляет решение уравнения /13.1/, достаточно показать,

что /13.20/ можно дифференцировать под знаком интеграла,

а это законно, если интегралы, полученные дифференцирова-

нием под знаком интеграла, сходятся равномерно.

/ 13.19/

Разбивая всю прямую на мелкие промежутки, можно в

силу принципа суперпозиции представить как сум-

му слагаемых типа /13.19/. При получим:

™
(х-Чг

13.20/

и*Н?К*ЛМ*внаьиввскюшсэе*вохий

-охо/08*61/ивйаехвиохь‘гахелхошгеьтаэ*/Ц*е1/°иа

-око//лончтгвьввхэвсГоахэхаой'Хи/г01/ихэсвЯоаосЕпотгпех

вжвэнявдХиэинашМвохэвдавовчкэхиахедэК/03’01/01Ь

">чхи&др/онх/в‘эиаосТюеввввэНхХээвйихвходхед,

ограниченную функцию:

,
,

...._М [ м-м

Интеграл сходится равномерно в точке (к./.;

если в некоторой окрестности Т> точки (л.,1.) существует

некотроя положительная функция $1$ ? 1 Г Iх >
*

- ?) 1

/ при л(<| € Т) /. а интеграл _/

Покажем, например, что интеграл _/да -
1

сходится равномерно в некоторое окрестности точки
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:
-к <х. < X • Действительно:

У

-Иl*х4
27? лГо?М% е ,

а интеграл

Тогда

Г 'Яг! Г*
у е

,
1 е ,

/V -оо
'

'1$1+* ( "Й< ,<г

сходится = /}!*•*) .

Наконец нужно установить, что

тг-»»г
В

01
*

‘
э(*+

«хл

-цт*)
э

?
гоЛЕнвядаэпа/аон/ог*е1/а

/13’21/
•/,<

(*)<А=Х)О7

,ОЛЬ
*О<(3)Ц01Г0ИЪеоичкороньол

-ВХООНИ1ИВНОНХОИ01‘вэхийохэ2)О
*

У'ХПВ&ГЭДНИЯВЯЯВХ

'гр'Э\(х]^-/у

ТУгрэу
л-оныыохгену

?>ггэ°[—>*Рэ1(х)Д-(Н**7+*№1/7
у:иэ«ввн‘(Очху

*)■внаьинеййоиийян/фодь*$1петгванхиь/

•ОПЭИЬ©ОНЧ1ГЭ1ИХО1ГОП9О1Г9ИОННОй/Ч1ГОХО-?
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при 6 с?(С)
,

или

при 3

и соотношение /13.21/ доказано.

4°. Отражение тепловых источников.

с дополнительными условиями
(о, € ) о,

сс(х,о) = у>(х)
)

( х х.
.

/13.22/

Предполагаем, что функция 4>(х) равномерно непрерывна

тогда:

} при

и
,

V -3
х

€ Л ~

/

<^1е
'г^-6

Таким обрезом

| / е Ъ

оlг\^ 3

Рассмотрим краевую задачу для полубесконечного про-

воднике тепла , конец х~о которого поддержи-

вается при постоянной температуре, т.е. нужно найти

шение уравнения /13.1/

ре-

~ Д'

Будем искать решение на всей прямой -®о < х г
У

удовлетворяющее условию и,(о,±.)~о .
В начальный момент

в точке находится мгновенный тепловой источник си-

лой . Температура от этого источника при

в точке я -о будет
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/13.23/
Искомое решение получаем в виде

оо

*
з / 13ф23 7

Аналогично можно найти функцию Грина в случае кра-

евых условий второго и третьего типа, а также в случае

неоднородных краевых условий / см. задачи 4-9 /.

5
. Реиение неоднородного уравнения.

Достаточно рассмотреть решение неоднородного урав-

нения

-4-У (*,€)

Для компенсации «той температуры достаточно поместить в

точку при -6-0 мгновенный / фиктивный/ источник

силой
. Температура, вызванная источником в

точке ? и его отображением в точке , будет

функция Грина при данном краевом условии

-Льс;О<у) = ~ плотность тепловых источников

/ 13.24/

при нулевом

начальном условии.

Рассмотрим сначала случай бесконечного проводника

тепла. По условиям задачи в точке в момент времени

действует мгновенный источник тепла силой

, температура от этого при в точке к

будет: .
_
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Для получ ния полной температуры в точке х при *>о

нужно суммировать влияние всех мгновенных источников

тепла на прямой при Т

'/«.га /

Как в 3
# можно убедиться, что /13.25/ действительно яв-

ляется решением неоднородного дифференциального уравнения

/ 13.24/.

Полученный результат можно обобщить для случая сме-

шанной задачи. Тогда нужно в формуле /13.25/ заменить

6 на функцию Грина при данных краевых усло-

виях »
в этом случае и удовлетворяет

этим краевым условиям.

Задачи к § 13.

1. Показать, что рад 13.6/ и рады

X X сходятся равномерно при ,

, если коэффициенты определяются соотноиени-

ем /13.7/, а функция убк) ограничена, т.е. /УЧ*)/<м

, с и

Указание . Учитывая, что /с„| >

, ,
• “° П�ЮНЕКУ

Даламбера числовые ряды 2
}

сходятся,

что и доказывает равномерную сходимость исходных рядов.

Для обеспечения непрерывности функции а&1}

нужно ещё требовать, чтобы УШ была непрерывна,

кусочно- непрерывную производную, и

имела

/ см. напр. Смирнов, Курс высшей математики П /•

2. Показать, что
«-.г *

ЧеС /
е
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Указание. Фиксируя значение <х-
, найдем?.

/интегрировано по частям/. Таким образом
-Д-

откуда .}(р)~Се чл
.

Полагая /3=o / можно найти С

3. Решить задачу об остывании равномерно нагретого

однородного стержня длиной I при нулевой температуре

на концах, предполагая отсутствие теплообмена на боковой

держивается постоянная температура, а второй конец тепло

изолирован.

5. Начальная температуря стержня известна. На конце

стержня л=о поддерживается температура o°, ана конце
С происходит теплообмен с окружающей средой, темпера-

тура которой считается равной нулю. Определить температу

ру стержня в момент времени €ло
.

рде рс А) ц. 1( дх3| ...
- положительные корни уравнения

, к, - коэффициент теплообмена.

6. Найти решение уравнения

~ и,

поверхности.

Ответ: .. _

лмъ —

(
4. Решить задачу 3, если на одном конце х=о под-

л.

Г*
и V

х 42+г,
-у- 1 о1)С

С
о

’

при краевых условиях
} хиМ/Но



к начальном условии:

Ответ: <х. я*-
.

к/ Л"X
_

2а?)Г — —

ел
А. -*■ 2-

4
~1—е 6

*

- ж* / и(х, 6)с!х ,

В силу краевых условий задачи и из /2/ наДдём

е
х

(o,€).ех ({,<) . /5/

Таким образом нужно решить уравнение /3/ при усло-

виях /4/ и /5/, потом по формуле /2/ найти искомое реше-

ние.

19325

'лаали/з/ей

/д/.**$по-*&иаэонНоаоЛпонпад

эинашаачюееЖа*/?/?-р>1>-=>(?.'*)

айияяЧ1ВЯ0И/\/виианявс!/:аиетвеяя/

'‘
вй

-?7

при 4» О

7 .
Решить уравнение при следующих До-

полнительных условиях 'С^(х.,о)^ссо >
•

О

Указание; Применить метод изложений в §5,8 .

8. Решить задачу о нагревании тонкой однородной

проволоки постоянным электрическим током, если начальная

температура, граничная температура, а также температура

окружающей среды равна нулю / см. задачу 4 к § 1./

а V. 7
Ответ: -

-р. [•) -

. & 7
Ла-



/

(1
.

_е ?Гл

где
1

Л М
_

Р

9. Решить задачу при следующих граничных условиях:

и,
}

и, =и
4

10. Найти методом Фурье решение неоднородного урав-

нения теплопроводности
-а: сь

Лll
■+ З7 6*,

при дополнительных условиях

) ) 44,(1} €)»0
Показать, что решение выражается в виде:

где выражается формулой/13.8/.

И. Найти методом отражения функцию Грина уравнения

теплопроводности для полубесконечного стержня, конец ко-

торого теплоизолирован. Выписать решение смешанной зада-

чи. г.

Ответ: г ± <.• Я г чаь
л

п

1 е +е -1.

12. Найти изображение единичного мгновенного источ-

ника тепла в точке при ,
если в конце

происходит теплообмен по закону Ньютона *.)+<*и,(о,1)~ о

выписать выражение функции Грина и решение смешанной за-

дачи с произвольной начальной температурой.

Указание‘.Изображение искать в виде точечного мгно-

венного источника в точке силой Л и непрерывно
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§ ~ (х,-)ЛЛ
Ч

V -

С помощью краевого условия

14. Решить задачу 13 при краевом условии

15. Решить задачу 13 при

Указание. Использовать

краевом условии

результаты задачи 12 и кроме

I начало координат теплоисто—

функция /э ( €) опреде-

размещённых мгновенных тепловых источников 9 заполняющих

полупрямую •
Плотность этих источников -аЛц) »

так что

найдём следующие условия
гис.26.

для определения 4 и

Отсюда находим: ~1 <*,«

13. Найти методом отражения функцию Грина и решение

смешанной задачи уравнения теплопроводности для подубес-

конечного стержня при краевом условии •

Указанке. В начале координат находится в момент

« т" мгновенный теплоисточник мощностью

Указание. В начале коорцина® в момент находит-

ся мгновенный теплоисточник мощностью об (<с) .

функция определяется из краевого условия.

того поместить в момент :

чник мощностью , где

ляется иа краевого условия.
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а,) и, (о,*) ,

8) и,

$ р, €)= гх, А (е,l} - О .

§ 14. Распространение тепла в пространстве и

на плоскости.

о

1
. Функция влияния теплового источника в трехмер-

ном случае.

/14.1/

1 • /14.2 /

16. Найти методом отражения функцию Грина для ко-

нечного отрезка при следующих краевых условиях:

Найдём функцию / , описывающую тепловое

влияние мгновенного точечного источника в точке Ф в

момент времени
Ь

расположенного в точке М и выделЯ'

ющего в момент 1. количество тепла •

Сначала определим тепловое поле непрерывно действу-

ющего точечного теплового источника мощностью •

Пусть такой источник находится в начале координат ,

начальная температура во всём пространстве равна нулю.

Ясно, что в однородной среде температура является функ-

цией только 1 и ,т.е. удовлетворяет всюду, кроме

точки ъ = о
, однородному уравнению теплопроводности

в сферически-симметричном случае:

» 7
* ъ / 14.2 /

Вводя новую неизвестную э приходим к уравнению:
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/14.3/

По результатам, полученным в § 13, 4
, найдём

(*,+?/■ О—\ .
-е.' ' ; 1 [е '

о

Разбивая интеграл на два слагаемых и вводя переменные

".

получим

а,.]-
>с -гуаГе

- #Гг'* *■ е -

л таге

а

где

/14.4/

•й’1*нэаяйо4г-?

ийп/ййфовМэъжнеяойаХйинжИ©яжолоп

О1ЪЭЯЪОХЯЯЯЯНЬОХЭЯоаояоютэ!ЭИЪИТГйП

•Эе. > .

Следовательно, должна иметь в начале координат осо-

бенность типа -

»
а сама функция - особенность

вида ,
так что произведение остаётся

ограниченным при . Таким образом функция 4Г

удовлетворяет следующим начальному и краевому условиям:

IГ.(о '
€ е<г

*

лГ(>е,0) «0

Введём теперь вместо новую переменную лГ-

очевидно
<<Г в

* > ' >

*Г(О,€) -о ,
*лГ(г,
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интеграл ошибок.

-ШУ,

где функция

6(3 Л
/

°> 0 ) ® с

/14.6/

Следовательно, процесс распространения тепла при

непрерывно действующем источнике мощности Д/ >
поме-

ценном в начале координат *с-*=о
>

описывается функцией

оэ
227?

*“ ж“

4/ е

вок/мйофвохавхайняв&хох

-вйапках?ийп-><х!охав
*

о-/жйп

вохэвьаянхжней®кндэп‘
и{?+июойвояявяжньохэж

м/яИнахнегвяняяеяинъоховжохвх’/>о/

гъиваиадавхх/хэиойпдинэъэх8®иШа/мовэйоненЗаЗпэнж

о/яъохяртннэйамопжхоонШожяжньаьэж

-овсТиояжнъохожкнннаеонияосгеъХжэявНрхэйэп

За промежуток времени г выделяется количество тепла

5 1
. Перехода к пределу <0 -* о и считая $

постоянным, находим

«Л) * $ Г
�

~ _

& ~ ‘ 53ПГ
0 € • О.о\

’ " е <+а*-Г& ' } )

представляет собой температуру в точке момент

временя , вызываемую мгновенным точечным источим»

о-?хнамолалнннэШалоп*сгехэовШолмоя
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и .Д,

< I |
«IV ,

Л /■€-€.)

)3
е

/14.б7

М -
;

Ф~6М' 2 )

„о
2

. Функция теплового источника в двухмерном случае.

.д _1
4е

- .&^ чЛ - и, ч

так как у .

-•О
-о®

начало координат. Если же этот источник помещён в момент

в точку М ,
то

14 Г

Пусть на прямой, параллельной оси г
, проходящей

черев точку (']/'?) в М , расположен в момент бес-

конечный мгновенный линейный источник мощностью ф ,

отнесённый к единице длины. Температура, вызванная таким

источником, не зависит от и и вполне характеризуется

своими значениями на плоскости и определяется функ-

цией

(х-вМ-чЛ

& (А/7’ / Ь
/14.7/

представляет собой температуру на плоскости в точке

в момент времени € , вывиваемую мгновенным точечным

источником мощностью , помещённым в момент в

точну / функция теплового источника на плоскости/.
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о

3
. Распространение тепла в неограниченном простраи

стве.

Будем искать решение неоднородного уравнения тепло

проводности

Таким образом, в силу принципа суперпозиции, влияние на-

чальной температуры учитывается функцией:
схэ

СР, ± /И) о)у(М)

е-| МI
Г )-

/ /
,

/14.1’/
- плотность источника тепла /, удовлетворяющее на-

чальному условию:

/14 . 8/
Начальное тепловое состояние можно представить как

результат суперпозиции действия мгновенных источников,
создающих начальную температуру. Для создания начальной

температуры УГМ) в элементе объёма (М) яеобтопимп

поместить в объёме в начальный момент мгновенно

количество тепла ла-Г?у(М) (и) .Этот

мгновенный источник создаёт в точке в момент

€ температуру

6/^€;М,0)
.

Теперь учитываем влияние непрерывно действующих
внешних источников { , в элементе объёма ММ)
аа выделяется количество тепла

) 'с) Л1/(м)

которое вызывает в точке О-ЗД в МОмент * 1емперату-

РУ ' <
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Пользуясь принципом суперпозиции для определения темпера-

туры в точке 3 ,
вызванной внешними источниками,получим:

Таким образом решение задачи выражается в виде

. /14.9/
—«»о

Задачи длям полупространства можно решить методом

пуря*ения , а смешанные задачи для ограниченных областей

методом Зурье или приближёнными методами®

Задачи к § 14.

1. Доказать, что решением краевой задачи

и>
1Ь

~ ьо , Щ (ж, О) -У’<(-$ ;

> ,

(,

2. Найти функции влияния мгновенного точечного

дь,
,

- , у, г < оо
}

являемся произведение решений 4 (х, €; , )

краевых задач

источника тепла для полупространства

отвечающие граничным условия

а/ о,€)-о б/ в/ 4ьл(х,у,о,?'<>,*)*(■
3. С помощью результатов задачи 2 решить смешанные

задачи для полупространства ~

(л,у, о, *)-&д,у, €) } у, г)О)
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в/ 4.е -о.*лл-<-У^у, 2 ,е;
/

А
, /Л, ? , ч1 .- sь г,ф4Л

4. Построить функцию влияния мгновенного точечного

источника тепла для прямоугольного параллелепипеда

С~ ЧьЧ
__ е

'

7Й ]
,

’[с'

\

. Рассмотреть случай,
когда поверхности параллелепипедам а/поддерживаются при

Нулевой температуре, б/ теплоизолированы.

Ответ: а/

5. Решить методом 1урье задачу о нагревании сферы
радиуса к

л , если начальная температура‘равна нулю, а

й& границе поддерживается постоянная температура.

•Ъ/ьвНвеэчсМфяоИомя•©

'о~(?'<Апгт
1

»(о'ЛЧ/-П

:хвиао1гоХхкнчиахинкопоУхиЬа/НдхгэисЬ‘ъво/ий'ей

■«й&иниТтоаоншнгй1онъенояэарийьЛка-г-’т?ихоонНов
*-о<1по1гпехкинаиадЗХаинэпкэйэчсСф•г
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