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Sissejuhatus

Kaéesolev t66 on abstraktse algebra valdkonnast, mis uurib erinevaid struk-

tuure ja nendel defineeritud tehete omadusi.

Artiklis [3] vaadeldi ringis R kvaasikorrutamist kujul a ob = a + b + ab

ja jadaruumis U = {a = (ag,as,...) : @; € R, i = 0,1,....} korrutamist

k
O:UXxU—Ukujul (a® D), = Z (Z) a;by_; ning toestati nende omadusi.
1=0

Artiklis [3] vaadeldud kvaasikorrutamist késitleti eelkoige vanemates teadus-
toodes, kuid viimasel ajal on hakatud kvaasikorrutamist defineerima veidi
teisiti. Seetottu vaatame antud t06s uuemat kvaasikorrutamist, mille defi-

neerime kahekohalise algebralise tehtena kujul
o:RxR—R, (a,b)—a+b—a-b Va,be R korral,

kus R voib olla ring, algebra voi moodul. Lisaks vaatame jadaruumis U

konvolutsiooni, mille defineerime komponenthaaval jargmiselt:

k
O UXUU,  (aOb), = aby igake{0,1,..}

=0

iga a,b € U korral.

Esimeses peatiikis toome sisse vajalikud definitsioonid ja toestame kvaasi-
korrutamisega seotud omadused. Lisaks néitame dra, et ring R koos kvaasi-
korrutamisega moodustab monoidi ning kvaasipooratavate elementide hulk

ringis moodustab rithma.



Teises peatiikis toome sisse jadaruumi U/, millel vaatame kahte tehet — kvaasi-
korrutamist ja konvolutsiooni. Esmalt naitame dra, et jadaruum on ring liit-
mise ja korrutamise suhtes. Seejérel asendame elementide omavahelise korru-
tamise vastavalt konvolutsiooni ja kvaasikorrutamisega ning kontrollime,

kas ringi omadused séilivad. Selgub, et harilikud distributiivsuse omadused

saavad kvaasikorrutamise jaoks teistsuguse kuju.

Kolmandas peatiikis vaatame esiteks jadaruumi i/ iile ringi R ja kontrollime,
kas hulk ¢/ osutub mooduliks jadaruumis ¢ defineeritud liitmise (+), elemen-
tide omavahelise korrutamise (-) ja skalaariga korrutamise suhtes. Seejérel
vaatame, mis juhtub, kui asendada elementide omavaheline (-)-korrutamine

hoopis konvolutsiooniga.

Lopuks asendame korrutamise () kvaasikorrutamisega ja kontrollime samuti,

millised mooduli omadused kehtivad tekkinud struktuuri jaoks.

Viimases peatiikis vaatleme konvolutsiooni ja kvaasikorrutamist algebras.



1 Kvaasikorrutamine ja selle omadused

Selles peatiikis esitatud definitsioonid 1 —4 ja 6 — 8 périnevad materjalist [1].

Definitsioon 1. ([1], definitsioon 1.26). Oeldakse, et hulk R on ring,
kui sellel on defineeritud kaks algebralist tehet + ja - selliselt, et on rahulda-

tud jargmised omadused:

1. (a+b)+c=a+ (b+c)igaa,b,c € R korral;

2. leidub element Or € R nii, et a + 0z = a = 0r + a iga a € R korral;

3. igaa € Rkorral leidub element —a € R nii, et a+(—a) = 0g = (—a)+a;
4. a+b=>b+aiga a,b € R korral;

5. (a-b)-c=a-(b-c)iga a,b,c € R korral;

6. leidub element 1z € R nii, et 1g-a=a=a-1g iga a € R korral;
7.a-(b+c¢c)=a-b+a-cigaa,b,c€ R korral;

8 (a+b)-c=a-c+b-cigaa,b,c€ R korral.

Definitsioon 2. ([1], definitsioon 1.29). Oeldake, et ring R on kommu-

tatiivne, kui iga a,b € R korral kehtib ka jargmine omadus:
a-b=>b-a.

Definitsioon 3. (vordle [1], definitsioon 1.10). Oeldakse, et ringi R element

1 € R on iihikelement, kui iga a € R korral kehtib jargmine tingimus:

a-lp=a=1-a.



Definitsioon 4. ([1], definitsioon 1.14). Oeldakse, et ringi R elemendi a € R

poordelement on b € R, kui ta rahuldab jargmist vordust:
a-b=1p="b-a.
Definitsioon 5. Tehet o : R X R — R, mis on defineeritud seosega
aocb=a+b—a-b, (1)
kus elemendid a,b € R ja R onring, nimetatakse ringi R kvaasikorrutamiseks.

Téahistame edaspidi elementide a,b € R korrutist kirjapildi a - b asemel kirja-
pildiga ab. Néiitame, et ringis R suvaliste elementide a,b,c € R ja A\ € Z

korral kehtivad kvaasikorrutamisel jargmised omadused:
1. ao(boc) = (aob)oc (assotsiatiivsus);

ao(boc)=ao(b+c—bc)=a+(b+c—bc)—a(b+c—bc)=
=a+(b+c—0bc)—ab—ac+abc=a+b—ab+ c—bc— ac+ abc =

=(a+b—ab)+c—(a+b—ab)jc=(a+b—ab)oc=(aob)oc.

2. (Aa)ob=A(aob)+ (1g — \) b (skalaariga korrutamine);

(Aa) ob=Aa+b—(Aa)b=Aa+b—\(ab) + \b— b=
=Xa+\b—A(ab)+b— b=
—Na+b—ab)+(1g—A)b=A(aob)+ (Lg — A)b.



3. Ringi R nullelement Or on kvaasikorrutamise suhtes iihikelement, ehk
Oroca=a=ao0p, igaa € R korral.
Paneme téahele, et

Oroca=0g+a—0ga=a=a+0g —algr =ao0r igaa € R korral.

4. ao(b+c)=aob+aocc—aq

ao(b+c)=a+b+c—alb+c)=a+b+c—ab—ac=
=a+b—ab+a—a+c—ac=

=a+b—ab+at+c—ac—a=aob+aoc—a.

5. (a+b)oc=aoc+boc—g;
(a+b)joc=a+b+c—(a+bc=a+b+c—ac—bc=

=a+c—ac+b+c—bc—c=aoc+boc—ec.

6. Kvaasiastme omadus a”" = Z (Z) (=) (2)
k=1

Baas: Kui n = 1, siis

=) (;) (=D ek = (D (-1)%a! = a.

1
k=1

Oletame, et vordus (2) kehtib n < m korral. Naitame, et see vordus



kehtib ka n = m + 1 korral.

ao(m+1): i( ) k+1 k—l—a Z( ) k+1 aFtl =

-y (Z)(—l)’““a’wa— Y (k’f 1)(—1)kak—(—1)m+1am+1:

i(ﬁ’j ( 1)k+1ak+<75>2a+a+
e
> (m 1) (=) e+ (m + Dat (—1)" 0 =

)(—1)k+1ak+ (mzr 1) (—1)%at+

m+1
1
(—1)"*2qmt+t = Z (mlj ) (—1)FHak,

Il
ANgE
VRN
3
—

Osutub, et kvaasipooratavate ja pdoratavate elementide vahel on kindel seos.

Teoreem 1. Element a € R on kvaasipéoratav ringis R parajasti sis,
kut a—1g on pooratav ringis R. Kui element a on kvaasipooratav, sis avaldub

tema kvaasipiordelement kujul (a — 15)~" + 1x.

Toestus. =: Eeldame, et element a on kvaasipéoratav ringis R. See téhen-
dab, et poordelemendi definitsiooni kohaselt leidub element b € R,
mille korral kehtib

aob=0r=0boa.

Kirjutades esimese poole lahti, saame, et aob = a+ b — ab = 0r. Korrutades



antud vorduse 1dbi elemendiga —15 ja liites molemale poolele elemendi 1g,

saame tulemuseks ab —a — b+ 1p = 1p.

Paneme téahele, et saame vorduse vasakut poolt tegurdada jargmiselt:

ab—a—b+1lg=a(b—1g) —b+ 1z =

:a(b—lR)—(b—lR) = (a—lR)(b—lR) = 1R‘
Analoogiliselt saame ka vordusest b o a = Oy kétte, et
(b— 1R) (CL— 1R) = 1R-

Kuna molemal juhul saame korrutiseks iihikelemendi, siis definitsiooni

kohaselt on element a — 1 pooratav ja tema poordelement on b — 1g.
«<: Eeldame, et element a — 1z on pooratav ringis R. Definitsiooni koha-
selt leidub elemendi a — 1 péordelement (a — 1 R)_l. Olgu meil element b
selline, et kehtiks b = (a — 1)”" + 1. Niitame niiiid, et b on elemendi

kvaasipoordelement.

aOb:aO((a—lg)_l—i—lR) —a+(a—1g) '+lzg—a(a—1p) '—a=

:(a—lR)il—CL ((I—lR)il—i—lR:(a—lR)il(lR—a)—i—lR:—1R—|—1R:OR
boa= ((a—lR)_l—i-lR)oa:(a—lR)_1+lR—|—a—(a—lR)_la—a:

:(a—lR)_l—(a—lR)_l a—i—lR:(a—lR)_l(lR—a)—i—lR:—IR—i—lR:OR.

Seega on element a kvaasipdoratav.
Toestuse teise osa pohjal ndgime, et kui element a on kvaasipooratav,

siis avaldub tema kvaasipoordelement kujul (¢ — 15)"" + 15. O



Eeldame niitid lisaks, et ring R on kommutatiivne. Sel juhul kehtib ka jarg-

mine omadus.

7. aob=boaigaa,bé€ R korral (kommutatiivsus);

aob=a+b—ab=b+a—ba="boa.

Definitsioon 6. (1], definitsioon 1.12). Hulka M, millel on defineeritud
kahekohaline algebraline tehe %, nimetatakse monoidiks, kui % rahuldab jarg-
misi tingimusi:

1. (axb)xc=ax(bxc)iga a,b,c € M korral;

2. leidub tihikelement 1, € M selliselt, et ax1y; =a =1y *xaigaa e M

korral.
Definitsioon 7. ([1], definitsioon 1.18). Rithm on hulk G koos kahekohalise
algebralise tehtega *, mis rahuldab jérgmisi tingimusi:
1. (axb)xb=ax(bxc)iga a,b,c € G korral;
2. leidub element e € G nii, et a x e = e *x a iga a € G korral;
3. iga a € G korral leidub element b € G nii, et a xb=e=b=*a.

Definitsioon 8. (|1], definitsioon 1.21). Rithm G on Abeli rithm, kui tema

tehe on kommutatiivne.

Teoreem 2. Ring R moodustab kvaasikorrutamise suhtes monoidi.

Toestus. Kvaasikorrutamise definitsiooni pohjal on selge,
et kvaasikorrutamine on kahekohaline algebraline tehe. Néitame,

et kvaasikorrutamine rahuldab monoidi definitsiooni tingimusi.

10



1. Assotsiatiivus: kvaasikorrutamise omaduse 1 juures oleme néidanud,

et kvaasikorrutamine on assotsiatiivne tehe.

2. Uhikelemendi leidumine: kvaasikorrutamise omaduse 3 juures oleme

nédidanud, et leidub iihikelement, milleks on ringi R nullelement.

Seega on definitsiooni koik tingimused tédidetud ja ring R moodustab kvaasi-

korrutamise suhtes monoidi. O

Teoreem 3. Kvaasipiiratavate elementide hulk (kommutatiivses) ringis R

moodustab (Abeli) rihma.

Téestus. Olgu R ring ning kvaasikorrutamine defineertiud valemi (1) jérgi
ja olgu P ringi R kvaasiptoratavate elementide hulk. Seega a € P parajasti

siis, kui talle leidub ringis R kvaasipoordelement ap, mille korral

aoap =0 =apoa.

Néaitame, et sellised elemendid rahuldavad riithma definitsioonis olevaid tin-

gimusi ja et hulk on kinnine kvaasikorrutamise suhtes. Olgu a, b, c € P.

1. Assotsiatiivsus;
Varasemalt niitasime, et ringis R on kvaasikorrutamine assotsiatiivne.

Kuna P on ringi R alamhulk, siis kehtib assotsiatiivsus ka hulgas P.

2. Uhikelemendi leidumine;
Varasemalt néitasime, et ringi R nullelement on kvaasikorrutamise suh-
tes lihikelement. Seega peame néitama, et 0z € P, ehk talle leidub rin-
gis R kvaasipéordelement. Selleks elemendiks sobib ta ise,

sest Op 0o 0g = 0g + 0g — O0gR0r = Og. Seega O € P.

11



3. Poordelemendi olemasolu;
Oleme hulga P defineerinud nii, et ta koosneb ringi R
kvaasipooratavatest elementidest, st. et iga a € P jaoks leidub ap € R

selliselt, et a o ap = ap oa = Og.

See aga tahendab, et ka elemendil ap peab leiduma kvaasipoordelement,

milleks on a. Seetottu peab ap kuuluma hulka P.

4. Kinnisus;
Kui a,b € P, siis peame néitama, et a o b € P. Hulga P definitsioo-
ni kohaselt peab elemendile a o b leiduma kvaasipoordelement ringist
R. Kuna a,b € P, siis leidub kummalegi elemendile ringist R kvaasi-
poordelement. Olgu nendeks vastavalt ap € R ja bp € R. Kuna ring R
on kinnine oma tehete suhtes, siis ka bp o ap € R. Tuleb vélja, et see

sobibki a o b poordelemendiks, sest

(aob)o(bpoap)=((acb)obp)oap=(ao(bobp))oap =
=(ao0g)oap =aoap = 0p,
(bpoap)o(aob) =bpo(apo(aob))=bpo((apoa)ob)=

Ipr(OROb):prbIOR.

Seega on poordelemendi tingimus téidetud ja a o b € P.

5. Kui eeldada, et R on kommutatiivne ring, siis kehtib ab=ba iga a,b € R
korral ja jarelikult ka aob=a+b—ab=b+a—ba=0boa. Seega aob = boa
iga a,be P korral.

Seega rahuldab (P, o) rithma definitsiooni. Kui lisaks eeldada, et ring R on

kommutatiivne, siis isegi Abeli rithma definitsiooni. m

12



2 Jadaruum U

Olgu meil jadaruum ([3] 1k 210) U = {a = (ag,a1,...) 1 a; € R, 1=0,1,...},
millel on defineeritud liitmine, korrutamine ja skalaariga A € R korrutamine

jargnevalt:

a+b= (CL(),CLl, ) -+ (bg,bl, ) = (CLO + bo,al + b17 )
a - b = ((Zo,al, ) . (bo,bl, ) = (ao . bg,al . bl, )
Aa = A(ag, aq,...) = (Aag, Aag, ...)

ehkiga k € {0,1,...} korral (a + b), = ap+by, (a-b), = ai-by ja (Aa), = Aay.

Néitame, et jadaruum U on ring. Kuna tehted on defineeritud komponentide
kaupa, siis piisab néidata, et omadused kehtivad iga k € {0,1,...} korral.

Olgu jéargnevas a, b, c € U suvalised.

1. (a+b)+c=a+ (b+ c) (assotsiatiivsus);

((a+b)+c), =(a+b), +cp=(ar+br)+cr=ar+ (b +cx) =

=ap,+ (b+c),=(a+(b+0)),-

2. Olgu 0y = (0,0, ...). Siis on 0 jadaruumi ¢ nullelement,
sta+0y=a=0y+a;

(CL + Ou)k:(Zk—i-(Ou)k:ak—i-O:ak:O—l-&k:(Ou)k—Fak:(Ou + (I)k.

13



. Elemendi a € U vastandelement on —a = (—ag, —ay, -..),

st a+ (—a) =0y =(—a)+a.

(a+(=a)), =ar+ (—a), = ar + (—ax) = 0 =

= (—ar) +a = (—a), + ap = ((—a) +a), .

. a+b="b+ a (kommutatiivsus);

(a+b)k:ak+bk:bk+ak:(b+a)k.

. a(bc) = (ab) c (assotsiatiivsus);

(a(be))y = ax (be), = ay. (brex) =
= (arby) e, = (ab), cx = ((ab) ¢), -

. Olgu 1, = (1,1,...). Siis on 13 jadaruumi U iihikelement,

s.t. aly = a = 1ya;

(aly), = ar (1), = axl = ap = lag = (1), ar, = (1ya), .

. a(b+ ¢) = ab+ ac (distributiivsus);

(a(b+c¢)), =ar (b+c), = ar (by +cx) =

= apby + agcy, = (ab), + (ac), .

14



8. (a+b) c = ac + be (distributiivsus);

((a+b)0)k = (CL"—b)ka = (ak—i—bk)ck =

= (axck + bycx) = (ac), + (b+c¢), .

Jarelikult osutub hulk U ringiks liitmise ja korrutamise suhtes.

2.1 Konvolutsioon jadaruumis U

Defineerime selles ruumis ka kolmanda korrutamise © : U x U — U,

mida nimetatakse konvolutsiooniks, jargmiselt:

k
(a®b), = Z abp—; ke€{0,1,..}, igaa,belU korral.
1=0
Kontrollime, kas antud jadaruum moodustab ringi liitmise ja konvolutsiooni
suhtes. Kuna korrutamine on defineeritud komponenthaaval, siis piisab vaa-
data, et omadused kehtivad iga k € {0, 1, ...} korral. Olgu jargnevas a,b,c € U

suvalised.

5. a® (b®c¢) = (a®b) ® ¢ (assotsiatiivsus);

Selleks toome sisse uued tahistused:

k k
Vi = (CL ® b)k = Zalbk,l ja Wy = (b@ C)k = Zblck,l,
=0

1=0
siis

(a © (b © C))k = Z QWg—1 = Z ap (Z bmcklm> . (3)

15



Paneme téhele, et indeksid [ ja m on piiratud jargmiselt: 0 < [ < k ja
0 <m < k —[. Viimasest saame jareldada, et [ + m < k. Defineerime
niitid uue indeksi n = [4+m. Siis [+m = n < k. Indeks n vahim vaartus,
mille ta saavutab, kui [ = m = 0, on 0 ja suurim vaartus k. Jatkates

vordust (3), saame

Néeme, et vilimise ja sisemise summa summeerimispiirkonad on vas-
tavalt 0 <[ < kja0 <l <n<k. Uhendades need kaks piirkonda,
saame 0 < [ < n < k, kusjuures iga paar (I,n), kus 0 < [ < n <k,

madrab tépselt tihe liidetava a;b,_;ci_, sellest kahekordsest summast.

Paneme téhele, et summeeritavad korrutised mé#ravad &ra kolm in-
deksit, millest kaks on muutujad. Teame, et molema summa korral
summeeritakse kuni indeksini k£ ja et indeks n soltub indeksist [. Naeme,

et

Zzal n—1Ck—n Zaobn 0Ck— n+za1bn 1Ck—nt.. +Zakbn kCk—n-

=0 n=I

ja niiid tekib iga n = 1 korral igast summast veel omakorda k + 1 — ¢

16



liidetavat, mis avalduvad kujul

k
Z aobpCr_n = agboci, + ... + agbyco (6)
n=0

k
Z a1bp_1Cp—n = ar1bocr—1 + ... + a1byp_1co (7)
n=1

k
Z akbn_kck_n == akboc(]. (8)
n=~k

Meil on niiiid £+ 1 summat, mille summeerimisindeks kasvab lineaarselt
nullist k-ni. See tdhendab, et iga fikseeritud n = h korral tekib k—h+1
liidetavat. Kui n = 0, siis tekib k£ + 1 liidetavat ja n = k korral 1
liidetav. Tekib aritmeetiline jada, mis kirjeldab liidetavate elementide

kogust. Aritmeetilise jada summa avaldub kujul

1+k+1 k+2
:L.k_{_l:i

S 9 2

(k+1).

Seega on meil kokku % (k + 1) liidetavat, mille indeksite [,n —1,k—n

summaon!+n—Il+k—n==%.

Sama tulemuse saame ka siis, kui summeerime n = 0,1, ..., k korral
n

> agby_1Ck—p. Viimasest summast saame vastavalt n = 0 korral 1 lii-
1=0

detava ja n = k korral k 4+ 1 liidetavat. Kokku oleme saanud jallegi
% (k + 1) liidetavat, kus on samuti elementide a, b, ¢ indeksite summa

vordne k-ga. Antud summa valjendub kahekordse summana jérgmiselt:

Z Z albn_lck_n. (9)

n=0 [=0

17



Paneme téhele, et selline avaldis summeerib tédpselt samad korrutised

nagu ka (4).

n=0 (=0

k n 0 1 k
E E a1bn1Cp—p = E aibo_cp+ E arby_1Cp_1+...+ E abr—ico,
=0 =0 1=0

kus iga iihekordne summa avaldub jargmiselt:

0
E aibo—icr, = agbocy,

=0
1

E aibi_jcr—1 = apbici—1 + arbocr—1
1=0

k
Z arbr_1co = agbrcy + ... + apbocy.

1=0
Néeme, et saadud summade esimesed liidetavad annavad meile summa
(6), summade teised liidetavad annavad summa (7) jne kuni summade
k+1 liiddetav annab summa (8). Seega iga liidetav, mis esineb kahekord-
ses summas (4) esineb ka kahekordses summas (9) tépselt iihe korra.

Pannes ntiiid (4) ja (9) kokku, olemegi saanud, et

k

k k n k n
Z Z arbp_iCp—p, = Z Z arbp_iCp—p, = Z (Z albnl> Ck—n =
=0

=0 n=l n=0 [=0 n=0

= Zvnck_n =((a®b) ®c),.

n=0

Olemegi naidanud, et (a ® (b®¢)), = ((a ©®b) ® ¢),.
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6. Olgu e = (1,0, ...). Naitame, et siis
aGe=a=e®a.

Kui vaatame jada elemente indeksite kaupa, siis

k
(a © €)k = Z A1€r—1
=0

ja paneme téhele, et £ = 0 puhul
0 0
(a®e), = Zaleo_l = apep = apl = ap = lag = Z e = (1Oe),

=0 =0

ning k > 0 korral

k k—1 k—1
(a@e), = Zalek_l = Zalek_l + apeg = Zalo +ail =
1=0 1=0 1=0
k k-1
=0+ay=ar=a;,+0= 1ak+20al :€oak+zek4'al=
1=0 =0

k
= e - = (e®a),.
1=0

Jarelikult rahuldab e ruumis U ringi tihikelemendi tingimust.

7.a® (b+c¢) =a®b+ a® c (distributiivsus);

k k k
(CL@ (b—i-C))k = Zal (b+c)k—l = Zal(bk,l—i—ck,l) = Z(albk,l—l—alck,l) =
=0 =0 =0
k k
= Zalbk_l+zalck_l = (a@b)k+(a®c)k = (a@b—i—a@c)k.
=0 =0
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8. (a+b) ®c=a®c+boc (distributiivsus);

=0 =0 =0
k

Sellega osutub jadaruum ringiks liitmise ja konvolutsiooni suhtes.

2.2 Kvaasikorrutamine jadaruumis i/

Defineerime jadaruumis U kvaasikorrutamise o : U X U — U jérgmiselt:
aob=a+b—ab igaa,be U korral.

Siis iga k € {0,1,...} korral (aob), = ax + by — aibi. Kontrollime, kas an-
tud jadaruum moodustab ringi liitmise ja kvaasikorrutamise suhtes. Ringi
omaduste 1 — 4 kehtivuse oleme juba peatiiki 2 alguses dra toestanud, jarele
jaab vaid kontrollida omaduste 5 — 8 kehtivust. Olgu jérgnevas a,b,c € U

suvalised.
5. ao(boc) = (aob)oc (assotsiatiivsus);

(@ao(boc))y =ar+ (boc), —ap(boc), =

= ay, + (b + cx — brcr) — ag (bx + cx — brcy) =

= ay + by + cx — brcx — arby — arcr + ag, (brcy) =
= ay + by — agby + cx — arcy — brcg + (agby) cx =
= (a + b — agby) + ¢ — (ag + by — arbi) ¢, =

=(aob), +cx—(aob),cp=((aob)oc),.
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6. Element e = (1,0,...) on jadaruumi ¢ iihikelement kvaasikorrutamise
suhtes, s.t,

aoce=a=eoaqa.

Toepoolest, kui vaatame jada elemente indeksite kaupa, siis

(aob)k = ak—f—bk —akbk

ja paneme téhele, et k£ = 0 korral

(aoe)y=ag+ey—ageg=ag+1—ap=1=

=1+ay—ap=1+ay—eyag=(eoa),,

ja k > 1 korral

(aoe), =ar+ex—are, =a,+0—0=aq, =

=0+a,—0=-¢ep+ar—era, = (eca),.

Kuid hariliku distributiivsuse, mis on ringi defintisioonis omadused
7 — 8, asemel kehtivad natukene teistsugused omadused.
7. ao(b+c¢)=aob+aoc— a (distributiivsus);
(ao(b+c)), =ap+(b+c),—ay (b+c¢), =ar+bi+cr—ay (bp+ci) =

:ak+bk+ck—akbk—akck:ak—l—bk—akbk—i—ak—i—ck—akck—ak:

=(ao b),+(aoc),—ar=(acb+aoc—a),.
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8. (a+b)oc=aoc+boc— c (distributiivsus);

((a+b) o c),=(a+b),+cr—(a+Db), ck =ar+by+cr— (arp+by) c=
:ak+bk+ck—CLka—bkck:ak—i-ck—CLka+bk+Ck—bka—Ck:

=(aoc),+(boc),—ck=(aoct+boc—c),.

Seega ei teki meil ringi.

Lisaks kehtivad veel kaks skalaariga korrutamise omadust:

9. daob=A(aob)+ (1 —\)b (skalaariga korrutamine);

(Aa 0 b), = Aag+b— (Aa), by = Mg+ by — Ab — A (arby) + b, =
=\ (ap+by, — agby)+b—Abp=A (a0 b), +(1—\) b=

X (aob),+(1=N\) by=(\(aob),+((1=\)b), =
—(Maob)+(1=A\)b), .

10. aoXb=A(aob)+ (1 — \)a (skalaariga korrutamine);

(a0 Ab), = ap + (Ab), — ar (Ab), = ax + A (b) — A (apby) =
= Aag) + A (br) — A(apby) + ap — A(ay,) =

= A(ag + b —arb) + (1 — X)) ag =

=Aaob), +(1—=X),=A(aob)+(1—-2N)),-
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3 Moodul

Selles peatiikis on mooduli definitsioon voetud materjalist [2].

Definitsioon 9. ([2|, definitsioon 5.1). Hulka A nimetatakse mooduliks iile

ringi R, kui on defineeritud kujutused

AxA— A (a,b) » a+b,
RxA— A, (ka)w ka,
nii et
. (a+b)+c=a+(b+c)igaa,b,c e Akorral;
2. leidub element 04 € A nii, et iga a € A korral a + 04 =a =04 + a;

3. iga elemendi a € A korral leidub element —a € A nii,

et a+ (—a) =04 = (—a) + a;
4. a+b=>b+aiga a,b € A korral,
5. k(a+b)=ka+kbigaa,be Ajak € R korral;
6. (k+1)a=ka+laigaa€ Ajak,l € R korral;
7. (kl)a=k(la) iga a € A ja k,l € R korral,

8. 1ga = a iga a € A korral.

Kontrollime, kas peatiikis 2 defineeritud jadaruum U osutub ka mooduliks
iile reaalarvude ringi R. Mooduli omaduste 1 — 4 kehtivuse oleme oleme
juba peatiikis 2 ara toestanud, jarele jaab vaid kontrollida omaduste 5 — 8

kehtivust. Olgu a,b € U ja k,l € R.
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5. k(a+0b) =ka+kb:

k(a+ b) = k(ao + bg,a1 + bl, ) = (k (ao + bg) ,]{Z(Cll + bl) s )
= (kao + k‘bo,k’al + kbl, ) = (kao,kal, ) -+ (k’bo,kbl, ) =
=k (CLQ,CLl, ) + k (bo,bl, ) = ka + kb.

6. (k+0)a=ka+la:

(k+10)a=(k+1)(ag,a,...) = ((k+1)ao, (k+1)a,..) =
= (/{?CLO + lao, k;a1 + lal, ) = (kag,kal, ) + (lbo, lbl, ) =
=k (ao,al, ) + l (bo, bl, ) =ka + (b.

7. (kl)a =Ek(la) :

(kl)a = (ki) (ap, ay,...) = ((kl) ag, (Kl) aq,...) =

= (k (lag) , k (lay) , ...) = k (lag, lay, ...) = k(I (ag, a1, ...)) = k (la) .
8. la=a:
la = 1(ag,ay,...) = (lag, lay, ...) = (ap, a1, ...) = a.

Tuleb vélja, et hulk U osutub liitmise ja skalaariga korrutamise suhtes moo-

duliks tile reaalarvude ringi R.
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3.1 Konvolutsioon moodulis U/

Defineerime ruumis U konvolutsiooni nagu alapeatiikis 2.1.

Tuleb vilja, et hulk & koos konvolutsiooni ja skalaariga korrutamisega ei ole
moodul iile reaalarvude ringi R, kuna vottes a = (1,0,0,...) € U,

b= (1,1,0,...) €U jaR > 2 # 22 = 4, saame, et

1
2 (CL © b)l = 22@[61_1 =2 (aobl + albo) =2 (1 + O) = 2,
=0
1

(2a® 2b), = ) 2a;2by_; = 2ao2b; + 2a2b =
=0

S )@ )+ (202 1) =224

Jarelikult 2 (a ® b); = 2 # 4 = (2a ® 2b), ning jérelikult 2 (a © b) # 2a © 2b.
Seega ei ole mooduli omadus 5 rahuldatud ja hulk ¢ koos konvolutsiooni ja

skalaariga korrutamisega ei ole moodul iile ringi R.
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4 Algebra A

Definitsioon 10. Algebra A on moodul iile ringi R, milles on defineeritud

kolm algebralist tehet

+:AxA— A (a,b)—~a+b
tRx A=A, (ka)—ka
x: Ax A=A, (a,b) = axb,

kus kehtivad iga a,b,c € A, k,I € R korral mooduli omadused ning lisaks

neile veel kolm jargmist omadust:

9. (a*x(b+¢)) =(axb)+ (a*c)igaa,b,c e Akorral;
10. (a+b)*c=(a*c)+ (bxc)iga a,b,c € A korral;

11. k(a*b) = (ka) *b=ax* (kb) iga k € R ja a,b € A korra.

4.1 Konvolutsioon A

Olgu meil moodul U iile ringi R. Defineerime lisaks eelnevatele tehetele uue

tehte, mis korrutab omavahel mooduli A elemente jargmiselt:

O:AxA— A (a,b) —c
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k
kus ¢ = (co, €1, ...) jacp = Z a;bp_; iga k = 0,1, ... korral. Peatiikis 2.1 oleme

1=0
naidanud, et kehtivad omadused 9 — 10. Naitame, et kehtib ka omadus 11.

k k
A (CL O) b)k = )\Zalbk_l = Z )\albk_l = ()\CL © b)k

=0 =0
k

k k
Ma®@b), =X ab =Y Aaby = a\b_; = (a O \b), .
=0 =0 =0

Seega oleme ndidanud, et hulk ¢/ on liitmise, konvolutsiooni ja skalaariga

korrutamise suhtes algebra.

4.2 Kvaasikorrutamine algebras A

Olgu meil moodul A iile ringi R. Defineerime veel hulgale kvaasikorrutamise
o:AxA— A, (a,b)—>a+b—axb.

Kontrollime, kas hulk A moodustab nende kolme tehte suhtes algebra A.
Tuletame meelde, et peatiikis 1 néitasime, et kvaasikorrutamise suhtes keh-

tivad teistsugused distributiivsused ja skalaariga korrutamine.

9. ao(b+c)=aob+aoc—a:

aob+c)=a+b+c—ax(b+c)=

=a+b—axb+at+c—axc—a=aob+aoc—a.
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10. (a+b)oc=aoc+boc—c:

(a+b)joc=a+b+c—(a+b)xc=

=a+c—axc+b+c—bxc—c=aoc+boc—ec.

11. (Ma)ob=A(aob)+(lg—k)bjaao (kb)) =A(aob)+ (1 — N a

(Aa)ob=Xda+b—Ddaxb=Xa+ A Xb—Xaxb+b— \b=
—Aa+b—axb)+(1g—Nb=A(aob)+ (g —\)b
ao(XNo)=a+Ab—axAb=Xa+Xb—A(axb)+a—Ia=
=Aa+b—axb)+(Ig—AN)a=A(aob)+ (Ig— N a.

Seega ei ole algebra omadused 9 — 11 rahuldatud ja hulk A koos liitmise,

kvaasikorrutamise ja skalaariga korrutamisega ei ole algebra.

Teoreem 4. Hulk A on kvaasikorrutamise suhtes monoid.

Toestus. Kuna iga algebra on ka ring, siis toestus jaab tépselt samaks nagu

teoreemis 2. ]

Teoreem 5. Kuvaasipooratavate elementide hulk algebras A  on

kvaasikorrutamise suhtes rihm.

Toestus. Kuna rithma omadused soltuvad ainult kvaasikorrutamisest,
mis on defineeritud 1dbi liitmise ja korrutamise, ning iga algebra on nende

tehete suhtes ring, siis toestus jaab tapselt samaks nagu teoreemis 3. O
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Kokkuvote

Kéesoleva t66 eesmark oli uurida kvaasikorrutamise ja konvolutsiooni oma-
dusi ning méarata, millised algebralised struktuurid nende tehete kasutamisel

tekivad.

Selgus, et ring R on kvaasikorrutamise suhtes monoid ning kvaasipdoratavte
elementide hulk selles ringis moodustab rithma. Juhul kui ring R on kommu-
tatiivne, siis osutub see rithm Abeli rithmaks. Jadaruumis U ei kehti kvaasi-
korrutamise suhtes ringi distributiivsused, mistottu ei teki seal ringi. Seega ei
saa ka jadaruum U kvaasikorrutamisega olla moodul ega ka algebra. Sarna-
selt ringile osutub algebra A kvaasikorrutamise suhtes monoidiks ning tema

kvaasipooratavate elementide hulk rithmaks.

Teiseks naidati t00s, et konvolutsioon rahuldab ringi korrutamise omadusi
ning jadaruum U varustatuna liitmise ja konvolutsiooniga on ring. Lisaks
selgus, et hulk U ei ole konvolutsiooni ja skalaariga korrutamise suhtes moo-
dul iile ringi R, kuna distributiivsuse nouded pole rahuldatud. See eest on

hulk A liitmise, skalaariga korrutamise ja konvolutsiooni suhtes algebra.
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