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Sissejuhatus

Kaéesoleva t66 eesmérgiks on uurida elastse ristkiilikukujulise plaadi painet juhul,
kui plaadile mdjub ristkoormus.

Plaat on prismaatiline voi silindriline keha, mille kérgus (plaadi paksus) on vor-
reldes teiste mootmetega vaike.

Antud t66s vaadeldakse ainult Ghukeste plaatide painet (see tdhendab selliste
plaatide painet, mille liihema kiilje pikkus iiletab plaadi korguse vihemalt viiekord-
selt) soltuvalt plaadi labipainde ja paksuse suhtest. Vaatluse all on ainult painduvad
plaadid (nende arvutamisel loobutakse ahelpingetest, sest need on tunduvalt véik-
semad kui paindepinged).

Ristkiilikukujulised plaadid leiavad tehnikas laialdast kasutamist paljudes konst-
ruktsioonides, sealhulgas naiteks laevade ja lennukite keredes, majade vahelagedena
jne.

Elastsete plaatide paindele on kirjanduses lisna palju tdhelepanu péoratud. Esi-
mesed uuringud plaatide painde vallas kuuluvad Sophie Germain’le (1811. — 1816.
aastatel) ja Navier’le (1820. aastal), [12].

Piistitatud iilesanne taandub neljandat jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandi
lahendi otsimisele. Plaadi painde diferentsiaalvorrandi lahendamiseks tuleb tildjuhul
kasutada ligikaudset meetodit.

Aja jooksul on vilja to6tatud suhteliselt palju erinevaid ligikaudseid meetodeid
plaadi painde diferentsiaalvorrandi lahendamiseks. Tuntuimad neist on Navier’ mee-
tod (ajalooliselt vanim meetod), Bubnov-Galjorkini meetod, Kantorovits-Vlassovi
meetod, Maurice Levy meetod, Ritzi meetod, TimoSenko meetod, kollokatsiooni-
meetod, vorgumeetod jne, [1, 5, 8, 9, 10, 11, 12].

Kéesolevas t66s on palju téahelepanu pooratud Bubnov-Galjorkini meetodile (pea-
tiikk 3). Kuna seda meetodit voib vaadelda ka Navier’ meetodi iildistusena, siis on
t60s vaadeldud ka Navier’ meetodit (peatiikk 2).

Bubnov-Galjorkini meetodi idee on esitatud Ivan Bubnovi (insener, akadeemik,
professor, mehaanika Gppejoud) poolt 1913. aastal. Temast soltumata kasutas sa-
ma lahenduskédiku ka Boriss Galjorkin (insener, akadeemik, professor, mehaanika
oppejoud) 1915. aastal. Molemad mehed on 6petanud mehaanikat Peterburi Polii-
tehnilises instituudis, [13, 14].

Nendenimeline meetod on leidnud laialdast tuntust kogu maailmas. Téanapéaeval
on see meetod aluseks paljude algoritmide lahendamiseks matemaatilise fiiiisika,
mehaanika, termodiinaamika, elektromagnetismi, hiidrodiinaamika vallas jne.

T66 koosneb kolmest peatiikist, millest esimesed kaks on referatiivsed. Neis kasu-
tatakse raamatutes [1, 5, 8, 9, 10, 11, 12] saadud tulemusi. Kolmas peatiikk sisaldab
iseseisva t60 tulemusi (punktides 3.2.1 ja 3.3.1 on toetutud raamatutes [9, 11, 12]
saadule).



Esimesed kaks peatiikki kiisitlevad ainult iihtlase paksusega isotroopseid plaa-
te (see tdhendab plaate, mille elastsusomadused on koigis suundades tihesugused).
Kolmandas peatiikis on vaadeldud nii {ihtlase kui ka mitteilihtlase paksusega isot-
roopseid plaate.

Esimeses peatiikis tutvustatakse iihtlase paksusega chukeste isotroopsete plaati-
de paindeteooriat. Vaadeldakse seoseid plaadi labipainde, siirete ning deformatsioo-
nide vahel. Samuti ndidatakse seoseid plaadi ldbipainde ja pingete vahel. Késitletakse
painde- ja vadndemomentide, 16ikejoudude ning toereaktsioonide leidmist. Tuleta-
takse ohukese elastse plaadi tasakaaluvorrandit, mille lahendit otsitakse jargmistes
peatiikkides. Peatiiki 16pus esitatakse rajatingimused jaigalt kinnitatud ning vabalt
toetatud plaadi servade jaoks.

Teises peatiikis tutvustatakse Navier’ meetodit, mille korral plaadi ldbipaine
madratakse kahekordsete trigonomeetriliste ridade abil. Meetodi rakendamise nai-
tena on vaadeldud ka koikidest servadest vabalt toetatud ristkiilikukujulist plaati,
mis on iihtlaselt koormatud.

Kolmandas peatiikis on esitatud iseseisva uurimistoo tulemused. Pohilise meeto-
dina Shukese elastse plaadi paindeiilesande lahendamisel erinevatel rajatingimusel
on antud t66s kasutusel Bubnov-Galjorkini meetod, millest on antud iilevaade pea-
tiiki algul. Alguses on vaatluse all jaigalt kinnitatud plaadi paine. Vaadeldakse eraldi
kolme juhtumit: iihtlase koormusega plaat, astmelise koormusega plaat ning tiiki-
ti konstantse paksusega plaat, millele on rakendatud iihtlane koormus. Edasi on
vordluseks vaatluse all ka vabalt toetatud plaadi paine. Sarnaselt jéigalt kinnitatud
plaadiga vaadeldakse ka siin eraldi analoogset kolme juhtumit: iihtlase koormusega
plaat, astmelise koormusega plaat ning tiikiti konstantse paksusega plaat, millele on
rakendatud iihtlane koormus. Tuletatakse ka valemeid, et leida painde- ja viadnde-
momente, 16ikejoudu, toereaktsioone, normaal- ja tangentsiaalpingeid.

T66 16pus (lisades) on toodud tabelid iihtlaselt jaotatud koormusega ristkiiliku-
kujuliste plaatide arvutamiseks, [1].



1 Elastse plaadi keskpinna vorrand

1.1 Seosed plaadi labipainde, siirete ja deformatsioonide va-
hel

Vaatleme ristkiilikukujulist plaati, mille kiilgede pikkused on a ja b ning paksus on h.
Kui a < b, siis loetakse plaat 6hukeseks, kui h < %a. Koordinaatteljestiku O, x, v, z
toome sisse jargmiselt (joonis 1):

0]
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Joonis 1: Uhtlase koormusega ristkiilikukujuline plaat

Teljed = ja y asugu plaadi keskpinnas (pind, mis jagab plaadi paksuse kaheks
vordseks osaks), telg z olgu suunatud vertikaalselt alla. Téhistame siirded nende tel-
gede suunas vastavalt u,v ja w. Plaadi kesktasandi punktide vertikaalsiiret w(x,y)
nimetame ldbipaindeks. Eeldame, et ristkoormuse intensiivsuse g positiivne suund
langeb kokku z-telje positiivse suunaga. Olgu koormuse intensiivsus nii véiike, et
lébipainded voime lugeda véikesteks ehk w < h.

Ohukeste plaatide arvutamisel lihtume jérgmistest Shukeste plaatide painde-
teooria hiipoteesidest:

1. sirgjoonelised elemendid, mis enne deformatsiooni olid plaadi keskpinnaga ris-
ti, jddvad ka pérast deformatsiooni sirgjoonelisteks ja keskpinnaga risti (sirgete
normaalide hiipotees),

2. pinged, mis tekivad plaadi keskpinnaga paralleelsete kihtide réhumisest {iks-
teisele, on hiiljatavalt vaikesed,



3. plaadi keskpinna punktid siirduvad ainult plaadi keskpinna ristsuunas; kesk-
pinna punktide siirded plaadi pinnas vorduvad nulliga; keskpinna deformeeru-
misest tekkivad pinged on hiiljatavalt viikesed.

Osutub, et plaadi siirded u ja v on voimalik avaldada plaadi keskpinna ldbipain-
de w kaudu. Kuna pikenemine z-telje suunas on teisejargulise tdhtsusega suurus,
siis loeme plaadi mingi punkti labipainde vordseks plaadi keskpinna vastava punkti
labipaindega ehk w(x,y, z) = w(zx,y).

Esiteks leiame siirete u ja w vahelise seose. Selleks vaatleme plaadi keskpinna

normaalil mn (joonis 1) asetsevat punkti, mis paikneb zz-tasandil plaadi keskpinnast
kaugusel z.

Vastavalt kolmandale chukeste plaatide paindeteooria hiipoteesile saab aga plaa-
di keskpinnas asetsev punkt litkuda ainult z-telje sihis, seega tema koordinaadid x
ja y el muutu: u = v = 0. Oletame, et plaadi keskpind on antud punktis pooratud
nurga « vorra. Sirgloik mn poérdub sama nurga vorra (vastavalt sirgete normaalide
hiipoteesile). Sellest jareldub, et
u = —za.

Miinusmark on tingitud asjaolust, et punkt, mis asub plaadi keskpinnast kaugusel
z liigub x-telje negatiivses suunas.

Olgu poordenurgad véikesed ehk
ow

o~ tana = —
or’

mistottu saame siirde u avaldiseks

__Ow(x,y)
U(I,y,Z) ==z ox
ning siirde v avaldiseks
v(z,y,2) = —z%wy’y).
Seega siirded u ja v avalduvad plaadi ldbipainde w kaudu jargmiselt:
u= —za—w
- T oz’
v = —zg—z}. (1)

Seoste (1) saamiseks kasutasime dra kolmest Ghukeste plaatide paindeteooria
pohihiipoteesidest kahte hiipoteesi.

Niitid avaldame labipainde w kaudu suhtelised deformatsioonid e,,e, ja 7auy.
Asendades avaldised (1) Cauchy vorranditesse, [1, 2, 3, 4, 6, 7, 9|
ou
ox’

Er =



saame otsitavad avaldised

= g
0*w
—Za—yQ, (2)
_ o, 0w
Tay = 0xdy’

€y:

1.2 Seosed plaadi labipainde ja pingete vahel

Vastavalt teisele chukeste plaatide paindeteooria hiipoteesile vorduvad plaadi iiksi-
kute kihtide vahel tekkivad normaalpinged nulliga:

o, =0.

Seega keskpinnaga paralleelsed kihid on tasandpinguses ja Hooke’i seadust voime
nende kohta kasutada jargmisel kujul:

1

Eg = E(ax Hoy),
1

s = 5oy — o),
1

Yoy = ETxya

kus p on Poissoni tegur, £ on elastsusmoodul, o, ja o, on normaalpinged, 7,, on
tangentsiaalpinged ning

E
21+ p)

Lahendades need vorrandid pingete suhtes, saame jargmised avaldised:

E
1— ,U/2 (896 + ng)a

o, = 1_u2(5y—|—uér), (3)
E
Ty Vay 2(1_'_#)73/



Asendame vorranditesse (3) suhteliste deformatsioonide asemele avaldised (2)
ning leiame, et pinged véljenduvad plaadi ldbipainde kaudu jargmiselt:

I (8211; N 82w>
0 T 1T p? \ Ox? a oY)’
Ez /0%w 9*w
% _1—u2(8y2+u8x2)’ (4)
o Ez (1- )82211 Bz 0*w
w2 a 0xdy  1+p 0xdy

Seega muutuvad normaalpinged o, ja o, ja tangentsiaalpinged 7, plaadi kesk-
pinna normaali sihis lineaarselt. Plaadi keskpinnas vorduvad need nulliga ja maksi-
maalse vadrtusega on plaadi vélispindadel.

Pingekomponentide avaldiste (4) tuletamisel kasutasime &ra plaatide paindeteoo-
ria pohihiipoteese ja lineaarse elastsusteooria pohivorrandeid. Veel on vaja leida
avaldised pingekomponentide o, 7, ja 7., jaoks ja seos plaadi elastse pinna w ning
koormuse ¢ vahel, [1, 9, 12].

Paindepingete avaldised ning elastse pinna ja koormuse vahelise seose saame
tasakaaluvorrandite integreerimisel jargmistel rajatingimustel:

kui z = h/2, slis 0, = 7, = 7o = 0,

kui z = —h/2, siis 7, = 7,, =0 jao, = —q.

1.3 Plaadi painde- ja viindemomendid

Plaatide juures moistetakse painde- voi vidndemomendi all sisejoudu ainult plaa-
di laiuse iihiku kohta, see tdhendab, et suurus, mida nimetame momendiks on
oigupoolest momendi intensiivsus.

Olgu meil M, moment, mille annavad pinged o, ja M, moment, mille annavad
pinged o,. Paindemomendi M, jaoks saame jargmise avaldise:

dyM, = aly/2 20,dz,

[N

kust

h
2

Mx—/ 20,dz.

Paigutame o, asemele esimese avaldistest (4), saame

3 Ez? /0%w 0w
M, = — ( )d ,
/_gl—pﬁ 8x2+'u3y2 :

[Ny

8



kust parast integreerimist, pidades silmas, et ldbipaine w ei soltu koordinaadist z,
saame

Eh3 0w 0w
M, = — ( + 1 )
12(1 — p?) \ 0x? 0y?
Analoogiliselt voime leida ka paindemomendi M,, :

(5)

h
2

My:/ zoydz

En? 0w *w
My = ~a =2 (ay2 +“ax2>'

Tangentsiaalpinged 7, = 7, annavad vadndemomendi M,,:

[Ny

ehk

[V

Eh3 0w
M,, = —M,, = de = —— " (1~ .

(NI

Vottes kasutusele tahistuse

Eh?
- o

voime avaldised painde- ja vidndemomentide jaoks vilja kirjutada 1oplikult jargmisel
kujul:

0*w 9*w
M= =D + “8_y2)’
9*w 0*w
My = =D(Ga + i) "
0*w
M,, =—D(1—y)——
Ty ( lu) 8$0y’

kus suurust D nimetatakse silindriliseks paindejaikuseks, mis vordub plaadi redu-
tseeritud elastsusmooduli E/(1 — p?) ja iihiklaiuse risldike inertsmomendi h®/12
korrutisega.

Positiivsete paindemomentide puhul on tommatud plaadi alumised kihid.

Maksimaalsed pinged tekivad meil plaadi véliskihtides, kus z = +h/2. Nii néiteks

N Eh (8210 N 62w>
max o, = ;
21 — @) \oz2 oy
kust saame avaldist (5) kasutades
6M,
max o, = 2



Analoogiliselt voime kirjutada, et

ma 6M,
X0y = —,
B2
ma; 6 My,
X Tay = .
12

Teisiti voib 6elda, et maksimaalsed pinged saame, kui vastava momendi jagame
vastupanumomendiga W, mis leitakse valemiga
h2

W= —
67

see tdhendab, et opereerime ristloike vastupanumomendiga, mille laius on 1 ja korgus
on h, [1,9, 12].

1.4 Tasakaalutingimused. Plaadi 16ikejoud ja toereaktsioonid

Olgu plaadi elemendid eraldatud kiilgedega dx ja dy ning korgusega h (joonis 2).
Paneme kirja tasakaalutingimused. Vaadeldavale elemendile mojuvad jargmised sise-
ja valisjoudude komponendid: koormus intensiivsusega ¢, paindemomendid M, ja M,
ning vaandemomendid My, ja l6ikejoud

Qm :/ szdza
Qy:/ Ty-dz.

Tasakaaluvorrandite koostamisel arvestame, et sisejoud on koordinaatide funkt-
sioonid ja erinevad plaadi elemendi vastaskiilgedel teineteisest lopmata viikese suu-
ruse vorra.

[Nl

SIS

SIS

Iy

Vordsustame nulliga momentide summa y-telje suhtes ja, hiiljates korgemat jérku
vaikesed suurused, saame

M, M,
—M,dy + (M, + 8(% dx)dy — My, dx + (M, + aa—yydy)dx — Qudydx = 0.

Momentide summa z-telje suhtes annab meile vorduse

oM, oM.
dy)dz — M,,dy + (M, zy
o y)dx ydy + (Mg + o

—M,dx + (M, + dz)dy — Q,dxdy = 0.

10



Joonis 2: Plaadi elemendile mgjuvad sisejoud ja momendid

Kuna joudude projektsioonide summa z-teljele vordub nulliga, saame

) 0Q,
—Qudz + (Q, + %dy)dw — Q.dy + (Qn + ;i

dx)dy + qdzdy = 0.

Ulejésinud kolm tasakaalutingimust on rahuldatud samaselt.
Pérast iihesuguste liikmete koondamist ning jagamist suurusega dxdy saame jarg-
mise diferentsiaalvorrandite siisteemi:
oM,  OM,,
ox * dy
oM, n OM,,
dy ox
0Qz | 0Qy

%ew L y—0.
or "oy 4

_Qx:())

- Qy =0, (8)

Vorranditest (8) voime elimineerida 16ikejou. Selleks diferentseerime esimest vor-
randit x jargi, teist vorrandit y jérgi ja liidame kolmanda vorrandiga. Saame

M, 0 M, | O°M,

0?2 * Oxdy Oy? =0

Kui asetame saadud vorrandisse M,, M, ja M,, avaldised vorranditest (7),

saame
0? (DPw  Pw 0?2 Pw  0* [(Pw Pw
-D 2(1 — =
[(%2 <8:U2 +M8y2) + 2 M>8x8y8x8y+8y2 (8@/2 +u8x2)] +a=0,

11




kust pérast taandamisi leiame plaadi keskpinna diferentsiaalvorrandi 16plikul kujul
jargmiselt:
Ntw *w Ntrw g
92 = =, 9
ox? * 0x20y? + oy* D )
See on Sophie Germain-Lagrange’i vorrand, kus ¢ on koormus ja D on paindejaikus,
mille saame avaldada valemiga (6).

Saadud vorrandi voib liihidalt kirjutada jargmiselt:

v2v2 — g
“ D

ehk
q

4

Viw = o

Seega iilesanne plaadi paindest viib diferentsiaalvorrandi (9) lahendi otsimisele.

Kui meil juba on olemas avaldis w jaoks, mis rahuldab vorrandit (9) ja rajatingimusi,

voime vorranditest (7) leida painde- ja vidndemomendid. Jagades need vastupanu-

momendiga saame maksimaalsed pinged mingis plaadi punktis, mis on méaéaratud
koordinaatidega z ja y, [1].

Loikejoud @, ja @, leiame tasakaaluvorranditest (8):

ox

_OM, oM, o (P*w  Pw J 0w
=ty D[ <W+’“‘a_y2 =05 5y |

millest parast taandamist

Pw  Pw d
Qx = —D (% + W) = —D%V w. (10)

Analoogiliselt saame

Pw  Pw 0 s
Qy = —D (a—yg + m) = —Da—yV w. (11)

Loikejoudude @, ja @, vastavate tangentsiaalpingete 7,. ja 7,. jaotus on para-

boolne: 30 ) - N
B2 T i D el TR B v 2
22 =97 ( 4h2> 2h (1 4h2) 9z’

3Q, 22 3D 22\ 0 _,

Need pinged on maksimaalsed plaadi keskpinnas, kus z = 0.

Normaalpingete o, avaldiseks kujuneb

1 3z 2%\ o,

12



Plaadi serval tekkivad toereaktsioonid vorduvad pohilise ja tdiendava 16ikejou
summaga

OM,,

dy

Kasutades avaldisi (7), (10) ja (11), saame toereaktsioonid avaldada siirde w
kaudu jargmiselt:

[D3w Pw

=-D|—+2—pu)———=1|. 12
Rﬂ? _axg + ( M) axayg_ ( )
Analoogiliselt saame
[O3w Pw
=-D|—+2—pu)———=1|. 1
Ry _ayg + ( lu) aya.rg_ ( 3)

Plaadi nurkades mojuvad veel koondatud reaktsioonjoud

0*w

Pr=2Mey = =2D(1 = )5

1.5 Rajatingimused

Diferentsiaalvorrandi (9) lahendamiseks on vaja teada rajatingimusi. Selle vorrandi
jark on molema koordinaadi z ja y jéargi neli, jarelikult vajame molema koordinaadi
jargi ka nelja rajatingimust (iga plaadi serva jaoks kaks rajatingimust).

Vaatleme rajatingimusi ristkiilikukujulise plaadi jaoks. Oletame, et koordinaat-
teljed = ja y on paralleelsed plaadi servadega. Kirjutame vélja rajatingimused kahe
toetusviisi jaoks, [1, 8, 12].

1. Jaigalt kinnitatud serv

Serva labipaindumine vordub nulliga, samuti vordub nulliga tema p&ore. Need tingi-
mused on

(w)s=g =0, (%) =0 (14)

ja

0
— 0, (—w) — 0. (15)
2. Vabalt toetatud serv

Kui plaadi serv toetub vabalt jaigale kontuurile, siis plaadi koigil servadel 1dbipain-
ded ja paindemomendid vorduvad nulliga. Samuti vorduvad nulliga pinged o, see-
ga peab paindemoment M, serval vorduma nulliga. Kirjutame paindemomendi M,

13



asemele tema avaldise (7) ja taandame konstantse kordajaga D, siis saame vabalt
toetatud serva jaoks jargmised rajatingimused:

0*w 82w)

(w) v=a = 0, (w + [La—y2 =0.

a
x=0

Kuna plaadi serv on sirge, siis tuletis 9w /dy? vordub nulliga, ja rajatingimused

on o2
w
('lU) 228 = O, <@) - = 0. (16)
x=0
Analoogiliselt
(w) =0 82_w =0 (17)
o \oy? =

Jarelikult voib vabalt toetatud plaadi rajatingimused esitada jargmisel kujul:

0%w

kui x =0 voi = =a,siis w=0 ja — =0,
0x?
0%w

kui y =0 voi y = b,siis w=0 ja — =0.
0y?

Koik rajatingimused on rahuldatud kui vorrandi (9) lahendit otsida Fourier rea
kujul

w(z,y) = Z Z A sin m;rx sin n%bry

m=1 n=1

14



2 Navier’ meetod

2.1 Navier’ meetodi kirjeldus

Olgu plaat koigil servadel vabalt toetatud ja koormatud suvalise koormusega g(z, y),
[1]. Elastse pinna vorrandit otsime jargmise kahekordse trigonomeetrilise rea kujul:

w(z,y) = Z Z A sin m;rx sin n%bry
m=1 n=1

Rea (18) iga liige rahuldab homogeenseid rajatingimusi (16) ja (17)

w 0*w
(w)zZO,a = w =0, (’U))y:OJ) = a_yQ =0,

seega rahuldab neid ka rida tervikuna.

Arendame plaadi koormuse ¢ = ja y jargi Fourier’ ritta

g(z,y) =Y Y Buysin m;m sin n%y

m=1n=1

kus tegurid B,,, leiame valemist

4 a b
B = — / / q(x,y)sin M2 sin @d:vdy.
ab Jo Jo a b

(18)

(20)

Paigutame avaldised (18) ja (19) plaadi painde diferentsiaalvorrandisse (9), siis

saaime
ShIN [

m=1n=1
I o= — mmx nmy
= — B, sin sin ——.
522 s

m=1n=1

a b b

Et vorrand (21) peab olema rahuldatud suvalise m ja n korral, siis

Bmn
wD | (%)’ + (3)°]

Asendame (22) avaldisse (18), saame plaadi elastse pinna vorrandiks

Amn =

R

1 o0 o0
w(z,y) = D Z
1 n=1

m=

an . mmx . nmy
2 Sin Sin .
2

[ R O
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2.2 TUhtlase koormusega vabalt toetatud plaat

Vaatleme koikidest servadest vabalt toetatud ristkiilikukujulist plaati, mis on koor-
matud iihtlase ristkoormusega ¢(x,y) (joonis 3).

Joonis 3: Uhtlase koormusega vabalt toetatud plaat

Valemist (20) saame

4 a b
B, = = / / sin mre sin wdxdy.
ab Jo Jo a b

Kuna
/ sin 08 gy = 2 [— cos mwx] = i(1 —cosmm) =
0 a mm a lo mm
| 2a/mm kuim =1,3,5,... ,
“\ 0,kuim=2,46,....
Analoogiliselt
b
b b b
/ sin @dy = — [— cos @} = —(1 —cosnm) =
0 b nm b lo nrm

[ 2b/nm kuin=1,3,5,...,
] 0,kuin=2,4,6,...,
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S1is
4q 2a 20 16q
abmnnr  w2mn’

(24)

kus m ja n on paaritud arvud.
Asendame (24) avaldisse (23), saame

mnx nmy

16q = N sin = sin —+
w(z,y) = ) > L (25)

m\2 |, (n)2]?
m=1,3,5,... n=1,35,... mn, [(_) + (3) ]

a

Téhistame plaadi kiilgede suhte b/a = (3, siis voime avaldisele (25) anda arvu-
tuseks kieparasema kuju

16qa sin ™% sin *7Y
R > EN—

m=135,.n=135,... ;) [m2+ (%>2}

Plaadi elastse pinna vorrandist voime edasi leida juba koik muud vajalikud
suurused — painde- ja viandemomendid, 16ikejoud, toereaktsioonid jne.

Paindemomentide avaldised kujunevad vastavalt avaldistele (7) jargmisteks:

2
16qa Z Z m2+llj<%> . mrx . nmy

5 sin sin —=,
m=1,3,5,... n=1,3,5,... mn |:m2+ (%)2 a
2 n 2
16ga2 & > pm +<E> _mmr  nmy
M, = - Z Z 72 Sin—_—sin— (27)
m=135,... n=135,... |:m2 i (%) }
ja vadndemomendid on
16(1 — p)ga® & 2. cos ™ cog MY
R S S

mnx nmy

0, - 1%@ Z i oS sin 7Y

9 29
m=1,3,5,... n=1,3,5,... n |:m2 + (%) :|

mnx nmy

I —— - sin % cos ¢
Q, = >y b__. (29)




Toereaktsioonid R, kiiljel x = 0 vastavalt avaldisele (12) on

2
2 n
R, = = Z Z 2 Sin——. (30)
m=1,3,5,... n=1,3,5,... n|:m2 + (%) :|

K®oige suurem léabipaine on plaadi keskel, kus © = a/2, y = b/2:

oo m+n

16 e —1) 2
Wmax = 7r6_lq) _Z Z —

m=1,35,...n=1,3,5,... 1N (a_z +

[y

N

)

Nagu avaldistest (26) kuni (30) nidha, koondub ldbipainde mééramiseks kasuta-
tav rida véiga hésti. Momentide jaoks on koonduvus juba aeglasem, veel halvemaks
muutub ta l6ikejoudude ja toereaktsioonide jaoks, [1, 9, 12].
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3 Bubnov-Galjorkini meetod

3.1 Bubnov-Galjorkini meetodi kirjeldus

Bubnov-Galjorkini meetod kujutab endast iihte diferentsiaalvorrandite integreerimi-
se ligikaudset meetodit. See meetod pohineb ortogonaalsete funktsioonide omadusel.

Naiteks, kui on olemas sellised pidevad funktsioonid

7,D0(ZE), ¢1($)7 wQ(I)7 s 7¢k‘<x>7 1/)[(1‘), s ,¢n(l’) (31)

ja integraal kahe suvalise funktsiooni korrutisest sellest hulgast 16igus [a, b] vordub
nulliga, see on

b
/ (@) (z)dz = 0, (32)

siis funktsioonid (31) moodustavad selles 15igus ortogonaalse stisteemi.

Kui iiks funktsioonidest on samaselt vordne nulliga, néiteks 1, (z) = 0, siis see
funktsioon on ortogonaalne koikide teiste funktsioonidega, sest sellisel juhul on tai-
detud tingimus (32).

Plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrandi
DV*V?w —q=0

lahendit otsime selle meetodi jargi kujul

wn('xay) = Zzaklgpkl(:v?y)v (33)
k=1 =1
kus funktsioonid (y; valime nii, et nad rahuldaksid rajatingimusi.

Eeldame, et plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrand on ortogonaalne etteantud
funktsioonidega y:

/(DV2V2w — q)prds = 0.
s

Et lahendada iilesannet plaadi ldbipaindest votame vorrandi kujul

//(Dv4wn—q)cpkldxdy:0 (k=1,....n; l=1,...,n), (34)
S

kus vaatleme piirkonda S, mis on piiratud plaadi servadega ja funktsioonid w,, saame
leida avaldisest (33).

Niisiis, integraalialune funktsioon vorrandites (34) kujutab endast plaadi kesk-
pinna tasakaaluvorrandit ja ta on ortogonaalne koikide funktsioonidega ¢y reas (33)
piirkonnas S.

Bubnov-Galjorkini meetodit voib esitada ka jargmiselt:
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Olgu meil antud diferentsiaalvorrand kujul ®(z,y, v/, ...) = 0. Ligikaudse lahendi
leiame siis rea

y= Z akpr ()
k=1

abil, kus funktsioonid ¢ (x) rahuldavad koiki iilesande rajatingimusi ja a; on tund-
matud parameetrid, mis rahuldavad tingimusi

/ O(z,y,y,...)0ydr =0, (35)

x1
kus

0y = Z or(z)day.
k=1
Kuna variatsioonid day on vabalt valitud, siis vorrandile (35) saame anda kuju

T2
/ O(z,y,y, ... )ex(x)dr =0,

1

kust saame leida parameetrid a,. Vorrandite arv vordub parameetrite a; arvuga.

Reas olevate liikmete arvu suurendamisel 1dheneb lahend () jérjest enam tép-
sele lahendile y(z).

Kasutame ainult selliseid labipainde funktsioone, mis rahuldavad koiki geomeet-
rilisi (w = 0 kui x = 0,a jay = 0,b) ja ka staatilisi (9*w/02? = 0 kui z = 0,a ja
0*w/0y* = 0 kui y = 0,b) tingimusi.

Tegurite maaramine kannab juhuslikku iseloomu. Seetottu saame iithesuguse ette-
antud funktsioonide arvu juures Bubnov-Galjorkini meetodiga "keskelt 1abi"tapsemad
tulemused, kui kasutades teisi ligikaudseid meetodeid. Seda meetodit voib kasutada
ka juhul, kui koormus ei muutu sujuvalt (néiteks koondatud jou korral).

Vabalt toetatud plaadi korral ja trigonomeetriliste funktsioonide kasutamisel lan-
gevad Bubnov-Galjorkini meetodi jéargi tehtavad arvutused kokku Navier’ meetodiga
vastavate arvutustega. Seega voime seda meetodit vaadelda ka Navier’ meetodi iil-
distusena, [1, 12].

3.2 Jaigalt kinnitatud plaadi paine

3.2.1 Uhtlase koormusega plaat

Vaatleme jaigalt kinnitatud ristkiilikukujulise plaadi painet. Plaadile olgu rakenda-
tud iihtlane koormus ¢(x,y) (joonis 4). Leiame sellele paindeiilesandele ligikaudse
lahendi Bubnov-Galjorkini meetodi abil.
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Joonis 4: Jaigalt kinnitatud iihtlase koormusega plaat

Kinnituse iseloomust tulenevad jargmised rajatingimused:
plaadi servadel OB ja AC kuixz=0jaz=a

ow
—_ — 0
v ox ’
servadel OA ja BC kuiy=0jay =25
ow
=— =0.
w 8y

Votame ligikaudse ldbipainde funktsiooni reana nii, et see funktsioon rahuldaks
antud rajatingimusi, néiteks

" 2kmx 2l
wn:ZZakl(l—cos " )(1—(:05 by)’ (36)

k=1 l=1

( 2k7rw> ( 2[7ry)
Y = |1 —cos 1—cos— ).
a b

Naitame, et funktsioonid ¢y, rahuldavad koiki rajatingimusi.
Valemi (36) abil saame, et serval OB

kus

2kmx
a

CoS =cos0) =1

=0

ja jarelikult w,, = 0.

21



Analoogiliselt serval AC":

2k
cos e =cos2kr =1, w, =0,
a r=a
serval OA: ol
cos ikl =cos0=1, w, =0,
7
serval BC"
2lm
cos =cos2mr =1, w,=0.
b y=b

Selleks, et kontrollida rajatingimusi plaadi servadel, leiame ldbipainde funktsioo-
ni (36) osatuletised x ja y jargi

8wn = ZZaklk sin 2km (1 — l;ry)

k=1 l=1

8wn 2kmx\ . 2lmy
= ZZakll 1 — cos . sin o

k=1 I=1

Viimaste seoste abil ndeme, et serval OB

2k
sin i =sin0 = 0,
@ =0
jarelikult
ow,,
=0.
Ox
Analoogiliselt serval AC:
2
sin M gmokr =0, 2% _y
a |,y ox
serval O A: ol 5
sin Y —gino=0, 29—y,
b =0 dy
serval BC" ol 5
sin Y = sin 2lw = 0, W _ 0.
b = dy

Jarelikult labipainde funktsioon (36) rahuldab koiki rajatingimusi (14) ja (15).

Tundmatute parameetrite ay; leidmiseks koostame Bubnov-Galjorkini vorrandite
stisteemi

/ (DV*w, — q) pudzdy =0 (k=1,2,...,n; L =1,2,...,n), (37)

22



kus

3
3

wn(xu y) = aklgokl<$) y)
k=1 I=1

Kui esimesel sammul piirduda rea (36) iihe liikmega

2 2
Wy = agy <1 — cos ﬂ) <1 — Cos %) , (38)
a

siis funktsioonid ¢y, selle rea jaoks on

2 2
o1 = (1 — oS ﬂ) (1 — oS %y) : (39)
a

Alguses arvutame osatuletised x jéargi

ow, 2w . 2 ( 27Ty>
= —apsin—|(1—-cos— |,
a a

O b
0w,  4rn? 2mx 21y
52 = ?an cos — (1 — COS T) ,
03wy 873 . 2mx 21y
9 = —?an smT <1 — oS T) ,
oty 1674 2 21y
9t = — p ancosT (1 —COST) .
Jargnevalt arvutame osatuletised y jargi
ow, 2w . 2wy 2nx
8_y = ?an SIHT (1 — COoSs T) ,
OPw,  4Ar? 27y 2w
e = b—2a11 cos e (1 — COS T) ,
B, 873 . 21y o0rw
9y = —b—3a11 sin e (1 — cos T) ,
*w, 1674 21y 27T
By = — 1 ary COST (1 — COST)
ja segatuletised
A,y 83 2rx . 27y
8?81/ = %an cos — sin 5
0ty 1674 2x 2my
FIEL = 2 a11 COS - coS -

Asendades vastavad tuletised, saame

1 2
Viw, = —167%ay; [—4 cos il (1 — CoS
a

b

2y ) 2 2rx 2wy
a
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n 1 21y 1 2rx
— coSs —= —cos— || .
b4 b a

Asetame vorrandid (38) ja (39) vorrandite siisteemi (37) sisse:

a b
1 2 2 2 2 2
/0 /0 <—167T4CL11D lg cos? (1 — COS Zy) ~ cos Zm cos Zer

1 2 2 2 21y
1—cos 22 ) cos 7Y —q 1— cos 2% 1— cos ¥ dxdy = 0.
b4 a b a b

Lihtsustades saame

2w 21k oy \”
—167*a; D [ 4/ / cos— ( — CoS —) (1 — CoS _y) dxdy—
a a b
2mx 21w 21y 2my
il I T il el I T 29
e / / coS ( cos - ) cos 2 < cos 2 ) dxdy+
2 2 21y
/ / 1 — cos Lx cos =Y (1~ cos ¥ dxdy| —
b b
—q/ / (1 —COSQ,/T—QZ) (1 —COSQT) dxdy = 0.

Integreerides avaldist (40) eraldi osade kaupa, leiame

2rx 2y 2
I, = cos— l—cos— ) |1 —cos——= | dxdy =
a b
@ 2 2 b 2 o 27
—/ <cosﬂ — cos? ﬂ) / (1 —2c0s Y | cos? —> dedy =
0 a a 0 b b

a 2m b 2m
= (cos s — cos® s)ds - — / (1 —2cost + cos®t)dt =
271— 0 27( 0
ab 1 °n

27
1 t
:mlsins—zsin%—ﬂo '{t—Qsint+Z—lsin2t+§]o =

ab (_2m 6m) _ _3ab
sl 2 2] 47

kus oli 9
s = ﬂ, dr = ials, s € [0, 27]
a 2
21y b
t=—>=, dy=—dt, te]|0,2
b ) 27'(' Y E [ Tr}



Samamoodi arvutame teise integraali

2 2 2 21y
I, = / / coS ﬂ (1 — cos ﬂ) cos % <1 — cos T) dxdy =
a

b 2
_— cos s(1 — cos s)ds - — / cost(l — cost)dt =
T o 0 2 Jo
ab | . 1. 5 s1%7 T . ; 1 . of 1
= — |sins — —sin2s — — sint — —sin2t — —| =
472 4 2], 4 2],
_ab 2m 2m _ab
S Am2 0 2 2)) 4
Analoogiliselt

2 2 2 21y b
Is = // 1—COSﬂ) cos%(l—cos%)dxdy——g%

ja

Iy = // 1—cos27r—x><1—cos2ﬂ7y>dxdy:

b 2m
= (1 — cos s)ds - —/ (1 —cost)dt =
0

o 0 2m
b 2 2 b
= 46;2 [s—sms]o [t—sint}o :f?~47r2:ab.

Peale integreerimist saame avaldise (40) kirja panna jargmisel kujul:
1 3ab 2 ab 1 3ab
4
Lihtsustades leiame

3b 1 3a
167 a11D<4 +T¢b+4_bg>—(]ab—0

Avaldame konstandi aq; :

qab qab a’b?

o 16D 4 (%12 +%) 1D 361+ 24702 + 3a

B qa4b4 B qa4 1 (41>
 AmiD(3bt + 2020 + 3at)  4miD 34297 4390
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Paigutades saadud tulemuse (41) avaldisse (38), leiame ldbipainde, mis vastab
reale (36), kui n = 1:

ga* (1 —cosZ2) (1 — cos 2¥)
= & . 42
w1 47T4D 3+22—§+3z_;1 ( )

Maksimaalne libipaine tekib plaadi keskel (kui z = £ ja y = 2).
Ruudukujulise plaadi jaoks (a = b) ja kui Poissoni tegur . = 0, 3 saame jargmise
maksimaalse l&bipainde véértuse, arvestades valemit (6):

4 ~12(1-0,3%)  0,0140qa*

4

qa qa 2

- 12(1 — 12) = —

stiD ~ sogie L) = Ty Eh?

max wy

Kui on tegemist ruudukujulise jaigalt kinnitatud plaadiga, millele on rakendatud
tihtlane koormus, siis maksimaalse labipainde funktsiooni tédpne véértus (vt. lisa 1)
on
0,0138qa*

Eh3

Jarelikult, maksimaalne labipaine, mille me saime esimesel ldhenemisviisil, eri-
neb tapsest vaartusest vihem kui 1,5%. Monikord voib see erinevus olla tunduvalt
suurem.

maxw =

Niitid saame leida vastavad paindemomendid, vadndemomendid, 16ikejoud ja toe-
reaktsioonid.

Paindemomentide leidmiseks leiame algul vastavad tuletised.

2rx 21y
Wy = a1 (1 — Ccos —) (1 — cos —)

Kuna meil on

a b
Jarelikult
ow, 2w . 2mx 2my
— = —ay; Sin — (1 — Cos —),
ox a a b
Pw,  4Arn? 2n (1 27ry>
= —a;;c08s — (1 —cos—=).
ox? a2 M a b
Analoogiliselt
OPw,  4r? (1 27m:> 21y
= —a — cOoS — ) cos ——.
o2 b M a b
Paindemomendid on siis
82/1111 (92w1
- o(5m ) -
ox? G 0y?
1 2 2 2 2
= —-D-. 47r2a11<— COSL:C<1 — cos Ly) + ﬂcos iy(l — CoS ﬂ)),
a? a b b? b a
82’11]1 8211]1
= o e15%) -
Y 0y? G ox?
2 2 1 2 2
= —-D. 47T2an<ﬂ cosﬂ<1 — cos ﬂ) + — cos ﬂ(l — COS ﬂ))
a? a b b2 b a
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Vaidndemomendid on

0%w, 472 _ 2mx . 2wy
My, = —-D(1 - 'u)ﬁx@y =—-D(1—- M)Ean sin ——sin —=,
sest
0w 472 . 27mx | 2wy
= —aq; sin — sin —=.
0x 0y ab a b
Loikejoudude saamiseks leiame jargmised tuletised:
oM, 2w . 2 2 2 2 . 2
5 = —D-47%ay <_a_7; sin %(1 — oS Zy) + CZZ; coS Zy sin Zx>,
oM 2 2 2 2 2 2
8yy = —-D. 47r2a11< ;;'Z cos ZI sin Zy — b_73r sin %(1 — oS ?)),
oM, 873 2 2
0$y = —D(1- u)aTﬂban Ccos %x sin %y’
oM, 873 2 2
3y Y = —D(1- u)a—;an sin %x cos %y
Vorduste (8) abil voime esitada 16ikejoud kujul
oM, OM, I .2 2
Q. = + Y = —D -8y ——&nﬂ(l—cosﬂ) +
ox dy a3 a b
n W 2y . 27m;+1—u . 27x 27ry]
——= COS sin sin oS =
ab? b a ab? a b
1 2 2 1 2 2
= —D-8ray [W sin % cos % — sin %(1 — CoS %)} ,
oM, OM, ] 2rx . 27y
Qy = ayy + axy =-D. 871'3&11 [% COS T S1n T —
1 . 2n (1 27m) n 1—pn 2rw 21y
— —sin—=(1 — cos cos sin =
b3 b a a?b a b
1 2 2 1 2 2
= —D-8ray [% cos %a: sin %y 0 sin%(l — CoS %)] )
Kuigi koormuse intensiivsust saaks leida avaldisest
_ 9@, 9@,
Ox oy’
kus
0Q 1 2 2 1 2 2
865215 = —D-16r%ay [aQbQ cos Zx cos Zy - cos % (1 — COS %)],
0 1 2 2 1 2 2
8632;/ = —D-16r%ay [a%z cos Zx cos Zy “u cos % (1 — COS %)],
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seda seost Bubnov-Galjorkini meetodi puhul ei rahuldata. Koormus loetakse siin
ette antuks.

Diferentseerides vordust (38) leiame vastavad tuletised:

*w,  4n? 2nx <1 27ry>
= —ajcos — |1 —cos—= |,
0x? a? a b
0w,y 873 . 27w (1 27ry>
= ———ap;sin— (1 —cos —= ),
ox3 a’ a b
D,y 873 . 21y (1 27mc>
= ——ay;sin—=(1 — cos —
oy’ po b a /'
Aw, 873 . 27z 21y
— = ——q@qSin — cos —=
dxdy:  ab® - b’
Pw, 873 2rw | 2wy
m = %CLH COS T S1n T
Siis saab toereaktsioonid leida valemitest
8311)1 8311)1
) TSP R
ox3 + M)&z:ayQ
8311)1 8311)1
R, = —D [— F(2- —} .
Yy ayg ( M) ayaxg

Edasi leiame normaalpinged

Ez [0*w, 0%un
1 —p? \ Ox? oy?

E 1 2 2
= - 22-472-a11(—2008£(1—cosﬂ>+
1—p a a

2 2
—i—b%cos% (1 —cos%)) =

= 12qa’b*z 1 27x 21y
= _7r2h3(364 24267 + 3a%) —cos— (1 —cos— | +

2 2
—l—b%cos% (1 — COS %))

Ez [(0*u N 0%w,
o, = — —
Y 1—p2 \ Oy? >
12ga*b*z (,u 21w ( 27ry)
= —cos— |1 —cos—= | +

- m2h3(3bt 4 22202 + 3at) \ a2 a b

1 2 2
+ﬁ cos%y <1 — CoS %x) .

Oy =

ning
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Niiiid leiame tangentsiaalpinged

Ez  0%w, Ez  4n? _ 2mx | 2wy
Toy = — : = ————  ——aqay sin — sin — =
Y 1+ p Oxdy 14+pn ab H a b
12qa®b®2(1 — p) . 2mx . 2my
= - sin sin .
m2h3(3b* + 2a%b? + 3a?) a b

3.2.2 Astmelise koormusega plaat

Olgu meil tegemist ruudukujulise plaadiga, mille kdrgus h on konstantne (joonis 5)
Eeldame, et plaat on jaigalt kinnitatud.

y

Y a
1 1 T .
a a 3a
4 2 4
S
3a |
4
a
So 5
i
q=20
0 T
q
h
(T l
0 T T
2 Joonis 5: Jaigalt kinnitatud astmelise koormusega plaat
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Koormus ¢ on méaédratud astmelise jaotusega

. q, kui (xay) € S(),
=% 0, ku (x,y) & So.

Piirkonnad on meil méaaratud jargmiselt:

s {52 ve 5 2])

S = {(:U,y):xe 0,a], y € [O,a]}
ning

S; =S\ So.

Leiame sellise koormuse jaotuse jaoks ldbipainde Bubnov-Galjorkini meetodi abil.
Nagu eespoolgi, lahtume vorrandist

//(Dv4w — q)pdxdy = 0.
S
//(DV4w)g0dxdy - // qpdxdy = 0.
S So
2 2
Y= (1—0082) (1—COSLy> ,
a a

2 2
w=ap=a (1 — cos Lx) (1 — cos Ly) . (43)
a a

Leiame osatuletised z jargi

ow 2w | 27x ( 27ry)
— = —a;sin— [ 1 —cos— |,
ox a a

Meie puhul

Olgu

Siis

a

0w 4Arn? 2mx 21y

2 = ?alcosT (1 —COST) ,
Dw 8t 2w 27y
e = —?al smT (1 — cos 7) ,
O*w 1674 2w 27y
Pt~ i ap cos . (1—0057),

siis osatuletised y jargi

30



ow 2 . 2my ( 27r:c)
— = —aysin— (1 —cos— |,
dy a a a

Pw  4r? 2w 21y
= = 5 m | 1—cos— Jcos—,
dy a a a

ABw 8t | 2wy . 27w
—— =——q sm— — cOos ——
oy’ ad a a )’

0w 167 21y 2mx
T = 4108 — 1 —cos—
dy a a a

ja segatuletised

Pw 873 2rx | 27y
oy~ @

o'w 167t 2w 21y
92057~ at a1 €08 —— €08 —=.

Asendades vastavad tuletised, leiame

1 2 2 2 2 2
Viw = —167r4a1[ —cosﬂ 1—cosﬂ ——cosﬂcosﬂ—i-
at a a at a a
1 2 2
+—4608ﬂ (1—cosﬂ) }
a a a

Saame, et

167r alD 21y 2my 2mx 21y
[os 1—COS—>—2 COS —— COS ——+
a a a a

+ cos—(l— s%—x)D (1—cos%><1—cos¥)dxdy—

a

—q/ / 1 — COS 27r_x> (1 — COS QirTy>dxdy =0.

Paneme seda avaldist kirja jargmisel kujul:

16 2 52 21\ 2
m a1 [/ / (Cosﬂ — cos ﬂ) (1 _ cos iy) drdy—
a a

¢ 2 2 2 2
—2 (cos T cos? _7m> (cos Y cos? _7ry> dxdy+
o Jo a a a a

a re ora\” 2 2
+/ / (1 — CoS ﬂ) (cos nUL cos? ﬂ) dxdy] —
o Jo a a a




3a 3a
E i 2 2Ty
—q/ ’ / ' (1 — COS ﬂ) <1 — COS —) dxdy = 0. (44)
a a a

a
4 4

Integreerime avaldist (44) osade kaupa.

Olgu
2
T s, dr = ials, s € (0,2,
a 2T
2
TVt dy="dt, teo,2n].
a 27
Siis saame

a ra 2 2 2y \ 2
I, = / / (cos UL cos? Lx) (1 — cos Ly) drdy =
o Jo a a a

2 2
= i/ (cos s — cos® s)ds - / (1 —2cost + cos®t)dt =
2m Jo 27 /o

T
GQ[' Lin2 5]2“ [t 2,t+1,2t+t]2“
= —— |sins — —sin2s — — - |t — 2sin —sin — =
472 4 2], 4 2],
a? 3a?
= 4—7]_2(—77')(277‘{’71'):—7

ning

a? 1

= — sms——sm?s—— smt——sm?t—— =

472 4 0 2],

a? a?
= SEnEn=1
Analoogiliselt
2 ora\”
I; = / / (COS— — cos? iy) (1 —Cosﬂ) dxdy =
a a
- 4

ja
3a
el 2 21y
Iy = / / ’ <1 — Cos ﬂ) <1 — cos —) dxdy =
%
7TI'

a
=5 . (1—coss)ds~%/r (1 —cost)dt =

2

m‘g’
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2

a 3

N

3 s
— g 2 .|t —si 2 =
= 1 [s — sin 3]§ [t smt]%
a*> [3n « a’
e e 2) = 2)2.
47r2[2 TR }(W—i— ) 47T2(7T+ )

Seega avaldis (44) saab kuju

(r+2)?=0.

167*a1D [ 3a? a®>  3a? a’
4 4

e R

a

Lihtsustades saame
167%a; D (~24?) qa?(m + 2)?
_ (20 ) = —m

a* 472
Jarelikult
321'a1 D qa*(m +2)?
a? a 472 '
Avaldame konstandi a;:
ga*(m+2)>  a*  qa'(m+2)?

(45)

METT 320D 12876D

Saame, et labipaine on avaldatud jargmisel kujul:

4 2
qa*(m + 2) 2w 2y
MZW'(]_—COST 1—COST . (46)

Vastavalt avaldistele (7) on paindemomentidel ja vddndemomentidel jargmine
kuju:

1 2 2 2 2
a a a a a
2 92)2 2 2 2 2
_ga’(7 +2) cos = (1 — cos 2 + pCcos T (1 cos 7 ’
3274 a a a a
2 2 2 2 2 2 2
M, — 2T 2T cos 2 4cos 7Y (1= cos T2
3274 a a a a
ning
1 2 2
My, = —D(1—pu)- Artay - - sin 272 gin 21Y _
a a a
2 2 2 2 2
_qag;—;) (1 —p) sin%sin %.
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Toereaktsioonid on vastavalt avaldistele (12) ja (13) kujul

873 2 2 873 2 2
R, = D [_Lgal sin 27% (1 - _y) £ 205 aysin T cos ﬂ] _
a a a a a a
873 2 2 2 2
= Digal {Sin il (1 — cos Ly) — (2 — p)sin T cos Ly} =
a a a a a
qa(m +2)* [ . 2nmx 27y C 2mx 2wy
= sin 1 —cos—= | — (2 — p)sin — cos —=
1673 a a a a
ja
873 2 2 873 2 2
R, = -D [—lgal sin (1 — CoS ﬂ) +(2—p) 7; ay sin Y cos wx] =
a a a a a a
qa(m +2)* [ . 2wy 2rx . 21y 2mx
= sin 1 —cos— | — (2 — p)sin — cos — | .
1673 a a a a

Loikejoud on vastavalt avaldistele (10) ja (11) kujul

873 2 2 83 2 2
Q. = —D —lfh sinﬂ 1 — cos Y + T aq sin e cos my =
as a a as a a
2)2 2 2
= ga(r +2) sin ™ 1 —2cos Y
1673 a a
ning
873 2 2 873 2 2
a’ a a a’ a a
2)2 2 2
= qa(ﬂ + ) sin Ty 1 — 2cos i .
1673 a a

Normaal- ja tangentsiaalpinged on vastavalt avaldistele (4) kujul

E 1
0, = ———— -4’ — x
1 — p? a?

2 2 2 2
X [cosﬂ (1 —cosﬂ) —i—ucosﬂ (1 —cosﬂﬂ =
a a a a

Ez  qa*(m+2)?
1 — p? 32wt D

2 2 2 2
X [Cosﬂ (1 —Cosly) —I—ucosiy (1 —COSE>:| =
a a a a

3ga’*(m +2)22
8mih3

2 2 2 2
X [cosﬂ (1 —COSLy) —i—ucosiy (1 —cosﬂ>} ,
a a a a
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8mth3
2x s 21y 21k
X |pcos—|(1—cos— | +cos— | 1—cos—
a a a a
ja
Ez 9 1 . 2mx | 2wy
Toy = — -4may - — sin —— sin —— =
1+p a? a a
Ez qd*(m+2)* . 2wx | 2wy
= — : sin sin =
1+u 3274 D a a
3qa*(m +2)*(1 — p)z . 2wz . 2wy
— n sin
8mh3 a a

3.2.3 Tiikiti konstantse paksusega plaat

Vaatleme jaigalt kinnitatud ruudukujulise plaadi painet, millele on rakendatud iiht-
lane koormus ¢(z,y). Plaadi serva pikkus on a (joonised 6 ja 6a).

IS
N
NS

e

Y

e

N

Joonis 6: Tiikiti konstantse paksusega ruudukujuline plaat
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a
a N a {a a
2 i 4 2
/ a
)
S
............ —a
So a
O T
S S
hy 2 3 )
...... .Z%
Sy f Ss
hy g
/
Y
Y

Joonis 6a: Jaigalt kinnitatud tiikiti konstantse paksusega ruudukujuline plaat

Plaadi paksus on méadratud astmelise jaotusega

h = h07 kui (xay) € SO;
| hy, kui(x,y) €S

kus paindejaikus on maaratud jargmiselt:

D = DOv kui (x,y)ESo,
~ | D1, kui(z,y) € 5.

Piirkonnad on meil méaratud jargmiselt:

3125\807
kus
a a
— Jzl< = < =
S {(I,y).|l’|\ 5 |y|\2}a
a a
— Jzl< = < =
So {(x,y).|x|\ 1’ |y |< 4}

Leiame labipainde Bubnov-Galjorkini meetodi abil.

Teame, et plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrand on esitatud avaldisega (9).
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Olgu meil plaadi lédbipaine w esitatud kujul

w = Acos? 22 cos? ly, (47)
a a

kus A on tundmatu parameeter.

Néitame, et meie ldbipainde funktsioon (47) rahuldab jaigalt kinnitatud plaadi
rajatingimusi. Selleks leiame ldbipainde funktsiooni (47) osatuletised x ja y jargi

0 2
ox a a a
owy, 2
= A% cos? T gin 7Y,
Jy a a a
Niiiid saame kontrollida rajatingimusi plaadi servadel.
Saame, et
(W)g—ta = Acos’ g cos? & — 0,
2 T2
(w)yzi% = Acos 508" 5 = 0,
0
(_w) — Al ginmeos? L = 0,
0r ) . ia a
2
ow
(—) — A" cos? Zsinm = 0.
), ‘o a 2

Toepoolest, jaigalt kinnitatud plaadi rajatingimused on taidetud.

Tundmatu parameetri A leidmiseks koostame Bubnov-Galjorkini vorrandite siis-
teemi

/ (DV4w — q) pdzxdy = 0.

Olgu meil
2T 2 TY
p = cos” — cos” —
a a

Leiame funktsiooni (47) jaoks vajalikud osatuletised x jérgi

ow T . 2mr o Ty
— = —A—sin — cos” —,
ox a a a
2 2
Ow P 2rx 7ry
-5 = -2 —5 CO0S —— €08
ox a a a
3 3
Pw P 2rx 7Ty
-3 =4 — sin —— cos” —
ox a a a
4 4
lw A7r 2nx L
= = 8A— cos — cos
ox at a a
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Jargnevalt leiame vajalikud osatuletised y jargi

0 2
oy a a a
0? 2
7Y —2A— cos? 22 cos _7ry
Oy? a a
3 2
v _ 4A— cos? 2 1Y sin —Wy,
0y? a3 a a
NMtw 2
= 8A— cos? 2 I cos Ly
('9y a a
Niiiid leiame segatuletised
o3 2 2
gw oy A_ cos 2 gin Ly
0x20y a a
0w 7T4 2mx 27ry
al‘Q—ayQ = 414? COS T COS a
Kuna
DV'w —q=0,

siis asendades vastavad tuletised ldbipainde avaldisse (9), saame

4 2 4 2 2 2
w—8A7T—4cos ch 27Ty%—8A— osﬂco 7Ty%—&él CoS @cosiy
a a a a a a
Lihtsustades saame
411 2 1 2 2 2
w:8A7T—4 [—cosﬂ+—cosﬂ+2 0s L cos Y| (48)
a* |2 a 2 a a a

Labipainde stimmeetria tottu vaatleme ainult iihte veerandit, kus x > 0, y > 0.
Siin h = hg, kui (z,y) € Sp ning h = hy, kui (x,y) € S;. Seega h = hg, kui (z,y) € Sy
ning h = hla kui (l’,y) S 537 (:an) € S47 (x,y) € SS-

Bubnov-Galjorkini meetodi korral on meil

/ Xowdzxdy = 0,

kus piirkond B
S =5US3US,U S5,

see tahendab, et piirkond S on médratud jargmiselt:

gz{(x,y):aze [O,g},ye [O,g} }
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Voime viimase integraali arvutada iile koigi piirkondade eraldi ja tulemused liita.
Piirkonnad Sy — S5 on naidatud joonisel 6a.

Piirkonna S jaoks saame

2 1 2 2 2
Z // 8DA— {— coS il + —cos Y + 2 cos il cos Y
a 2 a a a

—q) cos? °L cos? 7T—yala:aly =0. (49)
a a

Integreerides avaldist (49), lelame integraalid igas piirkonnas eraldi.

L; = // cos—cos T2 cos? —dxdy,
a a

L = // 21T o2 I —dxdy,
a a

2rx o T

I3, = // COS —— COs —= 2my cos? —— cos? 7T—yd:vdy,
a a

Iy; = // cos —cos —da:dy

Valemi (49) pohjal saame

Tahistame

5
XﬂwA %+@+%)Q4:Q (50)

j=2
kus
ﬁ . DQ, klllj = 2,
=\ Dy, kuij=34,5.
Piirkonnas S5, kus {(m,y) S [0, %] , Y € [0, %] } on h = hg, D = Dy ning

Eho®

Dy=——2"
071201 — ).

Otseselt arvutades ja lihtsustades leiame
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1 2 2 4 2
I, = 5/ / COSL:UCOSQ Ui cos® W—ydxdy: a”(m +4)(m + >,
o Jo

a a 25672
1 2 4 2
I = 3 /0 /0 cos Y s % cos? %dxdy _ 4 (7 ;56153 + ),

2 2 2 4
Iso = 2/ / cos —Wx cos Y cos? T cos? ydxdy SR Ui (r +4) ,
o Jo a a a 12872

2 a2 2)2
Iy = /04/ cos? cos ;d:cd %

1S}

Piirkondades Ss3, Sy ja S5 on h = hy, D = Dy, kus

Ehy®
12(1 — p2).

Need piirkonnad on maaratud jargmiselt:

= {12 ve 2]}

= {ere 2] ve 53]
= {e e [L2] ve 23]

Arvutades ja lihtsustades igas piirkonnas eraldi saame, et

D, =

2
2 L 2 TY a*(m —4)(m + 2)
Lz = — 2 Zdrdy =
13 / / cos T cos? - cos” —~dzdy 5 67 ,
2 4)(m—2
Iy = = cos — 0082 T2 cos? Edmdy . (r +4)( ),
o a a 25672
2 2 2 —4)2
I3z = / / cos ﬂ cos Y o2 T g —da;d M
a a a a 1287
2 2 —2 2
Ly = / / 0527 cos? W—yda:dy _a (7 )(f +2)
e Jo a a 64

ja
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2 a? 4)(m — 2
Iy = / / COSﬂCOS2 7mcos —dmd = (m 4+ 4)(m )

a a 25672 ’
2
B 27Tx 5 TY _a’(m—4)(7m+2)
Ly = / / cos 08 ;dwdy = 5o : (53)
2 2(r — 4)?
Iy = 2/ / oS ﬂ cos —= 2my cos? % cos? 7T—ydycdy = M,
e a a a 1287
3 _a*(m—2)(m+2)
Ly = —d dy =
14 / / cos 2L cog? x i
ning
32 2 —4)(m -2
Lis = / /2 cos ﬂ cos? Wax cos? %ydajdy = ( 256>7£;T ),
2
T 2Ty a*(m —4)(m —2)
I = 2 Zdady = 4
I
2 2 2 2(r —4)?
I35 = 2/ /2 08 2 cos 2 cos? I o —da;d = M,
e Ja a a a a 327
2 (2 a*(m —2)?
I45 = / / COS ?dl'dy W
Avaldis (50) on niiiid tdnu vordustele (51) — (54) kujul
mra?(r+4)(r+2)  a®(r+4)>
D A—[ ]
SDA 12872 T s T
mrd’(r —4)(n+2)  d(r—2)(r+4)  d’(r—4)?
8D, AL }
oA 25672 i 25672 LT
mtra?(n+4)(r—2) dA(r—4)(r+2) (7 —4)?
8D, AL }
oA 25672 25672 2872 |
mtra?(m —4)(m —2)  a*(7 —4)?
D/A— -
A 12872 MEvRe
a*(r+2)? a*(r—2)(r+2) a*(m —2)(m +2) a*(m — 2)? _0
G4r2 ¢ 64r2 1 642 1 64wz 1T
ehk
DoAm?[(m +4)(m +2) + (7 +4)?)] Dy An?(m — 2)*
+ +
16a2 4a?
+D1A7T2[(7T —4)(m—2)+4(r—4)? o
162 167
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Siit saame

Ar? a?

Do(r + 4 18) + 4D (m — 2)2 + D (m — 4)(57 — 18)| = T=a.
[ Dolm + 4)(57 + 18) + 4Ds (v — 2) + D — 4)(57 — 18)| = g
Seega konstant A on esitatud jargmiselt:
4
A= ¢4 . (55)
2 [Do(ﬂ' +4)(5m 4+ 18) + 4D (7 — 2)%2 + Dy(m — 4) (57 — 18)]
Léabipaine (47) on kujul
alq o ML o TY
w = cos® — cos” —.
2 [Dg(’/T 4 4)(5m +18) + 4Dy (7 — 2)2 + Dy (m — 4)(57 — 18)} a a
(56)

Kuigi viimane valem on leitud (z,y) € S jaoks, kehtib see siimmeetria tottu kogu
plaadi ulatuses.

Analoogiliselt eelmiste nédidetega voib ka siin leida vastavad paindemomendid,
vaandemomendid, 16ikejoud, toereaktsioonid, normaalpinged ja tangentsiaalpinged.

3.3 Vabalt toetatud plaadi paine

3.3.1 Uhtlase koormusega plaat

Vaatleme servadest vabalt toetatud ristkiilikukujulist plaati, mis on koormatud iiht-
laselt jaotatud koormusega ¢(z,y). Plaadi mo6tmed z- ja y-telje suhtes vorduvad
vastavalt a ja b. Otsime lahendit selle plaadi jaoks (joonis 7) Bubnov-Galjorkini
meetodi abil.

Plaadi keskpinna diferentsiaalvorrandil on kuju
X = DV*V?w —q¢=0. (57)

Bubnov-Galjorkini vorrandile saab anda kuju

a b
/ / Xowdzdy =0, (58)
o Jo

kus dw on funktsiooni w variatsioon. Praktilistes arvutustes voetakse dw asemele
muut mingi parameetri jargi.
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B 7
x >
Joonis 7: Vabalt toetatud iihtlase koormusega plaat
Olgu meil plaadi labipaine w esimesel ldhenemisviisil kujul
. T, Ty
= — sin —=. 29
w = ar sin — sin — (59)

Siis lédbipainded ja teised tuletised koigi nelja plaadi serva jaoks vorduvad nulliga.
Rajatingimused on rahuldatud, sest

. . . . Q*w
kuiz=0 voi x =a, siis w=0 ja —5 =0,
0x?
. . .. . Q*w
kuiy=0 voi y=0>5, siis w=0 ja — =
0y?
Leiame funktsiooni (59) osatuletised z jargi
ow  may o X <o Y
ox a a b’
0w way | T | Ty
= — sin — sin —=
Ox? a? a b’
3w may Tr . WY
= — cos — sin —
Ox? a3 a b’
O*w B mtan sin T <in Y
ox? a* a b’
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siis leiame osatuletised y jargi

ow Tway . TT Y
i = —,sin—cos ==,
0*w mlay, . wx Y
0 ==y sin— sin —= ;o
Pw may . T WY
o7 =~ sin——cos =,
Mw  way . mx . my
Tyt =~ sin— sin 5
ja segatuletised
Aw way . T Wy
BTN =~ sin—cos 7,
O*w mlay . wx Y
0x20y? e g sin b

Asendades vastavad tuletised vorrandisse (57) saame

1 T Y 2 T Ty 1 T Y
V4w = 7r4a11 (— sin — sin == 4+ ——sin — sin —— 4+ — sin — sin —)
at

a b a?b? b b b
= 7'a Slnﬁ—xsin—y<i—l——2 + 1)
B H a b \a* a2 b

Siis L 1o
X = Dayn? ( @> sin % sin % —q.
Votame variatsiooni dw valemis (58) kujul

o Ty
dw = daqq sin — sin ——
a b’

Kuna meil a;; on tundmatu parameeter, da;; on selle parameetri suvaline va-
riatsioon, siis (58) saab kuju

1\2
/ / Da117r —) sin ™ sin Y _ q] sin ™ sin Ty dxdy = 0.
b2 a b a b
Lihtsustades saame
a b
Da117r / / sin® == sin? @dxdy — q/ / sin °% gin @daﬁdy = 0.
b2 b o Jo a b

(60)
Niitid integreerime avaldist (60) osade kaupa.
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Olgu

s dv="2ds, selo,x),
a T

Yy b

b 7r

Siis saame, et

b ™
I, = //sm — sin? —da:dy— / sin? sds-—/ sin’ tdt =
b T Jo
1

1 ti®7  abm w™ ab
= —[——s1n23+ } ~[——s1n2t—|— ]
4 210

2 4 2lo w22 2 47

Analoogiliselt
I, = / / sm—xsm —da:d = —/ smsds/ sintdt =
0

= 5 [ COSS]O : [—cost};T = 7Tg(l +1)-2= 47%19.

Saame, et
Da117r4< ! + b12>2 : azb - 47%6 =0,
kust avaldades konstandi a1, saame
4qab 4a*b* B 16qa’*b* 16ga*

a1l =

Jarelikult labipaindele voime anda kuju

16ga* . T, 7Y
5 .
w6 D <1 + ‘;—;) a b

w =

Kui on tegemist ruudukujulise plaadiga (a = b), siis

4

4qa
=0, 0454—
D Eh3’

a1l =

Konstandi aq; tdpne vddrtus (vt. lisa 2) on juhul kui p=0,3jaa =5

o
=0, 044322
Eh?

Jarelikult ligikaudne lahend erineb tépsest lahendist ainult 2, 5%.

Niitid leiame funktsiooni (59) korral tangentsiaal- ja normaalpinged.
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Tangentsiaalpinged 7., mojuvad elemendi kiilgedele, mis on paralleelsed y-teljega
ja tangentsiaalpinged 7., mojuvad kiilgedele, mis on paralleelsed z-teljega.
Meil on

E(h* —42%) (0310 N Dw ) E(h* — 4273 1 N 1 T . Y
Tez = — = - — + = | cos — sin —,
8(1 —p?) \0x®  0Ox0y? 8(1—p2)a ' \a B2 a b
sest
Pw ™ wxr | Ty
—— = —a31— cos — sin —=
o3 RPE a b’
Pw 3 T Ty
——— = —ay;— Cos — sin —.
0xdy? a2 a b

Analoogiliselt voime leida ka 7.

Normaalpinged on

Ez (8210 82w) _ Em(V +a*p)

Oa 11— 2\ 9x2 * M@yg (1 — p2)a?b? e
Ez (0w  O*w Er?(a® + b*p)
oy = — ( +u ) = wz
1 — p?\0y? Ox? (1 — p?)a?b?

Maksimaalsed vadrtused saavad normaalpinged plaadi iilemises ja alumises kihis,
kui z = £ h/2.

Leiame tangentsiaalpinged 7,,. Ilmselt

B Ez Q*w Ez 2 T Y

Toy = (1 T 'u) amgy = — (1 n Iu) anl 212 COS 7 COS 7,

sest ) )
0*w 7 T Y

——— = (11— COS — COS ——.
0x 0y " a2p? a b

Plaadi nurkadel saame

Ez 2 V¥
(T:py)y:() = —(Txy)y:b = — (1 n Iu) anl a2b2 COS 7,

Ez 2 T
(Tym)x:() = _(Tyx)x:a = — (1 n Iu) a11a2b2 CcOS T

Vastavalt avaldistele (7) saame paindemomendid ja vidndemomendid kirja panna
jargmisel kujul:

2 2
M, = —-D (—W;;H sin % sin W—by — szll sin %x sin %y) =
16qa?b*(b* + pa®) . wmx . my
= sin — sin —~,
4 (a? 4 b?)? a b
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ja

ja

ja

wlay . mx | Ty wlay, . mx | Ty
M, = -D (— 2 sm;sm? — 2 sm?sm?) =
16qa®b*(a® + ub?) . 7z . Ty
= sin — sin —
4 (a? + b%)? a b

m2aq, T Y
COS — COS —— =
a b

Mgy = —D(1—p)

16qa**(1 —p) wx 7y
— COS — COS ——.
m4(a? + b?)? a b

Saame, et 16ikejoud vastavalt avaldistele (10) ja (11) on

0 D ™ nx | my 3 Tr . Y
s = —D | —aj1— cos —sin == — aj;—= cos — sin — | =
a? a b ab? a b
16qab? Tr | Y
= —————C0S — sin —=

m(a? + b?) a b

Q, = —-D (—a117T—3 sin il CoS Y _ a117T—S sin ™ CoS E) =
Y b3 a b a?b a b
16ga®h | 7w Y
T @) e

Toereaktsioonid vastavalt avaldistele (12) ja (13) on

way T WY way T WY
R, = —-D [— 3 00878111?—(2—/0 e coszsmT] =
16qab*(b* + (2 — p)a®> 7z . Ty
= cos — sin —
m3(a? + b%)? a b

. {_w?’an T Ty (2 )7r3a11 LTz Wy}

Ry = b3 SIH7COS?— /,LaTbSIHXCOS? =
16qa®b(a® + (2 — p)b?) . 7z wy
= SIn — COS —.
m3(a? + b%)? a b

Lahendame niilid sama iilesande teisel viisil vottes reas (33) arvesse kaks liiget.
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Olgu

™

Y
W = aqq Sin — sin — 4+ @43 sin — sin ——.
a a

Arvutame osatulised x jargi

ow m T . MY T T . 31Ty
— = —a@y1 COS — 8in — + —ay3 COS — Sin ——,
Jor a a b a a b
0%w w2 Tx . Ty 7w . mx . 3Ty
W = —Ean SIH?SIH b — ﬁalg Slnjsm T,
Pw 3 T . Wy w T . 3my
—— = ——ay; COs — sin —— — —ay3 cos — sin —=
Ox? PER a b a3 a b’
Htw 7wt x| owy 7w x . 3my
w = a—au Sln 7 Sln 7 + a—alg SIH ? Sln T,
siis leiame osatuletised y jérgi
ow . X Y n 3 T 3y
— = —a@q1 8in — cos — + —aq3 Sin — cos ——,
oy b a b b a b
0w w2 Tr . wy 9n? . mx . 3Ty
7 =~ sin —sin == — —5-aigsin — sin — =,
Pw 3 T wy 277 Tr 3wy
—— = ——aq; Sin — cos — — @13 sin — cos ——
Ay pTT g b w7 g b
Ntw ot 0™ in ™ 817 . mr . 3my
—— = —ay18in —sin —— + ——ay3 8in — sin —=
oyt v T g b ovt P g b
ja segatuletised
Pw 3 T wy 3 Tx  3my
———— = ———aq18in — cos —— — ——aq3 Sin — cos ——,
0x20y S a2h a b a2h ° a b
O*w m . mx . 7wy 97 T . 3my
8x28y2 = e aq1 Sin — sin T + 202 ———aj3sin ; sin T
Asendades vastavad tuletised, saame
T . my /1 1?2 4 . mr . 3my /1 9
Viw = 1a sm—sm—(——i——) +7a sm—sm—(— —=
H a b \a?> b? 1 a b \a? b2
Siis
1 1\2  7mx Y 1 9\2 T 3Ty
X = Dn? [a ( —) sin — sin — + a (— —> sin — sin —= —
" 2 oy e E TR 2"

ning

T Y T
dw = daqq sin — sin 5 + daq3 sin — sin —=
a a

™

b
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Asetades (65) vorrandisse (58), saame

/ / (5@11 sm — sm %y + a3 sin ™ sin 3%) dxdy = 0.
a

Arvestades, et aq; ja a13 on tundmatud parameetrid, saame

a b
/ / X sin ™ sin 7T—ydycdy = 0,
o Jo a b
a rb T . 31Ty
/ / X sin — sin ——dzdy = 0. (66)
o Jo a b
Paigutades avaldist (64) vorranditesse (66) ja integreerides, saame

1 1 T . 7
// D7T a11 —2 ﬁ) sm?smfy—l—

1 9\2 3
+a3 (— + —) sin ™ sin SUL q] } sin ™ sin @dxdy = 0.
a2 b2 a b a b

Seega

D [au b2 / / sin? —sm dedij

+ a13 62 //sm SmSded (67)

q//sin—sin—dmdy—o
o Jo a b

ja
3my
[an b2 / / st ™ Sln — sin dedy +
+ a / / sin? " sin? 3—ydxdy — (68)
13 62 b
/ / sin =2 gin —dxdy = 0.
Integreerime osade kaupa avaldisi (67) ja (68).
Olgu
@:3, dngds, s € [0, ],
a T
Y b
—= =1t, dy=—dt, te0,n].
b T

49



Saame

7 b [™
L, = / / sin? sin? @dq:dy = g/ sin® sds - — / sin? tdt =
b ™ Jo ™ Jo

[ 9 + r [ 1 . 2t+t]7f ab ™ m™ ab
= D1 "inos - |—=sin | === =—.
w2l 4 210 4 2lo @ 2 2 4
Analoogiliselt

x ab [T . "

I, = //sm—sm—dxdy——2/ smsds/ sintdt =
0 0
™ ab 4ab
= 7r2[ coss]o-[ cost}ozﬁ(l—i-l)Q:?,

™ b ™
I; = / / sin? H sin ﬂ sin 3—dxd / sin? sds - — / sin ¢t sin 3tdt =
b T Jo T Jo

T 1 s
= ;[—Zsm%—l— 2]0 5 [sin2t-sin4t]0 =0,

1, = //sm—sm—dxd E/ Sinsds-é/ sin 3tdt =
™ Jo T Jo

- Blee]y [gem = G0l ] = 3

Is = //sm i byd:cd

2}% 1[ 1 . 3t]7f ab w™ 3m ab

—&in6t + = = —.
Y e R s> Sl

ja

= —|—- 2
[ sin 2s + .3

2l 4

Nende teisenduste tulemusel saame vorrandile (67) kuju

1 2ab 4ab
4 —_—— ) — =
Danr ( b2> 7 iz =0

kust saame konstandi a;; avaldada jargmiselt:
16ga*
5
70D (1+ %)

Vorrandi (68) saame kirjutada kujul

ail =

1 9 )2ab 4;16
4 372 ’

Dot (G +

20



kust saame konstandi a3 avaldada jargmiselt:

q - 4ab 4a*b*
a = . =
b 372 Drt(b? + 9a2)? - ab
B 16ga*b* _ 16qa* (70)
o 6 2 2)2 2°
30D (b% + 9a?) 37T6D(1+91%2>
Jérelikult labipainde funktsiooni saab esitada jargmisel kujul:
16qga* 16ga*
w = bga sin " sin 27 4 bga sin 2~ sin 37r_y (71)

2 2
7T6D(1 + b—i) a b 37r6D<1 + %—ﬁ) o b

Analoogiliselt eelmiste nédidetega voib ka siin leida vastavad paindemomendid,
vaandemomendid, 16ikejoud, toereaktsioonid, normaalpinged ja tangentsiaalpinged.

3.3.2 Astmelise koormusega plaat

Olgu meil tegemist ruudukujulise plaadiga, mille korgus h on konstantne. Eelda-
me, et plaat on vabalt toetatud jaigale kontuurile. Koormus ¢ olgu meil méaaratud
astmelise jaotusega
| q, kui (z,y) € S,
1= { 0, kui (z,y) & So.

Piirkond Sy on meil méaratud jargmiselt:

a 3a a 3a
a

A

Joonis 8: Vabalt toetatud ruudukujuline astmelise koormusega plaat
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Leiame sellise koormuse jaotuse jaoks ldbipainde Bubnov-Galjorkini meetodi abil.

Plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrand on
DViw —g=0.

Kuna meie plaadi serv toetub vabalt jaigale kontuurile, siis tema labipaindumine
vordub nulliga ja pinged o, vorduvad nulliga. Jarelikult ka paindemoment M, serval
peab vorduma nulliga. Saame, et meie rajatingimused on

(7). =0 (55)..=°

2
(v),.=0 (55),.=°

Lahendit otsitakse Bubnov-Galjorkini meetodi jargi jargmisel kujul:

’LUn((L', y) = Z Z aklgpkl(:m y),

k=1 1=1
kus funktsioonid y; peavad rahuldama rajatingimusi.

Bubnov-Galjorkini vorrandile saab anda kuju

//(Dv4w — q)pdxdy = 0.
S

Meie puhul saame

3a 3a

/ / (DV4w)<pdxdy—/4 /4 qpdzdy = 0.
0 0 a a

4 4

Olgu meil
. T, Y
p = sin — sin —
a a

siis plaadi labipaine w esimesel ldhenemisviisil on jargmisel kujul:

)

W = ay; sin ™ sin E, (72)
a a
kus aq; on tundmatu parameeter.
Leiame osatuletised z jargi
Jw  man Tr . 7Y
— = cos — sin —=,
ox a a a
0*w way | T | Ty
o~ @ ST
Pw man Tr . TY
o T @ S
Mtw  way | omr | Wy
Bzt~ ot TN MM
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leiame osatuletised y jargi

ow Tway . TT Y
— = sin — cos —,
oy a a a
0*w way | T | Ty
8y2 = — a2 Sin ; Sin ?,
OPw may . T TY
8y3 = — e sSin 7 COS ;,
Mw  way . mr . my
a_y4 = a4 S11n 7 Sin 7
ning segatuletised
0w mtan . mx . Ty
0207~ al sin — sin -

Kuna DV*w — ¢ = 0, siis saame

1 x
DV*w — ¢ = 4Da117r4—4 sin =2 gin 7Y _ q.
a a a

Meie puhul Bubnov-Galjorkini vorrandile saab anda jargmise kuju:

3a 3a
[ [ T [
ADay 7' — / / sin? 77 sin? @dxdy — q/ / sin 2 sin @dxdy =0. (73)
0 0 a a % % a a

a

Integreerime avaldist (73) osade kaupa.

Olgu
E:3, dw:gds, s € [0, ],
a T
_y, dy="at, telon].
a T
Siis saame
a a 2 s s
L, = //sinQEsingﬂ—yd:vdy:a—Q/ sinzsds-/ sin®tdt =
o Jo a a ™ Jo 0
a2[s 1.2]7f [t 1'275]# a ™ 7 a®
= —|=-—-sin2s| |- — —sin = — === —,
m2l2 4 o L2 4 o m 2 2 4

Teise integraali jaoks olgu

T a T 3T
- = 9, d :_dv |:_a_]7
- s, dx - s, S 1
Y a T 37
Ty dy="at, te [—,—}
a Y 44



Saame, et

a [T (7 a? e I
I, = —2/ / sins-sintdsdt:—Q[—coss] -[—cost} =
—J3 Ji T T I
_ a2[\/§+\/§] [\/§+\/§] _ 2a?
w2l 2 2 2 2 1 72
Seega
a® a®
4DCL117T . —4 . Z — QQF = 0,
kust
2qa’
a
1= P55

Saime, et ldbipaindele voib anda kuju

2qa* | mx | Wy
= sin — sin —=.
D6 a a

(74)

(75)

Paindemomendid ja vaandemomendid vastavalt avaldistele (7) on jargmisel ku-

jul:

2 2
M, = —-D B R S L //T Moin ™ sin ™) =
a? a a a? a a
2a T s 2qa* T s
— D2 (14 pysin sin 2 = ZL (1 4 ) sin T sin 2,
a a a T a a
analoogiliselt
2qa® T Y
M, = - (1 4+ p)sin — sin —
Y 7 ( ") a a
ning
wlay, mx  my 2qa’ T Ty
My, = —D(1 — p) - —5—cos — cos — = ———(1 — ) cos — cos —.
a a a T a a

Loikejoud on vastavalt avaldistele (10) ja (11) kujul

may Tx . omYy Toan A
@ = —D|(——5—cos—sin— — ——cos—sin— | =
a a a a a a
may,  wx . my 4gqa mx | Y
= 2D 53— COS — sin — = —= cos — sin —,
a a a s a a
analoogiliselt
4qa . wx Y
Qy = —5sin—cos—.
T a a
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Toereaktsioonid on vastavalt avaldistele (12) ja (13) kujul

3 3

may,  Twxr . my mayy  wxr . my
R, = —D|——5—cos—sin— — (2 — p)—5—cos —sin — | =
a a a a a a
3
m°a T . Ty  2qa mr . Y
= D—5—(3 —p)cos —sin—= = — - (3 — p) cos — sin —
a a a T a a

ja analoogiliselt

2
i?)CL-(3—u)sinﬂcos@.
m a a

R, =

Normaal- ja tangentsiaalpinged vastavalt avaldistele (4) on kujul

Ez way . T | Y wlay, | T | Y
Oy = — 5 |——5 sin—sin— —pu———sin—sin—| =
1—p a a a a a a
24qa*(1+ )z . wx . wy
— 5 sin—sin—,
mth a a
analoogiliselt

24qa*(1+p)z . 7o . 7y

o, = sin — sin —
Y mih3 a a
ning
Ez 7n?ap T Y
Toy = — . COS — COS — =
v l4+pu  a? a a
24qga*(1 — p)z  wx  mwy
————3  Cos—cos—.
mh a a

3.3.3 Tiikiti konstantse paksusega plaat

Olgu meil tegemist ruudukujulise plaadiga, millele on rakendatud {ihtlane koormus
q(z,y). Eeldame, et plaat on vabalt toetatud jaigale kontuurile. Serva pikkus olgu a
(joonised 9 ja 9a).

Plaadi paksus on méaaratud astmelise jaotusega

h— ho, kui (z,y) € So,
| hy, kui(z,y) € 5,

kus paindejaikus on méaaratud jargmiselt:

D= DOa kui (ZL‘,y) € S(),
" | D1, kui(z,y) € 5;.
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Joonis 9a: Vabalt toetatud tiikiti konstantse paksusega ruudukujuline plaat
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Piirkonnad S, S5 on meil méaratud jargmiselt:
a a
§={(y) : lal <5 bl <3},

a a
0= (@y) 2l <yl < g
ning
S1 =85\ So.
Leiame labipainde Bubnov-Galjorkini meetodi abil.

Teame, et plaadi elastse pinna diferentsiaalvorrand on

0w o*w NMtw g
+2 + 204
ox* ox20y?  oy* D

Olgu meil plaadi ldbipaine w esitatud jargmisel kujul:
w = Acosﬂcosﬂ'—y, (76)
a a
kus A on tundmatu parameeter.
Kontrollime rajatingimusi plaadi servadel. Selleks arvutame funktsiooni (76) teist

jarku osatuletised muutujate x ja y jargi

ow T . 7T Y
— = —A—sin — cos —,
ox a a a
ow 7T T . mY
— = —A—cos — sin —,
oy a a a
0w = A7T2 cos =% cos Y
ox? a? a a’
0*w ™ nr  my
—— = —A— cos — cos —.
Oy? a? a a
Saame, et
a 0w
kui o =+—=, siis w=0, — =0,
2 0x?
a 0%w
kui y=4+—, siis w=0, — =0
y 27 Y ay2

Seega vabalt toetatud plaadi rajatingimused on taidetud.

Leiame funktsiooni(76) jaoks neljandat jarku osatuletised muutujate x ja y jérgi
ning segatuletised

*w ™ ar  my
Fri A—4 €Os — €Os —,

x a a a
M*w ™ nr  my
== A—4 COs — €Os —,
oy a a a

0w A7r4 T Y
———— = A— cos — cos —.
0x20y? a* a a
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Saame, et elastse pinna diferentsiaalvorrand on kujul

4

DV*w —q = 4DA% cos %U cos %y —q=0. (77)

Tahistame
X =DViw—q=0.

Labipainde siimmeetria tottu vaatleme ainult veerandit, kus x > 0, y > 0. Olgu
piirkonna Sy korgus hg ja piirkonna S; korgus olgu h;. Piirkonnad S; — S5 on néi-
datud joonisel 9a. Kehtib

h=hy, kui (z,y) € S;, kus i =3,4,5,

h = hy, kui (z,y) € Ss.

Olgu N
S =5S,US3US;USs,

see tdahendab, et piirkond S on médratud jargmiselt:

S:{(x,y):me [0,9},3/6 [O a} }

2 i)

Bubnov-Galjorkini meetodi korral on meil

/ Xowdxdy =0,
S

kus olgu
T Y
0w = COS — COS —=.
a a

Voime viimase integraali arvutada iile koigi piirkondade eraldi ja tulemused liita.

Piirkonnad S, — S5 on méaratud jargmiselt:

a

_:|7y€

Sy = {(x,y)::ve [0,4

1
=
——

a a

53:{(x,y):x€ [1,5
S4:{(x,y):x€ [O,Z],ye[
[

%z{(m,y):xe %,%},ye[

|, ve

| 2 o
ol NI e B2

=l &
[ S T | —_
—_ = =

| S

Piirkonna S jaoks saame
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a a a

J
S;

Integreerides avaldist (78), leiame integraalid igas piirkonnas eraldi.

Tahistame

]1j

// cos? E cos? Y — dxdy
a
I, = // cos = cos -2 dxdy

Valemi (78) pohjal saame

3 [4DjAE11j — Iq| =0,

=2

kus
ﬁ‘_ Do, ku1j:2,
71 Dy, kuij=3,4,5.

Piirkonnas S, on h = hg, D = Dq ning

ER?
1201 — )’
Otseselt arvutades ja lihtsustades leiame

2 2 2
I, = / / COSQECOS ydzdy: M,
a 6472

2
I, = / / cos—xcos—da:dy—a—.
272

Piirkondades S5, Sy ja S5 on h = hy, D = Dy, kus
Ehy®
12(1 — p?).

Arvutades ja lihtsustades iga piirkonna jaoks eraldi saame, et

Ly = / / T o2 ™ gy — T DT +2)

a 6472

_ 2
I3 = / / cos—xcos—dxd _(2 \/§)a
2/ 272

Dy =

D, =

29

// 4DA— cos =L cos Y q] cos 22 cos 1Y dmdy =0.
a

(78)

(80)



ja

a?(m —2 2
Ly = / / cos? x Ty dxd = ( )(m + ),
0 6472

2 —/2)a?
Iy = / / coS —x cos Y dxdy = ( v2)a (82)
0 2\/571’2

ning

2 _22
Iis = / / cos? cos —dxd —%,

2 /2 2.2
Iy = / / cos—cos—yda;dy: #. (83)
e Ja a a 4m

Vastavalt valemile (79) saame, paigutades asemele vordused (80) — (83), et

4 2 2 2 2 4 2 ) 2 2 _ 2 2,2
0 A Gl ) DY M Gt M el ) KA
at 6472 272 at 6472 472
40 (r—2 + 2 2 —/2)a?
+8D; A (w )(f ) _2=v2) g=0.
a 647 V22

Lihtsustades saame

4 (12

4’4?'64 2(1)0(7r+2) +D1[(7r—2)2+2(7r—2)(ﬂ+2)]> =
_a_2(1+(2—\/§)2+(2—\/§)>q.

2 4 V2

Seega konstandil A on kuju

T2

16aq
A= 84
Do + 27 + Di(7— D)(an + 2] e
ning plaadi ldbipaine (76) on esitatav jargmiselt:
16a*
w= a4 cos L cos Y. (85)

T Do(r + 22+ Di(r —2)Br+2)] @

Kuigi viimane valem on leitud (z,y) € S jaoks, kehtib see siimmeetria tottu kogu
plaadi ulatuses.

Analoogiliselt eelmiste nédidetega voib ka siin leida vastavad paindemomendid,
vaandemomendid, 16ikejoud, toereaktsioonid, normaalpinged ja tangentsiaalpinged.
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Bending of Plates with Piecewise Constant Thickness
Master’s thesis
Julia Prost

Summary

The aim of the thesis is to study the bending of an elastic rectangular plate
subjected to transverse loading.

The author studies the bending of thin plates only (i.e., the bending of such
plates, the shorter side of which is at least five times longer than the height of the
plate) depending on the ratio of the deflection and thickness of the plate. The study
covers only flexible plates (when membrane, stresses are not taken into account
because the values of these are significantly lower than those of bending stresses).

Rectangular plates are widely used in the technology in many structures, inc-
luding, for example, the hulls of ships and airplanes, as floor material in houses,
ete.

It is known that a problem regarding plate bending leads to a search for a solution
to a differential equation. For solving the differential equation for the bending of a
plate, one must generally use some approximate method. Over time, a number of
different approximate methods for solving the differential equation for plate bending
have been developed.

In this thesis, the author has paid great attention to the Bubnov-Galerkin method
(Chapter 3). Since this method could also be viewed as the generalisation of the
Navier method, the latter is also studied in this paper (Chapter 2).

This Master’s thesis consists of three chapters.

The first two chapters treat only isotropic plates with a constant thickness (i.e.,
plates which have a uniform thickness and similar elastic properties in all directions).
In the third chapter, the author studies isotropic plates of uniform as well as non-
uniform thickness.

In the first chapter, the theory of bending isotropic plates with a uniform thick-
ness is introduced. The author studies the relations between the deflection, displace-
ments, and deformations of plates. The relations between the deflection and stresses
of plates are also demonstrated. Likewise, the author explains how to determine the
bending and torque moment, shear forces, and support reactions. Further on, the
author shows how to determine the equation of equilibrium of a thin elastic plate,
and this equation also finds wide use in the next chapters. At the end of the chapter,
the author provides boundary conditions for the edges of plates which are clamped
and simply supported.

The second chapter introduces the Navier method, in the case of which the plate
deflection is determined by means of double trigonometric series. As an example of
the implementation of this method, the author has also studied a rectangular plate
which is subjected to the uniform load and simply supported from all edges.
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In the third chapter, the author provides the results of her own research work. As
the main method for solving the bending problem of a thin elastic plate in various
boundary conditions, the author uses the Bubnov-Galerkin method, an overview
of which is also provided at the beginning of the chapter. The author has studied
plates with uniform as well as non-uniform thickness. First, the bending of a clamped
plate is under observation. The author studies three separate cases: a plate with
uniform load, a plate with gradual load, and a stepped plate under uniform load.
For comparison, the author then studies the bending of a simply supported plate.
Similarly to clamped plates, three analogical cases are again separately studied:
a plate with uniform load, a plate with gradual load, and a stepped plate under
uniform load.

At the end of the thesis (in the appendices) the author has provided tables for
calculating rectangular plates under uniformly distributed load.
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Tabelid iihtlaselt jaotatud koormusega elastsete ristkiilikukujuliste plaa-
tide arvutamiseks

Lisa 1: Jaigalt kinnitatud servadega plaat

p=0,3jaa<b

w® — libipaine plaadi keskel,

Mggl) ja M;l) — paindemomendid plaadi keskel,
Q(f) — loikejoud pikema kiilje keskel,

QY — 1oikejoud lithema kiilje keskel,

R — toereaktsioonid pikema kiilje keskel,
R?(f’) — toereaktsioonid lithema kiilje keskel,

Pr — koondatud reaktsioonjoud plaadi nurkades.

N

[NSIIS

[JfS]
N
i A

Joonis L1: Jaigalt kinnitatud ristkiilikukujuline plaat
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R e e e e
O © OO ULk W = O

8v

0,0138
0,0165
0,0191
0,0210
0,0227
0,0241
0,0251
0, 0260
0,0267
0,0272
0, 0276
0, 0284

0,0231
0, 0264
0, 0299
0,0327
0,0349
0, 0368
0,0381
0, 0392
0,0401
0,0407
0,0412
0,0417

k3
0,0231
0,0231
0,0228
0,0222
0,0212
0,0203
0,0193
0,0182
0,0174
0,0165
0,0158
0,0125

ky
0,0513
0, 0581
0, 0639
0, 0687
0,0726
0,0757
0, 0780
0,0799
0,0812
0, 0822
0, 0829
0,0833

64

ks
0,0513
0,0538
0, 0554
0,0563
0, 0568
0,0570
0,0571
0,0571
0,0571
0,0571
0,0571
0,0571

kg
0,440
0,473
0,493
0,505
0,510
0,515

0,500

kg
0,440
0,450
0,457
0,462
0,464
0,465

0,465



Lisa 2: Vabalt toetatud servadega plaat

wh = ks Q) = hga
MY = kyga? Q) = ksqa
M;l) = kgqa2 §f) = kgqa
P = ksqab R = krqa
:;C -
. ’ |
b
\ \ 2
\ \
\ \
2 ! %
\ \
\ \
b
\ \ 2
\ \
]
J

Joonis L2: Vabalt toetatud ristkiilikukujuline plaat

o
~
V]

N e e e e e e
S O N0 UKk W -=O

Q U w
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k,
0, 0443
0, 0530
0,0616
0,0697
0,0770
0, 0843
0, 0906
0, 0964
0,1017
0,1064
0,1106
0, 1336
0, 1400
0,1416
0, 1422

ks ks
0,0479 0,0479
0,0554 0,0493
0,0627 0,0501
0,0694 0,0503
0,0755 0,0502
0,0812 0,0498
0,0862 0,0492
0,0908 0, 0486
0,0948 0, 0479
0,0985 0,0471
0,1017 0,0464
0,1189 0,0406
0,1235 0,0384
0,1246 0,0375
0,1250 0,0375

ky
0,338
0,360
0,380
0,397
0,411
0,424
0,435
0,444
0,452
0,459
0,465
0,493
0,498
0,500
0,500
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ks
0,338
0,347
0,353
0,357
0,361
0,363
0,365
0,367
0,368
0,369
0,370
0,372
0,372
0,372
0,372

ke
0,420
0,440
0,455
0,468
0,478
0,486
0,491
0,496
0,499
0,502
0,503
0,505
0,502
0,501
0,500

ky
0,420
0,440
0,453
0,464
0,471
0,480
0,485
0,488
0,491
0,494
0,496
0,498
0,500
0,500
0,500

kg
0,065
0,070
0,074
0,079
0,083
0,085
0,086
0,088
0,090
0,091
0,092
0,093
0,094
0,095
0,095
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