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SISSEJUHATUS

Käesolevas diplomitöös vaadeldakse ruutplaneeri­

mise ülesannete lahendamist. Töö koosneb kolmest osast, 

kusjuures kaks esimest osa on bn omavahel tihedalt seo­

tud, kolmas osa aga neist sõltumatu.

Kuna töö üheks eesmärgiks oli kahepoolsete kitsen­

dustega ruutplaneerimise ülesande lahendamine osalise 

vöi täieliku täisarvulisuse nõudega, kasutades seejuures 

Gomory I ja Gomory II meetodi löikekitsendusi, siis esi­

meses osas on nimetatud ülesande lahendamise jaoks Bea­

le' i meetod üldistatud kahepoolsete tõkete juhule. Töö 

teises osas lähtutakse esimeses osas kirjeldatud viisil 

leitud mittetäisarvulisest optimaalsest lahendist ning 

kirjeldatakse selle ülesande lahendamiseks meetodit,kus 

ruutplaneerimise ülesande lahendamine taandatakse lõpli­

ku arvu lineaarse planeerimise ülesannete lahendamisele.

Töö kolmandas osas vaadeldakse täielikult täisarvu- 

lise ruutplaneerimise ülesande lahendamist ning esita­

takse üks Gloveri otsese algoritmi võimalikest esitus­

test ruutplaneerimise ülesannete lahendamiseks. Ka kir­

jeldatud otsese algoritmi korral tuleb lahendada lõplik 

arv alamülesandeid, millede optimaalsete lahendite seast 

leitakse lähteülesande optimaalne lahend. Tõestatud on 

ka kirjeldatud otsese algoritmi lõplikkus.
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§1. BEALE'I MEETOD KAHEPOOLSETE TÕKETE JUHUL

Käesolevas paragranvis üldistame Beale i meetodi 

(vt. plj) kahepoolsete tõkete juhule. Vaatleme järgmist 

ruutplaneerimiae ülesannet: minimiseerida mittenegatiiv- 

selt määratud ruutfunktsionaal
^(X) = coo * EICodXd * )_JCio * Didxj)xi (1) 

j6M IbM 36M

kitsendustel
s xi = ai0 + 2ZaidXd - pi

. 3™
kus cid = cdi (1* jвlo)UM ), alumised 

, i6BUM

tõkked oi. = О J

(2)

j£M korral ning kus M tähistab baasiväliste indeksite

hulka, В baasiindeksite hulka ja BUM = ,

Ülesande (1)~(2) simplekstabeli võib välja kirjutada 

järgmiselt
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Olgu meil teada mingi lubatav baasilahend, s t. et 

iga i€BUM korral oi aio • Kuna

кем ,

- = c± ja sihi-
2 с>Х1 10 

funktsiooni väärtus on cQ0. Kui c^Q - о iga i6M korral, 

siis muutujate x^ mittenegatiivsuse ja sihifunktsiooni ku­

meruse tõttu sihifunktsiooni väärtus enam väheneda ei saa 

~ ur3* - = c . + 7 , c. . x .2 io L 1 13 3
j6M

siis antud baasilahend! korral on

ning antud baasilahend O11 optimaalne. Kui leidub CpQ41o, 

рем, siis muutujale xp positiivse väärtuse andmisel sihi- 

funktsiooni väärtus väheneb. On kaks võimalust:

И,Sihifunktsiooni väärtuse vähenemine leiab aset seni, 

kuni mingi baasimuutuuja x^, 16 В saab 

se või ülemise tõkkega. Nõude ~ x^ 

võrdseks oma alumi-

~ /^1 Pole

siis enam sihifunktsiooni antud suunas vÕimaÜÄ. vahendada.

2.Tekib olukord, kus saab võrdseks nulliga kus-
0 xp

kii lubatavate lahendite piirkonnas, s.t. enne kui mõni 

baasimuutujatest x^ saavutab oma tokkeväärtuse. Sel juhul 

ei oma x^_ väärtuse edasine vähendamine (või suurendamine) 

enam mõtet, sest sihifunktsiooni väärtus hakkab kasvama. 

Nüüd toome sisse uue muutuja

1 <3q \ 1u = õ + / c .x.2 ^XD P° Z__ ? P3 3 >
p jsM

sellega baasiindeksite hulk kasvab ühe indeksi võrra. Uut 

muutujat me märgi poolest ei kitsenda, samuti ei sea me tal­

le kahepoolseid tõkkeid. Edaspidi nimetame seda uut muutujat 

vabaks muutujaks. Kuna üldiselt tuleb vabu muutujaid sisse 

tuua rohkem kui üks, siis v;ä**istame neist esimest sümboliga 
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Uz|, teist sümboliga jne. On ilmne, et erinevalt esialg­

setest kitsendatud muutujatest, on baasivälise vaua muutuja 

korral sihifunktsiooni väärtuse optimaalsuseks tarvilik, 

et võrduks nulliga. Vastasel ju~ul vabale muutujale 
u -^|<o korral positiivse ja "7^^° korral negatiivse 

väärtuse andmisel sihifunktsiooni väärtus väheneb.

Vaatleme nüüd üldist üleminekut mingilt k-ndalt luba­

tavalt baasilahendilt (k+1)-le lubatavale baasilahendile.

Olgu k-ndal sammul baasiindeksite hulk tähistatud tähega

B, mittebaasiindeksite hulk tähega M. Tähistame baasiväli-

seid muutujaid üldise sümboliga z 
j j£M, olgu nende seas

s vaba muutujat. Baasimuutujad avaldugu baasiväliste kau­

du järgmiselt:
xi = aio * 52 aijzd ’ i6B ’ 

j6M
(5)

kusjuures baasilahendi lubatavuse tõttu - aio

iga i^BUM korral. Olgu optimaalsuse tingimust rikku­

vaks

(4)

olgu

nullideks.

Tähistame

sümboliga A

(5)

muutujaks z^ ning valemis

~.cpp
cpp

= pou = ^
Cp0 < 0. Uue baasilahendi saamiseks anname muutujale 

Zp positiivse väärtuse, jättes teiste baasiväliste muutu­

jate väärtused

Cpp = 0 , siis jääb negatiivseks muutuja z_

kuitahes suurtel väärtustel.

selle z väärtuse, mille korral = 0 p 7 oz
Р

Seosest (4) saame, et

c .z .P3 0
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Uurime nüüd, milliste muutuja positiivsete väär­

tuste juures on uus baasilahend lubatav. Valemist (5) ja 

kitsendusest xi saame tingimuseks:

aipzp ~ °^i ~ aio '

uue baasilahendi lubatavuse tingimuseks

Tähistame

(6)min2 "

valemist (5) tingi-saame

muse

a. <0 ip

a. 0ip

ja kitsendusest x

zp

Kui a. 0, siis on see võrratus rahuldatud, ulguip 1
siis Sajne

aio
aip

Q^i ~ aio 
aip

a. z Д. - а .ip p ( 1 10 *

Kui aip 4 0, siis on see võrratus rahuldatud; olgu ’> 0, 

siis saame uue baasilahendi lubatavuse tingimuseks

ip
ning tähistame siin

min 
aip>°

” aio 
aip (7)

Selleks, et sihixunktsiooni väärtuse vähenemine

oleks maksimaalne ning et uus baasilahend oleks lubatav, 
tuleb valida /\ = min^Ä^, X7 \ ja toimida edasi järg­

miselt :

I. Kui Л=Хг|, siis tuleb valemi (4) kohaselt sisse 

tuua uus vaba muutuja ning viia läbi veergude simp-

leksteisendus juhtelemenaiga Cpp>0. Seejuures kitsendus­

te (5) maatriksi A veeruvektond A. teisenevad järgmiselt:J
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(8)

reisenaatuu tabeli lubatavuse.

Muutuja x^ uus väärtus aK0 on järgmine:

— cpo
ako = *ko - c“ akp . (9)PP r

Seejuures on ako -<XK parajasti siis, Kui a. >0 korral

Pöhjendcjne nüüd, nönua

а, ckp pp
(10)

ja a. 4 0 korral

(11)

on vasak pool mittenegatiivne, paremKuna vörratuses (Ю)

pool aga negatiivne arv, siis a^p >0 korral on ako ž

Kt vörratuse £ Л2 tõttu kehtib seos

"cpo z .—± min °<i - aio °^k ~ ako
upp aip<0 a.

ip akp f

siis on ka tingimus (11) täidetud ning akQ ka

akp40 korral. Kitsendus ^k

tu täidetud parajasti siis, kui

on vörduse (9) töt-

akp>° korral on

ako "pk z cpo
an ■ ckp PP

ja a. 4 0 Korral onj£p

ako ~ & к x cpo
akp ~ °PP '

Kuna A1 - Az, siis

min Л1 ~ а±0 - ako
c№ aipzO alP ’ akp 
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ja järelikult on tingimus (12) täidetud. Tingimus (1?) 

on ilmselt täidetud, sest vurratuse vasak pool on mitte- 

negatiivne, parem pool aga negatiivne arv.

II. Kui А = , siis tuleb läbi viia simpleks-

teisendus juht elemendiga aqp^v f kusjuures indeKsi q 

korral on saavutatud miinimum valemis (o>. Teisendusvale­

mid on seejuures järgmised:

А

Э

aq° ~ -x

aop

j £ M \ f pi (14)

Antud juhul ei ole uueks baas iväli setis muuuujcuns tegeli­

kult mitte x . vaid x~ = хл - o(^ - U q’ q q Q sellest on tin­

gitud ka vektori kordaja vektori 

Muutuja xk uueks väärtuseks ako

Ao teisendusvalemis.

saame:

ako = ako -

Seejuures akp>u 

akp< 0 , siis on 

Ka kitsendus ako 

on tingimus

akp
23____ 213.

а qp
korral on ilmselt

ako - indeksi

- Л k on täidetud;

ako к 1 kui aga

q valiku põhjal.

kui siis

ako " к x 
а.

a —ntqp
а qp

ilmselt täidetud. Kui siis A2 - tõttu kehtib:

min £1.". a.ip = ,^.я ~ aq°
aip<° aip aqp

min 
aip>° ip
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ja järelikult

a
»a

ka

a-

rai uus tabel lubatav.

mis ongi tarvilik tingimus selleks, et a^ 

korral. Järelikult on ka teisenduste (14) kor-

алл - cL „ __ 2.
а_

III. Kui Л = , siis tuleb läbi viia simpleks-

teisendus juhtelemendiga а >О , kus q korral on 

saavutatud miinimum valemis (7). Seejuures on teisendus-

valemid järgmised:

о

(15)

Siin on uueks baasiväliseks muutujaks

Muutuja

А 
P

xk uus väärtus on järgmine

= Ad*3

Xq

= Ao

А w

aq° ~ А я 
aqp

3-A 
qp j

ä - а - aqo ~ I6 q a
ako ” ako a^ akp

qp 1
Seejuures tingimuse ako к täidetus on а-. > О kp
rai ilmne ning akp^° korral järeldub see seosest

A3 - Ä2 Tingimuse ако К uäidetus on ilmne

kor-

akp<° korral, akp>° korral järeldub see indeksi q
valikust. Seega on ka viimasel juhul uus baasilahend lu­

batav.

Olgu nutid 3^ vaba muutuja ja valemis (4) olgu

cpo>°- Anname muutujale zP negatiivse väärtuse ja
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tähistame:

(16)1

2 a IP

a
(18)minmin

ipipip

leiameeespool toodugaEdasi toimime analoogiliselt ja

siisKuikõigepealt

min
a. >0 ip

min 
a • >0 ip

aio

1’ '2*
on simpleksteisenduse juht elemendiks cpp>0 ja ^ei- 

sendus toimub valemite (8) kohaselt. Kui Л= A^ või

Л = X -2 9 siis on simpleksteisenduse j ühtel emend iks

CPP
Zpo
CPP

vastavalt a__>0 või a <0 ja teisenduse viime lä- qp qp u
bi vastavalt valemitele (14) või (15)*

On kerge näha, et kui cpo<0, cpp = 0 ning iga

i6B korral on aip>u ja = 00 siis ülesandel

lahend puudub. Samuti sellisel juhul, kus vabale muutu­

jale vastav cpO^0 , cpp = 0 ja iga i£-B korral on 

a^p4O ning = ю 9 pole ülesandel lahendit.

Olgu valemitest (5), (6),(?) või (16),(17),(18) 

leitud A^, ja Aj ning määratud eespool kirjelda­

tud viisil vastavad teisendusvalemid (8),(14) või (15).

Sihifunkrsiooni teisendamisel vaadeldud simpleksteisen- 

dustel tuleb ka tabeli sihifunktsiooni osas läbi viia 

veergude teisendus vastavalt määrarud valemitele (8), 

(14) voi (15), seejärel veel sama teisendus ka tabeli 

sihifunktsiooni osa reavektoritega.

Tähistame baasivaliseid muutujaid pärast teisendust
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sümbolitega zd ning baaaiväliste ±^deksite hulka

sümboliga M, seejuures M = M\$p}(J{wj ja järelikult 

j(£M\jp^ korral on z". = z. , z aga avaldub eelne­

nu põhjal järgmiselt:

fus+1 , kui А = A1 ,

% = 1 xq = xq " q » kul А = A 2 ,

lXq = (5q - xq • kUi .

Meenutame, et A= Л korral

Zm = и„.и = \ ' c .z .w s+1 po / | P3 j »
j6M

millest

dtp

Tähistame A= A/j korral

e. J PP 
a 1 .— , 0 = w .

pp
Kui Л = Л2 , siis

Zw = xq = aqo - °^q * К aqdZj 

j£M
millest

P
~ aqo * 1 ^ad. ž.
aqp aop L__ < aqp j

d6M 
dtp

(19)

siin tähistame
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saame, et

dtp
ja tähistame

voetud, tähistuste tõttu kirjutada:

ed2d

Seega võime kasutusele

Kui nüüd sihilunktsiooni avaldises asendada muutuja z 
P

tema avaldisega uute baasiväliste muutujate kaudu, siis 

avalduvad uued sihifunktsiooni kordajad vanade kaudu 

järgmiselt (vt.[l]):
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с. . = с. . + с- е. + с .е4 * с е.е4 . ia 13 uip g pa i pp 0 1 ’
i, j 6 ^0) VM \ ,

c. = c. e + c e e- , i £ / o} LV M \ j>w L iw ip p pp p i ’ 1 c ’

3— = с~це + с e ец , j^oW Mw5, 
wo pa p pp p а ’ d ’

с ~ c e . та pp p

(20)

Tõestame järgnevas kaks lemmat.

Lemma 1, Kui А = , siis i ф w , j w

korral ciw = cwj = 0 .

Tõestus, valemite (20),(19)

с. = с. e + c e e4 = c.uiw ipcp pp p 1 ip

Samade valemite põhjal ka

с . = с .e + c e e. = c . wa pa p pp p a pa
Lemma on tõestatud.

ja seose cj_j=c törtu

-L- ♦
CPP

c _
PP

1 ”cpi 
c cPP PP

= 0.

-L_ + c -2- = 0.
ePP ppcpp cpp

Lemma 2, Kui leidub selline indeks j<£M mille

puhul = 0 

c" = 0 iga

Tõestus.

iga i Ф j korral, 

i 4 j korral.

Kuna jвМ, siis j

ja Л = А/, > siis ka

Ф w ning valemitest

(19) ja (20) saame, et i, j M\{w^ korral

c..=c..+c. e.+c.e. +c e. e . = c • . *13 13 vip 3 P3 1 PP 1 3 10

c • —c • —c . —c .
. .-Jaa. + c .......p.1 + c .. .px -.^1
ip c pj c pp c c p pp pp pp pp

Et i = j korral on viimases avaldises kõikides liide­

tavat es vähemalt üks teguritest võrdne nulliga, siis

on vaadeldud juhul ka c.. = 0 iga i ф j korral.-*-0
Kui aga i = w , siis on c . võrdne nulliga lemma 1W0 v
põhjal ( lemma 1 tõttu on ka c. = 0 ). Lemma on tões-
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tatud.

Toetudes lemmadele 1 ja 2, põhjendame järgnevas ka 

algoritmi lõplikkuse mittekõdunud ülesande korral.

Me nimetame sihifunktsiooni kordajate maatriksit

C = (c^j) normaalkujuliseks, kui cQ^ = c^Q = О iga va- 

ua muutuja z . korral.
J

Näitame, et lõpliku arvu sammudega me kas jõuame 

uuele baasilahendile või teiseneb maatriks C normaal-

kujuliseks. Olgu baasiväliste muutujate seas s vaba 

muutujat. Kui mõni neisb rikub normaalkuju±±_use tingi­

must, s.t. talle vastav coj * 0 siis valime selle

veeru juhtveeruks ning see vaba muutuja z^ läheb baasi 

(Kuna meid vabade muutujate väärtused ei huvita, siis 

jätame ta tegelikult edaspidise vaatluse alt välja).

See aga tähendab, et baasiväliste vabade muutujate arv

ei saa sellisel juhul kasvada : kui А = Azj i siis jääb 

nende arv endiseks, kui Д = Ä2 või A = A^ » siis vähe­

neb ühe võrra. Kui A = (s.t.uus baasiväline muutuja

on vaba muutuja), siis lemma 1 põhjal c~ = cwj = О , 

kui i £ w , j £ w ning lemma 2 põhjal on nad nulliga 

võrdsed seni, kuni mõni kitsendatud baasimuutujatest po­

le muutunud baasiväliseks. See aga tähendab, et ülimalt 

s simplekssammu järel, kui me juba enne ei ole jõudnud 

uuele baasilahendile, on maatriks C meil normaalkuju- 

line. Viimasel juhul aga on sihifunktsiooni edasine vä­

hendamine võimalik ainult mõnele baasivälisele kitsenda­

tud muutujale positiivse väärtuse andmise teel, see aga 

tähendab, et me ikkagi saame uue baasilahendi. Kuna mit—
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Ge^öuunua juhul sihifunKtsiooni väärtus xgal sammul 

rangelt monotoonselt kahaneb, siis ei saa me vana bÄaöi- 

lanendi juurde tagasi pö^ruuna. Baasiianendite arvu lõp­

likkuse tõttu jõuame optrmaalsele laueadile lõpliku arvu 

sammudega.

ködunuu juhul on lõplikkuse tõestamine Komplitsee­

ritum ning toimuD öux^^oogiliselt simpieksmeetodiga (vt. 

näiteks f2j).

Kokkuvõttes on algoritm seega järgmine (vrd. Cl]) $

*i. Kontrollime, kas

le korral c . 4 0 . Kui °3
siis asume punkti 2, kui

leidub vaba muutujat zd mil­

le id ub ning vastav

aga vastav cQ^>0,

coj40 • 

siis punkti

5 täitmisele. Kui koigi vabade muutujate korral cQj = 0, 

siis valime juhtveeruks sellise veeru, kus kitsendatud 

muutujale vastav cQj <0. Kui ka iga kitsendatud muutuja 

korral on optimaalsuse tingimus täidetud, s t. kõik vas­

tavad kordajad on mittenegatiivsed, siis on optimaalne

lahend leitud. Vastasel korral läheme punkti 2 juurde.

2. Leiame A^, Ä2 ja Ат- vastavalt 
(6) ja (?). Valime A = minjA^, Ä2, A*^ * 

bi simpleksteisenduse punkti 4 kohaselt

valemitele (5)>

Edasi viime lä-

5. Leiame suurused 

mitele (16),(1?) ja (18) 

A1 > Л 2 da 

ja suuruse Ä =

vastavalt vale-

edasi läheme punkti 4 juurde.

4. Viime läbi veergude simpleksteisenduse A = A^ 

korraljvalemite (8), A = \2 korral valemite (14) ning

A = korral valemite (15) kohaselt. Nutid asume punk­

ti 5 täitmisele.
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5. Valemite (2o) kohaselt viime läbi ka tabeli 

sihifunktsiooni osa teisenduse. Seejärel pöördume jälle 

tagasi punkti 1.

Vaatame nüüd järgmist arvulist näidet: minimiseerida
Q(X) = x12 - öx^ + x22 -

kitsendustel

О x1 4 ,

О x2 - 2 ,

О x^ = Xzj + x2 5 ,

О £ x^ = 3X/| * 8x2 24 .

Kirjutame välja ülesande simplekstabelis

1 x2

1 0 -4 -2,5
-*x1 -4 1 0

x2 -2,5 0 1

X1 0 1 0
x2 0 0 1

x5 0 1 1

x4 0 5 8

Võtame juhtveeruks näiteks muutujale x^ vastava veeru, 

märgime nüüd ja edaspidi valitud juhtveerud ning juht- 

read ära noolekestega. Leiame valemite (5)»(6) ja (7) 

kohaselt suurused Д^, Д2 ja Xz : X = 4, Д2 jääb 

määramata, sest valitud veerus ei leidu ühtegi negatiiv­
set kordajat, = min {4,5»8^. Kuna A^ = 4 ja Д-z = 4, 

siis võime juhtreaks valida nii tabeli sihifunktsiooni 

osa 2. rea kui ka muutujale vastava rea, kusjuures 

simpleksteisendus tuleb 1.juhul läbi viia valemite (8) 

ja teisel juhul valemite (15) kohaselt. Valime A = Al,



siis on teisendatud tabel järgmisel kujul:

1 U1 |x2

1 -16 0 -2,5
U1 0 1 0

x2 -2,5 0 1

X/| 4 1 0
x2 и и 1

x3 4 1 1

x4 12 3 8

Juhtveerg on uues tabelis üheselt määratud, juhtrea 
määrcdniseks leiame = 2,5 , = min }2;1;1,5^j ® 1.

Järelikult tuleb juhtreaks valida x^-le vastav rida ja 

teisendus viia läbi valemite (15) kohaselt. Uus tabel 

on järgmine:

1 Ц
-20 1,5 1,5
1,5 2 1
1,5 1 1

4 10
1 -1 -1
5 0-1

20 -5 -8

Kuna nüüd vabale muutujale u^ vastav kordaja on positiivne, 

ei ole tabel veel optimaalne. Seekord leiame suurused 

Az|, /\2 ja A^ vastavalt valemitest (16), (17) ja (18), 

kust saame, et A^ = , Д2 = 4 , ~ ja järelikult

Л= A ning teisendus tuleb läbi viia valemite (8) 

kohaselt. Uus tabel on optimaalne :
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u2 

x3

X1 

x2 

x3 

x4

H 
Optimaalne sihifunktsiooni väärtus Q* = - 21g ning 
optimaalses punktis on x^ = 5^ > , x^ = 5

ja x4 = 2j| .

§2. OSALISELT TÄISARVULISE RUUTPIANEERIMISE 

ÜLESANDE LAHENDAMINE

Vaatleme järgmist kahepoolsete kitsendustega 

osaliselt täisarvulise ruutplaneerimise ülesannet: 

minimiseerida mittenegatiivselt määratud ruutfunktsio- 

naal -
9(X) = coo * Z2CojXj +H(cio * Z^cidxd)xl (1) 

jeM ieM jeM

kitsendustel

°4 ~ xi = aio + zL^ aijxj ~ /^i , ieBÜM , ^2;
j6-M

x.. on täisarv, kui j ,2,. .. ,nj , (3)

kus В on baasiindeksite hulk, M on baasiväliste 

indeksite hulk ja BUM = ^1,2,...,n}. Eeldame, et
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korral on сЧ. =0 ning j<=T korral on oG ja 
J U

täisarvud.

Olgu meil <§-s 1 kirjeldatud meetodil leitud üles- 

(1)-(2) mittetäisarvuline optimaalne lanend X*

ja sisaldagu see baasiväliste muutujate seas q vaba 

muutujat. Siis ülesande (1;-(2) optimaalne lahend asub 

- = 0 ning kitsendustega (2) 
0 

määratud mingite hüpertasandite lõikepunktis. Tähis­

tame kitsendustega (2) määratud lubatavate lahendite

j M 

b
ande

q hüpertasandi Uj =

piirkonna täitega 

hüpertasanditega 

hulka sümbolitega

R ning piirkonna К lõikamisel

u. = ' = 0 moodustuvau 2^ osa-3 õx.
Hz], • PiirKondade R^

määramiseks tuleb läoi vaadata kõik vabade muutujate

u. (j=1,2,...q) niärgikomoinats ioonid. Võtame ülesande и
<1)-(2> optimaalsele lahenaile X* Vasuavas baasi­

väliste indeksite hulgas M* kasutusele järgmised

tänistused : olgu kitsendatud muutujate xd indeksite

hulk K*, nende vabade muutujate indeksite hulk, mis 

antud osapiirkonnas R. on mittenegatiivsed (u - u), 

ulgu P^ ning nenue muutujate hulk, mis piirkonnas

R^ on mittepositiivsed (u^ u), olgu N.^ . siis igas 

osapiirkonnas xentivad seosed m* = k*UP'iUNi , 

-^i^1'li = 0 ning me võime kirjutada:
XK = ak0 + 2J акзхз + K*kjuj * >\ <-akj><-uj> 

j£K* jsPj, j6!T

ehk

j6M*

kus
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kui j £ К* , 

kui d Pj. f 

kui j 6

, kui j6K*UPi , 

, kui j

Ülesande (1)-(5) optimaalne lahend võib asuda igas 

piirkondadest R^ ning selle optimaalse lahendi leid­

miseks leiame osapiirkondade R^ optimaalsed lahendid, 

kehtivad järgmised teoreemid :

Teoreem 1, (Vt.Tj]). Olgu X* kumera funktsiooni 

F(X) maksimumpunku kumeral hulgal R , siis on X* ka 

järgmise ülesande lahendiks:
max {g(X*)T-X I XfeR^S , 

kus g(X) on lunktsiooni F(X) gradient.

Teoreem 2. (Vt. . ulgu X* funktsionaali Q(X)

miinimumpunkt piirkonnas R . Siis on X* ka järgmise 

ülesande lahendiks:
max (l(X) = - " X ' X6R. \ , (5)

kus tähendab funktsionaali Q(Xj gradient!.

Tõestus. Osapiirkonna R^ definitsioonist järel­

dub, et X* on lahendiks kü järgmisele ülesandele:

min {q(X) I X <6)

ehk
mux f-Q(X) I X6R,j .

Siia aga on teoreemi 1 põhjal X* ка ülesande la­

hend. Teoreem on tõestatud.

Teoreenu d rakendamiseks on meil vaja teada lineaar- 
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vormi L(X) kordajaid. Et

l(x) = - x = - V -ä&*-lx. =-V2c x
- SX Ä / , x. 3 dC0 jxj

j=i a j^M*

siis võime lineaarse ülesande (>) sihifunktsioonina 

vaadelda optimaalse tabeli esimest rida. Kui tähistada 

lineaarse ülesande sihirunktsiooni kordajaid sümboli-

tega aQj , siis = -2cOj’ 3a

£,(X) = 2 anix1 Z._ ! °3 J (7)

Siin tuleb aga meeles pidada, et aoj ja cQj teise­

nevad erinevalt.

Olgu V n-mõõtmeliste vektorite hulk, mille kom­

ponendid x. , j6T , on täisarvulised ning olgu и
4 ф . Olgu ülesande (l)-(2) optimaalses lahendis 

muutuja xk , k6T korral 0. Muudame lisa­

kitsenduste lisamisega piirkonda nii, et ülesande 

(6) ja järelikult ka ülesande (>) lahend ä*6V, Need 

lisakitsendused peavad rahuldama järgnusi nõudeid:

1) ei tohi ära lõigata ühtegi lubatavat lanendxt,

2) peavad ära loivama ülesanne (1)-(2) sobimatu lahen­

di X*^V.

Nõutavate omadustega on Gomory II meetodi lõikekitsen- 

dus (vt.[5]), mis koos Beaie i meetodiga kasutamiseks 

on suuiv võtta järgmisel kujul :
8 = - {ako"i * S akjzd • <8)

jeM

kus
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Lisame löikekitsenduse (ö) ülesandele (>) 8ee on 

lineaarse planeerimise ülesanne sihifunktsiooniga (7)> 

mis on duaalselt lubataval kujul. Lisatav kitsendus <8) 

muuuaü aga taoeli mittelubatavaks, seepärast on ilmselt 

otstarbekas kasutada simpieksmeerouiu kahepoolsete kit­

senduste junul. ihsimeael sammul on ainsaks lidutud Kit­

senduseks lisatud löikekitsenuus ning sellega on juht- 

rea valik maäi-atud. ULaiselt ei pruugi tauel üne sammu­

ga luoatavaKs teiseneda, s„epärasu vaatleme kahepoolsete 

kitsendustega duaalset simpleksmeetouit üldkujul. oamal 

pöiijusel tuleo ulaiselt taoelilu lis»d« ka lineaarse 

üxt?oauide (p) sinifuuktsioon (7).

Olgu muucuja xk Korral taoeli luuatavus rikutud.

Kasutame järgmisi tänistusi:

f&K~ako • KUi ajE0>/Žk ’
sko = ) '

t^o-^k • kuiako<olk

ja

~bxj • kui ako>f‘k •
gKl = j 1

(bKj > kui ako<<k •

Löikekitsenduse (8) Korral on ö(= 0 ja 3 = <X) •

Juhtreana vaatleme rida &kjzj (tegelikult
j€M
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reegli tuletamisel arvestame lineaarse planeerimise 

ülesande (5) duaalse lubatavuse säilimise nõuet. Olgu 

juhtveeruks veerg indeksiga 1 , siis nouaest

a.-,
°3 03 gK1 *кз

saame juhiveeru valiku reegliks :

8kl 6кл>° Sk^

Esimesel sammul on see samaväärne tingimusega

Tänistarne kitsenduste maatriksi veeruvektorid sümuoiite-

ga A.
V

siis on simpleksteisenduse valemid järgmised:

sk .. = А. - A-.
О 0 6^2.

'к = A1 '

(10)

Leiame kirjeldatud viisil osaliselt täisarvulise li­

neaarse ülesanne lanendi piirkonnas R^ . Kui selle 

lanendi X* korrai kõik kordajad. cQ^ , j6M, on 

mltuenegatiivseu, siis on A* ka ruutplaneerimise 

ülesande (t>) lahena, xui leidub u » siis teisen-

dcjne §-s 1 kirjeldatud meetodi aoii tabeli uuesti 

optimaalsele kujule. Sealjuures on võimalik, et tuleb 

juurde vabu muutujaid ja osapiirkondade arv kasvab.

Nii tuleks läbi uurida kõik osapiirkonnad R^ 

(i = 1,2,...,p). Olgu meil leitud mingi piirkonna R^ 
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optimaalne lahend X* ning vastav sihifunktsiooni 

väärtus Kui mõne teise piirkonna Rg uurimisel 

on mingis lubatavas punktis, mis ei rahulda osalise 

täisarvulisuse nõuet, optimaalsel kujul oleva ruut- 

sihifunktsiooni korral Qg , siis võib ilmselt 

selles piirkonnas Rg lahendamise katkestada, sest 

sellisel juhul saab sihifunktsiooni väärtus löike- 

kitsenduste edasisel lisamisel ainult kasvada nin& 

жим м1 saa piirkonnas Rg paremat lahendit, kui see 

oli piirkonnas R^. Kui aga leidub cQ<- 0 ning 

vastav x- <&• » siis seda üldiselt väita ei saa, и I и
sest nüüd on võimalik sihifunktsiooni väärtust veel 

ka vähendada,

Olgu nii läbi vaadatud kõik piirkonnad R^ , 

siis otsitava osaliselt täisarvulise ülesande opti­

maalse sihifunktsiooni väärtuse Q* leiame vähimana 

piirkondade R^ optimaalsete sihifunktsiooni väärtus­

te seast :
Q* = min { , ..., .

Väärtusele Q* vastav lahend X* ongi osaliselt 

täisarvulise ruutplaneerimise ülesande (1)-(3) opti­

maalseks lahendiks.

Gomory II ja Beale i meetodite lõplikkuse ning 

osapiirkondade R^ lõpliku arvu tõttu on kirjeldatud 

meetod ülesande (1)-(3) lahendamiseks samuti lõplik. 

Vaatleme nüüd ülesande (1)-(5) erijuhtu, kus
T = ^1,2,...n^ , s.o. täielikult täisarvulist üles­

annet, Ka seda ülesannet saab lahendada Gomory II 
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meetodi löikekitsendust kasutades, kuid võib kasutada 

ka Gomory I algoritmi löikekitsendust (vt.[5j), mis

on lihtsam:

jeM
KdJzd8 = -}ak<l

Selleks, et seda teha, tuleb vabad muutujad u. juba 
и

ülesande ( i)-(2) lahendamisel defineerida nii, et nad

oleksid täisarvulised, s.o.
ud =c (cko* Z2 =kdxd> • 

d&M

kus C on kordadate Ckd da ck0 nimetajate vähim

ühiskordne. L.G.Sedöhhi artiklis (vt.[41) on nimetatud 

asjaolu arvestamata jäetud.

Edasi toimime siin täielikus kooskõlas osaliselt 

täisarvulise ülesandega.

Vaatame näitena järgmist osaliselt täisarvulist 

ülesannet: minimiseerida ruutfunktsionaal

Q(X) = - 6xz| + 2x,|2 * 2x22 - 2Xz|X2

kitsendustel

0 x1 ,

О £ x2 - 1 ,

0 £ x^ = Xzj + x2 2 ,

x2 on täisarv .

Ülesande mittetäisarvuline optimaalne tabel on järg­

mine
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1 ju x3

1 0 2

K
\ 

r- 
C\J 

K
> 

v*
У 

X
 

X 
К 

H 
от

М
-ь

 С)
О

 МО' о

2 1 -1
5 5”
1 -1 -1
5 ~5 ”
0 0 1

-111
"5 5 5

Vaatleme esiteks piirkonda , kus u 0. Kuna ud^T ,

X5^T * id ~ id 
1 1s = - 5 + 5U 

lisame kitsenduse

, siis on kitsendus (8) järgmine:

+ 5X? “ 0 »

tabelile. Juhtveeru valiku reegli (9)

põhjal tuleb juhtveeruks valida muutujale u vastav 

veerg. Valemite (10) kohaselt teisendatud tabel on 

järgmine:
1 S1 |х?

1 -4 3 -1

S1 3 6 -3
х3 -1 -3 2

Х1 2 1 -1
х2 0 -1 0

х5 0 0 1

Uues tabelis ei ole ruutsihifunktsioon enam optimaalsel 

kujul. Leiame §1 valemite (5)>(6) ja (7) põhjal

, Л2 = 2, = 2 ning pärast simpleksteisen­

dust valemite (8) järgi §1 -st, saame järgmise tabeli:
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Piirkonnas u Ь 0 on see tabel optimaalne, (Ц 

Uurime nüüd piirkonda u £ О, siin = -a^, 

bi2 = ai2. Kitsenduseks saame:

s2 = - g * gU + Sz| ~ О ,

1

S1

U1

X1

x2

mis tuleb ka lisada mittetäisarvulise ülesande opti­

maalsele tabelile. Teisendusvalemite (10) kohaselt 

teisendatud uus tabel on jällegi mitteoptimaalsel

Teisendame tabeli §-s 1 kirjeldatud viisil optimaal- 
/I .

sele kujule, leiame , Л2 = 1 , = 2 . Järe­

likult tuleb siin võtta juhtelemendiks c22 , uus 

tabel on järgmine :
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1

s2

U2

X1

X2

1 s2

л
Uues tabelis x2 = £ ei ole täisarv ning nüüd tuleks 

tabelile lisada uus löikekitsendus. Paneme aga tähele, 

et sihifunktsiooni väärtus antud baasilahendi korral 

on võrdne ülesande osapiirkonnas u - 0 leitud opti­

maalse väärtusega Q* = -4^ • Kuna sihifunktsiooni 

väärtus pärast uue löikexitsenduse lisamist kasvab, 

siis võime ülesande edasisest lahendamisest osapiir­

konnas u ~ О loobuda, sest paremat lahendit seal 

olla ei saa. Järelikult on optimaalseks sihifunktsioo 
л

ni väärtuseks Q* = -4* ja optimaalseks punktiks
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š5- OTSENE ALGORITM RUUTPLANEERIMISE

Ülesande lahendamiseks

Vaatleme järgmist täisarvulist ruutplaneerimise 

ülesannet: minimiseerida mittenegatiivselt määratud 

ruutfunktsionaal
Q(X) = coo * Lcodxd *2Z<°io *KcidXd)xi 

j<šM i^M jfcM
(1)

kitsendustel
xi = aio * Laidxd - 0 ’ ieBUM • 

j6M
(2)

x. on täisarvud , jeBUM , (5)
и

kus M tähistab baasiväliste indeksite, В baasiin-

deksite hulka ja MU В = ^1,2,...nJ, n aga on muutu­

jate arv. Eeldame, et kordajad c. . = c.. (i, дбг MU^ Oj) 
i j j1

ja а. . (i6MÜB, jeMU-jo}) on täisarvud ning et 
1 и

ülesanne on lubataval kujul, s.t, a^Q - О iga ieв 

korral.

Me nimetame ruutplaneerimise ülesande 
(vi tabel 

tabelitXTuaalselt lubatavaks, kui с. О 

(D43)
iga ie M

korral. Kui leidub <0 oi siis muutujale posi­

tiivse väärtuse andmisel sihifunktsiooni väärtus kaha­

neb. Kuid erinevalt lineaarse planeerimise ülesandest 

on ruutplaneerimise ülesandes olemas ka selline võima­

lus, kus sihifunktsioon antud suunas algul kahaneb, 

hiljem aga hakkab jälle kasvama.

Kuna
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ж 2<- clo + • (4)

siis c11 * 0 korral on selles iseärases kohas muutuja 
**^lox-. väärtus xn ° = —-— • Tähistame selle väärtuse 

1 1 C11
sümboliga A/j :

“clo
C11

Kui = 0 , siis seosest (4) näeme, et

saa nulliga võrdseks saadagi.

(5)

3q
(Ьх-L ei

Uurime nüüd tabeli lubatavuse säilitamist muutu­
di

jäle x^ positiivse väärtuse x^ andmisel. Seosest

(2) näeme, et kui a^^ 0 , siis muutuja x^ jääb

ka x^*>0 korral mittenegatiivseks. Kui aga 0,

siis peab kehtima võrratus
il

10

on muutuja x^ täisarvulisuse tõttu

. Järelikult 

tabeli lubata­

vuse säilimiseks nõutav, et

*1 Slx-. - min io
ail<0 L-aii

Tähistame selle muutuja

ako
7aki J '

x-^ väärtuse sümboliga A^:

2 “
aioako

L"akl
min 

ail<0L ü
(6)

Leiame nüüd Gomory kitsenduse kuju ülesandele

(1)-(3)> selleks vaatleme seost (2) järgmisel kujul:
xk = ako -ZJ("ak?xj

j6M

Pärast selle vörduse jagamist suurusega Ц7О ning 

murd- ja täisosade eraldamist saame:
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Kuna viimase vorduse parem pool on iga lubatava lahen­

di korral täisarv, siis on seda ka vasak pool. Vasaku 

poole kahe esimese liikme mittenegatiivsuse ning võrra-
fakoK

tüse - —37 c>-1 tõttu on siis vorduse vasak pool, 

järelikult aga ka parem pool lubatavate lahendite kor­

ral mittenegatiivne täisarv ning me võime kirjutada :

Vastavalt konstruktsioonile ei lõika kitsendus (7) ära 

ühtegi lubatavat lahendit.

Leidugu cO]_^0 da olgu meil valemist (6) määra­

tud k-nda rea järgi moodustatud kitsendus (7). Selleks, 

et nõnda moodustatud kitsenduse juhtelement oleks -1,

valime к = -akl

x. — 0
и

ako .y1 —ал .
,.,,u

_-akl. L_ *
j6M .-akl.

ehk s.o. sama,mis

(8)

Teeme kitsenduse järgi simplekssammu. Kuna juhtelement 

on -1 , siis tabeli täisarvulisus teisendusel säilib.

Pärast seda teisendust on sihifunktsiooni väärtus c00
järgmine (vte[l"]) $

2ako
"akl C11

ako

ako
akl cooSiit näeme, et kui = О , siis

■klf01

= сл_ , kui 00 1

cöo ~ coo
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aga
Г а,ко
“akl

>0 siis saame sihifunktsiooni väärtuse

vähenemiseks järgmise tingimuse :

2col
ako 

-akl. °ll<0 (9)

Kui siin c-q = 0 , siis on cQ-^<0 tõttu tingimus

(9) täidetud. Kui aga , siis on tingimus (9) 

samaväärne tingimusega

ako / г ~col
,-aklJ C11 

mis on tähistuste (5) ja (6) tõttu samaväärne nõudega 

A2<2/\1 .

Seega võime öelda, et sihifunktsiooni väärtus 

vaadeldud simp1ekssammul väheneb parajasti siis, kui 

0<A2<2Az| • Kui Л 2 = 0, siis sihifunktsiooni 

väärtus ei muutu. Vastavalt lähterea valikule on ka 

teisenenud tabel lubatav.

Vaatleme nüüd juhtu, kus Ä2 - 2 A^ , s.t.

ь 2 
" C11 •

Siin lisame kitsenduste tabelile nn. vaba muutuja 

(vt. [lp
1 V4u = = cio +2_jcidxd (1°)

1 d^M

ning vaatleme seda eraldi piirkondades u 0 ja 

u 0 (vt.[VJ). Seega vaba muutuja sissetoomisega 

meie esialgne ülesanne hargneb kaneks iseseisvaks

ülesandeks, baasimuutujäte hulk aga kasvab ühe indeksi

võrra. Sihifunktsiooni kordajate Cid ja muutujate
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xj täisarvuluse tõttu on Ka vaba muutuja u täis- 

arvuline, wi^gime, et seejuures muutujale vastav 

rida tabeli sihifunktsiooni osas ühtib u avaldisega.

Uurime nüüd piirkonda u Ь О ja moodustame vaba

muutuja u järgi kitsenduse (7), kus võtame yU = c11>0>

(11)

Kitsendus (11) erineb 

tuleb jühtelemendiks +1 , kitsenduse vabaliige Lcn

kitsendusest (8), sest siin 
ilo'

on aga c-^0^ О tõttu negatiivne.Ka kitsendus u О

ei ole rahuldatud, s.t. me asume väljaspool haruüles- 

ande lubatavate lahendite piirkonda.Pärast simpleks- 

sammu kitsenduse (11) järgi saame vaba muutuja uueks

väärtuseks$
clo
C11u = clo C11 - clo - C31 = О

C11 11
Sellekss aga,et uus tabel oleks lubatav, peab ka iga 

i£=B korral olema

Siit näeme, et a^ Ь О korral on aio - 0 . O^gu ail<0, 

siis saame järgmise tingimusega a~ Q samaväärsete

tingimuste ahela: 
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а. -с..
-10 .-lo . (12)

L ilj C11

Eelduse - 2Х*\ tõttu on aga võrratus (12) rahul­

datud ning järelikult on aio - 0 ka a^<0 korral.

Uurime nüüd sihifunktsiooni väärtuse muutumist 

antud teisenduste korral :

Sihifunktsiooni väärtus kahaneb parajasti siis, kui

2 c lo C11
clo
C11 9

sest c1q4 0 ja €^^>0 tõttu
fclo ~

- C11 -
0 .

Tingimus (1?) on aga täidetud parajasti siis,

(15)

kui

ehk tähistuse (5) tõttu siis, kui A .
11 c

Kui —— = - 3 ehk s.o. Ли - 3 , siis sihifunktsioo-
11 „ 

01 o X *1 \ Л
ni väärtus jääb samaks. Juhul -— > - ( A < tp 

aga sihifunktsiooni väärtus simp1ekssammul kitsenduse 

(11) järgi koguni kasvab.

Vaatleme nüüd ülesande teist haru, s.o. piirkonda» 

kus u 0 . Teeme siin muutuja vahetuse t = -u 0 :

t = - c, + Z_>(-cl1)x1
10 j6M 13 3

(14)

ning moodustame t-rea järgi kitsenduse (7)» kus vöta-

ehk
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(15)s

Kitsendus (15) lubatavaid lahendeid ära ei lõika 

simplekssammu lubatavaks : nõue

11J

mis on eelduse tõttu kindlasti täidetud.2

Uurime ka vaadeldaval juhul sihifunktsiooni

väärtuse muutumist:

Sellest seosest on et

^0

0

ehk

2

Viimane võrratus on aga c1Q<0 tõttu alati täidetud

ail

=11

(-cu

x. ž о 
J

siis, kui

2 =lo

juhtelemendiks tuleb jällegi -1. Tabel jääb pärast 

= 0 korral on

Ka on t = Ü

T = - clo

coo = coo’kui a8a

=lo 
c

on - и korral ilmselt täidebv<d. ulgu а 

siis on nõue aio - 0 samaväax-ue võrratusega 

lo = aio

”ail

~clo
=11

^10 
=11.

+21oe i=0
lo ^11 11

näha, 
"clo' 
=11. 

väärtus kahaneb parajasti

-°lo
.=11

Li 
ii. 

jeii

-cio
. «11

=lo , 
C11 =lo =11 •c = c 00 00

-=lo
■ та

-=lo
cll.
siis sihifunktsiooni

-=lo
. =11.
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Märkus, Tegelikult ei ole kitsenduste (10) või 

(14) lisamine kitsendustele (2) vajalik ja baasiindek- 

site arv võib jääda muutumatuks, s.t. , et kitsendusi 

u - 0 ja u 0 arvestame me ainult ülesande harg- 

nemispunktis, neid tabelile lisamata. Mõningatel 

juhtudel võib aga nimetatud kitsenduste lisamine 

olla siiski otstarbekas. Edaspidi eeldame, et kit­

sendusi (10) või (14) tabelile ei lisata , vaid piir­

dutakse nende järgi moodustatud s-kitsenduste lisami­

sega. Sellega ülesande mõlema haru ühiste lubatavate 

lahendite hulk ei muutu. Edaspidi nimetame kitsendu­

sest u 0 lähtuvat ülesande haru positiivseks ha- 

ruülesandeks,kitsendusest u £ 0 lähtuvat ülesannet 

negatiivseks haruülesandeks.

Seega tuleb ülesande lahendamisel toimida järg­

miselt :

1. Võtta juhtveeruks selline veerg, kus cQ^4 0.

2. Leida vastavalt valemitele (5) ja (6) suurused 

A1 ja /\2 .

5. Kui A2<^2Az| , siis moodustada kitsendus (8).

4. Kui /\2 - 2Ä^ , siis tuleb edasi vaadata 

kahte ülesannet. Positiivses haruülesandes tuleb seo­

se (10) järgi moodustada lõikekitsendus (11), nega­

tiivses haruülesandes seose (14) järgi kitsendus (15)•

5. Viia läbi simpleksteisendus moodustatud lisa- 

kitsenduse s - 0 järgi.

6. Lahendamisprotsessi tuleb jätkata seni, kuni

kõik 0 .
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Kõik ülesande harunemistel tekkivad haruülesanded

lahend ka ülesande optimaalne lahend. Kui aga harune-

vastav lahend

ka kirjeldatud algoritmi lõplikkuseUurime nüüd

on tõkestatud

kus M on baasiväliste ja В baasiindeksite hulgad vaadel­

daval

tega

maatriksi

ning viimase veergude jaoks kasutame vastavalt tähiseid

kompo-

00 j 6MBd

...,0р. Leiame 

lahendiks on nii

misi on olnud, siis olgu ülesanne erinevatel harudel

küsimust. Eeldame, et lubatavate lahendite piirkond

tuleb lahendada sama skeemi järgi, hui osutub, et üles­

ande lanendamisel harunemist ei toimu, siis on leiuga

Tähistame mingil suvalisel sammul kitsenduste (2) 

16BUM , j6 ^OjüM

järgmised n komponenti on vektoriga A vastandmärgi-

sammul. Maatriksi A veerge tähistame sümboli-

leitud sihifunktsiooni optimaalsed, väärtused

Q , optimaalseks

leitud sihifunktsiooni.väärtusele Q

-Ad/

A ja А. .
J

Defineerime vektorid В. , mille esimeseks и
nendiks on sihifunktsiooni lineaarliikme kordaja ning

sit, siis on vektorid A. lineaarselt sõltumatud 
0

Simp1ekssammul teisenenud kitsenduste süsteemi

A. , j£M , vabaliikmete veergu märgime sümboliga J
Aq . Kuna lähteülesande maatriks sisaldas ühikmaatrik-

maatriksi tähega A, s.o. A = (a

lised, s.o
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•Sümbolite В ja В tähendus on analoogiline A ja A 

tähendusega, siin tuleb ainult tähele panna, et vektori­

te В.
V

esimesed komponendid teisenevad ui iselt erine­

valt ülejäänud komponentidest.

Meenutame veel kord tingimusi sihifunktsiooni väär­

tuse kahanemiseks eespool vaadeldud kolmel juhul :

О

siis positiivses2 2

аил zx2

mus sihifunktsiooni kahanemiseks oli, et

siis tarvilik ja piisav tingi­

* L aklJ
i haruülesandes

väheneb sihifunktsiooni väärtus parajasti siis, kui 
~col x 1 .

C11 2
3. Kui А 2 - 2 ?\z| , siis negatiivses haruülesandes

on tarvilik ja piisav tingimus sihifunktsiooni kahanemi­

seks, et "clo
- cll.

N о
Vaatleme 1.juhtu. Kui ckko 

-akl.
# 0, siis vabaliik-

mete vektor Aq muutub ja me võime öelda, et vaadeldaval

juhul iga muutus vabaliikmete vektoris Aq toob endaga 

kaasa sihifunktsiooni väärtuse vähenemise mingi täisarvu 

võrra. Siit järeldub, et kui sihifunktsioon on lubatava­

te lahendite hulgal tõkestatud (tõkestatud lubatavate 

lahendite piirkonna korral see on nii), siis peab muu­

tuste arv vektoris AQ olema lõplik. Sellest ei või 

küll veel midagi imiduga järeldada algoritmi lõplikkuse 

kohta harunemisteta ülesande korral, sest on mõeldav 

selline о ukord, kus mingist sammust alates jääb Aq

konstantseks, kuid tabelis leidub

Kui 1,juhul on sihifunktsiooni väärtuse muutumatuks 

jäämise põhjuseks see, et me jääme ka pärast simpleks- 
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sammu samasse punkti, siis 2,juhul liigume me kindlas­

ti uude punkti, kus aga sihifunktsiooni väärtus ei pea 

olema väiksem. Paneme aga tähele, et kitsenduse s О 

tõttu me enam ülesande harunemise punkti tagasi pöör­

duda ei saa, sest see on vaadeldavas positiivses haru- 

ülesandes mittelubatav. Seega võime öelda, et kui lu­

batavate lahendite piirkond on tõkestatud, siis muutu­

jate x. täisarvulisuse tõttu on lubatavate punktide и 
hulk lõplik ja järelikult ei saa vaadeldav 2.juht põh­

justada ülesande lõpmatut hargnemist.

Vaatleme nüüd 5.juhtu. Siin on küll mõeldav selli­

ne olukord, kus me jääme pärast simplekssammu samasse 

punkti lõpmatul arvul sammudel, kusjuures igal neist 

sammudest leiab aset ülesande uus har imemine. Kuna 

aga samasse punkti jääme me parajasti siis, kui s-kit- 

senduse vabaliige on vörone nulliga, siis on 1, ja 5. 

juht formaalselt analoogilised : mõlemal juhul võib 

algoritmi lõpmatust põhjustada s-kitsenduse vabaliikme 

võrdumine nulliga lõpmatul arvul sammudel. Ka on s-kit- 

sendused nimetatud juhtudel analoogilised,, mõlemas on 

juhtelemendiks -1. Seepärast vaatleme me järgnevas 

neid kahte juhtu koos, kasutades seejuures l.juhu tä­

histusi.Kuna 2.juht ei saa olla algoritmi lõpmatuse 

põhjuseks, siis jätame ta edaspidise lähema vaatluse 

alt välja.

Simpleksteisenduse valemid on meid huvitaval ju­

hul järgmised:
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a (16)j£M\{l^A

Vektorite üldised teisendus-

valemid on

- c

Kui kehtib võrdus

mis ülejäänud komponentidelgi ning me võime kirjutada

а
j6M\W

vad järgmiselt:

0 tÕttU

millest

5d

akw -

akl

akl

akl

= -Bl

C11

Zu 
akl

A1= Ad

akl

Zu 
akl

= tid ni

Ai

cn •
(17)

cod

cow

"" Ao

ako
-a, -

" ~ A1
B. esimeste komponentide и 
järgmised i

Вw
valemitest (1b) saame, et lahtere^ elemendid teisene-

Viimasest võrdusest saame akl

akl.

Га.

ako 
"akl

- akl

kd = akd

= 0 , siis on vektorite В.
_ ÄklJ '

esimeste komponentide teisendusseosed täpselt samad

ako
01 "L-aki

c°d "
Zu"1

c + ako ako Zu
. akl.ГО1 T _"akl J Cld 7aki] Lakl.
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ning tõttu

0 ~ akj >akl . (18)

Eespool kirjeldatud algoritmi lõplikkuse tõesta­

miseks tuleb juhtveeru ning s-kitsenduse lähterea 

valikut veidi kitsendada. Nimelt on vajalik veel tea­

tud omadustega nn, etaloonvõrrand

x„ = а„л + ) a .x.
j6M

mis lisatakse kitsenduste süsteemile. Etaloonvõrrand 

ei lõika ära ühtegi lubatavat lahendit, mõnikord sobib 

etaloonvörrandiks ka mõni esialgsetest võrranditest.

Edaspidi eeldame, et etaloonvõrrand on kitsenduste 

süsteemis juba olemas.

Defineerime nüüd järgmise vektori:

B? = , a„. if О , IfeM .0 -a . • Г0 1 ü
J

Seame etaloonvõrrandile järgmised nõuded :

T1 , kui Bd < 0 , siis -arj > О , 
T2 : kui arj > 0 , siis B* .

Neist nõudeist on näha, et kui kitsenduste süsteemis 

leidub selline võrrand, kus kõik kordajad ap^ on 

negatiivsed, siis võib selle võrrandi valida etaloon­

vörrandiks. Kui sellist võrrandit ei leidu, siis võib 

lisada näiteks sellise võrrandi, kus ар^ = -1, j£M 
ja ap0 on summa ]E2xj ülemine tõke.

j6M

Et juhtveerg oleks alati üheselt määratud, kitsen­

dame juhtveeru valikut järgmiselt s
♦ *

B-. = lex min В. .
1 а .<0 3га

(19)
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Paneme tähele, et kui В . -< 0 , siis tingimuse T1 tõttu V
ka В . А 0 .

J
Järgnevas tõestame mõned teoreemid (vrd.fõj).

Teoreem 1. Kui ako = 0 , siis seosed
7akl

ari Bd "< arj B1 (20)

da
arl Bd arj B1 (21)

on samaväärsed iga indeksi r korral .

Tõestus. Toetudes valemitele (16), saame järgmised

vördused:

rlk j

)-a akl 1} rj

Ärj4 2117

-arl<-Aj

-
Laki] 

l-",Ärj(-Al)-a

ap^)(-A1
(22)

Valemite (17) ning eelduse tõttu saame ka vektorite

esimeste komponentide jaoks järgmised vördused:

а . c i — a i c . = гэ oi rl 03 akl
а . )слч“а. (с_ -— rl 01 Г1 0J

ако 
а ас 
KiJ id

ако akj 
ак1] Гк1 сЦ-аг0 Со1 — а > rl соа

Sellest vördusest järeldubki teoreemi väide

ja valemist

siis on

tabel duaalselt lubatav

korral on

tõttu с!пЬО oi

Arvestad.es ka seoseid <22) võime kirjutada 

а . B-. ~ a В. = а .В, — а В . .1'3 1 rl а го 1 rl з ♦

Teoreem 2. Kui on täidetud, tingimus T1 

(19) määratud, indeksi 1 korral on cQ^ U , 

Tõestus. Valemist (19) nähtub, et a .<0 
c

c51-cõj- Kuna UO1 = • 8118 on arl<°
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* oija järelikult ka c . = 1 ..... d - 0
a " rj

Et aga с .=c^.(-a„ .) ö 00 004 rj

0. (Kui siin oletadaCojsiis arj<U tõttu ongi

et leidub a_>0 , siis vastav c  - о , sesu eelduse rp 1 op 1
Kohaselt on tingimus T1 täidetud ) Teoreem on tõesta­

tud.

и

siis

В seose (19;

*
B1

Teoreem Kui maatriksi В korral on

B^ , kus 

kohaselt.

täidetud 
i aku tingimused T1 ja T2 ning lisakitsenauses —-— = 
L"akiJ 

siis kehtib seos (2u) ning tingimused T1 ja T2 on

täidetud ka maatriksi В korral. Peale selle В . и
iga j£M котта!, kus а . < 0, Eriti on и

1 maärataKse maatriksis

Tõestus. 1. Olgu ar0 <u ( arl^u 

siis juhtveeru valiku reegli (1^) ponjal

kindlasti ),

on А в* ,

s.t.
A- Z __ <1_
ri “arj

Korrutades seda Vvrratust suurusega -(агГ arj) veen-

dumegi seose (20) Kentivuses.

2. ulgu nüüd arP°

-P-arj arl

Tingimuse T2 tõttu on o;»

Siit järeldubki pärast korrutamist suurusega 

seose (20) kehtivus.

3* Kui а . = 0 , siis tingimuse T1 tõttu on * 0
ning ka siin kehtib seos (20):

~(агз arl

B.H

а . Вп = 0 a i B. .Г0 1 i rl 0 e
Teoreemi 1 kohaselt on seos (20) samaväärne seo-
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sega (21):

ац В-. S* а *] В • rj 1 г rl а

Siit järeldub vahetult teoreemi esimene väide: kui

E. < 0 J siis a__ •
rü

peab olema negatiivne.^ mis ongi

tingimus T1 maatriksi В korral.

Jagame nüüd seose (21) suurusega ар^ ар^ , 

kui а . > О , siisГ0 ’

arj arl

ja järeliKult 
_ * ♦

Kui аг. < О , siis seosest (21) saame, et

(23)

ning s,t,, et
> B* . (24)

Kuna а = T korral on <0 , siis võime seose

(24) põhjal kirjutada B^ , Seose (25) tõttu

saame j 

viimaste 

aga j =

1 , а . >0 korral, et В. X В r j j
seoste kokkuvõttena kehtib

х ning

B^ . Kui

1 , siis Bw = B^, sest valemite (16) põh­

jal Bw = - B1 ja apw = - apl > 0 ning ikkagi 
—* i * —*

Bi = Bw . Sellega ongi tingimuse T2 kehtivus

maatriksis В ning kogu teoreem tõestatud.

Teoreem 4 , Kui maatriksid 

vad tingimusi T1 ja T2 , co]^0

> arl , siis kehtib võrratus

В ja В
■ ako~

col >col

rahulda-

= 0 ja

Tõestus. Teoreemi 3 põhjal on’ rahuldatud seos
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(20) ning siis teoreemil põhjal ka seos (21), võtame 

viimati nimetatud, seoses j = T ning vaatleme vekto­

rite B. и esimesi komponente. Nende vahel kehtib seos:

arl col ~ arT °ol *

Kuna col<O, ja apl < apI < 0 , siis kehtivad vör- 

ratused

coT ✓ arl
col arl

Selle vörratuse äärmistest osadest järeldubki teoree­

mi väide.

Teoreem 5. Olgu lubatavate lahendite piirkond 

tõkestatud. Olgu korral s-kitsendus iga 

kord, kui see on võimalik, moodustatud etaloonvõr- 

randi järgi, kui see aga pole võimalik, siis esimese 

võimaliku võrrandi järgi. Olgu A 2 - 2 korral 

ülesanne jaotatud kaheks haruülesandeks, kus s-kit­

sendus ed on moodustatud vastavalt kitsenduste u - 0 

ja t = -u 0 järgi. Siis on vaadeldud otsene algo­

ritm ruutplaneerimise ülesande lahendamiseks lõplik.

Tõestus. Lubatavate lahendite piirkonna tökesta- 

tuse tõttu võime öelda, et vektor ÄQ võib muutuda 

vaid lõplik arv kordi. Järelikult leidub iga indeksi 

i £B 1УМ korral lõplik konstant d^ , nii et aio d^ 

kõigi a^Q väärtuste korral, mis saadakse maatriksi 

A teisendamisel.

Olgu Д 2 4 2 A/| . Kui osutub, et etaloonvörran- 

dit ei saa valida kitsenduse lähtereaks, s.t. kui keh­

tib võrratus
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min 
a.il<ol ÄilJ

J4o 
-a

aro 
~arl. 2

siis aro
”arl

ja järelikult -apl apo £ dp .

Kui aga 2
aro 
arl.

siis moodustame

se etaloonvörrandi järgi. Kui Л О ,

Aq muutub, kui = О > siis on ÄQ

s-kitsendu-

siis vektor

= AO 3a
-apl apQ . Valemi (18) põhjal aga kehtib võrratus

О - ap^ > ap-^ . Kui pärast s imp 1 eks sammu ikka veel

-a_5 > a~ = , siis uuesti А o = О ning r-ndarl ro ro ’ 2 
rea võib uuesti valida lähtereaks jne. Lõpliku arvu 

sammude järel kehtib -apl apQ - dp .

Kui 2Д/| - A2 i siis A2 - 1 ning järelikult 

sel juhul kehtib võrratus -a - a_^ - d_ alati.u rl ro r
Märgime ka, et juhu А 2 Ь 2Azj negatiivne haruüles- 

anne on samaväärne juhuga, kus A 2 2/\z| ja kus 

ainukeseks võimalikuks kitsenduse lähtereaks on
и > 

u-rida, sest A^ - 2^2 kehtivad järgmised

võrratused:

“clo 
. C11

clo
C11

min
ail<0

Et aga A2 - 2 > О siis ja järelikult

Seepärast ei ole vajadust nimetatud juhu eraldi uuri­

miseks, vaid me ühendame ta juhuga Д2 < 2 Az| .

Oletame nüüd, et algoritm ei ole lõplik, s.t. ,et 
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olukord, kus Aq ei muutu, jääb püsima lõpmatul ar­

vul sammudel. Kuna võrratus ~ar]_ - aro - saavu­

tatakse alati lõpliku arvu sammudega, siis järelikult, 

kui algoritm ei ole lõplik, peab leiduma lõpmata palju 

selliseid maatrikseid A , kus see võrratus on täide­

tud. Tähistame seda lõpmatut maatriksite hulka tähe­

ga H :
H = { A I -arl < aro } .

Olgu A ja Ä maatriksid hulgast H, kusjuures

A on mingi fikseeritud, A aga mistahes maatriksile A 

järgnev maatriks. Et igal sammul Aq = AQ , siis järe­

likult; s-kitsenduste vabaliikmed võrduvad nulliga

ning me võime rakendada teoreemi
_♦ . *
B-j- г , Siit saame vektorite 

tide jaoks vörratuse c*j c*^.

5 , mille põhjal

esimeste komponen-

Viimasest seosest

ning võrratusest -apj - dp järeldub c0^ < 0 tõttu,

et 

Col °O1 
dr " -ari = cõi c ♦ 

01

ehk s.o. , et 0 > cQj - dp c*^ . Sellest on aga nä­

ha, et coy võib hulgas H omandada vaid lõpliku ar­

vu erinevaid täisarvulisi väärtusi. Kuna ka ap^ 

võib hulgas H omandada vaid lõpliku arvu täisarvulisi 

väärtusi, siis peab ka c*j erinevaid väärtusi olema 

lõplik hulk. Vörratuse c*j - c*^ tõttu peab siis 

c*-^ saama hulgas H konstandiks, et aga viimane võr­

ratus kehtib olenemata sellest, kas A,Ä6H või mitte,

siis saab konstandiks ka väljaspool hulka H,



Seega on c*^ = const, mingis lõpmatus hulgas G^ , 

mis sisaldab kõiki maatrikseid A , välja arvatud 

lõplik hulk esimesi.

Vaatleme nüüd vektorite ja järgmisi 

komponente b*^ . Kui maatriksid A,A^G^ , siis 

seoste B^ ja c*^ = c*^ tõttu kehtib võrra­

tus b^j ~ bii • Oletame, et vaadeldav komponent on

selli-

kehti-ne lõplik konstant

vad seosed

11
bll

b*11

hulgas G^/IH ülalt tõkestatud, s.t.et leidub

"arl

d , nii et b^ - d . Siis

millest —а т rl

* arl b11

>0 tõttu saame vörratuse

b>.T - — а т d .11 rl

Viimasest võrratusest on näha, et ka vektorite B^ 

komponent b^-, võib omandada vaid lõpliku arvu täis-
•• ^11

arvulisi väärtusi. Kuna seoses bt. = —— on nii lu-11 "arl
gejal kui nimetajal võimalik omandada vaid lõplik arv 

erinevaid väärtusi, siis võime sama öelda ka b^ rat­

sionaalsete väärtuste kohta ja järelikult monotoonse 

kasvamise b^j “ b^ tõttu saab ka b^ konstandiks 

mingis lõpmatus hulgas. G^CG^ .

Kui oletada, et kõik komponendid b^ , jne, 

on tõkestatud, siis saame, et teatud kohast alates on 

kõik komponendid konstandid ja järelikult = B^ . 

See võrdus on aga võimatu. Järelikult leidub selline 

esimene indeks q - 1 , mille korral b*4 on tökesta- ’ ql
mata ja võrratused
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Ъ*т - b*, ь. d - ql ql q qo

teatud maatriksist

qo

järelikult

me võime kitsenduse lähtereaks

või. Tegelikultr-ndat aga ei

£ q korral kehtib

siis valime

tõttu kehtib võrratus

b a

ning valemi (18) põhjal kehtib võrratus a.

4 0

a_ ro
See

B1

arl

1ähte re aks p-nda

valida q-nda rea,

h*D11 ’

b* = —q! -arl

a_
__ 22
-а

aqo
_~aql.
nii et

siis -a .Ql

= 0 , Hulgas H on aga

kus ,

Ь ,

kehtivad mingis lõpmatus hulgas G^ , mis sisaldab 

A alates kõiki maatrikseid ja

~arl

pl -_°pl

arl

**3- n _jai
"arl

ro
-arl.

b* и . on konstandid. Kuna q-1,1

siis järelikukt peab kehtima ka seos ap^ < a^j

Võrduse а^л = а^л ja võrratuse -ат / -a £ ro ro u rl rl
tõttu ka vahetult järgnev maatriks A€G^Ah .
aga tähendab, et me saame negatiivsete täisarvude a_- 

rangelt kasvava lõpmatu jada, mis on ülalt tõkestatud.

võib juhtuda, et mingi indeksi p 

-a . = О 
qij

rea. Et seose f

s. t.

Ж 
~arl

See aga pole võimalik. Järelikult peab algoritm olema 

lõplik.

Teoreem on tõestatud.

Vaatleme järgmist näidet : minimiseerida

Q(X) = - 2x^ - 4x2 + x1^ + x2^ 

kitsendustel
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= 6 - 2x^ - 5^2

x4 = 5 - - 4x2 ,
xj_ ~ 0 ja täisarv , i = 1,2,5#4.

Ülesande lähtetabel on esitanud tabelis 1 :

1

~*x1 
x2

X1 
Xp 
x3 
x4 

S1 
S3

Juhtveeru valikuks on meil siin kaks võimalust, valime 

näiteks muutujale vastava veeru. Siis vastavalt va­

lemitele (5) ja (6) leitud Д^ = 1 ja Л 2 = 3 ning 

järelikult haruneb ülesanne kaheks haruülesandeks. Li­

same tabelile 1 valemi (11) järgi moodustatud kitsen­

duse = -1 + Xz| ning viime läbi simpleksteisenduse, 

tulemuseks saame tabeli 1.1 (vt. järgmisel lk.), 

nimetatud tabelis on juhtveeruks muutujale x,D vastav 

veerg ja = 2 Ä2 = 1 . Nüüd moodustame muutujale 

x^ vastava rea järgi kitsenduse (8) : s2 = 1 - x2 . 

kärast simpleksteisendust on tabel 1.2 optimaalne, 

positiivse haruülesande optimaalseks lahendiks on see­

ga Q* = -4 , X* = (1,1,1,0).

Tabel 1.



- 51

leks lisame tabelile 1 valemi (15) kohaselt moodusta­

Tabel

1

1.1. label

1

1.2.

S1 jx2 S1 cu 
C
Q

1 -1 0 -2 1 -4 0 1

a1 ü 1 и ti'i V 1 0
x2 -2 0 1 eo

 
го

 < 1 0 1

1 1 0 Х1 1 1 0

x2 0 0 1 x2 1 0 1

x5 4 -2 -5 x5 1 -2 5

x4 4 -1 -4 x4 0 -1 4
rf’

Sp 1 0 -1
c.

Lahendame nüüd ka negatiivse haruülesande. Sel-

tud kitsenduse s^ = 1 - (varem lisatud kitsendus 

Sz| jääb nüüd vaatluse alt välja). Teisendatud tabelis

1.-1  on juhtveeruks muutujale x^ vastav veerg, ka 

siin on Äzj = 2, = 1 ning lisatav kitsendus on

Ka negatiivses haruülesandes

s^ = 1 - x^, Uus tabel 1,-2 on optimaalne.

Tabel 1.-1. Tabel

1

1.-2.

1 . . s3 . |x2 ■3 s4

1 -1 0 -2 1 -4 0 1

s5 0 1 0 s3 0 1 0

*2 -2 0 1 ■4 1 0 1

X1 1 -1 0 X1 1 -1 0
x2 0 0 1 x2 1 0 1

X5 4 2 -5 x3 1 2 5
x4 4 -1 —Zf. x4 0 1 4

s4 , 1 0 -1

saame optimaalseks lahen­

diks Q* = -4 , X* = (13^|1>O)Z mis on seega ka kogu
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ülesande lahendiks.

Kui samas ülesandes valida esimesel sammul juht- 

veeruks muutujale x^ vastav veerg, siis ülesande la­

hendamise käigus hargnemist ei tule. Mõlema veeru va­

limine juhtveeruks on võimalik ka täpsustatud juhtvee- 

ru valiku reegli korral : esimesel juhul tuleks eta- 

loonvõrrandiks valida muutujale xZj_ vastav rida, teisel 

juhul aga muutujale x^ vastav rida.
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Ре з ю м е 

дипломной работы Р.Керге ”0 решении целочислен­

ных задач квадратичного программирования”.

Настоящая дипломная работа состоит из трех час­

тей. В первой части рассматривается нецелочисленная 

задача квадратичного программирования с двухсторон­

ними ограничениями, для решения которого метод Била 

обобщается на случай двухсторонних ограничений. Во 

второй части приводится метод иля решения соответст­

вующей частично- или полностью целочисленной задачи, 

исходя от оптимального нецелочисленного решения, най 

денного методом, описанным в первой части работы. В 

третьей части приводится один из возможных представ­

лений прямого алгоритма Гловера для решения задач 

квадратичного программирования. Доказывается конеч­

ность описанного прямого алгоритма.

05 Ос.Ц
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