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Настоящее издание представляет расширенный конспект лек­

ций, прочитанных В.К.Федяниным в рамках курса квантовой статис­

тики студентам, специализирующимся по теоретической физике, в 

осеннем семестре 1969 г. 
Црименение методов квантовой теории доля в статистичес­

кой физике привело ко многим замечательным успехам в объясне­

нии свойств конденсированных систем. В настоящее время соответ­

ствующая методика является наиболее мощным аппаратом, находя­

щимся в распоряжении теории твердого тела и связанных с ней 

дисциплин. Конспект лекций В.К.Федянина знакомит изучающего с 

этими методами применительно к одной из центральных задач ста­

тистической физики - проблеме Изинга. Автор уделяет значитель­

ное внимание новейшим результатам теории, в получении которых 

он сам активно участвовал. Сложность предмета и нелегкий путь 

к конечному результату, представляющему непосредственную физи­

ческую ценность, не позволили автору подробно изложить все про­

межуточные этапы вычислений в издании данного объема. Чтение 

предлагаемого конспекта лекций, приближающегося по характеру к 

монографии, предполагает серьезную самостоятельную работу чита­

теля, согласно указаниям автора. Наряду со студентами-физиками 

старших курсов, настоящее издание смогут использовать аспиран­

ты, преподаватели и научные сотрудники. 
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Введение 

Одной из простейших моделей квантовой статистики, в рам­

ках которой можно рассматривать ряд конкретных задач, относя­

щихся к регулярным системам с сильным взаимодействием, является 

модель, в которой цредполагается, что взаимодействуют пары 

ближайших соседей. Цри этом считается, что частицы размещаются 

в N узлах правильной одно-, двух- или трехмерной решетки. Каж­

дый узел имеет ъ ближайших соседей. Задача заключается в рас­

чете термодинамических свойств такой системы. Стандартные под­

ходы к решению этой задачи, восходящие к Л.Онсагеру [I], осно­

вываются на том или ином способе вычисления статистической 

суммы, что приводит к довольно тяжелым методам уже в частном 

случае двумерной ферромагнитной системы в нулевом магнитном по­

ле, методом не допускающим пока обобщений на реальный случай 

трехмерных решеток. (Обзор различных методов см. в [2 - 4]). 

Поскольку модель Изинга с той или иной степенью прибли­

жения может быть применена к проблемам ферро- и антиферромагне­

тизма, теории бинарных сплавов, решеточной теории жидкости, ад­

сорбции и абсорбции (см.ниже гл.1), то, естественно,важным и ак­

туальным является развитие приближенных методов изучения этой 

модели. Использование с этой целью различных разложений стати­

ческой суммы приводит к громоздким и плохо сходящимся разложе­

ниям [3,4,53. Особый интерес к модели Изинга,выражающийся во 

все возрастающем числе посвященных ей публикаций,обуславливает­

ся, конечно, в первую очередь надеждой построить на ее основе мик­

роскопическую теорию фазовых переходов 2-го рода (см.в особен -
ности [5]).Полагают,что непосредственно в области фазового пере­
хода 2-го рода физическая картина не слишком чувствительна к де­
талям микроскопической теории сильно взаимодействующих частиц, 
и может быть в основном понятна в рамках модели Изинга. 

С целью найти новый подход к решению модели Изинга и 
отыскать пути построения лучших аппроксимации, в 1966 г. С.В.Тяб-

ликовым и автором было предложено использование аппарата кванто-
востатжстжческих функций Гржна и спектральных представлений 6 . 

Применительно к модели Изинга это дало возможность получить 
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простую алгебраическую систему уравнений для корреляционных фун­

кций и найти все корреляционные функции в одномерном случае 

[7], построить эффективный метод рассмотрения примесной задачи 

CS.9D, установить ряд нетривиальных неравенств для корреляцион­

ных функций [ю]. Полученная система уравнений хорошо приспо­
соблена доя различного рода аппроксимаций, простейшая из кото­

рых |^1 lj дает результаты лучшие, нежели известные яптгрптгптшягпт 

Брегга-Вильямса и Бете-Пайерлса (см. о них в [4J ). Дальнейшее 

наше изложение, за вычетом громоздких вычислительных подробнос­
тей, и следует, в основном, по работам [7 - 13]. 
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Глава I 

О ВЗАИМОСВЯЗИ ТЕРМОДИНАМИЧЕСКИХ ВЕЛИЧИН В 

РЕГУЛЯРНЫХ АНСАМБЛЯХ 

В этих лекциях будет рассмотрена простая модель системы 
взаимодействующих частиц: модель Изинга. В этой модели каждый 
из в узлов, составляющих в совокупности одно-, двух- или 

трехмерную периодическую структуру, может быть "занят" либо по 

способу I, либо по способу 2 (подробнее см.ниже). Существенной 
определяющей особенностью здесь является взаимодействие между 

частицами, занимающими соседние узлы. Индексы соседних узлов 

.ьезде ниже мы будем обозначать f и£±. При этом энергия вза­

имодействия между ближайшими соседями будет полагаться посто­

янной. Сумма всех парных энергий взаимодействия определяет 

полную энергию некой конфигурации: некоторого фиксированного 
распределения частиц по узлам решетки: 

_ (к) 
^конф = Еи (*) + N£k) + il2 Nu (к)t (I) 

Здесь - полное число пар узлов в к-ой конфигурации, за­
нятых способом inj, соответственно (i,j =12) £ энео-

гия взаимодействия ближайших соседей. Заметив, 4гоЧсж у гас 

"I уалов занято по способу I, а «2 узлов по способу 2 ( + 

»2 = то число конфигураций равной , где 

О - Nt 
J А^/Л^/ j к < 52 4 (2) 

Используя (I) и (2), можно написать статсумму и развить различ-
ные способы ее вычисления (см.например, [4j )* 

И вторил ES ?Ж^и0НЦе ВВ,едения' первой 

таг.?« 
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Однако, имея в виду использование аппарата корреляцион­

ных функций Грина [6], мы сформулируем модель Изинга на языке 

операторов вторичного квантования и проследим (в рамках модели 

Изинга) эквивалентность теории магнетизма, решеточного газа 

(адсорбции, абсорбции, теории жидкого состояния и конденсации), 

бинарных растворов [2; 4; I.i]. 
I. Применительно к магнетизму состояние атома в неком 

узле f задается проекцией спина +1/2 или -1/2. Помимо этого, 

атом в узле f может находиться в каком-либо изАвнутренних t'L» 
спектр которых вычисляется с помощью оператора К (L) и которые 

полагаются невзаимодействующими со спиновыми состояниями. Эти 

внутренние состояния атома в -f -ом узле приводят к "отделимой 

неконфигурационной статистической сумме" (см. [4] и ниже). 
Считается, что система спинов находится во внешнем магнитном 

поле Н. Полная Гамильтонова функция в модели Изинга запишется 

следующим образом: а __ * 1_ 

Н = Nt (0 -/tHZjS, - rL \ , о) 
Г 

где yU - магнитный момент атома, 5^ - оператор состояния 

атома в узле j с собственными значениями + 1/2, 3 - взаимо­

действие между ближайшими соседями, суммирование во втором 

слагаемом ведется по ближайшим соседям. Выбор гамильтона в 

форме (3) полагает, что взаимодействие пар в состояниях (II) 

или (22) одинаково и противоположно по знаку взаимодействию 
в состоянии (12). Выбор 3>0 отвечает ферромагнитному упоря­
дочению при Т-»0 , ü<0- антиферромагнитному [3;4]. Гамиль­
тониан (3) можно получить из изотропного гамильтониана Гей-
зенберга, в котором опущены х и у компоненты вектора спина 
[1.2}. Перейдем в (3) от операторов Sjf к операторам спиновых 

отклонений по формулам: ^ 

s;=!-n#; n,2=n, (n#-o,d);(4) 

это сразу приводит к следующему гамильтониану: ^ 

H = N(to-fi-f)+LZn#-iZ;n/A, L^H-T, (5, 
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2 - число ближайших соседей узла J] 1 = N, 2 ~ zN . 

"Операторная" часть гамильтониана (5):. ^ '2> 

Н ~ = (6) 

и использовалась в [?] для получения уравнений для корреляцион­

ных функций. Везде, где это не вызовет недоразумений, мы под 

гамильтонианом Изинга будем подразумевать гамильтониан (6). 
Естественными операторами здесь являются следующие: 

N,-£Ä # ,  N t =S( l -n , ) ,  N u  ,  

<7) 

"считающие", соответственно, число спинов вниз и вверх, а также 
число соседних пар с одинаково направленными спинами Л/, Л/ f ' Ч f 
и противоположно направленными спинами. Оператор намагниченности 
определяется с помощью (5) следующим образом: 

  ~ * Jh = (*--2rij)=/uX]Sf . (8) 

Равновесные средние различных физических величин получаются с 

помощью оператора плотности р , который связан с (5) известным 
соотношением: 

^=ехрр(гт-Й)> biß = {5(F*~ н)> (9) 

здесь К, - изотермически-изобарическая статсумма [4] (за перемен­

ные выбираются N , Т = (к(з) I, Н - магнитное поле), определяемая, 
как обычно, нормировкой оператораß  :  

1, •fF-'enSP̂ f>̂ i)'̂ (Jr"¥bWhSfi-eP*«) (io) 

Индексы у символа /5р/ в (10) означают, что след оператора § 
необходимо вычислять, и по переменным {n/J и по внутренним пере­

менным / с/. Из—за постулированного выше отсутствия взаимодей­
ствия между спиновым состоянием в узле f и внутренними состояния­
ми атома: А 
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что и использовано в (10), где 

Q = Spl/lf) expß(-LNt +JNH). (к) 

Далее индексы у шпура, как правило, не будут выписывать­
ся, поскольку все усреднения ниже проводятся для операторов, "по 

строенных" на операторах rty . Аддитивный вклад в от внутрен­

них степеней свободы можно записать следующим образом [4] : 

$P(i) 

иногда полагается равной I [2;3;7;I.l]. Равновесное сред­

нее для какой-либо величины, которой соответствует оператор А , 

вычисляется известным образом: 

A=SpAj> - Sfo (А е Р")/бр е?н = <"Ä>, (14) 

Мы видим, что при фактическом вычислении можно пользоваться 

оператором (6): Д = Ä(y3, l,7, хотя для некоторых термодина­

мических величин (средней энергии, теплоемкости и т.п.), опре­

деляемых с помощью F#tl, постоянный аддитивный вклад 
ы(~ + ~ ) нужно учитывать. Пользуясь выписанными выше 

формулами, приведем выражения для различных термодинамических 

величин: 
средняя энергия, определяемая с помощью (5) и (14) 

Е = -*J) t NL <nt> - Л/ -

_  А/Г. ЬЫа . . il + и -  — /]• h i --<"Л > • /V/. Э/3 Z 8 r L-7i X f±J> i x * ' 
' (15) 

З д е с ь  < A п о  с о о т н о ш е н и ю  Г и б б с а - Г е л ь м г о л ь ц а ,  / j  

и ^2 ~ первая и вторая корреляционные функции, соответственно; 
уЦ - средняя намагниченность, определяемая с помощью (8): 

М * < М >  2 / , ) *  ̂ < 5  .  6 *  d - 2 / t .  (16) 

то есть намагниченность на спин б определяется первой корреля­

ционной функцией f-j. 
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Среднее число спинов и спиновых пар согласно (7) даются 
формулами: 

л/* 'Wi, Ъ-фц йц -x»'FN'4(I7) 

Заметим, что величины в (17) связаны естественными соотноше­
ниями 

ZNU + Л/„ -- Щ ) 2/V,, v-ty, , г <V ̂  j, Z/V, ; (18) 

которые просто получаются при подсчете полного числа соседей 

у спина (4 ) и у спина (t ). "Собственно" конфигурационная 

энергия спиновой системы, определяемая как средняя энергия 

спиновой системы взаимодействующих спинов, получается из (15) 
и того, что: 

£ ' - ИМ, £„„„, - £ f нм -Ц*- (К -А 

Энтропия спиновой системы дается формулой: 

" ~ > = Е - Fm , /лт N « Fn, i (20) 

где >t/n. - химический потенциал спиновой системы. Соотношение 

между F^r, и /хт получается, если учесть, что по известному 
термодинамическому тождеству [4J 

U-W-iJ--/-.#, (2D 

Непосредственный физический интерес представляет также воспри­
имчивость 90: 

Х- = =  -«> N  j (22) 

Дифференцирование выполняется с помощью (14) и (15); = <г^>, 

Мы видим, что уже вычисление восприимчивости требует знания 
всех парных корреляционных функций <П^ fy-X Теплоемкость при 
постоянном магнитном, поле определяется через естественную теп­
ловую функцию в этом ансамбле Е из (15) 

С „ » j  . (23) 

II 



Производные от ^ и ̂  по ß можно представить через 
суммы различных двойных, тройных и четвертных корреляционных 

функций, если при дифференцировании воспользоваться формулами 

(14) и (15) 

ijfe»- <fi+k> * NfM - f /J- NAM, - f 6)-
-Z.<n,2 ̂ >4<й,ап,л>; 

Г * </Л> (24) 

г^ = -<п.2л9Л> +2NA(Z./t #,)- zNiH-^,)-

-L<fyEr>s;Z:nr> Ц>. 
W d  г  и 5/' 3  

Здесь (]• б/ означает, что берется узел gt ближайший узлу г 
и использовано очевидное преобразование: 

2 <rv rW = < Ä,a n3i> n, n, ̂ £n,2. Й ' (25) 
d 8 <M,> < W 3 • 

В формулах (24) можно было бы продвинуться несколько дальше, 

выделяя в суммировании по ^ узлы 4**4£ 1%j и т.п., но, 

имея в виду использование формул (24) при каком-либо конкретном 

предположении о корреляционных функциях (типа "расцепления кор­

реляций"), мы оставим выражение (24) в таком виде. Ниже будет 

проиллюстрировано применение формул (23), (24). Определенный ин­

терес представляет теплоемкость при постоянной намагниченности 

С* - - V + fafU (26) 

- постоянной намагниченности соответствует по (16) 1^- = Const . 

Заметим, что формулы типа (22), (24) удобны при различных 

общих обсуждениях и расчетах, в которых удается рассматривать 

все корреляционные функции. При простейших аппроксимациях (типа 

молекулярного поля, см. ниже) удобнее пользоваться конкретным 

выражением для 4j, 4*2 и т»п. 
Особый интерес к простому варианту теории магнетизма, в 

основу которого кладется гамильтониан (5), объясняется, в первую 
очередь, конечно тем, что в его вамках оказывается возможным 
описать Фазовый переход к ферромагнетику: исчезновение спонтан­

ной намагниченности при TR. 
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Это означает, что при Н —* 0+ 

*(ТЬ\),Н-0^1-иЛт>ин^)- 0; UrbT.)~i j271 

Заметим, в этой связи, что фиксированное магнитное поле Н ̂  О 

обуславливает наличие некой намагниченности Nt >л£. При увели­
чении Н (Н -» оо ) намагниченность монотонно стремится к I 0), 

при этом условие w/q. устойчивости в изобарически-изотермическом 
ансамбле 

(}й)р> 0 • (ж)/, < 0 (28)) 

фиксирует нам поведение "/j в функции Н как монотонно убывающей 

функции. Получение точных аналитических формул для статистичес­

кой суммы /j, /2 и т.п. в модели Изинга пока ограничено одно­
мерным случаем (см. ниже) и двумерным случаем в нулевом магнит­
ном поле для различного типа решетокŽ = 3, 4, 6 [i; 2; 3; 1.2]. 
Впервые формулу для tnQ (и-о, *-*) удалось получить Л.Онсагеру 

[I] с помощью далеко не простых математических методов. Резуль­
тат Онсагера гласит: _ _<= 

vSZ = lnZ +Jjr^Р* ^ -s/ь j/-(cos* > c*s#}]cfy (29) 
Oo 

С помощью этого выражения можно определить различные термодина­

мические величины по вышеприведенным формулам. Л.Онсагер привел 

впервые (без вывода) и выражение для спонтанной намагниченности$ 

которое позднее его методам вычислил Янг Ql.4] : 

6(°i,T<T<) --[iTtr (i-bt'+t")ZJ \ i(OiTiТк)= /0;зо) 

Критическая температура определяется из равенства 

t-K * (~̂ Г) = J/3K -l?6Z , (31) 

Для значенийj3>Jžy3< имеем для намагниченности: 

6 (о+, Г=Г<) -[*и+К)Нг-tl]* 1 (32) 

то есть точку ветвления. 

2. Перейдем теперь к другой модели взаимодействующих час­
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тиц: к модели решеточного газа. В этой модели полагается, что 

узлы периодической структуры могут быть либо заняты молекулой, 

либо вакантны. Цри этом каждый узел может быть занят только 

одной молекулой и учитывается взаимодействие только ближайших 
соседей. Эта простая модель может быть применена для описания 
адсорбции и абсорбции, решеточной теории жидкости, теории 

конденсации [2; 3; 4; Щ. Полагая, что молекула может нахо­

диться в некотором внутреннем состоянии, спектр которого дает­

ся собственными значениями К(^) и относительно которого 

справедливы все замечания, сделанные выше по поводу внутренних 

состояний в спиновой системе, можно записать гамильтонову фун­

кцию в виде: 

H^N+l(+) -&N++. N+ -Еп4, N++ n^ix (зз) 
л А 

Здесь A/t оператор, считающий полное число частиц (вакантные 

места считаются оператором N. = N- /Э+), - считает полное 

число ближайших пар, взаимодействующих с интенсивностью с. 

(с = сок!) . Есш£>о , то частицы притягиваются друг к дру­
гу, £ < о отвечает отталкиванию. Представляющим ансамблем в дан­
ном случае будет большой канонический ансамбль и статистический 

оператор дается выражением: 

р * V+-H], Spß = 1 (34) 
J ' ' (̂ ,t) 

Согласно (34) и (И) (значок ("/,+) в (34) означает, что след 
берется по внутренним переменным и по собственным значениям 

= о, и ) получаем для Fq. 

л /V ' И "7 /> с 1 \ 
-ß>FQ - in Sfo ехр̂ [Л N+ + tn J» (/з) > 1 -&*> 

Мы ввели обозначения 

S^exp'^AM) 'J,' . " • J- >'V (W , (36) 

Химический потенциал Л* определяется из соотношения, фиксирую­

щего состав 

N+ =<N/> - Sp> (N+p)* N<'% > = /V/* e (37) 
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Заметим, что любые средние, вычисляемые с помощью матрицы плот­

ности (34), являются функциями L,р>, ' имеет место 

своеобразная перенормировка химического потенциала J. V. 

Однако, во всех термодинамических соотношениях нужно брать, 

конечно, Jy [см.ниже формулы (39), (43), (44)3 . 
Средняя энергия дается формулой: 

£ = <•£> - <Ы+> <Ш>+ - (38) 

(см. замечание к формуле (I5)J ; энтропия определяется как 

Sar-/3''<&f> - -[ь /Л </^>-<Л>]-- е (39) 

Основное термодинамическое тождество в данном случае: 

£ - Sc,Т faV-=£> j V = v-AJ (40) 

позволяет сразу сделать вывод, что 

- Го - />4 V S/jA/ , р шрти- (41) 

где fo имеет размерность энергии и определяется как "давление 

расширения" решеточного газа (оно получается как произведение 

среднего давления на объем элементарной ячейки, который можно 
выбрать равным единице: /, р* = р ). Мы видим, что сред­

няя плотность решеточного газа ? дается первой корреляцион­

ной функцией $ j: 

J> " N./N = Л , (42) 

В данном случае представляют интерес как теплоемкость ггри посто­
янном объеме системы (v= о-А/ * N • = ^ 

с - , г. , ätoui/iA),^/Щ (43) 
х-" 7? - КР у (и у̂(уц г (»/з/, 

так и теплоемкость при фиксированном числе атомов: 

С^ы = _ (44) 

Естественной тепловой функцией здесь будет £-Л , Если 
решеточный газ находится в равновесии с другой фазой (скажем. 
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равновесие обычной газовой фазы и адсорбированных молекул, со­

стояние которых моделируется решеточным газом) , то Л должно 
равняться химическому потенциалу этой фазы. Для решеточного га­

за представляет интерес зависимость от удельного объема 1/р 

(уравнение состояния). Оно может быть подучено интегрированием 

уравнения Гиббса-Дюгема: 
и 

АУс/р - N+ctX t. 71 - conU t p = p0 + J/V/jc/u, po =• ) (45) 
' L/J > 

применение которого будет проиллюстрировано ниже. 

Сравнение двух моделей (магнетизма и решеточного газа) в 

рамках учета взаимодействии только ближайших соседей позволяет 

провести полную их аналогию. Бели сопоставить спинам, направлен­

ным вниз, состояния занятого узла, выбрав 

г--j У  =  -  / .  L * 
/3 

что позволяет сопоставить ̂  и ̂  •> -

-А " j 
а/ , 2 J 
> 

) 

/з у 

f - Vй" - (t- -> -/ * ̂   ), 

(46) 

(47) 

то мы приходил к полной эквивалентности задач теории магнетизма 

и теории решеточного газа. Так, зная среднюю намагниченность на 

узел 6 - 1-zh ̂мы получаем для плотности 

(48) 

Одной из существенных характеристик газа является изотермичес­

кая сжимаемость, определяемая следующим образом: 

4 с) /i с) Z? (49) Г - / 
- Р ' Д" J/5, ' >" . 

Сжимаемость может быть соотнесена восприимчивости. Действительно, 

имеем по (22) и (46) 

X  ̂ > 3  v - 4 ^ 4  •  (50) 

но согласно (45) 

' (51, 
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и окончательно 

X =/^Л/Л ̂  } ^ ̂  [<n,Z rir > - N/*J е (52) 

Последнее выражение для ^ можно сразу получить по формуле, 
выражающей флуктуации числа частиц в большом каноническом ан­
самбле через сжимаемость [4]: 

(53) 

Теплоемкости при фиксированном числе атомов < отвечает тепло­
емкость при постоянной намагниченности и т,щ Аналогия эта бы­
ла впервые помечена Ли и Янгом, использовавшими ее в своей ко­
личественной теорга фазовых переходов [i.l]. В теории адсорб-
Ц™ [4; 13; 1.5] первая корреляционная функция/т с учетом 
v46). где в качестве Д можно брать химический потенциал идеаль­
ного газа: w 

^=^0 - <г0 * 4-д,. 
/® уо<^Зу> (54) 

дает уравнение для изотермы адсорбции ( <f„- теплота адсорбции 
при абсолютном нуле, />„ - равновесное давление идеального газа, 

~ 01аЕаотаческая "Ума от внутренних степеней свобода 
молены идеального газа). В том случае, если при адсорбащш 

,Ш= , дассовдация (важным примером здесь является диссоциа-
Ьид0Р°да 1,3 даа хемадссрбированных атвма: Е,-»2Н) 

полагать, что при равновесии 

, "*= |°+ф **•/*/><>//,(f) . (55) 

3. Остановимся кратко на еще одной очень важной физичес-
то^ГОГМе'/0Т0РаЛ 2орошо М0Де-лируется учетом взаимодействия 
Хс в^ГГ:°еДеа- РеЧЬ ВДеТ 0 0™ <»™=e2 
оы;растворе . Мы полагаем, что узлы ре1удярной структуры могут 

™ ̂ЪТ:2Лт °да0ГО ТИШ Ш- —  
соседями Иаые-eL«1̂ 6™ "Т взашодеЙ0тиш "езду ближайшими 

изменением обьеиа будем пренебрегать, полагая что 
дал̂ ювденсжрованной системы зто до^стимо. Это дает ̂  
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A * ̂  А Л Л Л Л Л /\ . -»X 
И- АХЛ/Х ->AiNi_ + tLNil ̂ £-xN1LititN^^ Л^Л/л= А/> (56) 

где операторы А/Л 1,2, Чу, су =1,2 считают частицы сор­

та I и 2, соответственно, и пары /<-',<//• Для них имеют место 
формулы вида (7), где I заменяется (I), а / заменяется (2), то 

есть $'У "считает" частицы 1-   сорта а Ъ (I - If) - второ­

го. Операторы /4 и £ описывают внутренние степени свободы 

атомов 1-   и 2-го сорта, которые учитываются независимо от 
конфигурационного вклада. В данном случае представляющим ан­

самблем является большой канонический ансамбль и равновесные 

усреднения проводятся со статистическим оператором: 

р = exf/s[Fs N. у. Л/, - н], fyyfcrATii-tJ.m 

Термодинамический потенциал 1~$ получается из условия норми­

ровки 

а химические потенциалы Ди Д определяются из условия 

Л/j = <4> A4 = </Vz>, Nt -ZV/, , /Vx -/Vft-ii J . 

Как и в случае решеточного газа, здесь мы также имеем своеоб­

разную перенормировку химических потенциалов: Л7 -> к = 
- и t *"/&) i Лу, однако, во всех термодина­

мических Соотношениях [см.ниже формулы (62) - (67$, берутся, 

конечно, jt, . Средняя энергия дается очевидным выражением: 

E'W-i<k\+Nsi\ ii-/')-

(60) 

* A/M ^ . 

. 2 Ex 6 J и. 1 
* dß J -
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Основное термодинамическое тождество здесь 

Е ' 5Т = /<i А/^ V- ̂  Л/^ $ (6j) 

наряду с выражением для энтропии 

S T « > =  Е - / « А - A ( V  F s  ,  ( 6 2 )  

позволяет сделать вывод, что f"s в данном случае есть просто 

Fi - -/<i - А Ч. , (63) 

Химические потенциалысуть фу нул и w температуры и относи­

тельного состава х, = NyN у х̂  - у xf * х* = 4 . 

Заметим, что отсюда следует возможность определения одного из 

химических потенциалов, если другой известен кяк функция сос­

тава. Действительно, из уравнения Гиббса-Дюгема имеем 

=» -Sc/T + V/c/p = Q (т-conii, рж0^64) 

Отсюда, полагая известным (**,/></?)' получаем: 

-?Г obit = i^ö/x, и * и (х -Л- Г**<^/х(65) 

где /i2(xx~°)-/лл(*2. =* i) химический потенциал чистого 
компанента типа 2. Ниже будет проиллюстрировано применение 

уравнения (65) (уравнения Маргулеса). Теплоемкость при посто­

янных химических потенциалах первой и второй компонент раство­
ра дается, если воспользоваться (60) овидной формулой: 

- (66) 

¥фЛл1 

- здесь естественной тепловой функцией будет Е -уил . 

Теплоемкость же при фиксированным составе раствора /> -
дается формулой 

. (67) 
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Несложно проследить аналогию между вышеочерченными под­

ходами к описанию регулярного раствора и задачами теории маг­

нетизма и решеточного газа. Если сопоставить частицам сорта I 

направление спина вниз • (занятого места (+) в решеточном га­
зе) и воспользоваться представлением операторов /V/ и Алу по 

формулам (7), получаем для F& : л 

-/зЛ//>2+ 6bSpe*f>ftL-U+ vNtJ> ^ 

U ̂2 -Mt* 4/fi In Jy& + * (e„ - w=2£it -£s - ̂  . 
Сравнивая (68) и (10), видим, что если потребовать, чтобы 

W-J,  LS = L, - ^69) 

то между константой нормировки />, для задач магнетизма и F% 

имеет место соответствие: 

Fn * т + 7̂ ) - +"£«*&-4*1, 

Таким образом, если учесть (69) и (70), то все результаты по 

магнитному варианту модели Изинга имеют место и для регуляр­

ных растворов. В частности, если мы располагаем выражением для 

Sj в функции ftН, {1,3 , то, производя в нем замену (69), полу­

чаем уравнение, связывающее Хр/<Уу<,у? .Теплоемкость при по­

стоянном покрытии в теории решеточного газа после соответству­

ющих очередных преобразований переменных [см.(69) и (46У] пере­
ходит в теплоемкость при постоянном составе (67) и т.п. В свя­

зи с указанной полной эквивалентностью этих моделей обычно 

пользуются одной из них. Мы, как правило, будем пользоваться 

магнитным вариантом модели Изинга. 

4. Остановимся кратко на некоторых свойствах симметрии 

выражения (10), позволяющим сделать заключения о поведении ft(H) 
, и наметить еще одну область применимости результатов, по­

лученных в антиферромагнитном варианте модели Изинга. Первое 
свойство симметрии £ формулируется следующим образом: 

А <4/3, J)+ Jt = 1 : (71) 
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Оно является следствием инвариантности гамильтониана (5) по 
отношению к преобразованию: 

yt//y Лу -> Х-Ц , (72) 

Преобразование (72), примененное к £ ( H t ß  j) =  >  
дает ' ' ^ ' 

Л Г-"./3- z) =5/> [п;р(-лн)]= Sp[(iга) 

что вытекает из (72) (операторы ̂  и имеют одни и те же 

собственные значения 0,1). В (73) указываем зависимость опе­

ратора плотности от магнитного поля Н: . Свойство (71) 
позволяет сделать вывод о том, что d(nj- i- является 

нечетной функцией магнитного поля Е (либо, по (69), что 
1 " 2Х1 является нечетной функцией Vj _ у + Я(е1-£±) j 
Ферромагнитный случай ( J> 0) и антиферромагнитнь§ случай 

( J <  0) различаются характером поведения 6  (Н) при НО: вс 
втором случае 

- bni(H) = О (74) 

для любых температур, и система в целом не обнаруживает оста­
точной намагниченности. Для ферромагнетика (J> 0) соотноше-
ние (74) выполняется дая Т> Тк (fi </}<), а дая/з >/3< имеем 

* *°(f) И О . (75) 

Заметим, что и в (74) и в (75) предельные переходы выполняются 
посл| предельного перехода ~ : в термодинамическом преде­
ле. Для конечных систем (iv < о.) соответствущие величины не 
обнаруживают особенностей, как функции температуры Tl il 
Согласно (37) и (46) £(Н), где -оо< н<=~ дает нам дош каж­
дого значения Н и фиксированной ß значения величины равновес-
нои плотное® решеточного газа. В двухфазной области 

' ^ определяет кривую сосуществования системы 
газ - жидкость, удельные ооъемы которых в области фазового пе­
рехода даются выражениями: ^ пе 
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"г'к = (1-4(/м) ' ̂  * ~kc* а+ . <76) 

Температура, при которой dofy3*/3<>0- критическая температура 
перехода ферромагнетик - парамагнетик, является одновременно 

и критической температурой фазового перехода газ - жидкость 

и т.п. Заметим здесь же, что резко возросший в последние го­

ды интерес к модели Изинга обусловлен в первую очередь надеж­

дой построить на базе ее микроскопическую теорию фазовых пере­

ходов в кооперативных явлениях: полагают, что в области фазо­

вого перехода , хорошо работает именно модель 

Изинга (5). Для этого есть и определенные экспериментальные 

основания. 

Два последующих свойства симметрии ограничены случаем 
Н = 0 [2; 4j . Помимо этого рассматриваются периодические 

структуры, для которых все узлы разбиваются на два подкласса: 

ы - узлы и /3 - узлы. Цри этом мы полагаем, что все ближайшие 
соседи с* - узлов, суть /3 - узлы и наоборот. Для Н = 0 опера­

тор Гамильтона (5) запишется в виде 

Л ft* Р ' <«/»' » 
Мы разделили в операторесуммирование по ос- узлам и ß -
узлам; заметим, чтоД суть ß- узлы, aa^yjot- узлы. По­
скольку, гамильтониан (77) инвариантен относительно преобра­

зования 

3 ~J ; i- У* (78) 

- состояние I в ос -узле заменяется состоянием 2 в ос-узле и 
наоборот - здесь надо использовать (77) и определения (7), а 

также тот факт, что -

йп* "л . (79) 

Тогда при Н = О 

(-J) = % (J) (80) 
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что, в свою очередь, означает, что все особенности в теплоемкос-

™ сн=о = 4 =0 Р̂и Т=ТК доя ферромагнитного случая (J> о) 

будут иметь место и доя антиферромагнитного случая (J<o). При 

этом, сама температура TR является той температурой, цри кото­

рой в антиферромагнетике пропадает дальний порядок. Параметр 

порядка здесь дается просто зависимостью б(н-*о+, Л /3) . Это 

можно пояснить следушцим рассуждением. В антиферромагнетике при 

Т = 0 осуществляется идеально упорядоченное состояние (двухкрат­
но вырожденное), в котором все * -узлы заняты первыми состояни­

ями U), а /3 -узлы - вторыми состояниями (f ): энергия основного 
состояния минимизируется при ~ (имеется г^/2 проволь-

ных пар).При Т ̂  0, однако,всегда имеется отличная от нуля веро­
ятность обнаружить состояние t на ос -месте и состояние / на 

р -месте рядом, то_есть_имеем 

(81) 

неправильных nap((<xf,/3f )-пара: f t  в («,/3 ̂ -соседних узлах 
например). Воспользовавшись (79), мы видим, что задача вычис­

ления Fs (J>o)f как задача_вычисления шпура по состояниям с 
фиксированным числом пар NH при различном числе , экви­

валентна задаче вычисления Fs(J<o) ̂ фиксированным числом не­

правильных пар при различном числе_Л^ на неправильных местах. 
Поскольку вероятность обнаружить (н̂  0 > 

имеет два резких пика при г d - *o(ß) (црИ л</3 v/ ' * 

имеем пик при = J/2), то и вероятность обнаружить М =/V/, 

на /1 -местах дается А (/!>/!<, У< о;. в антиферромагнети-
ке имеем, конечно, zJ<0,/3>о,однако, имеет место разде­
ление на две области, различающиеся вероятностью обнаружить сос­
тояния 4 на /3 -местах, но с одинаковой степенью дальнего по­
рядка, Согласно (64) случайно отвечает тому, что 2£ ,>£ *с 
и регулярный раствор ниже Тк распадается на две фазы/ваз^* 
дящиеся в равновесии, содержащие разный процент 1-ой и 2-ой 

Следовательно- Результаты по ферромагнитному вариан-
Z Ä temra с У=ето" '64) позволяют нам рассмотреть как 
2^ные сплаш типа замещения, так и рехулярные растворы <би-

но ГОР"е рез3™>та™ будут приведены ниже. Особен­
но полно жидкие растворы при различных концентрациях Xj и х. 
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душ. целого набора веществ рассмотрены в [l.6J. Отклонение 

свободной энергии Гиббса (G--Fs) от значения ее для иде­

альных растворов G0 изучалось в рамкам квазихимического 

приближения модели Изинга [3; 4; 1.6]. (Согласие с экспери­

ментальными значениями, полученными из равновесных давлений 

паров смеси, очень хорошее. Антиферромагнитный вариант мо­

дели Изинга 3<о отвечает согласно (69) случаю 4 €л >2£,z : 
бинарной системе энергетически выгоднее образовывать сверх­

структуру (упорядоченный сплав, в котором компоненты I и 2 

занимают, в основном, чередующиеся положения в узлах решетки). 

Критическая температура Тк здесь отвечает переходу порядок-

беспорядок и состояние системы при Т < TR характеризуется па­

раметром порядка 

2" б(н * 0+ , J>0, i- 2/j, (77) 

На основе этих соображений и с помощью различных при­

ближений в модели Изинга, важнейшие из них - приближение 

Брэгга-Вильямса (см.ниже) и Бете-Пайерлса-Гуггенгейма [*3,4] 

развита количественная теория переходов порядок-беспорядок 

[1.7, 1.8]. Поскольку значения ̂ связаны (зачастую довольно 

тесно) с электрическими, магнитными, механическими свойства­

ми сплавов, очевидна важность улучшений аппроксимаций в мо­

дели Изинга. Существенным улучшением количественной теории 

сплавов было введение Пайерлсом параметра ближнего порядка 
[1,7}, определяемого через относительное число неодинаковых -
пар в нашей терминологии. Таким образом, если ввести 

[1.7] -

9 = z - z(A-A), (78) 

то параметр ближнего порядка ̂  определяется так 

3- - (79) 
Г«й* - У ••••»» J 

где и Язначение X в состоянии полного порядка 

(в простейшем случае стехиметрического состава оно равно I), 

и минимальное значение в состоянии полного беспорядка. В [j.s] 
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обсуждаются различные способы введения . Заметим также, что 

модель решеточного газа с минимальными видоизменениями может 

быть использована применительно к адсорбции газов на поверх­

ности твердых тел [j.3, I.5J. Имеется много работ по примене­

нию одномерной модели Изинга к биополимерам; к сожалению, не­

достаток времени не позволяет нам даже бегло коснуться этого 

вопроса. Некоторое значение модель взаимодействия между бли­

жайшими молекулами имеет в так называемой решеточной теории 

твердого и жидкого состояния j~4], но даже беглое изложение ее 
сильно вывело бы нас за рамки этих лекций. 
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Глава П 

ФУНКЦИИ ГРИНА. И КОРРЕЛЯЦИОННЫЕ ФУНКЦИИ 

В МОДЕЛИ ИЗИНГА 

I. Гамильтониан Изинга, с помощью которого были выведе­

ны различные термодинамические соотношения в I главе, получа­

ется из гамильтониана Гейзенберга, если в последнем пренеб­

речь слагаемыми, описывающими взаимодействие между Х-и у -ком­

понентами спина и ограничиться суммированием по парам ближай­

ших соседей [J.21: 

ic = n!(.)Th z š;  - t n  
' * <fi,V 

Напомним, что здесь 
fo - магнитный момент атома в узле решетки, 

Н - внешее постоянное магнитное поле, 

J - константа обменного взаимодействия. 

Полагаем, что тгяжтшй узел, отмечаемый индексом / , имеет £ 
ближайших соседей. Ограничимся случаем спина 1/2. В таком 

случае преобразуем гамильтонианX ,как это сделано выше, к 

операторам спиновых отклонений /т./ , образуемых, в свою оче­

р е д ь ,  и з  о п е р а т о р о в  п о р о ж д е н и я  и  у н и ч т о ж е н и я  о / , :  

^ Q f ,  Q f  a / -  >  Q f O p  *  _  ( 2 )  

В этой формуле полагается, что Of - операторы Ферми, и, 

следовательно, собственные значения равны 0 и I: л*--

Получаем после несложных преобразований: 

Ж=м(Гм-^-£)+ LEW -Ы %% . 13) 
Г <Г| f, ) 

Ка^подробно пояснено выше, преобразование (2) не затра­

гивает & ). Корреляционные функции в модели Изинга опреде­

ляются следующим образом: С?; С к * 

Ф'"\ т-<л,п«3.п%\ г,"'3 
д' 9* i i " t-i 1 »1 A Vi 
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Индексы t <: г") здесь и ниже будут всегда нумеровать уз­

лы, ближайшие к некому выделенному узлу f - дкхЗые узлы, 

не принадлежащие к набору , а угловые скобки, как обыч­

но, обозначают среднее по ансамблю от оператора, стоящего в 
них, с гамильтонианом (3): 

<А> -Sp (Ae/Oyspe^ , ̂ -( кТ) ±
0 (5) 

Заметим, что первое слагаемое в (33) выпадает при вычислении 
любых корреляционных функций (5) и для большинства проводи­

мых ниже выкладок важна "операторная часть" гамильтониана (3). 

Однако, при установлении эквивалентности между различными за­

дачами, когда сравниваются соответствующие термодинамические 
потенциалы, как это было подробно пояснено в I главе, его 

нужно, конечно, учитывать. В дальнейшем мы будем его, как 

правило, опускать, относя термин "гамильтониан Изинга" к его 
операторной части: 

(6) 

что, впрочем, не должно вызывать недоразумений. 

При выводе уравнений для корреляционных функций вос­

пользуемся методом двухвременных температурных функций Грина 

L6j (см. также [1.2]; [2,1} ). В данном случае удобно исполь­
зовать антикоммутаторные функции 1£инае Запаздывающая (ret.) 

^опережающая (adv.) функции Грина определяются формулами 

в(*~1)=«А(ь)1В(ф>г= Q(t't')<A(t)BH')+ e(t')(A(t)» 

t) <A (i)ßU') +B(t')A(i)> 

(7) 

- то есть *£=-!. Если определить их Фурье-компоненты сле­
дующим образом: 

6««(Е)-:Ио?>е'ид, фп 4 (8) 

то, как известно [6j , для них имеет место следующая система 
уравнений: 
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EG^'(£)^<[ABjf), /'*,* _ (9) 

Ниже индексы у функций Грина указывают операторы, с по­

мощью которых они строятся по (7),JC -гамильтониан системы 

частиц - для задачи Изинга он дается формулой (3), - индек­

сы + и - у квадратных скобок означают антикоммутатор и ком­

мутатор, соответственно; операторы А и & в неоднородном 

члене уравнения (9) берутся в совпадающий момент времени. За­

метим здесь же, что временная зависимость операторов всегда 

полагается следующей: 

д(*) = Ä(*)exp(-t<fcO, H'i) (io) 

то есть операторы берутся в гейзенберговском представлении. 

Мы называем (9) системой уравнений.поскольку GJ
Ag(£) "зацеп-

ляется" за (&,'//) 0 помощью такого 

же уравнения за' м-з.нК'З и т,п* Построим цепочку урав-

нений для различных функций Грина в нашем случае: гамильтони­

ана (6). Уравнения движения для оператора С гамильтониа­

ном (6) выглядят следующим образом: 

'PfSf, (п)  

С помощью (9) получаем следующее уравнение для функции 

Грина (30(£) - «Of 

E6.(E)-><E»,.O,N.> + «[А,«].Iа; » _ (12) 
Поскольку по (2) и (II) имеем 

lQ+Ql\t 
= i, 3(L-3Fi)äf > U3) 

TO уравнение (12) запишется так: 

E^(E)-5г + ; (14) 

то есть функция Грина &0(ь) "зацепляется" за первые функции 
Грина которые войлут в комбинации: 



* л 
GI(e)=2 Gg. (E)^2 <<o# n8- |Q;», U5) 

Перенося функции Ityma G0(E) и Gx(e) В уравнении (14) в 

левую часть и определяя "нулевую" корреляционную функцию F~0 : 

F0 de) 

Получаем первое уравнение цепочки: 

(Е-L)G 0(£)+ Д2%(£) =J=F 0  . (17) 

По такой же схеме можно подучить уравнение для функции Гри-

на - какой-либо из 2 узлов, соседних с у злом f 

Е « О ^ 5 ; >  
( 1 8 )  

которое после несложных преобразований запишется в виде: 

(E-Ltj)G3. I-( F8l--<n8,>_ (19) 

Продолжая процесс получения уравнений по очерченной схеме 
лля н Т-л" "ы приходим к це­
почке уравнений для гриновских функций [7] 

(6-L*3)6.;> J£G«ir. 3 1*3« яг'1 

" ' "fG~ * Yi r (20) 
d1 dz 1 St  ̂4? 1 ?< - •-ft-i. 

(E-L-fEj)g, - = C" 
3''' d 21Г W 

Здесь определены формулами (4), a , 

—, Gg, <ji антикоммутаторные гриновские функции в 
E-представлении: 

Go=«Mö/», % = Щ1«Й >... в§1. .^ЩCln^ lal». (21) 

Последняя функция Грина G8i...9j6 =«0/Л81...и8а /а/» не 

"зацепилась^ за следующую по той причине, что по (II) произ­

водная от CJj (*) выражается через Qj(-l) и ̂  , построен-
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л 
ный ив операторов flg.! : операторов спиновых отклонений на уз­

лах , Птгижяйшт к 4- (cjl е. $ ) . Далее 

L %5 [И9«Л]- =0 > Н-Ъ** -> (22) 

что и дает в итоге 

п3:; а8»)а ßfnj:"J 4 
(23) 

Отсюда 

£%fr(E)~&r<'nfr •п3'>+(и~*з)£зл $*(E) t  (24) 

то есть последнее уравнение (20). Более компактно уравнения 

(8) записываются в терминах симметризованных функций Грина и 

симметризованных корреляторов, которые получаются из выраже­

ний (4), (13), (12), если там просуммировать по всем наборам 
... при ^ (мы обозначим такую операцию 

под знаком суммы): 

(E-L*»>S„ + JG„4, =^R, , т-о,1..^Ла>'°;(25) 

6к=В«а# Пп9.1<^> , <fu = <^S^8.> 

<^-4ю> А к *"*«> 
3 1 FK-. < 1>|.>. 

Заметим, что, внося операцию^0 под знак соответствую­

щих средних и вводя "симметризованшА оператор Проектирования 

на состояния к узлов, ближайших к узлу -f" ; FK-JC xn3l ' 
можно переписать } h< фк еще компактнее: <3J 

6к=«о,Л(о;», f K F K > j  4 Ъ * < i y F k> % (26) 

Уравнения (10) несложно разрешаются относительно GK: 
I «6-m n JL f. i Лк £ F - / - b J 

Gm ic! (и-к)! С-Е*и >1**0,4,. i /27) 

Учтем теперь, что фурье-компоненты запаздывающей и опе­

режающей функции Грина, которые могут рассматриваться как еди­
ная аналитическая функция, имеют место спектральные представ­

ления: 
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Gk(ehN^M^. 
-oo 

(28) 

gm - {: 

Бри этом энергетическая переменная полагается комплексной ве­
личиной £- RiE + LJm Е и для 6<0О имеем: 

'бк(Е) >0 

е°(£) JmE <0 , 
а спектральная плотность JK (c j) определяется ТГАК скачок 
функции Грина на разрезе «Тт. £" » О ; 

(axjojico + J< (<»>)fß<(«0 + t£.) J e (3Q) 

Выражения (27) являются просто суммами энергетических знамена­

телей С Е- Ep J и , есж воспользоваться известной формулой 

Х -  J  l e t .  =  Р  ?  ,  ( 3 D  

то формулы (22) немедленно дают для спектральных интенсивнос-
тей 

л g -

Ю-2 ̂  <£(£-Е„.Д 

Теперь мы можем воспользоваться спектральными теоремами, по­

зволяющими с помощью спектральных функций Jfg (<и) - (индексы 

А В фиксируют те операторы, на которых строится та или иная 

функция Грина - см. выше - и которые во всех выше выписанных 
формулах были заменены просто индексом (*v); так JQ Q* feu ) 

получается из (13) при п*0\3<цПп9с 0\ (V) приtfi =1 и т.п.) 

- получить выражения для временных корреляционных функций от 
операторов J(t) , ß(i') £6,2.i] : 

<ß(i) в(ф = Jj#g(v)€Xf>[p-L 

(Õ (t') Alt)}- рДо f°) [*<- (t- ?)]*> </u 
(33) 

После интегрирования по Е, которое в нашем случае тривиально, 
и если положить в формуле (33) t - l' (равновесной случай), мы 
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без затруднения приходим к алгебраической системе уравнений 

относительно корреляционных функций и Fm L^J: 

Ф«. -£(4)"fn+mŽ^iEy; Nm>« /-41- * _ (34) 
n = o K«<3 

В итоге мы получаем систему, состоящую из ( Ъ + I ) - уравне­

ния для 2(2 + I) полностью симметризованных корреляционных 

функций Фк Гл. ,к а -- 0,1, ž. » но» поскольку имеют место 

соотношения 

£ = <l>=4, F1=<iAs.>=z<(ns<)=z<to ̂ £ t (35) 

то мы располагаем (Z + I) уравнением для Zi неизвестных 

корреляционных функций, то есть "не хватает" (£ - I) - урав­
нения. Система (34), альтернативно (20), может быть наполне­

на, если рассмотреть цепочку уравнений для "расширенных" функ-

ЦЕЙ Гржна, как несимметризованных (типа /21/),так ж "симметри­

зованных" (типа /25/): 

Gii}=«otio\a;», Ggy=«a,^|dA4»,... <36> 

Тот факт, что цепочка уравнений для^функций Грина "расширенно­

го" типа (при определенном выборе ОА, ) получается без затруд­
нений и алгебраическая ее структура не отличается от структу­
ры системы (12) обусловлен, конечно, видом гамильтониана Изинга 

(I), для которого [tyXJ- зависит лишь от узла / и его ближай­

ших соседей (см. /14/, /15/). Если Оц строится на опереторах 
/г4 , /г/ - а-х^ . ^ £ А то вся схема получения урав­

нений доя функции Грина "расширенного типа" (Е- ) алгебра­
ически ничем не отличается от той, что приводит к (12): форму­
лы (II) - (16). Это дает для соответствующих корреляционных 
функций Ф"} --<n/Aoc>, f-~ru) = <4fКо)систему уравнений по 
внешнему виду полностью подобную (26): 

*.  (37) 
m-o K- t 
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В (36) оператор Ob, строится из любого набора операторов , 

• • • » где 4 6 /, fi ; в частности, в качестве может 
браться просто оператор заполнения некоего Л -го узла 

причем к не является ни / -ым узлом, ни одним из узлов 

(к=1,,,,ъ ), соседних с узлом ̂ L. Таким образом, если мы рас­

сматриваем все корреляционные функции, описывающие корреляцию 

узла c/V—I узлом решетки, мы имеем для тшу однотипную цепоч­
ку алгебраических уравнений очень простой структуры (34), (37). 

Это связано» конечно, с видом гамильтониана (6), обуславливаю­

щим (II), (14) - (16) и проекционным свойством фермиевских 

операторов заполнения р-го узла; - пр , Однако, несмотря 

на то, что уравнения для корреляционных функций, описывающих 

корреляцию состояний в узле / с состояниями его первых соседей 

\ и т.п.), вторых соседей ( 

(<  т.п.), ... , Kr-ых соседей (<^ ̂*>, 

<и^п<*лхг>, и т.п.) выписываются с помощью (26) и (29) авто­
матически (см. например, раздел 3 этой главы), для находдения 

корреляционных функций требуется сформулировать эффективный 

способ "перебора" всей цепочки уравнений (34), (37). Пока это 

удалось сделать лишь для одномерной цепочки. Существенным 

здесь оказалось использование симметрии системы. Уравнения 

для корреляционных функций выглядят компактнее (в смысле обо­

значении) , если их выписывать для симметризованных коррелято­

ров, как это и сделано выше (34) и (37). Однако, при конкрет­

ном использовании уравнений цепочки приходится прибегать к 

уравнениям для несиметризованных корреляторов (см.ниже раздел 
3). Они полностью сходны с (34) и (32); но индекс (m.) у 
L (А) С(к\ 

, I«. описывает совокупность индексов фиксированных бли­
жайших соседей, тогда как суммирование по п проводится по ин­
дексам всех остальных ближайших соседей, то есть мы имеем 
уравнения для частично симметризованных корреляторов. 

2. Прежде чем перейти здесь к нашим результатам относи­
тельно одномерного случая, остановимся вкратце на некоторых 
точных соотношениях для корреляционных функций, получающихся 
на базе неравенств для спектральных интенсивностей и коммута­
торных функций Грина, указанных в свое время Н.Н.Боголюбовым 
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[2.2$. toi показано, что основное свойство спектральных интен-
сивностей t J: 

Jää* Mž О (38) 

и тот факт, что мы имеем дело с билинейными функциями опера­

торов А и 6 позволяет для установить следующее 

неравенство: 

(£)%• Î Хв(Е)|* J5e(£)s^e*Ä*fE), 

а для коммутаторных функций Грина при Е = 0, (о) , где 

имеет место следующее неравенство: 

(о)> (<$!* д#в (о) = tjs+A*(<>). (41) 

Неравенство (41) является по существу распространением нера­

венства Кош-Шварца на билинейную форму операторов 1 и Ž, 
которую представляет собой коммутаторная функция Грина. По­

ложительная определенность аналога скалярного произведения 

cj$Ä+ (о) следует из (38) и того факта, что для любых име­

ем 

expf*»-* >о (42) 
uJ> • 

В последнее время неоавенство (41), в слегка модифицированной 
форме, было применено различными исследователями для доказа­

тельства отсутствия специфического упорядочения сверхтекуче­
го, сверхпроводящего, ферро- и антиферромагнитного, кристалли­

ческого типов. Все эти очень простые и строгие доказательства 

так или иначе восходят к известному результату Н.Н.Боголюбова 

об особенности типа с£'2 унарной функции распределения в 

системах взаимодействующих ферми— и бозе— частиц [[2.2J. Мо­
дифицированное неравенство получается следующим образом. С по­
мощью (25) несложно показать, что: 

(v)=JL$ß (°) = -tö (") .  ) 
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л . . * 
Выбирая оператор А в (20) - (21) в виде «уо , //-гамильтони­

ан системы - имеем 

А = Lp = [£<&)- Д4 = -t'/э* ) (44) 

и получаем 

рь (о) -Jj- _ь •,i—^, р¥,р.(фри-i)^ - (45) 

- <$рр*]-> 
-последнее^является следствием спектральных теорем ( П (25) ). 

Оператор В в (41) остается в широких пределах произвольным. 

Заметим, что (о) из (41) допускает следующую оценку: 

gs-6 s^Li(f£rOc/" (ет/з';>-1)|?«Ч(4б) 

<$+ а (о) * I f^ß+ 0 (")(е"рр<* +i)Jco š f < [B+ß], >, 

- последнее является следствием спектральных теорем (П.25) и 
того факта, что для любых х 

~41 , -"=5 X <0° . (47) 

С учетом (45) и (46) имеем для (41) окончательно: 

f (<!>Р' P\I_>)(<[B*ßj+>)» (48) 

здесь gAB (о ) в правой части (41) было также преобразовано 
с помощью (43), (44) и спектральных теорем: 

Зав(°) ( е х!°(Ьо -i)ctco =ßpjs(<o)(eP ĵ)c/u [̂p,в]> (49) 

Во всех доказательствах относительно специфического упорядо­
чения использовалось неравенство (48), а операторы выбирались 
с учетом специфики задачи (фурье-компоненты оператора спина, 
фурье-компоненты плотности и т.п. см.}например, ссылки на эти 
работы в [ДО] ). 

В модели Изинга исходные неравенства (39) - (41) и вы­
ражения (32) для спектральных функций доставляют регулярный 

и простой прием получения неравенств для различных корреляцмон-
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ных функций [io], В частности, перешснвая (32) в виде 

1 / \ Г' К/ А „/ _ X VT NK*mS(i*-E.K4m)r?,*tftr 
S(u-EK.„yL ~! (so) 

к*в к • к-О «**> с- ) 

получаем из (30) - с учетом того фактора, что О (см./32/) -
ж-т-к. z-ro-к. 

У LA f О К-0,1...2-т 
(51) 

Для иллюстрации рассмотрим (51) для Z = 4 при т = о, что от­
вечает выбору в (38) в качестве JK(v) "основной" спектраль­

ной функции, с помощью которой получается первое уравнение (34) 

Выражение (51) дает 

i - 4 } i +  6 f t .  -  ' f ,  t o ,  4 = < / > > ,  
<*$«>-

%=< n$i ̂  ̂ >, V7, = n̂ x np ad,y. 

Также просто выписать соответствующие неравенства для /и = I, 

... 2 и для 2 = 3, 6, ... . Для получения более тонких нера­

венств в модели Изинга можно исходить непосредственно из не­
равенства (41). Выберем 

А ~ <• &/ = , & = > (53) 

с так выбранными операторами Я и § получаем с помощью (43) 
ГЧ*/ГГТЛЧГТ*ФО TTOf̂  та ( А Т  ̂ Л тто тпплтттт.то титомглш*ст • для сомножителей в (.41) следующие выражения: 

•• '' -Я*« iAx. 
'« X 

/ 

(54) ^ sie /4) - JX /"J «у 

/oyl - Jja/4f+ (е̂ -1)аЛо -= <([fy а/]>-1 -ž/j =6 , 
Отсюда приходим к неравенству 

(•tt%A*'lu)(L~'2Lfj+47<fc ~JŽA)>' ö * (55) 

Далее, использовав (39) и замечая, что/L' = I, см. (51), пе­

реобразуем (55) к виду: 

". ("><°. Э>,о) (56) 
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Имеем некоторое строгое неравенство цпя первой и второй кор­
реляционных функций Л - </"?/> и  ф х  -<У)у /^ > - которое должно с  
необходимостью сохраняться при всякого рода аппроксимациях. 
В [го] были разобраны и другие неравенства для ф(/) F/Уу) 

получаемые из (34) с помощью вышеочерченной стандартной про­
цедуры. 

Нам представляется, что это простейший способ получения 

различных строгих оценок для корреляционных функций. (Дня срав­

нения можно обратиться к работам Р.Гриффитса [2.3], где некото­

рые неравенства были получены прямым рассмотрением изинговской 

статсуммы с привлечением различных топологических соображений. 

Одно из его существенных неравенств: 1 + сразу следу­

ет, в частности, из первого неравенства (40): gAA+(o)>О. В 

этом смысле неравенство (56) уточняет и обобщает неравенство 

Гриффитса). Заметим также, что неравенства (39) - (41) устанав­

ливаются для любых температур и значений магнитного поля. Шло 

бы интересно попытаться с помощью неравенств получить строгие 

доказательства (оценки) для критической температуры, различных 
комбинаций критических индексов и т.п. Конечно, неравенства, 
как выписанные выше: (44), (48), так и более сложные jiol не­
обходимо бы было комбинировать с равенствами - уравнениями (34); 

(37). Ясно, что такие оценки были бы весьма нйтрититя-тгьнтлигрг - они 

должны бы были сложным образом зависеть от 2 . Ниже в гл.Ш мы 

приведем пример одного простого применения неравенства (48). 

3. Остановимся кратко на решении системы уравнений для 
корреляционных функций одномерной системы (7). При этом будем 
полагать, что спины располагаются в /V узлах одномерной перио­
дической структуры: - удобнее будет полагать эту одномерную 

решетку свернутой в кольцо, а N -ый узел совмещенным с исход­
ным узлом р . В таком случаеN -I узел идентичен узлу gj ,/V -2 

узел узлу Ai и т.п. (см.рисунок). Только в этом разде­

ле в целях унификации обозначений, мы будем обозначать корреля­
торы Ф0 , Ф§1 , и т.п. символом У: , с = 1,2,...7. 
- см. ниже. Будем пользоваться системой (34) и (37), где в ка­
честве набора узлов (X.) суть указанные на рисунке в тексте 

С )*hL , с = 1,2, A.:<L ̂ t . Из трансляционной инвариантнос­
ти имеем соотношения между коррелятотэами, входящими в систему 
(34), (37): 
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Ф  = Fo -F, -F /r^L _ у w_2 r$l r/i r<= = r„ - г 0 = Л = X1 *"/i 
Й.) #И о 

Фы-Ф™-4Ах>=*,~~^, 

Ф^-Ф^-Ф^-** *+*, 

га*А*т С' Ф»«А)х s •<!•*? -fix _(#,,y " " d*d* 9Ф 
F 1 J - Г V ̂  -* и » •> - hg* -X* ,А) а) 

(здесь справа от , гл .. .изображены отвечающие им "одномер­

ные" диаграммы, пользование которыми очень удобно). Уравнения 

(34), (37) и соотношения (57) позволяют выписать семь уравнений 

для сени корреляторов: 

(4+2 Ne-2WJ ХА - (N0-2Ns N')xx= No , 

Nixi-x1-(Mi-NJ)x1=o> X3 - N2Xä = ö, 

N0X1 - (Ne-N^Xz -X* •* (/% -2^ * Ыг)хг - (Nt-N^x^O, 

XA-(sl^Xy = О, ^1Х2 -X3 -(N1-Nz)>5 = O, 

(i+f^-Njx*- - Nzx4 = q. 
(58) 

Одвоко, если учесть, что 

(59) 
А/оАУ, (i-zu,r= N * U - N . ) ( i - A/J, 

то легко показать, что одно из уравнений (58) является след­
ствием остальных. Аналогичная ситуация имеет место для формаль­
но полной системы уравнений, выписываемых для корреляторов 

(к - I ) и К- "координационных" сфер , F, ( К -

отсчитывается от узла -f - см. рисунок ). Недостающее уравне­
ние получаем следующим образом. Выписываем уравнения системы 
(37) для K-I и К узлов К > 4 : 

Ф„""1> = (N. - N1)(F3f V + 

(х-j) 

3*2* 
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(<) 

NcFc
m- (N.-N±)(F3?+F£*>)->(N,-ZNt + K)Fto\, 

ф{<) - to F ( А) 

Здесь верхний индекс у всех корреляторов : (К), (Й-1) 

означает ,^что АК-ый, альтернативно (R-I), узлы заполнены опе­
ратором Ок = hK; 

*н. = <"аЛ V-A вт-п-
Используем равенство, следующее из трансляционной инвариантнос­
ти (см.рисунок и диаграммы дня <Ф^ , <Ф^ ): 

d> *-л/к,) г1к) а * . ^1*К) ~ (61) 
в* 81 ' г" = Ф« = Ха> * f. ^ < 

Фд1/ ~ * —х-1—<- • - • X 
Л.Ц ^ f <-1 ' 

и вычитаем отвечающие чХ , <рГ\ уравнения. Это дает 
3 91 

( 0 _  С К " >  .Ы\ (62) г <«> с-^" Ni , ы\ 
Fs*s-= W + -t. J 

Из (62) и придавая индексу к значения 4,5,6 ... к имеем: 

*>-* ,  ( 6 3 )  

где мы использовали систему (50) и оставили яшшч Хт, Х^. 

Заметим, что Х4 по первому уравнению (58) выражается через 

Xj ; так что (63) связывает hj/äV , 4>f0, Xj. Из (63) име­
ем реккурентное соотношение для и«>: 

> (64) 
™с Г с о J ) Л/у /v^ * 

Р = [U •* Kj.) 1 
а~"* L Nx - J 
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Коэффициенты в (64) / и уо не зависят от индекса узла К. Соот­

ношение (64) дает возможность, например, получить Xi S0 

и точно определить все корреляционные функции, а также опре­

делить ассимптотику при раздвижении узлов. Чтобы не загро­

мождать изложение, мы проиллюстрируем положение с помощью прос­

того рассуждения. Можно ожидать, что при достаточно больших К 

ф [ К )  -  х; +6к , <Г* - о при з (65) 

что сразу дает нам, если воспользоваться (64), недостающее 

уравнение для Xj : п~ i-2.ыл 

X-l-Xx - "О 2- F Г(66) 
(p+*)(Nb-Nt) ъ L + No(з -XNj. )•! t 

Заметим здесь же, что уравнение (66) для Xj, с помощью (64) 
можно получить и не обращаясь к ассимптотическому условию (65). 

Это же уравнение (66) может быть получено и из цепочки для сим­

метризованных корреляторов - это даже доставляет некоторое пре­

имущество, но соответствующие выкладки здесь проводить вряд ли 

целесообразно. Знак в формуле для Xj из (66) фиксируется тре­
бованием, чтобы Xj- -> 0 при Н"»ео; Xj =^т связана с намагни­

ченностью на узел ü известным образом: /j = (I- 6) /2 (см. 

формулу (16) гл. I). Выражение (66) совместно с (50) доставля­

ет нам аналитические выражения для любых корреляционных функций 

при любых значениях ß , Н, О . Приведем формулы для / j и /2
: 

%' ̂ ' 4 **>7. i67! 

В I главе подробно разобрано, как вычислить различные 
термодинамические величины, если известны / j Та /2. Соответ­
ствующие формулы для высших корреляторов выписаны в [?], где 

также пояснены соотношения с обозначениями других авторов. 
4. Аппарат корреляционных функций позволяет достаточно 

просто и стандартно рассмотреть задачу о примеси в модели Изин­

га [б]. Под примесью мы ниже всегда будеы понимать дефект регу­
лярной системы типа замещения или внедрения, приводящий к тому, 
что его магнитный момент, спин, число ближайших соседей, взаимо­
действие с ближайшим окружением модифицируются следующим образом: 
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М / S S / z —* £ у J— J щ (68) 

Это приводит к изменению корреляционных функций, а следователь­

но и термодинамических величин системы. Все эти величины стано­

вятся функциями /*'-/*, - S-S t cfJ-J-Jj cTz ) что можно ус­
ловно обозначить /ff) , где £ обозначает набор отклонений <£<. , 
ds J . Внутренние степени свободы примеси описываются 
гамильтонианом / (<-) = К(*-) +&МО, о котором справедливо все ска­

занное в I главе этих лекций. Чтобы не загромождать изложение, 

приведем все результаты для примесей типа замещения, отсылая 

читателя интересующего примесями внедрения к нашей статье 
Цримесь в узле / означает следующую модификацию гамильтониана 

(I): 

X = -juHEŠf-iEŠl s^HfMS^Š') '-v/#v»///y(6g) 

Перехода к операторам спиновых отклонений (операторам заполне­

ния) Лу , Л/j , то есть, полагая: 

Sf'sS-fy, S^S-йр. . ZS', np ̂ o.l.-.ZS, (70) 

преобразуем гамильтониан (69) к виду 

X, * £, »124 -kZfynsSL/i, -Ln, » (s'j'-sj)6 ' mrJN, )РХ . (71) 

где Eq - энергия основного состояния системы (/V-I emm + при­

месь в узле / ): 

L0 -H^iS -yu'S')* ZS (SJ-S 'j)(72) 

Далее полагаем5 = 1/2,И/= 0, I, и разбиваем операторную часть 
гамильтониана (71) на гамильтониан невозмущенной системы и га­
мильтониан возмущения. Это разбиение проводится по-разному в 
зависимости от того рассматриваем ли мы случай эквивалентных 

спинов: 5 = S = —, А£ -Of. , или случай неэквивалентных спинов: 

S > S = - . В первом случае, естествешю, за невозмущенный га­

мильтониан ко (операторная часть) выбрать гамильтонинан идеаль­
ной решетки (6), тогда гамильтониан возмущения^ (операторная 
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часть) имеет следующий вид: 

+ ); №о=-^-%гфвп'}^ . (73) 

Л л 

Так как <&„ и &d коммутируют, то статистический оператор записы­

вается следующим образом: 

р = е*рр(£-Я)= exp^CFj-F^-cfOp^, sPf=4, (74) 

где fo статистический оператор идеальной решетки (см. формулу 

(1.9) ). Поскольку для любого q, , коммутирующего с гу (л* = nf) > 
имеем равенство 

exp^nr-r 1 +пг(ехръ-*), " (75) 

Л А 
оно доказывается просто разложением в ряд е*ра,п г  и использо-л 2 А 
ванием проекционного свойства Лр-гу - rtj. : 

expb&f~Z^K
si + (lfZ,%±fi, 'U-V + bel, - (76) 

то в (65) несложно переписывать с помощью (73) и (75) в ви­

де 

^ = Zi"! (C1 * ^ + ^ (77) 

Здесь F< и <£*. операторы, введенные выше в (П. 17), (П. 18). фи 
этом мы воспользовались следующими формулами: 

А Р Л _ А £ ^ 2 
п/ , У"}.1"-. = + |Г«^ (78) 

ч—, А А £ . ч/1 Р УХ 
Ž-J ^41 ̂  fli к ~~ к - i) Г £ ̂  *К-+4 "* -+ Z 

которые устанавливаются о- помощью простых комбинаторных сообра­
жений и определения операторов fm (П. 17), (П.18). Если рассмат­

риваются примеси типа замещения, то $2 — z -2=0; с эквивален­
тными спинами <5*5 = S* - 5 = 0. При этом ti определяются 

<Л =j'-3 и имеют следующий вид: 

ij*eP S L-1, , (79) 
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Формулы (74) и (П.77) немедленно приводят к следующей статисти­
ческой сумме для решетки с примесью : 

expi}(Fm*sEc-f; )=«?*>=z Ь. (а*и*;фкн;(г,-Ф^80) 

то есть термодинамические свойства примесной задачи при задан­

ных определяются всецело корреляционными функциями иде­

альной решетки фк и FK и статистической суммой идеальной ре­

шетки. Для изобарически-изотермической статистической суммы 
имеем 

SF^-SE t-h^>> (81) 

а для среднего значения какого-либо оператора 2 

Ä = Sp(Af)/Spf = _ (82) 

Все усреднения в (80) - (82) проводятся, как и в (П.5), 

со статистическим оператором идеальной решетки. Полагая далее,' 
что в решетке имеется Л/± примесных спинов, причем, 

£ = , (83) 

помещая каждой примесный атом в "центр" некой малой, но макро­

скопическом области 6^ (N*A/jGf), пренебрегая корреляцией мезду 
примесными узлами и полагая, что усреднение по имеет своим 

пределом усреднение по всей решетке,удается получить достаточ­
но простые рабочие" формулы как для свободной энергии, так и 

для приращений средних значений намагниченности и восприимчи­

вости (7). Все формулы сохраняют основную особенность формулы 

(80). влияние примеси сказывается в коэффициентах сумм по кор­
реляционным функциям идеальной решетки. Таким образом, зная 

эти корреляционные функции, или используя какие-либо аппрокси­

мации (о них кратко будет сказано ниже в главе Ш) можно полу­
чить все термодинамические величины примесной задачи. 

В случае S >5 = 1/2 (ограничимся по-прежнему случаем 
примесей замещения : ог2 =0) целесообразно в качестве гамильто­

ниана невозмущенной задачи взять гамильтониан идеальной решет­
ки плюс гамильтониан примесного атома, не м«мл _ 
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действующего с ней: 

Ж[= LZA, -Щп+n^CN^K + LlN^ Ш) 

а в качестве оператора энергии возмущения взять 

ЗС[ a-Lhj + (s'l'-SJ-j'Nf) Fi +j£ J Nf-0,i 2s'(85) 

Мы выписываем лишь операторную часть гамильтоновой функции, оп­

ределяемую операторами спиновых отклонений л,#, А/^. . Статистичес­

кий оператор запишется в виде: # А А 

f-expр (f^ - rm-<Гн0) foe?L^. [2.7i (V *) 4" 

А /\ ( 86 ) 
+ £,* («Ч" ФкЧ = Sxpp(Fm-Fm-<?E:o) ex Р (-ß L Nj )^„ 

- здесь мы воспользовались формулами (74),^(77). Отметим, что 
коэффициенты при операторах^, в (86), £,*, Zj у £ сами 
являются операторами в пространстве операторов спиновых откло­

нений на примесных узлах: 

i = exbß[N, j'-s'j'+j(s-*)]-! Z3^expß[Nf^SJ-s'f]-l (87) 
уч 

причем, собственные значения А/^ определяются величиной s*, 

«ГЕ. = - Н £Н (*'''- i). 488) 

По нормировке оператора плотности 

5р р =i : -ß(<TF„-<5е.") = äi.Sp ДехрЕ«Ц]х 
r(N|,^) I '<^/7> ' (89) 

X [E £ <r,*i)-£r Фк+ ?;&-&)]) ̂  
= £n,[2ir.((Zi+i>С/Фк 4 Т/(f-к -ФкШ> 

здесь . A 
r -Z3L N> -1 

г; =S/»(Nf)Crpe' J, p = itij КЧ.О. г. (90) 

по—прежнему корреляционные функции в модели Изинга, оп­

р е д е л е н н ы е  в ы ш е  ( П . 4 ) .  Ф а к т о р и з а ц и я  у с р е д н е н и я  п о  N f  и ^ в  
(89) обусловлена коммутативностью N# с iC0 (см. I.II). В частнос­
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ти, при к=0 в (90) мы имеем 

\ = Spexp(-pL'N,),expp'Vs'Jb0>l±±> 

Цри £ / 0 операция Г^к сводится к вычислению средних вида 

О (Ы+) - SpexpaNf = expaS' ^ 
sAx i 

где а довольно громоздкая комбинация ($,s',l\ 3 и т.п., возни­
кающая при возведении гр в к-ую степень/I =1,2, (см. 87). Мы 

оставим последнее выражение в (89) в приведенном там виде, 

имея в виду, что при конкретных вычислениях все (р = 1,2, 
£ = 0,1, ... ) могут быть без затруднения получены с помощью 
(91), (92) и являются функциями (b, 5', 3', 3,5. 

Обозначая последнюю скобку и (89) ц* (£,ФК> ) , полу­

чаем для изобарической-изотермической статистической суммы: 

-р^ = -pJEe+pPm f V/(e>k.'V)j l/j (г/(г/4Фк + Ti(fk *k)] . (93) 

Мы видим, что и здесь удается выделить вклад примесного атома 

в коэффициенты при корреляционных функциях идеальной решетки. 
В предположении с« 1 (.см. (83) ) и полагая, что выполнены все 
требования, сформулированные после этой формулы: отсутствие 

двух примесей рядом, распадение корреляций и т.п. и здесь мож­

но получить замкнутые формулы для и остальных термодинами­
ческих величин для примесной системы с атомами. 

Отсылая за подробностями, касающимися, например, слу­

чая примесей внедрения, вакансий и т.п. к нашей работе [э]: 

мы в заключение этого раздела коснемся определения сдвига 
температуры Кюри под влиянием примесей [9]. Рассматривая на­
магниченность на узел о' и отмечая зависимость cf от <(3 
параметров примеси - значком t : 

6^6(i,ß (94) 

можно попытаться выяснить эволюцию температуры Кюри в примес­

ной системе, при предпосылках, сформулированных выше. При этом 

температура Кюри идеального кристалла определяется требованием 
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<š(o,p>lpJ, c+,z)=0, /3 6/Зс <95> 

Допустим, что наличие примесей малой концентрации как-то 

сдвигает /Зс: намагниченность обращается в нуль не при^ , 
а при некоторой другой температуре ß(£) . Эта новая температу­
ра при фиксированной концентрации с - определится из 

уравнения: 

т (t,/l(с.)lp (с) J, 0+l) = 0 }  (96) 

которое определяет /з (с) в виде неявной функции с (а такае 2 

и й , которые фиксированы). Использование известных теорем 

теории неявных функций позволяют получить выражение/з (Ч) ме­

тодом последовательных приближений." Естественно, полагается, 

что /ъ(0 есть однозначная и непрерывная функция t и= 

убс-. Опуская довольно длинные, хотя и простые выкладки [в], 

приведем сразу конечное выражение: 
, V < U/±C4. + rr>o)ß-j(°» Л/, 

<л А ^ ' 
где ̂ >Vo) и даются формулами (68), (77), и (5), /(75)/, 

соответственно, в которых внешнее магнитное поле полагается 

равным нулю, оператор магнитного момента идеального крис­

талла. 

Литература, цитированная во П главе. 

2.1. Д.Н.Зубарев. УаН, 71, I, I960. 
2.2. Н.Н.Боголюбов,Квазисредние в задачах статистической меха­

ники, Ротапринт Д-781, Дубна, 1961. 
2.3. R.Griffiths, Journ of Mathem.Fhys., 8,478; 484; 1967. 

46 



Глава Ш 

АППРОКСИМАЦИИ И' ПРИМЕНЕНИЯ 

В этой главе мы кратко рассмотрим некоторые аппроксима­
ции для корреляционных функций и проиллюстрируем применения 
соответствующих выражений в круге вопросов, описанных в I гла­
ве. Формулы для различных термодинамических величин, приведен­
ные выше, указывают на особую роль первой и второй корреляцион­
ных функций, знание которых (в функции внешнего поля, темпера­
туры и взаимодействия) позволяет с помощью простых дифференци­
альных операций получить все основные термодинамические вели­
чины. Это естественно, поскольку именно первая и вторая корре­
ляционные функции, мы их обозначили £ и £ , по формулам 
(I.I/), (1,18) определяют среднее число спинов, ориентирован­
ных в фиксированном направлении и среднее число пар, - два ос­
новных макроскопических параметра, задающих конфигурацию в ре­
гулярном ансамбле, в котором учитывается взаимодействие лишь 
ближайших соседей. 

В данном разделе мы разберем две аппроксимации: при­
ближение Брэгга-Вильямса [4 J - исторически первую аппроксима­
цию в модели Изинга, и предложенное нами "полиномиальное" рас­
цепление [И], позволяющее просто улучшить большинство после­
дующих аппроксимаций в модели Изинга (приближение Бете-Дайерлса-
ТУггенгейма, Кирквуда, Кикучи и т.п.}обсуждение их см. [З; 41 ). 
В процессе обсуждения мы кратко остановимся на квазихимическом 
приближении Бете-Пайерлса-1угтенгейма, [з], представляющимся 
нам вполне статистически оправданным. Оно, приближение Брэгга-

Вильямса и наше полиномиальное расцепление представляют собой 

приближения "типа молекулярного поля" (см.ниже), годные во всем 

температурном интервале,что,на наш взгляд имеет определенные пре­

имущества, сравнительно с различными низкотемпературными и высоко-

ГЛЗВ' Ш °удам с™ 
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температурными разложениями, интерполирующими поведение тер­

модинамических величин в определенном температурном интерва­

ле. 
I. Цриближение Брэгга-Вильямса получается в результа­

те следующего постулата относительно вида первой функции Гри­

на в уравнении (П,14): 

G1 Gq; ̂  j:>1= z И <5Гу . (I) 
i --L 3 : -- i 

Это немедленно приводит к следующему уравнению для G0 : 

(Е - L + žJn) G0-JJ: , 60^ TT"- L riZh ) . (2) 

Спектральная плотность, отвечающая GC(T) по ivIL27), дается 

формулой 

J0(E) - [ Е ХРР^ *£(Е-1-+ЕЭП). (З) 

Спектральная плотность согласно (1) и (П.27) запи­

шется в виде 

J ±(E) = žn [EXJO^E* !J l £ ( t  - L  4ZJH) e  ( 4 )  

Выражения (3), (4) со спектральными теоремами (П.23) приво­

дят к следующим формулам для F ; с =1,2: 

L'ZJ/0-h lj"1 
} . (5) 

Уравнения для можно переписать в^более привычной фор­

ме уравнения относительно 6 = 1- Z^i t М г ^37 

(6) 

- уравнение Кюри-Вейсса-Ланжевена. Прежде чем перейти к ис­
пользованию соотношений (5), (6) остановимся на другом спо­
собе получения этих соотношений, основанном на вариационном 
принципе Н.Н.Боголюбова для свободной энергии [I.2J. Прибли­
жение молекулярного поля получается из гамильтониана Изинга 

(П.З), если ввести в последний параметр: 

- f ( 7 )  
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и аппроксимировать истинную свободную энергию из Цло) 
модельной свободной энергией: 

( « ) = Г Л к Л Ч А  Н  -  Н - Н о  .  (8, 
л  '  ' 

причем Fm(K0) и усреднение в (8) проводится с "гамильтони­
аном молекулярного поля" : 

/ _ А 
Параметр t выбирается из условия минимума Ь^(Х) : 

(к) 
^ ( Ю )  

что приводит к аппроксимации истинной свободной энергии Г (х) 
сверху [I.2J : 1 7 

Р(Н)$Р^(н) . (ii) 

Все корреляционные функции вычисляются с гамильтонианом (9). 
Вычисления эти тривиальны: 

<Паг.) = j /<ак>г (12) 
<ri X '*• J 

то есть мы имеем полное распадение корреляций и все упирается 

в нахождение уравнения для /i с помощью (10). В методических 
целях проведем эти выкладки. Имеем 

(не) = - gnS_ 

Выражение (10), если воспользоваться (13) приводит к след^още-
му уравнению для параметра f : 

l - t - Z n *  О ,  6 ~ 1 - 2 Х ;  (14) 
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что фиксирует смысл параметра ~ t  как средней намагниченности 

на узел, уравнение для которой есть уравнение Кюри-Вейсса-Лан-

хевена (6), (14). Очерченный выше вариационный принцип помимо 

уравнения (14) предоставляет в наше распоряжение гамильтониан 

(9), с помощью которого должны выполняться все усреднения в 

приближении молекулярного поля. Так, средняя энергия запишет­

ся с помощью (7) в вдде: 

Ф = - , «£+ f) + , (15) 

Отметим также, что распадение парной корреляционной функции 

ij> в произведение: 

можно интерпретировать как тот факт, что в этом приближении, ес­

ли воспользоваться (1.7), имеем 

То есть среднее число пар с различным направлением соседних 

спинов ( Nu , Nif , N++ ) полностью определяется средним чис­
лом спинов определенного направления: ближний порядок опреде­
ляется дальним порядком (см. обсуждения в конце I главы). За­
метим, что традиционно приближение Брэгга-Вильямса и получа­
лось из предположения (17), дополнительного выражением для 
Е-конфС°{ъм. I.I) в этом приближении. Уравнение для /л. 
(6) получалось либо применением принципа Больцмана к распреде­

лению Л/г и А/> , либо заменой статсуммы, выписываемой с по­
мощью (I.I) и (1.2) ее максимальным членом (см.например [з] ). 
То обстоятельство, что все эти различные подходы приводят к од­
ному 1 тому же уравнению для , обусловлено, в первую оче­
редь, простотой гамильтониана Изинга. В более сложных моделях 
не исключено, что различный исходный постулат,с помощью которо­
го получаем определенные аппроксимирующие уравнения для корре­

ляционных функций (расщепление цепочка для Гриновских функций, 

(16) 

N 3̂ 4 
и л rz ~ 2. Г* Z Ь Z VA// j 

- г NAU )- Ы, V 

(17) 
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те или иные предположения о вероятностях и нахождение соответ­

ствующей статистической суммы и т.п.), приведет и к различным 
аппроксимирующим уравнениям. 

Интересной особенностью уравнения (6) является наличие 
ПРИ {Ь)" ßj - "Т£ » Т° есть при Т<Т1= ' * отличного от ду­
ля разрывного решения для J>o при Н = 0 ,6(Q+ß)¥0 , что 

интерпретируется как спонтанная намагниченность ниже критичес­

кой температуры Tj. Величина энергии взаимодействия о и 

число олижайших соседей я определяют величину критической тем­

пературы. Заметим прежде, что нечетная функция Н (б(н)=~б(-н)) 
удовлетворяет уравнению (6), что согласуется с основным свой­

ством 6(i-i} (см. 1.75). Наличие критической температуры сразу 

следуете нашего неравенства (П.56), в котором надо положить 

* (12J <^о дс = Ot (18) 

Этот же вывод следует из обычного рассмотрения уравнения (6) 

при Н = 0+ , э>о . Аналитические формулы для дгл) можно 
подучить дляр -> (!>+(т^ и для ̂3 -»с» (Т-*о) : 

4(т~о)= 6 _ (19) 

Таким образом, в этом приближении 

Изберем детальнее результаты использования прибщения Брэгга-
Вильяыса в задачах, в которых рассматриваются различные регу­
лярные ансамбли, эквивалентные изинговскому магнетику. Тешоди-
намика их и соответствующе гамильтонианы были подробно рассмот­
рены наш в I главе. Заметим здесь ие. что прибш^ние 
ного поля плохо передает экспериментальную ситуацию в кооператив­
ных явлениях, зачастую лишь в области температур, близких к кри­
тической (см. детальный обзор в [5] в  e я'е (̂ _ 

НИЙ порядок в некоторых сплавах, поведение регулярных растворов 
ферромагнитные свойства кобальтотуттоновых солей), мы имеем до-' 

Г: ЧЕЛ С0ГЛаСЮ РвЗУЛЬТаТ0В этога приближения с экспери­
ментом. Оно, во всяком случае, применимо дая ^убого качествен­
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ного рассмотрения вопросов конденсации, образования эвтектики, 

адсорбции и т.п. (см. ниже). 
Выше мы уже привели уравнение для средней намагничен­

ности в узле спин 6 (см. (6) ) и среднюю энергию спиновой 

системы в приближении Брегга-Вильямса. Пользуясь этими резуль­

татами, получаем для восприимчивости 4- и теплоемкости при 

постоянном магнитном поле 6 и (см. формулы 1.22- и 1.23): 

у -(&) = = 
А' - ЧдН ̂  Z öH 2j j I (i-61) 

, /£i) ̂ (4) -„Kj£^+ (2I) 
С и-ЦтУ н  f ^ p J H  k nL  

При дифференцировании надо, конечно, использовать (6) как урав­

нение, задающее б(/зу Н) в неявном виде. Если интересоваться 

поведением X и Сн 
в нулевом магнитном поле (Н"*0 ) в окрест­

ности критической температуры (h}; и {Ь< (1±, что будет нами 
обозначаться индексом (-) и (+) соответственно, то, воспользо­

вавшись (19), имеем 

* • # $ .  V .  
Таким образом, приближение Брегга-Вильямса (6), (19), (21), (22) 
приводит к закону Кюрж-Вейсса для во с щшимчжвес та, 

Z Ltn (AL- i) %0 ~ &М. (i- £)% J (23) 
ß-> Р>1 1 ° ) 

конечному скачку теплоемкости и "закону 1/2" для намагниченнос­

ти: 

ДС = Со 6(o,T-Tn)tj\j[i(l- В±) (24) 

укспериментальная же ситуация свидетельствует в пользу"закона 

1/3" для намагниченности, обращения теплоемкости в "бесконеч­
ность" (во всяком случае она резко возрастает в критической 

точке) по некоторому закону, который может быть различным для 
ß> ^ ркр и jZif, и более сильного "обращения в бесконечность" 
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начальной восприимчивости: 

<5(O,T-.T«)~Q(TK-T)I3->) ^„>0 • 

со ~ Ь- (т*- т) * с/~ h, (Т-Т,)"* • <*.,«' >/ о, (24) 

%>cL(T.-T)" I ', %;~о1Лт-ТК)-«', J",*'» О. 

Заметим, что случай «.«' = 0 может отвечать логари^ыи-
ческому характеру сингулярности теплоемкости в критической 

точке. В достаточной мере полный обзор соотношений типа (24) 

содержится в [б]. Остановимся не некоторых достаточно общих 
соотношениях между критическими индексами , (у| 

t л0 

[3.lJ. Воспользуемся для этого формулами (1.23) и (1.26) для 
тенлоемкостей Сн и СА . Преобразуем производную от в 
(1.26), пользуясь как обычно, якобианами: 

/ &/Л - _ ä(Afj) hißü) _ Zd_fi\ Uh \( dH \ 
[ ̂  Ч W)~ b(ßH) blßiy . (25) 

^ЬП"ПЖДТГTTLT ( 1 w l T ПО "X 
к виду: Формулы (25) и (1.23) позволяют цреобразовать Ca 

или же, если воспользоваться оцределением (I.I4) и явным вы-

ражешем производных в (26) через парные и трой-
ные корреляционные^ функции вьфажениями типа (1.24), а также 
выражениями для а (1.16) к виду / A^ xz 

с . . с н ^ д Ж - с  - r - ß k .  
р  н  (Х)т . ( 2 7> 

Формула (27) представляет собой магнитный аналог известного 
термодинамического соотношения между С qh; и q („q j Гд 
Неконфигурационную часть теплоемкости к/З'л/ обычно оте­
кают. Заметим, что поскольку ' bfi2' 

ch>° , Х(н.т) = (Щз >о ;  ( 2 8 )  

мы имеем при о 4 Н $ оо о < Т < <*> 

Crt>/C Сн ,т. (ffi* 

(iir)r Х(",т) . U ) 
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Рассмотрим предельный случай соотношения (29) цри Н + 0+ , 
Т-*Т~ и определим критический показатель какой-либо термо­

динамической величины в нулевом магнитном поле следующим об-

1)33014 /. ьФ.ег) 
7,= и /г? (зо) 

В силу (30) поведение Ф0(Т) в окрестности Тк описывается 

выражением 

Ф0(Т)~ (Ти-Т)^% (31) 

Беря логарифм от выражения (29) и полагая, что поведение со­
ответствующих величин из (29) дается (24), получаем следующее 

неравенство [3.lJ 

ttNa/ie+Jf' >/Ь %  (32) 

Заметим, что большинство расчетов jlc и для различных трех­

мерных структур дают 

1,8 1,9 , (33) 

что приводит, есж воспользоваться (32), к оценкам об , лежа­

щим в интервале значений 

0,1 <*' 4 О, Ъ . (34) 

Точные результаты Онсагера, касающиеся двумерной решетки, о 

некоторых из них упоминалось в первом разделе, гласят 

о а ± / = 2 о4 = О - (35) 
Ре g ) О Ü , -» 

то есть свидетельствуют в пользу знака равенства в (32). Боль­

шинство экспериментальных результатов по начальной конфигура­

ционной теплоемкости в критической области (обзор некоторых 
их них см. [5] ) свидетельствуют в пользу логарифмической 
особенности: <*'-0 . Все вышесказанное позволяет сделать вывод 

об актуальности различного рода уточнений соотношения между 

критическими индексами. 
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3. После отступления, относительно поведения различ­

ных термодинамических величин в критической области, рассмот­

рим теорию решеточного газа в приближении Брегга-Вильямса. 

Как обсуждалось в первой главе, для получения основных вели­

чин здесь необходимо в соответствующих формулах, касающихся 
изинговского магнетика, сделать замену 

L--V-J-btlil 3-Ч)6=А.2( (36) 

Применительно к уравнению состояния (6) это дает: 

i-ц к и.* (-Л- £Jp - f-)- X 

- соотношение, связывающее химический потенциал iA с плотностью 
решеточного газа р . Рассматривая (37) при фиксированной темпе­

ратуре (вдоль изотермы ß - ооъ*1 ) имеем из уравнения Гиббса-Дю-
гема: ' 

( (38) 

и следующее выражение для равновесного давления: 

Р = р - 4  р ( 3 9 )  

Сравнивая это выражение с соответствующей формулой, дающей 

p(y,fi>)' постулированной в свое время Ван-дер-Ваалсом [з.з] 

(40) 

в которой положено в соответствии с (I.4I) b=l (b -объем эле­

ментарной ячейки, занимаемой молекулой в "решеточном газе", 
внутри которой, как это постулировано в первой главе, может 
находиться лишь одна молекула) мы видим, что приближение мо­

лекулярного поля применительно к теории решеточного газа при­

водит к уравнению (39), уравнению типа Ван-дер-Ваальса с 

а = % . В области конденсированной фазы 1 имеем, как и по­
лагается, |э-> с<з t но давление обращается воо медленее, чем это 

следует из (40). Изометрическая сжимаемость CA получается 
сразу по (1.52) и (21): • 
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> X p(l--ft) /»<*-/> 

frX"* bti-fJM-iA} ' rtt-fjb-ri' ш> 

- мы видим, что в конденсированной фазе 0. Несложно вы­

писать и остальные относящиеся сюда формулы. 

Модель решеточного газа может быть соотнесена с моно-

слойной абсорбцией, причем без существенных затруднений мож­

но учесть и случай диссоциации при адсорбции молекулы газа 

на атомы (адсорбция водорода палладием, кислорода серебром 

и т.п.). Конечно, нельзя ожидать, что это приведет к точной 

количественной теории абсорбции, поскольку при этом, безус­

ловно, существенны электронные аспекты взаимодействия в сис­

теме адсорбент-адсорбат, но определенный способ учета взаи­

модействия между хемадсорбированными молекулами модель реше­

точного газа предоставляет. Рассмотрим для простоты одноатом­

ную адсорбцию без диссоциации и будем полагать, это адсорби­

рованная фаза находится в равновесии с газовсй фазой, хими­
ческий потенциал Л о которой дается формулой (1.54). Подстав­

ляя это выражение в (37) и слегка преобразуя его 1=_ получаем 

следующее выражение для степени покрытия ' 

6= (1-в)0poex f>(p z j e ) -*  Q 0 op 0  exp(ß a j & ) ,  (42) 

Здесь ро - равновестное давление газа, О- - коэффициент ад­
сорбции: а = /3 ̂  j eßL. Изотеорема абсорбции Ленгмюра по­
лучается из (42), если положить там J = 0. Обсуждение (42) со­
держится, например, в jI.5]L Значительный практический и теоре­
тический интерес представляет поведение теплоты адсорбции, оп­
ределяемой, например, из уравнения Клайперона-Клаузиуса: 

л  ft Zd^nPc\ , . 
к( у Je (43) 

в функции степени покрытия 0 . Большинство экспериментальных 
данных [3.4] свидетельствует о падении теплоты с увеличением 
покрытия. Количественно этот факт пока не нашел удовлетвори­
тельного теоретического объяснения. В более ранних работах, 
навеянных в основном потребностями практики,-хемадсорбция мо­
жет лимитировать скорость некоторых каталитических процессов, -
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постулировалась определенная тепловая неоднородность повер­

хности: полагалось, что на поверхности не все центры эквива­

лентны в распределении по тешготам (см. например, обзор в 

[з.4]). Несколько позже наметился и другой подход, как ндм 

представляется, более оправданный: попытаться объяснить по­

ведение теплоты в функции покрытия взаимодействиями в систе­

ме адсорбент-абсорбат j^Ie5; 3.4^] . В частности, постулируя 

взаимодействие только между ближайшими соседями (адсорбиро­

ванными молекулами, занимающими соседние центры), имеем для 

любого покрытия 9 в приближении молекулярного поля по (42) и 

Полагая, что коэффициент абсорбции а не зависит от покрытия 

и что между адсорбированными на соседних центрах имеет место 
отталкивание J<0 , имеем окончательно 

<И1.-г*1Ле, (45) 

то есть линейное падение с заполнением, с углом наклона, опреде­
ляемым z/vi JI . Заметим, что поскольку в приближении молекулярно­
го поля все корреляционные функции даются по (12) просто неко­
торой степенью ̂ (=9) , мы имеем возможность определить вероят­
ности любых равновесных конфигураций (абсорбция на два центра, 
три центра и т.п.), которые существенны для определения скорос­
ти адсорбции и десорбции (см.[з.4], где приведены некоторые фор­
мулы для различных конкретных случаев). Заметим, однако, что да­
леко не для всех систем адсорбент-адсорбат имеет место такой 
простой характер зависимости теплоты от покрытия, какой дается 
(45), да и падение теплоты, даваемое (45), при разумных выборах 
параметров I , | з | оказывается слишком резким. Ниже мы остано­
вимся на некотором улучшении приближения молекулярного поля, в 
определенном смысле исправляющем положение дела. Оно позволяет 
сформулировать некоторый критерий, дающий возможность по вид-
ЧД "RT,Tr*T7rRff/-\r» ттг z. //Ч I _ 

(43) 

VN(-^r) 6  +N*je , 
(44) 

зависимости j (в), получаемому из опыта, 

в кото-
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рых учитывается, например, взаимодействие со следующими сосе­

дями - это дает поправки в 10 - 15%, а выбор другой модели 

взаимодействия в системе адсорбент-адсорбат. Возможно, что 

надо пытаться как-то учесть взаимодействие между всеми ад-

сорбированнши частицами через поверхность: количественно 

учесть электронные аспекты хемадсорбции. Во всяком случае, 

здесь мы имеем широкое поле исследования как эксперименталь­

ной ситуации, так и теоретического моделирования процесса 

хемадсорбции. 
Рассмотрим вкратце некоторые следствия аппроксимации 

молекулярного поля в теории регулярных растворов - бинарных 
сплавов типа замещения. Если относительные концентрации пер­

вой и второй компоненты даются величинами Xj и Xg соот­
ветственно, Xj+ Xg = I, т0» используя соображения и формулы 

(1.69) первого раздела, имеем по (6) 

V*.-"t 4z= -ТГК-"')-t ' "-'А 

Уравнения Гиббса-Дюгема (1.64), (1.65) в данном случае удобно 

переписать следующим образом: 

4 d/Ai "X-i ̂  = О , V=yUz-/4 • (47) 

Рассматривая У как функцию Xj (альтернативно Lp), при фик­

сированной {'*> , нетрудно получить формулы для химических по­

тенциалов juz ,/лj, порознь: 

/*i =А(**.-4/ЧЫ/З ̂ - l48i 

Здесь Cxt - i) химические потенциалы идеальных кристаллов, 
построенных из первой или второй компоненты. Формула ^ 46) по­

зволяет без затруднений вычислить 

О i49)  

что, в свою очередь, если воспользоваться (48J немедленно дает 

для fil следующие выражения: 

А' - + V, (50) 
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Величины jA> IС ̂ pl) несложно определяются, если принять во вни­

мание, что в данном случае свободная энергия FJ1 определяется 

с помощью статсуммы в каноническом ансамбле (представляющим 

ансамблем будет канонический ансамбль : xj = £ > |\JL = N 
полагается фиксированным): 

~ßF0 = ßn, [j"e ур (~рЦ^ы)]^ N#njL уЗ ~ /V . (51) 

С другой стороны (см. 1.63) F0 * совпадает с (~FS) , откуда « 

. (52) 

Поскольку химический потенциал с -ой компаненты в идеальном 
растворе дается следующей формулой [з.г] : 

/V , (53) 

то последний член в (50) описывает отклонение от идеальности, 
обусловленное взаимодействием между первой и второй компонен­

тами, которое учитывается в рамках приближения молекулярного 

поля. Если бинарныи раствор находится в равновесии со своим па­
ром, то, как известно, ]_3.2) 

, t'-УД (54) 

-^штрих отличает величины, относящиеся к пару. Поскольку для 
/Wt- имеем следующую формулу (3.2] : 

Л-' ^ . <4 у*. (55) 

здесьпарциальное давление <- -ой компоненты в паре, 

Kip* определенно ниже, то с помощью (55), (54) и (50) 'уда­
ется связать (величина, измеряемая экспериментально) с ха­

рактеристиками взаимодействующей бинарной смеси JE ,1 К. функцию 
только температуры/лY/3/> можно определить с помощью следующе­
го рассуждения. Рассматривая отдельно равновесие чистой с -ой 
компоненты,находящейся в конденсированной фазе, (^ - Л 

и дается (52)) со своим паром, характеризуемым "парциальным" 
давлением рс , имеем 
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MAß) + ̂ -Л (к - ,> - ̂ 0} _ (56) 

Используя (56) и (55), получаем из (54) 

Л/ = ££'_ + с, j о (57) 
А ^ /з f1 PS > 

Эта формула имеет место для любого регулярного раствора, 

находящегося в равновесии со своим паром. Аппроксимация моле­

кулярного поля, приводящая к (50), дает для зависимости пар­

циальных давлении в смеси паров от концентрации компонент 

раствора следующую формулу: 

ос = х.pL~WxуО = е (58) 

Измеряя ybt , />с , можно получить отсюда сведения о величине 

характеризующей взаимодействие компонентов бинарного раствора. 

Именно по очерченной выше схеме в jj.б] было проведено изуче­

ние взаимодействия между компонентами в пяти бинарных раство­

рах при различных концентрациях компонент; при этом вместо 

(50) использовалась улучшенная аппроксимация молекулярного 

поля - аппроксимация Бете-Пайерлса-Гуггенгейма (о ней сказа-
зано ниже) .Цроведеиное в (j.6>] рассмотрение позволило заклю­

чить, что взаимодействие между компонентами слегка меняется 

с температурой. Заметим в этой связи, что улучшение аппрок­

симации может уточнить это заключение. 
Отметим, наконец, что при подходящем выборе J формулы 

(6) и (16) описывают применительно к теории бинарных спла­

вов поведения параметров дальнего и ближнего порядков в при­
ближении Брегга-Вильямса соответственно ( <з и ). В модели 
Изинга приближение молекулярного поля и было сформулировано 
впервые Бреггом и Вильямсом именно применительно к теории би­

нарных сплавов. За подробностями мы отсылаем читателей к мо­
нографиям jj.7; 1.8] где рассмотрены сплавы как стехиометри-

ческого состава 

<v с, = %=% = ! ) (59) 
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что отвечает равному нулю магнитному полю, так и нестехиометри-

ческого состава. Там же обсуждается и применение к теории спла­

вов аппроксимации Бете-Пайерлса-1>ггенгейма. Отметим, что даже 

при более или менее обоснованном выборе энергии сплавообразо-

вания V налицо определенное расхождение с экспериментальными 
данными (по деталям поведения параметров ближнего и дальнего 
порядков, сдвигу критической температуры в функции нестехио-

метричности состава), весьма пока немногочисленными. Можно за­

ключить, что улучшение аппроксимаций решения модели Изинга и 

здесь весьма желательно. Стоит отметить, что измерения в кри­

тической области для бинарных сплавов весьма актуальны; здесь 

с успехом может быть использована современная нейтронографи-

ческая методика. Помимо того, что сами по себе явления перехо­

да порядок-беспорядок в сплавах представляют большой интерес, 

особенно в связи с резко возросшим в последние годы вниманием 

к теории критических явлений, они тесно связаны с механически 

ми, электрическими и магнитными, оптическими свойствами спла­
вов. Нам представляется, что описание деталей поведения спла­
вов на базе модели Изинга, задача безусловно актуальная и пер­

спективная. Конечно, сама энергия сплавообразования кг должна 

вводиться в теорию "извне": получение ее невозможно без деталь­

ного квантовомеханического рассмотрения конкретного сплава. Безу­
словно, что предположение о независимости от состава является до­

вольно грубым приближением. Однако, это дает возможность рас­

смотреть фазовые равновесия и фазовые превращения в широком 

классе бинарных растворов на базе модели Изинга и если вос­

пользоваться приближениями Брегга-Вильямса и Бете-Пайерлса-

Р/Тгснгеима, приводит к вполне удовлетворительному согласию 
с опытными данными (см. например jj3.5j ). 

4. Несравненно более гибкой аппроксимацией, нежели при­
ближения молекулярного поля, является аппроксимация Бете-Пай-

ерлса-ХУггенгейма. Она заключается в том, что строится большая 
каноническая статсумма для выделенной группы узлов: некоторого 

узла j и £ его ближайших соседей. Остальная часть решетки 
учитывается в стиле самосогласованного молекулярного поля. Из 

условия эквивалентности всех узлов решетки получаем уравнение, 
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в неявном виде определяющее первую корреляционную функцию как 

функцию температуры, числа ближайших соседей, взаимодействия. 

В нулевом магнитном поле ниже температуры Tg» определяемой 
уравнением 

jî 3 . z e * [ р ^ =  ( < Т с У \  teo) 

имеет место отличная от нуля спонтанная намагниченность: 
6 (о, О . Заметим, что приближение Бете-Пайерлса-ХУггенгейма 

является точным для одномерной системы (г. - -О [4]» для которой 
отличная от нуля спонтанная намагниченность возможна при Т = 0, 

отвечая основному состоянию системы, в котором все спины ориен­

тированы параллельно друг другу. Это правильно передается со­
отношением (60). Если приближение Брегга-Вильямса отвечает не­
коррелированному распределению частиц первого и второго сорта, 

то приближение Бете-Па1ерхса-1уггенгейма - некоррелированному 

распределению пар , bJff , и , что сразу опреде­

ляет весовой множитель в комбинаторном подходе. Оставляя в сум­
мировании по Nu и N+ максимальный член (максимум отыскивает­

ся по отношению к /V* и /V^ ) приходим к уравнениям для А. и 
. В подходе, основанном на применении корреляционных функ­

ций, приближение Бете-Пайрлса-Гуггенгейма было получено в ра­
боте [З.б] с помощью равновременных расцеплений временной вер­

сии уравнений для корреляционных функций. Мы не станем здесь 

выписывать соответствующие формулы ввиду того, что они здесь 

не понадобятся, отметим только, что в критической области Т£Т К >  

Т >Т данное приближение отличается от приближения молекулярно­
го поля, помимо перенормировки критической температуры, наличи­
ем отличной от нуля теплоемкости при Т2 TR. Характер же особен­

ности основных термодинамических величин цри Т "*ТК совпадает с 
тем, который имеет место в приближении молекулярного поля (см. 
[ß.q] , где приведены соответствующие формулы для М(о, т)г са(т), 

ОС (т)) • 
0 рассмотрим предложенное нами jllj "полиномиальное рас­

цепление" системы уравнений для корреляционных функций, кото­
рое приводит к простым формулам для -fd и /2 во всей области 
ß и для любых Н и 0 » и для г ̂  4. Оно лучше теомодинами-
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чески обосновано, нежели приближение Брегга-Вильямса и Бете-

Пайерлса-Хуггенгейма. Выпишем вновь систему уравнений для 
корреляционных функций 

т АУ i-m-K 

т Ы к! 77i~ т*°' _ < • --Г-М Ч, ' + 1 t6I) 

- здесь мы"переделали"суммирование с помощью(П.50), и посту-
лжрувм следующее расцепление: 

F„^A2n\ F„M-> А^п "4*- (62) 

Расцепление (62) автоматически сводит U) -систему(1.37) к 

системе (1.34), определяя (z+i) корреляционную функцию с 

заполненным узлом Фт через = ; фактор А £ возникает 
по той причине, что мы оперируем с полностью симметризован-
ныыи корреляторами. Таким образом, мы предполагаем, что 

П г ь ^ у  =  < р < п ^ >  = (63 )  

а вся корреляция узла / описывается ) одним коррелято-

Р°м ^/г,, "i - о, 1. . £ . Подстановка (62) в (61) дает пос­
ле несложных преобразований 

^ ^ = а- ̂  z (63) 

ПОСКОЛЬКУ Фе, -- Я , то при т - о получаем алгебраическое 
уравнение степени z относительно /г - : 

/,=z;c;/>-o"4. (64, 

Вторая корреляционная функция /1=^;Ф1 определяется по (63) 
при т- 1' некии полином по ̂  , третья корреляционная фун-

~ - получается из (63) притри т.п. Уравнение (64) 
определяет ft , как неявную функцию/*// 7 /3 ; оно может быть 
решено относительно при^ , что позволяет определить 
температуру Кюри. Действительно, полагая^// * <7 , что приводит 
к Т'к311 Л/к z i'Nt.K и используя тот факт, что С.* - Сг'к 

мы после несложных алгебраических преобразований получаем ̂  > 
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2=3, 6{l-zfä)3(±-S)}--0 ) ; 

2=4, б{1^7^Т^' йЧН > -U'^Z 

^ ф~"=<j(65> 

Нетривиальные решения уравнений (65) определяют нам ol/iM-O^p^); 

z=3 , <4= ± H-i(^)s ; Z=y, 6~±VTin±WyL 

z /•- + iLl&SU-t**) Zi~+A* p/l-«)*!**1 . . 
V (/ (1Г -3-b') z  lS-$4* 1ь-9« г  6) 

что дает возможность определить критическую температуру: темпе­

ратуру Tg , при которой 6(vifS3j)*o Для сравнения мы приведем 

в таблице наряду с нашими результатами результаты, даваемые ап­

проксимациями Брегга-Вильямса и Бете-Пайерлса-Гуггенгейма (пер­

вая и вторая строчка, соответственно: "5^ , *3 р>г ): 

2 = 3 £ - Ч. Z - 6' Примечание 

Ifll 

1(За. 

•7/$ з 

1,32 

2,2 

1,92 

1,0 

1,38 

1,44 

0,66 

0,82 

0,9 

ZJ/3* = £ 

J/Зд, = -2.^- ('JTJ, ) 
^ (66) 

Мы видим, что при 2.>, Ч 

(Ъг > (T3<L<L)> < 6 7> 

и сравнивая Jßi (2г^) = 1,44 с точным результатам: Онсагера 
(I.3I): Jp<(2= ä) =1,76, заключаем, что данное простейшее рас­
цепление приводит к критической температуре, отличающейся на 

17% от точного результата. Все остальные особенности в крити­

ческой области ("закон 1/2" для намагниченности, конечный ска­
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чок теплоемкости, закон Кюри-Вейсса для восприимчивости) поз­

воляют классифицировать "полиноминальное" расцепление (62), 

как улучшение аппроксимации молекулярного поля. Любопытно, 

что ф± -г/а=2<«упа>в критической точке /З3 зависит только 

от 2 : ф± (р, =уз3) - . Это можно показать, если использо­
вать в выражении (63), дающем прилгу, Ф /соотношения (65), 

(66), определяющие критическую температуру. Таким образом 

^(2-з)= Уз »А.(г = *)=% •4(г-6)=^ , что указывает на 
лучший учет ближнего порядка в критической точке, нежели в 

приближении молекулярного поля, где и -£(z=3) 
= = = -gr . Как следствие полиномиально­

го расцепления, мы имеем при (!><($•} остаточную теплоемкость, 
отличную от нуля, ход которой близок к тому, который имеет 

место в приближении Бете-Пайерлса-Гуггенгейма. Все основные 
термодинамические величины могут быть выражены через 
фт «иг j,3,-2. Воспользовавшись формулами (1.22), (1.23) по­

лучаем, в частности, для восприимчивости и теплоемкости при 
фиксированном магнитном поле: 

V /л п\ - A4: ] . _r< о</, , , 

Г /л \ г.* ГА**"/™ LVc-J<?j-EE'AHtf 

— ^ у -J 
Формулы (66) определяют в нашем приближении зависимость пара­

метра дальнего порядка в бинарном сплаве стехиометрического 
состава. 

Остановимся подробнее на применении результатов "поли­
номиального расцепления" к задачам хемадсорбции на идеальной 
(ленгмюровской) поверхности [з.?] как и выше, для простоты 
ограничимся гипотетическим случаем локализованной моноатомной 
адсорбции на двухмерной структуре, адсорбционные центры кото­
рой образуют периодическую структуру и характеризуются каждый 

2 ближайшими соседями.При этом, в зависимости от знака J , 
мы имеем дело либо со случаем отталкивания между адсорбирован­
ными молекулами: J< Õ , либо притяжения: J >0 . Сам механизм 
хемадсорбции (квантовомеханические силы, "связывающие" частицы 
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с поверхностью) никак не конкретизируется,полагается лишь,что 

любой адсорбционный центр идеальной поверхности обладает ин-

дентичными свойствами. В таком случае вся информация о силах 

связи адсорбент-адсорбат может быть "загнана" в неконфигура­

ционную часть статсуммы ̂  (р,) . Для начала сделаем предполо­

жение о том, что у« ((*) не зависит от покрытия, предположе­
ние, от которого, как будет показано ниже, можно будет частич­
но избавиться. В таком случае, согласно (1.46) - (1.48), фор­

мула (64) определяет степень равновесного заполнения поверх­

ности в-Ул при данной температуре /3 и величине взаимодей­
ствия £ = 2 , если в ней провести замену 

, <69> 

где, в свою очередь, химический потенциал А. заменяется хими­
ческим потенциалом идеального газа Y<? по (1.54). Это приведет 

к тому, что в EK-L- к J надо произвести замену 

— ( 7 0 )  

обозначения пояснены выше. Ъ таком случае 

[ехал£K + i]~*z (71) 
' Ьро •+ ехр(-/2кЗ) ч 

и уравнение для изотермы адсорбции выглядит следующим образом: 

Изотерма адсорбции Ленгмюра получается отсюда, есж положить 
Jr о . Мы видим, что наше приближение приводит к существенно 
другой связи между Э и of о, нежели приближения молекулярного 
поля (42). Рассмотрим, в частности, случай отталкивания J<0 , 

полагая, что 

а/о»< evyO (-р> j)}= e*f> (piЛ) (уз) 

- заметим, что может быть значительно больше I. Сумми­
рование при этом в (72) выполняется элементарно, и мы получа­

ем: 
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9-°рс[ г1-в+бе^) 2- ) 
й-ро +± J. (74) 

0^™ая°ь в (74) линейными „о 6 члена™, (напомним.что 

ем'н™; Ü РеаЛЬН°1 »^Р^нтальной ситуации значения 

членом в (W. ЫТЬреализованн)- получаем, пренебрегал вторым 

(?5) 

МеДЛенный Р°ст заполнения с давлением, нежели тот ко 

торыи (при малых покрытиях) дает и приближение Ленгмюра и 

приближения молекулярного поля. Подчеркнем, что формула'(72) 
справедлива во всем интеввале Р w а формула (1С) 

6 = 0 ( Р  ß ). vn ?Р е о и г и определяет нам 
о конкРетный вид зависимости может быть получен 

численным интегрированием. К еще более примечательному отли­
чию ПРИВОДИТ ПОИГИТЪГЯГРШЯО (Г7Г>\ О ТЛИ 
цин Гз Г* т и*" 1*ссмотРении теплоты адсорб-

L• J • Если воспользоваться формулой (43) то f79) nr™ 
водит к оле̂ ему выражения, TeZru ̂ Z:  ̂

' « Т3 * (76) 

в приближении Брэгга-Вильямса /(e)~?Q лм лсл 

п~ гг: ше;м —• ."V-.'sr 
COPÖW С aanUetZtfe 0 ""э'ксТГ TeM°™ ̂  
ип лтг тт« факт экспериментальный — 

ин: =Гн™=ем-: гг жг пт-
часту* бывает чрезвычайно мал Zu. =™в Гз ai fL "" 

т^аГГ ™ ПРИ — aaZeHõlLpToT0-
конйигурашй ОТ™4'"' ВКЛЭД В CTaicyM'W бУДет иметь место от 
"буду™ ГГ™ ЧИСЛ0М па£вдсоРбиРованные частицы 

Р шться расположиться подальше". Если в (7fi) лтто 
ничитьоя случаем малых заполнений 9 FR I IF 
члены линейные по 0, то оставляя там только 

я(в-о)-  -IRTÖ/(*X /(к), 
, - ..... <76) уз/j/ 
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- угол наклона определяется Z RTl(x-) . Поскольку /{*)* 6 =0, 

при любых X (любой величине взаимодействия), начальный участок 

а (в) "вагоняется" в область с утлом раствора«- — «! (эк­

спериментальные значения начальных теплот адсорбции » как 
правило составляют (10 + 10%). Мы видим, что и при сильном 

отталкивании в адсорбированном слое Х»1 прл 6< /2 могут 
иметь место очень небольшие начальные и последующие изменения 

равновесных теплот адсорбции с покрытием. Такая ситуация имеет 
место, например, при хемадсорбции азота на танталовых пленках, 

кислорода на золоте (ссылки в [З.б]). Ясно, что если экспери­

ментальные данные говорят в пользу резкого начального падения 

теплоты адсорбции с заполнением (кислород на меда, кислород 

на угле), то пытаться анализировать данные в рамках постулата 

о взаимодействии ближайших соседей вряд ли последовательно. 
~ зависи-

Эту за-
Ö1UV IJtt wjyx'4 ' JC *• V» Z/3) * 
висимость можно "ввести, постулируя тот или иной вид СВЯЗИ ад­

сорбированного атома с поверхностью: конкретизируя вид 

В частности, можно постулировать образование в системе адсор-

бент-адсорбат "двумерного вырожденного электронного газа" вза­

имодействующих электронов. Физически это обуславливается либо 

переходом электронов от адсорбированных атомов к адсорбцион­

ным центрам с последующей их коллективизацией в приповерхност­

ном слое, либо переходом электронов к адсорбированным атомам 

(модель такого типа была предложена в свое время М.И.Темкиным 

и обсуждается в [3.9] ). В этом случае 

У- (рв) е /*1 ~(78> 

- - эффективная масса, t = " - полная электронная 

плотность в приповерхностном слое:л ̂  0, О - боровский ра 

диус, it = I. Подстановка (78) в (76) дает 

6J -Ф1 ив )  - ( 79 )  

При малых 0, поскольку по (76), вклад от последнего члена 

очень мал, большие начальные изменения q(&) можно объяснить 
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вкладом второго члена. Подчеркнем, что здесь еще существен­
ны коллективные" эффекты - образование в приповерхностном 

слое вырожденного электронного газа ("двумерного металла"). 

Заметим, что проведенное выше обсуждение хемадсорбции каса­
ется равновесной хемадсорбции, на опыте же, как правило 
создать строго равновесное состояние чрезвычайно трудно: 
проблема получения чистых данных по равновесным теплотам бе­
зусловно актуальна. Чрезвычайный интерес представили бы из-
ренения в реальных "двумерных системах" с притяжением J >0 

- в адсорбированных молекулярных слоях. Экспериментально об­
наружен фазовый переход первого рода для систем абсорбиро­

ванный калий на поверхности бромистого натрия,п. -гептан на 

окиси железа, хотя зависимость кривой сосуществования (ана­

лог спонтанной намагниченности) от ДТ=ТК-Т промерена плохой 

Численное интегрирование (72), результатом которого 
будет j (з ) , дает возможность рассмотреть в рамках "по­
линомиального расцепления" проблему конденсации: получить 
уравнение типа Ван-дер-Ваажьса, и проблему регулярных бинар­

ных растворов. Само рассмотрение проводится в полной аналогии 

с тем, которое выше проведено в приближении молекулярного по­

ля. Заметим здесь же, что возможно и уточнение аппроксимации 

"полиномиального расцепления". Представляется разумным, оста­

вив нерасцепленными все корреляционные функции системы (I 34) 

посмотреть X, -систему СТ.37), где (^) суть набор узлов, бли-' 

жайших к узлам ßj , к расцепить в ней все "новые" корреляцион­
ные функции через функции Гк £ ) системы (1.34). 
Здесь имеет место определенная неоднозначность выбора "базис­
ных" корреляционных функций, через которые расцепляются корре­
ляционные функции X, -системы. В "полиномиальном" расцеплении 
основной корреляционной функцией была £ > . Возникают и 
чисто алгебраические трудности. 

Нам представляется, что очерченный выше в этих лекциях 

подход к модели Изинга, кладущий в основу корреляционные фун­
кции, уже позволил получить ряд интересных результатов, каса­
ющихся собственно модели Изинга. Он дастаточно прост с точки 
зрения чисто практических приближений результатов данной мо­

дели и имеет нереализованные до сих пор внутренние возможности. 
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