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Griter Abidmitt: Grundbegrifie, Barallelitiit.

§ 1. Korper, Fladen, Linien, Geraden.

1. Aus dem BVorfurjus der Geometrie fennen wir folgende Korper:
Sdule (Prisma, insbefondere Quader und Wiirfel), ‘B pramibde,
Walze, (3ylinder), Kegel und Kugel

Betradyten wir die Wobdelle diefer Korper, {o finden wir an ihnen
ebene oder frumme Begrengungsflidhen. Da, wo 3wei Fladen
aufammenitoBen, wo f{ie einander |{dyneiden, entjftehen gerabde
begw. trumme Linien.

Wo drei Cbenen ujammenitoBen, entjteht ein Puntt.

2. Cine gerade Linie fann man fid) durd) einen gefpannten
gaden veranidauliden. Dies befagt, dap die Gerade dDie fiir-
gefte Linie darijtellt, die zwei Punfte mit einander
perbindet; Daher gibt es 3wifden Zwei Puniten nur
eine Gerabde, oder mit anderen Worten, eine Gerade ift Durd
gwei Puntte vollftdndig beftimmt.

Cine Cbene wird veranidauliht durd) die Oberfladhe einer
guten Tafel (aus $Hol3, Metall, Glas) oder den Spiegel einer Fliiffig-
feit in einem mweiten offenen Gefdp.

Wir bezeidhnen auf einer Platte zmwei Punfte mit Tinte oder Blei,
legen iiber bDie beiden Punfte einen gefpannten Fabden und fehen, dap
der Faden fowohl innerhald als aud) auBerhalb diefer Puntte gan
und gar auf der Platte liegt. Mit anderen Worten: eine Gerabde,
Die dDurd) 3wei Puntte einer Cbene geht, liegt aud
mit allen iibrigen Punften in diefer Cbene.

Cin Lineal ift ein prismatijder Korper, deffen Kanten anndbhernd
gerade Linien find. Um bdie Giite eines Lineals 3u priifen, legt man
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feine Kante auf eine gut ebengeidliffene Platte und ftellt feft, ob alle
‘Bunfte der Kante die Ebene beriihren.

Cin Puntt wird veran{daulidht durd) Ddie Spige eines Blei-
oder SKreideftiftes. Bewegt man eine folde Spige auf einem Blatt
Bapier oder auf einer Tafel, o entjteht ein Streifen, der eine Linie
veranfdyaulidht. .

Cine Linie entjteht durd Bewegung eines
PBunttes. Bewegt man die Spige des Blei- oder Kreidejtiftes langs
der RKante eines Lineals, das mit der Geitenflaide einem Blatte
Bapier obder einer Tafel aufliegt, fo befdreibt bdiefe Spife eine
Gerabde.

3. Cin Gtiid einer Geraden, das von beiden Geiten begrenst
ift, heipt Strede.

Begrengt man eine Gerade durd) einen Punft von einer Seite,
fo erhdlt man einen Strabhl

Aufg.: Beihne mit Hilfe des Stedyzirfels 3wei gleide
Streden AB = CD.

Cridutere durd) Jeidhnung bdie Bebdeutung von
AB> CD; AB<CD; AB+ CD = AD; AB — CD=AC;
AB=3 CD; AB=1} CD.

Teile mit Hilfe bdes CStedyzirfels eine Strede in
2, 3, 4, 5, 6, 10, 20 Teile.

4. Cine Gtrede mefifen heifpt fefjtftellen, wieviel
mal dDie Ldngeneinbheit oder ein Teil von ihr in der
betreffendben Strede enthalten ift.

Die Langeneinbeit fann willfiirlid) gewdhlt werden.

Die meiften Staaten (auBer den angeljadiijden) bhaben eine
fibereinfunft getroffen, die Ldinge eines Stabes, der in Paris
aufbemabrt wird, als Ldingenmap 3u benuBen. Diefe Linge beift
1 Meter.

1 m=10 dm =100 cm = 1000 mm.
1 km =1000 m.

Aufg.: ibe did) im WMejfen von Streden mit dem Band-
map und dem WillimetermaBitab.



5. $Haben 3wei Gerade 3wei Punfte gemeinfam, fo fallen
jie gufammen.

Bwei verfdiedene Gerade u und v bhaben einen
oder feinen gemeinfamen Punft.

$Haben 3wei Gerade einen Punft gemeinfam, fo {dhneiden
fie fih. Jn diefem Falle beftimmen fie aud) eine Cbene.

$Haben 3wei Gerade feinen TPunft gemeinjam, fo liegen fie im
allgemeinen aud) nidt in einer Cbene. Soldje Gerade nennt man
windfdiefe Gerabde.

Liegen 3wei Gerade in einer Cbene und {dneiden f{idh trogdem
nidht, {o beiBen fie parallele Berade. ©Solde Gerade bhaben
itberall den gleidhen Abjtand voneinabder.

§ 2. Prehung, Winfel, Cenfredite.

1. Drebe eine Strede AB einmal vollftandig um A. Bei einer
foldgen pollen Drehung bejdyreibt B einen RKreis.

Cin Kreis ift eine frumme, gefdloffene Linie,
deren Punfte von einem feften Puntt (Mittelpuntt, Jen-
trum) gleidhen Abjtand haben.

Die Gtrecte, die -einen Punft der Kreislinie mit dem Wittelpuntt
verbindet, heigt Halbmeffer obder Radius.

Der Kreis wird mit dem Jeidengirfel gegeichnet.

Das von 3wei Punften begrengte Stiid einer RKreislinie beift
Bogen Die Otrede, die die Cndpunite des Bogens verbindet,
heift Sebhne. Cine Gehne, die durd) den Wittelpuntt geht, heipt
Durdmeffer.

Der Durdymeffer ift doppelt fo lang wie der Halbmefjer.

2. Dreht man einen Strahl AB um G
feinen Cndpuntt A, fo bildet jede neue Lage
Des Gtrabhles mit der urfpriingliden Lage
einen Winfel Abb. 1) = BAC = a.

Der Punft A beipt Sdeitelpuntt des Win-
fels, Die ©trablen AB und AC beifen A
Sdyentel. Bei einer vollen Drehung ent- 2Abb. 1.

&V
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fteht ein BWollwintel bei einer halben Drehung ein geftrecdter
Wintel, bei einer viertel Drehung ein redyter Wintel (Abb. 2:
a, B) Y)-

@

7o

Der fleine Wintel, der bei der Ausfilhrung des 360-ten Teiles
der Bolldrehung entfteht, heipt 1 Grad (1°). Jeichnet man in einem
Wintel die Gradteilung binein, fo wird jeder beliebige um feinen
Gdyeitelpuntt gegeidhnete Kreis in fleine Bogen eingeteilt. Jeder der-
artige einem Winfelgrad entjpredhende Bogen heit 1 Bogengrad (°).
Somit hat der Vollwintel 360 Wintelgrad, der Kreis 360 Bogengrad,
der gejtredte Wintel und bder entjpredhende $Halbtreis 180° (Wintel-
begw. Bogengrad), der redhte Wintel und Dder entfpredhende Biertel-
freis 90°.

Cine bhalbfreisformige Sdyeibe, deren Bogen in 180 Grad geteilt
ift, vermwendet man als Winfelmeffer gum Mefjen oder Jeichnen
von Winteln.

Aufg.: Jeidne Wintel verfdjiedener Grope und mip fie mit
$ilfe des Wintelmefjers.
Beidne Wintel von 30°, 45°, 60°, 90°, 180°, 225°,
270°, 340°.

Wintel 3wifdhen 0° und 90° bheigen {pif, 3wijden 90° und
180° — ftumpf, Winfel groBer als 180° — fiberftumpf (AbL. 2:
s B3 K).

Redhte Winfel werden mit dem Jeichendreied gezeichnet.

3. 3wei Gerade (AB und CD) jtehen aufeinanbder
fentfred)t, wenn fie einen redten Winfel bilden
(AB L CD).
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Beidnet man die Sentredite zu einer Geraden ausgehend
- von einem Puntt auBerhalb der Geraden, fo fagt man, die Sentredhte
. wird auf die Gerade gefdallt. — JFeichnet man bdagegen bdie Sent-
- redyte ausgehend von einem Punfte der Geraden, {o fagt man, die
Genfredyte wird gur Geraden erridytet.

Aufg.: 1iibe didh) im Fdlen und Crridten von Sentredhten mit
dem Jeidyendreied.

Unter dem Ubftande eines Punftes von einer
Geraden verfteht man Ddie Jentredte Strede wi-
fdhen dbem Puntt und der Geraden Diefe {enfredhte Strede
heipt Lot.

Aufg.: IJeidhne auf verfdiedenen Seiten horizontaler, vertifaler
und {drdger Geraden Punfte und beftimme ihre Ab-
ftande von den Berabden.

4. GSdneiden zwei Gerade s und t (AUbb. 3) einander, {o ent-
fteben vier Wintel. Man faht Ddiefe 3u je 3wei 3ujammen und
fpridgt — im $Hinbli€ auf ihre gegenfeitige Lage — von Neben-
winfeln und Sdeitelwinfeln.

Crildarung: Nebenwintel {ind Wintel, dDie einen
Sdentel gemeinfam baben, wdhrend Dbdie beiden
anderen Sdyenfel eine Gerade bilden (Abb. 3: a und f).

Lehria (NebenwinteljaB): Die Summe 3weier Neben-
winfel betrdagt 180°

Wir betrachten (AbL. 3) bdie beiden y
Nebenwintel « und 3. Beide ujammen
geben einen geftredten Winfel, weil die
beiden ver{d)iedenen Sdyentel eine Gerade i
bilben. Mithin ift « 4 3=180°.

PR
5. Sdheitelminfel {ind Win-
fel, bei Denen die Sdhenfel dDes
einen Wintels Verldngerungen il

ber ©Sdentel bes anderen {inbd.

Lehria (Sdeitelwintelja): Sdeitelwintel find ein-
ander gleid.



Wir drehen die Gerade s um den gemeinjamen Sdyeitelpuntt der
Wintel « und 7 (ADbb. 3) fo weit, bis s mit t ujammenfdallt. Beide
Wintel entjtehen durd) ein= und diefelbe Drehung. Aljo ift « =1.

6. Werden 3wei Gerade von
einer Dritten in 3wei verfdjiedenen Punt-
ten gefdnitten, fo entftehen 8 LWinfel
(Abb. 4). JIm Hinblid auf ihre gegen-
feitige Lage an bden beiden gefdnittenen
Geraden nennt man Ddie Winfelpaare
(0, %), (Br, B2 (11, 72), (B, %) Gegen-
winfel; die Wintelpaare (=, 7.), (3, 52),
(-I/ll 1'.’)1 (alr 32) i %ed)felmlntel;
bie &Binfemaare (alr ;’2)1 (1311 72) (61, az),
71, 3) —entgegengefete Winfel.

Abb. 4.

§ 3. Cdyiecbung, Paralelitit.

1. Sdiebt man ein Dreied (etwa das Jeiden-
dbreied) oder eine andere geradlinig begrenzte Figur
fo, dbap eine bder Seiten auf einer feften Geraden
gleitet (Ubb. 5), {o bejchreiben alle Punfte der Figur

2Abb. 5.

gleidhlange Wege, und jede neue Lage einer Seite
oDer einer anderen mit der Figur feft verbundenen
Beraden ift der urfpriinglidgen Lage parallel

Darauf berubt das Berfabren mit Hilfe eines Jeidyendreieds
und eines Lineals die ‘Parallele 3u einer gegebenen Geraden 3u
geidnen. Als Jeiden fiir parallel jdhreibt man || .

Aufg.: 1ilbe did) im Jeidnen von Parallelen.
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2. g) Lehrial: Sind gwei Ge-
rabe parallel (Abb. 6), fo find Ddie

Begenwinfel gleid. ) b=
Bei Parallelen tonnen Ddie Gegen: e
winfel bdurd) Sdjiebung in einander iiber-
gefiibrt werden. Aljo ift o, =a, B=05, , B/,
T =T 8 =10 }/"'
| b) Lehria: Sind zwei Ge-
rade parallel, fo find die Wedhfel- Ubb. 6.

winfel gleid.

a, und 7, find Wedhfelwintel; 2, —a, als Gegenwintel; 7, =a,
als Gdyeitelmintel. Sind aber 3wei Grogen (=, 71.) eingeln einer
dritten GroBe (x,) gleidh), fo find fie aud) unter einander gleid). Folglich
ift o =71,

Beweife die Gleichheit der iibrigen Wechielwintel.

¢) Qehrfa: Sind 3wei Gerade parallel, fo be-
trigt die SGumme j3weier entgegengefefter Wintel
180°.

a, und 3, find entgegengefete Winfel. «, |- 3, = 180°, weil
a, und 3, Nebenwintel find; 5, =273, als Gegenwintel. Aljo ijt
a, -3, =180°. Cbenfo beweift man, daB die Summe weier anderer
entgegengefester Wintel 180° betrdgt.

Aufg.: Beweife, dap Winfel mit parallelen Schenteln ent-
webder gleid) {ind ober einander zu 180° ergdngen.

3. JIn der Mathematif begegnen wir drei Arten von Sdigen:
Crildrungen (Definitionen), Grundfdgen (Poftulaten, Ariomen)
und LehridBen (Sigen).

Jn einer Crfldrung wird die Bedeutung einer Begeidynung
genau fefjtgelegt. — ,Der $Halbmeffer ift diejenige Strecte, die einen
PBuntt des Kreifes mit feinem Mittelpuntt verbindet”.

In einem Grundfal wird eine Begiehung ausgefprodyen, die
obne mweiteres flar ift. — ,Cine Gerabe ift durd) zwei Punite voll-
jtandig bejtimmt”.

Gn einem Lehria wird einer Wabrbeit Ausdrud verliehen,
die nidt obhne weiteres einleudhtet. — ,Werden 3wei Parallele von
einer dritten Geraden gefdynitten, fo betrdgt die Summe Der entgegen-
gefesten Wintel 180°“.
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Um bdie TWabhrheit eines LehrjaBes darzutun, mup man ihn
. beweifen. Im Beweis wird gezeigt, dap die Wabhrheit des Saes
auf fdon anerfannten Wabhrheiten beruht. So liep fih 3. B. Der
Lehria von den entgegengefeBiten Winteln an parallelen Geraden aus
dem Gegenwinfeljay und dem SaB von den Nebenwinteln ableiten.
Der Gegenwinteljag folgt aus einer Crfahrung (Parallelveridyiebung
einer Figur), der Nebenwinteljay — aus der Crilarung des geftredten
Wintels. Somit laffen i) alle LebhridBe auf Crildrungen und Grund-
fage guriidfiipren. Da bdie Grundidge bder Crfahrung (Unjdauung)
entnommen {ind, jo berubt aud)y die Mathematit, wie die Naturwifjen-
{chaften, leten Cndes auf Crfahrung. Wdhrend aber die Naturwifjen-
{dhaften die meiften LWabhrheiten der Crfahrung (Beobadhtung, Mefjung,
Berfud)) entnehmen, begniigt {ich die Mathematif mit nur fehr wenigen
CriabrungsfaBen. Die Bejtdtigung aller iibrigen SiBe erfolgt auf
dem obenerwdhnten Wege bdes Beweifes. Obgleidh) der Beweis bdie
Wabhrheit des mathematijhen SaBes fiderjtellt, bleibt dod) die Un-
jdhauung bder bejte Wegmweifer gum Auffinden, Crfajfjen und Bebhalten
geometrifher Sige. Allerdings mup beadhtet werden, dap die Unjdau-
ung uweilen aud) triigt (optijdhe Tdaujdyungen).

4. Jn der Fafjung eines LehrjaBes unterfheidet man wei Teile:
die BorausfeBung (die Bedingung; das, was gegeben ijt) und die
Behauptung (dbas, was aus der Bedingung, aus dem Gegebenen
folgt). — ,Sind 3wei Gerade parallel”, — ijt die BVorausjeBung, —
.10 betrdgt die Summe 3weier entgegengejeter LWintel 180°“ — bdie
Behauptung.

Werden Vorausfegung und Behauptung miteinander vertaujdt,
fo erbdlt man die Umiehrung Ddes betreffenden Saes. — ,Betrigt
die Gumme 3weier entgegengefeiiter Wintel 180°, fo {ind die Geraden
parallel”.

Jit ein Saff wabr, {o braud)t deswegen feine Umiehrung nod)
nicht wabr 3u fein. ,Bridht die Ubhrfeder entzwei, o bleibt die Uhr
fteben”. Diefer Saf it 3weifellos ricdhtig. -Die Umtehrung dagegen:
,wenn die Ubr {tehen geblieben ift, {o ift die Uhrfeder entzwei gebrochen”,
braudgt nicdht 3u ftimmen, weil die Ubr abgelaufen, eine Udhfe, ein
Riadcdhen 3erbrodyen fein fann, ujw. Bildet man die Umfehrung ver-
fhiedener Safe, fo iiberzeugt man fid) bald, dap die wenigjten Sdike
umfebrbar find. Faljd) ijt aud) die Umtehrung des Nebenwinteljaies:
,Betragt die Summe 3weier Winfel 180°, fo find diefe LWintel
Nebenwintel.
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Cin Sap, bder umgefehrt werden fann, ift folgender: Lebt ein
Menid), {o {hldgt fein Herz. Sdldgt das Herz eines Menjdyen, {o [ebt er.
Cbenfo laffen {ich die Lehriige von den Parallelen umtehren.

5. Umtehrung der LebridBe von den Parallelen.

a) Lehria: Sind die Gegenwinfel (an 3wei
Gerabden, dDie von einer dritten gefdhnitten werden)
- gleid), {o find Die (gefdnittenen) Geraden parallel

Merte! Gegeben ift die Gleidheit der Gegenwinfel. Ju unterfuden
ift der Werlauf der Geraden s und t. Da wir dariiber nidts wiffen, find die Geraden
auf der Abb. 7 aud) nidht parallel gezeidynet.

BorausfeBung: a = a
(AbD. 7);

Behauptung: s|t.

Beweis: Wir [dieben Dden
Wintel a;, ldngs u bis fein Sdyeitel-
punft mit dem bes Wintels a, 3u-
fammenfdllt. Dann fdllt aud) s mit t
gujammen, weil o, = a,. Die aus-
gefiibrte Bewegung ift eine Parallel-
verfchiebung. Jnfolgedefjen mup Ddie
urfpriingliche Lage von s jeder neuen
Lage, aljo aud) der Lage t, parallel Abb. 7.
bleiben. Folglich ijt s || t.

b) Lebhrfa: Sind die Wed)|elwintel an 3wei Ge-
raden gleid), {o {ind Die Geraden parallel

Borausfegung: =1,

Behauptung: st

Beweis: o, =17, nad) Borausfegung; 1,=a, als Sdyeitelwintel.
Folglid ift @, =a, als 3wei Grofen, die eingeln einer dritten gleid) find.
a, und a, find aber Gegenwinfel, und da nad) dem vorigen Lehrial
Begenwintel nur bei parallelen Geraden gleich {ind, ift s || t.

¢) Lebhria: Betrdgt die GSumme jZweier ent:
gegengefegter Wintel 180° {o {ind bdie Gerabden
parallel.
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Borausfegung: (Abb. 7) «, 43, = 180°;
Behauptung: st
Beweis: 2 + 3, = 180° nad) der Borausjegung: =, + 4, =180°
nad) dem Lebrjal von den Nebenwinteln. Folglid ijt
R oy 8

3
— 0y — 0,

Il

|

Oy

%

a, und a, {ind aber Gegenwintel, und da die Gegenwintel nur an paral-
lelen @eraden gleid) find, ift s || t.

Bioeiter Abjdhnitt: Chmmetrie.

1. Crilarung: Cine Figur beipt adyfialfymmetrijd,
wenn man fie durd) einen geraden Sdnitt in Fwei Leile zerlegen tann,
die fid) beim Umtlappen beden. Die Gerabde, die eine folde Teilung
voll3ieht, heift Symmetrieadfe Der Figur.

Aufg.: Jeidhne einige befannte adfialfymmetrijdye Figuren aus
freier $Hand und bezeidne jedesmal die Symmetriead)ie.

Cine adfialjymmetrijdje Figur fann dadurd) erzeugt werden, dah
man eine Figur um eine Gerade (diefe tann aud) eine Seite der Figur
bilden) flappt, einen Abdrud der Figur bherjtellt und beide Figuren u-
fammen — Dbie alte und die neue — als eine Figur auffapt.

Crildrung: Figuren, die fid) beim Aufeinander-
l[egen deden, heiBen fongruent (=).

Aufg.: SKlappe einen Halbfreis, den du mit einem weidyen Blei-
ftift auf ein Blatt Papier gezeidynet hait, um den Durd)-
meffer (Blatt jujammenfalten!) und jtelle durd) Reiben
einen 2Abdrud her.

Crgebnis: der Kreis ift eine adjialjymmetrijde Figur. Jeder
Durdymefjer ijt eine Symmetrieadyfe.

Aufg.: SKlappe ein |diefwintliges Dreied um eine Seite.
Crgebnis: der Drade ift eine adyfialjymmetrijdhe Figur mit
einer Cdenlinie als Symmetriead)fe.
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Aufg.: Fertige eine jogenannte Klerographie an.
Aufg.: Fertige die Klerograpbhie eines ,Punttes” an.
{
‘ 2. Den 3u einem Puntt in Bezug auf eine Ad)fe fymmetrijden
,‘Bunft findet man auf folgende Weife:

Man fallt aus dem gegebenen Puntt das Lot ur Ad)fe und ver-
ldngert es um feine Qdange. Das Ende des verldngerten Lotes ift der

gejudyte Puntt.

Aufg.: Jeidhne 3u verjdiedenen gegebenen Puntten die in Bezug
auf die Ad)fe fymmetrijden Puntte.

Um eine Figur 3u zeidnen, die gur gegebenen in Bezug auf eine

- Adyfe fymmetrijd) liegt, muB man 3u jedem TPunft der Figur, den

- fymmetrijen Puntt finden. Jn den meiften Fdllen erlauben es die

geometrijden Cigenjdaften der Figur, die Anzahl der Zu zeidnenden
PBuntte u verringern.

Aufg.: Jeidne eine Strede, die 3u einer gegebenen Strede in
Begug auf eine Ad)fe fymmetrijc) liegt. Tue das gleide
fitr ein Dreied, fiir ein Fiinfed, fiir einen Kreis.

3. SKlappt man ein Dreied um eine Seite, fo entjteht im allge-
meinen ein Biered. Nur wenn ein redtwintliges Dreied um eine
RKathete (eine den redyten Winfel einjd)liegende Seite) geflappt wird,
entiteht em adyfialjymmetrijdyes Dreied.

Lebhrfag: Jn einem adfial-
foymmetrifdyen Dreied find 3mwei
Wintel und zwei Seiten gleid.
Die Symmetrieadje halbiert die
Grundlinie, halbiert den Winfel ,
an der Spige und fteht auf der /'
Grundlinie fentredt (Abb. 8). /

ek

Borausfegung: ~, ABD =~ /. ACD;

1. Behauptung: = ABD = > ACD;
2. Behauptung: AB=AC;
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3. Behauptung: BD=CD;
4. Behauptung: o =a
5. Behauptung: AD | BC.

Beweis: Da nad) der BVorausfefung die Dreiede ABD und
ACD beim ufeinanderlegen fid) bdeden, fo ift = ABD = = ACD;

w
J

g
D

b

AB=AC; BD=CD; a,=a,. Da ferner BC eine @Gerabde ijt, fo p

iit =x ADB + = ADC = 180°. Und dba =x ADB = = ADC infolge
der gegebenen Dreiedstongrueny ift, fo ift = ADB=90°= =y ADC.
9. h. AD L BC.

4. Die beiden gleid)en Geiten eines adyfialjymmetrijden Drei-
edfs bheifen Sdyentel des Dreieds, daber heipt das adyfialjymmetrijde
Dreied aud) gleid)fdentliges Dreied. Die dritte Seite nennt
man Grundlinie oder Bafis. Die beiden gleiden Wintel heifen
Bafiswmintel.

Nimmt man die Symmetrie als Cinteilungsgrunbd, fo fann
man Ddie Dreiede in {ymmetrifde (gleidhidentlige) und unfyms
metrijde Dreiede einteilen.

Cinen befonderen Fall des gleid{dentligen Dreieds bildet das
gleidyfeitige Dreied, bei dem alle drei Seiten gleid) find.

Aufg.: Was fann man iiber die jymmetrijhen Cigenjdaften
und was iiber die Winfel des gleichjeitigen Dreieds
fagen ?

- Ga. Cin gleidfeitiges Dreied ift aud ein gleid-
winfliges Dreied.

5. Unter bder MWittelfentredhten einer Strede
verfteht man Ddie Sentredte im Wittelpuntt diefer
Strede. — Die Symmetriadyje eines gleidhjdyentligen Dreiecs ift die
Mittelfentfrecdhte feiner Bafis.

Jeichnet man iiber einer Strede als Bafis eine Reihe gleid)-
{dentliger Dreiece, {o baben fie alle eine gemeinfame GSymmetrie-
adhfe — die Mitteljentredyte der Bafis. Mit anderen Worten ihre
Spigen beftimmen bdie Wittelfenfredyte diefer Strede. Da eine
Gerade durd) jwei Puntfte vollftandig beftimmt ift, geniigt es, bdie
©pigen von 3wei gleidjdentligen Dreieden zu fonftruieren, um bdie
Mitteljentrechte der Bajis zu finden.
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Die Konftruttion der Mittelfentrechten .einer gegebenen Gtrece
‘wird mit Jirfel und Lineal folgendermafen ausgefiibrt (ALD. 9).
3ft Pla vorhanden, fo fdldgt man um A und B RKreisbogen mit
‘gleidem Rabius, deren 3wei Schnittpuntte

D bie Qage bder gejuchten Mitteljentredhten X
);

0 die Ronftruftion mit ein- und der-

beftimmen. Man fann aljo in diefem Fall AR

€ felben Jirfeloffnung ausfiihren. Jt 4 R 2
> bagegen auf Der einen Geite nur wenig Vo g

PBlag vorhanden (die Strede liegt am Ranbde - i

des Papierblattes), fo tonnte man die Jirtel- \:(’
= pffnung nur wenig groBer als ATB nehmen, N

y erhielte alfo eine ungenaue SKonjtruftion

>

:

(marum?). $Hier muB man 3ur allgemeinen Konftruftion mit ver-
fdhiedener Jirfeldffnung auf einer Seite von AB juriid-
greifen.

6. 3JBuweilen bilden alle Punfte, denen ein- und diefelbe Tigen-
{haft gufommt, eine Linie (geometrijdher Ort).

Alle Puntte, dDie von einem feften Puntt gleidhen
Abftand bhaben, bilden einen Kreis.

Alle Puntte, die vpon einer feften Geraden glei-
den Abjtand haben, bilden 3wei Parallele gu diefer
Gerabden.

Alle Punfte, die von 3wei parallelen Geraden
gleid) weit entfernt find, liegen auf ihrer Mittel-
parallelen.

Alle Punfte, die pon zwei feften Puntten gleid
weit entfernt find, bilden die WMittelfentredte der
Berbindbungsijtrede der beiden feften Punfte.

Golgerung: Die Mittelfenfredte einer Strede
ift eine Gymmetrieadfe der Strede.

7. Die bdurdygenommenen SdBe erlauben es, nod) folgende
RKonjtruttionsaufgaben mit Jirfel und Lineal zu [Hfen.

Aus einem Punit auBerhalb einer Geraden das
Lot auf fie 3u fallen.
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Gegeben: Die Gerade g und der Puntt P. (Fiihre die Jeid)-
nung felbjt aus. Den gegebenen Punft begeihne mit einem fleinen
Kreuy).

Lofung: Wir maden P ur Spile eines willtiirlichen gleid)-
fhentligen Dreieds, indem wir um P als Mittelpuntt einen Kreis
geichnen, der g in 3wei Puntten jdneidet. Die beiden Sdhnittpuntte
A und B {ind Cndpuntte der Bajis AB. P ijt von ihnen gleih weit
entfernt. Wir finden in befannter Weife nod) einen 3weiten Punft,
etwma Q. der von den CEndpuntten der Bafis gleidh) weit entfernt ijt.
Beide Puntte — P und Q — beftimmen bdie Mitteljentrecdhte der Strecte
AB, mithin das gefudyte Lot.

8. Aus einem Punft P einer Geraden g {oll die
Gentredte 3u ihr erridhtet werden.

Begeben: g und P. (Fiihre die Jeidhnung felbjt aus!)

Lofung: Wir maden P jum Mittelpuntt einer Strece, indem
wir um P mit beliebigem $Halbmejjer einen Kreis {dhlagen, der g in A
und B {dneidet. Wir finden in befannter Weife einen Punft Q, der
von A und B Den gleien Abjtand bhat. P und Q bejtimmen bdie
Mittelfentrechte von AB (warum?), und damit die gejudte Sentredyte.

9. Cinen gegeben_en Winfel 3u halbieren.
Begeben: = AOB (Abb. 10).
Aufg.: Den Wintel u bhalbieren.

Lofung: Wir geihnen um O mit
beliebigem $albmefjer einen Kreis. Diefer
{chneidet von Dden Sdjenteln des Winfels
gleihe Stiide ab (OA = OB), die wir als
Sdyentel eines gleich|dentligen Dreieds mit
der Bafis AB auffaffen. Die Bafis braudyen
wir nidyt gu geidnen. JIn befannter Weife fin-
den wir einen von A und B gleid) weit ent-
fernten Puntt K, durd) den die Mitteljent-
2Abb. 10. rechte der Bafis AB bejtimmt wird. Diefe

gebt durd) O und balbiert den Winfel bei O.

Anmerfung: Weitere Konftruftionsaufgaben finden fid) im
2Anbang.
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Dritter Ubjdmitt: dreiedslehre.

§ 1. Besiehungen wijden den Ctiiden ecines dreieds.

1. Crildrungen. 2Als Dreied ~ ABC begeihnet man eine
Bigur, die entfteht, wenn man drei Puntte, die nidht in einer Geraden
liegen, mit einander verbindet. Die
LBerbindungsitreden bheien Seiten,
die Cndpuntte der Streden beifen
€ den, die von den Streden gebildeten
Wintel heifen Wintfel des Drei-
eds. Geiten und Wintel heigen Stiide
des Dreieds. Man ijt iiberein ge-
fommen, bdie Gtiide auf bdie 3wed:-
maRigite Art und Weife fo 3u be-
geichnen, mwie es aus 2Abb. 11 3u
erfehen ift. Die einem LWinfel (z )ent-
fpredhende Seite (a) ift feine Gegeneite.

Der Abftand einer Ccde von der gegeniiberliegenden Seite heift
$Hohe bdes Dreieds. Jedes Dreiet hat drei Hiohen (AUbD. 12).

2Abb. 11.

2Abb. 12.

Aufg.: Sdneide aus Kartonpapier ein Dreied aus, {dhlage um
jedbe Ccde mit dbem Jirfel einen Bogen und {dneide mit
der Gdjere die Wintel ldngs bden Bogen ab. Lege
Die drei Winfel aneinander!

2 19



2, LQebhriag Qnnenwintelfal): Die Summe bder
Wintel eines Dreteds betrdagt 180°

c 2 Borausfegung: (Abb. 13).
a, B und 7 find Winfel des A ABC.
Behauptung: a1 =
180°.
Beweis: Wir eidhnen durd
C bie Parallele 3u AB. Die bdabei
entitehenden LWinfel «; und B, bilden
aufammen mit y einen geftrectenWintel.
Abb. 13. D.h a+B+7v=180°. Da aber
a, = a und 3, = j ift, als Wedhjelwintel
an Parallelen (3eige jedes Mal bdie Schneidende!), o ift aud
a3+ v=180"
Solgerung 1. GCin Dreied, in dem die Summe der Wintel
grofer ift als 180°, ijt nicht miglid.
Golgerung 2. Jn einem Dreied mup die Summe jweier
Wintel fleiner fein als 180°.

golgerung 3. Jn einem Dreied beftimmen 3wei Winfel den
dritten. Stimmen alfo jwei Dreiede in jwei Winteln iiberein, jo miiffen
fie aud) im Dbritten Wintel iibereinjtimmen.

golgerung 4. JIn einem Dreied fann nur ein
Wintel ein redhter Wintel Jein. — Jjt ein Wintel 90°, jo
betragt dDie Gumme ber beiden anbderen 90°. Da aber der eingelne
Summand fleiner ift als die Summe, o ift jeder diefer Wintel ein
ipiger Winfel.

golgerung 5. Jneinem Dreied fann es nur einen
ftumpfen Winfel geben. — Jjt ein Wintel ftumpf, aljo > 90°,
{o ijt Die Gumme bder beiden iibrigen < 90°. Daber mup jeder diefer
Wintel ein fpiger Wintel fein.

Crilarung: Nad) der Grope der Winfel werden die Dreiecte
eingeteilt in rechtwintlige (Dreiecte, bdie einen redyten Wintel haben),
ftumpfwintlige (Dreiede mit einem ftumpfen Wintel) und fpifwintlige
(alle Dreiedswintel find {pige Wintel).

Jm rechtwintligen Dreied heiBen die fenfredht aufeinander ftehenden
Geiten KRatheten; die dem redhten Winfel gegeniiberliegende Seite
beit Hypotenufe.
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Solgerung 6. Wintel, Deren Sdhentel auf einander
fenfred)t jftehen, find entweder gleid), oder ergdangen
einander 3u 180° Beweis leicht!

Anleitung: 1. Fall. Gegeben fei ein fpier Wintel. Aus
einem ‘Punft auBerhalb bdes Wintfels fdllen wir die beiden Lote auf
feine ©Sdyentel. TWir betracdhten bdie beiden ent{tandenen Dreiede. Diefe
ftimmen in 3wei Winfeln (welden?) iiberein. Daber miiffen fie aud
(Folg. 3) im dritten Wintel iibereinftimmen.

Die iibrigen Fdlle erhdlt man, wenn man je einen Sdyentel Ddes
Wintels in die entgegengefete Richtung eidhnet.

Aufg.: Fertige dir aus Karton einen Wintelmeffer (Durdymefjer
wenigftens 20 cm) an, leime an den Durdymefjer eine
Leifte und befeftige im Wittelpunft den Faden eines
Gentbleis. Mit diefer BVorridhtung Lannit du (auf Grund
der Jolg. 6) $Hohenwinfel oder Ddie Neigung -einer
{dhrdagen Platte mefjen.

Der SHiohenwintel ift ein Wintel, den eine jdhrdge
Gerade mit einer waageredyten bildet.

Bur Beftimmung der $Hohe eines Gegenjtandes
mupt du feine Spige anvifieren und den Hiohenwintel
beftimmen. Ferner mupt du die waageredhte Grund-
linie a (Abb. 14) und bdeine Augenhohe ausmefjen.
Gertigit dbu nun eine Jeidhnung an, in der du 1 Meter
1 Centimeter lang 3eidneft (verjiingter Mapitab 1:100),
o fannijt du die Hohe des Gegenftandes finden.
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QInIeifung: Beidhne undd)jt die Grundlinie, dann die anlie-
genden Wintel (90° und den gemefjenen §)ohenwintel).

Aufg.: Crtldare die Abb. 14.

Aufg.: Beredhne die Winfel eines gleichieitigen Dreieds.

Aufg.: Beredne die Summe bder JInnenwintel eines Biereds, eines Fiinf-
eds, eines Ged)seds, eines n-eds.

Aufg.: Bon den Winteln o, 3, v eines Dreieds ift 1) a = 58% B = 172;
2) a=236° 3=64° 3) 0 =15°; 3=232°. Wie groP ijt Der dritte
Wintel ?

Aufg: JIn einem Dreied ift o doppelt fo groB und [ fedysmal fo groB als 7.
Wie grof find die Winfel?

Aufg.: Jneinem redhtwintligen Dreied ift der eine fpige Wintel («) gegeben.
TWie grof ift der andere (3)? 1) a = 00%5.2) sx=37°; 8) q=—145"

Aufg.: Cin Wintel an der Grundlinie eines gleidhjdhentligen Dreieds betrdgt
50°. WWie grof ift der Wintel an der Spige?

3. Crilarung: Unter dem AuBenwintel eines Dreieds
verfteht man einen 2Wintel, der von einer Seite und der Verldingerung
der anjtoBenden Seite gebildet wird. Cin Dreied bhat fed)s AuBen-
wintel.

LQebhrfag UAuBenwintelfa): Der AuBenwinfel
eines Dreieds ift gleid) dDer Gumme der beiden nidt
anliegenden Jnnenwintel

Borausfeung: B ift ein AuBen-
wintel (2bb. 15).

Behauptung: j,=a-47

Beweis: B+ 3=180° (warum?)

a-+ B +1=180° (warum?)
fit-B=a+B+7, dls
3wei Gropen, die eingeln einer dritten gleid)

find. 3ieht man von beiden Geiten Dder
2Abb. 15. Gleidhung B ab, fo folgt B, =a 1.

1. §olgerung. Da die Summe groBer ift als ein SGummand,
foift ber AuBenmwintel eines Dreieds groBer als ein
nidtanliegender Jnnenwintel

Aufg.: Jeige, daf Der Aupenwintel fleiner fein tann als
ein anliegender Jnnenwinfel (Jeidynung).
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2. Bolgerung. Der AuBenwinfel an der Spife
eines gleidyfdhentligen Dreieds ift dboppelt fo groh
als ein Bafiswintel. Beweife den Safy felbit.

Aufg.:

Aufag.:

Aufag.:

Berldingere den Scdyentel eines gleidjdhentligen Dreieds
iiber Die GpiBe bhinaus um feine eigene Linge. Ber:
binde Dden erhaltenen Cndpuntt mit der einen Cde Dder
Grundlinie. Was fiir einen Winfel bildet die uleht
gezeidhnete Strede mit der Grundlinie.

Beweife, daf in einem gleidhidentligen Dreied eine Parallele zur
@runbdlinie ein ebenfalls gleid)jdjentliges Dreied abjdyneidet.

Die durd) die Gpifge eines adfialjymmetrijden Dreieds gezogene
PRarallele zur Grundlinie halbiert den AuBenwinfel an der Spite.

4. Qebhrja: Jn einem Dreied liegt der grofBeren
Geite dber groBere Winfel gegeniiber.

Jm gleidjdentligen Dreiect

ABC liegen ben beiden gleidyen
Sdyenteln die gleiden Bafiswintel
gegeniiber (2bb. 16). Dreht man
die Grundlinie um ihren Mittel-
punft M, jo fieht man: {o lange
c>b, ift aud v>53, fo lange
c<b, ift y<E

1. Folgerung. Jn ei-
nem redtwinfligen Drei-
ed ift Die Hypotenufe die
groBte Seite.

2. Folgerung. Das Lot
ift dber tiirgefte Abjtand
eines Lunftes von einer
Geraden.

3. Folgerung. Jn ei-
nem {tumpfwinfligen Drei-

ed liegt bdie griofte Seite

gegeniiber.

2bb. 16.

dem ftumpfen

Winfel
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5. Lebhrfag: Jn einem Dreied ift Die SGumme
3weier Seiten groBer als die dDritte Seite.

Beweis: Wir faffen insbefondere die Cden A und B Ddes
Dreieds ABC (Abb. 11) ins Auge. Da die Strede AB bie tiirzejte
Cntfernung 3wifden den Puntten A und B bildet, fo ift der gebrodene
Liniengug ACB > AB ober AC |+ CB > AB.

Aufg.: Beweife ben Saf, indbem du von der Strede AC ausgebhit.

Aufg.: Beweife, dap eine Seite des Dreieds groBer it als
die Differeng der beiden anderen Seiten.

§ 2. Oreiedsfonftruftionen. SKRongruen;.

Cin Dreied bhat fedhs Otiife: Ddrei Seiten und drei Wintel.
Bwijden den Gtiiden bdes Dreieds bejtehen jedod) Beziehungen. So
ift beifpielsweife Dder Ddritte Wintel {don beftimmt, wenn die beiden
anderen Winfel gegeben {ind. IJm Folgenden werden wir fehen, welde
Gtiide ein Dreied volljtandig beftimmen.

1. 1. KQonfjtruftionsaufgabe: Cin Dreied 3u
3eidnen, wenn 3wei Seiten und der eingefdlof-
jene Winfel gegeben {inbd.

Gegeben: b, c, = a

Wir geichnen gunddjt (2Abb. 17)
den Wintel « und tragen auf feinen
Sdyenteln die Stiide b und c ab.

Da es wijdhen B und C nur
eine Gtrecte gibt, fo ift das Dreiect
durd) bdie gegebenen Gtiide voll-
jtandig bejtimmt.

Anmerfung: Jeidhnet man
mebhrere Dreiede nad) diefen An-
gaben, fo ift es moglid) fie durd
Aufeinanderlegen ur Dedung 3u
bringen.
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Figuren, die{id) beim Aufeinanderlegen deden,
heiBen fongruente Figuren Demnad) find alle nad) den
Angaben bder 1. Konftruftionsaufgabe gegeidhneten Dreiece fon-
gruent. — Trdgt man b und c in einer anderen Reihenfolge auf den
©dyenfeln von o ab, {o entjteht ein fymmetrijdes Dreiek, dbas man
vorher umflappen muB, um es mit einem friiber gegeidhneten durd)
Aufeinanderlegen ur Dedung 3u bringen. Figuren, die erft nady er-
folgtem Umftlappen fid) deden, heiBen ebenfalls fongruent.

Dies vorausgefdidt, tonnen wir {agen, dah durd) jwei Seiten
und bden eingefdlofienen Winfel eindeutig fon-
gruente Dreiede beftimmt werden.

2. 2. Qonfjtruftionsaufgabe: €in Dreied 3u
aeidnen, wenn eine Seite und die beiden anlie-
genden Winfel gegeben finbd.

Begeben: ¢, = a, = B. Gelbjtverftandlich mup « + B < 180° fein.

Wir geidhnen Funddit
(2Abb. 18) bie Seite c= AB
und madyen A und B 3u Sdyei-
telpuntten der Wintel « und L. C
Da fidh 3wei Geraden nur in N
einem Puntte {dneiden, fo P v
ift bier eine gang bejtimmte ’ §
Qbjung vorhanden. LWenbdet / \
man die Anmertung gur 1. Kon- 3 5
ftruftionsaufgabe auch hier an, £ .
fo fann man fagen: durd A /\d‘ B/\B
eine Seiteund die bei- c
benanliegenden Win- Abb. 18.
fel merden eindeutig
fongruente Dreiede
bejtimmt.

Anmerfung: Sind nidht « und B, fondern etwa a und v,
. h. awei TWintel gegeben, von denen bder eine fein anliegender
Wintel ift, fo [aBt fich Diefer Fall auf bden behandelten dadurd
guriidfiihren, daf man B nad) der Gleidung p=180°— (z+ 1)
beredhnet.

25



3. 3. Konfjtruftionsaufgabe: E€Ein Dreied 3u
3eidynen, wenn alle dDrei Seiten gegeben find.

Das ift nur moglid), wenn jede Seite eingeln fleiner ijt, als die
Summe Dder beiden anderen Seiten.

BGegeben: bdie Streden a, b

und c.
c Wir geichnen undd)jt (AUbb. 19)
b a und {dhlagen mit b und c als Halb-

meffer 3wei Kreife um bdie Cndpuntte

von a. Durd) den Sdnitt beider Kreife
b 3 werden 3wei [pmmetrijdye Dreiede be-
ftimmt (auf Der Jeidhnung ijt nur
] eins abgebildet).

Abb. 19. Durd drei GSeiten mer-
den fongruente Dreiede
eindeutig bejtimmt.

Aufg.: Lofe die Aufgabe, indem bdu bdie Jeihnung mit b
beginnjt. Bergleide das Dreied mit bdem friiheren.

4. 4. Qonjtruftionsaufgabe: C€Cin Dreied jzu
3eidhnen, wenn 3wei Seiten und der einer Seite
gegeniiberliegende Wintel gegeben {ind.

Gegeben: a b, a

Wir geidhnen gundd)jt b = AC (2bb. 20) und fonftruieren bei A
pen Wintfel a. Dann fdhlagen wir um C mit a als Halbmefjer einen
Qreis. Cs ergeben {id) folgende Mioglichteiten:
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erftens: a=d, dem 2Abjtand des Punftes C vom unbe-
ftimmten Sdjenfel AB. Der Kreis um C beriihrt den unbejtimmten
©dyentel und es entiteht ein redhtwintliges Dreied.

3weitens: a>d. Der Kreis um C fdyneidet den unbe-
ftimmten Sdjenfel in 3wei ver{dhiedenen Punften und es entjtehen
3wei verfdhiedene Dreiecte.

drittens: a=b. Der unbejftimmte Scentel wird in A und B
gefdhnitten. s entjteht ein gleidhidentliges Dreiedt.

piertens: a>b. Der unbeftimmte Sdenfel wird nur in
einem ‘Punit B gejdnitten. Cs entjteht ein Dreied.

Wenn a < b, erbalten wir fiir a<<d fein Dreied, fiir a >d 3wei
Dreiede und im Grengfalle a =d ein Dreied.

Wenn a=0>b, fo erhalten wir als befonderen Fall ein gleid)-
{dentliges Dreied.

Unfere . Beidnung fiihbrten wir fiir einen fpiBen Winfel « aus.
Jit « aber ftumpf, fo hat nur der vierte Fall Bedeutung

Somit erhdlt man ein beftimmtes Dreied nur im vierten Fall
a>b, d. b in dem Fall, wenn = der groferen Geite gegeniiberliegt.

5 Wir bhaben vier Fdlle angefiibrt, wo Dreiede durd) Ddrei
Gtiide volljtandig bejtimmt werden.

Drei Wintel beftimmen jedod) nod) fein Dreied, da unzdblig
viele Dreiede moglid) find, die in drei Winfeln, nidht aber in den
©Geiten iibereinftimmen. JBeige Dbdies, indem bdu Ddurd) ver{d)iedene
Puntte einer Seite Parallele ur anderen Seite Zeidhneft, wobei meh-
rere Dreiede entftehen, die 3war in den Winfeln iibereinftimmen,
aber trogdem nidht fongruent find.

6. Die Crgebniffe der Konjtruftionsaufgaben laffen f{idh) 3u fol-
genden Kenngeichen der Kongruenz (Kongruen3jdBen) zujammenfafjen :

. Dreiede {ind fongruent, wenn fie in 3wei
Seiten und dem eingefdloffenen Winfel iiber-
einftimmen (SWS).

II. Dreiede find fongruent, wenn fie in einer
Seite und 3wei anliegenden Winfeln iiberein-
ftimmen (WSW).

II. Dreiede {ind fongruent, wenn jie in allen
Drei Geiten iibereinftimmen (SSS).
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IV. Dreiede find fongruent, wenn fie in 3mei
Geiten und dem Gegenwinfel der groBeren Geite
iibereinftimmen (SsW).

7. Lebhriaf: Alle Puntte, die von den Sdhen-

ben,
Winfels.

eines Wintels bden gleiden Abftand ha-
liegen auf der Winfelhalbierenden diefes

Borausfegung: (Abb. 21)
AP = AQ.

Behpt.: - POA = > QOA.

Beweis: Betradhte die Drei-
ede AOP und AOQ und ftelle ihre
RKongruen3 feft. Sdliege aus bder
RKongrueng der Dreiecte auf die Gleid)-
Abb. 1. beit der Wintel POA und QOA.

Aufg.: Jeidhne Dreiede aus folgenden Stiiden:

1) a=5cm; b=9.cm; ~(=47°.
2) a=92 cm; c=06,1 cm; (3=130°.
3) a==8 oii; p=43°; v =59°
4) c=1T el ¢ =100 (3=20°.
5) a=Db; b=T72 cm; c=9,3 cm.
6) Lapt fid) ein Dreied zeichnen aus a=6 cm, b=4 cm, c =11 cm?
7) Beidne ein Dreied aus a=9 cm; b=06 cm; p=40°.
a=17 cm; b=8 cm; 3=50°
8) a=T7cm (8 cm, 9 cm, 10 cm, 12 cm); b =10 cm; g = 53°.
9) a=4 cm; b=3 cm (4 cm, 7 cm); 3=120°.

KQRonfjtruftionsaufgabe: Der bdritte Kongruensjal

liefert bte Konftruftion eines Wintels (Sdyeitelpuntt O, Abb. 22), bder
einem gegebenen Wintel o« (Sdyeitelpuntt A) gleih ift (d. h. fich mit

ihm beim Aufeinanderlegen

c L dedt).
Wir  geidnen den
Strahl OK und {dlagen

P 4 v um A und O mit gleidem

A
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Gtiide AB, AC und bdas in der Abbilbung nidht wiedergegebene Stiict
BC, womit ein Dreiedt durd) drei Seiten gegeben ift. Darauf jdhlagen
wir mit BC als $albmefjer um K einen Bogen, der den vorher gejeich-
neten Bogen im Puntt L jdneidet. Jeichnet man nun den Strahl OL,
fo ift der entjtandene Wintel KOL —a. Weife dies felbft nach!

Aufg.: Finde die Summe jweier oder mebhrerer gegebener
Winfel durd) Konftruttion. Finde die Differens weier
Wintel durd) Konftruttion.

Bierter Wbjdhmitt: Bieredslehre.

§ 1. Grfldrungen. Ginteilung der Bierede.

1. Crfldrungen: Gin Biered ift eine Figur, die entjteht,
wenn man vier Punfte in der Ebene, von bdenen feine drei in einer
Geraden liegen, mit einander verbindet. Die Verbindungsitreden heifen
Geiten, die von ihnen gebildeten Wintel heigen Wintel des BVier-
eds, die Gdyeitelpuntte der Wintel heipen € den. Man unterjdheidet
liberjd)lagene Bieredte, bei denen eine Seite die andere innerlid) hnei-
det, und nidyt iiber{hlagene BVierede. JIm folgenden ift nur von nidht
iiberfchlagenen Biereden die Rebde.

Cine ©Strede, die 3wei gegeniiberliegende Ccen miteinander ver-
bindet, heipt Cdenlinie oder Diagonale.

2. Bei der Cinteilung der Bierede bedient man fid) der
PBarallelitdt der Seiten als Cinteilungsgrund.
Demaufolge gibt es Bierede mit parallelen Seiten und Bierecte ohne
parallele Geiten. Leftere nennt man aud) Trapezoide. Bierede
mit einem Paar paralleler Seiten beifen Trapeze, Bierede mit
swei Paar paralleler Seiten Parallelogramme.

Jnnerhalb der Parallelogramme find bemerfenswert die redht-
winfligen (gleidwintligen) Parallelogramme oder Ddie
Redytede und die gleid)feitigen Parallelogramme
odber Rhomben. Cine befondere Stellung nimmt das Quadrat
ein, dbas als gleidhjeitiges Redhted oder redhtwinfliger Rhombus an-
gefprochen werden fann.
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§ 2. Die Gnunenwinfel des Biereds.

1. febhrja: JIn jedem Biered betrdagt Ddie
SGumme Der JInnenwintel 360°

Beweis leidt! Jerlege das BViered durd) eine Ccenlinie in wei
Dreiede.

2. Der bewiefene Safy gilt fiir jedes Biered. $Hat das Biered
befonbdere Cigenidajten, jo haben Ddiefe 3ur Folge, daB 3u dem
bewiefenen Saff nod) andere hingutommen, die ihren Grund in den
befonbderen Cigenfdaften haben. Diefer Fall tritt 3. B. ein, wenn
bas Biered parallele Gegenfeiten befit, d. h. ein Parallelogramm ift.

§ 3. Gibe iiber Barallelogramme.

1. Lebhrfag: Jn jedem Parallelogramm {ind
Die gegeniiber liegenden Winfel gleid.

Borausfegung: (2Ubb.23)
AB || DC; AD | BC.

Behpt.: = ABC= =y ADC.

Beweis: Wir geidhnen die
Cdenlinie BD. Als Wedfel:
Abb. 23. wintel bei parallelen Geraden
(weldyen?) ift B, =8,; By=20;.
Addiert man u 3wei gleihen Gropen eingeln gleide Grofen,
fo erhdlt man gleihe Summen. Folglich ift:
By + B, =23, + 3, ober
2 ABC = = ADC,

. h. die gegeniiberliegenden Wintel eines Parallelogramms find gleid).

2 Qebhrfag: In jedbem Parallelogramm find
die parallelen Seiten gleid.

Borausfeung: (Abb. 23) AB| DC; AD || BC.
Behauptung: AB=DC; AD=BC.
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Beweis: Wir geidhnen die Edenlinie BD. Das ~ ABD =~ A DCB
nad) dem 2. RKongruenzfaB (die ndhere Begriindung finde Tfelbjt!).
Daraus folgt AB=DC und AD=BC, d. h. bdie parallelen Gegen-
feiten eines Parallelogramms {ind einander gleid).

3. Lebhrfa: JIn jedbem Parallelogramm hal:
biert eine Cdenlinie dDie anbdere.

Borausfegung: (Abb. 24)
AB | DC; AD | BC.

Behauptung: AO=CO;
BO = DO.

Beweis: Wir betracdhten bdie
Dreiede AOD und BOC. Diefe Drei- bb. 24.
ecfe {ind fongruent (LWeife dies nach!).
Daraus folgt AO=CO und BO=DO, b. h. der Sdnittpuntt der
Diagonalen ift gugleid) ibr gemeinfamer Mittelpuntt.

4. Aus dem Borhergehenden geht hervor, daf ein Parallelogramm
nad) einer balben Drebung um O mit {id) {elbft zur Dedung
gebracht werden fann. Figuren, die nad) einer Drehung von 180° mit
fih felbjt gur Dedung gelangen, heifen zentralfpymmetrifd.
Der Drehpuntt heipt Symmetriepuntt der Figur.

Das Parallelogramm ift alfo eine jentralfymmetrijhe Figur,
deren Symmetriepuntt im Sdnittpuntt der Ccenlinien liegt.

Aufg.: DBeweife, dap jede Strede, die jwei Begenjeiten im Parallelogramm

mit einander verbindet und durd) den Symmetriepuntt geht, von
diefem balbiert wird.

§ 4. Umiehrung der Parallelogrammiiise.

1. Lebhrfa: GSind in einem Biered bdie ge:=
geniiberliegenden Wintel gleid fo ift es ein
PBarallelogramm.

BorausfeBung: «, B, v und 3 find die Winfel eines Bier-
eds; a=7, =32,
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Behauptung: AD| BC; AB| DC.

Bemwmeis: Aus Ddem Jnnenwintelja fiirs Biered folgt
a+ B4 v+ 3=360° ober, ba a =7 und B=3, 234 2B=360°
oder a4 3=180° a und B find jedod) entgegengefelite TWintel, die
nur an parallelen Geraden gleid) {ind. Folglid) ift AD || BC. Cbenjo
beweift man die Parallelitdt der beiden anderen Seiten. Aljo ift ein
Biered, in dem bdie gegeniiberliegenden Wintel
gleidh find, ein Parallelogramm.

2. Lebhrfa: GSind in einem Biered die Ge-
genfeiten gleid), {o ift es ein Parallelogramm.

Borausfeung: (Abb. 25)
AB=DC; AD'=BC.

Behauptung: AB | DC;
AD || BC.

Beweis: MWir jeidnen eine

Cdenlinie AC. Dann entftehen 3wei

Abb. 25. fongruente Dreiede ABC und ACD

(WBeife die Rongrueny felbit

nad!). Jn fongruenten Dreieden find bdie gleichliegenden Ctiide

einander gleid), folglih 2, =17, und o, =rv,. Diefe Winfel {ind aber

Wedhfelwintel und Wedhfelwintel find nur an parallelen Geraden gleid).

Golglih ift AB || DC und AD || BC, d.h. ein Biered mit
gleiden Gegenjeiten ift ein PLarallelogramm

3. Lebhrial: Halbiert in einem Viered eine Cden-
[inie dDie anbdere, fo ift es ein Parallelogramm.

Borausfegung: (Abb. 26)
AO = CO und BO = DO.

Behauptung: AB | DC;
AD || BC.

Bewmeis: A AOD= A BOC
(begriindet das!). JIn fongruenten Drei=
eden find die entfprechenden Stiide ein-
ander gleid), infolgedeffen ift a =1y
(oder 3 =20). Diefe Winfel find aber

32



Wed)felwinfel und Wedhfelwintel find nur an parallelen Geraden gleid),
0. h. AD ift parallel 3u BC. Cbenfo beweift man bdie Parallelitdt der
beiden auderen Seiten.

Aus dem Bewiefenen geht hervor, daB ein BViered ein Parallelo-
gramm ijt, wenn feine Diagonalen einander halbieren.

4. Lebrfaf: Cin BViered ift ein Parallelogramm,
wmenn 3wei Gegenfeiten gleid) und parallel finbd.

Borausfeung: (Abb. 27)
AD = BC und AD | BC. %

Behauptung: AB]| DC.

" Beweis: Wir geichnen die Ccfen-

. linie AC. Dann ijt A ADC=/, ABC

nad) - dem 1. Kongruenzfag. Denn 4 :
erftens haben Dbdie Dreiede Ddie Seite Abb. 217.

AC gemeinfam, ferner ftimmen fie

in den Geiten AD und BC laut BorausfeBung iiberein; und endlid
ift o, =7, als Wedyfelwintel an den Parallelen AD und BC, die durd)
AC gefdynitten werden.

Da nun in fongruenten Dreiecten alle gleidliegenden Stiide gleid)
fein miiffen, fo ift aud) =, =7,. Somit ijt ABCD ein Biered mit
awei gleiden gegeniiberliegenden Winfeln und ift auf Grund eines
vorher bewiefenen SaBes (nenne ihn!) ein Parallelogramm.

T,:c

a!

§ 5. das Redyted.

1. Dentt man fid) in den Cden eines Parallelogramms Jylinder-
gelenfe angebracdhyt, fo ift es miglich, die Winfel des Parallelogramms
3u verdndern. TWas gefdhieht mit den Ccdenlinien, wenn die Winfel
redhte Wintel werden? (Jeichnung felbjt anfertigen!)

2. Lebhrfag: Jn einem ,
Redyted {ind die Diagonalen
gleid.

Borausfegung: (Abb. 28)
AB | DC; AD| BC; AD | AB.

Behauptung: AC=BD. 2Abb 28.
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Beweis: A ABC=A BAD nad) dem 1. Kongruensjag (SWS).
Jn fongruenten Dreieden miifjen aber die entjpredyenden Seiten ein-
ander gleid) fein. D.h. AC=BD.

Aufg.: Beige, wie man mit Hilfe von Jiriel und Lineal die Sentredhte Fu
einer Geraden mit $Hilfe des eben bewiefenen Lehriages eidynen
fann, wenn bdie Genfredite o nah am Rande der Jeidnung liegt,
Daf die frither ermdfhnte Konftruttion nidht durdfiihrbar ift.

Aufg.: Finde die Symmetriead)fen eines Redyteds.

3. Aus dem Gejagten folgt:

1. Um jedes Redyted fann ein Kreis gegeidhnet
werden (Beweis leicht!).

2. Jeder Wintel, Defien Sdeitelpuntt auf ei=
nem Kreife liegt und deffen Sdentel dDurd bdie
Cndpuntte des Durdmeffers gehen, ift ein redter
Wintel (Sah des Thales).

Die Gleichheit der Diagonalen eines Parallelogramms wird, wie
aus dem Borhergehenden 3u erfebhen ift, dburd) die Gleid)heit der Jnnen-
winfel bebdingt.

§ 6. Der Rhombus.

| Eebridg: JneinemRhombus jtehen die Dia-
gonalen {enfred)t auf einander und halbieren die
Wintel an den Cden.

Borausfegung: (AL.29) AB || DC; AD || BC; AB=BC.
Behpt: BD L AC; = ABD= >CBD; =x ADB = = CDB.

Beweis: AC ift die gemein-
fame Grundlinie Dder gleidhjchentligen
Dreiefe ABC und ADC. IBie friiber
gegeigt worden ift (wo?), befigen gleid)-
{hentlige Dreiece mit ein und derfelben
Bajis eine gemeinjame Symmetriead)ie,
Die durdy) den Mittelpuntt der Bafis und
durd) Die beiden Spijen geht. Da nun
der Sdynittpuntt der Diagonalen der Mit-
telpuntt von BC ijt, fo it BD bdie gemein-
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jame Symmetrieadyfe der Dreiete ABC und ADC. Jnfolgedefjen ijt
BD | AC und = ABD = =x CBD, bdesgleidyen = ADB = = CDB.

Fiir die Dreiede ABD und BCD ift AC die gemeinfame Symme-
trieacdhfe und folglih) = BAC= = DAC; = DCA = = BCA.

Aufg.: Unterfude die Cigenjdaften eines jog. Dradyenviereds,
0. h. eines BWiereds, das entjteht, wenn man 3wei in
pen Grundlinien iibereinftimmende gleid)jchentlige Drei-
ede fo an einander legt, Dap die Grundlinien fich decen.

§ 7. das Quadrat.

1. Lehrfag: Jneinem Quadratals einemgleid-
jeitigen Redted begw. gleidhwintligen Rhombus
find die Diagonalen gleid, ftehen aufeinander
fenfredt und halbieren dbie Wintfel Des Quadrates.

Aufg.: SKonjtruiere aus 3wei Seiten und dem eingefchlofjenen
Wintel ein Parallelogramm.

Aufg.: Jeidhne auf Grund der Sife iiber das Parallelogramm
mit $Hilfe von Jirfel und Lineal die Parallele 3u einer
gegebenen Geraden durch einen auBerbalb gelegenen
Buntt.

Aufg.: Gegeben ift eine Seite, die Ccenlinie und der Wintel
awifden Ccenlinie und Seite. Konftruiere das Paral-
[elogramm.

Aufg.: Welde CStiide bejtimmen ein Quadrat, eine Redhted,
einen Rhombus, ein allgemeines Parallelogramm, ein
Trape3, ein Trapezoid? Konftruiere nach felbjtge-
wdblten Stiiden diefe Figuren.

§ 8. das Irape;.

Crildrung. lUnter der Mittellinie eines Trapeges ver-
fteht man bdie Berbindungsitrede bder Mittelpuntte Der beiden nid-
parallelen Seiten.
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I. Lebhriag Jn einem Trapej ift die Mittel-
l[inie Der Grunbdlinie parallel

Borausfegung: (Abb. 30) a|b; M und N find die Mittel-
puntte der beiden nidhtparallelen Seiten.

Behauptung: ml|b.

2bb. 30.

Beweis: Wir fithren mit dem Trapez um N als Drehpuntt
eine halbe Drebung aus. Damn ift MAB,M, ein Parallelogramm, weil
MA = M,;B, und MA || M;B, ift. Daraus folgt MM, || AB,, mithin m || b.

2. Lebhrfag: Jn einem Trape3 ift die WMittel:-
linie gleid) der halben SGumme bder beiden paral:
[elen Seiten.

Beweis: (Abb. 30). Aus der Jeidhnung ift erfidhtli), dah

2 m=a-+b. Folglidh ift m ———3—27.

§ 9. Ctredenteilung.

1 RLebhria: Werden parallele Geraden von
3wei Geraden gefdnitten, und find die Ubjdnitte
auf der einen Sdneidenden gleid), fo {ind {ie aud
auf der anderen gleid.
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Borausfehung: 9
P1 Il P2 | Ps || ps- Diefe Paral-
(elen werben von g und h ge- / \
fchnitten (2bb.31); AB—BC. A/ D

Behpt: DE=EF.

B
Bemweis: Wir zeich)- C/ H/\TF
nen durd) die Punfte D und / P
E parallel 3u g die Streden / F
DG undb EH. Dann ijt / \ ’
A DEG =~ ~ EFH  nad /

bem 2. Kongruenzfaf. Denn 9Abb. 31.

DG = AB, weil ABDG ein

Parallelogramm ift, und da

AB = BC und ferner BC = EH, {o ijt DG = EH. Ferner {timmen die
Dreiecte in den beiden anliegenden Winteln iiberein (warum?). Aus
Der Kongruen der Dreiecde folgt DE = EF.

Folgerung: Jeichnet man in einem Dreied durd) den Mittel-
punft der einen Geite eine Parallele Fur 3weiten Seite, {o wird die
dritte Seite halbiert.

Fiinfter Abjdnitt: Jer Kreis.

§ 1. Grildrungen.

1. Wiederhole aus bdem 1. Abjdnitt § 2 bdie Crildrung bdes
Rreifes, des Halbmejjers, des Durdymejfers, Dder
Sebhne, des Bogens.

Cine Gefante ift eine Gerade, bdie 3wei Punfte mit dem
Rreife gemeinfam bat. Cine durd) den RKreismittelpunft gehende Se-
fante beift Jentrale. Eine Tangente ift eine Gerade, die nur einen
Puntt (ben Beriihrungspuntt) mit dem Kreife gemeinjam hat.
Unterjdjeide Rreislinie (Kreisumfang, Peripherie) und Kreisfldade
(Sdyeibe). Die Figur, die von einer Sehne und dem ugehdrigen Bogen
begren3t ift, heift Kreisabfdnitt. Cin Kreisausidnitt ijt
eine Figur, die von Zwei Halbmeflern und einem Bogen begrenst wird.
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2. Die Linge der Sehne ift eine Funttion ihres AUbjtandes vom
Wittelpuntt (Sdaubild). Die gropte Sehne geht durd) den Kreismit-
telpuntt und ijt zugleid) Durdymefjer.

§ 2. Gehne und Bogen.

1. Lebhrfa: IJn einem Kreife oder in gleidhen
KQreifen gehdren 3ugleidyen Sehnen gleidhe Bogen.

Anleitung gum Beweis. Wir fonnen die gegebenen Sehnen und
damit aud) die Biogen ur Dedung miteinander bringen.

Aufg.: Verdoppele, verdreifade, vervierfache einen Bogen.

Aufg.: Zeile einen Bogen in 3wei, in vier, in adt gleiche Teile.

Aufg.: Teile einen Kreis in vier gleide Teile, jedes Biertel in
drei Teile (anndhernd, mit dem Sted)zirfel) und fabre
fo fort, bis dbu den Biertelfreis in Teile von je 5° geteilt
bait.

Aufg.: Beweife, daB gleide Sehnen vom RKreismittelpuntt den
gleichen Abstand haben.

Aufg.: Bemweife, daB eine von einem Kreife und einer Sebhne
gebildete Figur adfialjymmetrijd) ift.

§ 3. Bon der Kreistangente.

1. Lebhria: Halbmeffer und Tangente ftehen
im Beriihbrungspunft aufeinander fenfredt.

,,/p" Wir drehen die Strede CQ entgegen
- dem Ubrzeigerfinn (2Abb. 32). Dabei wird
CQ f{tdndig fiirger und ift in der Lage CP,
wo P Dder Beriithrungspunft und CP Dbder
$Halbmefjer ift, am fiirgeften. Da aber die
i tiirgefte Cntfernung des Punftes C von der
a/ L £ @eraben t das Lot ift, jo ift CP L t.
2Abb. 32.

Folgerung: Die von einem Kreife und einer
Tangente gebildete Figur ift adfialfymmetrifd.
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Die Gymmetrieacdhfe ift Die Durd) den Beriihrungs-
puntt gebende Jentrale.

2. Qebhrifa: Die von einem Kreife und jwei
Tangenten gebilbete Figur ift adfialfymmetriid.
Die Gymmetrieadyfe geht Durd) den Mittelpuntt des
Rreifes und durd) den Sdeitelpunft desvon den
Tangenten gebildeten Wintels und halbiert diefen
Wintel

Borausfegung: CA=CB;
~ CA L DA; CB L DB (Abb. 33).

Behpt.: = CDA=->CDB.

Beweis: Beide Tangenten
AD und BD beftimmen bden LWintel
ADB, bdeffen Symmetriadyfe die durd
D gehende Wintelhalbierende ift. Da
die Wintelhalbierende alle Puntte ent-
hdlt, die von DA und DB gleichen
Abftand Haben und CA =CB ijt, {o
gebt fie odurch Den Mittelpuntt Ddes
Rreifes C. DC ift alfo als Jentrale
aud) Symmetriad)je des Kreijes.

Abb. 33.

Folgerung: Die durd) einen auBerhalb liegenden
Puntt an den Kreis gelegten Tangentenjtreden find
gleid.

Aufg.: Welde Linie bilden bdie Mittelpuntte der Kreife, Die
innerhalb eines AWintels liegen und feine Schentel
beriibren?

§ 4. Winfel und Kreis.

L.Crflarungen: Cin Mittenwintel (Jentrimintel)
ift ein Wintel, deffen Sdeitelpuntt im Kreismittelpuntt liegt.

Gin Umfangswintel ift ein Wintel, deflen Scheitel auf
dem Kreisumfange liegt.

Gin von eirer Tangente und einer durd) den Beriihrungspuntt
gehenden Sehne gebildeter Wintel heift Sehnentangentenmwintel.
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2Abb. 34.

Abb. 35.
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2. Lebhriag: Cin Mitten-
winfel ift doppelt {0 groh
als der Umfangswinfel iiber
Dem gleidhen Bogen.

Wir betrachten undd)it eingeln
folgende Fdlle:

1. Fall: Der Mittelpuntt des
RKreifes liegt auf dem einen Sdyentel
des Umfangswintels (Abb. 34). a =23
als AuBenwintel an der Spilge eines
gleidhjchentligen Dreieds.

2. Fall: Der Mittelpuntt liegt
3wifchen den Sdyenteln des Umfangs-
winfels (Abb. 35).

Wir geichnen durd) die Sdeitel-
puntte beider LWintel einen Durdymefjer.
Diefer gerlegt « bezw. B (auf der Abbil
bung nidht begeidhnet) in 2, und o, bezw.
B, und B, Auf Grund des 1. Falles

ift @ =28

ap =2,

oder o + a4 =2(f3; + B)

folglid g == 2P

3. Fall: Der Mittelpuntt liegt
auBerbhalb bdes Umfangswintels
(Abb. 36).

Wir zeidnen wieder den Durd)-
meffer durd) die Sdyeitelpuntte der Win-
fel. Dann entjtehen die Wintel «,, «,, 5,
und B, Auf Grund des 1. Falles

ift =20

% =20

oder o, —a=2(3,—0)

folglidy a =28




Da aufer den befprodjenen bdrei Fdllen feine anderen moglid)
find, fo gilt allgemein, dbaf der WMittenmwintel doppelt fo grof ift als
ber gugehirige Umfangswintel.

Golgerung 1. (Saff DdDes

Thales) Jeder Umfangsmwin:=

fel iiber dDem Durdmeffer ijt

ein redyter Wintel (ADbD. 37).
Aufg.: Konjtruiere mit Hilfe des ,

Thalesfaes die Tangente
in einem Puntte der Kreis-
pheripberie.

Aufg.: Beidhne durd) einen Puntt
auferhalb des Kreifes feine
beiden Tangenten.

Folgerung 2. Bewegt {idh) ein Wintel fo, dDah

feine ©dentel burd) die beiden Endpunite ein-und
berfelben Strede gebhen, {o bejdreibt fein Sdeitel-
puntt den Bogeneines Kreifes.

2Abb. 37.

3. Lebhriafh: Der Sehnentangentenwinfel ift Die
Halfte bes Mittenmwintels iiber Dem gleidhen Bogen.

Begeben: Der Sehnentangenten=
winfel DAB (2bb. 38). Der 3ugebdrige
- Mittenwintel ijt ACB.

Wir fdallen aus dem Mittelpuntt C
bes RKreifes die Senfredte CE auf die
©ebne AB. Dabdurd) wird der Winfel ACB
balbiert. = BCE = 2> ACE= } = ACB.
Die Schentel des Wintels ACE {tehen auf den
Sdyenteln des Wintels DAB fentrecht. Dar-
aus folgt = DAB = =y ACE =} = ACB.

Beweife, dap DAC = = ACF iit,
alio gleid) der $Hilfte des Wintels, der = ACB 3u 360° ergdnat.

§ 5. Umfreis und Fufreis.
1. Crildarung. Der Umfreis einer Figur ift derjenige

RQreis, der durd) alle Cden Der Figur geht. Der JInfreis einer
TFigur ift ein Kreis, der alle Seiten der Figur beriibrt.
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Aus dem Gefagten geht hervor, dap der Wittelpuntt des Umtrei-
fes von allen € ¢ en der Figur gleidhen Abjtand hat. Der Mittelpuntt
des Jnfreifes dagegen ift von allen Seiten gleid) weit entfernt.

2. Lebhriaf: Der Mittelpuntt des Umtreifes
eines Dreieds ift Der Shnittpuntt dDer Mittelfent-
redhtenfeiner Seiten.

Beweis: Die Mit-
telfenfredite mc enthdlt alle
Buntte, die von A und B glei-
denAbjtand haben (2Abb. 39).
Auf bder - Wittelfentredhten
ma liegen alle Puntte, bdie
von B und C gleidh weit
entfernt {ind. Der Sdnitt-
punft S liegt gleichzeitig auf
beiden Mittelfentrechten und
bat fomit von allen Dbrei
Cden A, B und C bdie gleidhe
2Abb. 39. Cntfernung.

Da Ddie dritte Mittelfentrechte my alle von A und C gleid) mweit
entfernten ‘Puntte enthdlt, und da S einen diefer Punfte bdarftellt, fo
muB aud)y mp, durd) S gehen. Mithin {dneiden fid) alle Mittelfent-
redyten in einem Puntte, der von den drei Cden gleiden Abjtand Hat
und folglidh der Mittelpuntt des Umftreifes ift.

3. Lebhrfa: Der MWittel-
punft dDes Jnfreifes eines Drei-
eds liegtimSdnittpunttderWin-
felbalbierenden feiner Winfel.

Die Wintelhalbierende AN des Wintels
CAB (2bb. 40) enthdlt alle Puntte, die von
AB und AC gleidyen 2bjtand haben. CEbenfo
enthilt die Wintelhalbierende BN des Wintels
ABC alle Puntte, die in gleicher Cntfernung
ron BA und BC liegen. Der Sdnittpunit
der Wintelhalbierenden N bhat fomit von
allen drei Seiten AB, AC und BC bden
gleichen 2Abjtand.
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Die Winfelhalbierende des Winfels ACB enthilt alle von CA
und CB gleich weit liegenden Puntte, und da N einen Ddiefer Punfte
darftellt, fo muf diefe Wintelhalbierende aud) durd) N gehen. Somit
fdyneiden fich die Wintelhalbierenden der Jnnenwinfel Des Dreieds in
einem Puntte, der von den Seiten den gleidhen Ubjtand hat, und folg-
lich den Wittelpuntt des Jntreifes darfjtellt.

Aufg.: Jeidne den lUmtreis, begw. den Jnfreis fiir ein redyt-

wintliges, ftumpfwintliges und fpiwintliges Dreied.

Aufg.: Jeihne bdurd) drei nidt in einer Geraden liegende

Puntte den Kreis.

4. LQebriaf: Die Hobhen eines Dreieds {dnei-
ben fid) in einem Puntt

Borausfegung: ha lCB;
ho L AC; he L AB (2bb. 41).

Behauptung: Die drei §Ho-
hen {dneiden {idh in einem Puntt.

Bemeis: Wir geidnen durd
die Cden A, B und C Parallele 3u

£

‘&

den gegeniiberliegenden Seiten. Dann

entjteht ein neues A A, B, C,, Ddefjen

Geiten von den Cden des gegebenen

Dreiects halbiert werden. JIn der Lat Ye,

ift AB,=AC,, denn da AB,CB laut

Konftruftion ein Parallelegramm ift,

jo ift AB, = CB; ebenfo findet man, wenn man das Parallelogramm

AC,BC betradytet, AC, = CB, woraus AB, = AC, folgt. ha hy und h.

find alfo im A A, B, C, die Miiteljentrechten der Seiten. Und von

diefen ift bereits bewiefen worbden, dap fie fih in ein= und demfelben
PBuntte jchneiden.

2Abb. 41.

O

5. ©af. JIn einem Biered, das Q
einem Rreife einbefdrieben ift, be=
tragtdie Summe gmeier gegeniiber-
l[iegender Wintel 180°. Finde fiir den Sal
die Borausfegung (Abb. 42) und die BVehauptung.
Begeidyne den Mittelpuntt des lmtreifes und die
Jnnenwintel

Der Mittenmwintel, der o entfpridht iit o, =2 a,
ebenfo ift Der Mittelwinfel, der v entjpridyt,
v, =27. Daraus folgt:

2bb. 42.



2a+2y=a+1
2(a+7y) = a,+ 7, oder wie aus der Jeidynung au erfehen ift
2 (a+ ) = 360° d.b. a + 1 =180°.

Cbenjo beweift man, daf 3 4 § = 180° ijt.

©a. Jn einem Biered, das um einen RKreis gegeichnet ijt, ift die Summe
awetier gegeniiberliegender Geiten gleich der Summe der beiden anderen Seiten.

Beweis: (AUbb. 43). JIn dem Bieredt
* find auf Grund des SaBes von der Gleidhbeit

D
F der Tangentenabidynitte
AE = AH
BE=—BF
DG = DH
CG=CF
‘ ’ 9.h. AE4+BE+DG+CG = AH+4BF+DH+CF
4

oder AB+DC = AD+BC

Abb. 43.

6. Crildrung. Cin regelmdfBiges Bieled ift
ein BVieled mit gleidhen Seiten und gleidhen Winteln.
Cin gleidhfeitiges Dreied ift ugleidh regelmdpig, da feine Wintel
ebenfalls gleid) {ind. LBon den Bierecten ift das Quadrat regelmdpig.

Lebhrfa: Jedbem regelmdBigen BVieled fann
ein Kreisumbe{drieben bejw. einbefdrieben wer-
Den. Beide Kreife Umereisund Jnireis des regel-
maBigen BVieleds) haben einen gemeinfamen Mit-
telpuntt (Mittelpuntt desregelmdBigen BVieleds).

Borausfeung:

AB=BC=" . =NA;
SINAB = 3 ABE — 0 = -
(Ubb. 44).

Behauptung: O ift der Mit-
elpuntt des regelmdpigen Bieleds.

Beweis: Wir eichnen Ddie
Wintelhalbierenden Dder bei A und
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B gelegenen Wintel. Dann ift a, =a,=7,=2[,, als $Hilften nad)
Borausfegung gleider Wintel. Die Wintelhalbierenden {dyneiden fid)
im ’Buntte O und beftimmen bdas /. AOB, das gleichfchentlig ift, weil
ay =8, ift. Klappt man nun das A AOB um OB, {o fdllt AB, in-
folge B, =@, auf BC und dedt fid) mit BC, dba AB = BC ift. Der
Winfel «, nimmt die Lage 7, ein. Da aber 2, und fomit audy B,
halb fo groB ift als ein Wintel des Bieleds, jo it CO bdie Wintel-
balbierende des TWinfels bei C. C€s ijt flar, das man auf Ddiefe
Weife fortfhreitend bdas gangze Bieled in fongruente gleichjchentlige
Dreiede mit Dder gemeinjamen Spige in O gerlegen fann.

Bieht man nod) in Betradht, dap in fongruenten Dreieden die
gleichliegenden Hohen gleid) {ind, fo folgt aus dem Befagten:

Critens. Die Wintelhalbierenden der Jnnenwintel, desgleiden die
Mittelfentredhten der Seiten Des regelmdBigen Bieleds jdhneiden fid
in einem Puntt (WMittelpuntt des regelmdBigen BVieleds).

Bweitens. Der Mittelpunft des regelmdBigen Bieleds ijt wvon
allen Cden gleid) weit entfernt (OA=0B=0C=. . . . . = ON)-

Drittens.  Der Mittelpuntt des regelmdpigen Bieleds ift von allen
Geiten gleidh weit entfernt (OK).

Der Mittelpuntt des regelmdpigen Bieleds ift daher gleidhzeitig

Mittelpuntt des Umtreifes (Halbmeffer OA) und Wittelpuntt des JIntrei-
fes ($Halbmejjer OK).

Critldarung. Das gleidh|dentlige Dreiet, das von der Seite
und dem Mittelpuntt des regelmdBigen Vieleds bejtimmt wird, heift
Bejtimmungsdreied des regelmdpigen Bieleds.

$Hat das regelmiBige Bieled n Seiten, o betrdgt der Wintel an
der Gpige des Beftimmungsdreiects ;"E,_

7. Qonftruftion eines re- 0
gelmdaBigen Sedseds aus Der
Geite a mit Jirfel und Lineal (Abb. 45).

PBlan Unalyfis): Der Wintel an

der ©pie Ddes Bejtimmungsdreieds Iijt A 2
X —60°. Das befagt, bah Ddas Be- Avb. 45.

ftimmungsdreied gleichwintlig, aljo aud



gleichfeitig ift. Da aber feine Sdyenfel Radien des Umireifes {ind, fo
ift audy die Seite des regelmdBigen Sed)seds gleid) dem Radius des
Umtreifes (AB = OA).

KQonftruttion: Wir geidhnen einen RKreis mit dem $Halb-
meffer a und tragen a als Sehne jed)smal nadjeinander ab.

8. Qonfjtruftion eines regelmdafBigen Dreieds,
deflen Umtreis gegeben ift.

Wir eidnen in den Kreis ein regelmiBiges Sedysed und verbin-
den Ddie erjite Gde mit bder dritten, Ddie Dritte mit Dder fiinften und die
fiinfte wieder mit der erften Cde.

9. Ronftruftion eines regelmdapBigen BViereds,
defjen Umtreis gegeben iit.

Wir geichnen 3wei fenfredht aufeinander {tehende Durdymefjer und
verbinden ihre Cndpunfte miteinander.

Ausgehend von den fonjtruierten Figuren fonnen durd) Halbierung
der Bigen weitere regelmdpige BVielede (12-ed, 24-et ujw., 8-ed, 16-ect
ujw.) gezeidhnet werden.

Ynbang

(Bur Wiederholung).

1. Beichne Ddie fymmetrijhe Figur 3u einem regelmdBigen
Gedysed in Bezug auf eine beliebige Gerade als Symmetriead)fe.

2. Gude Ddiejenigen Puntte, die vom Punfte P, den Abjtand
a = 8 cm und gleid)zeitig von dem Puntte P, den Abjtand b = 12 cm
baben.

3. Jinde bdenjenigen Puntt, der von einem gegebenen Punite
P ben 2Abjtand a = 5 cm und von einer gegebenen Geraden g den
Abjtand b = 3 cm bat.

4. Jinde den Punit, der von den Puntten P,, P, und Py gleidh
weit entfernt ijt.

5. @inde den Punft, der von dem einem Sdjentel eines gege-
benen Winfels « = 40° (130°) den Abjtand a = 2 cm, von dem
anderen Scyenteln den Abjtand b = 5 cm bhat.
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6. Dente dir u jedem befannten Konftruttionsfall eines Dreieds
die entfpredyenden Stiicde und fithre die Konftruftionen aus.

7. Beweife, dap in einem red)twintligen Dreiet, in dem Dder
eine fpige Winfel 30° betrdgt, die gegeniiberliegende Kathete halb fo
gro ift als die Hypotenuse.

8. Beweife, dap in fongruenten Dreieden Ddie gleid)liegenden
$Hbhen, Geiten- oder Wintelhalbierenden, iiberhaupt die gleid)liegenden
Gtreden einander gleid) find.

9. Werldngert man jwei Dreiedsfeiten um ihre eigene Linge
iiber ihren Sdnittpuntt hinaus, und verbindet die Cndpuntte, jo entjteht
ein dem urfpriingliden fongruentes Dreied.

10. 3eige, wie mit Hilfe der vorigen Aufgabe die Breite eines
Teidjes, die Breite eines Haufes u. d. {idh beftimmen [afjt.

11. Jeidne ein Dreiet aus:

a=17 cm, b=86.cm, 1=100°
c==10 om, a==980", B=298",
a=12-cm, b=16 cm, ¢=20 cm,
a==Tom b=5 ol a=—120°,
a=—07cm b=12 em, a=—757".

12. 3Beidhne einen Wintel mit dem Punfte P als Sdyeitelpuntt,
der einem gegebenen LWintel gleid) ift.
13. 3eidyne ein gleidhjeitiges Dreied aus der Seite a = 6,4 cm.

14. 3Beidhne ein Biered aus vier gegebenen Seiten und einem
gegebenen Linfel.

~ 15. Jeichne ein Parallelogramm aus gwei Seiten und dem ein-
gejdlofjenen Wintel.

16. 3eidyne einen Rhombus aus einer Seite und einer Diagonale.
17. 3Beidhne ein Redhted aus einer Seite und einer Diagonale.
18. 3eidyne ein Quadrat aus einer Diagonale.

19. SRonftruiere einen Winfel von 45°, von 60°.

20. Teile durd) Probieren mit dem Stedyzirfel eine Strecde von
8 cm in bdrei gleide Teile; eine Strede von 12 cm in fieben gleidye
Leile.
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21. Die Wintelhalbierenden der benadybarten Wintel eines Paral-
lelogramms {tehen fenfred)t aufeinander.

22. Die Mittelpuntte der Seiten eines Biereds bilden die Cd-
puntte eines Parallelogramms (Jeidne die Diagonalen des Biereds).

23. Finde den 3u einem Bogen gehdrenden Kreismittelpuntt.

24. 3Feidne mebhrere Kreife, die die Scentel eines Winfels be-
riithren. Weldhe Linie wird durd) die Mittelpuntte aller fo[d)er Beriih-
rungsfreise gebildet?

25. Jeidhne einen RKreis mit dem Radius R = 5 cm, Dder eine
~ gegebene Berade in einem gegebenen Punft beriihrt.

26. Jeidne einen Kreis (R=14 cm), der eine gegebene Gerade
beriibrt und durd) einen auBerhalb der Geraden liegenden Punft gebht.

27. 3eidne einen Kreis, der eine Gerade in einem gegebenen
Puntte beriihrt und durd) etnen auBerhalb gelegenen Puntt geht.

28. PWeldye von den befannten Parallelogrammen haben einen
Umtreis und welde einen Jnfreis?




- ESTICA

A-H 7%




	Unknown
	Untitled
	Statement section
	Chapter
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	Cover page
	Untitled


	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled


