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Newtoni meetod kõrgema astme võrrandite ligikaudseks lahendamiseks pä­

rineb aastaist 1665 - 1670. Trükis avaldati ta esmakordselt 1707. aastal 

Westoni poolt. Hiljem töötasid meetodi uurimisel rida matemaatikuid /Lag- 

range, Fourier, Euler Jt./, kes said ka üksikuid tulemusi meetodi vea hin 

damisel. Meetodi koonduvuse küsimuse lahendas Cauchy Ja hiljem Ostrowski .

Meetodi laiendamise algebraliste võrrandsüsteemide lahendamiseks teos­

tasid Stenin [11], Ostrowski [lk], Willers [17] Ja mittelineaarsete inte- 

graalvõrrandite lahendamiseks Zagadski Meetodi koonduvuse küsimust 

algebraliste võrrandsüsteemide korral püüdsid lahendada Willers, Stenin 

jt., kes said ka üksikuid tulemusi. Kahe tundmatuga süsteemide Jaoks la­

hendas küsimuse Ostrowski [1з] Ja inte graalvõrrandite Jaoks Zagadski [9] •
1948. a. vaatles Kantorovitš [ 1] meetodit kõige üldisemal kujul funkt- 

sionaalvõrrandite puhul Ja andis ka üldised koondu vustingimused.

Kantorovitš vaatles Newtoni meetodi rakendamist mittelineaarse funkt- 

sionaalvõrrandi

P(X)= 0 (1)

ligikaudsel lahendamisel, kus P on pidev, kaks korda diferentseeruv ope­

raator, mis kujutab Banachi ruumi X normeeritud ruumi Y.

Olgu võrrandi ( 1) lahendi x* ligikaudne väärtus xo teada. Võrrutades 

operaatori P kasvu P(x)- P (xo) diferentsiaaliga punktis xo asendame an­

tud võrrandi ( 1) ligikaudselt lineaarse võrrandiga
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P(x)=Pfxo) + P'(x.)(x - xo) = 0. "f-

Võrrandi (2) lahendit x, loemegi lähtevõrranii (1) juure X* uueks lä- 

hendiks. Kui eksisteerib [P'(xe)] L siis võrrandit (2) lahendades saame

xi = xo- l - '( x»>] p( x») • ( 3)

Analoogse valemiga avalduvad rekurentselt siis ka järgmised x* järkjär- 

gulised lähendid

x,.,= X.- fp*(x.)] P(XJ •

Elementide хи jada koonduvuse küsimuse täpseks lahendiks x* selgitab

järgmine Kantorovitši tõestatud teoreem:

Teoreem !• Kui on täidetud tingimused:

1) valitud alglänendi xo puhul eksisteerib pöördoperaator n=[p‘(x.)] • 

kusjuures on teada tema normi tõke

2) element xo rahuldab ligikaudselt võrrandit (1), kusjuures

IInP(x)Il4Mo;

3) piirkonnas 

IIх - x»ll< - (5)
о

on teine tuletis P”(x) tõkestatud:

||p"(x)ll 5 H; ^б)

4) konstandid Bo, -no ja H rahuldavad tingimust

h„ = B„-n <4 о о £o а

siis võrrand (1) omab piirkonnas (5) lahendi x*, milleks koondub prot­

sess (4) kiirusega, mis on määratud võrratusega

IIx,-x*Is,.(2n.)*"‘a. • (7)
Kantorovitš tõestas ka teoreemi, mis annab piirkonna, milles võrrandi 

lahend on ainus.

Teoreem 2, Olgu täidetud teoreemi 1 tingimused 1) - 4) selle vahega.

et võrratus (б) on rahuldatud piirkonnas



(8), ii* - «j < L(hjл, - .

Siis võrrandi (1) lahend on ainus piirkonnas (б).

Hiljem on meetodi kasutamise ja koonduvuse küsimusi edasi uurinud Mõ- 

sovskih [<].[5],[б], Balujev [7J jt.

§2 . N £ W T О N I MEETODI R А К £ N D A MINE 
схкЕмксявжемеввеевсзеаамгсЕажшевежвеекЕвахскжжеямвжжжвссЕскж

ALGE BRALISTE VÕRRANDITE SÜSTEEMIDELE 
■вжжеежжвжжжежеежежжжжжжжяжежеаежжжвежжжжжжжжжжжжехжжвжавзкямЕЖЖжхкжжжжтжжжжжжжжс;

n tundmatuga n algebralise võrrandi süsteemi

f(x‘. x*, ... , x")= 0 (1 = 1,2,...,n) (9)

punul omandab võrrand (?) uue länendi x,=(x*, x”) leiamiseks alg-

länenai xe=(x*, x*,..., x0) kaudu järgmise lineaarse vorranasüsteemi kuju;

Sellisel kujul andsid meetodi Runge ja König [1б]• Võttes X * Y * m,

saame teoreemi 1 järgmises sõnastuses:

Teoreem Kui on täidetud tingimused:

1) maatriksi

determinant Д # 0 ja

max — 7 I U- I В .I Л I Z___ L I J I 5 o •. i lill J = 1
kus ü] on maatriksi elementide algebralised täiendid;

2)

3)

4)

max|x,J- х'|^1],;

h. = B,m,H<1;

siis võrrandsüsteem (9) omab lahendi, mis on leitav Newtoni protsessiga.



Kahest kahe tundmatuga võrrandist koosneva süsteemi korral on algebrali- 

eed täiendid Uj võrdsed maatriksi enda elementidega /absoluutselt/ ja või­

me võtta

max 
i Alj = 1 Ml (11)« в.

Veelgi täpsemaks väärtuseks saame

]3 = _1. max
И1

Kasutades hinnangut (11) omandab teoreemi 3 tingimus 4) kuju

ehk
52

4b,H= iai.
Peagu samal kujul sai oma teoreemi ka Ostrowski £13].

§3 . N л W T 0 N I M E Ь Т О D 1 ULDISTAMINE

FUNKTSIONAALVÖRRANDI PUHUL
SS ЗЕ =aes=-m=ss- 8—SSStSSSÄSBfiSXSSSXSXMBMMSÄt#—SSSSX2 --------- в

musi meetodi rakendamisel võrrandsüsteemide ning integraalvõrrandite

Newtoni meetodi üldistamise võimalusi hakati otsima juba väga ammu. Ka­

sutades ka teist järku tuletisi said selliseid üldistusi Halley £151, Eu­

ler fl4], Richmond £18^ ja paljud teised. Saadud üldistuste koonduvuse kü­

simused jäid aga lahendamata ja alles 1952. aastal õnnestus nõukogude ma­

temaatikul Salehhovil £2J KantorovltSi tulemusi üldistades tõestada teoree­

miga 1 analoogne teoreem üldistatud Newtoni meetodi jaoks ühe tundmatuga 

võrrandi puhul. Salehhovi teoreemi otsese üldistuse funktsionaalvõrrandile 

ja selle rakenduse integraalvõrrandite lahendamisel avaldas 1953. a. Mert- 

vetsova [10] . Viimasest sõltumatult sai autor analoogse teoreemi ja tule- 

pu- 
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hui* Nende esitamisele ongi pühendatud käesoleva töö järgmised paragrahvid 

Selles paragrahvis on näidatud Newtoni meetodi üldistuse enda saamnine ül­

dise funktsionaalvõrrandi puhul*

Olgu у = PC x) pidev ja kuni kolmanda järguni diferentseeruv operaator, 

mis kujutab Banachi ruumi X normeeritud ruumi Y.

Vaatleme võrrandit
P(x) = 0, (12)

mille lahendi x* ligikaudne väärtus xo olgu teada. Ligikaudse lahendi täp­

suse parandamise uue meetodi loomiseks lähtume Taylori valemi analoog liest 

operaatori P(x) jaoks;

P(x)« p(x.) + PVxJ C x - xo) Ü?)

P(x)«P(x„) * P*(x.) (x - x„) "(xj ( x - x„)2 . (14)

Asendades võrrandi (12 ) vasaku poole temaga ligikaudselt võrdsetega

seostest (1?) ja (14) saame ligikaudsed võrrandid

P(x„) + P‘(x)(x - X.) = 0 t15)

P(x.) ♦ P'(X6)(X - x,) - X„t- 0. (16)

Kui eksisteerib lineaarse operaatori P4X«,) pöördoperaator LP‘‘e) »

siis võrrandit (15) lahendades saame

X - x0- [p(x)]‘P(x,), (17)
mis kujutab endast tavalist Newtoni meetodit funktsionaalvõrrandi jaoks 

/võrdle 3 /•

Kui eksisteerib ka operaatori

P'(X,) *p"fxo)(x - X.)

pöördoperaator, siis kirjutades võrrandi (16) kujul

P(x.) ♦[p*(x.) *p"(x.)(x - X^](x - X„)= 0

/siin kasutasime operaatorite lineaarsust/, saame seda lahendades viimase

x - x0 suhtes
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X - X,- -[p'fx,) +ip”(xo)(x - x,]P(x,).
Asendades siin x-x, avaldisest (1?) leiame

x - X,- -{P4x,)-2p«'(-x,)[P4x,)]p(x.)j P(x,) 

ehk kasutades tähistust

[p'fx,)j - ro ,

X - x.-fptxj -2p"(x,)P(xJP(x,). (18)

Valem (18) annabki meile võrrandi (12) juure x* järgmise lahendi x * xt, 

mida aga sageli on kasulikum leida lineaarsest võrrandist

[PVxJ -2P"(xrP(x,](x, - *) = - P(x„V (19)

Kui P(x) on reaalne /või kompleksne/ funktsioon, siis kujutab valem (18) 

Salehhovi [2] poolt uuritud iteratsiooniprotsessi. Vaadeldaval Juhul omab 

valem järkjärguliste lahendite leidmiseks kuju

X„„- xn - [P' (x,)-1p"(x,RP(x„JP(x,), (20)
kus Го= [РЧх^'1.

§4. ÜLDISTATUD NEWTONI U E E T 0 D I KOONDUVES
ss s s:sizxÄSSSSscxzasSXSX5S3ESSS5SSsessxssasxcrc—ESHSssxsÄÄSs-ass ======= =гягвгагвге gc ss агат —=== g & a aa - — =

Saadud iteratsiooniprotsessi (20) koonduvuse küsimuse lahendab järgmine 

teoreem.

Teoreem 4. Olgu alglähendi xe puhul täidetud tingimused:

1) eksisteerib operaatori P‘(x.) pöördoperaator To = [P,(xo)]'1Ja on tea­

da selle normi tõke

//CUBe;

2) element xe rahuldab ligikaudselt võrrandit (12); eksisteerib pöörd- 

operaator [P‘(x,)-1p"(x,rP(x,)] , kusjuures

II [P ' ( X.) - 2 F " (x.)C P< x)]"P ( X o)lk ma;

3) piirkonnas, mis on defineeritud võrratusega
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II X - х„|| с N(h,)7,- (21)

on operaatori P teine ja kolmas tuletis tõkestatud:

||p"(x)l|ä H, IPI(x)ll< K;
4) konstandid ja H rahuldavad võrratust

4е о ;
5) konstandid Bo , , К ja ho rahuldavad võrratust

ko«= BeK^o^
3^(7 • 3ho- ht)
-(1+5,72 4, '

Neil tingimusil omab võrrand (12) piirkonnas (21) lahendi x , millele

läheneb protsess (20) kiirusega, mis on määratud võrratusega

II x* - xjk -L(2he)3 1^* I“)

Tõestus* Näitame kõigepealt, et üleminekul xd~lt xi»le jäävad tingimu-

sed 1) • 5) täidetuks*

Tähistades Дх = ж,- xo on

Ax » - [P‘(x,)-2P"(x)nP(x,]P(*,) (23)

ja tingimuse 2) põhjal

И Дх II < *7)e. (24)

Kasutades operaatori kasvu hindamise valemit /vt* näiteks [1] ptk.IV $1/

saame

II r;[p'(xj- P‘(x,)]lslrilP‘(x) - p«(x,)lk

< B.T sup II P<'(x)H (Ax|< В H-n = hoc 1 
lx - хо+9Дх J 1

/sest siin U x - х|| = 0||Дх||£: eno = K(h.)7}„ ja seega 3) tingimuse põhjal

||P"(X)||s Н/.

Järelikult Banachi teoreemi põhjal eksisteerib pöördoperaator
o"‘ E - Г» [P'(xo) - P’fxj]pt 

kusjuures —i— .
1 - ho

Võttes 0, * G-‘n leiame, et

n - {E -C[P4X.)- P'(x,)j] ’[рЧх^]"’



Järelikult

||f: il-llfp‘(xjr>il6llilr.ii6 в,. (25)

6,t» tingimus 1) on täidetud ka xt puhul.

Edasi lähtume jälle Taylori valemi analoogist P(xJ jaoks Лг«[з] IV S3/ 

P(xJ - P(x,) ♦ РЧхе)Лх *^’*(х.)Дхг ♦ R/xJ , (26)

kus 1

r)(x1) -2. f p"0Ax*(1 -e^de. (‘7)
' ‘ о

Asendame valemis (26) x-d seost (23) kasutades;

P(x,) - P(x.)- [P'(xJ ♦^"(xjAxJfP'txJ -|P,i(x<,)/:p<x.)7'f(x„) ♦ B3(X,)-

= [P'(xo) -p"(x„RP(x,1[p’(x,) -Ip^xJCPtx.)] 'p(x.) -

— [ P' (x,) *1р"(х.)Дх][р> (xo) P"(x.)CP(Xo)] P(x,) ♦ R,(x.) -

- -$P"(x)rP(x,) +Ax][p’(x,) -^P'VxjQPfx»)] P(xo) * RS(X,) -
- -2p"Cxe)^P(xJ - [ PVx.) -|Р',(хо)СР(хдГ’р^х.)}[РЧх(3 -1p"(x0P(x]P(x2)+

* R,(x,) = -1P"(x{c[P‛(x,-2p"(P(x][p‛(x,)
- [PVxe)-lp'>(x,)r;P(x.))",pfxe)|[p'<x(>)-lp''(xo)r;P(xe)]"PCx„) ♦ R,(x,)- 

=41 ?"(*XP"(xXP(x,){[P'(x.)-^Р'Чх,)ГвРСхо)]"'р(х,)р ♦ R3(xJ . 

Arvestades tingimusi 1) - 3) ja seost (27) saame siit

||P(x,)||^|| Р'ТхЛГнсН ||r.P(xJUxl|2 +IR,(x,I<41BI
Siin tarviliku normi || f;p(xjl| tõkke saame tingimusest 2):

II [P'(xe) -2P"(x,)RP(x)P‛ x.)QP(x,)||«^,

II [a CP,4xe)f2P(x<,)]"’roPCxe')||g1?e,

TE-
llr.P(x.)H II[E -1

2 r P "(X.) r, p (x7 *
JP"(xo)nPCxo][E-1nPI(x0P (x.)]-' n, P (X,) II

1E-1P"(.,P(x0) ------------------ €
E-rP"(xP(xUI[E-InP"(xRP(x,) J"‛rp(x,)ТГТ^груП7х^Г(х^|--------------—-L ,

- Ilr„p/x.)ll_________iMlT^Ttinir^Zx^^ То,
IIC P (*„) I/ s [1 * 1 в. и II reP (x„) il] =". +1 ho к ro P (x„Il,
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||reP(x,)||ž-^^- =8O.
2 ” } о

Seega
yp(x )|| . Km _ Ьа1121а.

2 ( 2 - he) 6 6 C 2 - ho)

ja võrratust (25) kasutades
♦ К ( 2 * h.)]Ban3

1ТГ^*0?1 * h^)
_[3h + ^(2 =8 .
- i"( 2*- h.)(l - h.) 1

Kasutades tingimust 5) saame nüüd
I/ * Г P •• (v .. (-lil < 4 T X [ * ,( ' e]m. * о

[3;+2407;72*=5222]n,. 5hl ( 2 ♦ Ж* h- ♦ 7 ~ 3n» -
12 (2 - hoXl - h,)* 12 (4 - h; )(1 - h‘J(l - h,)

— — — 9h3 w 2:— < le
♦ (4 - h3)(1-h;)41 - h.) 5

Seega Banachi teoreemi põhjal eksisteerib pöördoperaator

F" = [» -^ПР’Чх.^Кх,)]'1,

kusjuures

Il fH € T-^- - -5- .
5

Seda kasutades saame nüüd

IF‘qP(x,)|=) [ P'(x.) -1 Р'»(х,)Г P (х,)Гр(х,)Л < 5-8 -
€ 1 •* 4 1

53h.-jA/LA-Sellg 
2 - ho)(l - h,)

<____
" 8 Г4--"ь:к1""ъ:)

<__ 2hl2Z,
" 2 (1 - h3) 2h,n.-

Seega ka tingimus 2) on täidetud xf puhul*

Tingimuse 3) täidetus X1 puhul järeldub sellest, et sfäär

lix - xj| € N(h,)n,

sisaldub sfääris (21), mida on aga lihtsam tõestada allpool*

4) ja 5) tingimuste täidetus on otseselt kontrollitav;

h, - < 4h’ h € --° 2

_k, - ?i?21L „ JL. 2 _L. B,Km2 hj B~H7 B~H~ BH‘: ” JL < 3(7-.3h,-_h2)_g 5(7 - Ж - h;) 
h; ' (1 + ho)(2 + (1+h)2+h,)2
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к L 2&2-=-.2!и_=_£2 
1~ (1 * hj(2 ♦ h,)2

Seega on x1 puhul täidetud kõik tingimused 1) - 5), kui me arvud

ho ja koaeendame vastavalt arvudega hd ja k,. See võimaldab jatka^a

elementide xn leidmist valemiga (20) ja hinnata nendega seotud suurusi B„,

01 hM ja kn järgmiste seostega

к = BK - < к . л v' In n-l •
Seoseid (30) korduvalt rakendades saame

h„ =^(žho)3

hd s 2х h' = 2(2h,3
h, 6 2 h; € 2 = 4(2h„)

2 2 7

1 n-i& • • • 6 2 ( 0
hn.16 . У ♦ >

(28)

(29)

(30)

(31)

(32)

Rakendades nüüd korduvalt seoseid (29) ja lõpuks seoseid ("5c) saame 

jaoks uue tõkke:

f 2 hn_.h.
. n 4 ,

; ' 2^M
2 (2h.)

2-3 2-3

2(3

Set

(33)

Edasi on otsese arvutamisega tõestatav võrratus
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Tõepoolest, arvestades N(bn) definitsiooni (21) Ja seoseid 689) nin^(30) 

saame 

kust Järeldubki võrratus (34).

Kuna võrratule (24) võib üldiselt kirjutada kujul 

siis arvestades, et N(h„)^2 ja kasutades võrratus! (34) ning (53) saame:

2‘
S,t.

П<Т 2'
Ruumi X täielikkuse tõttu järeldub võrratusest (35) , et eksisteerib

* lim хи.

Lastes võrratuses (35) p->oo saame
и * 7 / . хЗП-1

s.te seose (22) • Kui võrratuse (35) tuletamisel võtta n * 0, siis saame 

võrratüse

« Xp - Xo

kust p—,vo puhul leiame

asub sfääris (21) •

Et x* on võrrandi (12) lahend, järeldub võrdusest
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P(x,) + fPVxn) -^Р'Чх^СРбх^Сх^, - x„)- О 

kui n^»^o. Kuna siis l|x„t1 • x„|(-*0, aga

II P*(*„) -lp"(x„KP6xJ||« ||Р'(хи)|| +^Н||СР(ХЛ)Ц^ 

^||P'(x<>)|| *||P'6*n)- P‘(x.)I

^||P’(x0)|| + H |(x„ - x J I/ p> 6x0)||* H(h,)70 + gH^»

g ж [3n2.,+ k,(2 + h,-)]9--, ,
n 6(2 - h„„)~(l - ки„) *

saame ||P<xn)||-»O ja kuna xn-» x*. siis P(x) pidevuse tõttu

Ilm P(x„) = P(x*) - Оn-*00
m.o.t.t.

Meil jäi veel tõestada, et üldiselt afäär

II x - x„|( < N(h„)^„ (36)

sisaldub sfääris (21)* Tõepoolest, olgu x sfääri (36) punkt. Siis võrratust 

(34) kasutades

IIх - xollžllxn - x. 11+ IIх - x,I-[7,H(n,)-„N(h.)] +> ^o:<(he) ,
s.t. x asub tõesti ka sfääris (21) •

Sellega on sõnastatud teoreem tõestatud.

M. Mertvetsova [1o] tõestas ka teoreemi, mis annab piirkonna, milles võ=- 

randi lahend on ainus.

Teoreem ft. Kui teoreemi 4 tingimused 1) - 5) on täidetud piirkonnas

lix - x0||^V2^o<

siis võrrandil (12) on selles piirkonnas ainus lahend.

Edasi vaatleme, kuidas toimub saadud Newtoni meetodi üldistuse ja teoree­

mi 4 kasutamine algebraliste võrrandsüsteemide ja integraalvõrrandite konk­

reetsetel juhtudel.
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§5. Ü LDISTATUD N E w T 0 N I MEETODI
==========z============:==-=z===z:====z=zz=z==== ==== ü — — —---- ——

KASUTAMINE ALGEBRALISTE VÕRRANDITE

SÜSTEEMIDE LIGIKAUDSEL LAHENDAMISEL
SEX 3E£ Sa» X- 2=-s ST TU ” ST i?35T тК 45? T*"* Ди* РГ1 "ST TV тт ЯГ" T* ST V— —* УТ S» SSL SX St» *2 Tr 2» <ЬХ SEX JZT SÜSS» ■. SS =- --=-

Mittelineaarsele võrrandsüsteemile

u‘ = f.(x‘, x2, , x") « О (i = 1,2,...,n)

funktsionaalvõrrandi kuju andes saame

u = P(x) ж 0, 

kus P on operaator, mis kujutab n-mõõtmelise ruumi n-mõõtmelisse:

. u = (u‘ , u2, ... , un) ; x » (x1, x\ ... , x") .

Süsteemi (37) lahendi alglähendi tähistame 

о - (о» Ло» ••• » )

ja täpse lahendi

x* - к. ... , x,).

Edasi võtame tarvitusele tähistused

kus

x, = (x,, x, ... . *;) 
on süsteemi lahendi uus lahend.

Tähistusi (38) kasutades on 
p(x.) - uo «(u,, u‘, ... , u;> 

p‘(x,)- (uj);. „
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kus u; on maatriksi (uj) elementide algebralised täiendid Ja Z3 selle maat­

riksi determinant. Edasi
м 1 / ^5 j g )

° ° A 4= e
-2(Žr" „г......

pr(y_1pol(y, — u1 — —- V " u '-J u«)
* V oi 9 v^dMo l ► A/ Z  — e v/ltc-'\2 n

f B CU J=1

Tähistades

A • = u - —г ) ’, > uj u и (i»k ” 1» 2»• • •»^39) 
K 2• l— J vt;

omandab võrrand 19 paranduse x määramiseks järgmise lineaarse võrrand­

süsteemi kuju:

2Za-kAxk = - u; (i = 1,2,...,n). (40)

Kasutades ruumi mn meetrikat saame teoreemist 4:

Teoreem 6. Kui on täidetud tingimused:

siis võrrand süste ena (3?) omab lahendi, mis on valitud alglähendist lähtudes 

leitav üldistatud Newtoni protsessiga.

Vaatleme nüüd erijuhtu, mil on tegemist kahest kahe tundmatuga võrran­

dist koosneva süsteemiga

u1 = £, (x\ x2)* 0 1
, - < 1 ,

u = iz(x1, x2)= 0: \

Nüüd on maatriksi (uj) elementide algebralised täiendid uj lihtsalt lai*
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tavad, nimelt
4 2-1 <. = u. U„ e — U•1 Z > v 2 z U; - - u; . u2z - < •

Seosed (39) võrrandsüsteemi (<o) kordajate leidmiseks omandavad nüüd

kuju

kus

u1 u; 4 2

Seega võrrandsüsteem (40) paranduste Л xJ leidmiseks tuleb

A,^x' ♦ A1zJxl + u*. - 0 ■ 

Ä21Z)x1 ♦ A22Jx! ♦ u' - 0.
(43)

Kasutades operaatorite tõkete hindamisel veidi täpsemaid valemeid on

teoreem 6 nüüd sõnastatav järgmiselt

Teoreem 7» Kui on täidetud tingimused:

1) • * 0 ; max ( fu;| ♦ u;l ; |g| ♦ |u:/) < BO(J|;
2) max (|Ax‘ ; |Jxz| ;

3) max _‘r_ < H Ja I----------L— g JL
i je. дх'Эх“/ dx dx^dx* 8

piirkonnas max |xJ - xj|< 2^o;

4) h„ ;

5) ko В К»,2 '^<-7 h. )
° 7° Cl ♦ h.)(2 ♦ hoy

siis protsess koondub süsteemi lahendiks, kusjuures

max(fx^ - x’| ; (x; - xz|)^ -LC2ho)3'\ .n-l P
Siin tingimuse 5) kontrollimist võib praktiliselt lihtsustada.

(44)

kui kasu­

tada tunduvalt rangemat tingimust

e

5’)
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§6. N A I T E D

Meetodi praktiline kasutamine kahe tundmatuga võrrandsüsteemi puhul toi­

mub bärgmiselt. Kõigepealt arvu tarne suurused uj , u; , uj ja nende abil

A • А, • A2 , A ning A .

Seostest (42) saame edasi süsteemi (43) kordajad ja viimast lahendades 

leiame parandused Z)x1 ja Ax1. Kontrollides nüüd teoreemi 7 tingimuste täi- 

detust veendume, kas uus lähend (x1 , x;) on eelmisest parem /siinjuures 

peab aga mainima, et ka juhul kui teoreemi tingimused pole täidetud võib 

uus lähend alglähendist. täpsem olla/. Suuremat täpsust soovides rakendame 

meetodit veel kord, võttes nüüd alglähendiks (x1 t x^) .

Näide 1. Lahendame võrrandsüsteemi

u = y2 ♦ ху-хг*7х-12»01 
2 •

u2 = x у - 3yz - 5x - 1 = 0, J

võttes xo = 6; yo * 1. Arvutusi teostades saame

Bo - 0,22 ; , = 0,08? ; H = 33 ; ho = 0,59 > —- .
2

Seega teoreemi 7 tingimus 4) pole täidetud. Sellele vaatamata on süsteemi 

(43) lahendamisel saadud uus lähend

x1 = 6,0824 ; y, = 0,9177 

alglähendist tunduvalt täpsem.

näide 2. Lahendame sama võrrandsüsteemi (45) võttes alglähendiks x, • 6,1: 

yo - 0,9. Nüüd Bo - 0,216 ; 4.- 0,02 ; H - 32,5 ; К - 16 ; Л - - 184,025 ;

■ „ = 0,14<-L ; ko = 0,002<0,01 < -.il- Л
& ' c - о •25

Lineaarne süsteem (43) paranduste leidmiseks omandab kuju 

- 4,27406Zlx * 7,9084445Zly - 0,21 = 0 " 

6,068853з/)х ♦ 31,652667ZJy - 0,441 - 0, ’
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kust Ax=- 0,0172382 ; 2ly * 0,0172376 ja seega

xn * 6,0827618 ; y, * 0,9172376.

Võttes vea hindamise valemis (44) n = 1 näeme, et tulemuse viga ei ole 

suurem kui * l,6*lo\ Tegelikult on tulemus aga täpsem, erinedes lahendist 

vähem kui 1076 võrra. Tavalisest Newtoni meetodist saadud uus lahend tuleb 

vaadeldaval juhul

X, = 6,08263 ; Y, * 0,91713, 

kus viga on rohkem kui ± 10’.

Näide 3. Olgu teada võrrandsüsteemi

4,5хг * 2уг - 2x - 1 = О '
►

хг-1,5х-у-С >
(46)

lahendi alalähend xo ■ - 0,2 , y, =0,4 . Siin

Be - 0,835 ; - 0,028 ; H К = 0 ; h„ - 0,31.

Uueks lähendiks süsteemist (43) sarme

x1 « - 0,227931 ; y, » 0,393867 .

Valemist (44) saame, et selle viga on väiksem kui 1,1* 10~2. Tegelikult on

viga aga väiksem kui 2*10~r. . .

Näide 4. Lahendame sama võrrandsüsteemi (46) lülitudes alglähendist xo^j,23- 

yö e 0,39« Nüüd saame

X, = - 0,22794754; Y = 0 , 39388813b

ja vea ülemmääraks 6,3*Ю'6. Tegelik viga on jälle väiksem, nimelt alla 10’. 

Seega näeme, et praktiliselt koondub meetod veelgi kiiremini, kui seda

teoreem 7 garanteerib.
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$7. Н Ь M 0 « I MEETODI JA SELLE ÜLDISTUSE
================ аа5ЖвВ8ЖВваих=свЕВВС=вгваввввсвЕ»Е.х»ва«2=вя:1гвжв,ва-вв'

RAKENDAMINE INTEGRAALVÕRRANDITE PUHUL
■nxiexBi* жг eresee sem-xl® f тг их— ssx: автдсасаавсвса s; в*: »sss aseas в сь ass—ä sa. ess s s ssss k-—szsss— ————• ■ -

Mittelineaarsele integraalvõrrandile
Л

x(s) * j K(s,t,x(t)) dt, (4?)
ci

kus К on oma argumentide pidev funktsioon, saab samuti anda funktsionaalvõr-

randi kuju

PCx) = 0.
Siin x (x) = (E - к)х a x(s) - j К (s,t,x ()) dt.

»
Tavalise Nentoni meetodi~puhul lineaarne võrrand (2) uue lahendi leidmi­

seks omandab nüüd kuju
1

x(s) - Xo(6)- ) K!(s,t,x,(t))(x,(t) - x,(t)) dt = £oCs) 
О

ehk operaatorites

(E - KXtxjX - x.) - -(1 - K)x„,

kus 
1

4,(8) = -(h - K)xo * j K(s,t,xoCt)) dt - x,(s),

X,(s) lahendi alglähend ja operaator

= j к: (s,t,xoct)) x(t)dt. 
ö

Vaadeldes operaatoreid ruumis C on teoreem 1 siin kasulik sõnastada järg­

misel, veidi muudetud kujul;

Teoreem P. Kui on täidetud tingimused;

1) alglähendi x#(s) puhul tuum K, (s, t,x,(t)) omab resolvendi Gls,t), kusjuuzes 
J Ig (s, t)|dt S Bo- 1 (O£S<1);

2) B,|ž.(b>| €mo;
3) K"(s,t,u))<H piirkonnas (5);

4) hc = B^H ^4- ;
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siis Newtoni proteese alglähendiga xö(8) koondub võrrandi (47) lahendiks.

Üldistatud Newtoni meetodi korral tuleb uus lähend leida võrrandist 
1

Zlx(s) - j[K^ (a,t,x/t)) ♦^K^(«,t,xo(t))y(t)]Jx(t)dt - 4,0),
О

kus y(s) on võrrandi 1
y(s) -j K^(B,t,xo(tj)y (t) dt = £/s) 

c>
lahend, s.t. tavalise Newtoni meetodiga saadud parandus.

Operaatorites omab võrrand uue lähendi leidmiseks kuju

|e - K^xj ♦|x*(x,)[l - K^xjHb - K)x.Jdx ♦ (1 - k)x. - 0, 

kus K”(x,)x'x" - j K^(s, t,xo(t))x'(t) x"(t) dt.
О

Meetodi koonduvuse kohta kehtib nüüd järgmine

Teoreem 9. Kui on täidetud tingimused:

1) alglähendi xjs) puhul tuum K!(s, t,xo(t)) omab resolvendi G(s,tp , kus­

juures r
}|G(s,t)| dt < B„- 1 (0<s<1);

2) operaatorile K!(x0)-2K"(x)[E- K’fx^] fE - K)x„ vastav tuum omab re-

solvendi R(s,t), kusjuures
1
j|R(s,t)| dt € Co- 1

О

ning
cjMe)l < ^6;

(0=s s-1).

3) |K»(s,t,u)|s H ja |K'”(e,t,u)|sr Кpiirkonnas (21) ;

4)

5)

ho

к0
■ B,.H < —- ;

l° Cl * h„Xž ♦ h.y

siis üldistatud Newtoni protsess koondub võrrandi ( 47) lahendiks kiirusega(22).

Näide 5. Lahendame integraalvõrrandi 1
' x(s) = 1 - 0,4854s + s* * J st arc tan x(t)dt,

võttes x.(s) -1,5 /vt. [1] IV §3/. Siin °

K;(s,t,x) - -st-, i K(s,t,x)= 4 st . 
1 * x1 13

K^s.t.x) . 7I=ŽSSS . K^s.t.x.) = - 8t . 
к j. + x ; 1 f-n
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Tuuma К’ (s,t,x ) resolvent Gfs,t) = st ja
к ° 1 55

max |G(s,t)ldt = 6 •
s, ’ 35

Seega Bo = 45 . Edasi

žo(s) = -(E - К)х, = sz * 0,006012s -0,5

у(з) = £o(s) ♦ j G (s,t)£o(t)dt • 8х + 0,0067s - 0,5.

Operaatori K(x,)-1Kz(x)[E - KKx,^* - к)*. tuu™ omandab kud“
1. st - — st(tx ♦ 0,0067t -0,5)
13 169 '

ja seile resolvent
R(s,t) - 0,023866s (-6t5 - 0,0402t ♦ 16)

1

Siinjuures max II R(s,t)ldt • 0,154806 ning seega C6 • 1,1548иь» 
s о

Nüüd leiame
2s * max£,(s)=£,(1) = 0,506012 ; m,= 0,58435 ;
Co s <■

H = max|K*i (S,t,u)| = шах = -L fŠ ;
u u (1 + ui) 8

К * max (к11* (s, t,u)| * max I 2s(1-=_23u2 I =0,5 ;
u u u | (1 + игг /

h„ - 0,445<0,5 ; ko = 0,2< 0,335 = rx

Seega teoreemi tingimused täidetud ja võime arvutada
dx(s^ -£o(s) ♦ ( R(e,t)£„(t)dt - s' ♦ 0,0060128 - 0,5 - 0,005407s -

= s’- + O,OOO6O5s - 0,5 ;

x(s) - sx + 0,000605s + 1 .

Täpsest lahendist x*(s} * s + 1 erineb see vähem kui 0,0õü7 võrra, samal 

ajal kui alglähendi xo erinevus x*-st oli 0,5 ja Nesteni meetodiga saadud 

lahendi 3r(s) + xo(s) erinevus 0,007,
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