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Eessona.

A. Kisseljovi elementaargeomeetria opik on pikemat aega olnud kaige levi-
numaks geomeetria Opikuks. Selle peamised paremused on keele lihisus ja selgus
ning joukohasus keskkooliopilaste arusaamisele.

6piku iimberto6tamisel ja kehtivate keskkooli Gppeprogrammidega kohan-
damisel on ette voetud rohkearvuliselt muudatusi ja tdiendusi eesmirgiga
tapsustada, kohati aga ka laiemalt valgustada iiksikuid kiisimusi, P&himotte-
list laadi kiisimustes on minu poolt tehtud autori tekstis olulisi muudatusi.
Raamatu esimeses osas (planimeetria) on tdhtsamateks muudatusteks jirg-
mised: sirgloikude mootmise kiisimuse kisitlemisel on tarvitusele voetud 15p-
matud kiimnendmurrud; sarnasusteooria on iihendatud iildiilesandega sarnasus-
teisendusest; on antud rangem esitus kiisimusele ringjoone pikkuse modtmisest;
on tapsustatud ja koos sellega ka veidi lihtsustatud pindalade mootmise teoo-
riat; on dra nididatud iiksikute teoreemide tdhtsus geomeetria iildkursuses; on
antud tdiendavaid nédpunditeid monede raskeimate iilesannete lahendamiseks;
lahendusmeetodid konstruktsiooniiilesannetele, mis olid autori poolt antud
lisana raamatu lopus, on noutavate redaktsiooniliste muudatustega paigu-
tatud raamatu vastavaisse kohtadesse (et Gpilane saaks tutvuda nendega ja
neid kasutada aine Oppimise protsessis); on lithendatud arvutusiilesannete
osa, nimelt on &ra jdetud iilesanded, millel pole suurt praktilist ja teoreetilist
vairtust; tdiesti on vilja jdetud peatiikk «Suhted ja vorded», mis kaasaja sei-
sukohalt on tiiesti vananenud.

Peale selle on minu poolt raamatu esimesele osale kirjutatud jargmised
tdiendused: 1) kujundite siimmeetria (teljeline ja tsentraalne, § 37 ja
§ 84—86); 2) kujundite sarnasusteisendus, hulknurkade perspektiivne asend
ja ringjoonte sarnasus (§ 173—178); 3) arvude jirjendi ja muutuva suuruse
piirvdartus (§ 227—231). @

Opiku iimbert66tamisel piiiidsin anda ainele voimalikult tipse esituse ja
tiksikuid kiisimusi valgustada vGimalikult laialt, samuti piiiidsin nihutada esi-
kohale geomeetrilised pohiideed liikumisest, siimmeetriast ja sarnasusest kui
geomeetrilisest teisendusest. Koik see toimus sel maiiral, kuipalju seda lubas
teha juba olemasolev tekst ja raamatu ulatus. Peale selle piiiidsin raamatu
iimbertdotamisel hoiduda stiili mitmekesisusest, mis oleks olnud takistuseks opi-
lastele raamatu kasutamisel.

Vereja linn, 20. II 1938.
N. Glagolev. .



Sissejuhatus.

1. Geomeetrilised kujundid. Igalt poolt piiratud ruumi osa
nimetatakse geomeetriliseks kehaks.

Geomeetrilist keha eraldab teda .iimbritsevast ruumist pind.
Pinna {iht osa eraldab teisest joon.
Joone iiht osa eraldab teisest punkt.

Geomeetriline keha, pind, joon ja punkt ei esine eraldi. Kuid
abstraheerimise abil voime pinda vaadelda soltumatult kehast,
joont soltumatult pinnast ja punkti soltumatult joonest. Seejuu-
res tuleb pinda kujulleda paksuseta, joont laiuseta ja paksuseta
ning punkti pikkuseta, laiuseta ja paksuseta.

Ruumis teataval viisil asetatud mistahes punktide, joonte, pin-
dade voi kehade kogu nimetatakse kujundiks. Geomeetrilised
kujundid voivad ruumis liikuda, ilma et nad  seejuures muu-
tuksid. Kaht geomeetrilist kujundit nimetatakse vordseiks ehk
kongruentseiks, kui {iht neist ‘on voimalik tdielikult {ihtistaca
teisega.

2. Geomeetria. Teadust, mis uurib geomeetriliste kujundite
omadusi, nimetatakse geomeetriaks, mis kreeka keeles tihendab
maamootmist. See teadus sai sellise nimetuse seepirast, et vanal
ajal oli geomeetria peamiseks {ilesandeks moota maapinnal kau-
gusi ja pindalasid.

Tasapind.

3. Tasapind. Koigist pindadest on meile tuntuim tasane pind
ehk lihtsalt tasapind, millest annab kujutluse hea aknaklaasi pind,
vaikse vee pind tiigis jms.

Juhime tédhelepanu tasapinna jargmisele omadusele:
lasapinna iga osa saab koigi tema punktidega asetada sama

tasapinna monele teisele osale voi monele teisele tasapinnale, kus-
juures voib pealitatava tasapinna osa ka iimber pdorata.



Sirgjoon.

4. Sirgjoon. Lihtsaimaks jooneks on sirgjoon. Kujutlus sirg-
joonest ehk lihtsalt sirgest on koigile hasti tuttav. Kujutluse sellest
annab pinguletommatud niit voi valguse kiir, mis valjub kitsast
avast. Selle kujutlusega {ihtib sirge jargmine pchiomadus:

_ libi kahe punkii on voimalik tommata ainult iihe
sirge.

Sellest omadusest jareldub:

kui kahest sirgest iiks on asetatud teisele nii, et ihe sirge mis-
tahes kaks punkti langevad iihte teise sirge kahe punktiga, siis need
sirged iihtivad ka koigis oma teistes punktides (seeparast, et vas--
tasel korral oleks vbimalik tommata 14dbi kahe punkii kaks sirget,
mis on voimatu).

Samal pohjusel kaks sirget voivad loikuda ainult uhes punktis.

Sirge voib asetseda tasapinnal. Seejuures on tasapmnal jarg-
mine omadus:

kui tasapinnal votta kaks mingit punkti ja ldbi nende tommata
sirge, siis selle sirge koik punktid asetsevad sel tasapinnal.

5. Piiramatu sirge. Kiir. Loik. Kui sirget kujutleda pikendaluna
piiramatult molemale poole, siis teda nimetatakse 16pmatuks (ehk
piiramatuks) sirgeks.

Sirget tdhistatakse tavaliselt kahe suure tdhega, mis on paigu-
tatud sirge mistahes punktide juurde. Nii Geldakse «sirge AB»
ehk «BA» (joon. 1).

Sirge osa, mis on piiratud molemalt poolt, nimetatakse sirg-
16iguks; sirgloiku tdhistatakse tavaliselt kahe tdhega, mis on pai-
gutatud selle otste juurde (sirgloik CD, joon. 2). Monikord tahis-
tatakse sirget voi sirgloiku iithe (véikese) tdhega; néditeks oeldakse
«sirge a», «sirgloik b» jne.

A a 8 G b 7]
e SR ¢ R 2 S SR AT
Joon. 1. Joon. 2.

Sageli oeldakse «sirgloigu» asemel lihtsalt «16ik».

Monikord vaadeldakse sirget, mis on piiratud ainult iihelt poolt,
néiteks punktis A (joon. 3). Niisuguse sirge kohta Geldakse, et ta
lahtub punktist A; teda nimetatakse kiireks (ehk poolsirgeks).

Joon. 3.



6. Loikude vordsus ja mittevordsus. Kaks [0iku on vordsed,
kui neid on voimalik paigutada teineteisele nii, et nende otsad
ihtivad.

Oletame naiteks, et 16ik AB on asetatud 16igule CD (joon. 4)
nii, et punkt A on iihtinud punktiga C ja sirge AB ldheb modda
sirget CD. Kui seejuures otspunktid B ja D iihtivad, siis 16igud
AB ja CD on vordsed; vastasel korral 16igud pole vordsed, see-
juures vaiksemaks 16iguks on see, mis moodustab osa teisest 10igust.

A B c D

-~

Joon. 4.

Selleks et mingile sirgele asetada 16ik, mis vorduks teise 16i-
guga, tarvitatakse sirklit — riista, mida Opilased tunnevad oma
kogemusist.

7. Loikude summa. Mitme 10igu AB, CD, EF (joon. 5) sum-
maks nimetafakse niisugust 16iku, mis saadakse jéargmiselt.

Mingil sirgel voetakse mistahes punkt M, sellest alates paigu-
tatakse sirgele 16ik MN, mis on’ vordne AB-ga, siis paigutatakse
punktist N samas suunas 16ik NP, mis on vordne CD-ga, ja 16puks
16ik PQ, mis on vordne EF-ga. Niiiid 16ik MQ osutub antud 16i-
kude AB, CD ja EF summaks (heed antud 101gud on saadud summa
suhtes 111detavad)

Samal viisil on vdimalik saada mistahes 16ikude arvu puhul
nende summa.

Loikude summal on koik arvude summa omadused: ta ei soltu
liidetavate jérjekorrast (vahetuvuse seadusehk kommu-
tatiivsuse seadus) ega soltu ka sellest, et moned liideta-

A 8 C D E 4
EECYOR KRBT R
M N P Q
S A RO RS -~ ———
Joon. 5.

vad on asendatud nende summaga (iihenduvuse seadus
ehk assotsiatiivsuse seadus).

Nii:

AB+CD+EF=AB+EF+CD=EF+CD+AB= . ..

ja

AB+CD+EF=AB+ (CD+EF)=CD+ (AB+EF)= . . .



8. Tehted I6ikudega. Summa moistest saab tuletada I16ikude
vahe moiste, samuti ka jdreldada, kuidas 10ike korrutada ja
jagada nimetu arvuga. Nii on l6ikude AB ja CD vahe (kui
AB>CD) niisugune kolmas 16ik, mille summa CD-ga vordub
AB-ga; loigu AB korrutis 3-ga on kolme 16igu summa, milles koik
liidetavad on vordsed AB-ga; 16igu AB jagatis 3-ga on kolmandik
16igust AB jne.

Kui antud 16igud on moodetud mingi pikkusiihikuga (néiteks
sentimeetriga) ja nende pikkused on viljendatud vastavate arvu-
dega, siis loikude summat esitab 16ikusid viljendavate arvude
summa, nende vahet esitab arvude vahe jne.

Ringjoone maoiste.

9. Ringjoon. Kui anda sirklile mistahes haare, asetada tema
teravik tasapinna mingisse punkti O (joon. 6) ja pdorata sirklit
selle punkti timber, siis sirkli teine jalg, mis on varustatud pliiatsi
voi sulega, joonestab tasapinnaga kokkupuutel sellele pideva joone,
mille koik punktid on {ihekaugusel punktist O. Seda joont nimeta-
takse ringjooneks, punkti O aga’ tema tsentriks ehk keskpunktiks.
Laoike OA, OB, OC. .., mis iihendavad keskpunkti ringjoone punk-
tidega, nimetatakse raadiusteks. Uhe ja sama ringjoone koik raa-

diused on vordsed. .
Vordsete raadiustega ringjooned
c on vordsed, sest kui nad asetatakse
) ithele tasapinnale nii, et nende kesk-

punktid iihtivad, siis nad katavad
teineteist téiesti.

Sirget (MN, joon. 6), mis labib
ringjoone kaht punkti, nimetatakse
Ioikajaks.

Sirglaiku (EF), mis ithendab ring-
joine kaht punkti, nimetatakse koo-
luks.

Keskpunkti ldbivat koolu (AD)
Joon. 6. nimetatakse diameetriks ehk 1abim6-
duks, ;

Diameeter vordub kahe raadiuse summaga ja seepérast iihe
ringjoone koik diameetrid on vordsed.

Ringjoone osa (nditeks EmF) nimetatakse kaareks.

Mingi kaare otspunkte iihendava koolu (EF) kohta oeldakse,
et ta toetub kaarele EmF.

Kaart tihistatakse monikord mirgiga «; nditeks kirjutatakse
nii: v EmF.

8



Ringjoone poolt piiratud tasapinna osa nimetatakse ringiks '.

Ringi osa kahe raadiuse vahel (joonisel 6, osa COB, mis on
viirutatud) nimetatakse sektoriks, osa aga, mille 16ikab ringist dra
mingi loikaja (osa EmF), nimetatakse segmendiks.

10. Kaarte vordsus ja mittevordsus. N
Uhe ja sama ringjoone (voi vordsete ring- M
joonte) kaared on vordsed, kui iiht neist on
voimalik asetada teise peale nii, et nende
otspunkiid iihtivad. Oletame néiteks, et
asetame kaare AB (joon. 7) kaarele CD
nii, et punkt A {ihtib punktiga C ning kaar
AB ldheb mooda kaart CD. Kui seejuures
otspunktid B ja D iihtivad, siis {ihlivad ka
nende kaarte vahepealsed punkiid, sest
nad on koik Keskpunktist iihekaugusel, B ¢
tdhendab wAB=UCD. Kui aga punktid Joon. 7.

B ja D ei iihti, siis kaared pole vordsed,
seejuures on vdiksem see kaar, mis moodustab osa teisest kaarest.

11. Kaarte summa. Mitme vordse raadiusega kaare summaks
nimetatakse niisugust sama raadiusega kaart, mis koosneb osa-
dest, mis on vastavalt vordsed antud kaartega. Kui ringjoone
mingist punktist M (joon. 7) alates votame kaare MN, mis on
vordne kaarega AB, ja siis punktist N paigutame edasi samas suu-
nas kaare NP, mis on vordne kaarega CD, siis kaar MP on kaarte
AB ja CD summaks. Samal viisil voime saada kolme ja enama
kaare summa.

Vordsete raadiustega kaarte liitmisel voib juhtuda, et summa
ei mahu {ihele ringjoonele, iiks kaartest voib osaliselt katta teise.
Niisugusel korral on kaarte summaks kaar, mis on suurem tervest
ringjoonest.

Nii nditeks saadakse kaarte AmB ja CnD liitmisel (joon. 8)
kaar, mis koosneb tervest ringjoonest ja kaarest AD.

Joon. 8.

! Monikord sona «ring» tarvitatakse «ringjoone» mottes., Seda tuleb
aga viltida, sest iihe sona tarvitamine kahe eri moiste jaoks vdib esile
kutsuda arusaamatusi.

9
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Kaarte summa, nagu sirgloikudegi summa puhul kehtib vahe-
tuvuse ja ithenduvuse seadus.

Kaarte summa moistest jdreldub, nagu sirgloikudegi puhul,
kaarte vahe moiste, samuti moiste kaarte korrutamisest ja jagami-
sest nimetu arvuga.

12. Geomeetria jaotus. Geomeetfria jaguneb kaheks osaks:
planimeetriaks ja stereomeetriaks. Esimene kisitleb niisuguseid
kujundeid, mille k6ik osad asetsevad iihel tasapinnal; teine kasit-
leb kujundeid, mille koik osad ei asetse iihel tasapinnal.



PLANIMEETRIA

ESIMENE PEATOKK:

SIRGJOON.

I. Nurgad.

Eelmoisted.

13. Nurk. Kujundit, mille moodustavad kaks iihest punktist
valjunud kiirt (AO ja OB, joon.'9), nimetatakse nurgaks. Kiiri
ehk poolsirgeid, mis moodustavad nurga, nimetatakse tema haa-
radeks, ja punkti, millest need viljuvad, nurga tipuks.
Haaru tuleb kujutleda tipust piiramatult pikendatuna.

Nurka tédhistatakse tavaliselt kolme suure tdhega, millest kesk-
mine tdht on paigutatud tipu juurde, darmised tdhed aga haarade
mistahes punktide juurde; niiteks oOeldakse: «nurk AOB» ehk
«nurk BOA» (joon. 9).

Nurka voib aga tdhistada ka iihe tihega, mis on paigutatud
tipu juurde, kui selle tipu juures pole teisi nurki. Monikord tahis-
tame nurka numbriga voi kreekakeelse tdhega, asetades selle nurga
sisse tipu juurde.

Nurga haarad jaotavad kogu tasapinna, millel asetseb nurk,
kaheks piirkonnaks. Uks neist on nurga sisemine piirkond, teine
nurga viline piirkond. Harilikult loetakse sisemiseks piirkonnaks
seda, millesse téielikult asetub sirgloik, mis iihendab nurga haa-
radel voetud mistahes kaht punkti, niiteks punkte A ja B nurga
AOB haaradel (joon. 9). Monikord aga loetakse nurga sisemiseks
piirkonnaks tasapinna teist osa. Niisuguseil juhtumeil tavaliselt
ndidatakse eraldi, milline tasapinna osa on voetud nurga sisemi-
seks piirkonnaks.

Joonisel 10 on nédidatud eraldi molemad juhtumid. Viirutaiud
pinnaosa on nurga sisemiseks piirkonnaks.

Kui nurga tipust (joon. 9) on nurga sisse tommatud mingid
sirged OD, OE, ..., siis siinjuures tekkinud nurgad AOD, DOE,
EOB ... on nurga AQOB osad.

11



Sona «nurk» asemel tarvitatakse tihti marki .
Niiteks «nurk AOB» asemel kirjutatakse: ZAOB.

Joon. 9. Joon. 10.

14. Nurkade vordsus ja mittevordsus. Vastavalt geomeetriliste
kujundite vordsuse ehk kongruentsuse iilddefinitsioonile (§ 1) on
kaks nurka vordsed, kui neid saab teineteisele asetamisega iihtis-
tada. Oletame niiteks, et paigutame nurga AOB nurgale A;0,B;
(joon. 11) nii, et tipp O iihtib tipuga O,, haar OB liheb mooda
O,B, ja molema nurga sisemised piirkonnad on iihel pool sirget
0,B,. Kui seejuures haar OA iihtib haaraga 0,4, siis on nurgad
vordsed; kui aga haar OA on nurga A,0,B; sees v0i viljaspool
seda, siis pole nurgad vordsed; seejuures see nurk on vdiksem, mis

moodustab osa teisest nur-
gast. \

A A,
15. Nurkade summa.
Nurkade AOB ja A,0,B,
(joon. 12) summaks nime-
; tatakse sddrast nurka, mis
0 8 0, 8,

saadakse jargmisel viisil.

Joonestame nurga MNP,
mis on vordne esimese
antud nurgaga AOB, ja
selle juurde joonestame nurga PNQ, mis on vordne teise anlud
nurgaga A,0,B,, nii et nurkadel oleks ithine tipp N ja iihine
haar NP ning nurkade sisemised piirkonnad oleksid asetatud mole-
male poole iihist haara NP. Niiiid nimetatakse nurka MNQ antud

Q
B : P
/ s
A /( A, M
o o, N :

Joon. 12.

Joon. 11.
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nurkade AOB ja A,0,B; summaks. Selle nurga sisemiseks piirkon-
naks on see osa tasapinnast, mille moodustavad liidetavate nur-
kade sisemised piirkonnad. See on piirkond, milles asetseb liideta-
vate nurkade iihine haar (NP). Samal viisil voib saada ka kolme
ja enama nurga summa.

Nurkade summa, nagu sirgloikudegi summa puhul kehtib
vahetuvuse ja fihenduvuse seadus. :

Sageli rdagitakse niisugusest kiirest, mis poolitab antud nurga;
seda kiirt nimetatakse nurgapoolitajaks ehk bisektoriks (joon. 13).

16. Nurga moiste laiendamine. Nurkade liitmisel voivad esi-
neda moned erijuhtumid, mida on soovitav eraldi 1ibi arutada.

1) Voib juhtuda, et nurkade liitmisel, niiteks kolme nurga
AOB, BOC ja COD (joon. 14) liitmisel, nurga COD haar OD mco-
dustab nurga AOB haara OA pikenduse. Me saame siis kujundi,
mille moodustavad kaks iihest punktist ldhtuvat ja {ihel sirgel aset-
sevat kiirt. Niisugust kujundit nimetatakse samuti nurgaks (sirg-
nurgaks). :

Joon. 13. Joon. 14.

2) Voib juhtuda, et nurkade, niiteks o
viie nurga: AOB, BOC, COD, DOE ja -
EOA (joon. 15) liitmisel nurga EOA ©
haar OA iihtib nurga AOB haaraga CA.

Kujundit, mille moodustavad niiviisi A
ithtinud kiired (koos kogu tasapinnaga, 0
mis asetseb iihise tipu O {imber), nime-
tatakse samuti nurgaks (tdispoordeks). .

3) Lopuks voib juhtuda, et nurkade
summa ehitamisel meie mitte ainult ei
tdida kogu tasapinda iihise tipu iimber, £
vaid oleme sunnitud asetama nurki Joon. 15.
teineteise peale, kattes tasapinda iihise
tipu {imber teist, kolmandat jne. korda. Niisugune nurkade summa
vordub tdispoordega, millele on liidetud moni nurk, voi kahe téis-
poordega, millele on liidetud moni nurk jne.

13



Nurkade mootmine.

17. Kesknurk. Nurka (AOB, joon. 16), mille moodusiavad ring-
joone kaks raadiust, nimetatakse kesknurgaks. Niisuguse nurga
ja kaare kohta, mis asetsevad nurga haarade vahel, 6eldakse, et
nad vastavad teineteisele.

Kesknurkadel on vastavate kaarte suhtes kaks jargmist
omadust: 2

1) kui kesknurgad iihes ringis voi vordseis ringides
on vordsed, siis on vordsed ka nendele vastavad kaa-
red ja

2) iimberpoordult: kui kaared on vordsed, siis on vord-
sed ka nendele vastavad kesknurgad.

Joon. 16. Joon. 17.

Olgu ZAOB= ZCOD (joon. 17); nditame, et kaared AB ja CD
on samuti vordsed. Kujutleme, et sektor AOB on pdoodratud . iimber
keskpunkti O noolega niidatud suunas nii, et raadius OA on iihti-
nud OC-ga. Siis nurkade vordsuse tottu raadius OB iihtib OD-ga;
tdhendab, kaared AB ja CD iihtivad, s. o. nad on vordsed.

Ka teist omadust voib kergesti pohjendada pealitamisega.

18. Nurga- ja kaarekraadid. Kujutleme, et mingi ringjoon on
jaotatud 360-ks vordseks osaks ja koik jaotuspunktid on {ihen-
datud keskpunktiga. Siis tekib keskpunkti timber 360 vordset kesk-
nurka, sest neile vastavad vordsed kaared. Sdirasel viisil saadud
ringjoone iga kaart nimetatakse kaarekraadiks, keskpunkti juures
tekkinud iga kesknurka aga nurgakraadiks. Tdhendab, iiks kaare-

1 o e a
kraad on gz ringjoonest, nurgakraad aga on kesknurk, mis vas-

tab {ihele kaarekraadile.

Kaare- ja nurgakraadid jaotatakse 60-ks vordseks osaks, mida
nimetatakse minutiteks, minutid aga jaotatakse veel 60-ks vord-
seks osaks, mida nimetatakse sekunditeks '.

1 On tarvitusel ka nurkade ja kaarte éajandsﬁsteern; selles siisteemis on

1
iiks kaarekraad 100 veerand-ringjoonest;  minut 755 kraadist ja 1 sekund

1
100 minutist.
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19. Vastavus kesknurkade ja kaarte vahel. Olgu AOB mingi
nurk (joon. 18). Tombame tipust O kui keskpunktist nurga haa-
rade vahele mistahes raadiusega kaare CD; siis nurk AOB on kesk-
nurk, mis vastab kaarele CD.

Oletame nditeks, et selles kaares on 7 kaarekraadi (joonisel
on kraadid kujutatud suurendatult). Kui niiiid {ihendada kaare
jaotuspunktid keskpunktiga, siis nurk AOB jaguneb ilmselt 7-ks
nurgakraadiks. Uldiselt voib iitelda, et nurka moédetakse temale
vastava kaarega, moistes selle lause
all jargmist: nurgas on niisama palju
nurgakraade, -minuteid ja -sekundeid,
kui palju vastavas kaares on kaare-
kraade, -minuteid ja -sekundeid. Kui e
nditeks kaares CD on 20 kaarekraadi,
10 kaareminutit ja 15 kaaresekundit,
siis nurgas AOB on 20 nurgakraadi,
10 nurgaminutit ja 15 nurgasekundit.
Seda viljendatakse liihidalt jargmi-
selt: Z£AOB=20°10"15", tahistades

A

o
e

. siimbolitega °, ” ja ” vastavalt kraade, D

minuteid ja sekundeid.

Nurgakraadi suurus ei soltu ring-
joone raadiusest. Toepoolest, kui liita
§ 15 antud reegli pohjal 360 nurgakraadi, siis saadakse tdispoore
ringjoone keskpunkti juures. Milline ka ringjoon oleks, tiispoore
on alati niisama suur. Tdhendab, voime iitelda, et nurgakraad

on ﬁ tdispoordest. See nurka tdielikult médrav nurgamdoot ei

soltu ringjoone raadiusest.
Nurgakraadide arv méédrab antud nurgas iihe haara kalde
suuruse teise haara suhtes.

Joon. 18.

20. Mall. Nurkade mootmiseks tarvitatakse erilist riista —
malli. See riist (joon. 19) kujutab enesest poolringi, mille kaar

Joon. 19.
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on jaotatud 180-ks kraadiks. Selleks et mdota nurka DCE, aseta-
takse sellele mall nii, et poolringi keskpunkt {ihtib nurga tipuga,
raadius CB liheb aga modda CE-d. Siis nurga DCE haarde vahel
asetseva kaare kraadide arv niitab nurga suurust. Malli abil saab
ka joonestada nurka, mille suurus kraadides on antud.

21. Tiisnurk, teravnurk ja niirinurk. 90°-list nurka (see on
jarelikult pool sirgnurgast ehk veerand taispoordest) nimetatakse

9%0°
TAISNURK TERAVNURK NURINURK
Joon. 20.

tiisnurgaks; nurka, mis on vdiksem tdisnurgast, nimetatakse
teravnurgaks, ja nurka, mis on suurem tdisnurgast, kuid viiksem
sirgnurgast, nimetatakse niirinurgaks (joon. 20).

Muidugi, kéik tdisnurgad kui nurgad, mis sisaldavad iihe-
palju kraade, on vordsed.

Taisnurga suurust téhistatakse monikord tédhega d (esimene téht
prantsuskeelsest sonast «droit», mis tdhendab «o6ige»).

Korvunurgad ja tippnurgad.

22. Korvunurgad ja nende omadused. Kahi nurka (AOB ja
BOC, joon. 21) nimetatakse koérvunurkadeks, kui neil on iiks
ihine haar ja teised haarad on teineteise pikenduseks.

0 D
Joon. 21. . Joon. 22.

Et niisuguste nurkade summa on sirgnurk, siis kérvunurkade
summa vordub 180°-ga (teiste sonadega: ta vordub kahe tdis-
nurga summaga).
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Igale nurgale saab joonestada kaks korvunurka. Niiteks nur-
gale AOB (joon. 22), pikendades kiillge AO, saame korvunurga
BOC ja pikendades kiilge BO, saame teise korvunurga AOD. Kaks
nurka, BOC ja AOD, mis on ithe ja sama nurga AOB kérvunurgad,
on vordsed, sest kumbki ‘neist tdiendab
nurka AOB 180°-ni. B

Kui nurk AOB on tdisnurk
on ka iga tema korvunurk COB ja
AOD taisnurk, sest nad vorduvad -
180°—90°, s. o. 90°-ga. Neljas nurk A
nurga, AOB, BOC ja AOD summa on
270°, jarelikult neljas nurk vordub
360°—270° s. o. 90°-ga. Niisiis: /lui

90°

(joon. 23), s. t. vordub 90°ga, siis
ﬁ
¢ (0]
COD on samuti tdisnurk, sest kolme &

kahe sirge (AC ja BD, joon. 23) [biku- b
misel iiks nurkadest osutub tdisnurgaks, Tiu 58
siis ka dlejaanud kolm nurka on tiis- pRly!
nurgad.

23. Ristjoon ja kaldjoon. Kahe korvunurga iihist haara (OB),
kui nurgad pole vordsed, nimetatakse kaldjooneks sellele sirgele
(AC), millel asetsevad kaks teist haara (joon. 24). Juhtumil aga,
kui korvunurgad on vordsed (joon. 25), s. o. kui kumbki neist
vordub tdisnurgaga, siis iihist haara nimetatakse ristjooneks ehk
perpendikulaariks sellele sirgele, millel asetsevad kaks teist haara.
Uhist tippu (O) nimetatakse esimesel juhtumil kaldjoone aluseks,
teisel juhtumil ristjoone aluseks.

B
B L
\
A
A 0 i 0 B
Joon. 24. Joon. 25.

Kahe sirge kohta (AC ja BD, joon. 23), mis loikumisel moo-
dustavad tidisnurga, deldakse, et nad on teineteisega risti. Seda, et
sirge AC on risti sirgega BD, margitakse nii: AC_LBD.

On silmandhtav, et antud sirge igast punktist saab témmata
sirgele ainult {ihe ristjoone.

24. Toestame, et igasi punktist, mis asetseb viiljaspool
sirget, saab sellele sirgele tommata ainult iihe rist-
joone.

2 Geomeetria VI—IX k. 17



Olgu antud mingi sirge AB (joon. 26) ja viljaspool seda mis-
tahes punkt M. Esiteks tuleb ndidata, et sellest punktist on véimalik
tommata ristjoon sirgele AB, ja teiseks, et see ristjoon on ainus
ristjoon, mis on voimalik tommata antud punktist M antud
sirgele AB. ,

: o/g i
A S oy = 5
\ —

Joon. 26. Joon, 27.

Kujutleme, et joonis on kokku murtud méoda sirget AB nii, et
iilemine osa on langenud alumisele. Siis votab punkt M mingi
asendi N. Ara miérkinud selle asendi, viime joonise endisse asen-
disse. Niiiid ithendame punktid M ja N sirgega ja veendume selles,
et tommatud sirge MN on risti AB-ga, kuid iga {eine punktist M
tommatud sirge, niiteks MD, pole risti AB-ga. Selleks murrame
joonise teiskordselt kokku. Punkt M langeb uuesti punktile N,
punktid C ja D jddvad aga endistesse kohtadesse; jérelikult sirg-
16ik MC iihtib NC-ga ja MD ND-ga. Sellest jdreldub, et ZMCB=
=/BCN ja° ZMDC=/CDN. Nurgad MCB ja BCN on aga
korvunurgad ning nagu praegu ndeme, on nad ka vordsed; jare-
likult, kumbki neist on tdisnuyrk ja seepdrast MN LAB. Et
aga joon MDN pole sirgjoon (sest ei saa olla kaht sirget, mis
libivad punkté M ja N), siis kahe vordse nurga MDC ja CDN
summa ei vordu sirgnurgaga, s. o. 2d-ga; seeparast nurk MDC
pole tdisnurk ja, tdhendab, MD pole risti AB-ga. Niisiis: teist rist-
joont punktist M sirgele AB tommata ei saa.

25. Joonestamiskolmnurk. Antud sirgele ristjoone joonestami--
seks on holpus kasutada joonestamiskolmnurka, sest tema tiks nurk
on tdisnurk. Selleks et sirgele AB (joon. 27) tommata ristjoon sir-
gel asetsevast punktist C voi viljaspool sirget asetsevast punktist D,
paigutatakse joonlaua serv AB-le ja joonlaua kiilge kolmnurk; joon-
lauda kdega kinni hoides nihutatakse kolmnurka mooda joonlaua
serva nii kaugele, kuni tdisnurga teine serv labib punkti C voi D.
Niiiid tommatakse sirge CE.

26. Tippnurgad ja nende omadused. Kaht nurka nimetatakse
tippnurkadeks, kui iihe nurga haarad on teise nurga haarade |
pikendusteks. Nii tekib kahe sirge AB ja CD (joon. 28) loikumisel |
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kaks paari tippnurki: AOD ja COB, AOC ja DOB (ja neli paari
korvunurki). \

Kaks tippnurka on vordsed (niiteks £ AOD = ZBOC,
joon. 28), sest kumbki neist on iihe ja sellesama nurga korvunurk
(£DOB voi £ZAOC kérvunurk), niisugused nurgad
on aga, nagu nagime (§ 22), vordsed.

27. Markusi iihistipuliste nurkade kohta. Uhise
tipuga ehk iihistipuliste nurkade kohta on kasulik
meeles pidada jargmised lihtsad toed.
1) Kui monede ihistipuliste nurkade (AOB,
BOC, COD, DOE, joon. 29)- summa on sirgnurk, 0 5
Siis see summa vordub 2d-ga, s. o. 180°-ga.
2) Kui monede dhistipuliste nurkade (AOB,
BOC, COD, DOE, EOA, joon. 30) summa on
taispdore, siis see summa vordub 4d-ga, s. o.
360°-ga. c 8
3) Kui kahel nurgal (AOB ja BOC, joon. 24) Joon. 28.
on thine tipp (O) ja ihine haar (OB) ning nende
summa vordub 2d (s. o. 180°), siis nende nurkade
teised haarad (AO ja OC) on teineteise pikendusteks (s. t. niisugu-
sed nurgad on korvunurgad). :

A D

0

ny

Joon. 29. Joon. 30.

Harjutusi.

1. Nurk vordub 38°20"; leida selle nurga kdrvunurga suurus,

2. Kahel nurgal ABC ja CBD on iihine tipp B ja iihine haar BC. Nur-
gad ei kata teineteist; nurk ABC=100°20" ja nurk CBD=79°40". Kas haa-
rad- AB Ya BD moodustavad sirgjoone? i

3. Joonestada mingi nurk ja poolitada see malli ja joonlaua abil,

4. Toestada, et kahe korvunurga poolitajad on teineteisega risti.

5. Toestada, et kahe tippnurga poolitajad moodustavad iihe sirge.

6. Toestada, et kui sirge AB punkti O juurde (joon. 28) joonestada mdle-
male poole AB vérdsed nurgad AOD ja BOC, siis nende haarad OD ja OC
moodustavad iihe sirge.

7. Toestada, et kui punktist O (joon. 28) tommata kiired OA, OD, OB,
OC nii, et ZAOC=/ZDOB ja ZAOD=/COB, siis OB on OA pikenduseks
ja OD on OC pikenduseks,

Juhis. Tuleb rakendada § 27, ja 2 ja 3.
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II. Matemaatilised laused.

28. Teoreemid, aksioomid, definitsioonid. Esitatust voime jarel-
dada, et moned geomeetrilised toed lugesime téiesti silmandhta-
vaiks (nditeks tasapinna ja sirge omadused § 3 ja 4), teised aga
tegime kindlaks arutluste abil (nditeks korvunurkade omadused
§ 22 ja tippnurkade omadused § 26). Niisugused arutlused on
geomeetrias peamiseks vahendiks geomeetriliste kujundite oma-
duste kindlakstegemisel. Seepidrast ongi edaspidise kursuse ldbi- -
votmiseks kasulik tutvuda arutluste nende liikidega, mis leiavad
rakendust geomeetrias. Koik toed, millega tegeleb geomeetria,
viljenduvad lausetena. :

Need laused voivad olla jargmised.

Definitsioonid. Definitsioonideks nimetatakse lauseid, mis
selgitavad iihe voi teise nimetuse voi viljenduse motet. Naiiteks
tutvusime juba kesknurga, tdisnurga, ristjoone ja monede leiste
moistete definitsioonidega.

Aksioomid. Aksioomideks nimetatakse todesid, mida tun-
nustatakse toestuseta. Niisuguseiks on nditeks laused, mida ees-
pool kisitleti (§ 4): 1dbi kahe punkti saab tommata ainult {ihe sirge;
kui sirge kaks punkti asetsevad antud tasapinnal, siis ka selle sirge
iilejddanud punktid asetsevad sel tasapinnal.

Toome veel jargmised aksioomid, mis leiavad rakendust iga
liiki suuruste puhul:

kui kaks suurust on vordsed iihe ja sellesama kolmanda suu-
rusega, siis on nad ka omavahel vordsed;

kui vordsetele suurustele liita vordsed suurused voi vordsetest
suurustest lahutada vordsed suurused, siis saadud suurused on
vordsed; :

kui mittevordsetele suurustele liita vordsed suurused voi mitte-
vordsetest suurustest lahutada vordsed suurused, siis suurem suu-
rus jaab suuremaks.

Teoreemid. Teoreemideks nimetatakse niisuguseid lauseid,
mille oigsus selgub ainult péirast teatavat arutlust (toestust). Néi-
deteks voiksid olla jargmised laused:

kui dhes ringis voi vordsetes ringides kesknurgad on vbrdsed,
siis on vordsed ka neile vastavad kaared;

kui kahe sirge loikumisel iiks neljast nurgast on tdisnurk, siis
on ka ilejadnud nurgad tiisnurgad jms.

Jireldused. Jéreldusteks nimetatakse lauseid, mis jdarelduvad
vahetult aksioomidest voi teoreemidest. Naiteks aksioomist: «/dbi
kahe punkti saab tommata ainult ihe sirges jareldub, et «kaks sir-
get loikuvad ainult ithes punktiss.
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29. Teoreemi koostis. Igas teoreemis on kaks osa: eeldus ja
viide. Eeldus viljendab seda, mis antud, vdide aga seda, mida
tuleb toestada. Niiteks teoreemis: «kui kesknurgad on vordsed, siis
on vordsed ka neile vastavad kaared», on eelduseks teoreemi esi-
mene osa: «kui kesknurgad on wvordsed», viiteks aga teoreemi
teine osa: «siis on vordsed ka neile vastavad kaared». Teiste
sonadega: on antud (on teada), et kesknurgad on vordsed, {oes-
tada aga tuleb, et sel eeldusel on ka vastavad kaared vordsed.

Teoreemi eeldus ja vdide voivad monikord koosneda mitmest
eri eeldusest ja eri vditest; nditeks teoreemis: «kui arv jagub
kahega ja kolmega, siis ta jagub ka kuuega» koosneb eeldus kahest
osast: «kui arv jagub kahega» ja «kui arv jagub koimega».

On kasulik mérkida, et iga teoreemi saab tédpselt viljendada
sonadega nii, et tema eeldus algaks sonaga «kui», vdide aga
sonaga «siis». Nditeks teoreemi: «tippnurgad on vordsed» voib
tapsemalt sonastada nii: «kui kaks nurka on tippnurgad, siis
on nad vordsed».

30. Poordieoreem. Antud teoreemi poordteoreemiks nine-
tatakse niisugust teoreemi, milles eelduseks on voetud antud teo-
reemi vdide (voi iiks osa vditest), vdileks aga anfud teoreemi eel-
dus (voi osa eeldusest). Niiteks on jargmised kaks teoreemi teine-
teise poordteoreemideks:

kui kesknurgad on vordsed, kui kaared on vordsed, siis
siis on uvdrdsed ka neile vasta- | on vordsed ka neile vastavad
vad kaared. kesknurgad.

Kui {iht neist nimetame otseseks teoreemiks, siis teist tuleb
nimetada poordteoreemiks.

Antud nédites on molemad teoreemid Giged. Nii pole see aga
alati. Ndiiteks teoreem: «kui kaks nurka on tippnurgad, siis on nad
vordsed» on oige, aga poordteoreem: «kui kaks nurka on vordsed,
siis on nad tippnurgad» pole oige.

Toepoolest, oletame, et mingis nurgas on tommatud poolitaja
(joon. 13). Nurgapoolitaja jaotab antud nurga kaheks viiksemaks
nurgaks. Need nurgad on vordsed, aga nad pole tippnurgad.

31. Vastandteoreem. Antud teoreemi vastandteoreemiks
nimetatakse niisugust teoreemi, mille eeldus ja viide on antud teo-
reemi eelduse ja vdite eitamine. Niiteks teoreemile: «kui arvu
ristsumma jagub iiheksaga, siis arv jagub iheksaga» vastab vas-
tandteoreem: «kui arvu ristsumma ei jagu iiheksaga, siis arv ei
jagu iiheksaga».

Ka siin tuleb dra maérkida, et otsese teoreemi Gigsus ei tihenda
veel vastandteoreemi Oigsust; nditeks vastandteoreem: «kui iga lii-
detav e i jagu iihe ja sellesama arvuga, siis summa ka ei jagu selle
arvuga» pole dige, kuna otsene teoreem on aga oGige.
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32. Seos otsese teoreemi, poordteoreemi ja vastandteoreemi vahel. Selle
seose parimaks selgitamiseks viljendame teoreemid liihidalt jargmiselt
(tdhega A tahistame teoreemi eelduse, tihega B teoreemi viite).

1) Otsene teoreem: kui on A, siis on ka B.

2) Poordteoreem: kui on B, siis on ka A.

3) Otsese teoreemi vastandteoreem: kui pole A, siis pole ka B.

4) Poordteoreemi vastandteoreem: kui pole B, siis pole ka A.

Vaadeldes neid lauseid, on kerge méirgata, et esimene neist on sarnlev
neljandaga nagu teine kolmandaga, nimelt: esimene ja neljas lause on iimber-
pdoratavad, samuti ka teine ja kolmas lause. Toepoolest, lausest: «kui on A4,
siis on ka B» jargneb vahetult: .«kui pole B, siis pole ka A» (sest kui A oleks,
siis vastavalt esimesele lausele oleks ka B); iimberpoordult, lausest: «kui pole
B, siis pole ka A» jireldame: «kui on A, siis on ka B» (sest kui poleks B,
siis poleks ka A). Tipselt samuti veendume, et teisest lausest jiargneb kolmas
ja iimberpodrdult.

Niisiis, et olla kindel kdigi nelja teoreemi Gigsuses, pole tarvidust toes-
tada koiki neid eraldi; piisab, kui toestada ainult kaks: otsene teoreem ja
poordteoreem, voi jille otsene teoreem ja vastandteoreem.

1. Kolmnurgad.
Hulknurga ja kblmnurga moiste.

33. Murdjoon. Murdjooneks nimetatakse joont, mis moodustub
mitte {ihel sirgel asetsevaist sirgloikudest nii, et esimese 10igu ots-
punkt on teise 16igu alguspunktiks, teise 16igu otspunkt on kol-
manda 16igu alguspunktiks jne. (joon. 31 ja 32).

Neid sirgloike nimetatakse murdjoone liilideks, naaberloikude
poolt moodustatud nurkade tippe nimetatakse murdjoone tippudeks.
Murdjoont tihistatakse tahtede reaga, mis on paigutatud tema tip-
pude ja otspunktide juurde; nditeks Geldakse: murdjoon ABCDE.

e
B 4 E
B \ /\_/
A £ A ] (64 D
Joon. 31. Joon. 32.

Murdjoont nimetatakse kumeraks, kui ta asetseb lervikuna iihel
pool iga teda moodustavat 16iku, mis on piiramatult pikendatud
molemale poole. Niisugune murdjoon on néditeks joonisel 31 kuju-
tatud joon, kuna aga joonisel 32 kujutatud joon pole kumer (ta ei
asetse {ihel pool sirget BC).

Kui murdjoone otspunktid iihtivad, siis murdjoon on kinnine
(néiteks joon. ABCDEA joonisel 33).

34. Hulknurk. Kujundit, mille moodustab kinnine murdjoon
koos selle joone poolt piiratud tasapinna osaga, nimetatakse
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hulknurgaks (joon. 33). Murdjoone liilisid nimetatakse hulk-
nurga kiilgedeks, nurgad iga kahe naaberkiilje vahel on hulknurga
nurgad, nurkade tipud on hulknurga tipud.

Seejuures on hulknurga nurga sisemiseks piirkonnaks see piir-
kond, millesse kuulub nurga tipuga vahetult kokkupuutuv hulk-
nurga oma sisemine piirkond. Nii on hulknurga MNPQRS
(joon. 33) puhul nurgaks tipu P juures nurk, mis on suurem kahest
tdisnurgast (viirutatud sisemise piirkonnaga). Hulknurka piiravat
murdjoont nimetatakse tema kontuuriks ehk piirjooneks ja 106iku,
mis vordub koigi kiilgede summaga, perimeetriks ehk {imber-
mooduks. :

Hulknurka nimetatakse kumeraks, kui ta on piiratud kumera
murdjoonega; selline on niiteks hulknurk ABCDE, mis on kujuta-
tud joonisel 33 (hulknurk MNPQRS pole kumer hulknurk). Meie
tegeleme peamiselt kumerate hulknurkadega.

Iga sirget (nagu AD, BE, MR, ..., joon. 33), mis iihendab
hulknurga kaht mitte iihe kiilje juures asetseva nurga tippu, nime-
tatakse hulknurga diagonaaliks.

Joon. 33.

Hulknurga viiksem kiilgede arv on kolm. Kiilgede arvu jérgi
voivad hulknurgad olla kolmnurgad, nelinurgad, viisnurgad jne.
Liihidalt tdhistatakse kolmnurka siimboliga A.

35. Kolmnurkade liigitelu’
Kolmnurki liigitatakse kiilgede
pikkuse ja nurkade suuruse jargi.
Kiilgede jédrgi kolmnurgad on:
isekiilgsed (joon. 34), kui koik
kiiljed on eri pikkusega, ja vord-
haarsed (joon. 35), kui kaks kiil-
ge on iihepikkused; erijuhtumil Joon, 34. . Joon. 35.
nimetatakse vordhaarset kolm-
nurka vordkiilgseks (joon. 36), kui koik ta kiiljed on vordsed.

Nurkade suuruse jdrgi on kolmnurgad teravnurksed (joon. 36),
kui koik nurgad on teravnurgad, tdisnurksed (joon. 37), kui iiks
nurlli on tdisnurk, ja niirinurksed (joon. 38), kui iiks nurk on niiri-
nurk.
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Tédisnurkses kolmnurgas nimetatakse kiilgi, mis moodustavad
taisnurga, kaatetiteks ja tdisnurga vastaskiilge hiipotenuusiks.

36. Peamised jooned kolmnurgas. Kolmnurga kiilgedest iiht
nimetatakse monikord aluseks, selle vastas asetseva nurga tippu
nimetatakse kolmnurga tipuks. Ristjoont, mis on tommatud tipust
alusele voi selle pikendusele, nimetatakse kolmnurga korguseks.

KAATCT

KAATET
Joon. 36. Joon. 37. Joon. 38.

Kui kolmnurgas ABC (joon. 39 ja 39-a) on aluseks voetud kiilg
AC, siis tipuks on B ja korguseks on BD.

Vordhaarses kolmnurgas voetakse aluseks tavaliselt see kiilg,
mis ei kuulu vordsete kiilgede hulka; siis on ta tipuks vordsete
kiilgede vahel oleva nurga tipp.

8

B /

m ;
o ¢ GBS

D

Joon. 39. Joon. 39-a.

Sirgloiku BE (joon. 39 ja 39-a), mis ithendab mingi nurga
tippu vastaskiilje keskpunktiga, nimetatakse mediaaniks ehk Kiilje-
poolitajaks. Sirgloiku BF (joon. 39), mis jaotab kolmnurga mingi
nurga pooleks, nimetatakse kolmnurga nurgapoolitajaks ehk
bisektoriks (nurgapoolitaja ei {ihti {ildiselt ei mediaani ega kor-
gusega). Kolmnurga igast tipust saab tommata ristjoone vas-
taskiiljele voi selle pikendusele; jdrelikult on kolmnurgal kolm
korgust.

Kolmnurga iga tippu saab iihendada vastaskiilje keskpunktiga;
jérelikult on kolmnurgal kolm mediaani.

Samuti on selge, et kolmnurgal on kolm nurgapoolitajat.
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Geomeetriliste kujundite teljeline siimmeetria.

37. Kolmnurkade, hulknurkade ja teiste geomeelriliste kujundite
omaduste uurimisel esineb tihti juhtumeid, kus kahel vordsel kujun-
dil voi kahel vordsel 16igul voi kahel punktil on eriline asend tasa-
pinnal mingi sirge suhtes. Kui kaks mingisugust punkti A ja A’
(joon. 40) asetsevad teine teisel pool sirget MN selle sirge iihel ja
selsamal ristjoonel ning vordsetel kaugustel ristjoone alusest

A

B8
Joon. 40. Joon. 41.

(Aa=A’a), siis niisuguseid punkte nimetatakse siimmeetri-
listeks punktideks sirge MN suhtes.

~ Kaht kujundit (voi iihe ja sellesama kujundi kaht osa) nimeta-
takse siimmeetrilisteks sirge MN suhtes, kui iithe kujundi (voi
kujundi {ihe osa) igale punktile A, B, C, D, E,... (joon. 40) vas-
tavad teise kujundi (voi kujundi teise osa) siimmeetrilised punktid
A, B, C’, D, E,... ja iimberpoordult. Sirget MN nimetatakse sel
juhul siimmeetriateljeks. Siin tarvitatakse sona «telg» seepérast,
et kui tasapinna osa, mis asetseb iihel pool sirget MN (nditeks
vasakul pool), hakkame poorama MN kui telje iimber niikaua, kuni
ta iihtib selle osaga, mis asetseb teisel pool sirget MN (parema
poolega), siis simmeetrilised kujundid ihtivad,
sest punkt A iihtib seejuures punkti A’-ga, punkt B punkti
B’-ga jne.

Umberpoordult, kui ithel pool mingit sirget asetseva kujundi
saame selle pooramisega iimber antud sirge iihtistada teisel pool
sirget asetseva kujundiga, siis on need kujundid siimmeetrilised
poorlemistelje suhtes. Oeldust jdreldub, et kaks kujundit, mis on
siimmeetrilised mingi telje suhtes, on vordsed.

Siimmeetriat telje suhtes nimetatakse teljeliseks siimmeetriaks.

Miarkus. Kuigi siimmeetrilisi kujundeid saab poéramisega
iimber siimmeetriatelje {ihtistada, pole nad siiski, iildiselt rédékides,
samased oma asendilt tasapinnal. Seda tuleb moista jargmiselt.
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Selleks et {ihtistada kaks siimmeetrilist kujundit, tuleb ks
neist {imber poorata ja jarelikult ajutiselt tasapinnalt vilja tosta.
Kui seda mitte teha, siis pole mingi liikumisega sellel tasapinnal
voimalik kujundit iihtistada temaga telje suhtes siimmeetrilise
kujundiga. :

Joonisel 41 on kujutatud sirge AB suhtes kaks siimmeetrilist
mustrit. Poorates parempoolset mustrit iimber sirge AB, voib ta
tihtistada vasakpoolse mustriga.

Seejuures tuleb parempoolne muster {imber péorata. Kui aga
parempoolset mustrit mitte eraldada tasapinnalt, vaid teda nihu-
tada nii, et ta linguks samal tasapinnal, siis ei saa teda kuidagi
tihtistada vasakpoolse mustriga. Teljelist siimmeetriat esineb sageli
igapdevases elus. Mustrid dekoratiivseil kangastel ja tapeetidel,
arhitektuurilised ilustused hoonetel tasapinnaliste joonistuste néol
ja hoonete fassaadid ise on siimmeetrilised mone telje suhtes. Ka

Joon. 42. Joon, 43.

looduses esineb tihti siimmeetrilisi kujundeid. Nii néiteks on puude
lehed ja oite kroonlehed siimmeetrilised varre suhtes. Niisugune on
joonisel 42 kujutatud vahtraleht. Liblikate tiivad ja nende vérvikiri
on siimmeetrilised keha telje suhtes (joon. 43).

Vordhaarse kolmnurga omadusi.

38. Teoreemid. 1. Vordhaarse kolmnurga tipunurga
poolitaja on iihtlasi selle kolmnurga mediaaniks ja
korguseks.

2. Vordhaarse kolmnurga alusnurgad on vordsed.

Olgu AABC (joon. 44) vordhaarne ja sirge BD poolitagu tema
tipunurga B. Tuleb toestada, et nurgapoolitaja BD on ka mediaa-
niks ja korguseks.

Kujutleme, et AABD on pooratud kiilje BD kui telje iimber
nii, et ta on langenud kolmnurgale BDC. Siis nurkade I ja 2
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vordsuse tottu kiilg AB langeb kiiljele BC ja nende kiilgede vord-
suse tottu punkt A langeb punkti C. Seepdrast DA iihtib DC-ga,
nurk 4 iihtib,nurgaga 3 ja nurk 5 {ihtib nurgaga 6, tihendab DA =
=DC, £4=/8 ja /5= /6. Sellest, et DA=DC, jireldub, et BD
on mediaan; sellest, et nurgad 3 ja 4 on vordsed, jireldub, et need
nurgad on tdisnurgad ja BD on jarelikult kolmnurga korgus;
16puks, alusnurgad 5 ja 6 on vordsed. :

39. Jidreldus. Nideme, et vordhaar-
ses kolmnurgas ABC (joon. 44) iihel ja
samal sirgel BD on neli omadust: ta on
tipunurga poolitaja, aluse mediaan, kor-
gus ja ka aluse keskristjoon. Et juba {iks
neist omadusist méddrab taielikult sirge BD
asendi, siis iihe omaduse olemasolust tule-
nevad ka koik teised omadused. Niiteks
korgus, mis on tommatud vordhaarse
kolmnurga alusele, on samal ajal tipu-
nurga poolitajaks, aluse mediaaniks ja
aluse keskristjooneks.

Joon. 44.

40. Vordhaarse kolmnurga siimmeetria.
Néigime, et nurgapoolitaja BD jaotab vordhaarse AABC (joon. 44)
kaheks kolmnurgaks (vasak- ja parempoolseks), mida saab
pooramisega timber BD iihtistada. Sellest voib jireldada, et mis-
suguse punkti me ka votaksime vordhaarse kolmnurga  iihel
poolel, alati leidub tema teisel poolel punkt, mis on siimmeet-
riline esimese punktiga telje BD suhtes. Votame niiteks punkti M
kiiljel AB (joon. 44). Tombame sellest BD-le ristjoone MK ja
pikendame seda ristjoont 16ikumiseni kiiljega BC. Siis saame sellel
kiiljel punkti M’, mis on siimmeetriline punktiga M telje BD
suhtes. Toepoolest, poorates AABD {imber BD ning iihtistades
ta ABCD-ga, KM langeb KM’-le (tdisnurkade vordsuse tottu),
kiilg BA langeb kiiljele BC (nurkade 7 ja 2 vordsuse tottu); tidhen-
dab, punkt M, mis asetseb nii KM-1 kui ka BA-1, langeb KM’-1 kui
ka BC-1 asetsevasse punkti M’. Siit on niha, et KM=KM’. Nii
asetsevadki punktid M ja M’ molemal pool DB-d iihel ja samal
DB ristjoonel ja vordsetel kaugustel selle ristjoone alusest; tihen-
dab, need punktid on siimmeetrilised telje BD suhtes. Seega, vérd-

haarses kolmnurgas tipunurga poolitaja on kolmnurga simmeetria-
teljeks.

Kolmnurkade vordsuse (kongruentsuse) tunnused.

41. Eelmdisted. Kaks geomeetrilist kujundit, niiteks kaks kolm-
nurka, on, nagu teame, vordsed (kongruentsed) sel korral, kui
neid saab teineteisele paigutada nii, et nad iihtivad. Uhtivates -
kolmnurkades peavad muidugi olema vastavalt vordsed koik ele-
mendid, s. o. kiiljed, nurgad, mediaanid ja nurgapoolitajad. Kuid
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selleks, et otsustada, kas kaks kolmnurka on vordsed voi mitte,
pole tingimata tarvilik toestada koigi elementide vordsust; piisab
juba sellest, kui veenduda, et moned elemendid on vastavalt
vordsed.

42. Kolmnurkade vordsuse kolm tunnust.

Teoreemid. 1) Kui iihe kolmnurga kaks Kiilge ja
nende vahel olev nurk on vastavalt vordsed teise koim-
nurga kahe kiiljega ja nende vahel oleva nurgaga, siis
kolmnurgad on vordsed.

2) Kui iihe kolmnurga kiilg ja selle Idhisnurgad on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kiilje ja selle Idhis-
nurkadega, siis kolmnurgad on vordsed.

3) Kui iihe kolmnurga kolm Kkiilge on vastavalt
vordsed teise kolmnurga kolme Kkiiljega, siis kolmnur-
gad on vordsed.

1. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (jocn. 45), millel
AC=A|C|, ABZAlBl ja L/AZZA]

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed.

Paigutame kolmnurga ABC kolmnurgale A,B,C, nii, et punkt
A langeb punkti A, ja kiilg AC liheb mooda kiilge A,C,'. Siis
nende kiilgede vordsuse tottu punkt C iihtib punktiga C,, nurkade
A ja A, vordsuse tottu killg AB liheb mooda kiilge A;B; ja nende
kiilgede vordsuse tottu punkt B iihiib punktiga B;; seepirast ka
killg CB iihtib kiiljega C,B, (sest kaks punkti voib iihendada
ainult iihe sirgega), ja kolmnurgad iihtivad; tdhendab, nad on
vordsed.

2. Olgu ABC ja A,B,C, kaks kolmnurka (joon. 46), millel

ZC=£C|, 4B:ZB] ja CB:CxBl
Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed.

A A,

c V- 8,

Joon. 45.

! Selles paragrahvis niidatud pealitamiste teostamiseks tuleb monikord
pealitatav kolmnurk iimber p6orata.
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Paigutame kolmnurga ABC kolmnurgale A;B;C, nii, et punkt C
langeb punkti C; ja kiilg CB ldheb modda kiilge C,B,. Siis nende
kiilgede vordsuse tottu punkt B iihtib punktiga B;, kuna nurkade B
ja By ning C ja C, vordsuse tottu kiilg BA ldheb mooda kiilge B4,
ja kiillg CA mooda CiA,.

/

¢ - [ B L B,

Jcon. 46.

Et aga kaks sirget voivad loikuda ainult iihes punktis, siis
tipp A peab {ihtima tipuga A,. Seega kolmnurgad iihtivad; tédhen-
dab, nad on vordsed.

3. Olgu ABC ja A,B;C, kaks kolmnurka (joon. 47), millel
AB=A1B1, BC=81C1 ja CA=C|A[

Tuleb toestada, et need kolmnurgad on vordsed.

Toestada seda vordsuse tunnust pealitamisega, nagu seda
tegime kahe esimese tunnuse tGestamisel, ei saa, sest midagi tead-
mata nurkade suurusest ei saa me vdita, et kahe vordse kiilje iihti-
misel iihtivad ka iilejadnud kiiljed.

Pealitamise asemel kasutame siin korvalepaigutamist.

Paigutame kolmnurga ABC kolmnurga A,B,C; korvale nii, et
vordsed kiiljed AC ja A,C, iihtivad. Siis kolmnurk ABC votab
asendi Alcle.

Punktide B; ja B, {ihendamisel sirgega saame kaks vordhaar-
set kolmnurka: A,B,B, ja B,C,B,; neil on iihine alus B;B,. Vord-

B8 8,

<\

Joon. 47.
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haarses kolmnurgas on aga aluse lahisnurgad vordsed (§ 38);
jarelikult <£I1=/2 ja Z3=4/4 ja seeparast ZA;B,Ci=
e ZAIB2CI= ZB

Niisugusel juhtumil peavad aga kolmnurgad olema vordsed,
sest iihe kolmnurga kaks kiilge ja nende vahel olev nurk on vasta-
valt vordsed teise kolmnurga kahe kiilje ja nende vahel oleva nur-

gaga .

Mirkus. Vordsetes kolmnurkades on vordsete kiilgede vastas

vordsed nurgad ja imberpoordult: vordsete nurkade vastas on vord-
sed kiljed.

Toestatud teoreemid kolmnurkade vordsusest ja oskus vordseid
kolmnurki dra tunda néidatud tunnuste jérgi kergendavad suurel
madral paljude geomeetriliste iilesannete lahendamist ning on
tarvilikud paljude teoreemide toestamiseks. Teoreemid kolmnurkade
vordsusest on peamiseks vahendiks keerukate geomeetriliste kujun-
dite omaduste kindlakstegemisel. Opilased veenduvad selles aine,
edasisel ldbivotmisel.

Kolmnur