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Peatiikk I

Hulknurga pindala.
§ 1. Hulknurkade pindvérdsus.

Paljud praktilise elu vajadused, mis on iihenduses maa-
pinna kasutamisega v6i mitmesuguste esemete pinna katmi-
sega, nouavad pinnatiikkide vordlemist nende suuruse poo-
lest. Koige sagedamini esinevad niisugused vordlemise
Jjuhud, kus pinnatiikid on tasased ja nende piirjooned
on hulknurgad. Seepirast kisitleme kdigepealt hulk-
nurgaga. piiratud tasase pinnatiiki suuruse kiisimust,

Hulknurgaga piiratud tasase pinnatiiki suurust nimetatakse hulknurga
pindalaks.

Sonastuse lilhendamiseks nimetame edaspidi hulknurgaga
piiratud pinnatiikki ka lihtsalt hulknurgaks. Hulknurga
ABCD pindala tahistame enamasti siimboliga S pqp (tidht 8
on algustdht ladina sdnast superficies, pealispind). Hulk-
nurga pindala loeme ikka positiivseks suuruseks. Kui kahe
hulknurga pindalad, niiteks ABCD ja KLM, on vordsed, s. t.
kui

SaBcp = SKim,

siis nimetame neid hulknurki pindvordseiks.

Hulknurkade pindalade virdlemist saab koigil iiksikjuh-
tudel teostada jirgmise kahe iseenesest mdistetava tde
alusel.



1. Kui iiht hulknurka saab paigutada teise peale nii, et nad iihtivad, siis
hulknurgad on pindvordsed; liihidalt:

kongruentsed hulknurgad on pindvordsed.

2. Kui hulknurk on tiikeldatud mitmeks uueks hulknurgaks, siis tema
pindala vordub tiikeldamisel saadud hulknurkade pindalade summaga;

néiteks joonisel 1 kujutatud viisnurga pindala

Sapcpe = Sasc + Sacp + Sape-

Kui sellisel tiikeldamisel saadud osadest mingi iiks osa,
niiteks ABC, korvaldada, siis iilejiiv hulknurk on antud
hulknurgast viiksema pindalaga:

Sacpe < Sapcpe-

Joonis 1.

Joonis 2.

Seda jareldust iildistades saame:

kui iiks hulknurk on osa teisest hulknurgast, siis esimese hulknurga
pindala on viiksem teise hulknurga pindalast;

nditeks hulknurga KLMN pindala joonisel 2 on viiksem
hulknurga ABCDE pindalast.
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Samuti on eelnenust selge, et

kui kaks hulknurka koosnevad vastavalt pindvordseist osadest, siis nad
on pindvordsed,
sest kummagi hulknurga pindala vordub tema tiikeldamisel
saadud osade pindalade summaga (lause 2) ja nende sum-
made liikkmed on vastavalt vordsed.

-

Ulesanded.

1. Kera loikamisel tasapinnaga saadakse keha, mille d4r-
joon piirab kaht pinnatiikki: iiks neist on tasane, teine mitte.
Kumma pinnatiiki pindala on suurem?

2. Hulknurk piirab kaht pinnatiikki: iiks neist on tasane,
teine mitte. Kumma pinnatiiki pindala on suurem?

3. Hulknurk on diagonaaliga tiikeldatud kaheks hulk-
nurgaks. Vorrelda antud hulknurga iimbermootu tiikelda-
misel saadud hulknurkade iimbermo6tude summaga,

4. Antud on ruut ja vordhaarne kolmnurk, mille haar
vordub ruudu diagonaaliga ja korgus ruudu kiiljega. Vor-
relda nende kujundite pindalasid.

5. Antud on ruut. Joonestada roopkiilik, mille iiks kiilg
vordub ruudu diagonaaliga, teine vordub ruudu kiiljega ja
mille iiks diagonaal ristub kiiljega. Nédidata, et need kujun-
did on pindvordsed,

6. Niidata, et kahest ruudust on see suurema pindalaga,
mille kiilg on suurem.

§ 2. Roopkiilikute ja kolmnurkade pindvordsus.

Toestame, et

vordsete alustega ja vordsete korgustega roopkiilikud on pindvard-
sed.

Selleks paigutame roopkiilikud iihisele alusele AB, nagu
on ndidatud joonisel 3. Kui roopkiilikuil korgused on vord-
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sed, siis nende alustega paralleelsed kiiljed -satuvad iihele
ja samale sirgele FC, mis on paralleelne sirgega AB. Neli-
nurk ABCF on seega trapets, mis on kahel viisil tiikkeldatud
roopkiilikuks ja kolmnurgaks, nimelt iiks kord sirgega AD
ja teine kord sirgega BE (joonis 3). Neil tiikeldamistel

A Bral)

A~ B8
Joonis 3.

saadud kujundite pindalade summad on vordsed, sest mdle-
mad summad annavad iihe ja sama trapetsi pindala:

SaBco + Sapr = Saper -+ Sgcg.

Kolmnurgad ADF ja BCE on kongruentsed, sest roopkii-
liku vastaskiilgedena

AD = BC ja AF. — BE
ja vastavalt paralleelsete Jja samasuunaliste haaradega nur-
kadena

Y DAF S 7 SeRE.

Nende kolmnurkade kongruentsuse tottu

Sapr = Spck-

Lahutades need suurused iilalsaadud vordsetest summadest
saame vordsed tulemused, nimelt

SaBcp = Saper.



Eelmine teoreem voimaldab toestada, et

vordsete alusfega ja vordsete korgustega kolmnurgad on pindvord-
sed.

Eeldus: AB = DE; CG = FH (joonis 4).
Viide: SABC === SDEF'
F
I
| I
: |
, :
: )
e "
G A B Dot £
Joonis 4.

Toestus. Joonestame roopkiilikud ABKC ja DELF,
vottes nende kolmeks tipuks antud kolmnurkade tipud.
Nende roopkiilikute alused on vordsed ja korgused on vord-
sed, seega ka pindalad on vordsed. Et diagonaal tiikeldab
roopkiiliku kaheks kongruentseks kolmnurgaks, siis

SaBkc = 2Sapc>
millest

1 .
Sapc = *SaABKC)
samal viisil saame, et
1
Sper = *SDELF-

Roopkiilikute ABKC ja DELF pindvordsuse pdhjal on nende
vorduste paremad pooled vordsed, mistottu on vordsed ka
nende vasakud pooled:

Sac = SpEF-



Kahest viimasest teoreemist selgub, et kujundid voivad
olla pindvordsed, ilma et nad oleksid kongruentsed, s. t. ilma
et nad pealepaigutamisel iihtiksid,

Ulesanded.

7. Ehitada ristkiilik, mis on pindvérdne antud roopkiili-
kuga ja millel on antud roopkiilikuga iihine alus.

8. Ehitada roopkiilik, mis on pindvordne antud roé6pkiili-
kuga ja mille iiks nurk on pool antud réopkiiliku nurgast.

9. Toestada, et kolmnurga mediaan tiikeldab kolmnurga
kahf_eks pindvordseks kolmnurgaks,

10. Antud on niirinurkne kolmnurk. Ehitada tidisnurkne
kolmnurk, mis on pindvordne antud kolmnurgaga ja millel
on sellega iiks iihine kiilg.

11. Téestada, et roopkiiliku diagonaalid tiikeldavad roop-
kiiliku neljaks pindvérdseks kolmnurgaks.

12. Trapetsi diagonaalid jaotavad trapetsi neljaks kolm-
nurgaks, Niidata, et kaks neist on teineteisega - pindvéord-
sed. '

13. ToGestada, et sirgjoon, mis libib trapetsi aluste kesk-
kohti, jaotab trapetsi kaheks pindvordseks osaks.

14. Antud on kolmnurk kiilgedega 4,2 cm, 3,1 em ja 3,4 em.
Ehitada antud kolmnurgaga pindvérdne kolmnurk, mille
iiks kiilg on endiselt 4,2 cm ja teine kiilg 6,5 cm.

15. Nelinurga ABCD diagonaali AC keskpunkt on Z.
Toestada, et nelinurgad ABED ja CBED on pindvordsed.

16. Kolmnurga ABC mediaanil 4D on voetud punkt E.
Tdestada, et kolmnurgad ABE ja ACE on pindvordsed.

17. Kolmnurga ABC kiilje AB punkt D on iithendatud ti-

puga C ja saadud sirgldoik OD on poolitatud punktis E.
Toestada, et

1
SaBe = 3Sypc.



§ 3. Hulknurga teisendamine kolmnurgaks.

Kahe mistahes hulknurga pindala vordlemiseks ei ole nii
lihtsat tunnust, nagu on vordsete aluste ja korgustega ré6p-
kiilikute vo6i kolmnurkade pindalade vordlemiseks. Et eriti
lihtne on vorrelda ruutude pindalasid, siis hulknurkade pind-
alade vordlemiseks teisendame mneed niisama suure pind-
alaga ruutudeks ja vordleme saadud ruute.

Hulknurga teisendamist sellega pindvordseks ruuduks
teostame jirgmiselt:

1. teisendame hulknurga kolmnurgaks;
2. saadud kolmnurga teisendame ristkiilikuks;
3. ristkiiliku teisendame ruuduks.

Koiki neid teisendusi tuleb loomulikult nii teha, et ku-
jundi pindala ei muutu.

Vaatleme koigepealt hulknurga teisendamist kolmnur-
gaks. Olgu vaja viisnurk ABCDE teisendada temaga pind-
vordseks kolmnurgaks (joonis 5).

Joonis 5.

Lahendus. Eraldame antud viisnurgast diagonaaliga
DB kolmnurga BCD, joonestame ldbi tipu C paralleeli diago-
naalile DB ja leiame selle paralleeli ja kiilje AB pikenduse
Ioikepunkti F. Selle punkti iihendamisel punktiga D saame
nelinurga AFDE, mis on pindvordne antud viisnurgaga
ABCDE. Kui saadud nelinurgast samal viisil eraldame kolm-
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nurga ADE ja asendame selle kolmnurgaga 4ADG, siis saame
kolmnurga FDG, mis on pindvdrdne viisnurgaga ABCDE.

FPohjendus. Viisnurk ABCDE on tiikeldatud kolm-
nurkadeks BCD, BDA ja ADE, ja kolmnurk FDG on tiikel-
datud kolmnurkadeks . BFD, BDA ja ADG. Neist ABDA
on iihine mélemal kujundil. Ulejiinud osade pindaladest

SBcp = Sarp
ja
Sape = SapaG

sest kummalgi kolmnurkade paaril on iihine alus (BD ja
AD) ja vordsed korgused. Et viisnurk ABCDE ja kolm-
nurk FDG koosnevad vastavalt pindvordsetest osadest, siis
nad on pindvordsed.

Eespool kirjeldatud viisil on vdimalik iga hulknurga tip-
pude arvu vidhendada jirjest ithe vorra kuni hulknurgast
on saadud pindvordne kolmnurk.

Ulesanded.

18. Teisendada roopkiilik temaga pindvordseks kolmnur-
gaks, millel on réopkiilikuga iihine korgus. TGestada, et
selle kolmnurga alus on kaks korda suurem roopkiiliku
alusest.

19. Teisendada vabalt vdetud kuusnurk temaga pind-
vordseks kolmnurgaks.

§ 4. Kolmnurga teisendamine ristkiilikuks.

Olgu antud teisendada ristkiilikuks AABC (joonis 6).
Ulesande lahendamiseks joonestame sirge ldbi antud kolm-
nurga kahe kiilje keskpunktide, niiteks libi punktide D ja
E, ning ehitame sellele sirgele aluse otspunktidest ristsir-
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ged AF ja BG. Nii tekkiv nelinurk ABGF on antud kolm-
nurgaga pindvordne ristkiilik. b
Pohjendus. Sirge DE kui G
kolmnurga kahe kiilje keskpunk-
te ldbiv sirge on paralleelne kol-

TR

manda kiiljega AB. Et parallee- £ D, : Enpiir
lidel ristsirged on iihised, siis [ : ;
nelinurk ABGF on ristkiilik. See

ristkiilik koosneb kolmest osast, 4 v %
nimelt kolmnurkadest AFD ja AP,

BGE ning trapetsist ABED.

Joonestades kolmnurga DEC korguse CH, tiikeldub ka
antud kolmnurk ABC kolmeks osaks, mis on pindvordsed
ristkiiliku ABGF vastavate osadega; toepoolest:

e A DHC = A\ DFA,

DC =DA  CDH = 4/ ADFja / F = / H = 90°

e A EHC & A EGB,
sest
EC == EB,;/ CEh o 7 BEQ wift Gow/ 1 <-908;

Iopuks trapets ABED on kolmnurga ja ristkiiliku iihine

osa.
Sellest jéreldub, et ristkiilik ABGF on pindvordne antud

kolmnurgaga ABC.

Mirkus. Kui A ABC on niirinurkne, siis tuleb tihega ¢
tdhistada niirinurga tipp, et antud pohjendus jadks muutu-
matuks.

Ulesanded.

20. Teisendada tédisnurkne kolmnurk temaga pindvord-
seks ristkiilikuks, mille iiheks kiiljeks on kolmnurga iiks
kaatet. Kui pikk on ristkiiliku teine kiilg?
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21. Teisendada niirinurkne kolmnurk temaga pindvérd-
seks ristkiilikuks, mille itheks kiiljeks on niirinurga iiks
lahiskiilg. Jaotada antud kolmnurk ja saadud ristkiilik vas-
tavalt pindvordseteks osadeks.

22. Teisendada trapets temaga pindvordseks ristkiili-
kuks.

§ 5. Ristkiiliku teisendamine ruuduks.

Olgu antud teisendada ruuduks ristkiilik ABCD (joo-
nis 7). Péorame tema lithema kiilje AD tipu D iimber pike-
male kiiljele, saades sellel 16igul DE; niiiid ehitame niisu-
guse tdisnurkse kolmnurga DFC, mille hiipotenuusiks on

F ristkiiliku kiilg DC

! ja mille korgus tu-

| leb punkti E. Selle

{ kolmnurga ehita-

Dk F%E c miseks kasutame

. / H Thalese teoreemi,

y \ joonestades dia-

4 N\ meetrile DC toetu-

7, N va piirdenurga DFC.

A G Bl s Punktist D joones-

Joonis 7. ~ tame niiid kiiljele

FC paralleeli kuni

101kumlsen1 sirgega AB ja saadud ldikepunktist G joones-

tame paralleeli kiiljele DF. Nii tekkinud réopkiilik FDGH
ongi ruut, mis on pindvordne antud ristkiilikuga ABCD.

Pohjendus. Kdigepealt niitame, et FDGH on tdepoo-
lest ruut. Et nurk DFH on tdisnurk, siis jidib ainult toes-
tada, et kiiljed FD ja DG on vordsed. Selleks vordleme tiis-
nurkseid kolmnurki DEF ja DAG; konstruktsiooni jirgi

DE = DA;
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peale selle
&L ADG ==/ "EDF

kui vastavalt ristuvate haaradega teravnurgad. Jérelikult

A PEE-=" /. DAG,
mistottu

{5 ety T E
Niisiis FDGH on ruut. Pikendame selle kiillge FH kuni 16i-
kumiseni sirgega AB punktis K. -Et ristkiilikul ABCD ja
roopkiilikul CDGK on iihine alus DC ja ithine korgus BC,
siis (§ 2 pohJal)

Sagcp = SCDGK;

Ruudul FDGH ja roopkiilikul CDGK on iihine alus DG ja
ithine korgus GH, siis (§ 2 pohjal)

SrpGH = ScpHK-

Mgélema vorduse paremad pooled on vordsed; niisiis on
vordsed ka nende vasakud pooled:

SkpGH = SaBcp;

see tidhendab, et ehitatud ruut ongi pmdvordne antud rist-
kiilikuga.

Veelgi holpsamini
saab antud ristkiili- F H
kut ABCD teisen- / P
dada temaga pind- D fos
vordseks ruuduks
jirgmiselt:
pikendame  ristkii-
liku iiht kiilge, nii-
teks kiilge AB, teise £ A G B
kiilje vorra, s. t. Joonis 8.
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Jjoonestame AE — AD (joonis 8): ringjoon diameetriga EB
16ikab siis sirgjoont AD punktis F ning ruut kiiljega AF
ongi pindvérdne antud ristkiilikuga, nimelt

Sracn = Sapcp-

Pohjendus. Toestame, et FB | DG. Selleks vordleme
nurki AFB ja ADG (joonis 9). Et nurgad AFB ja AEF on
vastavalt ristuvate haaradega teravnurgad, siis

Vo AEE 2=k P

Kolmnurgad ADG r

H
Jja AEF on tiisnurk- e
sed ning LD K c
AD =AE ja AG = AF, K N
] / TN
jarelikult / y \\ \(l
A 4DG a-A AEF. 1) e B
mistttu & A ¢ B
7 AD = / E Joonis 9.

Nii on osutunud nurgaga E vordseks niihisti nurk AFB
kui ka nurk ADG; seepiirast
L AFB = /. ADG,
millest jareldubki, et
FB || DG.
Vordleme niiiid ristkiilikut ABCD ruuduga AGHF':
nende iihine osa on AGKN ja seda tdiendab ristkiilikuks
iihelt poolt GBCK ning ruuduks teiselt poolt DKHF. Neid
omakorda saab vorrelda paralleelide FB ja D@ vahel leidu-
vate roopkiilikute kaudu:
Seeck = SGBLD »
sest neil on iihine alus GB ja vordsed korgused; samuti

SGeLp = Semrp
14



ithise aluse DG ja vordsete korguste tottu ning 16puks

Samrp = Spinr
jéllegi iithise aluse FD ja vordsete korguste tottu. Nii on
osutunud ristkiilikud GBCK ja DKHF pindvordseteks, jare-
likult

SaBcp = SaGHF-

Eespool (§ 2) niditasimes et hulknurka on voimalik tei-
sendada temaga pindvordseks kolmnurgaks. Siis niitasime,
et kolmnurka saame teisendada temaga pindvordseks rist-
kiilikuks. Niilid nidgime, et ristkiilikut saame teisendada
temaga pindvordseks ruuduks. Nii voime mistahes hulk-
nurga jark-jirgult teisendada temaga pindvordseks ruu-
duks. Ruutude pindalasid aga on lihtne vorrelda nende Kkiil-
gede vordlemise teel. Nii saab mistahes kahe hulknurga
pindalasid vorrelda ruutude kaudu. Et koik selleks vajali-
kud teisendused on teostatavad sirkli ja joonlaua abil, siis
voime iitelda, et ;

hulknurga teisendamist temaga pindvordseks ruuduks ja hulknurkade
pindalade vordlemist saab teostada sirkli ja joonlaua abil.

Ulesanded.

23. Teisendada kolmnurk kiilgedega 5 cm, 5,5 cm ja 4 cm
temaga pindvordseks ruuduks ja moota selle kiilg.

24. Teisendada ro6pkiilik, millel @ = 2,5 ecm, b = 4,5 ecm
jaa=45° temaga pindvordseks ruuduks.

- 25. Teisendada kaks vabalt voetud nelinurka nendega
pindvordseteks ruutudeks ja otsustada nende ruutude jirgi,
kumb nelinurk on suurema pindalaga.

§ 6. Ristkiilikute ja ruutude teisendamisteoreeme.

Ristkiiliku teisendamisel pindvordseks ruuduks kasuta-
sime tédisnurkset kolmnurka, mille ehitasime Thalese teo-
reemi rakendades. Et neil teisendamistel selgunud asjaolu-
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sid-lihidalt ja meeldejédivalt sonastada, tuleb anda médnele
seal esinenud 16igule sobiv nimetus iihenduses kasutatud
tdisnurkse kolmnurgaga.

Olgu ABC taisnurkne kolmnurk ja AB selle hiipotenuus
(joonis 10). Loiku €D, mis esitab tédisnurga tipu C kaugust
hiipotenuusist, nimetame hiipotenuusile témmatud korgu-
seks. Punkti D nimetame tipu ¢ projektsiooniks
hiipotenuusil; ta jaotab hiipotentiusi osadeks, mida nimetame
kaatetite projektsioonideks hiipotenuusil —
16iku AD kaateti AC' projektsiooniks ja 16iku DB kaateti OB
projektsiooniks.

Eelmises paragrahvis
kasutasime esimesel tei-
sendamisvottel tdisnurk-
set  kolmnurka DCF
(joonis T), mille kaateti
DF projektsioon hiipote-
nuusil on DE. Ristkiiliku

B  ABCD iiheks Kkiiljeks on
hiipotenuus DC ja teine
kiilg vordub kaateti pro-

: jektsiooniga DE. Selle

ristkiilikuga pindvordseks osutunud ruudul on kiiljeks kaa-
tet DF. Nende kujundite pindvérdsust sonastame jirgmise
teoreemina:

(= ol B b

Joonis 10.

kaatetile ehitatud ruut on pindvordne ristkiilikuga, mille kiilgedeks on
hiipotenuus ja selle kaateti projektsioon hiipotenuusil.

Seda teoreemi tuntakse Eukleides'e * teoreemi nime
all.

* Eukleides, kreeka matemaatik, elas u. 315—255 e.m. a.; tema nime
jargi kutsutakse <harilikku» geomeetriat (mis kasutab paralleelide aksi-
oomi) eukleidiliseks geomeetriaks, kuna Eukleides esimesena andis
niisuguse geomeetria siistemaatilise iilesehituse.
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Teist teisendamisviisi pohjendades vaatlesime (joonis 9)
kolmnurka EBF, mille kaatetite projektsioonid vorduvad
ristkiiliku ABCD kiilgedega; ristkiilikuga pindvordseks osu-
tunud ruudu AGHF kiiljeks aga on hiipotenuusile tdmmatud
korgus AF. Seda tosiasja viljendab lause:

c

B

I
A 7
'L £
|
|
I
l
|
|
|
H K M
Joonis 11.

hiipotenuusile tommatud korgusele ehitatud ruut on pindvérdne, rist-
kiilikuga, mille kiilgedeks on kaatetite projektsioonid.

See teoreem kannab tdisnurkse kolmnurga korguse teoreemi

nimetust.

Tiisnurkse kolmnurga abil on voimalik ehitada ka niisu-
gust ruutu, mille pindala vordub kahe antud ruudu pind-
alade summaga. Selleks asetame antud ruudud nonda, et
nende kiiljed jidvad tdisnurkse kolmnurga kaatetiteks (joo-

2 Geomeetria IX kl. 17



nis 11). Ruuduga 4ABCD pindvordseks ristkiilikuks on Euk-
leideise teoreemi Jargi wistkiilik ALKH, mille kiilg AL on
kaateti AB projektsioon Jja killg AH on joonestatud vard-
sena hiipotenuusiga AE. Samuti on Eukleidese teoreemi
jargi

SBEFG = Sgrim-

Saadud ristkiilikuist ALKH ja ELKM koosnev nelinurk
AHME on aga ruut, mille kiiljeks on hiipotenuus; Jjarelikult

kaatetitele ehitatud ruutude pindalade summa vordub hiipotenuusile
ehitatud ruudu pindalaga.

Seda tdhtsat lauset nimetatakse Pythagorase* teo-
reemiks, kuna monede tea-
dete jirgi olevat Pythagoras
selle teoreemi tdestanud.
Pythagorase tdestus on ae-
gade viltel kaotsi liinud,
kuid on siilinud mitmed
teised vanad tdestused. U)ld-
se on sellele teoreemile leitud
toestusi enam kui iihelegi
teisele; nende iildarv kiiiinib

G

100-ni!
Hindude poolt on leitud
Joonis 12. Pythagorase teoreemile jarg-

mine teisendustbestus. Joo-
nestame tdisnurkse kolm-
nurga ABC ja ehitame selle hiipotenuusile ruudu ABDE, nii
nagu nididatud joomisel 12. Kui tdmmata kolmnurga ABC
pikemale kaatetile BC ristldik DF, siis tiikeldub hiipotenuu-
sile ehitatud ruut kolmeks osaks: kaheks kongruentseks

* Pythagoras, kreeka matemaatik, elas u, 580—500 e. m. a.
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kolmnurgaks ABC ja BDF ning viisnurgaks ACFDE. Po66-
rame kolmnurga ABC punkti A timber asendisse AEH ja
kolmnurga BDF punkti D iimber asendisse EDG. Nii saame
hiipotenuusile ehitatud ruudust kuusnurga ACFDGH. Kui
pikendada kiilge BC kuni punktini 7, siis kuusnurk ACFDGH
tiikeldub kaheks ruuduks, milledest ACIH on kaatetile AC
ehitatud ruut ja FDGI on kaatetile CB ehk FD ehitatud
ruut. g

Ulesanded.

26. Toestada ruutude tiikeldamise teel Pythagorase teo-
reem vordhaarse tdisnurkse kolmnurga erijuhul.

27. Uhel ruudul on kiilg 4,5 cm ja teisel 3 cm. Joonestada
ruut, mis on pindvordne antud ruutude summaga.

28. Joonestada ruut, mille pindala on kaks korda suurem
vabalt voetud ruudu pindalast.

29. Joonestada ruut, mille pindala on pool vabalt voetud
ruudu pindalast.

§ 7. Pindalaiihikud.

Hulknurga teisendamine temaga pindvordseks ruuduks
annab voimaluse hulknurkade pindalade vordlemiseks. Sa-
gedamini toimetatakse seda voOrdlemist nende pindalade
mootmise teel.

Moota hulknurga pindala tihendab leida, mitu korda pindalaiihikuks voe-
tud pindala mahub moodetavale pindalale voi missuguse osa pindalaiihikust
ta moodustab.

Maatiiki pindala mG6otmise iilesanne on vanim geomeetria
iilesanne; selle iilesande jdrgi on geomeetria saanud oma
nime, sest sona ,,geomeetria‘“ tuletub kreeka keelest ja ti-
hendab maamootmist. ;
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Pindalaiihikuina kasutatakse niisuguste ruutude pindala-
sid, mille kiilgede pikkusteks on pikkusiihikud. Vastavalt
kiilje pikkusele neid iihikuid nimetatakse ruutkilomeetriks,
hektaariks, aariks, ruutmeetriks, ruutdetsimeetriks, ruut-
sentimeetriks ja ruutmillimeetriks ning tdhistatakse vas-
tavalt siimbolitega .

km2, ha, a, ms?, dm?, em?2, mm?2.

Hektaar niiteks on ruudu pindala, mille
kiilg on 1 hektomeeter, s. 0. 100 meet-
rit, aar on ruudu pindala, mille kiilg on
1 dekameeter, s. 0. 10 meetrit.

Kui iiks pikkusiihik on teisest # kor-
da suurem, siis vastav pindalaiihik on
teisest pindalaiihikust #2 korda suu-
rem, nagu voib veenduda joonise 13

abil. Seet6ttu pindalaiithikud on iikstei-
sest jirgmiselt olenevad:

Joonis 13.

1 km? = 100 ha = 10000 a = 1000 000 m?:
Tha= 100a= 10000 m?:

1:a = 100 m2;
1 m2 = 100 dm2 = 10 000 cm2 — 1000 000 mm2;
1dm2= 100 cm2= 10 000 mm2;
1 cm2 = 100 mm2,

Pindala mo6tmise tulemusena saadakse pindala mo6 ot -
arv. Pindala mdétarvu leidmine ehk pindala m&5tmine voib
olla kas otsene wdi kaudne.

Pindala otsesel maatmisel loendatakse, mitu korda pindalaiihik mahub
moodetavale pindalale.
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D C Olgu niiteks vaja mdota
ristkiiliku pindala, mille pik-
kus on 4 cm ja laius 3 cm.
Kui selle ristkiiliku katame
ithesentimeetriste vahedega
paralleelsirgete vorguga, siis
ristkiiliku pindala tiikel-
A - 6 dub ruutsentimeetriteks (joo-
nis 14). Viimaste loendamisel
saame pindala. moodtarvu.

Joonis 14.

Pindala kaudsel moatmisel arvutatakse kujundi pindala selle kujundi ele-
mentide pohjal.

Ulesanded.

30. Avaldada m2-tes 0,4 km2, 0,705 km2, 31,8 ha, 0,069 ha,
43,5 a, 1,2 a, 0,08 a.

31. Avaldada cm2-tes 0,75 m2, 8 dm2, 0,4 dm2, 25 mm?,
413 mm2, 3900 mm?2.

32. Missugune osa m2-st on 1 dm?, 1 cm?, 1 mm?2?

33. Avaldada 2% ruutjalga ruuttollides, kui 1 jalg = 12
tolli.

34. Avaldada ruutjalgades 432 ruuttolli, 48 ruuttolli, 120
ruuttolli.

35. Missugune osa ruutsiillast on ruutjalg, kui 1 siild = 7
jalga?

§ 8. Ristkiiliku pindala.
Ristkiiliku pindala vordub kahe ldhiskiilje korrutisega.

Toestus. Olgu ristkiiliku ABCD kahe ldhiskiilje AB
ja AD pikkused vastavalt a sentimeetrit ja b sentimeetrit
(joonised 14 ja 15). Nii arv a kui ka arv b voib olla kas

21



tdisarv voi kiimnendmurd vai harilik murd. Vaatleme pind-

ala midramist igal nimetatud Juhul eraldi.

D c Kui @ ja b on mélemad

: tdisarvud, siis ristkiilikut
: ABCD saab katta ruutsenti-
S secest: meeter-vorguga, nagu tehtud
Joonisel 14. Seejuures piki
HHEHH kiilge AB asetseb reas a cm?2.
i JodnG niisuguseid ridu iildse on
Joonis) 18 b, siis ristkiilik ABCD on
kaetud b.a ehk ¢-b ruut-
sentimeetriga. Seega ruutsentimeetrites avaldub ristkiiliku
ABCD pindala 8 jirgmiselt:
S = ab.

Kui arvudest o ja b kas iiks vai moélemad on kiimnend- °
murrud, niiteks

=43 cm ija b =27 cm,
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siis leiame niisuguse pikkusiihiku, milles ¢ ja b viljenduvad
tdisarvudes (joonis 15); antud juhul v6ib vétta selleks iihi-
kuks millimeetri:

a=43 mm ja b =27 mm.

Kuna kiilgede médtarvud niiiid on tiisarvud, siis eespool-
leitud arvutamiseeskirja alusel ristkiiliku pindala on

/ 43 - 27 mm?
ehk vottes arvesse, et 1 mm?2 = 0,01 cmz2,
0,01.43.27 eme,
Selle avaldise teisendame ja kirjutame kujul
i 01-43.0,1-27 cm2
4,3-27 cmz2,
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Sellest nidhtub, et ka sel juhul pindala moédtarv ruutsenti-
meetrites vordub kiilgede modtarvude korrutisega, s. t.

S = ab.

Kui arvudest ¢ ja b kas iiks vdi molemad on harilikud

murrud, niiteks
o =43 cm ja b=2% cm,
siis valime uueks pikkusiihikuks niisuguse 16igu, mis tiisarv
kordi mahub nii kiiljesse a kui ka kiiljesse b, vottes selleks
kdige suurema niisuguse 16igu, s. 0. 1%y cm, saame, et
a = 12 - 4% uut pikkusiihikut
b = 12 . 2% uut pikkusiihikut,
seega ristkiiliku pindala on
12 .44 .12 . 2% vastavat pindalaiihikut.

Et uus pikkusiihik on {'; cm, siis vastav pindalaiihik on
(45)2 cm2, Seetdttu ristkiiliku pindala ruutsentimeetrites

ja

on (%)2:12.4% .12 . 23

ehk {512.4%- {5 - 12.2%

ehk 4% 2%,

Seega ruutsentimeetrites avaldatuna ka sel juhul
S = ab.

Piiiides toestatud teoreemi t#pselt sonastada, peaksime
iitlema jirgmiselt: ristkiiliku pindala mootarv vordub tema
kahe lihiskiilje pikkuste mootarvude korrutisega, kui need
kiiljed on moddetud iihtedes ja samades pikkusiihikutes
ning pindala on mdddetud vastavais pindalaiihikuis. Et see
sonastus on liiga pikk, siis kasutame eespool-antud lithemat
sonastust ja moistame seda nii, nagu oeldud siinkohal. Nii-
samuti tuleb mdista ka valemit S = ab. Samasugust liihe-
mat viljendust tarvitame ka jirgnevate pindalateoreemide
puhul. ‘

23



Jireldus. Et ruut on ristkiilik, mille ldhiskiiljed on
vordsed, siis ruudu pindala ;
ehk =80

S = a2,
Seega

ruudu pindala vordub kiilje teise astmega.

Ulesanded.

36. Arvutada ristkiiliku pindala, kui tema mootmed on
4,5 cm ja 6,8 cm; 12 cm ja 84 cm: 59 mm Ja 12 mm; 0,8 m

37. Ristkiiliku pikkus on 4,2 em ja pindala on 14,7 cmo.
Kui lai on ristkiilik ?

38. Ristkiiliky limbermdst on 28 cm ja alus on korgu-
sest 3 cm vorra pikem. Arvutada ristkiiliky pindala,

39. Arvutada ruudu pindala, kui ruudu kiilg on 8 cm, 15
cm, 6,9 e¢m, 0,4 m, 24,6 m,

40. Mitu hektaari on ristkiilikukujulise pollu pindala,
mille pikkus on 240 m Ja laius 75 m?

41. Mitu aari on ruudukujulise aia pindala, kui aia iga
kiilg on 36 m?

42. Mitu korda suureneb ruudu pindala, kui ruudu kiilgi
Suurendada 4,5 korda ? 4

43. Mille vorra suureneb ruudu pindala, kui ruudu kiilgi
suurendada 5 cm-st 7,5 em-ni?

44. Leida ruudu kiilje pikkus, kui kiilgede suurendami-
sel 3 korda ruudu pindala suureneb 200 m2.

45. Kui ruudu kiilgi vihendada 4 dm, siis pindala vihe-
neb 128 dm?2. Leida esialgse ruudu kiilg, ;

46. Kui ristkiiliku lithemaid kiilgi suurendada 14 m ja
pikemaid 8 m, siis saab ruudu, mille pindala on 328 m?2 suu-
rem ristkiiliku pindalast. Leida ristkiiliku pindala,
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47. Tuletada pindalade abil kahe arvu summa ruudu va-
lem, kahe arvu vahe ruudu valem, kahe arvu summa ja
vahe korrutise valem.

§ 9. Roopkiiliku pindala.
Roopkiiliku pindala vordub aluse ja Korguse korrutisega.
Toestus. Joonestame ristkiiliku ABEF, millel on
rodpkiilikuga ABCD iihine alus AB Ja iihine korgus A,
(joonis 16). Siis

SaBcp = SABEF

sest vordsete aluste ja vordsete korgustega roopkiilikud on
pindvordsed. Et

S ABeF = @ - hg, &
siis ka
Sapcp = @ by, 7°
miol t. 't
Vottes roopkiiliku aluseks kiil- Joonis 16.

je BC =b ja tdhistades sellele
ehitatud korgust siimboliga h,, voime roopkiiliku pindala
avaldada ka kujul b - hy.

Ulesanded.

48. Roopkiiliku liihem diagonaal, mille pikkus on 3,6 cm,
on risti iihe kiiljega ja vordub sellega. Arvutada réopkiiliku
pindala.

49. Roopkiiliku alus on 25 m ja pindala on 3,5 aari.
Leida roopkiiliku korgus.

50. Roopkiilikul a =15 cm, b =12 cm ja h, =6 cm.
Arvutada hy.

51. Roopkiilikul @ = 6,5 cm, h, = 7,2 cm Jja hy= 5,4 cm.
Kui pikk on kiilg b?

25



52. Ro6pkiiliku iimbermdst on 68 ¢m, tema korgused
suhtuvad kui 10 : 7. Leida kiiljed.

§ 10. Kolmnurga pindala.

Kolmnurga pindala vordub aluse Ja korguse poole korrutisega.

Toestus. Joonestame Iipj AABC tipu 4 sirge AD
nii, et

AD || Bc,
Ja ldbi tipu ¢ sirge CD nii, et
CD || 4B.

Siis tekib roopkiilik ABCD, millel on kolmnurgaga iihine

alus @ ja iihine kérgus h (joonis 17). Ré6pkiilikn pindala

____________ oD Vordub aluse ja  korguse

o korrutisega. Bt A 4BC on

/ pool  roépkiilikust ABCD,

siis kolmnurga pindala vor-

dub aluse ja kérguse poole
korrutisega ; seega,

Joonis 17. S = ’5 a/za.

Véttes kolmnurga aluseks méne teise kiilje, voib kirju-
tada, et
S=-§blzb=é—£‘hc.
Jireldus 1. Kuij tédisnurkse kolmnurga aluseks vétta
iiks kaatet, siis teine kaatet on korguseks; seepirast
tédisnurkse kolmnurga pindala vordub kaatetite poole korrutisega,

Jireldus 2. Et rombi diagonaalid on risti Jja poolita-
vad teineteist, siis tiikeldavad nad rombi neljaks vordseks
tdisnurkseks kolmnurgaks, Olgu diagonaalid e Ja f. Siis
ithe kolmnurga pindala on

) e ol
i T e g
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ja rombi pindala. on
X 1
4. ge‘f —:.-.;ef.
Seega

rombi pindala on pool diagonaalide korrutisest.

. Ulesanded.

53. Uhise alusega ristkiilik ja kolmnurk on pindvordsed.
Mis voib delda nende korgustest?

54. Kolmnurgal ¢ = 3,12 m, b =52 m ja h, = 4 m. Kui
pikk on hy ?

55. Tiaisnurkne kolmnurk ja ruut on pindvordsed; ruudu
kiilg on vordne iihe kaatetiga. Kui pikk on teine kaatet?

56. Tiisnurkse kolmnurga kaatetid on 12,7 m ja 15,6 m.
Arvutada kolmnurga pindala.

57. Tiisnurkse kolmnurga iiks kaatet on 18 cm ja pind-
ala 2,43 dm2. Kui pikk on teine kaatet?

58. Kui korge on kolmnurk, mille alus on 0,82 m ja pind-
ala on 0,492 m2?

59. Kui suur on rombi pindala, kui diagonaalid on 5,7
cm ja 8,4 ecm?

§ 11. Trapetsi pindala.

Trapetsi pindala vordub aluste poolsumma ja korguse korrutisega.

Toestus. Tiikeldame trapetsi ABCD (joonis 18), mille
alused on @ ja ¢ ning korgus h, diagonaaliga kolmnurkadeks
ABD ja DBC. Siis

Sagcp = Sap + Spac:

Vottes neis kolmnurkades alusteks kiiljed @ ja ¢, saame
Sapcp = % ah + & ch

ehk vottes sulgude ette iihised tegurid % ja h
Sapcp = + Ma+e)
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ehk korrutades tegurid 4 ja g + ¢

Sapcp = a;;c h

b

tio Liva i) Sl

Et trapetsi aluste poolsumma le vordub kesklGiguga, 7
siis pindala ' :
S=1-h

Seega

trapetsi pindala vordub keskloigu ja korguse korrutisega.

Ulesanded.

60. Arvutada trapetsi pindala, kuj trapetsi alused on
58 cm ja 4,6 cm ning kérgus on 3,7 cm,

61. Arvutada trapetsi
pindala, kui sellel ¢ — 15,7 m,
¢c=8mjah =44m

62. Trapetsi pindala 8 =

A = 1271 m2, alus ¢ = 18 m
Joonis 18. Jja alus ¢ = 13 m. Kui korge
on trapets?

63. Arvutada vdrdhaarse trapetsi pindala, kuj alused on
on 7 cm ja 11 c¢m ja iiks nurk on 45°,

64. Trapetsi pindala § — 392 m2, alus ¢ = 25 m ja kor-
8us h = 14 m. Kui pikk on alus s

65. Teisendada trapets temaga pindvordseks ristkiili-
kuks, millel on trapetsiga iihine korgus,

66. Missuguse kujundi pindala valemi saab trapetsi pind-
ala valemist, kui selles iihe aluse pikkuseks votta, 02

§ 12. Korrapiirase hulknurga pindala.

Korrapirase hulknurga pindala leidmiseks tiikeldame
hulknurga kolmnurkadeks, iihendades hulknurga  kegk-
punkti. tippudega. Et korrapirase hulknurga keskpunkt on
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tippudest vordsetel kaugustel, siis kdik tiikeldamisel tekki-
vad kolmnurgad on kongruentsed ja vordhaarsed. Neis
kolmnurkades on aluseks hulknurga kiilg ja korguseks
hulknurga apoteem, s. o. keskpunktist kiiljele tommatud
ristloik. Seda teades saame toestada, et

korrapirase hulknurga pindala vordub poole iimbermoodu ja apoteemi
korrutisega.

Toestus. Olgu antud korrapidrase hulknurga kiilgede
arv n, kiilg a ja apoteem h (joonis 19). Keskpunkti O iihen-
damisel tippudega hulknurk tiikeldub » vordseks kolmnur-
gaks. Uhe niisuguse kolmnurga pindala

LY N -é— ah
ja n kolmnurga pindala
n-Sp = n-g ah
ehk

Seega  korrapidrase n-nurga

pindala

na Joonis 19.

Selles valemis na tihistab hulknurga iimbermdodtu ehk

perimeetrit ja e poolt iimbermo6tu. Hulknurga poolt
J 2

iimbermdotu tihistatakse sagedasti tihega p. Seda tdhist
tarvitades korrapirase hulknurga pindala

k S=p-h.
Kui korrapirasest hulknurgast on antud peale kiilgede
arvu n veel killg voi apoteem voi iimberjoonestatud ringi
raadius, siis on sellega madratud koéik iilejiinud elemendid.

Edaspidi nieme, kuidas neid elemente arvutada. Esialgu
leiame pindala arvutamiseks vajalikud elemendid joonesta-
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mise teel. On kiillalt, kui selleks Joonestada ainult iiks kolm-
nurkadest, mis tekib hulknurga keskpunkti ithendamisel
tippudega (joonis 19). ‘

Ulesanded.

67. Leida korrapirase kuusnurga pindala, kui selle
kuusnurga kiilg on 4,5 cm.

68. Toa pérand tahetakse katta korrapirase kuusnurga
kujuliste parkettkividega, mille kiilg on 8 em. Mitu par-
kettkivi on tarvis poranda katmiseks, kui poranda pikkus
on 9 m ja laius 7,4 m?

69. Avaldada korrapirase kolmnurga pindala kahel vii-
sil ja jireldada saadud avaldistest, et korrapirase kolm-
nurga apoteem on 3 selle kolmnurga kérgusest.

70. Korrapirase viisnurga iimber joonestatud . ringjoone
raadius on 6 ecm. Arvutada pindala. (Joonelementide madt-
miseks valmistada, Joonis.)

§ 13. Korrapiratu hulknurga pindala.

Korrapiratu hulknurga pindala médramiseks hulknurk
tiikeldatakse kujundeiks, mille pindala saab arvutada;
" nende arvutamisel ja saa-
duste liitmisel leitakse an-
tud hulknurga pindala. Sa-
gedamini tarvitatakse iiht
kahest jirgmisest tiikelda-
misviisist,

1. Hulknurga iihest ti-
pust ehitatakse koik dia-
gonaalid ja moddetakse igas

Joonis 20. niiviisi saadud kolmnurgas

ks kiilg ja sellele vastay

kérgus. Nagu niha jooniselt 20, kulub kuusnurga pindala
leidmiseks sel viisil 7 mootmist.
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2. Hulknurga iihele diagonaalile ehitatakse ristléigud
hulknurga tippudest. Niiviisi hulknurk tiikeldub tdisnurk-
seteks kolmnurkadeks ja tdisnurkseteks trapetsiteks. Pind-
ala arvutamiseks moodetak- ) g
se ristloigud FF,, BB,,... " \
ja - loigud AF,, F,B;,...;
milleks ristldigud tiikeldavad
diagonaali (joonis 21). Nen-
de mootmiste andmeil arvu-
tatakse tiikeldamisel saadud
kolmnurkade ja trapetsite
pindalad ja liidetakse need. Joonis 21.
Nagu joonisel ndha, kulub
kuusnurga pindala leidmiseks sel viisil 9 mootmist.

Niide. Olgu joonisel 21 kujutatud maatiiki mootmisel
saadud, et meetrites

AF, = 26, E,C, = 12, BB, = 38,
F.B, = 8, c,D =12, EE, = 45,
B.E, = 21, FF, = 31, cC; = 18.

Maatiiki pindala arvutamist toimetame jirgmise skeemi
jargi.

Kujundi | Ok |Teine | orgus | Pindala
I |2 | — 31 ,2,5,,2 31 ELE

N 131 =418 34 238 Y ol

mo| 31|45 | 3 [ TE® o
wlslsl 30 | 210 01

A ) G 45 AZ‘!_;?_ e

Vi1 0t = 18 .,‘_2_'2_1_8_ — 108

Kokku 4119 m? = 41,2a
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Ulesanded.

71. Joonestada vabalt mingi viisnurk, tiikeldada see joo-
nisel 21 nididatud viisil ja arvutada pindala.

2. Vordhaarse tiisnurkse kolmnurga pindala on 338 dm2.
Kui pikad on kaatetid?

73. Ruut on pindvordne ristkiilikuga, mille m66tmed on
3,6 cm ja 0,9 em. Kui pikk on ruudu kiilg?

74. Ruut on pindvordne ristkiilikuga, mille mo6tmed on
@ ja b. Kui pikk on ruudu kiilg?

75. Ruudu pindala on 11,56 dm2. Arvutada ruudu iimber-
moot.

76. Ruudu pindala on S cm2. Kui pikk on fimbermoét ?

77. Ruudukujulise poéllutiiki pindala on 2,5 ha. Kui pikk
on pollutiiki kiilg?

78. Arvutada jOesiingi ristldike (joonis 22) pindala, kui
siigavused on antud tabelis:

o

r/ 2 3 l s 3 TR
SiaTRe b vilemron o o o g
! | augus
faa At kaldast | 1 | 2 4 | o 156
: | | meetrites ! ;
| e ‘ T
I siigavus ! J ;
mextrites| 11523 | 289 215 08 | 0
Joonis 22. f | f V

79. Kuidas leida joeséingi ristldike pindala, kui joepShja
ristldike-joon ei ole murdjoon, vaid kdverjoon ?

80. Kas ja kuidas saaks koverjoonega piiratud pinnatiiki
pindala leida millimeeterpaberi abil?
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Peatiikk II

Seosed kolmnurga joonelementide vahel.
§ 14. Tiisnurkse kolmnurga joonelemendid.

Tiisnurkne kolmnurk on miiratud oma kahe kiiljega.
Tema, kolmanda kiilje leidmiseks joonestame kolmnurga an-
tud kahe kiilje jirgi ja moodame joonisest kolmanda kiilje.-
Kuid seda kiilge saab ka arvutada, teades teiste kiilgede pik-
kusi,

Olgu ABC tdisnurkne
kolmnurk ja AB selle hiipo-
tenuus (joonis 23). Hiipo-

- tenuusile tommatud korgus
CD jaotab hiipotenuusi ka-
heks 16iguks, AD ja DB, mis
on kaatetite AC ja CB pro-
Jjektsioonid hiipotenuusil.
Tiisnurkse kolmnurga Kkiilgi,
hiipotenuusile tommatud korgust ja kaatetite projektsi-
oone hiipotenuusil nimetatakse selle kolmnurga joonele-
mentideks. Joonelementide holpsamaks arvutamiseks
tihistame igaiihte neist ithe tihega ja nimelt hiipotenuusi
tihega ¢, kaateteid tdhtedega a ja b, hiipotenuusile tomma-
tud korgust tihega h ja kaatetite projektsioone tidhtedega
f Ja g (a projektsioon on f). On selge, et

f+g=e

3 Geomeetria IX kl. 33

Joonis 23.



Olgu mirgitud, et punkti Ja 1digu projektsiooni mdistet
ei tarvitata mitte ainult iihenduses tdisnurkse kolmnurgaga:
iildiselt

punkti projektsiooniksv sirgel nimetatakse punktist sirgele joonestatud
ristldigu ja sirge iihist punkti,
- - Seega punkt 4, joonisel 24 on punkti
4 projektsioon sirgel s, kui
A4, | s.

8 Sirgloigu projektsiooniks sirgel nimetatakse
SN sirgloigu  otspunktide projektsioonide vahelist

I &L I5iku,

v i Seega A,B, joonisel 24 on I6igu AB

Joonis 24. projektsioon sirgel s, kui

A4, | sija BB, | s.

1}
|
|
|
|
|
| 1
|

Ulesanded.

81. Kumb on pikem, kaatet vdi tema projektsioon, hiipo-
tenuusile tommatud kérgus voi kaatet?

82. Joonestada tidisnurkne kolmnurk, millest on antud
a) 'kaatetgte projektsioonid;
b) hiipotenuus ja iithe kaateti projektsioon;
c) iiks kaatet ja tema projektsioon.

83. Millal 16igu projektsioon sirgel on punkt?

84. Kolmnurga hiipotenuus on 17 em Ja iihe kaateti pro-

Jjektsioon on 11,5 em. Kui pikk on teise kaateti projektsi-
oon?

85. Leida ristkiiliku tipu projektsioon tema ‘diagonaalil,
mis ei ldhtu sellest tipust.
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§ 15. Tiaisnurkse kolmnurga joonelementide
vahelised seosed.

Uhenduses ristkiiliku teisendamisega temaga pindvord-
seks ruuduks saime kolm teoreemi, mis viljendavad seoseid
tidisnurkse kolmnurga joonelementidele ehitatud ruutude ja
ristkiilikute pindalade vahel (§ 6). Et vahepeal oleme Gppi-
nud pindalasid viljendama arvudena, siis saame need seo-
sed niilid avaldada vordustena (valemitena). Selleks asen-
dame neis teoreemides iga seal esineva ruudu pindala tema
kiilje mootarvu ruuduga ja ristkiiliku pindala tema kahe
lahiskiilje mootarvude korrutisega, kasutades eelmises pa-
ragrahvis tarvitusele voetud tdhiseid. Nii tehes saame Euk-
leidese teoreemiks vordused

a?=fec ja b2= g,
korguse teoreemiks vorduse
h? = fg
ja Pythagorase teoreemiks vorduse
a2 + b2 = ¢2

Neis vordustes esinevad suurused a, b, ¢, f, g ja & on tdis-
nurkse kolmnurga joonelementide modtarvud, mistottu need
vordused on joonelementide vahelised seosed. Nimetades
kaateti mo6tarvu ruutu lithemalt kaateti ruuduks ja kaateti
projektsiooni mootarvu ning hiipotenuusi médtarvu korru-
tist lihtsalt nende joonelementide korrutiseks, saame Euk-
leidese teoreemile jirgmise algebralise sonastuse:

kaateti ruut on vordne selle kaateti projektsiooni ja hiipotenuusi korru-
tisega.
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Analoogiliselt saame soénastada korguse teoreemi:
hiipotenuusile tommatud korguse ruut vordub kaatetite projektsioonide
korrutisega,
Jja Pythagorase teoreemi:
kaatetite ruutude summa vérdub hiipotenuusi ruuduga.

Nende seoste tuletamine oli rajatud ristkiiliku teisenda-
misele temaga pindvordseks ruuduks (§ 5). Niitame niiiid,
et Pythagorase teoreemi on vdimalik t&estada ilma Euk-
leidese teoreemita, ja jireldame Pythagorase teoreemist
iilejiinud kaks teoreemi.

1. Pythagorase teoreem. . Olgu joonestatud
ruut kiiljega @ + b em. Uhendame ruudu kiilgedel leiduvad
16ikude @ ja b iihised otspunktid Jjarjestikku sirgldikudega

(joonis 25). Saadud nelinurga kiil-
a 2 jed on vérdsed, sest nad on koung-
ruentsete tidisnurksete kolmnurkade
e a hiipotenuusid; ka on vérdsed selle
nelinurga nurgad, sest igaiiks neist
tdiendab tdisnurkse kolmnurga kahe
teravnurga summat sirgnurgani. See
nelinurk on siis ruut, mille kiilje pik-
kus olgu ¢ em.

Joonis 25. Avaldame antud ruudu pindala saa-
dud viiksema ruudu, pindala ja tédis-
nurksete kolmnurkade pindalade

kaudu. Et antud ruudu pindala (ruutsentimeetrites) on
(@ + b)2, seesmise ruudu pindala on ¢2 ja iga. tdisnurkse

g iy
kolmnurga pindala on %—v siis

(@+b)2=c2+4.%,
ehk

a? + 2ab + b2 = ¢2 + 2ab,
millest
a2z + b2 = c2,
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2. Tiisnurkse kolmnurga koOorguse teo-
reem. Pythagorase teoreemi pohjal kolmnurgas BCD
(joonis 26)

h?=q2—f2
ja kolmnurgas ACD
h2 = b2 __g2‘
Nende vorduste poolte liitmisel saame vorduse
2h2 = a2 + b2__f2__.g2;

et Pythagorase teoreemi jirgi a2 + b2 = ¢2 ja ¢? on sama
mis (f + g)2, siis asendamisel saame, et
2h2 = c2_f2..__g2 e
= (g —fiogi=
T W, o L e st bt
millest
2h2 = 2fg
h2 = fg. Joonis 26.

3. Eukleidese teoreem. ®Pythagorase teoreemi
pohjal kolmnurgas BCD (joonis 26).

a2 = f2 + h2;
et korguse teoreemi jirgi h2 = fg, siis
B
R o+ i
ehk BTENED
a? = fe.

Samuti leiame, lihtudes kolmnurgast ACD, et
b2z = ge.
Ulesanded.
86. Avaldada tidisnurkse kolmnurga hiipotenuus tema
kaatetite kaudu.
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87. Avaldada tdisnurkse kolmnurga kaatet a kaateti b
ja hiipotenuusi ¢ kaudu.

88. Avaldada ruudu diagonaal tema kiilje kaudu.

89. Avaldada ristkiiliku diagonaal tema pikkuse ja
laiuse kaudu,

90. Avaldada tidisnurkse kolm-
nurga fihe kaateti projektsioon
teise kaateti projektsiooni ja hiipo-
tenuusile tdmmatud kdrguse kaudu.

91. Avaldada tdisnurkse kolm-
nurga kaatet selle projektsiooni
Jja hiipotenuusi kaudu.

92. TOestada Pythagorase teo-
reem joonise 27 andmeil.

93. Jidreldada tidisnurkse kolm-
Joonis 97. nurga korguse teoreem Pythagorase
teoreemist ja Eukleidese teoreemist.

§ 16. Tiisnurkse kolmnurga joonelementide
arvutamine.

Iga seos tdisnurkse kolmnurga joonelementide vahel
sisaldab kolm elementi. Kui neist mingid kaks elementi
on antud, siis selle seose péhjal saab arvutada kolmanda
elemendi. Nii saab Pythagorase teoreemi pohjal leida
tdisnurkse kolmnurga kolmanda kiilje, kui kaks kiilge on
antud. Olgu antud niiteks kaatetid ¢ jab. Et

ps c2 = a2 + b2,
siis
c =Y a2 bR
Seega v

hiipotenuus vgrdub ruutjuurega kaatetite ruutude summast.
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Kui on antud hiipotenuus ja iiks kaatet, nditeks kaatet
b, siis teise kaateti leiame jirgmiselt:

et .
c2 = q2 + b2’
~ siis
AR =02 b2
ja
a=V cz—b2
Seega

kaatet vordub ruutjuurega hiipotenuusi ja teise kaateti ruutude vahest.

Niide. Kui ¢ =17 cm ja a = 8 cm, siis samades iihi-
kutes

b=} 172 —82 = |/289 —64
seega
b=y 225=15
Taisnurkse kolmnurga korguse teoreem

h2:fg

voimaldab arvutada selle kolmnurga korgust, kui on antud
kaatetite projektsioonid, ja iihe kaateti projektsiooni, kui
on antud korgus ja teise kaateti projektsioon. Lahendades
selle seose h suhtes, saame

h=Vfg
ja lahendades kaateti a projektsiooni suhtes, saame
.
LT3

Niide: Kui f=12 em ja g = 18 cm, siis samades iihi-
kutes
h=y12.18 = /216
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chik h~147T.

Hukleidese teoreem viljendab seost hiipotenuusi, iihe
kaateti ja selle projektsiooni vahel. Teades kahte neist,
saab arvutada kolmanda: kui on antud nditeks ¢ ja f, siis

Q2 == fC

ja

a = fe;
kui on antud b ja. ¢, siis

b2 = gc
Jja

b2
g :T.

Nédide. Kui kaatet a =64 dm ja tema projektsioon
f =4 dm, siis hiipotenuusi leiame jirgmiselt:

aes== fc)
- seega antud (juhul
6,42 = 4¢,
millest
' 6,42
c=7
ehk
40,96
=
see on
c = 10,24,

Kui on antud tdisnurkse kolmnurga mistahes kaks
joonelementi, siis késiteldud kolm seost koos seosega
¢=f+ g voimaldavad arvutada k&iki teisi joon-
elemente. Selleks tuleb lihtuda seosest, milles esinevad
antud kaks elementi, arvutada sellest kolmas element, votta
siis mingi teine seos, milles esinevad arvutatud kolmas
element ja iiks antud elementidest, ja jitkata tood niiviisi,
kuni koik elemendid on leitud.
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Niide Olgu antud, et a =8 cm ja h =5 cm. Arvu-
tame iilejiiinud joonelemendid, s. o. b, ¢, f ja g.

Pythagorase teoreemi jirgi kolmnurgast, mille kiilgedeks
on f, h ja a (joonis 26)

2 — q2 — h2
seega antud juhul

f2=82—-52
ehk
F f2=239
ja
f=Vv39
ehk
f = 6,245,

Eukleidese teoreemi jirgi

a2 = fc,
millest
C -f ¢
Asendades selles a ja f nende viddrtustega, saame
82
¢ = 625

ehk peale noutud tehete teostamist

¢ =~10,25.

Et kaatetite projektsioonide summa vordub hiipote-

nuusiga, siis

g i M fr
seega

g =~10,25 — 6,245

ehk

g ~4,005.
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Pythagorase teoreemi Jargi

b2 = 02 a2’
seega antud juhul
b2 = 10,252 — 82

ehk, kasutades ruutude vahe teguriteks lahutamist,
b2 =18,25.225
ehk

(|
ja |

b =64

Kontrolliks voime b arvutada ka Eukleidese teoreemi
alusel:
b2 = ge,
seega
o 5?2 4,005 - 10,25 ~ 41.

Vastus: 6~6,4 cm; ¢=10,2 cm; f~6,2 cm; £~ 4,0 cm.

Neidsamu arvutamisvotteid saab kasutada ristkiiliku,
vordhaarse kolmnurga, korrapirase hulknurga ja teiste ku-
Jjundite elementide arvutamiseks, kui neid kujundeid saab
tiikeldada tidisnurkseteks kolmnurkadeks.

Ulesanne. Vordhaarse *
kolmnurga alus on 14 em ja
haar on 10 em. Arvutada kolm-
nurga pindala.

Lahendus. Pindala aryu-
tamiseks on vaja teada peale
aluse ka kérgus. Et korgus
tiikeldab vordhaarse kolmnurga
kaheks tdisnurkseks kolmnurgaks, mille hiipotenuusiks on
haar ja iiheks kaatetiks on pool alust (joonis 28), siis

B o ayo
h'_b2—(?)v

R

Joonis 28.
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seega

h2 =102 — 72
ehk B2 =51
Ja h = V51
ehk h = 7,14.
Seega S~ g-2_7,lﬁ4_
Gy ~ 50.

Vastus: kolmnurga pindala on ligikaudu 50 cm?.

Ulesanded.

94, Tiisnurkse kolmnurga kaatet b =16 m ja hiipote-
nuus ¢ = 24 m. Leida kaatetite projektsioonid.

95. Tiisnurkse kolmnurga kaatet ¢ =8 cm ja hiipote-
nuus ¢ = 12 em. Kui pikad on kaatetite projektsioonid?

96. Tiisnurkse kolmnurga hiipotenuus ¢ = 9,45 m ja
kaateti @ projektsioon f = 4,2 m. Kui pikk on kaatet a?

97. Tiisnurkse kolmnurga kaateti a projektsioon on
32 cm ja kaateti b projektsioon on 40 cm. Kui pikad on
kaatetid ?

98. Kui pikk on tdisnurkse kolmnurga hiipotenuus, kui
kaatet & = 2,8 cm ja kaatet b = 4,5 cm? :

99, Tiisnurksel kolmnurgal ¢ =0,39 m ja ¢ = 0,89 m.
Kui pikk on b7

100. Kui kaugele maakera pinnale voib ndha lennukilt,

kui lennuk touseb 4 km korgusele? (Maakera raadius on
6370 km).

101. Arvutada tdisnurkse kolmnurga korgus, kui kaate-
tite projektsioonid on 27 cm ja 48 cm.
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102. Tiisnurkse kolmnurga kérgus on 18 cm Jja iihe kaa-
teti projektsioon on 13,5 em. Kuj Pikk on hiipotenuus ?

103. Téisnurksel kolmnurgal a = 15 em ja h =12 cm.
Arvutada teised Jjoonelemendid.

104. Téisnurksel kolmnurgal ¢ = 25 cm Ja f=4 cm.
Arvutada teised joonelemendid.

105. Vordhaarse tiisnurkse kolmnurga pindala on
10,58 m2. Kui pikk on hiipotenuus ?

106. Vordhaarse kolmnurga alus on 72 dm Jja korgus
on 15 dm. Arvutada kolmnurga. iimbermdst.

107. Vordhaarse trapetsi alused on 8 cm ja 5,2 cm ning
korgus on 4,8 em. Kui pikk on trapetsi iimbermdst ?

108. Ringi raadius on 78 cm. Kui kaugel keskpunktist
asetseb 60 cm pikkune k&51?

109. 7 em pikkune k&5 asetseb ringjoone keskpunktist
8,4 cm kaugusel. Kui pikk on ringjoone raadius?

110. Ruudu diagonaali pikkus on 2,4 m. Arvutada ruudu
limbermo6t ja pindala.

111. Ruudu diagonaali pikkus on d em. Kui pikk on
ruudu kiilg ?

112. Ristkiiliku iihe tipu projektsioon diagonaalile on
selle diagonaali otspunktidest 8 ja 15 cm kaugusel. Kui pi-
kad on ristkiiliku kiiljed ?

113. Ringjoone k&6lu pikkus on 40 cm ja kddlu projekt-
sioon ko5lu otspunktist témmatud diameetril on 24 cm.
Leida ringjoone raadius.

114. Ristkiiliku diagonaali pikkus on 0,89 m ja iihe kiilje
pikkus on 0,39 m. Arvutada ristkiiliku pindala,
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115. Rombi pindala on 442 cm? ja iihe diagonaali pikkus
on 26 cm. Kui pikk on rompi kiilg?

116. Vordhaarse kolmnurga pindala on 540 cm? ja kor-
gus on 36 cm. Kui pikk on iimbermd6ot?

117. Vordkiilgse kolmnurga kiillg on 10 cm. Arvutada
selle kolmnurga pindala.

118. Vordkiilgse kolmnurga korgus on 15 cm. Kui pikk
on selle kolmnurga kiilg?

119. Korrapirase kuusnurga kiilg on 5 cm. Arvutada apo-
teem ja pindala. ;

120. Korrapirase nelinurga iimber joonestatud ringjoone
raadius on 10 cm. Arvutada kiilg, apoteem ja pindala.

121. Korrapirase kolmnurga iimber Jjoonestatud ring-
joone raadius on 12 cm. Kui pikk on selle kolmnurga apo-
teem ja killg? Nipuniide: pikendada apoteemi kuni ring-
jooneni ja iihendada saadud punkt kiilje otspunktidega.

122. Viljaspool ringjoont asetsevast punktist on ring-
joonele tommatud kaks puutujat. Leida ringi keskkoha
kaugus antud punktist teades, et ringi raadius on 5 cm ja
puutujaléikude summa on 24 cm.

123. Kahe ringjoone raadiused on vastavalt 25 cm ja 14 cm.
Ringjoonte keskkohtade kaugus teineteisest on 61 cm.
Leida nende iihise puutujaloigu pikkus.

124. Ringjoone raadius on 50 cm. Arvutada selle ring-
joone kahe paralleelse kodlu vaheline kaugus, kui nende
koolude pikkused on 48 cm ja 14 cm.

125. Ringjoone raadius on 7. Leida ringjoone diameetri
pikendusel punkt, millest ringjoonele tommatud puutuja-
16igu pikkus on vordne diameetriga.
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126. Uhelpool ringi keskpunkti voetakse kaks paralleel-
set koolu, mis toetuvad kaartele 60° ja 120°. Koolude ots-
punktid iihendatakse sirgléikudega nii, et tekib trapets.
Anda eeskiri saadud trapetsi pindala mé#iramiseks, (Ringi
raadius on 7).

§ 17. Ruutirratsionaalarvu kujutamine 16iguna.

Eelmises paragrahvis kisitlesime arvutusiiles-
andeid, mida saab lahendada tdisnurkse kolmnurga joon-
elementide vaheliste seoste abil. Vaatleme niiiid konst -
ruktsiooniilesande id, mis lahenduvad samade
seoste pohjal.

Pythagorase teoreem v&imaldab Joonestada ruutu, mille
pindala vordub kahe antud ruudu pindalade summaga
v0i pindalade vahega. Esimese ilesande lahendamiseks joo-
nestame tiisnurkse kolmnurga, mille kaateteiks on antud
ruutude kiiljed; siis hiipotenuusi ruut on pindvérdne antud
ruutude summaga. Teise iilesande lahendamiseks ehitame
taisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuusiks on suurema
ruudu kiilg ja iiheks kaatetiks vaiksema ruudu kiilg,

G
.m

1 em 1cm

Joonis 29. Joonis 30.

x 3cm?

~

Ruutude liitmise ja lahutamise teel on voimalik ehitada
ruutu, mille pindala médtarv on mistahes tdisarv, niiteks 3.
Selleks ehitame tiisnurkse kolmnurga, mille iiks kaatet on
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1 cm ja hiipotenuus on 2 cm; siis hiipotenuusi ruudu pin-
dala on 4 cm?2, iihe kaateti ruudu pindala 1 cm? ja teise kaa-
teti ruudu pindala on 3 ecm?2 (joonis 29). Sama iilesannet
voib veel teisiti lahendada, liites ruuduga, mille pindala on
2 cm?, ruudu pindalaga 1 cm2 (joonis 30). Niiviisi t66d jat-
kates vOib saada ruudu, mille pindala mo6tarv on mistahes
tdisarv. :

Olgu ruudu pindala moo6tarv mingi tdisarv a; siis ruudu
kiilg on }/a. Algebrast teame, et kui arv a ei ole mone tiis-
arvu ruut, nagu 4, 9, 16, siis V@ on irratsionaalarv. Pytha-

gorase teoreemi alusel on vdimalik iga irratsionaalarvu }/ a
kujutada loiguna. Selleks ehitame eespool-kirjeldatud viisil

ruudu, mille pindala on a; selle ruudu kiilg ongi I/_a_.

Ruutirratsionaalarvu on vo6imalik kujutada 16iguna ka
Eukleidese teoreemi alusel: kui

z=Va,

siis

ehk

-

Joonis 31. Joonis 32.

sellest ndhtub, et x on tdisnurkse kolmnurga kaatet, kui
selle projektsioon hiipotenuusile on 1 ja hiipotenuus on a.
Ehitades tdisnurkse kolmnurga, mille hiipotenuus on « iihi-
kut ja iihe kaateti projektsioon on 1 iihik, saamegi 16iguna
arvu J a (joonis 31).
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Koige kohasem on ruutirratsionaalarvu kujutada 16iguna
korguse teoreemi alusel: et saada 16iku l/;, joonestame
tédisnurkse kolmnurga, mille kaatetite projektsioonide pikku-
sed on n ja 1; hiipotenuusile tdmmatud kérgus on siis /n
(joonis 32). Kui arv n on tublisti suurem kui 1, siis joonise
viahendamiseks ja suurema tépsuse saavutamiseks on soo-
vitav kaatetite projektsioonide pikkusteks votta kaks arvu

a ja b mii, et R g

Siis hiipotenuusile témmatud korgus on

Vn = \/ab.
Et ruutjuurt kahe arvu korrutisest nimetatakse nende
arvude keskmiseks vordeliseks ehk geo-

meetriliseks keskmiseks, siis tiisnurkse kolmnurga
korguse teoreem voimaldab joonestada kahe antud 16igu

a ja b geomeetrilist keskmist \/;b (joonis 32).

Ulesanded.

127. Joonestada kahe vabalt voetud Idigu aritmeetiline
keskmine ja geomeetriline keskmine,

128. Ehitada 16ik pikkusega /6 cm, kasutades tais-
nurkse kolmnurga korguse omadust.

129. Kasutades geomeetrilise keskmise moistet anda
Eukleidese teoreemile ja korguse teoreemile uus
sonastus.

130. Joonestada 16ik pikkusega /8 cm Pythagorase
teoreemi, Eukleidese teoreemi ja korguse teoreemi
alusel. '

131. Joonestada 16ik pikkusega \/13 cm.
132. Ehitada 16ik pikkusega /5.8 cm.
133. Ehitada 16ik pikkusega /40 cm.
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134. Ehitada 16ik pikkusega )/ a(b + c).

185. Joonestada vordhaarne tdisnurkne kolmnurk tema
iimberm&ddu p jargi.

136. Joonis 33 on val- 5
mistatud nonda, et A0 =
=AB=BC=CD =DE =
= EF = FG = GH =1,
ning 0OA4AB, OBC, OCD,
..., OGH on tdisnurgad.
Arvutada OB, 0OC, OD,
OE, OF, OG ja OH.

137. Arvutamise  teel
jaotada 10 cm pikkune
sirgloik kuldloikes®, Joonis 33.

s. o, nii, et selle suurem
osa oleks terve 16igu ja
selle wiiksema osa geomeetriline keskmine.

188. Jaotada arvutamise teel sirgloik o kuldloikes.

139. Geomeetria opiku

i pikem kiilg on 20 cm. Kui
¢ lai peaks olema raamat, et
d \ tal oleks meeldivaim kuju?
P - S S 140. Joon_isel 34
04 = 0OK = 1.
ey Anda seletus 15ikude OB =

= AK, OC = BK, jne. kohta.

* Juba vanal ajal mirgati, et ristkiilik, mille pikkuse ja laiuse suhe
on vordne pikkuse ning laiuse summa ja pikkuse suhtega, omab silmale
vaatamiseks meeldivaima, sobivaima kuju. Ka kunstis ja arhitektuuris on
see suhe tahelepanu osaliseks saanud. Keskajal nimetati seesugust sirg-
loigu jaotamist (— nii, et suurem osa ort terve 1Gigu ja viiksema osa
geomeetriline keskmine—) «kuldlSikes jaotamiseks» (ladina keeles — sectio
aureo) ja ka «jumalikuks jaotamiseks» (sectio divimo).

4 Geomeetria IX kl. 49



141. Trapetsi alused on 10 cm ja 31 cm, kiiljed on 13 cm
ja 20 cm. Leida trapetsi pindala.

142. Mitme 9% vOrra suureneb tiisnurkse kolmnurga
pindala, kui kaatetite esialgsed pikkused on 20 cm ning
40 cm Ja kui lithem kaatet pikeneb poole vérra?

143. Kui pikk on tdisnurkse kolmnurga kaatet, kui teise
kaateti pikkus on 8 m ja esimese kaateti pikkuse suurenda-
misel 9 m vorra tekib uus tdisnurkne kolmnurk, mille hiipo-
tenuus on 17 m?

144. Arvutada kolmnurga kérgus, kui kolmnurga alus
on 42 cm ja teised kiiljed on 40 cm ja 26 cm.

145. Leida rombi diagonaalide pikkused, teades, et nende
sube on 5: 12 ja et rombi iimberm&dt on 52 m.

146. - Vordhaarse kolmnurga alus on 70 cm ja haar on 37
cm. Leida iimberringjoone raadius.

§ 18. Laiendatud Pythagorase teoreem.

Olgu kolmnurgas ABC tipu ¢ (joonised 35 ja 36) juures
teravnurk vo6i niirinurk. Vaatame, kuidas sel juhul kiilg ¢
avaldub teiste kiilgede kaudu. Selleks ehitame tipust 4
kolmnurga korguse. Teravnurkse kolmnurga puhul see
korgus 16ikab vastaskiilge @ ja niirinurkse kolmnurga, puhul
selle kiilje pikendust.

A
[
e | b ¢ :
l" b !lz
| |
B gl g f d_|
: a D C a ¥ o S
Joonis 35. Joonis 36.
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Téhistame kiilje b projektsiooni kiiljel a (voi selle piken-
dusel) tdhega d.

Siis Pythagorase teoreemi pdhjal:
teravnurkses kolmnurgas niirinurkses kolmnurgas

2 =h?+ (a—d)2 c2=h2 + (at+d)2

Pirast sulgude avamist
c2=h2+ a2 + d2—2ad c2 = h2 + a2 + d2 + 2ad.

Et kolmnurgas ADC Pythagorase teoreemi Jargi
h2 + d2 = b2, siis .
c2 = a2+ b2— 2ad c2 = a2 + b2 + 2ad,

ehk {ihiselt kirjutatuna l fl“bl, univ, Tarl

c2 = a2 + b2 + 2ad,

kus mirk — kehtib terava nurga C korral ja mirk -+
niiri nurga C korral. Saadud valem annab Oige tule-
muse ka siis, kui nurk C on tdisnurk. T&epoolest, siis Kiilje
b projektsioon d on pikkuselt null, seega 2ad = 0 ja
¢? = a2 + b2, nagu see peabki olema. Seega Pythagorase
teoreem jadb iilaltdestatud teoreemi erijuhuks, mistottu
seda teoreemi voime nimetada laiendatud Pythagorase
teoreemiks.

Laiendatud Pythagorase teoreemist jéreldub kergesti
lause:

kolmnurga nurk on terav-, tdis- voi niirinurk, vastavalt i
sellele kas nurga vastaskiilje ruut on viiksem teiste kiilgede
ruutude summast, sellega. vordne voi sellest suurem.

Toepoolest, kui néditeks c2<a? + b2, siis C ei saa olla muud
kui teravnurk, sest kui /C = 90° v6i /C>90°; siis vasta-
valt ¢2 = a2 + b2 vdi ¢2 = a2 + b2 + 2ad, nii et kummalgi
juhul c? ei tuleks vdiksem kui a? + b2 '
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Niited. 1. Olgu kolmnurga kiilgede médtarvud 3, 4 ja
5 iithikut. Et

32+ 42 =25
Jja X
R 5T
siis
52 = 32 + 42

Ja seega. kolmnurk kiilgedega 3, 4 ja 5 iihikut on tdisnurkne.

2. Olgu a =8, b = 12 jja ¢ = 10 iihikut. Siis
! b2 = 144
Jja
a2 + ¢2 = 64 + 100 = 164
 Ja seega
b2 < a2 + ¢2;

sellest jireldub, et kolmnurk ei ole tiisnurkne.

See tosiasi, et kolmnurk kiilgedega 3, 4 ja 5 iihikut on tiis-
nurkne, oli tuntud egiptuse matemaatikuile juba mitu tuhat
aastat e. m. a. Selle t6e pohjal egiptuse maamootiad ja ehi-
tusmeistrid ehitasid tdisnurka, kasutades 12 iihiku pikkust
noori, mis tommati pingule kolmnurgaks kiilgedega 3, 4 ja
5 ithikut. Ka vanadel hindudel oli ammu e. m, a, teada, et
kolmnurgad, mille kiilgede modtarvud tiidavad tingimust
c2 = a2 + b2, on tiisnurksed.

Peale arvkolmiku 3, 4 ja 5 leidub teisi tdisarvude kol-
mikiid, mis vGivad olla tiisnurkse kolmnurga kiilgede maat-
arvudeks, niiteks 5, 12 ja 13, siis 8, 15 ja 17, jne.

Niisﬁguseid téisarvude kolmikuid, mis véivad olla tiis-
nurkse kolmnurga kiilgede madtarvudeks, nimetatakse
Pythagorase arvudeks,
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Ulesanded.

_ 14%. Kas kolmnurk kiilgedega 3,6 m, 85 m ja 7,7 m on
tdisnurkne voi mitte?
148. Tiisnurkse kolmnurga kaatetid on 28 ecm ja 45 cm.
Kui pikk on hiipotenuus?
149. Ringjoonel voetud punkt on iihendatud {iihe dia-
meetri otspunktidega. Niidata, et nii saadud koolude ruu-
tude summa on vordne diameetri ruuduga.

150. Uhe diameetri otspunktid on iihendatud: a) ring-
joone sees oleva punktiga, b) viljaspool ringjoont oleva
punktiga. TGestada, et diameetri ruut on suurem juhul a
saadud 16ikude ruutude summast ja viiksem juhul b saadud
16ikude ruutude summast.

151. Mis liiki on kolmnurk (nurkade jargi), kui kolm-
nurga kiiljed on: 1) 2, 3, 4; 2) 3, 4, 5; 3) 10, 15,:18; 4) 12,
35, 377

152. Leida kolmnurga kolmas kiilg, kui kaks kiilge on
7 cm ja 5 cm ja teise kiilje projektsioon esimesel on 3 cm.

153. Arvutada kolmnurga kolmas kiilg, kui teised kaks
kiilge on 10 cm ja 25 cm ning nurk nende vahel on 120°,

154. Arvutada kolmnurga kolmas kiilg, kui esimene on
21 cm, teine 10 ecm ja teise projektsioon esimesel on 6 cm.

155. Kolmnurga kiiljed on 37 cm, 13 cm ja 40 cm. Leida
esimeste kiilgede projektsioonid kolmandal kiiljel ja sellele
tommatud korgus.

156. Kolmnurga alus on 4,2 m ja korgus on 2,4 m. Leida
kolmas kiilg, kui teine on 4 m.
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Peatiik k IIIL

Hulknurkade sarnasus.
§ 19. Vordelised sirgloigud.
Olgu antud kahe sirglgigu pikkused, niiteks
a =6 cm ja b=2 cm.
Arvu § ehk 3 nimetatakse 16ikude a ja b jagati-
seks ehk suhteks. Loikude a ja b suhet tihistame siim-

boliga

a .
¥ ehk a :b.

Antud pikkuste puhul

Uldiselt

kahe sirgloigu jagatis ehk suhe on arv, mis nditab, mitu korda iiks
sirgloik on teisest pikem voi missuguse osa moodustab iiks sirgloik tei-
sest.

Kahe 16igu suhe on kas ratsionaalarv, nagu 3, %, 1,8, voi
S
irratsionaalarv, nagu V2, 25, /4. Ilma tGestuseta usu-
me, et

irratsionaalarvudega laiendatud arvuvallas leidub kahe mistahes 16igu
suhet viljendav arv.

Olgu 15ikude @ ja b suhe k, teisiti

a

7:70.



Siis

ehk

Seega,

loikude b ja a suhe on Ioikude a ja b suhte poordarv.

Kui kahe sirgldigu a; ja b, jagatis on sama suur kui kahe
teise sirgldigu a, ja b, jagatis, s. t. kui
ot R
by by’
siis iitleme, et 16igud a, ja @y on vordelised ehk
proportsionaalsed loikudega b, ja bo.

Koige viiksem ldikude arv, mille kohta saab tarvitada
mbistet ,,vordelised, on neli. Kuid vordelised voivad olla
ka enam kui neli 16iku: kui on n paari vastavaid sirgloike

Ay, Ao, Az, .. Ay
b]) b2) b3: e ~rbnr
nii et
8 ae Sy S o Rl LR
by b, by = bn ’

siis iitleme, et meed 16igud on vordelised.

Seega:

sirgloigud on vordelised, kui vastavate I6ikude suhted on vordsed.

Arv k, millega vorduvad koik need suhted, niitab, mitu
korda esimesed 16igud on pikemad neile vastavaist teistest
16ikudest voi missuguse osa neist nad moodustavad. Seda
arvu k nimetatakse vordeteguriks.
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Ulesanded.

157. Kiilgede pikkused on iihel kolmnurgal 124 cm,
8,6 cm ja 14,8 cm ning teisel 31 cm, 37 em ja 21,5 cm. Arvu-
tada nende kolmnurkade vastavate kiilgede suhted.

158. Loikude @ ja b suhe on 1,5. Kui suur on ldikude b
ja @ suhe?

159. Loéikude s ja ¢ suhe on 0,25. Kui suur on 16ikude ¢
ja s suhe?

160. Leida jirgmiste 16ikude suhe ja otsustada igal juhul,
kas see suhe on ratsionaalne véi irratsionaalne: ruudu dia-
gonaal ja kiilg, vordkiilgse kolmnurga kiilg ‘ja pool alust,
ruudu kiilg ja siseringi raadius.

161. Leida vordkiilgse kolfnnurga korguse ja kiilje suhe.

162. Tiita liingad jirgnevates ridades nii, et tekiks kaks
rida vordelisi pikkusi:

4, 24, ..., 64, .., 185, ... cm,
0, AR 020 L, TR
163. Antud on 16igud pikkusega 2 cm, 5 em, 7,5 cm ja

12,4 em. Leida nendega vordeliste 16ikude pikkused, nii et
antud 16igu suhe uude 16iku oleks alati 2.5;

§ 20. Kolmnurga sisenurga poolitaja.
Kolmnurga sisenurga poolitaja 15ikab selle nurga vastas-
kiilge. Toestame, et
sisenurga poolitaja jaotab vastaskiilje I6ikudeks, mis on vordelised selle
nurga lihiskiilgedega.
Eeldus: 4D on kolmnurga ABC nurga 4 poolitaja. (joo-
nis 37). :

Viide: B_D_QQ_
BA> = CH
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Toestus: Punkt D kui nurgapoolitaja punkt on nurga
A haaradest vordsetel kaugustel k. Avaldame kolmnurga
ABD pindala kahel viisil: iiks kord aluse BD ja ko-guse h
kaudu, teine kord aluse BA ja korguse k abil; tulemused on
kindlasti vordsed:

h kR

Jagades vorduse molemat i
poolt suurustega BA ja g—-, saa- |
L BD: b |

BA h
Kolmnurga ADC pindala saa-

=3

|
|
|
|
k
B

me samuti kahel viisil viljen- o

dada: iihelt poolt see pindala 8 D ¢
h 4 ¢

on 50D ja teiselt poolt Joonis 37.

k

5 - CA.

Niisiis

millest
O
CA .7 h=s
Seega.
BD __ CD
BA 5 CA
Ulesanded.

164. Kolmnurga kiiljed on 14 dm, 18 dm ja 24 dm. Kui
pikad on 16igud, milledeks nurgapoolitaja jaotab koige pi-
kema Kkiilje?

165. Kolmnurga kiiljed on 10 cm, 14 cm ja 16 cm. Kui
pikad on 16igud, milledeks nurgapoolitajad jaotavad kiiljed?
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166. Kolmnurga kahe kiilje pikkused on 20 cm ja 30 cm.
Leida kolmanda kiilje pikkus, kui nurgapoolitaja jaotab
selle 16ikudeks, milledest iiks on teisest 7 em pikem.

167. Tiisnurkse kolmnurga kaatetid on 6 cm ja 8 cm. Kui
pikk on suurema teravnurga poolitaja?

168. Vordhaarse kolmnurga alus on 12 cm ja haara 16ik
kolmnurga tipust kuni aluse ldhisnurga poolitajani on 4 e¢m.
Kui pikk on haar?

169. Vordhaarse kolmnurga aluse ldhisnurga poolltaJa
Jjaotab haara l6ikudeks pikkusega 5 c¢m ja 4 cm. Arvutada
selle kolmnurga alus, kui ta on haarast lithem,

170. Kolmnurga nurgapoolitaja jaotab vastaskiilje 16iku-
deks, mille pikkused on 3 cm ja 5 em. Kui pikad on selle
kolmnurga teised kiiljed, kui iiks on teisest 6 cm pikem ?

171. TOestada jirgmine teoreem: kolmnurga vilisnurga
poolitaja 1oikab vastaskiilje pikendust punktis, mille kau-
gused sama kiilje otstest on vordelised selle nurga lihis-
kiilgedega.

§ 21. Kiirteteoreemid.

Paralleelide 10igud nurga haarade vahel on vordelised paralleelide kau-
gustega nurga tipust.

Loikame nurga A haarasid esialgu ainult kahe paral-
leeliga ja toestame teoreemi sellel erijuhul.

Eeldus: BC|B,C, (joonis 38).

Viide: L g

u uy
Toestus: Kolmnurga ABC ja trapetsi BB,C,C pind-
alade summa on vondne kolmnurga AB;C; pindalaga:
Sasc + SBa,c,c = Sas,c;;
avaldades need pindalad aluste ja korguste kaudu, saame

aé +a+a1(u1_u)_‘ éul




ehk
au + au; + AU, — QU — AU =AUy

Pirast lihtsustamist saame

Gl — it U
millest &
u uy
Kui nurga haarad on
1oigatud enam kui kahe
paralleeliga, siis iga pa-
ralleeli 16igu suhe tema
kaugusse nurga tipust on
vordne esimese paralleeli
Idigu ja selle kauguse
suhtega, jirelikult koik
niisugused suhted on
vordsed.

Nurga haara 16igud nurga ti-
pust paralleelideni on vordelised
paralleelide kaugustega nurga ti-

pust. Joonis 38.

Eeldus:

allay (joonis 39).

¢

Viide: LA
/ u u,

Tdestus: Eelmise teoreemi

pohjal
v i=n=k
a kui vordetegur tdhistada té-
hega k.
s S MR Yo
Joonis 39. a=Fku ja a;=ku;.
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Pythagorase teoreemi pGhjal:
c2=0a2+ u2 =Fk2u2 + u2=u2 (k2 + 1)

ja
J 012 - a12 e u12 :k2u12 o u12 B u12 (k2 + 1).
Reegn @ (et w
51?' g u,? (k2 L ) b u,?
ehk
& At
GE ;
millest ¢ P
T

Samuti kui eelmise teoreemi puhul vo6ib ka. siin olla enam
kui kaks paralleeli.

¢,
(3 a %
b
Joonis 40.

Joonis 41.

Jidreldus. Viimase kahe teoreemi pohjal on nurga
_ haarade 16ikude ja seda nurka likava kahe paralleeli 16i-
kude kohta kehtivad jirgmised vorded (joonis 40):

a a, a u
=% "enk 2 =1,
u uy a; uy
b by b u
e — S . T
u uy £ by iy
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¢ a6 & u

ROVl e S »” B R TR

u uy ¢y uy
siit selgub, et

a:; o eaehng

@y =5 Y e

Seda jireldust voime sonastada jirgmiselt:

nurga haarade Igikamisel paralleelsete sirgetega tekivad vordeliste kiil-
gedega kolmnurgad.

Loikame niiiid nurga haarad m it m e paralleeliga ja vaat-
leme haarade 16ike paralleelide vahel Saab tdestada, et

loigud, mis paralleelid tekitavad nurga iihel haaral, on vordelised teise
haara vastavate loikudega.

Eeldus: paralleelid tekitavad nurga iihel haaral 16igud

@y, @s, @3, ... ja teisel haaral vastavad 16igud by, b, b3, ..
(joonis 41).
Viide: S A
by " by by

Toestus. Eelmise teoreemi jirgi

a+ay __ bi + by,
a, b

Kui kummagi murru lugeja jagada nimetajaga, siis saame
ol Bk by
1 - s 1+ 5

mill%t a, b2 ;

vahetades selle vorde sisemised liikmed ja siis vorde pooled,

saame i’ '
i re

Joonestame niiiid 1dbi punkti B abisirge BC nii, et BC||OA.

Et roopkiiliku vastaskiiljed on vordsed, siis jaotavad paral-
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leelid haara BC ldikudeks, mis vastavalt on vordsed 16iku-
dega ay, a3, ... (joonis 41). Et viimati saadud vorre on
kehtiv ka nurga B haarade 16ikude kohta, siis

[ A
Dby T by

Uhendades kaks viimast vorret, saame

e @a v e

g v >

Uusi abisirgeid joonestades voib vii-
det samal viisil toestada iga sirgloi-
kude paari kohta 16ikajate vahel.

Et nurga haarad on kaks iihest ja
samast punktist vialjuvat kiirt, siis
nimetatakse selles paragrahvis ké-
siteldud teoreeme kiirteteo-
reemideks.

Joonis 42.

Ulesanded.

172. Téisnurkses kolmnurgas on joonestatud mdlema
kaateti keskristsirged. Kus need sirged 16ikuvad?

173. Téaisnurkses kolmnurgas kaatetitega 4,8 cm ja 14 cm
on joonestatud iihe kaatetiga paralleelne 16ik nii, et saadud
uue kolmnurga hiipotenuus on 11,1 em. Kui pikad on uue
kolmnurga kaatetid?

174. Kolmnurga kiiljed on 12 ¢m, 18 cm ja 20 cm. Koige
pikemale kiiljele on joonestatud paralleel, mis poolitab kodige
liihema, kiilje. Kui pikad on viiksema kolmnurga kiiljed?
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175. Joonisel 42 tdhendagu: ¢ =21 cm, b = 33 cm ja
¢ =6 cm. Kui pikk on sirgloik «, kui a | b?

176. Kui pikk on sirgloik = joonisel 42, kui b = 1,5a ja
c=04b?

177. Kolm iihest ja samast punktist ldhtuvat kiirt on 16i-
gatud kolme paralleeliga, mis esimesel kiirel tekitavad 16i-
gud 3,5 cm, 1,6 cm ja 2,4 cm. Teise ja kolmanda kiire 16igud
kiirte otspunktist esimese paralleelini on vastavalt 3 cm ja
4 cm. Kui pikad on nende kiirte 10igud paralleelide vahel?

§ 22. Kiirteteoreemi rakendusi.

Kui nurga haarasid 16igata mitme roopsirgega nii, et
ithel haaral tekivad vordsed 16igud, siis tekivad ka teisel
haaral vordsed 16igud; toepoolest, kui joonisel 41

@1 =09 = Og =3
siis

sest kui vordsete murdude

a ag __ 9

e et oSk

lugejad on vordsed, siis on seda ka nimetajad. Seetottu
nurga haarade loikamine paralleelsete sirgetega vbimaldab

antud sirgloigu jaotada sirkli ja joonlaua abil n vordseks Ioiguks.

Lahendus: Et jaotada 16ik a nditeks 6-ks vordseks
16iguks (joonis 43), voetakse ldbi a iihe otspunkti abisirge
s, mirgitakse sellel 6 vordset 16iku, iihendatakse punkt, mil-
leni joutakse, sirgloigu a teise otspunktiga ja joonestatakse
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sellele iihendusloigule paralleelid 1éibi abisirgel mirgitud
punktide. Need paralleelid jaotavad 16igu @ kuueks vordseks
16iguks.

& - Vorde kolme liikmega
f : ©° " on neljas midratud; kui
nditeks kolm esimest lii-
get @, b ja ¢ on antud,
siis neljanda liikkme voib
arvutada jargmiselt: et

Joonis 43. a ¢

Wi
siis vorde peaomaduse pohjal
ax = be
ja seega

be
X = —.
a

Selle iilesande geomeetrilist lahendamist nimetatakse kol-
mele sirgldigule neljanda vordelise leidmiseks.

b
“'.’\\\ - TR T \ b \

Joonis 44.

Lahendus. Kanname vabalt vbetud nurga iihele haa-
rale, alates tipust, 16igud @ ja b ning teisele haarale 16igu c.
Lébi 16igu b otspunkti joonestame paralleeli sirgele, mis libib
16ikude @ ja ¢ otspunkte. Loigule b vastav 16ik nurga teisel
haaral ongi otsitav 16ik « (joonis 44).
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Ulesanded.

178. Jaotada vabalt voetud ristlGik sirkli ja Joonlaua abil
viieks vordseks loiguks.

179. Leida neljas wvordeline - sirgloikudele @ = 3,2 cm,
b = 4,8 cm ja ¢ = 4,2 cm nii arvutamise kui ka joonestamise
teel. ’

180. Nididata, et tédisnurkse kolmnurga hiipotenuusile :
vastav korgus on hiipotenuusi ja kaatetite neljas vordeline.

181. Vordhaarse trapetsi alused on 14 cm ja 9 cm ning
haarad 7 em. Kui palju tuleb haarasid pikendada, et nad
16ikuksid ?

182. Trapetsi alused on 6 cm ja 3,2 ecm ning haarad on
3 em ja 2,5 cm. Kui palju tuleb kumbagi haara pikendada,
et nad 10ikuksid?

§ 23. Sarnased hulknurgad.

Kiirteteoreemi jirgi nurga haarade Iloikamisel kahe
paralleelse sirgega tekivad vordeliste kiilgedega kolmnurgad.
Niitame niiiid, et nende kolmnurkade vastavad nurgad on
vordsed. Toepoolest, kui joonisel 45 BC || B C’,, siis kolm-
nurkade ABC ja AB,C, nurkadest

(&
/B= /B,
/0= /0, A

ja

1 R
Joonis 45.
kui kaasnurgad, mis tekivad kahe paralleelse sirge 10i-
kamisel kolmandaga. Kolmas nurk neil kolmnurkadel on
ithine.
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Seega A ABC ja A AB,C, on vastavalt vordsete nurka-
dega ja vordeliste kiilgedega. Niisuguseid vastavalt vordsete
nurkadega ja vordeliste kiilgedega kolmnurki nimetatakse
sarnasteks. Kasutades seda mnimetust voib eespool
(§ 22) toestatud teoreemi sonastada nonda:

nurga haarade 16ikamisel kahe paralleelse sirgega tekivad sarnased kolm-
nurgad.

Uldiselt

hulknurki nimetatakse sarnasteks, kui iihe hulknurga nurgad on vordsed
teise hulknurga vastavate nurkadega ja kiiljed on vordelised teise hulk-
nurga kiilgedega.

Hulknurkade sarnasuse méarkimiseks kasutatakse siim-
bolit ~.
Toestame, et

kaks hulknurka on sarnased, kui iihe hulknurga kiiljed on paralleelsed

teise hulknurga vastavate kiilgedega ja nende hulknurkade vastavaid tippe
labivad sirged loikuvad iihes ja samas punktis.

Eeldus: AB| A,B,, BC || B,C,,..., EA | EA,; sirged
AA,, BB,,...,EE, ldbivad iihist punkti O (joonis 46).

Viaide: ABC...E — A,B,C;...E,.

Toestus. Viite toestamiseks on vaja ndidata, et nende
hulknurkade vastavad nurgad on vordsed ja kiiljed on vor-
delised. Nende hulknurkade mistahes kaks vastavat nurka

on vordsed, sest nad on vastavalt paralleelsete ja samasuu-
naliste haaradega nurgad. Niiteks

LA-: AA])

sest eelduse jargi nende nurkade haaradest

AB|| A,B, ja AE| A,E,

ning joonise jirgi need haarad on samasuunalised.
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Toestame niiiid, et konesolevate hulknurkade kiiljed 'on
vordelised. Et eelduse jargi

AB || A,B, dja BC| B,Cy,

siis kiirteteoreemi pohjal
Al B0 N B BO

A8, = B0 1% BC 0

Et nende vorrete paremad pooled on vordsed, siis on vord-
sed ka vasakud pooled; seega

- Y
AlBl g Bl Cl
Samal viisil toestust jitkates saame

AC. S eD L R
BiCy - CiD1? CiDy B g Eg T I
ehk kokkuvoetult
ARS . O BC PR B Lo s i
AT By Cydly 5 o 7 By Ay

Seega hulknurkade ABC...E ja A,B,C,...E, vastavad
nurgad on vordsed ja kiiljed vordelised, mistottu

ABC.. . E~A,BC,...E;

Viimane teoreem vdimaldab ehitada antud hulknurgaga
sarnast hulknurka. Olgu antud viisnurk ABCDE ja mou-
tagu sellega sarnase viisnurga ehitamist nii, et selle kiiljed
on 1,5 korda pikemad antud viisnurga kiilgedest (joonis 46).

{flesande lahendamiseks joonestame vabalt valitud punk-
tist O kiired ldbi antud hulknurga tippude, votame {ihel
kiirel, niiteks OA, punkti 4, nii, et ;

04,=15-04,
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Jja ldhtudes punktist A, joonestame hulknurga 4,B,C,D,E,
nii, et selle kiiljed on paralleelsed antud hulknurga vastavate
kiilgedega. Viimati tGestatud teoreemi jargi on uus hulknurk
en‘aiseg‘a sarnane, kusjuures nende vastavate kiilgede jagatis
on 1,5, sest konstruktsiooni jirgi

4,0
A0

= 1,5.

Antud hulknurgaga sarnase
hulknurga joonestamist ni-
metatakse ka hulknurga
suurendamiseks voi
vihendamiseks vas-
tavalt sellele, kas uue hulk-
nurga kiiljed on suuremad
voi vaiksemad antud hulk-
nurga kiilgedest.

Joonis 46. Seega.

suurendada hulknurk n korda tihendab joonestada antud hulknurgaga
sarnane hulknurk n korda pikemate kiilgedega.

Arvu n, mis niitab, mitu korda iihe hulknurga kiiljed on
pikemad temaga sarnase hulknurga kiilgedest, nimetatakse
sarnasuseteguriks.

Hulknurga suurendamiseks v6i vidhendamiseks vabalt
voetud punkt O joonisel 46 ei tarvitse asetseda antud hulk-
nurga sees; ta voib olla ka selle kiiljel, tipus voi viljaspool
hulknurka.

Ulesanded.

183. Suurendada vabalt voetud viisnurk 2 korda.
184. Vihendada vabalt voetud kuusnurk 3 korda.
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185. Toestada, et kahe sarnase hulknurga iimbermdo-
tude jagatis vordub nende vastavate kiilgede Jjagatisega.
Nipundide: avaldada ithe hulknurga kiiljed ja timbermdoot
teise hulknurga kiilgede kaudu.

186. Joonestada tidisnurkne kolmnurk, mille hiipotenuus
¢ = 5,6 cm ja mille kaatetite suhe on 0,6.

187. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuus ¢ = 85 cm_ja
kaatet b = 3,6 cm. Teise, eelmisega sarnase kolmnurga koige
liithema kiilje pikkus on 2,4 cm. Kui pikad on viimase kolm-
nurga teised kiiljed? :

188. Standard-formaadi paberilehtede iga jirgmine vaik-
sem formaat saadakse eelmise formaadi poolitamise teel.
Ké&ik formaadid on iiksteisega sarnased. Niidata, et iga
niisuguse formaadi mo6tmete suhe on sama suur, kui ruudu
kiilje ja ruudu diagonaali suhe.

189. Standard-formaadi koige suurema paberilehe (nn.
algpoogna) pindala on 1 m=. Leida selle mootmed.

190. Standard-formaadi paberilehe diagonaal on @ cm.
Leida paberilehe mootmed.

§ 24. Hulknurkade sarnasuse tunnuseid.

Eespool ndgime, et kaks hulknurka on sarnased, kui iihe
hulknurga kiiljed on paralleelsed teise hulknurga vastavate
kiilgedega ja nende vastavaid tippe labivad sirged 16ikuvad
ithes ja samas punktis. Vaatleme niiiid hulknurkade sar-
nasuse tunnuseid juhul, kui hulknurgad ei ole niisuguses
asendis.

Koige kergem on otsustada korraparaste hulknurkade

sarnasust:
kaks korrapirast hulknurka on sarnased, kui neil on iihepalju tippe,

sest kahe korrapirase n-nurga nurgad on vastavalt vordsed
ja ka kiiljed on vordelised. Nii on koik korrapirased 5-nur-
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gad sarnased, koik korrapirased 8-nurgad sarnased jne.
Teiste hulknurkade sarnasuse otsustamiseks, kui see teisiti
pole véimalik, tiikeldatakse nad kolmnurkadeks; seda tiikel-
damist vGib toimetada niiteks diagonaalidega, mis lihtuvad
ithest paarist vastavatest tippudest. Kui hulknurki saab
tiikeldada iihesuuruseks arvuks kolmnurkadeks, mis on sar-
nased ja ithel viisil asetatud, siis hulknurgad on sarnased.
Nii on joonisel 47 kujutatud hulknurk 4BCDE sarnane hulk-

Joonis 47.

nurgaga FGHIK, kui on sarnased kolmnurgad I ja 1, IT
Ja 2, IIT ja 3, sest sel juhul on sarnased kolmnurgad iihel
viisil asetatud. Kuid sama hulknurk ABCDE ei ole sarnane
hulknurgaga FGHIK;, sest kolmnurga - 1 asetus ei vasta
kolmnurga I asetusele.

Sellest selgub, et hulknurkade sarnasuse otsustamiseks
on vaja tunda kolmnurkade sarnasuse tunnu-
seid. Neid on neli, nagu kongruentsuse tunnuseidki.

Ulesanded. :

191. Tuua niiteid sarnaste kujundite kohta geomeetriast
ja mujalt.

192. Millal on kaks ruutu sarnased?

193. Millal on kaks rombi sarnased?

194. Millal on kaks ristkiilikut sarnased?
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195. Kolmnurgas, mille kiilgede pikkused on 14,8 cm,
10,6 cm ja 12,4 cm, on joonestatud roopsirge koige lithemale
kiiljele. Saadud uues kolmnurgas on koige pikem kiilg
9,62 ecm. Kui pikad on uue kolmnurga teised kiiljed?

§ 25. Kolmnurkade sarnasuse I tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks nurka on vordsed
teise kolmnurga vastavate nurkadega. :

Beldus:
L A= /D; /B = / E (joonis 48).

Viaide:

A\ ABC — ADEF.
()
(- F
A ( /4
K B8 D '
Joonis 48.

Tdestus: Moddame kolmnurga ABC kiiljel AB alates
punktist 4 sirgloigu DE ning selle 15pp-punktist K joones-

far KL | BC.

Nii saadud /A AKL on sarnane kolmnurgaga ABC, sest

nurga A haarad on Idigatud kahe paralleeliga.
Niitame, et tekkinud kolmnurk AKL on kongruentne

antud kolmnurgaga DEF. Eelduse kohaselt

ja joonestamise jargi
AK = DE



ning

LK = T8 ="/F,
millest kongruentsuse tunnuse nkn Jargi
ANAKL ~ /\ DEF.
Et kolmnurk ABC oli sarnane kolmnurgaga AKL,
siis on ta sarnane ka sellega kongruentse kolmnurgaga DEF:

NABC ~ INDEF.
Ulesanded.

196. Kuidas sonastada kolmnurkade sarnasuse I tunnust
tidisnurksete kolmnurkade Jjuhul, kuidas vordhaarsete kolm-
nurkade juhul?

197. Kaarsilla sorestiku iilemiseks piirjooneks on ringi
kaar, mille kdrgus on 1,2 m. Silla pikkus on 6 m. Leida selle
kaare raadius.

198. ToGestada, et tdisnurkse kolmnurga koérgus jaotab
kolmnurga kaheks sarnaseks kolmnurgaks, ja tuletada sel-
lest valem h2 = f.gq.

199. Toestada, et taisnurkse kolmnurga kérgus tiikeldab
antud kolmnurga kaheks kolmnurgaks, mis on sarnased
antud kolmnurgaga. Jireldada sellest Eukleidese teoreem.

§ 26. Kolmnurkade sarnasuse II tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga iiks nurk on vordne

teise kolmnurga iihe nurgaga ja nende nurkade lihiskiiljed on vorde-
lised.

Eeldus:
LA = /D; AB:DE = AC:DF (joonis 48).
Viéide: AABC ~ A DEF.

Toestus: Moddame A ABC kiiljel AB alates punktist
A sirgloigu DE ning selle 16pp-punktist K joonestame
KL || BC.
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Siis kiirteteoreemi pohjal
NAKL ~ A\ ABC,

sel korral aga

millest

AL _ AK
ACIiT= AR

AL — ACAK __ AC - DE,

DI i

seega

Al =.DF.

AB
Eeldusest jéireldub_ aga, et ka

AB

Koos eeldusega / A= / D saame kolmnurkade kongruent-
suse tunnuse knk jirgi, et

A AKL
A ABC

Jarelikult ka

~

A DEF.
A DEF.

Kolmnurkade sarnasuse II tunnusest saame teha jirel-
duse, mida nimetatakse kiirteteoreemi poordteoreemiks:

kui kaks sirget 16ikab nurga haarasid nii, et 16igud nurga tipust iihe
16ikajani on vordelised loikudega nurga tipust teise I6ikajani, siis 16ikajad

on paralleelsed.

Joonis. {19.

seega. toesti B;C; || B2Cs.

Toestus: Kolm-
nurgad AB,C; ja
AB,C, on sarnased
II tunnuse pohjal, sest
eelduse jargi

ACl o Alg,
e Tt A
Ja

F A A

Kolmnurkade sarna-
susest jdreldame aga,

i LC = LG,
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Ulesanded.

200. Kuidas sonastada kolmnurkade sarnasuse II tun-
nust tiisnurksete kolmnurkade juhul?

201. Toestada, et kolmnurga kahe kiilje keskpunkte
ithendav 16ik on pool kolmandast kiiljest ja on paralleelne
sellega.

202. Toestada, et kolmnurga kaks kiiljepoolitajat loiku-
vad punktis, mis eraldab neist iithe kolmandiku. Jireldada
sellest, et kolmnurga kolm Kkiiljepoolitajat 16ikuvad ithes
ja-samas punktis.

§ 27. Kolmnurkade sarnasuse III tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kiiljed on vordelised!
- teise kolmnurga kiilgedega.

Eeldus: ‘
: AB AC BE s .
BE e = gpe Qoonie 50).
/A\ABC ~ /A DEF.
Tdestus. Mododame AABC kiiljel AB sirgloigu DE ning
selle 16pp-punktist K joonestame KL || BC.

7

Viide:

A K B D E
Joonis 50.

Siis kiirteteoreemi pdhjal
ANABC ~ /\ AKL,

nii et i
BGC +-AB
> KL — BC - AK _ BC - DE
5V e AR iR AR
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: ja samuti ]
Al = d_CﬁD_E_.
Eelduse jirgi aga
BC -DE __ pf 5 AC - DE

4B A i

jarelikult
KL = EF ja AL = DF.

Kolmnurkade kongruentsuse tunnus kkk laseb siit jirel-
dada, et
£\ AKE =/ DEF;

NABC ~ /\DEF,
nagu oligi toestada.

mistottu ka

§ 28. Kolmnurkade sarnasuse IV tunnus.

Kaks kolmnurka on sarnased, kui iihe kolmnurga kaks kiilge on vorde-
lised teise kolmnurga kahe kiiljega ja nurk, mis iihes kolmnurgas asetseb
nimetatud kiiljepaari suurema kiilje vastas, vordub vastava nurgaga teises
kolmnurgas.

Eeldus:
AB:DE — AC:DF: AB>AC; / C= / F (joonis 50).
Viide: "
AABC ~: /\ DEF.

Toestus. Moddame kolmnurga ABC kiiljel AB sirgloigu
AK = DE ja joonestame punktist K rooploigu kiiljele BC:

KL || BC.
Siis kiirteteoreemi pohjal

AABC ~ A AKL.

AL AK
AC = AB"
millest
AC - AK AC - DE.
AL = T ABYY AR
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Eelduse jargi AC - DF
T et L

Al ==

Et eelduse (jargi veel
L= /C= /F,

siis kolmnurkade kongruentsuse tunnuse KkN jirgi
AL e R DR,

Kuna enne saime

AABC ~ N AKL

Jja seega

Ja niiid

i

A AKL

siis jareldubki, et
INABEC v INDEF S

A DEF,

Ulesanded.

203. Kiilgede pikkused on iihel kolmnurgal 2,5 m, 4 m
ja 3,75 m ning teisel kolmnurgal 75 cm, 80 cm ja 50 cm. Kas
need kolmnurgad on sarnased?

204. Kuidas sonastada sarnasuse IV tunnust tdisnurk-
sete kolmnurkade juhul?

§ 29. Sarnaste kolmnurkade korgused.

Sarnaste kolmnurkade vastavate korguste jagatis on vordne vastavate
aluste jagatisega.

Eeldussy
 AABC ~ ADEF; CG ja FH on vastavad kdrgused.
Viide:
CG :FH = AB : DE (joonis 51).
Toestus. Eelduse jirgi kolmnurkades AGC ja DHF
' LA= /D ja £G= /H=09;
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seega kolmnurkade sarnasuse I tunnuse jargi

AAGC ~ ADHF,

millest jareldub, et
CG :FH = AC : DF.

Et eelduse j_iirgi ANABC ~ ADEF, siis
AB :DE = AC : DF.

Neist kahest vordusest jareldub, et
CQ :FH = AB : D¥,

nagu tahtsime t5estada.

C

: /s\ ’
/i .
; i
I !
/ | ’
1 :
2 A G o R 4
Joonis 51.

§ 30. Sarnaste kolmnurkade pindalad.

Sarnaste kolmnurkade pindalade jagatis on vordne vastavate kiilgede
jagatise ruuduga.

Eeldus:
ANABC ~ N\DEF; CG ja FH on vastavad kdorgused
(joonis 51).
Viide:
S,:S; = (AB:DE)? kus 8; on AABC pindala
ja S, on ADEF pindala.

.



Toestus Avaldame kolmnurkade pmdalad aluse ja
korguse kaudu; siis
AB - CG i
Sinow

DE < EH
SQ galls oo 1

Seega

SI:S2=ABZCG:DE2FH
ehk

AN AR 00 AR C
8. " DE - FH. Dk . FH

Eelmise teoreemi jirgi

CcG 4§

FH —  DE’
seetottu

: AB AB

$1:8, = DE ° DE

ehk
AB\2

S5, = (52

m.oat L

Olgu kolmnurkade ABC ja DEF vastavate kiilgede suhe
k; siis ;
S; 18, = k2
Jja
Seega,

Sl = kQ'Sg.

kui kolmnurka suurendada k korda siis kolmnurga pindala suureneb
k2 korda.

Et (32) — 4%, siis voib delda ka: kolmnurkade pind- .

alad suhtuvad kui vastavate kiilgede ruudud.
Olesanded.

205. Kolmnurga kiilg @ =5 dm ja sellele kiiljele joones-
tatud korgus h = 3,5 dm. Teise, eelmisega sarnase kolm-
nurga kiilg a¢; = 3 dm. Arvutada kolmnurkade pindalad.
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206. Kahe sarnase kolmnurga vastavate kiilgede suhe on
2,5. Viiksema kolmnurga pindala on 18,4 dm?2. Leida suu-
rema kolmnurga pindala.

207. Kolme sarnase kolmnurga pindalade summa on
196 m2 ja nende iimberm6odud suhtuvad kui 1:2 : 3. Leida
iga kolmnurga pindala.

208. Kolmnurga kiilg on 15 dm. Kui suur on selle kolm-
nurgaga sarnase pindalalt kaks korda suurema kolmnurga
vastav Kkiilg?

209. Kahe sarnase kolmnurga pindalade vahe on 60 cm?
ja nende kolmnurkade vastavate kiilgede suhe on §. Arvu-
tada nende kolmnurkade pindalad.

§ 31. Sarnaste hulknurkade diagonaalid.

Diagonaalid, mis lihtuvad kahe sarnase hulknurga iihest vastavate tip-
pude paarist, jaotavad need hulknurgad paariti sarnasteks kolmnurkadeks.

" Eeldus:
A]BICIDI . e h N1~A2B203D2 e .N-_x; Al ja, A«_)

on vastavad tipud.
Viide:
ANA B C,~ NA; By Cys NAC Dy ~ ANAC D,
jne. (joonis 52).

C
C D, :
’ 1
' !
. '
'
- i
' 1
H ]
i 1

’ /

Joonis 52.
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Tdestus. Et antud huiknurgad on sarnased, siis

A.B. 7 4.B;="B,0, B0,
Tl B

Seega kolmnurkade sarnasuse II tunnuse jirgi
ANA B C, ~ ANAB, G,
Sellest jireldame, et diagonaalide 4,C; ja 4,C, suhe on
niisama suur kui antud hulknurga vastavate kiilgede suhe.

ja

Eelduse jargi
/B ,C.D, = [/ ByCyDy;
kolmnurkade 4,B,0, ja A,B,C, sarnasusest jéreldub, et
/4B, C A = ZB2C2A2-
Lahutades eelviimase vorduse pooltest viimase vorduse vas-
tavad pooled, saame
L4,C D, = LA CyD,
Eespool selgus, et
AU A Gy e il LBl
- Seega kolmnurkade sarnasuse II tunnuse jirgi
AA1C1Di OF AA2C2D2'
Samal viisil toestust jitkates saab teoreemi tdestada iga
kolmnurkade paari kohta.

Jareldus: kahe sarnase hulknurga vastavate diagonaa-
lide jagatis on niisama suur kui vastavate kiilgede
jagatis.

§ 32. Sarnaste hulknurkade pindalad.

Sarnaste hulknurkade pindalade jagatis vordub nende vastavate kiigede
jagatise ruuduga.

Eeldus: AlBl...'N1~A2B2...N2; AlBl"'Nl pinda]a
on 8, ja 4,B,...N, pindala on S, (joonis 52).

Viide: S, :8, = (4B, : 4,B,)>2.
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Toestus. Diagonaalid, mis ldhtuvad vastavatest tip-
pudest 4, ja A4,, jaotavad hulknurgad paariti sarnasteks
kolmnurkadeks. Olgu esimese hulknurga jaotamisel saadud
kolmnurkade pindalad

Py Py Ber v By
ja teise hulknurga jaotamisel saadud kolmnurkade pindalad
vastavalt '

Ql: Q:ZJ Q3} ok v hey Qn'
Siis
' 8, =P; + Py + Pg+...+P,.

ja :
8, =Q; + Q> +@3 + ... T @n.
Kui antud hulknurkade vastavate kiilgede jagatis on
k, siis

P, = k2Q,, Py = K2Qy,. ..
Seega

SI - k2Q1 + k2Q2 + e ‘f' kQQn

ehk pérast iihise teguri k2 sulgude ette viimist

By=k2(Q;+ Q>+ .. +@n):

.....

siis
Sl = k2 , S:Z’
millest :
Sl P Sg =¥2.
Tulemust voib sonastada ka jargmiselt:

kui hulknurka suurendada k korda, siis hulknurga pindala suureneb
k? korda.

Ulesanded. y

210. Mitu korda suureneb hulknurga pindala selle hulk-
nurga suurendamisel 2, 3, 4, 5 korda?

211. Mitu korda tuleb suurendada hulknurka, et selle
pindala suureneks 4, 10, 16, 50, 100 korda?
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“212. Kahe sarnase ristkiiliku pindalade jagatis on 13,69
ja viiksema ristkiiliku mo66tmed on 2,9 ecm ja 5,5 cm. Arvu-
‘tada suurema ristkiiliku mdotmed.

213. Kahe sarnase hulknurga pindalad on 180 cm2 ja
80 cem?2. Arvutada suurema hulknurga iimbermdodt, kui viik-
sema hulknurga iimbermoot on 48 cm.

214. Kahe ruudu pindalade vahe on 1 m2 ja pindalade
suhe on 2. Kui pikad on nende ruutude kiiljed?

215. Kuidas suhtuvad omavahel trapetsi alused, kui tra-
petsit tdiendav kolmnurk on pindvordne trapetsiga?

216. Taisnurkse kolmnurga kiilgedele on joonestatud
samanimelised korrapédrased hulknurgad. Toestada, et hiipo-
tenuusile joonestatud hulknurga pindala vordub kaatetitele
joonestatud hulknurkade pindalade summaga.

2177. Toestada, et eelmises iilesandes antud teoreem on
kehtiv iildiselt sarnaste hulknurkade kohta.

§ 33. Teoreem ringjoone l0ikajast.

Kasutades kolmnurkade sarnasust, saab toestada jarg-
mise teoreemi ringjoone loikajast:

kui I6ikaja poordub mingi oma punkti iimber, siis ei muutu korrutis,
mille teguriteks on eelnimetatud punkti kaugused ringjoone ja Ioikaja
ithistest punktidest.

Poordugu 16ikaja punkti S iimber ja olgu ringjoone ja
16ikaja ithised punktid A ja B. Vaatleme selle 1oikaja kahte
asendit 4,B; ja A,B, (joonis 53) ja tOestame, et

A1S » B}S — A2S 4 BQS. &

Uhendame punkti 4, punktiga B, ja punkti A, punktiga
B, ning vaatleme kolmnurki 4,B,S ja 4.B;S. Igal juhul
on neil kolmnurkadel iiks paar vordseid nurki, nimelt punkti
S juures; kuid peale selle on neil vordsed nurgad punktide
B, ja B, juures, sest need on kas piirdenurgad, mis toetuvad
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iihele ja samale kaarele, voi piirdenurk ja nurk puutuja ning
koolu vahel. Seepédrast kolmnurkade sarnasuse I tunnuse
pohjal
AAlBQSNAAQBls.

Sellest jareldub, et nende vastavate kiilgede jagatised on
vordsed, seega

AIS . Ags == BQS v Bls.
Vorde peaomaduse pohjal jireldubki sellest, et

A,8.B,8S = A,8-B,8.

Joonis 53.

Punkti S libiva 16ikaja osade korrutis A4S - BS ei muutuy,
kui 16ikaja poordub punkti S timber, kuid muutub, kui punkt
S muudab oma. asukohta ringjoone suhtes. Loikaja osade
korrutise AS * BS arvutamiseks tdhistame ringjoone raa-
diuse tdhega 7 ja punkti kauguse ringjoone keskpunktist
tdhega a. :

Kui punkt S on viljaspool ringjoont, siis 16ikaja osade
korrutis vordub puutujaldoigu Tuuduga (joonis 53c¢):

AS - BS = P82.
Et puutuja on risti puutepunktist ldhtuva raadiusega, siis
(joonis 54a) . pge— g2 __y2

ja seega sel juhul
AS - BS = a2 —1r2.
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Kui punkt S on ringjoone sees, siis on 16ikaja osade korru-
tist koige lihtsam arvutada seda punkti Ildbiva diameetri
abil; sel juhul (joonis 54b)

<2 AR BS =L.8 L8

AS-BS = (r—a) - (r+a)
ehk

AS - BS = r2 —q2,

Joonis 54.

Ulesanded.

218. Olgu ABCD koolnelinurk ja P selle diagonaalide
loikepunkt. Toestada, et AP - CP = BP - DP.

219. Ringis, mille raadius » = 8 cm, on joonestatud 14 ecm
pikkune kool ldbi punkti P, mille kaugus ringi keskpunktist
on 5 cm. Kui pikkadeks 10ikudeks jaotab punkt P selle
ko6olu ?

220. Punktis S 16ikuvad ringjoone puutuja ja keskpunkti
labiv 16ikaja. Punktist S on ringjoone ldhima punktini 7 cm
Ja puutepunktini 12 ecm. Kui kaugel punktist S on ringjoone
koige kaugem punkt?

221. Toestada, et kahe 16ikuva ringjoone iihiseid punkte
labiv sirge poolitab nende ringjoonte iihise puutuja puute-
punktide vahelise 16igu.
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222. Koolu pikkus on 30 dm ja koolu keskkoha kaugus
ringjoone Ildhemast punktist on 9 dm. Leida ringjoone
raadius.

223. Punktist P viljaspool ringjoont tommatakse ring-
joone likaja ja puutuja. Leida puutujaldigu pikkus, kui
ta on 10 cm pikem Ioikaja osast ringjoone sees ja sama-
vorra lithem 16ikaja osast ringi ja punkti P vahel.

224. Joomestada 10ik d, kui d? = ab, vottes 1oigud a ja b
ringjoone loikaja osadeks.

"~ § 34. Maa-alade plaanistamine.

Hulknurkade sarnasuse iitheks rakendusalaks on maa-
alade plaanistamine. Suuremate maa-alade, - nditeks maa-
ilmajao, kaardistamisel tuleb arvestada maapinna kui kera-
pinna koverust, kuid vidiksemaid maa-alasid voib ilma suu-
rema veata vaadelda kui tasapinnalisi kujundeid. Maa-ala
plaanistada téhendab sel juhul maatiikiga sarnase vidhenda-
tud kujundi joonestamist. Kui plaani joonestamisel on pik-

kused vihendatud n korda, siis plaanil iga pikkus on 71{ Ao

tavast pikkusest looduses.

Plaani voi kaardi ja maatiiki vastavate pikkuste jagatist 7‘. ehk 1: 22 nime-

tatakse plaani voi kaardi arvmooduks *.

Harilikult valitakse arvuks » mingi {immargune arv, néi-
teks 100, 250, 500, 1000, 1 000 000.

Peale arvmdodu on plaan voi kaart harilikult veel varus-
tatud joonmdooduga; joonis 55 kujutab joonmodtu, mille
vastav arvmoot on 1 : 5000 000.

* Plaanil on moot 1:10000° voi suurem sellest, kaardil aga
1:10000 voi vdiksem sellest.
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Kaardi joonmoo6t néitab vastavust kaardilt voetud pikkuse
ja vastava loodusliku pikkuse vahel. Niiteks kaardil, mille
joonmddtu kujutab joonis 55, vastab 1digule punktide 0O
ja 100 vahel pikkus 100 km.

Tuntakse mitmeid plaanistamisvotteid. Jérgnevalt on
toodud moned niited neist moGtmistest, mille teostamisel
on voimalik plaani joonestamine.

100 0 160 200 300 km
Joonis 55.

1. Kiies iimber plaanistatava maa-ala, moodetakse selle
kui hulknurga kiiljed ja nurgad.

2. Asutakse plaanistatava maa-ala iihte tippu ja mdoode-
takse sellest ldhtuvad kiiljed, diagonaalid ja nurgad nende
vahel (joonis 52).

3. Téhistatakse maatiiki iiks diagonaal ja iilejadnud
tippudest sellele diagonaalile ehitatud ristloigud ning moo-
detakse need ristloigud ja diagonaali 16igud ristloikude va-
hel (joonis 21).

Ulesanded.

225. Tallinna iimbruse kaardil mooduga 1 :100000 on
Ulemiste jirve pikkus 48 mm. Kui pikk on see jirv toeli-
selt?

226. Eesti NSV kaardil mooduga 1 : 1500 000 on Kures-

saare ja Ruhnu vahe 43 mm. Kui kaugel asetseb Ruhnu
Kuressaarest?

22%. Kaarti, millé moot oli 1 :100000, suurendati 4
korda. XKui suur on uue kaardi m66t?

. 228. Joe pikkus kaardil modduga 1 : 150 000 on 17;4 cm.
Kui pikk on see jogi kaardil moéoduga 1 : 750 000 ?
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229. Musta mere pikkus kaardil mooduga 1 : 18 000 000
on 6,7 em. Kui pikk on sama meri kaardil mddduga
1:30000007

230. Harku jérve pikkus kaardil moGduga 1 :100 000
on 2 cm. Sama jirve pikkus teisel kaardil on 0,8 cm. Kui
suur on teise kaardi moot?

231. Kaardil mddduga 1 :500 000 on Ilmeni jirve pind-
ala 36,8 cm2. Kui suur on see jirv toeliselt?

§ 35. Pikkuste kaudne mootmine sarnaste kolm-
nurkade abil.

Kolmnurkade sarnasuse iiheks rakendusalaks on kauguste
ja korguste kaudne mootmine.
Kaks punkti, millede vahe-
list kaugust moodetakse,
voivad olla ligipddsetavad
voi iiks neist on ligipddse-
matu voi koguni modlemad

on ligipddsematud.

Vaatleme koiki neid kol-
me juhtumit eraldi.

1. Olgu-4 ja B kaks ligi- PRl
péadsetavat punkti (joonis Joonis 56.

56), aga mende vahelise

kauguse otsene moGtmine -

olgu vbimatu. Need punktid wvoivad olla niiteks Jjérve
kaldal. Valime punkti O kaldast veidi eemal nii, et saab
moota selle kaugust punktidest 4 ja B. Pikendame sirg-
16ike AO ehk b ja BO ehk a nii palju, et AO pikendus b,
on mingi tdisarv n kordi viiksem IGigust b ja pikendus a;
on ldigust a sama arv kordi viiksem.
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Kui niitid méddame 15ikude b, ja @, otspunktide A, ja By
vahelise kauguse x, ja suurendame seda n korda, siis saame
otsitava kauguse AB.

Toepoolest kolmnurkade sarnasuse II tunnuse jirgi

A AOB~ /A A,0B,,
millest jareldub, et
X% =a:a,.
Et a:a; = n, siis
2z = nxy.
2. Vaatleme niiiid kauguse mootmist kahe punkti vahel
Juhtumil, kui iiks neist punktidest on ligipaddsematu.

Joonis 57.

Téhistagu punkt A saarel olevat tuletorni, mille ‘kaugust
tahetakse moGta merekaldal olevast punktist B,

Selleks valime mende punktide vahelise 1digu ristsirgel
punkti O ja punkti B, nii, et 16ik OB, on tdisarv » korda
viiksem 16igust OB. Punktist B, tdmmatud ristsirge 16ikab
sirget OA punktis 4,. Moodame kauguse punktide 4, ja B,
vahel; selle kauguse n-kordne ongi punktide 4 ja B vaheline
kaugus.

Siin oleme kasutanud kolmnurkade sarnasuse I tunnust,
kuna kolmnurgad AOB ja 4,0B, omavad kaks vordset vasta-
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vat nurka, — tdisnurgad punktide B ja B; juures ja vord-
sed tippnurgad punkti O juures.

Ka korguse mdotmisel enamail juhtumeil on iiks punkti-
dest ligipddisematu. Vaatleme nditena puu korguse kaud-
set mootmist..

Puu korgust saab moodta tema ¢
varju abil (joonis 58): kui puu :
korgus on x m, puu varju pikkus ;
tasasel maapinnal v m, kepi pik-
kus ¢ m ja kepi varju pikkus b m, é’i
siis sarnastest kolmnurkadest
ABC ja A,B,C, saab, et G

millest
By A
b
ehk
, a
X = ALY
b Joonis 58.

Erijuhul, kui @ = b, siis & == v.

Kuid ka varjudeta saab puu kdrgust voi mistahes korgust
kaudselt mdota. :

Metsaametnikud sagedasti m6o-
davad kasvava puu korgust 80
cm pikkuse kepiga, millele on
tehtud mirk 8 ecm kaugusel selle
otsast. Hoides keppi viljasiruta-
tud kies piistsuunas, leitakse
niisugune asend, kus puu latv
o A, vaatleja silm O ja kepi iiks

Joonis 59. ots D on iihel ja samal sirgel

ning puu juur B, vaatleja silm

O ja kepi teine ots E asetsevad teisel sirgel (joonis 59). On
niisugune asend leitud, siis mirgitakse puu tiivel punkt C,
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mis on vaatleja silmaga O ja kepil miirgitud punktiga F iihel
ja samal sirgel. Puu korguse leidmiseks tuleb BC pikkus
korrutada 10-ga. &y

Pohjendus. Kolmnurkade ABO ja DEO sarnasusest
jareldub, et : :

AB __ OB,
DE T O’
kolmnurkade BCO ja EFO sarnasusest jireldub, et
BC _ OB
ek OF

Et nende vorduste paremad pooled on vordsed, siis on vord-
sed ka nende vasakud pooled; seega

AB __ BC

By G EF
millest

BC « DE,

AB = o Ak
kui DE = 80 cm ‘ja EF = 8 cm, siis

AB =510 B0

Joonis 60.



3. Sarnaste kolmnurkade abil on vdimalik moota kaugusi
ja korgusi ka sel juhtumil, kui mélemad punktid on ligipai-
sematud. Niitena vaatleme kahe laeva vahelise kauguse
mootmist merekaldal oleva vaatleja poolt.

Olgu A ja B kaks ankrusseisvat laeva (joonis 60). Nende
vahelise kauguse mootmiseks mirgime merekaldal kaks
punkti K ja L, millede vahelise kauguse moodame voimali-
kult tdpselt. Loiku KL nimetame baasiks. Baasi otspunkti-
dest on niha punktid 4 ja B. Moddame baasi otspunktide
juures olevad nurgad

AKL, BKL, ALK ja BLK.

Teades baasi pikkust KL ja neid nurki, joonestame vihen-
datud moddus nelinurga. ABLK. Kui seejuures mooduks on
1:n, siis téeline kaugus AB on n korda suurem Jjoonisel
esinevast kaugusest AB.

Vaatleme juhtumit, kus ligipddsematud punktid on piist-
tasapinnal.

Joonis 61.

Olgu vaja modta joonisel 61 kujutatud torni korgust.
Selle mootmiseks tihistame rohtsal maapinnal torni suunas
mineva baasi 4B, mille otspunktidest on niha torni tipp
X ja torni jalg Y. Niilid méodame baasi otspunktide juures
torni tipu ja torni jala kdrgusnurgad

XAZ, YAZ, XBZ ja YBZ.
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Teades neid nurki ja baasi pikkust AB, joonestame vihen-
datud moddus nelinurga ABY X, millest leiame torni korguse
XY. Samast joonisest voib méirata ka torni jala kérguse
rohtsirgest AB.

Ulesanded.

232. Telefoniposti varju pikkus on 4,9 m samal ajal, kui
1,7 m pikkuse kepi varju pikkus on 1,4 m. Kui korge on
telefonipost ?

233. 200 m kaugusel vabrikukorstnast viseeriti selle kor-
gust viljasirutatud kies piistloodis hoitud mootpuuga ja
saadi korstna néiva korgusena 24 em. Kui korge on vabriku-
korsten, kui viljasirutatud kie pikkus on 75 cm?

234. Kui korgel on piike silmapiirilt momendil, mil 25m
kdrguse posti varju pikkus réhtsal pinnal on 3,2 m?

235. Kui piikese korgus silmapiirilt on 35°, siis lipu-
varda varju pikkus on 17,1 m. Kui korge on lipuvarras?

236. Raadiomast paistab punktist 4 nurgas 30° ja punk-
tist B, mis on punktist 4 100 meetri kaugusel masti jala
suunas, nurgas 62°. Leida masti korgus, kui punktid 4 ja B
ning masti jalg asetsevad iihel ja samal rohtsirgel.

237. Metallraha labim6oduga 2,5 ¢m, mida hoitakse 50 em
kaugusel silmast, parajasti varjab ohupalli, mille libimdot
on 16 m. Kui kaugel on Shupall vaatlejast?

238. Vaatleja, kes seisab tornist 42 m kaugusel, nieb
torni ja enda vahel asetseva tiigi veepinnal 2 m kaugusel
tornitipu peegeldust. Leida torni korgus teades, et vaatleja
silm on veepinnast 1,75 m korgusel.

239. Maapinnal punktis 4 paistab kalju dir 45°-se nurga
all, aga punktis B, mis asetseb punktist A kaljule ristsuunas
50 m kaugusel punktist 4, 30°-se nurga all. Leida kalju dire
korgus kalju jalalt.
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240. Vabrikukorsten paistab a meetri kaugusel korstna-
Jjalast 30°-se nurga all. Kui kdrge on korsten?

241. Kas on vajalik, et joonisel 57 wvGetakse kolmnurk
ABO tdisnurkne? Missuguseid paremusi on mootmisviisil
tdisnurkse kolmnurga abil vorreldes mittetdisnurkse kolm-
nurgaga?

242. Korgepinge liini postist 20 m kaugusel mirgitakse
maapinnal punkt O. Selle punkti ja posti vahele 4 meetri kau-
gusele punktist O asetatakse piisti mootpuu, mille pikkus
on 3 m. Niiiid asuvad punkt O, mootpuu ots ja posti tipp
ithel sirgel. Leida posti korgus.

243. Kuidas eelmise {iilesande eeskujul mdota kaugust
rohttasapinnal ?
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Peatiikk IV.

‘Ringjoone pikkus ja ringi pindala.
§ 36. Koverjoone ligikaudne pikkus.

Ringjoone nagu iga kdverjoone pikkuse modtmise pohimét-
Teliseks raskuseks on asjaolu, et pikkusithik kui sirgjoone
16ik ei saa iihtida tema iihegi 16iguga. Selle raskuse iileta-
miseks asendatakse koverjoon murdjoonega, mille pikkus
voimalikult véhe erineb antud kdverjoone pikkusest, ja moo-
detakse selle murdjoone pikkus. Olgu vaja mdota niiteks
Joonisel 62 kujutatud kdverjoone 16ik punktide 4 ja B vahel.

Joonis 62.

Kui selle koverjoone 16igu asendame murdjoonega AKLB,
siis saame tublisti lithema joone, kui on koverjoon AKLB,
sest selle murdjoone iga 16ik AK, KL, LB on lithem kui vas-
tav koverjoone 16ik. Et saada murdjoon, mille pikkus vihem
erineb koverjoone AKLB pikkusest, selleks voetakse kover-
Joonel lisaks punktidele K ja L veel uusi punkte P, Q,R,S,T
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ja iihendatakse need uueks murdjooneks. Uus murdjoon
APQKR...B on pikem kui endine murdjoon AKLB, sest

murdjoon APQK> AK, KRSL> KL jne.,,

jirelikult ka nende summa APQKR...B on pikem kui murd-
joon AKLB.

Kuid kdverjoonest AB on uus murdjoon APQK. ..B siiski
lilhem, sest murdjoone iga 16ik AP, PQ,...on lilhem vasta-
vast koverjoone 16igust. Niiviisi uute punktide juurdevot-
misega voib moodustada murdjooni, mille pikkus kiillalt
histi asendab moddetava koverjoone pikkust. Selle murd-
joone pikkuse mdotmisel saame koverjoone ligikaudse pik-
kuse.

§ 37. Ringjoone pikkuse ligikaudne viljendamine
koolhulknurga ja puutujahulknurga abil.

Ringjoone ligikaudse pikkuse miidramiseks Jjoonestame
ringjoone sisse mingi korrapédrase hu\knurga, néiteks korra-
pirase kuusnurga, ja arvutame selle iimberm&odu. Et kor-
raparase kuusnurga Kkiilg

J G =1,
siis iimbermo6t
8g = 6r
ja seega ringjoone pikkus on ligikaudu raadiuse kuue-
kordne. ~
Soovides saada ringjoone pikkust tdpsemalt, joonestame

kaks korda suurema tippude arvuga kodlhulknurga ja ar-
vutame selle iimbermoodu. Nii saadud iimbermdot on endi-

sest suurem, sest, nagu saab tdestada,

korrapirase koolhulknurga {imbermoot kasvab selle tippude arvu kahe-
kordistamisel.
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Toestus. Tadhistame korrapirase kodl-n-nurga kiilje
pikkuse siimboliga a, ja kaks korda suurema tippude ar-
vuga koolhulknurga kiilje pikkuse a,, . Tippude arvu kahe-
kordseks muutumisel n-nurga iga kiilje asemele tuleb kaks
2n-nurga kiilge (joonis 63). Nende kahe kiilje summa 2 - a, ,,
on suurem kuia,, sest see murdjoon on pikem kui sirgloik

e a, g

Aon Az,

Joonis 63.

5 Sl @,. Korrapidrase kool-n-nurga iim-
bermdot on 7 - a, korrapirane kool-
2n-nurk koosneb aga 2n kiiljest a,,
3 tema {limbermso06t on  jirelikult
2n-a,, ehk n-2-a,, , mis ongi suu-
"rem kui »- @y s
Joonestame niiiid ringjoone iim-
ber mingi korrapidrase puutujahulk-
nurga, nditeks seitsenurga (joonis
64). Meie kujutluse jirgi on selle
hulknurga {iimberm66t ringjoonest
pikem. Et ta toesti on pikem, selgub sellest, et puutujahulk-
nurga iimbermdot litheneb tema tippude arvu suurenemisel.
Nimelt saab holpsasti tdestada, et

Joonis 64.

korrapdrase puutujahulknurga iimbermdot liiheneb tippude arvu kahe-
kordseks muutmisel.

Toestus. Olgu punkt P korrapirase puutujahulknurga
iiks tipp ning punktid S ja T sellest tipust lihtuvate kiilgede
ja ringjoone puutepunktid (joonis 65). Et puutujahulknurga
kiilg poolitub puutepunktis, siis SP on pool kiilge, jérelikult
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murdjoone SPT pikkus vordub parajasti iihe kiilje pikku-
sega. Joonestame niiiid kaks korda suurema tippude arvuga
puutujahulknurga kiilje; sel’leks poolitame kaare ST ja joo-
nestame poolituspunktist U

puutuja QR. Loik QR ongi 5

kaks korda suurema tippude
arvuga  puutujahulknurga
iiks kiilg. Bt

8Q = QU = UR = RT,

siis murdjoon SQRT esitab
selle hulknurga kiilje kahe-
kordset pikkust. Nii on en-
dise puutujahulknurga iihe
kiilje pikkuse murdjoone SPT asemele tulnud uue hulknurga
kahe kiilje pikkune murdjoon SQRT, mis on aga eelmisest
kindlasti lithem, sest

Joonis 65.

QR<QP + PR.

Endise hulknurga iimbermd6oduks on n-kordne murdjoone
SPT pikkus, tippude arvu kahekordseks muutmisel aga tu-
leb iimbermo66duks n-kordne lithema murdjoone SQRT pik-
kus, nii et iimbermoot toesti litheneb, nagu tdestama pidi-
megi.

Et koolhulknurga iimbermo66t on ringjoone pikkuse ldhis-
vddrtus puudusega ja puutujahulknurga iimberm6ot on
ringjoone pikkuse ldhisvddrtus liiaga, siis jireldub toestatud
teoreemidest, et moélemad lédhisvddrtused lihevad paremaks
tippude arvu kahekordseks muutmisel, need ldhisviirtused
tulevad koomale.
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§ 38. Koolhulknurkade ja puutujahulknurkade
joonelementide vahelised seosed.

Ringjoone pikkuse ldhisviddrtuste tegelikuks arvutamiseks
on vaja avaldada 1) korrapidrase kool-n-nurga apoteem,
2) korrapirase kool-2n-nurga kiilje pikkus ja 3) korrapi-
rase puutuja-n-nurga kiilje pikkus, kui andmeteks on ringi
raadius ja korrapirase kool-n-nurga kiilje pikkus. Téhistame
ringi raadiuse ti-
hega r ja mingi an-
tud koolu pikkuse
tihega k (joonis 66).
Ko6olu kaugust ringi
keskpunktist esitab
16ik h, mis poolitab
koolu ja on temaga
risti.  Kolmnurgast
OAC saame Pytha-
gorase teoreemi jar-
gi
Joonis 66. : k\2?

hl=r2—(~é—) A

Kui kirjutada murd 2 laiendatult 2 > siis

h2=r2—72 (%)ﬂy

h_rlfl (2r

Pool antud koolule k toetuvast kesknurgast toetub liihe-
male koolule, mille tihistame I (joonis 66). Selle pikkuse
leidmiseks kasutame kolmnurka GDA, mis on Thalese teo-
reemi pohjal tidisnurkne kolmnurk hiipotenuusiga 2r ja kaa-

millest
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tetiga I; sama kaateti projektsioon hiipotenuusil on r—h. Ji-
relikult Eukleidese teoreemi pohjal

12 =2r (r—h)
ehk kui kasutada eespool leitud & avaldist

it = 1= ) = 2y 1= (B

Viimases litkmes kanname teguri 2 juuritavasse ja siis taan-
dame juuritavas olevat murdu; nii saame

[2=2r"— 12 ]/4—- 52,

millest SR i
o i
l=r l/ 2. 4— (fr‘.)z.

Joonestame niiiid ringjoonele puutuja, mis on paralleelne
kooluga. & (joonis 66) ; koolule toetuv kesknurk l6ikab puu-
tujast sirgloigu p. Selle 16igu pikkuse leidmiseks kasutame
kolmnurkade OEF Ja OAB sarnasust; nende korgused on
vastavalt r ja h, mistottu ;

p r
k h
ehk
r
p =7 b

Allakriipsutatud valemjte tuletamisel voiks k olla iikskoik
missugune ringi 14bim66dust lithem kG6Ol. Seepdrast voime
nende valemite rakendamisel votta koolu k parajasti mingi
korrapirase kool-n-nurga Kkiiljega vordseks. Siis 2 on sama
hulknurga apoteem, ! on korrapdrase ko6l-2n-nurga kiilg
Ja p on korrapérase puutuja-n-nurga kiilg.

Esimesest valemist on ndha, et kui korrapédrase k66lhulk-
nurga tippude arv on suur ja vastavalt sellele kiilg % on iisna
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lithike, siis apoteem % tuleb ringi raadiusest ainult pisut lii-.
hem, sest siis murd é—’i on iisna viike, nii et juuritav on pea-
aegu 1. Sama tippude arvuga korrapdrase puutujahulk-
nurga kiilg p tuleb jirelikult ainult pisut pikem kui k&ol-
hulknurga kiilg k, sest kolmanda valemi kohaselt on nende
suhe % ning see ldheb siis ainult pisut suuremaks arvust 1.
Nagu teame, on korrapirane puutuja-n-nurk sarnane kor-
raparase kool-n-nurgaga ja nende imbermootude suhe on
samuti%. Jérelikult korrapdrase puutujahulknurga iimber-

moo6t on suure tippude arvu puhul ainult pisut suurem kui
vastava koolhulknurga iimbermdaot.

Ulesanded.

244. Awvaldada korrapirase kool-kuusnurga kiilg, apoteem
ja iimbermd6t ringi raadiuse r kaudu.

245. Awvaldada korrapirase kool-kolmnurga kiilg, apoteem
ja iimbermo6t ringi raadiuse r kaudu.

246. Kasutades korrapirase koo6l-kuusnurga kiilje pik-
kust, leida korrapérase kool-kaksteistnurga kiilg ja iimber-
moot.

2477. Avaldada korrapidrase kool-nelinurga kiilg, apoteem
ja. limbermo6t ringi raadiuse » kaudu.

- 248. Kasutades eelmise iilesande tulemusi, leida korra-
piarase koo!-kaheksanurga kiilg ja iimbermoot.

249. Leida ringi iimber joonestatud korrapirase nelinurga
abil arv, millest ringjoone pikkus kindlasti on viiksem.

250. Avaldada korrapdrase puutuja-kuusnurga kiilg ja
iimbermo6t ringi raadiuse r kaudu.

251. Teades korrapirase puutuja-kuusnurga kiilje pikkust,
leida korrapdrase puutuja-kaksteistnurga kiilg ja iimber-
moo6t ringi raadiuse r kaudu.
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§ 39. Ringjoone pikkus.

Iga koolhulknurga iimbermoot on ringjoone pikkuse li-
hisviddrtuseks puudusega Jja iga puutujahulknurga iimber-
modt esitab ringjocne pikkust lilaga. KEespool selgus, et
suure tippude arvu puhul tuleb korrapidrase puutujahulk-
nurga iimbermdot aga ainult pisut pikem kui sama tippude
arvuga korrapirase koolhulknurga iimbermdot. Arvutused
niitavad, et nende iimbermdGtude erinevus liaheb kuitahes
viikeseks kiillalt suure tippude arvu puhul. Sel viisil on ji-
relikult tiiesti kindlaks midratud iiksainus vahepealne
pikkus, millest koik koolhulknurkade iimbermo6odud on
lithemad ja puutujahulknurkade iimbermoodud pikemad; seda
vahepealset pikkust ongi loomulik lugeda ringjoone pikku-
seks.

Matemaatikas esineb palju juhtumeid, millal mingi suurus
on miiratud iisna samal viisil, nagu ringjoone pikkus kodi-
hulknurkade iimbermddtude ja puutujahulknurkade iimber-
mé6tude kaudu. Niiteks /5 ei ole ise piris tépselt kirju-
tatav iihegi tdisarvu ega murdarvu kujul, ometi on ta tdiesti
tipselt kindlaks midratud selle pohjal, et temast on viik-
semad koik need arvud, mille ruut on viiksem kui 5, ja suu-
remad koik need, mille ruut on suurem kui 5. Koigil niisu-
gustel puhkudel, mil mingi arv on kindlaks médratud temast
viiiksemate arvude hulga ja temast suuremate arvude hulga
kaudu, nimetatakse seda arvu nende arvuhulkade vaheli-
seks piiriks. Nii voime Selda, et

ring joone pikkus on . kéolhulknurkade iimbermdotude ja puutujahulk-
nurkade iimbermdotude vaheline piir. .

Vaatame, kuidas eelmises paragrahvis tuletatud valemite
abil saab ringjoone pikkust arvutada tarvitamiskolbliku
tipsusega. Kdige sobivam koolhulknurk arvutamise alusta-
miseks on korrapirane kdol-kuusnurk, sest tema kiilg vordub
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teatavasti raadiusega. Téhistades korrapirase ko6o6l-n-nurga
imberm66tu siimboliga s, , kirjutame, et korrapiarase kool-
kuusnurga iimbermodt on 6 raadiust:

Sg = 6r.

Tdhistame korrapirase k60l-n-nurga apoteemi siimboliga
h, , korrapirase puutuja-n-nurga kiilje pikkuse &, ja iimber-
mo6du 7, . Siis kirjutame eelmise paragrahvi teise valemi
pohjal, et

ey e i

ja seega kolmanda valemi Jargi

mistottu
ty=6-51/ 3= ary/ 3.

Teades, et /3 ~1,732051, saame (viiekohaliselt oige
murdosaga: kirjutades)

te = 6,92820r.

Korrapirase kool-12-nurga kiilje pikkuse a,, leiame kol-
manda valemi abil, vottes seal k = ag = r; nii saame

T LY 2~ Ye—T=r) 2293
ehk. kasutades jillegi sama /3 viirtust
ay = ry/ 2—1,732051 = r J/ 0.267949 = 05176381,
nii et
812 = 12+ 0,517638r = 6,211667.
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Samal viisil arvutusi jitkates leiame koik jargmises tabelis
toodud arvud

: Ko6olhulknurga | Puutujahulknurga
i g {imbermadt s, {imberma5t £,

6 6r 6,92820r

42 6,21166r 6,43078r

24 6,26526r 6,31932r

48 6,27870r 6,29217r

96 6,28206r 6,28543r

192 6,28291r 6,28375r

384 6,28312r 6,28333r

768 6,28317r 6,28322r

Tabeli 16pus on ndha, et niihésti s;¢g kui ka f765 on oigesti
iimmardatult 6.28327:

see tulemus esitabki ringjoone pikkust iisna hea tdpsusega.
Et tegelikel modtmistel on ringi libimoot (diameeter d)
holpsamini kittesaadav kui raadius, siis on kohane ring-
joone pikkust avaldada ka libimoodu kaudu; tdhistades
ringjoone pikkuse tdhega u, Kkirjutame saadud tulemuse

jﬁrgmiselt: w = 6,2832T
ehk u = 3,1416d.

Kordaja 3,1416 on, nagu eespoolt teame, kindlasti 6ige kuni
viimase kirjutatud kohani, kuid seda kordajat oleks voinud
arvutada ka veelgi tipsemini. Selleks oleks tarvitsenud ai-
nult kdik iimberm6odud arvutada suurema kohtade hulgaga
ja jitkata tabelit veel suurema tippude arvuni, Teoreetiliselt
tipset kordajat, mille ldhisvddrtusena esineb arv 3,14186,
tihistatakse kreeka tihega =x. Niisiis
u=mxd ehk u=2ar.
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Seega

ringjoone pikkus vordub n ja libimdadu korrutisega.

Arvu & uurimisel on teadusemehed selgitanud, et see on
irratsionaalary, ta ei ole meie arvudesiisteemis iildse tdp-
selt viljendatav. Selle arvu ligikaudne viirtus on arvutatud
enam kui 700 kohaga, millest esimesed 31 kohta on jirg-
mised:

3,14159 26535 89793 23848 26433 83279.

Arvutamisel ei kasutata muidugi kusagil niisugust viir-
tust, vaid piirdutakse viirtusega 3,14 voi eriti tipsemate
arvutuste juures véidrtusega 3,1416.

Kreeka matemaatik Archimedes, kes elas a. 287--212 e.
m. a., leidis, et

10 10
millest, o e e
T =~ 3%.
Ulesanded.

252. Arvutada ringjoone pikkus, kui raadius on 5 cm;
7,2 ecm; 0,3 dm; 1% km.

253. Kui pikk on raadius ringjoonel, mille pikkus on
17,27 cm; 0,942 m; 10 m?

254. Toestada, et ringjoone pikkus suureneb » korda, kui
raadiust suurendada n korda.

255. Kui palju suureneb ringjoone pikkus, kui selle raa-
diust suurendada 10 cm vorra?

256. Masinaratas teeb 900 pooret minutis. Kui pika tee
libib 1 tunni viltel ratta punkt, mis on 40 em kaugusel
keskpunktist ?

257. Muuta 3} kiimnendmurruks ja leida, mitme dige ko-
haga see annab z wviirtuse.
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258. Muuta kiimnendmurruks murd lg?g Ja leida, mitme

Oige kohaga see annab x viirtuse.

259. Tornikella minutiosuti pikkus on 58 cm. Kui pika
tee ldbib tema otspunkt G6pdevas?

260. Veduri suure ratta 14bim6ot on 2 m ja viikese ratta
1abimdoot on 0,80 m. Mitu tdispooret teeb kumbki ratas Tal-
linnast Tartu soites, kui selle tee pikkus on 191 km?

261. Tdisnurkse kolmnurga iimber, mille kaatetid on
24 cm ja 3,2 cm, on joonestatud ringjoon. Kui pikk on see
ringjoon?

262. Ringjoon on oma diameetrist 10,7 cm vorra pikem.
Kui pikk on raadius?

263. Ule kahe masinaratta, mille raadiused on 8,5 dm ja
1,7 dm, ldheb veorihm. Mitu pooret teeb masina tootamisel
viaike ratas minutis, kui suur teeb 150 pooret minutis?

§ 40. Ringi pindala.

On selge, et iga koolhulknurga pindala on viiksem kui
ringi pindala, sest ko6lhulknurk mahub tdielikult ringile ja
jitab osa ringist katmata (joonis 67). Samuti on kindel,
et iga puutujahulknurga pindala on ringi pindalast suurem,
sest ring mahub tdielikult puutujahulknurga sisse ja jitab
osa tema pinnast katmata. Korrapirase hulknurga pindala
on teatavasti pool iimbermdddu ja apoteemi korrutist; nii
on korrapirase kool-n-nurga pindala

T‘l..'sll hll

ja korrapidrase puutuja-n-nurga pindala -

Lyt

sest puutujahulknurga apoteemiks on ringi raadius. Nagu
teada, erinevad s, ja f, teineteisest iisna vihe, kui tippude
arv n on kiillalt suur; iihtlasi on siis /%, ainult pisut viiksem
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kui r. Nii selgub, et kdigi koolhulknurkade pindalade ja puu-
tujahulknurkade pindalade vahele jidib parajasti iiksainus
neid eraldav arv, mida ongi loomulik lugeda ringi pindalaks.
Seegal

ringi pindala on koolhulknurkade pindalade ja puutujahulknurkade pind-
alade vaheline npiir.

Niiiid on aga selge, kuidas avaldada ringi pindala; nimelt
osutub avaldise 1.2mr.r
védrtus parajasti igast koolhulknurga pindalast suuremaks
ja igast puutujahulknurga pindalast viiksemaks, T6epoo-
lest, iga tippude arvu » puhul

Sp < idar <l

ja pealegi on h, viiksem kui
r. Jarelikult 4.2xr.r ehk
7 r2 ongi. ringi pindala. Tdhis-
tades ringi pindala tdhega S,
saame valemi

S = mre,

Et r = 5, siis v6ib valemit kir-
jutada ka kujul
8=7 d

Joonis 67.

Seega

ringi pindala vordub arvu n ja raadiuse ruudu korrutisega

ehk

ringi pindala on arvu% ja 1abim6odu ruudu korrutis.
Ulesanded.

264. Arvutada ringi pindala, kui raadius on 18 cm,
4,3 dm, 0,54 m, 175 m.

265. Arvutada ringi raadius, kui ringi pindala on
22,9 m2, 4681 mm?2, 1 km2,
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266. Ummarguse palgi iimbermdot on 88 em. Arvutada
palgi ristloike pindala.

267. Toestada, et ringi pindala suureneb mn?2 korda, kui
raadius suureneb n korda.

268. Ruudu sisse ja iimber on joonestatud ringjoon. Mitu
korda on iihe ringi pindala suurem teise ringi pindalast?

269. Ristkiiliku m66tmed on 0,66 m ja 1,16 m. Kui suur
on pindala, mida piirab selle ristkiiliku tippe ldbiv ringjoon?

270. Kaks veetoru, 1abimooduga 8 cm ja 15 cm, tahetakse
asendada iihe toruga, millel on sama ldbilaskevoime. Arvu-
tada selle toru ladbimoot.

271. Ringjoone kahe paralleelse koolu pikkused on 30
cm ja 16 cm, kaugus nende vahel on 17 cm. Leida ringi
pindala.

272. Kahe kontsentrilise ringjoone raadiused on
0,5 m ja 0,7 m. Kui suur on nende ringjoonte vahelise ronga
pindala?

27%3. Kahest kontsentrilisest ringjoonest seesmine pooli-
tab vilimisega piiratud pindala. Kui suur on seesmise ringi
raadius, kui vilimise ringi raadius on 7.

274. Kolme ringi libimoéodud 2r,, 2r,, ja 2r; on iihe
tiisnurkse kolmnurga kiilgedeks. Toestada, et kahe viik-
sema ringi pindalade summa vordub kolmanda ringi pinda-
laga.

Joonis 68. Joonis 69.
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275. Toestada, et kahe poolringi pindalade summa vor-
dub iihe kolmanda poolringi pindalaga, kui nende poolrin-
gide ldbimdotudeks on tiisnurkse kolmnurga kiiljed.

276. Niidata, et joonisel 68 viirutatud nn. Hippokrates’e*
»Kuusirpide“ pindalade summa on vdrdne Jjoonisel antud
tdisnurkse kolmnurga pindalaga.

277. Joonestada ring, mille pindala vordub kahe antud
ringi a) pindalade summaga, b) pindalade vahega.

278. Anmvutada joonisel 69 antud viirutatud kujundi pind-
ala, lugedes viirutamata poolringi libimddduks 4 iihikut.

279. Kahe ringi pindalade vahe on a cm? ja raadiuste
vahe on b cm. Leida mélema ringi pindala.

§ 41. Kaare pikkus ja sektori pindala.

Ringjoone kaare pikkus on méidratud, kui on teada kaare
raadius r ja kraadide arv . Kaare kraadide arvu asemel
voib olla antud sellele kaarele toetuva kesknurga suurus,
sest kaare ja sellele toetuva kesknurga kraadide arvud on
vordsed.

Arvutame a-kraadilise kaare pikkuse k, kui ringjoone
raadius on r (joonis 70). Et ringjoone pikkus ehk, teisiti,
360-kraadise kaare pikkus on 2xr, siis 1-kraadise kaare

pikkus on 2ar nr
g0 °hk g5
a-kraadise kaare pikkus
nr
B s
ehk \
S
o 180
* Ulesanne Hippokrates'elt — kreeka teadlane V sajandist e.m. a.

Tema oli esimesi, kes piiiidis maarata kdveraga piiratud pinnatiiki pind-
ala.
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Kui kaare pikkus on sama suur kui raadiuse  pikkus,
siis

nre
: k5180
Ja
o gD cp 3
T
jarelikult vastav kesknurk on umbes
57° 18

Kesknurka, mis toetub raadiusepikkusele kaarele nime-
tatakse radiaaniks. Seda nurka kasutatakse nur-
gamditmise ithikuna ja nimetatakse ka nurga a bsoluut-
seks iihikuks. Mootes tdisnurka radiaanides saab

180 907 b7
90.—;'———-@0——2"~1,57.

Selle t5ttu tarvitatakse tiisnurga tihisena ka tihist 7 .

Kesknurk « ja sellele vastav kaar k piiravad sektorit
ABO (joonis 70). Téhistame sektori pindala siimboliga 8 ,
ja leiame selle arvutamiseks valemi.

Kui sektori nurk kasvab ja saab vordseks 360°, siis sek-
tori pindala saab vordseks ringi pindalaga, s. t. 360-kraa-
dise sektori pindala onar2?; et sama ringi iihekraadised
sektorid on vordsed, siis

2
1-kraadise kaarega sektori pindala on ggo, a-kraadise
kaarega sektori pindala

2
Sy = o
i 360
ehk
S = nre L

« 180 ~ 2
Eespool leidsime, et kaare pikkus

B
" ko=
seega i 4 $
5 S kr
177 o Joonis 70.
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tédhendab, : :
sektori pindala vordub raadiuse ja kaare pikkuse poole korrutisega.
Viimasest sektori pindala valemist selgub, et sektor on
pindvordne kolmnurgaga, mille alus on vordne kaare pikku-
sega ja korgus on vordne raadiusega.

Ulesanded.

280. Kui pikk on 38°-ne kaar ringjoonel, mille raa-
dius 7 = 24 dm?

281. Ringjoone raadius r = 62 cm. Mitu kraadi on poole
meetri pikkuses kaares?

282. Kaks linna on iihel ja samal meridiaanil, kuid iiks
neist pohjalaiusel 510 ja teine Iunalaiusel 390,

Kui suur on nende linnade vaheline kaugus, kui Maakera
meridiaani raadius on 6370 km?

283. Mitu kraadi sisaldab Maakera ekvaatori. 1000 km
pikkune kaar, kui ekvaatori raadius on 6380 km ?

284. Kaks iihel ja samal meridiaanil asetsevat linna on
teineteisest 250 km kaugusel. Lounapoolsema linna pohja-
laius on 47015. Leida pohjapoolsema linna pohjalaius,

285. Arvutada 480-se sektori pindala, kui raadius
r=0,5 m.

286. Ringjoone pikkus on 96 dm. Kui suur on 350-se
sektori pindala?

287. Ringi raadius on 1 m ja sektori pindala on 1 me,
Mitu kraadi on sektori kaar?

288. Arvutada se g-
mendi s o. ringjoone
kaarega ja kodluga piiratud
pinnatiiki pindala, kui sa-
male kaarele toetuv kesk-
nurk on 1000 ja raadius on

20 em. (Koo6lu pikkuse modt-
Joonis 71. miseks valmistada joonis.)
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289. Poolringjoon Jagatakse kolmeks vordseks osaks;
(joonis 71); jaotuspunktid ithendatakse diameetri otspunk-
tiga. Leida keskmise pinnatiiki pindala, kui poolringi raa-
dius on 7.

290. Ringi 56°-se sektori pindala on 84 cm2. Arvutada
ringjoone pikkus.

291. Raadiuse-pikkuse kaarega sektori pindala on
0,72 m2, Kui pikk on raadius?

292. Ringjoone kaare otspunktidest tommatakse puutu-
jad loikumiseni punktis P. Leida pindala, mis on piiratud
ringjoone kaarega ja nende puutujate 16ikudega, kui ring-
joonq raadius on 7 cm ja kaar on 600 (voi 1200).

§ 42. Ringjoone sirgestamine ja ringi ruutimine.

Ringi pindala wvalemist

on n#dha, et ring on pindvordne niisuguse kolmnurgaga,
mille alus on s ja korgus on r. Kui oleks voOimalik sirkli
ja joonlaua abil ehitada niisugust sirgloiku, mille pikkus
tipselt vordub ringjoone pikkusega, siis saaks ehitada rin-
giga pindvordse kolmnurga ja viimase jirgi ka ruudu. Sirg-
16igu joonestamist, mille pikkus vordub ringjoone pikku-
sega, nimetatakse ring joone sirgestamiseks ehk
rektifikatsiooniks. Seda iilesannet piiiiti lahen-
dada enam kui 2000 aasta viltel, kuni saksa matemaatik
Lindemann 1882. a. toestas, et 7# on niisugune irratsionaalne
arv, mille pikkusega sirgloiku ei saagi ehitada sirkli ja joon-
laua abil. Sellest jareldub, et

ringjoone sirgestamine on sirkli ja joonlaua abil voimatu.
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Samuti on teostamatu ringi ruutimine ehk kvad-
ratuur, s.o. ringiga pindvordse ruudu ehitamine sirkli ja
joonlaua abil.

Ringjoone ligikaudseks sirgestamiseks on
palju votteid. Tutvume kahega neist.

1. Joonestame kaks ristuvat raadiust, iihendame nende
otspunktid ja leiame nii saadud kodlust & (joonis 72).
Kui ringjoone labimé6du kolmekordset AD pikendada ko6lu
AB {ihe viiendiku vorra, siis saame ringjoone ligikaudse
pikkuse CD.

by

Joonis 72.

Arvutus:
AB =y 2r* =r 1/ 2 ~r1,4142

AC _—_% AB e ’1_5‘“_"3 ~ 0,28284r

CD =~ 6r -}~ 0,28284r ~ 6,28284r
Se=gg ~ 6,28319r

Seega selliselt konstrueeritud pikkus erineb toelisest ring-
joone pikkusest vihem kui 0,0004r vorra.

2. Poolakas Adam Kochanski andis a. 1685 alljiirgneva
lihtsa, kuid viga tidpse poolringjoone sirgestamise votte.
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Lébi diameetri AB otspunkti B joonestame puutuja ja
~ keskpunkti O juurde ehitame nurga BOC = 300, Selle kesk-
‘murga teine haar l6igaku puutujat punktis C. Edasi leiame
puutujal CB punkti D nii, et

D S=o3%.

Punktide 4 ja D ithendamisel saame sirgldigu, mille pikkus
ligikaudu vordub poolringjoone pikkusega. (joonis 73).

Arvutades 16igu’ AD pikkuse,
néeme, et see erineb poolrin-
joone pikkusest ligikaudu 0,00006r
vorra. Seega eespool-kirjeldatud
vGte on viga tipne!

Ulesanded.

293. Prantsuse matemaatik
Viete (1540—1603) leidis = jaoks
ligikaudse vidrtuse 1,8 +1/1,8.
Arvutada sellest @ viiekohalise
murdosaga ja médrata ligikaudse
vadrtuse vea iilemméér.

Joonis 73.

294. Joonestada ringjoon, mille pikkus vordub kahe
antud ringjoone pikkuste summaga.

295. Joonestada ringjoon, mille pikkus on pool antud
ringjoone pikkusest.

296. Mitu korda on ruudu iimberringjoon pikem sama
ruudu siseringjoonest?

29%7. Ringi raadius on r cm.” Kui pikk on ringiga pind-
vordse ruudu kiilg?

8 Geomeetria IX ki. 113



298. tRBﬁp‘kii‘li.kiJ. ABCD kiilje CD punkt F on iihendatud
vastaskiilje AB otspunktidéga. Toestada, et kolmnurga
- ABF pindala on pool roéopkiiliku pindalast.

299. Trapetsi ABCD kiilje BC keskpunkt E on iihenda-
tud kiilje AD otspunktidega. Toestada, et A AED pindala on
pool trapetsi pindalast.

300. ToGestada, et kolm-
nurga kolm Kkiiljepoolita-

1000
7 | jat jaotavad kolmnurga
e | kuueks pindvordseks
i | osaks (vt. iilesanne 9).
230_'] 301. Vottes moOGtmed
Joonis 74. jooniselt 74, arvutada

koistee vaguni kiilje pin-
dala (mm?2).

302. Joomise 75 andmetel arvutada kujundite pindalad.

303. Tommata ldbi antud mpunkti sirge, mis poolitab
antud roopkiiliku pindala.

304. Arvutada tdisnurkse kolmnurga pindala, kui selle
kiilgede pikkused vﬁ.ljenduvadl teineteisele jargnevate paa-
risarvudena.

305. Tiisnurkse kolmnurga pindala on 720 m2 ja kaatetid
suhtuvad kui 9 : 40. Leida hiipotenuus.

306. Ehitada ruut, mis on pindvordne kahe ruudu pind-
alade summaga, kui nende kiiljed on 12 cm ja 15 cm.

307. Leida geomeetriliselt: 3 /2, ¥ V2.

308. Kolmnurga kiiljed suhtuvad kui 3:5:7. Kuidas
suhtuvad tema korgused?
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309. Antud ruutu pindalaga 289 cm? on joonestatud teine
‘ruut pindalaga 225 cm2, nii et teise ruudu tipud on antud
ruudu kiilgedel. Kui pikad 16igud tekivad antud ruudu Kkiil-
gedel?

310. Kolmnurga kahe kiilje summa on 20 m. Nende vahe-
lise nurga poolitaja jaotab vastaskiilje osadeks, mis suh-
tuvad kui 5 : 9. Leida kiiljed.

311. Kolmnurga kiiljed on 15 cm, 18 cm ja 20 cm. Leida
nurgapoolitajate pikkused.

V] 4
SOy T
N
14
bk i
N
v & §
v ARy
h

Joonis 75.

312. Kahe sarnase kolmnurga pindalade suhe on 1,96.
Suurema kolmnurga kiiljed on 75,6 cm, 91 cm Jja 119 cm.
Kui pikad on teise kolmnurga kiiljed ?

313. 'Ringjoonel on vdetud punkt P, mis asetseb [ldbi-
mé66du otspunktidest 4 ja B vastavalt 17 cm ja 24 cm kau-
gusel. Kui suur on kaugus AB, kui punkti P liikudes mooda
ringjoont kaugus BP saab vordseks 20 cm-ga?

314. Arvutada % V 4T i \/6 kuue kiimnendkohaga Ja
vorrelda avaldises esinevaid arve tulemusega Jjax védrtusega.

315. Kuidas suhtuvad veorihmaga iihendatud kahe poor-
leva ratta libimoddud, kui esimene ratas teeb minutis 1000,

teine 375 pooret?
115



e e ) 316. Jaotada ring kontsentrilise
/1P ringjoonega kaheks pindvordseks
. osaks.

317. Kahe antud ringjoone raa-
V4 diused on 7, ja 7,. Kui pikk on ring-

joon, mille raadius on r; + 7,?
&_ poady Lo - 818. Kahe Idikuva  ringjoone

Nl @_?’{_ raadiqsed <.)_n i I Negde .16ike-

4 punktid iihendatakse ringjoonte
keskpunktidega, millede vaheline
kaugus on d. Leida saadud nelinurga
pindala.

319. Raudplaadist 16igatakse kaks rida iimmargusi seibe
nii, et ldikeringjooned puutuvad iiksteist. Kui kaugel teine-
teisest on mdlema seibirea keskkohti libivad sirgjooned ?
Seibi raadiuseks votta 8,5 mm.

Joonis 76.

320. Ummargusest raudvardast tuleb freesida neljatahu-
line varras. Antud varda 1ibimdst on 2,6 cm. Kui suur on
uue varda ristloike kiilg?

321. Kellapendli pikkus on 60 cm. Pendel tduseb vonku-
misel algseisust (joonis 76) #Hirmisse seisu BP, olles niiiid
h = 15 cm korgemal kui punktis A. Arvutada kaugus BC.

322. Trapetsi iiks alus on pool teisest alusest. Toestada,
et diagonaalid 16ikuvad punktis, mis eraldab neist ithe kol-
mandiku.

323. Kaevukoogu pikem 56lg on 3,25 m ja lithem 6lg on

1,5 m. Kui palju vajub koogu lithema 6la ots, kui pikema ola
ots touseb 2,5 m?

324. Mansardkorra aken on kujult pool korraparast
. kaheksanurka. Leida akna. pindala, kui akna alumise raami

pikkus on 2 m. Kui palju liheb klaasi tarvis, kui raamipuu
laius on 4 em?
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