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Eessdna.

Kédesolev matemaatilise statistika konspekt on mdeldud
kasutamiseks niihdsti Oppevahendina Glidpilastele, kelle
Oppeprogrammis esineb matemaatiline statistika (kas iseseis-
va distsipliinina v0i mdne distsipliini osana), aga samuti
ka kasiraamatuna teaduslikele todtajatele ja aspirantidele,
kes oma téds kasutavad matemaatilise statistika meetodeid.

Oppevahend esitab elementaarsel kujul pdhilise osa (he-
mddtmelisest matemaatilisest statistikast, piirdudes seal-
juures nn. klassikaliste meetoditega punkt- ja vahemikhin-
nangute ning statistiliste hipoteeside kontrolli teoorias,
mis kaasajal koige mitmekesisemates teadusharudes laialdast
rakendamist leiavad.

Hitmemdotmeline statistiline analiiis (sealhulgas ka dis-
persioonanaliiisis) Jai k&esolevast konspektist valja, kuna
seda on kavas kasitleda Oppevahendi jéargnevas osas. Ruumi-
nappuse téttu jai kdsitlemata ka rida uuemaid meetodeid Uhe-
mddtmelises statistikas, nagu enamus mitteparameetrilisi
ning nn. lihtsustatud meetodeid, jarjendanaluis jt. Osali-
selt plulame seda puudujaaki tasa teha plaanis oleva "liatemaa-
tilise statistika tabelite™ valjaandmisega.

Selle tdttu, et konspekt on mdaratud laiale kasutajate
ringkonnale, ei eeldata lugejalt erilisi eelteadmisi:isegi
pdhimdisted juhusliku suuruse teooriast ning enam levinud
jaotuste kasitlus,- mis kill sisuliselt kuuluvad t8endosus-
teooria valdkonda, on kdesolevas konspektis (I ptk.) eraldi
esitatud. Raamatu kasutamist kadsiraamatuna peaks hdlbustama
nditetlesannete rohkus (neid on esitatud kdigi vaadeldavate
meetodite kohta), samuti kasutatavamate valemite esiletdst-
mine raamiga (V ptk.). Samuti on konspekti lisas antuu kdik



vajalikud, statistilised tabelid. Ka materjali jarjestus vas-
tab pigem kasiraamatu kai slstemaatilise Gpiku omale: aine-
osad on konspekti paigutatud lahendatavate ilesannete,mitte
kasutatavate meetodite loogilisest jarjestusest lahtudes.

St aga konspekti oleks voimalik ka Opikuna kasutada,on
oluline osa materjalist esitatud koos enam vdi véhem range
matemaatilise pdhjendusega. Kui osa tdestusi on (kas vajaliku
aparatuuri komplitseerituse vdi tehnilise t66 suure mahu
tottu) valja jaetud, on viidatud monograafilisele kirjandu-
sele, kust vajalikud tdestused vdib leida. Olemasolevatest
tdestustest keerukamad, samuti kdik mdéttekdigud, mis nduavad
kérgema matemaatika aparatuuri, on konspektis paigutatud
tédxnide vahele (algus *, 16pp - * -). Lugeja, kes meetodite-
ga sisuliselt tutvuda ei soovi, vBib need osad vahele jatta.

Konspektis esitatav materjal on jaotatud peatiikkideks
ja paragrahvideks, millest pikemad jagunevad omakorda ala-
punktideks. Valemite numeratsioon on toodud peatikkide kaupa,
samuti kui paragrahvidegi numeratsioon. Juhul kui viidatakse
valemile teises peatikis, lisatakse valemi numbrile ka pea-
tuki number. Nii td&hendab viide (3.17) valemit(17)» mis paik-
neb 111 peatiukis. Konspekti tekstis olevad tabelid on
nummerdatud araabia numbritega, lisas paiknevad tabelid aga
rooma numbritega. Lisasse paigutatud tabelid on tehnilistel
pdhjustel Usnagi ebaiuhtlase valimusega: nimelt ei Onnestunud
leida Uhtki teost, milles kdik vajalikud tabelid piisava tap-
suse ja tihedusega oleksid esitatud, ning seetdéttu on tabe-
lid vOetud reast eriilmelistest teostest (allikteoste loet-
elu on lisatud eraldi).

Tahan siin tadnu avaldada selle konspekti valmimisel
suurt abi osutanud kolleegidele: prof. U.Lepikule, T.Molsile,
S.Veldrele, L.-M_.Toodingule, L.Laanevédljale ning J.Tuldavale
mitmete kasulike ndpundidete eest, T.Veldrele suure tdd eest
kdsikirja labivaatamisel ning J.Torokoffiie kasikirja 18pliku
viimistlemise ning jooniste tegemise eest. Tehnilist abi
konspekti valmimisel osutasid veel L.Karu, H.Tera, M.Vanem
ja T.Prikko. Kdigile abilistele suur aitah!
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Sissejuhatus?*

Kaasaegset teadust iseloomustab matemaatiliste meeto-
dite kasutuselevott waige mitmekesisemates uurimissuunda-
des. Uks esimesi matemaatika meetodeid, mida "mittematemaa-
tilistes" teadustes (humanitaar- ja rakendusteadused) kasu-
tatakse, on matemaatiline statistika«

Toepoolest, koige Uldisemalt vOiks uurimistéd kaiku
loodusteadustes kirjeldada jargmiste etappidena:

1= materjali kogumine;

2= materjali korrastamine,silstematiseerimine;

3< materjali klassifitseerimine;

4= hiipoteeside piustitamine;

5= hipoteeside kontrollimine;

6= edasise tdd planeerimine.

Et teaduslik uurimistéd on lGldiselt jatkuv protsess,
jargneb etapile 6 reeglina etapp 1< (tdiendava materjali
kogumine) jne. Tuleb muidugi mérkida, et sageli vdivad eta-
pid omavahel pdimuda (nditeks 2= ja 3< v0i 3 ja 4<),vahe-
tuda (4= ja 5) voi moned neist hoopiski puududa.

On iseloomulik, et etappide 2=-6= teostamisel on ena-
masti tarvis rakendada matemaatilise statistika meetodeid,
kusjuures mitmete nimetatud uUlesannete lahendamiseks on val-

ja kujunenud nimetatud distsipliini spetsiaalsed harud. Olu-
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lisemad nendest on:

1= vaatlusandmete tootlemise teooria;

2= klassifitseerimise (kujundite eristamise) teooria;

3= mitmemddtmeline statistika;

4= hinnangute teooria;

5= hupoteeside kontrollimise teooria;

6= katse planeerimise teooria;

7<= statistiliste otsustuste teooria.

Teadusliku uurimistdd teisele etapile - materjali kor-
rastamisele - vastab vaatlusandmete todtlemise teooria (kit-
samas mottes). Vaatlusandmete tootlemise teooria on vanim
osa matemaatilisest statistikast (parineb XIX sajandi algu-
sest), mis kullalt pika aja jooksul (htis kogu matemaatilise
statistika kui teooriaga. Kaasajal sisaldab vaatlusandmete
tootlemise teooria “Uhelt poolt l&hteandmete korrastamise ja
esialgse informatsiooni saamise (suhteliselt elementaarseid)
meetodeid, teiselt poolt hinnangute teooriat, mis kuulub mate-
maatilise statistika uusi-ite saavutuste hulka.

Kolmandale etapile - klassifitseerimisele - vastab sama
nimetusega matemaatilise statistika haru. Klassifitseerimise
teooriaga on tihedasti seotud ka teoreetilise kiberneetika
tiks huvipakkuvamaid probleeme - kujundite eristamine; osutub,
et sisuliselt on moélemad probleemid taandatavad mingi p-di-
mensionaaise (p-klassifitseeritavate indiviidide voi kujun-
dite tunnuste arv) ruumi osadeks jaotamisele. Kuigi klassi-
fitseerimise probleem (eriti bioloogias) on killalt vana,on
seni saavutatud vaid erijuhtudele sobivaid tulemusi ning

intensiivne uurimistdd jatkub.
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Jargmisel teadusliku uurimistdd etapil - hilpoteeside
plistitamisel - on kasutatavad niihasti statistiliste hinnan-
gute teooria kui ka mitmemddtmelise statistika meetodid.Eriti
viimane vdimaldab avastada seoseid mitmesuguste tunnuste muutu-
mise vahel, teha oletusi muutlikkust pdhjustavate faktorite
ning muutumise iseloomu kohta.

Matemaatilise statistika mdlemad nimetatud harud on kées-
oleva sajandi algusaastaist peale intensiivselt arenenud ning
muutunud kdesolevaks ajaks kompaktseteks, slstemaatilisteks
ja matemaatiliselt taiesti rangeteks teooriateks.

Hipoteeside kontrollimise teooria - nagu nimetuski néai-
tab - on meetodiks, mis vdimaldab statistilise materjalil
pohjal kontrollida mitmesugustes teadusharudes tehtavaid
hupoteese; ka see matemaatilise statistika haru on viimase
paarikimne aasta jooksul kujunenud rangeks teaduslikult pdh-
jendatud teooriaks.

Esimesed sammud katse planeerimise teooria valdkonnas
ulatuvad k&esoleva sajandi algusesse. Kaasajal areneb see ma-
temaatilise statistika haru intensiivselt, kuid ihtne, kom-
paktne teooria esialgu veel puudub.

Statistiliste otsustuste teooria on katseks kasitleda
koiki Ulalloetletud statistika harusid Uhest vaatekohast.
Nimelt v5ib uurimistdd koiki etappe ké&eitleda teatud otsustus-
probleemidena, sest igal etapil tuleb vastu votta (ks voi teine
otsustus (paigutada uuritav indiviid Uhte voi teise klassi,

plistitada mingi hipotees, lugeda (ks voi teine hiipotees tdes-

i Statistilise materjali all mdistame katse-, vaatlus-
ja mddtmistulemuste hulka.
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tatuks voi kummutatuks, jatkata katseid (vaatlusi) mingil
konkreetsel viisil jne.). Koiki neid otsustusi tuleb teha
vastavalt konkreetsele statistilisele materjalile. Niisiis,
valides vaadeldava probleemi jaoks sobivalt nn. otsustuste
ruuni (koigi arvessetulevate otsustuste bulge.; ja omastades
otsustustele sobivalt kpofUnktspoonid (s.o. arvud, ais iga
otsustuse jaoks kokkuleppeliselt véljendavad kahju, mida teki-
tab selle otsustuse ebadige vastuv@tmine), saame kOiki sta-
tistika meetodeid formaalselt viia otsustuste teooria alla.
Tuleb aga méarkida, et statistiliste otsustuste teoorias, mis
on arenema hakanud alles viimaste aastakimnete jooksul,puudub
esialgu veel (htne teoreetiline esitus. Haid tulemusi on ot-
sustuste teooria abil seni saavutatud eeskatt hipoteeside
kontrollimisel.

Matemaatilise statistika pdhiliseks meetodiks on tden&o-
susteooria. sest mistahes vaatlustulemused ja katseandmed on
alati juhuslikud suurused (kui mitte muudel pdhjustel, siis
véhemasti vaatlusvigade tottu). Tavaliselt ei ole vdimalik
arvesse votta kOiki uuritavat ndhtust kirjeldavaid tegureid,
faktoreid, ning kirjeldamata j&&nud tegurite mdju ongi vaat-
lustulemuste juhuslikkuse p6hjuseks.

Ajalooliselt areneski matemaatiline statistika esialgu
tdendosusteooria osana, erinedes viimasest erineva problee-
miasetuse poolest. Kui t8endosusteoorias lahtutakse mitmesu-
gustest tuntud jaotusega juhuslikest suurustest ja leitakse
nende juhuslike suuruste vOi teiste, nende kaudu mé&&ratud
juhuslike suuruste arvulisi vo6i funktsionaalseid karakteris-
tikuid, siis matemaatilises statistikas on juhuslikud suuru-
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sed reeglina tundmatud (nende kohta teatakse vaid Uksik-
vaartusi) ning kdik jareldused tuleb-teha neile lksikvaartus-
tele baseerudes.

Peale td8endosusteooria rakendab matemaatiline statistika
ka mitmete teiste matemaatikaharude (geomeetria, matemaati-
line loogika, kaasaegne algebra, matemaatiline analiiis jne.)
saavutusi. Eriti vaarib markimist matemaatilise statistika
tihe seos arvutusmatemaatikaga. Selle pdhjuseks on ihelt
poolt vajadus ulatuslikeks arvutustéddeks matemaatilise sta-
tistika Ulesannete lahendamise kaigus, teiselt poolt aga ka
matemaatilise statistika rakendamise v6imalus mdéningate keeru-
kamate arvutuslike Ulesannete lahendamisel (nn. Monte-Carlo
ehk statistiliste katsetuste meetod). Sisuliselt tegeldakse
ka arvutusmatemaatikas juhuslike suurustega - kdik arvutus-
tulemused on paratamatute arvutus- (lmardjamis-) vigade tottu

juhuslikud suurused.



I. JUHUSLIK SUURUS.

8l. Juhusiiku suuruse méiste.

Statistika uurimisobjektiks on Juhuslik suurus .Juhus-
liku suuruse mdiste konkreetne matemaatiline mddratlus kuu-
lub tdendosusteooriasse (vt.nditeks [3] ). Elementaarse ma-
temaatilise statistika seisukohalt piisava kujutluse juhus-
likust suurusest saame, kasitledes teda muutuva suurusena,
mis s6ltuvalt juhusest, s.t. meile tundmatute ja kontrolli-
matute faktorite mdjul vBib omandada mitmesuguseid erinevaid
vaartusi. Uldiselt ei tarvitse "suuruse" vairtus olla arvu-
line, vaid see vdib vadljenduda kssvdi nditeks varvusena.Liht-
suse mottes kasitleme aga kdesolevas paragrahvis Uksnes arvu-
liste vaartustega juhuslikke suurusi.

Vdga suur osa suurustest, millega me looduse uurimisel
kokku puutume,on juhuslikud. Vaatleme, mis on selle pdhjuseks

1) Osa suurusi esineb looduses pdhimdtteliselt muutuma-
tuna vOi muutub &&rmiselt aeglaselt (nditeks valguse kiirus,
elektroni laengu suurus jne.), kuid kuna meie k&sutuses on
nende kohta vaid modtmistulemused, mis paratamatult sisalda-
vad ka MOotmisviKU. siis saame nende konstantsete suuruste
kohta informatsiooni vaid juhuslike suuruste kaudu. Juhus ei
méjuta siin mitte uuritavat objekti, vaid selle objekti tun-

netamist meie poolt, meieni jdudvat informatsiooni.
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2) Suurused, ale kuuluvad elusa looduse vo6i Uhiskondlike
nadhtuste efadri, on juba oma p6hiolemuselt muutuvad,sdltudes
vaga paljudest (nii tuntud kui ka tundmatutest) faktoritest.
Et paratamatult on osa faktoreid meile tundmata, nonde aoju
on raskesti kontrollitav vdi antud probleemi uurimisel mitte-
oluline, siis tuleb neid kirjeldada .juhusena, mis mdjutab
uuritavat objekti. Seetdttu on uurimisobjekt oma olemuselt
juhuslik. Samuti vdib ka siin lisanduda veel modtmievlgajS.o,
juhuslikkus, mis tuleneb objekti tunnetamisest.

Matemaatilise statistika meetodid, mida rakendatakse
mdlemat liiki vaatlustulemuste uurimisel, on suurelt csait
Uhised. Ometi tuleb tulemuste tdlgendamisel t&hele panna,
kumba liiki juhuslike suurustega on tegemist. Naiteks moot-
mistulemuste suur hajuvus (tugev erinevus Uksteisest) on kahel-
damatult ebasoovitav, ndidates vaikest méotoistdpsust. Samal
ajal aga nditeks sotsioloogiliste kiisitluste puhul vastuste
hajuvus - antud vastuste tugev erinevus Uksteisest - vdib
ndidata antud kisimusele otstarbekalt valitud vastusevarian-
tide hulka.

82. Diskreetsed ja pidevad
juhuslikud suuru i/e d .

Metoodiliselt on otstarbekas kasitleda eraldi kahte
tlupi juhuslikke suurusi - diskreetseid ning pidevaid. P6hi-
motteliselt leidub ka selliseid juhuslikke suurusi,mis kumma-
gi vaadeldava klassi alla ei mahu, kuid matemaatilise statis-
tika probleemide lahendamisel ei kohtu me sellistega pea-

aegu mitte kunagi.
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Diskreetsete juhuslike suuruste hulka kuuluvad kéige-
pealt sellised juhuslikud suurused, millel on ainult Idplik
hulk vaartusi (nditeks taringuviskel vdime saada 6 erinevat
tulemust). Vaga sageli on diskreetse juhusliku suuruse vaar-
tusteks naturaalarvud (positiivsed taisarvud), nditeks laste
arv perekonnas; paikesepaisteliste pdevade hulk aastas,ini-
meste arv maakeral. Viimasest naitest ndeme, et diskreetse
juhusliku suuruse vaartuste arv vdib olla ka véga suur. Kui
juhusliku suuruse vaartuseks voib olla (kskdik missugune na-
ture,alarv (positiivne tdisarv) vOi Uksk6ik missugune taisarv,
siis dtleme, et juhuslikul suurusel on I6pmata palju vaartusi.

Rangelt matemaatiliselt defineerides tuleks delda, et
diskreetsel Juhuslikul suurusel on l6plik vdi Ioenduv2 hulk
vaartusi. Need véartused vdivad olla ka naturaalarvudest eri-
nevad, kuid oluline on, et neid saab jarjekorras nummerdada

(vt_nditeks tabel 1).

Tabd 1.
Jrk. nr. 11 2 3 4 5 6 ege
Juhusliku suuruse vaartus 1 2 4 8 16 32 eeceo

Diskreetne juhuslik suurus muutub alati hiuppeliselt.
Nii suureneb laste arv perekonnas tingimata ihe (vdi koguni
enama) Uhiku vOrra, vaiksem muutus ei ole vdimalik.

Pidev juhuslik suurus vdib omandada kdiki reaalarvulisl
vaartusi mingis piirkonnas, kusjuures tema muutumine ei ole

huppeline, vaid vdib olla kuitahes vaike. N&iteks temperatuur

Loenduv”hulk on selline”ldpmatu hulk. mille igale indi-
viidile on péhimbétteliselt voimalik anda (erinev) jarjekorra-
number (vt.nditeks M D) L L.....
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voib muutuda 0,1<, 0,01< voi ka 0,001< vdrra - isekisimud on,
kas me soda saame registreerida. Ja ka selline suurus ei ole
piiriks - voib kujutleda veelgi vdiksemaid tempe.ratuurimuu-
tusi.

Mdtmiste ebatdpsuse tottu ei z=amme tegelikult Uhegi
suuruse puhul vahetult kontrollida, kas ta muutub pidevalt,
sest katse- v6i vaatlusandmed saadakse enamasti diskreetsel
kujul (kui valja arvata isekirjutaja graafikud). See aga ei
takista meid kasutamast paljude méotmistulemuste kirjeldamisel
pidevaid juhuslikke suurusi} veelgi enam, mdnikord lahenda-
takse pidevate juhuslike suurustega isegi ilmselt diskreet-

seid, kui see mdnes mdttes otstarbekaks osutub.

3«Juhusllku suuruse tdhtsus

ning vaartuste hulk.

Edaspidiseks lepime kokku, et tdhistame juhuslikke suu-
rusi euurte téhtedega tahestiku Idpust: X,Y,Z jne.

Kdige esimeseks huviobjektiks juhusliku suuruse uurimi-
sel on kahtlemata tema vdimalike vaartuste hulk. On juhuslik-
ke suurusi, mis vdivad omandada vaartusi mingist vahemikusT:
(inimkeha temperatuur), seda tahistame simboolselt
kus a Jja b on selle juhusliku suuruse minimaalne ja maksi-
maalne vaartus, voi a< X < b, kus a jJja b on vastavalt
suurim ja vahim vaartus, mida =@ juhuslik suurus enam ei saa
omandada.

On ka selliseid juhuslikke 3uurusi, mille vdimalike
vaartuste hulk on vdga suur (taevakehade temperatuurid), nii

et me sageli vBime lihtsuse mdttes delde - juhuslik suurus
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"OIb ozt&iidada kdiki reaalarvulisi vaartusi. Seda margime
eUMboiiga -<*0<X < c« , Saua siimboolikat kasutame ka siiR»
kui me ei tea tokete a ja b vaartusi.

Kahtlemata ei ole juhusliku suuruse kirjeldamisel ena-
masti kelk tema vaartused vérdvairsed: moned neist vdivad
esineda sagedamini, mdnod harvemini. Sellest seisukohast l&h-
tudes tuleb meil aga eraldi Kasitleda diskreetseid ning pi-

davaid .juhuslikke suurusi.

4. Diskreetse juhusliku

suuruse jaotus.
1. J&otug-cébel.

Diskreetse juhusliku suuruse puhul on pohiliseks karakte-
ristikuks tema jaotus, mis nditab selle juhusliku suuruse
miegi vaartuse esinemise tdendosust. Jaotuse vOib esitada
tabelina. Naitena esitame siin tabeli taringuviske tulemuste

jaotuse jaoks (vt. tabel 2).

Tabel 2.
Juhusliku suuruse
Vaartus Ly 2 3 4 5 6
Ssile esinemise
15eniosus 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6 1/6

Paneme tédhele, et tabelis 2 vOGrdub tbendosuste summa (hega:
1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 + 1/6 = 1. Edaspidi néeme, et
see on nii iga jaotuse korral.

tdendosus, et juhuslik suurus X omandab véaartuee Kk,
kirjutatakse simboolselt P(X - k). Seega oleks praegu dige

kirjutada
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p<x = 1) = i/6,
PCX = 2) = 1/6,

PCX = 6) = 1/6.
Tabelit on sageli otstarbekae Illustreerida graafikaga Qt*

Joon.1).

2. Jaotusvalea.

Mdnikord vBib jaotuse esitada ka vai«ina.. Praegu Kirjel-
datud juhusliku suuruse jaotus oleks valemina efitatev jarg-
miselt:

PCX = k) = 1/6, K» 1,2,...,6,
mis tahendab, et Juhuslik auuruss X oaandab v&aTtused 1,2,3»**»
5 ja 6 kdik tdendosusega 1/6, Enamasti aga oa valemina esita-
tavad jaotused aenevSrm keeruk&aad (vt.nditeke vaied? (1%
Nende esitamiseks on »eil tarwic kokku leppida veel méningatea
téhistustes.

Uldiselt tahistaae edaspidi diskreetse juhueliku suuruse
X kOik vaartused jarjeet siimbolicega

XN, N2» eecy XN Vi XN, *21 ...
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(sdltuvalt cellest, kas neid. on 18plik hulk - n tikki- voi
.16pmata palju). Erijuhul, kui meil on aga teada, et juhusliku
suuruse vaartusteks on jarjestikused naturaalarvud, mérgime
lihtsalt

K=1,2,...,n voi K=1,2,...

Determineeritud, s.t. juhusest sdltumatuid suurusi
tahistame edaspidi alati vadiketdhtedega, et neid erista-
da juhuslikest suurustest - niisiis X on juhuslik suurus,

X - juhusliku suuruse X mingi konkreetne vaartus.

Stmboliga p” téhistame tdendosuse selleks, et juhuslik
suurus X omandab véartuse x», 3.t.

MX=xh = P« (a=1,2,...,n).

See”a oleks jaotuse tabel ildkujul selline:

Tabel 3.
X X1 x2 cees xn
P »1 22 P9 Pn

Et juhuslik suurus 2 lindlasti omandab parajasti (he
vaartustest x°,...,xn, siis vOordub tdéendosuste liitmise
teoreemi pdhjal (vt. [3] ) jaotust mddravate tdendosuste
summa alati Uhega, s.t.

Pl + Po + eee + Pn =

mida edaspidi lihemalt mérgime

Kui aga juhuslikul suurusel on ldpmata palju vadi*tusi, siis
kirjutame
P(X = x.) = PjL, i=1,2,... ;
- 16 -



sel juhul kehtib seos Pa+= 1

Jargnevalt esitame Uhe konkreetse juhusliku suuruse jao-
tuse valemi. Selleks vaatleme nditena Uht tegelikkuses kil-
laltki sageli esinevat jaotust - binomiaaljaotust. Binomiaal-
jaotuee puhul on juhusliku suuruse X vaartuseks mingi sindmuse
esinemise arv n katse valtel, kui igal katsel esineb see siind-
mus tdendosusega p. llmselt on X vd@imalikeks vaartusteks
arvud 0,1,2,...,n-1I,n. Seos X = 0 tdhendab, et meid huvitav
slindmus ei esinenud katseseeria valtel Uhtegi korda, X = n
aga téhendab, et see siindnus esines igal katsel - kokku n

korda.

3. Binomiaal.jaotus.
Binomiaaljaotus on esitatav valemina (selle tuletamist

vt. naiteks [3] ):
P(X = k) = njn-1) ... tn-k+lj, pk(1_p)n-k

Tahistades (k faktoriaal ja vt.tabel
XVIIL lisas) w(-k)"l = *n (kombinatsioonide arv n elemen-
dist kkaupafvt.tabel XVIlI) ning kirjutades lihtsuse mdttes
1 - p = q saame samale valemile kuju

F(X =K = @

Ka valemina esitatud jaotust saab esitada graafikuna,
niipea kui on teada nn. parameetrite - antud juhul arvude p
ja n tapsed vaartused. Naiteks juhul n - 20, p = 0,7 néaeks
valemiga (1) esitatud jaotuse graafik valja nii, nagu on Kir-

jeldatud joonisel 2.

3 - 17 -



6 8 40 9 * *6 #
Joonis 2.

Naeme, et sindjnuste X = 0 ja X = n esinemise tdendosused
on suhteliselt vaikesed vdrreldes vahepealsete vaartuste esi-
nemise tdendosustega.

Tdsiasja, et juhuslik suurus X on binomiaaljaotusega,
margime sumboolselt X*B(n,p), kus n ja p asemele nidxJiiae
nende parameetrite konkreetsed vaartused. Naiteks joonisel 2

on esitatud juhuslik suurus jaotusega B(2U*, 0,7).

-18 -



85» Pideva juhusliku suuruse
jaotusfunktsioon.

Pideva juhusliku suuruse iseloomustamiseks ei ole meil
hasti vdimalik jaotust kasutada, sest pideva ._juhusliku suu-
ruse iga Uksiku véadrtuse esinemise tdendosus on null:

P(X=K =0 (iga kkorral).

Kiall aga vb6ime ré&édkida tdendosusest selleks, et juhus-

liku suuruse v8artus oleks véiksem mingist antud arvust x:
P(X N X).

Nditeks toendosus selleks, et Tartus 1.jaanuari 66l on tempe-
ratuur alla -20=C, on 1/10 (s.t. selline temperatuur esineb
keskmiselt kord 10 aasta jooksul). Tdendosust P(X -« x) nime-
tatakse juhusliku suuruse X jaotusfonktsiooniks ning tahis-
tatakse sumboliga-* FM(Xx), s.-t.

FxX(X) = F(x) = F(X < x). (@)

Teades jaotusfunktsiooni F(x) vaartu3i terve rea erine-
vate argumentide korral, saame uuritavat juhuslikku suurust
X kaunis hésti iseloomustada. Oletame néiteks, et 1.;jaanuari
temperatuuri X jaotusfunktsiooni vaartused oleksid esitatavad

jargmise tabelina: I
Tabel 4 «

X -35 -30 j-25 -20 -15 -10 -5 0 +5 10
?x(x) 0 0,0110,05 0,10 0,23 0,50 0,79 0,91 1,00 1,00

Graafikuna saaksime seda tabelit esitada nii, nagu ndeme
joonisel 3*
J Kui _pole karta_segadust,siis loobume jaotusfunktsiooni
téhistamisel juhuslikku suurust X mérkivast indeksist ja
kirjutame lihtsalt F(x),
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FW

Et aga juhuslik suurus on tegelikult pidev, peaks graa-

fikul. olema pidev kSver (s.t. selline, nie muutub pidevalt,

hiipeteta; pidevuse kohta vt. ). Asendades tabeli 4 tiheda-
maga (kus on nditeks z vaartusi vaadeldud iga kraadi vSi kogu-
ni kraadi kumnendiku tagant), saaksime graafiku, millel on

murdjoon hoopis vaiksemate hlpetega, s.o. hoopiski ldhedasem

pidevale kdverale (vt.Joon.4).

F M
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Kujutledes aga, et me kéigile x vaartustele vastavaid
funktsiooni vaartusi teaksime (tabel on I6pmata tihe), saak-
sime joonestada pideva kdvera« mis kirjeldab pideva Juhusliku
suuruse .jaotusfunktsiooni.

Sageli huvitab meid, kui suur on toendosus sellek3,et
juhusliku suuruse vaartused paikneksid mingi kahe arvu X,
ja x2 vahel, s.t.

PG < X < Xg).

Naiteks, kui suur on tbéendosus selleks, et uusaastadol
on temperatuur -10°= ja -20= vahel? Tabelist 4 saaksime leida
sellele kisimusele vastuse jargmise arutelu tulemusena:

Temperatuur peab olema vdiksem kui -10=. Sellise sind-
muse esinemise tbendosus on 0,5» Kuid temperatuur el tohi
olla alla -20°; niisugune temperatuur esinob aga tdendosusega
0,1. Jarelikult plsib temperatuur vahemikus -10= kiini -20°
téendosusega 0,5 - 0,1 = 0,4.

Sama mOttekdiku sumbolites esitades saaksime valemi

P(zx < X < x2) FP (22) - P (xx) 3)

juhusliku suuruse X vaartuste vahemikku (x".x-) sattumise
toendosuse leidmiseks. Muide, suuruse F P (x*) vdime

leida ka graafiliselt (vt.joonis 4).

Praktiliselt ei ole Idpmata tihedat tateiit loomulikult
voimalik koostada ega ka kasutada. Kull on aga mdningal juhul
voimalik F(x) vaartus arvutada suvalise x jaoks (vt.nditeks
uhtlane jaotus paragrahv 14 kaesolevas peatlkis) .Sageli joo-
nestatakse F(x) kirjeldamiseks pidev kover n*-0,, silma jJargi,
kasutades suuremat vOi vdiksemat hulka jaotuse teadaolevaid
vaartusi.
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86, Diakr«ttel jJuhuslikc« Suu -
ruse jaotusfunktsioon.

Diskreetse juhusliku suuruse jaoke voib defineerida
jaotusfunktsiooni, kasutades sama seost (2) mis pideva juhus-
liicu suuruse jaotusfunktsiooni puhulgi:

FGH) = F(2 < x).
Diskreetse jubusilnz suuruse jaotusfunktsioon on aga alati

txeppfunktsioon (vt.joon. 5)-
F(k)

FM

V_ 5
Joonis 5,

- 22 -



Siin vastab esimene jaotusfunktsiooni graafik tabeliga 2 esi-
tatud juhuslikule suuruselef teine ja kolmas aga tabelitega
9 ja 10 (vt.& 10) antud juhuslikele suurustele.
Jaotusfunktsiooni vOime valja kirjutada ka diskreetse
juhusliku suuruse kdrrel mistahes arguatendi x jaoks: naiteks
tabelile 2 vastava juhuaiiku atmruee korral Fx(l1tl) =
= Fx (1,95) = ?x(2) = 1/6, aga Fy(2,00i) = Fx(2,5) - Px(3> =
= 1/3 jne.
Valemiga (3) analoogiline valem on aga diakreetss juhus-

liku suuruse puhul pisut erinev:

Tdepoolest, kuna diskreetse jaotuse korral iga ii&aikvaaxtuae
esinemise toenaosus erineb nullist, tuleb arvestsda ka vahe-
miku otspunktide tdendosusi, Kokkuleppelisel'G loetakse siis
vahemiku vasakpoolne otspunkt vahemikku kuuluyaxs. pax“em™oolne
agmnittekuuluvaks. s.t. vaadeldakse nn. pocllciku (jc;fXp).”
Naide 1.
Olgu antud diskreetne juhuslik suurus jargmise jaotus-

tabeliga (vt._joonis 6).

x 11 5 3 4 1 5

P 10,1 0,2 0,3 0,2 jo,I 10,1

AEristame jargmisi punktlhulki sirgel:
vahemik (a,b), mis sisaldab kdiki puakte a ria p raeit
otspunkte’ Eaasa arvamata: (a < x < b);

loik , mis sisaldab koiki punkte Oja b vahei,kaa-
sa arvatu otspunktld (a < x * b);

pool loidud (a,b) ja (a,bj , >®> sisaldavad koiki punktfc
a jab vahel, kusjuures esimesel juhul on kaasa arvatud
vasakpoolne otspunkt a (a < x <'b), teise], juhul parem-
poolne otspunkt b (a < x 4Db).



1 N2 r y ** 5 6
Joonis 6.

Et Z-1 on ainult tnisarvulisi vaartusi» siis muutub jaotus-
funktsioon P(x) ainult nendes punktides, mujal on aga kons-
tantne. Esitaaegi jaotusfunktsiooni niisuguse tabelina, kus
tilemises reas on margitud piirkonnad, milles jaotusfunktsioo-
ni vaartused on konstantsed (nendeks on poolloigud, mille
parempoolne otspunkt oi» kaasa arvatud, vasakpoolne aga mitte).

Tabeli alumises reas paike :vad aga vastavad jaotusfunktsiooni

vaartused.
Tabel 6.
X (eo, 1] (1,21 (2,31 @<l (@451 (5.6] (6, 00)
V(x) 0 0,1 0,3 0,6 0,8 0,9 1,0

Jaotusfunktsiooni vaartused saame jaotuse vaartuste e.
tdendosuste (vt. tabel 5) summeerimisel. Siit tabelist saame
koigi x vaartuste jaoks leida jaotusfunktsiooni vaartused.
Naiteks olgu tarvis leida jaotusfunktsiooni vaartue kohal

0,3» s.o.
*(0,3).
- 24 -



Kuna arv 0,3 kuulub poolldiku (-o» ,I] ,siis saame tabelist
6 tulemuseks F(0,3) =0. Samal viisil voime leida
F(2,D)
F(2,0)

Niihasti tabeli 5 kui ka tabeli 6 abil saame arvutada

0,3;

0,1 jne.

juhusliku suuruse X mistahes poolldiku sattumise tdendosuse.
Leiame naiteks
P(2,5 4 X < 5,5).

Tabelit 5 kasutades saame

P(2,5 4 X < 5»5)=P(X=3)+P(X=4)+P(X=5)=0,3+0,2+0,1=0,6.

Tabelit 6 kasutades leiame sama tdendosuse

P(2,5 4 X < 5,5) =F(5,5)-F(2,5) = 0,9 - 0,3 = 0,6.

Tabelit 6 on hdlpsam kasutada eriti sel juhul, kui
uuritav vahemik on pikk ning sisaldab palju tabeli 5 jaotisi.

Vorreldes diskreetse juhusliku suuruse jaotuse graafi-
kut (Joonis 6) ning valemit (4) ndeme, et valemiga (4) arvu-
tatav tdendosus vdrdub graafikul punktide x* ja x* vahelisse
ossa jaadvate tulpade pikkuste summaga.

Siinjuures paneme téhele, et erineva pikkusega vahemik-
kudesse juhusliku suuruse vaartuste sattumise tdendosus ei
sO0ltu sugugi mitte Uksnes vahemiku pikkusest, vaid ka jaotu-
sest - sellest, kui suured on vahemiku Uksikutele punktidele

x" vastavad tBendosused p”, ehk sellest, kui kiiresti kasvab

.jaotusfunirtsioon selles pH<aOTER



7. Tdenadosuse tihedus.

Seda asjaolu, et diskreetse juhusliku suuruse jaotus
méddrab jaotusfunktsiooni kasvukiiruse (ning vastupidi), saa-
me kasutada selleks, et defineerida K- pidevale juhuslikule
suurusele jaotusega sarnane karakteristik — toendcsuse tihe-
dus.

Funktsiooni F(x) muutumiskiirust iseloomustab tema tule-
tis P(x). Pidevateks loeme oma kursuses ainult selliseid
juhuslikke suurusi X. mille jaotusfunktsioon F(x) on pidev
ning millel eksisteerib ka tuletis

x) = f(x) = F(x). ®)
Funktsiooni fA(x) nimetatakse juhusliku suuruse X tdendosuse
tiheduseks.”™ Seosest (S) ilmneb lUhtlasi, et jaotusfunktsioon
F(x) on tbendosuse tiheduse integraaliks:

F (@) =_&]) f(x)dx,
see aga téhendab Uhtlasi, et vahe F(x2) - F(x*), mis esines
valemites (3) ja (4), on arvutatav Integreerimise teel:

F(x2) - F(x1) = J SF(x)dx.
Seega saame nii valemi (3) kui ka Valemi (4) esitada kujul:

P(xXA< X < x2) = PCXjJ*# 4 X < x2) = f (x)dx. (6)

Et md&ratud integraali vaartus vdrdub integrondis oleva
funktsiooni graafiku aluse pinnaosa pindalaga, saame siit ka
geomeetrilise tdlgenduse tdendosuse tihedusele. Tdendosus
selleks, et juhuslik suurus X omandab mingi vaartuse vahemi-
kust (x*, x2),vordub tbendosuse tiheduse graafiku aluse pin-
naosa pindalaga, mida piiravad x-telg ning sellega ristuvad
sirged labi punktide x* ja *2 (vt.joonis 7).

AN Vt. allviide 3. oc.



Intuitiivselt vdiksime tbendosuse tihedust kujutleda
.laotuse piirvaartusena .juhusliku suuruse erinevate vaartuste
arvu ldpmatul suurenemisel _ja gstaabi muutmisel.

On selge, et juhusliku suuruse erinevate vadrtuste
xI»***»xn arvu n suurenemisel vdheneb iga lUksikvédartuse
(vélja arvatud vdib-olla ainult I6plik hulk véartusi) esine-

mise tdendosus, sest nende summa jaab konstantseks:

Kx# = 1.

Kui n saab ldpmata suureks, siis laheneb (peaaegu) iga

liksikvaartuse tdendosus nullile. Sellise] juhul on aga sobi-

- o . P(x3

varn téendosuste asemel kasutada suhtelisi tdendosusi mm-—
i

kus x~ - - xN on juhusliku suuruse kahe naabervéartuse

vaheline kaugus. Vaga paljudel juhtudel l&dheneb selline suhe

n kasvades loplikule nullist erineVaie piirvaartusele

P(x, L
li l—) = lim -;——n—ﬁ-) =?27(1,).
n-+@4X; 4x"0 i+l i 1
(Vt.nditeks jooniseid 11-13, kus x" = Saadud piir-

vaartust (mis osutub jaotusfunktsiooni F(x) tuletiseks
punktis x”), nimetamegi juhusliku suuruse tdendosuse tihedu-
seks (ka tihedusfunktsiooniks) punktis " ning té&histame
stimboliga f(x*).

Faneme t&hele analoogiat joonisel 6 kujutatud juhusliku
suurusega, kus vahemikku sattunud tbendosus madrati jaotuste
summana; sobiva mastaabi korral voiks ka selle tdendosuse

pindalana esitada.
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Vaatleme Jargnevalt tdendosuse tiheduse omadusi.
1= Tdendosuse tihedus on alati mlttenegatlivne (s.t.
positiivne voi vdrdub nulliga) - tema graafik paikneb alati
tulalpool x-telge:
fx(x) > 0.
2= TBendosuse tiheduse graafiku alune pindala vordub
alati (he (hikuga: n

j x(x)dx = 1.

- ©6

88. Juhusliku suuruse k van-
ti 1 1id

Pideva Juhusliku suuruse iseloomustamiseks kasutatakse
tihti tema kvantiile.

Olgu p reaalarv, 0 < p -C1. Juhusliku suuruse X p-
kvantiiliks nimetatakse niisugust selle Juhusliku suuruse
vaartust Xp, millest viiksemaid vaartusi omandab Juhuslik

suurus X tdendosusega p:

P(X 4 Xp) = p- ®
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Siis on  juhuslik suurus X vaartusest x" suurem tdendosusega
1-p:
P(X > = 1-p,
sest vaartuse x~ omandab juhuslik suurus X pidevuse téttu
tdendosusega 0:
P(X = Xp) = 0.

Tahtsaimaks juhusliku suuruse kvantiiliks on mediaan,
s.0. V2-kvantiil. Mediaaniks on seega punkt x"", mis rahul-
dab tingimusi

PCX < w *P(l > W *2 .
Niisiis, mediaaniks on selline punkt, millest juhusliku
suuruse vaartused vOrdse tbendosusega langevad vasakule ja
paremale.

Pideva juhusliku suuruse X alumiseks ja ulemiseks kvar-
tiiliks nimetatakse vastavalt punkte qa ja g*, mille puhul
kehtivad vorratused

P(X < ga)
P(X > Q) =%
Ulemiseks ja alumiseks sekstiiliks nimetatakse punkte

1
tH

s™ ja s®, mille puhul kehtivad vdrratused

P(1 * 8a) =¢£
_P(C1I > 8)=¢£
\
89. Juhusliku suuruse kesk-

vaartus.

Kvantiilid on juhusliku suuruse arvulisteks karakteristi-

kuteks. Sageli kasutatakse juhusliku suuruse iseloomustami-
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ecke tea* Jaotuse"7 asemel p¥Taod¥ekarakteristikuid« Uks
selliseid on mediaan. Kage sagedaniai iseloomustatakse
juhusliku suuruse paiknemist tema keskvaartuse EZ (vahel ka

MZ) ehk m abil.

1. Diskreetse Juhusliku suuruse keskvaartus.
Diskreetse Juhusliku suuruse Jaotuse keskvaartus arvu-
tatakse Jargmise valemi abil:

EZ = x1pl + Xgp2 + ... + xnpn = XiPi (10)

Kui Juhuslikul suurusel Z on ldpmata palju vaartusi, siis
tuleb leida I8pmata paljude liidetavate (nn.arvrea) summa

EZ = x"p™ + XgP- + ... = / XiPi . (11)

* Kuigi pideva Juhusliku suuruse iseloomustamisel prakti-
kas tavaliselt kasutatakse tdendosuse tihedust gJa Jaotus-
funktsiooni),on pohimdétteliselt ka pideva Juhusliku suuruse
Jaoks taotus defineeritud.Ainult et siin vaadeldakse mitte
tuksikvaartuste esinemise tdendosusi (nagu diskreetse Juhus-
liku suuruse puhul),vaid teatavatesse hulkadesse (nditeks
vahemikku) kuuluvate vAartuste esinemise tBendosusi. Seda
markust on tarvis silmas pidada siis,kui radgitakse uldiselt
Juhuslike suuruste esitamisest Jaotuste kaudu Jne.-sel korral
vOidakse mdelda niihasti diskreetseid kui ka pidevaid Juhus-
likke suurusi.

Sellise lopmairu arvrea summa Jaoks on mitu voimalust
(vt.néit. .

_ Ldpmatu rea summa arvutamisel leitakse k&igepealt 106p-
liku hulga liidetavate summad ehk nn. osasummad

S1 = xlIpl»
N2 = 21M + Z2P2*

) . Sk = XIND + X2 + eee + *kpk*
IImselt kehtib siin seos:

sk 3
Kui osasummada Jada

N N P
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Kui axvrida (11) koondub absoluutselt, siis on juhuslikul

suurusel X keskvéartus olemas. Vastasel korral soe puudub.
Praktilises statistikas kohtume enamasti suurustega,

millel keskvaartus on olemas. Kuid see pole nii paris alati.

Leidub juhuslikke suurusi, millel keskvaartus puudub.
Arvutades (laltoodud valemi jargi keskvdartuse naeme,

et ta ei tarvitse olla tdisarv isegi siis, kui juhuslik

suurus 1ise omandab ainult tdisarvulisi vaartusi (vt.ndide 2).
Samuti vd@ime saada keskmiseks laste arvuks perekonnas

1195 jne., keskmiseks pOrsaste arvuks emise kohta 12,43 jne.

2. Pideva juhusliku suuruse keskvaartus.
Pideva juhusliku suuruse keskvadrtus arvutatakse tema

téendosuse tiheduse kaudu. Selleks kasutame valemit

(12)
(muide, ka see integraal ei tarvitse alati eksisteerida;

siin on poéhimdtteliselt samad v@imalused kui arvrea summa
S (gérg) ) ) .
ldéheneb mingile kindlale piirvaartusele S

(s.t. vahe saab kuitahes véikeseks, kui valida indeks Kk
killalt suur),siis uUtleme,et arvrea summaks on S.

Kui osasummade jada l&heneb piirvaartusele S ka siis,
kui liidetavate jarjekord on Ukskdik millisel viisil muu-
detud, siis (tleme,et rida koondub absoluutselt.

Osasummad vdivad ka ﬁarjest suureneda v0i vaheneda,ilma
et toimuks lahenemist Uhelegi Idplikule arvule.Siis kirju-
tatakse 00

ning oeldakse, et arvreal puudub I8plik summa.

On aga ka vdimalus,et mingit I6plikku ega I0pmatut arvu
s,millele osasummad l&heneksid,ei ole.Sel juhul &eldakse,et
rida hajub.
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pubul. Kui integraal ei eksisteeri, siia puudub juhuslikul

suurusel keskvaartus).
Pideva juhusliku suuruse keskvaartuse mdiste illustree-

rimiseks kujutleme Uhtlase paksusega metallplaati, mis on
piiratud tdéendosuse tiheduse kdveraga ja x-teljega (vt. joo-

nis 8). Kirjeldatud juhusliku suuruse keskvéartuseks on selle

plaadi raskuskeset 0 l&dbiva x-telje ristsirge ja x-telje
I6ikepunkt. Paigutades p3i*di punkte 0 ja EX l&bivale var-
vale, jadks plaat sellele varvale toetudes tasakaaluasendis-
se, Sama kujutlust vOiksime rakendada ka diskreetse juhus-
liku suuruse korral, vaadeldes tema jaotuse tulpgraafikut
(vt.nditeks jooniseid 1,2 ja 6).

Siit jareldub UGhtlasi, et juhusliku suuruse keskvaartus
on alati suurem selle juhusliku suuruse minimaalsest vdima-
likust vaartusest ning vaiksem tema maksimaalsest vdimalikust
vaartusest, seega alati, kui

ai | @oh),

siis a < EX < h.
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3. Keskvéartuse omadusi.

Keskvaartusel on ka moned edaspidiseks olulised omadu-
sed, mida siin mérgime:

1= Juhuslike suuruste summa keskvaartus vordub nende
juhuslike suuruste keskvdartuste summaga

E(X+Y) = EX + EY.

2= Juhusliku 3uuruse ja konstandi korrutise keskvaartus
vordub konstandi ja selle juhusliku suuruse keskvaartuse
korrutisega

EcX = cEX.
3= Konstandi keskvé&artus vordub sellesama konstandiga
Ec = C.

4= Kui juhuslik suurus X on suurem kui juhuslik suurus

Y, siis on ka X keskvaartus suurem kui Y keskvaartus
X >Y —-» EX > EY.

Margime, et juhuslikku suurust X nimetatakse juhusli-
kust suurusest Y suuremaks siis, kui P(X >Y) =1, 3.t. et
kindlasti (voi peaaegu kindlasti, vt. [3] ) esineb siindmus
X > V.

4. Naiteid.

Naide 2.

Olgu juhusliku suuruse X vaartuseks taringuviskel saa-
dav silmade arv. Selle juhusliku suuruse jaotust kirjeldab
tabel 2. Keskvaartuseks saame

EX = 1/6 (1+2+3+4-+5+6) = 3¥2.
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Naide 3.

Arvutame ndites 1 toodud juhusliku suuruse keskvaartuse,
kasutades selleks valemit (10)

EX =0,1*1+0,2*2+0,3*3+0,2*4+0,1*5+0,1*6 = 3,3.

Naide 4.

Leiame binomiaaljaotusega B(n,p) jJuhusliku suuruse kesk-

vaartuse. Selleks kasutame valemit (10)
n

EX = )  k.P(X=k).
[

Valemist (1) saame tOendosuse P(X=k) avaldise
n

EX = KcEpkgn k.

Kasutame siin asjaolu, et esimene liige summas vordub nulli-

ga (k=0)j ning avaldame C* faktoriaalide kaudu

EX \ k.n! n-k \ n! _kn-k
-/ kI(n-k)I H -/ (Ic-1)1(n-k) 1 P 4
Tahistame k-1=h, n-1=m. Siis k=h+l, n-k=n-l-h=m-h, n!=n.m!,
ning kui k=I, sib h=0, kui k=n, siis h=m. Seda kasutades
saame EX-i avaldise Umber kirjutada

d m

ar \ n.m! _h m-h \ mi nn
/ STTATT s« p*p-* = p-n ) EWETT *p 4

Kasutades nudd binoomvalemit (vt. [3 )

V =1,



saame: EX = p.n.l = pn.
. Naide 5.
Olgu juhuslikul suurusel X ldpmata palju vaartusi, kus-

juures jaotus olgu esitatud tabeliga 7

Tabel 7.
X1 1 2 4 8 eee 2i-1 oo
PO 3/4 3/16 3/64 3/256 3/ oo

Valemiga vdiksime sama jaotuse esitada jargmiselt:

PCX = 21"1) = -4 , i =1,2,...
41

Keskvaartuse arvutame valemi CW) jargi

EX = 1.M2.M+4 . N+ (L #2872 N+ = 3CM+5+».
4 1-n

Kasutasime siin asjaolu, et sulgudes olev rida on ldpmatu
geomeetriline progressioon, mille esimene liige a® =

tegur q = i , l0pmatu geomeetrilise progressiooni summa

valemiks Ckui g < 1) on S = al

*

Naide 6.

Olgu tabeliga 1 esitatud juhuslikul suurusel jargmine
jaotus @t. tabel 8):

Tabel 8.
Xi 1 2 4 8 2i-1
PCA) 172 1/4 1/8  1/16  «-- 2"1 .-

Selliseks juhuslikuks suuruseks on naiteks voidusumma

Jargmise kokkuleppega mindiviskemdngus:
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kui vapipool tuleb esmakordselt peale 1.viskel, saao
viskaja 1 kop,,
kui vapipool tuleb esmakordselt peale 2. viskel, saab

viskaja 2 kop,,

kui vapipool tuleb esmakordselt peale i-ndao. Vj-skel,
saab viskaja 2i“"™ kop.

Jaotus B on valemina esitatav jargmiselt:

PCX = 21°1) = g(x t i=1, 2...... (13)
Arvutame selle juhusliku suuruse X keskvaartuse
EX = 1. + 2 + 4 »E+«.,+ 2"N, +... =
1 1.1
d

Jarelikult valemiga @3) esitatud juhuslikul suurusel
&ei eksisteeri keskvaartust.

Naide 7.

‘e

Vaatleme pidevat juhuslikku suurust, mille t6ea&03use

tihedus on antud valemiga

0, X < a,
f(x> D-a a4 x *b, (14)
fo, x>b,

B a jab (a< b) on suvalised reaalarvud. Niisugust jao-

tust nimetatakse Uhtlaseks jaotuseks (vt, 814), Arvutame
keskvaartuse:
ex N a*_/\ N
0+ 8

Jarelikult on Uhtlase jaotuse keskvadartuseks tema pte-
punktlde aritmeetlliaa raATHR



810. Juhusliku suuruse haju-
vuse karakteristikud.

Uksnes keskvaartuse teadmine annab meile .juhusliku suu-
ruse uurimiseks siiski Usna vadhe andmeid., Vdrdleme nditeks
kahte klassi, kus matemaatika hinnete jaotused on antud
jJargmiste tabelitega:

Tabel 9*
1 1 2 3 4 5
0 0 174 172 1/4

T

z 1 } 2 3 4 . 4
0 J1/4 0 1/4j1/2

Lihtne arvutus néitab, et hinnete keskmine on mdlemas klaa-
eis 4, kuid klaasid on pohjaliku.it erinevad. Esimesel jahul
voime kdnelda suhteliselt Uhtlasest tasemest (statistiliselt
titleksime - hinnete hajuvus on vaike), teisel juhul véaga eba-
tihtlasest tasemest (hinnete hajuvug on suur); nende juhuulike
suuruste jaotusfunktsioonid oa kujutatud joonisel 5) 2 ja
3. graafikul.

Vaga paljude probleemide puhul on otsustava té&htsusega
juhusliku suuruse hajuvus; seetdttu on ka statistikas tarvis

kasutada sobivaid kai"akteristikuid selle naitamiseks.
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1. Dispersioon.

Tuntuiaaks hajuvuse karakteristikuks on dispersioon*
mis defineeritakse kui juhusliku suuruse X héalbe

I - EIl
ruudu keskvéartus
W = E(X - EX)2. (15)

Seda suurust nimetatakse ka juhusliku suuruse X ruutkeakmi”
eeks hiihwira. Seega on diskreetse juhusliku suuruse dis-
persiooni arvutamiseks tarvis kdigepealt arvutada keskvaar-
tus EX, siis leida kdik halbed — EX, need ruutu tosta ja

I6puks leida summa

DX = <t EX)2 . (16)

*
Lopmata paljude vaartustega diskreetse juhusliku suuruse X

dispersioon avaldub Idpmatu rea summana.

DX =/ _ pi™Xi - E*)2»

11

ais vO6ib méningate juhuslike suuruste puhul saada I8pmata
suureks. Sel juhul Otleme, et juhuslikul suurusel X puudub
dispersioon. Pideva juhusliku suuruse dispersioon arvuta-
takse integreerimise teeléO

DX = / f(x)(x - EX)2dx, an
kusjuures on voéimalik, ésoselline integraal osutub l6pmatuks,
siis pideval juhuslikul suurusel X ei eksisteeri dispersioo-
ni. Tuleb aga siiski mirkida, et enamusel statistikas kasuta-
tavatest juhuslikeat suurustest dispersioon eksisteerib

Tegelikuks arvutamiseks on aga hoopiski sobivam kasu-
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tada valemiga (16) samavaarset (vt. naid* 13) valenmit
n

DX = A PIxf - (EZ)2. (18)

L6pmata paljude vaartustega diskreetse juhusliku suuru-

se dispersioon arvutatakse valemist
60

PjX2 - (EZ)2. (19)

2. Dispersiooni omadusi.

Dispersioonil on mSningaid olulisi omadusi, mida on
siin otstarbekas esitada:
1= Juhusliku suuruse dispersioon on alati positiivne

suurus
DI > 0.

2= Konstandi dispersioon on 0
Dc = 0.
3= Dispersioon ei muutu, kui juhusliku suuruse kolgile
vaartustele liidame (v5i neist lahutame) sama konstandi
D(z+a) = D(Z - b) = DZ.
4= Konstandi ja juhusliku suuruse korrutise dispersioon
vordub selle konstandi ruudu ning vaadeldava juhusliku suu-
ruse dispersiooni korrutisega

D(cZ) = c2 DZ.

3. Standardhalve.
Sageli kasutatakse juhusliku suuruse hajuvuse kirjel-
damiseks ka ruutjuurt selle juhusliku suuruse dispersioo-

nist - standardhédlvet. Standardhdlvet tdhistatakse sageli
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stimboliga U (kreeka téht sigma), seega
L= Vdx, <0}
ning
DX = 2

Standardh&lve, saniuti kui dispereioongi, on alati positiivne.

4. Keskmine héalve.

Kolmandaks suhteliselt sageli kasutatavaks hajuvuse
naitajake on keskmine halve ehk absoluutne halve, mis arvu-
tatakse kui juhusliku suuruse hdlbe absoluutvaartuse kesk-
vaartus

K=c¢e |x - EXI . (21)
Keskmise halbe leidmiseks saab diskreetsete juhuslike suurus-

te puhul kasutada valemeid

n
K= Pilxi “¢
v5i 00
K= ) pJXi - EX] 5 (23)
1=.
pideva juhusliku suuruse korral aga
00

K= j ™xX(X)|x - EX I dx.

Alati, kui juhuslikul suurusel eksisteerib keskvéartus (aga
see on eelduseks, et saaks uldse raadkida halvetest!), on tal
olemas ka keskmine hdalve, kuigi voib juhtuda, et dispersiooni
ja seega ka standardhalvet ei ole.

celiegipdrast kasutatakse keskmist hdlvet standardhal-
bega vorreldes suhteliselt harva. Selle pbhjuseks on, et tal

puuduvad mitmed dispersiooni olulised omadused,millega hiljem
tutvume.
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Graafikul on lihtne vahet teha ydikese ja suure hajuvu-

sega juhuslike suuruste vehel (vt.joonised 9 ja 3-C).

< 23 45 -6
Joonis 9*

Vaikese ja suure hajuvusega diskreetsed juhuslikud suurused.

Mitmesuguse standardhdlbega (hajuvusega) pidevad juhuslikud
suurused.

5. Salteid.

Naide 8.

Leiame taringuviske tulemuse dispersiooni (vt.tabel 2).
Selleks rakendame valemit (18) ja ndites 2 leitud keskvaar-
tust EX = 3/2.
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DX = £ (1+4+9+16+25+36) - (32 = A5 ““W, ~ &H2»9*
Valemitest (20) ja (22) saame rastandardhédlbe ja keskmise

halbe: B
B =V 2,9 - 1»7.

k = 8 +/\+|): .
Naide 9.
tabelitega 9 ja 10 esitatud juhuslikele suurustele

(vt_joon. 9) saame hajuvuse karakteristikud leida jérgne-

valt:
) bDYy=]. 1+5 _1=j ,
G = m S»7*
K= \
2) DZ =5 4 + 1 =1~ ,
(Ff« 1,22 ,

k=J,2 +J,1s1l.
Vorreldes juhuslikke suurusi Y ja Z naeme, et viimasel
on k6ik hajuvuse n&itajad suuremad.
Naide 10.
Arvutame tabelis 7 esitatud juhusliku suuruse hajuvuse
karakteristikud, kasutades selleks naites 5 leitud keskvaar-

tust EX = 17, Rakendame valemit (19)

DX . (- A 25 RN AL+ (2«)2+...414)2

=M1 +1+1+...) - (IMN2 =00,

Jarelikult puudub uuritaval juhuslikul suurusel dis-
persioon ning samuti standardhdlve. Absoluutse h&lbe vdime
leida valemist (23)
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K= £]i - famTE]2 - A+ 574 - 21+ =3%2 + 35 +. +

+...)-\ CE+ N eeee) s i + MK “© iz - =
1 7 1"5

Kandites 6 vaadeldud juhuslikul suurusel (vt.tabel 8)
ei eksisteeri dispersiooni, sest puudub keskvaartus. See-
tottu ei ole métet ka halvetel. Sellel juhuslikul suurusel
ei ole ka absoluutset halvet.

Naide 11.

Arvutame nidd Ohtlase jaotusega juhusliku suuruse
(vt.valem (14)) dispersiooni. Et tegemist on pideva juhus-
liku suurusega, tuleks kasutada valemit (17). Margime aga, et
valemi (17) vdime teécs)endada ka kujule

DX = J Ff(x)x2dx - (EX)2 (24)
-€0

(vt. ndide 13). Arvutame suuruse
"t° 1 . 3|b 2 2
_*,J>fW xN =4 :
Naite 7 pdhjal

dx --A2_t gb + h2 __a2 + gab + b2- _a2 -_gab + b2 (b-a)2
j b-a
01"

Standardhdlbe leidmisel arvestasime, et >0 jab > a.
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Naide 12.
Leiame binomiaaljaetusega Juhusliku suuruse dispersi-

ooni. Selleks kasutame valemit (18) ning ndite 4 tulemust
n

PK = C*pV "k *2 - Caap.

Arvutame saadud summa
n . n

pkan-k*2 =y htE ett =

S nlk(k-1) _k_n-k .\ ntk K ;
/ FltNerrpq +/_ FTTn’\ETqu

Teise liidetava leidsime ndites 4. Esimese liidetava leid-

misel teeme ndites 4 tehtutega sarnaseid teisendusi

n n
\ n k(k-1) _k_n-k x nlk(k-1)  k.n-k
) TTM-kr =~ = > CTtE % r P 4

Tahistame n-2-n* f k-2=k*; siis n-k=n"-k";
kui k=2t siis k"=0; kui k=nt siis k" =n";

Saame seega

n

n nlk(k-1) £ n(n- 1)n*l k' no—ir* . 5
N oglTn-k)'t = EMN(n-k")! p *no* = aU-DP
Kokkuvottes:

<Epk gn“kk2 = n(n-1)p2 + np,

ning
X =n(n-Dp +np —n p2=—-np2 + np = npq.
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Naide 13.
Toeatame valemite (16) ja (18) ning (17) ja (24) sama-

vaarsuse. Selleks teisendame avaldist (16):
n n

DX = pi(xi - EX)2 =~ Pi(x2 - 2EXexi + (EX)2) =

n a. n
Pjx§ - 24 ¥ pn + (m)? Y Pt*f - 2ll.UN-

- GBO2 * Y~ Pjx - (EX)2.

Kasutasime siin teisenduste juures diskreetse juhusliku
suurus okeskvéaartuse avaldist (10).
Et toestada valemite (17) ja (24) samavéarsust,teisen-

dame selleks pideva juhusliku suuruse dispersiooni avaldist

e» 00
DX = \ﬂf(x)(x—EX)de = ] F(x)(x2-2EXx + (EX)2)dx =
-00 _00
oo Op
=J fOOx2dx - 2EX J F(x)xdx + (EX)2 J f(x)dx =
-00 n -00

= J fOOx2dx - 2EX.EX + (EX)2= j f(x)x2dx - (EX)2.
- 00 -00

Siin kasutasime pideva juhusliku suuruse keskvaartuse aval-

dist, asjaolu, et EX on konstant, mis ei soltu x-st, ning

seost (7).

811.Juhusliku suuruse
momendid.

Olulisteks arvulisteks karakteristikuteks juhuslikele
suurustele on momendid ja tsentraalsed momendid. Juhusliku

suuruse X k-jarku momendiks m”® nimetatakse selle juhusliku
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suuruse knda astme keskvéartust
mN — EX « u
Néeme, et keskvaartus on jubusxik- <»suuruse I.jarku momendiks,
dispersiooni voiae aga avaldada 2.jarku momendi kaudu
DX = i& - m% .
Diskreetse juhusliku suuruse k-jarku momendi saab arvutada

valemi3t

kus i omandab I6pliku voi ldpmatu hulga vaartusi, pideva
juhusliku suuruse k-jarku momendi saame aga leida integree-

rimise teel 00

mk = 3 A ().
- 0Ge

Kui juhuslikul suurusel on Idpmata palju vaartusi, ei
tarvitse tal momente (alates mingist kvaartusest) eksistee-
rida.

Kui juhuslikust suurusest X on lahutatud tema keskvaar-
tus EX, saame tsentreeritud juhusliku zmmvee

X - EX.
Tsentreeritud juhusliku suuruse momente nimetatakse vaadelda-

va juhusliku suuruse tsentraalseteks momentideks ning tahis-
tatakse siumboliga

= E(X - EX)k.
lga juhusliku suuruse korral

S1 =°.

il = DX.

Momente saab kdasutada ka jaotuse kuju uurimiseks
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Diskreetset juhuslikku suurust nimetatakse simmeetri-
liseks. kui iga arvu Ckorral kehtib seos
P(EX - C) = P(EX+C)
(see toendosus v6ib ka null olla).
Pidev juhuslik suurus on slimmeetriline siis, kui tema
tdendosuse tiheduse funktsioon f(x) on summeetriline, Kkus-
juures simmeetriatelg labib keskvaartust EZ.

Stmmeetrilise juhusliku suuruse puhul

Tsentraalsed momendid saame arvutada (vastavalt diakreet

sete ja pidevate juhuslike suuruste puhul) valemitest

Tsentraalsetel momentidel on omadus, et nad oi sdltu nihkest,
s.t. juhusliku suuruse X ja X+a v0i X-b tsentraalsed momen-
did on samad. Tdestame selle.

Kuna E(Z+a) = EX+a, E(X-b) = EX-b,
siis E(X+a-E(X+a))k = E(Z-b-E(X-b))k = E(X-EX)k.

Naide 14.

Arvutame tabeliga 9 antud juhusliku suuruse k-nda

momendi

kui K= 3»4 ja 5» saame

m3 = £(33 + 2*43+53) = 70,
“4 = 5(3" + 2.4754) = 3047
= 2<35 + 2,45+55) = 1354.
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Naide 15.
Leiame Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse k-nda momen-
di *
*o A JAY = L ).
samuti k-nda tsentraalse momendi
b 7a ik
gé F_(y\lzall_ , -kui Kon
f 1 k 2x (k+ aaris-
L - e § oakde _ 2x(kD) ©paa
a

- b-a 0, kui kon paa-
n ritu arv.

812. Normaal jaotus

1. Normaaljaotus kui binomlaal.iaotuse piir.iaotus.
Vaatleme katseid, millel on 2 vdimalikku tulemust A ja
B (nditeks mundiviskel kirja- ja vapipoole pealejdamine).
Q
P(A) = P(B) =\

Kui me oleme teinud mingi hulga n katseid, siis kirjel-

Lepime kokku, et olgu-

dab k&tsetulemuse A esinem e-e arvu binomiaaljaotus B(n®, *)
ning
PX=KR=C"pri ,
kus k= 0,1,...,n"\.

Arvutanud voi leidnud tabelist (vt. tabel XIIl) koik
P(X=k) vaartused, voime selle binomiaaljaotuse esitada graa-
fikuna (vt. joonis 11).

Jatkame katseid seni, kuni oleme neid kokku teinud n2

(n2 > n"). Katsetulemuste A esinemiste arvu kirjeldab nuid

Kogu jargnev arutelu peab paika ka iga teise fikseeri-
tud p vaartuse korral.
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Joonis 11.

binomiaal jaotus B(n2,-]), millele vastab graafik joonisel 12

Et graafikuid saaks vorrelda, muudame joonisel 12 (vorrel-
des joonisega 11) mastaapi, suurendades vertikaaltelje ihi-

kuid 27 korda ning vahendades sama palju kordi horison-

nl
taaltelje Uhikuid (vt. paragrahv 7). Selle tagajarjel on

graafikualune pindala mdlemal joonisel mbéddetav samades
thikutes.

Vaadeldes jarjest suurema pikkusega n-",”, ... ,Im katse
seeriaid, saame rea binomiaaljaotusega juhuslikke suurusi,
kusjuures 1igathele neist vfime jOdnestada ka jaotuse graa-

fiku, kasutades mastaapi, mis joonisel 11 kirjeldatust on
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pustteljel korda suurem nine rohtteljel

korda vaiksem (vt.Joonis 13)*

joonis 13

2. Normaaljaotuse tihedusfunktsioon.

Nédeme graafikute muutumises teatud korrapdra - need
muutuvad jarjest "siledamaks", "hupped>”ehk "astmed"™ muutu-
vad jarjest vaiksemaks, ning I6puks, kdllalt suure n™ vaar-
tuse korral ei ole Uksikud astmed enam silmaga eraldatavad.

Murdjoont asendab graafikul sile k6ver (vt.joonis 14).

Joonis 14.

lga tasandiline kdver on aga matemaatiliselt esitatav
mingi valemiga

Y= f(x).

50 -



Joonisel 14 kujutatud kovera valemiks on
(25)

) =
vaary

See valem kirjeldab Juhuslikku suurust, mis on saadud
Iépmata paljude katsete kaudu. Sellisel viisil saadud Juhus-
lik suurus on pidev ning valem (25) on selle Juhusliku suu-
ruse tdendosuse tihedus.

Valemiga (25) esitatud pidevat Juhuslikku suurust nime-
tatakse normaaljaotusega juhuslikuks suuruseks.

Nagu nagime, on normaaljaotus binomiaalJaotusele nn.
piirjaotuseks, s.t. binomiaalJaotus ldheneb katsete arwu.
suurenemisel normaaljaotusele. See asjaolu on rangelt tles-
tatud nn. piirteoreemides (vt. nditeks [3] Ja [4]). On tdes-
tatud ka seda, et Juhuslikud suurused, mis alluvad véaga
paljude vaikese mdjuga faktorite toimele, on véaga sageli
normaal jaotusega (vOi sellele l&hedase Jaotusega).

Et aga praktikas esineb selline olukord véaga sageli,
eriti naiteks mddtmisel (méotmistulemusi mGjutavad tempera-
tuuri-, valguse, OGhurdhu Jm. muutused), aiis vdime tihti
lugeda mddtmlstulemuse jaotuseks normaaljaotuse. Uldiselt
on normaaljaotus kdige levinum ning statistikas kdige sage-
damini kasutatav jaotus.

Jargnevalt analiisime lahemalt normaal jaotuse tfendosuse
tiheduse valemit (25).

Valemis (25) on konstandid £ (ringjoone pikkuse ja

raadiuse suhe, ft= 3*14) ja e (naturaallogaritmide alus
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e = 2,72) ning konkreetset Jaotust iseloomustavad parameet-
rid — G* Ja m - argument x voib omandada koiki vdimalikke

readlarvulisi vaartusi. Selle funktsiooni graafik on kuju-
tatud Joonisel 15. Selgub, et m on normaaljaotusega Juhus-

liku suuruse keskvddrtus Ja 6 - standardhélve (vt.naited

16 Ja 17).

Jooniselt (15) né&eme, et normaaljaotus on keskpunkti
m suhtes summeetriline (see Jareldub ka valemist (25),kuna
f(atm) = f(-a+m) iga n korral). Niith&sti vasakul kui ka pa-
remal l&heneb kdver x-teljele kiiresti, kuid ei 16iku selle-
ga. Standardhdlbe suurus & nditab kbévera lamedust, kuid
punktid m-rf Ja m+<? on kaanupunktideks (s.t. punktideks,
kus kumerus l&heb lle ndgususeks Ja vastupidi).

Parameetri vaartuste m=0 Ja d =1 korral on normaaljao-
tuse tihedusfunktsioon ning Jaotusfunktsioon tabuleeritud
(vt. tabelid 1 ja Il lisas).

Asjaolu, et Juhuslik suurus on normaaljaotusega (vas-

tavalt parameetritega m Ja & ), tdhistame sumboliga X~N(m,O0
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3. Naiteid,

* Naide 16.
Arvutame normaaljaotusega juhusliku suuruse keekvaartu-

p
se Ke] - ~r51_
f 2" dx.

Teostame muutuja vahetuse

*: *T_ °
dt « as- ,
X = <Fbm .
r - #
El = -i-—— J (rfttn)e dt =
m vnr.i -t2 ” 2
5 .-
= ?te dt +m. — - e dt.
V23T i -rar.i
- t2 ® - 12 r - t2
Kuna Jte A~dt =] te ~ dt+Jte ~"dt ;
- o® -0 » o]

teeme esimeses integraalis muutuja vahetuse:

t = - t;
- t2 - t"2 - t"2
siis te dt = te dat" = - t'e 2 dt?7,

seega vordub esimene liidetav keskvaartuse avaldises nulli-

ga, ning kuna | f f
T J dt:l,
V2
saanme
P» - EX — m.
€ Naide 17.

Arvutame normaaljaotusega juhusliku suuruse dispersi-

ooni. Et dispersioon ei soltu nihkest, voime vaadelda tsentree-
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ritud normaaljaotust 5(0,” ); sel juhul ~ ~ m2*

vOime arvutada lihtsalt 2 .jarku momendi”

e} - X N
w . ,x=5 J **<
Integreerime ositi =x2 -*£

—Lton

X, e 2F dx2d dv---v = e 20

of'St = u ; dus - adx ;
Ne 12 - X2 @D <= - X2
/x2. 27?2 dx = - ~"x. *21 + /02. 27 dx.
—<« -0 .ee

Esimese liidetava puhul nédeme, et

-r2 -X2
Iim Xe = Hn _ xe = 0;
X=-* -0» x~>*00
seega saame oc - X2
DX =07 7=~ %* cii= (2.
. /280 Yy

Naide 18.

Arvutame veel normaaljaotusega juhusliku suuruse nel-

janda tsentraalse momendi. Vaatleme selleks tsentreeritud
normaal jaotust N(0, € ).

Leiame tema neljanda momendi

VSSrv.i,

Kasutame arvutamisel ositi integreerimist, voittes

u= - 2x3*

Siis saame
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- X2

v=ealP
du = - 3 x2 dx,
ning integraal on esitatav kujul
- X2 @ @D - w
4 :\/S—O—Frf«»%’BG*?xaz.?% 2A) 1 - (-3 ») Ix20 A~ d x
Et o** - X2 - X2
li*x3 B = Njhx3 e 2¢* =0,
X -*+ 00© X = Ccl

mida on lihtne kontrollida nditeks L"Hospital! reegli abil:

lim - 2k— = lim - 2%~—_ =3w2 lim - z2-— =
X->100 X X =*> tr X*
e N N e N e N
= 36*2 lim -———g =0,
2X n
2<n eX

- - - - - 2
ning et tsentreeritud juhusliku suuruse teine moment EX

vOrdub dispersiooniga, siis saame lihtsalt arvutada
- X2

EX4 = ..... (0 + 3<P (foxze A dx) = 3%2 EX2 = X2 DX =
= 3<*\
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§13.Normaal jaotuse iseloomus -
tamine parameetrite aoil.
Oletame, et oleme mingil viisil taiesti kindlasti saa-
nud kindlaks maarata, et uuritav juhuslik suurus on normaal-
jaotusega, X~ N(m, f¥), kusjuuree tema parameetrid m ja J
on tapselt teada.
Kasutades normaaljaotuse tabelit (vt.tabel 11), saame
siis lihtsalt ennustada, millisesse piirkonda satuvad selle

Juhusliku suuruse Uksikvaartused.

1. Normaaljaotuse normeerimine ,ja tsentreerimine.

Normaal jaotuse tabeli 11 abil sindmuste tbdenaosuste
arvutamisel kasutame mdOningaid teisendusi, mis asendavad
sindmused nendega samavaarsetega. Nil naiteks on jargmised
stindmuste paarid samavaarsed:

X < a ja X+b < atb;

X < a ja CX < Ca ;

X 4 » j- 7ja 4 SzZ jne.
Siis on ka nende siUndmuste tdendosused vdrdsed

P(X ¢ a = P(X+b < a+b);

P(X < a = P(CX Ca);

P(X < @) = P(Eza< .,

ocileka, et normaaljaotuse tabeli abil (kus on antud

tsentreeritud ja normeeritud normaaljaotuse, s.t. jaotuse
N(O,1) vaartused) leida suvaliste parameetritega normaal-

jJaotuse vaartusi, tuleb uuritav suurus samuti tsentreerida

ja normeerida (vt.joonis 16).



Joonis 16 (Ulem._pool)*
Olgu X N(m, <F). Tabuleeritud normaal jaotuse tdhista-
me sumboliga T, s.t. Y ~ N(0,1).

Seos
P(X<a)=8B
on samavaarne seosega
kuid juhuslik suurus $ = T on normaaljaotusega N(0,l),

seega on selle jaoks vBimalik kasutada tabelit ning leida
vastavalt etteantud B véaartusele suurus a” nii, et
P(Y < a”) =8B,
millest seose & = a;.‘lrn abil saame leida ka otsitava suuruse
a
a=as+m (€5))
2. Normaaljaotuse tabelite abil lahendatavate Ulesannete
tidbid.
Kasutades normaaljaotuse tabeleid ning teadaolevaid m
ja < véartusi, saame lahendada jargmisi ulesandeid:
1) Leida toendosus, et X > K, kus K on Ffikseeritud kons-
tant.

2) Leida tdendosus, et X =T, kus T on fikseeritud
konstant.
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3) Leida, tdendosus, et Juhusliku suuruse X vaartused
langeksid Ffikseeritud vahemikku(Q*R)»

4) On antud toendosus 3 ning ndutakse leida konstant
T niit et kehtiks vorratus PX T) = fiF

5) On antud tdendosus ™ ning nbutakse leida konstant
K nii, et kehtiks vorratus P(X > K) = f

6) Leida vaetavalt antud tdendosusele <€ konstandid
Q Ja S nii, et kehtiks vorratus P(Q < X < R) =d,=

<X < F)=«*,

Joonis 16 (alum.pool),

Suvalise normaaljaotuse taandamine tsentreeri-
tud Ja normeeritud nomaal jaotuseks.

3. Naiteid.

Naide 19.

On $eada, et inimeste Jalapoia pikkus on normaaljaotu-
sega. Oletare, et mehe Jala suurus (Saapanumbrites vai-

Arvukate statistiliste uurimuste pohjal on leitud,et
enamus antropcmeetrilisi tunnuseid (kaal,Kasv,kehaogsade
nodtmad) on Tigikaudu normaal Jaorue”™d. seda asjaolu kasuta-

se ka Kaesolevas paragrahvis ‘coodud naTdetes.Olgu margitud,
et toodud andmeid el 38a kasutada kui usaldatavaid Tartu
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Jjendatuna) on juhuslik suurus X, X~ N(42; 1,5)»

Clgu tarvis lahendada Ulesanne - kui palju on Tartu
linnas mehi, kes kannavad saapaid nr.46 (Ja suuremaid).

Selleks tuleb meil leida

PX>K)s 1-PX<K)*1-P—r <-j?).
Arvutame suuruse ,

~ =k= T75%2°2%7*"
Tabelist saare leida tdendosuse
P(Y < ~S) =R.
Meie otsitav toendosus on siis 1 - B.

Néeme, et B vaartuseks on (vaatame tabelist 11 0 (X),
vottes x = 2 ,66) 0,9961; jarelikult on otsitav toendosus
1-0,9961 = 0,0039 ning Tartu linna 40 000 mehe hulgas on
keskmiselt 40 000 . 0,0039 = 156 meest, kelle saapanumber
on 46 voi ule selle.

Naide 20.

Analoogi liselt voiksime leida ka, kui palju on tarvis
meestesaapaid, mille number on 39 voi alla selle.

Uldkujul oleks see llesanne jargmine: on antud suurus
T. Leida tdendosus, et juhuslik suurus X omandaks véartuse,
mis on vaiksem kui T:

P(XX 4 T) =P(E=S <™) .
Leiame

meeste anumbri ,naisulidpilaste kaalu jm_kohta (andmed
on_saadud liiga vaikese arwu_valjavitete pohjal),vaid Uksnes
kui lihtsaid arvutuslikke naiteid.
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Kuid tabelites ei ole tavaliselt juhusliku Bmrvee negatiiv-
setele vaartustele vastavaid jaotusfunktsiooni vaartusi.

Kasutame asjaolu, et normaaljaotus on summeetriline,
seet6ttu

PX <t =P(X > -t) =P(K >1*1). sest t 40, siis

-t =1, PX > |[tD =1 - PX < |-
Seega vOime otsitava téendosuse leida jargmisel viisil:

POY< 2)=1-P(¥ <2 =1-0,9772 = 0,0288.

VBime Oelda, et Tartus on umbes

40 000 . 0,0288 = 1152
meest, kelle saapanumber on 39 voi vaiksem.

Raide 21.

Ka vOlks meid huvitada, kui palju mehi kannab saapaid
nr. 40-43. See on Ulesanne tuupi 3; meil tuleb leida toe-
Naosus

PQ 4 X 4R =PX 4R -PX 0.

Siin peab X olema vaiksem kui R, kuid ei tohi olla

vaiksem kui Q (vt_joonist 17; otsitav pindala on uUhekordse

viirutusega: Joonast R vasakul olevast pindalast on lahuta-

tud joonest 4 vasakule jasv pindala (kahekordselt viiruta-
tud pinnaosa).
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Selleks tuleb meil arvutada

q-:g:_p ; F =

aAsa
ning leida normaal jaotuse tabelist

Ps P(T < n;

Y =P < o),
otsitavaks tdendosuseks saame R ,

Heie naites
q = = - 1,33; r x = 0,67
= 0,7486
1 - 0,9082 =0 0918;
/3-£= 0,7486 - 0,0918 = 0,6568,

seega kannab Tartus elavatest meestest umbes 66%, S.O.
26 300, kingi nr.40-43.

N

Naide 22.
Oletame,”0 et naisulidpilaste kehakaal on normaal jao-
tusega N(m, (F)i m = 63 kg, = 8. Leida T nii, et
PX < T) =0,90.
Selleks leiame vaetavalt normaal jactusele Y ~ NCO,1) t nii,
et
PCY C © =0,90.
Tabelist CQvottes x vaartuse kohalt, kus 0 O on voimalikult
ldhedal arwule 0,90 - see on 0,8997) ndeme, et t = 1,28,
Et
T-m
N (4
saame siit
T=m+ & =63+ 1,288 = 63 +lo,2 = 73,2.
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Naida 2.
Olgu meil tarvis laida art E nii, ** keskmiselt 80%

naisulidpilaste kaal rahuldaks aeost X > £ ehk
PX > £) =0,8.
Selleks leiame K nii, et
P(T > K) =0,8;
ilmselt peab selline K vaartus olema negatiivne, seetdttu
on meil sobivam leida k* = K, nii et
P(Y < k?) =0,8,
Tabelist ndeme (Vottes 0.8 =0,7995), et k® = 0,84; seega

K - -0,8-, ning
K =63 - 0,84*8 = 63 - 6,7

Naide 24.
Olgu tarvis maaraca vahemik;

= 56,3.

millesse kuulub 95% nais-

ulidpilaste kaal.
et see llesanne ei
mis rahuldavad vorratust

Margime, ole Uheselt lahenduv, sel-

liseid Q ,Ja R vaartusi,
P(Q 4. X 4B =0,9

on vBimalik maarata Idpmata palju (vt.Jooni3 18).
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Tavaliselt, kui pole antud mingeid lisatingimusi , mdarutak-
& Q js R nii, et
P(X €Q = P(X > E) = .
Sellisel juhul &nnestub C-Ja E mddrata Uheselt. Kaesoleval
Juhul tuleb madrata Q Ja E nii, et
P(X< Q = 0,025; PKX>E) =0,025.
IImselt siis P(X < E) - 0,975.
Maarame vastavalt r
P(Y < 1) = 0,975.
VSttoe tabelist ¢ (X) = 0,975 vastava x vaartuse,seame
r = 1,9;
oeega saame (kasutades nomaal jaetuse summeetriat):
E=m+ 1,960 = 63+ ,96*0 = 63+15,7 = 70,7;
Qsa- 1,96S = 63-1,96*6 = 63-15,7 = 47,3.

814. uhtlane Jaotas.

Praktikas esineb ménikord olukord, kus Juhusliku suu-
ruse irohta on teada vaid eeda, et tema véartused paiknevad
mingis vahemikus, kuid midagi lahemat selle juhusliku suu-
ruse kohta teada > ole.

Naitek3 oletame, et laheme juhuslikul ajamomendil bussi-
peatusesse, teades vaid, et se.llel liinil liiguvad bussid
10 minuti vahedega, 3i.is tuleb meil bussi oodata 0 kuni 10
minutit, kusjuures mingit ooteaega ei saa Uhestki teisest
tdendosemaks lugeda. Selii3t olukorda kirjeldab Uhtlane
laotus. Uhtlase jaetusega juhusliku suuruse tdendosuse tihe-

dus on méaratud valemiga



cC O, X < a

@)

OO - < **x ox < "n
1 O, X > b,

e.t. ISigul [a, b] on tdendosuse tihedus konstantne, mujal
aga vSrdub nulliga (vt*Joonis 19)»

uhtlase Jaotuse keskvaartuse, dispersiooni Ja k-nda
momendi arvutasime ndidetes ?,11 Ja 15 ; nagime, et Uhtlase
Jaotuse puhul

EX = atb

DX = ijgSr =

r- - h-a
2FT!

suvalised kvantiilid aga e&ame leida valemist

Xp = a ¢ p(b-a);
aiit ndeme, et mediaan langeb Uhte keskvadrtusega, kvartii-
lid aga avalduvad Jargmiselt:



§15. Pois3o0oni jaotus.

Uheks sagedamini esinevaks lihtsaks jaotuseks on veel
Poissoni jaotus (vt,joonis 20). Poissoni jaotus on diskreetne

ning selle korral voib juhuslik suurus X omandada vaartused

0,1 ,2,*.., kusjuures vaartuse K esinemise toendosus avaldub
valemiga \K
P(Z =kK) = e > (28)

kus /1 on Poissoni jaotust iseloomustav parameeter ( A voib
olla suvaline positiivne arv). Asjaolu, et juhuslik suurus
X cn Poissoni jaotusega parameetriga A , téhistame simbool-
selt
X ~ PCA).
Poissoni jaotusega on kirjeldatav naiteks radioaktiivne

lagunemine. l1gas ajailhikus lagunenud aatomite arv on juhuslik



suurus, mif3 s6ltub vaid uuritavast ainest ning selle aine
kogusest. Analoogiline on olukord ka naiteks telefonikSnode
hulgaga telefonikeskjaamas mingi ajavahemiku valtel, triki-
vigade esinemise arvuga mingis tekstiosas jne. K6ik need on
Juhuslikud suurueed, mida iseloomustab Poissoni jaotus.

Poissoni jaotusega on sobiv lahendada ka binomiaal jao-
tust sel juhul, kui n on kullalt suwr, p (voi g) aga vaike.
Sellise lahendamise lubatavus jareldub nn. Poissoni piir-
teoreemist (vt.nait. [3] ), mis vaidab, et n kasvamisel esineb
piirprotseas

pa-W »

(pn on binomiaal jaotuste keskvaartus, vt.ndide 4, A - Pois-
soni jaotuse keskvaartus, vt. ndide 25), siis binoaiaaljao-
tusega juhuslik suurus laheneb Poissoni jaotusega juhusli-
kule suurusele.

Selle tSttu nimetatakse monikord Poissoni jaotust ka
harva esinevate siUndmuste jaotuseics.

Praktikas lahendatakse Poissoni jaotust monikord Oma-
,korda normaal jaotusega. See on digustatud sel korral, kui n
on vaga euur ning p ei ole liiga vaike (nii et ka np on
kllalt suur arv, vt. néaide 61 IV peatukis).

Naide 25.

Leiame Poissoni jaotuse keskvaartuse



0o

(vt.nditeks [2] ).
Naide 26.
Leigjre Poissoni jaotuse dispersiooni. Selleks arvu-

tame teise moaendi
00

KG-DHT & -

FT =
Wo
n K2
=XJaV tirjy, +X = ¥ -X2 *X =x2 +Xi

DI =Bg - B2 =x2 ™"X-A.2 -]l

Haide 27.

Olgu raamatu 100-1 lehekiljel 50 trikiviga. Kui suur on
toéenaosus, et uhel lehekliljel on Gle 3 trikivea?

Olgu Z trukivigade arv lehekiljel. Ilmselt EZ =~ =
= 0,5» seega on meil tegemist Poissoni jaotusega P(0,5).
Meilt kisitakse tdendosust

PX~ 3=?2(Z=4) P@Z=5)+ ... =
= 1 - P(Z=0) + P(Z=1) + F(X=2) + P(Z=3) . Leiame tde-

naosused P(X = k) = e Yy tabelist (vt.tabel Z):

k-0 0,606.53
k=1 0,30327
k=2 0,07581

k=3 0,01263.
2 6?



Seega P(X >3) =1 - 0,99824- = 0,00176; sama tulemuse saak

siwe veelgi lihtsamalt tab9list XI.

Ligikaudee vaeguse vdisiae saada ka Poisooni jaotuse

ldhendamisel normaal jaotusega.
Selleks tuleb meil Jéalle uuritav juhuslik suuras X
tsentreerida ning normeerida, et
EX = DX =x 1 seame

y - 2=5 = *-0»5

ning P(X > 3) = P(Y > = P(Y > 3*54) =1 - 0,9998 =
Vo,5

= 0,0002. Naeme, et tulemus tuli mdnevdrra erinev. Arvuta-
des ka tdensosuse

P(Zz > 2) = 0,01439
normaal jaotuse abil, saame tulemuseks 0,0170; seega on suhte-
line viga lahendamisel suur nimelt keskvaartusest kaugete K
vaartuste korral.

Naide 28.

Keskmiselt 5% meesteet ja 0,25% naistest on varvi-
pimedad. Valiti 100 meest ja 100 naist. Arvutada jargmised
tbdendosused:

1) valitute hulgas ei ole ule 5 varviplmeda mehe

2) valitute seas on lle 2 varv.ipimeda naise.

Esimese Ulesande lahendamiseks leiame parameetri X vaartuse
X - EX = 0,05 * 10C S 5; tabelist Xl saame
PU £ 5) = 0,61595.
Teisel juhul saame parameetri vaartuseks
X = 0,0025 e 100 = 0,25 % 0,3

Px*2). i [p0) ¢p«=d TPOR)]. ;_ G4 = OIS
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§16. Juhusllka suuruste
sd6ltumatus.

L6puks puudutame veel Usna pdgusalt Uht kisimust, mis
on seotud kahe .juhusliku suuruse Uheaegse vaatlemisega. Poh-
Jalikumalt kasitleme neid probleeme kaesoleva konspekti 11
osas.

Igapdevase elu praktikast on hasti teada, et mGningad
Juhuslikud suurused on tihedasti seotud (nditeke Shurthk ja
sademete hulk; lapse vanus ja kehakaal), teised aga ei mdju-
ta Uksteist markimisvaarselt voi Uldse mitte (inimese sinni
kuupdev ja kehakaal,; kahel jarjestikusel taringuviskel saada-
vate silmade arvud). Selliste juhuslike suuruete paaride
kohta ¢eldakse, et nad on sBltumatud (vt. [3])- Kuigi juhus-
like suuruste sOltumatuse mdiste rangeks matemaatiliseks
esitamiseks on tarvis tadiendavaid lisamdisteid, on selle
aisu intuitiiveelt hésti arusaadav.

Diskreetsete juhuslike suuruste jaoka vBime siin esi-
tada k& sdltumatuse definitsiooni.

Olgu X diskreetne juhuslik suurus vaartustega
XN, ...,xn, Y - diskreetne juhuslik suurus vaartustega

kusjuures olgu P(X=xi) = pi (=1,...,n), P(V¥=y.J) =
= g=1,...,m). Juhuslikud suurused X ja Y on sdltumatud
siis, kuil tdendosus selleks, et X omandab véartuse x* ning
Uhtlasi Y omandab véartuse yit virdub korrutisega p\gj-s.t.

PO=xt, Y=7]) = P(X=xt)= P(Y=yj) = Piq0 . (€))
Seega on siin valemina kirja pandud tésiasi, et juhusliku
suuruse Y poolt suvalise véartuse y™ omandamise tdendosus ei
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soltu sellest, millise vaartuee omandas juhuslik suurus X

fja vastupidi). Naiteks visates korraga punast 3a sinist
taringut voime olla kindlad, et (kui taringud on korralikud)
[ tulemuse 6; 6 tdendosusega (aelle tulemuseni jouak-
sime T kui analutsiksime Ukshaaval koiki vOimalikke silmade
kombinatsioone). Kt aga niihasti punasel kui ka sinisel t@rin-
gul on 6 silma saamise toendosus g, kehtib Uhtlasi seos (29):

1 1 1
5*p=4d e

Esitame ka monod seosed soltumatute juhuslike suuruste
karakteristikute vahel (siin vOivad 1 ja Y olla niihasti pi-
devad kui ka diskreetsed).

1° SOltumatute juhuslike suuruste X ja Y korrutise kesk-
vaartus on vordne tegurite keskvaartuste korrutisega
EQXY) = EX.ET . (€Y))
2° SBltumatute- juhuslike 3uuruste X ja Y summa dispersioon
on vcrdnee liidetavate dispersioonide summaga
DCO+Y) «=DX + DY. (€10



I1. VALJAVOTE, SSLLE ESIALGNE
TOOTLEMINE.

8§k uldkogu n ja valjavote.

Teaduslikul uurimisel on lahtematerjaliks tavaliselt
mingi tunnusegal®™tunnustega) objektide v6i ka Ube objekti
mdotmistulemuste hulk. Enamasti on kdigi vaadeldava tunnu-
sega objektide hulk vaga swr, nii et eageli pole uurijale
selge, kui auur see kdikvoimalike objektide hulk siis Uldse
on. Naiteks oletame, et ihtioloogi huvitab kilude kaal. On
selge, et kilude hulk on auur (nii suur, et nende koigi
kaalumine oleks mdeldamatu), aga selle tipaet auuruat me ei
tea. Samuti ei tea arstiteadlane, kes uurib gripibaigete
temperatuuri, kui palju inimesi poeb grippi autud momendil.
Selle asemel on uwurija kasutusse andmed mingi vaikeas hulga
kilude kaalu ning mingi haigete kontingendi temperatuuri
kohta.

Statistikas valjendatakse aeda asjaolu jargmiselt: on
olemas valjavote uldkogumist-, kusjuures tldkogumi all mGel-
dakse koigi voimalike antud tuimusega indiviidide hulka,
valjavotte all aga mingil kindlal viisil Uldkcgumiat valitud
objektide hulka. Nii naiteks on koigi kilude hulk uldkoguni,

N Kaesolevas peatikis me vaatleme lihtsuse mdttes Uhe-
ainsa tunnuse uurimist,kuna mitme tunnuse Uheaegset uuri-
mist kasitleme konspektl Il osas.
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kaalumiaeka Taijavalitute hulk - valjavote, koigi gripihai-
gete hulk - tldkogum, antud arsti poolt uuritute hulk - val-
Javote.

Paneme tdhele, et uurija lUlesandeks on teha valjavotte
péhjal jareldusi Uldkogumi kohta.

Siinjuures on enamasti Uldkogumi kohta teada vaid s=,
et ta on (valjavottega vSrreldea) vaga suur, kuid teaa t9ee
arvukus pole teada. Sel juhul on eageli otstarbekas lugeda
fliaficpfrin 16pmata swreste. KOik meetodid, mida ae jargneves
kasitleme, on tuletatud eeldusel, et Uldkogumit vOib lugeda
I6pmata suureks. llImselt pole see eeldus enamasti tipselt
taidetud, sest tegelikult on niihasti kilude hulk meres kui
ka inimeste hulk (liiatigi aiis gripihaigete hulk) I6plik.
Koid erinevused,-mis on tingitud Gldkogumi 18plikkuse anes-
tamisest, on niivord tihised, et neid praktiliselt arestada
pole tarvis. Seetdttu on peaaegu alati dige rakendada eel-
dust uUldkogumi I8pmatusest.

Samasugune on ka olul rd, kui me vaatleme mingi dojekti
mootmisel s&agqud tulemusi. Kuigi mdddetav objekt on ise Uee
(Ja isegi ei muutu ~), on mdéotmistulemused (vigade tottu)
erinevad; uurija kasutuses olevaid mdotmistulemusi voib
kasitada val javottena kdikvoimalike seni tehtud tege-
mata médtmistulemuste hulgast; arusaadavalt on sel korral

taiesti Oigustatud jallegi tldkogumi lugemine 18pmata suu-
reks.

muwné%ﬁ%al%%nhggi:ggku ulatuses kasitleme Uksneg Sb%%
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kirjeldamine

§2. Uldkogumi
1iku suuruse abil.

Jjuhus

Kui me teaksime meid huvitava tunnuse vaartusi terves
uldkogumis, saaksime neid kirjeldada juhusliku suurusega X,
mille vadrtuste hulgaks on koigi Uldkogumis esinevate indi-
viidide vaadeldava tunnuse vaartuste hulk ning mille jaotus
(toendosuse tihedus) on mddratud Uksikvaartuste esinemise
sagedusega. Naiteks vdiks kilude kaalu jaotus olla kirjelda-
tav jargmise tdendosuse tiheduse graafiku abil. (vt.joonis
21). Kui me sellist graafikut teaksime, oleks meil Uhtlasi
teada taielik informatsioon kilude kaalu kohta. lga Uksiku
Juhuslikult meie kitte sattuva kilu kohta voiksime siis Kkin-
nitada, et tema kdige tdendosem kaal on 11-12 g, et 50% kilu-
dest on kaaluvahemikus 8-19 g ning 90% kaaluvahemikus 5-26 ¢
(vt_joonis 21).

tottu ongi statistika Ulesandeks pulda valjavotte pdhjal saada
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voimalikult; palju teada juhusliku suuruse X jaotuse kohta.
Niielia, lahtume sellest, et X (uuritav tunnus Uldkogumi
ulatuees) on tundmatu jaotusega; margime seda sUmboolselt
Xv PX e
Meie kasutuses on mingi valjavbte, s.o. teatav hulk
Juhusliku suuruse X vaartusi:

Siinjuures ei tarvitse sugugi iga vaartus olla erinev,
Vv6ib esineda ka, et mingite indeksite 1 ja j korral x* = x»
(s.t. kaks valjavottesse sattunud kilu on meie modtmistap-
suse piiree vordse kaaluga).

Kui erinevate indiviidide hulk valjavottes (kellele
vastavad saadud juhuslike suuruste vaartused) on n, siis me

Utleme, et valjavotte maht on n.

tte representa -

0
tiiv3us.

Et valjavotte pchjal tuleb teha jareldusi uldkogumi
kohta, on tarvis teada, kuidas on kdige otstarbekam valja-
votet valida. Tapsemini, tuleb vastata kahele kisimusele:

1) kui suur peab olema valjavotte maht n?

2) millised indiviidid tuldkogumist valida valjavottesse?

valjavotet, mille maht on piisav selleks, et teha ndu-
tava tapsusega jareldusi , ning m.is on sobivalt valitud, nii
et tema pohjal tehtud jareldused uUhtivad (nOutava tapsuse

plra3) elukorraga uldkogumis, nimetatakse representatiivseks
(ehk esindusl ikuks).
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Esimesele kusimusele on wdimalik vastata, kasutades
statistika tulemusi, kui on teada:

1) uldkogumi jaotus

2) kusimus uldkogumi kohta, millele tuleb valjavotte

péhjal vastus anda;

3) eksimise tdendosuse suurus.

IImselt tekib siin loogiline ring - esimesele kisimusele
me ju ei tea vastust - muidu ei teekski me statistilisi
uurimusi. Siit ega jareldub tfsiasi, et pole viimalik mida-
gi ette oelda vajaliku valjavotte kohta, kui me Uldkogumi
kohta mitte midagi ei tea. KiUll aga saame me vaga sageli
Juba suhteliselt vaikese véaljavotte pbhjal (mis ilmselt pole
piisav meile vajalike nbutava tapsusega jarelduste tegemi-
seks) hinnata ka nbutava informatsiooni saamiseks vajaliku
taiendava valjavotte mahtu.

Vastused kisimustele 2) ja 3) on meil tavaliselt uuri-
mise algul teada; siinjuures sdltub kisimuse 3) vastus muide
konkreetsest uurimisobjektist, vaadeldava teadusharu uuri-
miste tavast jne., olles suurelt osalt suvaline.

Muidugi tuleb markida, et sageli on voimalik mingite
varem tehtud ansloogiliste uurimuste pShjal anda teatav apri-
oome hinnang ka uuritava juhusliku suuruse jaotusele,seega
vastata ligikaudselt ka kisimusele 1) ning selle p&hjal
hinnata ette ka vajaliku véaljavotte mahtu. Nii naiteks on
kokkuleppelised val javotte mahud kasutusel keelestatistikas
Jjre.

Teine kisimus - millised indiviidid valida val javottes-
se - on vaga oluline, kuid samal ajal ka hoopis keerukam.
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Kahtlemata annab valesti tehtud valjavote moonutatud
pildi tldkogumi kohta. Teisest kiljest puuduvad aga statisti-
lised kriteeriumid, mille jargi oleks lihtne kontrollida,kas
valjavote esindab Uldkogumit digesti - valjavdtte digsuse
maaramine kuulub suurel mddral selle konkreetse teadusharu
kompetentsi, mille valdkonnas toimub uurimine.

Statistiliselt on valjavotte valikuprintsiip dige siis,
kui igal Uldkogumi indiviidil on virdne tdendosus sattuda
val javottesse.

On lihtne tuua naiteid valjavotete kohta, kus ilmselt
see nBue ei ole tiidetud.

Naiteks kui kilude kaalu mddramisel valjavotteks voe-
takse mingi valjaplik suurte aukudega vBrgu voi noodaga,siis
ilmselt on vaikestel kaladel (kes 1dbi vorgu silmade mahuvad)
hoopiski véike tdendosus valjavittesse sattuda.

Gripihaigete uurimisel ei sobi valjavotteks mingi arsti
poole podrdunute hulk, sest kergelt haigetel (madala tempera-
tuuriga) on ilmselt vaiksem tdenaosus sellesse valjavottesse
sattuda (sellised haiged ei p6drdu arsti poole).

Sageli sobib valjavotte tegemisel kasutada mingit teist
tunnust, mis uuritavast ei sdltu, ning valida selle tunnuse
teatud vaartusele vastavad indiviidid valjavottesse.

Naiteks, kui oletada, et kilude kaal ei soltu sellest,
millise mere piirkonnas nad liiguvad (s.t. igasuguse suuru-
sega kilusid leidub kéigis mere piirkondades, ning nende
arvulised vahekorrad on igal pool Uhesugused), siis oleks
Oige piiida teatavast piirkonnast (mingil viisil) valja" kdik
ki

lud ning saadud valjavdote vdiks osutuda representatiivseks.
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Omeette kisimus on, kas tehtud eeldus on oige (sellele saab
vastata Uksnes tdiendav uurimine voi vaadeldavas teadusharus
varem kindlakstehtud seaduspérasused) ning kas valik toodud
printsiibil on péhimdtteliselt voimalik.

Naiteks rahvakusitlusel (sotsioloogilistel uurimistel)
valitakse writavasse valjavottesse iga elanik teatava maja-
woi korterinumbriga korterist (majast), oletades, et arvanus
Uhe voi teise ndhtuse kohta ei s6ltu majanumbrist (korteri-
nubrist). Samuti, tehes valjavbtet mingist isikute nimekir-
Jest, voib valida nditeks kdik K tdhega algava nimega isikud
oletades, et uuritav tunnus on sdltumatu nime algustahest
Jre.

Lisaks sellele on oige nbuda, et iga Uksik vaatlustule-
nus oleks igast Ulejddnust soltumatu. Seetdttu ei ole oige
votta Uht indiviidi korduvalt valjavottesse (naiteks kala,
ke3 on kord mdGdetud, kaalutud, vete lastud ning teist-
kordselt méGtmisele sattunud, tulleks kérvale heita). Tavali-
slt valistab juba valikuprintsiip seda, kuid mGnikord tuleb
sellele erilist tahelepanu podrata. Naiteks uurides antro-
poloogilisi tunnuseid isikutel ning vottes valjavotteks Uhe
tihega algavate nimedega indiviidide hulga vBime sattuda
kogemata sugulastele, kellel on uuritava tunnuse vaartused
valdavalt Uhesugused, s.t. Uksikindiviidid on sdltuvad; sa-
muti ei sobi nime algustdhe jargi tehtud valik nditeks indi-
viidi rahwusliku jaotuse uurimiseks, kuna tunnused on soAltu-
vad (vrd.nimesid algustahtedega B ja 0).

Edaspidi k&sitledes valjavotet eeldame alati, et ta on
representatiivne. s.t. indiviidid on valjavottesse valitud
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nii, et "y liowiird on vOrdne tdendosus 88lleaae valjavot-
tesse sattuda N et Uksikindiviidid on sSltumatud.

84. Vvaljavodotte korrastamine.

1. 7ariatsloonrida.

Olgu meil antud valjavote mahuga nj

........ Vv (1)

Sageli on enne selle tootlemise algust otstarbekas teda
mingil viisil korrastada.

Uks tavalisemaid mooduseid on vél javotte jarjestamine
(kas kasvavas voi kahanevas jarjestuses). Nii saare lahte-
valjavotte (1) asemele jarjestatud valjavotte ehk variatsioon-
rea

*eoce »

kus
Nt M0 meif Voi n «

St kasvava ja kahaneva variatsioonrea kasitlemisel ei ole
pohimottelist erinevust, siis vaatleme edaspidi nimelt kaeva-
vat variatsioonrida. Kull aga tuleb kasitluses vahet teha, kae
vaadeldavas variatsioonreas on kdik indiviidid erinevad
(vt.§ 6tp.D), a.t. kas kehtivad voiTatused

Xi* 4 Xg»" ()
voi on ka uhtelangevaid vaartusi (vt.§ 6,p.3), 3.t. saaksime
variatsioonreas ainult n (a z n) erinevat vaartust

Y15 BN oy

Vv < eooel \/

©)
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kusjuures i-a vadrtus x/° eeineb korda (1-1,2,.,.,»),
6.1a saaksime moodustada tabeli:

Tabel 11.
1 7- N
v v 1 eee
1S
ni &2 J »ee 1o
kusjuures
nl + + “p = n*

(muidugi vSivad mfined sagedused n™ ella *ka vordced Uhega).

2, Varlatsiocnrea ulatus ,ja mediaan.

Variatsiocnrea uurimisel pakub eri.li3t huvi vari&tsioon-
rea maksimaalne ning minimaalne element

X V
nx. -Xx"
i

m

ning saruti nende erinevus - variatsiooni ulatu3 ehk haare
b * Vv -V -
Samuti on vahel kasulik mairate vanat3ioonres keskmine
liige - valjavotte mediaaru Kui n on paaritu arv: a - 2p->*l,
siis on mediaaniks variatsioonrea liige jarjekorranumbriga

> med = ¥p. @

Kui ega n cn paarisarv n=2p, siis loetakse mediaaniks “ahe

keskmise liikms pool3ummat
med = ; ®)
Naide 2?.

Oletame, et mootsime Opilaste pikknsi ja saime mdotmiy-

tuleauae (cm-tes)

147, 152, 130, 144, 150, 159, 143.
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Saadud valjavotte maht n=7, variatsioonrida ja selle kaudu
leitavad karakteristikud on jargmised:
138, 139, 143, W, W» 180, 152.
max X, = 152,

h =152 - 138 = 14,
med = 144.

3. Variatsioonrea kvartiilid ,a sekstiilid.

Vaatleme veel, kuidas leida variatsioonrea kvartiile
Ja sekstiile.

limselt on alumiseks kvartiiliks gy niisugune element
variatsioonreas, millest ~ elementidest j&db vasakule, kuna
alumisest sekstiilist peab vasakule jaidma g elementidest;
sanuti peab Ulemisest kvartiilist ning sekstiilist paremale®
jaama vastavalt 4 ning § kdigist elementidest. Kuna sageli
tapselt sellist elementi ei leidu, voetakse selleks 13him
element ning arvutatakse ...imag selle jargi.

Naide 3. Olgu meil variatsioonreas 40 elementi.Leiam
selle valjavotte kvartiilid ja sekstiilid.

10.element jagab variatsioonrea suhtes 9:30=0,30, 11.
element aga suhtes 10:29-0,345. Et alumine kvartiil peaks
variatsioonrea jagama suhtes ~ ~ = 0,333, siis on teine
suhe oigele ldhemal ning 11._element alumiseks kvartiiliks
sobivam.

Teine kvartiil tuleks valida nii, et kahe kvartiili
.vahele j&dks just pool variatsioonrea elementidest. Selles
mottes on sobiv 31 ._elerent, sest 11. ja 3l.elemendi vahel o
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elemendid 12, 13,..., 29,30, kokku 197 véaljapool# krartiil«
Jaédb samuti 19 elementi - nimelt 1,...»10 ja 32,...,40.

Seega saime

5 = xii 50, * X31 =

Samuti leiame sekstiilid. Valides 7» elemendi alumiseks seks-
tiiliks, saame sunte 6:33 = 0,182; valides 8 elemendi,saame
7:32 = 0,219. Vajalikule suhtele £ : ™ = 0,200 on molenad
praktiliselt vordsel kaugusel. Valinud

ba = *7 =
toleb mdarata 14 nii, et sa ja s" vahele jagke » ~
elementidest. Et Ulejddnud elemente on 38, A .38 =2,33 »
* 25 ,siis on Ulemiseks sekstiiliks element jérjekorranumbri-
ga 7+25+1 = 33, seega

s = x"3 .

f Margime, et toodud eeskiri sekstiilide (aga sanuti ka

kvartiilide) arvutamiseks ei ole Uhene.

Alumiseks sekstiiliks sobib virdselt kas 7. voi 8 _ele-
ment. Kuna sekstiilid paiknevad summeetriliselt, siis sobib
Ulemiseks sekstiiliks virdselt I6pust 7 . voi 8. element,seega
element jarjekorranumbriga 33 voi 34 (vt.joonis 22).

K= % — - - YX— —— >Ki— Y-
1 1
LLA M I« 2220000IM 10D IM TOIM 011 DDA 1 14T
1237256789 3334 40
Joonis 22 .
11
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Kokkuvottes on 4 vdimalust eekstiilide valikuks:
D Sa =, , sl =x"3 ;
(molemad sekstiilid on alahinnatud, nende vahe aga hinnatud
voimalikult tapselt);
2 sa=Xx8 * Sl =Xx34 »
(mBlemad sekstiilid on Ulehinnatud, nende vahe ega hinnatud
voimalikult tapselt);
) Sa=x£ , SO = ;
(alumine sekstiil on alahinnatud, ulemine Ulehinnatud; nende
vahe on uUlehinnatud);
4 sa=xQ ,SU=x" ;
(alumine sekstlil on Ulehinnatud, Ulemine sekstiil alahinna-
tud; eekstiilide vahe on alahinnatud).

Et sekRtiile (Ja kvartiile) kasutatakse tavaliselt juhus-
liku suuruse hajuvuse maaramisel ning sealjuures on oluline
nimelt nende vahe, 3iis on sobivaimad sellised voimslused,
kus sekstiilide vahe on hinnatud vdimalikult tapselt, s.o.
kombinatsioonid 1) ja 2). Need omavahel on aga teoreetiliselt

vordvaarsed.
*

g§5.valjavotte klassifitsee-
ri mJne.

Juhul kui variatsioonrida sisaldab vaga palju erinevaid
vaartusi, on otstarbekas véértused sobivalt klassifitseerida.
Informatsiooni kaotsiminek on tihine, kui 30-100 erineva
vaartuse asemel tootada 10-15 klassiga, voit todjoudluses aga

oluline.
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Vaga sageli on aga otstarbekae materjal kohe koguda
klassifitseerituna; siis tuleb aga klasside piirid enne mater-
jJali kogumist ette maarata.

Klasside piirice maaramiseks on jargmised voimalused:

1° on teada max x4 ja min xn ning on ette antud klasside
arv m. Leiame sii; kla)s(si piI:kuse:

max x4 - min X,
n*mV 1-" -«
ning mddrame seejarel klasside otspunktid:
aQ=mInx; a*=aQ + dt.*-, ag. = aQ + md = max x*.

Esimeese klassi kuuluvaks loeme koik indiviidid X, mis
rahuldavad tingimusi

ao - xiMal *
klassi J kdik indiviidid, mis rahuldavad tingimusi

Naj* = b»2»eeenn-1

ning viimasesse klassi koik indiviidid, mille puhul kehtivad
vOrratused

®a-1 * xi 6 *a*
Sellisel klassifitseerimisel on aga puudusi:

D max X, ja min x4 vaartusi on tarvis ette teada;

2 kllasside piilrideks ai ei tule Ummargused arvud, mis-
tottu nendega on tillikas opereerida.

2° Teine vOimalus klasside valikuks cn jargmine.

Maarame ligikaudu piirkonna, kuhu vaadeldavad vaartused
vOivad sattuda; valime seal WKafleick piirideks sobivad Ummargused
arvud (taiskimned, viielised,thikud) selliselt, et koik vahe-
mikud oleksid vdrdsed ning nende arv oleks enam-vdhem sobiv.



Muu mottekaik on analoogiline eelnevale juhule. Muidugi
tuleb sellisel juhul arvestada voimalust, et moni &armine
klass .j&b tihjaks (eiis voib ilmselt klasside arvu véhendada)
vor moni indiviid tuleb valjapoole klasse (siis tuleb klasside
arvu suurendada). Kuil aga moni vahepealne klass tiihjaks jaab,
tuleb see igal juhul sdilitada - valjavotet iseloomustab ka
see fakt, et sellesse klassi indiviide el sattunud.

3° MBningal juhul osutub otstarbekaks ka ebavordsete
klasside kasutamine. Selliste variatsioonridade puhul tuleb aga
Jarelduste tegemisel ettevaatlik olla, siis ei saa vahetult
tille kanda koiki tulemusi, mis on Oiged vordsete klasside
Juhu jaoks.

§6. Empiiriline jaotus.

valjavotte iseloomustamiseks on sobiv kasutada valja-
votte jaotust ehk nn. empiirilist jaotust. Empiiriline jaotus
defineeritakse kui sellise diskreetse juhusliku suuruse jao-
tus, mis rahuldab jargmisi tingimusi:
1) juhusliku suuruse véaartusteks on parajasti valjavotte
indiviidide véaartused

™2* e xn” -
2) koigi vadrtuste esinemise tdendosuseo on vordelised
nende esinemisa.rnudega val javottes:

P(X = x,) = ,

kui vaartus x* esineb valjavottes m korda.



1. Kordumatute vadrtustega variatsioonrea empiiriline _jeots.

Seega juhul, kui meil on valjavdte esitatav kordumatute
vaartustega variatsioonreanal-~1), on selle valjavotte jaotus
esitatav valemiga

PX=xi)=- i=112,.. ,n,
tabeli kujul
Tabel 12.
X x1 x2 *** =
I« 1
P q I A
ning graafikuna (vt. joonis 23).
P
Ly
1 1
Joonis 23.

Toodud andmete jargi on ilmselt lihtne esitada ka empiirilisi
Jaotusfunktsiooni F(X) valeminat
FCO =£ , kui Xu<x ™ Xq

_ TT Kaesoleva paragrahvi ulatuses tihistame variatsjoonrea
i-ndat elementi X lihtsuse mottes sumboliga x* ning kordu-

vate vaartustega variatsioonrea i-ndat elementi x? samuti
stmboliga x™.

14 kui ei ole karta valjavotte empiirilise jaotusfunktai-
ooni ?(X) segiminekut juhusliku suuruse X tegeliku jaotus-
funktsiooniga FOQ(mis”_tavaliselt on tundmata),siis marginme
lihtsuse rro?:tes empiirilise jaotusfunktsiooni ~sumboliga F(X).



ning graafikuna (vt. joonis 2X0<

Antud, juhul on ka eriti lihtsalt arvestatavad koik jaotuee
arvulised karakteristikud.

2. Arwulloto karakteristikute leidmine.
Valjavotte keskvéartus, mille edaspidi tdhistame Sinbo-
liga x n
X -1°'s X (6)
Uhtib ~aljavotte aritmeetilise keskmisega. Kirjutare valja
ka avaldise wvilj&votte dispersiooni

n
2 1\ _ -2
G i -Xx) » @
2taodardhaloe
/
* n/\ «i- (8)

Ja absoluutse helbe

©)
ai "wutaniseks.

*



3. Korduvate vaartustega variatsioonrea empiiriline _jaotus.

Korduvate vadrtustega variatsioonrea jaotus on esitatav
Jéargnise tabelina

Tabel 13.
X1 *2 *m
2 1ex»
n n n

Siin on vadrtuse x” esinemise toendosus seda suurem,
mida suurem on tema sagedus véaljavittes. Empiiriline jaotae-
funktsioon on sel juhul krujug

n

=n7 H 9bli xk < X * xkr.i

4. Arwuliste karakteristikute leidnine.

valjavotte keskvaartus arvutatakse vaadeldaval juliul
valemist n

ao
ja valjavotte dispersioogi avaldis on
T A TS TN (11)
5. Naiteid.
Naide 31.

Arvutame nédites 29 esitatud valjavotte jaoks keskvaartuse
Jja hajuvuse karakteristikud.

Arvutamisel vdime kasutada nn, "ajutise keskmise votet",
mis baseerub kesjcvaartuse omadustele 1° ja 3°* Kdik vaatlus-
tulemused x™ voime esitada kujul

X. = C +y=*.
- 87 -



5=c+1lY" T7i=c+ 7
Je- dispersiooni omaduse 3 p(r)]hjal
DX = DY = £ Cy+ - y)2.

Valime konstandiks ¢ = 140. NulUd saame arvutused teostada
hoopiski véaiksemate arvudega y™:
2, -1» 3, 4, 7, 10, 12.
y =y (2-1+3+4*7+10+12) = 33:? = 4,7,
DY = i (4+1+9+16+49+100+144) - 4,72 = 46,1-22,1 = 24,0.
Seega x - 140 + j = 144,7.
az =24, =—/2" = 4,9.

Arvestades juba leitud EX vadrtust, oleksime vBinud
OY arwutamist veelgi lihtsustada, valides X\ = ¢ + 2%, ka
c" = 145} siis ilaselt z = -0,3 ja z* vaartused on

-~ -6, 2, -1, 2, » 7

ning
DZ = DX = i (49+36+4+1+4+25+49) - 0,32 =~ - 0,09 = 4.
Saadud DX vaartus on isegi tipsem, sest EX Umardamisviga
mojutab tulemust vahem.

Naide 3.

Kirjeldagu jargnev tabel Uhe algkooli opilaste vanuseid,

Tabel 14.
7 8 9 10 n 12 13

1 10 15 14 16 13 5 1
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Ilaselt jaotuse tabeliks on siin tabel 15fF sellele vastav
graafik aga on esitatud joonisel 25.

Tabel 15.

1 10 1o 14 16

ol
ol
ol
ol
ol
ol
(\Iﬂ:
ol

Joonis 5.
Jaotusfunktsiooni (tabel 16) graafikut kujutab joonis 26.

Tabel 16.

6 7 8 9 10 1 12 13

1 11 2 40 70 1
7w B 7B TS 75 75 75

Kéeme, et erinevalt joonisel 24 kujutatud graafikust on siin
hipped erineva pikkusega (wrd. hipet kohal 6, 7 ja 8).
Arvutarme nuld ka keskvaartuse

2=9+721 IX=3) + 10%(2) + 155(-1) + .16 + 13*2 + 5*3 +

12 ~ 89



+ 1% s 9 +75 3(5-1) +2(13-10) + 1*(16-15) + 4*1

9+ 71 FA4+2)3+1+1*4 = 9 + 7N * O3l;

@2 = 32 (G+1)+22 (13+10)+12 (16+15)+42°1 - 0.312

=21 - 0,0 * 2,48,
@ = 1,58.

Lihtne on leida selles naites ka mediaani. Et
75 = 2*38-1, siis on mediaaniks variatsioonrea 38«lige*
Loendame variatsioonrea liikmed ja esitame Ulevaatlikkuse
mottes loendamise tulemuse tabelina (vt.tabel 16).

Tabel 17.
XN VAArtus 6 7 8 9 10 1n 12 1B

Jarj ?I;(c)lrranuasb— 1 2-11 12-26 27-40 41-56 57-69 70-74 75

Seega on mediaaniks variatsioonrea 38.11ige, mille véartu-
eeks on 9~



Kasutades naites 29 toodud metoodikat, vbiae leida ka
kvartiilid. Saame

£(75-1) = 18,5* 18 181 =19; (a=§
§(75-2) = 36,5 »37 1943741 =57; ~ = 11;
§(75-1) = 12,33 = 121 =13; g _g
N(75-2) = 48,67 ~ 49; 1349+ = 63; sii = 11.

Ulemise kvartiili puhul annaksid 56. ja 57. element mSlemad

vordse veaga kvartiilide vahe. Et aga Ulemist kvartiili mitte
liiga palju alahinnata, loeme selleks 57_elemendi. Kui meid

el rahulda saadud kaunis jame hinnang sekstiilidele ja kvar-
tiilidele (Jaredus ilmneb sellestki, et sekstiilid ning kvar-
tiilid on vastavalt vOrdsed!), siie voime arvestada ka ele-

mentide paiknemist klassis (vt. § 7).

§7.Empiiriline jaotus klassi-
fitseeritud vaartuste
korral

1. Vordsed klas3 id.
Olgu meil klassifitseeritud jaotused antud kujul

Tabel 18.
Klasside
piirid  &o*al> [alB2)  [a273) GE1 a0
Sagedus nl Mo n3 0o o o
Toenaosus

nl °2 & o o *
n n n
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Naeme, et tabel on formaalselt samane korduvate vaartus
tega variatsioonrea jaotustabellle, ainsaks erinevuseks on,et
siin kuulub poollSiku indiviidi, seal aga olid
nA Indiviidi vSrdsed vadrtusega

Vastavalt sellele tekib siin kisimus, kuidas paiknevad
need n, indiviidi klassis [@ "™»a").

Sageli on tAiesti piinav, kui loeme kiik need indiviidid
paikivateke poo.lidigu keskpunktis «t +g— ! « Sel korral
taandub vaadeldav jaotus tapselt paragrahvis 6 kirjeldatud
Jaotuseks; analoogiliselt viib esitada tema jaotuse ning
Jaotusfunktsiooni graafikud, samuti saab arvutada arvulised

karakteristikud: m

(12)

©)

2. Indiviidide paigutus klassis.

MBningate Ulesannete lahendamisel on aga vaja tapsemalt
analuisida indiviidide paigutust klassis. Sel korral eelda-
takse tavaliselt, et koik indiviidid paiknevad klassis uUht-
laste vahedega (vt.joonis 27), kusjuures erinevates klassi-
des on indiviidide vahekaugused loomulikult erinevad.

Joonis 27.
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Sel korr&l arvutatakse ird.iid.Ide vahekaugus

=5-, (@r))
kus d on klaasi pikkus, d = - a4 1 ning paigutatakse
klassi kuulluvad M indiviidi jargmistesse punkti-
desae:
3\ 2n=Dygy
+ -£ , aiel + , ---, alul + (— 2201— - Al— J“«(15).

Saadud valemit on sobiv kasutada agx X ja ajin X4 arvut&mi-
eeks juhul, kui nende vadrtused ei ole teada (andmed kogui;i
kohe klassifitseerituna). Saauti saab valemi (15) abil leida
aediaani, kvartiilide, sekstiilide jt. kvamciilide tdpsemaid
vaartusi (wd. naiteid 32 ja R)*

Kasutades vaieait (15) aleaentide paiknemise maarami-
seks, on meil vOimalik tipsustada ka jaotusfunktsiooni graa-
fikut (vt. joonis 29). Naeae, et kullaltki hea lahendi empii-
rilise jaotusfunktsiooni graafikule saame, Uhendades klassi-
fitseeritud jaotuse jaotusfunktsiooni tabelid (vt,, tabel 20).
Leitud punktid (Joonisel tahistatud ringikestega) Uhendatakse
aitte trepp.loonega , vaid kaldldlkuteat koosneva  nurd.ioo.le.gar

3. Arwuliste parameetrite leidnine, Sheppardi parandus.

Arvutame ka keskvaartuse, eeldades, et igg?>> klassis
Jagunevad elemendid Uhtlaselt. Selleks arvutame kdigepealt
klassi 1 kuuluvate elementide keskmise J

1 . An -



Arwtuee juures kenutaaime aritmeetilise progressiooni Va-
lemit ja /1+ definitsiooni (vt. valem (14)).

tjldkaskmine on klassikeskmiste kaalutud keskmine
n i}

Seega saame Ukcifrindlviidide psadimamist arvestades sama kesk-
vaartuse kui sel juhul, kui oletaksime, et koik antud klassi
kuuluvad indiviidid asuvad Klaa3l keskpunktis al-Lgt ai

valjavotte dispersioon soltub aga ka indiviidide paigu-
tamisest klassis. Eeldades, et elemendid jagunevad klassis
Uhtlaselt, saaksime raonevorra hajuvama jaotuse, seetdttu suu-
reneb ka sellisel korral veidi dispersioon. Juhuks kui Kkoigi
klasside pikkused ou vdrdsed

ai ~ &i-1 =d-

on tuletatud parandus (vt. naiteke 5 ), mis vdimaldab klassi-
keatmiete jargi arvutatud dispersiooDi hinnangut korrigeerida.
«Selle nn. Sheppardi paranduse vaartuseks on

lo2
12 »

seega parardatud dispersiooni vaartuseks oleks
<?2 “nby - S)2-V hn2 -
31

TTaide >3.

Olgu antua klassifitseeritud materjal jargneva tabeli”
naol .

suurusega 2 ,99#
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Tabel 19.

et 2,50-2,99 3,0-3,40 3,50-3,99_*,00-4,4? 4,50-5,00

Opilaste
arv 1 5 lo 15 9
Téendosus 0,025 0,125 0,25 0,375 0,225

Jaotuse illustreerimiseks esitame jargraisd graafum (VL

joonis 28)e

- B P WV "

Joonis 28.

Tabeli 19 pohjal saame koostada ka empiirilise jaotus-

funktsiooni tabeli (vt. tabel 20).

Tabel 20.
X 3,0c 3,50 4,00 4,50 5,00
FOO 0,025 0,150 0,400 0,775 1,00

Et saada tapsemaid tulemusi, leiame niud ka valemi 414)
abil Uksikindiviidide kohad klassis ning tépsustame vastavalt

Jaotusfunktsiooni graafikut (vt.joonis 29).



Joonis 29«

Klassi parima, halve ning keskmise dpilase hinded
aga saaksime arwvutada jargmiselt:

d = ,i _ ajg = 300 = 2,50 = ... = 5,00-4-,50
_ - 0,50;

nt = 1 =

Xi = ao + 4™ 2,50 + 0,25 = 2,75
w =9, - 9 0,056;

ni
Ay
» Y40 * am 5,00 - 0,026 = 4,97.

Keskmisi 6pilasi on praegu 2, nesd on jarjekorras 20, ja 2.
M&lemate hinded on vahemikus 4,00 -4,49, kusjuures nad m
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vastavalt 4. ja 5 dpilane sellest hinnete nihmast. Mediaani
arvutame vastavalt valemile (B).

na =y fr = 0,033 ;
X0 = 4,00 + £ . 0,033 = 4,116;
X21 = 4,00 +1 . 0,033 = 4,149

ning mediaaniks on
= 4,133,

seega on keskmise Opilase hindeks 4,133«
Arvutame veel ka keskmise hinde kogu klassi jaoks (mitte
keskmise Opilase hinde). See on

X = @*2,75 + 53,25 + 10*3,75 + 15*4,25 + 9*4,75) =
=4+ (-1,25-5*0,75 - 10*0,25 + 15*0,25 + 9*0,75) = 4,075.

Leiame ka hinnete hajuvust naitava dispersiooni ja

standardhéalbe
d2 =-ix (1,252 & 14*0,752 + 25*0s252) - 0,0752 = 0,27.

3 =0,52.

Arvestades Sheppardi parandust saaksime aga dispersioo-
niks

v2=0,2
Ja standardhalbeks
£= /P*= 0,%4.

EbavOrdsed klassid.
Jargnevalt vaatleme naidet ebavordsete klassidega klassi-

fitseeritud jaotuse kohta.

15 .97 .



Nnatde_da. Tabellis 21 on antud mingl ajavanemiku Valtel

abiellunute vanused.
Tabel 2:1.

17 1S-19 20-21 22-24 25-29 30-34 35-39 40-49 50-69
1 3 12 23 30 14 6 7 8

0,000 oo ?0,113 0,217 0,283 0,132 0,057 0,066 0,076

Sellise tabeli tdlgendamisel tuleb olla tihelepanelik,
et mitte kinnitada, et abiellunus vanusevahemikus 30-34 o
kdrgem kui vanueevaheaikus 20-21 v6i koguni vanusevahemikus
50-69 on kérgem kui vanusevahemikus 18-19.

Ka jaotuse graafikut ei ole oige teha mehhaaniliselt
tdendosuste jargi (vt. joonis 30), sest sellisel graafikul
ei ole Uksikute rihmade erinevuse tfendosused vordelised

graafikul kirjeldatud yindalade™a. ning seetdttu tekib tdsine
valesti méistmise oht (mida, muide, 3ageli vdib kasvéi aja-

kirjanduses kohata).



oigem oleks arvutada igas ruhmas abiellumise tdendosus
1 aasta kohta. Teemegi seda tabelis 22, kus teise ritta on
margitud igale vahemikule vastav aastate arv.

Tabel 22.

17 18-19 20-21 22-24 25-29 30-34 35-39 40-49 7069
1 2 2 3 5 5 5 10 20
0,0094 0,0236 0,0566 0,0724 0,0566 © R & 0,0113 0,0066 0,0031

Tabeli 22 jargi koostatud graafik on eeitatud joonisel

31.

Joonisel 31 naitab iga tulba kdrgus vastavasse vanuse-
rihma kuuluvate isikute tdendosust abielluda iUhe aasta jooksul,
iga tulba pindala aga on vordeline vastavasse iuhma kuuluvate
isikute abiellumise tcenaosusega aja valtel, mil nad sellesse
rihma kuuluvad.

Kuna arvulised parameetrid leitakse k&esoleval juhul
samuti kuil vordsetegi klasside juhul, siis seda me kaesolevas

naites ei tarvitse teha.
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ss. "Valed. s~ indiviididide eris-
tamine valjavdéttest.

Sageli vBib valjavottesse sattuda elemente, mis el kuu-
lu uuritavasse Uldkogumisse, m. "‘valesid" elemente. Nii wvoib
bioloogilise materjali uurimisel Ube Ifigi indiviidide hulka
sattuda isendeid teisest liigist, mingi flUsikalise konatandi
mootmisel on moni mdotmine tehtud ilmselt korrast ara oleva
instrumendiga jre.

Uurimistulemusi mdjutavad tugevasti eriti niisugused
"“valed" elemendid, mis iile_jé&nd indiviididel oluliselt eri-
nevad. Niisugused '‘valed" elemendid, mille uuritav tunnus on
ligikaudu sama véartusega kui vaadeldavasse uldkogumisse kuu-
luvatel iIndiviididel, ei mdjusta uurimistulemust kuigivord.
Uurimistulemustes '‘valede' elementide arvestamisest pdhjusta-
tud jamedate vigade valtimiseks kasutatakse mitmeid meetodeid.

Kirjeldame neist moningaid.
1. Mdningate tugevasti kdrvalekalduvate elementide eristamine.

Normaal jaotuse tabelist on ndha, et normaal jaotuse korral
paikneb keskmiselt ™ valjavottesse kuuluvatest indiviididest
vahemikus

m- ,m+Q),
kuna £ elementidest on vaiksem kui m- ¢ , £ elementidest -
suurem kui m +d . Vahemikku (m - 2<? , m + 2d ) kuulub Ummar-
guselt B valjavottes sisalduvatest indiviididest ning vahe-
mikku (T-30* ,m + 3<3*) praktiliselt kdik (Ule 99,9%) indi-
viidid. See annabki digustuse valjavbttest '‘valja visata'" va-
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ga tugevasti keskmisest erinevaid indiviide, mille kohta me
oletane, et nad kuuluvad normaal jaotusega Uldkogumisse. On ju
damiselt véhe tbendone, ot need vaadeldavasse uldkogumisse
kuuluvad - tegemist on kas teisest Uldkogumist péarinevate
indiviidide vOi mootmisvigadega. Tuleb age arvestada* et juba
100-indiviidilises valjavottes on toendosus selleks, et esineb
vahemalt Uks vahemikku (m - 36%)» m & 35) mittekuuluv indi-
viid 1 - 0,999 = 0,1, See aga tihendab, et Kimnest selli-
sest val javottest keskmiselt Uhes esineb nii auur (Voi suurem)
kérvalekaldumisega indiviid. Seetdttu tuleb olla suurte valja-
Vitete puhul valjaviskamisega ettevaatlik. Eriti 3uurte korva-
lekaldumiste (4tf ja rohkem) puhul tuleb aga kindlasti valja
selgitada, kas ei ole tegemist vaarade elementidega; so9st
niisuguste korval6kaldumiste esinemise toendosus on ka suurte
valjavbtete puhul tihiselt vaike. Naiteks I0CO-ladiviidilises
valjavottes on W suuruse halbe esinemise tdendosus ligikaudu
Vordre (vt. [0];
1000*3,17 *10-5 = 0,0317,

s.t. urbes (ks kord 30 valjavotte kohta vBib e3soneiia nii suur
korvalekaldumine.

Loonulikult tuleb peale Malede™  elementide kdrvaldamist
arwtada kOik jaotuse karakteristikud uuesti.

2. Jaotuse *sabade mahaldikamine™.

Kui on pdhjust arvata, et jaotuse hulgas leidub "‘valesid"
elemente, kuid need ei eraldu Ulejdanutest vaga tugevasti
(nditeks on sama keskvaaxtuse, kuid mdnevlrra suurema disper-
siooniga), siis kasutatakse sageli mn. “‘sabade mahaldikamist'”,
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s.t. materjali uurimisel jaetakse valja 1-10% materjalist
variatsioonrea otates (naiteks 2,5% kummastki otsast).

3e ™Valede¥ elementide suhtes vahetundi *ke meetodite kasuta-
mine.

Kui unel voi teisel pbhjusel ei ole vdimalik “valesid"
elemente eristada, kuid on siiski alust arvata, et neid val-
Javottes leidub, siis VvOib kasutada tavaliste keskvéartuste
Ja dispersiooni esemol naiteks mediaani, kvartiile, keskmist
halvet jne. Kuigi need na. jérkatatistikud on méned areduste
pool33t halvemad kui keskvadrtus ja dispersioon (vt. jargnire
peatikk) , on nad vahem tundlikud valede elementide esinemise

suhtes.



111. PUNKTHINNMGUD.

8l_.Parameetrite hindamise
Gldprobleem.

Sageli Vvbime eeldada, et meid huvitava juhusliku bt
ruae X jaotus kuulub teatavasse tuntud klassi ?x. Kii nai-
teks on teada, et mootmisvead jaotuvad enamasti normaal jaotus*™*
kohaselt, radioaktiivset lagunemist kirjeldab Poissoni jeoOl >
jﬂe- Et aga uuritavat jaotust tapselt kindlaks teha, on tar-
vis teada ka jaotust iseloomustavate konstantide - parameet-
rite arwulisi vaartusi. Nii on normaal jaotust iseloomustava-
teks parameetriteks keskvaartus w ja standardndJ.ve & (vt
valem (1.25)), Poissoni jaotust iseloomustan teatavasti ks
parameeter X e mis on Uheaegselt keskvaartuseks ning dis-
persiooniks (vt.valem (1.28)).

Uatemaatilise statistika tlesandeks on sei juhul méira-
ta valjavbtte, s.t. uuritava juhusliku suuruse mingi vaartus-
te hulga pohjal tundmatutele parameetritele mingis mottes
sobivaimad vaartused. Seda on v8imalik teha kahel viisil -
punkt- ja vahemikhinnangute abil. Vaatleme kdigepealt punkt-

hinuanguid kui mdnevorra lihtsamaid.
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§2. Fankthinnangud ja nende
omadused,

tiks vBimalus meie Ulesande sOnastamiseks on jargmine:

Uuritava juhusliku suuruse X jaotus Px kuulub jaotuste
klassi ?Y. Jaotus Px s6ltub teatud hulgast parameetritest
511é0,... n (tavaliselt k - 1,2 voi 3). Selxeks, et mddrata
Junuslijau suuruse X jaotus tapselt, tuleb valjavotte

79 F2** T M

poijal anda parameetritele B-po®,... ja 6" teatud mottes
sobivaimad vaii “tused.

Selline on probloemisee.de punkthinnangute Ulesande phu,

Nagu udha, tuleb meil parameetrite hindamiseks moodusta-
da valjavottest teatavad funktsioonid, mida téhistame simbo-

litega N2 eem
o.t.
*‘lc*)c’/\ul)*
_ M- 9** N * @
t-..

lugedes hinnatavad parameetrid vOrdseteks nende funktsioonide
&I TUFtFtoa:
*1

= "(x

ek — .ﬂ(U; 11*n-

-
runktsioone *2"_ K ictatakse hinnanguteks, Et

hinnangud s6ltuvad valjavottest, siis on nad juhuslikud sum

sed. IlImselt ei saa juhuslikud suurused vdrduda konstantidega
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parameetrid on ju juhusest sOltumatud konstandid - seetdttu
on ilme, et vordustega (2) leitud parameetri vaartused kind-
lasti (voi tipsemalt: peaaegu kindlasti) erinevad parameet-
rite tegelikest vadrtustest 6,*80,... ,0"

Et siiski neid hinnanguid saaks kasutada ja valida kdik-
voimalike hinnangute seast valja teatud mdttes parimad hinnan-
gud, esitame hinnangutele jérgmised nuded:

1. Nlhutamatus,

Hinnang peab olema nihutamata, s,t. hinnangu keskvairtus

peab vorduma hinnatava parameetri oige vaartusega:
i "2 Nt XD = 60,

E N2AXE* % ™ = @R* 3
bAN L. XD =0
See tahendab seda, et hinnang el sisalda sustemaatilist

viga, me ei ala- ega llehinda (siUstemaatiliselt) oma uuritavat

parameetrit ning keskmiselt osutub meie hinnang oigeks.

2. Efektiivsus.

Teiseks on loomulik nouda, et hinnang hajuks vdimalikult
vahe (sel korral on ju iga kord hindamisviga suhteliselt
vaike), s.t. et hinnangu dispersioon oleks voimalikult vaike.

K Valemina saaksime selle néude esitada jargmiselt:

DC M1(x1,...,xn)) = min,
DC 472(x1,-.-,x&)) = min, @
DC ?”k(X1,...,xn3;) = min,

kusjuures miinimum on leitud koigi vdimalike hinnangute hul-
fet, mis on saadud sama mahuga valjavotte pdhjal. Niisuguste
14 _ 105 -



hinnangute olemasolu kontroll inlire on omaette matemaahiline
probleem, millel me kdesolevas pikemalt ei peatu (vt. naiteks
[6] vBi [7]). Praktikas kasutatavatel juhtudel on enamasti
siiski niisugused hinnangud.

Hinnangut, mis on nlhutamata ning minimaalse dispersi-
ooniga, nimetatakse efektiivseks. Efektiivsed hinnangud voi-
maldavad saavutada hindamisel nutavat tépsust kdige vaiksema
mahuga véal javotte korral.

Et efektiivseid hinnanguid pole alati viimalik kasutada
(iga parameetri jaoks ei tarvitse selliseid Uldse eksistee-
ridagi), siis on sobiv vitta kasutusele suurus, mis naitab,
kui palju mingi nlhutamata hinnang erineb efektiivsest hin-
nangust ¢ Selliseks suuruseks on hinnangu efektiivsus e , mis
on defineeritud suhtena

$ )= 17y » (&)

kus D* on vaadeldava parameetri O jaoks (antud valjavotte
péhjal) saadav minimaalne pShimotteliselt vdimalik dispersi-
oon (efektiivse hinnangu dispersioon), aga Dt on parasjagu
uuritava hinnangu dispersioon. Naeme seega, et efektiivse
hinnangu efektiivsus on 1, iga teise hinnangu efektiivsus
aga vaiksem kui 1. Siinjuures mida suurem on hinnangu efektiiv-
sus, Seda lahemal efektiivsele on uuritav hinnang ning Uhtlasi
seda "okonoomsem” ta on. On vdimalik naidata, (vt- [@ . )
et kui efektiivset hinnangut kasutades saame uuritavat para-
meetrit vajaliku tapsusega hinnata valjavétte pohjal, mille
maht on n, siis kasutades hinnangut <T , mille efektiivsus

on e, ldheb sama tépsuse saavutamiseks vaja vaijavotet,mille

- 106 -



Bab.ukB on

g
Hinnangute *'sama tapsuse™ all molstaffle seda, et hinnangute

dispersioonid (voi ka standardhalbed) on virdsed.
3. Konsistentsus.

Kolmas loomulik nBue seisneb selles, et valjavotte mahu
suurenedes laheneks hinnangu véartus (Ukskdik missuguse valja-
votte korral) hinnatavale parameetrile.

Matemaatiliselt saab selle ndude esitada selliselt:

ALV N el »
"X-p...."™ B2, ®

Nk(XI»eeexXiO) -[] Ok *
kus stmboliga £+ on tdhistatud koonduvust tdendosuse .iargi
(vt. nditeks § ), mis tdhendab seda, et see koonduwvus esi-
neb mitte paris kindlasti, vaid kuitahes suure tdendosusega
(naiteks 1000 valjavotte hulgast 999 juhul jne.). Hinnangut,
mille korral kehtivad seosed (6), nimetatakse konsistentseks
(veel'nvaks).

§3.Punkthinnangute asumptoo-

tilised omadused.

Et praktikas tuleb kasutada hinnanguid, mis ei ole nihu-
tamata vOi el ole efektiivsed, esitare nfuete 3) ja (4) ase-
mele mdnevdrra nérgemad nbuded, mille tiidetus sageli osutub
praktiliste Ulesannete lahendamiseks piisavaks.
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Olgu n-indiviidilise valjavotte pohjal arvutatud hin-
njsy
fl’(xl»,**,xn) = M
Nimetame suurust

bA)= E( -e Q)
hinnangu alhkeks (valjavotte mahu n korral).
Juhul leul hinnang on nlhutamata, siis ilmselt

ba( V") =0 iga n Kkorral.
1° Hinnang on asibgptootiliselt nlhutamata, kui
limh (? )=0, ®

n-*«» n
B.t., kui valjavotte mahu 18pmatul suurenemisel laheneb
hinnangu nihe nullile (Ja seega hinnang laheneb nlhutamata
hinnangule).
2° Hinnang $ ~ on aeti”>tootiliaelt efektiivne,kui
see hinnang on nlhutamata (vdi asuaptootiliselt nlhutamata)

ning tema efektiivsus laheneb Uhele
N () = mp* -» 1.
(A M) = merjay - ©

Et sageli efektiivsus sbltub valjavotte mahust, siis on
valjavotte mahu n I6pmatul suurenemisel otstarbekae hinnan-
gute omaduste uurimisel peale efektiivsuse kasutada ka
aalimptootilist efektiivsust, mis on defineeritud efektiivsu-
se e piirvaartusena valjavotte mahu n I1dpmatul kasvamisel:
e =lime( ™ MNb.
n =p»
Astaptootiliselt efektiivse hinnangu asUmptootillne efektiiv-

sus on 1.

*
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84. Keskvaartuse hinnangud.

K&esolevas, samuti ka kahes jargmises punktis, kasitlema
peamiselt klaasifitseerimata jaotusi, s.t. variat3ioconritta
on paigutatud juhusliku suuruse enese vaartused, (Ukskoik,
kas vbrdsed voi erinevad). Oletaae,et paraaeetriks, aida
meil tuleb hinnata, on keskvadrtus m. Keskvaartuse hindamine
osutub vajalikuks vaga mitmesugustes statistika Ulesannetes.

Naiteks adStaisteoorias eeldatakse tavaliselt, et puu-
dub siistemaatiline viga (selle vaite Oigsuso kontroll kuulub
mdGtmise metoodika valdkonda) ning et mddtmisvead on normaal-
Jaotusega, kusjuures slstemaatilise vea puudumise tottu aelle
normaal Jaotuse keskvéartuseks on 0. Et modtmistulevus vordub
mOddetava suuruse ja mddtmisvea summega, sSiis on ka mootmis-
tulenus normaaljaotusega, kusjuures selle normaaljaotuse
keskvaartuseks on mdddetava suuruse 6xkb Vaartus. Arusaada-
valt on siis mbddetava suuruse digele vaartusele sobivaks
hinnanguks médtmistulemuste keskvéartuse hinnang.

Et keskvaartus on ks juhuslikku suurust kdige paremini
iseloonustavatest karakteristikutest, siis on keskvaartuse
hindamine probleemiks ka mitmete teiste Ulesannete korral,kus
killl keskvéartusel ei tarvitse olla sellist slsuliat tdhendust
nagu mbotmise Ulesandes.

1. Keskvaartuse hinnangute erinevaid kujusid.
Keskvaartusele voib konstrueerida mitmeid erinevaid hin-

nanguid. Toome siin nditena mbned:
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Halde 3.
Keskvaartuseks loetakse lihtsalt esimene Vaatiastuleaua
m=x1. Clo)
Naide 3%6.
Keskvaartuseks loetakse valjavotte mediaan:
m =med (X, ... &a) = aed. @
Haide 37.
Keskvaartuseks loetakse vﬁljavﬁtte keskvaartus:

margime, et viimased kaks valemit Vvdib esitada ka thtsel
kujul n

Xi . (@)

Siin on voetud aritmeetiline keskmine kdigist vaatlustest

(ilma neid variatsioonritta jérjestamata), mis tipselt VOrdb

valemitega (2,6) ning (2.10) antud valjavotte keskvédrtustega.
Naide 3.

Keskvaartuseks loetakse valjavotte kaalutud keskmine
n
m=) Xi«i* (@)

kus kaalud gi on suvalised arvud (tavaliselt g_1 > 0), mis
n
peavad rahuldama Uksnes tingimust gi = 1. Paneme tdhe-

le, et valem (13) on kdige uldisem; kaalude g+ sobival vali-
kul tulenevad sellest valemist valemid (10) ja (12).
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Waide 30.

Klassifitseeritud jaotuste korral kasutatakse keskvaar-

tuse arvutamiseks valemit

* 5 = 4-1*al
BX * x =) )

Cvt. valem 2.12).

Vaatame niid, missugused omadused on valemitega (10)-
-(14) saadud hinnangutel .

2. Ukalkvaatlus keskvaartuse hinnanguna.
35 UasSB)i
Hinnang on nihutamata. Toepoolest, valjavitte esimese
indiviidi keskvaartus vordub uuritava juhusliku suuruse kesk-
vaartusega
Ex® = KX = ».
Samuti vOrdub selle esimese indiviidi dispersioon uuritava
Juhusliku suuruse dispersiooniga
DxJ = G*2.
Et valjavotte esimese indiviidi vaartus ei soltu valjavotte
mahust n, siis ei saa selline hinnang valjavotte mahu suure-
nemisel ka hinnatava parameetri vadrtusele laheneda, seega
ei ole konsistentne. Selletdttu polegi hinnang (10), kuigi
nihutamata, kuigi sobiv kasutamiseks.
3. Valjavotte mediaan keskvairtuse hinnanguna.
Naide 36 (.jarg).
Valjavotte mediaani kohta on teada (vt.nditeks [50] ),

et ta on nihutamata hinnang uuritava juhusliku suuruse medi-
aanile (vt. § 1.8).
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Seega sobib val~wvotto mediaan selliste juhuslike suu-
ruste keskvaartuse hindamiseks, millel keskvaartus Jaaediaan
Ghtivad. 3ii on see simmeetrilistel6 .luhu«i suuruste puhul
(nagu normaal jaotuss uhtlane jaotus, binomiaaljaotus, kui
p s mjne.) - siis on valjavotte mediaan keskvéartuse nihu-
tamata hinnanguks:

E(med) = 3.

Valjavotte mediaani dispersioon sdltub uuritava suuruse
konkreet&oat jaotusest (vt.[6,7] ) ning valjavotte mahust H.
Juhul, kui I on normaaljaotusega N(a, < ), laheneb valjavotte

mediaani dispersioon valjavotte mahu n kasvamisel suurusele

Seega nédeme, et mediaani dispersioon on oluliselt vaikse*
kui juhusliku indiviidi dispersioon.

On tdestatud ka [7] , et valjavotte mahu suurenemisel
koondub véljavotte mediaan juhusliku suuruse mediaaniks,seega
hinnang (11) on konsistent »,

Tuleb kohe markida, et kui vdib eeldada uuritava juhus-
liku suuruse simsieetriiisust (sel puhul on ka valjavote ligi-
lahedaselt summeetriline), siis sobib valjavotte med*««'"
Jigl+seVs héati keskvaartuse hinnanpjuirge tema eeliseks on,et

ta ei aoua sageli Uldse arvutuatédd (vt.valemid (2.4),(2.5)
v6i nouab seda suhteliselt vahe.

?.Ul"ayotte keskvaartus keskvairtuse hinnan”ma .
Mid»_J7_ (Jarg).

Kcige tavalisemaks hinnanguks keskvaartusele on valja-

_Leidub_ka_mittesimaeetrilisi jaotusi.millel mediaan la
keskvdartus uhtivad,kuid praktikas esineb selliseid h ~ .
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votte keelnrdartus. Vaatame, kas eelle kasutamine on Gigusta«
tud.Selleks arvutame hinnangu keskvéartuse, kasutades keek~
vaartuse omadusi 1<-3°

S Ex#® = A . nEX = EX = m. (16)

Xéeme, et hinnang on nihutamata. Arvutame ka hinnangu dis»
persiooni. Selleks kasutame dispersiooni omadust 4< ja (vt.

81.10) eeldust véljavotte Uksikindiviidide sdltumatusest,

an

Kusimusele hinnangu (12) konsistentsuse kohta annab vas-
tuse suurte arvude seadus, mis véidab, et valjavdtte kesk-
vaartus (aritmeetiline keskmine) koondub (tdendosuse jargi)
juhusliku suuruse keskvaartuseks (vt.naiteks [3] ).

5. Hinnpnfiute vordlus.

Vorreldes hinnanguid (Il1) ja (12) n&eme, et hinnang
(12) on Gldiselt parem: ta on kasutatav igasuguse jaotuse
korral (ei ole tarvis teha eeldust simmeetrilisuse kohta)
ning samuti on dispersioon vaiksem - kuigi erinevus ei ole
vaga suur (vrd. valemeid (15) ja (17). Selleks, et saada
mediaani abil hinnangut, mille dispersioon oleks fikseeritud
suurus

A A
tuleks kasutada valjavotet, mille maht on n = n = 1,57n*»
Niisiis, selleks et saavutada valjavotte mediaani abil kesk-
vaartusele sama tépsusega hinnangut kui véljavotte aritmeeti-

lise keskmise abil, tuleb valjavdotte mahtu suurendada 1,57
korda.
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Sellegipérast on véaljavotte mediaani kasutamine hinnan-
guna Oigustatud siis, kui valjavotte maht on piisavalt suur
ning mediaani leidmine on oluliselt lihtsam kui aritmeetilise
keskmise leidmine (nii on olukord eriti kordumatute vaartus-

tega variatsioonrea korral).

Kaalutud keskmine (vt.valem (13)) annab samuti keskvaar-

tusele nihutamata hinnangu
n n n

E gxk+= A giEXjAr = KA gl = KI.

Samuti on kaalutud keskmine ka konsistentne hinnang. Osu-
tub aga, et alati, kui kaaludkl erinevad Ulksteisest, on hin-
nangu (13) dispersioon suurem hinnangu (12) dispersioonist.

*  Toepoolest

Siis
2 2_1 2f 2 1 2£ N 2 7%,
gl 2 ~12+ n o+ e+ - gt =-?e%e
+2£2>-8- ,
n

seega Juoa niipea, kui kaks kaalu g™ Ja g" erinevad vaartu-
sest j, suureneb dispersioon suuruse 2 £2 vdrra. Samal viisil
arutledes nédeme, et hinnangul (12) on minimaalne dispersioon
vorreldes kdigi teiste hinnangutega, millel on kuju (13),s.t
lineaarsete hinnangutega. Veelgi enam, on vdimalik ndidata,

*
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et hinnang (12) on vaga paljude jaotuste korral ka uldise
minimaalse dispersiooniga, s.o. efektiivne hinnang.

- geega ndeme, et tava kasutada keskvaartuse jaoks hinnan-
gut (12), on igati digustatud.

Hinnangut (13) on motet kasutada sel juhul, kui ménin-
gate vaatlustulemuste kohta on kaheldav, kas nad kuuluvad
tldse uuritavasse uldkogumisse; sellistele vaatlustulemustee
tuleb siis suhteliselt vaiksemad kaalud omistada (vdi anda
neile kaal 0, s.t. "valja visata". Seda tehakse tavaliselt
vaatlustulemustega, mis llejdénutest vdaga tugevasti erinevad
(vt. £ 2.8).

6. Naiteid.

* Naide 39 (Jarg).

Kui me eeldame, et igas klassis [a-»_i»ai) on juhuslik
suurus X Uhtlase jaotusega vastavalt parameetritega aj_i*ai ~
s.t.

Xi~ u(ai_i»al)
ning juhuslik suurus X on defineeritud lineaarse kombinatsi-
oonina m m

siis, kasutades Uhtlase jaotuse keskvaartuse avaldist (vt.
naide 7)

saame X keskvadrtuseks (kasutame keskvaartuse omadusi 1< ja

2=, vt. 81.9) m m
EX PIEXi =
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Arvutasu nidd hinnangu (14) keskvaartus®

» m
vV ? nd4d a4 T+ad ai-l*ai
EX = ) E®) -*g= * =) pA—~2- *
kas suhteliste sageduste ~  keskmisteks on (suurte arvude

seaduse pohjal. vt. nditeks [3]) tdendosused p~.

Seega on valemiga (14) antud hinnang nlhutamata hinnan-
guks keskvaartuste niisuguse jaotuse puhul, mis koosneb osi-
ti Uhtlastest jaotustest.

Suvalise jaotuse korral aga hinnangu (14) nihutamatust
tdestad* ei saa. Kull aga osutub iga jaotuse korral hinnang
(14) asumptootiliselt nihutamatuks klasside arvu a piiraaa-
tul suurendamisel.

Nalde 40.

Olgu meil antud valjavote juhusliku suuruse véartustest:
XX = 144; Xg = 137; x3 = 129; x™ = 153; x- = 120; Xg = 131;
Xy = 147.

Leiame keskvadrtuse hinnanguid:

1= a< 144 (votsime lihtsalt esimese liikme valjavOttest);

2= moodustame variatsioonrea:

120; 129; 131; 137; 144; 147; 153.
Valjavote mediaaniks on liige jarjekorranumbriga -4,
seega aed mml37.

3= arvutame valjavotte keskmise:

X * 130 ¢ y(-10-1+1+7+14+17+23) = 137,3.
Selleks, et leida keskvaartuse hinnangute dispersioone, peane
enne tutvuma dispersiooni hindamise meetoditega, aida teemegi
jargmises paragrahvis ning jatkame k&esolevat ndidet ndites

42.
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85. Juhusliku suuruBsBb dis -
persiooni hinnang.

Teiseks oluliseks parameetriks, mida. sageli tuleb hinna-
ta, on uuritava juhusliku suuruse dispersioon DI = O St
dispersioon avaldub keskvaartuse kaudu, «iie saaae erinevad
hinnangud sdltuvalt sellest, kae keskvadartus cn teada voi

nitte.

1. Dispersiooni hinnang Bkaudu.
Eeldame kdigepealt, et keskvdédrtus B on teada. Kdige
loomulikumaks dispersiooni hinnanguks on sel juhul valja-

vOtte dispersioon n

18)

Kontrollime, kas saadud hinnang on nihutamata. Arvutame
selleks n n n

%2 = G2

eelle hinnangu dispersioon
n

% O
Hinnangu u “mdispersioon avaldub uuritava juhusliku

auuruse 4. tsentraalse momendi 5 = E(X-m)” kaudu (vt.8& 1.11):
(19)
see aga s@ltub konkreetsest jaotusest
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& Halde 41.

Arvutsuae nditena hinnangu @pdispersiooni Juhuks, kui
X on normaaljaotusega. Et dispersioon Ja neljaa tsentraalne
moment ei soltu nihkest (vt. 81.10, omadus 3< &1 .11),vdime
lihtsuse mdttes vaadelda tsentreeritud normaaljaotust. Nii-
siis, olgu Z normaaljaotusega, Z "N(0, 6*). Leiame tema
neljanda momendi

00 X2-
dx.

Kasutame arvutamisel ositi integreerimist, vittes

us - d2*?; du = - 3<2x2 dx,
x 2 X2

dv s - e X dx; v==e 2

Siis saame arvutatavale Integraalile anda Jargmise kuju:

-x2 00 oc -x2
Et aga X2 = "
limx3 e 20> = limx3 e 2~ =0,
X — » +00 X=-»-tX)

mida on lihtne kontrollida nditeks L"Hospital! reegli abil:

lim x—g———: lim 2 un=3<R2 lim-~"3"m=
X -» + 00 _ X —*+00 _xf x-»tee_xFf_
g 2a 2% 32 ? 8 "2
2d2
=32lim ———j-—-—-3- =0,
X-»+0° 3F
2X erT*
2572

Ja tsentreeritud Juhusliku suuruse teine moment EZ2 vordub

dispersiooniga, saame lihtsalt arvutada otsitava neljanda mo-
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mendi -X2
bld =0+ 352 Jr2 « 3K dx=3d>2EX2 = 3rf2 DX = 3 4.

Paigutades leitud EX4 vaartuse valemisse (19), saame

noxmaal jaotusega Juhusliku suuruse valjavotte dispersiooni

DC?2) = |(3tF* - (?%) = . Qo)

On voimalik naidata, et see dispersioon on thtlasi minl-

aaalne, jarelikult osutub saadud hinnang efektiivseks.

tades, et see hinnang avaldub aritmeetilise keskmise kaudu
ning seetdttu on vdimalik rakendada suurte arvude seadust.
—_ ‘_

2. Dispersiooni hinnang x kaudu.

Kahjuks ei ole eelmises punktis saadud tulemus praktikas
tavaliselt kasutatav, sest enamasti ei ole meil keskvéartus
teada ning parameetri m enese asemel tuleb kasutada tema
aingit hinnangut. Kdige loomulikum on kahtlemata kasutada
keskvédartuse hinnanguna valjavdtte keskvaartust x, sest see
on nlhutamata, konsistentne ning véga paljude jaotuste korral

ka efektiivne hinnang.

3. Véaljavotte dispersioon (°2.
Vaatleme dispersiooni hinnanguna véljavotte dispersioo-
ni n
(21)

Kontrollime saadud hinnangu omadusi. Selleks arvutame tema
keskvaartuse n



Keskvaartuse arvutamiseks teese kunstliku v5tte - liidame

*
ring lahutame sulgavaldisest suuruse B
n Zi

s(6*2) =n ECx™m-x+m)2 = 2 [ - x - m]2.

Arvutame nidd vaije ioiudu

ECO*2) =2 V *7 B [(xi " @2 “<2(xi-*)(5-*) ¢ Cx-«)J

Kasutame véljavotte keskvaéxtuse x definitsiooni ning aasndaae

selle vaartuse saadud valemisse
n n n

Y ==" s X 5B 0l

Suauast y”™ xM eraldame liikme indeksiga i; EmmAteeme ka

viimase liikmega; uhtlasi paneme téhele, et a s n <« j m, mis-
tottu kehtib vordus
n n

14 XJ - m-nf£_ (X - a).

VOttes koiki teisendusi arvesse, saame
n

eC52) =1/ E~r(z™m)2 - 1 (xi-a)(x1-m) - |(zl-ia) ‘ai
J=1
+ Ur «)(x3«) *;-r"™ )
kij
Kasutame nild keskvaartuse omadust 1<, asjaolu, et sOltumatute

jJuhuslike suuruste korrutise keskvaartus vordub nende juhuslik



suuruste keskvaartuste korrutisega,ning pewesilmas, et véalja-
votte kohta tehtud kokkuleppe pdhjal (vt.& 2.3) on ja x»

s6ltumatud, niipea kui x» / x~.

Arvestame n&ld, et
E(xzx&- m)2 = E(x* -m)2 = E(l -m)2 = @2 j
ECxj» - m) =Ex4-m=m-m = 0.

Seega joudsime tulemuseni:

Osutub, et véaljavotte dispersioon on nihutatud biTFg,
tldkogumi dispersioonile
B(? 2) = 32. (22)

* cc

Kihutama*» "2*
Kasutades Uldkogumi dispersiooniks valjavotte dispersi-

ooni, me sATlsbitkm seda sustemaatiliselt* Selletdéttu on ots-

tarbekas voOtta dispersiooni jaoks kasutusele nlhutamata hin-
- o . . - -

naug. Selleks "parandame" hinnangu S" nihke ning defineerime

uue hinnangu
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asendades valemisse lahtesuurused, saame

82 =1 (. - i)2. (23)

IImselt on 32 nihutamata hinnang
e<hbC) = nV 1l *( & = - n-r-1 =~ 2 * 072 .
Erinevus hinnangute ”~ 2 ja B vahel muutub tihiseks, kui n on

- « p
vaga duur. Arvutame hinnangu 6‘p nihke b (G* )
bn(072) = E(<?R) -2 = SjjiCc,2_(@2 = -i 62 .

Naeme, et n lahenemisel 18pmatusele l&heneb nihe nullile
bn( &2) 4 0, kui n «o0
Seega on hinnang 3 2 asumptootiliselt nihutamata.

5. Hinnangute @& .a a omadusQi. 2

*  Vaatleme nild hinnangute 8? ja 32 teisi omadusi.
Arvutades hinnangu (?2 dispersiooni, saame elementaarse-
te, kuid kaunis tilikate arvutuste tulemusena (vt.nditeks
) 2 m. & 2gau-2trﬂ i - 3¢t
D(tf2) = ——2-2—-2——% JL-—-#2
mn n
Vorreldes hinnangu s dispersiooni hinnangu $P dis-
persiooniga (valem (19J) nédeme, et dispersioonide erinevus
védheneb n kasvamisel ligikaudu vordeliselt teguriga - ,s.t.
dispersioonide erinevus D( _G'p) - D( <?p) on k(”)rgematrjl'érku
I8pmata vaike auurus vérreldes dispersioonide D( f)'p) ja
D( %‘p) endi vaartustega. On v@imalik ndidata, et vaga mitmete
jaotuste (sealhulgas normaaljaotuse, vt. [§ voi [7] ) korral
on valemiga (21) antud dispersiooni hinnangu G*2 dispersioon

minimaalne koigi selliste dispersiooni hinnangute seas,mille

- 122 -



puhul kasutatakse m tegeliku vaartuse asemel tema hinnangut.
*

Lihtne on leida ka hinnangu 52 dispersiooni; selleks
tuleb kasutada vald dispersiooni gmadust 4=

D(SZ) = D(— .E'.— G\'Z) = —(n :—1)—2 (D n 2) . (25)

Seega on hinnangu 82 dispersioon ilmselt suurem kui hinnangu
Q1 dispersioon ning kumbki saadud hinnangutest - ei (§ P ega
ka 82 pole efektiivne - Uks on nihutatud, teisel on disper-
sioon "liiga suur”” Margime aga, et n l&henemisel Idpmatuse-
le l&heneb hinnangu s dispersioon, samuti ka hinnangu G*
dispersioon hinnangu G*Q dispersioonile. Seetdttu osutuvad
mélemad hinnangud - G*()ja 52 - asUmptootiliselt efektiivse-
teks.

Mis puutub hinnangute konsistensusesse, siis on hinnangu

konsistentsust lihtne jareldada suurte arvude seadusest
(ta avaldub aritmeetilise keskmise kaudu). Et n [lahenemisel
Idpmatusele 32 laheneb <y2—le, tuleneb siit ka hinnangu 32
konsistentsus.

Niisiis kokkuvdttes: dispersiooni hinnanguks on sobivaim
m

kuna see on nihutamata ja suhteliselt vaikese dispersiooniga;

kui aga valjavotte maht on nii suur, et suurus

on vaiksem kui lubatav arvutusviga, siis v0ib vdga hasti kasu-
tada ka hinnangut n
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Standardhdlbe hinnanguteks on vastavalt
@= C12" Ja 8 =\] s2*e

Margime tdestamata nende hinnangute tdhtsamad omadused:

1= Hinnang s on aslmptootiliselt nihutamata Ja paljude
jaotuste korral aslUmptootiliselt efektiivne hinnang. Normaal-
jaotuse N(m, (F) puhul alahindab a pisut standardhalbe vaar-
tust. Nihutamata hinnangu <& jaoks Gs* saame valemist

= . (26>

kusjuures suurused En on antud tabelis VII (n on valjavotte
maht).

2° on samuti asumptootiliselt nihutamata ning paljude
jaotuste korral minimaalse dispersiooniga, seega kokkuvdttes
asimptootiliselt efektiivne hinnang. Mdlema hinnangu disper-
sioon laheneb n kasvamisel suurusele (vt. naiteks [G)]),
mis on uUhtlaei hinnangu « dispersiooniks.

Vdikeste valjavotete korral tuleb eelistada hinnangut
s; kui n on nii suur, et on véiksem arvutusveast, siis
on Ukskdik, kumba hinnangugest kasutada.

Margime, et vaadeldavate hinnangute arvutamisel ei tei-
nud me mingit eeldust selle kohta, missuguse kujuga on uuri-

tava juhusliku suuruse jaotus.

7. Hinnangute 6*2 ,la s2 dispersioon eeldusel X™MKwwi.6%*).
Tapsemaid tulemusi on aga vOimalik saada sel juhul, kui
fikseerime ka konkreetse jaotuse.
Arvutame naiteks hinnangute G*2 ja s2 dispersiooni nor-

maal jaotuse korral. Kasutades ndites 41 leitud m" vaartust,



Baue valemitest (24) ja (25):

D(5 2) . * o=

(5 2) o .
A n2 2(n-1) .4 2 6%

D(S} (1) * 12 N =T- i

8. Dispersiooni hinnangud klassifitseeritud val.lav5Stete puhul.
Dispersiooni hinnangute vaatleoisel tuleb pddrata téhele-
panu ka klassifitseeritud valjavotete pohjal saadud disper-
siooni hinnangute osadustele. Klassifitseeritud valjavotete
puhul soltub dispersiooni hinnang samuti kui keskvaartuse
hinnangki konkreetsetest jaotustest.
Lugedes esialgu koik n. klassi [at,,a,) kuuluvat ele-
* si—'ia§~

menti paiknevateks punktis b~ , Saaksime dispersioo-

ni hinnangud a

o-nY Chbi " J)2<1

ning
(b=x- x)2nit

milledest viimane kui nihutamata on eelistatum, kui n on
vaike; et aga klassifitseeritud jaotuste korral sageli n on
killalt mur, siis voime kasutada molemaid hinnanguid.

Eui aga eeldada, et iga klaasi piires on aeil tegemist
Uhtlase jaotusega, siis saaksime dispersioonile nihutamata

hinnangu, kasutades Sheppardi parandust (vt. [5] )
2?)
EV = ¢j*2,

kus d on klassi pikkus: d =a, ~ai il
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Edaspidi vaatleme veel mdningaid standardhalbe hindamiae

vOimalusi normaaljaotusega Juhusliku suuruse puhul.

9. Naiteid.
Naide 42.
Vaatleme naites 40 antud valjavotet Ja leiame selle
dispersiooni Ja standardhéalbe, seejarel aga keskvaartuse hin-
nangute dispersioonid. Selleks arvutame 52, kasutades mdne-

vlrra teisendatud valemit

n n
2 . . ; "

* H=l < B/ *i2 - *n=i ) Xxi - A 12e <28>
Valime 7/ = ~ 137; siis y= 0,3 ning s2(x) = s2(y)-Saame
seega

32

5 (172+82+62+0+72+102+162) - £ . 0.09
132,23.

IImselt ei ole kdesoleval Juhul oige kasutada dispersiooni

arvu amiseks hinnangut &2, sest n on suhteliselt vaike, G
aga suur.

Stmdardh&lbe hinnangu Bleiame

s =V 132,23" = 11,5 *

Et hinnang s on nihutatud (alahinnatud), parandame nihke,
kasutades selleks tabelit VII (n=7) 4

<tf* * CTzis * 12"95-
Hinnangu (10) m = dispersioon ongi 132,23 (standardhalve
11,5); hinnangu m = x dispersiooni leiame aga valemist (17),
seega

D(X) = 3r 123 - 18,89 ning standardhalve
G4x) = 4,35-
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Mediaani dispereiooni on vdimalik valemi (15) jargi
arvutada ainult sel juhul, kui eeldame, et vaadeldav suurus
on normaaljaotusega; sel korral saaksime (kaunis ligikaudseks,
hinnanguks mediaani dispersioonile

D(mSa) = \ . 18,89 = 29,7.

Paneme aga tahele, et suhe x ja med dispersioonide vahel
on aelmptootiline, s.t. kehtib suurte n vaartuste korral,
kuna véikeste n vaartuste puhul ei ole see seos kuigi tapne.

Naide 43.

Olgu tarvis leida sama juhusliku suuruse keskvéartusele
hinnang m, mille standardhdlve on 41. Selleks tuleks meil
vaatluste arvu suurendada.

Oletades, et valjavotte suurendamisel Jaab valjavotte
hajuvus umbes samasuguseks, tuleb valida n nii, et

D(X) =1 (siis ka 6%2) = 1).
p

-j2
Et D(X) = -~r , CG*
mahuks — 133. Et aga véljavottesse tulevad ka juba kasutatud

J1
133, siis peaksime valima uue véljavotte

indiviidid, oleks tarvis vaadelda veel ainult 133 - 7 = 126
indiviidi. Kui me aga arvestame, et edaspidi saadav disper-
siooni hinnang voib ka mdnevfrra suureneda (sisaldab ju ka
see vigal), siis peame valima valjavdotte mahu mdnevlrra suu-
remana, nditeks 150.

Naide 44.

Teine vOimalus Ulesande plstitamiseks on jargmine: maa-
rata valjavotte maht tingimusel, et keskvadrtuse suhteline
viga oleks vaiksem kui 1%.

Keskvaartuse suhtelise vea arvutame seosest

£, u
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s.t. <*() <.0,01 X = 1,373.
Siit

D(x) £ 1,3732 = 1,89,
Killest jareldub vdrratus n jaoks

Margime, et toodud n&didetes ei oleks oige kasutada
kaalutud keakuiei, sest puudub tdiendav informatsioon kaalu,

de vaiiniseks.

Olgu aeil antud jaotustabel
Tabel 23.

120 - 129.9 130 - 139,9 140 - 149,9 150 - 159,9

13 27 41 9

X = 140 +~ [134-15) ¢ 27C-5) ¢ 41*5 + 9*15] =
= 140 ¢ [13(-3) ¢ 27(-1) + 41 + 9= = 140 ¢
= 140,11.

C*2 ="~ .25[134-3/ + 27C-1)2 + 41*1 + 9*37 - 0,112 -

|g[22*9 + e - 0,112 = 73,88.

Et jaotustabel oli esitatud klassifitseerituna, intervalli
pikkus d s 10, =amenihutamata hinnangu dispersioonile, kasu-
tades Sheppardi parandust (27)

*t2 73,88 - ~"5- = 73,88 - 8,33 = 65*55
V = Ya&gIi3r = 8,1.
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86. Normaaljaotuse standard -
halbe hinnangud.
1. Normaaljaotuse standardhalbe hinnang keskmise halbe kaudu.

Arrutame valjavotte keskmise halbe keskvaartuse:
n n

E(K) = E( =/ Ixj-mj) =5/  Ejx*-m] = EQX-m[= k,

seega valjavotte keskmine halve on Juhusliku suuruse X kesk-
mise halbe E|X-mj(vt.valem 1.21) nlhutamata hinnanguks.

Kui keskmine halve on avaldatav dispersiooni (voi
standardhdlbe) kaudu, siis voib keskmise h&lbe hinnangust
arvutada hinnangu K ka dispersiooni (voi standardhalbe)
Jaoks.

Naide 46.

Jt Arvutame normaaljaotuse keskmise halbe E|x-m]. Selle
asemel, et arvutada Juhusliku suuruse X ~N(mtO Jaoks
EjX-m{, voime leida Juhusliku suuruse X ~ N(O, * ) absoluutse
momendi

00 -2
Bizl= - -- fIx] e <x=7-r7v Jlle2< 11

(kasutasime eiin infcegreeritava funktsiooni sismeetrilisust).

Edesi teeme muutuja vahetuse:

_ X2 t at, = xdx

DNFH_
mille tulemusena”saame
Jxe2n dx - 2 f e -tdt = -tf2 e* = th2

Saadud Qntegraali vaartuse aé%ndamine annabki meile
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Seega salme Uldise normaal jaotuse puhul

ebe-d=WIr 29

ning vastupidi:

seega on suurus n

(30)

nihutamata hinnanguks normaaljaotusega juhusliku suuruse
standardhélbele.

Selle hinnangu dispersiooniks on (vt. nditeks [5»6] )

Et hinnangu <+ dispersioon, mis on Uhtlasi minimaalne,
nagu nagime eelmises paragrahvis,avaldub jargmiselt
D( &) =
siis ndeme, et absoluutse hdalbe abil saadud hinnangu efektiiv-

sus (vt. valem (5)) on kullaltki korge

Seega néeme, et valjavdtte keskmise halbe wkkasutamisel

standardhdlbe hindamisel on tarvis valjavotte mahtu kdigest

q = 1,14 korda suurendada vOrreldes hinnangu s kasutami-
sega standardhalbe hindamiseks. Peale selle tuleb markida, et
hinnang, mis kasutab keskmist halvet, ei ole nii tundlik mbnin-
gate vooraste, suure hajuvusega elementide sattumisele valja-

vottesse kui hinnang s. Seetdttu juhul, kui on arvata, et
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val.lavottea voib sisalduda vooraid. sellesae uldkogumisse
mittekuuluvaid elemente (vt. &2.8) mida uhel voi teisel
péhjusel ei ole vdimalik eraldada, on sobivam kasutada stan-
dardhalbe hinnanguna hinnangut véljavotte keskmise halbe

K kaudu

Naide 47.
Arvutame naites 40 antud valjavGtte pdhjal standard-
halbe hinnangu ka véaljavotte absoluutse héalbe kaudu.
Arvutame valjavotte absoluutse halbe (kasutades naites
40 leitud keskvéartuse hinnangut)
k= (17,3 +8,3 +6,3 +0,3 +6,7 +9,7 + 15,7) = =
= 9,2.
Selle abil arvutame hinnangu standardhalbele

Naeme, et tulemus Uhtis vdga hasti paragrahvis 5 (néi-
tes 42) leitud standardhéalbe hinnanguga.
2. Normaaljaotuse standardhédlbe hindamine valjavotte kvar-
tiilide ja sekstiilide abil.
Normaaljaotuse kvantiilide tabelist (vt.tabel I11) on
lihtne leida normaaljaotuse N(0,1) alumised ning ulemised
kvartiilid ja sekstiilid (vt.8 1.8))

ga = -0,6745,

= 0,6745,
sa = -0,9670,
si = 0,9670.

tfldise normaaljaotuse korral aga saame seosed
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ga =8B - 0,67"5

qu = >ke 0,6745
sa=m - 0,9670
8= B+ 0,9670

Siit jareldub, et teades normaaljaotusega juhusliku suuruse
eekstiile v6i kvartiile, on lihtne arvutada ka selle stan-

dardhalvet:

Et kdik valjavotte kvantiilid on Gldkogumi kvantiili-
dele nihutamata hinnanguks (vt. nait. [@ ), siis on voiaa-
lik valjavotte sekstiilide ja kvartiilide kaudu saada ka
hinnanguid etandardhélbele. Téhistades simbolitega ga, g,
la, 5" vaetavalt valjavotte sekstiilid ja kvartiilid, saame
normaal jaotusega juhusliku suuruse standardhdlbele jargmised
hinnangud;

1)

32)
M&lemad hinnangud on nihutamata. Selleks, et kontrollida
saadud hinnangute efektiivsust, tuleb arvutada nende dis-

persioonid. Teeme seda jargnevas naites.

3. Leitud hinnangute efektiivaua.
f Naide 48.

Arvutame hinnangute (31) ja (32) efektiivsuse. Selgeks
kasutame asjaolu, et normaaljaotusega N(m,C> ) juhusliku

suuruse véaljavotte p-kvantiil on asumptootiliselt normaal-
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jaotusega N(x, 12~ )» JdB x aoselle juhusliku suuru-

se p-kvantlll ning - toendosuse tihedus kohal x, s.t.

(vt. nditeks [7] ). Et leida

kvantiilide vahe dispersiooni, on neil tervis kasutada
seost
D(X-Y)=E(X-Y-E(1-Y))2=S((X-EX)-(1-EY>)2=E(X-KI )2-2E (X-EX)(1-E?)
+ K(Y-EY)2.

Suurust E(X-EX)(Y-SY) nimetatakse .juhuslike suuruste X ja I
kovariatsiooniks ning té&histatakse simboliga aco/(>X). Ko-
variatsioon mdddab juhuslike suuruste uhist muutumist (vt.
naiteks [3], [9]); kui X ja 7 on sdltumatud, siis

cov(X,Y) = E [(X-EOCY-ST)] - E(X-AX)E(Y-EY) = 0.

Kasutades kovariatslooni mdistet saame vahe dispersi-
ooni jaoks avaldise

D(X-Y) = DX+DT-2cov(X,Y).

ulaltoodud seosest leiame p-kvantiili dispersiooni (vaheks

oli vbetud standardhalve) jaoks vaartuse
f (Xa

pr-kvantiili ja p2-kvantiili kovariatsioonika saame aga
Pxqg2
f(x1)f(x2).n

GUlaltoodud valemist leiaxe niisiis



Kasutame siid. asjaolu, et meil on tegemist kvartiilide,

8.0. ~ja ™ “kvantiilidega. Selletdttu

f(xx) = f(ga) = f(m-0,674590) = MW0,6775) = S »N77 *

f(x2) = t(q~) =F(n+0 .6745CI) =  Fy(0,6745) =

kus fy on normaaljaotuse N(0,1) tbendosuse tihedus, mille
leiame tabelist I, ning

Pj_ = =N * N) = A c = 2*0,6745.

Paigutame nuud leitud suurused dispersiooni avaldisse:

ce o - °o + °o
SOV $-4,-0+5 D).
c 4.0,6745% . n . 0,3177
< of i
42 . 0,67452 .n. 0.31772 n

Analoogiliselt leiame sekstiilide kaudu arvutatud
hinnangu normaal jaotuse dispersioonile

=cr (B)n @Bl ¢31 -31 )=

_ 1 2 R ,m _r?
n 4.0,96T2 . 0.2422 9 7" n n
Kokkuvottes saame

* * "

WAAN57) ml- «10Lli Df&)?t745>- s$*657 =5 - =~

seega on hinnangute (31) ja (32) efektiivsusteks vastavalt
VA n2



4. Standardhdlbe hinnangute vo

Hinnangute (31) ja (32) kasutamisel on oluliseks eeldu-
seks uuritava juhusliku suuruse X normaalsus, Mittenormaal-
sete (normaalsest oluliselt erinevate) juhuslike suuruste puhuJ
ei ole hinnangud sekstiilide ning kvartiilide kaudu rakenda-
tavad.

Nagime, et viimati leitud hinnangute dispersioon on mdne-
vBrra suurem kui hinnangute G*ja s dispersioon (vt. 85
valemid (24) ja (25)). Hinnangute (31) ja (32) eeliseks on
aga lihtne leitavus, eriti juhul, kui on tegemist suurte
valjavOtetega, mis on variatsioonritta jarjestatud.

Kui valjavdttesse on sattunud iksikuid keskmisest véaga
kaugel asuvaid indiviide (vt. 82.8)(voib-olla on tegemist
jameda veaga, voib-olla juhusega), siis mdjutavad sellised
vead viga tugevasti hinnanguid ? ja s ning véhem, nagu
nagime, hinnanguid keskmise hdlbe kaudu. Hinnanguid valja-
votte kvantiilide kaudu mdjutavad tugevasti koérvalekalduvad
vaartused kolge vahem.

See vdimaldab mdningatel juhtudel eelistada standard-
hadlbe hinnanguid valjavétte kvantiilide kaudu voi kasutada

neid teisel viisil saadud hinnangute kontrolliks.
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87, Bi O« a

i j aotuBe5» jJuhus-
liku S
p

al
uruse parameetr.i
hindasin e.

1. Tdendosuse p hinnang.

Olgu juhuslik suurus I binomiaal jaotusega X  B(n,p),
kusjuures katsete arv n clgu teada, kuid parameeter p -
sundjRuse A esinemiee tdendosus Uksikkatsel olgu tundmatu.

Olgu uBE teada kAtsetulemuse A esinemiste arv Kk(n
katse valtel). Siis on sindsuse A esinemise suhteline sage-
due <

no*
ning nagu teada suurte arvude seadusest ([3] ) laheneb see
suhteline sagedus katsete arvu suurenemisel tdendosusele p,
seega on

konsistentseks hinnanguks parameetrile p.

St juhusliku suuruse X ~ B(n,p) keskvaartus on EX =rp
(vt.ndide 4), kéesoleval juhul on aga X vaartus taéhistatud
téhega k, siis

Sk = np,
seeg?.

4 =P (33)
ning hinnang on dhtlasi ka nihutamata.

2. Hinnangu Y dispersioon.

Samasugune mottekaik voéimaldab aeil leida ka hinnangu

p dispersiooni. Tdepoolest, binomiaaljaotusega juhusliku

suuruse dispersioon on
DX = npq,
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seega Dk = npg, ning
D(P) = D(L) = - Dk = 1on = ES ; 34

On vdimalik tdestada (vt.nditeks [6] vBi [7])» et see dis-
persioon on minimaalne vdimalik, ning seega on hinnang p
efektiivne.

Praktiliselt ei ole hinnangu p disper3iooni hinnang
(3*0 aga rakendatav, sest ta sisaldab Keile tundmatuid p
ja q vaartusi. Asendame p ja g nende hinnangutega p ja
(1-p), saame

D(S) .

*

Kontrollime, kas see hinnang on nihutatud. Selleks arvutame

E [32()j =1 Sp - e£2; 35)

Nagu nagime, Ep = p. Tuleb veel leida Ep = E jj = _A EX2,
n

Selleks, et saada EX2 vaartust, meenutame juhusliku

:>=I\.(

suuruse X dispersiooni avaldist
DX = EX2 - (EX)2;
siin on teada DX = npq, (EX)_2 = n2p2, seega saame

Ex? = npq + n2p2.

Asendades saadud tulemuse avaldisesse (35), saame

E[?2(") =n[p” +n2p2)] =n[p" "™ “P] =
= "ipq.

_*_

Jarelikult on dispersiooni hinnang (34) nihutatud ja nahuta-

mata hinnanguks saaksime
2,4 22, I- k(n-k) — -=c\
~Cp> = 5?1 a (p) - p(1-p) (n-k) < S '
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3* Hinnangu p dispersiooni ligikaudne b irtr>nfir

Kui dispersiooni hinnangu puhul ei ole tarvis taotleda
suurt tépsust, vdime selle anda edltumatult p vaartusest.

Bt alati pq £ elis jareldub seosest (3*0, et elati
kebtib vdrratus

D6> ~ kn €))

Saadud hinnang dispersioonile on huvitav seetfttu, et
ta ei sOltu hinnatava parameetri p konkreetsest vdaartusest.
Osutub ega, et saadud dispersiooni hinnang (33*37) on tépne
ainult siis, kui p = g = *, ning seda ebatédpsem (ilehinnatua),
mida lahemal on p (vdi q) nullile.”~7 Téepoolest, juhul kui
p * 0,01, saame valemit (34) kasutades hinnangu p dispersi-
ooniks

D(p}* ms -«

Seega seosega (37) saadud dispersioonihinnang Ulehindab dis-
persiooni 25-kordselt!

i . . i A
Samuti eaame hinnata ka parameetri p hinnangu p stan-

dardhéalvet
G4p> =-/fa 7z _i_ (38)
fn 2Vn
ehk
m-HHF s e *3)
N Toepoolest, kui p=, q=~f siis p.q = Muudame p ja

q vaartusi - olgu P" *£ +£, o s£ .£ _kusjuures \r\ peab
olema 0 ja ™ vahel, nii et pl ja gqf rahuldaksid tingimust
04P".g=r1.SileP”.q*=(] £)»*-£)=J-824\-«



*. Hinnangu p suhteline viga.

Sageli on otstarbekae kasutada ka tdendosuse p hinnan-
gu p tapsuse naitajana nn. suhtelist viga, s.o. hinnangu
standardhdlbe ja hinnatava parameetri suhet

<

nihutamata hinnanguks suhtelisele veale saame

‘St *V. .~ S rr =V$firr = (ap)
Naeme, et kuigi vaikese p vaartuse korral standardhalve
@) voib olla usna vaike, on suhteline viga kullaltki suur,
seat see sOltub peale n vaartuste k,q ja p omavahelisest
suhtest.

5. TOendosuse p hinnang katseseeria pdh.lal.

Vaatleme niidd olukorda, kus meil on tehtud seeria kat-
seid sama tdendosuse p madramiseks. Olgu nende katseseeriate
pikkused vastavalt n”,”, ..e«n”™ ning olgu tulemuse A esine-
miste arv vaetavalt k~kg,...,!"~. Lugedes kdiki katseid lhte
katseseeriasse kuuluvateks, saaksime suhtelise sageduse

hinnanguks
a kn + wu+. J oKL

*-?2e Bprrr.7 N 7~

Ka see hinnang on nihutamata: tahistades
n" o+ =N

saame lihtsalt arvutada tdendosuse p hinnangu p keskvaartuse
L

4
Ep = 1 (EKM . «otelK) = A v.¥PHL2P+ee +np) 77 N - B
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Hinnangu dJLapsrsiooni arvutama summa dispersiooni vale
mist:

DPs (Okj*.. Dk = M| <nlpg+...+nlpg) =p 3 =
Osutub, et bltineng p on efektiivne ning konsistentne.

Olgu Margitud, et hinnangu p vSime saada, kasutades
Uksikseeriatest leitud p hinnanguid. Tahistame

n kl k2 ~
P1 = nj » p2 = » **e x» pm = nN o *
Kui kataeseeriad on erineva pikkusega (n™ 4 4 ... 4 ),

siis ei ole oige lugeda p hinnanguks p (ksikseeriatest saa-
dud p hinnangute p”~ aritmeetilist keskmist, vaid tuleks kasu-
tada kaalusid, uis on vordelised Uksikkatsete mahtudega

e..»n" (sest mahukamast katsest saame p jaoks tapsema
hinnangu). Selleks defineerime kaalud

«l * IIL» ;2: iF » Bee o “ IT
ning madrame t6endosuse hinnangu p
P = 8jPi + e»e ¢ SmPa =
On lihtne kontrollida, et saadud hinnang langeb (hte hinnan-
guga (42). Hinnangu % dispersiooni saame leida uksikseeriatest
saadud hinnangute p” dispersioonide kaudu
D(P) = gx2D(@ED ¢ ¢ gB2D(pm) .

Arvutades saame siit jalle seose (43); toepoolest,
DXt).~4 g4 ....4 .

Margime veel, et E standardhélbe avaldamiseks Uksik-
hinnangute pi standardhdlvete kaudu saame

Sp>=yF=V*f N21>] 2+ - & 4<<nSr
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ning 1lma p ja g konkreetseid vaartusi teadmata saame kasu-

tada hinnanguid

Hinnangu p dispersiooni jaoks saaksime nihutamata hinnanguks
analoogiliselt valemiga (36)

>-" - o8 c=>
kus K=/

Standardhdlbe nihutamata hinnanguks on sel juhul

> -1 a (45)
ning suhtelise vea nihutamata hinnanguks

n =VFfoAr (46)
Margime siin veel, et juhul kui H on Killalt suur, nii et
@ff on vaiksem kui lubatud arvutusviga, voime valemites
(44) -(46) N-1 asemel kasutada suurust N, mis sageli hdlbustab
amitamist.
5. Toendosuse p hinnangu p dispersiooni leidmine uksikvalja-
votete hajuvuse kaudu.

Kui kateeseeria sisaldab killlaldase anru m katseid* Kkus-

jJuures Uksikkatsete mahud n”,...,na on ligikaudu vordsed,
. J] L A ars o x

oiis voime vaadelda Uksiktulemusi pi = -- valjavottena.

Seile valjavotte pohjal saaksime leida hinnangute p* dis-
persioonid D(p")



_ _ X B _ _
ning hixmangu p d.iep»riooni
n
(Pi-P)2
D(P)
Juhul foui katsed on oluliselt erinevate mahtudega,

tuleb kasutada kaalusid

) X(Pi -3>4
D(PI) * ———g-nN ———-

-/*»N Z CPi ““P) bi
D'p)-- pras- e

$6-Bino*iaaljadotuse lahenda-
«ine normaaljaotusega.

Kui binomiaaljaotuse puhul on vaatluste arv n vaga
suur, 31is osutub otstarbekaks binoKiaaljaotuse l&hendamine
normaal jaotusega (O6igustuse selleks annab klassikaline piir-
teoreem, vt.nditeks [3] vdi Selleks tuleb Kaarata nor-
maal jaotuse parameetrid m ja <5*nii, et nad oleksid vordsed
uuritava binomiaal jaotuse vastavate parameetritega (nende
jaoks saadud hinnangutega), Votame

m = E)?k: nM = Kkj

C=VDX1 Ynplp) :I_),’\I<(I'I—K7 .
Siis on juhuslik suurus A

L-b= (X-k) Vn* a CX - np)

n "V k(n-k)* -/np(1-5)"
normaal jaouuaega N(0,1) nir® tema jaotusfunktsiooni vdime
leida normaaljaotuse tabelist (vt,tabel 11) ning kasutada

mitmesuguste Ullesannete ligikaudseks lahendamiseks.
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Malde 49.

Rea aastate Jookaul on linnas registreeritud 25 A
siindi. Osutus« et nende seas oli 12 900 pelsaiost. Leida, kui
suur on t&endosus selleks, et ofesta jooksul linnas sindiva
1000 lapse hulgas on

1) vahemalt 500 titarlast;

2) alla 450 titarlapse;

3) piirid Q ja R, aille vahel on titarlaste arv t0e-

naosusega 0,95*
Lahendas. Lei&ce kdigepealt tutarlaste sindiaise tde-

naosusele p hinnangu, p » ZS.P(%9—OOO 3D - 0,434. Tahistaae
5

vastsindinud titarlaste arvu tdhega X» 2 on tolneaia&ljaotusega
B(1000,p) juhuslik suurus, kus p = 0,484,
Leiaae hinnangud EX = wja -/DX* — jaoko:
I *tHp : 484
O 0pgl= ¥ 516 . 0,484 - 15,e0

1) p(x > 500)

p(t * = P(Y > x*01) “*
1 - P(Y £ 1,01) = 1 - 0,8433 = 0,1562;

2) P(X 450) |AF(Y < - X$775 > " P(Y 4 ~2»15" =
« P(Y > 2.15) - 1 - Critny =
s 10,9846 - 0,0154;
3) P(X > R) = 0,025;
R =484 + 1,96 . 15,80 = 484 + 31 = 515;
Q = 484 - 31 = 453.
Marglae siia, et t$endo3Use p hinnang on 3aadud suure

véaljavotte pohjal ning seetdttu jatsjce hinnangu ebatépsuse



arvestamata. Vaiksemate valjavOtete pohjal saadud p véirtuste
kasutamisel tuleb arvestada ka p viga, seega tuleb kasutada

v&hemikhiunanguid (vt. 1V ptk,).

89*Pois8cni jaotusega juhus -
liku auuruso parameetri
hindamine.

Olgu juhuslik suurus X Poissoni jaotusega, X ~ P( X)
(vt. 81.15).

Poissoni jaotuse kirjeldamiseks on tervis maarata Uks-
ainus parameeter X , mis teatavasti (vt. $ 1.15) od Uhtlasi
selle jaotuse keskvaartuseks

EX = X
Siit jareldubki, et X jaoks
valjavotte keskvéartuse x.

Olgu meil tehtud n katset, kusjuures saadud valjavotteks
on X, ,*2,... (s.t., n ej @hiku valtel on loendatud meid
huvitava siindaiiise esinemiste arvud ning saadud vaartused
XN, . ..,xn, mis on kaheldamatult mittenegatiivsed taisarvud).

Siis saaae A .jaoks hinnangu X

€
See hmzuuag on nihutamata (vt. 84) ning tema dispersiooniks
on

(43)
(kasutasime siin asjaolu, et DX = (vt.8 1.15)

ning stsmdardhdlbeks
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¢ St saada D( J1) hinnangut valjavétte pohjal, asetame
aeosesse (48) X asemele tema hinnangu X ; saame aiie hin-
nangu N n

dky = 1-4-Y w)
n T=I

Kontrollime, k=8 see hinnang on nihutamata

¢ N) =% EC Ny =%,
Nademe, et hinnangu X nihutamatuee3t jareldub, et ka hinnang
(49) 2K_gjspersioonile on nihutamata. On véimalik ndidata
(vt. [6»7] )i et saadud X hinnang X on efektiivne ning
suurte arvude seadusest jareldub tema konsistentsus.

Kuna sageli on vaatluste teostamise ajavahemiku valik
suvaline X , hinnang X aga séltub valitud ajavahemikust,
tekib kisimus, millist ajavahemikku valida, et saada v6ima-
likult tépset hinnangut X parameetri A jaok3.

Tapsuse hindamiseks sobib sageli parameetri X hinnan-
gu \ suhteline viga qu

n X -/nX
Naeme, et suhteline viga on vadike suure n ning X vaartuse
korral, s.t. siis, kui katseseeriaid on tehtud palju ning
igas seerias vaatlusaeg killlaldaselt pikk.

Naide 50.

5 tunni jooksul registreeriti kosmilise kiirguse loen-
daja abil 80 kosmilist osakest. On teada, et kosmilise kiir-
guse puhul ajavahemiku valtel téheldatav osakeste arv on
Poissoni jaotusega. Leida seda iseloomustav parameeter X ,

vottes ajaihikuks tunni.
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Lahendus.

Vottes ajavahemikuks 5 tundi, saame X = 2X jaoks
hinnangu X = 80, siis ka DX = 80, 9 ja suhteline viga
on e A *

Vottes ajavahemikuks 1 tunni, saame $ = EX = 80:5 = 16,
DX = 16, kuid hinnangu X standardhilve on

J1) =" = 1,8 ning suhteline viga on samuti

810. Uhtlase jaotusega juhusliku
suuruse parameetrite aja b
hindamine.
Oletame, et juhuslik suurus X on Uhtlase jaotusega,
X~ U(a,b). Parameetrid a ning b tahistavad uhtlasi selle
juhusliku suuruse vaartuste piirkonna otspunkte, s.t.
a4 X 4 b.

1. Hinnangud keskvaartuse .ja standardhalbe kaudu.

Meenutades lhtlase jaotuse keskvaartuse ja dispersioo-
ni avaldisi (vt. &1.14), saame

By__a+b

DX = "-a~f #
Oletama, et meil on teada valjavdte
AL * X2 ***** An*
Uks vdimalus parameetrite a ja b md&ramiseks oleks jargmine:
leiame valjavdtte keskvadrtuse x ning dispersiooni nihuta-

2.

maJa hinnangu s=° ning vorrutame n

(50)



Vorrandisisteemi lahendamisel saaksime mdédrata a ja b hin-
nangute x ning s kaudu

6D

Meenutades, et K*; = -5- , "*s) > D(6B) = (vt.
8d 4 ja 5 kdesolevas ptk.) ndeme, et D(a) ja D(b) on ligi-
kaudu vOrdelised suurusega

2. Hinnangud variatsioonrea elementide kaudu.

Pluame leida ka teise voimaluse a ja b hindamiseks.
Selleks votame lihtsalt a ja b vdrdseks variatsioonrea esime-
se ja viimase liikmega:

(52)

IImselt on tegemist nihutatud hinnangutega: a peab
kindlasti olema vaiksem kui x*", b aga suurem kui xn". Arvu-

tame saadud hinnangute nihked:

3. Nihutamata hinnangud.

# Selleks, et leida variatsioonrea &armiste elementide
keskvaartused, tuleb mexl leida nende jaotusfunktsioon ning

tdendosuse tihedus.

Arvutame kdigepealt jaotusfunktsioonid
n n
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n
Fx , (X) =PCx-J~x) =1 -Poc<>x) =1- 1M PA.>x) =

=1 -U fi-v 2 ""PAlN=1-¢ -£bn=
_ . /bX\D
=1- (b=£} ;

_ _h-1
tr . (X) = (b-a)1 (b-x)

Keskvaagtuste arvutamiseks tuleb Eeil leida integraalid

Ex e=J x f , (X) dx = n J (x-a)a“1ixdx
a n (b-a)a a
b b
—ayndx + @ T (x ayn-Jmk =
(b‘a) ; (x-a)ndx (b-a)* a (x-a) }:m
L*=*_ n+1 an (x-a)n
(b-a) (b-a)n " a

- s gz b - O
b
EX.E * 6-5)5 J (l:rxz)"-l ita = ﬁ)— 1

bn (b-x)n b-a
Ch-a)n n rrr (b-a) + s =8 + n+

Seega saime

EC*i> = b - |=F ,

E(IP = a ¢ 571 «
Toepoolest, oletades, et kolk punktid x~ paiknevad loigul
(a,bj Uhtlaste vahede jarel, saamegi valjavotte iga kahe punkti
vahekauguseks (sealhulgas ka otspunktide ning valjavotte

_ _ \mO
aarmiste punktide vahekauguseks) suuruse "
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Et saada nihutamata hinnangut a ja b jaoks, vdtame

r - w1 ==
a*a= — rmr~ ;
.o x4
baso6= - -jpj=—. (53)

Toepoolest, arvutame hinnangute i je Bkeskvaartused.

* P e*y-m]* A-[» eSP -H/E

n2a - a

= (n-D)(n+If

ES mm5=1 [»e N -F*i] -A [»- hir - W&\ -

n2b-b \Y

(n-DCn+HIT =8
Kuna niihdsti akui raBnihke absoluutvddrtuseks on ,
siis on mélemad hinnangud asinptootiliselt nihutamata;samuti

on vdimalik ndidata ka hinnangute konsistentsust.

Arvutades hinnangute dispersiooni néeme, et
2

U S A NN D

siit aga jareldub, et saadud a ning b ainnangufce dispersioon
on ligikaudu vBrdeline suurusega ——5 , seege. on aaadud
hinnangud oluliselt paremad kui vé?;%-ﬁtega (5D saadud hin-
nangud a ja b jaoks.

Paneme Uhtlasi tahele, et nii vaikese dispersiooniga
hinnanguid pole meil seni dnnestunud Uhelegi parameetrile
leida. Selle pdhjuseks on asjaolu, et ihtlane jaotus on tea-
tud mdttes teist tilpi kui seni vaadeldud jaotused - ta on
Qe ffllttereguiaarne jaotus, miile Uheks omaparaks on see,et

vaadeldava juhusliku suuruse vaartused on tekesfcatud, kus-
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jJuures toketeks ongi otsitavad parameetrid (iildisem noue -
toicked sOltuvad otsitavatest parameetritest).

Naide 51.

Kodanik A laks igal hommikul autobussiga tdédle ning
registreeris todlemineku ajad 10 pdeva Jooksul:

23 min., 27 Hin.,31 min., 28 min., 25 min., 30 min., 22 min.,
27 min., 30 min., 24 min.
Oletades lihtsuse mdttes, et Jcdigu- ning sdiduajad on ligi-
kaudu konstantsed ning bussi ooteaeg on Uhtlase Jaotusega
Juhuslik suurus, mé&rata kelgu ning sdiduaja summa Ja oote-
aega iseloomustavad parameetrid.

Lahendus, Votame esialgseks hinnanguks (valemist (32))

a —min - 22 min; B=max x» = 31 min;
tasustatud vaartused a Ja b jaoks saaksime valemist (53)
Ta»22-2-= 21;
» 31 ¢ - = 32.

Arvestades, et reaalselt minimaalne ooteaeg on 0, Jareldub
siit, et kadigu- Ja sciduaja. summa on 21 m‘in.ning ooteaja
Jaotua u(0,I1); keskmine ooteaeg on seega = 5*5 nin.
ning keskmj.no tédlemineku aeg 21 + 5,5 = 26,5 min.

*
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8l.Vahemikhinnangute ile zarn *.

Et punkthlnnang azmab hinnatavale parameetrile peaaegu
kindlasti vale vaartuse, kusjuures pole ka tapselt selge,
kui palju on saadud vaartus vigane, siis on sageli otstarbe-
kas kasutada vahemikhinnanguid. Vahemikhinnangute teoorias
leitakse igale hinnatavale parameetrile mitte ks arvuline
vaartus, vaid mééx"atakse valjavotte pdhjal vahemidc, millesse
oteitav parameeter teatud tdendosusega kuulub (vt.joonis 32).
Kuna vahemik sdltub véaljavdttest, siis on ta juhuslik, see,
kas see juhuslik vahemik katab otsitavas parameetrit voi
mitte, s6ltub juhusest, kuid loomulikult on parameetri kat-
mise tdendosus seda suurem, mida pikem ou vaadeldav vahemik
(vrd. vahemikke ( gy (1))  C8@)> M2 jonisel
kus & té&histab otsitava parameetri Oiget (kuid tundmata
vaartust). Teisest kiljest - mida pikem on vaadeldav vahe-
mik, seda vahem tépne on hinnang, sest hinnatavaks vaartu-

seks vcime lugeda ju vahemiku mistahe3 punkti.

1. Usalduspiirkond.

PGhimdisteks vahemikhinnangute teoorias on usalduspiir-
kond; esitame jargnevalt selle definitsiooni.

Olgu juhusliku suuruse X kohta teada tema jaotuse ild-

kuju, kuid jaotust mé&arava pai“aneetri 0 konkreetne vaartus
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olgu tundmata ning kuulugu hindamisele. Olgu antud arv £
. & 6 1; tavaliselt on ~ kiullalt vaike, nditeks 0,01
voi 0,05) ning véaljavdte juhusliku =33a4MvEe X vaartustest
X-", «r e

Parameetri 0 usalduapiirkonnaks vastavalt usaldusni-
voole 1 - nimetatakse juhuslikku vahemikku (8, 8). kui
kehtib voérratus

p(e<e<e ™1 -jt, 0
kus 8=0 (xn,...,xD)ja 0=8 (x1,...,xn) on valjavotte
funktsioonid. Lihidalt: usalduspiirkond katab hinnatava
parameetri 8 tdendosusega 1 - ehk hinnatav parameeter
satub usalduspiirkonda toendcsusega 1 - (siinjuures tuleb
aga silmas pidada, et mitte parameetri vaartus 8 , vaid usal-
duspiirkond soltub juhusest!)

IImselt on iga ~ puhul véimalik leida I6pmata palju
usaldU3Piirkondi. Selleks valime vaid meelevaldsed suurused
0"~ 0 ja 0" ? 0 ning saame uue usalduspiirkonna (8", 81),
sest

P(6!~ 0 £0") £ P(0 "0 c0) =1
(vt. joonis 34).
2. T.fosaim usalduspiirkond.

Jinamasti pakub aga huvi leida parameetri 0 jaoks t&pseim

usalduspiirkond (9 , 0), 30. selline, millesse iga parameetri

oigest vaartusest 0 erinev vaartus 0Q / 0 kuuluks voimalUcult

vaikese tdendosusega, s.t.
P{6e( ,50r1 £ f

P {® o (- »®j =mi& kui 8q i 0.
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(vt.nditeks [7])« Arusaadavalt on toendosus selleks, et
eQ€ (0 , 6), seda suurem, mida ladhem on eQ oigele parameetri
vaartusele 0 (vt.joonis 35)» Lihtne on aga naha, et selleks,
et usalduspiirkond (0 , 0) oleks tépseim, on tarvilik, et
seos (1) oleks téidetud v5rdusona

P(e4 048)sl -~ . (@)

3. summeetriline usalduspiirkond.

Praktikas kasutatakse enamasti simmeetrillsl usaldus-
piire, s.t. ndutakse, et parameetri oige vaartus 0 voib
sattuda "vasakule™ ja "paremale"” usalduspiirkonnast vdrdse
téendosusega (vt.joonis 36)

P(O*0) =P(0O~0) =~ . (©)

Meenutame veel, missugune praktiline t&htsus on asja-
olul, et parameetri 0 oige véartus satub usalduspiirkonda
(0 , 0) tdendosusega 1 - . Oletame lihtsuse mdttes, et
kasutame 959*-lis"t usaldusnivood, s.t. ~ = 0,05. Sel korral
tahendab seos (2), et kasutades nditeks sadat erinevat

(sOltumatut) valjavotet juhusliku suuruse X vaartuste hul-

gaSt, Saame
X(D  2Y) feeex X(1)
)~(£2) » 622) peee* @ »
Xglm) | XSIOO)»O*O» "(im)
20
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J— L- L > F 1

T LW W,
e
Joonis 32
Valjavotte pAhJal saadud puriirthinnaag 0 Ja

vaheaikhinnang (0, 0) tundmatule paraaeetrile 0.

9
8
(1)
mmmm i)
—w 9gj
Joonis 33.
e
s s 0
Joonis 34.
0 €L ©
. Q @)
~— o
a 10;

Joonis 35-



O0igele parameetri vaartusele 0 lahedast vaartust 0{;
katab usalduspiirkond (6 , 0) suurema tdendosusega kui O-st
Kaugel asetsevat vaartust 0*.

Erinevad usalduspiirid (©g )» 0*) ) (®(2) *®(2) ~
jne. on saadud erinevate véaljavdtete p6hjal, kuid vaetavad

samale usaldusnivoole.

Joonis 36 -
Stimmeetriline usalduspiirkond.

e

8 o}
----- A v IV ST A

Joonis 37. | .

Usalduspiirkond ei kata diget parameetrit tdendosusega
niog leides iga sellise véaljavdtte puhul usalduspiirkonnad
-(1)" o)) (—€2) ©(2)),**e,(-(100)» ~dOOp* saame kesk"
ndselt 5 (s.o. 100~. % valjavdtete arvust N - praegu N = 100;
tldiselt keskmiselt ™~ N tikki) niisuguseid usalduspilrkondi,
mis ei kata parameetri 9 Oiget vaartust (vt.joonis 37).

Sageli saab vahemikhinnanguid konstrueerida punkthinnan-
gute abil, kuid selleks on tarvis teada punkthinnangut mééra-
va juhusliku suuruse jaotust. Et viimast on vdimalik teada

tldiselt Ulksnes siis, kui on teada uuritava juhusliku suuruse

X jaotus (selle kle.ss), siis ei ole vbéimalik anda eeskirju
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tapseimate usalduspiiride arvutamiseks Ukskdik milliste
.jaotuste jaoks, vaid tuleb alati arvestada, millise konkreetse

jaotuse klassiga on tegemist.18

82. thepoolsed usalduspiirid.

Moningate Ulesannete lahendamisel ei ole aga tarvis
leida uaalduspiirkondi (laltoodud mottes, vaid oluline on
madrate hinnatavale parameetrile Uks tdke. Vaetavalt selle-
le kdneleme Uhepoolsetest uaalduaplirkondadest ning vastavalt
Ghepoolsest llemisest ja lhepoolsest alumisest usalduspiiriet.

Naide 52.

Ravimi toksilisuse md&ramiseks manustatakse seda katse-
loomade rihmale. Tegelik keskmine toksilisus m on tundmatu,
kuid tarvis on katseloomadel aaadud médtmistulemuste po6hjal
maarata piir m nii, et etteantud tdendosusega 1 - o voime

kinnitada, et kehtib vdrratus

s
malik

abil usalduspiirid suvalise juhusliku suuruse keskvéaartuse
jaoks; vottes = 0,05, saame £ 4,5, seega saaksime
keskvaartuse MX95%-iisteks usalduspiirideks
X - 4,5 DX, x + 4,5 DX, kus x on vaatlustulemus, ehk

DX DX



Kui ‘r%( ei uleta etteantud standardit, voib ravini luge-
da tarvitamiskdolblikuks, vastasel korrel mitte.

Naide 53.

Konstruktsiooni vastupidavuse mddramiseks teiiak&e rida
katseid (nditeks survetugevuse mootmLei). Tagelikku (icssk-
mist) tugevust sel viisil tédpselt teada saada ei ole vdimalik,
kuid. on véimalik mddreta vastavalt ettaantud usaldusnivoole
1- valjavottest s6ltuv junuslik suurus r nii, et tdée-
nadosusega 1 - £ esineb voérratus

r > r.

Leitud 2412 rr vordlemine etteantud normatiiviga vd@imaldab
otsustada konstruktsiooni kasutamiskdlblikkude dle.
Uldkujul vdiksime kasitletud iilesanded s®nastada jarg-
miselt .
Olgu juhuslik suurus X jaotusega Pj( 0 ), hindamist

vajab parameeter & Olgu teada valjavite

ning antud usaldusnivoo 1 -~ . Parameetri O (lemiseks
Uhepoolseks usalduspiiriks vastavalt usaldusnivoole 1
nimetame valjavottest sdltuvat juhuslikku suurust 0 (x-*,. ,xn)
=0, mis rahuldab vdrratust

0 ©
toendosusega 1 - ~ , s.t.

P6<B =1-4 . (0]
Parameetri 0 alumiseks Uhepoolseks uealduspiix”iks vastavalt
usaldusnivoole 1 - c nimetame véaljavdttest s6ltuvat juhus-

likku suurust 0(x1,..*,x*) = 0 , mis rahuldab vérratust
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0> 1
tdendosusega 1 - é? »S.t*
RO >§=1-J e )

4-

nnagwnHMnmaioTLd

Uhepoolsed usalduspiirid.
Joonis 38 .
Nagu ndeme jooniselt 38, on tépseimad Uhepoolsed usaldus-
piirid Uheselt mddratud. Paneme téhele, et uhtlasi kehtivad
virdused

®)
Jpce > 1)
ja seega
PE<0 <8 =1-2 . @)
Niisiis, Uhepoolne alumine nim? tUhepoolne Ulemine usaldus-
piir vastavalt usaldusnivoole 1 - A~ médravad koos usaidue-

piirkorma usaldusnivooga 1 - 23 (vt. joonie 39).

2 l S

Joonis 39.
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8» Normaal jaotusega juhusliku
suuruse keskvadartuse usal-

duapi iridc
1. Kahepoolsete usalduspiiride avaldis o* kaudu,

Lahtume eeldusest, et muutuv juhuslik suurus X on nor-
aaaljaotusega, X ~N (m, Olgu standardhalve <& teada ning
ae soovime hinnata keskvaartust = Parim hinnang m jaoks on
X. Leiame nliid Z jaotuse. £t x on normaaljaotusega juhuslike
suuruste linea&me kombinatsioon, siis on ka x normaal jao-
tuaega. Peale selle on meil teada, et Ex = n ja Dx = T2
(vt. valemid (3.16) ja (3.17))« Seega x ~ N(a, n ) (vt.

joonis 40).

Joonis 40 «

X on arvutatud®0-indiviidise valjavotte
pohjal.

Normeerides ja tsentreerides juhusliku suuruse x saame
z = ~ N(0,1).

Normaaljaotuse N(0,1) jaoks on aga jaotusfunktsiooni Vvaar-
tused tabuleeritud, seetdttu on lihtne leida vaartusi a ja

b nii, et P(@ai Z£b) =1-1 iga suvalise ~ korral.
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Olgu msile antud nditeks ~ = 5%, millele vastaks
A5 ~-iine usalduspiirkond, Sel juhul tuleb leida normaal-
jaotuse tabelist arv p nii, et
<#2

N(NI2)=p(z<py2)=1"~*
Ilaselt on siis téidetud ka seosed (arvestame, et normaal-
jaotus on pidev, nii et PC.Z = & = 0 1iga a korral).

P(Z > pjJ) =PZ>p )=4

ja
P@2zp )*P(Z*p )=14 -
4
Otsitavateks vaartusteke a ja Osaaae silis

as -~p jJa b -p

Euaa vali.siaie » = 5 siis naeme tabelist 1l, et arvuks
pn tuleb 1,96; toepoolest

$(1,96) ;0,975 =1 -
Seega a= - 1,96 ja b = 1,96 ning

P(- 1,96 27~-S -y? 4 1,96) s 0,95.
Lihtsa teisendusega saame siit tUhtlasi
m* T

P(x - 1,96 < B< X + 1,96 ) = 0,95.
yn - M

Seega saime parameetrile m m&arata 95 Jb-lised usalduspiirid
5 ja 5 seostega:

X - j.,96 -°

m =
Vn
/j
5=x+1,96 -L-
Vn
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Naeme nildd, et normaaljaotuaega juhusliku suuruse keskvaar-
tuse usalduspiirid paiknevad punkthinnangu x suhtes silimmeet-
riliselt._19

2, Uhepoolsete usalduspiiride avaldis 6* kaudu.

Leiame nlud ka thepoolsed usalduspiirid samuti usaldus-
nivoole 0,95 vastavalt. IlImselt peame selleks leidma punkti
p~ nii, et

p(z > p") =£
®(p, )=t(up”) =1i-"
~(.vaartusele 0,05 vastavaks p” vadrtuseks saame tabelist
1,65.
Seosest
PCAr5 V? <1.65) =0,95

Saame
P(m >x - 1,65 — = 0,95,
( fi

seega alumiseks Uhepoolseks usalduspiiriks (usaldusnivoo
0,95 korral) keskvaartusele m on

m=X - },6?-—— ry
fn

analoogilise aruteluga saaksime Ulemiseks lihepoolseks usal-

44

duspiiriks
/
I = x+ 1,65 pr=r =
in
Naeme, et kui meid sisuliselt huvitab parameetri
véartuste jaoks ainult Uks toke, siis on otstarbekam kasu-
tada Uhepoolset wusalduspiiri, kuna see annab 6konoomsema

N Margime siin, et summeetrilised usalduspiirid, mis on
maaratud seosega (3), ei paikne sugugi alati punkthinnangu
S~ suhtes simmeetriliselt\ nii on see vaid sel juhul,kui
punkthinnangu 0 jaotus on summeetriline.
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tulemuse (s on punkthinnangule x lahemal kui a, samuti K&
1 on laheaal kui m).
Naide 54.
Vaatleme valjavotet juhusliku suuruse X, X~N(m,2)
vaartuste hulgast:
1» 2; 2,5» 3; 3; 3,5; 3,5; 3,5; 4,5; 6.
Leiame X * N (1+2+2,5+2.3 ¢ 3.3,5 ¢ 4,5 + ©)= 3,25.
Kahepoolsed usalduspiirid vastavalt usaldusnivoole
0,95 on*
(*
I £ = 3,25 + 1,24 = 4,49.

Uhepoolsed usaldusnivooga 0,95 usalduspiirid saaksime aga

3,25 - 1,96 = 3,25 - 1,24 = 2,01

arvutada jargmiselt:
3,25 - 1,65

m 3,25 - 1,04 = 2,21

/la
R 3,25 + 1,04 = 4,29.
Peame neeles. et ihepoolsed usalduspiirid m ja Z iheskoos

el anna usalduspilrkonda nivooga 1 -~ «aid nivooga 1 - 2jt.

Usaldusnivoole 0,99 vastavad usalduspiirid saaksime

jargmiselt:
Q=3,25-2,58-- =3,25 - 1,03 = 2,62;
Vio*
m= 3,25 + 2,58 -1£;r = 3,25 + 1,63 = 4,83;
m= 3,25 - = 3,25 * 1,47 =1,78;

fi= 3,25 + 2,33 <f3 3,25 + 1,47 = 4,72.

%
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1. d2-jaotus.

Vaga mitmete statistikailesannete lahendamisel on ots-
tarbekae rakendada nn. "-jaotust. Defineerime selle jaotuse
ning esitame (tdestuseta)mSned tema olulisemad omadused.

Olgu 8Sltumatud normaaljaotusega juhuslikud
suurused:

X4 H(,1) (1*1,2,...,«.

Defineerime juhusliku suuruse Z
K

Juhusliku suuruse Z kohta ltleme, et ta on aotuaega
vabadusastmete arvuga k.
, . , . B, I s
Naeme, et Xp—Jaotusega Juhuslik suurus on pidev ja voib

omandada ainult positiivseid vaartusi (vt.joonis 41).



jaotusega juhuslike suuruste kohta on koostatud kaunis
tihedad tabelid mitmesuguste vabadusastmete arvude puhul (vt,
tabel V). Enamasti pole neis tabelites esitatud mitte juhus-
liku suuruse Z jaotusfunktsiooni, vald selle téiendi vaartu-
sed:

P(Z >x) =P(Z*x) =1-P@Z<x) =1 - FX).
Selletdttu moodustavad tabelis esitatud tBendosused argumendi
suhtss kahaneva jada (jaotusfunktsioon on kasvav).

Olgu z» Xp—jaotusega (vabadusastmete arvuga k) juhuslik
suurus. On tdestatud, et

E(Zk) = k,

D(Zk) = 2k
ning X2—jaotuse tihedusfunktsioonil on maksimum (mood) punktis
X = K- 1.

Huvitav on ka X2-jaotuse aditlivsus. Olgu antud kaks
sdltumatut Xz—jaotusega juhuslikku suurust vastavalt vabadus-
aatmete arvudega k™ ja k2:

2 (kx),

X (k2).
Siis on ka nende juhuslike suuruste summa xgjaotusega vas-
tavalt vabadusastmete arvuga k™ + k2. Samuti juhul, Kkui
on x2—jaotusega vabadusastmete arvuga k™, X2 ~ Az—jaotusega
vabadusastmete arvuga k2 (k2 < k™) ning kehtib seos

Xx =Y ¢ X2,

Y ja X2 on sé?tumatud, siis on Y samuti X(qjaotusega vabadus-
astmete arvuga k™ - k2>

tihtlasi saeb naidata ka seda, et kui Xl1,...,Xn on nor-
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maal jaotusega, X, N(0,1) n%\ng

siis on juhuslik suurus
n

(i " £)2

N-Jjaotusega vabadusastmete arvuga n-1 (s.o. nn.Ccchrani
teoreemi erijuht, vt. nait. [6] ).

Vabadusastmete arvu K kasvamisel muutub ~ 2-jaotus
jarjest stmmeetrilisemaks ning l&heneb jérjest normaaljaotu-

sele (vastavalt parameetritega EX = K ning DX = 2k),

2. P-.laotus.

Olgu juhuslik suurus X1 ’\Z—jaotusega vabadusastmete
arvuga n, , Xg %Z—jaotusega vabadusastmete arvuga

Vaatleme suhet

T
xD

See on omakorda juhuslik suurus, mis soltub kahest téisarvu-
liaest parameetrist - nendeks on vabadusastmete arvud ¢ ja
©* Saadud juhusliku suuruse Y jaotust nimetatakse ?-jaotu-
seks (ka Fisheri jaotuseks), vabadusastmete arvudega n
(lugeja vabadusastmete arv) ja (nimetaja vabadusastmete
arv). P-jaotust kasutatakse mitmete statistikaulesannete
lahendamisel, millest kdesolevas konspektis tuleb vaatlusele
2 normaal jaotuse dispersioonide vordlemine (vt. V ptk. 89)«
Vastavad tabelid on esitatud lisas (VIII).

Margime veel, et erijuhul n®-* 00 laheneb F-jaotus
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kui aga n, = 1, siis on ?-jaotus t-jaotuae ruut (vabadua-
astmete arvu korral}« F-jaotust kasutatakse ka binomi&al-

jaotuee téapsete uua3.duspi.trid* leidmiseks (vt. 813)«

85.Hormael jaotusega juhusliku
suuruse standardhalbe <*

usalduspiirkond.

Olgu 1 noreaaljaotusega, X ~ H(m, <*)» kusjuures eeldame,

et x on teada. Siia on d Jaoks efektiivseks hinnanguks

n
N N {m>2
= n) xi‘a) *

Et teha kindlaks juhusliku suuruse cf2 jaotust, vaatleme
teoreetilist valjavatet X X ,...,Xi4, kusjuures juhuslikud
Suxiruseo on soltumatud ja XA~ H(m, G*)( = 1,2,...,i
Teoreetilise valjavotte kaudu avaldub juhuslik suurus 6%

Jargmiselt: n

f

Teisendame saadud juhuslikku suurust, korrutades teda tegu-
riga -~2 (siin cu uuritava parameetri oige, kuid meile

tundmatu vaartus). Siis saame

n
i i X -m
IImselt on juhuslikud suurused (i=12 ... n
— N
sdltumatud, n ™ N(0,1), Seega on juhuslik suurus Z

soJ.tumai»ute ncnnaaljaotusega $F(0,1) juhuslike suuruste ruutu-
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de suuaa ning X -jaotuse definitsiooni kohaselt
Z~ X2,
kusjuures Z on pide? juhuslik suurus, seega P(Z <. x) =
s P(Z 4 x) iga x korral
Seega on X p—jaotuse tabelist lihtne leida arvud XK ja
B vaetavalt etteantud usaldusnivoole 1 - A nii, et
p(ae <.z<_&e)ai-"_, ©
aelleks tuleb vaid valida tabelist p ja p ,

4 |

*is rahuldavad vordusi

PZ~ D)=$
PGZ >PI _g) =1- 1,

ning votta 3= Pj_~" sellisel viisil leitud B ja
vaartused rahuldavadki seost (9).
Leidnud sobivad J* ja Ll vaartused, saame Z asendamisel

teaa vdartusega seosest (8) 0
>

pCS < o <«):1_\?£_

aillest teisendamisel leiame

Seega on parameetri (*2 usalduspiirkonneks vahemik (d , d ),



Standardhalbs usalduspiirideks on vastavalt d = " je
d * Paneme tdhele, et need usalduspiirid ei paikne dir+
meetriliselt hinnangu. @2 (voi G) suhtes, Selie pbhjuseks
on soe, et X2-jaotus ei ole simmeetriline. Uhepoolsed us4-
duspiirid d2 ja a2 saama analoogiliselt: leiame vastavalt
antud usaldusnivoole 1 -£ %2—jaotuse tabelist vaartused

pl=. 1
P(z > ) * P(Z » P ) IF,

PEZ >PI1-") *2(Z> pl-*> =1
ning seejarel saame, arvestades, et PZ<p .)=1-u jJa

?
vottes Z = DE?; 2 , VOrratused:

~0
,N-r

5*
P (7|‘|r >p|_y_}: 1“”™N »
millest tulenevad virratused

Seega saame (hepoolseks alumiseks ja llemiseks u3alduspiiri8

p&raireetrile C vastavalt

r (12)

Naide 55.

Vaatleme § 3 kéasitletud nadidet, eeldades, et valjavote

kuulub normaaljaotusega R(3, G*) uldkogumisset s.t. vaatleme
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juhtu, kus m on teada, [ aga mitte.

Siis on G*2 hinnanguks 3n o™ -m2 =

= i1£((-2)2 + (-2 + (-0.5)2 + 0 + 3 *0,52 + 1,52 + 32) =
= 1,725; "\[4]725*= 1,313. Arvutame usalduspiirkonna (d2, d2)

vastavalt usaldusnivoole 0,95.
Selleks leiame tabelist V vastavalt vabadusastmete arvu-

le 10 suurused p0f025 ja

P(z > Pot975~

°,975; po,975 = ™»25»

P(z > PO#025"

°»025; Po,025 = 20*5?

d2

=0,841; Y"TT,W 0,917;

d2

5530; V ~~W"

2,30.

Seega saame 95%-Hseks usalduspiirkonnaks {%O Jaoks
(0,841;5»30) . Vastav usalduspiirkond jaoks on (0,917;2,30)
(vt_joonis 42). Arvutame ka uUhepoolsed usalduspiirid vasta-
valt usaldusnivoole 0,95 ning 0,99. Selleks leiame tabelitest
po,99 " 2*56; P0,95 = 3»9"; Pq,05 = 18»3* Po,0i = 2”™»2»

ning saame-Uhepoolseks alumiseks usalduspiiriks usaldusnivoo
0,99 korral

12 = = 0,744; a =V 0,744 = 0,863,
usaldusnivoo 0,95 korral
82 = =0,943; 1=V 0,943 =0,971,

Uhepoolseks iilemiseks usalduspiiriks aga usaldusnivoo 0,99

korral
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a2 = =6,7*1 8 =V e, 7W = 2,59;

a = =438°? a =~ 1 =200

(vt. joonie 42).

86. Normaaljaotusega jJjuhusli-
ku suuruse standardhalbe
usalduspiirkond(keskvaartu

m ei ole teada).

Loobume nuud uldiselt ebareaalsest eeldusest, et juhus-

liku 3unrunse X keskvaartus on teada. Sel korral on meil tar-

vis leida dispersiooni hinnang, mis kasutab keskvaartuse ase-

mel selle hinnangut x. Nagu nagime 8-s 3.5, on dispersiooni

nihutamatuks hinnanguks sel juhul

- 170 -



Ea selle juhusliku suuruse jaotust on vdimalik kindlaks

teha. Nimelt on naidatud (vt.nditeks [6] voi ), et Juhus-
lik suurus n
_ o \ 1,-x 2
Z’=£=£ B =2 ( ~ » 12

kus X", 12»eeell 1  on séltumatud normaaljaotusega N(m, O
jJuhuslikud suurused, on %2—jaotusega vabadusastmete arvuga
n-1:

VASA Xn—l . @

Selleks, et leida dispersiooni usalduspiirkonda statis-
2
tiku s abil, tuleb meil vastavalt antud usaldusnivoole
2
1 - leida X -jaotuse tabelist (vabadusastmete arvu n-1

kohalt) vaartused p~» ja p~_ ™ nii, et

2
P , =1 - # ; 14
Q*>p1 ]y) y as)
P@Z" > PE )= 4- . @as)
2 2

Parameetri & usalduspiirkonna (d , 3 ) leiame siis seo-

sest
d2= laiul! .
4
2
,2 (n-1) s2
v#2 .
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Standardhalbe G usalduspiirkonnaks vastavalt usaldusni-
voole 1 - on sel juhul (d, 3).

Samal viisil on voimalik leida ka Uhepoolsed tUlemised
ning Uhepoolsed alumised usalduspiirid o ja @ vastavalt
usaldusnivoole 1 - , vottes selleks X —tabelist (vasta-
valt vabadusastmete arvule n-1) p~ ja Pi_™ nii»

P(Z?> p™) = , as
Pz > PIL~")=1 . @n
Arvutuste lihtsustamiseks on aga tabuleeritud ka vaartused

, mis voimaldavad standardhalbe usalduspiire leida

EVEVE
monevorra vaiksema tdochulgaga (vt.tabelid VI).
Naide 56.

Arvutame nuud §-s 3 esitatud materjali pohjal disper-
siooni ja standardhalbe usalduspiirid, arvestades, et nii-
hasti m kui ka 6* on tundmata.

Selleka arvutame m » x = 3*25 ning 32:
n

s2=-T (Z[ x2 - ni2) =~ 122,25 - 105,63 = = 1,847,

a=1,36.
Kasutades nuud Xp-tabeleid vastavalt vabadusastmete
arvule n-1=9 ning usaldusnivood 1 - = 0,95, saame leida

seostele (14) - (A7) vastavad vOrratused jargmiselt:
p0,975 = 2,70 , p0,95 = 3»33 *

p0,025 = 19,0 . p0,05 = 16>9»
millest jarelduvad kahepoolsed usalduspiirid d2 , 3

j2

2

N nnr- -r2 16 .62 1

16 .62
TS 7T = °» 875 d = = 6,16 ;

vV 0,075 =0,935; ySTTo = 2,48;
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Uhepoolne alumine usalduepiir o

£ =itrT =0,983i V963 = 0,002
ning Uhepoolne uUlemine usalduspiir T
a2 = = 4,99; [“4?33 =2,23.
Kasutades tabeleid V1 saaksime aga Ulesande teise poole
lahendada jargmiselt:
vabadusastmete arv n-1=9; tabelist VI leiame:
V 0,95 = 1,6; BT 0,95 = 1»56*1*6 s 2,18
v 0,05 =U,7; 3 ev 0,05 s 1*36*0,7 * 0,95.
Erinewus tulemustes on tingitud tabeli VI vaiksemast tépsu-
st

87. t-jaotus.

Enamasti ei ole normaal jaotusega N(m, G¥) juhusliku
swruse X standardhédlve teada ning selle hinnanguna kasuta-
takse statistikut s (vt. 8 6). Keskvaartuse m usalduspiiri-
e mdaramisel ei saa me sel juhul kasutada normaaljaotusega
N(@,1) statistikut a /n” (vt.8 3)* vaid tuleb votta
kasutusele statistik ® YN~ . See aga ei ole normaaljao-
tusega, sest nimetajas on konstandi & asemel juhuslik suurus
s. Jargnevalt seame endale eesmargiks uurida statistiku

m-IBI jaotust. Selleks defineerime nn. t - (ehk Stu-
denti) jaotuse.

Olgu X0, X", ..., Xn sOltumatud normaaljaotusega juhuslikud
suurused

X+~ N(@©,1) (1 =0,1,...,n).
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Defineerime juhusliku suuruse

X
T -

Sellist juhuslikku suurust nimetatakse t-jaotusega juhusli-
kuks suuruseks vabadusastmete arvuga n. (vt.joonis 43).

t-jaotus (k=5)>
t-jaotus (k=i) .

Joonis 43,

2
Margime, et t-jaotust saaks defineerida ka % -jaotuse
kaudu. Toepoolest, clgu juhuslik suurus XQ normaaljaotusega
N(0,1) ja U %p—jaotusega vabadusastmete arvuga n. Naeme,

et siis saab T defineerida ka seosega
X.
as)

—| n Un
Ha t-jaotus, samuti kui "A'"-jJaotuaki, on tabuleeritud rea
vabadusastmete arvude jaoks, kusjuures margime, et tabelites

ei ole tavaliselt antud mitte jaotusfunktsioon, vaid tdendo-
sus
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p (fTi >Xx) .
(vt. naiteks tabelit nr.1V).

Naemey et t-jaotus on nullpunkti suhtes simmeetriline,

I s=st lugeja on (eelduse kohaselt,vt.§ 1.12) nullpunkti suhtes
stinmeetriline, nimetaja omandab aga Uksnes positiivseid vaar-
tusi. Selletdttu on ka

ET =0
ning On piisav, kui tabelis anda argumendi vaartused x muutu-
vatena vaid piirkonnas [o, oo). _

Et nimetaja on standardhalbe hinnanguks ? normaal jao-
tusega N(0,1) juhuslikule suurusele, siis (arvestades hin-
nangu konsistentsust, vt. § 3*5), laheneb n kasvamisel nime-
taja standardnalbe tegelikule véaartusele, milleks on kées-
oleval juhul 6 = 1. Jarelikult ladheneb t-jaotus vabadusast-
mete arvu suurenemisel normaal jaotusele, Seda on lihtne naha
ka t-jaotuse tabelitest, kus sageli on piirjaotusena margitud
nomaal jaotus, millele simboolselt vastaxs vabadusastmete arv

n=o00 .

NOrllaaljaotusega juhus1liku
sSsuuruse kKkeskKvaartuse usal-
du8piirid/juhu1,|<ui standard
halve ei ole te ad o/.

1. t-jaotusefia statistiku leidmine.

* Vaatleme kdigepealt statistiku

Z’! = X =M yR
jJaotust.
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Margise, et juhuslik suurus
Xo = % oyon
oa noraaaljaotusega 5(0,1). Paragrahvis 6 nagime, et

Ug=l = (n-1)
on aga YP—jaotusega vabadusastmete arvuga n-1 (vt.valem
(12)). Avaldase veel ruutjuure

“xzr Vi = -8r

Siit ndese, et valemist (18) saame

X
= -2-5 0 ;=V,, @
n 1 N Dn-1
s.t. juhuslik suurus Z* on t-jaotusega vabadusastmete arvup

n-1.
*

2. Kahepoolsete usalduspiiride leidmine.
Jarelikult on t-tabelite abil voimalik vastavalt antud

usaldusnivoole 1 - ~ leida arv t~ niil, et

p (1*1 > * F e
Siis kehtib ka vOrdus
P (-tjL< T< ) - 1-jF .
Asendades T vaartuse seosest (19), saame
P( v < v ).1-31

ning teisendades sulgudes asetsevaid vorratusi, jareldame
siit

pcs_V-v t <"<s+V -#) -1-41-
Seega on normaal jaotusega juhusliku suuruse keskvairtuse
usalduspiirideks



* orr
=x +t 8
‘m -—-r3

kus t£ on leitud vabadusastmete arvu n -1 puhul.

3. Uhepoolsete usalduspiiride leidaine.

Pisut tilikas on leida t-jaotuse abil Uhepoolseid usal-
duspiire normaal jaotuse keskvaartuse jaoks. Selleks arvestaBe,
et Uhepoolne alUBine usalduspiir vastavalt usaldusnivoole
1 - £ ning uUhepoolne Ulesine usalduspiir vaetavalt usaldus-
nivoole 1 - £ annavad kokku kahepoolsed usalduspiirid vas-
tavalt usaldusnivoole 1 - 2 - Niisiis, selleks et leida
Uhepoolseid usalduspiire 5 ja 1, leiane t-tabelist (vabadus-
astmete arvuga n - 1) arvu ©2” nii, et

PCI® 1> ©2°) =27
Siis on oige ka vordus

POTL < ™) =P-2" < T <t )=1-2»

ning t-jaotuse summeetrilisuse tottu jareldub siit (vt.joonis
43)

P(T < - 2JO - )f,

PC* > *rf) -f
seega BaaBe Uhepoolseteks usalduspiirideks usaldusnivoo
1- iA korred, vaetavalt

a=x+1t
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Naide 57.

Kasutame jallegi paragrahvis 3 esitatud valjavotet,
mille kohta eeldame (samuti kui paragrahvis 6), et see on
normaal jaotusega, kusjuures m ja & on mdlemad tundmatud.
Kasutame seda, et meil on juba leitud
3,25,
s=1,36.

Selleks et leida x usalduspiirid vastavalt usaldusni-

voole 0,95 (ehk, nagu teldakse, 95~-lised usalduspiirid),
leiame t-jaotuse tabelist (1V) vastavalt vabadusastmete arwu

le 10 - 1 = 9 kohalt 5% t vaartuse tQ = 2,26; saame siis
usalduspiirid
m= 3,25 - 2,26 . 1 = 3,25 - 0,97 = 2,28;

m= 3,25 ¢ 2,26 3,25 + 0,97 = 4,22;

10

99%-lised usalduspiirid oleksid
m=3,25 - 3,25 .

37 1>4Q = I85.
10

m= 3,25+ 3,25 . 3,25 + 1,40 = 4,65.

10

Uhepoolsed usalduspiirid vastavalt usaldusnivoole 0,95 ja

saame T vaartuste t 1,83 jp A,01= 2,82

1=23,25-1,83 . 13;2 - 3,25 - 0,79 = 2,46;

m= 3,25 -2,82 . 1*2* =395 — 1,21 = 2,04;
10

“=13,25+ 1,83 . le% = 3,25 + 0,79 = 4,04;

W= 3,25 +282 . 10 = 3,25 + 1,21 = 4,46,
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89. Normaaljaotusega jJuhuslike
suurust*™ lineaarse kombi -
natsiooni keskvaartuse
usalduspiirid.

Olgu meil tegemist kahe s6ltumatu normaaljaotusega juhus-
liku suurusega
XANCN™, <?}), XANA, <R),
kusjuures pakkugu meile huvi funktsiooni
Y = aXx + bXx2
keskvaartuse usalduspiiride madramine.
Teatavasti Y on samuti normaaljaotusega, kusjuures
EY = am™ + bm,
DY = a2 G2 + b2 <&\ .
Kui meil on teada ning hinnangud

s y w - f 4

mis on leitud valjavotete

XHI» **% xIn*  X21»eee» X2n

pfhjal ning G"% ja G‘% on tapselt teada (seda eeldust voime
kasutada ka sel juhul, kui valjavotted on kullalt suured,kuna

siison N as2y8 2 uUksteisele kullaltki lahedased),
i1 i

siis saame juhusliku suuruse Y keskvéartusele EY hinnangu X
EY =>x = ex™ + bx2 .

Et aga x, ja L, dispersioonid avalduvad a” ja, O waudu

=

DGSi> = 4r * -T2 .
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miie «tue lihtsalt avaldada ka x dispersiooni

x|
D(X) * D(axx v bXg) = *8 —é(—Ji b2 B™ »

jJa etandardhalbe

<r(=)="~y7~ T ~ 5T.

Viimase p6hjal leiame ET usalduspiirid B ja i vastavalt

antud usaldusnivoole 1

>= 1 X + bfj - -V »*«*1 & bZ~*] i

i » " + bE2 + — gF-—-Y*2 + bzS>t

kus p~ on vastavalt usaldusnivoole 1 -~ leitud normaal-

jJaotuse tabelist:

O(Pr) *1- $ .

Analoogiliselt on voimalik leida juhusliku suuruse | = ax™tbXg
keskvaartus* EY s am”™ + ba” jaoks ka Uhepoolsed usalduspiirid

m ja 1 vastavalt usaldusnivoole 1 -~ :

P
m = ax, + bx~ -

I = ax™ + bx2 + -y/ a2 02 + b2<5] ,

kus p~ on vastavalt usaldusnivoole 1 - jt leitud normaal-

Jaotuse tabelist.

Juhul kui valjavotete mahud on erinevad, naiteks juhusliku



suuruse vaartusi on val javottes tikki, juhusliku suu-
rus* 12 vaartusi aga tikki, saame keskvaartuste dispersioo-

nidele vaartused

6*1 - <3

D(xI> = aj* * N
V2 <R
»K)=me — ¢ b -

Usalduspiiride avaldised tulevad sel korral jargmised:

ms ax® /a2 <1 b2 ~i
VvV nl °2
b2 E%
V n “2
1 2w b2 G2
U‘V nl »2
a2 <t b2/
44 nl °2 *

Erijuhul, kui a =1, b = -1, on vOimalik Ulaltoodud valemite
abil leida ka kahe normaal jaotusega juhusliku suuruse X ja Y
vthe X - Y keskvadrtuse usalduspiirid:

K =11 - 12 - Pg<$4x) ,
5 =xx - +p <2B) ,
i *2i * *2 - H .

A=X, - x9 +p. 5X),
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vordeets valjavotete puhul ja
: r*I T
?zxy=Yy — - -57-
Juhul, kui Xx vaartu3teat on valjavote mahuga n*, X2 vaartus-

test valjavote *ab.uga ru -

810. Vahe keskvaartuse usaldus-
piiride leidmine vaikese
valjavodotte péhjal.
Oletame nagu eelmiseski paragrahvis, et X* ja X2 on
normaal jaotusega, X1/ A(@, X2~ 01su
antud valjavotted

vaartustest

XII* X12» *e* » *
X2 vaartustest

X21* X227 &% * o *
Loobume eeldueest, et véaljavotted on nii euured, et nende
pohjal saadud C hinnangud vOrduvad ligikaudu £ Oige véartu-
sega, Sel juhul saame usalduspiirid leida jargmistel eri-
Juhtudel :

Voérdse mahuga valjavotted,

Eeldame, et valjavotete mahud on vbrdsed: n, = nO =n,

Moodustame vahede valjavotte

dl = X11 “ X201 » d2 = x12 * *227 **e » dn = §.n “ Z2A*
Siinjuures on tingimata tarvist et valjavotted oleksid vaat;

luste tecstamise jarjekorras. mji;te variatsioc™Mitta .iar.jes-



tatud, seat vastasel korral saaksime vale tulemuse (vahenda-
tud usalduspiirid). Vahed on samuti normaal jaotusega,

d~ N@™ - m>» n‘mS valie keskvaartuse usaldus-
piirid saame leida paragrahvis 6 an”in eeskirja kohaselt,kus
n

d:iL di = i1 - x2
*

I L G ) i

i=£1i°V V v ? 8i
m=X, =X tOl-——is.
. d
kus t,r ja t~, leitakse t-jaotuse tabelist vastavalt
vabadusastmete arvule n-1:
PC 1
PC 1% .
2. Erinevate mahtudega valjavotted.

Vaatleme nidud juhtu, mil valjavotete aahud

kuid dispersioonid n*2 ja élg cn V(”;rdsed,

U1l
G*2 = d 2 = d2
1 2

(seda, kas dispersioone saab vOrdseks lugeda, cn vdimalik
statistiliselt kontrollida, vt. § 5.9)e
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Dispersioonil* (Jj2 saame hinnangu s véljavotte

211* xInL P°Yals m
- <2 - 31 *37=1 ~ Xil * si)2 -

ning teise hinnangu e] valjavotte *21» ees » xgn pohjal:
°2

“»>m np~rC T Z (121 7 *2 )2*

Uhiseks hinnanguks, mille tihistame sp, sobib mdlema
hinnangu kaalutud keskmine, kusjuures kaalud on vordelised
valjavotete vabadusastmete arvudega (s.o. ligikaudu vordeli-

sed mahtudega) -
nx °2

32 -82=® +4 -a cy~"ii -si)2 +y ~ (i2i -
(nx -1) s2 + (g -1) 5|

nl +n2 - » -

G2

Arvestades, et D(OXM) = — 62

, DC?) = — ning

DO - x2) = D(xx) ¢ DCXg), saame

Mij wgl - kth e 1V ni* S|+, (4R 1152 1.

ning

r/— f— —_ Yn, + n, i (n,—)s?+(n2“1)*2
I -r2 - “(*1L-*2> -V -~"E~-V 1 nr-2 -
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Kahe- ja vihepooleed usalduspiirid keskvairtuste vahele

- *2 SRame edadrata nuud jargmiselt:

m=|i—x2"V S(XX_XZ'*

m=XX—X2* a(_iy_Ie

m = w ' 8 (Xx —x2)
h « 4 oy

I:IH% 8 (XX — x2)
4

kus t° ja t2 voetakse t-jaotuse tabelist vastavalt vabadus-
aatmete arvule ™ + ™ - 2.

3. Naiteid.
Haide 58.
Olgu meil antud lisaks 8-s 3 toodud valjavottele veel
valjavote
1;-1;0; 1,5; 0,5; -2,
mille kohta oletame samuti, et see on normaal jaotusega
HM, *2). bei816 vahe m™ - m2 95%-lise kahepoolse usalduspiir-
konna.
Selleks arvutame lisaks teadaolevatele suurustele
*1 = 3,25; 32 = 1,847

veel 2,
*2 =0; 82 =~

Peame silmas, et M = 10;
halbe hinnangu

8,5 = 1*/«
6, ning leiame vahe standard-

«o«X - «2) ~n[XKA" -

=V 0,478 m= 0,691.
Otsitatavateks usalduspiirideks on niisiis 3*25 - 0 + 1,48,
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seega saame usalduspiirkonnaks
Q,77; 4,73).
Naide 59.
Olgu X~ vaartustest antud valjavote
0,35; 0,27; 0,50t 0,42; 0,3"; 0,23;
X2 vadrtustest valjavote
0,48; 0,46; 0,57; 0,42; 0,53; 0,55.
Leida EQXX™ - X2) 95/"-lised kahepoolsed usalduspiirid. Et
valjavotete mahud on vOrdsed, saame leida vahed; arvutuse
holbustamiseks arvutame x2i - xu» kuna need on enamasti
positiivsed:
0,13; 0,19; 0,07; 0,00; 0,19; 0,32.
Arvutusteks votame d® = (@™ - 0,15).100:

-2; 4; -8; -15; 4; 17;
d>’= £.0=0; xx-x2=-0,157

d[l2 =4 ¢2 .16 + 64 + 225 + 289 = 614;

82 -y oy 123

a loo™ p loo™

d= W5 VvV 123 =0,111.
Leiame niid t-jaotuse tabelist vabadusastmete arvu 6-1 =5
kohalt

t = 2,57.
0,05

Usalduspiirideks saame

m=-0,15 - v = O»111 = -0,15 - 0,115 « -0.27
e

£=-0,15 ¢ 2’\0 ° >l = -0.03.
eT
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Et ndha, millise vale jarelduseni volks viia valjavotete
jarjestamine antud Ulesandes, teeme vastavad arvutused.
Variatsioonridadeks saame
0,23; 0,27; 0,34; 0,35; 0,42; 0,50;
0,42; 0,46; 0,48; 0,53; 0,55; 0,57.
Vahed tulleksid niud hoopiski vaiksema varieeruvusega:
0,19; 0,19; 0,14; 0,18; 0,13; 0,07.
Nagu varemgi, saame
d

X2 - xx = 0,15,
kuid
d[2=2. 16 +1+9+4+64= 10;
sd =W5 T — °»047
ning saaksime ilmselt ebadiged usalduspiirid

0,15 - 2,97 - 0,047 = _ 9 15 - 0,049 -0,20

m =

5=-0,15 + =-0,15 + 0,049 > -0,10 .

|

81l _Poissoni jaotuse parameet-
ri 1 usalduspiiride maara-

mine.

Olgu juhusliku suuruse X vaartuseks mingi pikkusega t
katse- voi vaatlusseeria valtel uuritava sindnuse A esine-
miste arv. Kui sindmuse A mitteesinemiste arvu ei ole vBi-
malik maarata (see on stndmuse A esinemiste arvuga vorrel-
des liiga suur), siis on juhuslik suurus X Poissoni jaotu-

sega (naiteks - trikivigade arv raamatu teataval lehekiljel -
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kdigi potenaiaalsete trikivea vOimaluste loendamine oleks
mdeldamatu). Arusaadavalt sOltub X katseseeria pikkusest. lga
Poissoni jaotusega juhuslikku suurust voib kirjeldada mitme

erineva parameetriga Poissoni jaotuse abil. Olgu X’ katse-

eeeria pikkusele t" vastav sindmuse A esinemiste arv X\
AP(XN) (= 1,2, ...). Kehtib seos

— conste,
s.t. parameetrid " on]\/6rdelised vastavate katseseeriate
kestustega.
Fikseerime mingi ajavahemiku t. Valjavotte vadrtuseks
on siia aiindnuse A esinemiste arv selle ajavahemiku véltel;
tahistame aelle tdhega k.

1. \ usalduspiiride tipne arvutamine.

Parameetri J1 jaoks saame vastavalt ndutavale usaldus-
nivool* 1 -f wusalduspiirid 1 ,X arvutada vahetult defi-
nitsioonist tulenevatest seostest, kasutades Poissoni jaotuse

valemit (vt. valem (1.28))

K
I s » (€Y)]
-A AV i,
e "dT = 7" »
ehk
k-1
e— ]l =1- N . D
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2. Osalduzpiiride leidmine tabelitest.

Nagu ndha, avalduvad A ja N1 kullaltki keeruka kujugo
eksponentsiaalvOrrandi lahenditena, mistdttu nende valamite
jargi A ja /1 arvutamine on Usna tilikas. Ligikaudu cu véima«
lik A jJa A maarata Poissoni jaotuse vaartuste jargi, nida
saeb leida vastavatest tabelitest.

Veelgi hélpsam on médrata Poiesoni jaotuse usalduspiire
tabelitest, mis on koostatud spetsiaalselt Poiesoni jaotuse
usalduspiiride leidmiseks (tavaliselt autak3fi nei3 kahepool-
sed usalduspiirid vaatavalt usaldusnivoole C.,9 Ja 0,95)«

Naide 65

Olgu telefoni keskjaamas Uhes minutis registreeritud
10 valjakutset. Leida 95%-lised usalduspiirid keskmisele valja-
kutsete arvule minutis. Et valjakutsete %rv ajalhikus on Pcis-
soni Jaotusega ning EX = /1, tuleb leida /1 jaoks 99%"-iiaed
usalduspiirid X , A

Kasutades valemeid (20) ja (21) ning Poissoni jaotuce
tabeleid (vt. tabelid X ja XI) arvutame naiteks ligikaudse
Ulemise piiri (kahepoolsest usalduapiirkcnnast). Vottes

A = 18, saaksime tabelist X
1-P(N 4 10)
P(A £ 10)

0,9696;
0,0304 ohk

10

P (A=V) =0,0304 ;

ilaselt 0,0304>Jh = 0,025, seetottu tuiob votta A >18.
/ottes /1 = 19, saame
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1-0,9817 =
10
P(1=%) =0,0183 < 0,025-

Seega olge X vaartus on 18 ja 19 vahel. Analoogiliselt
saame leida ka A vaartuse:
A = 4 puhul
00 9

\ P(A=V)=1-Y~ P(a=V) =0,00811 < 0,025
V=10

X = 5 puhul
oo

\ PCIsV) = 0,0318 > 0,025.
v=To

IImselt paikneb A 4 ja 5 vahel. Tapsemad vaartused A ja
N jaoks saaksime lineaarse interpolatsiooni tulemusena.
Olgu selgunud, et

Xinx <&,
PA(V» K =Pl ; Pn C*> K =7?2; @
Pl< < P2
V*
P (*S K =pP3; Pa (NI =pv (¢5))

pP3 > > PN oL

- 190 -



Tapsustatud A ja X vaartusteks saame

AmA, » J-'*"
P2 - PI

- A +
“hae BT
Kéesoleval juhul saaksime tapsustatud usalduspiirideks

A =4 ¢ slouls =4*71"

X =18 + = 1®0*44-
Pohimotteliselt samal viisil vOiksime leida ka Uhepool-
eed usalduspiirid A ja X vastavalt usaldusxiivoole 1 *
Leiame jJa A2vdi AN ja AN nii, et

Plc £ < P2,

b 7Y > pH e

Pp p3 p4 On maaratud seostega (2) ja (23).

Lineaarse interpolatsiooni teel saaksime A ja A jaoks
|

1- -V
Kahepoolsed usalduspiirid usaldusnivooga 0,9 voime
fida ka tabelist XI1. Néeme, et
X =490, I =18,3;
eeep osutub, et me lineaarsel interpolatsioonil ei teinud
vigg, vaid saime pisut liiga laia usalduspiirkonna, mis on aga
alati kasutamiseks lubatav.
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§12. Poi3Boci Jaotuse parameet-
ri N usalduspiirkonna ligi-

kaudne arvutamine.
i. Lahendamine aoraaaijaotusega.

Suhteliselt suurte k vaartuste korral ei ole Ukski
ulalkirjeldatul meetoditest X usalduspiiride maaramiseks
kasutAt&v, sest tabuleeritud on Poissoni jaotus piiratud A
vaartusteni (naiteks J1 — ?0). Samuti ei ole suurte k Vaar-
tuste jaoks arvutatud ja tabuleeritud usalduspiire. Hoopiski
ci ole suure «k vaartuse korral rakendatav A ja n vahetu
leiciaine vorrandiue (20) ja (21) lahendina ulesande suure WS-
mab.ukuse totta. Kasutame jargnevas asjaolu, et /1 suurenemisel
18heneb Poissoni jaotus normaaljaotusele N(m, <f) kus m = X ,

Va . Lugedes ligikaudu
X~ N(NFvX )
ning arvestades, et /1 hinnanguks on %\ = K, D >4( ) = DX =X»
mille hinnanguks on omakorda k, saaksime keskvadrtuse sten-
dardnéalb«* hinnanguks -/k  Usalduspiiride arvutamiseks kehti-

vad seega jargmised eeskirjad:

] 1k* V*” » A *k+Pg *

- -JT * A =K+ Sk~ f
Pt & Py leiame normaaljaotuse tabelist, (5(p ) = Hijl



Naida 61.

Arvutame eelmise naite materjali pShjal 95%~lised ligi-
kaudsed usalduspiirid J1 jaoks:

N =10 -1,9% y1d= 10 - 6,2 = 3,S;
X =10 + 6,2 = 16,2.

Naeme, et selliselt arvutatud usalduspiirid on kiullaltki
ebatdpsed, sest Poissoni jaotus on tugevasti ebastimmeetriline,
nomaal jaotus aga summeetriline; suuremate /1 (Ja vastavalt
K) vaartuste korral aga l&heneb Poissoni jaotus summeetrili-
sele. Normaaljaotuse abil tapsema ldhendi voib saada keeru-
kamast valemist, vt. [5]

2. Poissoni .laotuse ldhendamine X2—jaotuse abil.

Paremini ldhendab Poissoni jaotust ’\Z—jaotus; valides
X~ X%k) (kuna % —jaoi?use keskvaartuseks on parajasti
vabadusastmete arv Kk, mis on Uhtlasi Poissoni jaotuso para-
meetri hinnanguks, tuleb valida vabadusastmete arvuks K aind-
nuse A esinemiste arv), saaksime leida usalduspiirid vasta-

valt usaldusnivoole 1 -

A=Pi-] =1= P| =

K =pi-r
X — 4 ,
kusp, 4 votame  ¥2-tabelist vastavalt

e If %0

vabadusastmete arvule k:
PZ>px ™ )=1 ; P@?pr)=9% ;

rz>pr) =1 3 P@>pr)
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Naide 62.

Naite 60 materjali pohjal saaksime kahepoolseteks
95%-listeks usalduspiirideks X~-tabeli pohjal

X =3,25 ; A= 20,5.

Vorreldes olge tulemusega ndeme, et usalduspiirid on liiga
laiad, mis on ka arusaadav, sest ~-jaotuse dispersioon
(2k) on suurem kui Poissoni jaotuse dispersioon (K). Et aga
usalduspiiride laienemine el pohjusta vigu, on selline

hinnang vajaduse korral rakendatav.

§13.Binomiaaljaotuse parameet-
ri p usalduspiiride tapne
madaramine.
Olgu juhuslik suurus X binomiaaljaotusega B(n,p), kus
parameeter p on sindmuse A esinemise toendosus Uksikkatsel
ja n katsete arv. X-i vaartuseks on siis stUndmuse A esi-

nemiste arv n katsest koosneva seeria puhul.

1. Usalduspiiride maaramine binomlaaljaotuse valemist.
Valjavotte vaartuseks olgu Kk, s.t. Uhe konkreetse kstse-
seeria puhul olgu sindmus A esinenud Kk Kkorda. Tapsed
kahepoolsed usalduspiirid £ ja p vastavalt usaldusnivoole
on arvutatavad iga konkreetse n, K ja vaartuste

kombinatsiooni jaoks valemitest

I P) - AN
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@ - B* (25)

i Uhepoolsed, usalduspiirid p ja p saame leida valemitest

- ?2>n"v=n *

yjv) EFCI -E) N>=Y" e

Olgu naiteks n = 3, k=2 ja 1l - 0,95. Saame siis
p kahepoolsete usalduspiiride maaramiseks kaks kuupvorrandit:
@@-p)3 + 3p (A-p)2 + 3p 2 (A-p) = 0,025,
mis annab lahendina p Ulemise usalduspiiri p ning
32 (1 - £) +£3 =0,025,
mille lahendiks on p alumine usalduspiir £.
On selge, et vorrandite (24) ja (25) lahendite hulgast
sobivad usalduspiirideks vaid sellised £ ja p vaartused, mis

on reaalsed ning rahuldavad tingimusi

0 4P il.
IImselt peavad taidetud olema ka jargmised vorratused:
kui ~ Ja kx ™ k2, siis £x4 £2 px £ p2

ning
kui M <”"2» kIl = k27 siis E1 * £2 p2 pl*
Samuti iga k,  ja n korral
£4B jJap 4 p -
Et £ jap (santi p ja T ) arvutamine vorranditest
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(24) ja (25) on tulikas, voime need ieida (samuti kui Poia®
soni jaotuse parameetri A usalduspiirid N1 ,A , A ja
A ) binomiaal jaotuse vairtuste voi jaotusfunktsiooni tabeli-
test X111 ja XIV« Samuti on ka binomiaaljaotuse usalduspii-
ride 2 Ja P leidniseks koostatud mitmeid tabeleid (Vt.XV).

2. Usalduspiiride maaramine F-_jaotuse abil.
Tabelite koostamisel on kasutatud binomiaalJaotuste

seost F-jaotusega (vt. [8)) *illo pdhjal saadakse

P=P(n,k" =1-£(n,n-k)™ ,

kus n on valjavotte maht, Kk - tulemuse esmane arv, 1 -

usaldusnivoo (-poolsete usalduspiiride jaoks) ning y

arvudele k™ ja k2 leitav vaartus.

Sama valemit on voimalik kasutada ka Uhepoolsete usaldus-
piiride leidmiseks.

Naide 63.

Olgu teostatud 12 katset, kusjuures siundmuse A esi-
nemisega Idppes neist 5. Leida 95- Ja 99%%-liaed usalduspii-
rid sindnuse A esinemise tdenaosusele p.

Tabelitest XV  leiame juhul = 1%;

£ =12,%j p = 76,
Jjuhul W = aga saaksime
£ =20,5% ; p =69,8 %

Uhepoolseid usalduspiire vastavalt 95- ja 99%-lisele
usaldusnivoole nendest tabelitest ei ole voimalik leida.
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814. Binom iaaljaotuse para-
meetri p usalduspiiride
ligikaudne .maaramine.

Suurte n vaartuste puhul l&8heneb bmomiael jaotus sama-
¢k parameetritega normaaljaotusele 1 ~ N(*, C?),(vt. § 1.12).
Siinm - np ja Q = npq.

Juhul kui n on killalt suur ja k el ole vage vaike
e vaga suur (orienteeruvalt Kk » 10), voime parameetri p
usalduspiiride arvutamiseks kasutada normaal jaotuse keskvaar-
tuse usalduspiiride arvutamise eeskirja.

Et tdéendosuse p parimaks punkthinnanguks on suhteline
eegedia (Vt. § 3.7)

p-p=F§

ning Kk on meie eelduse kohaselt ligikaudu ncrmaaljaotusega,

K~ N(nhp,Vnpg), siis on ka p ligikaudu normaaljaotusega,

asendades p jJa q hinnangutega p ja 1 - p, saaksime ¢ (p)
Jaoks nihutatud hinnangu. Nihutamata hinnanguks p hinnangu
p standardhalbele 6*(p) on

)
Paramreetri p usaldusnivoole 1 - ~ vastavate usalduspiiride

leidniseks kasutame asjaolu, et juhuslik suurus

—g-1i
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on ligikaudu t-jaotusega (vabadusastmete arvuga n-1), ning

seega saame usalduspiiride jaoks jargmised avaldised:

1 /7 k(n -
ny (I'I—lﬂ'

“]
K 4 1 1 k@M-K
n 1

?" n-y n- b
= K + 1 /7 k(-=-K
P™n 2 n N r(1—l) *

kuo t~ ja t~" on voetud t-jaotuse tabelist vastavalt vaba-
dusastmete arvule ¢ - 1; P(JTj > t) , PCNT 1> ©27)= 2%

Juhul kui K voi n - K on vdga lahedal nullile, kus-
Juures n on killalt suur, on binomiaaljaotuse l&hendamiseks
otstarbekas kasutada Poissoni jaotust (loomulikult ainult
siis, kui Poissoni jaotuse usalduspiire on vastavate tabelite
abil vcimalik kullalt tipselt méarata) voi teisendada p

hinnang nn. Fisheri ~ -teisendueega (vt. [8] ) normaalseks.

§15. Valjavodotte ulatuse jaotus
ja selle kasutamine nor -
maaljaotuse standardhalbe
usalduspiiride leidmiseks,

Olgu juhuslik suurus X normaaljaotusega, X ~ N(0,1),
ning olgu
xP* & 7 zn
n-irdiviidiline valjavote selle juhusliku suuruse vaartuste

nulgast-. Eeldame} et see valjavote on esitatud kasvava
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variatsioonrea kujul. Juhuslikku suurust
Rn * -7 -

kus xn on variatsioonrea maksimaalne ja - minimaalne ele-
ment (vt.8 2.4), nimetame variatsioonrea (valjavotte) ulatu-
seks ehk haardeks. Juhusliku suuruse R, jaotust nimetame
R-jaotuseks parameetriga n (ka normeeritud variatsiooni
ulatuse jaotuseks, viidates sellele, et tegevust on normee-
ritud normaaljaotusega N(0,1). Selle jaotuse jaotusfunktsi-
oon on tabuleeritud (vt.tabeleid IX).

lImselt saame suvalise normaaljaotusega juhusliku suu-
ruse Z~ N(m, 0 valjavotte ulatuse esitada Rn-jaotuse kaudu.
Normeerime juhusliku suuruse z; %_’\N(m,l)- Et keskvaartuse
muutmine juhusliku suuruse hajuvust el muuda, on ka juhusliku
suuruse R vaartuste hulga n-indiviidise valjavgtte ulatus
Ry-jaetusega. Juhusliku suuruse z n-indiviidise véaljavotte
ulatus on juhuelik suurus RMF mille jaetust Kirjeldab

Vaatleme niud, kuidas saab valjavotte ulatuse tabelite
Jargi hinnata valjavotte standardhalvet.

Rn-jaotuse tabelis on antud iga n vaartuse jacks

E(Re) = otn i

vaadeldava juhusliku suuruse z ~ N(m, (P jaoks saane

jJarelikult ka
BeHY = *n6\
tus on uuritava juhusliku suuruse n-indiviidise valjavotte

ulatus,



Arvutame suuraee

JjL. = (27)
Ceutub, et see cn oteitava standardhalbe G* nihutamata
hinnanguks n

* N * = = -

E G~ on  ERRY <, &

Vaatleme nitud, kuidas laida R-jaotuse tabeli abil standard-
hdalbe <? uealduspiire vastavalt usaldusnivoole 1 - £

Selleks leituue R-jaotuse tabelist arvud r jar
nii et

P(Re < L) -

PHE * ri —j§) * 1 -1

pVv Rn® ri-1)=1-"

ning asendades RH tema vékitusega, saame

R*
P( T.<-E

millest jareldub Uhtlasi

P

Seega avalduvad standardhalbe Vv? kahepoolsed usalduspiirid

ja R-jaotuse kaudu jargmiselt?
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tihepoolsed usalduspiirid G*ja C* aga tuleb leida R-tabelist
rl-~kaudu (P(Rn < r*) =~_;P(RNn ~ P ) =1 -~

<= —-SL - -n

Naide 64.

Paragrahvis 3 kasitletud ndaite puhul on R* = 5, n = 10.
Proovime R™ jargi leida OF jaoks 95- ja 99%-lised usaldus-
piirid ning G3 hinnangu.

Selleks leiame tabelist

oi10 = 3,078;

ning O nihutamata hinnanguks on

* K C
f: 57 =J%$7B * 1'62-
Tabelist IX saame ka

10,005 = DOS 10,05 = DH7?
r0,975 r0,995 = 5:42*

Siit leiame kahepoolsed usalduspiirid vastavalt usaldusni-
voole 0,95

£= 5757 = 12*% 1~57 = 3,00
ja vastavalt usaldusnivoole 0,99

2= 572~ = °»"2; N = ITAS” = 500*

Tuleb méarkida, et suurte valjavotete korral osutub C*
hinnang Rq jargi vaheefektiivseks, seetdottu kasutatakse seda
enamasti vaikeste valjavotete pohjal (n 20, eriti, kui
n <10). foodud meetodi eeliseks on aga arvutustdo vaike
nahit: ~ hinnangu ja usalduspiiride leidmiseks on tarvis

teha vaid Uks lahutamis- ning kolm jagamistehet.
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Suuremahulise valjavotte korral voib kasutada R-jaotust
korduvalt: valjavottest eraldatakse juhuslikult seeria vaikese-
mahulisi (nditeks 10-indiviidilisi) osavaljavotteid, neist
igathe jaoks leitakse ning saadakse summaarne hinnang
viimaste aritmeetilise keskmisena.

Naide 65.

Olgu teostatud 100 vaatlust herneste arvu kohta herne-
kaunas. Vaatlustulemused olgu juhuslikus jérjestuses:
3,7,11,4,6,8,12,10,9,7, 7,5,4,2,8,13,11,9,3,2, ...
Eraldame 10-lised alamriuhmad ning leiame igalhest variatsi-
ooni ulatused
Rl = 12-3 = 9; = 13-2=11; olgu jargmised R™ véartused:

12,8,8,7,10,9,7,9.

Ligikaudsed hinnangud C jaoks 3aate: <0*= >mLa -*§ ;

» Z Ri >»078
summaarseks hinnanguks aga — , K3 K on osaval Ja-
votete arv. Kaesoleval juhul saame

g"= W =3
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V. STATISTILISTE HUPOTEESIDE
KONTROLLIMINE -

81.Hupoteeside kontrolli
Ulesanne.

Niihasti tootmistegevuses kui ka teaduslikus uurimis-
tWos on sageli tarvis teha alternatiivseid otsustusi - valida
valja Uks kahest voimalikust kaitumisviisist. Nii tuleb
naiteks toodangu kontrollimisel tunnistada iga toode kas
kvaliteetseks voi praagiks, mingi teadusliku hipoteesi kont-
rollimisel tuleb see hipotees kas tunnistada oigeks voi
kummutada.

1. Statistiline hipotees.

Et niisuguste hipoteeside kontrollimisel on enamasti
lahtealuseks statistiline materjal - mingi vaatlus-, mSot-
mis- voi katsetulemuste hulk, siis on osutunud otstarbekaks
tootada valja spetsiaalne metoodika alternatiivsete otsustuste
tegemiseka statistilise materjali pohjal. Selliseid meeto-
deid kasitlebki statistiliste hipoteeside kontrolli teooria.

Koige uldisemalt voime statistiliste hipoteeside kont-
rollimise Ulesande sBnastada jargmiselt.

Olgu X mingi juhuslik suurus, mille jaotus ei ole
meile taielikult teada (s.t. me ei tea jaotuse kohta kas
Uldse mitte midagi voi teame jaotuse uUldkuju, aga mitte tema

parameetrite konkreetseid vaartusi). Olgu X vaadrtuste



hulgast antud valjavote mahuga n:
<y 2% Fk *
Kontrollimist vajab hiupotees HQ, mille alternatiiviks on
hipotees H*:
HO s X<A,
- X «A,
kus A on mingi omadusega B juhuslike suuruste hulk, A on

aga selliste juhuslike suuruste hulk, millel omadus B puudub.

2. Kriteerium.

valjavotte (X, ... , XV analuusimise tulemusena peame
vastu votma (0igeks tunnistama) uUhe hipoteesidest HO ja Hr
Et saada Uldist eeskirja (nn. kriteeriumi), mis vOimaldaks
mistahes véaljavotte pohjal Uhe hipoteesidest ja vastu
vOtta, jaotame koigi voimalike valjavotete hulga

{¢1» === »3)" =R

kaheks osake SO ja nii, et hulgad SQ ja on teineteist
valistavad (Ukski valjavote ei tohi kuuluda molemasse osasse
korraga) ja nende summa moodustab kogu hulga R (iga valjavote
kuulub Uhte neist hulkadest). Jaotamise aluseks on mingi
valjavotte funktsioon. Naiteks vdib hulgaks olla koigi
valjavotete hulk, mille puhul * =~ xi < C, SQ - koigi
selliste valjavotete hulk, mille puhul x » C, kusjuures punkt
C maaratakse spetsiaalselt vastavalt lUlesande tingimustele
(vt. naditeid 66,69).

HiUpoteeside HQ ja kontrollimise kriteeriumi saame
siis sOnastada jargmiselt (vt. joonis 44):

Kui valjavote (x1,...,xn) kuulub hulka SQ, siis votame
vastu hipoteesi HQ;
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kui valjavote (a™,...,") kuulub hulka Sx, siis vitame
vastu hupoteesi (vt_joonis 44).

Simbolite abil saaksime kriteeriumi Ules markida nii-
Viisi:

Hulka SO nimetatakse hipoteesi HQ vastuvotmise piir-
konnaks, hulka S - hipoteesi HQ kuumutamise piirkonnaks
ek kriitiliseks piirkonnaks. Seega taandub hipoteeside
kontrollimise Ulesanne nende piirkondade maaramisele. Tege-

likult piisab vaid kriitilise piirkonna S mdaramisest,sest

Joonis 44.

%

Joonis 45 -
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Naide 66.

Olgu tarvis selgitada, kas tdoruumi keskmine temperatuur
on normi piires (vdhemalt 18°C) voi alla normi* SBnastame
kaks hipoteesi:

HQ : Todruum on liiga kulm.

E”N - T6O6ruum on piisavalt 3oe.

Nende hipoteeside kontrollimisek3 teeme seeria tempe-
ratuurimddtmiai, mis moodustavad valjavotte (O, X2,...,Xn).

Lihtsa konstruktsiooniga kriteeriumi saame jargmisel viisil,
n

Arvutame X = ’6
Kui x *18° *+ EO ;
Kui x *18° *% Et.
Jarelikult moodustab nullhipoteesi vastuvotmise hulga SQ
koigi niisuguste véaljavotete (O, xQ) hulk, mille punhul
X < 18° ehk x1+x2+...+xn < 18.n ;
kriitiliseks piirkonnaks on aga hulk
X 18° ehk x™Mx2+...+xn » 18n (vt. joonis &).
Need lugejad, kes tunnevad n-mootmelist. analtutilist geo-
neetriat, markavad kohe, et ruumis R = Rn eraldab piirkondi

SO ja 3, hiupertasand vorrandiga x* ¢ Xg + ... + xn = 18n.

82. Nullhupotees

Ja alterna-
tiiv. 1 ja Il 1Tiiki

viga.
Tavaliselt ei ole uurija otsustuste suhte3 Ukskdikne,
vaid tema jaoks on Uks otsustue soodsam kui teine (toote

kvaliteetseks tunnistamine on soodsam kui selle praagiks



lugemine; uurijat huvitava hipoteesi vastuvdtmine on soodsam
kui selle kummutamine jne«). See aga tahendab seda, et ena-

masti Soovib uurija toestada Uht teatavat statistilist hiipo-
teesi.

Statistilise hupoteesi toestamine toimub harilikult
"eituse eitamise" teel,s.t. hupoteesi toestamiseks kummuta-
takse selle alternatiiv. Tavaliselt nimetatakse tdestatava
hipoteesi alternatiivi nullhipoteesiks. Edaspidi tahistame
tdestatava hipoteesi (nullhipoteesi alternatiivi) sumboliga
Hp nullhUpoteesi aga sumboliga HO*

Statistilise materjali pdhjal ei cle uldiselt voéimalik
Uhtegi hupoteesi absoluutselt kindlasti tdestada, peaaegu
alati tuleb arvestada vdimalust, et otsustamisel tehakse
viga. Hupoteeside kontrollimisel esineb jargmisi vigu:

1) 6ige on nullhlipotees, kuid valjavote kuulub hulka

ning seetdttu nullhipotees kummutatakse; sel juhul tehakse
1 liiki viga.

2) Oige on nullhipoteesi alternatiiv, kuid valjavdte
kuulub hulka S” ning seetdttu vletakse vastu nullhipotees;
sel juhul tehakse Il liiki viga.

Arvestades seda, et alternatiivile Kk, vastav olukord
on uurijale soodsam nullhipoteesile vastavast olukorrast,ei
ole 1 ja 1l liiki vead vdrdse tahtsusega, See 3elgub kasvdi
jargmisest naiteet.

Naide 67. Olgu tarvis selgitada, kas katsetatav ravim
on kasutamiseks liiga mirgine voi on tema mirgisus vastu-
voetav (kullalt madal). Sdnastame nullhipoteesi (uurijale
ebasoodsa vaite) kujul:
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HQ : ravim on liiga mirgine.

1 liiki viga tekiks siis, kui tegelikult mirgine ravim
tunnistatakse tarvitamiskdolblikuks. Niisugusel veal on véga
rasked, isegi traagilised tagajérjed, mistottu 1 liiki vea
tefrfrimiBt tuleb igati valtida.

Il liiki viga tehakse aga sel juhul, kui tegelikult
vastuvoetav ravim tunnistatakse murgiseks. Ka 11 liiki viga
tekitab ebameeldivusi - téiendav ravimi uurimine, tootmis-
tehnoloogia taiustamine jne., kuid selle tagajarjed ei ole nii
rasked kui I liiki veal.

Naide 68. Olgu tarvis kontrollida silla lcandetugewust.
SOnastame hipoteesid:

HO : sild on liiga nork ;

- sild on piisavalt tugev.
I liiki viga— liiga norga silla tunnistamine piisavalt tuge-
vaks - voib pdhjustada katastroofi, Il liiki viga - kullalt
tugeva silla ettevaatuse mittes ndrgaks tunnistamine pdhjus-
tab vaid téiendavaid materiaalseid kulutusi silla tugevdami-
seks. 11 liiki viga, kuigi ebameeldiv, on siiski vastuvietavam
kui I liiki viga.

83. Olulisuse nivoo ja Kkritee-
riumi voimsus.

Nagu nagime eelmises punktis, on paljude Ulesannete puhul

oluline hoiduda I liiki veast. Selleks tuleb kriteerium (.

kriitiline piirkond S valida nii, et 1 liiki vea tdendosus

oleke kullalt vaike. Siinjuures oleneb konkreetsest Ulesandest,
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kui suure tdendosusega tohib 1 liiki viga esineda.

Naidetes 67 ja 68 toob 1 liiki viga kaasa tdsise katast-
roofi, seetdttu peab tema toendosu.s olema tuhiselt vaike,
néditeks 0,001 (s-t. keskmiselt 1000 silla kohta uks osutub
mootmise ebatdpsuse tulemusena lubatust ndrgemaks ning uks
ravim tuhandest on normatiivist mirgisem). Seevastu aga
naditeks mdéningat liiki detailide kvaliteedi kontrollimisel
pohjustab 1 liiki viga (praakdetail tunnistatakse kvaliteet-
seks) suhteliselt vaiksemat kahju, mistdottu aelle esinemise
toendosus vbiks olla suurem, naiteke 0,05, s.t. keskmiselt

kahekumnest praakdetailist Uks tunnista.takse kvaliteetseks.

1. Olulisuse nivoo.

Matemaatilises statistikas maaratakse Ulesande formu-
leerimisel koos nuilhipoteesi ja alternatiivi sdnastamisega
kohe kindlaks ka 1 Iiiki vea maksimaalne lubatav téen&osus,
mida nimetatakse olulisuse nivooks (riski protsendiks) ning
tahistatakse téhega . Praktiliselt kasutatakse enamasti
vaartusi 0,05 (5%), 0,01 (1%), 0,001 (O,1%).

Vastavalt etteantud vaartustele tuleb maarata kri-
teerium (kriitiline piirkond S*) nii, et tdenaosus selleks,
et valjavote kuulub piirkonda S, juhul kui 3ige on Hc,oleks
tokestatud suurusega o (margime siin, et vaadeldav tdendosus
on sisuliselt tinglik tdenaosus tingimusel, et &ige on hipo-
tees HQ, seetdttu kasutame ka siin tingliku tdendosuse sium-
bolit, vt. £3]).

P (1 liiki viga) = P £(xa
(Vt. joonist 47). Niisuguseid kriitilisi piirkondi S, mis
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rahuldavad tingimust (1), on vdimalik iga hipoteeside paari
HO Ja ning olulisuse nivoo korral maarata Iopmata palju
(vt, joon. 46).
Toepoolest, olgu mingi kriitiline piirkond, s.t.
P oo » ®W ] & oC -
Valime hulga Siis kehtib tdendosuse monotoonsuse

tottu ,,(vt. naiteks [3J) virratus

PE(XX, ... , NpAXIE* eee >X))B =

Joonis 46 =
Kui C S, siis
P E(X™» ee= t ASjj NP AKX eee 6sj "o( , jare-
likult on iga hulk S|, mis kuulub kriitilisse piirkonda ",
samuti kriitiliseks piirkonnaks olulisuse nivooga
Loomulik on nimetada sama olulisuse nivooga koigi kri-
teeriumide seast parimaks niisugust, mille puhul Il liiki

vea toenaosus on voimalikult vaike.
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2. \VBimsus.
Toenaosust selleks, et Il liiki vigu el tehta, nimeta-
takse kriteeriumi vOimsuseks ning tahistatakse t
Valemi
/3=1- P(lIl liiki viga) =1 -P PX# ...

=P EXIF ... ,s"CSj/Hi] -

Margime, et alati on voimalik leida kriteerium, mille
puhul kehtib vbrratus

(2)
(eelle tOestust vt. 8 5)»vt. joonis 48. Siit aga jareldub,
et pohimotteliselt voib 11 liiki viga olla kullaltki suur -
ulatudes kuni 0,95 vOi 0,99-ni.

VBimsaimate ning Uhtlaselt viimsaimate kriteeriumide
teooriaga on asjasthuvitatud lugejal voimalik tutvuda mono-
graafia [7] kaudu, Uhel kitsamal erijuhul peatume pdgusalt
veel ka kaesoleva konspekti paragrahvis 5»

HO -0 = €0,
Hx - e = 6X.

Joonie 47.
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Kriitilise piirkonna S*valime vaatavalt antud olulisuae ni-
voole OC . Toendoause tiheduse kover Pg vaatab nullhipctee-
aile, kover p”~ — hiupoteeaile H". Kriit?line piirkond on
I16pmatu poolloik teljel R ning viirutatud pindala kdévera

F all on P(x6 S1/eo0),a.o. 1 liiki vea toenaosua.
o]

H
0:91,
PA - nullhiipotee3ile vaatava jaotuae tiheduskover,
o]
Pgl - alternatiivile H1 vaatav tiheduakover.

Oluliouse nivoo ec(tihedalt viirutatud pindalak6vera
p~r all), vdimsus (horedaati viirutatud pindalakover

pec all). 11 liiki vea toendosua - katkendlikult viiru-
taiud piirkond kdvera pQ all.



84. Hupotees
i

d jaotuse para-
meetr e

i
t kohta.

Paragrahvis 1 esitasime hipoteeside kontrollimise iles-
ande koige Uldisemal kujul. Jargnevalt konkretiseerime seda
iildkujiList Ulesannet ning defineerime praktikas koige sage-
damini esineva hupoteeside kontrolli Ulesannete tuubi.

Vaga sageli tehakse hupoteeside kontrollimisel eeldus,
et juhusliku 3uurnze X jsotuse uUldkuju (Jaotuse klass) on
teada ning tuleb kontrollida hipotees jaotust iseloomustavate
arvuliste parameetrite kohta. Enamasti oletatakse, et tege-
mist on normaal- voi binomiaaljaotusega, harvem Poissoni
Jaotusega, késitledes siinjuures olukorda, mil kontrollimist
vajab ainult Uks parameeter. Tegelikule voib tarvis olla ot-
sustusi ka mitme parameetri konta (naiteks normaaljaotuse
parameetrid m ja & ), kuid seda on enamasti vdimalik teba
jarjest enne uUhe ja seejarel teise parameetri jaoks.

Jargnevalt vaatleme levinumaid hipoteesi tuupe, mille
kontrollimiseks on todtatud valja kindel metoodika.

a) Uhepoolne hiipotees

Ho t«<e..
% 1B >9..

b) Qhepoolne hiupotees

ho * « * 90 ,
H o

Uhepoolsed hipoteesid on praktikas vaga levinud, uhe-

poolsete hupoteeside hulka kuuluvad ka naidetes 6? ja 60

kasitletud hupoteesid. Tuleb markida, et kuigi hipoceesi-

S



tllpide a) ja b) kasitlus on vaga sarnane, vaatleme neid
(ka edaspidi) eraldi, sest hipoteeside HQ ja sisulise eri-
nevuse tottu on piirkonnad ja SQ juhul @) erinevad piir-
kondadest SQ ja Juhul Bb).

¢©) Kahepoolne hipotees

H6 - 0 =90,
Hx 2 0 4 oC,
ehk Hx s 0 > V6l 9 < de.

Kahepoolse hipoteesi puhul on kahepoolne vaid toestamist
vajav alternatiiv, kuna nullhipoteesiks on lihthipotees.
(Lihthipoteesiks nimetame niisugust hipoteesi, mille vaide
on sdnastatav vordusena.) Kahepoolset hiipoteesi on tarvis
toestada naidetes 71,74 jt.

d) LihthUpoteeside paar

HO < 9= ¢,,
1 9.9,.

Reaalselt esineb kull vaga harva niisuguseid olukordi,et
parameetril on ainult kaks voimalikku vaéartust Qe ja 91
(vt_jooniseid 47 ja 48). Ometi on mdningaid Ulesandeid vOima-
lik teatud ligikaudsusega taandada lihthipoteeside paari
kontrollimise Ulesandele (Jarjendanallus,vt. [7D).-
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# 85. V
\%

o]}

imsaimad Jja Uhtlaselt
imsaimad Kkriteeriumid.

(o]}

1. Parameetri vaartuste ruum Q.

Vaatleme olukorda, et tuleb kontrollida hipoteese juhus-
liku suuruse X jJaotuse parameetri 0O kohta. Tahistame para-
meetri koigi vOimalike vaartuste hulga tdhega S2 , seega

=2 -
Hulgaks (nn. parameetrite ruumiks) vSib olla koigi reaal-
arvude hulk (-e° , 00 )(parameeter m normaaljaotuse puhul),
koigi mittenegatiivsete reaalarvude hulk [o, ae) (para-
meeter G normaaljaotuse korral, paramaater /1 Poissoni
jaotuse korral), koigi reaalarvude hulk mingilt loigult voi
vahemikust (SZ = Co.aJ binomiaaljaotuse parameetri p jaoks),
koigi naturaalarvude hulk N(binomiaaljaotuse parameeter n)
Jjre.

Parameetri 0 nende vaartuste hulga, mille korral on
oige nullhipotees HQ, tdhistame sumboliga , hende 0
vaartuste hulga aga, mille korral on oige alternatiiv H®,
tahistare simboliga Sz~ . Hulgad 5.0 ja 27 on teineteist
valistavad (sest alati saab ainult Uks hipoteesidest olla
oige) ning nende summa (s.o. hulgateoreetiline suma, vt.
naiteks [3] ) moodustab kogu ruumi ~

SO0uUQj “ W
Hipoteesid HQ ja H™ voime siis Kirjutada jargmiselt:

Ho -0 e
Hx -Q e
Tapsustamist vajavad vaid piirkonnad ja * Vaat-
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leme naitena, millise kujuga on need piirkonnad juhul, kux

Q - *0° ,0°) nmg toestamist vajavad hupoteesid tulpi
a) - ©):
a) E0 : 0i.0c, A =( 0°J j
hx re >ee, S2t* . °°) .
b) Hh : e >ec , [4B- >°Nn >
% so<e6, SZt* C"°°» -
© HO :e -o0,, *{B.] ;

HX - 8 * 0o, IR4= (-o0e, Qc) U(®« ,00) .
Lihthipoteeside paari puhul koosneb niihésti hulk kui ka

htik 1 Uhestainsast punktist

d) HO = 0 =«. , S2,={e,]j

Hi : e 1 Ssa2t={ .
HO =9 49,1
Hj : Ge9,.

Parameetri vaartus O, on maksimaalne hulgas f£2e ,parameetri
vaartus 0O;aga mingi suvaline vaartus huifas & 0 , 0°< $e
Olulisuse nivoo nt cn viirutatud pindalakcvera. pc all, s.o.
maksimaalne 1 liiki vea toendosus. 1 liiki vea tdendosust
Juhul, kui parameetri oige vaartus on 6;, kujutab must piir-
kond kdvera Pa>au‘,ilmselt on see <bl
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2. Liht- na liithipotees ning alternatiiv.

Kui piirkond £20 sisaldab rohkem kui Uhe punkti,siis
soltub I liiki vea tdendosus sellest, milline konkreetne
vaartus 0€ Ovaadeldaval juhul esineb (vt.joonis 49). Toe-
poolest, mida lahemale satub parameetri O vaartus piirkondi

ja eraldavale punktile 00 , seda suuremaks muutub
eksimise tdenédosus,

DE(L eer PN AL AIAPN LT e e gy (3)
kui 0" * 0™ ning = (—oo , 63 . Siit jareldub, et

P AR E I L I (LYY
ning me vdime maarata piirkonna S selliselt, et leiaks aset
vordus

PEXL> eee » XJPDESY O0g =C.
Sel juhul on saadud kriteeriumi olulisuse nivooks tdepoolest
oi (vt. joonis 47, kus valjavdote on l-dimensionaalne, valja-

votteks on Xx).

3. Voimsusfunktsioon.

Samuti sO6ltub ka 11 liiki vea tdenaosus sellest»millise
konkreetse vaartuse piirkonnast parameeter 0 tegeli-
kult omandab. Selletdttu tulebki juhul, kui 6*" sisaldab
rohkem kui Uhe punkti (tegemist on lihtaltematiiviga)  kri-
teeriumi iseloomustamiseks votta kasutusele nn. vO@imsus-
funktsioon /3(0), mis defineeritakse jargmise seosega:

/3(B) =p[xIf ... ,x"es”"e] (0c &) ,

3.0. tdendosus selleks, et valjavote kuulub kriitilisse
piirkonda, kui parameetri tegelikuks vaartuseks on 0o

Sel juhul kui Q 0 ,annab vdimsusfunktsiooni vaartus
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meile 1 liiki vea tdendosuse. Siis, kui $* -annab voln-.
susfunktsioon aga toenacauae selleks, et Il liiki viga ei
tehta. VOrratus (3) naitab, et vdimauafunktaioon on mono-
toonne (@dltumatult sellest, millisesae piirkonda kuuluvad
punktid 0' ja 6%*).

Erijuhul kui piirkonnad ja "koosnevad Uhest
ainsast punktist, omandab vOimauafunkteioon ainult kaks
voimalikku vaartust

/ (6o)xoC ) ~13”
Seosest (3) jareldub eiia ka (@Q(kui 60 * O ; vaatupidisel
juhul kehtib vbrratua (3) tingimusel B" * 6U ning ka sel
Juhul jareldub sellest (2)).

Lihthipoteesi ja lihtalternatiivi korral defineeritakse
voimsaim kriteerium olulisuse nivooga oi kui Kkriteerium,
mille vdimsus y3 on suurim kdéigi sama olulisuse nivooga kri-
teeriumide seas (s-t. vdimsaima kriteeriumi vdimsus ei ole
vaiksem Uhegi teise sama olulisuse nivooga kriteeriumi voim-
susest). Rohutame veel, et vOimsaimast kriteeriumist on motet
raakida ainult sel _juhul, kui tdestamist vajav alternatiiv

on lihtne, s.t. hulk koosneb Uhestainsast punktist
ning ji=fi(d4)-~
4. Uhtlaselt voimsaim kriteerium.

On vOimalik naidata, et tingimus (3) on tarvilik selleke,
et kriteerium oleks vdimsaim (vt.nditeks [73). VOimsaima kri-
teeriumi rakendamisel saavutatakse etteantud | liiki vea tfe-
nadosuse korral minimaalne Il liiki vea tdenéosus, seetdttu

on alati (kui vdimalik) otstarbekaim kasutada vdimsaimat kri-
teeriumi.
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Juhul kui sisaldab rohkem kui Uhe punkti, voib esi-
neda olukord, et mingi B * korral on uhe kriteeriumi
vOimsus maksimaalne, mingi Q,u QI korral (0*4 OW) aga
on maksimaalne mingi teise kriteeriumi vOimsus. Liitalteraa-
tiivi puhul on tarvis defineerida Uhtlaselt vbimsaima kritee-
riuni moiste.

Olgu mingi kriteeriumi olulisuse nivoo . . Kui selle
kriteeriumi voimsus [3(6 ) ei ole vaiksem Uhegi teise sama
olulisuse nivooga kriteeriumi vdimsusest (0) iga
korral, siis Utleme, et vaadeldav kriteerium on thtlaselt
voimsaim (olulisuse nivooga oC ).

Kaugeltki iga jaotuse ja iga hipoteesi korral ei tarvit-
< eksisteerida Uhtlaselt viimsaimaid kriteeriume. On aga
toestatud (vt. [7J ), et normaal-, binomiaal- ja Poissoni
Jaotusega juhuslike suuruste jaotuse parameetrite kohta kai-
vate Uhepoolsete hiupoteeside kontrollimiseks eksisteerivad
uhtlaselt vOimsaimad kriteeriumid. Need minimiseerivad (antud
olulisuse nivoo korral) 11 liiki vea tOendosuse parameetri
0 iga tegeliku vaartuse korral.

*

ine
1.

86. Hupoteeside kontrollim
usalduspiirkondade abi

1. Kahepoolsete hipoteeside kontrollimine.
Olgu juhuslik suurus X parameetrist $ soltuva jaotu-

sep Px, X~ Px(Q ). Kontrollida kahepoolset hipoteesi

HO :6 =9 ,
Hx - Gt Oo
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olulisuse nivooga e Olgu antud, juhusliku suuruse X

vaartusest valjavote x",XE£,

©

d) fi 6

Joonis 50-

Kahepoolse hupoteesi kontrollimine usalduspiiride
abil.

Selle Ulesande lahendamiseks leiame valjavotte pohjal
parameetri 0 jaoks kahepoolsed usalduspiirid usaldusnivoo-
ga 1 - o€ (vt. joonis 50-)

T xIt ... , xQ)< 06 <V (x# ... , xn)lF 1 -<=(.H)

- 220 -



Kriteeriumi hipoteesi kontrollimiseks saame jargmiselt:20

kui O (x, ... ,xQ)~0e” Q (XX, .-- , Xn), siis votame
vastu HQ (vt.joon.50M); (5)

(
kui <& (xIt ... , xn) voi do>0x1, ... , xn),siis

votame vastu H, (vt.joonis 5cf£ ja 50M).

Toestame, et kriteerium (3) vastab toesti olulisuse
nivoole & , s.t., et | liiki vea toendosus on -

Arvutame selleks olulisuse nivoo, s.o. tdendosuse sel-
leks, et votame vastu hupoteesi K», kui tegelikult on oige
Ho = _..... V«V"™ _ 7] . Kui nullhipotees on oige,
siis on juhusliku suuruse X jaotus tapselt teada: jaotuse
parameetri 6 vaartus on 6 Q. Tahistame toendosuse, mis on
arvutatud eeldusel B = 0 , tdhisega PQ. Siis saame I liiki

vea toenaosuse jaoks jargmise avaldise:

PLC*lt ... . *D)sslI/Ho] * po[(xI.....

=1-Po[(xh..... V €So} ®
Kriteerium (B) maarab piirkonnad 3" ja SQ usalduspiiride

kaudu: S™ on koigi niisuguste valjavotete hulk, mille korral

kehtib Uks vorratustest

$o< 0 (XI» === ” xiJ ja AL *n);
SQ on koigi niisuguste véaljavotete hulk, mille korral kehti-

vad vorratused
$ (XN, .. , xXn) AN * eee » Xa)e

20 n
Mis puutub olukorrasse O(x”™,...,xy) = Qg voi S(X™, ...

-.- ,XQ)=00,siis teoreetiliselt niisugune vordus esineb toe-

naosusega 0. Praktiliselt see aga (tédnu Umardamisele) voib
esineda. Kui arvutusi anallusides ei ole v5imalik kindlaks
teha,kumb vorratustest aset leiab,on tavaks votta vastu n.-0.
ettevaatuse mottes) hiUpotees Nl .Kasutame seda kokkulepet ka
edaspidi. 0
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Kuna sitndmused

eee » X0) ~ SO
ja
e(xl# ... t e7x *

cn samavaarsed, siis on ka nende téenadosused vordsed:

Po["xI»*** 25 p€ So] = Po["(XI***»xn)6006 6<xl ... *N)
Parempoolne tdendosus on aga teada: tdepoolest, see on eri-
junht valemist ) 6 vaartuse puhul O = Qg ning seega

PO cee * NEQN ® » eee » Xjj)Js 1 “cte
Asendades leitud tdendosuse vorrandisse (6) ja kasutades
seost (7) saame

pJUm ... , Xn)€S1/HO]= 1 - (1 - 06) =oC
mida*oligi tarvis todestada.
2, Uhepoolsete hilpoteeside kontrollimine.

Jai"gnevalt vaatleme, kuidas leida kriteeriume Uhepool-
sete hiupoteeside kontrollimiseks.
Olgu X jaotusega P*, mis sbltub parameetrist B.
Olgu Xu ... , xn valjavote selle juhusliku suuruse VEArtuSte
hulgast. KoQtroliimist vajab Uhepoolne hipotees
HO e e s
HZL B > (')'O
olulisuse nivooga o .
Leiame parameetri B jaoks Uhepoolse alumise usaldus-
piiri usaldusnivooga 1 - oC (vt.joonis 5la)
PAg§(NLL ... » "®j:1lm . (8)
Kriteeriumi hipoteesi kontrollimiseks konstrueerime20 jarg-

miselt:



kui 9 N 9Q, siis vitame vastu HQ; (©)
kui 9 > 90, siis votame vastu HI .
0 ?

Toestame, et kriteeriumi (9) olulisuse nivooks on toe-

poolest c£ . Arvutame I liiki vea tegemise téendosuse
PECKD» ee= * Xn) £SI/HO] ™ POR XI» ** * v.10)

Simboliga PQ taéhistame, nagu varemgi, tdendosuse eeldusel
0 = 6Q. Toenadosus votta ekslikult vastu hipotees , kui 0dige
on HQ, s6ltub konkreetsest 9 vaartusest nitg on seaa 3uurew*
mida lahemal on 9 vaartus nendele 9 vaartustele, mille
korral kehtiks. Jarelikult on 1 liiki vea tegemise t0e-
ndosus maksimaalne 9 piirvaartuse 9Q korral, mille puhul

siiski oleks oige votta vastu hupotees HQ.21

Seda asjaolu
valjendabki vorratus (10). Edasine méttekaik on sarnane eelmise
toestusega: kasutame ara kriteeriumiga (9) méaratud piirkonna

SQ konstruktsiooni, mille pdhjal

P oK e ~xn)6So0]= Po[="xI1~ ** ~ N eo ]
ning usédlduspiirkonna definitsiooni (6) erijuhul 9 = 9(

Tulemusi kokku vottes saame

mida gkligi tarvis tdestada.

Vaatleme veel kriteeriumi konstruktsiooni vastassuuna-
lise Uhepoolse hiupoteesi kontrollimiseks. Olgu tarvis kontrol-
lida olulisuse nivooga 4. hipoteesi

HO :6 * t
% e <V

N i5=—= T ~ - - -
Selle vaite ran”e tdestuse voib lugeja leida mono-

graafiast [7]



Leiame parameetri 9 jaoks uhepoolse ulemise usaldus-

piiri B = O(x®, ... , xQ) vastavalt olulisuse nivoole 1 -
pe ~e (xIt ... , xn) =1-oc . (i)
Kriteeriumi moodustame jargmiselt:
(kui 60 £ 8(*] » === * xn)» siis votame vastu HQ, a2
I kui ©o > 6(X|t e xn), siis votame vastu -

Analoogiliselt eespool vaadeldud Uhepoolse hipoteesi juhuga

on véimalik toestada, et kriteeriumi (12) olulisuse nivoo on

(0] ]
87. Hiupoteesid normaal jaotuse
keskvaartuse kohta.
Olgu X *v N(m, C ). Kontrollida hiupoteesi
HO tm mgy-
H1 tm > n
olulisuse nivooga . Olgu X véaartustest antud valjavote
XI, ..., X . Arvutame statistikud
n
*=E/ xXi -

Kriteeriumi leidmiseks kasutame §-s 6 esitatud mottekaiku.
Selleks arvutame parameetri m jaoks Uhepoolse alumise

usalduspiiri usaldusnivooga 1 - di (vt. joonis 51)



b vHIELIIinmmWwWnN TN TN TWTHR
9

Q'o Voetakse vastu HO 5 004,8

VHHOALZ1EfE 21 D) i) iNLD)ian Willi 110
cr 9

= Voetakse vastu HX :0 > OO—

Joonis 51*

kus PCTAi > V . n_1;u ) =oC , kui Tn-1 on t-jaotusega

Juhuslik suurus vabadusastmete arvuga n-1 . Hipoteesi

saame vastu votta siis, kui kehtib vOrratus

1 > mo*

Teisendame saadud kriteeriumi, asendades 5. lahteandmetega

5"7F **» n-13 7 B°;

‘O>Yn ~clL*® -
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wnwrTmnrwuwnHTrnwrounnmn:

b) Voetakse vastu H 0 0(.9

wmnnmnum INWwAwmmnT -

c) Voetakse vastu H_ : 0O =00 ,

Joonis B2,*

Kokkuvotteks saanie Kkriteeriumi

_ w - 1 -
maksimaalse arvu_ L neice TS F ahuldab veel vorratust (13)g

see vastab minimaalsele oi vaartusele, mille korral virratus
(13) on taidetud; tahistame vastava vaartuse

Voicie nuiid hipoteesi lugeda tdestatuks olulisuse nivooga
*

oi. (see aga tahendab, et 1 liiki vea toendosus on vaiksem
kui ) -(vt,joonis 53).
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Paneme tahele (vt.joonis 53)» et juhul kui x on vaiksenm
MUl konstant mQ, ei eaa vérratus (13) uldse kehtida, Ukskdik
milline ka ei oleks s vaartus. Siit jareldame, "et juhul
X < mQ

tuleb votta vastu hupotees HQ ilma Ulejdénud suurusi arvu-

tamata.
[
| S; N T 7
EZftos)
H_ :m>mQ saab toestada
olulisuse nivooga 0,05 kuid
el saa toestada olulisuse
nivooga 0,01.
*
H1 :m >ibei saa tSestada.
Tulleb votta vastu
HO -m« mO.
Joonis 53.
Naide 69.

Olgu antud 10 meesuliopilase pikkused;
1.80; 1.75; 1.83; 1.90; 1.74; 1.87; 1.72; 1.81; 1.89;

1.76.
Kontrollida, kas meesilidpilaste keskmine pikkus uletab

1,75. Loeme selle vaite tdestatuks, kui saame selle vastu

wotta olulisuse nivooga 0,05.
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Lahendus. So6nastame hipoteesid

ss > *0 = /51
HO Im* Tg-
Arvutame karakteristikud i ja s. Selleks teisendame
lahteandmeid, vOttes nende vaartused sentimeetrites ning

lahutades koigist suuruse 180

yi = xi "™ 180 ©

Saane tabeli
i ﬂ Leiame siit x = 180 + y = 180,7.
*i
"1 0 0 Et 180,7 > 175, siis tuleb leida
2 -5 25 ka e2:
3 3 9
é 18 100 s2 =™N381 - ?8) = = 41,8.
6 g §§ Arvutame nuidd vorratuses (13)
7 -
8 1 1 esineva suuruse
9 _2 81
10 16
7 " 183 X é a0 myfn = 152"20M25y3” = 273>

Leiame t-jaotuse tabelist vabadusastmete arvun - 1 =9

korral Uhepoolse hiupoteesi jaoks suurused

t = 2,26; t = 2,82.
0.,02559.0 0,01;9»0

Et 2t78 > 2,26, kuid 2,78 < 2,82, siis saane hiupoteesi
toestada olulisuse nivooga 0,025, kuid ei saa seda toestada
olulisuse nivooga 0,01. (Tihedamate t-jaotuse tabelite abil
naeksime, et tegelikult on meie andmete pdhjal hipotees Hn
tdestatav olulisuse nivooga 0,015.)

Vastavalt llesande tingimustele vOime hipoteesi H thes-

tatuks lugeda.
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Analoogiliselt Ulaltoodud mottekdigule saaksime leida

kriteeriumid ka jargmiste hipoteeside kontrollimiseks:

Erijuhul, kui meil normaaljaotuse standardhdalve <? on
varasematest arvutustest voi teoreetilistest kaalutlustest
teada, ei ole meil tarvis arvutada statistikut s; hipoteesi-
de kontrollimisel tuleb sel juhul t-jaotuse asemel kasutada

normaal jaotust. Kriteeriumideks saame

a HO :m<mo ;
H1 tm >m0-

X —m
— 1 *Pot”™15 m>mO!

-/EN m4mo.



B) Ho :m» V 1
HX -m < mO.

Q —f
-/1f<p m m Q;

aB—X

-n*p” HQ; m mO .
6. p Q »

Siin %4 ja pd_ leiame normaal jaotuse tabelist



88. Hupoteeg

id normaaljaotuse
diepersi

ooni kohta.

Olgu X~-N(m, 6%*). Kontrollida hipoteesi
HQ : & & 6~ ehk C*2 * GMA
Hx : 0*> <0 ehk C2 > GM
olulisuse nivooga oC . Olgu antud X vaartustest valjavote

X., --- 5 X . Arvutame statistiku
n
nh-2D 32=~ A - x)2.

Kriteeriumi leidmiseks kasutame §-s 6 esitatud mottekadiku.
Selleks arvutame parameetri ojzjaoks Uhepoolse alumise
usalduspiiri usaldusnivoo 1 - o€ korral:

o P - D «

kus

p" Vi —<x
(0}
kui Zn ~ on ~-jaotusega juhuslik suurus vabadusastmete

arvuga n - 1.

Hipoteesi H saame vastu votta siis, kui kehtib vorra-

_<),2 > 9 -
_ _ _ =2 .
Teisendame saadud kriteeriumi, asendades 0~ lahte-

andmetega:
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Kokkuvotteks saame

2
Samuti kui 8-s 7 vaadeldava tlesande puhulgi leiame © -jao-

*

tuse tabelist antud n -1 korral maksimaalse arvu %cC;n-I ,

mis veel rahuldab vorratust (14); see vastab minimaalsele

cc vaartusele oC=q9 , mille korral vorratus (14) on tai-

detud, ning me voime siis lugeda hipoteesi 5" tOestatuks

olulisuse nivooga of# (s-t., 1 liiki vea tdendosus hipoteesi
vastuvotmisel on vaiksem kui )-

Paneme tdhele, et juhul kui s < , tuleb vastu votta
nul lhipotees HQ : 26*/u£ ilma taiendavate arwutusteta,
sest hupoteesi :G* >u0 oleks sel juhul vdimalik vastu
votta vaid elulisuse nivooga oL >0,5* nii suur 1 liiki vea
toendosus aga ei ole praktilistes Ulesannetes lubatav.

Naide 70.

Olgu mingi instrumendi abil saadud seeria mootmistule-
musi :

0,725; 0,731; 0,717; 0,742; 0,710.
On teada, et instrumendi korrasoleku puhul on <, = 0,005.
Kontrol lida hipoteesi, et mdotmisviga antud seeria korral

on liiga swr, s.t. instrument ei ole korras.

S



Lahendus. Sofnastame hupoteesid >,
H) : Ci* ;
Hx - <>*> L. = 0,005r.
Teisendame vaatlustulemusi, korrutades neid tuhandega ning
nihutades 730 vorra, s.t. vdtame

y+ = 1000x+ - 730.

Saame tabeli

i Ti jf
1 -5 25 _
> i 1 Et Sy = g_[_oqp S.
4 12 144 vdime hipoteesi esitada ka kujul
5nm Hx : >1000. 600 =1000-0,005 = 5,
seega
5.
2.
Arvutame (n - 1) s2 = 739 - = 614;
s.2
n-D% - 84-u&
(1000303
2
N -tabelist naeme
"2 = 13,3; y2 = 18,5 = 24,56,
~ 0,01:4 0,001;4
seega saame meid huvitava hupoteesi toestada olulisuse

nivooga 0,001.
Analoogiliselt Ulatoodud mdttekaigule saaksime leida

kriteeriumid ka jargmiste hupoteeside kontrollimiseks:



) - - na2* ,
leida vaikseim selline vaartus , » mille korral
+dC»

vérratus (15) on veel taidetud; see tidhendab, et (vt.§ 4.4)

p(Vi> * 1

P(Zn-1 < X1-oCjn-In =
Minimaalsele N en_i vaartusele vastab ka minimaalne
oC vaartus, mis annab vaikseima olulisuse nivoo (I liiki vea

toendoause. Juhul

<?0
0 fp 5 _ _
tuleb HQ : (s ( votta vastu ilma taiendavate arvutusteta

(iga olulisuse nivoo 4 4 0,5 korral).
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Siin juhul, kui s2< q'a , tuleb kontrollida, kas on taidetud
vérratus (16), ning valida minimaalne selline ~ vaartus,mille
korral see vorratus veel taidetud on; kui aga s >G*0* siis
tuleb kontrollida vorratuse (17) taidetust;jalle tuleb valida
vaikseim vaartus, mille korral (17) on taidetud. Juhul kui
mingi of = «C* korral on Uks vorratustest (16) voi (17) taide-
tud, siis Utleme, et hupotees H on tdestatud olulisuse ni-
vooga =rb* .

Naide 71. Olgu antud valjavote

3,2; 3,1; 3,8; 3,7; 3,7; 3,6; 3,5; 3,3; 3,4.

Kontrollida hiupoteesi

HO : < =0,2,

Hx : /7 0,2
olulisuse nivooga 0,05.
Leiame vajalikud statistikud, tehes selleks teisenduse

= I0Xi - 3.

(n-1)s2 = 48 - ~ = 47,56;

yp)

1 -3 9 Arvestades teisendust, saame
2 -4 16

3 3 9 HO = <2 - tfS -

4 % 4

5 4

6 1 1 A-1DH3R = = n 9.

7 C2) 0

8 - 4 - N -
9 1 1 Kuna s2 = 47,56 : 8 > 4,siis

tuleb ~ -jaotuse tabelist
vabadusastmete arvu 9 ~ 1 = 8 puhul leida niisugune vaartus,

millest 11,89 on parasjagu suurem. Naeme, et

2 = 11,4; V2 = 13,4,
8; 0,2 8, 0,1
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seega 11,89 > 11,4 ning ™ = 0,2, oC = 0,4. Et olulisuse
nivoo 0,4 > 0,05, siis el saa me hipoteesi toestatuks

lugeda ning peame vastu votma hipoteesi HQ.

8§ Kahe normaaljaotuse dis-

persioonide vordlemine.

Uks sagedasemaid matemaatilise statistika ulesandeid
taandub kahe normaaljaotuse vordlemisele. Enamasti ndutakse
kill normaaljaotuste keskvaartuste vordlemist, kuid sageli
on enne keskvadrtuste vordlemisele asumist otstarbekas vor-
relda nende jaotuste dispersioone. Kaesolevas paragrahvis
vaatlemegi selle lUlesande lahendamist.

Olgu ~ NQ(™, X2 N@2, (™). Kontrollida

Hi = >/
olulisuse nivooga < . On antud valjavotted

XN vaartustest *12t eee > :

X2 vaartustest *21, *22*% **" » x2n. *

Esitatud ulesanne erineb varem vaadelduist selle poolest,
et siin vOrreldakse omavahel kaht tundmatut parameetrit, meil
on aga olemas metoodika parameetri vdrdlemiseks konstandiga.
Et Ulesannet sellisele kujule viia, asendame huUpoteesid HQ ja

nendega samavadrsetega (Uldisust kitsendamata vdime eelda-

da, et 4 0).
as
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Seejarel "tleb meil leida suhte ——— alumine Uhepoolne

ef
usalduspiir vastavalt usaldusnivoole 1 —oC , mille téhistame
simboliga <€ :
PC—iZT— > ae

2
Statistikuks suhte X j maaramisel on suhe -5 | kus
n * 2

A-dn .Y " u -£1)2* 4-irr™iY~<2i- Vv 2-

Selle suhte jaotus avaldub ?-jaotuse (vt.84.4) kaudu,nimelt

3t
7F~ - cf -~

Kasutades F-jaotuse tabeleid, saame vastavalt vabadusastmete
arvdele M™-1, n2-1 ja antud arvule oC leida vaartuse

Pojm1jilj-1 nii,et

/N\
T2« 1 > n1~1,mj-1) = ct,
2 5 1 my-1)
dk 2
PC 7 “ : Fd;n.-1,n2-1) = 1-*e
2 r
Teisendades saadud avaldist, leiame:
n( ul— 1* “(f_l, - 1 _ N PS

seega af = —%—:F }
S X; nl_1*n2_i

Kriteeriumi hupoteesi (Ib) kontrollimiseks saame § & pdhjal

avaldada kaudu:
a8 >1 HX ;
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a3endadea j£ tema vaartusega, saane kriteeriumile anda kuju

- sF ,> 1 H,
S| ,ML _1» n2"

ehk

4

F o >**, “i-1-“r-i ™ Hi -
Kokkuvotteks saame Kkriteeriumi
*4 1

H. :6? >< n

A
4

S**«—-7“I-1.

n,-'. -1~ HI; (1))
i~1 =0 HO -

Siinjuures tuleb valida F-jaotuse tabelitest (antud n™-1,
Mp-1 korral) maksimaalne selline vaartus F - oz, m~z ™S
rahuldab vorratust (19); sellele vastav o* ongi olulisuse
nivoo, millega me saame toestada. Margime, et juhul kui
z < S% » tuleb hipotees HO vastu votta tdiendavate arvutus-

teta.

Analoogiliselt saame ka jargmised kriteeriumid:
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Naide 72.
Olgu 2 kartulisordi mugulate kaalud grammides:

Xx: 150; 140; 135; 155; 160; 145; 150; 155; 170; 120; 160;125
X2: 200; 105; 115; 165; 130; 215; 185; 135; 155; 170; 220;110
Leida, kas kartulisordid erinevad oluliselt mugulate

kaalude hajuvuse poolest (erinevust lugeda oluliseks, kui

selle saab toestada olulisuse nivooga 0,05).



Sdnastame hupoteesid

% : cf* 6%;

Ho * 4 < =

Arvutame dispersioonid. Et dispersioonid ei muutu nihke
tagajarjel ja dispersioonide suhe ei muutu, kui korrutame
mdolemaid uuritavaid juhuslikke suurusi sama konstandiga,

vOime votta kasutusele uued juhuslikud suurused:

Xy -0 *21 -

yli = TU" y21 = ns
P & 2 i si = ii <255 - =
1 0 5 25 -%a,
3 -1,5 2,25 -3,5 , _ _
4 0.5 0125 %_5 2.25 s2 =TT (189»75 - =
5 - 4
6 -0,5 0,25 6,5 42,25 = 189,7j - 9,18 = 180%6
7 0 0 3,5 12,25
8 0,5 0,5 -1,5 2,25 > 9
9 2 4 0,5 0,25 Et ilmselt ST <"s2 .tuleks
10 3 9 2 4
li 1 1 7 49 kontrollida seost
2 25 6,25 -4 16

-3,5 25,25 10,5 189,75 =1_

> F 13 13
s " nz“P*ni“l
2

Arvutame jagatise (kasutame siin asjaolu, et n® = r?)

S1

2 180 456 _
77 = ook = 7,45
sl

F-jaotuse tabelist leiame

P =
0,01;11,11
seega saame hupoteesi bl, votta vastu olulisuse

nivooga 2 «0,01 = 0,02. Kasutades tapsemaid F-jaotuse tabe-
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leid saaksime, et ka F < 7*44, seega on meil
0,005; 11;11

hilpotees ~ tdestatud olulisuse niVooga 0,01.

810. Kahe normaal jaotuse kesk-
vadadrtuste vordlemine .

Olgu H(mlt 6°), X2 ~NCmg, ®outagu vérrelda
Juhuslike suuruste X~ ja keskvaartusi, s.t. kontrollida
hipoteese

a) HO @2
H1 ml * 72
b) hO .- & m2

H1
>
o =g

H1I  ml ~ ™
Samuti kui eelnevalgi juhul saame vaadeldavad Ulesanded

taandada parameetri konstandiga vOrdlemise Ulesannetele;
selleks votame vaatlusele parameetrite vahe - m» B8 on
Juhusliku suuruse Y = X™ - XM keskvaartuseks.

Lahendusmeetodite valikul on aga sobiv eraldi vaadelda
Jargmisi juhte:

0 m_ng;

2° 6N jJa (2 on teada;

3° = {32 *

4° Uldjuht, kus N~ nj ja 4 052 -
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1. Vordsed valjavotted»

Vaatleme kdigepealt vOrdsete valjavotete juhtu =\
Olgu vaatlusmaterjal esitatud juhuslikus jarjestuses (naiteks
andmete kogumise jarjestus)» mitte variatsioonritta jar.lesta-
tuna.

Kontrollida hipoteesi

HO j mx * “2 ;

Hi T W1 > “r (20)
olulisuse nivooga « . Olgu antud valjavotted
vaartustest: xu , x, ... ,xIn ;
X2 1 *21» x22* * xan*
Arwutame vahed d = x~ - x~, 1=1, 2, ... ,n. (Paneme

tahele, et jarjekorras esimesest X" vaartusest tuleb lahutada
jarjekorras esimene X2 vaartue jne.). Neid vahesid viime vaa-
delda valjavottena juhuslikust suurusest Y = - X2, kusjuwres
Y on samuti normaaljaotusega, m = EY = EX® - EX2 = m - m2.
HUpoteesi (20) vOime asendada temaga samavaarsega:

HO :m 40 ;

m>0 ,

mida saame kontrollida §-s 7 esitatud meetodil. Selleks tuleb

meil leida juhusliku suuruse Y jaoks statistikud
n

d+ , (d = xx - x2) ,

(dx - d)2.

Kokkuvotteks saame kriteeriumi
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)
Ho 511 4 “2 *
tml > m2.

N-V5,>tM @B, xtd”™ Hl i
i"NV?21<**, n-1,0 ”*Ho*

Erijuhul d 4 O HQ ilma ed arvutamata.
Analoogiliselt saame leida kriteeriumid ka hiupoteeside b) ja

©) kontrollimiseks

b)
Ho :ml * “2 J

H—A. N -

ljV*¥«-«.,, n-1,0"Hl =

(siin J peab olema negatiivne; d >0 ==>HQ
ilma sd arvutamata).
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2. Teadaolevad, diapersloonid.

Vaatleme juhtu, all v6l*e ja <?2 lugeda teadaole-
vaiks. Niisuguse eelduse vSime teha siis, kui

A) <5< ja 6*2 on teada varasema uurimistéd pohjal pii-
sava tapsusega;

B) vaatluste arvud n™ ja on niivdrd suured, et
s2 ja sf kirjeldavad dispersioone G722 ja (f|] kullaldase
tapsusega.

Naide 73.

Arvutada ja <2 tapsusega 0,1, s.t. lubatud arvu-

tusviga ei tohi tdendosusega 0,95 uletada suurust 0,05.

Arvutame D(s2) = 2 ~ , -yfe(2)l= N -

Oletades, et arvutusviga s2 - G2 on ligikaudselt normaal-
jJaotusega, (keskvaartus on null, sest sp on nlhutamata hin-

nasg of" jaoks), voime ligikaudu lugeda
P(Is2 - ®2j > 2 -/D(s2)) ~ 0,05.

Esitades nSude 2 D(s2) < 0,05, saame valjavotte mahu n
Jaoks vorratuse
AT <o.025,
n > 3200-s4 .
Seega ndeme, et tingimus B) on vaga range ning taidetud Uksnes
vaga suurte véaljavotete korral (nditeks rahvaloenduste andred,
kus n ulatub miljonitesse),
a) Kontrollida hipoteesi

Ho *nl * *2 *
C20,)
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olulisuse nivooga cC . Olgu antud valjavotted

xIl» x12* "* e XInx ;

« 21, 22" ---
Leiame statistikud
nl »2
7 nx 7 X o= ib Z__ "*21*

2 ) A e we ,
35 =7npi } xhi “x1"2» & 3| =0y YY x2i~

HUpoteesi (207) esitame nagu ka punktis 1 kujul

Ho :ml ” “2 4 Qj
Hit *»1 - »2 >0.
Vahe m, - bu usalduspiiride arvutamiseks leiame statistiku
- - G" - C*
X, - Xp jaotuse; et x~\" — e *Q NARE» TN A
-/4 V n2

ning valjavotted on sb6ltumatud, siis

EL“ X2~ NI “E2°Y"" h >#

Uhepoolne alumine usalduspiir u vahele w, - m, (vaetavalt
usaldusnivoole 1 - £) on mdaratud seosega
P (M -m » =1 -et .

Kasutades normaaljaotuse tabeleid, saame seose



kus pn rahuldab vordust
o Pk)H)=1-a
Seost (21) teisendades leiame

(J1-52 - (ml - <P a/UAT 4+ ):1"£’
ehk .

/ - . [e? -

( -w2>* - %2 _px VY -~ +~ Y=1-0L-

seega alumiseks Uhepoolseks usalduspiiriks u saame

«F
» =% - X2 *P*V - + — -

Kriteeriumi saame 8§ 6 pohjal, arvestades, et konstant»mille-
ga parameetrite vahet m - vorreldakse, on O:
u > 0 =H,
ehk
Ty~ 2 "Rew n +n2 20 =FHi-

Siit saame kokkuvotteks jargmise kriteeriumi:

Analoogiliselt saame kriteeriumid ka hipoteeside b) ja ©)

kontrollimiseks:

- 246 -



3. Vordsed dispersioonid.

Vaatleme juhtu, Kkus g~ Jja on kullalt lahedase
suurusega, nii et meil on oigus lugeda neid ligikaudu voérd-
seteks:

= &2 B N2, 22)
Seose (22) Oigsust saame kontrollida 8-s 4 esitatud meetodil.
Siinjuures tuleb markida, et dispersioonide vdrdsuse kontrol-

limisel ei ole oi™e kasutada va”a vaikest olulisuse nivood



(0,001 voi 0,CI), kuna see muudab Il liiki vea toenaosuse
suureks ja tekib hadaoht, st me loeme vOrdseteks liiga tuge-
vasti teineteisest erinevad dispersioonid,

a) Kontrollida hipoteesi

50 al * *2 =
*1 : 1209

olulisuse nivooga cL . Olgu antud valjavotted

xI1” x12” * X1nx ;

*21%* X2.2% r X2l *
Leiame statistikud un .
nl 2
SRS R S
X 12
S1 = spr &l - X 31 = npi ORI-x2)2.

Kuna vaadeldaval juhul leiab aset vOrdus (22), siis on nii-
hiasti s* kui ka s3 hinnanguks juhuslike suuruste ihisele
disperioonile G”. Dispersiooni, hinnanguks, mis arvestab
koiki vaatlustulemusi, on hinnangute so£ ja 3p2 kaalutud kesk-
mine

S"kH4* 4
kus kaalud g™ ja g2 valime vordelistena vabadusastmete arvu-

dega: mida suurema vaatluste arvu pchjal on hinnang saadud,

seda usaldusvaarseni ta on. Vottes

nm o« °2 ~ 1
el - nln2 » @g2= nltn2 - 2 »

naeme, et g" ja g2 rahuldavad kaaludele esitatavaid tingi-
musi
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SI N o» g2 N~ 0. Si+9g2=1«

Jaame seega

, @ - Dt + @, - D

° nl +n2 <2 nl+n2-2 xhi_x1)2 +

i - x2)2

Leitud hinnangu jaotust on lihtne leida: kuna

2
s1 @l n.2 - (@B -D
Sy A—— Vo1 *L-1
s (fij+n2 -2) 1L - D S2EED >
r + - 7T~ 7Mlne-2,

* 2
st véljavgtted on sOltumatud (kasutasime siin ”~ -jaotuse

aditiivsust, vt. § 4.4).
Hupoteesi (20') esitame nagu punktides 1 ja 2 kujul
HQ - Tx - m2 4 0;
Hi -mi -~ > 0.
Vahe - m2 usalduspiiride arvutamiseks on meil tarvis kasu-
tada statistiku

(™ - x2)-(mx - m2) (xx - x2)-(m1l - m2)

)/1 1 « fr oI N N T
- + — oV nin2

X1 x2 A ml 7 m2» _)/nin2
nl+n2

asarel statistikut
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Kl -x2) - (x -WR2> _ / nln2
i V. ni+°2-"
mis on t-jaotusega vabadusastmete arvuga n* + n2 - 2.

Kasutades t-jaotuse tabelit, saame

/o1 -x2y -~ -w) KNTZ -+ 1. -
s Y nl +n2 HE* N2 250U i
ehk
PC'lI - "2 * *1 * 22 - ®&(.; ni+nr-2;un 3/ 1

seega Uhepoolseks alumiseks usalduspiiriks u on

/>0, + N2
ynﬂ-

u =x1-x2-s- ™ + M 2.u

Sarnaselt saame leida kriteeriumid ka hiupoteeside b)

H1L -mi < m2
Ja ©)

kontrollimiseks:
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% tml *®*m2 *

x2 * x1 | nin2n
3 v nit2 *t  Mi+2-2»u H1

[ ]
S \ HO *

Vaatleme niid. Uldkujulist normaaljaotuste keskvairtuste
Vordlemise Ulesannet, kus uUkski lihtsustavatest eeldustest
1° - 3° ei ole taidetud.

a) Kontrollida hipoteesi

HO : mx 4 mg;
Hi -mi ? mg
olulisuse nivooga o . Olgu antud valjavotted
x11I* x12* **e » XInx ;
X217 x22~ *X2n2 »
mille pohjal arvutame statistikud
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. KS m:; Irtv Z

Ja ni %
-me 2 1 v
81 = h/-T / (xli — XX2» sz mapt 72__ (x2i"x2/*

Moodustame m2 jaoks kahepoolse Ulemise usalduspiiri m2
(vastavalt usaldusnivoole 1 -ai ) ja m jaoks kahepoolse
alumise usalduspj ri m (vastavalt usaldusnivoole 1 - ai).

Kriteeriumi saame jargmisel kujul (vt.joon.54):

*x 4 *1

> m2 (usaiduspiirkomiad ei 138ika);

1K, 1

HQ : m™ 4 e, (usaiduspiirkonnad 1dikuvad);

X 4
:ml* m2 (usalduspiire”~e”™ol” tarvis
Joonis 54.
Up < => (usnlduspiirkonr.ad ei 18ika);
n mg > ml HO (asalduspiirkonnad Idikuvad).

Toestame, et saadud kriteerium on tdepooiest olulisuse nivoo-
ga ol .

Selleks vaatleme olukoxvia, kus kohtib vdrratus m-, & m,

7



nii et me kriteeriumi kohaselt votame vastu hipoteesi

ning leiame, kui tdendone niisugusel juhul on stndmus

Seileks vaatleme kaht olukorda (vt.joonis 55)
a m2 N m2 ;
b) g > m2 .

Usalduspiiri m2 definitsioonist jareldub, et
P(m2>m2) < -

Veelgi vaiksem on aga tdendosus selleks, et samaaegselt
kehtiks ka vdrratus m" £ m2>
Olgu m2 £ 1i2; selleks, et kehtiks vérratus (23), peab vasta-
valt kriteeriumi konstruktsioonile kehtima ahelvorratus

ANdllp A mo A -
Sellise vorratuse kehtimise tdendosuseks saaae

Plip4 ME5, <m) "P @4 mM) < -

Jarelikult saime
Cer i ™) = P m,/ m™ 4 m™) + P(T™ A m2/m2 > m2) < +

+d_:-5’.

niM toodud kriteeriumi olulisuse nivoo on téepoolest ot
* N
- n\



Arvestades usalduspiiride Ja Eg avaldisi, saame kritee-

riumi
*2 + 82 -p=T *«iin2-lI;k4 rl1 - 81 t«t;nl-lik "¢ H1
ehk
8 8
Xy t(é@[}g—:‘-k ¢ - troypn i‘i/\ 1= @

Kahjuks ei ole kaesoleval juhul vbimalik kriteeriumi esitada
niisugusel kujul, et arvutatud statistikut saaks vahetult
vOrrelda tabeli andmetega. Sellegipoolest on voimalik leidt
C minimaalne vaartus, mille korral vOrratus (24) on taide-
tud; see E vadrtus annabki kriteeriumi olulisuse nivoo.

Kokkuvotteks saame:

2
Ho r »2»
H1 * 3A> H.J, d —
X o cjn™r cim2 [
*1 - X2 > =g *6CJn t«C;M-1;k ~ HI
Vil ! ik 44
al .
< w eIk ¢ 12U ey |k =»Ho *
14

Analoogiliselt saame kriteeriumid ka hipoteeside b)
Ja ¢) kontrollimiseks:

b)
Ho 1 ml~ m2 *
HL Y <™
SP
4 -v - Mo-1.k V n2 Jag-l.k H1 *
s2
X2 - % « _ A !»3,—1,K yng Al.k A Ho *



CHO :@L =062 m

4 Bg .
« ;Mo-1,K + HX y
<ANplk + oy T. = ASH -
8ll1"HuUpoteesid binomiaal - Ja

Poiesoni jaotuse kohta.

1. Hiupoteeside kontrollimine usalduspiiride tabelite abil.

Koige lihtsam on binomiaal- ja Poissoni jaotuse para-
meetrite kohta kaivaid hipoteese kontrollida nende para-
meetrite usalduspiiride tabelite abil.

Kontrollida hipoteesi

© HQ :p = PO»

H1 1P * PO
olulisuse nivooga o0 .

Antud on n (katsete uldarv) ja k (meid huvitava tule-
muse esinemiste arv). Vastavalt n, K ja d. vaartustele leia-
me tabelist kahepoolsed usalduspiirid

£ jap, PP4p£Ep) =1-H, .

Kriteeriumiks saame (vastavalt 8-s 6 esitatud meetodile)
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Uhepoolsete hilpoteeside
a) M0 - p4 PO.
Hi 2 p >Po
ja
b) HO : p *poO,
Hi :P < PO
kontrollimiseks olulisuse nivooga olek3 tarvis kasutada
Uhepoolseid usalduspiire p ja p vastavalt usaldusnivoole
1 - oi . Nilisuguseid tabeleid aga tavaliselt ei esitata.
Kasutame siin asjaolu, et

Eot="0c » V. =P~ »
s.t. alumine kahepoolne usa:lduspiir (nivc-l;o 06 korral) annab
alumise Uhepoolse usalduspiiri (nivoo N korral) ning utlemine
kahepoolne usalduspiir (nivoo oC korral) annab Ulemise Uhe-
poolse usalduspiiri (nivoo N korral). Seega saaksime usal-
duspiiride tabelite abil Uhepoolseid hipoteese kontrollida

olulisuse nivooga *? . Kokkuvotteks:

a) HO : P Po»
HX =P > pgx
P > pg =»\ o,

.E * PO :*HO
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b
)HO:P PO -

Hx = p Po-
P cpPOo=>H! () »
P * po=>Ho -
2 Tabelid binomiaal . iaotuse toendosuse kohta kdivate hipo-
teeside kontrollimiseks.

On koostatud ka tabeleid vahetult binomiaal jaotuse tde-
ndosuse p kohta kaivate hiupoteeside kontrollimiseks. Selliste
tAelite puhul antakse vastavalt igale n ja pQ vaartusele
hipoteesi

H) 1p = PO>
HL 'p * Po
kumutamise piirkond S© (tavaliselt kahe olulisuse nivoo
o= 0,01 ja oC= 0,05 jaoks). Et piirkond S™ on kujuga
[0, kju [k2,n] ,
siis tavaliselt tabelites antakse vaid k™ ja k™ vaartused

vastavalt d. , n ja p vaartustele (vt.joonis 56)*

Joonis 56.

Seega eaame kriteeriumile kuju



HO *P = PO *
*p 4 p0.
K 4 KX T61 K > kg *> Hx ,
KX € K * kg N~ HO.

-n/
3. Margltest.

»Koige levinumad ulalkirjeldatud tabelitest on aellised,
kus p0 = 2 e Niisuguseid tabeleid nimetatakse sageli "margi-
testi' tabeliteks. Et B(n,”) on simmeetriline, siis paikne-
vad ka punktid k™ ja kg juhul PO = 2 summeetriliselt, ning
kuna kg = n - k®, el esitata vahel margitesti tabelites kahte
vaartust k™ ja kg, vaid ainult kQ = k. Piirkonnaks S! on
siis

[o- kJ U [n - kO, n]

Saame sel juhul kriteeriumi

Naide 74.

Katsetatagu mingit ravimit vererohu muutmiseks real
patsientidel. Oletame, et mingil hulgal patsientidest toim©
muutus soovitud suunas (naiteks vererdhk alanes), uUlejdanutel
aga toimus muutus vastassuunas (oletame, et mootmisi teostati
niivord suure tapsusega, et igal patsiendil avastati kasvoi
tuhinegi muudatus). Téhistame muudatused soovitud suunas

+-margiga, muudatused ebasoovitavas suunas - -margiga (Siit



parinebki nimetus "margitest’). Katsetulemused on eel juhul
esitatavad jargmise tabelina:

Jknr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 1011 12 13 14 15 16 17

Mutus - + + + - + - + + + - 4+ + ++ + +

Loendame positiivsete muutuste arvu ja tdhistame selle téhega
K ; K » 13. Arvestades katsete koguarvu n = 17 ja meditsiinis
traditsioonilist olulisuse nivood o6= 0,05, leiane margitesci
tabelist (tabel XVI, seal on antud k™ ja k2) k2 = 12. Et vaa-
deldaval juhul k = 13, seega K on suurem kui k’« siis tuleb
vastu votta hiipotees H».

Hlpoteesi Hc vastuvotmine kaesoleval juhul tdhendaks, et
korvalekaldumised positiivses ja negatiivses suunas on vord-
toendosed (p = *) ning seega tulenevad juhuslikest pdhjustest,
mitte ravimi mjust soovitud suunas.

Hlpoteesi H~ vastuvdtmine aga téhendab, et ravimil on
teatav mOju, see muudab sUstemaatiliselt vererthku, nii et
korvalekalded Uhes suunas toimuvad suurema tdenaosusega kui
teises suunas.

Naide 75.

Oletame, et meie mddtmiste tulemusena téheldati vererdhu
muutust ainult osal patsientidest, teatud hulgal mQ patsienti-
dest mingit muudatust ei olnud voimalik registreerida. Vaat-

lustulemuste tabeli saaksime sel juhul jargmisel kujul:

Jknr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17

Mutus O ¢ + + - + - 0 + 4+ © 0 4+ + + 0 +
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Kuidas sellisel juhul kasutada margitesti?

On olemas kaks erinevat lahenduskaiku. Esitame need
mélemad.

I. Muutusi esines vaid 17-5 = 12-1 patsiendil. Vaatleme
edaspidi ainult neid patsiente, kuna Ulejaanud mingit Infor-
matsiooni ravimi toime kohta ei anna.

3eega saame n” = 12,

Positiivne mdju oli ravimil 10-le patsiendile, seega k™ = 10.
Kasutades tabelit XVI saame kf = 9%« St k" > k£, vlime hipo-
teesi vastu votta, s.t. lugeda ravimi mojuvaks.

I1. Oletame, et olukord, kus mingit muutust ei registree-
ritud, sisaldas siiski juhuslikke muutusi, mis olid aga nii-
vord vaikesed, et seda ei olnud voimalik margata. Selliseid
Juhuslikke kérvalekaldumisi esineb vOrdselt niihasti positiiv-
ses kui ka negatiivses suunas, jarelikult voime nullid jaotada
pooleks ning asendada pooled neist -margiga, pooled — -aargl-
ga(eee, et vaatlustulemuste arv K'* vOib tulla ka murruline,
el tahenda midagi ebaloomulikku).

Saame siis K' = K +,rr\1

Nii saaksime vaadeldavast tabelist

K' =10 +\ = 12,5.
Kasutades asjaolu, et k2 = 12, saame ka sellise lahenduskaigu
puhul k" > Kk», seega tuleb vastu votta hipotees H*.

Vorreldes lahenduskaiku 1 ja Il ndeme, et tulemus oli
kaesoleval juhul sama. Uldiselt aga vOib esineda olukordi,kus
lahendusmeetod 1| lubab hipoteesi vastu votta, 11 aga mitte.

Meetodite valikul tuleb vahet teha, kas vastus 0 sisu-

- 260 -



liselt tahendab kindlasti olukorra muutumatuat (nii on olu-
kord naiteks siis, kui vOrreldakse diskreetseid Muutujaid -
laste arv perekonnas mingi vaatlusperioodi algul ja 16pul

Jre.). Sel juhul on oige kasutada meetodit 1. Kui aga tege-
iiiat on pidevalt muutuvate suurustega, mida mdddetakse tea-
tava tapsusega ka kaesolevas naitea, siis voib 0 tahendada

vaikest muudatust, ning Oigem on rakendada meotodit I1.

4_ t-testi kasutamine.

Juhul kui binomiaaljaotuse tabelid puuduvad voi ei ole
reis vajalikke 06 , n voi Kk vaartusi, tuleb hipoteeside
kontrollimiseks kasutada ligikaudseid meetodeid. Neist levinuim
o binomiaal JaotU3e l18hendamine normaal jaotusega.

Arvestame, et kui n—>00 , siis

?--—££ »N(,1), kui X ~ Bb(n,p)-
VHP?

Sama seose vOime kirjutada tmber ka kujul

Siit aga jareldub, et binomiaal jaotuse tdendosuse p kohta
kaivate hipoteeside kontrollimiseks saame kasutada normaal-
Jaotuse keskvadrtuse kohta kaivate hiupoteeside kontrolli-
meetodeid.

Kontrollida hipoteesi

a HO - p ~po;

:P >PO.

Ligikaudse alumise Uhepoolse usalduspiiri p (vastavalt usal-
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duaaivoole 1 - ct) saame paraaneetrlie p leida jargmiselt
(vt. § 4.14);

. Kk 1 /k(k¥ A
? a“a y n-1J »n-1,0.

Rakendades § 6 esitatud metoodikattsaame jargmised kritee-
riumidr22

Q)
HO Jp 4 PO»
H] sp > po.
K-p a
= 7 *> *oC;n-1,i =*HI*
Y
K-p-n
* "eC ;n-1,1 Ho
V nl
P2~ E——— e

Margume, et t-jactuse asemel kasutatakse neis lles-
annetes_sageli ka normaaljaotust. Kuna binomiaaljaotug on
normaal jaotusega hasti lahendatav alles killalt suurte n
vaartuste korral (n >20), nii suurte_n vaartuste puhul
ag%t;—Jaotus on vaga ladhedane normaaljaotusele, siis wib
VO

3 1,k= b FQx =1" B> -
2 2
to/\;l'l—i,l/-l = p,( C(*)(pﬂ ) =1-* )-

- 262 -



5. ~-Jaotuse kasutamine.
Vaatleme veel iiht voimalust eelmises punktis esitatud
hipoteeside kontrollimiseka.
Arvestades, et tsentraalse piirteoreemi tohaselt
(t. 8 12) kullalt suure n vaartuse korral kehtib ligi-
kaudselt seos:
JL-ifi- ~ N(0,1),

ynpq
saare aaumptootilise seose

X -np)2 v2
— 5pq NoF]

*
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(vt, 8 4.4, kva defineeritakse X -jaotus).
2
Avaldise (S~ , kus k on juhusliku suuruse X mingi

vaartus, voime Umber kirjutada ka kujul

+ (h - ng)2
np ng )

kus g =1 -p, h=n-k.

Siit saame kriteeriumi hupoteesi c) kontrollimiseks:

0)
Bo =P - PO*

ipoPO.

oL - 2 h - na)2w "v2 n -
anIJ,) + ng )2 Y ~1;0C~ 1 *

Uf-.ssf. + (- np2  ~y2
1 ng

Saadud kriteerium on 8-s 13 esitatuga samavaarne.

812. Kahe bincmi&aljaotuse
vor

i
6rdlemine.
Olgu antud kaks binomiaal jaotusega juhuslikku suurust.

X1~ B(ni,Pi), ~27~ BCMP-)» Kontrollida hipoteese
a HO :?i 4 p2 ,

*1 IPX > P2 1

b) Ho : pl » Ps >
HL "»1 <~ 1

o> HO : PI = p2

E1 '"Ei * »2
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olulisuse nivooga 06 . Juhuslikkude suuruste X" ja X2
raartustest olgu valjavotted kM ja k2 (s.t. X puhul katse»
seerias pikkusega n” esines tulemus A k™ korda, X2 puhul

kateeseerias pikkusega X, aga esines tulemus A k2 korda).

1. Usalduspiiride tabelite kasutamine.

Koige lihtsam on kontrollida margitud hipoteese usaldus
piiride tabelite abil. Olgu meil antud binomiaal jaotuse usal
duapiiride tabelid vastavalt usaldusnivoole 1 - oC . Leiame
sealt Ei ja p™ (vastavalt parameetritele n™ ja k” ning
ja p2 (vastavalt parameetritele n2 ja k2).

Kriteeriumideks saame

rr-
Ho 1Pl i P21
BL!PI = B
El > P2 =>Hi 5
El 4 p2=>Ho -
b)
Ho :pl > P2 i
H1L 1Pl < P2 =
Pl < E2==>Hl t
PI > E2 Ho -
)

HO : Pi = P2 »
Hx sPi / P2 e

Ei > P2 VOl pX < E2 &>

Ei 4 P2 VOI pPX” o —x Yo *
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2. Blnomlaal.jaotuse lahendamine normaal.laotusega.

Kasutades binomiaal jaotuste lahendamist normaaljaotu-
sega, saaksime rakendada 8-s 7 valjatootatud meetodit normaal-
jJaotuse keskvaartuse kohta kaivate hipoteeside kontrollimi-
seks.

Olgu Xx/v B~_.p”™, X2 ~ B(n2,p2).

Kontrollida hipoteesi
a) HO s Pl ~ p2,
s Px > P2
olulisuse nivooga . valjavotte vaartusteks olgu vaatavalt
kn jJa k2 (sundmuse A esinemiste arv katseseeriates pikkus-

tega n™ ja n-,). Saame ligikaudu normaaljaotusega suurused

-/N(0,1),

Juhul kui p» = p2, saame tdendosustele Uhise hinnangu

kus h™ = n™ - k7, h2 = n2 - k2.

Siis saame & jaoks hinnangu
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hg) n-j+*

Wove T Gt K2 T (o n2)

(k1+k2) (h1+h2)
Hixig) n ~

ning leiame veel Uhe ligikaudu normaal jaotusega juhusliku

suuruse
X-. Xp Xp
A (G e nj “ “ 1P
k1+k2)(h1+h2)
Mi+n2 N1

'h XT

m A * |lzj V Ekl@ h1+h2 ~ "W-1)-

Sedd, normaal jaotusega juhuslikku suurust kasutades saamegi
leida kriteeriumid hipoteeside a), b) ja ¢) kontrollimiseks
normaal jaotuse tabeli abil:

PX < PeC) =t (Pot)=1-& , X~ NQO,D).
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b)
HO « P! 5 pp T
HL 1Pl < P2t

Lll+02 -
(VJ-'-‘ﬂ>V +k-.HVV n~->A~  Hr

1+ °2 1
onl V n - .
2» Kn ) «i * K2KhxHi2) nn

©
Ho * Pl = P2 *

H1 *pl * p2 ;

kla2 ~*2*1v n / 1 L , [©n{B"” >P*" H1J
v 2

-pAN(k1nr-kN ) -y/ 7TEA+K,3(Ch*™) nf * »C =» Ho
5 5

Kaesoleva meetodi eeliseks, vorreldes binomiaaljaotuse

tapsete usalduspiiride tabelite kasutamisega, on Uhelt poolt

voimalus laiemalt varieerida at , n ja Kk vadrtusi, aga

teiselt poolt ka kriteeriumi suurem vdimsus - nimelt on VBi-

mallk kaesoleva meetodi abil mbnikord ka siis hipotees

vastu votta, kuil usalduspiirid osaliselt kattuvad (vt.naide

flalde 76.
Olgu kahes paralleelklassis vastavalt 33 ja 37 dpilast.

Veerandi 16pul oli puudulikke hindeid vastavalt 8 ja 5 &pi-

lasel. Kas selle pdhjal on alust ¢elda, et klasside Oppe-
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edukus on oluliselt erinev? (Oluliseks lugeda erinevust,kui
<elle saab téestada 5%-lise olulisuse nivooga) .

Lahendus. Eontrollimiet vajab hipotees

HO s Pi * P2i

\ IPx*P2»
ks « = 0,05» *3B* k=8, ™ =37™ kg = 5
D Tabelitest leiaae

= 0,119 » p~ — 0,409;
BB =0,0si , p2-0,277 =
Et < p2 Ja£2< pl# siis tuleb votta vastu HQ.

2) Proovime sama Ulesannet lahendada ka normaal jaotuse abil.
Selleks arvutase:
kxn2 = 8 .37 = 296
= b« 33 = 165

K12 " *2?1 ~ 131
m en2 —70{k" +kg =13»h™ + hj =57

ks - k™) * A 131 v7Q _LjIs2 e
-V 33-37-13*57*

Et 0(1,152) = 0,874-9, siis oleks meil hipoteesi
Vvoimalik toestada vaid olulisuse nivooga 2(1 - 0,8749) =
=2*0,125 = 0,25. Et see antud Ulesande tingimusi ei rahul-
dh, tuleb vastu votta nullhipotees: klasside Oppeedukuses
el ole olulist erinevust.

Naide 77. 4

Olgu samades klassides jargmisel Oppeveerandil tulemu-

s nihkunud jargmiselt: teises klassie Uks Opilane parandas
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oma puuduliku hinde, esimeses halvenes kahe Opilase tunnis-
tus niivord, et nad said puuduliku. Kas erinevad niud klas-
sid Oppeedukuse poolest?

L«hend»q. Sama hipoteesi kontrollimiseks mis eelnevaski
Ulesandes saime nuid uued algandmed:

k~ = 10, kg = 4;

kxn2 = 10.37 = 370,

k2nx = 4-33 = 132,

kg - kgn™ = 238

Ny S = 2,04; #(2,04) = 0,97935

2 (1-0,9793) = 2*0,0207 = 0,0414 4. 0,05,
jarelikult voime vastu votta hiupoteesi H”; nuud on klassid
oma Oppeedukuse poolest oluliselt erinevad.

Tabelitest saaksime:
£x = 0,165 5 P-1 = 0,474;

£2 ~ 0,043 ; P2 = 0,240;

seega saame jalle: £4 < P2 , £ 4. P ning tabelite jargi
otsustades tuleks nagu hupotees HQ : = p2 vastu votta.
Naeme seega, et kriteerium usalduspiiride kaudu ei ole nii
voimas kui kriteerium, mis kasutab la&hendamist normaaljao-
tusega mistdottu juhul, kui usalduspiirid kattuvad, kuid mitte
vaga tugevasti (nende Uhisosa pikkus on usalduspiiride endi
pikkusega vorreldes vaike (vt. joonist 57)), on vlimalik, et
kriteerium normaaljaotuse kaudu v@imaldab hipoteesi vastu

votta.
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Ab LAaTZ
. g t*
usalduspiiride Uhisosa
Joonis 57.
Naites 77 saaksime

Gyflp — kpM,)(n, + Mp)
HATTprpTEpITrHp-— = 4,16,

"2 =3,844 4,14 <5,02 = y2
n=1;0,05 A 1; 0.025,
eeega hipotees on vastuvdetav olulisuse nivooga 0,05.

3. ~-jaotuse kasutamine.

| Toodud kriteeriumiga samavadrse kriteeriumi hipoteesi
) kontrollimiseks voime saada ka ’\F—)jaotuse abil. Tge—
poolest, kui:

B % -1 -
siis selle juhusliku suuruse, ruut on ’\—zjaotusega:

i Xp "1 (n +p) 2
"EJ - (ol “ P29 *Ckx + k2)(hx + h2) ~ \ ~

ning me saare kriteeriumile ¢) anda kuju:
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9
Ho - P1 =p2 ;

AL *PLAP2 *
(K™ - K”™) Unx + ng) » - -
(KANTKPpTATANT X1;* 1 -
&1l - k1 Hr(1l + Dg) _
X + KZS"EVhIJ&FiT 4 il oe=0HO .
Kaide 78»
Rakendase nadidetes 76 ja 77 esitatud uUlesannete lahen-
damiseks %°-jaotust. < —kriteeriumi abil saaksime niites
76

(k™ - KkAXi~ +ng) 3382 .70 .2
v = PETTTitAr = X152 = 1»328¢

0?10,30 =1,07 < 1,328 < 2,71 = ~21;0,10 ,
siis oleks O(?—tabelite pdhjal hipoteesi voimalik toes-
tada olulisuse nivooga 0,30, mis uUlesande tingimuste kohaselt
on ebapiisav.

Markus. St vaadeldavas kriteeriumis esinevale statisti-
kule voib teisendamise teel anda mitmeid erinevaid kujusid,
on st&tistika-alases Kkirjanduses vaadeldaval kriteeriumil
sageli Ulaltoodust® erinev kuju. Margime Ules veel moned sageli
esinevad kujud nn, ~-kriteeriumile.

jng - k2n1)2(n1 + n2)  (kx - pn™)2 &2 - pr™)2
+ k2)(h1 + b2)nin2 = 555T—— - + —"  ———— =
_(kx =-pnx)2 (K2 -pn2)2 (hx - gn-"2 (h2 - gn2)2
- + ~ ~ + + i

pni pPn2 gnx gn2
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HO : PX = P2

(K1 ~ Pn1)2 K2 ~ Pn2)2 M - H
pa” panx 1 "
(kx - pn*2 (K -piN)2 "2
= + o« A B o *

panx pqin

2 _ . - "

\ -kriteeriumi kasutamisel tuleb aga tahele panna, et see
baseerub asiumptootilisel jaotusel, seega annab oige tulemuse
vaid kullalt suurte n vaartuste korral (samuti kui lahenda-

mine normaal jaotusegagi) .-

§ 13. Sageduste véordlemine ette -
antud tdenaosustega mitme
ridhma korral.

Olgu katsel m voimalikku tulemust
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kusjuures katsetulemuse A. esinemise oletatav toendosus olgu
m

@=1*2,, m " = 1.

Valjavotteks on n katsest koosnev seeria, mis andis
katsetulemuse Ag-k™ korda, A2 - k2 korda jne., Ajj-k" korda,

kusjuures

n =n. (25)

Kontrollida hipoteesi
Ho : PPAIN = pI* & » = pm;
: leidub AN nii, et P(AN) Jiph
olulisuse nivooga oi

Oletame, et nullhipotees on dige. Siis on statistikud

Kkl - nPI_ N k2r - nP2 . - npm_

nonnaafFjao-

ynp”n V nP2q2 YaP
tusega N(0,1), kusjuures neid lUhendab Uks lineaarne seos

(25). lga ilksik liidetav

(k, - np,)2
- = 26)

2
on ”~ -—jaotusega, kuid kuna need suurused on sdltuvad (seos

(25), siis tuleb teha sobiv teisendus, et saada teatav hulk

sdltumatuid normaaljaotusega juhuslikke suurusi, mille ruutu-
*

de summaks oleks ’\2-jaotus. Osutub, et summa

k™ - np) (k2 - np2) (kg - Wpwy  ~2
— Epl + Spn + ...+ nPm ~\_ X
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o X2—jaotusega vabadusastmete arvuga m - 1; selle tule-
museni _joudmiseks on tarvis suurustega (26) teha teisendus,
mis erijunul m = 2 on tehtud § 12 16pus.23 Vabadusastmete
arwks saame liidetavate arvu - lineaarsete seoste arv =
=m- 1.

Seega saame kriteeriumi

HO 1 = Pi* eee tp(An) = pm;
> Mingi P(AX) t pl#

- °PD2 ,, (k2 - °P2)2 ,, » CV nPm>2, 2 a -

U>1 =% " “Pm \-1;?2T
&l - °Pj>2  <k2 - n?2)2 ,, » Cynpa)2 y2

m® + np2 ece npm 4" m-l;«t> o*

§14. Kahe /Ztabeli virdlemine.

Olgu katsel m voimalikku tulemust,
N* AQ* xdx x Ay
ning olgﬁl tehtud 2 katseseeriat. Esimese katseseeria tule-
musteks olgu m

KU, KN2> eee | n 1 1 @n

(s-t. sindmus Ax esines Kix korda).

Telse katseseeria tulemusteks olgu

n217 A227 ®k xA2m” \ kgl =/ . (28)

ZT . ka teoseid (8]
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Kontrol lida hiupoteesi

Ho : P1IMAIN = P2AIN * *e * PIAm/N = 7
: Mingi kz korral PMAN) 4 P2(AY),

kus on sundmuse esinemise toenadosus | katseseeria
valtel, P2(AY) - stndmus A™ esinemise toendosus Il katse-
seeria valtel. Olulisuse nivooks olgu cL .

Oletame, et nullhilpotees on oige. Siis saame tdendosus-
tele arvutada Uhised hinnangud

PL@G) = F2°ki? * nj + = 1" Pi 9

I
©

ning juhuslikud suurused

kli " Pinl k2i "
I » » * / »«l—
I/n1*+4 VAPINI

on ligikaudu normaal jaotusega, kusjuures neid seovad lineaar-
seosed (29) ning lisaks sellele veel seosed (27), (28). Tei-
sendades uuritavad juhuslikud suurused lineaarselt soltumatu-
teks ning lihtsustades saadud avaldist, saame \Z—jaomsega

3ununa

AAITBRD (21T PInZY it pmb2

niPl n2pl nlpm

<k2m - Pmn2)2 A2

- >

2Pm w-1
kusjuures vabadusastmete arv on, samuti kui eelmises uUles-

andes, m-1 = 2m-m-1I.
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Teisendame leitud avaldisi:

2
(kn - pn> = «Ki1j

= c klInl<klIn2-nlkli-n12i1) = Ckllp2 * k21nl>"

n, + +n2)
e Mk21Cnl+n2> - (k2inl-klin2
®rpin2)< | nl + .+ o :

®iinl)2 @rean 1 ~2inl_kHin2?)2 | x 1s
+ n2)

«
= 5 7 "7 = 7 - 57 + 57

&lin2"k2in (n1+n2)(n1+n2) - k2inly

¢i + *2? <kli+k21)nIn2 Ckli*k2i) nl°2
Kokkuvotteks saame kriteeriumi

HO : PXCAx) = P2(AXx) .... Pl1tAm) = P2(Am);

> Mingi Ai korral t P2(AI)

®I2~2InD2 t (k12n2~k22n1”2 kK ~AIMn2k2mnl \ -~ A

«i+HeDNIn2  + (k12+k22)nin2 + lw-K2T)N1N2 n
&lIn2~k2In + ~k12n2~k22n™  +  tkImn2~k2mn * «>H.
KI+#21™In2 ki2+k22)nin2 ~Im*k2m™n In2

Ka tabelite vdrdlemisel tuleb silmas pidada \2—testi
asumptootilist iseloomu ning valtida liialt vaikesearvulisi
rihmi. Kui mingi ruhm i* korral + k2ir © tu~eks
tingimata ruhm i* mingi naaberrihmaga Uhendada, nii et
kokkuvottes iga ruhma korral oleks taidetud tingimus

kIx + k2i > 5 G=1,2,...,m.
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Empiirilise ja teoreetilise jaotuse vSrdlemisel (8 3)
on nbutav, et oleks taidetud tingimus
kN > 5 @a=1,2»...,m.
Naide 79.
Jagunegu sotsioloogilise ankeedi taitjad hariduse ja
soo jargi jargmiselt: 24

Mehed Naised Keskmine %
_ . "B,2
Algharidus (kuni 7 kI.) 980 1517
36,5% 39,4%
8-10 KI.
kutseharidus 8 kl_baasil 577 692 19,4
21,5% 17, %
Keskharidus, keskeri-
har idus kutseharldus
keskk.baasil 670 1130 27,5
25,0% 29,3%
Lopetamata_korgem ja
kdrgem haridus 457 517 n,9
17,0% 13,4%
Kokku 2684 3856

Arvutused on koondatud alljargnevasse tabelisse. Naeme, et
kuigi protsentuaalselt ei ole erinevused eriti suured,saame
tabelite erinevuse vaga veenvalt (viga vdhem kui 0,001)

toestada. Selle pbShjuseks on materjali suur arv: n = 6540.

Andmed parinevad 1968.aasta valikkisitlusest Tartus,
mis haaras 10% Tartu elanikkonnast.



- -

N w N R

980
577
670
457
2684

k2i

1517
692
1130
517
3856

= 2684;

Mp = 3856;

kli+2i -(kli42i)nin2 Klin2

2497
1269

2,584.1010
1.313.1010

1800 1 1.863.1010

974
6540

1.008.1010

3.779.106
2,225 .106
2,584.106
1.762.106

= I»U35 10"

k2inl

4,072.106
1,857.106
3.033.106
1.388.106

*k1inZk2iT1 4

2,93.105
3,68.105
4.49.105
3.74.105

_
8,58.1010 3,32
13,5*.1010 10,31
20.16.1010 10,82
13.99.1010 13,88
33,33 >16,3=

= 73; 0,001



irilise jaotuse vord-

ine thtlase jaotusega.

Eelmises paragrahvis kasitletud meetodit saab rakendada
ka empiirilise ja teoreetilise jaotuse vdrdlemiseks. Vaatle-
me seda Ulesannet juhul, kui teoreetiliseks jaotuseks on (ht-
lane jaotus.

Olgu antud valjavote

PX2* KHHF K oKp x
Kontrollida hipoteesi
HO : X ~ U(a,b);
: X on mingi muu jaotusega

olulisuse nivooga cL ,

Vaatleme kahte erinevat voimalust.

1= Olgu véaljavote antud klassifitseeritud kujul (vordsed

klassid), mis on esitatav tabelina
[a.O)) - - ,) Eal **O))))aZ) [az****’ a3) o o , B,n_l v

kl k2 K3 s km

Téhistame klassi fai_i»ai) sattumise sindmusena AM. Juhul
kui jaotus on Uhtlane (meie nullhiipotees), siis
P<AiY=i =1.2,.... m.

Kasutades &8s 14 esitatud meetodit saame kriteeriumi
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Pérast lihtsat teisendamist saame kriteeriumile kuju:
HO : X~U(a0, am)i
: X on mingi muu jaotusega.

n LGkl <<m)2 + (k2 " §)2+*+(km " wy] > AHL;

Xeam-1~ (30)

S [(kx - S)2 ¢ ¢c*2 - §)2-...-7 —£)2]4 *X =* HO
c cC;m-1
2= Olgu valjavote klassifitseerimata kujul. Siis on
meil kdigepealt tarvis hinnata vaadeldava ihtlase jaotuse
parameetreid. Leiame

x\l = min X§ 3 X"

h T MaX Xpoo; d:x'—x'1

n
ning votame @= x| -~ ; b =x*+ /7
Seejarel mdarame kindlaks sobiva klasside arvu

m ss‘YT, Jja arvutame klasside otspunktid

ao - a" ai - a0 + Sa» a2:a0+2bma»--o
eeee Mn-1 = aQ + (M - 1) am = b
ning sagedused k™ (s.o. igasse klassi kuulumise tdendosused).
Kriteerium hupoteesi
HO : X~ U(a,b)
kontrollimiseks tuleb kujuga (30).



irilise Jaotuse vord-
ine normaaljaotusega.

Kullalt sageli tekib probleem, kas voib vaadeldav valja-
vOte kuuluda normaaljaotusega juhuslikule suurusele (sest
klassikalises matemaatilises statistikas kasutatakse tihti
meetodeid, mis eeldavad jaotuste normaalsust). Paragrahvis
13 tuletatud metoodikat saab kﬁiytada ka jaotuse normaalsuse
kontrollimiseks.

Olgu antud valjavote

IX2 T eee * *p 4
mingi juhusliku suuruse X vaartuste hulgast. Kontrollida
hipoteesi s
HO : X ~(N(m, 6*);
: X on mingi muu jaotusega.
Selle Ulesande lahendamiseks leiame kdigepealt toendo-

seimad m ja G* vaartused

Seejarel valime sobiva klasside arvu m s (kui materjal
on esitatud klassifitseeritud kujul, tuleb vajaduse korral
darmised - vaikese indiviidide arvuga - klassid Uhendada).
Kaesoleval juhul_pi ole oluline, et klassid oleksid vordse
pikkusega, klassid voib valida ka erinevate pikkuste, kuid

ligikaudu vordsete elementide arvudega; mé&&rame kindlaks
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Kla8sipMirxd: aQ = - 6o , a’t a2, , M=1» N~ =00 *
Kui tabel on koostatud, tuleb leida teoreetilised tde-
ndosused. Need leiame normaal jaotuse tabeli abil:

Pl , P2 . ). & --.- Po_i=

w0 x> - (— * ).

P.=1-db c *"r ") -
Tostatatud hupoteesi kontrollimiseks saame kriteeriumi

HQ = X ~ N(m, €§);
X on mingi muu jaotusega:

(ki-npj)2  (kg-npg)2 (K,, - °Pw)2 n.2

nP | +  np2 + ... 0+ npm ' ei;m-3
(kI-nP1)2  (k2-np2)2 (4 -nPm)2,V2

np! T np2 + o009 T wp\,h ~ rwet;m_g"v I'IOA

Tuleb aga markida, et (eriti vadikeste acvaartuste puhul)

HQ vastuvdtmine ei tdesta veel veenvalt jaotuse normaalsust.
s ) , 2 . o _

Veenvalt toestamiseks peaksime kasutama \ -jaotuse Vvaartusi

kohal 1 - oC :
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Ho : X on mingi muu jaotusega;
Hx 2 X ~ N(m, ).-

kl-npl)2 k2-np2
( p ) ( p ) + - an)Z =M I5
e np2 a ;m-3
(kh-npr)2  (k2-np2)2 G-I 2 L
np2 sy 1-cC:m-3 <
Naide 60.

Olgu tarvis teada, kas teatud detailide, naiteks vollide
diameetrid vastavad normaaljaotusele. Jargnevas sagedustabe-
lis esitame diameetrite halbed (tuhandikes millimeetrites)
etteantud normatiivist:

(k™ on vastava halbega detailide arv valjavottes”

Xi &0-15) E&Ifl) [-10,-5) E5,0) [0,5) [5,10) [10,15) [15,20) [20,255 [25,30)
ki 1 n 15 0 41 26 U 7 3

Parameetrid x ning s arvutame vastavalt jargmiste

valemite abil:

Saame
X = 4,30,

s2 = 94,73,
s =Yy 94,73*= 9,733.
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>~ v

(]

10

ki

11
15
24
49
41
26
17

Odasised arvutused. ox koondatud, jargmisse tabelisse:

ai zB;E
s
-15 1,9«
-10 1,47
-5 0,96
0 0,44
5 0,07
10 0,59
. 15 1,10
20 1,61
25 2,13

o (V

0,0239
0,0708

0,1685
0,3300

0,5279
0,7224

0,8643
0,9463
0,9834

Pi

0,0239
0,0469
0,0977
0,1615
0,1979
0,1945
0,1419
0,0820

0,0537

np==

4,78

9,38
19,54
32,30
39,58
38,90
28,38
16,40

10,74

2,22
1,62
~ 4,54
- 8,30
9,42
2,10
-2,38
0,60

-0,74

(ki~npi)2 (ki—npi)2

4,928
2,624
20,612
68,890
88,736
4,410
5,664
0,360

0,548

np.
1,03
0,28
1,05
2,13
2,24
0,11
0,20
0,02

0,05



>xarvutamisel aQ = - 20 ja a0 = 30* sest suuremaid
h&lbeid ei esinenud.
Kuna viimases klassis on vdhe elemente (ainult 3)»siis

Uhendasime ta eelmise klassiga. Seega m = 9» Et 7,11 < 7,23 =
2

0,30;6
diameetrid on normaaljaotusega. Olulisuse nivoo 0,30 nditab

siis tuleb vastu votta nullhipotees: detailide

siinjuures, et tehes hulgaliselt valjavdtteid normaal jaotu-
sega Uldkogumist,saaksime enam kui 30% juhtudest valjavdtted,
mille empiiriline jaotus erineb normaaljaotusest sama palju

voi rohkem kui vaadeldavate detailide empiiriline jaotus.
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0,0
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0,2
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1,1
1,2
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1,6
1,7
1,8
1,9
2,0
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2,2
2,3
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2.5
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2,9

3.0

0,01
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.39654
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.38023
.36678
.35029

33121

.31006
.28737
.26369
.23955
.21546
.19186
16915
14764
12758
.10915
.09246
.07754
.06438
.05292
.04307
.03470
.02768
.02186
.01709
.01323
.01014
.00770
.00578
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.39608
.38940
.37903
.36526
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.32918
.30785
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.26129
.23713
.21307
.18954
.16694
.14556
.12566
10741
.09089
.07614
.06316
.05186
.04217
.03394
.02705
.02134
.01667
.01289
.00987
.00748
.00562

0,2

.00238

.39876
.39559
.38853
.37780
.36371
.34667
.32713
.30563
.28269
.25888
23471
.21069
18724
16474
.14350
12376
.10567
.08933
.07477
.06195
.05082
.04128
.03319
.02643
.02083
.01625
.01256
.00961
.00727
.00545

0,3

.00172

0,04

.39862
.39505
.38762
.37654
.36213
.34482
.32506
.30339
.28034

*25647.

.23230
.20831
.18494
.16256
14146
.12188

. .10396

.08780
.07341
.00077
.04980
.04041
.03246
.02582
.02033
.01585
.01223
.00935
.00707
.00530

0,4
.00123

0,05

.39844
.39448
.38667
.37524
.36053
.34294
.32297
.30114
.27798
.25406
.22988
.20594
.18265
.16038
.13943
12051
.10226
.08628
.07206
.05959
.04879
.03955
.03174
.02522
.01984
-.01545
.01191
.00909
.00687
.00514

0,5
.00087

0,06

.39822
.39387
.38568
37391
.35889
.34105
.32086
.29887
.27562
.25164
22747
.20357
.18037
.15822
13742
.11816
.10059
.08478
.07074
.05844
.04780
.03871
.03103
.02463
.01936
.01506
.01160
.00885
.00668
.00499

0,6

Q081

.39797
.39322
.38466
.37255
.35723
.33912
.31874
.29659
27324
.24923
.22506
.20121
.17810
.15608
.13542
11632
.09893
.08329
.06943
.05730
.04682
.03788
.03034
.02406
.01889
.01468
.01130
.00861
.00649
.00485

0,7

.00042

0,08

.39767
.39253
.38361
37115
.35553
.33718
.31659
.29431
.27086
.24681
22265
.19886
.17585
.15395
13344
.11450
.09728
.08183
.06814
.05618
.04586
.03706
.02965
.02349
*01£42
.01431
.01100
.00837
.00631
.00471
0,8

.00029



Il. Normaalne jaotusfunktsioon *
Normaalse juhusliku suuruse X"NCOji) jaotus-

funktsioon 9

$ :"Elj( 6 dt - P(X <x)

(-3,94x 40T,



- 0,0

v
L’oo
Ao NR

[
o o

o .

o OB

P Wl P OOO® N RWNE O®©®~No

' '
Y Y T S e el k= R =X =)

]

0,00

.500000
460172
420740
.382089
.344578
.308538
.274253
.241964
.211855
.184060
.158655
.135666
.115070
.096800
.080757
.066807
.054799
.044566
.035930
0.28717
.022750
.017864
.013903
.010724
.008198
.006210
.004661
.003467
.002555
.001866
0,0

0.01350

0,01

496011
456205
416834
.378280
.340903
.305026
.270931
.238852
.208970
.181411
.156248
.133500
113139
.095098
.079270
.065522
.053699
.043633
.035148
.028067
.022216
.017429
.013553
.010444
.007976
.006037
.004527
.003364
.002477
.001807

0,1
.000968

1

0.02

492022
452242
412936
.374384
.337243
.301532
.267629
.235762
.206108
.178786
.153864
131357
111232
.093418
.077804
.064256
.052616
.042716
.034380
.027429
.021692
.017003
.013209
.010170
.007760
.005868
.004396
.003264
.002401

.001750
0,2
.000687

0,03

.488034
448283
.409046
.370700
.333598
.297056
.364347
.232695
.203269
.176186
.151505
.129238
.109349
.091759
.076358
.063008
.051551
.041815
.033625
.026803
.021178
.016586
.012874
.009903
.007549
.005703
.004269
.003167
.002327
.001695

0,3

.000483

0.04

484047
444330
405165
.366928
.329969
.294598
.261086
.229650
.200454
.173609
.149170
127143
.107488
.090123
.074934
.061780
.050503
.040930
.032884
.026190
.020675
.016177
.012546
.009642
.007344
.005543
.004145
.003078
.002256
.001641

0,4

.000337

0,05

480062
440382
401294
.363169
.326969
.291160
.257846
.226627
197662
171056
.146859
125072
.105650
.088508
.073529
.060571
.049472
.040059
.032157
.025588
.020182
.015778
.012224
.009387
.007143
.005386
.004025
.002980
.002186
.001589

0,5

.000243

0.06

476078
436440
.397432
.359424
.322758
.287740
.254627
.223627
194894
.168528
144572
123024
.103835
.086915
.072145
.059380
.048457
.039204
.031443
.024998
.019699
.015386
.011911
.009138
.006947
.005234
.003907
.002890
.002118
.001538

0,6

.000159

0,07

472097
432505
.393580
.355691
.319178
.284339
.251429
.220650
.192150
.166023
.142310
.121000
.102042
.085344
.070781
.058208
.047460
.038364
.030742
.024419
.019226
.015003
.011604
.008894
.006756
.005085
.003793
.002803
.002052
.001489

0,7

.000108

0,08

468119
428576
.389739
.351973
.315614
.280957
.248252
.217695
.189430
.163543
.140071
.119000
.100273
.083793
.069437
.057053
.046479
.037538
.030054
.023852
.018763
.014629
.011304
.008656
.006569
.004940
.003681
.002718
.001988
.001441

0,8

.000072

0.09

464144

424655

.385908
.348268
.312067

.277595

.245097
.214764

.186733
.161087
137857
117023
.098525
.082264
.068111
.055917
.045514
.036727
.029379
.023296
.018309
.014262
.011011
.008424
.006387
.004799
.003573
.002635
.001926
.001395

0,9

.000048



Normaalse juhusliku suuruse X"N(0,1) jaotus-

funktsioon ¥2

$ X - Je 2 dt = P(X<=
(0"x 43,99

label on voetud teosest [&]-



0.00

.500000
.539828
,.579200
617911
.655422
.091462
125747
.758036
.788145
.815940
.841345
.864334
.884930
.903200
.919243
.933193
.945201
955434
.964070
971283
977250
.982136
.986097
.989276
.991802
993790
.995339
.996533
.997445
.998134

0,0
.998650

0,01

.503989
.543795
.583166
.621720
.659097
.094974
.729069
.761148
.791030
.818589
.843752
.866500
.886861
.904902
.920730
934478
946301
.956367
.964852
971933
977784
982571
.980447
.989550
.992024
.993903
.995473
.990030
.997523
.998193

0,1
.999032

0,02

.507978
547758
.587004
.025616
.662757
.698468
732371
.764238
.793892
.821214
.846136
.868043
.888708
.900582
.922190
935744
.947384
.957284
.965620
972571
.978308
.982997
.986791
.989830
.992240
994132
.995604
.996736
.997599
.998250
0,2

.999313

0,03

.511960
551717
.590954
.629300
.666402
.702944
.735053
767305
796731
.823814
.848495
.870762
.890651
.908241
.923642
.936922
.948449
.958185
.900375
973197
.978822
.983414
.987120
.990097
.992451
.994297
.995731
.990833
.997073
.998305
0,3

.999617

0,04

.515953
.555670
.594835
.633072
.070031
.705402
738914
.770350
.799546
.826391
.850830
.872857
.892512
.909877
.925066
.938220
.949497
.959070
.967116
.973810
.979325
.983823
.987454
.990358
.992656
.994457
.995855
.996928
997744
.998359

0,4
.999603

0.05

.519938
.559618
.598706
.636831
.673645

.708840
742154
773373
.802338
.828944
.853141
.874928
.894350
911492
.926471
.939429
.950528
.959941
.967843
974412
.979818
.984222
987776
.990613
.992857
.994614
.995975
.997020
997814
.998411

*05
.999767

0,06

.523922
.563560
.602508
.040570
077242
712260
.745373
776373
.805106
.831472
.855428
.870970
.890105
.913085
.927855
.940020
.951543
.900790
.908557
.975002
.980301
.984614
.988089
.990862
.993053
.994766
996093
997110
.997882
.998462

0,6

.999841

0,07

.527903
.567495
.606420
.044309
.080822
715661
748571
779350
.807850
.833977
.857690
.879000
.897958
914656
929219
941792
.952540
.961636
.969258
.975581
.980774
.984997
.988396
991106
.993244
.994915
.990207
997197
.997948
.998511
0,7

.999892

0,08

.531881
571424
.610261
.648027
.684380
.719043
751748
.782305
.810570
.836457
.859929
.881000
.899727
.916207
.930563
942947
.953521
.962462
.909940
976138
.981237
.985371
.988696
.991344
.993431
.995060
.996319
.997282
.998012
.998559

0,8
.999928

0,09

.535856
.575345
.614092
.651732
.687933
722405
754903
.785236
.813207
.838913
.802143
.882977
.901475
917736
.931889
.944083
.954486
963273
.970621
976704
.981691
.985738
.988989
.991576
.993613
.995201
.996427
.997365
.998074
.998605

0,9

999952



111 ._Normaaljaotuse kvantillid (Jaotusfunktsiooni pdord-
funktsioon).
Normaalse juhusliku suuruse X~N(0,1) krvantii-
lid.
Normaal jaotusg N(Ofl) jaotusfunktsiooni™(x) =

~f2it80 dt podrdfunktsioon.

Argumendiks on B> (x); selle kaks esimest
kimnendkohfca madravad tabeli rea, kolmas
kiimnendkoht (0,000t0,009) tabeli  veeru,
kust leiame antud j"~(x) vaéartusele vasta-

va X vaartuse«

Tabel on voetud teosest



0,00
0,01
0,02
0,03
0,04
0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29
0,30
0,31

—o00 —3,09-2,88 -2,75 —2,65 —2,58 -2,51 —2,46 —2,41
— 2,33 —2,29 —2,26 —2,23 —2,20 —2,17 —2,14 —2,12 —2,10
2,05 —2,03 —2,01 —2,00 —1,98 —1,96 —1,94 —1,93 —1,01
—1,88 —1,87 —1,85 —1,84 —1,83 —1,81 —1,80 —1,79 —1,77
—1,75-1,74 —1,73 —1,72 -1,71 —1,70 —1,68 —1,67 —1,66
—1,64 —1,64 —1,63 —1,62 —1,61 —1,60 —1,59 —1,58 —1,57
— 1,55 —1,55 —1,54 —1,53 —1,52 —1,51 —1*51 —1,50 —1,49
— 1,48 —1,47 —1,46 —1,45 —1,45 —1,44 —1,43 -1,43 —1,42
-1,41 —1,40 —1,39 —1,39 —1,38 —1,37 —1,37 —1,36 —1,35
—1,34 —1,33 -1,33 —1,32 —1,32 —1,31 —1,30 —1,30 —1,29
—1,28 —1,28 —1,27 —1,26 —1,26 —1,25 —1,25 —1,24 -1,24
—1,23 —1,22 —1,22 —1,21 —1,21 —1,20 —1,20 —1,19 —1,19
—1,18 -1,17 -1,17 —1,16 —1,16 —1,15 —1,15 -1,14 -1,14
—113-1,12 —1,12-1,11 -1,11 —1,10 —1,10 —1,09 -1,09
—1,08 —1,08 —1,07 —1,07 —1,06 —1,06 —1,05 —1,05 -1,05
—1,04 —1,03 —1,03 —1,02 —1,02 —1,02 —T,01 —1,01 —1,00
—0,99 —0,99 —0,99 —0,98 —0,98 —0,97 —0,97 —0,97 -0,96
—0,95 —0,95 —0,95 -0,94 —0,94 —0,93 —0,93 —0,93 -0,92
—0,92 —0,91 —0,91 —0,90 —0,90 —0,90 —0,89 —0,89 -0,89
—0,88 —0,87 —0,87 —0,87 —0,86 —0,86 —0,86 —0,85 —0,85
—0,84 -0,84 —0,83 —0,83 —0,83 —0,82 —0,82 —0,82 -0,81
—0,81 —0,80 —0,80 —0,80 —0,79 —0,79 —0,79 —0,78 -0,78
—0,77 —0,77 —0,77 —0,76 —0,76 —0,76 —0,75 -0,75 —0,75
—0,74 —0,74 —0,73 —0,73 —0,73 —0,72 -0,72 —0,72 —0,71
—0,71 -0,70 —0,70 —0,70 —0,69 -0,69 -0,69 -0,68 -0,68
—0,67 -0,67 —0,67 -0,67 —0,66 -0,66 -0,66 —0,65 -0,65
—0,64 —0,64 —0,64 —0,63 —0,63 -0,63 —0,63 —0,62 —0,62
—0,61 —0,61 -0,61 -0,60 —0,60 -0,60 -0,59 -0,59 -0,59
—0,58 -0,58 -0,58 -0,57 -0,57 -0,57 —0,57 -0,56 -0,56
—0,55 —0,55 —0,55 -0,54 -0,54 -0,54 —0,54 -0,53 -0,53
—0,52 -0,52 -0,52 -0,52 -0,51 —0,51 -0,51 —0,50 -0,50
—0,50 —0,49 —0,49 —0,49 -0,48 —0,48 -0,48 -0,48 —0,47

—2,37
—2,07
—1,90
-1,76
-1,65
—1,56
—1,48
-1,41
-1,35
-1,29
—1,23
-1,18
-1,13
-1,09
-1,04
-1,00
-0,96
—1),92
—0,88
—0,85
—0,81
-0,78
-0,74
-0,71
-0,68
-0,65
-0,62
-0,59
-0,56
-0,53
-0,50
-0,47



- 0,47 - 0,46 —0,46
- 0,44 — 0,44]—0*43
- 0,41 - 0,41 —0,4t
-0,39-0,38—0,38
- 0,36 - 0,36 —0,35
-0,33-0,33—0,33
- 0,31 - 0,30—0,30
-0,28- 0,28—0,27
- 0,251~ 0,25 —0,25
-0,3-0,23-0,2- 0,22 - 0,22
- 0,20-0,20- 0,20 - 0,19 -0,19
-0,18-0,17- 0,17 - 0,17 - 0,17
-0,15-0,15- 0,15—- 0,14 - 0,14
-0,13-0,12- 0,12 - 0,12- 0,12
-0,10- 0,16~ 0,10- 0,09 - 0,09
- 0,08 - 0,07 —0,07 — 0,07 - 0,07
- 0,06 - 0,05—0,05 — 0,04— 0,04

-0,03-

0,00
0,03
0,05
0,08
0,10
0,13
0,15|
0,18
0.20,
0,23
0,25
0,28
0,31

0,3
0,3
0,39

0,02 — 0,02 - 0,02 -

0,00
0,03
0,05
0,08
0,10
0,13
0,15]
0,18
0,20,
0,23
0,26
0,28
0,31
0,33
0,36
0,39

0,01
0,03
0,06
0,08
011
0,13
0,16
0,18
0,21
0,23
0,26
0,28
0,31
0,34
0,36
0,39

-0,46
-0,43
-0,40
-0,38
-0,35
-0,32
-0,30
-0,27
-0,25

0p1
0,03
0,06
0,08
0,11
0,13
0,16
0,18
0,21
0,24
0,26
0,29
0,31
0,34
0,37
0,39

-0,46
-0,43
-0,40
-0,37
-0,35
-0,32
-0,30
-0,27
-0,24

0,02
0,01

0,04
0,06
0,09
011
0,14
0,16
0,19
0,21

0,24
0,26
0,29
0,32
0,34
0,37
0,40

-0,45- 0,45
-0,43- 0,42
-0,40- 0,40
-0,37- 0,37

-0,45
-0,42
-0,39
-0,37
-0,34

- 0,45
~0,42
-0,39
-0,36
-0,34

-0,3%- 0,34
-0,32- 0,32 -0,31
-0,29 - 0,29 -0,29
-0,27 0,26 -0,26 -0,26
-0,24- 0,24 -0,24 -0,23
.0,21 - 0,21 - 021 - 0,21
-0,19- 0,19 - 0,18 - 0,18
-0,16 - 0,16 -0,16 — 0,16
-0,14 - 0,14 - 0,13 - 0,13
-0,11 - 0,11 - 0,1L- 0,11
-0,09 - 0,09 - 0,08 — 0,08
-0,06 — 0,06 — 0,06 — 0,06
-0,04 - 0,04 - 0,03 - 0,03
.0,01 - 001 - 001 - 0,01
0,00 002 0,02 0,02
0,4 0,04 0,04 0,05
0,06 0,07 0,07 0,07
0,00 0,09 0,09 o,10
011 012 0,12 0,12
0,14 0,4 0,14 0,15
0,16 0,17 0,17 0,17
0,19 0,19 0,19 0,20
021 022 0,22 0,22
0,24 0,24 0,5 0,5
0,27 0,27 0,27 0,27
0,29 0,30 0,30 0,30
0, 0,3 0,32 0,3
0,3 0,35 0,3 0,3
0,37 0,37 0,38 0,38
0,40 0,40 0,40 0,4

-0,31
-0,28

- 0,44
- 0,42
- 0,39
-0,%
-0,
- 0,31
- 0,28
-0,26
- 0,3
- 0,20
- 0,18
- 0,15
- 0,13
- 0,10
- 0,08
- 0,05
- 0,03
- 0,00
0,02
0,05
0,07
0,10
0,12
0,15
0,17
0,20
0,23
0,
0,28
0,30
0,33
0,36
0,38
0,41



0,41
0,44
0,47
0,50
0,52
0,55
0,58
0,61
0,64
0,67
0,71
0,74
0,77
0,81
0,84
0,88
0,92
0,95
0,99
1,04
1,08
1,13
1,18
1,23
1,28
1,34
1,41
1,48
1,55

1,64.

1,75
1,88
2,05
2,33

0,42
0,44
0,47
0,50
0,53
0,56
0,59
0,62
0,65
0,68
0,71
0,74
Q78
m(,81
0,85
0,88
0,92
0,96
1,00
1,04
1,09
1,13
1,18
1,23
1,29
1,35
1,41
1,48
1,56
1,65
1,76
1,90
2,07
2,37

0,42
0,45
0,47
0,50
0,53
0,56
0,59
0,62
0,65
0,68
0,71
0,75
0,78
0,81
0,85
0,89
0,92
0,96
1,00
1,05
1,09
1,14
1,19
1,24
1,29
1,35
1,42
1,49
1,57
1,66
1,77
1,91
2,10
2,41

0,42
0,45
0,48
0,50
0,53
0,56
0,59
0,62
0,65
0,68
0,72
0,75
0,78
0,82
0,85
0,89
0,93
0,97
1,01
1,05
1,09
1,14
1,19
1,24
1,30
1,36
1,43
1,50
1,58
1,67
1,79
1,93
2,12
2,46

0,42
0,45
0,48
0,51
0,54
0,57
0,59
0,63
0,66
0,69
0,72
0,75
0,79
0,82
0,86
0,89
0,93
0,97
1,01
1,05
1,10
1,15
1,20
1,25
1,30
1,37
1,43
1,51
1,59
1,68
1,80
1,94
2,14
2,51

0,43
0,45
0,48
0,51
0,54
0,57
0,60
0,63
0,66
0,69
0,72
0,76
0,79
0,82
0,86
0,90
0,93
0,97
1,02
1,06
1,10
1,15
1,20
1,25
1,31
1,37
1,44
1,51
1,60
1,70
1,81
1,96
2,17
2,58

0,43
0,46
0,48

.0,51

0,54
0,57
0,60
0,63
0,66
0,69
0,73
0,76
0,79
0,83
0,86
0,90
0,94
0,98
1,02
1,06
1,11
1,16
1,21
1,26
1,32
1,38
1,45
1,52
1,61
1,71
1,83
1,98
2,20
2,65

0,43
0,46
0,49
0,52
0,54
0,57
0,60
0,63
0,67
0,70
0,73
0,76
0,80
0,83
0,87
0,90
0,94
0,98
1,02
1,07
1,11
1,16
1,21
1,26
1,32
1,39
1,45
1,53
1,62
1,72
1,84
2,00
2,23
2,75

0,43
0,46
0,49
0,52
0,55
0,58
0,61
0,64
0,67
0,70
0,73
0,77_,
0,80
0,83
0,87
0,91
0,95
0,99
1,03
1,07
1,12
1,17
1,22
1,27
1,33
1,39
1,46
1,54
1,63
1,73
1,85
2,01
2,26
2,88

0,44
0,46
0,49
0,52
0,55
0,58
0,61
0,64
0,67
0,70
0,74
0,77
0,80
0,84
0,87
0,91

0,95
0,99
1,03
1,08
1,12
1,17
1,22
1,28
1,33

1,40
1,47
1,55
1,64
1,74
1,87
2,03
2,29
3,09



IV. t-jaotus.

t-jaotuse taiendkvantiilid ja h&albed.
P(/ = «C (kahepoolne hipotees),
P( X>g*,")= oc” (ihepoolne hiipotees).

Tabel on voetud teosest [8J .



/e

Kkn) 50 25 10 5 2 1 0,2 0,1
1 1,00 2,41 6.31 12,71 31,82 63,66 318,31 636,62
2 .816 1,60 2,92 4.30 6,97 9,92 22,33 31,60
3 765 1,42 2,35 3,18 4,54 5,84 10,21 12,92
4 41 1,34 2,13 2,78 3,75 4,60 7,17 8,61
5 727 1,30 2,01 2,57 3,37 4,03 5,89 6,87
6 718 1,27 1 1,94. 2,45 3,14 3,71 5,21 5,96
7 711 1,25 1,89 2,36- 3,00 3,50 4,79 5,41
8. .706 1,24 1,86 2,31 2,9p 3,36 4,50 5,04
9 703 1,22 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 .700 1,22 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 .697 1,21 1.80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 . .695 1,21 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 694 1,20 1.77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 .692 1,20 1.76 2,14 2,62 2,98 3,79 414
15 .691 1.20 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 .690 1,19 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 .689 1.19 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
i8 .688 1,19 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 .688 1,19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 .687 1,18 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 3,85
21 .686 1,18 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 .686 1,18 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 .685 1.18 1,71 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77
24 .685 1,18 1.71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 .684 1,18 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
20 .684 1,18 1 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 684 1,18 1.70 2,05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 .683 1,17 1,70 2,05 2,47 2,76 3,41 3,67
29 .683 1,17 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 .683 1,17 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 .681 1,17 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 679 1,16 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 677 1,16 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
& 674 1,15 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29

; a

J

25 1125 5, 2,5 0,5 0,1 0,05



- jaotus .

O/~ jaotus.
Juhusliku suuruse téiendkvantiilid
(«Con esitatud %-des)
Pfled - ~

f on vabadusastmete arv.

Tabel on vdetud teosest [&Je



W N

2,56
3,05
3,57
4,11

5,23

7,63

8,26

8,90

9,54
10,2
10,9

11,5
12,2
12,9
13,6
14,3

,03082

0506
,216
484

,831
1,24
1,69
2,18
2,70

3,25
3,82

95

,0%393
,103
,352
711

1,15
1,64
2,17
233
3,33

3,94
4,57
5,23
5,89
6,57

90

,0158

211

,584

1,06

1,61
2,20
2.83

16,5
17,3
18,1
18,9

3,00

7,27

11,7

15,4

16,3
17,2
18,1
19,0
19,9

20,9
21,8
22,7
23,6
24,6

,455

4,35

8,34

9,34
10,3

14,3
15,3
16,3
17,3
18,3

19,3
20,3
21,3
22,3
23,3

24,3
253
26,3
27,3
28,3

1,07

10,7

11,8
12,9

17,3

21,7

22,8
23,9
24,9
26,0
27,1

28,2
29,2
30,3
31,4
32,5

34,4
35,6
36,7
37,9
39,1

25,0

5,02
7,38

38,1
39,4

40,6
41,9
43,2
445
45,7

6,62

9,21
11,3
13,3

151
16,8
L5
20fl
21,7

443
45,6
47,0
48,3
49,6

42,3
43,8

453

51,2

52,6
54,1
55,5
56,9
58,3



99,0
» 16,0
2

29,7
37,5
45,4
53,5
61,8
70,1

97,5

16,8
244
32,4
40,5
48,8
57,2
65,6
74,2

95

w
BRI
N oo

DO
Lo
[l SN

779

90

2,6
29,1
31,7
46,5
55,3

73,3
82,4

70

25,5
34,9
44,3
53,8
63,3
72,9
82,5
92,1

50

29,3
39,3
49,3
59,3
69,3
79,8
89,3
99,3

10

40,3
51.8
63.2
744
86,5
96,6
1076
118,6

43,8
55,8
67,5
79,1
90,5
101,9
113,1
J 243

2,5

47,0
69,3
714
83,3
96,0
106,6
118,1
129,6

1

50,9
63,7
76,2
88,4
100,4
12,3
124,1
186,8

0,1

59,7
73,4
86,7
99,6

1248

1872



VI.Normaal jaotuse standardhalbe nihutamata hinnang .

=1

nn

Normaalse juhusliku suuruse X~ANCmj~)

nihutamata hinnangu ja valjavotte standard-

halbe suhe.

Nihutamata hinnang



VII. Norjaaaljaotuse standardh&lbe jaotus

Normaal jaotusega N(mfl) juhusliku suuruse

standardhalbe hinnangu s jaotuse kvantiilid*

P(X"F)< x7) = <*e

Tabel on voetud teosest ~12J .



Ywncno YpOBHN 3HAYUMOCTU P

cTeneHen
cB060Ab|

/ 0,995 0,99 0,98 0,95 0,90 0,80 0.70 0,30
1 160 79 4 16 79 39 26 0,97
2 14 10 7.1 4,4 3,1 2.1 1,7 0,91
3 6,5 5.1 40 2,9 2,3 1,7 1,4 0,91
4 44 3,7 3.1 2,4 1,9 16 1,4 0,90
5 3,5 3,0 2.6 2.1 1,8 1,5 1,3 0,91
6 3,0 2,6 2,3 1,9 1,6 1,4 1,3 0,91
7 27 24 21 1.8 1,6 1,4 12 0,91
8 24 2.2 2,0 1,7 1,5 1,3 12 0,92
9 23 2.1 1,9 1,6 1,5 1,3 12 0,92
10 22 2,0 1,8 1,6 1,4 1,3 1,2 0,92
1 2.1 1,9 1,7 1,5 1,4 1,3 1,2 0,92
12 2,0 1,8 1,7 1,5 1,4 1,2 1,2 0,92
13 1,9 1,8 1,6 1,5 1,4 1,2 1,1 093
14 1,9 1,7 1,6 1,5 1,3 1,2 11 0,93
15 1,8 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 1,1 0,93
16 1,8 1,7 1,6 1,4 1,3 1,2 1,1 0,93
17 1,7 1,6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 0,93
18 1,7 1.6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 0,94
19 1,7 16 1,5 1,4 1,3 1,2 11 0094
20 1,6 1,6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 094
21 16 1,5 1,5 1,3 1,3 1,2 11 0094
22 1,6 1,5 1,4 1,3 1,3 1,2 1,1 094
23 -1,6 15 1,4 1,3 1,2 1,2 1,1 094
24 1,6 1,5 1,4 1,3 1,2 1,2 1,1 0,94
25 1,5 1,5 1,4 1,3 1,2 1,1 1,1 094
26 1,5 15 1,4 1,3 1,2 1,1 1,1 094
27 1,5 1,4 1,4 1,3 1,2 1,1 1,1 0,94
28 1,5 1,4 1,4 1,3 1,2 1.1 1,1 094
29 1,5 1,4 1,4 1,3 1,2 1,1 1,1 70,94
30 15 14 1,4 13 1,2 11 11 094



Ywucno .
cTeneHen

co6oawl, /7 0,20

© O N o O A WO N -

WO NN N Y NN N R —
S O ® I o R BN FRFSobIYEGmZRELERS S

0,78
0,79
0,80
0,82
0,83
0,84
0,84
0,85
0,86
0,86
0,87
0,87
0,87
0,88
0,88
0,88
0,89
0,89
0,89
0,89
0,89
0,90
0,90
0,90
0,90
0,91
0,91
0,91
0,91
0,91

0.10

0,61
0,66
0,69
0,72
0,74
0,75
0,76
0,77
0,78
0,79
0,80
0,81
0,81
0,81
0,82
0,82
0,83
0,83
0,84
0,84
0,84
0,84
0,85
0,85
0,85
0,85
0,86
0,86
0,86
0,86

0,51
0,58
0,62
0,64
0,67
m0,69
0,71
0,72
0,73
0,74
0,75
0,76
0,76
0,77
0,77
0,78
0,79
0,79
0,80
0,80
0,80
0,81
0,81
0,81
0,81
0,82
0,82
0,82
0,82
0,83

YPOBHU 3HauMMocT O

0,02

0,43
0,51
0,55
0,59
0,61
0,63
0,65
0,66
0,68
0,69
0,70
0,71
0,71
0.72
0,73
0,74
0,74
0,75
0,75
0,76
0,76
0,76
0,77
0,77
0,78
0,78
0,78
0,79
0,79
0,79

10,01

0,39
0,47
0,51
0,56
0,58
0,60
0,62
0,63
0,64
0,66
0,67
0,68
0,68
0,69
0,70
0,71
0,71
0,72
0,72
0,73
0,74
0,74
0,74
0,75
0,75
0,76
0,76
0,76
0,76
0,77

0,005

0,36
0,43
0,48
0,52
0,55
0,57
0,59
0,60
0,62
0,63
0,64
0,65
0,66
0,67
0,68
0,68
0,69
0,69
0,70
0,71
0,71
0,72
0,72
0,73
0,73
0,73
0,74
0,74
0,75
0,75

0,002 10 .001
0,32 0,30
0.40 0,38
0,45 0,43
0,49 0,46
0,52 0,49
0,54 0,52
0,56 0,54
0,57 0,55
0,59 0,57
0,60 0,58
0,61 0,59
0,62 0,60
0,63 0,61
0,64 0,62
0,65 0,63
0,66 0,64
0,66 0,65
0,67 0,65
0,68 0,66
0,68 0,66
0,69 0,67
0,69 0,67
0,69 0,68
0,70 0,68
0,71 0,69
0,71 0,69
0,71 0,70
0,72 0,70
0,72 0,71
0,72 0,71



VIIl.F-jaotus.
F-jaotus. Juhusliku suuruse ngl

kvantiilid

p(X >PQfo5" - =»=5
P(X ?2?0,01" s =K *

Juhusliku v 22 taiend-

kvantiilid POT005 =

FOXAP(jF005" = =*=<5



1
101
4052

18,5l
»3,4«

10,3
412

7,71
21,20

1
102(1

5,99
18,74

5,60
12,25

5,32
11,20

512
10,5«

4,00
10,04

484
0,65

4,75
0,33

4,07
0,07

4,00
8,8«

4,54

8

* 2

200

4999

19.00
90.00

9,55

80,92

8,94

18,00

579
1327

514

10,92

474
9,55

4,40
8,«5

4,26
8,02

4,10
7,5¢

3.9H
7,20

3,8¢
0,03

8,80
0,70

3.74
«51

3,68
6,8«

5403 5025 5764
90,]7 99.25 99,80
20,4« 23,71 28,24
i«,«;t 15,98 15,62

12,0« 11,30 10,97

[

234

5859

8.94

27,01

6,18

151

4,95

i0,0;

4.28
8,47

3,87
7,19

3,58
Ccz87

3,37
5,80

3,22
5,89

0.
0;

i

TiUi

l«*

285
414«

2,79
4,32

7

237

5928

1P,33 19,30
99,88 99,84

8.8t

27,49

6,0«

11,98

1,88

1046

4,21
3,20

3,70
7,00

330
«9

3.29
o,H2

3,14
521

3,01
4,88

2,02
4,<5

i
27
4,28

2,70
414

o

o
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. o
N

2 on

I N NN
PN Wy
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oo
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9 10
241 242
6022 0056

19,38 16.39
99,88 09.40

8H 878
27,84 27.28

C00 5,9«
14,«« 14:54

478 474
10,15 10,05

4,06
7,87

3,63
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3,34
5,82

3,13
5,20

2,97
4,85
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2,55
8,80
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U 12
243 244
«082 «108
19,40 1941
99,41 99,42
3,70 8,74
27,13 27.05
593  6,9%.
14,45 1487
470 4.68
9,9« 9.8«
4,08 4,00
770 1,72
3,60 8.\%
0,64 0,47
331 3,28
5,74 5,07
3,10 3,07
518 5,11
2,94 ?,9i
4,78 4,71
2,82 279
4,40 4,40
2,72 2,09
»22 4J«
2,08 10
4,02 §,§<
2,5« *,53
3,8« ¢.80
251 248
3,78 837

5
«142

1P 42
99,48

14

24

8,71

2¢,92

5,87

11,24

4C4
9.77

3,9«
7,60

3.3
0,36

3,23
6,56

3,02
5,00

2,86

4,60

2,71
1,29
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2,55
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18,67

4,49
918

371
6,09

3,28
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18,48

4,37
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3,68
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3,24
5,07

2,94
4,88
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1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 600 oo
415 330 290 2,67 251 240 232 225 219 214 210 207 202 197 191 186 18 176 174 169 167 164 161 159
750 504 446 397 *« 842 826 812 801 284 2.8« 280 270 2, 2,61 242 284 225 220 212 208 2,02 108 in»e
413 328 28¢ 265 249 238 230 223 217 212 208 205 200 195 189 184 180 174 171 167 164 161 159 157
744 52« 442 808 8«1 888 821 808 287 288 282 2<B 2«8 258 247 288 280 221 215 208 204 108 191 181
411 326 286 263 248 236 228 221 215 210 206 203 198 193 187 182 178 172 169 165 162 159 156 1,55
73¢ 525 488 389 858 885 818 804 204 286 2,78 2,72 2«2 254 248 286 22« 217 212 204 200 18 180 187
410 325 285 262 246 235 226 219 214 209 205 202 19 192 18k 18 176 171 167 163 160 157 154 153
785 521 484 38« 354 332 816 802 281 28 276 2«8 2,68 261 220 282 222 214 208 200 107 180 1386 184
405 323 284 261 245 234 225 218 212 207 204 200 195 190 184 179 174 169 166 161 159 155 153 151
781 51¢ 431 383 351 320 312 28 288 280 278 2«8 25« 2,48 287 228 220 211 206 187 194 188 184 18l
407 322 283 259 244 232 224 217 211 206 202 199 194 189 18 178 173 168 1,64 160 157 154 151 149
727 515 428 380 3,4« 326 810 248 28« 277 270 264 254 24¢ 286 22¢ 217 208 202 184 181 185 180 178
406 321 282 258 243 231 223 210 210 205 201 198 192 188 181 17« 172 166 163 158 156 162 160 148
724 612 420 378 346 324 807 2«4 284 275 268 2«2 252 244 282 224 216 20« 200 18 188 182 178 175
405 320 28l 257 242 230 222 214 209 204 200 197 191 187 18 175 171 165 162 157 164 151 148 146
721 510 424 376 344 322 305 28 282 278 2« 2,60 260 242 230 222 213 204 198 180 186 180 176 172
404 319 280 25B 241 230 221 214 208 203 199 19 190 186 179 174 170 164 161 156 153 150 147 145
71» 508 422 374 342 320 804 280 280 271 2«4 268 248 240 228 220 211 202 10« 18 184 178 173 170
403 318 279 256 240 229 220 213 207 202 198 195 190 185 178 174 169 163 160 155 152 148 146 144
717 50¢ 420 372 341 318 302 288 278 270 2«2 25« 24 23» 22¢ 218 210 200 184 18 18 1,7« 171 168
402 317 278 254 238 227 218 211 205 200 197 193 18 18 176 172 167 161 158 162 150 146 143 141
712 501 416 368 337 816 298 285 275 2«6 2,68 2,58 243 236 2,23 216 20« 186 190 182 178 171 166 1,64
400 315 276 252 237 225 217 210 204 199 195 192 186 181 175 170 165 159 1,66 150 148 144 141 139
708 498 413 365 884 312 295 28 272 2.3 25« 250 240 232 220 212 208 108 187 178 174 168 168 1,60
399 314 275 251 236 224 215 208 202 198 194 190 18 18 173 168 163 157 154 149 146 142 139 137
701 405 410 362 331 800 2p3 278 270 261 264 247 237 280 218 208 200 1«0 18 17¢ 171 164 160 1,6¢
30¢ 313 274 250 235 223 214 207 201 197 193 189 18 179 172 167 162 156 153 147 145 140 137 136
701 492 408 360 3.2» 807 2«1 277 2«7 258 261 245 285 228 215 207 108 188 18 174 168 162 1,66 1,63
396 311 272 248 233 221 212 205 199 195 191 18 182 177 170 165 160 154 151 145 142 138 135 132
«»6 48 404 35¢ 825 S04 287 274 2«4 255 248 241 232 224 211 2,03 184 184 178 170 166 167 162 1.4» 1



1 2 4 4 ii 6 7 8 9 10 1 2 14 16 20 24 SO 40 50 76 100 200 500 00 /

100 3.9* 30« 270 246 230 219 210 203 197 192 188 18 179 175 168 168 157 151 48 :42 139 134 139 12a 100
«00 »N2 808 851 320 200 282 2«0 250 261 248 286 228 2lb 2,0« 108 1,80 179 178 164 1M> 161 144 148

125 3@ 307 268 244 229 217 208 200 195 190 186 1,8 177 172 165 160 166 149 145 :S9 136 18 127 126 125
«K* IVK 3,04 847 317 205 270 205 250 247 240 238 228 216 2,08 1,04 185 1,76 1,.* 150 154 146 1,40 187

10 1 3»1 30. 207 243 227 216 2,07 2,00 194 189 1,85 182 176 171 164 1,69 164 147 144 137 134 120 125 122 160
UM 175 301 344 314 202 273 262 453 244 287 280 220 212 ro00 101 18 172 18« 168 161 148 187 188

-oC 3bl) 304 265 241 221 214 205 198 192 187 18 180 174 169 162 157 152 146 142 135 132 126 122 116 200
A7¢ 47¢ 888 341 3.1l 200 2,73 2,00 250 241 284 228 217 200 1,07 1,88 170 169 182 1,6« 148 1,80 138 128

»0 ] 3M« 302 H62 230 223 212 203 1« 180 185 181 178 172 167 160 154 149 142 138 132 128 122 116 113 4CC
«70 46« 888 38« 3.0« 285 2« 260 216 237 220 228 212 2,04 1,02 1,84 174 164 157 14v 142 182 124 110

1000 888 300 2GL 238 222 210 202 195 189 184 180 176 170 165 158 153 147 141 136 130 126 119 113 1,08 1900
««¢ 4«2 380 3.84 804 282 26« 2mM3 248 281 22« 220 2,0» 201 18 M I 1/1 161 164 144 1,38 128 1,1» 111

@ | 98 2109 260 237 221 20« 201 19 188 183 179 175 163 16« 157 152 146 140 135 128 124 117 111 1,00 oc
1 ««4 440 S78 332 302 28 £« 251 241 282 224 21» 207 1,00 187 1,7» 169 150 162 141 1.3« 125 115 1,00



Juhusliku suuruse £ taiend-
kvantiilid PQf025*
P(X>P0M02") = 0,025*

Tabel on vletud teosest £ 8J .



OCoO~NX ® BPWN -

10211
198
55,6
31,3
22,8

18,6
16,2
14,7
13,6
12,8

12,2
11,8
11,4
1.1
10,8

10,6
10,4
10,2
10,1
9,94

9,83
9,73
9,63
9,55
9,48

9,18
8,83
8,49
8,18
7,88

20000
199
49,8

21615
199
47,5
24,3
16,5

12,9

10,9
9,60
8,72
8,08

7,60
7,23
6,93
6,68
6,48

6,30
6.16
6,03
5,92
5,82

5,73
5,65
5,58
5,62
5,40

5,24
4,98
4,73
4,50
4,28

4,49
4,43

4,23
3,99
3,76
3,55
3,36

4,20
4,15

3,95
3,7?
3,49
3,28
3,09

7

23715
199
44,4
21,6
14,2

10,8
8.89
7,69
6,88
6,30

5,86

3,45
3,22
3,01
2,81
2,62

4,42

4,27
4,14
4,03
3,93
3,85

3,77
3,70
3,64
3,59
3,54

3,34
3,12
2,90
2,71
2,52

12

24426
199
43,4
20,7
13,4

10,0
8,18
7,01
6,23
5,66

5,24
4,91
4,64
4,43
4,25

4,10
3,97
3,86
3,76
3,68

3,60
3,54
3,47
3,42
3,37

3,18
2,95
2,74
2,54
2,36

15

24630

2,37
2,19

20

24836
199
42,8
20,2
12,9

9,59
7,75
6,61
5,83
5,27

4,86
4,53
4,27
4,06
3,88

3,73

24 30 40
24940 25044 25148
199 199 199
42,6 425 423
200 199 19,8
128 12,7 12,5
9,47 9,36 9,24
765 753 742
6,50 6,40 6,29
573 562 552
517 507 497
4,76 4,65 4,55
4,43 433 4,23
4,17 4,07 397
396 386 3,76
3,79 369 358
3,64 354 3,44
351 341 331
3,40 330 3,20
331 321 311
3,22 312 3,02
3,15 305 295
3,08 298 288
302 292 282
297 2,87 2,77
292 2,82 272
2,73 2,63 2,52
250 2,40 2,30
2,29 2,19 2,08
2,09 1,98 .1,87
1,9 1,79 1,67

60

1 °o
25253 25465
189 200
42,1 41,8
19,6 19,3
124 121
9,12 8,88
7,31 7,08
6,18 5,95
541 5,19
486 4,64
4,45 4,23
4,12 3,90
3,87 3,65
3,66 3,44
3,48 3,26
333 311
321 2,98
3,10 287
3,00 2,78
2,92 2,69
2,84 261
2,77 255
2,71 2,48
2,66 2,43
2,61 /2,38
2,42 2,18
2,18 1,93
1,96 1,69
1,75 1,43
1,53 1,00



~h
o 1A WN -

.
o o oo

048
38,5
17,4
12,2
10,0

8.81
8,07
7.57
7.21
6,94

0,72
6,55
0.41
6.30
6.20
6.12
6,04
5,98
5,92
5,87

5,83
5,79
5,75
5,72
5,69

5,57
5,12
5.29
5,15
5,02

800
39,0
16,0
10,6

8,43

7,26
6,54
6.06
5.71
5,46

5.26
5.10
4.97
4,86
4.77

4.62
4,02
4,56
4,51
4.46

4.42
4.38
4,35
4,32
4,29

4.18
4.0*
3,93
3,80
3,09

-3
864

39.2

15.4
9,98
7,76

6,60
5,89
5,42
5,08
4,83

4,63
4,47
4,35
4.24
4.15

4.08
4.01
3,95
3.90
3.86

3,82
3.78
3,75
13,72
3.69

3,59
3,46
3,34
3.23
3.12

J

4

1 900
39.2
15,1

9,60
7,39

i 6,23
5,52
5,05
4,72
4,47

4.28
4,12
4,00
3,89
3,80

3,73
3,66
3,61
3,56
3,51

3,48
3.44
3,41
3,38
3,35

3,25
3.13
3,01
2.89
2.79

|
1

— e

5

922
39,3
14,9

9.36

7,15

5,99
5,29
4,82
4,48
4,24

4,04
3,89
3,77
3.66
3,58

3,50
3.44
3.38
3,33
3,29

3,25
3,22
3,18
3.15
3.13

3,03
2,90
2,79
2,67
2,57

6

937 * 948
39,3 39,4

14,7 114,64
9,20 19,07
6,98 16,85
582 5,70
512 4,99
4,65 4,53
432 420
4,07 3,95
3,88 3,76
3,73 361
3,60 3,48
350 3,38
341 3,29
3,34 3,22
328 3,16
322 3.0
3J7 3,05
3,13 3,01
3,09 2,97
3,05 2,93
3,02 2,90
2,99 287
2.97 1285
2,87 1275
2,74 2,62
2,63 2,51
2,52 2,39
2,41 2,29

]

7

8

957
39,4
14,5

8,98

6,76

5,60
4,90
4,43
4,10
3,85

3,66
3,51
3,39
3,28
3,20

3,12
3,06
3,01
2,96
2,9]

2,87
2.84
2,81
2,78
2,75

2,65
2,53
2.41
2,30
2,19

9

963
39,4
14,5

8,90

6,68

5,52
4,82
4,36
4,03
3,78

3,59
3,44
3,31
3,21
3,12

3,05
2,98
2,93
2,88
2,84

2,80
2,76
2,73
2,70
2,68

2,57
2,45
2.33
2,22
2,11

1i°

969
39,4
14,4

! 8,84
, 6,62

15,46
4,76
4,30
3,90

i 3,72

3,53
3,37
3,25
3.15
3.06-

2,99
2,92
2,87
2,82
2,77

i273
2,70
2,67
12,64
12,61

1251

i 2,39
12,27
|
|

12.16
12,05

12

977
39,4
14,3

8,75

6,52

5,37
4,67
4,20
3,87
3,62

3,43
3,28
3,15
3,05
2,90

2,89
2,82
2,77
2,72
2,68

2,64
2,60
2,57
2,54
2,51

2,4i
2,29
2,17
2,05
1,94

15

985
39,4
143

8,66

6,43

5,27
4,57
4,10
3,77
3,52

3,33
3,18
3,05
2,95
2,86

2,79
2,72
2,67
2,62
2,57

2,53
2,50
2,47
2,44
2,41

2,31
2,18
2,06
1,95
1,83

20

993
39,4
14,2

8,56

6,33

5,17
4,47
4,00
3,67
3,42

3.23
3,07
2,95
2,84
2,76

2,68
2,62
2,56
2,51
2,40

2,42
2,39
2,36
2,33
2,30

2,20
2,07
1.94
1.82
1.71

5,12

3,95
3,61
3,37

3,17
3,02
2,89
2,79
2,70

2,63
2,56
2.50
2,45
2,41

2,37
2,33
2,30
2,27
2,24

2,14
2,01
1,88
1,76
1,64

30

1001
39,5
14,1

8,46

6,23

5,07
4,36
3,89
3,56
3,31

3,12
2,96
2,84
2,73
2.64

2,57
2,50
2,44
2,39
2,35

2,31
2,27
2,24
2,21
2,18

2,07
1,94
1,82
1,69
1,37

40

1006
39,5
14.0

8.41

6,18

5,01
4,31
3,84
3,51
3,26

3,06
2,91
2,78
2,67
2,59

2,51
2,44
2,38
2,33
2.29

2,25
2,21
2,18
2,15
2,12

12,01
1,88
1 1.74
1,61
1,48

«0

1010
39,5
14,0

8,36

0,12

4,96
4,25
3,78
3,45
3,20

3,00
2,85
2,72
2,61
2,52

2,45
2,38
2,32
2,27
2,22
2,18

2,14
2,11

12,08
£ 2,05

j 1.94
11,80
j 1.67

1.53
1,39

120 1 °°
1014 1018
39,5 395
39 139
1831 8,26
16,07 6,02
14,90 j 4,85
1420 14g4
3,73 13,67
1339 333
3,14 3,08
2,94 288
279 2,72
2,66 2,60
2,55 2,49
2,46 2,40
238 2,32
232 225
226 2,19
220 213
2,16 2,09
2,11 2,04
2,08 2,00
2,04 1,97
2,00 1,94
1,98 1,01
187 1,79
1,72 1 1,64
158 48
143 131

1,27 11,00



IX. Normaaljaotuse variat3iooniulatuse jaotus.

Kormaaijaotuse N(0,"]) variatsiooniulatuse

keslrvaartus, staixdardhalve ja kvantiilid.

Tabel on vdetud teosest



-

50O ®~N o 0 aw N

1,128
1,693

;2,059

2,326
2,531
2,704
2,847
2,970
3,078
3,173
3,258
3,336

3, 472
3,532
3,588
3,610
3,689
3,735

0,71
1,36

2, 01
2,26

\*/

0,853
0.88S
0,880
0,864
0,848
0,833
0,820
0.808
0,797
0,787
0778
0,770
0,762
0,755
0,749
0,743
0738
0,733
0729

"fr)
n

0,756
0,525
0.127
0,371
0,335
0.308
0,288
0,272
0.259
0,218
0.239
0,231
0,224
0,217
0,212
0,207
0,203
0,199
0,195

1,30
1.83
2,21
2,48
2,69
2,86
3,00
3.12
3,23
3,32
3,41
3,48
3,55
3,62
3,67
3,73
3,78
3,83
3,87

0,05

0,00
0,04
0,e
0,31
0J7
0,61
0,75
0,86
1,00
1,10
1.2i
1,30
1.38
‘.46
1,53
1,60
1.66
1,72
1,78

0.1

0,00
0,06
0,20
0,37
0,54
0,69
083
0,96
1,68
1,20
1,30
1,39
148
1,56
1,63
1,69
1,75
1,82
1,88

BCOSITHOCTb b MPOLEHTaX

0,5

0,01

0,13
0,34
(»55
0,75
0.92
108
2,21

1,33
1.45
1,55
1.64
1,72
1.80
1,88
1,94
2,0!

2,07
2,12

.0

0,02
0,19
0,43
0.65
0,87
1,05
1,20
1.34
1.47
1,58
' 63
1,77
1,86
1,93
2,01
2,07
2,14
2,20
2,25

2,5

0,94
0.30
0,59
0,85
1,00
125
1,4!
1,55
1,07
1,78
1,88
1.97
2.06
2.14
2,21
2.27
2,34
2,39
245

BeposiTHOCTb C MpOLeHTax

70,0

1,47
2,09
2,47
2,75
291
3,10
3,21
3.55
3,46
3,55
3.63
3,70
3,77
3.83
3,89
3,9!
3,99
403
4,08

80,0

1.81
2.42
2,78
no
3.23
3,39
3,52
3,63
3,73
3.82
3,90
3,97
4,03
4,0¢)
4,14
4,19
4,24
4,29
4,33

90,0,

2,33

469

1
95,0 j1 07,5
2,77 3.17
3,31 3,38
3,63 3.98
336 4,20
40" 1,36
4,17 4,19
429 ! 161
1,39 470
447 479
455 LM
462 192
4,69 499
474 504
480 579
185 511
189 5.;8
493 522
497 526
5.01 5,30

50

on)
0,43
0,76
1.03
1,25
1,44
1,60
1,74
1,36
1,97
2,7

2,21
2.32
2,39
2,45
2.5!
2,57
2,63

3,61
412
1,10
4,60
4,76
4,88
1,99
5,08
5,16
5,23
5,29
5,35
5,40
5,45
5, 1S
5,5i
55/
5,61
5,65

10,0

0,18
0,62
0.93
1,26
1,4«
1,68
1,83
1.97
2,09
2,20
2,30
7,39
2.17
2,54
2,01
2,67
2,73
2,79
2,84

99,5

397
4,42
4,69
4,89
5,03
5,15
5.26
5,31
5,42
5,49
5,54
5,60
5,65
5,76
571
5,79
5,82
5,86
5,89

2.83
2,89

3.01
3,06
3.11

4,65
5,06

5.48
5,62
573
5,82
590
5,97
6,04
6.09
6,1-1
6.-9
6.23
6,28
6,32
6,35
6,38
6,41

99,95

4,92



X, Polssoai jaotus .

Poisso&l juhusliku suuruse P(4) jaotus

P(X - x) = e™” 4"i » 2 =0,1,2, eee
X

Tabel on vdetud, teosest /13y «



6Tl Gto o

Naoii®”wM”o

X

-0

D(»'iocsi"MHI

0,1

0,90484
0,09048
0,00452
0,00015

0O00O0OO0OOOO
&

o

0,2

0,81873
0,16375
0,01637
0,00109
0,00005

0,7

0,49659
0,34761
0,12166
0,02838
0,00496
0,00069
0,00008

10

0,3

0,74082
0,22225
0,03334
0,00333
0,00025
0,00001

o8

0,44933
0,35946
0,14379
0,03834
0,00766
0,00123
0,00016
0,00001

co

0,4

000O0OO0OO
§o

NN\
Ch & cn fagg

Ifc

ol

RIS EE S

RBEPRRBEE R PP PR Pefo
% &

[=15)

0,60653
0,30327
0,07581
0,01263
0,00158
0,00016
0,00001

cn

P.O.ORS
F%'lig%‘%é"’c%
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£ 9

P

p
S
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Q
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J1_Poissoni jaotusfunktsioon .

Poissoni juhusliku suuruse P(“i) téiendjaotus-

funktsioon

XN-x) =1 - 2ZT <>"V = N~
PCO-X) k0 TT kextl AT =

Tabel on voetud teosest [7~J -



m e=0.1 &H=02 £=0.3 a=0,4 a=0,5

0 9,5163-* 1.8127-1  2,5918"» 3,2968-» 8,9347*»
1 4,6788"® 1,7523-2  3,6936-2 6,1552-*  9,0204-*
2 1,5465% « 1,1485-8  3,5995-3 7,9263“»  1,4388

3 3,8468-9 5.6840"5 2,6581“«  7,7625"« 1,7516-«
4 2,2592-8 1,5785-6  6,1243-6 1,7212-«
5 4,0427-« 1,4165-6
6 1,0024-«
m a-0.6 & 0.7 & 0.8 a=0.9 .

0 4,5119-1 5,0341- ¢ 5,5067“1 5,9343""

i 1,2190 1,5580 1,9121 2,2752

2 2,3115-2 3,4142-2  4,7423-2 6,28577*

3 3,3581-8 5,7535-8 9,0799-8 1,3459

4 3,9449% 7,8554~4  1,4113 2,3441-8

5 3.8856-6 9.0026-5 1,8434-« 3,4349-«

6 3,2931 < 8,8836-B 2,0747-6 4,3401-6

7 2,0502“® 4,8172-«

*) BeposTHocTs P (N, a)=2" e~ amoxer 6biTh HalileHa uyepes BEPOATHOCTb
Q (tn, A cnegyowmm ob6pasom:
P(Tr, 3=Q {m-1, -Q (T. 3 (1> 0).
PO, B)=1-<? (0, .
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BRBHER BRRBo0 wwouor whpo

3

BRBEGR BRBBoowwoonr who=o

a=1

6,3212"»
2,6424
8,0301" *
1,8988

3,6598-®
5,9418“%4
8,3241 “6
1,0249

1,1252-»

a=6

9,9752"1
9,8265
9,3803
8,4880

7,1494
5,5432
3,9370
2,5602
1,5276
8.3924-2
4,2621
2,0092
8,8275-»
3,6285

1,4004
5,0910-*
1,7488
5.6917"6
1,7597

a-2

8,6466" »
6,9399
3,2332
1,4288

5,2653"*
1,6564
4,5338-»
1,0967
2,3745-*

4,6498-6
8,3082-«
1,3646

a=7

9,9909"»
9,9270
9,7036
9,1823

8,2701
6,9929
5,5029
4,0129

5,7172°%
2,4066
9,5818-*

e
"
w

9,5021-»
8,0085
5,7681
3,5277

1,8474
8,3918-*
3,3509
1,1905
3,8030-*

1,1025
2,9234-«
7,1387-6
1,6149
3,4019"«

a=8

9,9966-»
9,9698
9,8625
9,5762

9.0037
8,0876
6,8663
5,4704
4,0745
2,8338"»

8,1322-3
2,8398
9,1523-*
2,7372
7,6328-6

1,9932
4,8926-K
1,1328

a-9

9,9988"»
9,9877
9,9377
9,7877

9,4504
8,8431
7,9322
6,7610
5,4435
4,1259%
2,9401
1,9699
1,2423
7,3851-*

4,1466
2,2036
1,1106
5,3196-*
2,4264

a=5

9,9326“%
9,5957
8,7535
7,3497

5,5951

6,9799*«

2,2625
6,9008-b
1,9869
5,4163-0
1,4017

a-10

9,9995*
9,9950
9,9723
9,8966

9,7075
9,3291

8,3458-*
4,8740
2.7042
1,4278
7,1865~8



20

22
23

24
25
26
27
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6

5,1802-»
1,4551

a=11

9,9998” »
9,9980
9,9879
9,9508

9,8490
9,6248
9,2139
8,5681
7,6801

6,5949
5,4011
4,2073
3,1130
2,1871

1,4596
9,2604-»
5,5924
3,2191
1,7687

9,2895“ »
4,6711
2,2.R19
1,0423
4,6386-«

1,9871
8,2050-»
3,2693
1,2584
4,6847-e

am7

4,4402 6
1,4495
4,5263“®
1,3543

0=12

9,9999"»
9,9992
9,9948
9,9771

9,9240
9,7966
9,5418
9,1050
8,4497

7,5761
6,5277
5,3840
4,2403
3,1846

2,2798
1,5558
1,0129
6,2966"»
3,7416

2,1280
1,1598
6,0651-8
3,0474
1,4729

6,8563-«
3,0776
1,3335
5,5836-8
2,2616

0-8

2,5294
9,3968-8
3,3407
1,1385
3,7255-®

1,1722

<2=13

9.9997%1
9,9978
9,9895

9,9626
9,8927
9,7411
9,4597
9,0024

8,3419
7,4832
6,4684
5,3690
4,2696

3,2487
2,3639
1,6451
1,0954
6,9833-»

4,2669
2,5012
1,4081
7,6225-8
3,9718

1,9943
9,6603-9
4,5190
2,0435
8,9416-8

1,0560
4,3925-9
1,7495
6,6828-8
2,4519

8,6531-9
2,9414

a—14

9,9999“»
9,9991
9,9953

9,9819
9,9447
9,8577
9,6838
9,3794

8,9060
8,2432
7,3996
6,4154
5,3555

4,2956
3,3064
2,4408
1,7280
1,1736

7,6505-»
4,7908
2,8844
1,6712
9,3276-8

5,0199
2,6076
1,3087
6,3513-9
2.9837

a« 10

3,4543
1,5883
6,9965-9
2,9574
1,2012

4,6949-8
1,7680
6,4229-9
2,2535

=15

9,9996-»
9,9979

9,9914
9,9721
9,9237
9,8200
9,6255

9,3015
8,8154
8,1525
7,3239
6,3678

5,3435
4,3191
3,3588
2,5114
1,8053

1,2478
8,2972-8
5,3106
3,2744
1,9465

1,1165
6,1849-8
3,3119
1,7158
8.6072-9
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a= 16

9,9998-*
9,9991

9,9960
9,9862
9,9599
9,9000
9,7801

9,5670
9,2260
8,7301
8,0688
7,2545

6,3247
5,3326
4,3404
3,4066
2,5765

1,8775
1,3183
8,9227"2
5,8241
3,6686

2,2315
1,3119
7,4589"s
4,1051
2,1886

a= 12

8,8701" -
3,3716
1,2432

a=\7

9.9999"1
9,9996

9,9982
9,9933
9,9794
9,9457
9,8740

9,7388
9,5088
9,1533
8,6498
7,9913

7,1917
6,2855
5,3226
4,3598
3,4504

2,6368
1,9452
1,3853
9,56272"2
6,32%

4,0646
2,5245
15174
8,8335-s
4,9838

aas 13

3,7894
1,5568
6,2052-«
2*4017

a=18

9.9998"1

9,9992
9,9968
9,9896
9,9711
9,9294

9,8462
9,6963
9,4511

9,0833
8,5740

7,9192
7,1335
6,2495
5,3135
4,3776

3,4908
2,6928
2,0088
1,4491
1,0111

6,8260"*
4,4608
2,8234
1,7318
1,0300

a~ 14

1,3580
5,9928-*
2,5665
1,0675
4,3154~e

1,6968

9.9999"1

9,9996
9,9985
9,9948
9,9849
9,9613

9,9114
9,8168
9,6533
9,3944
9,0160

8,5025
7,8521
7,0797
6,2164
5,3052

4,3939
3,5283
2,7450
2,0687
1,5098

1,0675
7,3126"»
4,8557
3,1268
1,3536

a=15

4,1845
1,9731
9,0312-*
4,0155
1,7356

7,2978-«
2,987!
1,1910

a=20

9,9998-
9,9993
9,9974
9,9922
9,9791

9,9500
9,8919
9,7861
9,6099
9,3387

8,9514
8,4349
7,7893
7,0297
6,1858

5,2974
4,4091
3,5630
2,7939
2,1251

1,5677
1,1218
7,7887"*
5,2481
3,4334



29
30
3l
32

35

37
38

39

4
42

a= 16

1,1312
5,6726"«
2,7620
1,3067
6,0108"»

2,6903
1,1724
4,9772-e
2,0599

a= 17

2,7272
1,4484
7,4708-«
3,7453
1,8260

8,6644“6
4,0035
1,8025
7,9123-e
3,3882

1,4162

a=18

5.9443-3
3,3308
1,8133
9,5975"«
4,9416

2,4767
1,2090
5,7519-»
2,6684
1,2078

5,3365-¢
2,3030

MpogomkeHve Tao6n.

0n~19

1,1850
6.9819-3
3,9982
2,2267
1,2067

6,3674“«
3,2732
1,6401
8,0154“»
3,8224

1,7797
8,0940-"
3,5975
1,5634

0=20

2,1818
1,3475
8,0918-3
4,7274
2,6884

1,4890
8,0366-«
4,2290
2,1708
1,0875

5,3202-»
2,5426
1,1877
5,4252“*
2,4243
1,0603
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0,00
0,01
0,15
0,43
0,82
1,28
1,79
2,33
2,91
3,51
4,13
4,77
5,30
5,58
6,23
6,89
7,57
8,25
8,94
9,64
10,35
11,07
11,79
12,52
13.25
14,00

5,30

7,43

9,27
10,98
12,59
14,15
15,66
17,13
18,53
20,00
21,40
22,78
24,14
25,50
26,84
28,16
29,48
30,79
32,09
33,38
34,67
35,95
37,22
38,48
39,74
41,00

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

14,74
15,49
16,24
17,00
17,77
18,55
19,30
20,10
20,85
21,64
22,40
23,20
24,00
24.80
25,59
26,40
27,20
28,00
28,80
29,60
30,40
31,20
32,05
32,85
33,66

42,25
43,35
44,74
45,98
47,21
48,45
49,69
50,90
52,10
53,33
54,55
55,75
56,95
58,15
59,36
60,55
61,75
62,95
64,15
65,34
66,55
67,70
68,90
70,10
71,27
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0,00
0,05
0,36
0,82
1,37
1,97
2,61
3,29
3,69
4,12
4,80
5,49
6,20
6,92
7,65
8,40
9,15
9,90
10,67
11,44
12,22
13,00
13,79
14,58
15,38
16,18

3,69

5,57

7,22

8,77
10,24
11,67
13,06
14,42
15,76
17,08
18,39
19,68
20,96
22,23
23,49
24,74
25,98
27,22
28,45
29,67
30,86
32,10
33,31
34,51
35,71
36,90

26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50

16,98
17,79
18,01
19,42
20,24
21,05
21,90
22,70
23,55
24,38
25,20
26,05
26,90
27,75
28,58
29,40
30,25
31,10
31,95
32,82
33,70
34,55
35,40
36,25
37,11

38,10
39,28
40,47
41,65
42,83
44,00
45,15
46,35
47,50
48,68
49,85
51,00
52,15
53,30
54,47
55,60
56,75
57,90
59,05
60,21
61,35
62,50
63,65
64*,80
65,92
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p = noi; o0-05, 0,10 , ... 0,90 ,
(vahe 0,10;0,95; 0,99 q=1 - p;

x =0,1, ... ,n,
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.01

980
020
0+

970
029

932
066
002

04

04
0+

923
075
003
0+
0 *

0+
of
04
04

.05

902
095
002

857
135
007
04

815
171
014
0+
0+

774
204
021
001
0+

0+

735
232
031
002
0+

0+
04

698
257
041
004
04

04

04

663
279
051
005
0+

04
04

04

10

810
180
010

729

430
383
149
033
005

04
04
04
04

.20

640
320
040

512
384
096
008

410
410
154
026
002

328
410
205
051
006

0+

262
393
246
082
015

002

210
367
275
115
029

004

0-

168
336
294

046

009
001
04
04

.30

490
420
090

343
441

189
027

240

047

40

360
480
160

216
432
288
064

130
346
346

026

078
259
346
230
077

010

017
187
311
276
138

037
004

028
131
261
290
194

077
017
002

017
090
209
279
232

124
041
G08
001

273

219
109
031
004

.60

160
480
360

064
288
432
216

026
154

346
130

010
077
230
346
259

078

004
037
138

311

187
047

002

077
194
290

261
131
028

001
008
041
124
232

279
209
090
017

.70

090
420
490

027
189

343

008
076
265
412
240

002

132
309
360

168

001
010
060
185
324

303
118

04

004
025
097
227

318
247
082

04

001
010
047
136

254
296
19S
058

393
262

04

004
029
115

275
367
210

04
04
001
009
046

147
294
335
168

.90

010
180
810

001
027
243
729

04
004
049

656
04

908
073
328

590

04
04
001
015
098

354
531

04
04
04
003
023

124
372
478

04
04
04
04
005

033
149
383
430

.95

002
095
902

04

007
135
857

04

014
171
815

04
04
001
021
204

774

04
04
04
002
031

232
735

04
04
04
04
004

041
257
698
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0+
04
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051
279
663

.99
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020
980

04
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04
04
001
039
96!
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XIV.Binomlaalne jaotusfunktsloon .

Binomiaalse juhusliku suuruse X~BCnjp) tédiend-

jaotusfunktsioon

P(z»x) = 7~ c* pVvV *.
k=x n
kus n = 2,3» eee » 25»
p=0,01;, 0,05, 0,10, ..., 0,90 (vahe 0,05)

0,95, 0,99; q = 1-P5

x = 0,1, , n*

Tabel on vdetud teosest™II\J.
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17.Binomiaaljaotuse tBendosuste (protsentide) usaldus-
piirid .

Binomiaaljaotuse B(n,p) parameetri p (sundmuse

A esinemise téendosuse (kahepoolsed) 99%-lised

usalduspiirid (protsentides).

P(R<P*f) =1 = 0,99.
n=>56, ee= , 50 (vabe ) ; 60, === ,100 (vahe 10)
150, 200, 300, 500.
x =0,1, ... , n (x on uuritava suindmuse A
esinemiste arv katseseerias, mille pikkus

on n).

Tabel on vdetud teosest £ B .
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= 5
Pr Pz

0,0 60,2
0,2 775
32 895
105 96,8
225 998
39,8 100,0

Pr Pr

0,0 37,6
0,1 51,3
15 612
4,7 703
9,3 782
151 84,9
21,8 90,7
29.7 953
38.8 98,5
48,7 99,9
62,4 100,0

n —15
Pz Pz

0,0 282
01 373
1.0 46,2
3.1 538
6,0 62,7
94 672
134 718
180 77,1
229 82,0
28,2 86,6
32.8 90,6
37,3 94,6
46,2 96,9
53.8 99,0
62.7 99,9
71.8 100,0

n==o6

Pz Pr

0,0 53,6
0,2 70,6
2,6 827
8,4 91,6
173 974
29.4 99,8
46.4 100,0

0,0 359
0,1 50,0
1.3 59,4
4.3 66,0
8.3 738
13.4 80,6
19.4 86,6
26,2 91,7
34.0 957
40,6 98,7
50.0 99,9
64.1 100,0

n—16
Pz Pr

0,0 265
01 358
09 453
29 528

8,8 64.0
125 70,6
16.6 73,9
21,2 788
26.1 834
29.4 875
36,0 91,2
419 945
472 971
54.7 99,1
64.2 99,9
73.5 100,0

a=7

Pr

0,0
0,1
2,2

14,2
23.6
35.6
51,8

Pr

0,0
0,1
1,2

7,5
12.1
17.4
23.5
30.2
35,7
44.5
55.5

Pr

50,0
64,4
76,4
85,8
92,9
97,8
99,9
100,0

=12

Pr

3211
445
55,5
64,3
69,8
76,5
82,6
87,9
92,5
96,1
98,8
99,9

67,9' 100,0

19,7
24.2
26.8
33.8
38.1
42,7
50,0
57.3
65.3

= 17

Pr

26,8
34,7
42,7
50,0
57,3
61,9
66,2
73,2
75,8
80,2
84.5
88,3
91,8
94,8
97,3
99,2
99,9

73.2 100,0

n=28

Pr

Pr

45,0
59,0
70,7
80,2
87,9
93,9
98,0
99,9

55.0 100,0

'|a:
Pz

0,0
0,1
11
35
6,9
111
15,9
21-3
27,3
33.5
39.6
47.7
57.1

13
Pz

30,2
42,9
52,3
60,4
66,5
72,7
78,7
84,1
88,9
93,1
96,5
98,9
99,9

69.8 100,0

Ta=
Pr

0,0
0,1
0,7
2,5
4,9
7,7
11,0
145
18.4
22.6
25.5
31.3
34.2
39.7
46.6
53.4
60.3
65.8

18
Pr

25,5
34,2
39,7
46,6
53,4
60.3
65,8
68,7
745
77,4

81,6
85,5

89,0

92,3

95,1

9775
99,3
99,9

74.5 100,0
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n=
Pz

0,0
0,1
0,6
2,2
4,3
6,9
9,7
12,9
16,3
20,0
23,3
27,3
29,9
36,0
39,9
44,0
50,0
56,0
62,5
70,1
76,7

n=
Pz

0,0
0,0
0,4
17
3.4
5,4
7.6
10,1
12,7
15,5
18,4
20,4
24,4
26,1
30,5
34,4
36,6
40,5
45,2
50,0
54,8
59,5
63,4
69.5

20
Pz

23,3
29,9
37,5
44.0
50.0
56.0
60.1
64,0
70,1
72,7
76,7
80,0
83,7
87,1
90,3
93,1
95,7
97,8
99,4
99,9
100.0

25
Pz

18,4
26,1
30,5
36,6
40,5
45,2
50,0
54,8
59,5
63,4
65,6
69,5
73,9
75,6
79,6
81,6
84,5
87,3
89,9
92,4
94,6
96,6
-98,3
99.6

Pz

0,0
0,1
0,5
2,1

6,5

9.2
12,2
15,4
18,9
22,3
25,6
29,0
33,8
36,6
41,2
46,6
53,4
58,8
63,4
71,6
77,7

Pz

0,0
0,0
0,4
17
3,2
5.2
7,3
9,6
12,3
14,9
17,6
19,4
23,3
24,9
29,7
32,2
34,9
40,2
43,6
47,3
51,3
55,8
60,6
65,1

=21

Pz

223
28.4
36.6
41,2
46.6
53.4
58,8
63,4
66,2
71,0
74,4
77,7
81,1
84,6
89,7
90,8
93,5
95,9
97,9
99,5
99,9
100,0

26
Pz

17,6
24,9
29,8
34,9
39,4
44,2
48,7

52,7

56,4
59,8

65,1

67,8
70,3
75,1

76,7
80,6
82,4
851
87,7
90,4
92,7
94,8
96,8
98,3

Pz

0,0
0,1
0,5

3,9

6,2

8,8
11,6
14,6
17,9
21,4
24,2
27,4
31,7
34,5
39,7
45,1
49,5
54,6
60,3
65,5
72,6
78,6

Pz

0,0
0,0
0,3
1,6
3.1
5,0
7,0
9,3
11,7
14,2
16,9
18,4
22,3

30,0

43,9

56,1
61,5

22
Pz

21.4
27.4
34.5
39,7
45.4
50.5
54,9
60,3
65,5
68,3
72,6
75,8
78,6
82,1
85,4
88,4
91,2
93,8
96,1
98,0
99,5
99,9
100,0

27
Pz

16,9
23,8
30,0
33,3
38,5
43,9
47,8
52,2
56,1
58,8
61,9
66,7
70,0
71,7
76,2
77,7
81,6
83,1
85,8
88,3
90,7
93,0
95,0
96,9

Pz

0,0
0,0
0,3
1,6
3,0
4,8
6,7
8,9

11,2

13,7

16,3

17,3

21,4

22,8

271

28,7

33,5

36,3

38,3

41,9

45,4

23
Pz

20.3
26.4
32,6

45,2
50,0
54.8
59,3
62,2
67,4
711
73,4
77,1
79,7
82,9
86,0
88,9
91,7
94,1
96.3
98,1
99.6
100,0
100,0

28
Pz

16,4
22,8
28,7
32,5
38,3
41,9
45,4
50,0
54,6
58,1
61,7
63,7
66,5
71,3
72,9
77,2
78.6
82,7
83,7
86,3
88,8
91,1
93,3
95,2



24
25
26
27
28
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20

Pz

73,9 100,0

91,6

Pz

0,0

0,0

0,3

1,4

2,8

4,4

6,2

8,3
10,4
12,7
15,1
16,2
19,7
21,1
24.9
26,5
30,7
32,9
35,3
38,7
43.0
40.2
49.«
53,1
57,0
61,3
64.7
69,0
73.6
78,9
83.8

25
Pr

100,0

30
Pz

16,2
211
26,5
31.0
35,3
38,7
43,0
46,9
50,4
53,8
57,0
61,3
64,7
67,1
69,3
73,5
751
78,9
80,3
83.8
84.9
87,3
89,6
91,7
93,8
95,6
97,2
98,6
99.7
100,0
100,0

n
Pz

70,2
75,1
82,4

Pz

0,0

0,0

0,3

13

2,7

4,3

6,1

8,0
10,1
12,2
14,5
15,8
19,0
20,3
24,0
25,5
29,5
30,9
33,9
38,0
411
43,1
46,4
50,0
53,6
56,9
62,0
66,1
69.1
74,6
79,7
84,2

26
Pz

99,6
100,0
100,0

31
Pz

15,8
20,3
255
30,9
33,9
38,0
431
46,4
50,0
53,6
56,9
58,9
62,0
66,1
69,1
70,5
74,5
76,0
79,7
81,0
84,2
85,5
87,8
89,9
92,0
93.9
95,7
97,3
98,7
99,7

100,0

100,0

n =
Pr

66,7
70,0
76,2
83,1

0,0

0,0

0,2

1,3

2,5

4,2

59

7,7

9,7
11,8
14,0
15,3
18,3
20,0
23,0
24,6
28,3
29,8
32.6
36,7
39,0
41,5
44,5
47,8
52,2
55,5
58,5
62,6
67,4
70,2
75,4
80.3
84,7

27
Pr

98,4
99,7

100,0
100,0

32
Pz

15,3
19,7
24,6
29,8
32,6
37,4
41,5
44,5
47,8
52,2
55,5
58,5
61,0
63,3
67,4
70,2
71,7
75,4
77,0
80,0
81,7
84,7
86,0
88,2
90,3
92,3
94,1
95,8
97,5
98,7
99,8

100,0
100,0

61,7
67,5
71,3
77,2
83,6

=28

Pr

97,0
98,4
99,7
100,0
100,0

n = 33

Pz

0,0
0,0
0,2
12
2,5
4,0
5,6
7,4
9,4
11,4
13,4
14,8
17,6
19,6
22,1
23,8
27,2
28,8
32,8
35,2
37,0
39,9
42,9
46,2
50,0
53,8
57,1
60,1
63.0
67,2
71,2
76.2
81.0
85,2

14,8
19,0
23,8
28,8
32,8
37,0
39,9
42,9
46,2
50,0
53,8
57,1
60,1
63,0
64,8
67,2
71,2
72,8
77,2
77.9
80,4
82.4
85,2
86,6
88,6
90,6
92,6
94,4
96,0
97,5
98,8
99,8
100,0
100,0

Pr

59,9
63,2
68,3
72,4
78,1
80,4

Pr

0,0

0,0

0,2

1,2

2,4

3,9

5.4

7,2

9,1
11
131
14,5
17,0
18,7
21,2
23,1
26,2
27,0
31,6
33,7
35,7
38,4
41,9
45,0
48,2
51,4
55,0
58,1
61,6
64,3
68,4
72,2
76.9
81,3
85,5

29
Pr

95,4
97,1
98,6
99,4
100,0
100,0

34
Pr

14,5
18,7
23,1
27,8
31,6
35,7
38,4
41,9
45,0
48,6
51,8
55,0
58,1
61,6
64,3
66,3
68,4
73,0
73,8
76,9
78,8
81,3
83,0
85,5
86,9
88,9
90,9
92,8
94,6
96,1
97,6
98,8
99.8
100,0
100,0
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Pz

0,0
0,0
0,2
12
2,3
37
5,3
7,0
8,8

10,7

12,7

14,0

16,4

19,0

20,5

22,7

25,2

26.9

30,8

32,1

34,5

37,6

411

43,4

46,0

48,4

51,6

55,1

58,9

62,4

65,5

68,9

73,1

77.3

35

14,0
18,3
22,7
26,9
311
34,5
37,6
41,1
449
48,4
51,6
54,0
56,6
58,9
62,4
65,5
67.9
69,2
731
74,8
77,3
79,5
81,0
83,6
86.0
87,3
89,3
91,2
93.0
94.7
96.3
97.7
«8.8
99.8

81.7 100,0
86.0 100.0

Pz

0,0

0,0

0,2

11

2,3

3,6

52

6,8

8,5
10,4
12,3
13,7
16,0
18,3
19,7
22,2
24,3
26,0
29.4
30,8
33,4
36,8
39,4
41,2
43,9
46,7
50,0
53,3
56,1
58,8
63.2
60.6
69.2
74.0
77,8
82.1
86,3

36
Pz

13,7
17,9
22,2
26,0
30,8
33,4
36,8
41,2
43,9
46,7
50,0
53,3
56,1
58,8
60,6
63,2
66,6
69,2
70,6
74.0
75.7
77,8
80,3
81,7
84.0
86.3
87,7
89,6
91,5
93.2
94.8
96,3
97,7
98.9
99,8
100,0
100.0

n =

b

0,0

0,0

0,2

11

2,2

3,5

5,0

6,6

8,3
10,1
12,0
13,4
15,4
17,9
19,1
21,8
23,5
25,3
28,4
29,9
32,5
35.8
37.9
39,8
42,4
45,2
47,9
52,1
54.8
57,6
60.2
63.9
67,5
70,1
74,7
78,2
82,4
86.6

37
Pz

13,4
17,6
21,8
25,3
29,9
32,5
36,1
39,8
42,4
45,2
47,9
52,1
54,8
57,6
60,2
62,1
64,2
67,5
70,1
71,6
74,7
76.5
78,2
80,9
82,1
84,6
86,6
88,0
89,9
91,7
93.4
95.0
96.5
97,8
98.9
99.8
Jo00
100,0

0,2

11

2,2

3,4

4.9

6,4

8,1

9,8
11,6
13,0
15.0
17.3
18,3
21,3
22.3
24,8
27,5
28,9
31,8
34,5
36,1
38,6
41,0
43,9
47.0
50,0
53,0
56.1
59,0
61.4
63.9
68.2
711
75,2
78.5

38
Pz

13,0
17,1
21,5
24,8
28.9
31,8
36,1
38.6
41,0
43.9
47,0
50,0
53.0
56,1
59.0
61,4
63.9
65,5
68,2
71,1
72,5
75.2
77.7
78.7
81,7
82.7
85.0
87,0
88.4
90,2
91.9
93.6
95.1
96.6
97.8
98,9
99,8

82.9 100.0
87.0 1(10.0

n=
Pz

0,0

0,0

0,2

11

2,1

3,3

4,7

6,2

7,9

9.5
11,3
12,7
14,5
16,8
17.6
20,7
21,6
24,4
26.4
28,1
31.3
33,3
35.0
37.3
40,3
43.2
45,9
48.2
51,0
53.9
56,8
59.7
62.7
65,0
(»8.7
71.9
75,6
78.4
82,4
S7.3

39
Pz

12,7
17.6
21,6
24,4
28.1
31,3
35,0
37,3
40.3
43.2
46.1
49.0
51.8
54,1
56.8
59.7
62.7
65,0
66,7
68.7
71.9
73,6
75,6
78.4
79,3
82.3
83,2

87.3
88.7
90.5
921
93.8
95.3
96.7
97.1)
98,9
99,5
100.0
100.0
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3«
37
38
39

41
42
43
44
45

n =40

Pr

0.0

0.0

0,2

11

2.1

3.2

4.6

6.1

7,6

9,3
11.0
12.4
14,1
16.3
17,1
20,6
21,1
24,0
25,6
27,3
30,5
32,1
33,9
36,4
39.6
41,9
43.4
46,0
48.5
51,5
54.0
56,6
60.4
63.6
66.1
69,0
72,7
76.0
78.9

Pz

12,4
17,1
21,1
24.0
27,3
31,0
33,9
36.4
39,6
43,4
46,0
48,5
515
54,0
56,6
58,1
60.4
63,6
66,1
67.9
69.5
72,7
74,4
76.0
78,9
79,4
82.9
83,7
85.9
87,6
89.0
90,7
92,4
93.9
95,4
96.8
97.9
98.9
99.8

82.9 100.0
m87.6 100.0

n =41

Pz

0.0

0.0

0,2

11

2,0

3,2

4.4

6.0

7,4

9.1
10.7
12,2
13,7
15.8
16.6
19,5
20,4
23,5
24.9
26.5
29,6
30,8
33,0
35,8
38,4
40,1
42,2
44,6
471
50,0
52,9
55,4
57,8
61.0
64,2
67,0
69,2
73.5
76.3
79.6
83.4
87,8

Pz

12.2
16,6
20,4
23,7
26,5
30,8
33,0
358
39,0
42.2
44,6
471
50,0
52,9
55,4
57.8
59,9
61.6
64.2
67.0
69,2
70,4
73,5
75,1
76,5
79.6
80,5
83,4
84,2
86,3
87,8
89,3
90,9
92,6
94,0
95,6
96.8
98.0
98,9
99.8
100,0
100,0

n =

Pz

0,0
0,0
0,2
1,0
2,0
31
4,4
58
7,2
8,8

10,4

11,9

133
15,4
16,2

19,0

20,0

22.9

23.8

25,8

28,7

29.9

32,1

35,1

37,1

38.6

41,0

43,3

45,7

48.1

51,9

54,3

56,7

59,0

61.4

64,9

67.9

70,1

74,2

76,2

80,0

83,8

88.1

11,9
16,2
20,0
23,8
25,8
29,9
32,1
35.1
38,6
41,0
43,3
45,7
48,1
51,9
54,3
56,7
59,0
61,4
62.9
64,9
67,9
70,1
71,3
74,2
76,2
77,1
80,0
81,0
83,8
84,6
86,7
88,1
89.6
91,2
92,9
94,2
95,6
96,9
98,0
99.0
99,8
100,0
100,0

Pz

0,0
0,0
0.1
1,0
1.9
31
4,2
5,6
71
8.6
10,2
11,7
13,0
15,1
15,8
18,5
19.4
22,2
23,2
25,4
27,9
29,1
313
34,2
35,4
37,6
39.8
42,1
44,4
47,4
50,0
52,6
55,6
57,9
60,2
62,4
64,6
68.7
70,9
74,6
76,8
80,6

W
I o«

11,7
15,8
19,4
23,2
25,4
29,1
31,3
35,4
37,6
39,8
42,1
44,4
47,4
50,0
52,6
55,6
57,9
60,2
62,4
64,6
65,8
68,7
70,9
72,1
74,6
76,8
77,8
80,6
81,5
84,2
84,9
87,0
88,3
89,8
91,4
92,9
94.4
95,8
96,9
98,1
99,0
99,9

84.2 100.0
88.3 100,0

n-=44

Pz

0.0

0,0

0,1

1,0

19

3,0

4.2

5,4

6,9

8,4
10,0
11,4
12,6
14,7
154
18,0
18.9
21,6
22,6
25,0
27,0
28,3
30,9
33,2
34,5
36,6
38,8
41,0
44,1
46,2
48,3
50,9
53,2
55,9
58,5
61,2
63,4
65,5
69,1
71,7
75.0
77.4
81.1
84,6
88,0

Pz

11,4
15,4
18,9
22.6
25,0
28.3
30,9
34,5
36,8
38,8
41,5
44.1
46,8
49,1
51,7
53,8
55,9
59,0
61,2
63,4
65,5
66,8
69,1
71,7
73,0
75.0
77,4
78,4
81,1
82,0
84,6
85,3
87,4
88,6
90,0
91,6
931
94,6
95.8
97,0
98,1
99,0
99,9
100.0
100,0

n =45

Pz

0,0
0,0
0.1
1,0
18
2,9
4,1
5.3
6.7
8.2
9,7
11,1
12,3
14,3
15.0
17,5
18,4
21,1
22,0
24,1
26.2
27,6
30,4
32,2
33.6
35,6
38.0
40,8
43,3
44,2
46,4
48.8
51,2
53.4
55,8
59.1
62.0
64.4
66,4
69.6
72.4
75.9
78.0
81.6

Pz

11,1
15,0
18,4
22,0
24.1
27,6
30,4
33,6
35,6
38,0
40,9
44.2
46,6
48,8
51.2
53,6
55.8
56,7
59,2
62,0
64,4
66,4
67,8
69,6
72,4
73,8
75.9
78,0
78.9
81,6
82,5
85,0
85,7
87,7
88,9
90,3
91,8
93,3
94,3
95,9
97.1
98.2
99,0
99,9

85.0 100,0
88.9 100,0
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"27
28
29

3
32
33
34
35
36
37
38
39
40
4
42
43
44
45
46
47
48
49

47

Pz

0,0
0,0
0,1
0,9
17
2,8*
4,0
5,2
6,6
8,0
9,4
10,9
12,0
14,0
14,6
17,1
18,0
20,5
21.5
24,1
25.2
27,0
29.8
311
32,7
34.8
37,6
39,5
40.9
43,1
45.2
47.4
50,0
52,6
54,7
56,8
59,1
62.4
65,2
67,3
70,1
73,0
75,9
78,5
82,0
85,4
89,1

46

10,9
14,6
18,0
21,5
24,1
27,0
29,8
32,7
34,8
37,6
40,9
43,1
45,2
47,4
50,0
52,6
54.8
56,9
59.1
60,5
62.4
65,2
67.3
68,9
70,2
73,0
74,8
75,9
78.5
79,5
82,0
82.9
85 4
86,0
88.0
89.1
90.6
92.0
93,4
94.8
96.0
97.2
98.3
99,1
99.9
100,0
100,0

11.7
13,2
143
16,7
17,5
20,1
21,0
23,6
24.5
26,3
29.1
30.0
31.9
34.2
3G4
37.8
39,9
42.0
44.1

46.2
48.3
51.7

53.8
55,9
58.0
00.1

62.2
(»5.8
68.1

70,0
73,7
75,5
79.0
82.5
85,7
89,3

47
Pr

10,7
14,3
17,5
21,0
245
26,3
30,0
31,9
34,2
37,8
39,9
42,0
44,1
46,2
48.3
51,7
53,8
55,9
*8,0
60.1
62.2
63,6
65,8
68,1
70,0
70,9
73,7
75,5
76,4
79,0
79,9
82,5
83.3
85.7
86,8
88,3
89.3
90,8
92,2
93.6
94,9
96,1
97,3
98.3
99,2
99.9
100,0
100.0

Pz

0.0
0,0
0.1
0.8

2,7
3,8
51
6,3
7.6
9,1
10.5
114
134
14.0
16,4
17,2
19.6
20.5
23.2
23,9
25.7
28,2
29.3
31.2
33.7
35.6
36.9
38.9
40,9
43.0
45.3
47,5
50,0
52.5
54.7
57,0
59.1
61.1
63.1
66.3
68.8
70,7
74.2
70.1
79,5
82.8
86,0
89.5

48
Pz

10,5
14,0
17,2
20,5
23.9
25,7
29,3
31,2
33.7
36,9
38.9
40.9
43.0
45,3
47.5
50,0
52,5
54,7
57.0
59.1
61.1
63.1
64.3
66.3
68,8
70.7
71.8
74.2
76.1
76.8
79.5
80.4
82.9
83.6
86,0
86,6
88,6
89,5
90,9
92.4
93,7
94,9
96.2
97,3
»8.4
99.2
99.9
100,0
100,0

44.8
47,7
48.8
50,9
53.1
55.2
57.7
60.1
62.0
04,0
66.8
69.6
71.4
74,7
76.7
80.0
83.2
86.3
89,7

= 48

10.3
13.7
16,8
20,0
233
25,3
28,6
30.4
33,2
36,0
38,0
38,9
42,3
44.8
46.9
49,1
51,2
52.3
55.2
57.7
60.1
62,0
64,0
65.5
66,8
69,6
71,4
72.5
74.7
76.7
77,5
80,0
80.9
83.2
84,0
86.3
86,9
88,7
89,7
91.1
92.6
93.8
95,1
96.3
97.4
98.4
99.7
99,9
100,0
100,0



N

N

14,9

31,5
40,9
51,0
61,9
74.2
89,9

77,1

92,1
97,8
100,0

n — 100

Pi

0,0
0,0
0,1
0,4
0,8
13
4.3
7,2
10,9
14.8
18,9
23,2
27,6
32,3
36,9
46,6
57,0
67,9
79,7
94,8

Pi

52

7,2

8,9
10,6
12,1
13,5
20,3
26,3
32,1
37.6
43,0
48.2
53.4
58.3
63.1
72.4
81,1
89,1
96,2

100,0

7.4
12,3
18,7
25,6
33,1
41,0
49,3
58,2
67,6
78,1
91,5

n =

0,0
0,0
0.1
0,3
0,6
0.9
2,8
4,7
7,1
9,7
12,3
151
17.9
20,9
23,9
29.8
36,2
42,6
49,3
56,0
96,5

60
Pi

8,5
11,8
14,5
17,2
19,6
21,9
32,4
41,8
50,7
59,0
66,9
74,4
81,3
87,8
93,5
97,8

100,0

150
Pi

3,5
4,9
6,0
71
8,2
9.2

137
18,0
21,9
25.9
29.6
33,2
36.9
40.4
44,0
50,7
57.4
63.8
70.2
76,2
100,0

Pi

0,0
0,0
0,2
0,6
1.2

6,2
10,4
15,8
21,7
27,8
34,3
41,4
48,2
55,7
63,6
71,9
81,1
92,7

n=
Pi

0,0
0,0
0,1
0,2
0,4
0,6
2,1
3,5
53
7,2
9,1
11,2
13,3
15,4
17,5
22,0
26,5
31.2
35.9
40,7
66,2
97.4

70
Pi

7,3
10,2
12,6
14,9
16,9
18,9
28,1
36,4
44,3
51,8
58,9
65,7
72,2
78,3
84,2
89,6
93,8
98,1

100,0

200
Pi

2,6
3,7
4,6
54
6,2
6,9
10.4
13,7
16.7
19,7
22.5
25.3
28.2
30,3
33.8
39.0
44.2
49.3
54.4
59.3
82.5
100,0

Pi

0,0
0,0
0,2
0,5
1,0

54

9,0
13,7
18,8
24,1
29,6
35,4
41,3
47,5
53,9
60,6
67,7
75,1
83,3
93,6

n=
Pi

0,0
0,0
0,0
0,1
0,3
0,4
1,4
2,3
3.5
4,7
6.0
7,3
8,7
10,1
11,5
14.3
17,4
20,4
23,5
26,5
42.6
59.3
77,7
98.2

80
Pi

6,4
9,0
111
13,1
14,9
16,7
24,9
32,3
39.4
46,1
52,5
58,7
64,6
70,4
75,9
81,2
86,3
91,0
94,6
98,4
100.0

300
Pi

1,8
2,5
3,1
3,6
41
4,6
7,0
9,2
11,3
13,4
15,3
17,2
19,1
21,1
23.4
26,5
30,2
33.9
37.3
40.7
57.4
73.5
88.5
100.0

0,0
0,0
0,2
0,5
0,9
15
4.8
8,0
12,1
16,5
21,2
26,0
31,0
36,2
41,5
47,0
52,7
58,5
64,7
71,0
77,6
85,1
94,3

Pi

0,0
0,0
0,0
0,1
0,2
0,3
0,8
1.4
2.1
2,8

4.4
5,2
6,0
6.8
8.5
10,3
121
13.8
155
24.9
34.4
44.2
54,0

90
Pi

5,7
8,0
9,9
11,7
13,4
14,9
22,4
29,0
35,3
41,5
47,3
53,0
58,5
63,8
69,0
74,0
78,8
83,5
87,9
92,0
95,2
98.5
100,0

500

11
15
1,8
2,2
2,5
2,8
4,2
5.5
6,8

9.3
10,4
11,6
12.8
13,9
16,3
18.5
20,7
22,8
25,0
35,6
46,0
55.8
65.6



Pz

0,0
2,0
10,6
235
33.5
51.5

Pt

0,0

1,0

51
10,8
17,5
25,2
29,1
38.0
48,1
59,6
73,2

Pz

0,0
038
3.3
7,0

11,3
16,0
18,9

23.2

38,7

34,5

40,8

47,4

54,6

62,5

715

81,1

Pz

48.5
66.5
76.5
89,4
98,0
100,0

10
Pz

26,8
40,4
51,9
62,0
70,9
74,8
82,5
89,2
94,9
99,0
100,0

15
Pz

18,9
28,5
37,5
45,4
52,6
59,2
65,5
61,3
76,7
81,1
84,0
88,7
93,0
96,7
99,2
100,0

n=¢6
b Pz

0,0 406
17 59,4
8.7 73,8
18,9 81,1
26,2 913
40,6 98.3
59,4 100,0

no—- 11

0,0 24,7
0,9 374
45 483
9,7 57,8
15,8 66,4
22,5 70,0
30,0 77,5
33,6 84,2
42,2 90,3
51,7 95.5
62,6 99,1
75,3 100,0

n= 16
Pz Pz

0,0 17,7

0,7 271

32 355

6,5 433
10,5 49.9
14,8 56,7
17,7 624
21,5 68,1
26,6 73,4
319 785
37,6 823
43,3 85,2
50.1 89,5
56,7 935
64,5 96,8
729 99.3
82,3 100.0

Pz

0,0
14

15,9
26,4
33,1
47,0
64,4

=

Pz

0,0
0,8
4.2
8,9
14,3
20,5
23,4
31,2
37,7
45,4
54,5
65,2
76,6

6.1

9,8
13.9
16,9
20,2
24.8
29,7
34,9
40,5
46,3
52,5
59,1
66.2
74.3
83,1

Pz

35.6
53.0
66,9
73.6
84.1
92.7
98,6
100,0

12
Pt

23,4
34,8
45,4
54,5
62,3
69,8
76,6
79,5
85,7
91,1
95,8
99,2
100,0

17
Pz

16,9
25,7
33,8
40,9
47.5
53.7
59,5
65,1
70,3
75,2
79,8
83.1
86,1
90,2
93,9
97,2
99.4

100,0

Pt
0,0

6.4
13.7
22,5
27.8
38,8
51,9
67,5

Pz

0,0
0,8
3,9
8,1
13,1
18,7
21,5
27,4
34,1
42,3
49,1'
57,7
67,5
78,5

Pz

0,0
0,6
2,8
5,8
9,3
131
16,0
18,8
22.4
27.8
32,3
37,7
43,1
48,6

61,0

325
48.1
61.2
72.2
77.5
86.3
93,6
98,7
100,0

13
Pz

21,5
32,5
42,3
50,9
57,7
65,9
72,6
78,5
81,2
86,9
91,9
96,1
99,2
100,0

18
>z

16,0
24,5
32,3
39.0
45,3
51.4
56.9
62,3
67,7
72,2
77,6
81.2
84,0
86,9
90,7
94,2
97,2
99,4
100,0

=9
Pz Pz
0,0 29,3
11 43,9
57 65.2
12,0 66,7
19,7 71,6
28,4 80.3
33,3 88,0
43,8 94,3
56,1 98,9
76,7 100,0
no= 14
Pz Pz
0,0 20,0
0,8 30,8
3,6 39,7
7,5 48,0
12,2 55,6
173 62,4
20,0 69.2
251 74,9
30,8 80,0
37,6 82,7
44,4 878
52,0 92,5
60,3 96,4
69,2 99,2
80,0 100,0
n ==19
Pt Pz
0,0 15,2
05 233
26 30,7
55 375
86 434
12,3 49,1
152 545
17,8 59,7
21,8 64,6
26,1 69,4
30,6 739
35,4 78,2
40,3 82.2
455 84,8
50,9 87,7
56,6 91,4
62,5 945
69,3 97.4
76,7 99,5

84,8

100.0
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*13
14
16
16
17
18
19
20
21
22
23
24

©® oo pw = O

li

12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23

Pz

0,0

0,5

2,5

53

8,3
11,6
14,5
16,8
20,6
24,6
28,9
33.3
37.9
42,7
47,4
52,6
53,5
64,4
70,7
77.7
85,5

20
Pz

14,5
22.3
29.3
35,6
415
47,4
52.6
57,3
62,1
66,7
71,1
75,4
79,4
83,2
455
88,3
91,7
94,7
97,5
99.0

100.0

n —25

Pz

0,0
0.4
1n)

6,6

9.2
11,8
13,2
16,1
19,2
22.4
25,7
29,2
33,2
36.4
40,2
44,9
47.9
52,1
56,6
6!.1
65,7
70,7
76,0

Vt

11,9
18.3
24,0
29.3
34,3
38,9
43.4
47,9
52.1
55,1
59,8
63,6
66,8
70,8
74,3
77,6
80,8
83,9
86,8
88,2
90,8
93,4
95,9
98.1

Pz

0,0

0,5

2,3

4,9

7,9
111
13,9
15,9
19,5
23,4
27,3
31.4
35,4
41.2
44,9
50.0
54.8
60,2
65,9
71.9
78,6
86.1

21
Pz

13,9
21.4
28,1
341
39,8
45,2
50,0
55,1
59,8
64,6
68,6
72,7
76,6
80.5
84.1
86.1
88.9
92,1
95.1
97.7
99.5
100,0

n —26

Pz

0,0
0.4

3,9

6,3

8,9
115
12,6
J5,4
18,1
21.5
24.6
27,9
31,3
34.8
380
42,0
45,9
49.8
53,8
58,0
62,0
66,9
71,7

Pz

11,5
18,1
23,2
28,3
33,1
38.0
42,0
46,2
50,2
54.1
58,0
62.0
65,2
68,7
72,1
75,4
78,5
81,9
84,6
87,4
88.5
91,1
93,7
96,1

n= 22
Pz Pr

00 134
05 205
2,3 26,9
47 328
75 38.6
10,6 43,5
134 483
152 53,1
186 57,6
221 614
25.9 66,1
298 70,2
33.9 741
38,6 77.9
42,4 81,4
46,9 848
51,7 86.6
56,5 89,4
61,4 925
67.2 953
731 97,7
795 995
86.6 100,0

Pz Pz

00 11,0
0.4 173
1.8 224
38 274
6.1 32,0
85 365
11.0 40,6
12,1 44,7
14,8 486
17,3 52,5

20,6 56,1

23,6 59,8

26,7 635

30.8  66.7

33,3 69,2

36,5 73,3

402 76,4

439 79.4

475 827

5).4 85,2

55,3 87,9

59.4 89,0

63,5 915

68,0 93,9

Pz

0.0

0,5

2,2

4,5

7,2
10,1
12,8
14,4
17,7
21.1
24,6
28,3
31.8
38,1
40.2
44.4
48,9
53,4
58,2
63,2
68,2
741
80,2
87,2

n—

0,0

0.4

17

3,6

5,8

8.2
10,7
11,6
14,3
16,7
19.8
22.7
25.7
28.8
31,9
35,2
38,5
42.0
44,4
50,9
52,8
56,6
60,6
64,7

23
Pz

12,8
19.7
25,9
31,8
36,8
41,8
46,6
51,1
55,6
59,8
63,9
68,2
71,7
75,4
78,9
82,3
85,6
87,2
89,9
92.8
95,5
97,8
99.5

100,0

Pz

10,7
16,7
21.7
26,5
30,9
35.3
39.4
43,4
47,2
49,1
55.6
58,0
61.5
64,8
68.1
71.2
74,3
77,3
80.2
83,3
85.7
88.4
89,3
91,8

Pr

0:0
0,4
2,1
4.3
6,8
9,7
12,4
13,3
16,7
20,1
23,5
27,0
30,5
34.3
38,1
42,2
46.3

.50,6

55,1
59.7
64,5
69,5
75.0
81,1
87,6

= 24

Pz

12,4
18,9
25,0
30,5
35,5
40,3
44,9
49,4
53,7
57,8
61,8
65,7
69,5
73,0
76,5
79,9
83,3
86,2
87,6
90 3
93,2
95,7
97,7
99,6

100,0

n —29

Pz

0,0

0,3

17

3,5

5,6

7.9
10,4
11,2
13,7
16.1
19,1
21.4
24,7
27,6
30.3
33.8
37,0
40,3
43,6
48.3
50,6
54,3
58.0
61,8

Pz

10,4
16,1
21,4
25,7
30,3
34.2
38,2
42,0
45,7
49.4
51.7
56,4
59,7
63,0
66,2
69,6
72.4
75,3
78,6
80,9
83,9
86,3
88.8
89.6
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25
26
27
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81,7 99,6
88,1 100,0

n —30
Pz Pr

0.0 100
03 156
1,6 20,7
3.4 249
54 29,3
77 332

10,0 37,0

10,s 40,8

13.2 44,8

15.6 48,1

183 51,9

20,7 552

23,8 58,2

26,7 61.3

29.3 64.4

325 67,5

35.6 70.7

38,7 733

42.0 76,2

44,8 79,3

481 81,7

51,9 84,3

552 86.S

58,2 89,2

63,0 90,0

66,8 92,3

70.7 94,6

751 96,6

79,3 98,4

84.3 99.7

90,0 100,0

n= 26
Pz Pz

76,8 98,1
81,9 99,6
88,5 100,0

Pz Pz

00 97
03 15,0
1,6 20,0
33 242
53 28"
7.4 322
9,7 36.0
10,4 40.0
12,8 132
15,0 46,7
17,4 50,0

200 53,3

22,9 56.7

256 59,0

28.4 62,7

314 658

343 68,6

37.3 71,6

40.0 73,4

432 771

46,7 80,0

50,0 826

53,3 85,0

5G8 87,2

60.3 89.G

64.0 90,3

67,8 92,6
716 947
75,8 96.7
80,0 984
85,0 99,7
90,2 100,0

72,6 96,2
77,6 98,2
82,7 996
89,0 100,0

n- 32
Pz Pz

00 9,6
03 146
1,5 19,4
32 235
51 275
7.2 313
94 354

101 387

12,3- 42,0

14.6 454

17,1 48.7

194 519

222 550

248 581

275 61,3

30,2 64,6

331 66,9

354 69,8

387 725

41,9 752

450 778

48.1 804

51,3 S2.9

546 854

58,0 87.7

61,3 89,9

(546 90,6

68,7 92,8

72,5 94,9

76,5 96,8

80,8 98.5

85,4 99,7

90,4 100,0

n = 28
Pz Pz

69 1 94,2
735 96.*
783 98,3
83,3 99,6
89,3 100,0

4 - 33
Pz Pz

0,0 9.1
0,3 141
14 188
31 228
4.9 .26.7
6.9 305
9.1 343
9.8 375
119 40,9
141 44,2
16,5 47,4
18.8 40.4
21,4 52,0
23,9 56.6
26.5 59.6
29,3 625
31,9 65.7
31,3 63.1
375 70,7
40.4 735
43,4 76,1
40,4 78.6
50.6 81.2
52,6 835
55.8 859
59.1 88,1
62,5 90.2
65,7 90.9
69,5 931
73.3 95.1
77.2 96.9
81,2 98.6
85,9 99,7
90,9 100,0

n --
Vz

65,8
69.6
74,3
78,5
839

29
Pi

92,1
94,4
96,5
98.3
99,7

89.6 100.0

n—mM

0.0
1,4
3.0

4.8
3,7

9,4
11,5
13,7
16,0
18 3
20,-7
23,2
25,7
28,3
30,9
33.4
36,3
39.1
41.9
44.8
47.7
50.7
53,8
56.9
60,1
63,4
06,6
70,3
74,0
77,8
81,7
86,3
3i,1

Pz

8,9
13.7
18.»
mj >
26.0
29.7
33.4
36,2»
39,9
43,\
40,2
49.3
52,3
55.2
58.1
60.9
03.7
66.6
69."
71.7
74,3
76,8

81.7
84.0
86,3
88,5
90.6
91.3
93,3
95,2
97,0
98,0
99.7
100,0
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Pz

0,0

0,3

14

2,9

4,6

6,5

8,5

9,2
11,2
13,3
15,5
17,7
20,1
22,0
24,9
27,4
29,9
32,4
35,1
37,8
40,5
43,3
46,3
48,5
51,5
54,9
58,0
61,1
64,3
67,6
71,1
74,6
78,3
82,3
86,6
91,4

35
Pr

8,6
13,4
17,7
22,0
25,4
28,9
32,4
35,7
38,9
42,0
45,1
48,5
51,5
53,7
56,7
59,5
62,2
64,9
67,6
70,1
72,6
75,1
77,6
79,9
82,3
84,5
86,7
88,8
90,8
91,5
93,5
95,4
97,1
98,6
99,7
100,0

0,0

03

1,4

2,8

45

6,3

8,3

8,8
10,9
12,9
15,1
17,2
19,5
21,4
24,1
26,5
28,6
31,5
34,0
36,6
39,2
41,4
44,3
471
50,0
52,9
55,7
58,6
62.1
65,3
68,4
71,4
75,2
78,6
82,8
87.0
91,5

36
Pz

8,5
13,0
17,2
21,4
24,8
28,6
31,6
34,7
37,9
41.4
443
47,1
50,0
52,9
55,7
58,6
60,8
63,4
66,0
68,5
71,4
73,5
75,9
78,6
80,5
82,8
84,9
87,1
,89,1
91,2
91,7
93,7
95,5
97,2
98,6
99,7
100,0

n =
Pz

0,0

0,3

1,4

2,7

4,3

6,1

8,1

8,7
10,6
12,5
14,6
16,7
18,9
20,8
23,5
25,7
27,7
30,5
33,0
354
39,0
40.3
43,0
45,9
48,6
51.3
54,1
57,0
59,7
63,0
66,1
69,2
72,3
76,0
79,2
83.3
87.3

37
Pz

8,2
12,7
16,7
20,8
24,0
27,7
30,8
33,9
37,0
40,3
43,0
45,9
48,7
51,4
54,1
57,0
59,7
61,0
64,6
67,Q
69,5
72,3
743
76,5
79,2
81,1
83,3
85,4
87,5
89,4
91.3
91,9
93,9
95,7
97,3
98.6
99.7

91,8 100,0

Pz

0,0
0,3
13
2,a
4,2
6,0
7.8
8,4

10,3

12,2

14,2

16,3

18,4

20,2

22,7

25,0

27,0

29,6

32,0

34,4

36,5

39,2

40,9

445

471

49,8

52,5

55,2

58,1

60,8

63,5

66,9

70,0

73,0

76,5

79,8

83,6

87,6

92,0

38
Pz

8,0
12,4
16,4
20,2
23,5
27,0
30,0
33,1
36,5
39,2
41,9
44,8
47,5
50,2
52,9
55,5
59,1
60,8
63,5
65,6
68,0
70,4
73,0
75,0
77,3
79,8
81,6
83,7
85,8
87,8
89,7
91,6
92,2
94,0
95,8
97,4
98.7
99.7
100,0

Pr

0,0

0,3

13

2,6

4,1

5.8

7,6

8,2
10,0
11,9
13,8
15,8
17,9
19,8
22,1
24,3
26,3
28,8
31,1
33,4
35,5
38,2
40,7
43,2
45,7
48,3
50,9
53,5
56,2
59,0
61,8
64,5
67,7
70,6
73,7
77.0
80,2
84.0
88.0
92,2

39
Pt

7,8
12,0
16,0
19,8
23,0
26,3
29,4
32,3
35,5
38,2
41,0-
43,8
46,5
49,1
51,7
54,3
56,8
59,3
61,8
64,5
66,6
68,9
71,2
73,7
75,7
77,9
80,2
82,1
84,2
86,2
88,1
90,0
91,8
92,4
94,2
95,9
97,4
98.7
99.7
100,0
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0,0
0,2
1,2
2.5
41
5,7
7.4
8,0
9,7

11,5

13,4

15,4

17,4

19,2

21,5

23,6

25,7

28,0

30,2

32,0

34,8

37.1

39,5

41,9

44,4

46,9

49,4

52,0

54,5

57,2

59,9

62,7

65,2

68,0

71,3

74,3

77,6

80,8

84,4

88.2

92,4

= 40

Pr

7,6
11,8
15,6
19,2
22,4
25,7
28,7
32,0
34.8
37,3
40,1
42,8
45,5
48,0
50,6
53,1
55,6
58,1
60,5
62,9
65,2
68,0
69,7
72,0
74,3
76,4
78,5
80,8
82,6
84,6
86,6
88,5
90,3
92,0
92,6
94,3
95,9
97,5
98,8
99,8

100,0

0,0

0,2

12

2,4

3.9

55

7,2

7.8

9,5
11,3
131
15,0
16,9
18,8
20,9
23,0
25,0
27.2
29,4
31,6
33.8
36,1
38.5
40,7
43,2
45,5
48,0
50,0
53.0
55,5
58.2
60,8
63,5
66,2
69,1
72,0
75,0
78,1
81,2
84.7
88.5

= 41

7,5
11,5
15,3
18,8
21,9
25,0
28,0
30,9
33,8
36,5
39,2
41,8
445
47.0
50,0
5&0
54,5
56,8
59,3
61,5
63,9
66.2
68,4
70,6
72,8
76,0
77,0
79,1
81,2
83,1
85,0
86,9
88,7
90,5
92,2
92,8
94,5
96,1
97,6
98.8
99,8

92.5 100.0

’e= 42

0,0
0,2
1,2
2,4
3,8
5,4
71
7.6
9.2

11,0

12,8

14,6

16.5

18.4

20,4

22,4

24,4

26.5

28,6

30,5

32,9

35,1

37.4

39,6

41,4

43,9

46,3

48,8

51,2

53,7

56,1

58,6

61,0

64,3

67,0

69,5

72,6

75,5

78,6

81,7

85,1

88,8

92,7

Pr

7,3
11,2
14,9
18,3
21,4
24,5
27,4
30,5
33,0
35,7
38,4
41,4
43,9
46,3
48,8
51,2
53,7
56,1
58.6
60,4
62,6
64,9
67,1
69,5
71,4
73,5
75,6
77.6
79,6
81,7
83,5
85,4
87,2
89,0
90,8
92,4
92,9
94,6
96,2
97,6
98.8
99.8

100,0

40,4
42,9
45,2
47,6
50,0
52,4
54,8
57,1
59,6
62,4
65,0
67,6
70,3
73,2
76,1
79,1
82.1
85,4
89,0
92,9

43
Pr

7.1
11,0
14,6
17,9
20,9
23,9
26,8
29,7
32,4
35,0
37,6
40,4
42,9
45,2
47,6
50,0
52,4
54,8
57,1
59,6
61,4
63,6
65,7
67,9
70,3
72,1
74,2
76,2
78,2
80,2
82,1
83,9
85,7
87,6
89,3
90,9
92,6
93,0
94,8
96,3
97.7
98,9
99.8

100,0

Pr

0,0
0,2
11
2,3
3,6
51
6,7
7,2
8,8
10,5
12,2
13,9
15,7
17,5
19,4
21,3
23,3
25,3
27,2
29,1
31.3
33,3
35,5
37,2
39,5
41,9
44,2
46,5
48,8
51.1
53,4
55.8
58,1
60,5
62,8
65,7
68,3-
70,9
74,7
76,4
79.4
82.5
85,7
89,2

44
Pr

6,9
10,8
14,3
17,5
20,6
23.6
25,3
29,1
31,7
34,3
37,2
39,5
41.9
44,2
46,6
48,9
51,2
53,5
55,8
58,1
60,5
62,8
64,5
66,7
68,7
70.9
72.8
747
76.7
78,7
80,6
82,5
84.3
86,1
87,8
89,5
91,2
92,8
93,3
94.9
96,4
97.7
98,9
99.8

93,1 100,0
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=
w

14

13.2
153
17.1
18.9
20.5
22.7
24.55
2(5.0
-SA
30,5
325
34.0
30.3
38.7
40.9
431
45.3
47.5
49.7
52.0
54.3
50.0
59.(*
<513
«3.7
=>04
09.0
71«
74,0
77.1
79,5
82.9
8(5.0
89.4
93,2

45

*%

0.8
10.G
14.0
17.1
20.5
22.9
25.4
28.4
31.0
33.0
30.3
38.7
41,0
43,4
45.7
48.0
50,S
52.5
54.7
50.9
59.1
013
03.7
05.4
07.5
09,5
71.0
73,4
75,4
77.3
79.5
81,2
82,9
84,7
80,4
88.J
«9.8
9i,4
92,9
93,5
94,9
96,5
97,8
98,9
99,8

100,0

i ==m

0,0
0,2
11
2.2

4.9
0,4
0.9
S.i
10.0
11.0
133
15,0
10.7
18.4
20.0
-22.1
24.0

27,8
29.8
31.7
333
3.6
37.8
39.9
42.0
44.2
403
485
50.7
52.9
55.1
57.5
59.9
(22

00.7
«9,0
721
74.5
77,5
80,0
83.2
80.3
89,7
93,3

0.7
10.3
13,7
10.8
20,0
22.5
25.5
27.9
30.4
33,3
35,0
37.8
40.1
42,5
449
47.1
49,3
01,u
53,7
55,8
58,0
00.1
02.2

00,7
08.3
70.2
72.2
745
70.0
77.9
800
81,0
83,3
35,0
80.7
S8.4
90.0
91.0
93,1
93,0
95.1
90.5
97,8
98,9
99,8
100,0

Pr

0.0
0.2
1.1
» P
3.4
4.8
0,3

8.2
9.8
115
13.0
14.0
103
18.1
195
21.8
23.4
25.0
27.2
29.1
31,0
32.0
34.8
37.1
38.9
41.0
432
45.2
473
49.4
51.(5
53.8
50,0
58.3
06
02.9
(552
67.3
70.2
72.7
75.0

80.5
83,5
80,0
89,9
93,4

47
Pz

0.0
10,1
13.4
10.5
195
21.8
25.0
27,3
29,8
32.0
34.8
37.1
39.4
41,7
44,0
40.2
48.4
50.«
52.7
54.3
50.8
59,0
(il
(>2.9
05,2
(5-3
(>9.0
70.9
728
75,0
70,0
78,2
80.5
81.9
83.7
85.4
87.0
88,5
90.2
91.8
93.3
93,7
95.2
90,0
97.8
98.9
99,8

100,0

42.1

43.8
45.7
47.9
50.0
52.1
54.3
50.2
59.1

01,3
«3,0
(>0,0
«8,1

70.7
73,2
75,5
78,4
80.9
83.9
8(5,9
90,1

93,0

= 48

Pz

0,4
9.9
13,1
10.1
19.1
21.«
24.5
20,8
29,3
31,9
34.0
30,4
38,7
40.9
43.8
45.7
47,9
50,0
52,1
54,3
5(5.2
57.9
59.9
01.9
03,9
00.0
08.1
09.7
71.5
73.4
75.5
77.1
78.9
80.9
82.3
84.1
85.7
87,4
88.9
90.5
91,9
93.4
93.9
95,3
90.7
97.9
98.9
99,8
100,0

22.4
24.0

2(5.0
27.7

29.2

31,3
33.3
35.3
37.2
39.1

400
427
44.8
47.0
50.8
51.2
53.0
55.2
57.3
59.4
02.1
04.3
«0.5
(58.7
70.8
73.7
70.0
78.8
81.3
84.2
87.1

90.3
93,7

49
Pz

i3
9.7
12.9
15.8
18.7
21.2
24.0
20.2
29.3
31,3
335
35.7
37,9
40.0
42.7
44.8
47.0
4i.8
49.2
53.0
552
57.3
59.4
(>0.9
02.8
04.7
00.7
08.7
70,8
72.3
74.0
70.0
77.0
79.3
S13
S2.7

844

X0.0
S7.0
89.2
90.7
92.1
93.0
93,9
95.5
90.7
97.9
99.0
99.8
100.0
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15
20
25
30
35
40
45
50
60
70
80
90

100
150
200
250
300

48

Pt

0,0
on
0,7
17

4,0
10,0
17,9
26,4
35,6
45,2
55,4
66,2
78,2

*92,9

n=
Pr

0,0
0,1
0,4
0,8
1,4
2,0
4,9
8,6
12,6
16,9
21,3
25,7
30,3
35,0
39,8
49,7
60,1
70,8
82,4
96,4

50
Pr

71
10.7
13.7
16,6
19,2
21.8
33.8
44.6
54.8
64,4
73.6
82,1
90,0
96,7
100,0

100
Pr

3,6
5,4
7,0
8,5
9,9
11,3
17,6
23,6
29,2
34,7
39,9
44,9
50,3
55,3
60,2
69,7
78,7
87,4
95,1
100,0

Pr

0,0
0,1
0,6
1.4

3.3

8.3
14.7
21.7
29,1
36.8
449
53,3
62,1
71,4
81,6
94,0

0,0
0.0
0,2
0,5
0,9
13
31
5,7
8,3
11,1
139
16,8
19,8
22,8
25,9
32,5
38,5
45,1
51,9
58,5
97,6-

00
Pr

6,0
9,0
11,6
13.9
16,2
18,4
28,6
37.9
46,7
55.1
63.2
70,9
78.3
85,3
91,7
96.7
100,0

150

2,4
3,7
4,7
5,7
6,7
7,6
11,9
15,9
19,9
23,5
27.2
30,9
34,4
38,0
41,5
48,1
54,9
61,5
67,5
74,1
100,0

p*

0,0
0.1
0,5

2,0

2,9

7.1
125
18,4
24.6
31,1
37,8
448
52,0
59,4
67,2
76,2
84,1
94,9

Pr

0,0
0,0
0,2
0,4
0,7

2,4
42
6,2
8,2

10,3

12,5

14,7

16,9

19,1

237

28,5

33,2

38,1

42,9

68,4

98,2

=70

51
7,7
11,0
12,0
14.0
15,9
24.8
32.8
40,6
48.0
55,2
62,2
68,9
75,4
81,6
87,5
92,9
97,1
100,0

200
Pr

18
2,8
3,6
4,3
5,0
57
9,0
12,1
15,1
17,8
20,7
23,5
26,3
28,9
31,6
36,7
41,9
47,1
52,2
57,1
80,9
100,0

16,0

32,7
38,6
44,7
51,0
57,4
64,1
71,0
78,2
86,0
95,5

Pr

0,0
0,0
0,1
0,3
0,5
0,7
16
2,8
4,1
55
6,8
8,3
9,7
11,2
12,6
15,6
18,7
21,8
25,0
28,0
44,3
60,5
78,5
98,8

80
Pr

4,5
6,8
8,7
10,6
12,3
14.0
21,8
29.0
35,9
42.6
49.0
55,3
61,4
67,3
73,1
78,7
84,0
89,1
93,8
97,5
100,0

300

1,2
18
2,4
2,9
3,4
3,8
6,0
8,2
10,1
12,1
13,9
15,9
17,8
19,6
21,5
25,0
28,5
32,0
35,5
39,5
55,7
72,0
87,4
100,0

n =90
Pr Pr
0,0 4.0
0,1 6.0
0,4 7,8
09 94
1.5 11.0
2,2 125
55 19.6
9.6 26,0
141 323
18,9 383
23,7 441
28,7 497
34,0 55,3
39,3 60,7
44,7 66,0
50,3 71,3
55,9 76,3
61,7 81,1
67,7 86,9
746 90,4
80,4 945
87,5 97,8
96,0 100,0
n = 500
Pr Pr
00 07
00 11
0,1 14
0,2 17
0.3 2,0
0,4 2,3
10 36
1,7 4,9
2,5 6,1
3:3 73
4,1 8,5
4,9 9,5
58 10,7
6,6 11,9
75 13,0
9.3 152
111 173
129 194
147 21,6
16,5 23,8
259 34.1
35,5 44,6
45,6 54,4
55,4 64,5



IVI.Mé&rgitest«

M é&rgitesti kriitiline piirkond.
Kui vaatluetuleaus z paikneb antud piirkonna*,
vOetakse vastu nullhtGpotees H» P(+) * P (-);

kui véaljaspool, siis kustutatakse nullhtipotees*

Tabel on vdetud teosest /5/»



A

OfHOCTOPOHHME rpaHuLbl

2.5% 1% 0.5%
0 6 0 5 0* 5
1 5 0 6 0 6
1 6 1 6 0 7
1 7 1 7 1 7
2 7 1 8 1 8
2 8 1 9 1 9
2 9 2 9 1 10
3 9 2 10 2 10
3 10 2 1 2 1
3 1 3 1 2 12
4 £1 3 12 3 12
4 12 3 13 3 13
5 12 4 13 3 14
5 13 4 14 4 14
5 14 5 14 4 15
6 14 5 15 4 16
6 15 5 16 5 16
6 16 6 16 5 17
7 16 6 17 5 18
7 6 18 6 18
17 7 18 6 19
i 18 7 19 7 19
8 19 8 19 7 20
9 19 8 20 7 21
9 20 8 21 8 21
10 20 9 21 8 22
10 21 9 22 8 23
10 22 9 23 9 23
1 22 10 23 9 24
11 23 10 24 10, 24
12 23 11 24 10 25
12 24 11 25 10 26
13 24 11 26 11 26
13 25 12 26 1n 27
13 26 12 27 12 27
14 26 13 27 12 28
14 27 13 28 12 29
15 27 14 28 13 29
15 28 14 29 13 30
16 28 14 30 14 30

5% 2% 1%

[1BYCTOPOHHWE rpaHnLibl

16
16
17
17
18

18
19
19
19
20

20
21
21
22
22

22
23
23
24
24

25
25
26
26
26

O[HOCTOPOHHME TPaHULI
2.5%

29
30
30
31
31

32
32
33
34
34

35
35
36
36

5%

[IBYCTOPOHHME TpaHNLIbI

1%

15
15
16
16
16

17
17
18
18
19

19
19
20
20
21

2%

0.

5%

31
32
32
33
33

34
35
35
36
36

37
38
38
39
39

40
40
41
42
42

43
43
44
45
45

1%



«

OfHOCTOPOHHWME TPaHULIbI

2.5% 1% 0,5%

5% 2% 1%

[BYCTOPOHHVME TpaHWLbI

OAHOCTOPOHHME TPaHULbI

2.5%
37 56
38 56
38 57
38 58
39 58
39 59
40 59
40 60 j

5%

1%

35
36

2%

0.5%
34 59
35 59
35 60
35 61
36 61
36 62
37 62
37 63

1%

[IBYCTOPOHHME FpaHuLibl
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Tabel on voetud teosest
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55

220

715
2002
5005
11440
24310
48620
92378
167960
293930
497420
817190
1307504
2042975
3124550
4686825
6906900
10015005
14307150

\
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1

11

66

286

1001
3003
8008
19448
43758
92378
184756
352716
646646
1144066
1961256
3268760
5311735
8436285
13123110
20030010
30045015
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1

12

78

364

1365
4368
12376
31824
75582
167960
352716
705432
1352078
2496144
4457400
7726160
13037895
21474180
34597290
54627300

12 13 14 15
1
13 1
91 14 1
455 105 15 1
1820 560 120 16
6188 _ 2380 680 136
18564 8568 3060 816
50388 27132 11628 3876
125970 77520 38760 15504
293930 203490 116280 54264

646646 497420 319770 170544
1352078 1144066 817190 490314
2704156 2496144 1961256 1307504
5200300 5200300 4457400 3268760
9657700 10400600 9657700 7726160

17383860 20058300 20058300 17383860
30421755 37442160 40116600 37442160
51895935 67863915 77558760 77558760
86493225 119759850 145422675 155117520
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XV Il ,Faktoriaalid .

Naturaalarvude faktoriaalid nl ja nende

kimnendlogaritmid log n (n=i,2, <-ey 50)e

Tabel on v8etud teosest J13/*
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NN NN N Bl = el =
g WNPFO E;m NnoaobhwNNPRPQOONOOUOR W SR

nl

1

2

6

24

120

720

5040
40320
362880
3628800
39916800
479C0160
62270208
87178291
13076744
20922790
35568743
64023737
12164-510
24329020
51090942
11240007
25852017
62044840
15511210

10

10*
101
105
10e

101U
10,J

1012
104
1015
10ie
1018

log7L!

0,00000000
0,30103000
0,77815125
1,38021124
2,07918125
2,85733250
3,70243054
4,60552052
5,55976303
6,55976303
7,60115572
8,68033696
9,79428032
10,94040835
12,1.1649961
13,32061959
14.55106852
15,80634102
17,08509462
18,38612462
19,70834391
21,05076659
22,41249443
23,79270567
25,19064568

2fi

nl

40329146
10888869
30488834
88417620
26525286
82228387
26313084
86833176
29523280
10333148
37199333
13763753
52302262
20397882
81591528
33452527
14050061
60416263
26582716
11962222
55026222
25862324
12413916
60828186
30414093

1018
102
10*2
10*

1023

104
107

1031
1033
1034
10m
10»7
10*8
10¢
10«
10
'045
1047
10"
1050
1062
1054
10
1067
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