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Sissejuhatus

Kaesolev bakalaureusetoo on funktsionaalanaliitsi valdkonda kuuluv referatiiv-
ne uurimus, mille eesmargiks on esitada Abrahamseni, Lima ja Ostraku artikli

[ALO25] pohiteoreemt iksikasjalik toestus.

Pohiteoreem. Olgu M tdielik separaabel ultrameetriline ruum. Jargmised viited

on samavddrsed:
(i) Lipschitzi-vaba ruum F(M) on kaasruum,
(i) F(M) on 1-tdiendatav oma teises kaasruumis F(M)**;
(ii) M on sfadriliselt tdielik.

Bakalaureuset6o koosneb kolmest osast. Esimeses antakse vajalikud méisted
ja abitulemused ning pohjendatakse pohiteoreemi implikatsioon (i)=(ii) (teo-
reem 1.34). Teises toestatakse implikatsioon (ii)=(iii). Tapsemalt ndidatakse, et
see implikatsioon kehtib tldisemalt, ruumilt M separaablust eeldamata (lau-
se 2.1). Kolmandas tdestatakse implikatsioon (iit)=(i) (lause 3.10).

Koiki normeeritud ruume vaatleme ile reaalarvude korpuse. Normeeritud
ruumi X kinnist thikkera, tihiksfaart ja kaasruumti tahistame vastavalt By, Sx ja
X*.

Toos vaatleme atnult mittetriviaalseid meetrilisi ruume. Eeldame labivalt, et
igas vaadeldavas meetrilises ruumis M on fikseeritud punkt 0 € M. Meetrilise

ruumi kinnist ja lahtist kera keskpunktiga x raadiusega r tahistame vastavalt

B(x,r) ja B(x,r).



1 Eelteadmised

Olgu (M, d) meetriline ruum.

1.1 Lipschitzi-vaba ruum

Definitsioon 1.1. Funktsioon f: M — R on Lipschitzi funktsioon, kui leidub
L >0 nii, et iga x, y € M korral

[F(x) = F{y)l < Ld(x, y).

Vahimat sellist arvu L nimetame funktsioont f Lipschitzi konstandiks ja tahis-

tame Lip(f).
Tahistame

Lipg(M) = {f: M — R : f on Lipschitzi funktsioon ja f(0) = 0}.

Hulk Lipy(M) on vektorruum punktiviist defineeritud tehete suhtes ja Banacht

ruum (vt nt [Wea18, lause 2.3]) normiga

f(x)—f
I[f|] = sup{%:x,ge/\//,x%g} = Lip(f) (f € Lipo(M)).

Naide 1.2. Olgu y € M. Funktsioon f: M — R,

flx) = d(x, y) = d(0.y),

on Lipschitzi funktsioon, kusjuures f(0) = 0 ja Lip(f) = 1. Seega f € Siipym)-

Definitsioon 1.3. Lipschitzi funktsioon f: M — R on



(i) thtlaselt lokaalselt lame, kui iga € > O korral leidub 0 > 0 nii, et iga
X,y € M korral

dix,y) <o = |f(x) = f(y)| < ed(x, y);

(i) lame lopmatuses, kut iga € > 0 korral leidub r > 0 nii, et iga x,y € M
korral

{x.yt ¢ B(0.r) = [flx) = f(y)| < ed(x, y).

Tahistame
lipg(M) = {f € Lipo(M) : f on ihtlaselt lokaalselt lame ja lame Gpmatuses}.

Naide 1.4. Uhtlaselt diskreetsel ruumil M, st juhul inf,., d(x, y) > 0, on iga

Lipschitzi funktsioon M — R iihtlaselt lokaalselt lame.

Naide 1.5. Tokestatud ruumil M on iga Lipschitzi funktsioon M — R lame

lopmatuses.

Naide 1.6. Lipschitzi funktsioon f: R — R, f(x) = arctan(x), on lame 6pmatu-

Ses.

Teoreem 1.7 (McShane't jatkuteoreem, vt nt [Wea18, teoreem 1.33)). Ruumi M
iga meetrilise alamruumi A ja Lipschitzi funktsiooni f: A — R korral leidub

funktsiooni f jitk f: M — R nii, et Lip(f) = Lip(F).

Olgu 0: M — Lipy(M)*, x — 0y, kus o,(f) = f(x) iga f € Lipy(M) korral.

Banacht ruumt

F (M) :=3span d(M) C Lip,(M)*

nimetame Lipschitzi-vabaks ruumiks lle meetrilise ruumi M.



8,—d,
d(x.y)”

X,y € M, x # y, korral [[0, — 0,]| = d(x, y), sest iihelt poolt

Tahistame iga x,y € M, x # y, korral m,, = Paneme tdhele, et iga

Flx) — F(y)
6.~ 8)1= sup 10— Tl = dixy) sup I < gy,
fEBLlpo(/\/?) fEBLLpo(/\/I) (X' g)

ning teiselt poolt saame f € Sy ),
f(z) = d(z,y) — d(0, y),

korral f(x) — f(y) = d(x, y).

Teoreem 1.8 (vt nt [Wea18, teoreem 3.3)). Lipschitzi-vaba ruum F (M) on ruumi

Lipy(M) eelruum, s.t F(M)* = Lipy(M).

Lemma 1.9 ((AP20, lemma 2.1)). Olgu ¢ € F(M). Iga € > 0 korral leiduvad

jadad (py), (q,) ruumis M ja reaalarvude jada (a,) nii, et ¢ =), AnMp, g, ja

>_nenlanl < |l + &

Jareldus 1.10. Olgu ¢ € F(M). Leiduvad jadad (p,), (q,) ruumis M ja reaalar-

vude jada (a,) nii, et ¢ =) _yanmp, 4., kusjuures a, > 0 iga n € N korral ja
ZHEN a, < oo.

/
n

Toestus. Lemma 1.9 pohjal leiduvad jadad (p,), (g,,) ruumis M ja reaalarvude
jada (a}) nii, et @ = Y,y ahmpy g, Ja Xy [0l < 18]l + 1. 1ga n € N kol
tahistame @/, > 0 korral a, = a’, p, = p, ja g, = ¢}, ning a’, < 0 korral
a, = —ad,, p, = q, ja g, = p,. Nahtavasti a, > 0 iga n € N korral. Kut

/ - / _ " i
a, >0, siis aymy o = a,m, 4. Kuta), <0, siis

5%

_ 5/3” 5pn _ 5qn
a, =
d(qn, pn)

! d(pn, qn)

/ J— J— J—
al?mpqu{w - _a”manpﬂ - - a”mpqu



P o , ,
Jarelikult a,m, , = a,m, , iga n € N korral ning seega

—_— / R
¢ = E ayMp q, = E anMp, q,-

neN neN

Ilmselt a, = |a/,| iga n € N korral. Seega

Y an=> la| < ¢l +1< oo. O

neN neN
Lause 1.11. Olgu S kéikjal tihe hulk ruumis M nii, et O € S. Siis F(S) = F(M).

Toestus. Piisab naidata, et iga ¢ € spano(M) ja € > 0 korral leidub v &
span 0(S) nii, et ||u — v|]| < e Olgu antud p € spand(M) ja € > 0 suvaline.
Siis =) | ;a0 kus n €N, gy € R ja x, € M. Iga k € N korral leidub
yr € S nil, et |ag| - dixe, yi) < €/2F ehk |ay| - [|6y, — d,,]| < €/2*. Tahistame
v=73 | a0y, Slis

n

D k(B —3y,)

k=1

=] =

n n
E ag 5Xk — E Gkéyk
k=1 k=1

<) lal 118y — o,
k=1

n 8
<Z?<8. L]
k=1

Jareldus 1.12. Kui M on separaabel, siis F(M) on separaabel.



1.2 Ultrameetriline ruum

Definitsioon 1.13. Meetriline ruum M on ultrameetriline ruum, kui iga x, y, z €

M korral kehtib tugev kolmnurga vérratus

d(x, y) < max{d(x, z), d(y, 2)}.

Naide 1.14. Diskreetse meetrikaga ruum on ultrameetriline ruum.

Naide 1.15 (ALO25, ndide 3.2)). Olgu M = N U {0} ja iga m,n € N U {0},

m # n, korral
1

d(m,n) =1 +W

Sits M on ultrameetriline ruum.

Lemma 1.16. Olgu M ultrameetriline ruum, x,y,z € M ja 0 < r < R. Kehtivad

jargmised vdited:
(1) kui d(x,z) # d(y, z), siis d(x, y) = max{d(x, z), d(y, 2)},
(2) kui d(x,y) < r, siis B(x,r) = By, r);
(3) kera B(x, r) on kinnine,
(4) kui B(x,r) C Bly, R), siis d(A, M\ A) >r, kus A= B(y, R)\ B(x,r).

Toestus. (1) Eeldame ildisust kitsendamata, et d(x, z) < d(y, z). Siis

d(x, y) < max{d(x, 2), d(y, 2)} = d(y, 2)

ja
d(y, z) < max{d(x, y), d(x, 2)} = d(x,y).

Seega d(x, y) = d(y, z) = max{d(x, z), d(y, 2)}.
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(2) Olgu d(x, y) < rjaolgu z € B(x, r). Siis d(x, z) < r ning

dly, z) < max{d(x,y), d(x,2)} < r.

Seega B(x, r) C B(y, r). Analoogiliselt saame B(y, r) C B(x, r). Seega B(x, r) =
B(y, r).

(3) Olgu (y,) jada hulgas B(x, r) ja y, — y. Leidub N € N nii, et d(yn, y) <
r. Osa (2) pohjal B(x,r) = B(yn, r) = Bly, r). Seega y € Bl(x, r).

(4) Olgu z € Ajaw € M\ A Kut w € Bl(x,r), siis osa (2) kohaselt
B(w,r) = B(x,r). Saame, et d(z,w) > r, sest z & B(x,r) = B(w,r). Kui
w & B(y,R) = B(z, R), siis d(z,w) > R > r. O

1.3 Sfaariline taielikkus

Definitsioon 1.17. Ultrameetriline ruum M on sfaariliselt taielik, kui iga Gkstei-
sesse sisestatud kerade jada By D B, D - - - iihisosa on mittetiih, s.t ﬂneN B, +
.

Kut M on sfaariliselt taielik, siis teoreemi Uksteisesse sisestatud keradest ko-

haselt on M taielik.

Lemma 1.18 ([ALO25, lemma 2.10]). Olgu M ultrameetriline ruum, mis ei ole

sfadriliselt tdielik. Siis leidub (iksteisesse sisestatud kerade jada
Blxi,r) 2 Blxa,r2) 2 -+,
mille (ihisosa on tiihi ja (r,) on rangelt kahanev jada. Kui M on tdielik, siis

lisaks lim, r, > 0.

Toestus. Kuna M el ole sfaariliselt taielik, leidub tksteisesse sisestatud kerade

jada (B(yn, sn))nen, mille Ghisosa on tihi. Leiduvad osajadad (y,, )ken ja (Sn,)ken

9



nii, et iga kK € N korral

B(y”k’ Snk) 7/: B(’:j”kﬂ ' 5”k+1 )'

sest [),en Blyn, Sn) = @. 1ga k € N korral tahistame x¢ = y,, ja re = s,, ning

paneme tahele, et kuna B(xg, ry) C B(yg, Sk), siis

ﬂ B(xy, r¢) C ﬂ By, s, = @.

keN neN

Seega [ ey Blxk, rv) = @. Nahtavasti
B(xy,r) 2 Blxa, ) 2 -+ .
lga k € N ja x € B(xg, re) \ B(xks1, resq) korral
reer < d(x, xe) < max{d(x, x¢), d(xer, x) b < .

Seega on (ry) rangelt kahanev jada.
Eeldame, et M on taielik, ja oletame, et rp, — 0. Fikseerime € > 0 ja olqu

N &€ N selline, et iga kK > N korral ry < €. lga m,n > N korral
d(erXn) < rmln{m,n} < €.

Seega (xx) on Cauchy jada. Kuna M on taielik, siis limx, € (oy B(Xk, 1x) = @,

mis on vastuolu. Jarelikult lim r, > O. O

Definitsioon 1.19. Ultrameetrilise ruumi M jada (x,) on pseudo-Cauchy jada,

kut iga n1 < ny < n3 korral d(x,,, Xn,) < d(Xn,, Xn,)-

Definitsioon 1.20. Ultrameetrilise ruumi M element x € M on pseudo-Cauchy

10



jada (x,) pseudo-piirelement, kut iga ny < n; korral d(x,,, x) < d(x,,, X).

Lause 1.21. Ultrameetriline ruum M on sfddriliselt tdielik parajasti siis, kui igal

pseudo-Cauchy jadal leidub pseudo-piirelement.

Téestus. (=) Eeldame, et M on sfaariliselt taielik, ja olgu (x,) pseudo-Cauchy

jada ruumis M. Tahistame iga n € N korral r, = d(x,+1, X,) ja markame, et

M1 = d(Xa42, Xns1) < d(Xoi1, Xp) = 1.

Kuna B(xz,r1) D B(x3,r) D --- ja M on sfaariliselt taielik, leidub x &
Moen BXns1, ra). 1ga ny < ny korral
d(anrx) < r/71 = d(Xﬂz'XfM)

ja seega lemma 1.16 (1) pohjal d(x, x,,) = d(xn,, Xn,) = In,-

(<) Oletame vastuvaiteliselt, et igal pseudo-Cauchy jadal leidub pseudo-
piirelement, aga M el ole sfaariliselt taielik. Lemma 1.18 pohjal leidub tkstei-
sesse sisestatud kerade jada B(xy, r1) 2 B(xz2, ) 2 - - -, mille Ghisosa on tiihi ja
(r,) on rangelt kahanev. Valime iga n € N korral y, € B(x,, r,) \ B(xps1, ros1)

ja veendume, et (y,) on pseudo-Cauchy jada. Iga ny < n, < n3 korral saame

lemma 1.16 (4) kohaselt

d(Yny, Yny) > Fny1 > Iy

ja lemma 1.16 (2) pohjal B(yn,, ra,) = B(Yn,, n,), S€st Yn,, Yn, € Blxn,, rn)),
ning seega d(yn,, Yn,) < rn,. Olqu y € M jada (y,) pseudo-piirelement. Ilmselt
y € B(x,, ry) iga n € N korral, sest y, € B(x,, r,) iga m > n korral. Seega

y €, B(xa, ry) = @, mis on vastuolu. O

11



Naide 1.22 ([ALO25, naide 3.3]). Olgu M = NU{0, w} jaiga m,n € M, m # n,

korral

1T+1/2", kut m = w;
dim,n)=<1+1/2", kut n = w;
1 4 1/2min{mnt = teistel juhtudel.

Siis M on separaabel ultrameetriline ruum, mis on sfaariliselt tatelik.

Naide 1.23. Naites 1.15 toodud ultrameetriline ruum et ole sfaariliselt taielik.
Kui x, = n iga n € N korral, siis (x,) on pseudo-Cauchy jada, millel puudub

pseudo-piirelement.

Lemma 1.24. Jada (x,) ultrameetrilises ruumis M on Cauchy jada parajasti siis,

kui d(xp41, X,) — 0.

Téestus. Kui (x,) on Cauchy jada, siis d(x,41, x,) — O.
Eeldame, et d(x,.1, x,) — O ja fikseerime € > 0. Leidub N &€ N nii, et iga
n > N korral d(x,41,x,) < €. 1ga n > N ja k € N korral

d(Xptk, Xn) < max{d(xn+ern+l<—1)r d(Xpsk—1, Xntk—2), - - -, d(Xn—H:Xn)} < €.

Seega (x,) on Cauchy jada. ]

1.4 Abitulemused

Olgu X normeeritud ruum ja Y tema alamruum.

Definitsioon 1.25. Kaasruumi X* *-nérgaks topoloogiaks nimetame vahimat
sellist topoloogiat hulgal X*, mille suhtes kujutus X* — R, x* — x*(x), on pidev

iga x € X korral.

12



Teoreem 1.26 (Banach—Alaoglu teoreem, vt nt [Meg98, teoreem 2.6.18)). Nor-

meeritud ruumi kaasruumi kinnine (hikkera on *-nérgalt kompaktne.

Jareldus 1.27 ([Meqg98, jareldus 2.6.19]). Iga *-nérqgalt kinnine ja tékestatud

alamhulk on *-nérgalt kompaktne.

Definitsioon 1.28. Ruumi X kanooniline sisestus oma teise kaasruumi X** on

kujutus Jy: X — X**,

Ix(x)(x*) = x*(x) (x € X, x* € X").

Definitsioon 1.29. Kaasruumi X* alamruum E on normeeriv, kui iga x € X
korral

IxIl = sup [x"(x)].
x*E€BE

Lause 1.30 ([Kal04, lause 3.3]). Alamruum E C Lipo(M) on normeeriv parajasti
siis, kui iga punkti O sisaldava lopliku meetrilise alamruumi A C M, iga f €
Lipo(A) ja iga € > 0 korral leidub g € E nii, et g(x) = f(x) iga x € A korral ja
Lip(g) < (1 + €) Lip(f).

Teoreem 1.31 ((God87, teoreem IV.2)). Olgu X separaabel Banachi ruum ja

E C X* kinnine normeeriv alamruum. Jdrgmised vdited on samavddrsed:

() iga x* € E saavutab oma normi,

(i) ruum E on ruumi X eelruum, s.t E* = X.
Definitsioon 1.32. Pidev lineaarne kujutus P: X — X on projektor, kui P? = P.

Definitsioon 1.33. Ruum Y on A-taiendatav ruumis X, kui leidub projektor

P: X — Xniiet||P|<AjaranP =Y.

Teoreem 1.34 (vt nt [FHH*11, lk 221)). Kaasruum X*, tdpsemalt Jx-(X*), on

1-tdiendatav oma teises kaasruumis X***.

13



2 Sfaarilise taielikkuse tarvilikkus

Lause 2.1 (JALO25, lause 3.1)). Olgu M tdielik ultrameetriline ruum. Kui F (M)

on 1-tdiendatav oma teises kaasruumis F(M)™, siis M on sfadriliselt tdielik.

Toestus. Eeldame, et F(M) on 1-tdaiendatav ruumis F(M)**. Olgu P: F(M)™ —
F (M) selline projektor, et [|P|| < 1 ja ran P = F(M). Eeldame, et M ei ole
sfaariliselt tdielik, ja naitame, et nii tekib vastuolu. Lemma 1.18 pdhjal leidub

uksteisesse sisestatud kerade jada
Bixi,r) 2 Blxz, r2) 2 -+ -,

mille Uhisosa on tihi, kus jada (r,) on rangelt kahanev ja a = lim,r, > O.
Uldisust kitsendamata eeldame, et 0 & B(xy, r1). Nimelt, kuna ﬂneN B(x,, rp) =
@, siis leidub N € N nii, et O & B(x,, r,) iga n > N korral.

Ruumis F(M)** on Banach-Alaoglu teoreemi kohaselt B(d,,, 2r1) *-ndrgalt
kompaktne ja tema alamhulgad B(d,,,r,) *-nérgalt kinnised. Mistahes ny <
-+ < ny korral 0,, € o E(éxnl, rn), seega leidub F € (),ox B(0.,, ). Té-
histame ¢ = P(F) € F(M). Paneme tahele, et iga n € N korral

185, = @l = [1P(6.,) = PRI < |[PI} [, = FI| < {18 = FI} < 7o

Lemma 1.10 péhjal ¢ = ) ,yAimp.q. kus A > 0, pi, g € M ja ) ;A < oo.

Tahistame iga n € N korral

An = B(Xn: rn)\B(Xr7+1: rn+1) C M,
I={ieN:p €Al
j,,:{[ENIQ[EAn}

14



ja

/\[ Ai
=2 Gonay

i€1,\Jn i€Jo\/n d(P[' ql)

Naitame, et B, definitsioonis

I A

i€lp\Jn d(pi q:) i€\l d(p:. q)

Olgu i € I, \ J,. Stis p; € A, ja g € M\ A,. Lemma 1.16 (4) pohjal d(p:, g;) >

rne1 > a ehk m < 1; Saame, et
Ai Ao ]
> <) T<-) A<oo
. d(pi, qi) a = at
lE/n\jn lE/n\jn ieN

Analoogiliselt saame, et

[Ejn\ln

Seega B, € R.

Vaide. Rida ) ,_ B, koondub absoluutselt.

Toestus. Olgu n € N. Kui i € I, \ J,, siis p; € A, ja g. € M\ A, ning
lemma 1.16 (4) péhjal d(p:, g;) > roy1 > a. Sarnaselt kehtib iga i € J, \ /,
korral d(p;, ;) > a. Seega

A[ )\[
Bl < Y ——+ )

(€ \Jn d(pi. q:) i€Jn\l d(pi, i)

)\[ )\,’
<) LTl g

i€l\Jn i€Jp\In

)\,’ A[
<) Tty

i€l i€y
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Olgu € > 0 suvaline. Kuna ) _; A; < oo, leidub N & N nii, et
ea
A< =
2 A<
i>N

lga kK € N korral

LA < | Bl ra) = Blxi, ).

n>k n>k

Eelduse kohaselt (), B(Xk, rv) = @ ning seega

ﬂUAnzg.

keNn>k

Jarelikult leidub k € N nii, et iga i = 1,..., N korral pi, qi & U, An ehk
i & Unzk l,ja i ¢ Unzkj”‘ Kuna iga n #+ m korral [, N 1, = @ = J, N J,, siis

> 1Bl <)

Z%{%): s Al y 4

n>k n>k \ i€l i€y €Uk In €Uk In
A A 2 £a
IR RSN
- a - a
i>N i>N
Seega Y 18] < 00 .

Olgu K ={keN: B >0}jaiganeNkorral K, =Kn{1,..., n—1}
Naitame, et ), Bx > 1. Defineerime iga n € N korral f,: M — R,

r{ — resq, kut x € Ar, k € K;;

folx) =< r1, kut x € B(x1, r) \ (Urex, Ac);
0, teistel juhtudel.

Fikseerime n € N ja naitame, et f, € Biip,m). Selleks fikseerime x, y € M ja
veendume, et |f,(x) — f,(y)| < d(x,y). Kut x,y & B(xy, r), siis f,(x) = f,(y).

Eeldame edasises, et x € B(xy, r1). Sellisel juhul leidub [ € N nii, et x € A,.
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Vaatleme kolme juhtu.

(1) Kui y & B(x1, ) = B(x, r), siis

dix,y) = r 2 |l (X)] = [£alx) = fa(y)]-

(2) Kut y € A, siis f,(x) = f,(y).

(3) Olgu y € A,, m # [ Eeldame ildisust kitsendamata, et [ < m. Siis
lemma 1.16 (4) pohjal d(x, y) > rigr. Kuna f,(x) € {r1, i — ria} faly) €

{ri,ri = rme1} ja rmor < ris, siis

() = Fa(y)] < ripr < d(x, y).

Seeqga f, € Blipym). Fikseerime n € N. Saame, et

- falpi) — Talqi)
ry 2 Héxn - ¢H > (5)(,, - qb)(fn) = fn(Xn) - ¢(fn) =n— Z)\td(—
1 pi. qi)
Hindame viimast summat ilevalt. Iga i € N korral letdub Glimalt tks kK € N nij,
et i € I, sest N l; = @ iga k # [ korral. Kut sellist indeksi k et leidu, siis
p: & B(x1, 1) ja seeqa f,(p;) = 0. Analoogiliselt leidub iga { € N korral tlimalt

iks k € N nii, et i € Jy voi f,(q;) = 0. Kui i € I, Ny, siis f,(p;) = f,(q:). Seega

= fp) = hlq) — f.(p:) £.(q)
Z/\[ — = Z Z )\i _ Z /\[

— d(pi, i) = \ichu d(pi, qi) vl d(p:i, q:)
fa(pi) fo(q:)

= Z )\[— - Z )\[—

kek, <[Elk\jk d(p[: ql) lefk\/k d(plr q1)

fn(pi) fn(q[)
T Z Z Ai - Z Ai
keN\K, <l€/k\jk d(pi, i) Ik d(pi, qi)

17



- RN RAnal )
=2 |2 > A G a

keK, \i€h\Jk d(p[' ql) i€\l

A A
P DI = 2 G

kEN\K, \ i€\ dipi i) ISAV/e

= Z(f1—l’k+1)/9k+ Z r1 Bk

kek, keN\K,

< Z(f1—fk+1)/9k+ Z rPBr
kek, kekK\K,

=Y nBc—) B
kek kek,

Jarelikult iga n € N korral

Fp > 1 — Zﬁﬁk + Z Ik+1Bk-

kek kek,

Kuna r, = a,siis a > r —) o MBe+ 2 pex Me1Be. Teisisonuy,

Z(ﬂ — Ip1)Be > 1 — «a.

kek

Kuna resq > aja By > 0 iga k € K korral, siis

(n—a)) Be>) (n—rnu)B>n—a

kek kek

Seega ) ;B> 1.
Defineerime iga n € N korral g,: M — R,

reer, kutx € A, k€ Ky
gnlx) = o
0, teistel juhtudel.

Fikseerime n € N ja nditame, et g, € Biipym). Selleks fikseerime x,y € M ja

veendume, et |g,(x) — ga(y)| < d(x, y). Kut x, y & Upen Ac siis gn(x) = ga(y).

18



Eeldame edasises, et x € A; mingi [ € K, korral. Vaatleme kolme juhtu.

(1) Kut y & Upen Ar, siis lemma 1.16 (4) kohaselt d(x, y) > ri+1 ning seega
1gn(X) = gu(y)| = rier < d(x, y).

(2) Kui y € Ay, siis ga(x) = risr = galy).

(3) Olgu y € Ay, m € K,, m # [ Eeldame ildisust kitsendamata, et [ < m.
Siis lemma 1.16 (4) pohjal d(x, y) > riq. Saame, et

|gn(X) = gn(y)] = rier — rm < d(x, y).
Seega g, € Biipym). Slis

n 5)( n gn — ( i)-
= H(p ”H > ¢ 5 g Z)k pt QL)

Sarnaselt arutelule lehekiiljel 17, saame

oQ

ZA gn(d( i Z A gnlpi) Z A gn(qi)

= g =\, dPead ST dlpe gl

S gnlpi) S A gn(q:)
ld L

kEKn lE/k\j/\ (pl’ ql) le]k\/k d(pl' ql)

— Z P Z Jo k1
ld ) L

ke/<n [E/k\jk (pl' ql) iejk\/k d(pi' ql)
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Jarelikult iga n € N korral

rp > Z rk+1Bxk.

kek,

Kuna r, = a, siis @ > ) ¢ re+1Bx 1ga k € N korral riq > a, seega

GZZI’k+15k> ZGBkZ GZBk~

kek kek kek

Jarelikult ), ¢ Bx < 1. Varasemalt saime aga, et ) . B > 1. Seega oleme

joudnud vastuolunt.
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3 Sfaarilise taielikkuse piisavus

Olgu M separaabel ultrameetriline ruum. Olgu S = {s, € M : n € N} selline
ruumi M koikjal tihe alamhulk, et s = 0 ja s; # s, kui i # j. Tahistame iga

n € Nja x € M korral

L(x)={k <n:dx S,) =dx sk, ke N}

(n(x) = min [,(x).
Defineerime iga n € N korral r,: M — S,
Fn(X) = Siyn)-

Lemma 3.1 ([CD16, teoreemi 1 tdestus)). Kujutus r,: M — S, on iga n € N
korral 1-Lipschitzi retraktsioon, s.t iga x € S, korral r,(x) = x ja iga x,y € M

korral

d(ra(x). ra(y)) < d(x, y).
Kusjuures iga m, n € N korral r, o ry, = ryingm.n}-

Definitsioon 3.2. Olgu Y koigi selliste funktsioonide f & Lipo(M) hulk, mille

korral:

e iga € > 0 puhul leidub N € N nii, et iga x, y € M korral

i) =rnly) = [Fx) = fly)] < ed(x, y).

Midrkus 3.3. Paneme tahele, et kui viimane implikatsioon kehtib mingi € > O,

N € N ja x,y € M korral, siis ta jdaab ka kehtima, kui asendada N temast

21



suurema naturaalarvuga n, sest kut n > N ja r,(x) = r,(y) korral

i) = rvlra(x) = rnra(y)) = rv(y).

Mirkus 3.4. Hulk Y soltub hulgast S ja tema elementide jarjestusest.
Lause 3.5 (JALO25, lause 4.5]). Kehtivad jdrgmised vdited:

(1) Y on ruumi Lipo(M) kinnine normeeriv alamruum;

(2) Y on lipo(M) alamhulk.

Toestus. (1) Naitame esmalt, et Y on Lipg(M) alamruum. Olgu f,g € Y ja
a € R. Veendume, et af € Y jaf+ g € Y. Olgu € > 0. Kui a = 0, siis
af =0 € Y. Eeldame, et o # 0. Kuna f € VY, siis leidub N € N nii, et iga
X,y € M korral

ix) = rly) = [F(x) = f(y)] < Ffdd(x' y)
Kut ry(x) = rn(y), siis
laf(x) — af(y)| = |a]|f(x) = f(y)| < |a] - ﬁd(x, y) = ed(x, y).

Seega af € Y. Kuna f,g € VY, siis leiduvad Ny, N, € N nii, et iga x,y € M
korral

n(x) = rnly) = 1) = f(y)] < %d(xly)
ja

r ) = i (y) = 19l = g(y)| < Sdix.y).

Tahistame N = max{ N}, /\/g}, SUS IN, OFN = IN, JA TNy O TN = TN, Kut ry(x) =
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rn(y), siis

g (X) = (rn(x)) = v (rn(y) = v (g)
ja

g (X) = I, (rn(x)) = g (rn(y) = v (Y)-

Seega

|(F 4+ 9)x) = (F + 9){y)l = [F(x) = f(y) + (g(x) = g(y))]
<) = () + g(x) = g(y)]

< Sdlx.y) + %d(x, y) = ed(x, y).

™

Jarelikult f +g € Y.
Naitame, et Y on kinnine. Olgu fx — f ruumis Lipg(M), kus fy € Yigak € N
korral. Naitame, et f € Y. Olgu € > 0 ja ng € N selline, et ||f —f,,]| < /2.

Kuna f,, € Y, siis leidub N € N nii, et
€
v(x) = nly) = |fh(x) = oy (y)] < zd(x, y).

Kui ry(x) = ra(y), siis

10 = 1(9)] = 1100 = £, = F(9) + Fao(g) + o) = ()
< |(f - fﬂo)(X) - (f - fﬂo)(y)| + |fno(x) - fno(g)|
< If = Fuglldtx, y) + 5 tx, )

1>

I
< sd(x,y) + >

> d(x,y) = ed(x, y).

Jarelikult f € Y ja seega Y on kinnine alamruum.

Naitame, et Y on normeeriv. Olgu A C S loplik ja 0 € A, f € Lipo(A) ja € >
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0. Lause 1.11 pohjal F(S) = F(M) ning Lipo(S) = F(S)* = F(M)* = Lipo(M).
Lause 1.30 pohjal piisab ndidata, et leidub g € Y nii, et g(x) = f(x) iga x € A
korral ja Lip(g) < Lip(f). Kuna A on loplik ja A C S, leidub N &€ N nii, et
A C Sy. McShane't jatkuteoreemi kohaselt leidub kujutuse f jatk f:Sv—> R
nii, et L'Lp(?) = Lip(f). Tahistame g = Fory e Lipo(M). Paneme tahele, et
Lip(g) < Lip(f), sest Lip(rn) = 1. Kul ry(x) = rn(y), siis g(x) = g(y). Seega
gey.

(2) Olgu f € Yijae >0 Kui f =0, siis ilmselt f € lipg(M). Seega eeldame,
et f 0. Kuna f € Y, leidub N € N nii, et Ne > 2||f|| ja iga x, y € M korral

i) = mly) = 17x) = (y)] < Sdlx,y).
Naitame, et f on Uhtlaselt lokaalselt lame. Tahistame
0 =min{d(x,y):x,y € Sn, x + y}.
Olgu x, y € M sellised, et d(x, y) < d. Siis
d(rn(x), rnly)) < d(x, y) < 0.
Kuna ry(x), ran(y) € Sn, siis ry(x) = ra(y) ja seega
1) = F(y) < 5x, ) < edl, y).

Naitame, et f on lame lopmatuses. Selleks piisab leida r > 0 nii, et iga

X,y € M korral, mille puhul x ¢ B(0, r) véi y & B(0, r), kehtib

() = ()l < edlx, y).
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Tahistame R = max.es, d(s,0). Iga z € M\ B(0,R) ja s € Sy korral d(s,0) <
R < d(z,0), jarelikult

d(z,s) = max{d(z,0),d(s,0)} = d(z,0).
Seega d(z, Sy) = d(z,0) ning rn(z) = sy = 51 = 0. Olgu r > NR ja
X,y € M sellised, et x voi y ei ole keras E(O, r). Uldisust kitsendamata eeldame,
et x ¢ B(0, r).
Kui d(y,0) < R, siis lemma 1.16 (1) pohjal

d(x,y) = max{d(x,0),d(y,0)} = d(x,0) > NR

ja seetottu

110 = 1) < 10] + 11(y)] < Sdlx,0) + [1flld(y, 0) < Sdx, 0) + [I1]IR
< Satc,y) + g v, ) < St g) + Siedtn g
= ed(x, y).
Kui d(y,0) > R, sils rafy) = 0 = ru(x) ja
1) = F(y) < 5dx, ) < edlx, y). =

Lemma 3.6 ([ALO25, lemma 4.6]). Olgu f € Y, (x) tokestatud jada ruumis M ja

(ny) rangelt kasvav naturaalarvude jada. Siis
ltkm(f(xk) — f(ra (x¢))) = 0.

Toestus. Tahistame R = sup,.y d(xc, s1) ja fikseerime € > 0. Kut R = 0, siis
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X = s1 lga k € N korral ja vaide kehtib ilmselt. Eeldame, et R > 0. Leidub
N & N nii, et

inb) = rly) = 1100 = (Y] < zd(x,y)

Kut k > N, siis ry(ra, (X)) = rn(xx) ning

110%) = Flra )] < 50, 70, 0)) < 5 max{ e, 1), d{rn, (). 51)}
= = max{d(x, s1), dlro, (%), 7o (51)}
gf—zd(xk,51)§%~/?=a O

Lemma 3.7 ([ALO25, lemma 4.7]). Olgu M sfddiriliselt tdielik ja olgu osajada (s,
pseudo-Cauchy jada ja iga j € N korral r, (s, .,) = sn,. Siis (s,) on Cauchy
jada.

Toestus. Fikseerime € > 0. Kuna M on sfaariliselt taielik, leidub jada (s, )
pseudo-piirelement x € M. Kuna S on koikjal tthe ruumis M, leidub N € N

ni, et d(sn, x) < e.lga j € N korral d(x, s, ;) < d(x,s,,), seega
d(Sn;,y0Sn) = max{d(snl+1,x), d(sn,, x)} = d(x, Sn,).
lga j > N korral d(s,,,,,sn;) < d(ss,,,, SN), sest n; > N ja r,(ss,,,) = sn;, ning

d(sy,.,, sn) < max{d(sn, x), d(s, ., x)} < max{e, d(sn, x)}

= max{e, d(s,,,,, Sn))}

ja seega d(s,,,, sn,) < max{e, d(s,,,, s,)} = e Jarelikult (s, ) on Cauchy jada

lemma 1.24 pohjal. [
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Lemma 3.8 ([ALO25, lemma 4.8)). Olgu M sfadriliselt tdielik. Igal jadal (x)
ruumis M leidub osajada (x,) nii, et (r,(xk,))nen koondub ja ri(xg,) = ri(xy,) iga

[ < n korral.

Toestus. Defineerime iga n € N korral jada (x)ren nil, et (x/™)ren on (X[ )ken

osajada ja r,(x{) 2(x7) iga k € N korral. Olgu x; = x iga k € N korral.

rn(x7)

Néhtavasti ri(x}) = s1 = 0 iga k € N korral.

Olgu n € N. Kuna S,;1 on 3plik, leidub jada (x')ren 0sajada (x™)ien nil,
et ro1(x¢™") = r,p (") iga k € N korral. Paneme téhele, et iga [,n € N,
[ < n, korral on (x{)ren jada (x})reny osajada ning seega ri(x]) = ri(x/) iga
k € N korral.

Tahistame y, = r,(x;) iga n € N korral. Naitame, et jada (y,) koondub. Kut
tegu on statsionaarse jadaga, siis on tema koondumine ilmne. Oletame, et tequ

pole statsionaarse jadaga. Votame ny = 1 ja iga k € N korral

N = min{ng + 10 €N, g, # Ynri}-

Piisab naidata, et (y,,) on Cauchy jada. Nahtavasti y,, # yn,,, iga kK € N
korral. Iga i < j < k korral

rm(yn/) = rnf(rn,-(qu//)) = rng(Xn/) = rnl(anv) = Yn,

ja
FoiUn) = Yn, F Yn, = ra(Yny),

sest vorduse korral

yﬂi = r”1+1(y”i) = r”1+1(yn/) - gnlﬂl
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mis on vastuolu selleqga, et y, # y,,.,. Seega

d(Yni Yn,) = d(ra(Yne) Yn,) > d(r”/(gnk)' Yn,) = d(Un,r Yne)-

Jarelikult (y,,) on pseudo-Cauchy jada, kusjuures iga kK € N korral

Fo(Yniar) = Yny-

Lemma 3.7 kohaselt (y,, ) on Cauchy jada. [

Lause 3.9 ([ALO25, lause 4.9]). Olgu M sfidriliselt tdielik. Iga f € Y saavutab

oma normi.

Toestus. Fikseerime f € Sy ja olqu (x¢) ja (y«) sellised ruumi M jadad, et

o ) = (g

=1
k d(Xk,gk)

ja f(xx) > f(yk) iga k € N korral. Kuna f € lipg(M), siis (x¢) ja (yx) on tokestatud
ning leiduvad 0 > 0 ja N € N nii, et d(xk, yg) > 0 iga k > N korral. Lemma 3.8
kohaselt leidub osajada (xi,) nii, et jada (ri(xk))ieny koondub ja ry(xk) = rm(x,)
iga m < [ korral. Samuti leidub osajada (Y, ) N, et (rp(yk, ))men koondub.

Tahistame x = lim; ri(xy,) ja y = limy, rp(yy, ). Lemma 3.6 kohaselt

lim f(xg, ) = limf(ry, (xc, ) = (x)

ja
lim f{ys,,) = im (1Y, )) = F(y)
Siis
0< 6 < limd(xy, .y, ) = im(F(x, ) — F(ys, ) = F(x) = F{y) < d(x,y)
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ja

f(x) = fly) = lim dlx,,. yi,, ) > im d(rmlx, ). ralys, )
= llm d(rm(ka)' rm(yklm))

m

= d(x, y).

Seega f(x) — f(y) = d(x, y) ning f(myy) = |||} H
Lause 3.10. Kui M on sfddriliselt tdielik, siis F(M) on kaasruum.

Téestus. Kuna M on separaabel, siis jarelduse 1.12 pdhjal on F (M) separaabel.
Lause 3.5 (1) jargt on Y ruumt Lipo(M) = F(M)* kinnine normeeriv alamruum ja
lause 3.9 pohjal saavutab iga f € Y oma normi. Seega teoreemi 1.31 kohaselt

Y = F(M). 0
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