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Sissejuhatus

Käesolev bakalaureusetöö on funktsionaalanalüüsi valdkonda kuuluv referatiiv-ne uurimus, mille eesmärgiks on esitada Abrahamseni, Lima ja Ostraku artikli[ALO25] põhiteoreemi üksikasjalik tõestus.
Põhiteoreem. Olgu M täielik separaabel ultrameetriline ruum. Järgmised väited

on samaväärsed:

(i) Lipschitzi-vaba ruum F (M) on kaasruum;

(ii) F (M) on 1-täiendatav oma teises kaasruumis F (M)∗∗;

(iii) M on sfääriliselt täielik.

Bakalaureusetöö koosneb kolmest osast. Esimeses antakse vajalikud mõistedja abitulemused ning põhjendatakse põhiteoreemi implikatsioon (i)⇒(ii) (teo-reem 1.34). Teises tõestatakse implikatsioon (ii)⇒(iii). Täpsemalt näidatakse, etsee implikatsioon kehtib üldisemalt, ruumilt M separaablust eeldamata (lau-se 2.1). Kolmandas tõestatakse implikatsioon (iii)⇒(i) (lause 3.10).Kõiki normeeritud ruume vaatleme üle reaalarvude korpuse. Normeeritudruumi X kinnist ühikkera, ühiksfääri ja kaasruumi tähistame vastavalt BX , SX ja
X ∗. Töös vaatleme ainult mittetriviaalseid meetrilisi ruume. Eeldame läbivalt, etigas vaadeldavas meetrilises ruumis M on fikseeritud punkt 0 ∈ M . Meetriliseruumi kinnist ja lahtist kera keskpunktiga x raadiusega r tähistame vastavalt
B(x, r) ja B(x, r).
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1 Eelteadmised

Olgu (M, d) meetriline ruum.
1.1 Lipschitzi-vaba ruum

Definitsioon 1.1. Funktsioon f : M → R on Lipschitzi funktsioon, kui leidub
L ≥ 0 nii, et iga x, y ∈ M korral

|f (x) − f (y)| ≤ Ld(x, y).
Vähimat sellist arvu L nimetame funktsiooni f Lipschitzi konstandiks ja tähis-tame Lip(f ).

Tähistame
Lip0(M) = {f : M → R : f on Lipschitzi funktsioon ja f (0) = 0}.

Hulk Lip0(M) on vektorruum punktiviisi defineeritud tehete suhtes ja Banachiruum (vt nt [Wea18, lause 2.3]) normiga
||f || := sup{ |f (x) − f (y)|

d(x, y) : x, y ∈ M, x ̸= y
} = Lip(f ) (f ∈ Lip0(M)).

Näide 1.2. Olgu y ∈ M . Funktsioon f : M → R,
f (x) = d(x, y) − d(0, y),

on Lipschitzi funktsioon, kusjuures f (0) = 0 ja Lip(f ) = 1. Seega f ∈ SLip0(M).
Definitsioon 1.3. Lipschitzi funktsioon f : M → R on
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(i) ühtlaselt lokaalselt lame, kui iga ε > 0 korral leidub δ > 0 nii, et iga
x, y ∈ M korral

d(x, y) < δ =⇒ |f (x) − f (y)| ≤ εd(x, y);
(ii) lame lõpmatuses, kui iga ε > 0 korral leidub r > 0 nii, et iga x, y ∈ Mkorral

{x, y} ̸⊂ B(0, r) =⇒ |f (x) − f (y)| ≤ εd(x, y).
Tähistame
lip0(M) = {f ∈ Lip0(M) : f on ühtlaselt lokaalselt lame ja lame lõpmatuses}.

Näide 1.4. Ühtlaselt diskreetsel ruumil M , s.t juhul infx ̸=y d(x, y) > 0, on igaLipschitzi funktsioon M → R ühtlaselt lokaalselt lame.
Näide 1.5. Tõkestatud ruumil M on iga Lipschitzi funktsioon M → R lamelõpmatuses.
Näide 1.6. Lipschitzi funktsioon f : R → R, f (x) = arctan(x), on lame lõpmatu-ses.
Teoreem 1.7 (McShane’i jätkuteoreem, vt nt [Wea18, teoreem 1.33]). Ruumi M

iga meetrilise alamruumi A ja Lipschitzi funktsiooni f : A → R korral leidub

funktsiooni f jätk f̂ : M → R nii, et Lip(f ) = Lip(f̂ ).
Olgu δ : M → Lip0(M)∗, x 7→ δx , kus δx (f ) = f (x) iga f ∈ Lip0(M) korral.Banachi ruumi

F (M) := span δ(M) ⊂ Lip0(M)∗
nimetame Lipschitzi-vabaks ruumiks üle meetrilise ruumi M .
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Tähistame iga x, y ∈ M , x ̸= y, korral mx,y = δx−δy
d(x,y) . Paneme tähele, et iga

x, y ∈ M , x ̸= y, korral ||δx − δy|| = d(x, y), sest ühelt poolt
||δx − δy|| = sup

f∈BLip0(M) |f (x) − f (y)| = d(x, y) sup
f∈BLip0(M)

|f (x) − f (y)|
d(x, y) ≤ d(x, y),

ning teiselt poolt saame f ∈ SLip0(M),
f (z) = d(z, y) − d(0, y),

korral f (x) − f (y) = d(x, y).
Teoreem 1.8 (vt nt [Wea18, teoreem 3.3]). Lipschitzi-vaba ruum F (M) on ruumiLip0(M) eelruum, s.t F (M)∗ = Lip0(M).
Lemma 1.9 ([AP20, lemma 2.1]). Olgu φ ∈ F (M). Iga ε > 0 korral leiduvad

jadad (pn), (qn) ruumis M ja reaalarvude jada (an) nii, et φ = ∑n∈N anmpn,qn ja∑
n∈N |an| < ||φ|| + ε.

Järeldus 1.10. Olgu φ ∈ F (M). Leiduvad jadad (pn), (qn) ruumis M ja reaalar-

vude jada (an) nii, et φ = ∑n∈N anmpn,qn , kusjuures an ≥ 0 iga n ∈ N korral ja∑
n∈N an < ∞.

Tõestus. Lemma 1.9 põhjal leiduvad jadad (p′
n), (q′

n) ruumis M ja reaalarvudejada (a′
n) nii, et φ = ∑n∈N a′

nmp′
n,q′

n ja ∑n∈N |a′
n| < ||φ|| + 1. Iga n ∈ N korraltähistame a′

n ≥ 0 korral an = a′
n, pn = p′

n ja qn = q′
n, ning a′

n < 0 korral
an = −a′

n, pn = q′
n ja qn = p′

n. Nähtavasti an ≥ 0 iga n ∈ N korral. Kui
a′

n ≥ 0, siis a′
nmp′

n,q′
n = anmpn,qn . Kui a′

n < 0, siis
a′

nmp′
n,q′

n = −anmqn,pn = −an
δqn − δpn

d(qn, pn) = an
δpn − δqn

d(pn, qn) = anmpn,qn.
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Järelikult anmpn,qn = a′
nmp′

n,q′
n iga n ∈ N korral ning seega

φ = ∑
n∈N

a′
nmp′

n,q′
n = ∑

n∈N

anmpn,qn.

Ilmselt an = |a′
n| iga n ∈ N korral. Seega

∑
n∈N

an = ∑
n∈N

|a′
n| < ||φ|| + 1 < ∞.

Lause 1.11. Olgu S kõikjal tihe hulk ruumis M nii, et 0 ∈ S. Siis F (S) = F (M).
Tõestus. Piisab näidata, et iga µ ∈ span δ(M) ja ε > 0 korral leidub ν ∈span δ(S) nii, et ||µ − ν|| < ε. Olgu antud µ ∈ span δ(M) ja ε > 0 suvaline.Siis µ = ∑n

k=1 akδxk , kus n ∈ N, ak ∈ R ja xk ∈ M . Iga k ∈ N korral leidub
yk ∈ S nii, et |ak | · d(xk , yk ) < ε/2k ehk |ak | · ||δxk − δyk || < ε/2k . Tähistame
ν = ∑n

k=1 akδyk . Siis
∥∥µ − ν

∥∥ = ∥∥∥∥∥ n∑
k=1 akδxk −

n∑
k=1 akδyk

∥∥∥∥∥ = ∥∥∥∥∥ n∑
k=1 ak (δxk − δyk )∥∥∥∥∥

≤
n∑

k=1 |ak | · ||δxk − δyk ||

<
n∑

k=1
ε2k < ε.

Järeldus 1.12. Kui M on separaabel, siis F (M) on separaabel.
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1.2 Ultrameetriline ruum

Definitsioon 1.13. Meetriline ruum M on ultrameetriline ruum, kui iga x, y, z ∈

M korral kehtib tugev kolmnurga võrratus
d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(y, z)}.

Näide 1.14. Diskreetse meetrikaga ruum on ultrameetriline ruum.
Näide 1.15 ([ALO25, näide 3.2]). Olgu M = N ∪ {0} ja iga m, n ∈ N ∪ {0},
m ̸= n, korral

d(m, n) = 1 + 12min{m,n} .

Siis M on ultrameetriline ruum.
Lemma 1.16. Olgu M ultrameetriline ruum, x, y, z ∈ M ja 0 < r < R. Kehtivad

järgmised väited:

(1) kui d(x, z) ̸= d(y, z), siis d(x, y) = max{d(x, z), d(y, z)};

(2) kui d(x, y) < r, siis B(x, r) = B(y, r);
(3) kera B(x, r) on kinnine;

(4) kui B(x, r) ⊂ B(y, R ), siis d(A, M \ A) ≥ r, kus A = B(y, R ) \ B(x, r).
Tõestus. (1) Eeldame üldisust kitsendamata, et d(x, z) < d(y, z). Siis

d(x, y) ≤ max{d(x, z), d(y, z)} = d(y, z)
ja

d(y, z) ≤ max{d(x, y), d(x, z)} = d(x, y).
Seega d(x, y) = d(y, z) = max{d(x, z), d(y, z)}.
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(2) Olgu d(x, y) < r ja olgu z ∈ B(x, r). Siis d(x, z) < r ning
d(y, z) ≤ max{d(x, y), d(x, z)} < r.

Seega B(x, r) ⊂ B(y, r). Analoogiliselt saame B(y, r) ⊂ B(x, r). Seega B(x, r) =
B(y, r).(3) Olgu (yn) jada hulgas B(x, r) ja yn → y. Leidub N ∈ N nii, et d(yN , y) <

r . Osa (2) põhjal B(x, r) = B(yN , r) = B(y, r). Seega y ∈ B(x, r).(4) Olgu z ∈ A ja w ∈ M \ A. Kui w ∈ B(x, r), siis osa (2) kohaselt
B(w, r) = B(x, r). Saame, et d(z, w) ≥ r , sest z /∈ B(x, r) = B(w, r). Kui
w /∈ B(y, R ) = B(z, R ), siis d(z, w) ≥ R > r .
1.3 Sfääriline täielikkus

Definitsioon 1.17. Ultrameetriline ruum M on sfääriliselt täielik, kui iga ükstei-sesse sisestatud kerade jada B1 ⊃ B2 ⊃ · · · ühisosa on mittetühi, s.t ⋂n∈N Bn ̸=
∅.
Kui M on sfääriliselt täielik, siis teoreemi üksteisesse sisestatud keradest ko-haselt on M täielik.
Lemma 1.18 ([ALO25, lemma 2.10]). Olgu M ultrameetriline ruum, mis ei ole

sfääriliselt täielik. Siis leidub üksteisesse sisestatud kerade jada

B(x1, r1) ⊋ B(x2, r2) ⊋ · · · ,

mille ühisosa on tühi ja (rn) on rangelt kahanev jada. Kui M on täielik, siis

lisaks limn rn > 0.

Tõestus. Kuna M ei ole sfääriliselt täielik, leidub üksteisesse sisestatud keradejada (B(yn, sn))n∈N, mille ühisosa on tühi. Leiduvad osajadad (ynk )k∈N ja (snk )k∈N
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nii, et iga k ∈ N korral
B(ynk , snk ) ̸= B(ynk+1, snk+1),

sest ⋂n∈N B(yn, sn) = ∅. Iga k ∈ N korral tähistame xk = ynk ja rk = snk ningpaneme tähele, et kuna B(xk , rk ) ⊂ B(yk , sk ), siis
⋂
k∈N

B(xk , rk ) ⊂
⋂
n∈N

B(yn, sn) = ∅.

Seega ⋂k∈N B(xk , rk ) = ∅. Nähtavasti
B(x1, r1) ⊋ B(x2, r2) ⊋ · · · .

Iga k ∈ N ja x ∈ B(xk , rk ) \ B(xk+1, rk+1) korral
rk+1 ≤ d(x, xk+1) ≤ max{d(x, xk ), d(xk+1, xk )} < rk .

Seega on (rk ) rangelt kahanev jada.Eeldame, et M on täielik, ja oletame, et rk → 0. Fikseerime ε > 0 ja olgu
N ∈ N selline, et iga k ≥ N korral rk < ε. Iga m, n ≥ N korral

d(xm, xn) < rmin{m,n} < ε.

Seega (xk ) on Cauchy jada. Kuna M on täielik, siis lim xk ∈
⋂

k∈N B(xk , rk ) = ∅,mis on vastuolu. Järelikult lim rk > 0.
Definitsioon 1.19. Ultrameetrilise ruumi M jada (xn) on pseudo-Cauchy jada,kui iga n1 < n2 < n3 korral d(xn3, xn2) < d(xn2, xn1).
Definitsioon 1.20. Ultrameetrilise ruumi M element x ∈ M on pseudo-Cauchy

10



jada (xn) pseudo-piirelement, kui iga n1 < n2 korral d(xn2, x) < d(xn1, x).
Lause 1.21. Ultrameetriline ruum M on sfääriliselt täielik parajasti siis, kui igal

pseudo-Cauchy jadal leidub pseudo-piirelement.

Tõestus. (⇒) Eeldame, et M on sfääriliselt täielik, ja olgu (xn) pseudo-Cauchyjada ruumis M . Tähistame iga n ∈ N korral rn = d(xn+1, xn) ja märkame, et
rn+1 = d(xn+2, xn+1) < d(xn+1, xn) = rn.

Kuna B(x2, r1) ⊃ B(x3, r2) ⊃ · · · ja M on sfääriliselt täielik, leidub x ∈⋂
n∈N B(xn+1, rn). Iga n1 < n2 korral

d(xn2, x) < rn1 = d(xn2, xn1)
ja seega lemma 1.16 (1) põhjal d(x, xn1) = d(xn1, xn2) = rn1 .(⇐) Oletame vastuväiteliselt, et igal pseudo-Cauchy jadal leidub pseudo-piirelement, aga M ei ole sfääriliselt täielik. Lemma 1.18 põhjal leidub ükstei-sesse sisestatud kerade jada B(x1, r1) ⊋ B(x2, r2) ⊋ · · · , mille ühisosa on tühi ja(rn) on rangelt kahanev. Valime iga n ∈ N korral yn ∈ B(xn, rn) \ B(xn+1, rn+1)ja veendume, et (yn) on pseudo-Cauchy jada. Iga n1 < n2 < n3 korral saamelemma 1.16 (4) kohaselt

d(yn1, yn2) ≥ rn1+1 ≥ rn2

ja lemma 1.16 (2) põhjal B(yn2, rn2) = B(yn3, rn2), sest yn2, yn3 ∈ B(xn2, rn2),ning seega d(yn2, yn3) < rn2 . Olgu y ∈ M jada (yn) pseudo-piirelement. Ilmselt
y ∈ B(xn, rn) iga n ∈ N korral, sest ym ∈ B(xn, rn) iga m ≥ n korral. Seega
y ∈

⋂
n B(xn, rn) = ∅, mis on vastuolu.
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Näide 1.22 ([ALO25, näide 3.3]). Olgu M = N∪{0, ω} ja iga m, n ∈ M , m ̸= n,korral
d(m, n) =


1 + 1/2n, kui m = ω;1 + 1/2m, kui n = ω;1 + 1/2min{m,n}, teistel juhtudel.

Siis M on separaabel ultrameetriline ruum, mis on sfääriliselt täielik.
Näide 1.23. Näites 1.15 toodud ultrameetriline ruum ei ole sfääriliselt täielik.Kui xn = n iga n ∈ N korral, siis (xn) on pseudo-Cauchy jada, millel puudubpseudo-piirelement.
Lemma 1.24. Jada (xn) ultrameetrilises ruumis M on Cauchy jada parajasti siis,

kui d(xn+1, xn) → 0.

Tõestus. Kui (xn) on Cauchy jada, siis d(xn+1, xn) → 0.Eeldame, et d(xn+1, xn) → 0 ja fikseerime ε > 0. Leidub N ∈ N nii, et iga
n ≥ N korral d(xn+1, xn) < ε. Iga n ≥ N ja k ∈ N korral

d(xn+k , xn) ≤ max{d(xn+k , xn+k−1), d(xn+k−1, xn+k−2), . . . , d(xn+1, xn)} < ε.

Seega (xn) on Cauchy jada.
1.4 Abitulemused

Olgu X normeeritud ruum ja Y tema alamruum.
Definitsioon 1.25. Kaasruumi X ∗ *-nõrgaks topoloogiaks nimetame vähimatsellist topoloogiat hulgal X ∗, mille suhtes kujutus X ∗ → R, x∗ 7→ x∗(x), on pideviga x ∈ X korral.
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Teoreem 1.26 (Banach–Alaoglu teoreem, vt nt [Meg98, teoreem 2.6.18]). Nor-

meeritud ruumi kaasruumi kinnine ühikkera on *-nõrgalt kompaktne.

Järeldus 1.27 ([Meg98, järeldus 2.6.19]). Iga *-nõrgalt kinnine ja tõkestatud

alamhulk on *-nõrgalt kompaktne.

Definitsioon 1.28. Ruumi X kanooniline sisestus oma teise kaasruumi X ∗∗ onkujutus JX : X → X ∗∗,
JX (x)(x∗) = x∗(x) (x ∈ X, x∗ ∈ X ∗).

Definitsioon 1.29. Kaasruumi X ∗ alamruum E on normeeriv, kui iga x ∈ Xkorral
||x|| = sup

x∗∈BE

|x∗(x)|.
Lause 1.30 ([Kal04, lause 3.3]). Alamruum E ⊂ Lip0(M) on normeeriv parajasti

siis, kui iga punkti 0 sisaldava lõpliku meetrilise alamruumi A ⊂ M, iga f ∈Lip0(A) ja iga ε > 0 korral leidub g ∈ E nii, et g(x) = f (x) iga x ∈ A korral jaLip(g) ≤ (1 + ε) Lip(f ).
Teoreem 1.31 ([God87, teoreem IV.2]). Olgu X separaabel Banachi ruum ja

E ⊂ X ∗ kinnine normeeriv alamruum. Järgmised väited on samaväärsed:

(i) iga x∗ ∈ E saavutab oma normi;

(ii) ruum E on ruumi X eelruum, s.t E∗ = X.

Definitsioon 1.32. Pidev lineaarne kujutus P : X → X on projektor, kui P2 = P .
Definitsioon 1.33. Ruum Y on λ-täiendatav ruumis X , kui leidub projektor
P : X → X nii, et ||P|| ≤ λ ja ran P = Y .
Teoreem 1.34 (vt nt [FHH+11, lk 221]). Kaasruum X ∗, täpsemalt JX ∗(X ∗), on1-täiendatav oma teises kaasruumis X ∗∗∗.
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2 Sfäärilise täielikkuse tarvilikkus

Lause 2.1 ([ALO25, lause 3.1]). Olgu M täielik ultrameetriline ruum. Kui F (M)
on 1-täiendatav oma teises kaasruumis F (M)∗∗, siis M on sfääriliselt täielik.

Tõestus. Eeldame, et F (M) on 1-täiendatav ruumis F (M)∗∗. Olgu P : F (M)∗∗ →

F (M)∗∗ selline projektor, et ||P|| ≤ 1 ja ran P = F (M). Eeldame, et M ei olesfääriliselt täielik, ja näitame, et nii tekib vastuolu. Lemma 1.18 põhjal leidubüksteisesse sisestatud kerade jada
B(x1, r1) ⊋ B(x2, r2) ⊋ · · · ,

mille ühisosa on tühi, kus jada (rn) on rangelt kahanev ja α := limn rn > 0.Üldisust kitsendamata eeldame, et 0 /∈ B(x1, r1). Nimelt, kuna ⋂n∈N B(xn, rn) =
∅, siis leidub N ∈ N nii, et 0 /∈ B(xn, rn) iga n ≥ N korral.Ruumis F (M)∗∗ on Banach–Alaoglu teoreemi kohaselt B(δx1, 2r1) *-nõrgaltkompaktne ja tema alamhulgad B(δxn, rn) *-nõrgalt kinnised. Mistahes n1 <

· · · < nk korral δxnk
∈
⋂k

i=1 B(δxni
, rni), seega leidub F ∈

⋂
n∈N B(δxn, rn). Tä-histame φ = P(F ) ∈ F (M). Paneme tähele, et iga n ∈ N korral

∥∥δxn − φ
∥∥ = ∥∥P(δxn) − P(F )∥∥ ≤

∥∥P
∥∥∥∥δxn − F

∥∥ ≤
∥∥δxn − F

∥∥ ≤ rn.

Lemma 1.10 põhjal φ = ∑
i∈N λimpi,qi , kus λi ≥ 0, pi, qi ∈ M ja ∑i λi < ∞.Tähistame iga n ∈ N korral

An = B(xn, rn) \ B(xn+1, rn+1) ⊂ M,

In = {i ∈ N : pi ∈ An},

Jn = {i ∈ N : qi ∈ An}
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ja
βn = ∑

i∈In\Jn

λi

d(pi, qi) −
∑

i∈Jn\In

λi

d(pi, qi) .
Näitame, et βn definitsioonis

∑
i∈In\Jn

λi

d(pi, qi) < ∞ ja ∑
i∈Jn\In

λi

d(pi, qi) < ∞.

Olgu i ∈ In \ Jn. Siis pi ∈ An ja qi ∈ M \ An. Lemma 1.16 (4) põhjal d(pi, qi) >

rn+1 > α ehk 1
d(pi,qi) < 1

α . Saame, et
∑

i∈In\Jn

λi

d(pi, qi) ≤
∑

i∈In\Jn

λi

α ≤ 1
α
∑
i∈N

λi < ∞.

Analoogiliselt saame, et ∑
i∈Jn\In

λi

d(pi, qi) < ∞.

Seega βn ∈ R.
Väide. Rida

∑
n∈N βn koondub absoluutselt.

Tõestus. Olgu n ∈ N. Kui i ∈ In \ Jn, siis pi ∈ An ja qi ∈ M \ An ninglemma 1.16 (4) põhjal d(pi, qi) > rn+1 > α . Sarnaselt kehtib iga i ∈ Jn \ Inkorral d(pi, qi) > α . Seega
|βn| ≤

∑
i∈In\Jn

λi

d(pi, qi) + ∑
i∈Jn\In

λi

d(pi, qi)
≤
∑

i∈In\Jn

λi

α + ∑
i∈Jn\In

λi

α

≤
∑
i∈In

λi

α +∑
i∈Jn

λi

α .
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Olgu ε > 0 suvaline. Kuna ∑i λi < ∞, leidub N ∈ N nii, et
∑
i>N

λi < εα2 .

Iga k ∈ N korral ⋃
n≥k

An ⊂
⋃
n≥k

B(xn, rn) = B(xk , rk ).
Eelduse kohaselt ⋂k∈N B(xk , rk ) = ∅ ning seega

⋂
k∈N

⋃
n≥k

An = ∅.

Järelikult leidub k ∈ N nii, et iga i = 1, . . . , N korral pi, qi /∈
⋃

n≥k An ehk
i /∈

⋃
n≥k In ja i /∈

⋃
n≥k Jn. Kuna iga n ̸= m korral In ∩ Im = ∅ = Jn ∩ Jm, siis

∑
n≥k

|βn| ≤
∑
n≥k

(∑
i∈In

λi

α +∑
i∈Jn

λi

α

) = ∑
i ∈
⋃

n≥k In

λi

α + ∑
i ∈
⋃

n≥k Jn

λi

α

≤
∑
i>N

λi

α +∑
i>N

λi

α = 2
α
∑
i>N

λi < 2
α · εα2 = ε.

Seega ∑n∈N |βn| < ∞. ■

Olgu K = {k ∈ N : βk > 0} ja iga n ∈ N korral Kn = K ∩ {1, . . . , n − 1}.Näitame, et ∑k∈K βk ≥ 1. Defineerime iga n ∈ N korral fn : M → R,
fn(x) =


r1 − rk+1, kui x ∈ Ak , k ∈ Kn;
r1, kui x ∈ B(x1, r1) \

(⋃
k∈Kn

Ak
);0, teistel juhtudel.Fikseerime n ∈ N ja näitame, et fn ∈ BLip0(M). Selleks fikseerime x, y ∈ M javeendume, et |fn(x) − fn(y)| ≤ d(x, y). Kui x, y /∈ B(x1, r1), siis fn(x) = fn(y).Eeldame edasises, et x ∈ B(x1, r1). Sellisel juhul leidub l ∈ N nii, et x ∈ Al.
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Vaatleme kolme juhtu.
(1) Kui y /∈ B(x1, r1) = B(x, r1), siis

d(x, y) ≥ r1 ≥ |fn(x)| = |fn(x) − fn(y)|.
(2) Kui y ∈ Al, siis fn(x) = fn(y).
(3) Olgu y ∈ Am, m ̸= l. Eeldame üldisust kitsendamata, et l < m. Siislemma 1.16 (4) põhjal d(x, y) ≥ rl+1. Kuna fn(x) ∈ {r1, r1 − rl+1}, fn(y) ∈

{r1, r1 − rm+1} ja rm+1 < rl+1, siis
|fn(x) − fn(y)| ≤ rl+1 ≤ d(x, y).

Seega fn ∈ BLip0(M). Fikseerime n ∈ N. Saame, et
rn ≥

∥∥δxn − φ
∥∥ ≥ (δxn − φ)(fn) = fn(xn) − φ(fn) = r1 −

∞∑
i=1 λi

fn(pi) − fn(qi)
d(pi, qi) .

Hindame viimast summat ülevalt. Iga i ∈ N korral leidub ülimalt üks k ∈ N nii,et i ∈ Ik , sest Ik ∩ Il = ∅ iga k ̸= l korral. Kui sellist indeksi k ei leidu, siis
pi /∈ B(x1, r1) ja seega fn(pi) = 0. Analoogiliselt leidub iga i ∈ N korral ülimaltüks k ∈ N nii, et i ∈ Jk või fn(qi) = 0. Kui i ∈ Ik ∩Jk , siis fn(pi) = fn(qi). Seega

∞∑
i=1 λi

fn(pi) − fn(qi)
d(pi, qi) = ∞∑

k=1
∑

i∈Ik \Jk

λi
fn(pi)

d(pi, qi) −
∑

i∈Jk \Ik

λi
fn(qi)

d(pi, qi)


= ∑
k∈Kn

∑
i∈Ik \Jk

λi
fn(pi)

d(pi, qi) −
∑

i∈Jk \Ik

λi
fn(qi)

d(pi, qi)


+ ∑
k∈N\Kn

∑
i∈Ik \Jk

λi
fn(pi)

d(pi, qi) −
∑

i∈Jk \Ik

λi
fn(qi)

d(pi, qi)

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= ∑
k∈Kn

∑
i∈Ik \Jk

λi
r1 − rk+1
d(pi, qi) −

∑
i∈Jk \Ik

λi
r1 − rk+1
d(pi, qi)


+ ∑

k∈N\Kn

∑
i∈Ik \Jk

λi
r1

d(pi, qi) −
∑

i∈Jk \Ik

λi
r1

d(pi, qi)


= ∑
k∈Kn

(r1 − rk+1)βk + ∑
k∈N\Kn

r1βk

≤
∑
k∈Kn

(r1 − rk+1)βk + ∑
k∈K\Kn

r1βk

= ∑
k∈K

r1βk −
∑
k∈Kn

rk+1βk .

Järelikult iga n ∈ N korral
rn ≥ r1 −

∑
k∈K

r1βk + ∑
k∈Kn

rk+1βk .

Kuna rn → α , siis α ≥ r1 −
∑

k∈K r1βk +∑k∈K rk+1βk . Teisisõnu,
∑
k∈K

(r1 − rk+1)βk ≥ r1 − α.

Kuna rk+1 > α ja βk > 0 iga k ∈ K korral, siis
(r1 − α)∑

k∈K

βk ≥
∑
k∈K

(r1 − rk+1)βk ≥ r1 − α.

Seega ∑k∈K βk ≥ 1.Defineerime iga n ∈ N korral gn : M → R,
gn(x) = {rk+1, kui x ∈ Ak , k ∈ Kn;0, teistel juhtudel.Fikseerime n ∈ N ja näitame, et gn ∈ BLip0(M). Selleks fikseerime x, y ∈ M javeendume, et |gn(x) − gn(y)| ≤ d(x, y). Kui x, y /∈

⋃
k∈N Ak , siis gn(x) = gn(y).
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Eeldame edasises, et x ∈ Al mingi l ∈ Kn korral. Vaatleme kolme juhtu.
(1) Kui y /∈

⋃
k∈N Ak , siis lemma 1.16 (4) kohaselt d(x, y) ≥ rl+1 ning seega

|gn(x) − gn(y)| = rl+1 ≤ d(x, y).
(2) Kui y ∈ Al, siis gn(x) = rl+1 = gn(y).
(3) Olgu y ∈ Am, m ∈ Kn, m ̸= l. Eeldame üldisust kitsendamata, et l < m.Siis lemma 1.16 (4) põhjal d(x, y) ≥ rl+1. Saame, et

|gn(x) − gn(y)| = rl+1 − rm+1 ≤ d(x, y).
Seega gn ∈ BLip0(M). Siis

rn ≥
∥∥φ − δxn

∥∥ ≥ (φ − δxn)(gn) = ∞∑
i=1 λi

gn(pi) − gn(qi)
d(pi, qi) .

Sarnaselt arutelule leheküljel 17, saame
∞∑

i=1 λi
gn(pi) − gn(qi)

d(pi, qi) = ∞∑
k=1
∑

i∈Ik \Jk

λi
gn(pi)

d(pi, qi) −
∑

i∈Jk \Ik

λi
gn(qi)

d(pi, qi)


= ∑
k∈Kn

∑
i∈Ik \Jk

λi
gn(pi)

d(pi, qi) −
∑

i∈Jk \Ik

λi
gn(qi)

d(pi, qi)


= ∑
k∈Kn

∑
i∈Ik \Jk

λi
rk+1

d(pi, qi) −
∑

i∈Jk \Ik

λi
rk+1

d(pi, qi)


= ∑
k∈Kn

rk+1βk .
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Järelikult iga n ∈ N korral
rn ≥

∑
k∈Kn

rk+1βk .

Kuna rn → α , siis α ≥
∑

k∈K rk+1βk . Iga k ∈ N korral rk+1 > α , seega
α ≥

∑
k∈K

rk+1βk >
∑
k∈K

αβk = α
∑
k∈K

βk .

Järelikult ∑k∈K βk < 1. Varasemalt saime aga, et ∑k∈K βk ≥ 1. Seega olemejõudnud vastuoluni.
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3 Sfäärilise täielikkuse piisavus

Olgu M separaabel ultrameetriline ruum. Olgu S = {sn ∈ M : n ∈ N} sellineruumi M kõikjal tihe alamhulk, et s1 = 0 ja si ̸= sj , kui i ̸= j . Tähistame iga
n ∈ N ja x ∈ M korral

Sn = {s1, . . . , sn},

In(x) = {k ≤ n : d(x, Sn) = d(x, sk ), k ∈ N},

in(x) = min In(x).
Defineerime iga n ∈ N korral rn : M → Sn,

rn(x) = sin(x).
Lemma 3.1 ([CD16, teoreemi 1 tõestus]). Kujutus rn : M → Sn on iga n ∈ N

korral 1-Lipschitzi retraktsioon, s.t iga x ∈ Sn korral rn(x) = x ja iga x, y ∈ M

korral

d(rn(x), rn(y)) ≤ d(x, y).
Kusjuures iga m, n ∈ N korral rn ◦ rm = rmin{m,n}.

Definitsioon 3.2. Olgu Y kõigi selliste funktsioonide f ∈ Lip0(M) hulk, millekorral:
• iga ε > 0 puhul leidub N ∈ N nii, et iga x, y ∈ M korral

rN (x) = rN (y) =⇒ |f (x) − f (y)| ≤ εd(x, y).
Märkus 3.3. Paneme tähele, et kui viimane implikatsioon kehtib mingi ε > 0,
N ∈ N ja x, y ∈ M korral, siis ta jääb ka kehtima, kui asendada N temast
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suurema naturaalarvuga n, sest kui n ≥ N ja rn(x) = rn(y) korral
rN (x) = rN (rn(x)) = rN (rn(y)) = rN (y).

Märkus 3.4. Hulk Y sõltub hulgast S ja tema elementide järjestusest.
Lause 3.5 ([ALO25, lause 4.5]). Kehtivad järgmised väited:

(1) Y on ruumi Lip0(M) kinnine normeeriv alamruum;

(2) Y on lip0(M) alamhulk.

Tõestus. (1) Näitame esmalt, et Y on Lip0(M) alamruum. Olgu f , g ∈ Y ja
α ∈ R. Veendume, et αf ∈ Y ja f + g ∈ Y . Olgu ε > 0. Kui α = 0, siis
αf = 0 ∈ Y . Eeldame, et α ̸= 0. Kuna f ∈ Y , siis leidub N ∈ N nii, et iga
x, y ∈ M korral

rN (x) = rN (y) =⇒ |f (x) − f (y)| ≤ ε
|α|d(x, y).

Kui rN (x) = rN (y), siis
|αf (x) − αf (y)| = |α||f (x) − f (y)| ≤ |α| · ε

|α|d(x, y) = εd(x, y).
Seega αf ∈ Y . Kuna f , g ∈ Y , siis leiduvad Nf , Ng ∈ N nii, et iga x, y ∈ Mkorral

rNf (x) = rNf (y) =⇒ |f (x) − f (y)| ≤ ε2d(x, y)
ja

rNg(x) = rNg(y) =⇒ |g(x) − g(y)| ≤ ε2d(x, y).
Tähistame N = max{Nf , Ng}, siis rNf ◦ rN = rNf ja rNg ◦ rN = rNg . Kui rN (x) =
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rN (y), siis
rNf (x) = rNf (rN (x)) = rNf (rN (y)) = rNf (y)

ja
rNg(x) = rNg(rN (x)) = rNg(rN (y)) = rNg(y).

Seega
|(f + g)(x) − (f + g)(y)| = |f (x) − f (y) + (g(x) − g(y))|

≤ |f (x) − f (y)| + |g(x) − g(y)|
≤ ε2d(x, y) + ε2d(x, y) = εd(x, y).

Järelikult f + g ∈ Y .Näitame, et Y on kinnine. Olgu fk → f ruumis Lip0(M), kus fk ∈ Y iga k ∈ Nkorral. Näitame, et f ∈ Y . Olgu ε > 0 ja n0 ∈ N selline, et ||f − fn0|| ≤ ε/2.Kuna fn0 ∈ Y , siis leidub N ∈ N nii, et
rN (x) = rN (y) =⇒ |fn0(x) − fn0(y)| ≤ ε2d(x, y).

Kui rN (x) = rN (y), siis
|f (x) − f (y)| = |f (x) − fn0(x) − f (y) + fn0(y) + fn0(x) − fn0(y)|

≤ |(f − fn0)(x) − (f − fn0)(y)| + |fn0(x) − fn0(y)|
≤ ||f − fn0||d(x, y) + ε2d(x, y)
≤ ε2d(x, y) + ε2d(x, y) = εd(x, y).

Järelikult f ∈ Y ja seega Y on kinnine alamruum.Näitame, et Y on normeeriv. Olgu A ⊂ S lõplik ja 0 ∈ A, f ∈ Lip0(A) ja ε >
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0. Lause 1.11 põhjal F (S) = F (M) ning Lip0(S) = F (S)∗ = F (M)∗ = Lip0(M).Lause 1.30 põhjal piisab näidata, et leidub g ∈ Y nii, et g(x) = f (x) iga x ∈ Akorral ja Lip(g) ≤ Lip(f ). Kuna A on lõplik ja A ⊂ S , leidub N ∈ N nii, et
A ⊂ SN . McShane’i jätkuteoreemi kohaselt leidub kujutuse f jätk f̂ : SN → Rnii, et Lip(f̂ ) = Lip(f ). Tähistame g = f̂ ◦ rN ∈ Lip0(M). Paneme tähele, etLip(g) ≤ Lip(f ), sest Lip(rN ) = 1. Kui rN (x) = rN (y), siis g(x) = g(y). Seega
g ∈ Y .(2) Olgu f ∈ Y ja ε > 0. Kui f = 0, siis ilmselt f ∈ lip0(M). Seega eeldame,et f ̸= 0. Kuna f ∈ Y , leidub N ∈ N nii, et Nε ≥ 2||f || ja iga x, y ∈ M korral

rN (x) = rN (y) =⇒ |f (x) − f (y)| ≤ ε2d(x, y).
Näitame, et f on ühtlaselt lokaalselt lame. Tähistame

δ = min{d(x, y) : x, y ∈ SN , x ̸= y}.

Olgu x, y ∈ M sellised, et d(x, y) < δ . Siis
d(rN (x), rN (y)) ≤ d(x, y) < δ.

Kuna rN (x), rN (y) ∈ SN , siis rN (x) = rN (y) ja seega
|f (x) − f (y)| ≤ ε2d(x, y) ≤ εd(x, y).

Näitame, et f on lame lõpmatuses. Selleks piisab leida r > 0 nii, et iga
x, y ∈ M korral, mille puhul x ̸∈ B(0, r) või y ̸∈ B(0, r), kehtib

|f (x) − f (y)| ≤ εd(x, y).
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Tähistame R = maxs∈SN d(s, 0). Iga z ∈ M \ B(0, R ) ja s ∈ SN korral d(s, 0) ≤

R < d(z, 0), järelikult
d(z, s) = max{d(z, 0), d(s, 0)} = d(z, 0).

Seega d(z, SN ) = d(z, 0) ning rN (z) = siN (z) = s1 = 0. Olgu r > NR ja
x, y ∈ M sellised, et x või y ei ole keras B(0, r). Üldisust kitsendamata eeldame,et x /∈ B(0, r).Kui d(y, 0) ≤ R , siis lemma 1.16 (1) põhjal

d(x, y) = max{d(x, 0), d(y, 0)} = d(x, 0) > NR

ja seetõttu
|f (x) − f (y)| ≤ |f (x)| + |f (y)| ≤ ε2d(x, 0) + ||f ||d(y, 0) ≤ ε2d(x, 0) + ||f ||R

≤ ε2d(x, y) + ||f ||
N d(x, y) ≤ ε2d(x, y) + ||f ||ε2||f ||d(x, y)

= εd(x, y).
Kui d(y, 0) > R , siis rN (y) = 0 = rN (x) ja

|f (x) − f (y)| ≤ ε2d(x, y) ≤ εd(x, y).
Lemma 3.6 ([ALO25, lemma 4.6]). Olgu f ∈ Y , (xk ) tõkestatud jada ruumis M ja(nk ) rangelt kasvav naturaalarvude jada. Siis

lim
k

(
f (xk ) − f (rnk (xk ))) = 0.

Tõestus. Tähistame R = supk∈N d(xk , s1) ja fikseerime ε > 0. Kui R = 0, siis
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xk = s1 iga k ∈ N korral ja väide kehtib ilmselt. Eeldame, et R > 0. Leidub
N ∈ N nii, et

rN (x) = rN (y) =⇒ |f (x) − f (y)| ≤ ε
R d(x, y).

Kui k ≥ N , siis rN (rnk (xk )) = rN (xk ) ning
|f (xk ) − f (rnk (xk ))| ≤ ε

R d(xk , rnk (xk )) ≤ ε
R max{d(xk , s1), d(rnk (xk ), s1)}

= ε
R max{d(xk , s1), d(rnk (xk ), rnk (s1))}

≤ ε
R d(xk , s1) ≤ ε

R · R = ε.

Lemma 3.7 ([ALO25, lemma 4.7]). Olgu M sfääriliselt täielik ja olgu osajada (snj )
pseudo-Cauchy jada ja iga j ∈ N korral rnj (snj+1) = snj . Siis (snj ) on Cauchy

jada.

Tõestus. Fikseerime ε > 0. Kuna M on sfääriliselt täielik, leidub jada (snj )pseudo-piirelement x ∈ M . Kuna S on kõikjal tihe ruumis M , leidub N ∈ Nnii, et d(sN , x) < ε. Iga j ∈ N korral d(x, snj+1) < d(x, snj ), seega
d(snj+1, snj ) = max{d(snj+1, x), d(snj , x)} = d(x, snj ).

Iga j > N korral d(snj+1, snj ) < d(snj+1, sN ), sest nj > N ja rnj (snj+1) = snj , ning
d(snj+1, sN ) ≤ max{d(sN , x), d(snj+1, x)} < max{ε, d(snj , x)}

= max{ε, d(snj+1, snj )}
ja seega d(snj+1, snj ) < max{ε, d(snj+1, snj )} = ε. Järelikult (snj ) on Cauchy jadalemma 1.24 põhjal.
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Lemma 3.8 ([ALO25, lemma 4.8]). Olgu M sfääriliselt täielik. Igal jadal (xk )
ruumis M leidub osajada (xkn) nii, et (rn(xkn))n∈N koondub ja rl(xkn) = rl(xkl) iga

l ≤ n korral.

Tõestus. Defineerime iga n ∈ N korral jada (xn
k )k∈N nii, et (xn+1

k )k∈N on (xn
k )k∈Nosajada ja rn(xn

k ) = rn(xn1 ) iga k ∈ N korral. Olgu x1
k = xk iga k ∈ N korral.Nähtavasti r1(x1

k ) = s1 = 0 iga k ∈ N korral.Olgu n ∈ N. Kuna Sn+1 on lõplik, leidub jada (xn
k )k∈N osajada (xn+1

k )k∈N nii,et rn+1(xn+1
k ) = rn+1(xn+11 ) iga k ∈ N korral. Paneme tähele, et iga l, n ∈ N,

l ≤ n, korral on (xn
k )k∈N jada (x l

k )k∈N osajada ning seega rl(xn
k ) = rl(x l

l ) iga
k ∈ N korral.Tähistame yn = rn(xn

n ) iga n ∈ N korral. Näitame, et jada (yn) koondub. Kuitegu on statsionaarse jadaga, siis on tema koondumine ilmne. Oletame, et tegupole statsionaarse jadaga. Võtame n1 = 1 ja iga k ∈ N korral
nk+1 = min{nk + i : i ∈ N, ynk ̸= ynk +i}.

Piisab näidata, et (ynk ) on Cauchy jada. Nähtavasti ynk ̸= ynk+1 iga k ∈ Nkorral. Iga i < j < k korral
rni(ynj ) = rni(rnj (xnj

nj )) = rni(xnj
nj ) = rni(xni

ni ) = yni

ja
rni(ynk ) = yni ̸= ynj = rnj (ynk ),

sest võrduse korral
yni = rni+1(yni) = rni+1(ynj ) = yni+1,
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mis on vastuolu sellega, et yni ̸= yni+1 . Seega
d(yni, ynk ) = d(rni(ynk ), ynk ) > d(rnj (ynk ), ynk ) = d(ynj , ynk ).

Järelikult (ynk ) on pseudo-Cauchy jada, kusjuures iga k ∈ N korral
rnk (ynk+1) = ynk .

Lemma 3.7 kohaselt (ynk ) on Cauchy jada.
Lause 3.9 ([ALO25, lause 4.9]). Olgu M sfääriliselt täielik. Iga f ∈ Y saavutab

oma normi.

Tõestus. Fikseerime f ∈ SY ja olgu (xk ) ja (yk ) sellised ruumi M jadad, et
lim

k

f (xk ) − f (yk )
d(xk , yk ) = 1

ja f (xk ) ≥ f (yk ) iga k ∈ N korral. Kuna f ∈ lip0(M), siis (xk ) ja (yk ) on tõkestatudning leiduvad δ > 0 ja N ∈ N nii, et d(xk , yk ) ≥ δ iga k ≥ N korral. Lemma 3.8kohaselt leidub osajada (xkl) nii, et jada (rl(xkl))l∈N koondub ja rm(xkl) = rm(xkm)iga m ≤ l korral. Samuti leidub osajada (yklm ) nii, et (rm(yklm ))m∈N koondub.Tähistame x = liml rl(xkl) ja y = limm rm(yklm ). Lemma 3.6 kohaselt
lim
m

f (xklm ) = lim
m

f (rlm(xklm )) = f (x)
ja lim

m
f (yklm ) = lim

m
f (rm(yklm )) = f (y).

Siis
0 < δ ≤ lim

m
d(xklm , yklm ) = lim

m
(f (xklm ) − f (yklm )) = f (x) − f (y) ≤ d(x, y)
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ja
f (x) − f (y) = lim

m
d(xklm , yklm ) ≥ lim

m
d(rm(xklm ), rm(yklm ))

= lim
m

d(rm(xkm), rm(yklm ))
= d(x, y).

Seega f (x) − f (y) = d(x, y) ning f (mx,y) = ||f ||.
Lause 3.10. Kui M on sfääriliselt täielik, siis F (M) on kaasruum.

Tõestus. Kuna M on separaabel, siis järelduse 1.12 põhjal on F (M) separaabel.Lause 3.5 (1) järgi on Y ruumi Lip0(M) = F (M)∗ kinnine normeeriv alamruum jalause 3.9 põhjal saavutab iga f ∈ Y oma normi. Seega teoreemi 1.31 kohaselt
Y ∗ = F (M).
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