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Sissejuhatus

Kvalifitseeritud spetsialist peab valdama statistika ja {3endosusteooria pohimodisteid
ning analuiisimeetodeid ja oskama neid vabalt ning loominguliselt kasutada. Senitehtu
adekvaatseks hindamiseks ja perspektiivsete todsuundade kavandamiseks peab olema
voimalikult palju informatsiooni oma tegevusala iseloomustavate karakteristikute kohta.
Enamik informatsioonist on kvantitatiivne, arvudes valjendatud ja tootlemata kujul on
sellest raske Ulevaadet saada. Statistika llesandeks ei ole ainult katse- voi vaatlusandmete
kogumine ja klassifitseerimine, nagu seda tavakasitluses monikord méistetakse. Niisugune
kirjeldav statistika on vaid pohjalikuma andmeanaliiiisi esimeseks etapiks. Sellele jirgne-
vates uuringutes eraldatakse nahtust iseloomustavad olulised tunnusjooned, kontrollitakse
ndhtusele antud hinnangute ning pustitatud hiipoteeside tapsust ja usaldusviirsust ning
prognocsitakse selle nihtuse véimalikku edasist kaitumist.

Suurt osa andmetest mdjutavad juhuslikud fakterid. Juhuslikkuse astme iseloomus-
tamiscks kasutatakse tSenaosuse méistet. Thendosustecoria uurib massilistes voi killalt
sagedasti korduvates juhuslikes nahtustes esinevaid seaduspiarasusi, seob nende nahtuste
teoreetilisi ja eksperimentaalseid karakteristikuid ning on seega statistika meeiodite
aluseks. Ametlik statistika pcdhineb enamasit kfiksel uwuringul, kuid suvre tédmahu-
kuse tottu pilirdutaksc sageli ildkogurmst moodustatud jubusliku valimi vaatlemisega.
Valimi kohta teadaclevast informatsioonist lahtudes on vdimalik anda hinnanguid iild-
kogumi parameetrite kohte ning vastata korrekise praktilise kasutamise seisukohalt
maarava tihtsusega kiisimustele, mis on seotud nende hinnangute tdpsuse ja usaldata-
vusega. Statistika voimaldab kontrollida juhuslike suuruste vahelise mittefunktsionaalse
{statistilise) sdltuvuse olemasclu, uurida selle sdliuvuse iseloomu ja tugevust ning
prognoosida teatava tSenzosusega juhusliku suuruse voimalikku kaitumist tulevikus.

Statistilised meetodid on kasutatavad kuntegevuse, dmnetusjuhtumite, rahvastiku-
protsesside ja majanduse valdkonnas tekkivate probleemide analuiisil, lahendamisel ning
prognoosimisel, sotsioloogilistes uurimustes, infotdotluses, jubtiimis- ja haldusalaste otsuste
vastuvOtmisel.

Kaesoleva valjaande 1. peatiikis tutvustatakse kirjeldaval fascmel statistika pohi-
moisteid, aga samuti statistilise materjali graafilist esitamist ning indekseid, 2. peatukis
kisitlelakse toenaosuse moistet ning arvutamise pohivotteid. 3. peatiikis defineeritakse
juhushik suurus ning antakse teda iseloomustavaid karakteristikuid. 4. peatiikis podratakse
klassikalistest jaotustest pohjalikumat tahelepanu bincomjactusele ja normaaljactusele.
5. peatiikis vaadeldakse detailsemalt jactuse parameetrite punkti- ja vahemikhinnanguid.
6. peatiikis on esitatud moned statistiliste hiipoteeside kontrollimise algoritmid.

Korrelatsioon- ja regressioonanaliiiisi meetodite tundmadppimiseks noutava 1sescisva
160 tegemiseks on (lidpilastel tarvis lisaks kiesolevale valjaandele kasutada autor: poolt
koostatud Sppevahendit [9] voi [10].
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1. Kirjeldav statistika

1.1. Statistiliste andmete Higitus

Uurimisobjektide vaadeldavaid omadusi nimetatakse statistikas tunnusteks. Tun-
nus varieerub, kui ta esinel: objektidel erineval madral. Tunnused jagunevad kvantita-
tiivscteks ja kvalitatiivseteks. Kvantitatiivseid tunnuseid (niiteks kaalu, pikkust) on
voimalik mo6ta mingis meetrilises skaalas, milles on iihik ja nullpunkt. Kui iga vaatlus-
tulemuse saab liigitada teatavatest klassidest Uhte konkreotsesse klassi, on tegemist kvali-
tatiivse tunnusega (niileks professionaalne klassifikatsioon; jaotus naisteks ja meesteks).

Tunnuste vaneeruvuse modlmiseks kasutatakse nelju skaalat, mille hicrarhia (mada-
lamast kargemale) on jirgmine: nominaal- chk nimiskaula, ordinaal- ¢hk jirjesiusskaala,
intervallskeala ja meetriline skaala. Mida korgemal paikneb vaaleclday iunnus selles hie
rarhias; seda rohkem informatsiooni ta sisaldah.

Nominaalskaala on hierarhias madalaim ja koosneb tiksteisest séltumatutest klassi-
dest vl ruhmadest, mida ei saa loogilisell jarjestada, kusjuures iga objekt saab kuuluda
ainult uhte kassi. Kull aga on voimalik leida sagedused, millega teatud tunnuse variatsioo-
mid esinevad. Nominaalskaalat kasutatakse pohiliselt kvalitatiivsete tunnuste madimiseks.
Kut naiteks objektid on sinised, rohelised ja punased, voib neid modta nominaalskaalas.

Ordinaalskaala koosneh crinevatest klassidest, mida on voimalk jarjestacda. Niiteks:

hall poolt esimene sort
keskmine pigern pooll kur vastu teine sort
besa, neutraalne kolmas sort
vaga hea pigem vastu kui poolt

vastiu

Ordinaalskaalus jadvad klassidevahelised erinevused maaratlemata ning seda skaalat
kasutatakse (nagu nominaalskaalatki) pohiliselt kvalitatiivsete tunnuste mootmiseks.

Kahte jargmist skaalat kasulatakse kvantitativsete tunnuste maotmiseks.

Intervallskaala miirab tiksikute modtistulemusie vahelise kauguse, kusjuures fik-
seeriiud nullpunkti i cksisteeri ning suhtarve el saa moodustada (naiteks temperatnur
Celsiuse voi Fahrenheiti kraadides, kusjuures ei saa delda, et 20 °C on kaks korda soojem
kni 10 000,

Meetriline skaala maarab iksikute modtmistulemuste vahelise kanguse, kusjuures
cksisteerib fikseeritud nullpunkt. Meetriliste andmete jaoks saab moodustada subtarve
Nateks 20-aastane inimene on kaks korda vanem kui 10-aastane.

Skaalade hierarhias on véimalik (monikord ka scovitatav) iile minna kdrgemalt skaa
lalt madalamale (vastupidi pole voimalik). Niiteks voib mingl piirkonna elanike vanused
{mectrilises skaalzs) rihmitada klassidesse:

U-20 aastat,

20-40 aastat,

40-60 aastat,

60-80 aastat,

80-100 aastat.



Kirjeldatud wviisil koostatud ja jirjestatud sagedustabel esitab elanike vinused or
dinaalskaalas, Kuwr andmed olidki kogutud celtoodud klassidesse, konkreetseid vannsend
fikseerimata, sus pole neid voimalik fagast teisendada hierarhias korgemal sersvasse meet
rilisse skaalasse

. 1.2. Statistika moiste.
Uldkogum ja valim. Riuhmitatud andmed

Uldkogumiks nimetatakse antud tunnustega elementide hulka. Turu-uuringute Gld-
kogum on naiteks kdikide potentsiaalsete ostjate hulk. Valimiseelsetes kisitlustes an ild-
kogumiks kdikide valimisdiguslike elantke hulk. Tuiipiline kdikne vuring on rahvaloendus
Ka enamus ametlikust statistikast on kéikne. Suure téomahukuse. kulukuse vii objektide
kasutamiskélbmatuks muntumise 1ottu el ole kdikne vaatlus alati otstarbekas, Naiteks
igast 100 00 toodetud turvavoost voidakse kontrollida 10 v tombetagevust Thikide
kontrollmisel el annaks tehas tildse toodangut). Kui aldkogumis olevate elementide ary
(chk uldkogumi maht &) on suur, siis piirdutakse sageli neist ming juhuslikn alamhul
ga. s.o valimi vaatlemisega. Tihti on valimi maht n palju vitksemn uldkognmn mahimst N
Statistika ttheks oluliseks tllesandeks on teha valimi pohjal otsustust ildkoguan
kohta.

[ldkogumi parameetritele antavate hinnangute korrektsuse huvides neab valis sarna-
nema struktuunlt uldkogumiga. mis tagatakse valimi elementide vordidenansuslika juhus-
liku valikuga. Valimi vajalik maht (valimi esinduslikkus ehk representatiivsus) maaratakse
soltuvalt dldkogumi parameetritele antavate hinnangute tapsusest ja usaldusvaarsusest.

Valimi vaatiemise teel saadud andmed moodustavad korrastamata statistilise rea.
Kui valimi elemendid korrastada mingi arvtunnuse (naiteks turvavidde puhul tdmbetuge-
vuse) alusel jarjestatud hulks. siis saadakse variatsioonrida. Juhul kui valimis mahuga n
on vordseid elemente, siis esitatakse vanatsioonrida kujul

e _
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T, ‘ i - ‘ -
kus p; = . on elemend z, sagedus ja Y = noaung »op 1

=1
Variatsioonrea lihendamiseks rithmitatakse valimi elemendid sagelr kiasaidesse
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Voimaluse korral voetakse koik klassid thesnguse ulatusega
T = X
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ming sus tuleb ag 2y, a4, ac41-Az kusd o 1.2, m.
Klasside arvu m valikuks voib kasutada jargnevas tabelis toodud Dgikaudseid soovi-

tust. e
, Valimi maht n | Klasside arv m
I alla 30 5

30; 60] ]
60, 130 7
i130; 250] 8
1250; 500! g
200; 1000 10
1000, 2000f 11
2000; 4000] 12
4000; 8000] 13
ule 8000 : 14

Distarbeka klasside arvo voib leida ka valemiga

!
m. |+ ogn‘
log 2

1.3. Keskmised

Keskmised jagunevad mahukeskmisteks ja asendikeskmisteks, Tahistame vahm ele-

mendid r:, 2. .. 24.

ki3
Mahukeskmised sltuvad rea mahust Z z, mng olulisemad neist v
[t
1. Aritmeetiline keskmine
S .
I Hay []:'
n
i1

Taisarvulise tunnuse aritmeetiline keskmine el tarvitse olla taisarvuline. Selles miittes
on aritmeetilise kallalt tugev abstraktsioon.

Niéide 1. Jargnevas tabelis on toodud esimese ettevotte seitsme juhuslikult vahitud
toiotaja kuupalgad kroonides {edaspidises analiilisis naites la vorreldakse neid tulemus
teise ettevitte tootajate palkadega). Aritmeetilise kesknmusena arvataiud t4otala

1 2 | E 5 6 T
r, | 6100 5100 © 3700 | 6500 - 6000 ' 5800 5600

L 7, = 5812.9 krooni.
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Uldisemalt raigitakse kaalutud aritmeetilisest keskmisest

T
é Wik,
_ =1
By = gy (2)
dw
]
kus vanandid 2y, zq,..., 2., korduvad vastavalt kaaludega w, ws, ..., w,,.

Naide 2. Leida jirgnevatel andmetel kaalutud aritmeetiline keskmine.

Piickond | Tootute protsent - Toodvaimelise elanikkonna hulk -

1 5.1 | 21 300
2 11 1§ 500
3 19 210 400

)

Valemiga (1) arvutatud aritmeetiline keskmine tuleb = = (5.1 - 4,4 ¢+ 1,9)/3 - 3.8
Kolmas purkond on kahest esimesest tunduvalt suurem ja seeldttu seloomustab sandud
tulemus keskmist tootute protsenti vaaralt. Oige on kasutada valemit (2], millega saadakse

0,051 21 300+ 0,044 - 18 500 v 0,019 210 400 .
Ty - Rl S o = (), 0246,
21 300 -+ 18 500 + 210 400

Seega annab kaalutud aritmeetiline keskmine todtute protsendiks 2,36,

Kut valinu elemendid on rithmitatud vordse nlatusega klassidesse, siis on @y, 22, @,
intervallide keskmised ning wy < my, we =2, .., Wm = 1y, {vt punkti 1.5 naidet ).
o . n )
2. Harmooniline keskmine z, " (1)
|
J— ml
l"']
n
=
2 g
. . S 1
ja kaalutud harmooniline keskmine Pl (4)
o W
-
11 *

Kui varandid 2, soltuvad (kui dldsec sSltuvad!) kaaludest w, poordvordeliselt, sits on
oige kasutada aritmeetilist keskmist, kui aga vordeliselt, siis harmoonilist keskmist.
Naide 3. Dispetéer arvutas liinil séitnud 14 autobussi keskmise kiiruse {(km/h): 68,2,
66,1, 61,1, 68,6; 69,4; 69,9, 65,3; 54,7; 54,2; 65,9; 64,8; 66,7, 63,7, 63,4. Kuna knrused
soltuvad teepikkusest (mis on siin koikidel bussidel iihesugune) vordeliselt, siis kasutatakse
keskmise kiituse leidmiseks harmoonilist keskmist (valemit (3)}: zn = 14/0, 2157 = 64,9.
3. Geomeetriline keskmine

.1_“'}-9: \”f..’Cl‘le'...'ﬂﬁ_n. (5]

g




Geomeetriline keskmine sobib positiivsete vaartustega tunnuste jaoks (nullvaartusi e
tohi olla), kui tunnusel on iiksikuid eriti suuri vaartus:. Sel juhul nihkub aritmectiline
keskimine tugevast] paremale vorreldes geomeetrilise keskmisega, mida tiksikud halbinud
vaartused mdjutavad vihem.

Naide 4. Investeeringuteli saadud tulu oli esimesel aastal 12%, tasel 10% ja kolnan-
dal 15%. Tuhandekroonine algkapital kasvab kolme aasta jooksul
L000(1+0,12)(1-0,10)(1+0,15)=1416.8 kroonini. Geomeetriline keskmine

T, = /112-1.10- 1,15 = 1.12313

annab keskiniseks aastascks tuluprotsendiks 12,315, nulle alusel tuhandekroonime alg
kapital kasvab kolmme aastaga 1000(1 - 0,12315)* = 1416, 8 kroonini, mis langeb kokku
cespool arvutatuga, Aritmectiline keskmine & - (1,12 = 1,10+ [,15)/3 = 1.12333 annab
vaara tulemuse [keskmiselt 12,3335 aastas, mitte aga digeks osutuva 12,315%),

n

2
2.

4. Ruutkeskmine 7, = {

)

<

Rakendustes leitakse monikord h;ilh;i teatavast normist vél keskmisest. Osa nendest
halvetest on positiivsed, osa negatuvsed. Hibvele keskmise seloomustamiseks on otstar-
hekas kasutada ruutkeskmist, mis valdib halvete vastastikust kustutamist Ruutkeskmine
voumendab tunnuse tksiku eriti suure vo1 vaikese vaartuse osatahtsust, harmoombne kesk-
nmine aga tasandab.

Mitme keskrmuist iseloomustava karakteristiku theaegne kasutamine annab valirm kohta
rohkem teavet, eriti sits, kui nad iiksteisest oluliselt erinevad.

Asendi- ehk struktuurikeskmistest on olulisemad mood ju medizan. Nende tap-
semad defimitsiconid antakse 3. peatukis. Sun purdutakse nadete varal toodud kirjeldus-
Legi.

Esitame naites 1 antud kuupalgad z, kasvavas jarjekarras, st koostame variatsioonrea:

5100; 3600; 5700; 5900; 6000, 6100; 6300

Variatsiounrea keskele jaav element on mediaan M, X = 5800 Mediaan on va
riatsinonrea keskmine clement paaritearvabise valing korral v kahe keskmise GJemendi

poolsumma paarisarvulise valimn puhul.

Niide 5. Tehase niddalatoodangust vaeti 30 raadiot ja uuriti neid pohjalikult enne
IGppkontrolli saatmist. Tulemused on esitatud jargmises tabelis.

:_“D_(.!ft‘.;.\ﬂ?ﬂ\_‘_ o 1 2 .3
‘__l_ﬂaudiule ary 12 e 1T

Mood on see tunnuse vaartus. millele vastab suurim sagedus. Kuna suurimale de-
fektsete raadiote arvule 17 vastav defektide arv 2, siis on mood M, X = 2.
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1.4. Variatsiooninaitarvud

Niide la. Jargnevas tabelis on toodud teise ettevotte seitsme juhusiikult valitud
todtaja kuupalgad kroonides (vordle naitega 1),

1 2 3 4 5 6 7
I; 6200 | 4300 5300 | 7400 | 6300 | 5800 | 5500

|
I
|
F
i

Naites la on aritmeetiline keskmine ja mediaan tapselt samasugused kui naites 1
T = 5842,9 ja M, X = 5900. llmselt on aga naites 1a palkade hajuvus suurem kui naites 1
.Seda asjaolu illustreerib jargnev skeem, millele on kantud palk tuhandetes kroonides:

thd& .f sr’f 5181' 65

L5 5 55 % 6 6,5 7 5=
Néicle 1a, 43 5,84 T4
4.5 5 55 X 6 €5 7 e

Leiame halbed aritmeetilise keskmise suhtes z; — ¥ ning liidame need kokku. Usa
liidetavaist on positiivsed, osa negatiivsed ja summaks saame nulli. Nagu jargnevasi naha,
on tulemus kergesti pohjendatav:

zn:(:ci—f)=Zn:wf—ifzn-f—n-EZO.
i=1 i=1

=1

Et nuliiga vérduv tulemus ei iseloomusta palkade hajuvust, siis leitakse aritmeetilise
keskmise suhtes voetud halvete ruudud ja arvutatakse nende aritmeetiline keskmine

Yod-@) ()

D*X on statistiline dispersioon, mida kasutatakse Uldkoguml hajuvuse kirjelda-
miseks. Tipsem analiilis (vt punkti 5.2) naifab, et valemi (1) kasutarmisel valimi kohta
tehakse stistemaatiline viga ning alahinnatakse parameetr! tegelikku vaartust (nagu oel-
dakse, hinnang on mihutatud). Valimi hajuvust on dige iseloomustada dispersiooni
nihutamata hinnanguga, mis saadakse statistilise dispersiooni D*X korrutamisel suu-
rusega nf{n — 1%

" el

. 183 3 1 1 L,
DX=;;(z1—2)2=;er—zm‘ﬁzx=+ﬁg(z)2=

=1 =1

31—

)
3
t

n
= ES e - @), (2)
i=1
Kuna naidetes 1 ja 2 vaadeldakse valimeid, siis kasutatakse dispersiooni hindamiseks
valemit (2). Naites 1 tuleb s? ~ 102 897kr?]. Niites la saadakse s? =~ 926 214[kr?|, mis
on suurem kul naites 1.
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Valemiga (2} arvutatud dispersiooni nihutamata hinnang on ithikutes krooni ruudus'.
Esialgse madtihiku (kroon] juurde tagasiminekuks arvutatakse standardhalbe nihutama-

ta hinnang s
= VA (3)

Naites 1 on s 2 439, 2{kr|, ndites la on aga s = 962, 4 kr , mis on suurem ning kajastab
seega suuremat palkade hajuvust teises ettevottes.
Niide 6. Vordleme jargnevas tabelis toodud kahe valimi elemente.

Ivalim 172 38 1 56 6 7 BF} 11
7T

Ii valim | 4 75 "l:ii 6 ,6 A 767‘ 6 e

[ — e e men 1

Vordsed on nu valimite mahud ny = ny; = 12 kui ka antmeetilised keskmised Z;
Irf = 6, mediaanid J“LJE,XJ = "]\fire/\"rf = 6 ja moodid JJD.XI = MOX” = . Oluliselt
erinevad on aga hajuvust iseloomustavad dispersiooni nihutamata hinnangud s% = 10 ja
s3; = 1,27 ning standardhilbe nihutamata hinnangud s; = 3,16 ja s;; = 1.12.

Kujutades nende valimite clementide patknemist graafiliselt arvteljel, on selgelt niha

[ valimi elementide suurem hajuvus ning 1T valimi elementide suhieliselt palju tthedam

keondumine aritmeetilise keskmise tmber: .
) 9 —9——9 —+——+———=%
- f 2 3 4 5 5 7 & 3 40 1M T
X
a
. s .
» ] L}
. X
i "o s
4 5 ¢ 7 8 x

Kahe vol enama jastuse hajuvuse vordlemiseks kasutatakse variatsioonikordajat

s ,
Vo= - 100%, (3
x
kus = on aritmeetiline keskmine.

Standardhilve iseloomustab hajuvuse absoluutsuurust ega arvesta valimi elementide
vaartusi. Variatsiconikordaja on relatiivne mdot ning véimaldab iilevaatlikult vorrelda ka
neid jaotust, mille elementide vaartused erinevad cluliselt.

Niide 7. Jargnevas tabelis on esitatud kahes hotellts nadala jooksi! peatunud ari-
nieeste ary.,

Hotell A [987 988 1990 967 973 9451993 965 0447930 945 958 |

‘Hotell B | 124 138 110 147 1098 136 140 162 187|119 155 149 .

Hotell A: 74 = 965,67, s, = 21.08, V3, = 2, 1R%.

Hotell B: 2y = 147,08, s 23,98 V) = 17, 7%

Standardhalbed 5, = 21,08 ja sp 25,98 on molemal hotellil lahedased, Varia
stoomkordajad Vi = 2,18% ja Vi - 17, 7% aga erinevad olulisell. See utleb, et hotellt A
kulastajate arv varicerub suhteliselt palju vahem.
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1.5. Statistilise materjali graafiline esitamine

Naide 8. Jargnevas tabelis on toodud tehaseseadmete koormamisajad kahe aasta
kohta. Esitada tulernused sektordiagrammidena.

1. aasta 2. aasta

\
' paevad ! % | paevad | %

Koormamisaeg 270 | 1067 320 | 100
sealhulgas: ooteaeg 16 6 32 10
remondiasg . 32 12 48 13
tootmisaeg . 222 82 240 | 75

Sektordiagrammi joonestamisel vastab ring? taispindalale 100% vaatlustest {antud
ulesandes 100% seadmete koormamisajast). Uksikute sektorite pindalad kajastavad nih-
tuse tunnuste protsentides viljendatud sagedusi p} - 100% = (n./n)- 100% (selles ilesandes
coteajz, remondiaja ning tootmisaja protsendid).

1. aasta 2. aasta

E ootezeg [H:m remondiaeg tootmisaeg

Naide 9. 50 juhuslikult valitud autoomaniku keskmine kuulibis&it ofi viimase aasta
jecksul jargmine:

821 1157 1341 1090 1218 913 1023 1106 1183 839
591 1293 514 B0Z 1076 1134 831 1177 047 415
342 927 728 354 1451 916 1384 462 618 14153
709 853 1052 798 994 1083 639 733 1131 766
1215 570 942 683 1008 976 1036 886 9086 847

Eeltoodud korrastamata statistilise rea elemendid moodustavad valimi mahuga n =
50. Koostame variatsioonrea, rihmitades valimi elemendid klassidesse. Vastavalt punktis

1.2 toodud soovitustele valime 6 vordse ulatusega Az — 200 klassi. Esimese intervalli
algus ja viimase infervalli 15pp ei pea kokku langema vastavalt tunnuse vihima viartuse-
Bd Tgpin — 342 Ja tunnuse suurima vaartusega ,,ge — 1451. Votame esimese intervalli

alguseks 300. Koondame lahteandmed ja arvutustulemused jirgnevasse tabelisse.

13



Irtervallinr | Intervall I n; 24 m F
1 [300;500° | 3 : 0,06 ' 0,0008 | 0,06 |
1 2 [500;700] 7 00,14 | 06,0007 | 0,2 |
f 3 [700;900] | 12 | 0,24 | 0,0012 | 0,44 |
4 800;1100 ! 15 | 0,3 | 00015 = 0,74 |
5 (1100;1300] © & | 0,18 | 0,0002 | 0,92
6 [1300;1500] | 4 0,08 | 00004 | 1

n; on i-ndasse intervalli jddvate vaatluste arv, kusjuures 3 n, == 50. p; = n,/n on
sagedus, kusjuures 3 p; = 1. Sageduse suhteline tihedus on f* = p!/Az,. Tabeli viimases
veerus on kumolatiivne sagedus F° (empiiriline jaotusfunktsioon], mille saamiseks lide-
takse eelnevas reas olevale F'* vdartusele juurde kiesolevas reas olev p? vdartus. Viimases
reas olev F™* tuleb alati vérdne lihega.

Valimi elementide jactuse graafiliseks iscloomustamiseks kasutatakse histogrammi.
Sageduste histograminiks nimetatakse astmelist kujundit, mis koosneb ristkiilikutest,
mille alused on virdsed klassi ulatusega Az, kirgused aga on vdrdsed sageduse suhtelise
tihedusega f. Sellisel viisil defineeritud histogrammi pindala on alati vordne tihega. Vii-
masel asjaolul on oma sisuline tdhendus, mida selgitatakse hiljem. Histogrammmis olevate
tiksikute ristkiilikute pindalad on vordelised vastavasse intervalli sattunud vaatluste arvuga
n;. Seetdttu piirdutakse andmete jactusest esialgse lihtsustatud ilevaate saamiseks sage-
li sellega, et histogrammis olevate ristkiilikute kdrgused vdrdsusiatakse sellesse intervalli
jaavate vaatluste arvuga n;.

Kaesolevale nditele vastav histogramm on toodud jirgneva joonise vasakpoolsel graa-
fikul. Selle joonise parempoolsel graafikul on kumulatiivne sagedus (ehk empiiriline jaotus-
funktsioon) F*, mis naitab {juhul F*-100%), mitu protsenti vaatluspunktidest on iga klassi
ulerisest piirist vaiksema vadrtusega. Naiteks antud tilesandes on alla 1100 kilomestri labi
séitnud 74% autoomanikest (neljanda intervalli 16pus kohal 1100 on F™* = 0, 74).

{"Am"' £

15 — 10 =~
i ! :
i0 Lo
06 i | | |
i | ] i

i1
5 G4 B
1 | I | |
62 ~—1 [
1 ro [
o o 1 i [ 1 | |

300 o0 1100 4500 X 300 70O 1400 150 X

Peale histogrammi viib valimi elementide jaotust graafiliselt iseloomustada ka sa-
geduspoliigooniga. Jirgneval joonisel on vertikaalteljele margitud sageduse subteline
tihedus f ning horisontaalteljele intervallide keskmised. Intervallide keskmiste kohal on
graafikule kantud igale intervallile vastavad fr vidrtused. Neid punkte sirgldikudega {ihen-
dades saadaksegi sageduspoligoon.
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Kui valimi elemendid on rithmitatud vordse ulatusega klassidesse, siis lahtutakse arit-
meetilise keskmise arvutamisel intervallide keskmistest {v¢ punkii 1.3 valemit (2) ning sama
punkti niite 2 jarel toodud selgitust):

50
1

T = — m:,—0(3-400+7-600j~12-800—‘15-1000+9-1200—4-1400):928.
5

t=1

Dispersiocni nihutamata hinnangu 52 leidmiseks voetakse punkti 1.4 valemis (2] oleva
SUIMMa

50
Y «l =3-400% + 76007 + 12 800% + 15 1000% + 9 - 12007 + 4 - 14007

i=1

arvutamisel samuti aluseks intervallide keskmised.

Standardhalbe hinnanguks tuleb s = V5% w2 264,22,

Kui lihtuda statistilises reas toodud individuaalvaatlustest, siis saadakse z = 923, 9
ja s ~ 265,32, Erinevus rihmitatud andmete aluse! saadud tulemustest on killalt vaike.

1.6, Indeksid

Indeksiks nimetatakse statistikas suhtarvu, millega iseloomustatakse mingi nihtuse
(naiteks omahinna, toodangu mahu, tooviljakuse) muutumist ajas.

Baasindeks ehk alusindeks I;; arvutatakse, kui vaadeldaval pericodil olemasoleva
tunnuse viirtuse p, ja mingil baasiks valitud ajaperioodil omandatud tunnuse vairtuse pe
suhe:

I (1)
P

Sageli voetakse baasperioodiks rea esimene liige {7 = 0), millele vastab tunnuse vaartus po.
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Naide 11. Tabelis 1 on toodud iihepereelamute keskmised hinnad (dollarites) aastail
1992-1998 (i = 0, 1,...,6).
Tabel 1
" Aastar [ 1092 1993 1994 | 1965 1996 | 1997 | 1998 |
| Hind p; | 110 700 | 116 200 | 122 300 | 133 400 | 132 000 ' 142 900 . 156 100 |

Valime baasperioodiks 1992, aasta. Baasindeksi saamiscks jagatakse iga aasta hind
baasperioodil kehtinud hinnaga. 1992, aasta hinnaindeks tuleb seega vérdne iithega (prot-
sentides valjendatuna 100%). Tulemused on tabelis 2.

Tabel 2
! Aasta § 1992 | 1993 | 1994 | 1995 © 1996 ! 1087 [ 1608
i Hinnaindeks Iy ; 1 1,050 | 1,105 l 1,205 | 1,192 1,291 | 1,410 |

Ahelindeks leitakse kahe jarjestikuse perioodi tunnuse vidrtuste suhtena. Arvuta-
misel alustatakse vidrtusest 1 ja edasi arvutatakse vaadeldava perioodi ja eelmise perioodi
tunnuse vdariuste suhe

=2 (2)
Pi-1
Naite 11 andmetel saadavad tulemused
1993: 116 200/110 700=1,050
1994: 122 300/116 200=1,052 jne
on koondatud tabelisse 3.
Tabel 3
1 Aasta 1 1692 | 1693 | 1984 . 1995 | 1686 | 1997 | 1998
| Hinna ahelindeks I; 1 1,050 | 1,052 ; 1,091 | 0,990 | 1,083 | 1,002

Niide 12. Kauba hind tousis 5% ja seejarel langes 5%. Kuidas muutus hind kokku-
vOttes?
Antud on ahelindeksi vadrtused (vt tabelit 4).

Tabel 4
Alghind | Vahepealne hind | Lépphind ‘
' Hinna ahelindeks [, 1 1,05 0,9 |
Arvuotame baasindeksi alghinna suhtes (vt tabelit 5).
Takel &
. Alghind | Vahepealne hind Lépphind
| Hinna baasindeks I , 1 | 1-1,06=1,05 | 1.1,05-0,95=0,9975

Kuna l6pphinna ja alghinna baasindeksite vahe 0,9675-1=-0,0025 on negatiivne, siis
kokkuvdttes hind langes 0, 0025 - 100% = 0, 25%. '

Niide 13. Investeeringutelt saadud tulu oli esimesel aastal 12%, teisel 10% ja kol-
mandal 15% (vt punkti 1.3 niidet 4). Leida keskmine aastane tuluprotsent.
Antud on ahelindeks] vidrtused {vi tabelit 6).
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Tabel 6

. Alg- | Kapital |  Kapital Kapital
i kapital | 1. aasta 13pul | 2. aasta l6pul | 3. aasta Iopul
| Tulu ahelindeks 7, 1 1,12 1,10 1,15 '

Keskmine aastane tulu on ahekindeksi niisugune viartus, mis annab kolmanda aasta
Iopuks sellesama tulu, mis takelis 6 toodud ahelindeksid 1,12; 1,10 ja 1,15. Otsitav ahelin-
deksi vddrtus on arvede 1,12; 1,10 ja 1,15 geomeetriline keskmine, nagu seda on selgitatud
varem lahendatud niites 4 (vt punkti 1.3):

Fo=4/1,12-1,10-1,15 = 1,12315.

Seega keskmine aastane tulu on 12,315%.

Eespool kisitletud baas- ning ahelindeksid on lihtindeksid, mis iseloomustavad ihe
tunnuse suhtelist muutumist. Lihtindeks avadub kahe naitarvu suhtena.

Liitindeks m5ddab mitme omavahel seotud tunnuse suhtelist muutumist. Kaalutud
liitindeksis sisaldub erinevate kaaludega tunnuste kombinatsioon. Kui hindade kaaluks
on tocdangu mahud, siis rddgitakse hinnaindeksist. Kui toodangu mahtude kaaluks cn
hinnad, siis on tegemist toodangu mahu indeksiga.

Niide 14. Viikeettevittes valmistatakse kolme toodet. Tabelis 7 on nende toode-
te hinnad p; (kroonides), kogused g¢; (tiikkides) ja maksumused p; - ¢; (kroonides) kahel
jarjestikusel aastal.

Tabel 7
Esimene aasta (baasperiood) : Teine aasta {arnandeperiood) -
Toode | hind | kogus ' maksumus | hind | kogus ©  maksumus
. Po o Po - qo P1 @ L@ ‘
A 120 § 560 67 200 140 | 580 81 200
B 80 24() 19 200 88 250 22 000
C 30 1380 41 400 42 1520 63 840 :

Koondindeks, mis iseloomustab maksumuse muutumist nii hindade kui koguste jargi, on

Ig = Lpia 000 (3)
dopo - @

kus 3" po - go on toodangu maksumus baasperioodil ja 5 p - g1 on toodangu maksumus
aruandeperiocodil. Naites 14 tuleb

81200+ 22 000 + 63 840

_ oo 13
2= 57200119 200 4 41 400 07— 130 70%,

mis atleb, et maksumus on kasvanud 30,7%. Selle indeksi diinaamikas pole selge hindade
Ja koguste panus eraldi voetuna.
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Laspeyrese hinnaindeksi arvutamisel voetakse kaaludeks baaspericodi toodangu
mahud gq:

I, = 2P % 100%, (1)
ZPU ]

kus >°p1 g0 on toodangu maksumus aruandeperioodil baasperioodi hindades Niites 14
tuleb
_140-560 + 88 - 240 + 42 - 1380

= -100% = 123,22%.
120 - 560 — 80240 — 30 - 1380 & 22%

Ly

Tingimusel, et toodangu kogused aruandeperioodil oleksid samad, mis baasperioodil,
tousid hinnad 23,22%.

Tarbijahinnaindeks on Laspeyrese tiliipi hinnaindeks, mis kajastab tarbekaupade
ja teenuste hinna muutumist mingis ajavahemikus. Tarbijahinnaindeksit arvutatakse iga
kaubarihma (toiduained, rdivad ja jalandud, alkohol, tubakas jm) ning teenuse (eluaseme-,
majapidamis-, tervishoiu-, transpordi- ja side- ning vaba aja veetmise kulutused) csatiht-
suse JA-gl tarbimises.

F stis kasutatava tarbijahinnaindeksi arvutamisel voetakse alates 1994, aastast kau-
baril: i ja teenuseid arvesse jairgmiste kaaludega:

%
toiduained 37,85
alkohoolsed joogid ja tubakas 4,33
rdivad ja jalandud 7,61
eluase 18,73
majapidamine 3,20
tervishoid 2,01
transport ja side 13,04
vaba aeg 6.56
muud kaubad ja teenused 3,67

Kulutused eluasemele sisaldavad lisaks Gitrile, kommunaalteenustele ja kiittele ka
eluaseme remondikulusid.

Majapidamiskulutuste alla kuuluvad naiteks mdcbli ja kodumasinate ost ning hooldus,
puhastusvahendite, ndude ost jms.

Vabaajakulutuste hulka kuuluvad viljaminekud tritkistele, raadiokaupadele, spordi-
ja fototarvetele, lilledele, kultuuri- ja spordiiiritustele, eneseharimisele ja lasteaiale.

Muude kaupade ja teenuste hulgas on kulutused elutarbelistele teenustele, mitmesu-
gustele tarbeesemetele, isikliku hiigieeni vahenditele, sd6misele viljasposl kedu ja muudes
rihmades arvestamata teenustele,

Alates 1994, aastast on tarbijahinnaindeksi arvutamiseks kasutatavaid esinduskaupu
kokku 410.

Téostustoodangu tootjahinnaindeks iseloomustab Eestis valmistatud toostustoo-
dete hinnamuutusi. Indeks sisaldab nii sise- kui vilisturule valmistatud tédstustoodete
hinna ilma kaibe- ja akstsiisimaksuta. Lisaks kogu todstust iselocmustavale tootjahinnain-
deksile tunakse eraldi valja indeksid energeetika, mictoostuse ja taotieva todstuse kohta,
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Néide 15, Tabelis 8 on antud USA iihe tarbijahinnaindeksi CPI-W (consumer prise
index for wage eaners and clerical workers) vadrtused protsentides aastal 1988 baaspernoo-
diks voetavate aastate 1982-1984 suhtes.

Tabel 8
" Run (1988) | CPLW | 100/CPLW
. Jaanuar 114,5 0,873 |
i Veebruar 114,7 0,872 ‘
| Marts 115,1 ¢ 0,869
| Aprill 115,7 0,864
| Mai 116,2 0,861
Juuni 1186,7 0,837

Nagu tabelist 8 naha, oli CPI-W 1988, aasta juunis 116 7%. Seega oli baasperioodi ja
selle kuu vaheline inflatsioon 16,7%. Tabeli 8 viimases veerus on arvutatud suhe 100/ CPL-
W, mis naitab dollan ostujou muutust baasperioodiga vérreldes. Kui juunis 1988 oli
100/CPI-W=0,857, siis see tahendab, et vorreldes aastatega 1982-1984 cli 1iks dollar vadrt
ainult 85,7 senti.

Paasche hinnaindeksi leidmisel on kaaludeks aruandeperioodi toodangu mahud ¢;:

Ip = ZPL % 009, (5)
> po-q

Niite 14 andmetel saadakse

_ 140580 + 88 - 250 4 42 - 1520

B it =123,55%.
P+ = T30 %a0 + 80 250 130 1530 Lt = 123,55%

Laspeyrese toodangu mahu indeksi arvutamisel voetakse kaaludeks baasperiood:
hinnad py:

I = 2P g 100%, ()
2oPo o

Tabelis T toodud andmetel arvatatakse
_ 120580 + 80250 — 30 - 1520

= -1 =105, 78%.
120 - 560 + 80 . 240 — 30 - 1380 00% 05,79%

Ip..

Tingimusel, et hinnad oleksid aruandeperioodil samad kui baasperioodil, suurenesid
toodangu mahud 5,78%.
Paasche toodangu mahu indeksi leidmisel on kaaludeks aruandeperiood: hinnad p;:

Ip, = 2PL8 00
Elﬂl © g0
Naite 14 andmete kohaselt tuleb

;. 140580 488250 4 42 - 1520
P 140 - 560 + 88 - 240 42 - 1380

/-\
-1
ool

-100% = 106,07%.
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Laspeyrese indeksit sobib rohkem kasutada siis, kui aruandeperioode soovitakse vor-
relda tihe ja sama baasperiocdiga. Pealegi on arnandeperioodi toodangn mahtude kohta
sugell andmeid raskem saada kot baasperioodi kohta, Kui aruadepericod an baasperioodist
ajaliselt kaugel, siis peegeldab Paasche indeks tegelikkust adekvaatsemall. Vaadeldavas
naites 14 eninevad valemitega (4) ja (5) ning samuti valemitega (6) ja {7} arvutatud Las-
peyrese indeks ja Paasche indeks teineteisest vahe. See on tingitud asjaclust, et tabelis 7
olevatest algandmetest saadavad kaalud on eespool nimetatud valemites nii baas- kui ka
aruandepericodil 1zhedased. Sellisel juhul eelistatakse Laspeyrese indeksit.

Borsiindeksid jagunevad vma arvutuseeskirjalt kas aritmectiliscle keskinisele, geo-
meetrilisele keskmisele, Laspevrese indeksile vo1 Paasche indeksile baseeruvateks.

Arnitmestilise keskmisena arvutatakse Dow Jones Industrial Average (tugineb 30 New-
Yorgt borsil kaubeldaval suurakisial} ja Nikkel Sock Average {pohineb 225 Tokio borsil
noteeritud aktsial).

Aripaeva indeks arvutatakse kui kaalutud aritmectiline keskmine.

Geomeetnibsel keskmisel basceruvad Financial Times Ordinary Index (Suurbritannia)
ja Value Line Composite Average (USA).

Laspeyrese indeksina leitakse FT-SE 100 Index (Suurbritannia) ja Standard and Poors
300 Index (USA).

Paasche hinnaindeksina arvutatakse Helsingi borsiindeks HEX ning sellega lahedascl

vitsil ka borsiindeks TALSLE.

1.7. Ulesanded

1.1. Suure kaubamaja uhe osakonna 20 minija poolt scorttatud mittgitehingute ary
pacvas, koondatuna variatsioonritta, oli jArgmine: 6, 9, 10, 12, 13, 14, 14, 15, 16, 16, 16, L7,
17,18, 18, 19, 20, 21, 22, 24 Leida keskmine miligitehingute arv paevas, mood, mediaan
ja standardhdlbe nihutamata hinnang. Kuidas muutuvad need arvkarakterstikud, kui
vaatlustulemus 24 asendada suurusega 1007

1.2, Statistikas toimub 3 kentrofltood, nnllest igaiiks annab 153% iépphindes:. Kaodu-
ton ja cksamitéd annavad opphindest vastavalt 25% ja 30%. Ulidpitanc sai maksimaalselt
vouralikust sajast punktist kontrolltddde eest 73, 82 ja 84 punkti. kodutdd eest 79 punkt
ning eksamitod eest 91 punkti. Missugune on ulidpilase 16pphinne?

1.3, EFsimene anto labis 100 km kitrusega 60 kin/h, teine auto labis sama vahemaa
kitrusega 40 km/h. Leida nende kahe auto keskmine kiirus.

1.4. Investeeringulelt saadav tulu oli vilel jarjestikusel aastal 10%, 8%. 9% 12% ja
7%. Leida keskmine aastane tuluprotsent.

1.5. Panga peakontoris on jooksevkonto keskmine suurus 2497.00 krooni standard-
halbega 107385 krooni, harnkontoris aga 118768 krooni standardhalbega 630 20 krooni,
Lerda vanatsioontkordajad ning vorrelda neid,
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1.6. Statistika esimnesel kontrolltas] said 35 iiliopilast jargmised tulemused @0 2-st
maksimumpunktist):
10,8 4.2 872 8.4 10,6 111 9,6 7,1

1,3 11,3 6 10,8 10,6 2,4 8,2 8,2
8,6 7,6 6,2 9,2 4,8 5.4 3 8,3
5,6 8.8 3,8 9,7 9 12 9.4 6,8
8,7 2.6 48 7 12 3,2 3,7 8.1
6,6 Tt 06 42 7 18 114
6,1 g7 12 5,1 10 63 7.5
Koostada variatsioonnida. rihmitades andmed kuude klassi nlatusega Aw 2

Pahjendada klasside arva ning esimese miervalli alguse ja viimase intervalli Jopn valikut
Joonestada histogramm ning kumulatiivse sageduse {empiirilise jaotusfunktsiooni} graafik
Joonestada sageduspoliigoon. Arvutada keskmine hinne ning standardhalve, lahtudes nii
individuaalvaatlustest kui ka rihmitatud andmetest.

Kahel eclneval aastal osales samalaadses kontrolltdds vastavalt 52 ja 48 dlidpilast
kusjuures keskmine hinne oli 7.28 standardhalbega 2.93 ja 7.52 standardhilbega 2,59
Hinnata tulemuste dinaamikat kolme aasta jooksul.

1.7, Aktsiakapitali aastane tootlus protsentides 30-aastasel perioodil, mitlest on inf-
latsioon maju korvaldatud, on jargmine:

32 174 134 9% 204 151
27 16 41,0 208 51 218
209 534 10,3 151 -13.8  -34.8
24,6 31,1 -1,0 10,3 15 283

17,2 36 260 -13,0 106 1872

Koostada varatsioonnda. rUhmitades andmed vitde klasst ulatusega Az 20
Pohjendada klasside arva ning esimese intervalll alguse ja viimase intervalli 1opa valikut
Tronestada histogramm ning kumulatuvse sageduse {empnrhse jaotusfunktsiooni) graa
fik. Joonestada sageduspoliugoon. Arvatada aktsiakapitali keskmine tootlus ning standard-
nalve. lahtudes ni individuaalvaatlustest kui ka rihmitatud andmetest.

1.8. Tabelis 9 on toodud ettevittes § aasta jooksul valmistaiud kaubakogus.
Tabel 9
Aasta 1 1 2 3 . 4 5 , 6
Toodang p; tonnides | 2400 ¢ 2800 | 3000 « 3600 4200 | 4400

r
|
I
-
'

Leida baasindeksid esimese ja kuuenda aasta suhtes. lLeida ahelindeksid. Kuidas
selonmustab ahelindeks toodangn mahu muuwtus:?

1.9. Teatud hooajalise kauba hind oli kuude 1otkes jargmine,
Tabel 10
Kuut | Marts  Aprill ~ Mai  Juum | Juuli  August | September
. Hind p, 5,50 3.45 540 . 530 ' 310 5,10 5,20

Leida baasindeksid mirtsi ja septembri suhtes. Leida zhelindeksid. Kuidas iselanmus-
tab ahelindeks hinnamuutusi?
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1.10. Ettevittes tdstets esimescl aastal palka 10%, teiscl 15% ja kolmandal 5%, Leida
keskrmine aastane palgatons.

1.11. Fettevittes valmistatakse nelja toodet. Tabelis 11 on nende toodete hinuad
p: (kroonides), kogused ¢, (tootel A kilogrammides, tootel B litrites. tootel € mectrites
Ja tootel D tikkides) ning maksumused p, - g, (ithiku kohta kroonides) kahel jarjestikusel

aastal.

Tabel 13
T
Esimene aasta (baaspericod) | Teine aasta {aruandeperiood] _
Toode hmnd ;i kogus  maksumus | hind | kogus  maksumus
' pu g ! Po " qo P i il pom
A U220 360 i 1232 [ 2,80 i 600 1680
. B 14 DY v 1568 Co15 150 2250
PoC 4n 18 720 50 22 110y
C D960 680 | 6528 | 980 | 730 Tlai

Leida koondindeks, mis iseloomustab maksumuse muutunust nii hindade ki ka ko-
guste jargi. Arvutada Laspeyresi ja Paasche hinnaindeksid ning Laspeyresi ja Paasche
toodangu mahu indeksid

1.12. Eettevate tellis kahel jarjestikusel aastal kolme toodet, mille hinnad p, "kroo-
nides) ja kogused g, (tukkides) on toodud tabelis 12.

Tabel 12

- Esimene aasta (baaspericod) | Teine aasta (aruandeperiond)
Teode  hind kogus maksurnus | hind | kogus © maksumus
Pu o ! Po-do P1 q1 pi
A 21 85 1365 43 | 46 1eTs
B 53 124 7812 b108 ] 11340
C 62 Y2 N T SRS D388

I'é‘. ]-Lf.--

Letda koondindeks, mis iseloomustab maksumuse muutumist nii hindade kut &
guste jargl. Arvatada Laspeyresi ja Paasche hinna- ning toodangu mahu indeksid.
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2. Toenaosuse moiste, omadusi
Ja arvutamise pohivotteid

2.1, Juhuslikud sundmused

Mingi katse v6i vaatluse tulemusena véib toimuda teatav siindmus. Siundmuseks
on naiteks kontrollitud toote praagiks osutumine. Toote kontrollimine on katse, praagiks
osutumine aga sindmus. Stindmus on naiteks marklaua tabamine pissilaskmisel, kusjuures
laskmine on katse, tabamine aga sindmus. Sindmusi margitakse tahtedega A, B, ... .

Stindmused v3ib jaotada kolme liiki:

1. Kindel siindmus {1, mis alati toimub. Naiteks vesi kiilmub normaaltingimustel
0 °C juures,

2, Voimatu siindmus &, mis kunagi €1 toimu. Naiteks miund: viskamisel on véimatu
saada tiheaegselt vappi ja kirja.

3. Juhuslik siindmus, mis voib toimuda vl mitte toimuda. Naiteks taringu viska-
misel v0ib saada 2, aga v3ib ka mitte saada.

Toenaosusteooria uurib massiliselt toimuvates juhuslikes siindmustes esi-
nevaid seadusparasusi. Naiteks taringu paljukordsel viskapisel tuleb 2 (ligikaudu) 1/6
juhtudest, mis pole enam juhuslik, vaid seaduspirane.

2.2. Tehted siindmustega

Siindmuste 4 ja B summaks A + B (ehk dhendiks 4 L B) nimetatakse siindmust,
mille toimumine seisneb neist vihemalt ihe, kas 4 vé1 B toimumises ("4 v&i B vo1 mo-
lemad”). Kahe siindmuse summale vastav plirkond on jErgneval {hulgatecoriast tuntud)
Venni diagrammil viirutatud:

W,

Naiteks kui siindmus 4 on markilaskmisel piirkonna A tabamine ja siindmus B on
piirkonna B tabamine, slis sindmus 4~ B on joonisel oleva viirutatud piirkonna tabamine.

Sindmuste 4 ja B korrutiseks AR {ehk {ihisosaks 4 M B} nimetatakse siindmust,
mille toimumine seisneb nii 4 kui B toimumises {"4 ja B”). Kahe sundmuse korrutisele
vastav plirkond on jargneval Venni diagramml wirrutatud:

23



Kahte sundmust nimetatakse teineteist valistavaks, kui nende korrutis (Ghisosa)
on véimatu siindmus: AB =@ (ehk A" B =0).

Kui slindmusi on tile kahe, jaivad nende summa ja korrutise definitsioonid analoogse-
teks eeltoodutega

Sundmuse 4 vastandsiindmuseks A nimetatakse sundmust, mille toirmmine seisneb
sindmuse A mittetolmumises.

2.3. Stndmuse sagedus

Olgu sooritatud n katset ja mingi sindmus A toimugu selles katseseerias m korda.
Sindmuse A sageduseks selles katseseerias nimetatakse arvu
T
Pe(Ay - —
T

Naide. 5-lasulises seerias tabati marki 2 korda, 50-lasulises 27 korda ja 100-lasulises
31 korda. Tabamise sagedused on

2 51
PU(As)- ;0,4 P"(ds0) = ? — 0,54 P*(A0) - 1%’0' S
Sageduse omadusi
1. 0< P*(A) <1 (sindmus 4 voib n katse puhul toimuda 0 kuni =
korda, st 0 < m < n).
2. P*(Q1) =1 {kindla sindmuse sagedus on 1).
3. P*[@)=0 (vdimatu sundmuse sagedus on 0).
4. Kur sundmused 4 ja B on teineteist vilistavad, siis on voimahk naidata. et

P4 BY=PA) s PY(B)
5. Sundmuse A sagedust tingimusel, et siindmus B toimus, nimetatakse sundmuse A4

tinglikuks sageduseks P*(A:B). Saab tdestada, et sindmuse A4 tinglik sagedus avaldub
kujul

P (AB
AR = 7( ) Ja korrutise sageduse vaib esitada kahel viisl
Pr(i1)
PHABY = PY3y PHAIDBY) = P Pr(inA). (1)

2.4, Sundmuse toenaosus

Siindmuse sagedus on médratav vaid pidrast katseid. Kuna eri katseseeriate puhul
siadakse erinevaid tulemusi (vt eelmise punkti naidet). siis el ole sagedus sundmuse konge
paremaks iscloomustajaks. Kuld voib tahele panna, et pikas katseseerias sagedus slabih
definitsioonini: juhusliku sundmuse tSendosuseks nimetatakse konstanti, mufle amber
grupeeruvad selle sindmuse sagedused katsete arvu suurenedes.
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Felnev definitsioon iseloomustab idenaosuse moistet kiillalt sisukalt, kuid e anra
votteid téenaocsuse arvutamiseks. Seda véimaldab teha tdenidosuse klassikaline defi-
nitsioon (e Laplace’i mudel): sindmuse A tdeniosuseks nimetatakse suurust

P(A) =

kus n on koikide vordvoimalike elementaarsiindmuste arv ja m on siindimuses A sisalduvate
elementaarsindmuste arv {m on n-6 soodsate elementaarsiindmuste arv).
Elementaarsiindmus on nitsugune siindmus, mis osasiindmusteks enam ei lahutu. Ele-
mentaarsindmused on vordvéimalikud, kul sisulistel kaalutlusiel el saa lugeda the ele-
mentaarsindmuse teimuermise voimahkkust erinevaks teise elementaarsindmuse toimimise
voimalikkusest. Klassikaline definitsioon voimaldab téenaosust arvutada ilma katseid te-
gemata. Selle definitsiooni puuduseks on elementaarsitndmuste vordvaimalikkuse noue.

Niide 1. 200-detailise partii hulgast leidis tehnilise kontrolli osakond 8 praakdetaili.
Leida praakdetailide esinemise sagedus.

Katsete arv n=200.
Sundmus A (praakdetaili esinemine) toimus m=8 korda.
Sundmuse A sagedus selles katseseerias P~(4) = m/n = 8/200 = 0,04.

Naide 2. Tehasesse toodi 1000 laagrit. Nende hulka oli sattunud 30 praaklaagril.
Leida téendosus, et juhuslikult voetud laager osutub standardseks.

Kaikide vérdvéimalike elementaarsiindmuste arv n=1000 (s.0 viimaluste arv votta
iithte lazgrit). Standardse laagri saamise seisukohalt soodsate elementaarsindmuste arv
rrno= 1000 — 30 = 970. Sundmusc A, s.0 standardse laagri saamise toenaosus on P{A) =
=m/n =970/1000 = 0,97

2.5. Uhendid

Uhenditeks nimetatakse Iopliku hulga 4, = {@1,a3,...,a,} (nn pohihulga) elemen-
tidest a1, az, ..., a, moodustatud alamhulki, mis erinevad iksteisest kas elementide endi,
nende jarjestuse, arvu véi kordsuse poolest.

Jargnevas kisitletakse iihenditest korduvaid elemente mitteomavaid variatsioone, per-
mutatsioone ja kombinatsioone, mille abil lahenduvad kdik kdesolevas appevahendis olevad
ulesanded.

Variatsioonideks pimetatakse pdhihulga m-clemendilisi jarjestatud alamhulki. Ehk
teisiti: varialsicomdeks n erinevast elemendist m elemendi kaupa nimetatakse ithendeid,
mis erinevad tksteisest kas elementide endi v5i nende jarjestuse poolest.

Leiame variatsicone endid mocdustamata kdigi variatsioonide arvu, mis on vounalik
moodustada n elemendist m-kaupa. Tahistame otsitava suuruse V™. lmselt V! = n
Edasi leiame V2 jargmise mattekiigu alusel.

Esimese elemendi valikuks leidub n véimalust.

Teise elemend: valikuks leidub n — 1 voimalust.

Mélerna, nu esimese ku teise elemendi valikuks lerdub ni{n — 1) erinevat viimalust, st

V2 = n{n—1).
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Sama mdttekiiku jitkates saame V.2 =- n(n — 1}{n - 2) ning tldiselt
Vat=n{n—-1)n=2)...[n —{m— 1}, (1)

Niide 1. V? =7.6-5=210.
Niide 2. Ulidpilased dpivad itheksat erinevat ainet. Teisel septembril on ette nahtud
4 loengut. Mitu erinevat véimalust on tunniplaani koostamiseks, kui sel pieval peab clema

4 erinevat Oppeainet?
Vi =9-8-7-6=23024

Naiide 3. Mitmel viisil on véimalik valmistada kolmevarvilist kolmest horisontaal-
voodist koosnevat lippu, kui iiks v86t peab olema simine ja kasutada on 5 erinevat varvi
kangast?

VP~ v} =36 ehk 3.V =36

Permutatsioonideks nimetatakse péhihulga n-clemendilisi jirjestatud alamhulki
Permutatsioonid on seega ithendid, mis erinevad uksteisest ainult elementide jirjestuse
poolest. Tahistame n elemendist moodustatud permutatsicone kujul Py, Ilmselt P, =
=Vr=n{n-1}n~-2)...3-2.1ehk

Po=1.2... . -n=nl. (2)

nl=1-2....-n loetakse n-fakt:.rizal. Niiteks 12!=479001600.

Naiide 4. Kuus vorkpallurit on v Jimalik paigutada valjakule
Pe=1-2-3-4-5 6="T20 erineval viisil.

Kui valemit (1) korrutada ja jagada suurusega (n — m)!, siis saab selle valemi esitada
kujul

n!
vt 3
™ (n —m)! (3)

Kombinatsioonideks nimetatakse pShihulga m-elemendilisi alamhulki. Ehk teisiti,
kombinatsioonideks n erinevast elemendist m elemendi kaupa nimetatakse iihendeid. mis
erinevad iiksteisest vihemalt iihe elemendi poolest (kuid elementide jarjekord pole oluline,
vastupidiselt variatsioonidele). Tahistame kombinatsioone n elemendist m kaupa kujul

o

Jarelikult m!. C7* = V™ ja

11

. Igast kombinatsiconist O saab moodustada m! erinevat permutatsiooni.

Vm
cr = 1
n Pm ( )

Valemile (4) vaib valemi (3) abil anda teise kuju:

!
Cp = ———— (5)

ml- (r — m)!
Asendades valemis {5) tahe m vahega n — m, saab

— n!
Cn - (rn—m)-m!
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Ja seega

er = (6)
Naide 5. -
2. 10,
: 1.2
Naide 6. De Rt
g7 3 i e
= Oy = ————— = 161700
100 100 1.2.3

Naiide 7, 2b-litkmelisest kollektiivist on vaja saata 3 delegaati ametilihingukonveren:-
sile. Kuna delegaatide (ihendite keeles elementide) jarjekord e1 ole oluline, siis on tegemist
kombinatsioenidega ning valiku voimalusi on

o RS gy
1-2-3
Naide 8. 23-litkmelisest dpperihmast on vaja valida rihmavanem, tema asetaitja
ning spordiorganisaator. Kuna pole sugugi (kskdik, missuguseks funktsionaariks konkreet-
ne diopilane valitakse, siis on siin (ihendite keeles raakides) elementide jarjekord wluline
ning tegemist on vanatsioonidega. Valiku voimalus) on seega

Vi - 2524023 — 13800,

Niide 9. Lapsel nimega Katrin on kies 27 ladina tahestiku tahte. Ta vStab nende
hulgast juhuslikult 6. Tdenaosus, et ta saab oma nimes olevad tihed katte Giges jarjekorras
(sundmus A), on

1

PLAY L
Vo

Toendosus, et ta saab oma nimes olevad tahed kitte jarjekorda arvestamata (siindmus
on

B)

?

1

Malemal juhul o soodsate elementaarsindmuste arv 1
Niide 10. Uhele riiulile paigutatakse 10 raamatut juhushikus jarjekorras, Toeniosus

et 3 mingit kindlat raamatut seejuures korvuti satuvad, vn

8.3 1

Pldy= —— = —.
10! 15
Koiki vordvoimalikke elementaarsiindmusi on siin 107, kuna koik elemendid on korraga
vaatluse all ning nende jirjekord on oluline. Scodsate siindmuste arva leidmiseks kujutame
etle, ¢b kolm raamatut on kokku scotud nung moeodustavad uhe elemendi. Sis on el 8
elemend: riulile paigutamiseks 8! voimalust. Neist 1gas asendis on aga 3! véimalust kolme
korvuti oleva raamatu umberpaigutamiseks.
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Naide 11. Kaubasaadetises on 4 kirgema sordi toodet ja 6 esimese sordi tcodet.
Toendosus, et vile juhuslikult véetud toote hulgas on kdik esimese sordi tooted (siindmus
A), arvutatakse jargmiselt:

@ 1
P = =5 = -
A=z =3

Toendosus, et viie juhuslikult v3etud toote hulgas on (tapselt) 2 kérgema sordi toadet
{sindmus B), avaldub aga kujul
Ci-Cci 10
cs, 21

P(B) =

Soodsate siindmuste arvu leidmiseks vaib kasutada naiteks jirgmist méttekiiku. Nel-
ja kdrgema sordi toote hulgast kahe juhuslikuks votmiseks on CZ voimalust {elementide
jarjekord pole oluline). 5 — 2 = 3 esimese sordi toote vétmiseks on aga CF vdimalust. Iga
korgema sordi toodete varianti voib tihendada kdikide esimese sordi toodete variantide-
ga. Niisiis, soodsate sindmuste arvu saamiseks tuleb kaks eelkirjeldatud kombinatsioon:
omavahel korrutada: C2 . C2.

Niide 12. Viieliikmelisse uurimisrithma kandideerib 12 kandidaati, neist 4 on naised.
Téendosus, et uurimisrithma moodustamisel loosimise teel satub sinna 2 naist, arvutatakse
lahtudes samast ideest kui naites 11:

ppy= G0 1
- Ci, 33

2.6. Uksteist vilistavate siindmuste liitmisteoreem

Toenaosuse statistilise definitsiconi alusel (vt punkti 2.4) ja lahtudes sindmuse sage-
duse omadustest {vt punkti 2.3) tuuakse sisse viis tGendosusteooria aksicomi (neist viimane
jargmises punktis). Niisuguse idee pdhjal iles ehitatud tGendosusteooria aksiornaatika
tagab teooria kooskdla katsetega.

Aksioom 1. 0< P(4) <1

Aksioom 2, P(Q) = 1.

Aksioom 3. P(@)=0.

Aksioom 4. Kui siindmused 4 ja B on teineteist vilistavad, siis nende summa
1oenaosus avaldub kujul

P(4+ B)=P(4)+ P(B). (1)
Viimase iildistuseks on uksteist valistavate stindmuste liitmisteoreem

Uksteist valistavad siindmused Ay, Az, ..., A, moodustavad taieliku sisteemi, kul
katse tulemusena toimub neist tingimata Giks ja ainult {iks. Seega P(A;+As+.. +4,) = 1.
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Jareldus 1. Kui iiksteist vilistavad siindmused 4;, Aa, ..., 4, moodustavad taieliku
siindmuste sitsteemi, siis vastavalt eelnevale valemile ning liitmisteoreemile

P(A) + P(42) + ...+ P(An) = 1. (3)

Jareldus 2. Kuna vastandsiindmused moodustavad tiieliku siisteerni, siis on nende
toenacsuste summa vordne tihega:

P(AY+ P(A)=1 ja P(4)=1-P(4). (4)

Niide. Urnis on 2 rohelist, 7 punast, 5 kollast ja 10 valget kuuli. Urnist vGetakse
uks kuul. TGendosuse, et see kuul on varviline, voib arvutada kas valemiga (2)

P(Viarviline) = FP{Kollane) + P{Punane) + P{Roheline) =

5 7 P T

= — 4 — - =
'24+24 12

voi valemiga (4), tostudes vastandsiindmuse méistele

10 T
P(Varmlzne] =1- P(Valge) =1- ? = ﬁ

2.7. Korrutamisteoreem
Toetudes punkts 2.3 valemile (1), tuuakse sisse tdeniosustecoria viles aksioom:
P(AB) = P(B) P(4|B} = P(A)  P(B|A). (1)

P{A{B) on siindmuse 4 téendosus tingimusel, et siindmus B toimus,
Viienda aksicomi iildistuseks n siindmusele on korrutamisteoreem:

P(AyAy .. A5) = P(Ay) P(Az|A1) ... P(An|Ar1ds .. Anoy). (2)

Kui P(A]B) = P(A) ja P(B|A) = P(B), siis siindmused 4 ja B on teineteisest

séltumatud ning korrutamisteoreem liktsustub:
F(AB) = P(A)- P(B). (3)

Naide 1. TSendosus, et kdik vahetuse jooksul valmistatud detailid on standardsed, on 0,9.
Leida toendosus, et kolme vahetuse jooksul ei toodeta iihtegi praakdetaili (siindmus 4).

Markign A slindmust, el esimeses vahetuses valmistatud detailid on standardsed. A,
Ja As clgu analoogsed, vastavalt teise ja kolmanda vahetusega seotud siindmused. Siis
A= A; Ay- Az Sundmused 4y, Az, 4; on stltumatud ja seega

P(.“l) — P(Al.4g.4.3j = P(Al) ' P(Az) . P(As,) == O,QS = 0,729
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Niide 2. Opperiihmas on 4 iiitarlest ja 16 noormeest. Eksamile Umujate jarjekord
koostatakse juhuslikult. Eeldusel, et kdik uliépilased on lubatud eksamile, leida t&enaosus,
et 1) kolm csimest cksamile ilmujat on noormehed (stindmus N);

2) vahemalt ks kolmest esimesest on tutarlaps {sindmus T').

Esimesele kisimusele vastamine nduab korrutamisteoreemi {2) kasutamisi:

. i Cae 16 15 14 28
P(N) = P(A1N2N3) = P(J\‘l) : P(NQINT_) : PE_A&N]_NQ) = ﬁ . E ' E = g’:{'

Teise kusimuse saab lahendads vastandsiindimuse tGeniosuse abil:
PIy=1-P(N)=1-28/37=129/57.

Naide 3. Kastis on 25 detaili. Neist 6 on defektiga. Kui suur on tdendosus, et kahe
Jargemooda pimesi vietnd detaili hulgas on teine defekiiga?
P(l defektiga ja II defektiga v61 T defektita ja 11 defektiga) =

6 5 19 6 6

Tas vt T o

Naide 4. Vaatlused on naidanud, st iga-anstasel maratonijooksul labib 90% osavot-
jatest 3/4 distantsist ja 80% kogu distantsl. Leida tSendosus, et 3/4 distantsist libinud
sportlane 1opetab jooksu,
Supdinus A: sportlane on labinud 3/4 distantsist; P(A) = 0,9.
Sundmus B: sporilane 1&petab jooksu.
Sundmus AB:  sportlanc on labinud 3/4 distantsist ja 1&petab jooksu, P{ARB) = 0, 8.
Sundmus B[A:  sportlane 15petab jooksu tinginwsel, et ta on labinud 3/4 distantsist.

B
Valemist (1) saab  P(B|A) = P—}E%—)-)— = % = 0,89

2.8. Uksteist mittevalistavate siindmuste liitmisteorcem

Naide 1. Esimene ulispiane lahendab ilesande (sindmus A) tSenaosusega 0,75,
telne aga {siundmus B) tSenaosusega 0,8. Kui tdenione on, et vahemalt iiks uligpilane
lahendab iilesande, kui nad tostavad teineteisest sdliumatuli?

Antud toendcsusi littes 0,75+0,8=-1 55 ranme tulemuse ile Ghe, mis on ilmselt vidir,

Kahe teincteist mittevilistava sindiguse summa toensosuse kohta kehtib Jurginine
teorecm:

P(A+ B) = P{A}+ P(B) - P(AB). (1)

Teoreemi geomeetrilist tahendust v3ib illustreerida jargneva Venni diagrammiga:




Diagrammil olevat ristviirutusega osa tuleb arvesse vétta iiks kord. T3lgendades hul-
kasid 4 ja B piltlikult marklaudadena, oleks ihisosa kohal muidu kahekordne marklaud.
Vastandsundmusele iile minnes v5ib valemi (1) asemel kasutada jargmist valemit:

P(A+B)=1-P(AB) (2)
Kclme iiksteist mittevalistava siindmuse puhul
P{A+ B +C)=P(A)+ P(B)+ P(C)— P(AB) — P(AC) — P(BC)+ P(ABC). (3)

Vastandsiindmusele iileminek nduab aga ilmselt vaiksemaid arvutusi P(4 + B + C) =
=1~ P(A B C). Kolme ja enama stindmuse puhul tulekski seega soovitada iileminekut
vastandsiindmusele.

Lahendame ntiiid iilaltoodud naite 1. Arvestades, et sindmused A ja B on teineteist
mittevalistavad, kuid sélturnatud (vt lisaks punkti 2.7 valemit (3)), saame vastavalt antud
punkti valemile (1)

P4+ B)=0,734+0,8-0,75-0,8 = 0,95
ehk vastandsundmusele tileminekul vastavalt valemile (2}
P(A+B)=1-10,25.0,2 =0, 95,

Naide 2. Teatud marsruudil reisimiseks on véimalik kasutada kas rongi (siindmus
A), bussi (siindmus B} voi lennukit (sindmus C'). Téenaosus, et mingil paeval nimetatud
Liklusvahendid ei valju, on vastavalt 0,1; 0,2 ja 0,5. Leida tdendosus, et vihemalt itheza
neist saab soita sellel marsrundil.

Sandmused A, B ja C on iiksteist mittevalistavad, kuid sélturnatud. Seega

PA+B+C)y=1-0,1-0,2-0,5=0,09 e¢hk PA+B+C)=

=0,940,8405-0,9.0,8-0,5-05-0,8-0,5+0,9-0,8-0,5=0,99.

2.9. Taistoenaosuse valem

Moodustugu tiksteist vilistavatest elementaarsiindmustest Hy, Ho,. .., H, taielik sis-
teem. Nimetame neid sindmusi hiipoteesideks. Toimugu meid huvitav sindmus 4 vaid
koos iihega hupoteesidest:

A:AHlJ-AHz-r'FAHn

Selles seoses olevad liidetavad on iiksteist valistavad siindmused, kuna hiipoteesid olid
iksteist valistavad. Seega v3ib kasutada iiksteist valistavate siindmuste tdendosuste liit-

misteoreemi;
n

P(4) = P(AH,).

=1
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Korrutamisteoreemi abil

P{AH;)= P(H;)- P(A|H;) ning

P(4) = ZP(Hi)p(A‘Hi]- (1)

Viimane ongi taistdendosuse valem.

Niide 1. Kauplusse saabusid Ghetuubilised elekiripirnid, mis olid valmistatud neljas
tehases: esimeses 250 pirni, teises 523, kolmandas 275 ning neljandas 950, Toendosus, et
pirn poleb {le 1500 tunni, on esimeses tehases (0,15, teises 0,30, kolmandas 0,20 ning
neljandas 0,10. Riiulitele ladumisel l3ksid pirnid segamini. Kui suur on tdeniosus, et
ostetud pirn poleb ile 1500 tunni?

Stindmus A: pirn pdleb ile 1500 tunni. Hy, Hy, Hy, Ay on hiipoteesid, et pirn on

valmistatud vastavalt esimeses, teises, kolmandas véi neljandas tehases.
Kuna pirne on kekku 2000, siis hitpoteeside téenfosused

250 525
H) = 22 0125 P{H,) — 222 0,262
P(H1) = 5505 = 0,125, (H2) = 55p0 — 02625,
275 950

= 212 01375, P(Hy) = —— =0 475,
(Hs) = 5955 = 1375, (He) = 5550 = 0:475

Hiupoteesid moodustavad taieliku siisteemi ja nende tdenfcsuste summa peab olema
iitks. Stindmuse A4 tinglikud tdenfosused on

P(AH} =015,  P(A|Hy) = 0,30,

P(A|Hs)=0,20, P(A|H,) = 0,10,
Taistdendosuse valemi (1) alusel

P(4) = iP(HJP(A;H,-) =

=1

=0,125- 0,15+ 0,2625 0,30 = 0,1375- 0,20 + 0,475 - 0,10 = 0, 1725,

Niide 2. Uhes turismigrupis on 3 voorkeeleoskajat ja 2 mitteoskajat. Teises grupis
on need arvud vastavalt 4 ja 4. Esimesest grupist saadeti valikuta teise uks turist. Leida
toenaocsus, et nuud teisest grupist juhuslikult vdlja kutsutud turist on vodrkeeleoskaja
(slindmus A4).

Hipotees Hy: esimesest grupist saadi voorkeele mitieoskaja.
Hupotees Hy: esimesest grupist saadi vdorkeeleoskaja.

Pfh)=2,  PH)=
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P(-‘HHl) =

O v
loliRdi!

;  P(A|Hz) =

23

P(A) = P(Hy}P(AIH) + P(Ha)P(AlHy) = g . -5

o
|

=R it-N

+

2.10. Bayesi valem (hiipoteesi tinglik tdenidosus)

Olgu antud hiipoteeside taielik susteem Hy, Hy, ..., H, ning olgu teada nende hiipo-
teeside toendosused P(H,), P{H;),..., P(H,). Tehakse katse, mille tulemuseks on mingi
sundmus 4, mille tinglikud téendosused P{A'H,), P(A|H2), ..., P(A|H,) olgu teada. Siis
avaldub hiipoteesi H; tinglik toendosus jargneva Bayesi valemi kujul:

P(H,)P(AH,)
P(H;)P(AH,)

P(H;|A) =

: (1)

s

1

-
Il

Valemi (1) kehtivust saab pShjendada tiistdeniosuse valemi ning korrutamisteoreemiga.

Bayesi valemi kasutamist noudvates iilesannetes on iseloomulik, et kdigepealt piis-
titatakse hipoteesid. Seejarel tehakse katse, mille tulemus on teada. Séltuvalt katse
tulemusest hinnatakse hiipoteeside esialgsed toendosused iimber.

Naide 1. Onteada, et 86% toodangust vastab standardile. Lihtsustatud kontrollimise
susteem tunnistab kolblikuks standardse toote toendosusega 0,98, miltestandardse aga
toenaosusega 0,05. Kul suur on tdenfosus, et toode, mis tunnistat: kdlblikuks, tdepoolest
vastab ka standardile?

Sindmus A: toode tunnistati kdlblikuks.
Hupotees I7: toode vastab standardile.
Hiipotees Hy: toode e vasta standardile.

P(H;)=10,96, P(A|H.)=0,98,
P(H;} = 0,04, P(A|Hy) =0,05.
P(H\)P(A|H:) 0,96 0,98

P(H[A) = - = -
0,960,984 0,04 0,05
L P(H)PA|H:)

=0, 9879,

Niide 2. Esimene dhutdrjepatarei tegi 10 lasku, teine patarei 8 lasku ja kolmas
patarei 12 lasku. Tabamise tGendosused olid vastavalt 6,3, 0.4 ja 0,2. Uks lask tabas
lennukit. Missugusele patareile see lask kdige tSendosemalt kuulus?

Stndmus A:  Lennuki tabamine.
Hipotees Hy: laskis I patarei, P(H,)=10/30, P(A|H,) =0,
Hipotees Hy: laskis II patarei, P{H,)= 8/30, P(A H:) =10,

3.
4.
Hipotees H3: laskis III patarel, P(H;) = 12/30, P{A|Ha) L2

P(Hy|A) = 15/43, P{H,|A)} =16/43, P(H;A) = 12/43.
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Vastuscks on P(H2|A) = 16/43, mis tahendah, et kdige tdendosemalt kuulus lennukit
tabanud lask teisele patareile.
Kuna hiipoteesid moodustavad taieliku stisteemi, siis nii

3 3
Y P(H)=1 kuika Y P(H|A)=1
i=1 =1

2.11. Bernoulli valem. Toenioseim siindmuse tolmumiste arv

Pustitame jargmuse ilesande. Leida tdenaosus, et n ihesuguse ja séltumatu katse
tulemusel toimuks séindimnus A4 tdpsell m korda. Olgu igal iiksikkatsel siindmuse A toi-
mumise tendosus konstantne P{A) = p. Vastandsiindmuse A toimumise tfenaosus on
5118 P(I) = | — p = q. Tahistame otsitava tdendosuse Pr, ,. 15cnaosuse FPro n arvutamine
oleks littmis- ja korrutamisteorcemi abil voimalik, kuid katsete arva suurenedes ndnaks
sce mahukaid arvutusi. Nimetatud valemitest lahtudes saab tuletada arvutusi lihtsustava
Bernoulli valemi:

Pmn — /m ™mo_T—m - I 1 ﬂfm. ]
= =0y miin P (1)

Naide 1. Telestuudios on 5 kaamerat. Thendosus, et kaamera on vaadeldaval hetkel
sisse lubitatud, on 0,65. Kui tdendone on, et antud hetkel ei ole sisse lulitatud rohkem kui
kolm kaamerat?

Sundmus A: antud hetkel ei ole sisse lulitatud rohkem kui kolm kaamerat.

Sindmused Ay, Ay, ..., As: sisse on lalitatud 0, 1, ..., 5 kaamerat,

Seega A = Ay + A; + A3 + 43 ehk vastandsiindmuse kaudu veidi lihtsamalt
.4;1—444‘—}15_].3.

P(A) =1~ P(4y)— P(As) =1~ Pys — Ps s = C30,65%0,35 + C20,65° = 0,66304.

Siindmused, mis seisnevad siindmuse A toimumises n katsel 0,1,..., n korda, on {iks-
teist vilistavad ning moodustavad sindmuste tiieliku siisteemi. Eelmise naite puhul moo-
dustavad taieliku sisteerms sundmused, et sisse on lilitatud @, 1, 2, 3, 4 ja 5 kaamerat.

Seega }1_!: e

m=i
Kui arvutada kiik kuus eelmainitud toendosust, siis on vérmalik teada saada, mitu

kzamerat on kéige tGenaosemalt sisse lilitatud:

m 0'A132‘;3__4 5
Pms | 000525 | 0,04877 | 0,18115 , 0,33642 | 0,31239 [ 0,11603 |

Kuna P35 = 0,33642 on maksimaalne, siis on koige toenacsemalt sisse Tulitatud 3
kaamerat.
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Toenaoseimat sindmuse toimumiste arvu rrg, mille puhul Fr.. » on maksimaalne,
saab aga lihtsamalt leida. Ilmselt

P:m,,n > ng+1,n _I& Pmc,n = ng—l‘n-
Neist vBrratustest lahtudes saab
np—g<my<np+p. (2)
Naite 1 andmetele vastavalt
5:0,65-0,35<my <5-0,65 + 0,65,

millest 2,9 < mg < 3,9 ja secga toenaoseimalt on sisse lilitatud my = 3 kaamerat.

Naide 2, Margi tabamise toendosus on 0,25 Tulistati 21 lasku. Leida tdenaoscim
tabamuste arv ning vastav téeniosus.
n= 21, p=20,25, ¢=0,75 Vérratuste (2} kohasell

21-0,25 — 0,75 < mg < 21 0,25 + 0, 25,

millest 4,5 < mg € 5,5 ja tGendoseim tabamuste arv mg = 5.
Vastav tdenaosus arvutatakse Bernoulli valemiga:

Pz = Ch 0,250 75" 2 0,190

Markus 1. Kui Bernculli valemis clev katsete arv n on suur, siis voib Bernoulli vale-
miga arvutamene olla raskendatud voi isegi voimatu. Sellisel juhul kasutatakse ligikaudseid
asumptootilisi valemerd, millega tuivutakse jargnevates peatilkkides.

Markus 2. Bernoulli valeru kasutamine eeldab, et siindmuse toimumise tdenaosus
1gal uksikkatsel p on konstantne. Kui aga erinevates tingimustes {mitte Ghesugustes, nagu
see Bernoulli valerni rakendamise puhul vajalik oli) tehakse n soltumatut katset, kusjuures
sindmuse A toimumise tGenaosus 1-ndal katsel on p;, siis tdenaosus Pr. n (et siindmus A
toimuks n katsel tapselt m korda) on leitav genereeriva funktsiooni i, () abil:

Un(z) = (g + m12){g2  p2z)... (gn + Paz), (3)

kus g, =1 — p;.  Fien on liikkme =™ kordaja.

Niide 3. Uksteise jarel saadetakse valja neli raadiosignaali. Iga signaali vastuvdtt on
soltumatu iilejaanud signaalide vastuvdtust. Uksikute signaalide vastuvétu tdeniosused
on 0,2, 03, 0,4, 0,5 Leida kolme signaali vastuvdtu tSenaosus,

Kasutades valemit (3), saame:

Ya(z) = (0,8 +0,22)(0,7 + 0,32)(0,6 — 0,42 (0,5 + 0, 5) =

=0,168 — 0,394z + 0, 3227 + 0, 106z° + 0, 012z*.
Otsitav P34 on 2 kordajaks: P4 = 0, 106.
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2.12. Ulesanded

2.1. Ulidpilasel tuleb eksamisessioonil scoritada 4 eksamit. Tahistame A;-ga sund-
muse, et lidpilane sooritas esimese cksami vahemalt rahuldavalt (A4;, A3, A4 sooritas
vastavalt I, III, IV eksami vahemalt rahuldavalt). Avaldada sindmuste 4;, A5, 4;, A,
ning nende vastandsiindmuste 4y, A;, A, 44 kaudu jirgmised sindmused:

1) ilidpilane sooritab kdik eksamid;

2) ulibpilane sooritab vahemalt ihe eksami;

3) dlioptlane saab vihemalt ithe mitterahuldava,

1) itlidpitane saab tapselt ithe mitterahuldava (suvalisel eksamil).

2.2, 36-st kaardist koosnevast pakist voetakse juhusliknlt itks. Kui sunr on tdeniosus,
el see on potl mastist?

2.3. Kui téenaone on, ¢t uue passi number lopeb

1) paaritu numbnga,

2) nulliga?

2.4. Ulidpilane liks eksamile, olles 25 kordamiskiisimusest 20 selgeks Gppinud. Talle
esitatt § kilsimust. Leida toendosus, el la:

1) »skas vastata kaikidele kitsitnusiele;

2) o1 osannd vastata thelegi kisimusele

2.5. Kui palju véib moodustada kolmekohalisi positivseid tasarve, millest igaiks
koosneks kolmest erinevast numbrist?

2.6. Mitmel viisil on voimalik paigutada neli initnest neljale kaetud séogilanda?

2.7. Lapsel nimega KATRIN on kies 27 ladina tahestiku tiabte. Ta votab nende
hulgast juhushikult 6. Kui suur ou tocnaosus, el ta saab katte oma nime tihed

1) oiges jarjckorras;

2} jarjekorda arvestamata.

2.8. 36-st kaardist koosnev pakk jagataksce pocleks. Leida téenaosus, et kummasks
pakis oleks kaks assa.

2.9. Opperithmas on 8 mees- ja 12 naisuliopilast. Neist 6 kutsutakse juhusliku valiku
tecl eksamiruumi. Leida téendonsus selleks, el

I'} kotk sisenejad on tiidrukud,

2) koik sisenejad on poisid,

3} sisencjate hulgas on 4 tudrukut.

2.10. Mangude uldisc arvu vihendamiseks jaotati 20 véistkonda kahte alagripp: Kui
suur on toenaosus, et kaks koige tugevamat voistkonda satuvad

1) erinevatesse alagruppidesse,

2) samasse alagruppi?

2.11. Kui palju on véimalusi tahtede A, I, L, L, N, N, T rittapaigutamiseks? Mitmel
jubul saab tulemuseks séna TALLINN ja kui suur on vastav téeniosus?

2.12, Uheksal kaardii on tihed E, N, 0,5, S, T, U, O, A. Leida toeniosus, et neid
kaarte Juhushkult ritta ladudes saadakse séna TOENAQOSUS.
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2.13. Ruhmavanem astis 12 kinopiletit iihte ritta ja jactas need huupi 12-le uliopi-
lasele. Kul suur on tdendosus, et kaks sopra satuvad kdrvuti?

2.14. Raha ja asjade loterii iga 1000 pileti kohta tuleb 5 rahalist ja 25 esemelist vaitn.
Kui tdensone on vaita ithe piletiga?

2.15. Toenaosus, et esimesel t535pingil valmistatud detail on esimest sorti, on 0,7.
Samasuguse esimese sordi detaili valmistamise tSeniosus teisel pingil on 0,8 Esimesel
taopingi] valmistati kaks detaili ja teisel iiks detail. Kui suur on toenaosus, et k&ik valmis-
tatud detailid on esimest sortj?

2.16. Seitsmest kaardist on moodustatud séna TALLINN. Kaardid segatakse ja neist
voetakse juhuslikult neli. Kui suur on tGendosus, et sazadakse nimi INNA?

2.17. Merehadas oleva laeva meeskonnale heidetakse kahelt lennukilt langevarju abil
varustust. Toenaosused selleks, et varustus langeh laevale, on vastavalt 0,75 ja 0,656, Kui
suur on toenaosus selleks, et vahemalt helt lennukilt heidetud varustus langeb lacvale?

2.18. Tdenaosus saada raamat esimesest raamatukogust on 0,3, teisest 0,7 Ja kol
mandast 0,4, Kul suur on téendosus, et see raamat on olemas vihemalt iihes raamatu.
kogus?

2.19. Kahel laskuril on mérklaua tabamise tdendosused vastavalt 0,7 ja 0,8. Leida
tdenaosus, et

1} mclemad tabavad esimese lasuga;

2) mélemad lasevad mosda;

3) tabab iiks laskudest;

4) tabab vahemalt iiks laskudest.

2.20. Visataksc korraga kahte tiringut. Kui suur on idenzosus, et vihemall iihel
taringu] tuleb 6 silma?

2.21. Tooline teenindab kolme tddpinki, mis todtavad tiksteisest séltumatult. Tae-
naosus, et tunni aja jocksul ei ndua esimenc t65pink t55lise tahelepanu, on 0,95 Teise
tooping: korral on see téenaosus 0,9 ning kolmandal 0,8, Leida toeniosus, et tunni aja
jooksul

1) tkski td6pink ei ndua toolise tahelepanu,

2] iiks toGpink nduab tahelepanuy,

3) vahemalt iiks toopink nduab tédlise tihelepanu.

2.22. Tehas valmistab teatud detaile. Tga detail vaib olla defektne toenaosusega 0,2.
Detaile kontrollib kontrolér, kes avastab esineva defekti toenacsusega 0,9. Kui defekte ci
avastata, siis pannakse detail valmistoodangusse. Peale selle vaib kontrolér cksida, praaki-
des tGenaosusega 0,05 valja korras detaili. Leida tdeniosus, et kontrollimiseks juhuslikult
voetud detail

1) praagitakse vilja ekslikult;

2) laheb valmistoodangu hulka defektscna;

3) praagitakse valja.

2.23. Lattu saabunud detailidest on valmistatud esimeses vabrikus 20%, teises 46% Ja
kolmandas 34%. On teada, et esimese vabriku toodangus leidub mittestandardseid detaile
3%, teises 2% ja kolimandas 1%. Leida tdendosus, et juhuslikult vdetnd
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1) detail on mittestandardne;

2} mittestandardne detail on valmistatud esimeses vabrikus.

2.24. Tsehhis tootab 25 Ghesuguse tootlikkusega téépinki. Neist 15 pinkl on A-
tutpl, 4 B-tiupi ja 6 C-tiipi. Téenacsus, et toode on esimest sorti, on A-tiiipi pingil
0,9, B-tuupi pingil 0,8 ja C-tuupi pingil 0,7. Leida tdendosus, et tsehhi kogutoodangust
Juhuslikult vetud tcode on esimest sorti.

2.25. 18 laskuri hulgast viis tabas mirki tdendosusega 0,8, seitse toendosusega 0,7,
neli toendosusega 0,6 ja kaks téendosusega 0,5. Juhuslikult valitud laskur tulistas, kuid ei
tabanud miérki. Leida tdendosus tema kuulumiseks igasse vaadeldavasse rithma. Missugu-
sesse riihma see laskur kdige tSendosemalt kuulub?

2.26. USA kiire majanduskasvu perioodil tugevneb dollar téendosusega 0,7, keskmise
kasvu perioodil tugevneb dollar toeniosusega 0,4 ja acglase kasvu pericodil thenacsusega
0,2. Kiire majanduskasvu tdendosus on 0,3, keskmise kasvu t3eniosus on 0,5 ja acglase
kasvu toendosus 0,2. Vaadeldaval perioodil dollar tugevnes. Missuguse t3endosusega on
tegemist kiire majanduskasvu perioodiga?

2.27. Haige uurimisel on kahtlus kahe haiguse H; ja H, suhtes, kusjuures P(if,) =
= 0,6 ja P(H;) = 0,4. Diagnoost saab tipsustada analiusiga, mille tulemuseks on kas
positiivne voi negatiivne reaktsioon. Haiguse | puhul on positiivse reaktsiooni tdeniosus
0,9, haiguse Hs pubul 0,5. Analiiiisi tehti kaks korda ning malemal korral oli tulemus
negatiivne. Leida haiguste H; ja H, podemise téenfosused.

2.28. Ants koos kahe sobraga tulistasid 15bustuspargi tiirus Shupalle. Iga poiss tegi
uhe lasu Ja tabati kahte palli. Palli tabamise téendosus iga lasuga on malemal sdbral
vordselt 0,3 ja Antsul 0,6. Teida tdendosus, et moodalaskja oli Ants.

2.29. Tdenaosus, et iga ilidpilane jouab hommikul digeaegselt loengule, on 0.9, Leida
toenaosus, et neljast iilidpilasest vihernalt kolm jouab digeaegselt loengule.

Ulesanne 2.30. Nelja uliGpilase Gigeaegselt loengule joudmise tdendosused on vas-
tavalt 0,8, 0,85, 0,9 ja 0,95. Leida toenaosus, et neljast iilidpilasest vahemalt kolm jGuab
digeaegselt loengule.

2.31. Toenaosus autobussi digeaegseks 1opp-peatusesse saabumiseks on 0,85, Leida
tdenaosus, et seitsmest liinile viljunud autobussist jouab 15pp-peatusesse digeaegselt 1)
vils, 2) vahemalt viis bussi.

Mitu bussi jouab kdige tdenaosemalt l13pp-peatusesse digeacgselt?

2.32. Mis on toendosem, kas viita vordse vastasega mangides (viik ei ole vormalik)

1) kolm partiid neljast v&i neli seitsmest,

2) vihemalt kolm partiid neljast v3i vihemalt viis partiid kahcksast?

2.33. Toendosus, et teatud korvpallur tabab ithe viskega korvi, on 0,4. Korvpallur
teeb 11 viset. Kui suur on tenioseim korvide arv ja sellele vastav toenaosus?

2.34. Toenaosus, et vabriku toode on kdrgemat sorti, on 4/7. Kui suur on toenioseim
korgema sordi toodete arv 13 juhuslikult valitud toote hulgas?

2.35. Leida toendoseim sademeteta piaevade arv septembri esimeses dekaadis, kui
mitmeaasiaste vaatluste pohjal esinch septembris sademeid keskmiselt 17 paeval.
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3. Juhuslikud suurused

3.1. Juhusliku suuruse moiste

Juhuslikuks nimetatakse suurust, mis katse tulemusena soltuvalt juhusest omandab
the ja ainult tthe oma voimalikest vadrtustest. Juhuslikke suurusi tihistatakse suurtdhtede-
ga X,Y,... ja nende voimalikke vaartus: vaiketahtedega 1, zo,..., w1, yz,... Juhushkud
suurused litgitatakse diskreetseteks ja pidevateks.

Diskreetne juhuslik suurus véib katse voi vaatluse tulemusena omandada 10plike
voi loenduva hulga isoleeritud vadrtusi, mis erinevad uksteisest mingi lopliku arvu vorra.
Diskreetseks juhuslikuks suuruseks on naiteks
1) televiison riknemiste arv aasta jooksul,

2) laskude arv kum estmese markitabamiseni,
3} defektiga detailide arv n detailist koosnevas partiis.

Pidev juhuslik suurus voib omandada kéiki vaartusi mingist 1oplikust voi [opmatust
vahemikust. Pidevaks juhuslikuks suuruseks on naiteks
1} anto keskmine kiitusekulu [I/100 k),

2) elektrililiti tddiga,
3) miirsu lennukaugus, mis kuulub mingisse vahemikku Ja, b|.

3.2. Diskreetse juhusliku suuruse jaotusseadus

Diskreetse juhusliku suuruse jaotusseaduseks nimetatakse vastavust tema kaikide
voimalike vadrtuste @, s, ..., £, ja nende tdenaosuste py,pa, ..., pn vahel, Jaotusseadust
saab esitada tabeli kujul jaotusreana

Iy ) Ln

p P1 b2 s, P

v5i graafiliselt jaotuspoligoenina

r
[

-‘;! I, Tn *
Jaotuspoliigoonil olevad punktid iihendatakse vaid piltlikkuse méties. Vahemikest
w1, @2, |wa,za] ..., |Tn-1, Tx[ ef vOi juhuslik suurus vddartusi omandada,
Stndmused @, 2g,...,z, moodustavad taieliku sisteemi ja seega

n
op= 1
=1

Jaotusseadus iseleomustab diskreetset juhuslikku suurust tdensosuslikust seisukohast
taielikult.
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Punkti 2.10 ndites 1 on diskreetseks juhuslikuks suuruseks antud hetkel sisseliilita-
tud telekaamerate arv, mis voib omandada vidrtusi 0,1,2,...,5. Selle néite lahendamisel
koostatud tabel, mida siin on korratud, ongi jaotusrida:

X 0 1] 2 3 4 5
p_| 000525 | 0,04877 | 0,18115 | 0,33642 | 0,31239 [ 0,11603

Sellele jactusreale vastav jaotuspoliigoon on jargmine:

=%
0.3
02

'

oA

—

6 4 2 3 4 5 x

3.3. Juhusliku suuruse jaotusfunktsioon

Pideva juhusliku suuruse jacks pole vbimalik jaotusrida vilja kirjutada. Uldisemaks

Juhusliku suuruse (nii diskreetse kui pideva) jaotusseaduse esituseks on jactusfunktsioen.

Juhusliku suuruse jactusfunktsiooniks nimetatakse funktsiooni F(z), mis masirab

iga reaalarvu ¢ korral idendosuse, et juhuslik suurus X omandab vdartuse, mis on viiksem
reaalarvast ¢, s.o

F(z)=P(X < =z), kusz C] - oc, 0| (1)

Pideva juhusliku suuruse definitsioon. Pidevaks nimetatakse juhuslikku suurust,
mulle jaotusfunktsicon on pidev.

Jaotusfunktsioon iseloomustab juhuslikku suurust tdendosuskikult seisukohalt thieli-
kult. Geomeetriliselt voib jaotusfunktsiooni interpreteerida jargmisel viisil. Olgu juhus-
likuks suuruseks X juhuslik punkt, mis katse tulemusena satub z-teljele.

L
X s x
Jaotusfunktsicon maarabiga r puhul téendosuse, ¢t juhuslik punkt X asetseb punktist

z vasakul.

Jaotusfunktsiooni omadusi

1. 0 < F{z) < 1. Jactusfunkisioon on defineeritud kui tdeniiosus; tGendosus on aga
alat: rmiftenegatiivne arv, mis ci iileta ithte.

2. Toenaosus, et juhuslik suurus omandaks vaartusi 16igul [a, 3, on vérdne jaotus-
funktsiooni muuduga sellel 15igul:

Pla < X < 8) = F(B) - Fla). (2)

40



3. Jaotusfunkisioon on mittekahanev funkisicon, st kui
a < B, siis Fla) < F(8).

4. Kuna siindmus 4 = {X < —o0) on voimatu ja sindmus B = (X < +o00) on kindel,
5118
lim F(z) = F(—oc) =0 ja h'rf Flz)=F(4+00)=1.

Eelnevatest omadustest jireldub, et pideva juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni graa-
fiku pohimotieline kuju on jargmine:

Fix)

i g =

3.4. Pideva juhusliku suuruse jaotustihedus

Léigule [z, z + Az] pikkusega Az vastav tdendosus on
Plz<X <z+Azr)=Flz+Az) - Flz =AF

Pikkustihikule vastay tdendosus on AF/Az. Kui Az — ), siis saadakse pideva ju-
husliku suuruse téendosuse tihedus e jaotustihedus:

AF
dimy 3 = F(0) = fle), W

mis on nusis defineeritud kui jaotusfunktsiconi F(z} tuletis.

Jaotustiheduse omadusi
t. f{z) > 0, mis tuleneb scllest, et F'(¢) on mittekahanev.
2.

Flz) = / f(z)de.

‘fﬂﬂh—L

mis jareldub omadusest 2 ning teadmisest, et F{—oc) = 1.
4.

Pla< X <8)= /f(x)d:c (2)

ox
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Jaotustiheduse graafiku pohimétteline kuju on toodud jargmisel joonisel, kusjuures
vastavalt jaotustiheduse kolmandale omadusele on graafku ning =-telje vaheline pindala
vordne iihega.

Toenaosus, et pidev juhuslik suurus omandab vaartusi léigust [a, 3], on vérdne joonisel
viirutatud kovertrapetsi pindalaga, millega saab antud toendosust graafiliselt suhteliselt
piltlikumalt iseloomustada, kui jactusfunktsivon F{z) seda voimaldab (vt eelmise punkti
16pus clevat jaotusfunktsiooni graafikut).

3.53. Juhusliku suuruse keskvaartus

Juhuslikku suurust iseloomustab tiielikult tema jaotusfunktsioon (v&i pideva juhus-
liku suuruse puhul ka jaotustihedus). Jactuse oluliste killgede esiletoomiscks kasutatakse
aga taiendavalt mitmeid juhusliku suuruse arvkarakteristikuid. Felkdige on tahtis teada
keskvaartust, mille dmber grupeeruvad juhusliku suuruse voimalikud vaartused.

Diskreetse juhusliku suuruse keskviirtus e. matemaatiline ootus on

EX =MIXi=m, =Y zips. (1)

1=1

Vaatleme diskreetse juhusliku suuruse keskvaartuse téendosuslikku tihendust.
Olgu tehtud %k katset, milles juhuslik suurus X omandab vairtused zy,z;,..., 2, vas-
tavalt mi,ma, ..., my, korda, kusjuures m; - my 4+ ... +m,, = k. Juhusliku suuruse ¥
sagedustabel on siis jirgmine:

- .
X il ! Lo

jaécdtlse tihed-x;_s;-p: ml/fc___? mafk I mn_iu

Arvutades juhusliku suuruse vaadeldavate vdartuste aritmeetilise keskmise z ning ar-
vestades, et vastavalt tdendosuse statistilisele definitsioonile (vt punkti 2.4) on siindmuse
sagedus pf = m;/k ligikaudselt vordne selle sindmuse tSendosusega p;, saadakse

T=(rym +txamz+... . +xom,)fk=

m msa | m
:zlerng——..,—f—xn-fmzlpl +Ipr + .. TP = FX.

Nissiis, diskreetse juhusliku suuruse keskvaartus on ligikaudselt vérdne selle juhusiiku
sunruse vaadeldavate viartuste aritmeetilise keskmisega, ja seda tdpsemalt, mida suurem
on katsete arv.
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Pideva juhusliku suuruse X €i — oo, 0ol keskvadrtuse arvutamisel asendub sum-
meerimine integreerimisega

EX = /J.‘f(m)d:{:. (2)

Keskvairtuse omadusi
EC =, kus (C = const.
E(CX)=C EX.
EX+Y)=EX + EY.
Kui X ja Y on soltumatud, sils E(XY) = EX - EY.

Ll

3.6. Mood ja mediaan

Diskreetse juhusliku suuruse mood M, X on selle suuruse kéige toendosemalt esinev
vaartus.

Diskreetse juhusliku suuruse mediaan A, X on variatsioonrea keskmine clement
paarituarvulise valimi korral v&i kahe keskmiise elemendi poclsumma paarisarvulise valimi
puhul.

Pideva juhusliku suuruse mood M, X cn selle suuruse nilsugune vaartus, mille puhul
jaotustihedus on maksimaalne, st f{M,X) = maz.

|/

v i
I, 1

fn

;
1y

5
Mo x, Ma) T

Ménel juhul véib jaotustihedusel v5i jaotuspoliigoonil olla mitu maksimumi (s.c mitu
moodi}, kuid maksimum v&it ka puududa ning selle asemel voib olla miinimum (st mood
puudub).

Pideva juhusliku suuruse mediaan M, X on juhusliku suuruse X selline vadrtus, mlle
puhul

P(X < M,X)= P(X > M.X)=0,5.

Jargneval joonisel on mélemat pidi viirutatud pindalad vardsed.

Simmeetrilisel {the moodiga jaotusel Jangevad keskvaartus, mood ja mediaan kokku.
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3.7. Dispersioon ja standardhilve

Jargnevas vaatleme arvkarakteristikuid, mis iseloomustavad juhusliku suuruse haju-
vuse astet keskvidrtuse Umber. Leiame kéigepealt juhusliku suuruse tsentreeritud hilbe
keskvaartuse suhtes X — EX ning viimase keskvidrtuse E(X — EX) = EX — E(EX) =
= EX — EX = 0. Nulliga vérduv tulemus on selgitatav asjaoluga, et osa hilbeid on po-
sitiivsed, osa negatiivsed. Arvutades juhusliku suuruse ja tema keskvaartuse vahe ruudu
keskvaartuse, saame juhusliku suuruse dispersiooni

DX = E(X - EX)*. (1)

Dispersiooni dimensiconiks on juhusliku suuruse dimensiconi ruut.
Sama dimensiconiga, kui jubuslik suurus X, on standardhilve

a(X)=vVDX. (2)

Dispersioon: omadusi
DC =0, kus C=const.
D(CX) = C*DX.
Séltumatute juhuslike suuruste puhul D{X + Y) = DX + DY,

R i

DX = EX® —(EX)*. {3)

Toestus. DX = B(X — EX)? = E[X? - 2X - EX + (EX)?] =

= EX? - 2AEX) +(EX)? = EX? —(EX).

Valem (3) sobib dispersiconi praktiliseks arvutamiseks paremini kui definitsiooni-
kohane valem (1). Valemile (3) vastavalt arvutame diskreetse juhusliku suuruse
dispersiooni kui summa

DX =Y aip, — (EX)* (4)
=1

ning pideva juhusliku suuruse dispersiooni kui integraali
DX = f < fz)dz — (EX)%. (4)

Naide. Juhusliku suuruse X jaotusrida on

| 2 3 4 T'5 1 8
Pi 01 ] 02 |03 | 02 015

Leida juhusliku suuruse 3X — 2 keskvaidrtus E(3X — 2), dispersioon D{3X - 2) ja
standardhalve ¢(3X — 2).

Ulesande lahendamiseks on kaks voimalust.
5

1. Arvutame EX = Z z.p; = 4,1 Ja keskvaartuse omadusi (vt punkti 3.5) kasutades

i=1
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saame F(3X —2)=3 - FX —2=10,3.

Margime, et mood My X =4 ja samuti mediaan M. X = 4.

Dispersiooni omadustest lihtuvalt leiame D{3X -2)=3%- DX =9-1,39 = 12,51,
5

milles DX = EX? — (EX)? = 18,2 -4,12 = 1,30 ja EX? = > 2p, = 18,2

=1
Standardhalve o(3X — 2) = /D(3X — 2) = /12,51 =~ 3, 54.

2. Teiscks voimaluseks on koostada juhusliku suuruse 34X — 2 jaotusnda:

3w, —2 | 4 7 10 ; 13 ] 16
P 01 [ 02 [ 03 ;02015

Selle pohjal arvutatakse E{3X — 2} = 10,3. Jactusreast on ihtlasi naha, et moed
Ma(3X — 2) = 10 ja mediaan A, (3X — 2) = 10. Dispersioon
D(3X — 2} = E(3X - 2)* —{E(3X - 2)* =118,6 - 10,32 = 12,51.

3.8. Asummeetriategur ja ekstsess
Asummeetriategur dcfineeritakse jargmselt:
E(X - EX) ()
A C O

A X =

Kui A, X =0, si1s on juhuslik suurus jaotatud siimmeetriliselt oma keskvairtuse um-
ber. Jargnevad jactustiheduse graafikud iseloomustavad nullist erineva asummeetriateguri

tahendust:
{0 fix)
\ Au<O \
T I ' I

Ekstsess defineeritakse nii:

E(X - EX)*

E.X =
a*(X)

3. (2)

Edaspidi vaadeldava normaaljactuse puhul E.X = 0. Kul E.X < 0, siis jaotus-
tiheduse graafik cn lamedam kui normaaljactusel, juhul kw £.X > 3, on ia aga
jarsema ekstreemumiga:




4. Klassikalised jaotused

4.1. Binoomjaotus

Diskreetne juhuslik suurus X on bincomjactusega, kui tema voimalike vaartuste hul-
gaks on taisarvud 0,1,2,...,m, ... n, millele vastavad tdendosused arvutatakse Bernoulli
valerniga (vt punkti 2.11)

P(X =m)=P,,=Clp™g" ™ (1)

Binoomjaotust kirjeldab jirgnev jactusrida:

(o [0 T 1 [ 2] [ m [T
{ i PO,TL \ Pl‘n P'Z,n oo | -Pm,n I l Pﬂ.,n“

Saab toestada, et binoomjaotuse keskvidrtus
X =np (2)

ja dispersioon

DX =npg, kus ¢g=1-p. (3)

Markus 1. Kui katsete arv n on suur, siis on Bernoulli valemi kasutamine rasken-
datud. Sel juhul v6ib Bernoulli valemi asendada ligikaudsete asimptootiliste valemitega,
mida vaadeldakse hiljem.

Naide. Kindlustusagendil on iksikkliendiga lepingu sélmimise tdendosus 0,4, Agent
kohtus vire kliendiga. Koostada solmitud lepingute arvu kui juhusliku suuruse jaotusrida.
Leida vaadeldava juhusliku suuruse keskviartus, dispersicon ja standardhéilve.

Jargnevas jaotusreas olevad téendosused arvutatakse valemiga (1), kusjuures n = 3,
p=0,4 ja ¢ =206

[ = 0 1 [ 2 3 ] 4 5 |
‘p,‘ 0,078 | 0,259 | 0,346 | 0,230 | 0,077 0,010 |

EX =np=5-0,4=2

DX =npg=5-0,4-0,6=1,2.

o(X)=vDX = /1,2 = 1,095.

Markus 2. Punkti 2.11 naites 1 vaadeidud juhuslik suurus {antud hetkel sisselilitatud

telekaamerate arv) allub binocomjaotusele. Viidatud niites olevas tabelis on selle juhusliku
suuruse jactusrida.
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4.2. Poissoni jaotus

Kui Bernoulli valemis clevatest parameetritest n on suur {(r > 50) ja p on viike
(p £0,1), siis voib Bernoulli valemi ascmel kasutada ligikaudset Poissoni valemit

™

P(X =m) = %e—*, (1)

kus A = EX = np.
Valem (1} on seda tapsem, mida suurem on = ja mida viiksem on p.
On vdimalik testada, et Poissoni jaotuse dispersioon DX = A. Seega Poissoni jastuse
puhul
EX=DX=A (2)

Naide 1. Ettevtte telefonijaam teenindab 100 abonenti. Tdendosus, et iga iiksikabo-
nent helistab {the minuti jooksul, on 0,02. Kas ithe minuti jocksul helistab toeniosemalt 3
vl 4 abonenti?

Antud on n = 100, mis on kiillalt suur, ning p = 0,02 < 0, 1.

Arvutame np = 100-0,02=2 ja npg—100 0,02 0,98 == 1,96.

Votame A = np = 2 ning arvutame valemiga (1)

23, 8
P(X =3) = gre™" = o ~0,1823,
2%, 16
P(X:‘l)iae :mmo,ogoz

Tulemustest on naha, et kolme abonendi helistamise tdenaosus on suurem kui neljal.
Kuna keskvaartus EX = A = 2, siis koige toenaosemalt helistab 2 abonenti.

Kuna n e1 ole viga suur, on kiisitud tdendosuste arvutamine vdimalik ka Bernoulli
valemiga:

Pyioo = Ci5p0,02°.0,98%7 20,1823 ja Pyi00 = Oy - 0,02% - 0,98%° =~ 0, 0902,

Naide 2. Kaubamaja tegi kindlaks, et ndudmine teatud fotoaparaadi jarele allub
Poissoni jaotusele. Uhe nddala jooksul ostctakse keskmiselt kaks aparaati. Kui tellida neli
aparaati nadalas, kul suur on siis téenzosus, et ndudmine iletab pakkumise?

Kuna keskvaartus EX = 2, siis Poissoni jaotuse parameeter A = 2. Vastuseks tilesan-
des esitatud kitsimusele tuleb leida tdendosus, et nidalas ostetakse iile nelja aparaadi:

4
P(X >4)=1-) P(X = z,)=0,0527.

1=0

Jaotusreast

T

x| O 1 ] 2 3 4 | 5 6 7 8 ] 9
| P 0,1353[0,2707 10,2707 | 0,1804 | 0,0902 ; 0,0361 | 0,0120 | 0,0034 | 0,0008 : 0,0002 |
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on naha, et ®; kasvades kahaneb P(X = z,) kiiresti. Kuna 9 aparaadi ostmise {Gendosus
P{X = 9) = 0,0002 on juba viga viike, siis saadakse eelnevaga ligilihedaselt vordne
tulemus, kui leitakse tdendosus, et ostetakse 5 kuni 9 aparaati:

Naide 3. Tehases on 10 000 tootajat. Toensosus, et aasta jooksul keegi ei hukku
tooonnetusel, on 0,9. Kui suur on iihe tootaja jaoks toendosus, et ta ei hukku aasta jooksul
tdconnetusel?

Vastavalt Poissoni valemile
0
AT

P(X=0)=Te =00

Kuna 0! =1, siise ™ =0,9ja A= —In0,9 2~ 0,105.

Toenzosus, et uksiktodtaja hukkub, on

X —1n0,9

P= = 10000

Uksiktéotaja ellujiamise t5endosus on

In0,9
10000

g=1l-p=1+ = 0,99998946.

4.3. Normaaljaotus

Juhuslik suurus allub normaaljaotusele {e Gaussi jaotusele), kui ta on méjutatud
paljude faktorite poolt, kusjuures iga tksikfaktori m5ju juhuslikule suurusele cn tihine
ning domineerivad faktorid puuduvad.

Normaaljaotuse jaotustihedus defineeritakse jirgmiselt (e* = exp|[z]):

el )

1
flo) = = emp [

Avaldises (1) olevad parameetrid  ja ¢ on vastavalt keskviirtus EX ja standard-
hilve o(X).
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Neormaaljaotuse jactustiheduse graafiku pohimdtteline kuju on toodud jargneval
joonisel (kohtadel 2 = g — ¢ ja # = u o on kdanupunktid):

fix)

Fi
g

g /;\
! o o
Ve f RN
/‘ AN
N
| :

Kuip =0 jas = 1, sils radgitakse normeeritud normaaljastusest, mille jactustiheduse
analiiitiline avaldis ning vastav graafik on jargmised:

o) = e (-5 )

Van

Normaaljactusega juhusliku suuruse antud 13iku sattumise tdenaosus Pla < X < F)
{vordub vahemikku P{a < X <« ) sattumise téendosusega) leitaksc vastavalt punkti 3.4
valemile (2) jargmise integraali abil:

Pla< X <g)= ff(:c}da: - ;V]/—g-}/ﬁcxp {_ (mz;i‘)z] de.

See integraal el avaldu elementaarfunktsiconides. Tdendosuse Pla € X < g} leid-
miseks vajalike integraalide arvutamiseks on koostatud funktsioomn

i2

B(z) — \/% jexp (ﬂ dt (3)

tabelid (vt lisa 1). Funktsiooni ®(z) nimetatakse Laplace’i funktsiooniks ehk tdenio-
suse integraaliks. On viimalik naidata, et selle funktsiooni kaudu

P(as.“fsﬁ)@(’g_“)@(%“)- (4)

& T
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Laplace’i funktsiconi omadusi

1. ®(0) =0, sest kui z = 0, siis tulevad integraalis {3) vordsed rajad.
2. ¥{x) = 10,5, kusjuures koondumine toimub kiillalt kiiresti, niiteks

Juba $(3) = 0, 49865,
3. ®(z) on paaritu funktsioon, st ®(—z) = —&(z) ja tema graafik on siimmeetriline

koordinaatide alguspunkti suhtes.
Laplace’i funktsiconi graafiku pchimotteline kuju on toodud jirgmisel joonisel:

thix)

@ik o e

| x
l

Rl

Sageli pakub praktilist huvi normaaljaotusega juhusliku suuruse 16tku [p — £, 1 + ¢
satturmmse toenadosus. Kasutades valernit (4), saab

P(|X-m<a):P(#_5g<Xsu+s)@(Z)@(i) zzqa(f).

Valemi (5) alusel leiame

P(|X — | < 30) = 28(3) ~ 0,9973. (6)

0,27% juhiudest 3¢. Eelnev on nn kolme sigma reegel.

Mairkus. Normaaljaotuse jaotustiheduse f{z) graafiku laiuse iseloomustamiseks ka-
sutatakse keskmise vea moistet. Keskmine viga F on leitav seosest

P(X — p| < E)=10,5,
mis geomeetriliselt tahendab, et jaotustiheduse f(z) graafiku alusest pindalast on 50%
méairatud vahemikuga z €|p — F, u + E|. Nimetatud vahemikku jaav pindala on jargneval

joonisel vilrutatud. .
J itat ﬁfa?\t*

|
g

m-E m m+FE x

Kuna P(|X - pu| < E) = 28(E/0), siis ®(E/g) = 0,25, Laplace’i funktsiooni &{z)
tabelist (vt lisa 1) leiame, et E/¢ = 0,675 ja

E = 0,6750.
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Naide 1. Tchase toodangu maht allub ligikaudselt normaaljactusele keskvaartusega
134 786 eset nadalas ja standardhélbega 13 000 eset nadalas.

1. Leida téendosus, et nidala toodang tletab 150 000 eset.

2. Leida thendosus, et nadala toodang on viiksem kui 100 000 eset.

3. Olctame, et algasid tddvaidlused ja toodang langes allapoole 80 000 eset. Admi-
nistratsicon stiidistab ametithinguid tootmistempo tahtlikus aeglustamises. Samal ajal
vaidavad ametiithingud, et ~a2henenud toodangu maht jai siiski lubatavate halvete piirides-
se. Kas ametiithingute vaited on usutavad?

p=134 786, o = 13 000.

i
150 000 — 134 786
P(150000<X<oo)<@(oo)—¢:( 13000 )
=0,5-- ®(1,170) = 0,5 — 0,37800 = 0,121.
2.
(0 < X < 100 000) = & (100 000 — 134 TSS) % (0 f‘134 786> _
13 000 13 000
= ®(-2,68) - (-10,37) = 0,5 — 0,49632 = 0,0037.

1 — 134
P(0<X<80000):¢( 00 009 — 13 786)- 0,5

13 000
— 0,5 - &(4,2) = 0,5 — 0,499980 = (, 00002,

Kuna viimasena arvutatud tdenaosus on viga vaike, siis e1 ole ametiithingute vaited
usutavad. Taiendavalt voib leida halbe absoluutvaartuse keskvaartuse suhtes

180 000 - 134 785| = 54 786 ~ 4,20,

mis uletab 30. Seega el ole kolme sigma reegh nduded taidetud, mis samuti kinnitab
ametithingute vaidete ebausutavust.

Naide 2. Lennuk lendab 20 km laiuses ohukoridons. Lennutrajekioori sailitamisel
tehtav susiemaatiline viga on 0.5 km, keskmine viga on 2 km. Missuguse tdendosusega
satub lennuk valjapoole Shukoridori?

Juhuslikuks suuruseks X on lennutrajektoori halbed, mis alluvad normaaljaotusele.

Sistemaatiline viga on halbe keskvaartus £X = 0,5 km. Keskmine viga £ - 2 km ning
standardhalve

E 2
X)=0= = —— == 2 §6.
o(X) =2 0,675 0,675
Téenaosus, et lennuk satub valjapoole chukoridon, arvutatakse toetudes vastandtoe-

naosuse moistele ning valemile {4):
10-10,5 —10- 0,5
1-P-10<X<I))=1-& —— | ——— ) =
(-10< X < 10) ( 2,96 )+ ( 2,96 )
— 11— ®(3,21) — B(3,55) = 1 — 0, 49933 — 0, 49380 =~ 0, 0009.
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Niide 3. Toode kuulub kérgemasse sorti, kui tema madtmete erinevus nominaal-
mootmetest el {ileta absoluatvairtuselt 3,45 mm. Toote médimete juhuslikud erinevused
nominaalmddtmetest alluvad normaaljaotusele, kusjuures standardhalve on 3 mm ja sis-
temaatilised vead puuduvad. Leida keskmine kdrgemat sorti tocodete arv, kui valmistati
40 toadet.

Toenaosuse, et toode kuulub kdrgemasse sorti, arvutame valemiga (4), milles kesk-
vagrius g = 0 ja standardhalve o = 3;

4
P{-3,45 < X < 3,45) = 2& (53-‘-33) = 20(1,15) = 2. 0,37403 = 0, 74986

Eelnev tulemus dtleb, et kdrgemat sorti tocteid on ligikaudu 75%. Seega, keskmine
korgemat sorti toodete arv 40 toote hulgas on 40 0, 74986! = 30.

Naide 4. Treitakse volle nimilabiméoduga 25 mm. Standardhilve on 0,01 mm.
Missugustes piirides voib tdenfosusega 0,887 garanteerida volli labiméadu?
Eeltoodud valenmis (5) olev £ on selles naites labimaodu lubatud halve keskvaartusest

. 0,997 y . .
tocnaosusega 0,997, Seega § (f) = 7 = 0,4985. Laplace’i funktsiconi tabelist saame
o

£/o = 2,97 ming edasi arvutame e = 2,97.¢ = 2,97.0,01 = 0,03 mm. Niisiis, tSeniosusega
0,997 on volli 1dbiméat piirides 25 £ 0,03 mm.

4.4. Binoomjaotuse aproksimeerimine normaaljactusega

Koostame binoomjaotuse jaotusrea, kui n — 20 ja p = ¢ = 0,5. Bernoulli valemis
Pron = C7'p™ g™ ™™ olevat suurust m voib tolgendada naiteks kui poiste arvu 20 vastsiin-
dinu hulgas, eeldusel et poisi v&i tiidruku stinni téenaosus on vordne (tegelikkuses sinnib
poisse veldi rohkem). Tidpsusega kolm kohta pirast koma on tdeniosused FPi 20 = Pao 20,
Pr2o = Progo Ja Papo = Pigan vordsed nulliga. Teatavasti binoomjactuse keskvaartus
EX = np=20-0,5 = 10 ja standardhilve o(X) = /rpg = /20 0,5 0,5 = /5 ~ 2,24,

Arvutame iihtlasi normaaljactuse jaotustiheduse

1 [ iz ‘u)zj‘
r) = ex e e 1
flz) o [ ho7 | (1)
vaartused kohtadel z = m = 0,1,. .., 20, vottes normaaljaotuse keskvaartuse ja standard-

hilbe vordseks vaadeldava binoomjactuse vastavate parameetritega: ;= 10 ja o = 2, 24.
Arvutustulemused on jairgmises tabelis,

m 0 1 I 2 3 1 4 5 « 6 ¢ 7 | 8 1 9 16 .
| Pre 20 | 0,000 | 0,000 7 0,000 | 0,001 | 0,005 [0,015]0,087 | 0,074 | 0,120 [ 0,160 | 0,176
_f(m} {0,000 10,000 | 0,000 : 0,001 | 0,005 | 0,015 | 0,036 | 0,073 0,120 0,161 0,178 |

m | 11 | 12 7 138 [ 14 ] 15 [ 16 | 17 | 18 T ig | 20 !
P20 | 0.160 [ 0,120 [ 0,074 [ 0,037 10,015 0,005 [ 0,001 [ 0,000 . 0,000 | 0,000
' f(m) [ 0,161 | 0,120 1 0,073 [ 0,036 0,015 ; 0,005 ' 0,001 ' 0,000 | 6,000 0,600
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Takele voib panna, et analiiUsitavas naltes Frg0 &= f(m). Seda ligikaudset virdust
illustreerib binoomjaotusele vastav histogramm ja normaaljactuse Jaotustiheduse graafik:

P20
.
o5 | sy
gy
0,10 >
0,08 ~
Z e
0 5 10 |42 15 20
#5 125

Naeme, el normaaljaotuse jaolustiheduse graafik on histogrammile heaks lihendiks.

Vaadeldav naide voimaldab jareldada, et teatud tingimustel voib bincomjaotuse ase-
mel kasutada ligikaudse lihendina (matemaatilise mudelina) normaaljactust. Niisugune
aproksimatsicon on seda tapsem, mida suurem on n. Kui n — co, siis bincomjaotus
koondub normaaljactuseks.

Laplace’i lokaalne piirteoreem

Kogemused nditavad, et enamiku praktiliste illesannete lahendamiseks pusav arvutus-
tapsus saavutatakse, kui

1) np>5 juhul p< 0,5 voi 2) ng > 5 juhul p> 0,3 (2)

Niisiis, tingimuse (2) taidetusel voib tGenaosuse P, » arvutamiseks kasutada Bernoul-
li valemni asemel ligikaudse lahendina normaaljaotuse jaotustiheduse avaldist (1), milles

p=np ja o = . /apg

1 [(mnww_ (3)

Pon & o 0XP
J/TpgV 2 2npg
Valem (3} kehtib tdpselt vaid siis, kui n — o0. Seetdtiu Seldakse, et valem (3) on
iiks tbendosustecoria piirtecreernidest, tapsemalt Laplace’ lokaalne piirteoreem (selles
mébites lokaalne, et tdendasus P, , arvutatakse tthes fikseeritud punkus m).
Valemile (3) antakse harilikult alljargnev kuju:

1 1 2’ _ m-—np
Pm'nw\/ﬁ_ﬁ:f \@cxp (-2), kusz = o7k {4)
Naide 1. Téenaosus, et lattu saabunud kastides esineb riknenud puuvilja, on 0,1
Leida toenaosus, et 350-st kastist 25-s on riknenud puuvilja.
Antudon p=10,1, n =350 ja m =25 Arvutame g =0,9.
Kuna g > 0,5 ja np = 350 0,1 = 35 > 5, siis vdib binoomjaotuse asemel kasutada
ligkaudse lahendina normaaljactust, mille parameetrid on g = 350 -0,1 = 35 ja o =
= /350-0,1-0,9 = 5,61. Valemiga (4) arvutame kdigepealt £ = —1,78 ning secjarel

kisitud tdenaosuse Pas 350 == 0,015,
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Markus. A=ntud naites on lisaks sellele, et n on suur, ka p vaike. Seega véib siin
kasutada ka Poissoni valemit (vt punkti 4.2 valemit (1)):

AT 352 g -
P(X =m) = e = e = 0,018, kus X =np=2350-0,1=35.
m! 25!

Laplace’i integraalne piirteoreem
P g P

Laplacet lokaalse piirteoreemi {4) pohjendamiseks kasutatud méttekdik voimaldab
eeldusel (2) kasutada bincomjaotuse asemel normaaljactust tdeniosuse Pla < X < )
arvutamiseks. Votame punkti 4.3 valemis (4)

P(ag)(sﬁ)@('ﬁ_”) --@(a_“)

a o

i =npja ¢ = ./npg ning saame Laplace’ integraalse piirteoreemi

P(angﬁ)fe@(ﬁ\/%))@(a\/%P). (5)

Integraalsus tahendab siin seda, et valemiga (5) arvutatakse tdendosust ile kogu [Gigu
‘o, ] (mitte lokaalselt fikseeritud punktis m nagu valemis (4)).

Korrektsioonifaktor

Diskreetse binoomjaotuse modelleerimisel pideva normaaljaotusega kasutatak-
se tdenaosuse P(a < X < 3) arvutamisel valemiga (5) korrektsioonifaktorit, mis tagab
tulemuse suurema tapsusc. Analilsime taiendavalt kiaesoleva punkti 4.4 sissejuhatavat
naidet (vt ka lk 53 oleval joonisel olevat viirutatud piirkonda) ning arvutame valemiga (5)
toendaosuse

12,5 - 10 11,5 -10
PA1,5< X <128y = | ———)-@| ——— | =0,120.
(11,5 < X < 12,5) ( 2,24 ) ( 2,24 ) ’

?

Paneme tahele, et nii Bernoulli valemiga leitud teoreetiliselt tdpne toendaosus Pz 2
kui ka Laplace’i lokaalse piirtecreemiga (4) ligikaudselt arvutatud sama tbendosus 3 2
(need kaks tulemust on Yk 53 oleva tabeli selles veerus, kus m = 12) ning viimati Laplace’i
integraalse piirteorcemiga (5) saadud ligikaudne resultaat P(11,5 < X < 12.5) lange-
vad kdik kolme kohaga pérast koma kokku ja on 0,120, Nisugune kokkulangevus on
selgitatav asjacluga, et lk 53 joonisel oleva viirutatud nstkuliku pindala, mis arvuta-
takse Bernoulli valerniga, on ligikaudselt virdne normaaljaotuse jaotustiheduse graafiku
aluse pindalaga 18igus [11,5; 12,5, mis leitakse Laplace’l integraalse piirtecreemiga (5).
Seega vbime toenaosuse P, , ligikaudseks arvutamiseks kasutada Laplace’! Iokaalse piir-
teoreemi (4) asemel integraalset piirteoreemi (5) ning leida sellele vastavalt téendosuse
Pim -0, <X <m+0,5) ~ P, Sellega ongi seotud korrektsioonifaktori clemus.
Margime, et kul tingimuse (2} tdidetusel on vaja arvutada tdendosus P(m < X < n}, sis
kasutataksc korrektsioonifakicrit kujul P(m — 0,5 < X < o0)
ei 1ope kohal n, vaid laheb 16pmatusse (t3si, n asendamine lopmatusega arvatustulemusi

, sest normaaljactuse kover
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praktiliselt enamasti ei méjuta, nagu véime veenduda jargnevate niidete pohjal). Toenao-
suse P{0 < X < m) arvutamst Laplace’i integraalse piirteoreemiga korrigeeritakse kujul
P00 <X <m+0,5)

Naide 2. 95% korterivarguste puhul ei saa omanikud oma varandusest midagi tagasi.
Leida tdendosus, et vaadeldud perioodi jooksul toimunud 200 korterivarguse juurcs sai oma
vara tagasi vahemalt: 1} 15 omanikku; 2) 5 omanikku; 3) 10 cmanikku.

Antud on n = 200 ja ¢ = 0,95 Arvutame p = 0,05,

Kuna p < 0,5 ja np = 200- 0,05 = 10 > 5, siis vdib bincomjactuse asemel kasutada
ligikaudse lahendina normaaljaotust, mille parameetrid on g == 200 - 0,05 = 10 ja 0 =

= /200- 0,05 0,85 = 3,08. Korrcktsioonifaktorit kasutades leiame otsitavad toendosused

14,5 - 10
3,08

1) P(14,5< X < oc) = §(oc)—@ ( ) = 0,5—®(1,46) = 0,50, 42786 = U, 072;

2) P(4,5 <X < oo) = d(oo)— & (4—5 58}9

)

3) P(9,5 < X < c0) = B(oc)— (__

0,5—®{—1,78) = 0,5+0, 46246 = 0, 962;

7

= 0,5—®(—0,16) = 0, 5+0, 06356 = 0, 564.

Kuna keskvairtus on 10 (keskmiselt saab oma vara tagasi 10 inimest), siis o leogiline,
et keskmisest suuremate ootuste tdenidosus (el vahemalt 15 saab vara tagasi) on vaike,
Keskmisest vaiksemate ootuste tdendosus (et vahemalt 5 saab vara tagasi) on aga killalt
suur.

Niide 3. Tdendosus szada vilgust tabatud on {ksikistku jaoks 1/600 000. Leida
toenaosus, et 6 miljoni juhuslikult valitud inimese hulgast tabab valk vahem kui kuut
inimest.

Antud on n =6 000 000 ja p — 1/600 000. Arvutame q = 599 983/600 000.

Kunap < 0,5 janp = 10 > 5, siis vdib binoomjaotust modelleerida normaaljaotusega.
Korrektsioonifaktorit kasutades saame

5,5 —-10

Pl—oo <X <5,5)= (P(oo]—(l)( N

) =0,5-9(1,42) = 0,5 0,42220 = 0,0,0778.

4.5. Ulesanded

4.1. Munti visatakse 5 korda. Koostada vappide arvu kui juhusliku suuruse jantus-
rida. Leida vaadeldava juhusliku suuruse keskviartus, dispersicon ja standardhilve.

4.2. Laskur tulistab mérklauda 3 korda. Toendosus tabada marki igal lasul on 0,4.
Koostada tabamuste arvu kui juhusliku suuruse jactusrida. Leida vaadeldava juhusliku
suuruse keskviartus, mood, dispersicon ja standardhalve.

Matemaatiliselt ekvivalentse lahenduskaiguga on jargmine ulesanne.

Teatud ajalehte loeb 40% elanikkonnast. Kiisitleti kolme juhuslikult valitud inimest.
Koostada seda ajalehte lugenud inimeste arvu kui juhuslika suuruse jaotusrida.
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4.3. Projektijuht madras kindlaks, et allettevdtia taidab 20% tellimustest hilineri-
sega. Projektijubil oli allettevotjale 6 tellimust. Koostada digeaegselt taitmata tellimuste
atvu kui juhusliku suuruse jaotusrida. Leida vaadeldava juhusliku suuruse keskviartus,
mood, dispersioon ja standardhalve.

4.4. Vaatluse all on 4 raadiot, mille igaithe korrasoleku toenidosus garantiiaja jook-
sul on 0,8. Leida toenidosus, et garantiiaja jooksul peab vastu 3 raadiot. Missugune on
toenacseim garantiiaja jooksul vastupidavate raadiote arv? Koostada garantiiajal vastu-
pidavate raadiote arvu kui juhuslike suuruse jaotusrida. Leida vaadeldava juhusliku suu-
ruse keskvidrtus, mood, dispersioon ja standardhilve.

4.5. Tuhandelehekiiljelises raamatus on 100 viga. Kui sunr on toenaosus, et juhusli-
kuit valitud lehekilljel on vihemalt 2 trikiviga?

4.6, Tehas saadab haasi 600 kargekvaliteedilist toodet. Toendosus, et toode liheb teel
rikki, on 0,002, Kui suur on tdendosus, et baasi jbudnud toodete hulgas ei ole rikkildainud
rohkem kui 27

4.7. Arvuti t06s tekivad aeg-ajalt rikked. Rikete arv teatud ajaithikus kui juhuslik
suurus allub Poissoni jactusele. Keskmine rikete arv 6épaevas on 1,5. Leida toenaosus, et

1) ithe GOpieva jooksul esineb vihemalt kaks riket;

2) kuue Gopdeva jooksul esineb vihemalt kaks riket.

4.8. 1998. aastal hukkus Eestis liiklusavariide tagajarjel 278 inimest. Leida tdendosus,
et 1} kahe 0Cpdeva jooksul ei hukku kedagi;

2} iihe 6dpaeva jooksul hukkub viher walt itks inimene.

4.9. Kulla hinna k&ikumist lihikesel perioodil modelleerib ligikaudselt normaaljao-
tus. 1986. aasta septembri keskel oli kulla hinna keskvairtus 40§ USA dollarit unts ja
standardhalve 12 dollarit unts. Maakleril on kliendi korraldus miiiia kuld jargmisel paeval,
kui sclle hind on piirides 420 kuni 425 dollarit. Kui suur on tendosus, et kuld miiiiakse?

4.10. Mikroprotsessorite valmistamiseks kasutatavas pocljuhis olevate lisandite kont-
sentratsioon allub normaaljactusele keskvairtusega 127 miljondikku osa ja standardhil-
bega 22 miljondikku osa. Pooljuht sobib kasutamiseks vaid siis, kui temas on lisandeid
vahem kul 150 miljondikku osa. Mitu protsenti pooljuhtidest on kasutamiskolblikud?

4.11. Uuriti kinnipeetavate sotsiaalset vastutustunnet vangistuse ajal ning perspck-
tuve nende rchabilitatsiooniks parast vabastamist. Sotsiaalset vastutustunnet hinnati igale
vangile antud testiga, mille cest saadud punktid on normaalselt jactatud keskvairtusega
100 ja standardhalbega 20. Psiithholoogid hindasid iga vangi perspektiivi rehabilitatsioo-
niks. Need hinnangud on samuti normaalselt jactatud keskviirtusega 500 ja standard-
halbega 100. Konkreetse vangi sotsiaalse vastutustunde testi tulemus oli 146 punkti Ja
rehabilitatsiooni hinnang oli 335 punkti. Kuidas iseloomustada seda vang: teiste vangide
uldisel taustal?

4.12. Korgusmodturi kasutamisel tekivad juhushkud ja siistemaatilised vead. Stiste-
maatiline viga on 420 meetrit, juhuslikud vead alluvad normaaljaotusele keskmise veaga
40 meetrit. Kui suur on tdendosus, et moodetud kérguse vaartus el erine tegelikust rohkem
kuz 100 meetrit?
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4.13. Normaaljaotusega juhusliku suuruse keskvairtus on 40 ja dispersioon 200. Kui
suur on idendosus, et

1) juhusliku suuruse moddetav vaartus oleks loigus [30; 807

2} Juhusliku suuruse kolmest sdltumatust vaartusest tikski ei oleks 1&igus 30; 8017

4.14. Teatud automudeli 1abisdit allub normaaljactusele keskvairtusega 160 000 km
Ja standardhalbega 30 000 &m. Kui suur on toeniosus, et ostetud auto 1ahisdit on piirides
100 000 km kuni 180 G0Q &m?

4.15. Kahe objekti vahelise kauguse madtmisel tekkiv mddtmisviga allub normaal-
jactusele. Keskvaartus on 5 meetrit ja standardhalve 10 meetrit. Leida tGenaosus, et
mdodetud kavguse vaartus erineb toelisest vaartusest mitte rohkem kui 15 meetrit.

4.16. Lattu toodud tolmuimeja korrasoleku toendosus on 0,96. Leida tdenosus, et
kahesajast lacs olevast tolmuimejast on korras 190,

4.17. Tehases on korgema sordi toodangu osatihtsus 80%. Leida téenicsus, et ju-
huslikult valitud 100-st tootest on 96 korgemat sorti,

4.18. Praakdetaili tootmise toendosus on 0,005, Kui suur on toendosus, et 10000
detaili hulgas on 60 praakdetaili?

4.19. Marki tabamise toenaosus uhel lasul on 0,8 Lcida tocnacsus, et sajast lasust
tabatakse marki 75 korral.

4.20. Vaatlused naitavad, et 60% dilidpilastest sooritab eksami esimesel katsel. Ka-
sutades binoomyjactuse asemel ligikaudse lahendina normaaljactust, leida toendosus, et
tcaduskonna 200-st iliépilasest sooritab vihemalt 65% eksami esimesel katsel.

4.21. Kui suur on tdendosus, et sajast istutatud puust laheb kasvama 65 kuni 75, kw
uhe puu kasvama minemise téendosus on 0,77

4.22. Kul toendone on, et manti 100 korda visates tulel vapp esile 40 kuni 60 korda?

4.23. Vaatlused on naidanud, et 30% kauplusckulastajatest sooritab ostu. Paevas
kiilastab kauplust keskmiselt 110 inimest. Kui suur on tGendosus, et konkreetsel paeval on
ostjaid 1) vahemalt 30, 2) alla 407

4.24. Automaatpink annab 90% esimese sordi tcodangut. Kui suur on tdenaosus, ct
300 detaili hulgas olevate esimese sordi detailide arv el erine nende tdenaoseimast arvust
mitte rohkem kui viie toote varra?

4,25, Valmistoodangu hulgast juhuslikult valitud aparaat vajab talendavat reguleeri-
mist toenaosusega 0,05. Kui toodangu valikulisel kontrollil leitakse, et taiendavat regulee-
rimist nouab Ule 6% kontrolliks voetud aparaatidest, siis tagastatakse kogu partii. Leida
kogu partil tagastamise toendosus, kui sellest on kontrolliks voetud 500 aparaati.

4.26. Restorani administraator teab kogemuste pdhjal, et laua ettetellinutest tuleb
tegelikult kohale 70%. Uhel &htul vottis administraator vastu 20 tellimust olemasolevale
15 lauale. Kui suur an téenidasus, et peoseltskondi tuleb kohale rohkem, kui jatkub laudu?

4.27. Kvaliteedi kontrolliga on tuvastatud, et 96% transistoritest peab vastu vahe-
malt garantiiaja jooksul. Juhuslhikult valitakse 15 000 transistori. Leida toendosus, ct
garantiiajal rikki minevate transistoride arv on: 1) 570 kumi 630; 2) vahem kui 615,



5. Jaotuse parameetrite hindamine

5.1. Empiiriline jaotusfunktsioon

Kéesolevas peatiikis kasutatakse punktides 1.2 ja 1.5 defineeritud statistika pdhiméis-
ted tildkogum, valim, statistiline rida, variatsioonrida ja histogramm.
Uldkogumi empiiriliseks jaotusfunktsiooniks nimetatakse funktsioon:

F*(z) = = (1)
cclgcc n

Empiirilise jaotusfunktsiooni graafikuks on treppjoon, kusjuures funktsiooni vairtu
sed kasvavad hiipetena iileminekul rithmitatud andmete jirgmisele klassile. Sissejuhatava
peatuki punkti 1.5 niites 9 oli kirjeldavas stiilis vaadeldud empiirilist jaotusfunktsiooni ja
tema graafikut. Valimi mahu » piiramatul kasvamisel koondub emmpiiriline jactusfunkt-
sioon F*(z} uldkogumi jaotusfunkisiconiks F(z). Koondumine toimub siin spetsiifilisel
viisil toenaosuse jargi. See tihendab, et alates mingist kiillalt suurest valimi mahust =
muutub F*(z) ja F(z) vaheline oluline erinevus vihe t3enfoseks.

Empiirilisel jaotusfunktsiocnil on samad omadused, kui ildkogumi jactusfunktsioonilgi:
1) 0< F*(z) <1,
2) F*(z) on mittekahanev;
3) F*(z)=0,ku z < Zymin, FHe)=1ku ¢ > Z,2,
KUS Tmyn ON tunnuse minimaalne ja 2,;,,; maksimaalne vadrtus.

Naide. HRaadiolokaatoriga tehti 300 mootmist, selleks et kindlaks teha vea jaotus-
seadust. Modtmistulemused olid diapasconis 560 kuni 650 m. See diapascon jagataksc
10 m pikkusteks intervallideks ja saadakse variatsioonrida, mis on toodud jirgneva tabeli
esimeses, teises ja neljandas veerus. Joonestada empiirilise jaotusfunktsiooni graafik ning
histogramm (vt vordluseks punkti 1.5 naidet 9, kus on lahendatud analoogiline ilesanne).

Valiru maht n = 300, kiassi ulatus Az = 10 m. Jargnevas tabelis on =, intervalli
keskmine, n; antud intervalli sattunud mddtmiste arv, 7y = ni/n sageduse tihedus ja-
f*(zx) = p}/Az sageduse suhteline tihedus. Tabeli viimases veerus on toodud jaotus-
tiheduse f(z) vadrtused, mille arvutamist selgitatakse punktis 5.2. Vastavad punktid on
kantud histogrammiga tihisele joonisele ning ithendatud pideva joonega.

Inter- Inter- | zx | ny ] pl = Frz) = frler) = }f(z?)ﬁ

valli nr vallid =ni/n | 3o e ni/n | =p]/Az
1 (560,570[ [ 565 | 6 | 0,02 0,02 | 0002 0,002 |
2 (570,580! | 575 | 27 | 0,00 011 | 0,008 | 0,007
3 (580,590[ | 585 i 45 | 0,15 0,26 0,015 | 0,016
4 [590,600[ | 595 | 72 | 0,24 0,50 0,024 | 0,024
5 | [600,610[ | 605 | 78 , 0,26 0,76 0,026 . 0,024
6 (610,620 | 615 | 42 | 0,14 0,50 0,014 . 0,016
7 1620,630{ | 625 | 21 | 0,07 0,97 0,007 | 0,007 ,
8 (630,640[ | 635 © 6 | 0,02 0,99 . 0,002 0,002 |
9 640,650 | 645 | 3 | 0,01 1,00 0,001 | 0,0004
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Empiirilise jactusfunktsiooni F*{z) graafik:
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5.2. Punktihinnangud ja nendele esitatavad nouded.
Keskvaartuse, dispersiooni ja standardhilbe punktihinnangud

Statistilise analiiisi itheks oluliseks eesmargiks on teha valimi pohjal jareldusi ildkogu-
mi kohta. Vaatleme siin juhusliku suuruse arvkarakteristikute (keskvaartuse, dispersiooni
jastandardhbilbe) hindamist valimi alusel. Kuna iga parameetri hindarnise tulemusena saa-
dakse ks arv, siis raagitakse arvkarakteristikute punktihinnangutest. Olgu juhusliku
suuruse X jaotuse tiip teada, kuid sisaldagu see jaotus tundmatut parameetrit a (mil-
leks on edaspidises kisitluses konkreetselt kas keskvaartus, dispersivon voi standardhalve).
Tehakse n solturmnatut katset, milles juhuslik suurus X omandab viartused ¢, 24, ...z,
Ulesandeks on leida parameetri ¢ hinnang

a=a{z;, 2,...,Tn).

Praktilise vaartusega on jargmist kolme nouet taitvad hinnangud.

1. Uldiselt hinnang @ erineb parameetri tegelikust vaartusest a. Voimaluse korral
puutakse valtida siistemaatilist viga parameetri a tile- voi alahindamiscks. Ststemaati-
line viga puudub, ehk nagu deldakse, hinnang on nihutamata, kui hinnangu keskvaartus
vordub hinnatava parameetri endaga:

E&™ — g



2. linnang @ peab koonduma {tdendosuse jargi) parameetriks a. See tahendab, et
alates mingist kiillalt suurest valimi mahust n muutub & ja a vaheline oluline erinevus
vihetdendoseks, Oeldakse, et hinnang peab olema konsistentne e mojus.

3. Uldiselt véib sama mahuga valimi aluscl maarata mitu erinevat nihutamata hin-
nangut. Nende hulgast tuleb eelistada v&imalikult viikese dispersiconiga hinnangut, mille
puhul on jimeda vea tekkimise téendosus viiksem. Parameetri ¢ nihutamata hinnangut
@™ nimetatakse efektiivseks, kui tema dispersiocn Dal™ on minimaalne kdig1 viimalike
nihutamata hinnangute hulgast, mis on saadud sama mahuga valimi pohjal. Efektiivse
hinnangu kasutamine viimaldab saavutada vajaliku tapsuse minimaalse vaatluste arvuga,

Uldkogumi keskviartuse hinnanguks on valimi aritmeetiline keskmine:

. %Zzi. (1)
=1

_ 1 - I | R, o
Kuna Ez=F (;ZL) = ;ZEI, = ;LEX = kKX,
=1 =1 i=1
sils hinnang (1) on nihutamata. On vdimalik niidata, et aritmeetiline keskmine on ka
konsistentne (méjus) ja efcktiivne hinnang. Seega on aritmeetiline keskmine parimaks

volmalikuks keskvaartuse hinnanguks.

Kui valim{ dispersiconi hindamiseks kasutada koikse uuringu andmetel péhinevat 1ild-
kogumi dispersiooni arvutuseeskirja (vt punkti 3.7 valemit {1) Ja omadust 4}, asendades
seiles keskvadrtuse tahise £X iildkogumi andmete alusel arvutatud aritmeetilise keskmise
tahisega ¥

1 1o 1 1 R
DX = - i B = D ¢ _ox. - it = )P = - 2 (=) 2
w2 () w2 B0 D) SIACINC
siis selgub, et hinnang (2) on nihutatud:
. n—1
E(D"X)=——DX.
n
Dispersiooni nihutamata hinnanguks on
e X s L S e = o Yy )
) n—1 "n,wlw1 ) n—lni_] : '

Standardhilbe hinnanguks véetakse
5= Vs, (4)

mus on praktilise kasutamise vajadusi rahuldav viga viikese nihkega hinnang {rakendusl-
kus kirjanduses, nagu siingi edaspidi, on s nimetatud nihutamata hinnanguks].
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Markus 1, Kbdikse uuringu puhul arvutatakse dispersioon valemiga (2), vahk-
uuringu korral aga hinnatakse dispersiooni valemiga (3).

Markus 2. Paljud taskukalkulaatorid sisaldavad aritmeetilise keskmise ja standard-
halbe arvutamise programmi, kusjuures s ja v D*X tihisteks on klaviatuuril vastavalt s
ja o (véika o,y ja a,).

Niide 1. Ettevatte toolistest valiti jubuslikult viis ja maarati, et nad vajavad ihe
detaili valmistamiseks aega vastavalt 21, 26, 28, 31 ja 35 minutit. Leida keskmine acg,
mis kulub thel todlisel ihe detaili valmistamiseks. Leida dispersiconi ja standardhilbe
nihutamata hinnangud.

Keskmine aeg, mis kulub thel toohisel ithe detaili valmistamiseks, on aritmeetiline
keskmine

1
T = 5(21+26+28+31+35):28,2miﬂ

Arvutame jargnevalt
1 - 2 1 2 2 2 2 2
5231 = (217 + 267 + 287 + 317 4+ 35%) = 817,4
=1

ning leiame stis dispersiooni nihutamata hinnangu vastavalt valemile (3)

st = 5—5 - (817,4 — 28,2%) = 27,7 min®

Valemiga (4) saame standardhilbe nihutamata hinnangu
s = ﬁ?,:(:: 5,26 min

Naide 2. Hinnata punkti 5.1 ndites toodud jaotuse keskvaartust ja standardhilvet.

Klassidesse rizhmitatud andmete puhul lahtutakse aritmeetilise keskmise ja disper-
siconi nihutamata hinnangu arvutamisel intervalli keskmistest zy (vt punkt: 1.3 valemit
(2) ja punkti 1.5 naidet 9):

1
300

=

(6365 +27- 575+ ... + 3 645) a2 599,9 m,

N S

P = —(6-565" +27-575° + ...+ 3-645%) = 360 127
300 & 300

- 2 300 2 2
ja s = ———(360 127 -- 599,9°) =~ 247 8 m* mng s=157T4m
300 -1
Markus. s? arvutamisel ei lohi imardada T = 599, =~ 600, sest suurte arvude

360 127 ja 599,87 = 359 880,01 véi 6007 — 360 000 vaitke vahe erineb tunduvalt. olles

vastavalt 246,99 v&1 127 ning péhjustades tulemuses vaga suure vea.
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Kuna pideva juhusliku suuruse jaotustihedust voib graafiliselt ligikaudselt kirjelda-
da histogrammiga (vt lk 14), siis vdimaldab punktis 5.1 toodud histogrammi kuju, mis
meenutab Gaussi koverat (vt punkti 4.3 esimest joonist), oletada katseandmete alluvust
normaaljaotusele. Pannes normaaljaotuse jactustiheduse avaldisse {punkti 4.3 valem (1))
leitud keskvédartusc ja standardhilbe hinnangud, saadakse

1 [(3—599,9)2}

fl=) = 15,74v/2n ¥ 4056

[ga intervalii keskel arvutatud f(z,) viirtused on toodud alajaotuses 5.1 oleva ta-
bell viimases veerus ning nendele viirtustele vastavad punktid on uhtlasi kantud sama
alajaotuse juures olevale joonisele. Nende punktide iihendamise teel saadud jaotustihe-
duse graafik ja histogramm on heas kooskélas, mis viitab katseandmete kiillalt tdendoscle
allunisele normaaljaotusele.

5.3. Vahemikhinnangud

Uldkogumi jaotusparameetrite o (konkreetset EX, DX, (X)) hinnangud
@ = &(z1,23,...,2,) (konkreetselt T, 52, s}, mis on saadud valimi mahuga n vaatlemise
teel, on nn punktihinnangud, sest need antakse ihe arvuga. Kui uldkogumist moodus-
tada mitu juhuslikku valimit mahuga n ja arvutada neist igathe pdhjal punktihinnang
@, siis saadakse iga kord erinev tulemus. Jirelikult on punktihinnang juhuslik suurus A,
mis €1 anna informatsiooni hinnangu tapsuse ja usaldatavuse kohta. Kui valimi maht on
vaike, siis vGib punktihinnang oluliselt erineda hinnatava parameetri tegelikust viirtusest.
Sellisel juhul on korrektsem kasutada vahemikhinnanguid, mis vdimaldavad miarata
punktihinnangute tapsuse teatava usaldatavusega. Olgu ¢ > 0 Ja olgu @ —a, < ¢ (ehk
a-~€ <a<d+e) Sis iseloomustab ¢ hinnangu tipsust. Probleem on aga selles, ct
statistilised meetodid ei vdimalda leida niisugust piirkonda ‘a—e,a+¢[, mille puhul saaks
kategooriliselt viita, et parameetri tegelik vairtus e asub selles piirkonnas, sest punkti-
hinnang @ on juhuslik suurus 4, mis muutub ihelt valimilt teisele iile minnes. Secga on
usalduspiirkonnal juhuslikud rajad ]ii — ¢, A + ¢l mis konkreetse valimi puhul omavad
konkreetseid vadrtusi |a —¢,d + ¢/,

Usalduspiirkonda méarava ¢ leidmiseks antakse ette ithele lihedane tSenacsus {3
(niiteks 0,95 voi 0,99), mida nimetatakse usaldusnivooks, ning ndutakse, et usaldus-
piirkond |d — ¢, @ + ¢ kataks hinnatava parameetri a toenaosusega 3

P(lA-al<e)=8 ek P(A-c<a<d+e)=4 (1)

Punktihinnangu a usalduspiirkonna (vahemikhinnangu) Ja —¢, & + e[ leidmiseks tuleb:
1) arvutada valimi péhjal punktihinnang i
2) ette anda usaldusnivoo § (naiteks 0,95 véi 0,99);
3) leida seosest (1) ¢;
4) koostada usalduspiirkond |& — ¢, 1 ¢[.

Mairkus. Eelnevas on defineeritud siimmeetriline usalduspiirkond, mida praktikas
enamastt kasutatakse (sest enamasti kasutatakse parameetri a nikutamata hinnangut &,
mis jaotub oma keskvaartuse £a —= a suhtes summeetriliselt).
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5.4. Normaaljaotuse keskvaartuse usalduspiirkond,
kui valumi maht on suur vol kui standardhalve on teada

Jargnevat normaaljactuse keskvaartuse usalduspiirkonna leidmise metoodikat kasuta-
takse kas juhul, kui valimi maht on suhteliselt suur (n > 30), vdi kui mingi konkreetse
{ilesande puhul on standardhilve varasemate kogemuste pohjal teada.

Keskvaartuse usalduspiirkonna leidmiseks tchakse n soltumatut katset, milles juhuslik
sunrus X omandab vaartused z,,z3,...,2,. Selle valimi pohjal leitakse keskvadrtuse y
punktihinnang ¥ {aritmeetiline keskmine). Kui teha mitu katsesecriat mahuga =, saadakse
neist igatuhe pohjal erinev aritmeetiline keskmine. Seega véib keskvaartuse g hinnangut z
vaadelda kui juhuslikku suurust X, mis muutub thelt valimilt teisele tile minnes. Nouame,
et

PUX — ui<e) =B, (1)
kus 3 on etteantud usaldusnivoo. Leida tuleb £, mis maarab usalduspiirkonna | —¢, z + <.
On voimalik naidata, et juhul kui X on normaaljactusega, siis ka X on normaaljaotu-

sega. Normaaljaotusega juhusliku suuruse X vahemikku g — £, g + =] sattumise téendosus
avaldub Laplace’i funktsiconi kaudu (vt punkti 4.3 valemit (5}) jargmiselt:

3
PX -l <e) =22 (=), (2)
Seoste (1) ja (2) vasakud pooled erinevad vaid juhuslike suuruste X ja X poolest. Kui
valemis (2) asendada X suurnsega X, siis tuleb samas valemis iildkopgumi standardhalve
a = o(X) asendada valimikeskmise standardhalbega, mis on /n korda vaiksem: o(X) =
= o/+/m. Vordsustades seejarel seoste (1) ja (2) paremad pooled, saadakse usalduspiirkon-

da }E —e,z+ E[ maarava e leidmiseks valem
3
28 ( "
o

Kuna standardhalve ¢ on varasematc kogemuste pohjal harva teada (selle kohta

vt naidet 1), siis asendatakse ta killalt suure valimi puhul (n > 30) tema hinnanguga s
(vt ndidet 2).

Naide 1. Teatavat sorti Prantsuse veinide alkoholistisaldus on jaotatud normaalselt

standardhilbega 1,2%. Uuest imperditud partiist juhuslikult valitud 60 veinipudeli kesk-
mine atkohclisisalduse protsent on 9,3. Leida nende veinide keskmise alkoholisisalduse

) 5. (3)

usalduspiirkond usaldusnivooga 0,90,
Antudon 8 =0,90, n =60, T =9,3, ¢ =12 Valemist (3} saame

60 60
2% (E*f ):0,90 ja @(5‘/ ):0,45.

1,2 1,2

60
Laplace’l funktsiconi tabelist leiame 2 = 1,645, millest ¢ = 0,25%. Usalduspiir-
kond tuleb ]9,3-0,25; 9,3+0,25 chk ]9,05; 9.55[.
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Leitud usalduspiirkond katab kogu uue veinipartii keskmise alkoholisisalduse tHendo-
susega 0,80. See tahendab, et leidub 10% valimeid (mahuga §0), mille usalduspiirkond
ei sisaldagi ildkogumi keskvaartust. Ghell valimilt teisele tile minnes muutub valimi arit-
usaldusnivocd e saa siduda tildkogumi keskvaartusega u, vaid ta on seotud usalduspiir-
konna radadega. Seega on kirjutis P(9,05 < p < 9,55) = 0,90 vale, sest p = const. Kui
# asub usalduspiirkonnas (tegelikult on seda vdimatu kinnitada v&i timber liikata, sest
vaartus on tundmatu}, siis on sindmus g €]9,05; 9, 55( kindel (tdenaosusega 1, mitte 0,90).
Kui p el asu usalduspiirkonnas, siis on sindmus p €]9, 05;9, 55| véimatu (téendosusega ().

Eelnevas niites kirjeldatud konkreetse situatsiooni iildisem analiiiis on esitatud jirg-
neval joonisel, millel on kujutatud valimi mahuga n aritmeetilise keskmise X (mida on
vaadeldud juhusliku suurusena, mis muutub thelt valimilt teisele ile minnes) jactusti-
hedust f(Z). Siinjuures A - 100% valimeid ar-1ab usalduspiirkonna, mis sisaldab iildko-
gumi keskvaartust ; (nends hulgast on joonisel I, II, IV, V ja VI usalduspiirkond) ning
{1 — B) - 100% valimeid annab usalduspiirkonna, mis ei sisalda ildkogumi keskvairtust
(joonisel III usalduspiirkond):

Jiz)

o bindala=4)

,pmdaﬂauz—‘q

|
m

Naide 2. Leida punkti 5.1 naite andmetel punkti 5.2 naites 2 arvutatud keskvaartuse
usalduspiirkond usaldusnivooga A = 0, 99.

Antud on T = 599,9, n =300, s =1574 Valemist (3) leiame e:

£v/300 00 /300 .
2@( ) =0,99 ja @(E 3 ) = 0,495, millest 51, g T 298 Ja e 24

15,74 15,74 5,74

Keskvaartuse usalduspiirkond tuleb
1599,9 — 2,4; 599,94 2,4 ehk (597,5; 602, 3.
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5.5. Normaaljaotuse keskvaartuse usalduspiirkond,
kui valimi maht on viike. Studenti jaotus

Kiesoleva punkti 13pus toodud normaaljactuse keskviaartuse usalduspiirkonna leidmise
algoritmi kasutatakse jubul, kul valimi maht on suhtcliselt vaike (n < 30).

Tsentreerime valimikeskmise X, lahutades terast iildkogumi keskviirtuse: X — p.
Normeerides tulemuse valimikeskmise standardhilbe hinnanguga {ehk teisiti nimetatuna
standardveaga) o{X) = s/+/n libijagamise teel, saame uue juhusliku suuruse

r (X p)ym

]

, (1)

mis allub Studenti jaotusele (ehk t-jaotusele) vabadusastmete arvuga k = n 1, kus
1 on valimi maht.

Vabadusastmete arv k on valimi elementide arv, mis voivad vabalt muutuda (omanda-
da suvalisi vidrtusi). Oletame, et valimis on kaks elementi ning me teame nende aritmeeti-
list keskmist Z. Siis voib vabalt valida vaid tihte elementi, kuna teine on aritmeetilise kesk-
mise kaudu maaratud. Olgu niiteks teada 7 = 6. Kui valida z; = 4, siis T — (z1+a2)/2]a
zz on maaratud: £; = 27 -2, = 2.6 —4 == 8 Seega on vaadeldavas naites iiks vabadusaste:
k=n-1=2-1=1.

Valemiga (1) defineeritud juhuslikus suuruses 7" sisalduva valimi standardhilbe hin-
nangu s maaramiseks peab aritmeetiline keskmine 7 clema teada. Seega ks valimi element
on "kinni” ja vabaks jadb neid jarelikult k= n - 1.

Kui seoses (1) asendada hinnang s ildkogumi standardhilbega o, siis saadakse nor-
meeritud normaaljactusega juhuslik suurus (mille keskvaartus on teatavasti null ja stan-
dardhalve iks). Seetdttu on maistetav, et vabadusastmete arvu suurenemisel laheneb Stu-
denti jactus kiiresti normeeritud normaaljactusele. Kui & = 30, siis on Studenti jactuse
erinevus normeeritud normaaljactusest moni protsent ja k > 30 puhul vaib keskviirtuse
usalduspiirkonna leidmise] lahtuda ka normaaljaotusest (nagu eelmises punktis kirjelda-
tud). Seega on Studenti jaotus oluline viikese mahuga valimite puhul. Tema eeliseks on
solturnatus tundmatutest parameetritest g (keskvdartus) ja ¢ (standardhalve). Margime,
et Studenti jaotuse dispersioon DT = k/(k — 2}, (k > 3} on suurem kui normeeritud
normaaljactuse dispersicon DX = 1.

Keskvaartuse usalduspiirkonna leidmiscks laheme vorduses (vt punkti 5.4 seost (1))

PX ~pl<e)=8

suuruselt X seosega (1) ule suurusele T ning saame parast teisendusi usalduspiirkonda
T —&,T + £ midrava ¢ leidmiseks valemsi

oo 8
e (2)
kusk =n—~1,a=(1+£)/2jatrq on Student: jaotuse kvantiil, s.o nitsugune t vairtus,
mille korral kehtib vérdus P(T' < t3.o) = . Studenti jaotuse kvantiilid tr.o lcitakse lisas

2 toodud tabelist.
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Keskvairtuse usalduspiirkonna leidmise algoritm
1. Valimi aiusel leitakse keskvaartuse ja standardhalbe punktihinnangud z ja s.
. Ette antakse usaldusnivoo 8 (naiteks 0,95 véi 0,99).
3. Arvutatakse k =n — 1 ja a = (1 + 3)/2 ning Studenti jactuse kvantiilide tahelist
leitakse fy.,.

o]

ko - 8

VO

- Koostatakse usalduspiirkond | — ,7 + ¢/,

4. Valemiga (2) arvutatakse ¢ =

o

Naide. Autebaasis kontrolliti teatud automudeli kuue auto kittusekule, mis osutus
jargnevaks (1/100 km): 18,8; 18,4; 19,2; 20,8, 19,4; 20,5. Leida keskmise kitusekulu
usalduspiirkond usaldusmiveoga 8 == 0, 95.

Kuna valimi maht n = 6 on vilike, siis on antud iilesande lahendammiseks dige kasutada
Studenti jaotust. Vastavalt eclnevale algoritmile:

1. Arvutame punktihinnangud & = 19,48 ja s = 0,98, kasutades alajactuses 5.2 toodud

valemeid (1), (3) ja (4).

2. Etteantud unsaldusnivoo 8 = 0, 95.
3. Valimi maht n = 6, vabadusastmete arvk =n —1=5 a = (1+3)/2=(1-0,95)/2 =
=0,975. Lisas 2 olevast tabelist vaatame kvantiili 4., = #(5; 0,975) = 2,571,
. 2,571-0,98
4. Valemiga (2) arvutame ¢ = ———— 21" =1 3.

NG
- Koostame usalduspiirkonna 19,48 - 1,03; 19,48 — 1,03[ ehk |18,45; 20,51].

(91}

5.6. Normaaljaotuse dispersiooni ja standardhilbe
usalduspiirkond. y?-jaotus

Vaatleme normaaljaotusega ildkogumist saadud valimeid mahuga n, mille dispersiconi
nihutamata hinnangut voib kasitleda ku: jubuslikku suurust $2, mis muutub dhelt valimilt
teisele lle minnes. Moodustame une juhusliku suuruse, milles sisaldub §2:

STk

ol

(1)

X

Eelnevas on ¢? on tldkogumi dispersioon ja k = n — 1 vabadusastmete arv. Juhuslik
suurus (1) on x*-jaotusega (loetakse hii-ruut-jactusega), mis on asimmeetriline ja lihe-
neb vabadusastmete arvu k kasvades normaaljaotusele. Kui k > 30, siis erineb y2 jaotus
juba killalt vahe normaaljactusest (parameetritega g = k ja ¢ = /2k).

Lisas 3 on tabuleeritud x*-jaotuse tdiendkvantiilid x%{a, k). Thiendkvantiilid on
x? niisugused viirtused, mille pubul kehtib vérdus P'x? > o, k)l = a.

Vastavalt etteantud usaldusnivoole @ (nditeks 0,95 v3i 0,99) avaldub normaaljactuse
dispersiooni usalduspiirkond y?-jactuse taiendkvantiilide abil jargnevalt:




Usalduspiirkond (2) on dispersiooni punktihinnangu s? suhtes asiimmeetriline, mis
tuleneb x2-jactuse asiimmeetriast.

Standardhalbe usalduspiirkonna leidmiseks tuleb piirkonna (2) molemast rajast
leida Tuutjuur (vt jirgnevaid niiteid).

Niaide 1. Leida punkti 5.5 naite andmetel dispersiconi ja standardhalbe usalduspiir-
kond usaldusnivooga 0,95.

32 =0,96; $=0,98 n=6 k=n-1=5 §#=005

Lisas 3 toodud x?-jactuse taiendkvantiilide tabelist leiame

1 —
¥? (Ték) — x%(0,025; 5) = 12,832,

1
X (;ﬁk> — %(0,975; 5) = 0,831,
Dispersiooni usalduspiirkond on vastavalt seosele (2) jargmine:

0,96-5 0,965
12,832 0,831

{ ehk 10,37; 5,78

Standardhalbe usalduspiirkond on

}\/0,37; \/5,78{ ehk  ]0,8; 2,4[.

Kuna valimi maht on viike, siis on leitud usalduspiirkonnad usna avarad.

Naide 2. Leida punkti 5.1 naite andmetel punkti 5.2 naites 2 arvutatud dispersiooni
Ja standardhilbe usalduspiirkond usaldusnivooga 0,588.

2 =12478 s=15,74, n=2300; k--n-—1=299; B3=0,99.

x?-jaotuse taiendkvantiilide

- 1
x° <¥k> = x*(0,005; 299) = 255 — §(585 — 255) = 365,

‘ 1
X (1 g_ﬁ,k) = x*(0,995; 299) = 152 4 5 (422 — 152) = 242

leidmisel vaatame lisas 3 olevast tabelist
x%(0,005; 200) = 255, x?(0,005; 500) = 585,
x2(0,995; 200) = 152, x*(0,995; 500) = 422
ja kasutame lineaarset interpolatsioon.
Dispersiooni usalduspiirkonna leiame vastavalt seosele (2):

247,8-299 247,8-299
365 242

l chk ]203; 306

Standardhalbe usalduspiitkond on

]\@; \/%[ ehk |14,2; 17,5].
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5.7. Juhusliku siindmuse téenaosuse usalduspiirkond

Toimugu siindmus A n thesugusel ja sdltumatul katsel m korda. Siindmuse 4 toimu-
mise toenaosus uksikkatsel p olgu teadmata. Selle tundmatu tGenaosuse punkiihinnanguks
voctakse sundmuse sagedus p* = m/n. Mirgime ¢* = 1 — p*.

Kui (vt ka punkii 4.4 vorratusi (2))

1) np* > 5 juhul p® < 0,5 vdi 2) ng® > 5 juhul p* > 0,5, (1)

siis voib usalduspiirkonda

F AR A (2)
méadrava ¢ leidmiseks kasutada ligikaudse lahendina normaaljarr:oigit__, asendades punkti 4.3
valemis (5) standardhilbe o standardveaga o(p®) = \/}—)3 ~ %{

2@(5-\(;&‘) =8, (3)

kus 8 on usaldusnivoo.

Naide 1. Suurettevote korraldas tootmise iimber ja kiisis juhuslikult valitud 160-1t
tootajalt, kas nad on sellega rahul. 85 vastas jaatavalt. Leida Umberkcrraldustega rahul
olevate todtajate osakaal usaldusnivooga 0.95.

Antud on valimi maht n = 160 ning jaatavalt vastanute arv m = 85 Arvutame
punktihinnanguks voetava sindmuse sageduse p* = m/n = 85/160 =~ 0,531 ja lciame
g =1—p" = 0,468,

Kuna vastavalt tingimuscle (1) ng* = 1680 - 0,469 =~ 75 > 5, siis vdib £ leidmiseks
kasutada valemit (3):

160 160
W e/ V=005 chk &|e- __ 10 0,475,
0,531 - 0,469 0,531 - 0,468

millest lelame Laplace'l funkisiconi tabeli abil

180
Y SR
¢ \/0,531-0,469 ’

Siit £ =2 0,077 ja usalduspiirkond tuleb seose {2) kohaselt 10,531 - 0,077; (0,531 + &, 077!
ehk :0,454; 0,608[. Seega usaldusnivooga § = 0, 95 on iimberkorraldustega rahul olevaid
tootajaid 45,4% kuni 60,8%.

68



Niide 2. Vilesajalt juhuslikult voetud valimisdiguslikult elanikult kusiti valimispéeva
eelohtul, kas nad scovivad ihinemist Euroopa Liiduga. Neist 260 vastas jaatavalt. Hinnata
valimistel poolt hadletavate protsenti usaldusnivool 8 = 0, 90.

n=>500;, m=260;, p=m/n=2052; ¢ =1—p" =0,48,

Analoogselt niditega 1 lelame ¢ == 0,04 ning usalduspiirkond tuleb seose (2) kehaselt
10,48; 0,56[. See tihendab, et usaldusnivooga # = 0,90 on valimistel poolthiiletajaid
48% kuni 56%.

Kuna 50% raja jaab usalduspiirkonda, siis pustitame taiendavalt jairgmise probleemi:
mitut inimest tuleks kusitleda, et (kérgema) usaldusnivooga 3 = 0,99 vdiks ennustada
valimistulemusi tapsusega +2%, kui eelkiisitluste pohjal oli punktihinnang p* = 0,527

Antudon 8 = 0,99 ja £ = 0,02. Leida tuleb representatiivse valimi maht n. Vastavalt
valemile (3) saame

n i
20,02,/ "= 2./ — " ) _g 405
(0,0 053045 = 099 ehk & (0,0 0}52v0’48> 0,495

millest lelame Laplace’i funktsiconi tabeli abil

-
0,02 /—— " — 92575 Siit nx4138
’ 0,52.0,48 00 vmom

Niisiis, kui kusitletuid on tapselt 4138, on usaldusnivooga 0,99 poolthialetanuid pa-
rajasti 50% kuni 54%. Kuna usaldusniveo on 0,99, siis voib niidki (vaikese tdenaosusega)
juhtuda, et poolthaaletanuid on alla 50%. Kui usaldusnivood tosta valimi konstantse mahu
juures, siis laheb usalduspiirkond punktihinnangu p* = 0,52 tmber avaramaks. Kui suu-
rendada valimi mahtu, laheb usalduspiirkond kitsamaks. Tapse prognoosi saab anda ainult
siis, kui valimi asemel vaadelda (ldkogumit, st kisitleda koiki valimisoiguslikke inimesi (ja
sedagi vaid eeldusel, et kohklejald ning viimasel hetkel imbermatlejaid el cle).

5.8. Ulesanded

5.1. Maoodet: 270 detaili. Nende pikkus oli vahemikus 66 kuni 90 cm. Jagades selle
vahemiku 2 em pikkusteks intervallideks, saadakse jargmine vanatsiconrnda:

Inter- Inter- 24 Inter- Inter- N
valll nr vallid valli nr vallid

1 [66, 681 4 7 (78, BO| 39

2 (68, T0{ 12 8 (80, 82[ 26

3 (70,720 | 24 9 (82,84 | 13

Ly 12,740 | 41 10 (84, 86] 5

L5 74, 76 | 50 11 (86, 8| 2

i 6 76, 78] | 53 12 (88, 80! 1

1) Joonestada empiirilise jaotusfunktsiooni graafik ning histogramm.
2) Leida jaotuse keskvairtuse, dispersiooni ja standardhélbe nihutamata hinnangud.
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3} Oletades normaaljaotust, panna leitud keskviirtuse ja standardhilbe hinnangud
normaaljaotuse jaotustiheduse f(e) avaldisse (punkti 4.3 valemisse (1)) Arvutada jao-
tustiheduse vadrtused iga intervalli keskel f(zy) ja kanda leitud viirtused histogrammile.
Hinnata histogrammi ning jaotustiheduse graafiku kooskala.

4) Kasutades normaaljaotust, leida keskviirtuse usalduspilirkond usaldusnivooga 3 =
—0,99,

5) Leida dispersiooni ja standardhélbe usalduspiirkond usaldusiivooga 8 = 0, 99.

5.2. 123 toolist tootsid thesuguseid detaile. Nende poolt iihe kuu jooksul valmistatud
detailide hulk on esitatud jargnevas variatsioonreas:

Inter- | Inter- Lo,
L valli nr vallid ‘
P | [260;270[ | 9
| 2 | 270,280 | 18
3 i [280; 290] 55
. 4 ‘ (290; 300 27
| 5 300; 310] 14

Taita ilesande 3.1 punktid 1 kuni 5, vttes usaldusnivoo 3 = 0, 95.

5.3. Enne uue autorehvimudeli turule laskmist katsetas tehas toodangust juhuslikult
valitud 150 rehvi. Katsetuste tulemused on toodud jargnevas variatsioonreas:

| Inter- | Intervaliid n;

. valliar | [tuh km)]

1 20;25] 1 7
2 25; 30| 14
3 . [30; 35 28
4 [35;40[ | 45
5 140; 45 30
6 [45; 50! 15
T (50, 55] 11

Taita tilesande 5.1 punktid 1 kuni 5, véttes usaldusnivoo 8 = 0, 99.

5.4. Juhuslik suurus X on normaaljaotusega. Standardhilve ¢ = 3. Leida keskvair-
tuse usalduspiirkond usaldusnivooga 8 = 0, 95, kui aritmeetiline keskmine # — 4 1 maarati
valimist mahuga n = 36.

5.5. Suhkrupakkide kaal on jactatud normaalselt standardhilbega 15 grammi. Ju-
huslikult valitud 25 paki keskmine kaal on 495 grammi. Leida suhkrupakkide keskmise
kaalu usalduspiirkond usaldusnivooga 0,95.

5.6. Terasproovikehade témbetugevus oli (kG /mm?): 34, 53, 48, 48, 46, 38, 45, 42
47, 50. Leida

1) keskmise tombetugevuse usalduspiirkond usaldusnivooga 8 = 0, 95

2} dispersiconi ja standardhélbe usalduspiirkond sama usaldusnivooga.
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5.7. Kahekiimnele juhusiikult valitud inimesele naidati televisioonireklaami ning kii-
sit1 nende meeldivushinnangut skaalas 0...100. Tulemused olid jargnused: 89, 73, 59,
96, 88, T1, 43, 62, 80, 92, 76, 72, 67, 60, 78, R5, 77, 83, 87, 53. Eecldades normaaljac-
tust, leida keskmise meeldivushinnangu usalduspiirkond usaldusnivooga @ = 0,95. Leida
standardhalbe usalduspiirkond sama usaldusnivooga.

5.8. Valmusrniete kaupluste kett huvitus iliépilaste kulutustest riictuscle Sppeaasta
esimese kuu jooksul. Kiimne ilidpilase kisitlus naitas, et kulutused dollarites olid vasta-
valt 79.21; 143.62, 95.08; 34.27; 211.87; 98.26; 65.93; 159.11; 127.28; 53.97. Ecldades
normaaljactust, leida tlikooli tliopilaste keskmiste kulutuste usalduspiirkond usaldus-
niveoga 4 = 0,90. Leida standardhilbe usalduspiirkond sama usaldusnivooga.

5.9. Autobaasi huvitab autode remondiks kuluv aeg. Uheksa auto ekspluatatsioo-
ni analilis naitas, et auted ohid aasta jooksul remondis vastavali 16, 10, 21, 22, 8, 17,
19, 14, 19 paeva. Eeldades normaaljactust, leida autobaasi autode keskmise remondi-
aja usalduspiirkond usaldusnivooga 3 = 0,90. Leida standardhilbe usalduspiirkond sama
usaldusnivooga.

5.10. Teeninduskombinaadis registreeriti seitsmel juhuslikult valitud paeval kaebusi
alljargnevalt: 10, 12, 8, 5, 11, §, 14 Eeldades normaaljactust, leida keskmise kaebuste
arvu usalduspiitkond usaldusnivooga 8 = 0,90. Leida standardhalbe usalduspiirkond sama
usaldusnivooga.

5.11. Lennukompanii kisitles uue lennuliini reisijaid. 347-st juhuslikult valitud ku-
sitletust oli 201 todlahetusel. Leida seda unt lennuliini todlihetuseks kasutavate reisija-
te osakaal usaldusnivooga 8 = 0,90. Mitut reisijat tuleks kiisitleda, et usaldusnivooga
3 = 0,90 vbiks hinnata seda uut lennuliini tdclahetuseks kasutavate reisijate osakaalu
tapsusega 1-3%7

5.12. 650 kodus toimunud énnetusjuhiumi analuus naitas, et 180 nendest oli tingi-
tud kukkurnisest. Leida kukkumisest tingitud dnnetuste osakaa! usaldusnivooga 4 = 1,95,
Mitut dnnetusjuhtumit tuleks analiiisida, et usaldusnivooga 8 = 0,95 voiks hinnata kuk-
kumisest tingitud dnnetuste osakaalu tdpsusega 1-2%7

5.13. 676 autojuhi kontroll naitas, et 6 nendest oh alkoholijoobes. Leida alkoholijoo-
bes olevate juhtide osakaal usaldusnivooga J = 0, 95.
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6. Statistiliste hupoteeside kontrollimine

6.1. Statistilised hupoteesid.
Esimest ja teist liiki vead. Kriitilised piirkonnad

Hupoteesideks véivad olla naiteks oletused, et

1) talverehvi uue mudeli pidurdusteekond on lithem kui vanal mudelil;

2) kahest tddstusharust on iihes téotasu hajuvus vaiksem ki teises;

3) dhesugustes tingimustes ihesugust todd tegevate todliste tddviljakus allub normaal-
jaotusele.

K&ikne uuring voimaldaks tapselt vastata kiisimusele, kas need hiipoteesid on toesed
voi mitte. Uldkogumi analiiiis vaib aga olla kas viga téomahukas v&i ménikord hoopis
voimatu. Jargnevas eeldatakse, et koikset uuringut pole tehtud, vaid on piirdutud valimi
vaatlemisega. Sellest hoolimata on vaja otsustada tildkogumi kohta tehtud oletuste kehti-
vuse vol ruittekehtivuse tile. Kui hilpoteeside kontrollimisel lahtutakse valimi andmetest,
siis raagitakse statistiliste hiipoteeside kontrollimisest. Statistilisteks hiipoteesideks con
naiteks oletused:

1) kahe jactuse parameetrite (keskvaartuste voi dispersioonide} vordsusest véi olulisest
erinevusest;

2) jaotusseaduse tiiiibi kohta;

3) juhuslike suuruste X ja Y vahelise lineaarse soltuvuse olemasolust voi puudumisest.

Statistiliste hiipoteeside kontrollimise tildised pohimatted voib siistematiseerida jarg-
misesse vilesarnmulisse protseduuri.

1. Nullhiipoteesi ja konkureeriva hipoteesi pustitamine
Hipoteesid formulecritakse teineteist valistavate vastandhiipoteeside paarina H; ja
Hy, kusjuures nendest hiipoteesidest saab tdene olla vaid tiks. Hipoteesi Hy nimetatakse
nullhupoteesiks. Hiipoteesi H; on erinevate autorite poclt nimetatud:
1) konkureerivaks (alternatiivseks) hiipoteesiks;
2) toestatavaks (sisukaks) hlipoteesiks.

2. Olulisuse nivoo valik. Esimest ja teist liiki vead

Kuna statistilisi hiipoteese kontroliitakse valimi andmetel, siis tuleb arvestada kahe-
suguste vigade tekkimise voimalusega;

1} esimest liiki viga, mille puhul liikatakse tagasi oige nullhupotees {ehk teisiti: vastu
voetakse toestatav hilpotees Iy, kuid tegelikult on dige Hy};

2} teist liiki viga, mille pubul véetakse vastu vale nullhipotees, kuid dige on hoopis
toestatav hiipotees Hy.

Statistiliste hiipoteeside kontrollimisel antakse ette esimest liiki vea maksimaalselt
lubatav toendosus o, mida nimectatakse olulisuse nivooks. Sama mahuga valimi puhul
mélemat litki vigu korraga vahendada el saa. Kul suurendada clulisuse nivood «, siis
kasvab esimest lilki vea oht, kui aga vahendada olulisuse nivood, siis kasvab teist liiki vea
oht. Kut votta clulisuse nivoo @ = 0, siis voetakse vastu koik nullhiipoteesid, sealhulgas
ka valed. Sagedamim vOetakse a = 0,05 véi e = 0,01 (st dige hilpoteesi tagasilikkamise
risk on vastavalt 5% vo1 1%). o valik sdltub konkreetscst iilesandest: kumb on ohtlikum,
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kas dige nullhlipoteesi tagasiliikkamine (esimest liiki viga) vo1 vale vastuvdtmine (teist
liiki viga). Vodimaluse korral tuleks hilpoteesid sGnastada nil, et esimest liiki viga oleks
suurema raskusastmega ja seetdttu ebasoovitavam kui teist hiki viga. Kui niiteks clumaja
ehitamisel tekib avariikahtlus, siis peaks nullhiipoteesiks valima soovitule vastupidise vaite
"mitte jitkata elumaja ehitust”. Kui dige nullhiipotees litkatakse tagasi (esimest liiki viga),
siis vOivad tagajarjeks olla inimohvrid. Kui aga voctakse vastu vale nullhiipotees (teist liiki
viga), siis piirdutakse materiaalse kahjuga.

Teist liiki vea esinemise toenacsus ei ole itilesande piistitamisel maaratud (ci ole
piiratud, nii nagu esimest liiki vea tekkimise toendosus on piiratud olulisuse nivooga o).
Osutub, et mones tlesandes voib teist liiki vea tdenaosus ulatuda isegl vadrtuseni 1 — «
(Hy voetakse vastu, kuid eksimise toendosus on 1~ a).

3. Statistilise kriteeriumi valik
Statistiline kriteerium (statistik) piiiitakse konstrueerida nii, et teist litki vea tGendosus
oleks minimeeritud. Kasutatakse naitcks z, ¢, ¥? 7a F statistikuid, mis on scotud vastavalt
normaal-, Studenti, x2- ja Fisheri jaotusega.

4. Kriitiliste punktide leidmine ja kriitilise piirkonna konstrueerimine

Valitud statistilisest kriteeriumist Z ja olulisuse nivoost a lahtudes leitakse kriitili-
sed punktid zy. ja statistilise kriteeriumi Z v&imalike vaartuste hulk jagatakse kaheks
mitteldikuvaks alamhulgaks:

1) kriitiliseks piirkonnaks, millesse sattumisel liikkatakse nullhupotees tagas: ning loe-
takse sisukas hiipotees toestatuks;

2) dlejaanud plirkonnaks, millesse sattumisel vdetakse nullhtipotees vastu, ehk nagu
sagell ocldakse, pole alust nullhipoteesi tagasi likata.

Nullhiipoteesi ei ole voimalik toestada. Kui nulthiipotees tuli vastu votta, siis peaks
voimaluse korral analtiusi jatkama ning tegema vaadeldava probleemiga seoses talendavaid
uuringuid.

Kriitilised piirkonnad liigitatakse parem-, vasak- ja kahepoolseteks. Iga konkreet-
se statistilise hiipoteesi kontrollimiseks kasutatava kriitilise piirkonna vajalik kuju soltub
konkureeriva hiipoteesi H; pustitusest. Kui konkureeriv hiipotees sisaldab vorratust kujul
">" (naiteks H, : EX > EY), sus kasutatakse parempoolset kriitilist piirkonda, kui
vorratust " <" siis vasakpoolset. Kui H; el méira suunda, vaid tingimus on formuleeritud
mitievérdusena " #£” (niiteks Hy 1 EX # FY'), suis kasutatakse kahepoolset simmeetrilist
kriitilist piirkonda. Vaatleme lahemalt parempoolset ja kahepoolset summeetrilist krittilist
pirkonda, mida jargnevas praktiliselt kasutatakse.

Parempoolne kriitiline piirkond jaab punktist zx, > 0 paremale:

L7777

0 Z &

X

Kriitilise punkti z;, leidmiseks antakse ette olulisuse nivoo « (naiteks a = 0,05) ja
noutakse, et nullhiipoteesi kehtivuse korral oleks Z > zi

P(Z > z24r) = (1)

Soltuvalt statistilise kriteeriumu valikust omandab tingimus (1} konkreetse kuju. rak-
tikas kasutatavate statistiliste kriteeriumide kritiliste punktide leidmiseks on koostatud
tabelid, millest olulisemad on toodud kiescleva oppevahend: lisades 1 kuni 4.
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Kahepoolne simmeetriline kriitiline piirkond on siimmeetriline nullpunkti suh-
tes ning jaab punktist —z¢, vasakule ja punktist + 2z, paremale:

T,

—‘EKF O ZK:’ Z

Kriitiline punkt zg. leitakse tingimusest
P(Z > zpr) = af2. (2)

5. Jareldused hiipoteeside kehtivuse kohta
Valimi andmetel arvutatakse statistilise kriteeriumi empunline vaartus zemp. Kritee-
Tumi Zemp arvutamiseks kasutatav eeskiri séitub konkreetse iilesande sisulisest piistitusest.
Monede praktiliste ilesannete lahendamise algoritme vaadeldakse kiescleva oppevahend:
jargnevates punktides 6.2 ja 6.3. Kui Zemp satub kriitilisse plirkonda, st parempoolse
kriitilise piirkonna puhul on
Zemp 2 Zkr (3)

ver kahepoolse siimrmeetrilise kriitilise piirkonna puhul on
‘zemp| > Zkr, (4)

siis lukatakse nullhiipotees Hy tagasi. Sellega on sisukas hiipotees tdestatud, sest leidus
vahemalt tks valim, mille korral nullhiipotees ei kehti. Kui vorratus (3) vdi (4) pole
taidetud, siis pole alust nullhiipoteesi tagasi litkata, kusjuures ei saa vaita, et scllega oleks
nullhuipotees tGestatud.

6.2. Kahe normaaljactuse keskvairtuse vordlemine

Olgu kahe dildkogumiga seotud juhusiikud suurused X ja ¥ {ehk teisiti: meid hu-
vitavad tunnused X ja Y') normaaljactusega ning séltumatud. Margime nende juhuslike
suuruste keskvadrtused vastavalt p. ja p,. Plstitame nullhiipoteesi tldkogumite keskviiir-
tuste vordsuse kohta Hy @ p, = p,. Konkureeriva hiipoteesi formuleerimise véimalustest
vactleme kahte:

LY Hyope # py;

1) Hy oy > Hy.

Esimesel juhul kasutatakse hipoteeside kontrollimiseks kahepoolset siimmeetrilist krii-
tilist piirkonda, teisel juhul parempoolset kriitilist piirkonda.

Olgu ildkogumitest voetud valimite @y, 23,..., 2, ja y1,%2,...,Ym mahud n Ja m.
Nende valimite andmetel arvutatakse statistilise kriteeriumi empiiriline vaartus

-y
zemp:ﬁx (1)
\/_z S

n e

2 2

A D 5 . 8, . 8 L . . . '

kus Z ja ¥ on valimikeskmised ning —= ja -£ on valimikeskmiste dispersioonihinnangud.
n
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Kw valimite mahud n ja m on

1) suured (n > 30 ja m > 30), siis on zemp ligikaudselt normeenitud normaaljactusega
ning kriitiliste punktide zy, ieidmiseks kasutatakse normaaljaotust; kui aga valimite mahud
on

2) vaikesed (n < 30 ja m < 30G), siis on Zemp ligikaudselt Studenti jaolusega ning
krisitiliste punktide zz, leidmiseks kasutatakse Studenti jactust.

Soltuvalt konkureeriva hiipoteesi A, piistitusest ning valimite mahtudest n ja m for-
meerub neli statistiliste hiipoteeside kontrollimise algoritmi. Statistilise kriteeriumi empii-
riline vaartus zemy leitakse kéigil neljal juhul valemiga (1).

1. Hy: Hx = hy; By px # py; n> 30, m > 30,

Ette antakse olulisuse nivao a ja leitakse kriitiline punkt zi. kahepoolsele siimmeet-
rilisele kriitilisele piirkonnale seosest

P(12] < 24r) = 2B(z4,) = | — @, (2)

kus Z on normeeritud normaaljaotusega juhuslik suurus ja ®{z) on Laplace'i funktsioon.
Vahet | — a voib télgendada kui usaldusniveod 3.

Kui |zemp| > zkr, siis likatakse nullhipotees Hy tagasi.

Kul |zemp| < 2kr, siis pole alust nullhipoteesi Hy tagast likata.

Niide 1. Suurettevoties vorreldi ametithingusse kuuluvate tootajate ja sinna mit-
tekuuluvate t6otajate puudumisi aasta jooksul. Juhushkult valitud 50 ametithinguliiget
puudusid 1gauks keskmiselt 8,3 paeva, kusjuures standardhalve cli 3,1 paeva. Juhusli-
kult valitud 45 ametithingusse muttekuulujat puudusid igauks keskmiselt 8,7 paeva stan-
dardhalbega 2,3 pideva. Kontrollida olulisuse nivool a = 0,05 vaidet, et ametitthingusse
kuulumine méjutab kéikide ettevotte tootajate tootajate puudumisi aasta jooksal.

n=250, z=29,3paeva, s;=23,1 paeva,

m =45, ¥y =8,7 paeva, s, = 2,3 pieva.

Ulesande viimases lauses on formuleeritud toestatav hitpotees Hy @ gz # gy Nullhi-
potees on Ho : pp = py.

Valemiga (1) arvutame

Vastavalt olulisuse nivoole a = 0,05 lelame kriitilise punkti seosest (2):
28(z;.) =1 — 0,05 ehk ${zy,) = 0,475, millest 2z, = 1,96,

Kuna zemp < zxr (1,08 < 1,86), stis pole alust nulihiipoteesi tagasi likata, st puudu-
tud pievade arv el sdltu ametithingusse kuulumisest.
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2. Hy: fiw = fty; Hi: ope > py; n>30, m > 30.

Ette antakse olulisuse nivoo a ja leitakse kriitiline punkt 2z, parempoolsele kriitiliscle
piitkonnale normaaljactuse abil seoscst

20(z,) = 1 - 2a. (3)

Kui 2emp > 2ir, sits likatakse nullhiipotees Hy tagasi.

Kl zppmp < 2gr, siis pole alust nullhiipoteesi Hy tagasi litkata.

Niide 2. Kontrollida olulisuse nivosl o = 0,05 viidet, et esimene kiirabiteenistus
reageerib valjakutsetcle aeglasemalt kui teine. Esimeses teenistuses jalgiti 40 valjakutset,
kusjuures keskmine kohalejoudmisacg oli 14,0 minutit standardhalbega 2,1 minutit. teises
teenistuses jalgiti 50 valjakutset, kusjuures keskmine kohalejoudmisaeg oli 12,4 minutit
standardhdlbega 1.5 minutit.

n=40, F:=14,0min, s, = 2,1 min.

m =30, ¥=124min, s, =1,5 mn.

Nullhupotees Hy 1 pr = gy, konkureeriv hilpotees Hy @ pn > piy.

Vastavalt valemile (1) arvutame z,m, = 4,061

Olulisuse nivoo a = 0,05 ning kriitilise punkti leiame seosest (3):

2®(zkr) =1~2-0,05 ehk ®(zx,) = 0,45, millest z;, = 1,645.

Kuna zemp > zpr (4,081 > 1,645), siis likatakse nullhiipotees tagasi, st esimene
teenistus reageerib valjakutsetele aeglasemalt kui teine.

3. Hp: tix = py; Hi: ;“’x?érufyi n <30, m<30.

Valcmiga (1) arvutatud zem, ligikaudselt Studenti jaotusega, mille vabadusastmete
arv on
(s3/m +s3/m)?

(2 /n) |, (B mE

(4)
n—1 m— 1

Valemiga (4) saadud tulemus timardatakse lahima viiksema taisarvuni.
Etie antakse olulisuse nivoo a ja leitakse kriitiline punkt

a -
Zkr (k; = 5) (5)
kahepoolsele simmeetrilisele kriitilisele piirkonnale Studenti jaotuse kvantiilide tabelist.

Kui [zemp| > 2k-, siis likatakse nullhipotees H, tagasi.

Kui [zemp| < zg-, siis pole alust nullhiipoteesi Hy tagasi likata.

Naide 3. Vorrelda kahe firma sigarettide nikotiinisisaldust:

n=20 z=235 mg s;=042mg,

m =24, y¥=23,63mg, s, =033 mg

Kontrollida olulisuse nivool @ = 0,05 vaidet, et mdlema firma sigaretid on sama
nikctiinisisaldusega.
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Nullhiipotees Hy : p, = py, konkureeriv hiipotees Hy @ p, # py. Kuna n < 30, siis
lahtume Student; jactusest ning arvutame valemiga (4)

_(0,42%/20 + 0,337 /24)?
T (0,422/20)  (0,33%/24)?
19 23

=2 35, 8,

mille umardame lahima vaiksema taisarvuni k — 35.

Vastavalt olulisuse nivoole a = 0, 05 lelame kriitilise punkti seosest (5):
0,05
Zgr (35; 1- ’T) = zxr{35; 0,975) = 2,030.

Valermiga (1) arvutame zemp = —1,21.
Kuna |zemp| < zgr (1,21 < 2,04), siis pole alust nullhiipoteesi tagasi likata, st
molema firma sigaretid on thesuguse nikotiinisisaldusega.

4, Ho: px =py; Hi: px >py; n <30, m<30.

Valemiga (4) arvutatakse vabadusastmete arv k, imardades tulemuse lahima vaiksema
taisarvuni. Ette antakse olulisuse nivoo a ja leitakse kriitiline punkt z;, parempoolsele
krittilisele plirkonnale

zirlk; 1 — ) (6)

Studenti jaotuse kvantiilide tabelist.
Kui zemp > 2ir, siis litkkatakse nullhiipotees Hy tagasi.
Kui zomp < 2gy, sils pole alust nullhiipoteesi Ay tagasi likata,

Naide 4. Laserplaadimingijate tootja alandas vihesel madral hinda. Enne hinna-
alandust vaadeldi thes piirkcnnas 15 juhuslikuli valitud nadala keskmist labimiiiiki, mis
ol 6598 dollarit standardhalbega 844 dollarit. Parast hinnaalandust oli 12 juhuslikult va-
litud nadala keskmine labimutk 6870 dollarit standardhalbega 669 dollarit. Kas vahenc
hinnaalardus cli killaldane laserplaadimangijate iabimiiiigi suurendamiscks?

n—=12, = =6870, s, = 669,

m =15, ¥y=~6508 s, =844

Valime olulisuse nivooks & = 0,1. Vastavalt tlesandes esitatud kiisimusele piistitame
nullhiipoteesi ja konkureeriva hiipoteesi kujul Hy @ pz = gy ja Hi 0 pg > py.

Valemiga (1) arvutame statistilise kriteeriumi empiirilise vadrtuse z.m, = 0,910.

Kuna valimite mahud on vaikesed, siis lahtutakse kritilise punkti leidmisel Studenti
Jaotusest. Valermiga (4) arvutatakse vabadusastmete arv & ~ 25,0. Vastavalt olulisuse
nivoole @ = 0,1 Ja seosele (6) leitakse Studenti jaotuse kvartiilide tabelist kriitiline punkt
21r(25; 1 - 0,1) = 2,,(25; 0,9) = 1, 316.

Kuna zemp < zpr (0,910 < 1,316), siis pole alust nullhiipoteesi tagasi likata, st
vahene hinnaalandus el suurendanud laserplaadimingijate labimiiiiki.
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Keskvairtuste vordlemine tildkogumite vardsete dispersioonide korral

Jargmises punktis 6.3 vdrreldakse kahe normaaljactusega juhusliku suuruse X ja ¥
dispersioone. Kui sellekohase hiipoteesi kontrollimisest jareldub teatud olulisuse nivool
uldkogumite dispersioonide vérdsus DX = DY, siis voib nende uldkogumite keskvairtuste
vordlemiseks kasutada jargmist lihtsustatud algoritmi. Ké&igepealt arvutatakse valimite
dispersiconihinnangute s2 ja .si thishinnang

312, - (n _1)s§+(m_1]£ (7)

n+m-—2

kui hinnangute s* ja sg, kaalutud keskmine, kus kaaludeks voetakse valimite vabadusastme-
te arvud n—1 ja m -1 ning nimetajas on nende vabadusastmete summa (n—1)~{m-1) =
=n+m-— 2

Statistilise kriteeriumi empiirilise viartuse arvutamiscks kasutatakse valems (1) asemel
Jargmist valemit:

r—U¥

— (8)

2 _ —
v Sy “+

1
n
See algoritm sobib eriti histi valimi viikeste mahtude n < 30, m < 30 puhul, vai-
maldades valtida keeruka valemi (4) kasutamist. Kriitiline punkt zg, leitakse sdltuvalt
konkureeriva hiipoteesi f1; piistitusest kas kujul (5) v5i (6), kusjuures vajalikuks vabadus-
astmete arvuks voetakse k= n +m — 2.
Suurte valimimahtude puhul (n > 30, m > 30) saab kriitilise punkti z4. soltuvalt
hilpoteesi H, formuleeringust kas seost (2) vai (3).

Naide 5. Kasutada naite (4) lahendamiseks eelkirjeldatud lihtsustatud algoritmi.

1
m

Arvutame esmalt valemiga (7) dispersiconihinnangute ithishinnangu

12 —1 24 (15 —1)844%
52 = ( JSora s = 595835
P 12415 — 2

Ja secjarel valemiga (8) statistilise kriteeriumi empiirilise vadrtuse

8870 -- 6579 001

Zemp = — == {J, 91.
/595835 ! + !
\f 12 715

Tulemus langeb tdpselt kokku naites 4 valemiga (1} saaduga. Ft ka vabadusastmete
arv & = 12 + 15 — 2 == 25 on sama kui niites 4 valemiga (4) arvutatud vabadusastmete
arv, siis on edasine lahenduskiik ja jireldused identsed naites 4 esitatuga.

Naide 6. Kasutada naite 3 lahendamiseks eelkirjeldatud lihtsustatud algoritmi.

Dispersioonihinnangute ithishinnang tuleb vastavalt valemile (7 sf, == 0,14 ning vale-
miga (8) arvutatud statistilise kriteeriumi empiiriline viartus on Zemp —= —1,24 {valemiga
(1) tuli zemp = —1,21). Vabadusastmete arv & = 20 + 24 — 2 — 42 on kill monevérra
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erinev valemiga (4) saadust (k = 31), kuid kriitiline punkt z,.(42; ©,975) = 2,018 on
siiskl vdga lihedane ndites 3 leitule (24, = 2,04). Jdreldus on sama kui naites 3: kuna
|Zemp| < ®rr (1,24 < 2,018}, siis pole alust nullhlipoteesi tagasi likata, st mSlema firma
sigaretid on thesuguse nikotiinisisaldusega.

Esitatud lahenduskiiku peab siiski suhtuma teatud ettevaatuscga, sest tekib kusimus
lldkogumite dispersiconide vdrdsusest, mida siin on teatavasti ecldatud. Praktika nai-
tab, et valernite {7) ja (8) kasutamine tuleb kéne alla, kui s2 ja .si erinevad vahem ku
kaks korda. Siin on see ndue tdidetud, sest s2/s2 = 1,62 < 2. Oigem oleks siiski kdige-
pealt kontrollida hiipoteesi ildkogumite dispersioonide vérdsuse kohta (vt jargmist punkti
6.3) ning alles parast kinnituse saamist selle viite tdesuse kohta voiks asuda keskvaartus
vordlema lihtsustatud algoritmiga {7), (8).

6.3. Kahe normaaljaotuse dispersiooni vordlemine. Fisheri jaotus

Olgu juluslikud suurused X ja ¥ normaaljactusega ning soltumatud. Olgu valirmu-
te ©1,&8;,...,Tn & Y1,¥2, .-, Ym mahud n ja m. Margime indeksiga 1 vahim, mlle
dispersiconihinnang on suurem. Niisiis jargnevas on s > s% ning &y on suurema ja k;
viaiksema dispersioonihinnanguga valimi vabadusastmete arv. Moodustame x%-jactusega
soltumatud juhushkud suurused (vt punkti 5.6 secst (1))

2 5t 2 S%
= ki ja = k
X3 0_:2 1 Ja X G_g 25

kus af = DX ja ¢ = DY on tldkogumite dispersioonid ning S1 ja S; on juhuslike
suurustena vaadeldud dispersioonide nihutamata hinnangud. Moodustame kahe eelneva
juhusliku suuruse abil uue juhusliku suuruse

St xidi/k
Sg - Xgag/kf

Kui ¢ = o2 ehk DX = DY (niisugusel kujul piistitame jargnevas nullhiipoteesi), siis
on juhuslik suurus
S Xk
= ;_Zl = F(k1, k)
53 X2/ k2
Fisheri jaotusega e F-jaotusega. Fisheri jactuse jactustiheduse graafitku pohimotteline
kuju on jargmine:

Hip

F F, fF

Lisas 4 on tabuleeritud Fisheri jactuse tatendkvantulid olulisuse nivoodel 0,03 ja 0,01,
Kuna Fisheri jactus soltub kahest parameetrist &y ja ks, siis on tabelid kullalt mahukad.
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Pustitame olulisuse nivool a nullhiipoteesi, et ildkogumite dispersioonid on vérdsed:
Hy: DX = DY (ehk gf = 0'3)‘ Konkureeriva hiipoteesi erineva formuleerimise voimalus-
test vaatleme koigepealt juhust #, : DX # DY (ehk o2 # o).

Nullhiipoteesi kehtivust kontrollitakse jirgneva skeemi alusel.

1. Ette antakse olulisuse nivoo .

2. Fisheri jaotuse tdiendkvantiilide tabelist (vt lisa 4) leitakse kriitilised punkiid
kahepoolsele kriitiliscle piirkonnale (vt eelnevat joonist, kus Fisheri jaotuse jaotustihe-
duse graafiku all olevad mélemad viirutatud pindalad on iihesuurused ning kumbk: vordub
a/2)}:

1

_F 2) ja Fy = oo
5, (k1, k2, af2) ja F, Flkz, ky, of2)

kus k; on suurema dispersiconihinnanguga valimi vabadusastmete arv.

2
3. Arvutatakse empiirilise kriteeriumi ey —;
83
4. Kui F, <« Femp < Fy, siis pole alust nullhiipoteesi Hy tagasi lukata. Kui need

vorratused ei ole taidetud, liikatakse nullhiipotees tagasi.

viirtus, kus s? > s2.

Markus 1. Kuna valimid on indekseeritud nii, et sf > g2, siis on Femp > 1 ning alati
on taldetud tingimus F, < 1 < Femp. Jdrelikult vGib eelneva algoritmi neljandas punktis
asendada vorratused F, < Femp < Fy vorratusega Fopmp < Fp. Nii on jargnevates naidetes
1ja 2 ka toimitud.

Naide 1. Kaupluse estmese kassa juures mdoédeti 25 kiiendi teenindusaega, teise
kassa Juures 21 kliendi teenindusaega. Standardhilvete nihutamata hinnangud olid vasta-
valt 2,5 minutit ja 3,1 minutit. Kontrollida olulisuse nivool 0,02 kahe kassa teenindusaja
dispersioonide erinevust,

Nullhiipotees Hy © DX = DY (o? = ¢l).

Konkureeriv hipotees H; : DX # DY (¢f # o2).

1. Ette antakse olulisuse nivoo o = 0,02.

2. Kuna 3,12 > 2.5% siis kb, = 21 — 1 == 20 Ja k2 = 25 — 1 = 24 ning kriitiline punkt
Fy = F(20; 24; 0,01) = 2,74,

2 3 12
oS 154
22,5

4. Kuna Fopp < £, (1,54 < 2,74), siis pole alust nullhiipoteesi I tagasi likata, st

uldkogumite dispersioonid ei erine teineteisest.

3. Empiiriline kriteerium Fipnp =

Naide 2. Kontrollida celmise punkti naite 2 andmetel nullhiipoteesi dispersioonide
erinevuse kohta olulisuse nivool 0,10.

Nullhiipotees Hy : DX = DY (of = o3).

Konkureeriv hiipotees Hy : DX £ DY (o? # o2).

1. Ette antakse olulisuse nivoo o = 0, 10.

2 Kuna 2,17 > 1,5% stisk; =40 —1=3%ja ky = 50 — 1 = 49 ning kritiline punkt
Fy = F(39; 49, 0,05) =~ 1,63

s 2,12

3. Empiirihne ktiteerium Fepy = s% = 152 = 1,06.




4. Kuna Ferp > F3 (1,98 > 1,63), siis likatakse nullhiipotees H; tagasi, st iildkogu-
mute dispersioonid erinevad tainetcisest oluliselt.

Markus 2. Olgu konkurceriv hupotees pistitatud kujul Hy : DX > DY (0? > o2).
Sits kontrollitakse nullhiipoteesi Hy : DX = DY (0? = o2) kehtivust jargmiselt.

1. Ette antakse olulisuse niveo a.

2. Kasutatakse parcmpooclset kriitilist piirkonda

PIF > Firlky, k2, a)] = a,

mille alusel on xriitiliseks punktiks Fi (k;, k2, a).

2
3. Empiinline kriteerium arvutatakse, nagu eespoolgi, valemiga Fopm, = 5%
52
4 Kul Fomp > Fir, siis likatakse nullhlipotecs Hy tagasi. Kui Fomp < Fir, sils pole

alust nullhipotees: Hy tagasi likata.

Naide 3. Kontrollida eelmise punkti niite 1 andmetel olulisuse niveol a = 0,05 vii-
det, et ametinhinguliikmete puudumiste dispersicon on suurem kui ametiithingusse mitte-
kuulujate puudumiste dispersioon.

Nullhiipotees Iy : DX == DY (o? = o2),

Konkureeriv hiipotees Iy : DX > DY (a? > o).

1. Olulisuse nivoo a = 0,05,

2. Kuna 3,12 > 2,3%, siis k; = 50 ~ | = 49 ja ks = 45 — | = 44 ning kriitiline punkt
Fir (49; 44; 0,03) ~ 1,64

s 3,1%
3. Empiiriline kriteerium F,pp = —é = = 1,817,
sy 2,37

4. Kuna Fopnpy > Fir (1,817 > 1,64), siis likatakse nullhiipotees Hy tagasi, st ameti-
thinguliikmete puudumiste dispersiocn on oluliselt suurem kui ametiihingusse mittekuu-
lujatel.

Naide 4. Kontrollida eelmise punkti naite 3 andmetel olulisuse niveol ¢ = 3,05
vaidet, et esimese firma sigarettide nikotiinisisalduse dispersioon on suurem.

Nullhiipotees Iy : DX = DY (¢f = ¢2).

Konkureeriv hiipotees Hy © DX > DY (gf > ¢2).

1. Olulisuse nivoo a = 0,05

2. Kuna 0,427 > 0,33%, suis k; = 20— 1 = 19 ja ky = 24 — 1 = 23 ning kriitiline punkt
Fir(19; 23; 0,05) = 2,07

- o s 0,422

3. Empiiriline kriteerium Fiomp = é = R =1,62.

4. Kuna Femp < Fir (1,62 < 2,07), siis pole alust nullhipoteesi tagasi likata ning
molema firma sigarettide nikeotiinisisalduse dispersioon tuleb vaadeldud valimite andmetest
lahtudes lugeda vordseks. Kut sclles tekib kahtlusi, siis tuleks teha taiendavaid uuringuid,
suurendades valizmite mahtu. Antud valimite pohjal saadud tulemuste pohjal saab iiht-
iasi stiski jareldada, celmise punkti 8.2 néites 6 on keskviddrtuste vordlemine lihtsustaiud
algoritmiga oigustatud, kuna selleks vajalik tingimus DX = DY on tdidetud.

81



6.4. Ulesanded

8.1. Kahes linnas uuriti sissetulekuid elaniku kohta ning saadi Jargmised tulemused:
n = 1200, T = 2803 krooni, 5y = 416 krooni;
m = 1000, ¥ = 2724 krocni, sy = 364 krooni.

Kentrollida viidet nende linnade elanike sissetulekute erinevuse kohta olulisuse nivool
a = 0,01. Kontrellida viidet dispersioonide erinevuse kohta okulisuse nivool a = 0,02,

6.2. Katsetati kahe firma elektripirne ning saadi Jargmised tulemused:

n = 20, r = 980 tunds, sz = 85,4 tundi:
m = 20, 7 = 1015 tundi, sy = 104, 7 tundi.

Kontrollida vdidet nende firmade pirnide keskmise tééea erinevuse kohta olulisuse
nivool a = 0, 05. Kontrollida olulisuse nivool & = 0,10 dispersiconide erinevust.

6.3. Programmeerijate té66d halbustava programmi LINC efektiivsuse selgitamiseks
vorreldi kahe programmeerijate rithma 166d ithe Ja sama ilesande lahendamisel, kusjuures
esimene rithm ei kasutanud programmi LINC. Tulernused olid jargmised:

n = 45, z = 26 min, $; = 8 min;
m = 32, ¥ = 21 min, sy = 6 min.

Kontrollida olulisuse nivool @ = 0,01 viidet, et LINC liihendab programmeerimisacga,
Kontrollida olulisuse nivoodel @ = 0,01 ja a = 0,05 vaidet, et programmi LINC kasutajate
Lenendusaja dispersioon on vaiksem.

6.4. Statistika eksamil said meesiilipilased 72, 60, 98, 66, 85, 76, 79, 80 ja 68 punkt:
ning naisilidpilased 81, 67, 90, 78, 81, 87 ja 76 punkti sajast viimalikust. Kontrollida
olulisuse nivaol a = 0, 05 vaiteid, et 1) naiste keskmine hinne on kérgem: 2) meeste hinnete
hajuvus on suurem.

6.5. Firma kogus andmeid kaugekdnede pikkuse kohta miiiigiosakonnas ja teenindus-
osakonnas ning sal jargmised tulemused:

n = 40, z = 10,56 min, 8z = 8,15 min;
m = 25, ¥ = 6,93 min, 3, = 5,43 min.

Kontrcliida (kasutades normaaljaotust) olulisuse nivoodel a = 0,05 ja o - 0,02
vaidet, et mélemas osakonnas on kaugekone keskmine pikkus vordne. Kontrollida olulisusc
nivool @ = 0,02 vaidet dispersioonide vardsuse kohta.

6.6. Kontrollida olulisuse nivoodel o = 0,05 ja a = 0,10 viidet, et kahe autormudeli
keskmine kittusekulu on erinev.

n =10, z=7,05[1/100 km!, s, — 1,25
m = 12, y = 7,490, s, = 0,85.

Kontrellida olulisuse nivool a = 0, 10 vaidet dispersioonide erinevuse kohta.

6.7. Kuritegude arv suurlinna kaheksas juhuslikult valitud plitkonnas oli aasta jooksul
enne naabrusvalveprogrammi kiivitamist 14, 7, 4, 5, 17,12, 8, 9 ja parast naabrusvalve
programmi kaivitamist 2, 7, 3, 6, &, 13, 3, 5. Kontrollida olulisuse nivoode! o — 0,01 ja
o = 0,05 vaidet, et naabrusvalveprogramm aitas kaasa kuritegevuse vihendamisele.
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Vastused

1.1. T = 15,85 MyX = 16; M.X = 16, s = 4,46 ja © — 19,65 MyX = 16;
M. X = 16; s = 19,34, 1.2. 832. 1.3. 48. 1.4, 1001865 1.5 43,1% ja 43,7%.
1.6. 7 =7,58 VDX =2 65jaz ="7,65, VDX =253 1.7.T=9,30; s = 18,92 ja
T =933 s =20,67. 1.10. 10,99%. 1.11. I5=12126%, I, =107,60%, Ip, =107,75%,
Tr.=112,54%, Ip. =112,60%.

2.1. 1) A= .41A2A3.44; 2) B =4, + Ay + Az + Ay 3) = :'471+ +E2 + A+ 14;
4) D= Zlﬂgﬂq,‘l.} - "1112/13,44 - :41A2E3 .4.1 + ;:'11."12_/1;;_-:{4. 2.2, 0,2:] 2.3. 1) 0,5, 2)
0,1. 2.4. 54/115; 1/230. 2.5. 468. 2.6. 24. 2.7. 1) 4,69-107%; 2) 3,38.107% 2.8. 0,3974.
2.9. 1) 0,024; 2) 0,0007; 3) 0,358. 2.10. 1) 10/19; 2) 3/19. 2.11. 5040; 4; 1/1260. 212.
1/181440. 2.13. 1/6. 2.14. 0,03. 2.15. 0,392, 2.16. 1/420. 2,17, (1,9125. 2.18 0,51,
2.19. 1) 0,56; 2) 0,06; 3) 0,38; 4) 0,94. 2.20. 11/38. 2.21. 1) 0,684; 2) 0,283; 3} 0,316,
2.22. 1) 0,04; 2) 0,02; 3) 0,22, 2.23. 1) 0,0186; 2) 0,32. 2.24. 0,836  2.25. 10/57,
91/57; 16/57; 10/57. 2.26. 0,467. 2.27. 0. 6; 0,04, 2.28, 1/8, 2.29. 0,9477. 2.30.
0,92455. 2.31. 1) 0,21; 2) 0,83; 3) 6. 2.32. Neli scitsmest; vahemalt viis kahcksast.
2.33. 4. 0,2365. 2.34. 7 ja 8. 2.35. 5.

4.1. EX =2,5, DX =1,25, o(X)~1,118 4.2, EX = 1,2, MyX =1, DX =
= 0,72; o(X) = 0,8485. 4.3. EX = 1,2, MX = 1; DX - 0,86 o(X) =038
4.4, 04096 3 var 4; EX = 3,2, MoX = 3 voi 4, DX = 0,64; o(X) = 0,8 4.5,
0,0047. 4.6, 0,83, 4.7. 1)0,442; 2) 0,9988. 4.8 1) 0,218; 2) 0,533, 4.9. 0,087, +.1u.
852%. 4.11. Sotsiaalse vastutustunde poolest on kdrgema 1% h'was; rchabilitatsioom
perspektiivi poolest on madalama 5% hulgas.  4.12. 0,89 4.13 1} 0,758; 2) 0,011A3,
4.14. 0,725, 4.15. 0,81859. 4.16. 0,11. 4.17. 0,18. 4.18. 0,G2. 4.19. 0,045, 4.20.
0.085. 4.21. 07242, 4.22. 0,9545. 4.23. 1) 0,77; 2) 0,04 4.24. 0,831. 4.25. L.18,
4.26. 0,2327. 4.27. 1)0,7887; 2) 0,7340,

5.1. & = 76,21 s &~ 4,06, keskviartuse usaldu-piirknd 75,6, 76,81
5.2. T = 288,545, &% = 109,83; s =~ 10,48; keskvaartuse usalduspiirkond 1284 7, 288 4.
dispersiconi  usalduspiirkond |87; 144[,  standardhalbe usalduspiirkend 9,3; 12,0,
3. T & 38,03 5% a2 56,085; s =~ T,489; keskvaartuse usalduspiirkend 136, 44; 39,63
ispersiooni usalduspiirkend ]42,1; 76,6[; standardhilbe usalduspiirkond 6,5 8, 8.
4. 183,12, 5,08 5.5. 489 501 5.6. 1) J41,0; 49,2] ja [41,6; 48,6[, 2) |15.3; 107,
a 13,9 104 5.7. 168,2; 81,2 ja ]10,6; 20,4[. 5.8. ]75,6; 138,2  ja 30.4; Be 0,
9. ]13,25: 16,19, 13,44; 8,19[. 5.10.)7,7; 12,0 ja 12,0; 5,6[. 5.11. ]0,535; 0,623, 733,
.12.10,243; 0,311]; 1924, 5.13. ]0,00181; 0,0159].

6.1. 4,75 > 2,575 (2emp > 2&r) Ja Ho likatakse tagasi. 6.2, 1) | — 1,158] < 2,028
(zemp\ < zgr) Ja pole alust Hy tagasi lukata; ‘2) 0,46 < 1,51 < 2,16 (F, < Fomp < Fp)
ja pole alust Fy tagasi lukata. 6.3. 1) 3,13 > 2,33 (2emp > zkr) Ja Hp lukatakse
tagasi (LINC lihendab programmeerimisaega); 2a) 1,78 < 2,26 (Fomp < Fir) Ja
pole alust Hy tagasi likata; 2b) (Femp = Fiy) Ja ollakse Hy tagasilikkamise piiril.
6.4. 1) 0,846 < 1,771 (Zernp > zir) ja keskmised hinded on vordsed; 2) 2,26 < 4,15
(I"'Emp < ) ja hinnete hajuvus on vordne. 6.5 la) 2,154 > 1,96 (Zemp > ik, ) A
Hy likatakse tagasi; 1b) 2,154 < 2,33 (zemp < Zkr) Ja pole alust [y tagasi lukata;
2) 0,437 < 2,253 < 2,49 (£ < Femp < Fy) ja pole alust Hp tagasi likata  6.6.
1) e = 0,05 : .~ 1,85 < 2,145 {|zemp| < 2xr) ja kitusekulu on vordne; a = 0,01 :
' — 1,85 > 1,761 ({Zemp! > 2kr) ja kiitusekulu erineb; 2) 2,38 < 2,90 (Fump < £3) ja
dispersioonid on vérdsed, 6.7. o = 0,01 : 1,79 < 2,680 (zemp < 2zxr) ja programm on
ebaefektiivne; o = 0,05: 1,79 > 1,771 (zemp > 23, ) ja programm on efekttivne.
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HA v 2
LAPLACEl FUNKTSIOONI @(.r):\%/exp(—g)df TABEL
o

!.N 0 1 2 34 : G T s | o
[ﬂ,n-[‘M.‘JU(_JUL'J-Ut)399 00798 01197 | 01595 | 01994 1 02392 | 02760 | 03188 | 03586
0.1 ] 03083104380 | 04776 | 05172 | 05567 | 030962 06356 | 06749 | 07142 107535
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0.3 11791112172 12552 ) 12030 | 13307 | 13083 | 14058 | 14431 | 14803 15173
| U4 15542113010 16276 | 16640 1 17003 | 17364 | 177241 18032 118430 13703
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| 12| 38493 | 38680 | 38877 | 300GD | 39251 | 39435 § 39617 39706 | 30973 40147 |
| 130 40320 [ 40490 40638 | 10824 | 40088 | 41149 | 41309 ; 11466 | 11621 . 11771 |
1l 41024 | 420731 42220 42364 T 42307 | 42647 | 42786 | 42022 | 13056 43189 ;
1.5 43310 43448 | 13574 43609 43822 | 43043 | 14062 | 44179 | 44205 | 44408 .
1.6 44320, 44630 | 44738 1 4845 24850 1 45053 | 45151 | 45254 45352 | 45449 ¢
LT 5543 {45037 [ 45728 { 45818 1 45007 L 45001 | 46080 | 46164 46246 16327,
LS 46407 | 46485 | 46562 | 46638 | 46712 46781 46856 | 16926 46995 | 47062
1O 47128 147193 147257 (47320 1 47381 47441 47300 -47:358'-'1?615i-ITGTU:
P20 ATT2 | 4TTTS  AT831 | 47882 | 47032 L7082 48030 [ 480TT 48124 | 48169
P21 48214 {48257 ¢ 48300 | 48341 | 48382 | 48422 48461 | 48500 ¢ 48337 | 48574
2.2 801018645 | 43679 1 48713 | 43745 | 48778 | 48800 | 48840 | 18870 | 43899
23] 48928 48956 | 48983 40010 49036 | 9061 | 40086 1 40111 {40134 1 49158
2] 40180 | 49202 | 49224 40245 1 40266 | 40286 | 40305 49324 | 40343 | 10361
2.5 49379 | 49390 | 49413 | 40430 . 40446 1 19401 | 49477 1 40402 | 49506 - 10520
2.6 1 40534 | 49547 1 49560 | 10573 | 40585 40508 | 40600 | 49621 | 49632 49643
2.7 49653 | 49664 49674 | 49683 | 40603 | 40702 49711 | 49720 1 40728 49736
P28 49T44 49752 | 49760 140767 | 49774 | 49781 49788 [ 49795 | 40801 ; 49807
29| 4981319810 49825 49831 | 10836 | 40841 | 49846 [ 49851 40836 | 49861
3.0[0.40865| 3.1 |49903| 3.2 "40931| 3.3 [40952| 3.4 49966 |
35| 49077| 3.6 149984 | 35 149980] 3.8 |10903| 390 19995 |
4.0 499968 : ‘ : _ |
4.5 499907 | \ !
5.0 300000 | | : !
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LISA

STUDENT! JAQTUSE KVANTIILIDE ?Lf;;n TABEL
r {a={1+ _-"J)}/‘.?, kus 7 on usaldusuivoo }
] ; i
000 | 095 | 0975 | 0.000 | 0.995 | 0.0975 | 0.099
6 3.078 5,314 1271 | 31.82 63.6G 127.3 318.3
0G1 1.886 2.920 4.303 6,965 9,925 14.09 22.33
8 1.638 2.353 3.182 4,541 5.811 7453 16122
1 1.533 2,132 20706 3,747 4.604 5,508 1 T173
() 1.476 2.015 2571 3.365 4.032 1,773 | 5.893
0.806 . 1,440 1.943 2447 3.113 3.707 1.317 5.208
().896 1.415 1.865 2.365 2,008 ' 3.499 4029 1.785
0.889 1.397 1.859 2306 0 2896 - 3335 3.832 ' 4o5m
(1,883 1.383 1.833 2062 2.821 3.250 3.600 0 4.297
(3.8379 1.372 1.812 2.228 2704 3.160 3.581 } 4.144
|
00,876 1.363 1.796 2.201 2718 ¢ 3106 3497 0 1025
0,873 1.256 1.782 2179 2031 | 3.004 3.428 5.930
0,370 1.350 1.771 2,160 2 5650 3.012 3.372 | 5.352
0.8G8 1.345 1.761 2.145 2,621 2977 3.326 3T8T
0.8606 1341 ¢ 1.753 2131 20600 ¢ 2047 3,280 3033
J.865 1.337 1.7465 2,120 2583 2021 3202 3.086
0.863 1.333 ¢ 1740 | 2110 | 2,567 - 2.808 3.222 3.046
0,362 1.330 . 1.V34 0 2101 ¢ 2532 8 2878 i 53107 3.611
0861 . 1.328 1.729 2.093 2.539 2.861 3174 3079
0.360 1.325 1.725 2 086G 2.528 2815 3,103 3.552
21 0.859 1.323 ! 1,721 2 080 2518 2,831 3.135 3527
22 0.858 1.321 1.717 2.074 2508 2.819 3.119 3005
a3 .858 1.319 1.714 2.060 2500 2.807 310 3485
4 {.857 1.318 1.711 2.064 2.492 2.797 3.090 3467
& 0.850 1.316 1.708 2.0060 285 2,787 3078 3.450
0.836 1.315 1.706 2,056 2479 2779 3.067 5435
0.835 1.314 1.703 2052 2473 2771 3.050 5421
0,855 1.313 1.701 2.048 2467 2,763 3017 ) 408
().854 1,311 | 1,699 2045 2,162 2,756 30138 3.396
0.851 I 1.310 + 1.697 2,042 2157 2.750 3.030 3.385
| | :
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STUDENTI JAOTUSE KVANTIILIDE /.

0

LISA 2 {jirg)

TABEL

a Ta={1+4+3/2 kus 3 cnusaldusuivoo }
3 080 | 050 1 095 | 0975 | 0990 | 0995 | 09975 | 0,099
32 | 0833 . 1300 | 1694 | 2037 | 2440 | 2738 1 3015 3.365
3101 0853 ¢ 1307 | LG91 | 2032 | 2441 2728 1 3002 | 3348
36 1 0.852 | 1305 | 1.688 2028 2431 2719 2090 | 5.333
38 0852 | 1.304 | 1.686 - 2.024 . 2429 2712 0 2980 | 3.310
407 0.851 | 1303 | 1.684 | 2021 i 2423 ; 2704 | 2971 | 3307
42 ] 0.851 1302 1682 | 2.018 ‘ 2,418 ‘ 2698 | 29063 3.206
Mo 0830 ;1301 ¢ 1.680 | 2,015 | 2414 | 2692 2935 | 3.286
46 ¢ 0850 | 1300 | 1670 2013 ¢ 2410 2687 | 2,940 | 3277
18 1 0840 | 1200 | 1677 . 2011 . 2407 2682 | 2948 | 3.200
50| 0.840 | 1.208 | 1.676 | 2009 § 2403 - 2.678 | 2037 | 3.261
| i * _
55 | 0848 i 1297 | 1673 | 2004 | 2396 | 2.668 | 2.925 | 3256
60 | 0.848 1206 | 1671 | 2000 2300 2660 | 2915 | 3232
63 | 0847 1205 1 1669 | 1907 1 2385 0 2654 | 2.006 | 3.220
T 0847 1204 ¢ 1667 | 1994 | 2381 2648 | 2899 | 3.211
S0 | 0840 1202 © 1661 | 199 9371 2630 | 2887 | 3.195
90 | 0845 - 1201 . 1662 | 1.987 | 2.368 | 2632 | 2878 | 3.183
100 | 0.845 © 1200 1660 | 1084 | 2.365 | 2.626 | 2871 | 3.7
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500 | 0.842  1.283 & 1.648 | 1.965 - 2.331 | 2586 | 2.810 | 3.107
.- —_ _i S — |
NORMAALJAOTUSE KVANTIILID
x P 0.842 ’ 1282 | 1645 | 1060 | 2.326 : 2.756 | 2.807 | 3.090




LISA 3
\*-JAOTUSE TAIENDKVANTIILIDE %(a.4) TABEL
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LISA 4
FISHERI JAQTUSE TAIENDKVANTIILIDE [F{k . by, 0} TABEL

olulisuse nivool o = 0,05 {ilemine ridal ja o = 0,01 (alumine rida)

Suurema (1151)01amom]um1r111g'1f.,(1 vilinl \(leclusastuut( arv by

| S . -
Blo1 o2 3 a5 oy 6 78 | e |10 J 12
POIGE 200 | 216 ¢ 225 | 230 ¢ 234 0 237 | 239 | 241 232 | 244
4052 £ 4999 | 5403 5625 | 5764 | 5839 1 5928 | 5981 | 6022 | GUG | 6106
2118511 10.00 11916 | 19.25 | 19.30 19,33, 19.35 | 19,37 | 19,38 | 19, 39 1941
98,50 | 90.00 | 99.17 | 99.25 | 99.30 | 99.33 | 99.36 | 99.37 | 99,39 | 9940 : 09.42
13 11013 ] 955 | 928 | 9.12 1 9001 | 8.04 | 880 | 885 | 881 | 8.79 874 |
3412 1 30.82 120,40 | 28.71 1 28.24 | 27.01 | 27.67 | 27,49 ' 27.34 1 2723 27.05
40771 601 659 1639, 626 1 6.16 | 6.09 | 6.04  G.00 | .96 i 5,91
21.20 118,00 16,69 | 15.98 | 15.62 | 15.21 | 11.08 | 14.80 14,66 | 14.55 | 1437
5 6.61 579 | 5.41 . 5.10 | 505 0 405 | 488 | 482 P 47T | 474 | 468
15.26 1597 12,06 11.39 | 10.97 | 10.67 | 1046 | 10.29¢10.16 1 10.05 | 9.89
G 300 0 514 | LT6 T 4.53 4.30 ¢ 428 | 4.1 d.15 4010 0 4,06 0 100
1374 1092| 978 015 | 8.75 | 847 | 826 | 810 7.8 | 787 T2
7500 LT 435 412 ] 3.07 | 387 [ 370 | 373 3.68 | 3.4 357
1225 055 1 845 - 7.8 5 746 | TUO | TO0 | 6.84 0 672 | 662 6,47
H . ' | .
8 332 146 0 107 384 369 | 3581 350 | 3.1 339 | 335 0 3.28
1126 8.65 . 7.59 | 7.01 . 6.63 | 6.37 | G.18 | 6.03 | 5.91 | 581 2.067
0. 5121426 3361363 348|337 320|323 318 3.1 307
10361 8.02 , 6.99 1 642 606 | 5.80 | 5.61 | 54T | 335 | 5.26 ¢ 211
10 496 410§ 371 3481 833 | 3.22§ 3.14 | 3.07 a02 | 208 201
1004, 76 L G55 599 | 564 | 5.39 1 520 | 5.06 1 404 | 4.85 | 471
111 4.84 0 3.08 | 3.50 0 3.36 | 3.20 | 3.00 | 3.01 | 295 290 | 2.85  2.79
D065 1 T2 [ 6220 567 | 532 | 5.07 | 489 | 47T 463 | 454 440
; I .
12| 75 3.80 | 3.9 0 326 | 311 300 § 201 | 285 0 230 | 275 2,69
(033 ] 693 | 5.95 0 541 | 500 | 4.82 | 164 | 130 | 139 | 330 | 416
131 067§ 3.81 | 341 318 | 3.03 1 202 1 283 | 277 | 271 | 2,67 | 2.60
D007 T GT0 | 5T 521 1 480 | 462 - 4 | 430 | L1901 4.10 | 3.90
L1060 374 | 334 - 311 12661285 276! 270 | 265« 2.60 ¢ 2.53
$.86 - G.51 | 556 15,04 470 0 46 | 428 14 | 403 0 308 0 380
15 454, 368 ¢ 320 | 306, 2,00 279 | 271 ¢ 2.64 0 250 | 251 248
(868 | 6.36 542 | 4.89 156 . 132 | £14 | 100 0 389 | 380 367
P16 440 | 3.63 0320 | 301 0 285 1 2.7 | 2.66 | 259 254 | 249 242
‘ © 853 ‘ 6.23 ¢ 520 | 477 401 1420 | 103 | 3.80 . 378 | 269 355
17 445 | 359 0 320 | 296 1 281 | 270 [ 261 | 255 249 | 245 - 233
| 840 1 611 . 58 | 467§ 434 | 410 | 393 | 379 3.68 | 309 340
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. ~ LISA 4 (jarg)
FISHERI JAOTUSE TAIENDKVANTIILIDE ['{{.}),a) TABEL

olulisuse nivool o = 0,05 (tlemine rida) ja o = 0,01 (alumine rida)

Suureina dispersioonihinnanguga valiny vabadusastmete arv o

4 16 20 24 30 4 50 ) o o200 - =

Lo

i
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