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Introduction.

Généralités.

1. La méthode de Fourier.

On doit à Fourier C) une importante méthode permettant
de résoudre une certaine catégorie de systèmes d’équations
linéaires à une infinité d’inconnues. Elle consiste, au fond,
comme l’on sait, à rejeter dans le système à résoudre toutes les

équations, sauf les n premières, en n’y conservant que les n

premières inconnues. On calcule les inconnues du système de

n équations ainsi obtenu et appelé système réduit, et l’on

passe à la limite pour n —»oc. Dans bien des cas, étant finies

et bien déterminées, ces limites constituent, en effet, une solu-

tion du système infini donné.

2. Remarques relatives à la méthode de Fourier.

La méthode que nous venons d’esquisser en quelques mots

a été appelée par M. Riesz( 2) principe -des réduites.

Cependant, à notre avis, il ne serait pas bien commode de

l’élever au rang d’un principe, bien qu’elle ait une importance
incontestable dans la théorie des systèmes d’équations linéaires

à une infinité d’inconnues.

En effet, M. Riesz, lui-même, fait remarquer que ce principe
devrait encore être beaucoup précisé. On s’en rend d’ailleurs

compte aisément, puisque cette méthode n’est, au fond, qu’une

règle concrète ne s’appliquant que dans des conditions assez

restrictives, — et voilà pourquoi nous ne saurions pas la con-

sidérer comme un principe; nous l’appelons méthode de

Fourier. •t

(1) Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Art. 166 et suiv.

(2) Riesz, F., Les systèmes d’équations linéaires à une infinité d’incon-

nues, p. 7.

1*
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Déjà Poincaré f 1), en étudiant la légitimité de cette méthode,
a montré qu’il y a des systèmes auxquels elle ne s’applique pas
ou, si elle s’y applique, ce n’est que sous des conditions plus ou

moins restrictives.

D’ailleurs, l'exemple le plus instructif, dans cet ordre d’idées,
est peut-être celui que l’on doit à M. Riesz(2). Le voici: Étant
donnée une suite indéfinie de quantités

Æj, • • •

telles que lim | an | = 00, on peut toujours, d’après le théorème
n -> oo

de Weierstrass, construire une fonction entière

F(z) — c
o -j- CjZ 4~ 4~ • • • 4~ 4-

admettant pour zéros les quantités an et n’en admettant pas
d’autres.

En supposant, pour fixer les idées, que les äi soient distincts

et 4= 0, lès coefficients C o, Clf C
2, ...

C
n, ... devront satisfaire

au système d’équations suivant:

o—Cq4" OjCtt C
2a»

2 4~ ••• 4“ Cnciin -j“ •• • } (i =l,2* 3, ...).

Mais, d’autre part, en essayant de résoudre ce système par la
méthode de Fourier, on constatera aisément que ce ne sera

possible que si les |an | croissent assez rapidement.
M. Riesz en conclut: „Ainsi, nos équations peuvent être

résolues eh tout cas ; mais le principe des réduites n’y s’applique
que Sous des conditions très restrictives."

3. Le principe des réduites.

Quant au principe des réduites, en attribuant à ce

mot un sens beaucoup plus large que ce qu’ entend par là
M. Riesz, nous l’énonçons sous la forme suivante :

Pour résoudre un système d’équations liné-

aires à une infinité d’inconnues, on n’a qu’à rame-

ner convenablement ce problème à la résolution

d’un nombre fini ou, en géméral, d’une infinité

(1) Poincaré, Remarques sur l’emploi de la méthode ... (Bull. Soc. math.
de France, t. XIII, 1885, p. 19—27).

(2) Riesz, F., Les systèmes d’équations .. ~ p. 8.
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de systèmes auxiliaires, dont chacun ne contient

qu’un nombre fini d’inconnues et s’appelle système
réduit.

Nous verrons que ce principe peut être considéré comme

une idée -directrice générale, suggérant des méthodes

nouvelles et fécondes dans la théorie des systèmes d’équations
linéaires à une infinité d’inconnues.

En effet, dans le présent travail, nous en développerons

déjà quelques-unes, en nous faisant guider, dans nos recherches

concernant certains types de systèmes infinis, par le principe
des réduites énoncé.

Les méthodes que nous obtiendrons ainsi, et dont nous

ferons usage dans ce travail, ont tous pour base commune

ledit principe ; elles varient, en général, avec les types de systèmes

que l’on étudiera, et ne représentent, au fond, que des modes

d’application différents dudit principe.
En particulier, la méthode de Fourier n’est que l’un

des modes d’application possibles de ce principe, et qui s'adapte
aux systèmes infinis les plus simples admettant des solutions,

qui se calculeront à l’aide d’un seul système réduit.

Mais, comme nous le montrerons dans ce travail, il y a

encore d’autres modes d’application du même principe, dont

l’importance incontestable consiste en ce qu’ils permettront de

résoudre de tels systèmes auxquels la méthode de Fourier ne

s’applique pas, et où il s’agit, en général, de ramener la réso-

lution d’un système infini donné, à celle d’une infinité de

systèmes réduits.

4. La nature des solutions.

Quand on se propose de résoudre un système infini, il est

évident qu’il faut d’abord préciser ce qu’on convient d’entendre

par ses solutions.

Dans le présent travail nous appelions solution d’un

système infini tout ensemble des valeurs des inconnues qui

satisfont à ce système, en rendant absolument conver-

gentes toutes les séries qui y figureront.
A cette condition générale nous en ajouterons, dans certains

cas, encore quelques autres; ainsi, par exemple, nous exigerons,
dans les premiers trois Chapitres, qu’aucune des valeurs des

inconnues ne soit zéro. ,
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5. Les séries de Dirichlet généralisées.
Dans les premiers trois Chapitres nous allons étudier les

systèmes infinis que l’on peut attacher, d’une façon naturelle,
aux séries de Dirichlet.

On appelle ordinairement série de Dirichlet chaque série

00 ~'^n2

sJane ,

n=l

où les 2
W
sont réels et lim ÂM

= ex?.

n -> oo

Or, cette notion peut être généralisée considérablement,
comme l’a montré récemment M. Väisälä ( 1), qui appelle série
de Dirichlet toute série

00
,

ZT\ V
'

(1) an e

=1

où Â
w
= rne

<f>n et linir
M =oo (condition JL).

n -> œ

Sans avoir l’intention de traiter cette question d’une façon *

détaillée, nous aurons, cependant, l’occasion de constater que la

généralisation peut être poussée beaucoup plus loin, de sorte

qu’elle embrasse aussi les séries de la forme suivante:

+°o
—A e

„ n

(II)
n= —oo

les z„ étant, en général, des quantités complexes et l’ensemble
dénombrable

(. . .
Â_

n , .. . 2—i, zO, Âj, .. .
2

W , .. . )

ayant, au moins, deux points-limites dont l’un sera l’infini et
l’autre un nombre fini quelconque, zéro par exemple. Mais ce

n’est qu’un cas particulier ; en général, on peut supposer qu’il y
ait même une infinité de points-limites. Ainsi, dans ce travail,
nous ferons usage des séries de Dirichlet généralisées

+°°
—

2,ane
,

n— —OO

(1) Väisälä, K., Verallgemeinerung des Begriffes der DirichletSchen
Reihen (Aeta et Commentationes Universitatis Dorpatensis A1.2)..2).
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en supposant seulement que l’ensemble partiel

( . . . Â—», . . . Â_2, Â_l, Âq)

soit borné: |A_ W |<Â (n = 0,1, 2,3,...) (condition B),

tandis que par rapport à l’autre ensemble partiel

(Âl, Âg, Ag, .. . .• .)

soit remplie la condition A : lim | | = ex?.

n -> oo

6. L’objet des études.

Caractérisons maintenant en quelques mots les types de

systèmes infinis dont l’étude fera l’objet de ce travail.

Le Chapitre I sera consacré aux types suivants :

0 (i = 0,1, 2, . ..),
n —

1

type I

-f-oo .
0 = nxn (i =0,1,2, .. .)•
n —

—oo

type II

Ce sont les systèmes que l’on obtiendra, en prenant une

série de Dirichlet généralisée, sous la forme (I) ou (II), en la

différentiant terme à terme une infinité de fois et en égalant à

zéro tous les résultats ainsi obtenus, après y avoir remplacé la

variable z par zéro et désigné les coefficients indéterminés par

En attachant ainsi ces systèmes aux séries de Dirichlet,

il s’ensuit que les quantités données y sont assujetties aux

mêmes conditions que dans les séries correspondantes; c’est-à-dire,
dans le cas du type I, à la condition (A) ; tandis que dans le

cas du type 11, aux conditions (A) et (B).
Sous ces conditions, d’une nature générale, on calculera

aisément une infinité de solutions des systèmes du type I ou

du type 11, par une méthode que l’on peut considérer comme un

nouveau mode d’application du principe des réduites.

Quant à la méthode de Fourier, elle ne s’y appliquera que

sous des conditions complémentaires et très restrictives, — ce

qui résulte déjà des études de Poincaré! 1) sur certains systèmes

infinis appartenant, comme cas particuliers, aux types I et IL

(1) Poincaré, Remarques sur l’emploi . .
. (Bull. Soc. math, de France,

t. XIII, p. 19—27).
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Dans le Chapitre II nous étudierons deux types de systèmes
non homogènes:

type III:’ Ci = 2jAn xn (« = 0,1,2,...) et

n = 1

-|-oo
type IV : a = (i = o, 1,2, . . .),

n = —oo

qui ne diffèrent des types I et II que par les parties gauches (c»)
des équations, les c, étant des quantités arbitrairement données,
dont au moins une quelconque soit différente de zéro.

Remarquons en passant que le système traité par M. Borel f 1)
dans sa Thèse rentre comme cas particulier dans le type 111.

L’application convenable du principe des réduites aux

systèmes du type 111 ou du type IV permettra de calculer tou-

jours une infinité de solutions.

Dans le Chapitre 111 nous étudierons les systèmes que l’on
obtiendra par le procédé formel suivant: Étant donnée une série
de Dirichlet généralisée (sous la forme I ou II)

y —M

n

à coefficients indéterminés xn et, d’autre part, une équation
différentielle linéaire

+ P1(Z) + • • • + “ + • ZJ = P(z\

où les Pi(z) sont des polynômes entiers quel-
conques en z, tandis que P(z) est, en général, une série entière,
qui peut se réduire, en particulier, à un polynôme ou même à
une constante (le zéro y compris), — on posera

—).nZ

y =

n

et l’on exigera que la série de Dirichlet satisfasse formelle-
ment à l’équation différentielle, tout comme si elle était l’une
des intégrales ; cela reviendra à ce que les xn devront satisfaire
à un système d’équations linéaires à une infinité d’inconnues.

(1) Borel, Sur quelques points de la Théorie des fonctions (Annales de
l’Ecole Norm, sup., 3-e série, t. XII, 1895, p. 9—55).
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Quant à la résolution de tels systèmes, nous verrons que

ce problème peut être ramené, au moins dans des cas très étendus,

complètement à celui concernant les systèmes des deux premiers

Chapitres.
11 faut cependant ajouter que le procédé de formation des

systèmes infinis, que nous venons de décrire, fournira dans cer-

tains cas, lorsque P{z)= Q, des systèmes contenant des équations

incompatibles et n’ayant, par conséquent, aucune solution, — ce

qui ne pourra jamais arriver si P(z) =O, c’est-à-dire si le système
est homogène.

Enfin, le Chapitre IV sera consacré à la résolution du problème

d’interpolation ou, ce qui sera la même chose, à la résolution des

systèmes infinis correspondants ; ces derniers embrassent, en par-

ticulier, les systèmes cités, d’après M. Riesz, au n° 2.

En nous servant convenablement du principe des réduites,
nous démontrerons le théorème général suivant:

Étant données trois suites indéfinies:

1° celle des (an ) satisfaisant aux conditions suivantes:

ai 4: aj pour i 4= j,

| Ct± | | Ct‘2 |—•• •
— | |—• • •,

et |an |—* oo pour n—* 00,

2° celle des nombres entiers et positifs quelconques ou zéros

Pl, Pï, • • • Pn, • ■ • y

3° et celle des quantités quelconques

(0) (1) (Pi) (0) (1) (P 2 (0) (1) (p
n
)

Cl ,Ci , Cl ; C 2 , C 2 , ••. C 2 j ... Ch ,
CM , ...

CM ,
•• •,

— on peut construire une infinité de fonctions entières F(z)
telles que pour z— an l’on ait :

F(a„) = <à” '>

f”(a„) = <£’ !
(n =1; 2,3,...),

= <£*’

F(Pn \z) étant la dérivée d’ordre pn de la fonction F(z) et

F((\z) = F(z).



«

CHAPITRE I.

Sur les systèmes d’équations linéaires et homogènes
à une Infinité d’inconnues attachés aux séries de

Dirichlet.

I. Le problème. Les séries de Dirichlet

7. Dans ce Chapitre nous nous proposerons de résoudre
les deux types de systèmes d’équations linéaires et homogènes
à une infinité d’inconnues :

00

0 Xn(1) (type I),

oo .

0 =

n—— OO

(2) (type II)

(i = 0,1,2,8),.

en y supposant que les quantités données satisfassent aux

conditions suivantes:

(3) pour

(4) lim |Xn | = 00,
n -> oo

(5 ) |Â_„|<Â (n = 0,1,2, ...),

Â étant un nombre positif quelconque.
Cela posé, démontrons que nos systèmes (1) et (2) peuvent

être résolus dans tous les cas et cela de façon que les solutions
soient constituées par des valeurs des inconnues dont aucune ne
sera zéro.
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8. Comme nous venons de voir (n° 6), les systèmes (1) et

(2) peuvent être attachés aux séries de Dirichlet.

Chacune d’elles fournit un système (1) ou (2) ; pour l’obtenir

on n’a qu’à différentier la série de Dirichlet terme à terme une

infinité de fois et à exiger que les résultats ainsi obtenus

s’annulent pour z — 0.

Sous ce point de vue, les inconnues des systèmes (1) ou

(2) peuvent être considérées comme coefficients indéterminés des

séries de Dirichlet, et le problème de la résolution des systèmes

(1) et (2) se ramène à celui de la construction des séries de Dirich-

let. En effet, chacune de ces séries est complètement caractérisée

par deux suites indéfinies: celle des et celle des coefficients.

Or, la suite des étant donnée d’avance, et les coefficients se

calculant comme inconnues des systèmes (1) ou (2), il en résultera

donc qu’à chacune des solutions des systèmes (1) et (2) on peut

faire correspondre une série de Dirichlet, concrète et bien déter-

minée. De plus, la suite des A
n
étant donnée d’avance, il ne s y agit

évidemment que de construire des séries de Dirichlet contenant

effectivement tous les donnés, c’est ce qui ne sera possible

que sous la condition que les solutions du système correspon-

dant (1) ou (2) soient constituées par des valeurs des inconnues

dont aucune ne sera zéro.

Et voilà pourquoi nous ne saurions, dans le présent Cha-

pitre (et de même dans les deux Chapitres suivants), admettre

que des solutions satisfaisant à la dernière condition.

9. Sans avoir l’intention d’étudier, d’une façon détaillée,

les séries de Dirichlet qui correspondent aux solutions des sys-

tèmes (1) et (2), nous nous permettrons seulement de faire à ce

sujet quelques remarques d’un caractère général.
Constatons tout de suite que chacune d’elles représente une

fonction F(z) bien déterminée, au moins pour une valeur de la

variable z, à savoir z=0. En effet, les xn constituant une solu-

tion d’un des systèmes (1) ou (2), la série Sx
n sera, d’après la

n

première équation de ce système, absolument convergente, et

aura pour somme zéro; donc,

_F(0) = = 0.

De même, on s’aperçoit aisément que lorsqu’une série de

Dirichlet est uniformément convergente dans une région quel-
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conque, limitée par une courbe passant par l’origine, elle y
représentera une fonction holomorphe F(z), s’annulant avec toutes
ses dérivées pour z= 0:

F(0) =0 ; = 0 (n =1,2, 3, ...).

En effet, chacun des termes de la série étant une
fonction holomorphe dans tout le plan de la variable z, il en

résultera, d’après le théorème de Weierstrass, que, si la série est
uniformément convergente dans une région, elle y représentera
une fonction holomorphe F(z), dont la dérivée d’ordre p. sera

(—Â„) 2’ e~^s
;

donc, en tenant compte du système correspondant

0 = 2JXnÇ~^n)P (p = 0, 1, 2, . . .)

on aura évidemment, d’après l’hypothèse faite,

J’(0) =0; Fm(0) = 0 = 1,2,3,...).

Que de tels cas peuvent se présenter en réalité, on le verra
tout de suite. Supposons, par exemple, que les soient réels

= cxd ; alors à chacune des solutions correspondra une

série ordinaire de Dirichlet. Étant absolument convergente pour
=O» elle sera, d’après la théorie de telles séries, uniformément

convergente dans tout le demiplan à droite de l’axe imaginaire.
Dans le cas où les représentent des quantités complexes,

il s’agit des séries de Dirichlet généralisées, et alors la
concernant la région de convergence, deviendra en général beau-
coup plus compliquée, comme il résulte des recherches de M. Väi-
sälä, citées déjà au n° 5.

Tandis que la région de convergence d’une série ordinaire
de Dirichlet représente toujours, comme on le sait, un demiplan
à droite d une parallèle à l’axe imaginaire, celle-ci d’une série
de Dirichlet généralisée peut être, d’après M. Väisälä, une région
quelconque, limitée par une courbe convexe. Il a démontré, en

effet, qu étant donnée une région quelconque, limitée par une
courbe convexe, on peut construire une infinité de séries de
Dirichlet généralisées dont chacune l’admet pour région de con-

vergence absolue.
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Puisqu’il ne s’agit pas ici d’étudier les séries de Dirichlet

généralisées d’une façon détaillée, nous nous contenterons de

constater seulement le fait suivant:

En assujettant les arguments des quantités Âw à certaines

restrictions, on peut indiquer des régions plus ou moins vastes

où les séries de Dirichlet généralisées, correspondant aux solutions

des systèmes (1) et (2), seront sûrs d’être uniformément conver-

gentes.
En effet, supposons, par exemple, que les soient tous

situés dans l’angle droit, formé par deux demidroites:

n ,
n;

g) = _ et 99= — -

issues de l’origine; la série

V —Z„ z
Àx

ne
n

dont les coefficients xn constituent une solution du système

correspondant (1) ou (2), sera alors uniformément convergente,

au moins dans l’angle droit indiqué, comme on s’en assurera

aisément par le raisonnement suivant :

Soit z = Qei<f> une valeur quelconque de la variable z dans

ledit angle; on aura donc
—4= =4" 4-

D’autre part, en dé-

signant
Xn = rne

l(f>n (n =O, +l, +2, . . .),

on aura, d’après l’hypothèse faite,

çpn == +

m étant un entier positif quelconque ou zéro, et

JT
_

. JV

Par conséquent, —l
nz — —rn Q =

— et

j - 1 JT . I
’ “ 11 puisque ;

C
’ I X„e nZ I=lXn I.donc,
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Aussi, la série étant absolument convergente, la série

v —

xne
n

sera-t-elle uniformément convergente, au moins dans l’angle
droit indiqué, et y représentera une fonction holomorphe.

De même, il est aisé de voir que, dans le cas où

n; . jt

2SVnS+-,

les séries de Dirichlet correspondantes (ainsi que celles que l’on
en obtiendrait en les différentiant terme à terme) seraient uni-
formément convergentes, au moins pour les valeurs réelles et
positives de la variable z, c’est-à-dire sur l’axe réel à droite
de l’axe imaginaire.

Il est évident que l’on pourrait multiplier indéfiniment de
tels exemples.

Des remarques précédentes nous pouvons tirer les con-
clusions suivantes :

1° les séries de Dirichlet (ordinaires ou généralisées), cor-

respondant aux solutions des systèmes (1) ou (2), sont abso-
lument convergentes pour £=0, quels que soient les arguments
des quantités Â„;

2° elles sont, au moins dans des cas étendus, uniformément
convergentes dans des régions plus ou moins vastes et y repré-
sentent des fonctions holomorphes, s’annulant avec toutes les
dérivées pour z = o;

3° aussi, au moins sous certaines réserves, pourrait-on
interpréter le problème de la résolution des systèmes (1) et (2)
comme problème de construction des séries de Dirichlet, qui
représentent des fonctions F(z), complètement déterminées et
holomorphes dans certaines régions, et s’annulant avec leurs
dérivées pour z= 0 :

F (0) =O, JW(0) = 0 (n =l, 2,3,...).
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11. Sur l’application de la méthode de Fourier aux systèmes
du type I.

10. Soit donné un système du type I

oo

0 = J£Xx„ (2 =O,l, 2, ...);

en exigeant alors qu’une solution soit constituée par des valeurs

des inconnues (xJ dont aucune n’est zéro, on peut supposer, en

particulier, que aq=|=o, et présenter le système donné sous la

forme suivante:

oo , ,

= ÂÊ“) (» = 0,1,2,...),
«=2 \XII

(la)

où les rapports (—j joueront le rôle des inconnues. Essayons
\æij

de les calculer par la méthode de Fourier. Le système réduit

sera dans ce cas:

M=2X I -1 (* = 0,1,2,... n—l)
1 \xil

fc—2 \ /

En désignant sa solution par

et en tenant compte de

1 1 .....1

Âg Âg . . . . Zn_|_l

î 2 l 2 Q 2
Z 2 ' o

*• ’ • n-f-1

v

on obtiendra aisément les

des formules:

—

(Â 4 Àg) .. . (Ân-|_l Zg)

(z„4-i—ÂK) 4= 0,

valeurs des inconnues
,
à l’aide

/a?n+i\ (M)

V»!/
’

\æl/
’

\ X
1 /

ce que
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M fi \
feVwL=

—

' M \
V7l/ (i iWi ti \

\ \ \

(i ti
_

M/i M ti \
tX3Vn}— I \ \ \ \

w v h
_

a
■

äzs
\ a \ \ \ Än+l J

(i a(i a ti i
/ j

\h—l A 2Z3 .• . Ah—i \ \ \ lj
ÄZ5a*

\ y Âhj Xh j
(i—Wi—Zi-V G \

(i 1 \ll 111 -Z_\
\ y Ân-j-ij

(6)

Donc, il ne s y agit plus que de passer à la limite pour
n —► 00.

11. Nous allons constater que les limites

lim = M (Ä = 2,3,
n ooyæi / \æi j

n existeront sous une forme finie que dans des conditions beau-
coup plus restrictives que celles de (3-5), et qu’elles ne con-
stitueront une solution du système donné que dans des conditions
encore moins générales.

Pour sen assurer, il suffira d’examiner quelques exemples
particuliers.

Supposons tout d’abord que la suite des soit telle que

(7 ) = n (n =l, 2,3,...) ;

on déduira alors des formules (6), par un calcul simple, que
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(x.2 xsV n(n—l) J. '' 1I—l = —n; =
t
— et generalement

\xi] \xi) 1 •2

z n n(n—l) (n—-2) ...[n—(Æ—2)]
_( }

1.2.3...(Ä—1)
3,4,. . .).

(X— =+œ (À = 2,3, 4, . . .),Donc,

c’est-à-dire, dans le cas (7), il n’y a pas de limites finies.

Supposons ensuite que les Âw soient tels que

(8) = n 2 (n= 1,2, 3, . . .) ;

alors, en employant la formule bien connue

/ æ2\ / æ2\ / oc
Sin utx = lix 1 1— Tslll — •■. 11 õI. •• >

\ 1 2 1 y 22y I n 2 l

on aura

lim (1—
n->ooy z» fc-J-iy y y “n-f-iy

Sinjrr
= lim —

T . 5- =

æ_>l -rrl 111 I 1 I

n 1 i2^1
2j-- f)

«

1

/TZTV
\ 22/\ 3 Ä2/

et de même

/-f \ \ il \lim 11—-—j 1— -—j...11 —-—1 =
•Yl— y 7i-{-2y y

Sinrae
= lim

1 2T7 2\ 7 27 =L, x\L xL xz\

= (-IU-1
1

— •( }
L LV

\ 22/
•*

y (ä—i) 2/
2
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donc, d’après les formules (6),

=Um (?)' = 7,2 =2, 3,4,.. .)•
\X 1 / n->co\xl/

Aussi, dans le cas (8), chacune des limites sera-t-elle finie

et bien déterminée ; cependant, elles ne constituent pas une

solution du système (la), puisqu’elles ne rendent pas absolument

convergentes les séries qui s’y trouvent.

12. Supposons enfin que

(9) Ân = p
n~1

, p>> 1 (n = 1,2, 3, ...) ;

alors on aura

(i Wi \ /j \
\ \ I

hm -J —
—
Ï

-
_LZ _

îî->oo|l If 1 —_| M j
y y Aft-j-o/ I An-f-il

1

(1— -ÏÏ1— -U
• ■ • (1— TT-Ô

\ p/ y P
2

l y p
h~ r

I

et, par conséquent, d’après les formules (6),

. . lxh\
■

IXhVn)
'n
h~ 1

(10) [ —l = lim |—l=(— £

\xl) n^oc\Xl) (p—l)(p 2—l)(p3—1)...(ph~ l—l)

(h = 2,3, 4, . . .).

Cette fois on peut bien constater que les valeurs des in-

(x h\ „

—I, fournies par la formule (10), rendent absolument
*l/

convergente chacune des séries du système (la).
En effet, i étant un entier positif quelconque ou zéro,

examinons la («-]-l)^me série

OO / \

*i=2X. H
n=2 \ 1

/
En désignant

Uh et Uh+i ~ ;^+i ( */)’
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on aura et, par suite, lim = o,
u

h | P—l

d’où se déduira immédiatement la convergence absolue. La série

oo , .

VT li l'X'lcX

k=2 \

a donc une somme bien déterminée et, comme on s’en rendra

compte aisément, celle-ci n’est que —X
v puisque

”+1 •

.
k—2 \ V

quel que soit l’entier positif n, et, d’autre part,

(l)

fc=2 \ J'i/ n->œ fe=z2

Il en résulte donc que, sous l’hypothèse (9), la méthode de Fourier
est applicable et permet de déterminer les rapports des incon-

(/£ 7l\—J, de sorte qu’ils satisfassent au

æi/
système (la), et qu’aucun d’eux ne soit zéro.

En y prenant —C, C étant une constante arbitraire, dif-

férente de zéro, on obtiendra donc une solution du système
donné (1) dépendant d’une constante arbitraire, et exprimée par
les formules:

(11) æl=c,

(h = 2, 3, 4, . ..).

Remarquons encore que, en disposant de la constante arbitraire
C, on peut faire assumer à une inconnue quelconque xn la valeur

(1) D’une façon générale, remarquons que toutes les fois que l’on aura,

par la méthode de Fourier, trouvé les valeurs des inconnues d’un système donné,
qui rendraient absolument convergentes les séries du système, on en tirerait

immédiatement, tout comme ci-dessus, la conclusion, que ces valeurs consti-
tuent effectivement une solution de ce système, puisqu’elles rendront les parties
droites des équations égales aux parties gauches correspondantes.
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«4=o arbitrairement prescrite. En effet, pour cela on n’aura

qu’à choisir C de sorte que soit

a =(_17 (P—l)(p2—1)

Donc, des trois hypothèses concrètes, relatives à la nature

de la suite des Â„, que nous venons d’examiner ci-dessus, ce

n’est que la dernière, qui permet de résoudre le système cor-

respondant par la méthode de Fourier. En la comparant aux

autres, on constate tout de suite que dans ce cas la croissance
des est plus rapide que dans les deux cas précédents. Il est

clair que c’est bien cette circonstance à laquelle, dans ce cas-ci,
on doit le succès.

13. L’hypothèse (9) est loin d’être la seule, sous laquelle
un système (1) peut être résolu par la méthode de Fourier;
nous allons démontrer à ce sujet la proposition plus générale
suivante :

Étant donnée une suite indéfinie des telle que

(«#=»

et pour
Ah

(12)

N étant un entier positif quelconque, on peut,
par la méthode de Fourier, déterminer une solu-

tion du système correspondant, dépendant d’une
constante arbitraire C.

En effet, les valeurs (6) des inconnues du système réduit

auront pour n—»oo les limites finies et différentes de zéro :

/i— ./i AIA
\
= lim ( 1) 7‘— 1 •• • bi-l .

\ \ \
.

y ;7 \ h/ \ /

/
1 ——l l

\ \ Àh_|_2/
• ) z-44 H (h = 2,3,4,.. .)

1 1 __L |/i ll
|

y A/i+iy y
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puisque, la série

_X + J_ + _L +
Âft-l-l Â/t-l-2 A714-3

étant, par hypothèse, absolument convergente, les produits infinis

/j \ /
1

\ /
1

\

y \ y Zfc-j-gJ
et

(1 \ / Âh \ / À/i \

Zh+iy I 1

le sont donc, eux-aussi, et diffèrent évidemment de zéro.

De plus, ces limites

lim
n->oo \xi/ \xi]

rendent absolument convergente chacune des séries

cc , .

JU’ (-1
k=2 \

i étant un entier positif quelconque ou zéro.

En effet, soit

(Xh\
u.= Z I—l,h kycj

et

/æh+A
H-i h+ i yx j

alors

1—
p

1
Ml-1

1
Â/l

1
Âh

Âh

i
Âfe-|-1

žft *-i7
l

Zh-f-1

m
A+1

u
/( I— -Ù-

or, d’après l’hypothèse faite, on aura

3. ä-i-1

lim — =o,
h-+<x> ''H-i
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tandis que

1
Aj Ah—i Ah

i
Ah

Ah Ah Ah+2 Ah-|-3

/z->oo
j

A
t Ah—i . Ah+i Ah-|-i

Ah+i Ah+i Ah-|-2 Ah-i-3

1
Ajv

i
A

xv_)_i Ah—i

ii
Ah Ah Ah

h->co
i

Ay Ay+i i
Ah—i

Ah+i Ah+i Ah+i

.
Ah Ah Îtt/i i \| 2

lim
2 3

<
n=3i \.P/ ;

h->co . Ah+i
. Ah+i |°° L IV’

;
1—

••• n p—r
Ah-l-2 Ah4-3 n=l y Pn]

comme 011 s’en rendra, aisément compte.

Donc,
lim -*±i =o,
7i->co u

h

d’où se déduira inmédiatement la convergence absolue.

Il en résulte que, sous l’hypothèse (12), une solution
système (1) sera fournie par les formules;

œi =O, = (-1 )'-■ C ■

(i M L \ K \ h \

(13) j \ 4/
*

\ â7i— ij y j y ÂH4-2

(i 'kA A 1\ L \ L Ah \

j I I

(h =2, 3,4,. ..),

du

(13)

C désignant une constante arbitraire.

En disposant convenablement de C, on peut faire assumer

évidemment à une inconnue quelconque xn la valeur a4= 0 arbi-
trairement prescrite.
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111. Sur l’application du principe des réduites dans un cas

particulier.

14. Comme nous venons de voir (n° 11), la méthode de

Fourier ne s’applique pas au système (1) dans le cas (7).

Cependant, il ne faut pas en conclure que le principe des

réduites, lui-même, ne puisse pas s’appliquer. En effet, nous

allons démontrer que l’on peut résoudre le système donné par

une méthode nouvelle ne représentant, au fond, qu’un autre

mode d’application du principe des réduites; au lieu de ramener

le système donné à un seul système réduit, comme nous l’avons

fait dans les cas précédents, nous le ramènerons, dans ce cas-ci,

à une suite indéfinie de systèmes réduits.

Quant à la réduction, elle sera effectuée par deux étapes,
à l’aide des systèmes infinis intermédiaires que l’on pourrait

appeler systèmes réduits généralisés, dont chacun

peut être résolu par la méthode de Fourier, c’est-à-dire être

ramené à un seul système réduit fini.

En calculant les solutions des systèmes réduits, et en passant
à la limite, on obtiendra les solutions des systèmes infinis inter-

médiaires ; avec celles-ci on construira des solutions du système
donné.

Notre tâche consistera donc en ce que nous aurons à fixer

la loi de formation des systèmes réduits généralisés, et à déter-

miner le mode de construction des solutions du système donné,

à l’aide de celles des systèmes réduits généralisés.

15. Étudions d’abord la loi de formation des systèmes
réduits généralisés.

Le système particulier (/S), que nous allons résoudre, s’écrit

oo ■ ■

0 = rCXn (i = 0,1, 2,...)
nzzl

C’est un système appartenant au type I, et complètement
caractérisé par la suite indéfinie (E) des A„= n:

(E) = 1,2, 3,4,

Décomposons maintenant la suite (J?) en une infinité de

suites partielles (En) de la façon suivante: Constituons avec les
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éléments de la suite (Æ’), c’est-à-dire avec les nombres naturels,
le Tableau à double entrée:

1 2 1
2 2

. . .
2*

3 3
-
2 1 3.2 2

. .
.

5 5.2 1 5.2 2
. . . 5.2 â

(2w4-l) (2n4-l)2 1 (2rc-f-l)2 2
.

. . (2n+l)2h
. . .

On se rend aisément compte de ce que ce Tableau contient
tous les nombres naturels, et que chacun d’eux n’y rentre qu’une
seule fois en y occupant une place bien déterminée. En effet,
s étant un entier positif, il est évident qu’on ne pourra le pré-
senter que d’une seule manière sous la forme

s = (2n-]~ I)2\

h et n étant certains entiers positifs ou zéros ; donc, s occupera
dans notre Tableau la case qui est située dans la file de rang

et dans la colonne de rang A-f-i.
En entendant par (En) la suite

Ä) = 2n-|-1, (2n-j-l) 21
,
••• (2n-j-l)2\ .

(n = 0,1, 2,3, . . . .),

et en tenant compte du Tableau à double entrée, l’on constatera
immédiatement que la suite donnée (E) se décomposera, en effet,
en une infinité de suites partielles (En), ce que l’on peut exprimer
par la formule symbolique

(E) = (Æy +(EJ + . . . + (Æ„) +

Comme nous l’avons déjà remarqué, la suite (E) caractérise
complètement ie système donné ($) ; or, par analogie, chacune
des suites partielles (En) déterminera, à son tour, un système (Sn ).

En désignant les inconnues du système (Sn) respectivement
par ynlf yn2 , ...yn(h+i), ..., il se présentera sous la forme suivante:

oo

0 = 2’((2n+l)2‘r ÿ„3thll
* = l

’
2
’
• • -j.

Ä=o \n —
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Ainsi, l’on obtiendra une infinité de systèmes ($„) bien déter-

minés. En les examinant de près, on verra tout de suite que,

quel que soit l’entier positif n, le système (&) est équivalent au

système (&o)

O = 2’(2'‘)ÿo( l.+ i> (i = 0,1,2,...)
h=o

les systèmes (Sn ) et (Æb) ayant évidemment tous les deux les

mêmes solutions. Aussi, peut-on poser tout simplement

yn(h-\-l) — 2A+ l (h — o> . • •),

et calculer les valeurs

yi, y* • • • • • •

à l’aide de n’importe quel système (&,). Or, prenons le système

(s* o) et remarquons qu’il s’obtiendra du système (1) en y posant

—2W 1 et xn — yn.

D’après le n° 12, *on pourra en conclure immédiatement que le

système (50) peut être résolu par la méthode de Fourier, les

valeurs des inconnues ylf y 2, ...yh+i, .• . s’exprimant à l’aide

des formules (11), si l’on y remplace p par 2.

On aura donc

2h

(1 4) yi =c, yh+i — ( 1 ) Zl
(2—j.) (22—i)... (2h—i)

c

(A= 1,2,8, ...),

C étant une constante arbitraire.

16. Démontronsmaintenant que, en employant les solutions

des systèmes (Sn), on peut construire une solution du système
donné (S), c’est-à-dire que les systèmes (Sn) peuvent être con-

sidérés, par rapport au système (£), comme systèmes
réduits généralisés.

En effet, convenons de déterminer les valeurs des inconnues

(x 8 du système donné ($) de la façon suivante:

Étant donné le rang s de l’inconnue xa,
nous le présen-

terons sous la forme

s = (2n 4~ 1) 2h (voir n° 15),
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ce qui fera correspondre à s une seule valeur bien déterminée
de h, ainsi qu’une seule valeur de n.

Cela étant, nous poserons a?s = ?/ h+l , où dépendant
d’une constante arbitraire C, sera fourni par les formules (14).

Nous verrons que, en spécifiant convenablement cette con-

stante arbitraire C, nous obtiendrons ainsi une solution du

système donné ($).
Il est clair qu’il faut spécifier C, puisque, d’après ce que

nous venons de dire, on obtiendra, en particulier,

O, Xq —O). . . â?2n-(-l C,

par suite, si l’on y entendait par C une constante arbitraire, la

première série du système (5)

œ

Xn

Mzzl

(pour ne parler que d’elle) contiendrait une infinité de termes
tout à fait arbitraires et, par conséquent, elle n’aurait évidemment

aucun sens précis.
De même,, en spécifiant C, il faut tenir compte de n.

En effet, si l’on prenait pour C, indépendamment de n, la même
valeur quelconque a 4: 0, on aurait

Gt, æg Cl, . . • == Cl

donc, la série
CO

>l=l

contenant le même terme a une infinité de fois, ne serait pas
convergente.

Or, étant s = (2n-|-i)2\ prenons æa
= y en posant dans

les formules (14), par exemple,

(■
1

(n + 1)!

où j4
w
est une constante quelconque assujettie à la condition

(n = 0,1, 2,...).
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Alors’s on aura

» »

Xa ~i l îi'iT ~

(tz — 1) ! An

l 2/l 1
x‘= <—*>*

(2-1)(22—1)...(-2'>-ï)
'

(n+1)! A„
=1,2,3 ''

étant s — (2n 4-1) et n O,

comme nous verrons, les valeurs des xs
déterminées par ces

(15)

et, comme nous verrons, les valeurs des xs
déterminées par ces

formules constitueront une solution du système donné (iS).

17. Démontrons maintenant que les x 8 fournis par les for-

mules (15) rendront absolument convergente chacune des séries

du système (£), par exemple,

CO

yjsi xs ,

i étant un entier positif quelconque ou zéro.

En effet, après avoir fixé i, l’on peut toujours, comme nous

le verrons, indiquer respectivement un entier positif N tel que soit

ATB*a?J<-ô pour s>N.
1 1 s*(16)

Or, la série

' s2
S—l

étant convergente, on en déduirait immédiatement la convergence

absolue de la série
QO

s 1 xs .

s=l

Écrivons l’inégalité (16) sous la forme suivante

|st+2a?Ä |< 1,

et désignons
s‘+ 2 2h

g ■ ...
~—

—

J

(2 —1)(22 —1) ...(2A —l)(n-4-l)!
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alors, en tenant compte de ce que |AW
et s = (2n Jr l)2

h

,

on aura évidemment

|s‘+2 æ
s |== Us.

Il en résultera donc que, si l’inégalité U
s < 1 pour s> N était

exacte, l’inégalité (16) le serait à fortiori.

Quant à U
s,
il est aisé de voir qu’il s’écrit

Us = PQï). Q(ri),

où l’on désigne par P(h) et Q(ri) les expressions suivantes:

P(h) =— ,

(2 1—1) (2 2—l) ...(2 h —l)

n , . (2n + l)*+2

Or, sous une autre forme, PQi) étant

= T
— (h—2i—s) / 1 \ / 1\ / 1i

2
2

i— -1(1 —±|.. .h——l
\ 22/ y 2h)

on en déduira aisément que lim F(â) =o ; de même, il est
clair que

Â->°°

lim Q(n) = O
n->oo

Par suite, l’on peut bien indiquer, d’une part, deux nombres
positifs P et Q tels que

(A = 0,1, 2, . . .),
(n = 0,1,2, . . .),

et, d’autre part, deux nombres entiers positifs h 0 et n 0 tels que

P. Q(ri) <Z 1 pour n n 0
Q • < 1 pour h h 0

Il en résultera donc que U
s <Z 1 pour h > h

O, indépendamment de

n, ainsi que pour n nO, indépendamment de h ; par conséquent,
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si pour une valeur entière et positive de s = (2n -|- l’inégalité
Us< 1 devenait inexacte, ce ne serait possible que sous la condi-

tion que les valeurs correspondantes de n et h satisfassent à la

fois aux inégalités :

n n 0 et h<Z hO .

Donc, la valeur la plus grande de s, pour laquelle l’inégalité
U
s <C 1 pourrait éventuellement cesser d’être exacte, serait

[2 (n 0 —l)+ 1] 2 h°~ 1 = (2n o—1) 2 h <>- 1

En la désignant par N:

N= (2n o
— 1) 2h°-1,

on aura en tout cas

U
s< 1 pour s>>N= (2no —1) 2 Zi<>- 1

.

Donc, la série

oo

S=l

sera, en effet, absolument convergente et aura, par suite, une

somme bien déterminée ne dépendant ni de l’ordre des termes de

la série ni des différents modes de groupement de ces termes.

D’après cela, en tenant compte de ce que la série

oo

yj
3=l

contient tous les termes des séries appartenant aux

systèmes ($„), et qu’elle n’en contient pas d’autres, il en résultera

immédiatement que la somme de notre série sera nécessairement

nulle, puisque les sommes des (« i)ièmes séries, appartenant aux

systèmes (Ä), sont elles-mêmes milles.

Donc, les x 8 déterminés par les formules (15) constituent,

en effet, une solution du système donné (s*).
En multipliant toutes ces valeurs par une constante arbitraire

A, on obtiendra encore une solution du système (£), ce dernier

étant un système homogène.
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18. La solution du système (&) dépendant de la constante
arbitraire Aet des quantités A

n,
assujetties àla condition

(n = 0,1, 2,...),

sous la forme suivante:s écrira sous la îorme suivante:

æ' =

(ïï+T)TX pourA=0
’

(»»)L
_ f

a- a
1J
(2-1)(22—1)...(2‘-l) („ +1)! P0ur*=1,2,8,...

où s== (2n +1) 2* et n>Q.

s’écrira

En l’examinant de près, on constatera

1° pour A4= O aucune des inconnues x s
n’est zéro: xs 0;

2° étant donnée, d’une part, une suite finie de r quantités quel-
conques différentes de zéro : a 2,

... ar , et, d’autre part,
une suite de r nombres entiers positifs : cq, a

2,
...ar ap-

partenant tous à des suites partielles distinctes (Ei) (n° 15),
on peut faire assumer aux inconnues

X x
a2

’ ' * ’ x
a
r

respectivement les valeurs prescrites

a
L>

a
2> ar

x
a

_ —a
i (i =1,2,... r).

En effet, en remplaçant dans les formules (16) les x
a

re-

spectivement par les ai et en résolvant ces r équations par rapport
aux quantités Ak, on obtiendra évidemment pour elles les valeurs
satisfaisant à la condition : | | 1, si l’on attribuera àla
constante arbitraire A une valeur quelconque dont le module sera
assez grand.

Nous venons de supposer que les nombres entiers positifs
a
i» a2, • • • ar appartiennent tous à des suites partielles distinctes
(Ei); remarquons que c’est une condition tout à fait essentielle,
puisque de toutes les inconnues, dont les rangs appartiennent à
la même suite partielle (Ek ), c’est seulement une quelconque qui
peut être fixée arbitrairement ; en lui faisant assumer une valeur
prescrite, on attribuera du même coup à toutes les autres in-
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connues du même système (&) les valeurs correspondantes .complè-
tement déterminées.

Donc, la nature de la solution que nous venons de construire

dépend essentiellement du mode de décomposition de la suite (E).

Or, généralement une suite (E) peut être décomposée d’une

infinité de manières, c’est ce qui permettra de prescrire arbitrai-

rement les valeurs d’un nombre fini d’inconnues quelconques.
En effet, étant donnée une suite de nombres entiers positifs

quelconques: cq, a
2, . . .

ar , en décomposant la suite (E) en une

infinité de suites partielles (En), on peut faire rentrer les éléments

Â
.

Â
. ...

Â
«1’

Æ
a 2’ a

r

dans r suites partielles, de sorte que chacune d’elles ne contienne

qu’une seule de ces r quantités
Nous le démontrerons ci-dessous, dans le cas général, où

les éléments Â
n
de la suite (E) ne sont assujettis qu’aux condi-

tions (3—5, n° 7), qui caractérisent les systèmes (1) et (2).

IV. Sur la construction des solutions des systèmes du type I.

19. Étant donné un système quelconque (6) du type I

(t = 0,1,2,...),
n=l

dont les satisfont aux conditions (3) et (4) (n° 7), nous allons

le résoudre par une méthode dont l’idée essentielle vient d’être

exposée tout à l’heure, à propos du système particulier (n° 15).
A cet effet nous aurons:

1° à décomposer convenablement la suite

(E) — À
2, •• •

en une infinité de suites partielles (En),

2° à faire correspondre à chacune des suites partielles (En) un

système réduit généralisé (Sn), et

3° à construire des solutions du système donné (£) à l’aide de

celles des systèmes (SM).

Examinons l’une après l’autre ces trois questions
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20. Quant àla décomposition de la suite donnée (E), nous

démontrerons la proposition suivante :

Étant* donnée une suite (E) = Â1,
Â2, ...

telle que
lim | Â„ | = œ,
n -> oo

on peut la décomposer en une infinité de suites

partielles (En), de sorte que, en désignant les élé-

ments de (En) par

, ... P'nh , • • • ,

».

ceux-ci satisfassent à la condition

ÄMfe+D > y i
/â = 1,2,3, ..A

M'nh \n== 1,2, 3,.../

et que les r éléments:

2
’ •• •

r

choisis arbitrairement dans la suite (E), soient

répartis entre r suites partielles (jE„) dont

chacune n’en contiendra qu’un seul, r étant

d’ailleurs un entier positif quelconque.

Désignons par (E°) la suite naturelle des nombres

CE") = 1,2, 3,..

et par (E°) la suite partielle suivante

(E$ = 3.2M~ 1 5.2”-1
, . . .

(2Z:—l)2M~ 1
,

. . .

(n = 1,2, 3,...) ;

en examinant alors le Tableau du n° 15, on se rendra aisément

compte de ce que la suite (7*7°) se décomposera, d’une façon
bien déterminée, en une infinité de suites partielles (E°) :

CE°)= + (Æ0) + ...+TO+

Or, il est à remarquer qu’il y a une correspondance univoque et

réciproque entre les z
M
et les nombres naturels n : « ►n ;
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cela permettra de faire correspondre à la décomposition de la

suite (EJ la décomposition de la suite donnée (E)

(E) = w;)+ (£>) +. ..+(£i) +..

(EJ y désignant la suite partielle suivante :

• • •

1)2
M~ 1’ • ' •

(n = 1,2, 3,...),

qui jouit évidemment de la même propriété fondamentale que la

suite (E), c’est-à-dire qui a aussi pour point-limite oo :

Cela étant, nous allons maintenant décomposer la suite donnée

(E) conformément à la proposition énoncée

(Æ')=(Æ'l)+(^2) + .-.+w+

en procédant de la manière suivante :

Nous construirons les suites (EJ successivement: d’abord

(jEi), ensuite (EJ, ensuite (EJ, et ainsi de suite.

De même, les éléments des suites (EJ seront choisis suc-

cessivement :

Nous désignerons par

(E)-(EJ-

la suite partielle de (E) que l’on obtiendra en enlevant de la

suite (E) tous le> éléments des suites partielles

(EJ, . . . (En_J.

Cela étant, fixons la loi de formation des suites (EJ de la

manière suivante :

1° Le premier élément junl de la suite (EJ soit celui des élé-

ments de la suite (E) — (EJ — (EJ — ...— (Æ?w_i) qui occupe le

rang le plus petit; en particulier, le premier élément iull de la

suite (EJ soit

2° Tous les autres éléments de la suite (EJ

•• • ftnh>

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (EJ.
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3° Dans le cas où la suite (K*) contient quelques-unes des

r quantités fixées arbitrairement à l’avance:

Â'ap ’ ’^a
r

’

on choisira ,an2 /iw3 , •.. ,
•••

de sorte que la suite (K<)
n’en contienne qu’une seule au plus.

4° [inh étant déterminé, l’on prendra pour celui dès

éléments de (K*) dont le module sera

| |KP > 1,

et qui occupera le rang le plus petit possible, compatible avec

la condition précédente (3°), p étant un nombre positif fixe.

D’après cette loi de formation, la construction d’une suite

(K) peut être effectuée aisément.

En effet, pour déterminer le premier élément ,on n’aura

qu’à trouver celui des éléments de la suite

(K) —- (Kt)— (K 2 — ...—- (Kh-i)

dont l’indice sera le plus petit. Or, pour cela il suffit de déter-

miner seulement un nombre fini de premiers éléments des suites

(EJ, (EJ, . . . (En-i), de sorte que l’on ne continue le procédé
de formation de chacune de ces (n — 1) suites que jusqu’au
moment que l’on obtiendra le premier élément dont le rang

sera supérieur à celui du premier élément de la suite ce

dernier étant 2W_l
.

Il est clair que, après un nombre fini d’opérations, on trou-

vera tous les éléments de la suite

dont les rangs sont inférieurs à 1.2”-1
,
et dont le nombre sera au

moins un, puisque, d’après la condition 2°, Â12«-i appartiendra cer-

tainement à celle-là.

Or, entre ces éléments, en nombre limité, il y aura évi-

demment un dont l’indice sera le plus petit; c’est celui-ci que
]’on désignera par finï .

Quant aux autres éléments de la suite (En)

f^n2, j •• • ftnh, •• •
,

on les choisira successivement entre les éléments de la suite
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C®'*) — n_1
>

m-1
> •• • w_1

’

en tenant compte des conditions 3° et 4°.

Ainsi, à chacune des suites (EJ on fait correspondre une

suite bien déterminée (EJ. Le nombre des suites (EJ étant

l’infini, le nombre des suites (EJ le sera, par suite, lui-aussi.
De la loi de formation des suites (EJ on tireTa aisément

les conclusions suivantes:

1° Chacune des suites (EJ ne contient que les éléments

appartenant aussi à (E).
2° Chacun des éléments de (E) appartiendra à l’une des

suites partielles (EJ et à une seule.

3° Les n premiers éléments de (E) rentrent dans les premières
suites partielles (EJ, (EJ . . .

dont le nombre sera n au plus.
4° Chacune des suites (EJ satisfait aux conditions énoncées

dans notre proposition.
Il en résultera donc que la décomposition de la suite

donnée (E)

(E) = + (Æ2) + ...4- (EJ +..

que nous venons d’effectuer, sera bien telle qu’on l’exige dans

notre proposition.

21. Après avoir décomposé la suite (E) en une infinité de

suites partielles (EJ, nous ferons correspondre à chacune d’elles

(EJ un système réduit généralisé (SJ

oo

(* = 0,1,2,...),
h=l

en y désignant les inconnues par y nh.

Tous ces systèmes (&,) appartiennent évidemment au type I

et, d’après la proposition du n° 20, ils sont caractérisés par la

relation

AMH-i) > \ j ln —l»2, 3, ...\
7

\Ä = 1,2, 3, . . J

Par suite, d’après le n° 13, leurs solutions sont fournies par
les formules (13), en y remplaçant les quantités

C,
• • •
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respectivement par

û«, ynl) yn2, yn3t • • • ynh, • • •

On aura donc

/ Ix7l—l d A^»*2 •• • 1)
Vnl=U; ynh =(—l)h Icn

‘nii

(j d / P'nl | |lj I

yn2l I y yn(h—l)l \ I

| I /^n(7i—l)\ | \

y y j y \

(17)

(h = 2,3, 4, . .

C
n
étant une constante arbitraire.

D’après le n° 13, on peut dire que

î/nh#o pour

22, Il nous reste enfin à construire une solution du système
donné (/S) à l’aide des solutions des systèmesréduits généralisés (£,,)•

A cet effet nous établirons tout d’abord une correspondance
univoque et réciproque entre lés inconnues x 8 du système donné

(£) et celles des systèmes (£„), c’est-à-dire les

Remarquons que chacun des éléments de la suite (E)
entre aussi dans une des suites partielles (En) et dans une seule

(n° 20), y étant désigné par un y à deux indices, et qu’inverse-
ment chacun des y à deux indices représente l’un des à; c’est

ce qui permettra d’établir la correspondance désirée.
En effet, soit, par exemple,

ynh ,

en tenant alors compte de ce que Â
s
est lié dans le système (Z?)

à l’inconnue xs et que de même ynh est lié dans le système
(SM) à l’inconnue ynh , on aura immédiatement la correspon-
dance désirée

OCs * * ■* * ynh ,

ou simplement :

'Xs * *■ ynh •
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Cela étant, nous allons démontrer qu’en prenant

•&s ynh pOUr OCg < > ynh ,

yUh
étant déterminé par les formules (17), on obtiendra une so-

lution du système donné (/S) en y spécifiant convenablement la

constante arbitraire C
n-

Remarquons tout d’abord que la série

oo

h=l

est absolument convergente, quelle que soit la valeur attribuée

à la constante arbitraire Cn de laquelle dépend, d’après les for-

mules (17), yn h.
En effet, en posant

U
h I y

nh I = |(2nA)s ftî/„j

on aura

Vh+l
_ .

Vh h3 Uh

Or,

r / Ä +l\3
,lim (——! = 1

7i-»oo \ /

et, d’après le n° 13,

lim *±4
= o

7i->oo

par suite,

lim ÎÜ±!=O
/l->OO V

h

Il en résultera, en particulier, que, en prenant, dans les for-

mules (17), Cn =let en désignant par ÿnh la valeur correspon-

dante de ynh (h =l, 2,3,...), on peut trouver un entier positif
Nn tel que pour h;> N

n
soit

(2»Â)
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le nombre des termes de la série

oo

h=l

dont les modules sont > 1 étant N
n
—l.

Entre ces N
n
—1 termes nous choisirons celui dont le module

sera le plus grand, ou au moins pas plus petit que ceux des

autres N
n
—2 termes.

En désignant son module par rn, nous déterminons un

nombre positif o„ de la façon suivante :

Qn = rn, si 7Vw i>l, tandis que e„=l, si 7V
W
= 1

cela étant, convenons de spécifier la constante arbitraire C
n
de

sorte que soit

Cn = y’
Qn -Am

A
n y désignant une constante assujettie à la seule condition

D’après cela, on aura évidemment

(‘W«h »/«,,|<l (* = 1,2,3,...);

par suite,

Vnh | < (2HÄ)3
’

ou, en tenant compte de ce que 2nh>n-\~h, on aura

y
nh I < '

Pour | |> 1 on en déduira l’inégalité

<18) (ï=O, 1,2,...n),

permettant de démontrer ci-dessous la convergence absolue des

séries du système (/S).
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23. En prenant xs = ynh (pour xs
* > et en posant

(n’ 22)1
Vu

les valeurs des xs constitueront une solution du système donné (£).
En effet, elles rendent absolument convergente chacune des

séries du système (5)
oo

X s,

B=l

i étant un entier positif quelconque ou zéro.

On s’en assurera par les considérations suivantes. En re-

marquant que Âs = Mh, et xs = ynh et en tenant compte du n°2o,
on s’aperçoit immédiatement de ce que la (i- i) ième série du

système (6) contient tous les termes des (i -p l)ièmes séries des

systèmes réduits généralisés (&„) et qu’elle n’en contient que

ceux-ci.

Or, désignons

vnh = nh ynh =-- ŝ
x
s
,

constituons le Tableau à double entrée

et servons nous du critère de convergence suivant :

La série double à termes positifs

oo oo

2? 27 I M
n=l h—l

converge ,
si l'on a

I Vnh l<(n _|_Ä)2+4>

1 h

1 1,

1 L

1 v22 h

1 1’ •

1 h •

• | Vlh |, . . .

• | V2h |, . . .

| Vnl |, | U.2 |, | Vm3 j, • • | Vnh |, • • •
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pour indépendamment de h, et pour h>H,
indépendamment de n( 1).

Nous verrons que dans ce cas-ci l’on peut bien trouver

deux entiers positifs N et H tels que soit

l ü"'‘J < (M 4-A)2+<>
(e>o)

pour indépendamment de h, et pour h>E, indépendamment
de n.

En effet, en tenant compte de ce que dans la suite

(È) — Â
2, . . . z

3,

les modules des éléments (|Â fe |) vont en croissant

lim | |— œ\

on peut dire que |Â fc |i>l pour k>kQ,
Jc0 étant un certain entier

positif. D’autre part, d’après le mode de décomposition de la

suite (E) (n° 20), les premiers (k0 — 1) éléments de (E) sont

répartis entre les premières suites partielles (Em) dont le nombre

sera (&0—1) au plus. Il en résultera donc que l’on pourra indiquer
un entier positif Nr tel que

| P'nh | 1 pour n> quel que soit h.

(1) Numérotons les termes du Tableau ci-dessus d’après la règle suivante:

I «111 = “1J I «21 I — M2> I «12 I=«3 ’» I «31 I = W 4> I «22 I = I «13 I = î

et ainsi de suite ; en remarquant alors que sur la première diagonale se

trouve un seul élément, sur la deuxième, 2 éléments, sur la troisième, 3

éléments, et ainsi de suite, on aura pour u
m
= | vnh |

+2+ 3+ . . . +(» + /<- 1) =(
OT + fe) (n +Azr_2) <(w + /l)2 ;

2

donc, <(n -j-
+

>Q)

et, par suite, en posant = p, on aura, d’après l’hypothèse faite,

U
m
— | vnh | < —

A, < (ê>1 > 0),
(n +

2+t'
w
l+i*l

d’où l'on déduira immédiatement la convergence de la série double

GO CO

27 27 | »«ä|.
n=l7i=l
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Or, i étant fixé à l’avance, désignons par N celui des deux

entiers i et TVj lequel ne sera pas plus petit que l’autre; alors,
d’après l’inégalité (18), on aura

i Vnh I<
(W Ä) 2+<°

~l> °)

pour n> TV, indépendamment de h.

Donc, il ne nous reste qu’à examiner les termes qui occupent
les premières (TV—l) lignes dans notre Tableau et qui appartien-
nent aux (i-pi) ièmes sériés des (TV—l) premiers systèms réduits

généralisés (&). Or, on s’en assurera aisément, tout comme au

n° 22, que chacune des (TV— 1) séries:

oo

3nh ynh (n = 1,2, 3,...N—1)
n=l

sera absolument convergente ; par suite, pour chacune d’elles on

pourra indiquer respectivement un entier positif Hn tel que soit

| (2nÄ)3 nh ynh |< 1 pour h H
n

(n= 1,2, 3,... TV—l),
d’où l’on déduira

~
1 1

Hnh | (2nÀ)3 (n -j- Ä)3

Donc, en désignant par H celui des (N—1) entiers : Hly H 2 .. .
Hn-i qui ne sera pas plus petit que chacun des autres, on aura

(e = 1)

pour h> H, indépendamment de n. -

Il en résultera, d’après le critère cité, que la série double

00 00

M=l 71=1

sera bien convergente; donc, la série

oo oo

JT vnh

7<=l Ä=l

sera absolument convergente.
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Elle aura, par suite, une somme bien déterminée, ne dé-

pendant ni de l’ordre ni des différents modes de groupement
des termes. Or, remarquons que

oo

0 ~ ' Unh
7i=l

[c’est la (i- 1- l) ième équation du système (5,„)] ; d’après cela, on

aura évidemment

oo œ

0 —- 'Vnhj
w=zl Zi=l

puisque la série double
oo oo

n=l 7i=l

contient tous les termes des (i l) ièmes séries des systèmes (£«)
et n’en contient que ceux-ci.

Enfin, la (i l) ième série du système donné (£), ayant les

mêmes termes que la série absolument convergente

oo oo

21vnh
n=l 7i=l

et ne différant de celle-ci que par le mode de groupement des

termes, on en conclut immédiatement qu’elle sera absolument

convergente, elle-aussi, et qu’elle aura pour somme zéro :

oo

o =
~

Â' x ;
.9 .9 7

donc, les valeurs des xs déterminées ci-dessus satisferont bien

au système donné (£).

24. En multipliant les valeurs de toutes les inconnues
constituant une solution du système donné (S) par une constante

arbitraire A, on obtiendra évidemment encore une solution du

système (Æ), celui-ci étant un système homogène.
Aussi, une solution dépendant de la constante arbitraire A

et des quantités A
n assujetties àla condition: |A„|>>l s’exprimera-

t-elle à l’aide des formules suivantes:
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a
i. .

xs = —y pour A= 1,
Pn Ain

. /l_ 1
À /Aî2 //'n3 • • •

=

$.A,t

(19) /-] 1
l \ i | /

y P'nSf y f-^nÇh—l)j y y

/
y /■£ —IA Æ M'nJi |/1 |

y P'nhj y J y y

(h =2, 3,4,. . .),

les valeurs de n et de h qui correspondent à s étant détermi-

nées par la décomposition de la suite (E) (n° 20) : /J'nhj et Qn

se calculant d’après le n°22.

Grâce à la présence des quantités Aet An dans les formules

(19), on peut faire prendre aux inconnues

’ • * Xa
r

du système (S) respectivement les valeurs

•• •

prescrites arbitrairement, si l’on choisit ces r inconnues d’une

certaine manière, r étant d’ailleurs un entier positif quelconque.

En effet, ceux des xs qui constituent, d’après le mode de

détermination des la solution du système réduit généralisé
A

(8„), dépendent tous de la même quantité y-; par suite, ce n’est

qu’une seule de ces inconnues à laquelle on peut faire prendre

une valeur prescrite arbitrairement, en choisissant convenablement

la valeur de -r-; celle ci une fois fixée, toutes les autres mcon-

nues du même système (£„) obtiendront évidemment des valeurs

complètement déterminées.

D’après cela, il faut donc que parmi les r inconnues:

•• •

il n’y ait aucune paire correspondant au même système réduit (&).
D’autre part, c’est aussi la condition suffisante. En effet,

supposons-la satisfaite et remplaçons dans les formules (19) les
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inconnues x„
v
xa2, .. .

x
ür respectivement par ax, a2, ...ar ;

en résolvant alors ces r équations par rapport aux quantités
indéterminées An

lt
An

2,
... An

r,
on constatera aisément qu’il

suffit d’attribuer à la constante arbitraire A des valeurs dont les
modules sont assez grands, pour que les valeurs correspondantes
An

v
An

2, ..
.
An

r
satisfassent àla condition

An
i |> 1 (? =1,2, . . . r),

quel que soit l’entier positif r.
C’est donc d’une infinité de manières que l’on peut choisir

A, An
lf

An
2, ..

.
An

r
de sorte que l’on ait

xai — a.i (i =], 2,3, .. . r).

Or, les formules (19) renferment une infinité de quantités
An (n =1,2, 3, ...) ; par conséquent, après avoir fixé d’une cer-

taine manière A, An
v
Àn

2, ..
.
An

r ,
il y restera encore une in-

finité de An indéterminés. On peut donc dire que, quel que soit
l’entier positif r, en choisissant les r inconnues : xüv æ«2, ...

x
a>,

de sorte qu’il n’y ait aucune paire correspondant au même
système (8n), les formules (19) permettront de calculer une in-
finité de solutions numériques du système donné (S) telles que,
dans tous le cas, les inconnues xav x

a2 , ... xür prennent
respectivement les valeurs arbitrairement prescrites al 5 a

2, ... ar.
En remarquant enfin que, d’après la proposition du n° 20,

la suite
(-® 1) — Âj, • • •

peut être décomposée toujours de sorte que les r éléments quel-
conques : Â

a2
.. . appartiennent tous à des suites par-

tielles distinctes (Æ'n), il en résultera immédiatement que l’on

peut faire correspondre les r inconnues : xan ,
.. .

x
ar,

arbit-
rairement choisies à l’avance, à des systèmes réduits généralisés
distincts (&„), et leur faire prendre, par suite, les valeurs arbit-
rairement prescrites.

On en conclut donc qu’étant donné un système
quelconque (&) du type I, l’application convenable
du principe des réduites permet toujours de con-

struire une infinité de solutions du système ($),
telles qu aucune des inconnues ne soit zéro et

que les inconnues xai , xttv .. . arbitrairement
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choisies à l’avance, prennentlesvaleurs arbitrai-

rement prescrites (a,-):

xa . =a{ (i = 1,2, ... r),

r étant un nombre entier positif quelconque.

V. Sur la construction des solutions des systèmes du type 11.

25. Étant donné un système quelconque du type II

4-QO

o =

n=— QO

dont les satisfont aux conditions (3), (4) et (5), on peut le

résoudre par un procédé tout à fait analogue à celui que nous

venons d’appliquer aux systèmes du type I. A cet effet on

n’aura, au fond, qu’à reprendre tous les raisonnements précédents,
en n’y apportant que des modifications légères permettant
d’obtenir ici les mêmes résultats que dans le cas des systèmes
du type I.

La méthode de construction des solutions étant cette fois,

quant à ses traits essentiels, la même que dans le cas précédent,
il ne s’agira pas, ci-dessous, de la développer de nouveau, mais

il suffira de mettre en évidence la légitimité et l’efficacité de

l’application aux systèmes du type II de la méthode déjà exposée
à propos des systèmes du type I. C’est dans cet ordre d’idées

que nous allons maintenant faire quelques remarques nécessaires.

26. La proposition concernant la décomposition de la suite

(E), démontrée au n° 20, restera valable aussi dans le cas où

l’on conviendra d’entendre par (E) la suite

• • • Â_
M , 1»

• • ' • • •

qui caractérise le type 11, c’est-à-dire qui satisfait aux conditions

(3), (4) et (5).

En effet, en désignant

— Âj, Â
2,

’ • • et

— Âq, À— 1, Â__2> •• • ••

•,

(E) =on aura
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Or, les éléments de la première de ces deux suites partielles
satisfaisant à la condition

lini |z„ | — 00,
n-»oo

on peut donc la décomposer selon la proposition énoncée

(æ(1 >) = (æ™) + (X1

’) 4-... + (X’>) +...,

oii les suites partielles

(^1}) = Æ

sont telles que

ufl)

10 > „ !

et 2° que ne contient des r quantités : z
af

2
, ...

Â
a ,

arbitrairement choisies à l’avance, dans la suite donnée (E), qu’une
seule au plus.

D’autre part, en tenant compte de ce que

Uni M»| = 00,
n->oo

on peut indiquer évidemment un entier positif M tel que

-y >7 1 pour n >3/,

z y ayant le même sens que dans l’inégalité (5) (n° 7).
Or, à partir de la Ipme su^e partielle associons à

chacune d’elles, d’après certaine règle, un élément z_{ de la suite

partielle (E™), de sorte que 1° la suite

(ÆJ = A_,, . /im, . .. (n> J£)

ne contienne des r quantités : Â A
.. .

Â
a

qu’une seule au

plus, et 2° qu’à l’aide des suites (En) s’établisse une correspon-
dance univoque et réciproque entre les éléments de la suite (E&),
d’une part, et les suites partielles (Æ'W), d’autre part, où

* (E?).
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En faisant correspondre ainsi à chacun des éléments

. (z = 0,1, 2, ...) une suite partielle (E^ }) on

obtiendra une infinité de suites partielles (En). Désignons leurs

éléments de la manière suivante :

ï ’ ~

et posons pour n<ZM

= ainsi due =W

alors la décomposition de la suite (E) s’obtiendra évidemment

sous la forme-

(E) — (E]) -4- (E2) • H- +

Donc, en tenant compte de l’inégalité

|Â_. |<à (i = 0,1,2,...) (n°7),

il en résultera la proposition suivante:

Étant donnée une suite

(E) —. . . k__
n,
.. . A_ 2, Â_v Äq, /.y, Z

2 .•• A„

telle que l’on ait:

io 4= pour h 4= Ic,

2° lim | |= œ,
H->OO

8» R_J< A (« = 0,1,2,...),

en une infinité de suites

que, en désignant les élé-
on peut la décomposer
partielles (En), de sorte

ment s de (E„) par

/Lil, •• •,

ceux-ci satisfassent à la condition

AM+i)
>w

->1
/Ä —1,2, 3, ..A

= 1,2,3, .J’

et que les r éléments: , ...
Â„

,
arbitraire-

ment choisis à l’avance, dans la suite (E), soient
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répartis entre r suites partielles dont chac-
une n’en contiendra qu’un seul, r étant d’ail-

leurs un nombre entier positif quelconque.

27. Après avoir décomposé la suite (E) en une infinité de
suites partielles (En), nous ferons correspondre à chacune d’elles

(En) un système réduit généralisé (Sn), à savoir :

oo

0 = 27Mtn ynh (* =O, 1,2,. . .),
7i=l

(Sn)

dont les inconnues ynh se calculeront à l’aide des formules (17)
contenant des constantes arbitraires Cn.

Ensuite, nous établirons une correspondance univoque et

réciproque entre les inconnues xs du système donné (S) et celles

(ynh) des systèmes réduits généralisés (s£), de sorte que soit

•S's ■* * — "* * ynh'

Enfin, pour obtenir une solution du système donné (S),
nous poserons

ynh pOUr Xg ■* *■ ynli)

en spécifiant la constante arbitraire C
n
de sorte que soit

„ A
(| | 1)>

yn Æ-n

étant un nombre positif que l’on déterminera de la manière

suivante :

Prenons, comme au n° 22, la série

oo

■S ÿnh,
hz=l

en entendant par ynll la valeur de ynh obtenue des formules (17)
en y faisant C

n
= 1.

Remarquons que, d’après le mode de décomposition de la

suite (E), si. (n°26), les représentent les éléments de

la suite partielle

(£ (2)) =Â
,
Â

,
Z

,
.. . Z

~ . .
7 0 —1 —2 —n
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Or, en tenant compte de l’inégalité

Â |<A (« = 0,1,2,...),
—1 I

prenons un nombre positif > 1 tel que soit

IO> 1 (î =O, 1,2,. . .),

et remplaçons dans la série ci-dessus finl par p, (n :> M).
Cela étant, convenons d’entendre, pour n>M, par Qn celui

des modules des termes de la série absolument convergente

oo

(2n . I)3 ynl + JT(2nA) 3 ynh
lt=2

qui ne sera pas inférieur à aucun des autres. Pour

soit, par exemple, Qn = 1 (n <Z M).
Il en résultera que, à partir d’une certaine valeur de n,

y
nh | ' j 0> 1,2, •. . Tl),(18)

puisque pour n assez grand on' aura simultanément

| /*»i I </*> 1 et I /zwA I> 1 (Ä 2)

L’inégalité (18) permettra de démontrer que les valeurs des

inconnues xs, que nous venons de déterminer, constituent une

solution du système donné (S). Pour s’en assurer, on n’aura

qu’à répéter les raisonnements du n° 23.

Enfin, tout comme au n° 24, on en déduira le résultat suivant :

Étant donné un système quelconque (£) du

type 11, en y appliquant convenablement le

principe des réduites, on peut toujours con-

struire une infinité de solutions du système (£),
telles qu’aucune des inconnues ne soit zéro, et

que les inconnues x
a ,xa , .. .

x
,
arbitrairement

choisies à l’avance, prennent les valeurs arbitrai-

rement prescrites («0:

x
a;
=a

i =l, 2,. . . r),

r étant un nombre entier positif quelconque.



CHAPITRE 11.

Sur les systèmes d’équations linéaires non homogènes
à une infinité d’inconnues attachés aux séries de

Dirichlet.

I. Généralités.

28. Dans le Chapitre II nous allons appliquer le principe
des réduites à la résolution des systèmes linéaires non homogènes
appartenant aux types suivants:

GO

Cï(20) (type III),
n=l

+
i

, Xn OCn(21) (type IV)
n = — 00

(i = 0,1, 2,3, . . . .),
X

dont les satisfont aux conditions (3), (4) et (5) (n° 7).

Ces systèmes, étant analogues respectivement aux systèmes
du type I et du type 11, ne diffèrent de ceux-ci que par les

parties gauches des équations; tandis que dans le cas précédent
tous les Ci étaient nuis, on suppose, dans ce cas-ci, qu’au moins

l’un des a soit différent de zéro; et c’est la seule condition à

laquelle sera assujettie la suite des c».

29. Les systèmes (20) et (21) peuvent être attachés aux

séries de Dirichlet par le même procédé formel que les systèmes
homogènes (1) et (2) (n° 8).
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Étant donnée, sous la forme 1 ou 11, une série de Dirichlet

quelconque

y
OCn C

à coefficients indéterminés xn, nous en déduirons une suite in-

définie de séries analogues

J7(—\
n n

9

n

dont chacune s’obtiendra en différentiant terme à terme la série

précédente; cela étant, il est aisé de voir qu’en faisant prendre
à toutes ces séries pour z=0 respectivement les valeurs prescrites

CO, •• • ( 1)WCM , . .

on obtiendra évidemment un système (20) ou (21), ayant pour
inconnues les coefficients indéterminés xn de la série de Dirichlet.

Ainsi, à chacune des séries de Dirichlet on peut faire cor-

respondre un système (20) ou (21), en fixant d’une façon quel-
conque la suite des a ; de même, il est clair qu’inversement
chacune des solutions d’un système quelconque (20) ou (21)
fournira une série de Dirichlet ayant pour coefficients les valeurs

des inconnues du système résolu.

Cette série représentera une fonction F(z) bien déterminée,
au moins pour z = 0 :

J’(O) = c
O .

De plus, dans des cas assez étendus F(z) sera déterminée

non seulement à l’origine (z — 0), mais certainement aussi dans

des régions beaucoup plus vastes; pour s’en assurer, il suffirait

d’assujettir les arguments des Â
n

à certaines conditions, tout

comme nous l’avons fait ci-dessus, au n° 9.
Les mêmes considérations que celles du n° 9 nous con-

duiront à la conclusion suivante:

On pourrait, au moins sous certaines réserves, interpréter
le problème de la résolution des systèmes (20) et (21) comme

celui de la construction de séries de Dirichlet qui représentent
des fonctions F(z) holomorphes dans certaines régions, et telles que

F(0) = c
O, FW(O) = (—l)nCn (ft =l, 2,3,. . .)•

4*
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11. Sur l’application de la méthode de Fourier à certains

systèmes du type 111.

30. Nous allons appliquer la méthode de Fourier à certains

systèmes du type 111 dont les a satisfont à la condition par-

ticulière

a= o pour iq= le et ck #

le étant un entier positif quelconque ou zéro.

Ces systèmes se présenteront donc sous la forme suivante :

En y rejetant toutes les équations, sauf les n premières
et en ne conservant dans les parties droites de celles-ci

que les n premiers termes, on obtiendra un système réduit fini.

Désignons sa solution par

x
(n)

X
(n) •

■• •

h '
•• • '^

n
,4”, x‘”’

?

il est clair qu’on aura alors

4'"’

(A =1,2,...»)



A VIIL i Sur certains types de systèmes d’équations linéaires etc. 53

J(,,) et A'^ h
étant les déterminants suivants

1 1 1

Àj • • • • An

Â2 Â
2

. .
Â
2

Z *l z*o ....zvA(n) = 1
Zk

2

â"- 1

a;-
1

...
â”- 1

1 2 n

A(n} =

H-i, h

r

Comme on le sait,

=n&- Z
s), j>gP JJ• J (n« 10).

Quant à Zi,
on peut le présenter sous la forme d’un produit

de deux facteurs :
i,
— A dont le premier sera

p _ 77 zi j \ 7 zt
1j = 2>3,...h 1, h-\- 1, ...n \

1 v &
y<7= 1,2, ...h— 1, — lj’

puisque s’annulant pour = aura pour facteur chacun

des (z; — kg).
D’autre part,

h
est évidemment un polynôme entier et

homogène d’ordre

n(n— 1)

des (n — 1) quantités:

Z
2,

. . .

1 1 . ., .
1 1 . . . 1

K a
2

. . .
Â,

,h—1
. . Â

n

A*-1 • • • Â? _1 Â*” 1 . ■ • Z
7’ -1

1 2 7i-l H-i n

• ■■ • « Afc+*
. .

H-i
. Âfc+1

n

qH—1
Â

1

1 n—1 y»—1

™h— 1

q n—i • • r_1
n
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et de degré {n— 1) par rapport à chacun des Z;, tandis que Px

est un polynôme entier et homogène d’ordre

des mêmes (n— 1) quantités, et de degré (n—2) ; par suite,

p
_

fc+l, h

* Pr

sera un polynôme entier et homogène d’ordre (n—k—l), et du pre-
mier degré par rapport à chacune de ces (%—1) quantités (z,).

Enfin, en remarquant que toute permutation de deux Â quel-
conques: X

g
et %ne produira dans

h
ainsi Que dans P

t

qu’un changement de signe, on en pourra conclure immé-

diatement que

p fc+l, h

sera une fonction symétrique des (n— 1) quantités:

z
2,

. . .
Z
7

.
Z
M
.

n

Aussi, tous les termes de P 2 ont-ils le même coefficient

numérique que l’on peut déterminer en calculant un terme quel-
conque de P

2. Or, en divisant, par exemple, le terme diagonal
de

h par le terme de P
x

q 2 2 —1 —2

/u o . . . . A, .....A ,2 3 n—l n-(-l n ’

on obtiendra le terme suivant de P 2

A
Ä+1

•• •

•• • 4 <Pour k<h— 1),

ou â
h-2 (P our 1).

Il en résultera donc que le coefficient numérique est -j- 1.

Par suite, P 2 est complètement déterminé : c’est la fonction

symétrique, entière et homogène, d’ordre (n—le— 1) des (n—l)
quantités : .. .

X
h_v

Z
A .. .

2
n
,
et du premier degré par

rapport à chacune d’elles, tous les termes de ce polynôme ayant
le même coefficient numérique -j-l.
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(23).

Nous le désignons par

(n—l)

£ (22 2g 2
4 . . . 2„_ fc) (pour h = 1),

(n—l)

ou par (22
2
3 24 . . . 2„_D (pour A>l).

(Â 7i,
z 4)

Dans le cas où h=l, c’est une fonction symétrique des

(n—i) quantités: 22,
2 3, .. . 2W,

tandis que dans le cas où

c’est la même fonction des (n—1) quantités:

Â
1(

À
2 ,

. . . h__v \ >

celle-ci s’obtiendra évidemment de la fonction précédente, quand
on y échange entre elles seulement les quantités 2* et 2t ; et

voilà pourquoi nous la désignons par

A
2 •• • —k

(n-1)

• • • —&

(Wi)
=(—i)h+fc 1 c/c (â, (â^+1—â,)t:ï(âm

—

’

Âj • •' ' —1 Â/4.1 .. . Â

(n-1)
x

/Ä u m, m /._M
/yÂ2 y yÂ/i—i I y Âzi-4-iyy y

(Ä == 1, 2,3, . . .),

(n-l)

J^22
Z
3 .. . An—ft

(h>

Remarquons, enfin, que le produit

est celui des termes de P 2 dont ]e poids est le plus petit pour h= l.
Cela étant, les valeurs des inconnues du système réduit

s’exprimeront sous la forme suivante :

En divisant encore le numérateur ainsi que le dénominateur par

on aura définitivement
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où l’on entend par
(n—l)

y
ÂoÀo

. . .

(À..A1)
2 3 +

la fonction symétrique, entière et homogène, d’ordre k des (n—1)
quantités :

11 11 1

Zi Â2 i Zh-i-! Z„

et du premier degré par rapport à chacune d’elles, tous les termes
de ce polynôme ayant le même coefficient numérique -j- 1.

n—l
1

est la même fonction des (n—l) quantités

11 1

Z 2 Zg Â,
n

En particulier, pour k= 0, on aura

æ/T'* ( 1)A %yj X 7
~•

V z JV 7 j—Y

1| j| fi | j y /*'A\
yAI / v

v 2 / tAfc—i I I I ž
t
J(23&)

(Ä=1,2,3, ...).

31. Après avoir résolu le système réduit, formé de n équa-
tions, il nous reste à passer à la limite pour n—> 00. A cet

effet il faut étudier de près les expressions

1 n“ 1
1Fiy 1

_

Â2Zg .. . Âfc-f-l Z2Âg ...Âk

('■h’ >-l)

Nous allons démontrer tout d’abord la formule récurrente
suivante :nte :

' H--1 J

(m-D^ri—r=s‘^n—5AoZg •• • '•'m Z
2 .. . Äm—1

W~X
1

S 2 ï F••• 4“ ( 1)”'“1 Sm—l
/v2Ag ... zl»n—2

(24)
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de

OÙ

sm =
—4-A (m= 1,2,3,...)
* m I q m I I qtn \ ’ ’ ’ '

À2 M

En effet, il est aisé de voir que

n—l n—l .
«—1 •

= (m—l) -Tj-J Y + -Z P; 7 ’

ZwgÄg .• • '■«—1 '“2 «J
• • ' "* ‘ '' ,m—'

n—l j n—l 2 «—1

2
Â
3 .. . Äm_2 Â|Âg... Am-ž’

n—l -j n—l 1 n—l

£ Tl—I
— s3= 27 —? H27 py- y »

À
2 <3 •• • A‘2Ä3

•* • Zm—2 T /v
3
'' ’

m-3

n—l 1 n—l |

2’r '

* = (—D”“ 3 2 +<— ir
“3

s
»-‘

A 2 Z^2 ZVg

En ajoutant ces égalités, on obtiendra immédiatement

formule (24).

la

32. Démontrons maintenant la formule

w-i
j

m-1 i /1
_

n i

— 1.1,. . . A_
_

'
• ''•» V'l •■ •

ftA)

_l7 1 +1 y 1
...+

Â
n

Â
2
...

m_2
•• •

1 n~ l 1 1 i

+ (-ir
3

f_-3 yT+(-ir~
2

rF2
•

A/i ,v
2 h f

(2Õ)

Il est clair que

i yii /1

VI M

D’autre part, désignons par m la somme de tous les termes

n—l

.
Ä
i+l
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ne contenant pas on aura alors évidemment»
z
h

.-“T
1
-

1 1

2 h

Donc, comme il est aisé de le voir,

y* j_
=v^-+a-il = pA+/i-ii
— V-< L M 1 M’

1 1 1 1 1 . 1
.

?z2 « ,
•

y JJ-T S JJ F? 2 ’
Z2 A/t Z2 Zg Äh Z

2

et

de même,

n—l i n—l £ / | j\ n—-

-2 = + ~äj U2=

_l/I_lWm

v-A IVA ! 11
I*l j—' Â-2 Xh —’ A 2 ’

'1
_

1 \ V
l

-- L

Ai th) u- â2 â3x
*"

et

H—l | 1 7i—l | j n—l | | n—l i j

U 3 = 111 U 2 .j-= V y yy y V7

yy P— g
V-

Ä2 Ä4 /v/t
•— Ä

2 /I3 Ä/
t •—' Ä2 /vg 2,

h Z/4

et ainsi de suite.

Nous avons démontré que la formule (25) est valable pour
m = 2,3, 4.

D’autre part, on s’en assurera immédiatement que, si la
formule (25) est valable pour m = z>2, elle le sera aussi pour
m = 1.

Il en résultera donc que la formule (25) sera valable, quel
que soit l’entier positif m>2.

33. Étant donnée une suite des telle que
soit

> 1 pour n > N,

N étant un entier positif quelconque, les exprès
sio n s
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n—l |
u—l |

j õ õ V T
-

J T
■"*• Ag A 3 . . •Am A-2 A 3 . . . aot

(Â h , Ä
t)

auront pour n—► oo des limites finies et bien dé-

terminées.

En effet, étant

=7m+ +•• ' + Tn’
Ä2 A 3 An

tous les sm auront des limites finies et bien déterminées :

lim sm =am (m =1,2, 3, . . .),
n -» oo

puisque, par hypothèse, les séries

CO
1

n=2

seront absolument convergentes.
Aussi, en se servant de la formule récurrente (24), établira-t-on

de proche en proche l’existence des limites finies et bien déter-

minées :

n—l
i

m—l
i

«—1

lim lim X .. .
lim y-, •• ■

n ->oo n ->oo n ->oo

On aura, par exemple,
n—l

1. lim 27 y = <h,
n ->oo

W—l
1

2. lim Stt öi~a
2»

n ->co

n-1
1

3. liru £ =a
i
~ ;

n ->OO
A 2A

4

et ainsi de suite.

Quant à la limite

lim j-j
—-

—j->
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elle sera déterminée à l’aide de la formule (25)

V n—l n—l

lim
-

lim -J-+
n->oo ~ . a2''æ3 • • • /v»» w->oo A 2 A 3 • • • Awi

ai)

Il 1 \ (
1

1 1 1
+ (r—rl llm S ti

—

i
• • ■+<—l>"‘” 2 ■

V'i ÀhJ I n->oo •• •

“ j

Désignons ces limites, dont l’existence vient d’être démon-

trée, de la façon suivante :

1
n~ l

1

2 n—r
= lim

ri
—

'"2 .3 • • • n->oo '“2 '"3 • • •

et

'

1 W_l
1

ZTI T = lim
Tl T ’

z, ,

a 2 a3 •■ • A»n
n-»oo,. , /v 2 A 3 •• •

Z»«
V Z7«’ ZV ( Z

7i’z l)

alors, en passant à la limite pour n—* 00, les formules (24) et

(25) s’écrironts’écriront

(m —1) 27Y, 1;= «1 27; ;
1

;
'"3 • • • • • • —1

—’227; ;
1

; (-.•• + (—! )’"~2 ®—l.
•• • —2

(24a)

et

- = v 1 -4-(à__\ I v 1

•• • •• •

v v l Âh/ I ÂqÂg •• • 1
Ai) ' 7

"7è2’â
2z8

.I.a„ 1.a„-2 +• • ■ + ( " 1)’_ ’zFs2'â +(“ l)"‘“\”-4
(25a)

Étant donnée une suite des telle que

= pn~\ p-Z> 1 (n = 1,2, 3, . . .),

34.

soit

on aura

V 1 = 1
Â
2
Â
8 ...Âm (p— l)(p2

— 1)’(26)
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En effet, dans cette hypothèse, on aura

111 1

°r"‘ +
p

3m + --- = (rn = 1,2,3,.. .).

D’autre part, en prenant dans la formule (24a)

m — 2, 3,4, . .

on obtiendra respectivement

1
i- =

a 2

2.
a 2a2

?

ou, en désignant

7i - 1,

O,

' 2 ~ o 2 —

| °3
y = I— -,

<*3 <Wh

1

on aura

. V-
1

i. =

V-
1

2. 27t~F ==

Ä2Z3

1
3.

/''2a3a4

Or, calculons maintenant y 2 et 7s- U est aisé voir

par hypothèse, on aura
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p-~ 1 ;
7-2 =- ?—(2?—1) =2,

p — 1

et

Î9
3 1

7S=- (p3
— d+(p2—i) (p— i) =3.

Donc, d’après cela,

V 1 1
T— °i ——ï ’

z2 p— i

r1
_ _

1

l<72
{P 1)(V lj’

V~T
1 1

l2 3 (P 1)^2 1)CP3 lj’

En désignant généralement

V O
—

ffl G 2 1 ,
ftn—2

~~

; —'— . .
.

-4—
(Jm—2 —2 Gm—3 6m—2 Gm—3 4

_j_ ( i yn-2 1

ô'm—2 o»i—3 • • • Om—2 öm—3 .. . O^ 0!

nous allons démontrer que, si ym_ 2 =m—2, il en résultera que

yWÎ_ 1 = m— 1.

A cet effet calculons la différence

D — 7m—l 7m—2 —

=p U Slp p | °ä / i i_\_
\°»n— 1 Om—2j Gm-2 \Gm—1 Om—sJ Gm~ 2 m—3 I Om—1 (Jm—4/

.. | ( 2 Oin- -3
,

/ 1 1\ ,
—2 °ni—3 . . . (Jg ItTtn—!

+ (-i)~-i /_!
+ .

ffm-2 ffm-.B -•
■ \

a
m-: Gm -1 Om_2 .. . '
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En tenant compte de ce que, par hypothèse,

(1
1 \

-- M
—1 —2J p 1

/11 \
m

o

o
2 I ) = pn,

~ 3
,\@m—l —3l

/ 1 1\
om—2 I “ | P,

y^»n—l 01J

on peut présenter D sous la forme suivante :

/yMI 3 /VjWl 4

d = p
m - 2

— 1— ...4- (—i)m-2 F
@m—2 &m-2 —3 @tn—2 —3 • • •

4- (—i)m_l —— F (— 1)ttl -
•

om—2 Om-3 •• • @m—-2 —3 •• •

Or, la somme des deux derniers termes est évidemment

(_l)m-l
1 L JLj =(— 1

,

Om—2 o»n—-3 •• • \ @ll —2 —3 •• •

par suite, la somme des trois derniers termes est

(_ ip»-2 1_ L 2 _IA = (—l)m-2
1

;
(Jm—2 &m—3 ••.Og \ O'm— 2 —3 ••• 0g

et ainsi de suite ; enfin, la somme de tous les termes, sauf

premier, est

le

1

O'm—2

Donc,

= -- = 1, et
—2

/m-1 = /m-2 + 1 = m — 1 Si /»»—2 = WÎ—2.

Or, comme nous le venons de constater déjà,

7i —1
, 72— 73 —8 ;
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par suite, on aura —4, y 5 = 5 et, généralement,

7,n_i = m— l (m >2).

D’après cela, il est facile de vérifier que, si la formule

\-
1

-—'2 2 2
— ' Oi

~ l

est valable pour i=2,3,4, . . . (m— 1), elle sera valable aussi

pour i — m, et, par suite, généralement pour m > 2.

En effet, d’après notre supposition, on déduira aisément

de (24a) que

(m—l) y-= .

(J
m-1 Ym-1,

A2A3 . . . /Lm

et il en résultera immédiatement que

V
_

L-
_
_ _

_

1

V 3 •• •

ai(T2 ‘ ~

(p—l) (p2
— 1)7• . (pm-r —1) ’

puisque yTO_i =m— 1.

Or, nous avons démontré ci-dessus que la formule (26) est

bien valable pour m =2,3, 4 ; par conséquent, elle le sera géné-
ralement pour m > 2.

35. Étant donnée une suite des Âw telle que soit

Â/l-M
X (A = 1,2,8,...),(27)

les modules des expressions

y
1 , y

1

••
•
bn

‘

satisfont aux 1 inégalités suivantessa 11 sion t aux inégalités suivantes:

(28) ||A|<

(29) 4|A|< <
lb
|.4'|,

(WD
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A et A' étant les premiers termes de ces ex-

pressions:

A ___2 ,

ä
'

=TI rA F (P our k < m\
• • • “wi

= T-y— (pour Ic > Ml).
Aj X-2 •• • —1

Nous vérifions d’abord la première de ces deux inégalités.

Remarquons préalablement qu’il résulte de (27) que

pn
~i 1),

Ai
(30)

puisque

Â
n

Â
n

I I —1

Aj An—l I I An—2

et chacun de ces (n—i) facteurs est p.

Cela étant, examinons de près le cas particulier

Â„= j/*_1, p>l (n = 1,2,3,.. .)•

D’après la formule (26),

Vl= 1 1
;

2 Â3 ...Âm /i-lWi-lV
.

./i —\
JP

/ \ P 2) \ p
m

~j

d’autre part,

A= 1—
pp

2
... pm~ X tn(m—l) ’

P
2

par suite,

y
*

—a. 1
2
Â
3
...Âm /.lï/i-M ./i M

\ p/\ p 2/ \ p
m

~]
5
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Or,

(i— -Wi—-
2
V.. (i —J-A -

\ pj \ p~j \ p \ p'
' ' n=l

et £A_M = 1 - + -

JP7 P—1 ' (p— l)(p 2—l)
nz=l

(p— i)(p 2
—

En effet, il est clair que

(I— a2) •• • (1—««) = I—JT «i + JTaia 2 +

-J- ... ( l)” ala2 ••• an 5

donc, en y posant

a.-=X (p>l, *= 1,2,8,...)

et en passant à la limite pour n—► 00, on obtiendra, d’après la

formule (26),

00 / 1 \ 1 1
TT h — 1 _

...
(« "> 1).7/1 pn] p—l (jp 1)(^2 1) '

n=l
'

On en conclut immédiatement que pour p 4on aura

00 / 1 \ 12
I >H l-d> l-3

=

8’
n=l '

et, par suite,

1
/

1 3
.

/.n/.-H T. i_\
<
”/,i\

<
2

(P°ur ps 4) -

\ p) \ p
2l '" \ jp”-1/ Æs \ P”)

Donc,

y 1
c- A

Â2Z3 ...
Â
m

2 ’
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ou

jr ,-

1

A 2 3 ...An» 3
pour Xn =pn~x (p>4, n— 1,2,3,..

A 2
—

A l’aide de la dernière inégalité nous allons maintenant

démontrer qu’étant donnée une suite des An satisfaisant à la

condition (27), on aura

y _1
(31) I ÂgÂg .. . Zjn | 3

|A| r< 2

En effet, la partie
série dont les termes s’

gauche de l’inégalité (31) représente une

sous la forme suivante:s’écriront

1

A A
v ...

A
vv 2 v 3 m A% Aq Am I

A
v

A A
v 2 v 3 vm

1

Â2Âg ...Am

où v
2 >2, >3,

. . . v

En tenant compte de ce que, sous l’hypothèse (27),

Âj 1

tandis que

Ai 1
pour An=p

n~l (n = 1,2, 3 ...),
P
v
' *

on en conclut immédiatement qu’aucun des termes de notre

série à termes positifs ne sera plus grand sous l’hypothèse (27)
qu’il ne l’est dans le cas particulier, lorsque

X
n = 4n~l (n = 1,2,3,...).

Or, dans ce cas particulier, comme nous le venons de voir, la

3
somme de la série est inférieure à par suite, elle le sera

aussi sous l’hypothèse (27).
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Donc, l’inégalité (31) étant vérifiée, on en déduira que

y A < v 1
<r -H i

2A3 ...Am
=

2A3 ...Am | 2
A| ’

et que

2
A
8 ...A„|

I 4 '
1

Ml
c

-2

D’après cela, on aura

2Z3 ...Âm

A>

>MI (, ,â„| Ml ) i,
V
~

ffl /
>

2
I 4 I •

Donc,

2
|4|< <

2
|A|-

36. Examinons maintenant

s 1

(AÄ,
• •

•

On peut le présenter sous la forme

y 1

si l’on désigne

$1 /?2 •• • ftk—l == Afc— 1, fin = (n Jc).

En remarquant que

Ai
Pi

An-j-1
A»+i

pour

An-{-l
A«-

pour i<k n,

An
Ä7 pour i < n <k,
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on aura, d’après (30),

A
pour n> i 1 ;

par suite, d’après (31),

y
1 3 1

|AA’**An—l| 2 AA •••An—l
et

r
1 _3 1

I ••• Pm | 2
••• Pm

Donc,

vllvl v
1 3 £

|Ä/?2 •• • 1| (/JJ |/? 2/? 3 ...| '' '

.1,31=3 / A \ 1
.

AA ••. A-> '2 AA• • ■ A 2 \ ' P* )PA■ ■ ■P™-i

D’autre part,

= '»ï ï 1 + = ; (p 4, m 2).
P"1-1 P”

1-1 4

Aussi,

y
1

— y
1

<<
15
IX'I

lj I •• • I I
8

\.*k’

On en déduira aisément l’inégalité (29) : on n’aura qu’à
répéter les raisonnements du numéro précédent par lesquels
nous avons déduit de (31) l’inégalité (28).

En tenant compte des inégalités (28) et (29), on peut dire

que, sous la condition (27), toutes les expressions:

■
; 1

3
et 27 lï

’

i
(m =2, 3,4,...)

Z*2A3 • • • a 2 • • •

Zi)

sont certainement différentes de zéro.
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37. Étant donné un système particulier quel-
conque du type 111

œ

Ci — X, (« = 0,1,2,...)
nzzzl

dont les a et Â„ satisfont respectivement aux

conditions suivantes:

1° Ci = O pour i 4= Ic, ck 4= 0,

à: étant un entier positif quelconque ou zéro,

(Ä = 1,2, 3,...),2°

on peut le résoudre par la méthode de Fou rie r.

Les valeurs des inconnues sont fournies par
les formules
iüö i u i m ui c ö

y i
Ä
2
Ä
3 . . .

/ nm-1 (Wd
Xh =(— l)h+fc ICk ~r. T7« r 7-7 ,- ■V7 ä_r

») Mh \IAh \ /Äh \ / Ah \l Ah \

/ / 1 / y \

(h =1,2,3,.. .),

chacune d’elles étant différente de zéro.

(32)

En effet, dans ces conditions, les valeurs des inconnues

du système réduit, formé de n équations, auront pour n —► 00

des limites bien déterminées, finies et différentes de zéro

2c71 = lim x{*\
n->oo

puisque

Z
yy-

1
. #=o (n°36), et

' "+ 1

(n" 35).
y y A-1-2/ j

n
_ i

y p j 3
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Ces limites s’exprimeront évidemment par les formules (32); de

plus, elles satisferont au système donné, en rendant absolument

convergente chacune des séries de ce système

oo

j

n~\

i étant un entier positif quelconque ou zéro

Pour s’en rendre compte, désignons

u
h
= & (ä = 1, 2,3,...) ;

alors on aura

(i (i A/j \/| j
y ) y hh+2] y kh-\-3]

u
h

\ L L L
I Â/î-j-il I I y hh-ysj

s 1

•• ♦

Z 1

(Zh, Âj 'M'S • • •

Or, d’après (27) et (29), il en résultera que

<l5
»=A n pr- (p

Un
TT h- 1-] \P I
11 I jjnl

- n=l
' 1 f

-

/1 \ —*

(pour
\PJ r -

par suite,

lira “»±! =o
Ä->OO Uh

Donc, notre proposition est bien démontrée.

111. Sur la construction des solutions des systèmes du type 111

dans le cas général.

38. Soit donné un système quelconque du type 111

oo

(» = 0,1,2, ...),
n=l



HERMANN JAAKSON A VIII. !72

dont les et les a ne sont assujettis qu’aux conditions sui-

vantes :

10 Ân + Afc pour

2° lim | |— 00

«->OO

3° qu’au moins un des a soit différent de zéro.

Cela étant, nous allons démontrer que l’on peut toujours
construire une solution de ce système, par une méthode analogue
à celle que nous venons d’appliquer, dans le Chapitre I, à la

construction des solutions des systèmes du type I et du type IL

Nous aurons, cette fois aussi, à décomposer convenablement
la suite des en une infinité de suites partielles, à faire cor-

respondre à chacune d’elles un système réduit généralisé, et à

constituer, enfin, une solution du système donné, à l’aide de

celles des systèmes réduits généralisés.

39. Examinons tout d’abord la question de la décompo-
sition de la suite

(£) — • • •

en une infinité de suites partielles (£t).

Désignons, comme au n 0 20, par (£h) la suite

par

(E) — (Et) — (E 2— ...— (En—i)

la suite partielle de (E) que l’on obtiendra en enlevant de la

suite {E) tous les éléments des suites partielles

-^M—l),
et par

P'nl, f^n2, •• •
>
.• .

les éléments de la suite partielle (En ).
Cela étant, nous exigeons que la décomposition de la suite

(E) soit effectuée d’après la règle suivante:
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1° Que le premier élément de la suite (EJ soit celui des

éléments de la suite

(E) — (EJ — (EJ —

...
— (En

—i)

dont le rang est le plus petit; qu’en particulier le premier élé-

ment pn de la suite (EJ soit =

2° Tous les autres éléments de la suite (EJ

•• • pnh,

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (EJ.

3° On choisira une quantité positive pn
de sorte que soit

£

4 pn > | Cn-l | n ;(33)

pour fixer les idées, nous supposons de plus que pn soit l’entier

positif le plus petit qui satisfait à la condition (33).

4° pnh étant déjà déterminé, on prendra pour celui

des éléments de (EJ dont le module satisfait aux conditions:

—— äl>«
Pnh I(34)

prih. I pn(h-{-l)

Pn(h—l) I pnh
pour h>_2(35)

et dont le rang aura la valeur la plus petite, compatible avec les

conditions (34) et (35).
Comme il est aisé de le voir, la décomposition de la suite

(E) peut être bien effectuée, conformément à la règle que nous

venons de fixer.

En effet, on n’aura qu’à répéter les raisonnements du n° 20,

pour mettre en évidence qu’il suffit d’un nombre fini d’opéra-

tions, pour déterminer le premier élément de la suite (EJ,

c’est-à-dire /zni.

Celui-ci étant trouvé, on choisira, d’après (33), pn ‘, alors,

en tenant compte des conditions 2° et 4°, on déterminera de

proche en proche

, pn'4 , P'ni t • • • pnhi pn M"l)>
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On obtiendra ainsi la décomposition de la suite (E) en une

infinité de suites partielles

(-® 1) — H- -F •••-F ~F • •

•»

les éléments de la suite (2?n) satisfaisant aux conditions suivantes :

1° 4< p < n 2 jUw3 < <

1

2° 4^pw >|c„_1 |”,

3° lim | finh | = 00, quel que soit l’entier positif n,
Ä -> OO

4° tous les n premiers éléments de (E) rentrent dans les

premières suites partielles : (EJ, (EJ, . . .
dont le nombre sera n

au plus; donc,

(36) lim | finh | = 00, quel que soit l’entier positif h.
n -> oo

40. Après avoir décomposé la suite (E) en une infinité de
suites partielles (En), nous ferons correspondre à chacune d’elles

(En) un système réduit généralisé (£„)

œ

= y
nh (i — 0,1, 2 . . .),

7i=l

où y, = 0 pouri4=n—l, yn-i = cn-i et, d’après (33) et (34),

>pn
>4:

Il est clair que tous les systèmes (Sn) appartiennent àla
catégorie de systèmes particuliers du type 111 que nous venons

d’étudier ci-dessus; par suite, chacun d’eux peut être résolu,
d’après le n° 37, par la méthode de Fourier, les valeurs des in-

connues étant fournies par les formules (32), si l’on y remplace
Ai, 22, 2g, ... 2a, .. . respectivement par

ftnS, • • •
• • • ,

x
h Par ynh , & P ar n—l- On aura donc
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(—1)î»+»Cb_ 1 . JT ——

/^h \|/Xnh
\ / j\ / j P'nh \/j nh \

\/Znl y y/^n(Zi—1) J y P'n(h-\-l)jy

(Â = 1,2,3,...).

(37)

Remarquons que, d’après le n° 37, ynh #O, Quels due soient

les entiers positifs n et h.

41. En établissant une correspondance univo-

que et réciproque entre les inconnues du système

donné (S) et celles des. systèmes réduits généra-

lisés (£„), de sorte que

xs ♦ *• — ynh
* *■ y

nn >

et en posant

x,= ynh pour xs < >ynh ,

i/n7t
étant fourni par la formule (37), les valeurs des

xs ainsi déterminées constitueront une solution

du système donné (&).

En effet, nous allons démontrer qu’elles rendent absolument

convergente chacune des séries du système (5)

oo

Kxai
S=l

i étant un entier positif quelconque ou zéro, et que la somme

de la (î-[-l) ième série sera c ' :

OO

Ci A
g
x
a.

S=zl

Étant As = /xnZI
et xa = yhn , il est clair que l’on peut

former la série double

oo oo

JE JL snh Vnh

/
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contenant tous les termes de la (i-j-i) ième série de (£)

oo

£tta xs
s=l

et n’en contenant que ceux-ci.

D’après le critère du n° 23, on peut dire que la série double
sera absolument convergente (et, par suite, la (i-J-l) ième série
du système (S) le sera aussi) si l’on a

‘“"'‘ y”d<
(n+A)2+i ,

(e>o)

pour n> Ar
, indépendamment de A, et

pour indépendamment de n.

Nous verrons que, dans ce cas-ci, l’on peut assigner, en effet,
deux entiers positifs : N et H tels que l’on ait

<(2n&)3’

ou I < 1

pour h>H, indépendamment de n, et

pour n>N, indépendamment de h.

Il est évident, qu’il en résulterait immédiatement la con-

vergence absolue de la série double, ainsi que celle de la série

SK Xs
.

s—l

Remarquons, enfin, que, sans restreindre la généralité, il
suffit de n’étudier ci-dessous que le cas où i>o, puisqu’il est
clair que, si la série

CO

%3

B=l

est absolument convergente pour i o, elle le sera à fortiori
pour i = 0.

Aussi, supposons-nous que i soit un entier positif fixe,
choisi d’ailleurs arbitrairement.
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42. En désignant

= |(2Wz4äJ =

(2 nh) 3 c nh
• 27

(in 2 n 3 ... fi nn
(f*nh ’

j
\ /P'nh \ / \ | ,

P'nh |
J\P/n2 J —1) J y P'n(h-\-2)J

aura donc à démontrer que l’on peut trouver deux entiers

et N tels que soit

on

H

U
nh <C 1

pour indépendamment de n, et

pour indépendamment de h.

Remarquons que, d’après (33), (34) et le n° 35,

I Æ P'nh \
>f! \

—

y Hn(h+i)l y
=-il\ 4nl 3

et que, d’après (29),

y 1 15 1 , .

<— pour/i<Cn,
(h .A /Al 2 •• • P'nn 8

•• • —1) /Ai{7i4-19 •• •

xP’nh’ rnV

1
<— pour h > n.

8 jUni fÂ/n2 •• • f^n(n— 1)

OU

D’autre part, d’après (34),

| Vm | > | Vm | pk- x
pour 1 ;

par suite,

y 1 15 1 1

M2/ZnB,,,^M 8
j)

(W~ 1)

2

W

~"

Donc, quels que soient » let h>l, on aura toujours

45 H 3A3 Cn-I

(38) U„„< ~2 (—-i>(w—g) \ / \

li
n~l

n
2 I 11... I 11

'ni J \/^n(h—l) J
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de même, en tenant compte de ce que, pour chaque valeur

entière et positive de h,

ll
/

| /
l| /1 | / |

2

J J \}^n(h—l) y
I I 1 P'n(h-\-2')l 3

on aura

U„n< —

2 /All •• • P"n(n— 1)

(39)

pour quel que soit h.

43. Examinons de près l’expression

D Iftnh /

J y —1) /

en supposant que soit h>» 2«.

Dans cette hypothèse, on aura

/ P'nh

j (h —1) /

~
..

•• • [A ni • • •

P'nh

ftnhj ( j j I/Ai(7i— l) /

3 P'nl

! ftnh
j
\ / ftnh A

J \f^n(h— 1) /

’ A I
3

1

2 /j/nh j\ / Vnh A I f/nh I

/ / “k | I /

Or, remarquons que, d’après (34) et (33),

I |> | | POUT A >2l,
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Ces deux produits contiennent tous les deux (le— 1) facteurs ;

or, chacun des facteurs du dernier produit étant, d’après (35),

supérieur au plus grand facteur du premier produit

P'nk
(Æ = 2,3, . . . i),

on aura

pour 4 = 2,8,...»;
P'nl I /Ai(2»—&+1)

par suite,
/ /W A

—^l—-
— I

fc=2 i I
\ PJn(2i—fc-f-l) I J

D’autre part,

1j / jj
J 1) j 3 h—1)

(7i-2j-|-1) (h-2ï) (ft—2l'4-1) (h—2t)

nr\^—2ï r^h—2i—1 yA. — —

A «
gPn Pn *’*Pn Pn

3
Pn *

Donc,

9
4 0-M.DO-M)

I e 11...1—- 1) 4 2

J \(^n(h—1) J

(40)

pour h > 2i, quel que soit n.

44. En tenant compte des inégalités (38), (40) et (33), et en

constatant que

(n— l)(n—2)
y —n>> 0 pour n> 5,
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on aura

TT ..
45 n 3 Ä3 cM-i 9

Unh <

\ „

~ ‘ ~7~
—————

2 (n—l)(n—2) 4 (Ä—2tH-l) (h—2i)

P
n

* 4 2

405 1 n 3 Ä8

<
8 l/x’ ' (y-OO*-2 ) (*-2*+i) (h-2i) =

W1 1p
n

2 4 2

405 1 n 3 Ä3

= 8 | /yn—i— 11 (n—l)(n—2) (h— 2»4-l) (h— 2Ï)
r MI I

4 2 4 2

pour h> 2i et n>
;

5.

Or, d’après (36),

lim —~— =o ;
«->œ |z<r21|

de même, il est clair que

lim = 0,
n->cc '2Lz£)!±l2I

4 2

et

1-
Ä3

hm = 0 ;
fc->oo (*-2H-D (h-2i)

4 2

par suite, on peut trouver évidemment deux entiers positifs
et h 0 tels que soient

405 1 n
B

-z—
— < 1 pour n > n

O,8 < W- 1X W~2)
n

=

et

Ä3
< 1 pour h > h

n,
(Ä-- 2t-f-l) (h—2»)

r =

4 2

et l’on en tirera immédiatement la conclusion suivante :

Unh <C 1 pour n> n 0 et h > äO .
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45. Allons maintenant examiner les valeurs de

Uyth pour n %q.

n étant fixe : n— n, la série à termes positifs

oo oo

= Z \(2nh)s i^-hy-h
fc=l h=l

convergera, comme on s’en assurera aisément, par les mêmes
raisonnements que plus haut, au n° 22.

On peut donc faire correspondre à n = n une valeur de h :

h— h- telle que soit

1 pour

Aussi, aura-t-on

Uih <Z 1 pour h > hL,

Uzh < 1 pour h:> h2,

Z7 (Wo_i );i < 1 pour hj>

Cela étant, désignons par H celui des n 0 entiers positifs

•• •
o
—l

qui sera le plus grand, ou, au moins, pas plus petit que chacun
des autres n0

— 1 entiers; alors, d’après ce que nous venons

de voir, on aura évidemment

Unh < 1 pour h>H, indépendamment de n.

46. Enfin, il ne faut étudier que le cas: â«<7Z>2. Il est
clair que pour h<H on aura :

1° Ä3^=cff—l) 3
,

2° | |= | 1)

par suite, d’après (39),

TT
45 Cn-1 fln(H-l) L 17Unh < ~9

'

U
P°ur h< H-

L fini fln2 •• • P'nÇn— l)

6
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En supposant, de plus, que soit

n— 1 >_ —2, c’est-à-dire —l,

on aura

i

1)

P"n2 • • • l^n{n— 1)

1

/Ànl pn2 • • • pn(H—2) 1) pnH

1 1

ftnl ftn2 • •
• P"n(H—2) • •

• f^n(n— 1)

s .

1 ! 1 1
|,.H-21 (H-2)(H-3) | ..n—JT—ï+ll (n+H+i—4)(n— H—Ï+l)

r«i I „—2 r”1 I
n

ä
—

1 1

I —i—ll n2—3«4-st
— 2iH— ï2-}-2

rmi I 2
*

Pn

Or, i et h étant deux entiers positifs fixes, il suffit évidemment

de prendre n assez grand, pour que soit

n 2 —3n4- 5i — 2iH— i2 -\-2
1 !— — n ~> 0.

2

D’après cela, en tenant compte de (33), on aura

45 n
3CH—I) 3 1

Unh
2

"

M2—3n+si—2iH—i2+2
2 "

Pn

45 (.H—l) 3 2É
2 | 1 1 «2-sw+st-2ig- ta+2

pour à n étant assez grand

Or,

v
45 (#—l)3

n r n 3
hm —

• - = 0 = hm :—„

n->oo px n->co -L ,
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Il en résultera donc que l’on peut trouver un entier positif n±
tel que soit

Unh 1

pour n'^nl et

Donc, en désignant par N celui des deux entiers positifs :

nr et n
() (n° 44)

qui ne sera pas inférieur à l’autre, on aura

Unh <Z 1 pour n N, indépendamment de h.

47. Des résultats obtenus dans les deux derniers numéros
il s’ensuit immédiatement que la série double

oo oo

J VnX
M=l 7l=l

converge absolument et qu’elle aura, par conséquent, une somme

bien déterminée. Nous allons constater tout de suite qu’elle
aura pour somme c,.

En effet, d’après le mode de détermination des ynh

oo

ynh --=7v
h=l

où yt = 0 pour n=pz--]-l et yt=Cï pour n = i-j-l (n° 40);
par conséquent, il est clair que

oo

c‘ = —

11=1 7l=l

Enfin, la (i i) ième série du système donné (6)

oo

x ,'s s ’

S=l

ayant les mêmes termes que la série absolument convergente

oo oo

P'nh ynh'
n=l h=l
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et ne différant d’elle que par le mode de groupement des ter-

mes, sera absolument convergente, elle-aussi, et aura pour somme

Ci, comme la série double.

Donc, les xs déterminés au n° 41

(®, = p°ur x.-—-

sont tous différents de zéro et constituent, en effet, une solu-

tion du système donné (S).

48. Il est aisé de démontrer qu’étant donné un système

quelconque du type 111

oo

Ci= V (i = 0,1,2,.. .),
n~l

on peut même construire une infinité de solutions, telles que les

inconnues

xa2> • • •
x
a
r ,

arbitrairement choisies d’avance, prennent les valeurs prescrites (a,).

Xa
i
=a

i
(i —l, 2,... r),

r étant un entier positif quelconque.

En effet, décomposons la suite des A
n

(JE) = Aj, Â2, Ag, . . .

A
n,

en deux suites partielles indéfinies

(E-j) = jU-ii, ••
• A6l7*? •• •

>

(E 2 == • • • 2h '
• ’ • >

(E) — (EJ + (E 2),

de sorte que les éléments

■■■ >-a
r

appartiennent tous à l’une d’elles, soit, par exemple, à (E 2

Cela étant, nous ferons correspondre aux suites (ÆJJ et (Æ2)

les systèmes (SJ et (S 2 suivants:
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oo

Gsï) ... a = ylh (* =o, i, 2,...),

œ

(S 2 ... 0 = 2>‘ Äj/2h (i = 0,1,2,...),
h=l

dont le premier est évidemment un système du type 111, tandis

que est un système du type I.

Ensuite, nous établirons une correspondance univoque et

réciproque entre les inconnues (xs ) du système donné (-8) et celles

des systèmes auxiliaires, c’est-à-dire les ykh (& = 1,2), de sorte

que soit

x8 •« ►Âs — ykh •< > ykh (k —1 OU 2).

Supposons, pour le moment, que l’on ait résolu les systè-
mes auxiliaires (/SJ et (S 2 alors, en posant

xs — ykh pour xa < ► ykh ,

on obtiendrait évidemment une solution du système donné (8).
En effet, prenons une série quelconque du système (£), soit,

par exemple, la (i -j- i) ième série

oo

S=l

celle-ci contiendra tous les termes des (i 4“ l)ièmes séries des sy-
stèmes (ÄJ et (S 2

oo oo

P'xh yih ft2h yw
hz=l h—l

et n’en contiendra que ceux-ci.

Les dernières deux séries étant, d’après notre supposition,
absolument cÔnvergentes et ayant pour sommes respectivement
a et O, il en résulterait donc que la série

og

Xa

sera absolument convergente, elle-aussi, et qu’elle aura pour

somme c*.
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Or, le système (SO, étant un système du type 111, peut être
résolu toujours, comme nous l’avons démontré ci-dessus. De

même, le système (xSg) étant un système du type I, on peut
calculer, d’après le n,° 24, une infinité de solutions, de sorte que
les inconnues correspondant aux

æav * ‘ * ' X'a
r

prennent les valeurs prescrites af, a 2, .
. . ar .

On en tirera donc la conclusion suivante :

Étant donné un système quelconque (S) du

type 111, l’application convenable du principe des

réduites fournira une infinité de solutions de

(xS), telles qu’aucune des inconnues ne sera zéro,
et que les inconnues

iCa
1,

%a
2, ■• • Xa

r
,

arbitrairement choisies à l’avance, prendront les
valeurs prescrites (at) :

Xcti = (i = 1,2, . . . r),

r étant un entier positif quelconque.

IV. Sur la construction des solutions des systèmes du type IV.

49. Nous allons étendre le résultat obtenu au numéro pré-
cédent aux systèmes du type IV.

A cet effet on n’aura, au fond, qu’ à répéter les raisonne-

ments du numéro précédent.
En effet, soit donné un système quelconque (£) du type IV

-f-œ

Cî = 27 (i = 0,1,2,...)
n—— co

Décomposons la suite des

(#)—•.. Â_
M, .. . A_v Â

o,
.
z
M,

en deux suites partielles indéfinies:
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(EJ — iWl2j • • • .Ui/i, . . .
et

(Ej —. . . •• • A^2(—l), èa2O, •• • •• • ,

de sorte que les éléments

2,
. . .

Â«
r,

arbitrairement choisis d’avance, appartiennent tous à (EJ, cette

dernière suite, jouissant du même caractère que la suite donnée

(E), c’est-à-dire ayant, au moins, deux points-limites.
De plus, nous exigerons que les éléments pkh (le — 1,2)

satisfassent aux conditions:

|
10 pour <z4=7,

| 2° 4= Que l s Que soient m et n,

(41) 3° lim | kh | =oo {lc =l, 2),
À->OO

4° | ju2(_ w) | < (n = 0,1, 2,. . .),

q, étant un nombre positif fixe.

Il est aisé de voir que la décomposition

(E) — (Æ\) (Æ/2 )

peut être effectuée toujours de sorte que toutes les conditions

ci-dessus soient remplies.

Par exemple, on pourrait procéder de la manière suivante:
On choisira un entier positif n 0 tel que soit

|a£ | (z = 1,2, ...r);

on prendra pour (ÆJ la suite

‘‘

2”0-1’ W
°—1 ’ '

’

' i)2”0_1 ’
* '

’

’

et pour (EJ la suite

{E2) = (E) — (EJ ;

alors la décomposition

(E) — (jE7 1) —f—(Js72 )

satisfera évidemment à toutes nos exigeances.
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50. Faisons correspondre aux suites partielles (Æ\) et
les systèmes réduits généralisés (SJ et (S 2

oo

«
(
= 2

h~l

(Si)

(«y o y2h
h = —CC>

Il est clair que, d’après (41), (ÆJ sera un système du type 111,
tandis que (é» 2 ) sera un système du type 11.

Etablissons une correspondance univoque et réciproque entre
les xs et les ykh Qc = 1,2) de sorte que soit

X
s
* *

— * * Vkh'

Calculons, d’après les numéros 25, 26 et 27, une solution
du système (S 2 dépendant d’une infinité de quantités indétermi-
nées A

n assujetties à la seule condition: 1, de sorte

que les r inconnues de ($ 2) correspondant aux

x
••• x

a
r

prennent les valeurs prescrites (at ) (i =l, 2,... r).
D’autre part, calculons, d’après les numéros 38—47, une

solution du système
Cela étant, prenons

= ykh pour xs < > ykh (k=l, 2)

alors les xs constitueront une solution du système donné (S),
comme on s’en rendra aisément compte,’ par les mêmes consi-

dérations que ci-dessus, au n° 48. ’
Grâce à la présence des quantités indéterminées A

n ( |A„ |Z> 1),
on en déduira une infinité de solutions numériques dont chacune

sera telle que

x
«i = (î =1,2, .. . r).

Enfin, les solutions de (*SÎ) et de (S 2 étant constituées par des

valeurs des inconnues dont aucune n’est zéro, il en résultera
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immédiatement que les solutions du système donné (£) auront

le même caractère.

Donc, étant donné un système quelconque du

type IV, l’application convenable du principe des

réduites fournira une infinité de solutions, telles

qu’aucune des inconnues ne sera zéro, et que

les inconnues

x x
aj

X
«J

arbitrairement choisies à l’avance, prendront les

valeurs prescrites (ai):

x
ai

== a
i

(î =1,2, ... r),

r étant un entier positif quelconque.

X

I



CHAPITRE 111.

Sur les systèmes d’équations linéaires à une infinité
d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet et aux

équations différentielles linéaires.

I. Sur le procédé de formation des systèmes du type V
et du type VI.

51. Dans ce Chapitre nous allons former et étudier une

certaine catégorie de systèmes linéaires à une infinité d’incon-
nues attachés, d’une part, aux séries de Dirichlet et, d’autre
part, aux équations différentielles linéaires.

Décrivons tout d’abord le procédé de formation de ces

systèmes.
Soit donnée, d’une part, une série de Dirichlet quelconque,

sous la forme (I) ou (II) (n° 5)

ræ p~^z

h

à coefficients indéterminés x
w
les quantités satisfaisant respec-

tivement à la condition (2) ou aux conditions (A) et (B) (n° 5).
Soit donnée, d’autre part, une équation différentielle liné-

aire quelconque

. jm—l
Po + -Pi C?) ——+ • • • + y — P(z)dz m dzm~r J v 7

dont les coefficients sont assujettis aux conditions suivantes

1° que PJ» soit, en général, une fonction entière en z

P(z) —C
o

c
r
2 C 2 z

2
Cnz

n +.. .

,

se réduisant, en particulier, à un polynôme entier, ou même à
une constante (le zéro y compris);



A VIII. i Sur certains types de systèmes d’équations linéaires etc. 91

2° que
en z

Pi (z) — Clio -1 - CliiZ —J— tti’2^
2 “F • • •H- 1

(i = o, 1,2,... m).

Cela étant, remplaçons dans l’équation différentielle donnée

dy d2y dmy
V’

dz ’ dz2 '
‘ ' dzm

respectivement par les séries

V —

he
11

,

h

JT(—Xh)xhe
}'hZ ,

h

ÄA ) 2 xhe~
2'hZ

,

h

h

dont chacune (sauf la première) se déduit de la précédente en la

différentiant terme à terme.

On obtiendra ainsi

( (—V’+-- • 4-pm-i(z)(-zs)+
<42 )

' "

\
| +P„(2)}e væ„= P(2)

ou, en tenant compte de ce que

Pi (#) = ttio -J- fltil Z -j— . . .
— dvnfi

1 (i — 0,1,2,... m),

on aura

U ( <PqW + z<Pi (Äh) + z2(p2W+• • • + zr9r (Äh) } e h
P( 2\

h

en y désignant par

(PoM, (pIM, . . . (pr<M
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les polynômes entiers en de degré mau plus:

= a
ok(-W

1 4~ a
lk (—4~ ••• 4" a(m_i)k + a

mk

(fc =O, 1,2,... r),

et par r celui des (m 4~ 1) entiers positifs ou zéros

n
O , nl 5 n

2,
. . . n

ni

qui n’est pas inférieur à aucun des autres.

En développant l’expression

suivant les puissances croissantes de z

19% 4“ z 4“ •. • -f- (X*) | e
hSxh =

= 1 4“ z - 4~ ••• 4“ zV(Pr (Aä) 4-

' + •••+^-1 (^)-
t=p)+

+z’'+I yr(Aj)Lp +

+ ~

2
+ +

Ž I UCM
|
+ <Pi(M \!+• • • +

~~j +
h V I=o L ’

\ 7 • A •

+ Xh2
i 4-

+JUm4t--’+ 4=nr +•• • +
i=r+l

L 7 *

+ 4-4'l æ‘2
’

l
= p<2) -

+ +2^(Xk) (_W _|_

! xh .
•

l’équation (42) s’écrira
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Or, égalons les coefficients des mêmes puissances de z

dans les deux parties de la dernière équation ; alors on obtiendra

évidemment un système d’équations linéaires à une infinité

d’inconnues (æh)

Ci =X [Ç’oW — !+• • • + cpi Xh

hL
’ J

(i =o, 1,2, ... r),

Ci = J 7[W ï + • • • + ] Xh
h ■-

(* > r + !)•

En remarquant enfin que pour i>r dans la (i 4~ l)lème

équation de ce système les coefficients des xh sont des polynômes

entiers en zj4
de degré (m -1- i) au plus, ne contenant que les

puissances des dont les exposants sont > i r, il en résultera

que le nombre des termes y sera (m-p-f-l) au plus.

Donc, le système obtenu par le procédé de formation que

nous venons de décrire peut être présenté sous la forme suivante :
s venons ne accrue peut eue picocuic ouuo ac* l'jmw

<> =2' ! <*»*»* +Vr*-1 +•■ • + a««+o< Xk

hl
.

'

(î =O,l, 2, .. . r),

(43)
1

Ci =2* ! +“il+ •• ■ + “«”+-> n

h
’

(i > r 4- 1),

H v apsiernant, à. leur tour des polynômes linéairesles a
ik y désignant à leur tour des polynômes linéaires des

coefficients des (J = 0,1, ...m) ; par exemple,

«iO = aOO vj

| I a
O2 \ xTn_|_i_2

i! 'T" (i—l)!"^(z—2)’P }
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52. Nous allons constater qu’il y a des cas où les coeffi-
cients des xh,

dans la («4-i)ièm* équation de (43), sont des
polynômes de degré (m-|-z) (comme l’on sait, c’est le degré le
plus élevé possible) ; d’autre part, il y a aussi des cas où le
degré maximal n est pas effectivement atteint; il peut même
arriver que notre procédé de formation des systèmes ne s’applique
point à 1 équation différentielle donnée, parce que la partie droite
de la («4-i)ième équation du système peut s’annuler identique-
ment, tandis que a o.

En effet, remarquons qu’en tenant compte de ce que

aio =(—
î !

on en tirera immédiatement la conclusion suivante: pour que
le coefficient de xh dans la (i-|-l) ième équation du système (43)
soit un polynôme entier de degré il faut et il suffit que
soit «oo 0. *

D’autre part, montrons maintenant que le degré du coef-
ficient de xh dans la équation du système peut être
inférieur à

Soient, par exemple,

P(>(z) =

Pm-i =z ,

<1

P
m(z) =1 ;

alors on aura évidemment

= +l,

= (—Ah)1
,

= (—Ah)m ;

par suite,

|ï>o(A») (
.4- j= (-;.»)< |\' + -,-L +... +l+ 1 j

(i =O, 1,2,... m),
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ainsi que

|<Po(W +•• • + ï>„(W !j — ( ;i‘ ); [«! + 0—1)!
+

+---+(ïz.y
11 en résulte, en particulier, que le système que l’on obtient

dans ce cas-ci appartient évidemment à l’un des quatre types

étudiés déjà dans les Chapitres précédents.
Enfin, examinons le cas suivant.

Soit donnée une équation différentielle linéaire telle que

l’on ait

c
o 4= o,

-?o(O) — a
OO

Pi(0) = aio =O,

— (%mO 0
j

alors

= «00 (—^yn + «10 ( m“1 +.. • + «”»0 = 0

et il en résultera immédiatement que notre procédé de formation

des systèmes ne s’appliquera pas à l’équation différentielle donnée.

En effet, d’après ce procédé, le coefficient de Xh dans la

première équation du système est g’oG'»); or
>

ans ce cas-ci

<p o (Âh) =O; par conséquent, la partie droite de la première équa-

tion du système, s’annulant identiquement, ne peut pas être

égalée à c 0 =b °-

53. Le dernier exemple montre qu’il y a des cas où notre

procédé de formation des systèmes cesse d’être applicable; d’autre

part, d’après les exemples précédents, il y a des cas où il s’appli-

quera bien et permettra alors d’obtenir des systèmes d’équa-
tions linéaires à une infinité d’inconnues de la forme (43).

Appelons systèmes du.type V ceux de ces systèmes

où h ne parcourt que les valeurs entières positives:

A = 1,2, 3, ..
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et systèmes du type VI les systèmes analogues où h par-
court toutes les valeurs entières (négatives, zéro et positives) :

h = ...—n, ...—2, —l, 0,1, 2,
... n,

Les systèmes du type V et du type VI peuvent être carac-

térisés de la manière suivante :

1° Ils sont obtenus des équations différentielles linéaires
en y appliquant le procédé de formation que nous venons de
décrire ci-dessus, les systèmes du type V étant attachés aux

séries de Dirichlet de la forme (I), et ceux du type VI, aux

séries de Dirichlet de la forme (II) (n° 5).
2° Le coefficient de æh dans la (i-pi)ième équation du

système est, en général, un polynôme entier en Xh

4" «ii 1 4~ •• • + «ï(m+») (i = 0,1, 2, ...r) et

(44) J

. aio^1+ «a4-... 4~ «•■(*+>■)^i_r (* >^4~ l )>

les a ik y dépendant linéairement des coefficients des polynômes

P o(4 PM ... Pn(*),

et r y désignant le degré le plus élevé des Pj(z) (; — 0,1,... m).
3° Les polynômes (44) ne sont pas identiquement nuis, au

moins pour une infinité de valeurs entières et positives de i;
ils ne le sont pas, en particulier, lorsque a 0.

4° Pour toutes ces valeurs de i le nombre des termes des

polynômes (44) est donc au moins 1 et au plus (w-j-r-f-1) ;

par suite, si a io—o,cm = 0, ...a^ =o, mais aik 4= 0, on aura.

0 le m r.

D’après tout cela, un système du type V s’écrira sous la
forme suivante:

oo

Cl
] -- .. . -j- «{(m-l-t) |Xh (î =0,1,2, . . . r),

h=l ( ' J

oo

c<=
iUÏ+

'"‘
+ ...+ ai(„ +r)Ârl (»žr + l).

h=l V J

&ik 4= 0, 0 k m r.
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Quant aux systèmes du type VI, ils se présenteront sous

une forme tout à fait analogue ; seulement

oo 4-00

£ y sera remplacé par
h—l h— —oo

11. Sur la résolution des systèmes du type V.

54. Nous allons montrer que le problème de la résolution

des systèmes du type V peut être ramené complètement à celui

de la résolution des systèmes du type 111 ou du type I.

Pour s’en assurer, nous démontrerons la proposition suivante :

Etant donné un système quelconque du type V

( .œ

Ci = a
ik^n+l~kJr ••• + «-on+oH (î =O, 1, ...T),

h=l 1
x '

d= +
h=l 1 '

a.
k 0, 0< k r,

(45)

et en supposant qu’il ait une solution (a?h ), celle-ci
rendrait absolument convergentes toutes les

séries
oo

2J (p = 0, 1,2, ...).
h=l

En effet, d’après l’hypothèse faite, le système donné a une

solution (xQ ; par suite, en tenant compte de ce que nous enten-

dons par une solution (n° 4), on peut dire que la série

O°
, )

Jt | aik +t k4"•• • + a
i(m+r) r| Xh

h—l V
.

f

convergera pour chaque valeur entière et positive de i > r-j-1.
Étant a

ik 0, le terme général peut être présenté évidemment

sous ]a forme suivante :
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1—— ? • —— —k- ,t 9 —— • •j n i m-j-i~k %
Cl Z 1 Cf S m-|-r—k I ik h
ik Z/t

Or, en remarquant que, d’après le n° 53, le coefficient de xh dans
la O’+l) ième équation du système (45) est, en général, un poly-
nôme entier en c’est-à-dire k<jn-\-r, et que, d’autre part,

lim
—— =o,

/i->OC | Â/i |
il vient

lira ( .1 4-
...

4- ~^+r)
.

L_ 1= 0.
à->oo | a

ik À;, a
lk

'k j

Par conséquent, quelque petite que soit la valeur positive
de s, on peut indiquer respectivement un entier positif ??(e) tel

que soit

u
h> I ( l—£) aik I• I +i~k x

h I pour h> n (e) ;

par suite, la série dont le terme général est

convergera, ainsi que le fera la série dont le terme général est

A
h A|-

On en déduira donc immédiatement la convergence absolue
de la série

öo

x
h P our P = 1, *2,. .. m —J- Z — Ic.

Or, étant m-\-i — k>i— r (i> r -]-l), on voit que m-\-i — k

croît indéfiniment avec aussi, toutes les séries

oo

-K x
„ (p = 0,1,2....)

h=l

convergeront-elles absolument.
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55. La série
oo

h=l

étant absolument convergente, elle aura une somme bien déter-

minée que nous désignerons par :

oo

= 2
h=l

Cela étant, on déduit de la («-]-l) ième équation du système
donné (45), dans l’hypothèse que ce système ait une solution,
la relation suivante :

C
i
— aikOOmi-k+ i-k

+ %+l)
G
m+i-k-l

+•• • + a
ï(m+r) °i-r

T + !)•

Généralement, chacune des équations du système donné (45)
nous fournira une relation analogue. On peut les considérer

comme équations ayant pour inconnues les ah,
et constituant un

système que nous appellerons système associé.

Nous en tirerons donc la conclusion suivante. Pour qu’un
système quelconque du type V (45) ait une solution (xh ), il faut

que le système associé
quelconque au type v (4ô) ait une solution \xh), :

fstème associé

[ —k I —k—l
I'" " ’ I |—i)

(* =O, 1,2,.. .r),

&ik —k I |—l) —k—l
I’* ’ I i—r

(« > r 4~ 1)

(46)

ne contienne que des équations compatibles et qu’il ait une so-

lution (oj, lui-aussi.

Remarquons que le système associé (46) est un système
infini récurrent. En effet, quelque grand que soit l’entier posi-
tif s, on peut toujours indiquer une valeur entière et positive de i.

soit i = ?0,
telle que

i— pour

par conséquent, a
s
ne peut figurer que dans un nombre fini

d’équations du système associé, puisque o
s

n’entrera plus dans

la («4~ l)ième équation si
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Il est aisé de démontrer que la condition nécessaire pour
l’existence d’une solution du système donné (45) est aussi suf-

fisante.

En effet, supposons que le système associé (46) ait une

solution constituée par les valeurs

d;, d-2, • • ’ • • •

5

prenons alors le système auxiliaire

oo

°i — x
h (i = °> 2

’ •••) ;
h=l '

(47)

celui-ci appartient au type 111 lorsqu’il y a entre les (Jt au moins

un qui diffère de O, ou bien au type I si a, = 0 (z = 0,1,2,...).
En tout cas, il aura une infinité de solutions, comme nous

venons de voir dans les Chapitres précédents.
Or, on se rendra aisément compte de ce que chacune des

solutions du système auxiliaire (47) est aussi une solution du

système donné (45).
En effet,

C
»

— a
ifc

Ö
m+i-fc+ • • • + %4-r) °7_r —

oo oo

= aik-2J^h +t kx h
J
F ••• ~F a

i(m+r) •ž Tx
h
—

h=l h=l

oo (

=~ «a ‘+• • • +<W,Vx*
(i >»• +1)

h=l )

et, de même,

O° Z X

c
* =jtI aik +’ k

+•• • + a
i{m+i , «xh («’ =°’ h 2,...

h=l v »

56. D’après cela, étant donné un système quelconque du

type V, et en se proposant de le résoudre, on n’aura évidem-

ment qu’à procéder de la manière suivante :

1° On constituera le système associé récurrent et on l’exami-

nera de près: si ce système contient des équations non compa-
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tibles, il est clair que le système donné n’aura aucune solution;

dans le cas où le système associé admet des solutions on les

calculera.

2° À chacune des solutions du système associé

(°o' °2> °
h,

■■ •)

on fera correspondre un système auxiliaire

oo

(i = 0,1,2, ...),
7i=l

appartenant ou bien au type 111, ou bien au type I, selon les cas.

3° On calculera les solutions des systèmes auxiliaires.

Chacune d’elles sera aussi une solution du système donné

du type V et celui-ci n’en aura pas d’autres, comme il résulte

évidemment des considérations précédentes.

Ainsi, la résolution d’un système du type V

peut être ramenée complètement à la résolution

du système associé récurrent et de tous les

systèmes auxiliaires correspondants.

57. L’existence des solutions du système donné du type V

dépend entièrement de l’existence des solutions du système
associé.

Or, remarquons que dans le cas d’un système homogène
du type V (c’est-à-dire lorsque Ci =O, « = 0,1,2,...) le système
associé sera homogène, lui-aussi, et aura, par suite, toujours au

moins la solution triviale

cr.= O (« = 0,1,2,...)

à laquelle correspondra le système auxiliaire du type I

CO

o = 2X*> (»-0,1,2,.,.).
h—\

Ce dernier système ayant une infinité de solutions (Chap. I),
et chacune'd’elles étant aussi une solution du système homogène
donné (du type V), il en résulte qu’entre les systèmes homo-

gènes du type V il n’y en a pas qui n’aient point de solution
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D’autre part, il est aisé de constater que l’on peut bien
former des systèmes non homogènes du type V n’ayant aucune

solution.

En effet, supposons, par exemple, que soient:

1° m— 1,

2 ° PoO) = «0* («0 # 0),

3° = b
o
z—a

o (60 4= 0),

40
c
° J-
a 0

on aura alors <p = —a
o

et = b
o—a0 Âh ; par suite,

~Yi Vo (-M Vi = &o,

et les deux premières équations du système correspondant du

type V attaché à l’équation différentielle

dii
a
o
z ~h (M ao) y—co H- c

i
z H- c 2 z~ 4~

sont

oo

Cq — ( «o)
h—l

oo

ci = JT &o xh ;

n=i

anssi, les deux premières équations du système associé sont-elles

Cq — a 0 Oq,

c
i
~ Nü-

D’après la condition 4°, celles-ci ne sont pas compatibles et, par
suite, dans ce cas-ci notre système non homogène du type V
n’aura aucune solution.

Remarquons enfin qu’il y a des systèmes du type V dont
les systèmes associés ont une infinité de solutions numériques.

En effet, soit

P
o(0) = aOO 0 ;
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alors, comme nous l’avons vu, au n° 52, le coefficient de xh

dans la (€—|— l) ième équation d’un système du type V sera un

polynôme entier en Xh de degré

0 + 0 (î = 0, 1,2, ...),

c’est-à-dire

ttio 0 et le =o.

Aussi, est-il clair que de tous les g qui entrent effectivement

dans la (z-[-l) ième équation du système associé c’est am+i qui
aura l’indice le plus grand.

On peut donc exprimer successivement tous les o
n

où

n>»m— 1 en fonction de

Ô'O)

en considérant ces derniers comme constantes arbitraires.

On obtiendra ainsi une solution du système associé, dépen-

dant, en général, de ces m constantes arbitraires et représentant,

par suite, une infinité de solutions numériques. Donc, dans ce

cas-ci, le système donné du type V sera équivalent à une infinité

de systèmes auxiliaires du type 111 ou du type I.

111. Sur la résolution des systèmes du type VI.

58. Au numéro 53 nous avons déjà constaté que le

procédé de formation des systèmes du type VI, ainsi que la

forme sous laquelle ils se présentent, sont presque les mêmes

que dans le cas des systèmes du type V ; la seule différence

consiste en ce que les systèmes du type V sont attachés aux

séries de Dirichlet de la forme (I), tandis que ceux du type VI, aux

séries de Dirichlet de la forme (II) (n° 5).

Aussi serait-il bien naturel d’essayer d’étendre les résultats

obtenus ci-dessus pour les systèmes du type V aux systèmes du

type VI.

Or, en examinant de près cette question, on constatera

aisément que les raisonnements du n° 54 ne s’appliqueront pas

aux systèmes du type VI.

En effet, au numéro 54 nous avons démontré que chacune

des solutions d’ün système du type V fera converger absolument

les séries
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oo

2, Â;i xh (z = 0,1,2,...),
h=l

puisque de la convergence d’une série

OO I

1' k. "t •■ • + «
((,.+,->Vk

h=l '

résultera immédiatement la convergence absolue’de la série

oo

2X+i_ ‘
x
h
.

s h h

h=l

En essayant maintenant d’obtenir le même résultat pour
les systèmes du type VI, on verra tout de suite que dans ce

cas les raisonnements précédents se trouveront évidemment en

défaut. En effet, il est clair qu’en supposant que les séries d’un
système du type VI

+co z .

-ž
|
a

t-fc
Âr+î *+ •• • +%„+;; (ž =O, 1,2,... r),

h=— 00 '

+ <X> f . Xl aïkK+i *+ • • • +«tïw+r («>r+i)
h=-cc * J

convergent absolument, et que la suite des ne soit assujettie
qu’aux conditions générales (2) et (B) (n°s), on ne peut pas en

déduire, par les raisonnements du n° 54 au moins, la conver-

gence absolue des séries

4-00

Zi=—oo

Mais qu’est ce qu’on doit dire alors à propos de la question
intéréssante suivante?

Y a-t-il des systèmes du type VI ayant des solutions qui
font converger absolument les séries du système, sans qu'elles
rendent absolument convergentes les séries

+oo

2 (i = 0, 1,2,...),
h=—cc

ou au moins quelques-unes de ces séries?
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En laissant ouverte cette question délicate, nous ne nous

allons occuper que de celles des solutions des systèmes du type VI
qui rendent absolument convergentes toutes les séries

2 (i = 0,1,2,...);
h=—oo

nous les appelons solutions (a)

59. Il est aisé de voir que tout ce que nous venons de

dire à propos des solutions des systèmes du type V peut être

étendu, au fond, aux solutions (a) des systèmes du type VI.
A cet effet on n’aura qu’à répéter les raisonnements des numé-

ros 55—5700—O/.

En procédant ainsi, on démontrera la proposition suivante :

Soit donné un système quelconque du type VI

53)

4- oc

G’=o, 1,2...r),

, + oo

«<= !V”+ '“‘+ •• • +%.+••> Z
‘

’ | x'~ +
h=—oo l I

a
a d, o< & m -j- r ;

(n° 53)

(48)

pour qu’il ait des solutions (a), il faut et il suffit

que le système'associé récurrent

(49) lei
=

'' • + a.W.)°o (« = 0,1,2,...)-)

’ c
i
= aa°m+i-.i+ • • • a

i_r («>«■+!)

ait, lui-aussi, au moins une solution.

En faisant correspondre à chacune des solutions du sys-

tème associé

*O, °2> • • • • • •

un système auxiliaire

+oo '

(50) Oi =JJ Â'
h
x

h (i =0,1,2, ...),
h = —CD
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on peut dire que l’ensemble des solutions de tous ces systèmes
auxiliaires contient toutes les solutions (a) du système donné du

type VI et qu’il n’en contient que ceux-ci.

Les systèmes auxiliaires (50) étant du type II ou du type IV,
on se rendra aisément compte de ce que la construction

des solutions (a) d’un système du type VI (48) peut
être ramenée, à l’aide du système associé récur-

rent (49), complètement à la résolution des sys-
tèmes du type IV ou du type IL

60. L’existence des solutions (a) d’un système du type VI

dépendra entièrement de l’existence des solutions du système
associé correspondant.

Celui-ci aura en tout cas la solution triviale

a. = 0 (î = 0, 1,2, ...)

si le système donné du type VI est homogène, puisque dans ce

cas le système associé correspondant le sera évidemment, lui-

aussi.

Il en résulte donc que chacun des systèmes homogènes du

type VI a une infinité de solutions (a), au moins toutes celles

du système auxiliaire du type II

+ oc

0 = 0 = 0, 1,2,...)
h = —C£)

Quant aux systèmes non homogènes du type VI, on pour-
rait montrer à l’aide des exemples, comme au n° 57 :

1° qu’en partant de certaines équations différentielles li-

néaires, on obtiendra des systèmes du type VI dont les systèmes
associés contiennent des équations incompatibles et n’ont, par

suite, aucune solution ;

2° qu’il y a, d’autre part, des systèmes non homogènes
du type VI dont les systèmes associés ont un nombre fini ou

même une infinité de solutions numériques.
D’après cela, on trouve, d’une part, des systèmes non ho-

mogènes du type VI qui n’ont aucune solution (a) et, d’autre

part, des systèmes qui en ont une infinité.



CHAPITRE IV.

Sur l’interpolation.

I. Généralités.

61. Jusqu’ici nous avons appliqué le principe des réduites

aux différents systèmes d’équations linéaires à une infinité

d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet.

Allons maintenant l’appliquer à certains systèmes d’équa-
tions linéaires attachés aux séries entières.

L’objet de nos études, dans ce dernier Chapitre, sera le

problème d’interpolation que l’on peut énoncer sous une forme

plus ou moins générale.
Convenons d’appeler problème spécial de l’inter-

polation le problème suivant:

Étant données deux suites indéfinies de quantités quelconques:

Cj >
• • • • • •

>

•• • • • • ,

les éléments de la dernière satisfaisant aux conditions

kl I |«2 I I«3 I I«n | <

| an | —> oo pour n —* 00,

former une fonction entière F(F) qui, pour z = a
v ,

a 2, dn,

prenne respectivement les valeurs c 1? c
2,

Cn,

En posant

F(z) =Cq —J— -- C22
2 C

nz
n

,

on n’aura qu’à déterminer les coefficients Cn
de sorte qu’ils
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satisfassent au système d’équations linéaires à une infinité

d’inconnues

(51) c. —Co
-J- C

1
a
i -|- C 2a

2 -{-••• + C
n
a” +•• •} (i =1,2, 3, ...).

Appelons ces systèmes (51) systèmes du type VIL
Cela étant, il est clair que le problème spécial de l’interpolation
équivaut à la résolution du système correspondant du type VII.

Quant au problème généralisé de l’interpola-
tion, nous l’énoncerons sous la forme suivante :

Étant données trois suites indéfinies :

1° une suite des («„)

Û/j ,
telle que

I I— I ]< | | •••J? | ün |

| an | —► œpour n —> 00,

2° une suite de nombres entiers positifs quelconques ou

zéros

Pi, Pii P 3«
• • • Pn, et

3° une suite de quantités quelconques

J°> JD M J°) JD Ä)
••• G

i , c 2 ,c 2 ~. . c 2 , e
(0)
,

c
(1)

,
.. . c .. . ,’

n 1 n
’

n ’ *

former une fonction entière F(z) de sorte que l’on ait pour z — an

F(a
n
} = cj»

FW =W
(n =l, 2,8 ...),

(Pn)
\ n' n

c’est-à-dire que la fonction F(z), elle-même, ainsi que ses pn pre-
mières dérivées prennent pour z— an respectivement les valeurs

prescrites n étant un nombre entier positif
quelconque.

Cela revient évidemment à résoudre le système suivant

d’équations linéaires à une infinité d’inconnues :
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c — Cq Ci an -J- C‘2 a
v
-p

+ C
Pn + Cpn+ laMl+ . . .

<”= l!ft + -?C>
2 a„ + ...+

+ 1)
n+1- annJr '• • (n=l, 2,

P) . 3,4,..
= 2ÎG + ...-F

+p
n
(p
n

— 0 cPn <w_2+ (79
n
+1) Pn cPn+ l <n_l4- ••.

c^m) = Pn ■ CPn + CPm4.i an -\- .• •

(52).

Appelons ces systèmes (52) systèmes du type VIII.

Cela étant, il est clair que le problème généralisé de l’interpo-
lation équivaut à la résolution du système correspondant du

type VIII.

Remarquons que dans le cas particulier où

= o pour k=o,l, 2, ...

(i= 1,2, 3,
. ..),

ce problème a été résolu par Weierstrass; en effet, d’après son

théorème célèbre, on peut construire une infinité de fonctions

entières telles que

F = 0

F'(O = ° !
(n = 1,2,3,...).

F
{Pn\a„)=O j

En appliquant convenablement le principe des réduites, nous

montrerons, dans ce Chapitre, que le même résultat peut être

obtenu dans le cas général, les quantités données ayant des

valeurs quelconques.
Ce beau résultat mettra bien en évidence, peut-être d’une

façon plus frappante que le font les Chapitres précédents, le rôle
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important que joue le principe des réduites dans la théorie des

systèmes d’équations linéaires à une infinité d’inconnues.

62. Nous allons résoudre d’abord les systèmes du type VII
sous l’hypothèse particulière suivante, relative àla suite des :

Comme nous le verrons, cette hypothèse restrictive facilitera

considérablement notre tâche de construction des solutions des

systèmes du type VII, en permettant d’y appliquer une méthode

particulièrement simple. Ensuite, nous en dégagerons aisément
l’idée essentielle d’une méthode analogue, s’appliquant aux systè-
mes du type VII, ainsi qu’à ceux du type VIII sous l’hypothèse
suivante plus générale :

| |«l|< | «2 I |«3 | •• • |«n | ,

l |an|—> oo pour n—> 00.

(54)

Ajoutons que ces méthodes ont toutes les deux pour base

commune le principe des réduites, n’étant, au fond, que des modes

d’application distincts du même principe.
En modifiant convenablement la première d’elles, on en

déduira aisément l’autre.

Au lieu de traiter séparément les systèmes du type VII et

ceux du type VIII, sous l’hypothèse (54), nous nous bornerons,
pour éviter des répétitions, à ne résoudre que les systèmes du

type VIII, qui embrassent d’ailleurs aussi tous les systèmes du

type VII, puisque chacun de ceux-ci peut être considéré évidem-

ment comme un système du type VIII dont tous les pn
sont nuis:

Pn=O 0 = 1,2, 3, . . .).

63. Remarquons enfin que chaque système du type
VIII qui admet une solution, en admettra même

une infinité.

En effet, soit

F(z) —co 4- CjZ 4- C2^ 2 -j-... -p cn z
n 4-..

( 1 «11 <C | «2 I <. | «3 1 < • • • <C I
(53) ! | an | —+ oo pour n —► oo
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une fonction entière telle que

FM = c™

F'M =

(?i = 1,2, 3, . ..).

F
{r"\a„) =4’" )

D’autre part, d’après Weierstrass, il y a une infinité de

fonctions entières F(z) admettant d’une façon générale an pour
zéro d’ordre (n = 1,2, 3, ...) et, par suite, telles que

$ (aM ) = 0

— 0

(n = 1,2, 3, . . .);

& ln\an) =0

il en résulte évidemment que la somme

+ <£(*)

i-aussi, une fonction entière telli

(«nj «= <°;

= (f
z(n = 1,2, 3,....).

représente, elle-aussi, une fonction entière telle que

Donc, à une infinité de fonctions 0(D correspondra une

infinité des fonctions F
x (z) = F(z) -j- dont les coefficients

constituent une infinité de solutions du système correspondant
du type VIII.

11. Sur la résolution du problème spécial de l’interpolation dans

un cas particulier.

64. Proposons-nous, sous l’hypothèse restrictive (53), de

résoudre le problème spécial de l’interpolation (n° 61), ou, en

d’autres ternies, de construire une solution du système (51).
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Remarquons tout d’abord qu’étant donné un système quel-
conque tel que (51), on peut le présenter toujours sous la forme

(55) bi =A±ai 4- a? ■4”Anai4~ • • • } (* =1,2, 3, ...),

OÙ %#O, |aw|—+ oo pour n 00,

I «1 I < I «2 I< I a 3 I<•• • < | «n |< • • •

,

la suite indéfinie

•• •

contenant au moins un élément différent de zéro et les incon-

nues y étant désignées par Alf A
2,

A
3,
.. . A„, .. .

En effet, il y a deux cas à distinguer :

1° a
r =f= 0 et 2° a

r —O.

Dans le premier cas on choisira Co
= c de sorte qu’en désignant

c
i
—c = 'b

i (z =l, 2,3,...),

tous les &. ne soient pas nuis; alors, en posant

Ä
n
=C

n (n —l, 2,3,...) et a
i
=a

i (i—1,2,3,...)

on obtiendra évidemment un système tel que (55)
Dans l’autre cas, où at =O, on aura Co =cr ; alors, s’il y a

entre les différences —c
r (* = 1,2,3,...) au moins une qui

diffère de zéro, on n’aura qu’à poser

b
i
= Ci—Cv (*=1,2,3,...)

et
A
n
=C„ (n= 1,2,3,...)■

Dans le cas contraire, étant

c
{ —Ci = o pour i— 1,2, 3.. ~

on peut présenter le système donné (51) sous la forme suivante:

—C\ — C
2
a
i 4- 4“ C

M
a” 1

4~ •• • j (* =2, 3,4,.. .),

d’où l’on déduit immédiatement qu’en choisissant C
t

de sorte

que soit —(\= c 0 0, et en posant
»

«: = a
i+l , 4= c 0 pour *= 1,2, 3, .. . et A

n__ }
= C
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pour n=2,3,4. . . . , on obtiendra encore un système tel

que (55).
D’après cela, il est clair que, sans restreindre la généralité,

on peut se borner à n’étudier, dès lors que les systèmes (51)
où 4= 0, Cq = 0 et la suite indéfinie

•• •

contient au moins un élément cj 0, tous les autres cas se ra-

menant aisément à celui-ci, comme nous venons de le voir tout
à l’heure.

Donc, pour résoudre le problème spécial de

l’interpolation, sous l’hypothèse (53), on n’aura

qu’à montrer qu’on peut toujours construire une

solution d’un système quelconque du type VII

oo

= 2’C„ a”
n i

(56) (i= 1,2,3,...),
n=l

tel que

1° ay 0,

2° |an |—> oo pour n—+ 00,
(57)

3° | | | I I I ••• <
\ I I •• •

i
et

4° ej +O,

; étant d’ailleurs un nombre entier positif quel-

conque.

65. Nous verrons que chaque système (56) satisfaisant aux

conditions (57) peut être résolu à l’aide des systèmes réduits

généralisés dont le £ième s’écrira sous la forme suivante :

oo

7i= Z yh (* = 1,2,3,...)
h=l

(58)

où y.= 0 pour la suite indéfinie

Äg
i
Ag, • • •

étant telle que

žp>4 (n = 1,2, 3,. . .).
Au

(27)
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Il résulte évidemment de (27) que

| |—> oo pour n—> 00,

et

Â

V" > Pn
~m

Polir n ~> m
>

quels que soient les nombres entiers positifs n et m (n° 35).
Quant aux systèmes tels que (58) dont les Â„

satisfont à la condition (27), nous allons montrer

que chacun d’eux peut être résolu par la méthode

de Fourier.

En effet, étant donné un système (58), désignons par

y?\ yÿ\ ••• y{ •• •

les valeurs des inconnues du système réduit correspondant, ne

contenant que n équations et autant d’inconnues {n = le) ; cela

étant, on aura évidemment

4 l«)

î4,"’ = (—i)' ,+‘7t

OÙ

i Âi... zr
1

1
...

Z 2

1 z-L An, . . . am

et

i ž, ...
>.'r2 aï ...

zr1

1 q g h—2 q * n—l

(n)
.1 Afc—l .• . Afc—l Afc_i .. . Afc—l

1 1 h jw—l
1 Afc_|_i .. . Afc+i Afc-4-i .. . Afc-t-i

1 5 Î
—2 ; jn—l

± Än ...A)t Ä)i . . . Zvh

En comparant cette solution-ci avec celle du système r’éduit
fini correspondant au système (22) (n° 30), on s’aperçoit aisé-

ment de ce que celle-ci s’obtient de celle-là en y remplaçant

le par h— l, h par le et c
k par yk .
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Donc, d’après (23) (n° 30),

(H-l)

y\? =
i\ / t\ /i \ /-i

u
~ ) ,,lx

fcz1

— Il a’’’ d
'''''' ' ' ' ' '

(h =1,2, 3, ... n),

(M-l)

2'
(W

2 3 ”‘ 1

étant la fonction symétrique, entière et homogène d’ordre h— l

des n— 1 quantités :

11 11 1
Z

r’ r’
'* ’ r-*’ i—’ ** ’

r (n° 30)
Zj Zg Z&—l Zn

En tenant compte de la condition (27), ainsi que des con-

sidérations des numéros 33 et 37, on pourra en conclure que
les limites

n->oo

existent,

de zéro

étant finies, bien déterminées et, pour yk 0, différentes

zéro

I !

(-D-n a eo/ n/
. I Mfc / Afc \ OO / Afc \

/ / j y Âfc-j-mj
(59)

(h = 1,2, 3,...).

Les valeurs des yh,
qui viennent d’être obte-

nues, constituent une solution du système (58)
en rendant absolument convergentes toutes ses

séries.

En effet, prenons, pour fixer les idées, la série «
ième

,
i étant

un nombre entier positif fixe choisi d’ailleurs arbitrairement, et

désignons par
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u
h =

l
yh u

tl -i-i. =hi yh+l
ses deux termes successifs ; alors, d’après (59), on aura

| y 1

«H-,
= Â

(M)
44 •• •

t'

j' 1

(ÀU1)

et, par suite, d’après les inégalités (29) ou (28) (n° 35),

“Lil <l5
u
h

donc,
U, ,

, Jh+l 0 pour h —> oo

u
n

et il en résulte immédiatement que la série iième converge abso-

lument.

Les parties droites des équations du système (58) s’obtien-

nent de la série

oo

X yh
h=l

en y faisant parcourir à z les éléments de la suite indéfinie

Or, remarquons que, si l’on entend, dans cette série, par yh
re-

spectivement les valeurs bien déterminées des inconnues du

système (58) fournies par les formules (59), cette série représentera
une fonction entière ip(z).

En effet, comme nous venons de le voir, elle converge

absolument pour s = Zi, i étant un nombre entier positif quel-

conque; par suite, elle le fera évidemment aussi dans toute

l’étendue du plan de z, puisque

|Âi| —> oo pour i—> 00.
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Nous en concluons donc que chaque système (58)
où la suite des Â

t

satisfait à la condition (27)
nous fournira une fonction entière

= Zyh
z
h~ 1 .

h=l

66. L’idée essentielle de la méthode par laquelle
nous allons résoudre le problème spécial de l’interpolation,
énoncé ci-dessus (n° 64), consiste en ce que nous allons former,

d’après une certaine règle, une suite indéfinie de systèmes réduits

généralisés
(S 2), .. . (&), .. .

analogues à (58) ; à l’aide de ceux-ci nous construirons respec-

tivement une suite indéfinie de fonctions

en choisissant les systèmes (&J de sorte que les fonctions cor-

respondantes y
n
(z) satisfassent aux conditions suivantes:

(1) que ipjz) soit une fonction entière, représentée
par une série entière de z convergente dans toute l’étendue

du plan de z ;

(II) que la série
co

~'V
n=l

soit uniformément convergente dans le même

domaine;

et que l’on ait:

(III)
w
(a.) = 0 pour i=l, 2,3,... n —l,

(IV) ipn(an) =cn —
— <p2(aM

)— ...—W-i(«
n
)

(n=l, 2,3, . . .).

Supposons, pour le moment, tout cela fait; alors, d’après (I)

et (II), la série
oo

2 v>n(z)
n—l
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représenterait évidemment une fonction F(z) holomorphe dans

toute l’étendue du plan de z, c’est-à-dire F(z) serait une fonction

entière ; de plus, en tenant compte de (III) et (IV), on aurait

—ViW + ''l’2(aj+•• • + V„(®„) = c
„>

(n =l, 2,3, ...) ;

donc, la fonction F(z) serait bien une fonction entière exigée

67. Quant àla règle d’après laquelle on formera les systè-
mes réduits généralisés (£„), nous nous permettrons de faire à

ce sujet quelques remarques générales, avant qu’elle soit fixée

définitivement.

Remarquons tout d’abord que les parties droites des équations
du système donné (56) s’obtiennent de la série entière

OO

ZCm
zm

m—l

en y faisant parcourir à z les éléments de la suite donnée

(A) = at, a 2, a 3, ..
. a

m,
.. .

D’une façon tout analogue, nous formerons les parties droites

des équations du système nième (Sn), quel que soit n, en prenant
une série partielle déduite d’une certaine façon de la série

oo

2 C
m zm

w—l

et en y faisant parcourir à z les éléments d’une suite partielle
(A„) déduite d’une certaine façon de la suite donnée (A).

Les rangs des termes de la série

oo

ŽCm z
m

«I=l

prenant,
pour z— cii, a2, a

3,
. . . am ,

respectivement les valeurs prescrites

• • • Cm, • • .
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constituent la suite naturelle des nombres

(Æ) = 1,2, 3,4, ...m, ...;

or, d’après le n° 15, celle-ci peut être décomposée en une infinité

de suites partielles bien déterminées

(-E*) = 4~ • • • + H- •• •»

(Em) étant

= 1.2”1-1
,
3.'2 m~l

,
s.2*"—\ . (2A—

quel que soit le nombre entier positif m.

Cela étant, convenons de former toujours la

série partielle de sorte qu’elle ne contienne

que les termes de la série

CO

—
Cmz

m

m=l

dont les rangs constituent la suite partielle

(Emn) = I.2mn~\ 3.2Wn \. . . (2Æ—l) .
2mn \

mn
étant un nombre entier positif que nous dé-

terminerons ultérieurement.

On aura donc

= C
L2

m * + C
3, 2

m Z ' +•« • +

I /' (2/i—l)2 11 I
+ C

(2»-l)2”«- 1 “ +

et il est aisé de voir que, quant à la forme de v
w
(2 ')> celle-ci est

complètement caractérisée par mn ; en tenant compte de cela,

désignons dès lors cette série par

Supposons, pour le moment, qu’on ait choisi d’une façon

quelconque mn,
ainsi que

(j4_n) C&m 2? •• • o>nn, •• • >
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(An) étant une suite partielle de (JL); alors, quel que soit le
nombre entier positif i, nous exigerons que la partie
droite de l’équation i ième du système (Sn) soit

n
fani) %>)•

Quant aux parties gauches des équations de ce

système ($„), égalons-les toutes à zéro, sauf celle
de l’équation n

lème
que nous désignons par ôn, en

nous réservant de la déterminer ultérieurement.

D’après cela, il est clair que chaque système (£„) sera com-

plètement donné dès que l’on a fixé d’une façon quelconque ses

trois éléments caractéristiques: mn, (â„) et <5„ ; il en

résulte donc que le procédé de construction des sy-
stèmes réduits généralisés (Sn) consiste, au fond,
en ce que l’on fait, d’une certaine façon, choix
de leurs éléments caractéristiques.

68. Comme nous venons de le constater tout à l’heure, les
éléments caractéristiques mH, (JLJ et d„ déterminent un système
(&) de la forme suivante :

dj Wîn) (î —“ 1,2, 3, ...)

où, par définition, ôi = o pour i4= n ; explicitement celui-ci s’écrit

A — r r ™mn~' I I
&

+ G
(2h-l)2

m
»~

1 anT 1)2 +'• • | (« =1,2,. . .)

ou, en tenant compte de ce que

(2h —I)2’" M I=(h— 1) 2
m
” -j- 2wln

~ 1

,

A / \ 1

+ C
(2h- ] + • • .0 = 1,2,...);
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enfin, en désignanttant

2
w
w
- 1

a
™ (z= 1,2, 3, . . .),

î 2
m
"

"i Ctni

Vh ~ Wn ~1 ~ ■*■’ 2 ’ 3 ’ ’ ’ *)’

se présentera sous la même forme

(60)
1

notre système
stème (58) :

se présentera sous la même forme que le sy

oo

r,= 27î/a^_1 (« = 1,2,3,...)
h=l

où /i= 0 pour car, par définition, ô< = 0 pour i=f=n
Donc, quel que soit le nombre entier positif n, chaque

système réduit généralisé (Ä) formé à l’aide de

ses éléments caractéristiques mn, (A n ) et ô
n (n° 67)

peut, en effet, être mis sous la forme d’un sy-

stème tel que (58).
Il ne reste, par suite, qu’à déterminer les éléments caracté-

ristiques, de sorte que les systèmes (Sn) puissent être résolus

par la méthode de Fourier, et qu’ils nous fournissent une suite

indéfinie de fonctions

V’iG2 ', wq), -îp2(^,m 2), • • • . .

satisfaisant aux conditions (I), (II), (III) et (IV) (n° 66), étant

00
-1

où l’on entend par C m„-i
les valeurs respectives des incon-

r

(2h—l)2 M

nues du système (£„) obtenues en résolvant ce système par la

méthode de Fourier.

69. Examinons maintenant de près les conditions auxquelles

il suffit d’assujettir les éléments caractéristiques m,„ (J„) et ô
n,

pour que les fonctions correspondantes m„) satisfassent, en

effet, à toutes les conditions énoncées au n° 66.
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Comme nous venons de le voir, au n° 68, chaque sy-
stème (&„) s’écrit sous la forme d’un système tel que (58), en y
introduisant Â., yh à l’aide des formules (60).

D’autre part, d’après le n° 65, chaque système (58) dont la

suite correspondante des satisfait à la condition (27) déter-

mine une fonction entière de z.

Nous en tirons donc immédiatement la conclusion suivante :

pour qu’un système (£„) nous fournisse une fonc-
tion entière tyn(z, mn\ c’est-à-dire pour que la condition (I)
(n° 66) soit remplie, il suffit de choisir mn et (A„)
de sorte que l’on ait

“•««+■>
>4 (m = i,2,3 ...).(61)

De même, pour satisfaire à la condition (III) (n°66):

'ipnÇai, mn) = 0 pour i=l,2, 3, ...n—l,

il suffit évidemment de choisir (2„) en tenant

compte non seulement de (61), mais en imposant
encore cette autre condition:

(62) ani =ai pour i=1,2,3, . .. n—l.

En effet, étant ô
t- — o pour i4= n (n° 67), il en résulte que

V
w
(a«, Wn) = 0 pour i + n ;

par suite, lorsque ani =ai pour i—l, 2,3,... n—l, on aurait bien

V’n («i, ™„) = 0

pour les mêmes valeurs de i.

Ensuite, pour satisfaire à la condition (IV) (n°66):

Vi (aM,
-p (a M , w? 2) +•• • + w„) = cn,

il suffit de prendre, comme on s’en assurera

aisément,

(63)
MW
—

lön = cn— ip! (an , — ip2 (an, —...— (a,„ mn-i),
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en supposant que les fonctions entières

••• 'V’n-l mM_i)

soient déjà déterminées par les n—l premiers systèmes

m (&>), ... (&_!).

Cela étant, aurait évidemment une valeur finie et bien

déterminée.

Enfin, pour que la condition (II) (n° 66) soit

remplie, elle-aussi, il suffit, comme nous le montrerons

ultérieurement, d’imposer à mn
encore la condition

suivante :

|K | ——- < 1 pour n> r,
mn—-

fl,2

(64)

r étant un nombre entier positif quelconque
choisi de sorte que l’on ait

|am |X> 1 pour m>r.

Donc, il s’agit dès lors :

1° de montrer que l’on peut, en effet, satisfaire aux con-

ditions simultanées (61), (62), (63) et (64) que nous venons

d’imposer aux éléments caractéristiques mn, (X) et ôn ;

2° de fixer définitivement ces éléments au moyen de

règles précises, permettant de les choisir en tenant compte de

toutes les conditions mentionnées ci-dessus, et

3° de démontrer la convergence uniforme de la série

Y Wn (z, mn)
n=l

dans toute l’étendue du plan de la variable z, les fonctions

entières étant construites à l’aide des systèmes (Sn)

déterminés par leurs éléments caractéristiques.

70. Occupons-nous d’abord de la première de ces trois

questions.
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Supposons que l’on ait déjà construit les n—l premières
fonctions entières:

à l’aide des systèmes (6J, (S 2 .• . (&„_!); alors, d’après (63),
ôn sera une quantité finie est bien déterminée.

Cela étant, il est aisé de voir que l’on peut toujours
supposer que soit

I
ö
w

y = -

'”1
»
mn- 1

an

pour n r, r étant un nombre entier positif quelconque choisi
de sorte que |am |> 1 pour m r.

En effet, étant et, par suite, | an |X> 1, il en résulte
immédiatement que pour chaque valeur finie de <5

W
on aura

pourvu que mn
soit respectivement un nombre

positif assez grand.
En particulier, lorsque |an |>>l, et ô

n a une valeur bien

déterminée, il y a évidemment un nombre entier positif
le plus petit xn 1 satisfaisant à l’inégalité

X
n

’

a
n

c’est-à-dire tel que

log I <5„ I
z > ;

log |an |

xn une fois calculé, on peut dire que |y
n
|< 1 pour chaque

valeur entière et positive de mM satisfaisant à la
condition

ni 1

2 >z

Reste enfin à examiner de près (61):

H 12Ww

(™ = 1.2.3....).
Unm I

anm y désignant rnième élément de la suite partielle (2„) dont les
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n premiers éléments doivent être les mêmes que ceux de la

suite donnée (A):

ani =Ui (i =l, 2,3,... n).

71. A cet effet démontrons tout d’abord la proposition
suivante

Étant donnée une suite indéfinie

(A) Cl], Hg, H3, .. • Clm, •• •

telle que

HiKhžK-• -<|«m|<. ••, |am |->œ pour m->oo,

on peut toujours déterminer un nombre entier

positif le plus petit de sorte que pour

on ait

> 4 (« =l, 2,3,. ..n),
di

n étant un nombre entier positif quelconque, et

p:>4 un nombre positif fixe.

En effet, par hypothèse,

>1 (i=1,2,3, ...).
a*

Or, désignons par q celui des n nombres positifs :

Cl2 I dn 1

—1I CL%

qui sera le plus petit, ou, au moins, pas plus grand que chacun

des autres ; d’après cela, pl> 1 et, par suite, étant donné p:> 4,

on peut faire correspondre à ces deux nombres fixes : q et p un

nombre entier positif de sorte que soit

Q^n P-

Pour fixer les idées, entendons par p
n

le nombre entier positif

le plus petit pour lequel est remplie la dernière condition.
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Cela étant, on aura évidemment à fortiori

K> /U

donc, en particulier,

9
W,
«

É» > p

pour chaque valeur entière et positive de mn satisfaisant à la
condition

™n
2> U .

= ‘ n

En tenant compte enfin de ce que nous entendons par q,
il est aisé de voir que fz

n
, qui vient d’être déterminé tout à

l’heure, est bien le plus petit nombre entier positif pour lequel
on aura

a2-1-1

n
(« = 1,2,3,...»).

Cl 2

72. Montrons maintenant qu’il est bien possible de déduire
de la suite donnée (A) une suite partielle

(-4-n) an2, .. . •• • »

et de choisir un nombre entier positif mn
de la façon que l’on ait :

1° «m =ai pour i=l,2, 3, ...n,

«n(m+D
mn

>p>4 (m = 1,2, 3, . . .)•2°

En effet, en posant

«m =ai pour i=l,2, 3, ...n

et en calculant, d’après le numéro précédent, on aura

«■nfm-l-l) I A
—— p> 4 pour m=l,2, 3, .. .

n— l.
ö-nm I
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Quant à tous les autres éléments de la suite (A„)

j
• • • a?lm ,

. . .

,

nous les choisirons de sorte que l’on ait

aan(n+V > j, > 4,
Ctntn

m étant un nombre entier positif quelconque. A cet effet on

n’aura qu’à procéder de la manière suivante. Etant donné un

élément quelconque (m >n)de la suite (An), prenons pour

aw(m+i) un
élément quelconque de la suite (A), soit as,

tel que soit

—

(liim

Or, cette dernière condition n’exigeant que ce que |as | soit

assez grand:

Il
l*n

i I

ds I P j &nm | ,

elle peut être satisfaite évidemment d’une infinité de manières,

puisque | am \ —> oo pour m—* oo et, par suite, à partir d’un certain

indice N assez grand tous les éléments de la suite (A) sont

tels que chacun d’eux pourra être pris pour a„(w+ i).

Donc, en imaginant notre procédé continué indéfiniment,
on obtiendra une suite indéfinie

(An) , • • •

satisfaisant aux conditions suivantes:

ani —ai pour i—l, 2,3,... n

et

>p > 4 (W =l, 2,3,.. .)

cette suite admettant d’ailleurs, comme il est aisé de le voir

une infinité de déterminations.
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Cela étant, il est clair que

a
2
™
n

(m — 1,2, 3, . . .)

pour chaque valeur entière et positive de mn telle que

2nin (n° 71),

c’est-à-dire à partir d’une valeur assez grande de mn.

Remarquons enfin que dans le cas où

n r (n° 70)
on aura de plus

r
n
|<i

pour chaque valeur entière et positive de mn satisfaisant aux

conditions simultanées et bien compatibles suivantes :

Z
' fj/n

(n° 70).
. mn~l

et 2 > xn

Nous en tirons donc la conclusion que, si les éléments

caractéristiques des systèmes

•• • (^M—l)

satisfont aux conditions (61), (62), (63) et (64) (n° 69),
ceux du système (£„) peuvent être choisis tou-

jours de sorte qu’ils satisfassent, eux-aussi, aux
mêmes conditions, (A„) et admettant même

une infinité de déterminations.

73. Pour fixer les idées, convenons de choisir (An) et

d’après certaines règles simples n’admettant pour eux qu’une
seule détermination, quel que soit le nombre entier positif

A cet effet prenons pour (AJ la suite indéfinie

(dj — «n, ai2> • • • «lm, . . . ,
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en déterminant ses éléments de la manière suivante : soit a
n
=a

r

et, d’une feçon générale, étant u'xé un élément quelconque

(iim (w > 1), soit ai(’>h~ i) — as

où l’on entend par as celui des éléments de la suite donnée (A)
qui satisfera à la condition

— - .

> p 4

et occupera le rang le plus petit possible.
Cela étant, prenons pour (A,} ) la suite indéfinie

(Am) — ttnl, •• • O-nn-) .

dont les éléments soient

io ani —ai pour i=l,2, 3, ...n et

2° «m— «i» pour i — n-f-l, n-|-2, .. .

D’après cela, chaque suite (A„) sera donc complètement déter-

minée, quel que soit le nombre entier positif n; en particulier,
si les éléments de la suite donnée (A) sont tels que

>jp>4 (m = 1,2, 3, . . .),

chaque suite (A„) construite d’après la règle précédente deviendra

évidemment identique à la suite (A).
Comme il est aisé de s’en assurer, les éléments de la suite

(An), que nous venons de construire tout à l’heure, satisfont bien
à la condition

9 m
n

"

:> p:> 4 (m =1,2,3, . . .)

pour 2
m
” > quel que soit n ; /an désigne ici, comme auparavant

(n° 71), le nombre entier positif le plus petit pour lequel on a

— >P > 4 (« =l, 2,3,... n)
ai
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Quant à déterminons-le de la façon suivante:

1° soit wq =l,

2° pour n>2 soit mn
le plus petit nombre entier positif

satisfaisant aux conditions simultanées suivantes:

2™n >
z
/xu,

Wîn — 1,

9
mn-1 y

la dernière d’elles n’étant d’ailleurs imposée que lorsque n>r;
on y entend par r un nombre entier positif quelconque choisi

de sorte que l’on ait

1 et |am
1 pour m> r ;

z„ est, d’après le n° 70, le plus petit nombre entier positif pour
lequel on a

ô
n

a
x
n

Un

étant n> r et

ô
n =cn— ipr (an, mi) —y2 (an, m 2) — ...— îpM_x

(a„, mn_i).

74. D’après les règles que nous venons de fixer au

numéro précédent, il est aisé de déterminer successivement les

éléments caractéristiques des systèmes réduits généralisés

(sž)> • • • ($0

d’après l’ordre de grandeur de leurs indices (n) ;ce procédé nous

fournira les éléments caractéristiques satisfaisant à toutes les

conditions énoncées au n° 69.

Tout d’abord on fixera p et r de sorte que l’on ait

p >4, et |am | 1 pour

ensuite on formera, d’.après le numéro précédent, les suites

partielles
-4»û’ • • •

Le système aura pour éléments caractéristiques

= c
x, (Ajl) et ml ==l.
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Les éléments de la suite (AJ satisfaisant à la condition

alm =

4 ’

le système (£J nous fournira, d’après les numéros 69 et 65, une

fonction entière bien déterminée prenant pour 2 = la

valeur ô
1
= c

v

Cela étant, le système (âS* 2 ) aura pour éléments caracté-

ristiques
ö 2 == c2 Wj, (A 2 et m

2,

m 2 étant le plus petit nombre entier positif satisfaisant aux con-

ditions

= 1

lorsque 2<Zr, ou bien aux conditions

2”12

—1,

lorsque 2— r (n° 73).
Les éléments caractéristiques du système (S 2 une fois dé-

terminés, ce système nous fournira une fonction entière cor-

respondante 2(^ w2) prenant pour z = ax , a 2 respectivement les

valeurs 0 et ô
2 .

D’une façon générale, après avoir déterminé les éléments

caractéristiques des n — 1 premiers systèmes :

(SJ, (S 2 .. . (&-J

et après avoir construit à l’aide

entières correspondantes

de ces systèmes les fonctions

2(z,m2), . . .

on calculera

ô
n =Cn—U’i («h, Wi) — (a,(, w 2) — ...

— 'lpn-l (aH , m„_i).
9*

/
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D’autre part, d’après le n° 71, on calculera /zn ; alors, si n<A,
on n’aura qu’à tenir compte de fin et mn_i pour déterminer m n,

tandis que dans le cas contraire où n>r il faut encore calculer

préalablement nn (n° 73).
Les éléments caractéristiques ôn, (An) et mn une fois obte-

nus, le système (Sn) nous fournira une fonction entière bien

déterminée 'ipn(z,mH) prenant pour

•• •
— .l,

/

respectivement les valeurs

0,0, ... 0, ô
n ;

on s’en assurera aisément, car les conditions (61), (62), (63) et

(64) sont, d’après le n° 73, bien remplies.
La fonction tpn(z, mn) s’écrit (n° 68)

oo

, , x V (271-1)2 Mw

V>n(z, mn) = z
’

h=l

(65)

xnll y désignant la valeur de l’inconnue

mn 1

obtenue en résolvant le système (Sn) par la méthode de Fourier,
c’est-à-dire :

■£
1

—

An2 • • ■ ™nh

(66) xnh = {—l)h+y
n

. ___

l) \ 7 \ /à \ °° / ; \
I . i I

_. | /
1 j _

./ A>ini
! . LI I ä i. I••

• I « Ijj/ \ ' ~

õ I
\™»il / \' i’H2 / y^n)»—l) / y AhiJ

tn=n-|-l
OÙ

y— — =

'n in,,—1 >n„ —1

a 2 ” n
-

11

nn Un

I

et

ÂMt = afw (* = 1,2,8,...) (nos 65 et 68)

Étant

=

-

>p 4 (z- = 2,3,. . .),
&ni
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il en résulte, d’après le n° 65, que œnh aura, en tout cas, une

valeur finie et bien déterminée ; celle-ci sera différente de zéro

pour yn 0, mais nulle pour y
n
=O, quel que soit le nombre

entier positif h.

Nous en concluons donc que la fonction entière

yn(z,mn) ne s’annule identiquement que si =O,

c’est-à-dire si

ôn =Cn — lp! (an , («», ■
— Wn-l (««> WÎ„_1) =O.

75. En imaginant le procédé de formation des fonctions

entières, que nous venons de décrire, continué indéfiniment, on

obtiendra ainsi une suite indéfinie

(z,mj, (*» ms), •• •
w>! )>

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s’annuler

identiquement, il est aisé de voir qu’elles ne le font pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,

d’après le n° 64, que Cj #O, j étant un certain entier positif.
Pour fixer les idées, supposons que cj soit le premier élé-

ment de la suite indéfinie donnée

Ci, C 2, ... Cj_v Cj, ... c
m,

...

ni

qui diffère de zéro

—C?—•• • — Cj |— 0, Cj -f- 0,

alors les j— 1 premières fonctions:

Vi(*, mj, m2\ .. .

s'annulent identiquement, étant

ôi =d2
=
...

== ö
j_ 1 =O,

mais mj) ne fait pas, puisque ôj —Cj# O :

= ô
j= c

j 4= o-

Donc, en formant avec les éléments de la suite indéfinie

wj, m 2), ... y)n(Z', Win),
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la série
oo

mn),

il est clair que tous ses termes ne s’annulent pas identiquement.

76. Reste enfin à démontrer la convergence uniforme de

la série

co

mn)
n—l

dans toute l’étendue du plan de la variable z.

En tenant compte de (65) et en désignant

7 X (27i—1)2
M*
w

1

Vnh (2) = Xnh(67)

on peut présenter la série

CO

yj 'lpnÇz, WM)
nzzzl

(68)

sous la forme de la série double

oo oo

(69) JJ Vnh (?)
M=zl 7lz=l

pour toutes les valeurs de la variable z qui rendent absolument

convergente cette série double (69).
En effet, les séries (68) et (69) contiennent toutes les deux

les mêmes termes vnh(z) ; d’autre part, la somme bien déterminée

d’une série double absolument convergente ne dépend ni de

l’ordre ni des différents modes de groupement de ses termes.

Nous en tirons donc la conclusion suivante :

La série (68) peut être considérée comme déduite de (69)
en y groupant, d’une certaine façon, ses termes vnh(z); elle sera,

par suite, absolument convergente pour chaque valeur de la

variable z= z 0 Pour laquelle le sera la série double (69), toutes

les deux ayant la même somme (cr) :

co oo oo

X Vnh(Zû) =G= F o, mn).
n=l h—l n=l
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77. Démontrons d’abord que la série double (69) converge

absolument pour 2 — ai, ai étant un élément quelconque de la

suite donnée

(-4) — Ct<£, Æg, • • •>

Pour cela il suffit de démontrer que l’on peut trouver deux

nombres entiers positifs : H et N tels que soit

Unh 1

pour indépendamment de w, ainsi que

pour indépendamment de h,

étant

Unh = | | (2nft) 3 ou, d’après (66) et (67),

/, . (2/i—l)
1

..
v

1
t2nA> «<

.

7» . 2

(70) K, Â =
U- Â

--

—

(Aim 1\ I i\ /
-,
\TT I

,
\

ï *■ II T
‘ 'I 3 "*■ I I /

Anl / \>-n2 / \AM(n-l) l
m = n+l \ nml

En effet, il en résulterait immédiatement que, pour les

leurs indiquées de n et h, on aurait

va

K4« i)l< (A+^)2+p (o<e<i);

donc, d’après le critère du numéro 23, la série double (69) serait

bien absolument convergente.
Cela étant, examinons de près U„h .
En tenant compte de ce que

= (n° 74)

1 lom
> (m = 1,2,3, ...),

_

Ctn(m+l) I2 ”

> > 4 (no 73)
/■tm O'nm I

et

on a, d’après le n° 35,

00 / î \
00
/ ... i 2

m=n+l ' '

m—l ' ' .
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d’autre part,

(2Ä— l)2”*”
1
= (A—l)2*”-|- 2W,i-1

par suite, d’après (70), on peut écrire

(71) Unh <C Q(n) . P(n,h) où

12n3
y
n
afn 1

(72) Q(n) = et
/

j J —1) I

2
mn\ h~l

y.
1

h \ ai • 2 t~-o r-

\ / / \ n 2
(73) P(n, h) —

.78. Étudions, à leur tour, les expressions
Occupons-nous d’abord de la première.

Étant

et P(n,h).

17
n
|<C 1 pour n>r (n° 69) et

m
n

Â
iim
= a2

m pour m—l,2, 3, ... n (nos 77 et 73),

on a

Am /Cnn /

j \ I I 1) I

(Zii Cl
n CLn

I “ / 1\ / 1\ / 1 \

a 1 a 2 ''
‘

aM_] | y pjy P 2) \ p
n~ 1l

I
m
n2

•

donc,

, I o”
1'

Q(n) < 18n3 | a, l
2

•
.“2
...

fit;i Clu Cln I
(74)

>mn-1 9
mn—l

. fli. £l. (Ä;
=
>r)

d'il d)i d)i

— 18n s ai
•—• • • a”~ x

Cln Cl)/ Cln
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Or, remarquons que

2 >1 (n= 1,2,3,...),

mn étant, d’après le n° 73, un nombre entier positif.

D’autre part, on a évidemment

<C 1 pour j=l, 2,3,... n— l (n° 64)

et

—
—► 0 pour n—► 00, car Iun I—* 00 pour n—>oo ;

Un

il en résulte donc que, i étant fixe,

I2
nl
n

—> 0 pour n —>■ 00.(75)

De même, il est aisé de voir que

|
2
»

l
n- 1

—> 0 pour n—* 00(76)

En effet.

r h

Il
9
mn~l *>’“« 2

«1.
. ...

= 1872 3

Un Un Un I Un Un Un

„/ 1 1 1
—

■
= I 1

’

4«—2 4.21 ’ 411 no!—1)
\' 2 2

Or, la série à termes positifs dont le terme nième est vn converge

évidemment, puisque

Ih—J- I\3 12/
,

— 1 !. — — pour n> 2 ;
Vn \n I 2n ~ 32 r

—

donc, vn —>o pour n—* oo et. par suite, à fortiori

i
2
m
n~
l

—> 0 pour n—> 00.
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En tenant compte de (74), (75) et (76), il est clair que

(77) Q(n) —► 0 pour n—* 00.

Nous en concluons qu’il est bien possible d’indiquer un

nombre positif Q tel que

Q(n)s=Q pour n= 1,2, 3,...,

car, quelle que soit la valeur entière et positive de n, Q(ri) est,
d’après (72), toujours fini et bien déterminé, et ses valeurs
tendent vers zéro lorsque n tend vers 00. Donc,

(78) ünh <Z Q. P(n,h\ quel que soit n.

79. Examinons maintenant F(n,/z). Étant

(«=1,2,3,...),
Anm

on peut écrire, d’après (28) et (29) (n°3s)

1 15 1

Â
W2 ... Â

n/i 8 ÂniÂn 2 •• •
A
w(h—1)

(Ânn, Ânl)

ainsi que

V
1

<
15 1

Z„2 Â)(3 .. . 8 Z,ii Än2 .. .
Ân(h~l)

aussi, en tenant compte de ce que

. m
n

— Ct
wm

(W —1, 2,3, . . .),

—am pour —1,2, 3 ... zi, *et

| anm | | (z Mt | pour tn > n — |— 1,

a-t-on, d’après (73),

(Pn h)
2
,,in

8 Ö&2 —1

quelle que soit la valeur entière et positive de n. Or, il est

clair que
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Cli Cli Cli 7
— • — • • • —> 0 pour h —> 00,
a
r a 2 ah-i

puisque

— < 1 pour et —► O pour h—> 00.

aj
— ah—i

Il en résulte donc que l’on peut assigner un nombre entier

positif h 0 tel que

.

a±... ai
<1 pour h>h0 ;

CL
Y CLq dh—l

par suite, étant mn >l (n = 1,2, 3, (n° 73), on a

lõ Æ3
ai ai ai

P(n, h) < —z—
•

— •—•••

v’ ’ 8 a
v a 9 ah-i

pour h>h0, quel que soit n.

Cela étant, remarquons que la série

oo

£uh

h—2

dont le terme général est

15 A 3 ai ai ai
2

Uh = -T?— • —•—••• —-

,

8 61
j 6?2 61/i—i

converge évidemment, puisque

Uh-|-1 /Æ—|—l\ 3 di | 2

Z//t yh J tth j

-4—) ~* 1 pour h—♦ oo et

a, ,
— —> 0 pour h—♦ oo ;
a/»

par suite, u
h
—* 0 pour h —* oc et, à fortiori,
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(79) P(n,h)—>o pour h —► 00,

quel que soit n.

Nous en concluons, tout comme dans le cas de Q(n) (n° 78),
que l’on peut trouver un nombre positif P tel que

P(n,h) P,

quels que soient n et h. Donc,

(80) Unn <P . Q(n),

quel que soit h.

80. En tenant compte, d’une part, de (78) et (79) et, d’autre

part, de (77) et (80), il en résulte immédiatement que l’on peut
assigner, en effet, deux nombres entiers positifs : H et N tels que

Unh <Z 1

pour h>H, indépendamment de n, ainsi que pour n>2V, in-

dépendamment de h.

Donc, d’après le n° 77, la série double (69)

oo oo

JT
n—l h—l

est, en effet, absolument convergente pour z— ai, ai étant un

élément quelconque de la suite donnée

(-4) — cq, a%, as, •• • am, •• •

De plus, étant

I vnh(z) I= I vllh(ai) I pour |z | |a, |,

la série double (69) converge absolument et uniformément dans
tout le cercle ayant pour centre l’origine et pour rayon |a f |.

En remarquant enfin que | a, | augmente indéfiniment avec i:

| a t | —♦ oo pour i—> 00,

on en conclura donc que notre série double (69) sera
absolument et uniformément convergente dans
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toute l’étendue du plan de z, ainsi que le sera,

par conséquent, d’après les considérations du n° 76, la

série (68)
OO

81. Comme nous venons de le voir plus haut, chacun des

termes ipn(z, m„) de la série (68) est une fonction entière (nû 74) ;

d’autre part, la série

FJ ipn(z, mn)
n~l

est uniformément convergente dans toute l’étendue du plan de

la variable z (n°80).
Nous en concluons donc, d’après Weierstrass, que la

fonction

F(z) — mn)
n—l

est holomorphe dans le même domaine, c’est-à-

dire que F(z) est une fonction entière, elle-aussi.

De plus, étant

V’nÇai, mn) = 0 pour i=l, 2,3,... n— 1

et

'lpnÇttn, =Cn *Pl(«n, ™1) •‘ ' m

quel que soit n (n° 74), il en résulte que

oo

F(am
} = w«) —

h-i

= 'lpiiClm, Wîi) “1“ W2) “F •• • ""K Wm ) C»i,

m étant un nombre entier positif quelconque.

Donc, la fonction F(z), que nous venons de

construire, est une fonction entière prenant pour

Z — £q, Gtg, ‘
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respectivement les valeurs prescrites

Ci, C 2, C 3, . .
.

Cm ,
. . .

Aussi, en la présentant sous la forme d’une série entière

F(z) = C
±
z —C

2
z~ -|- C

3
z% —... —C

mz
m -j— •• •,

les valeurs des coefficients (C,n ) ainsi obtenues constituent-elles

évidemment une solution du système (56) d’équations linéaires à

une infinité d’inconnues (n° 64) ; par suite, il est clair que le

problème spécial de l’interpolation, sous l’hypothèse restrictive (53),
peut être considéré comme résolu, car, d’après le n° 64, pour le

résoudre, on n’a qu’à construire une solution du système cor-

respondant (56).
82. Quant aux valeurs des coefficients (Cs ), elles s’obtien-

nent aisément, puisque C8z
8 n’est évidemment que la somme de

tous les ternies des séries entières

Wl), • • • . .
.

ayant pour facteur 2
S.

Elles s’obtiennent d’une façon particulièrement simple lorsque
pour par exemple, lorsque les éléments caracté-

ristiques (m„) sont choisis, comme au n° 73, de sorte que

(81) <Zm 3 mn <C

En effet, d’après le n° 68, ne contient que les puis-
sances de z dont les exposants sont (2h—l)2w,r_l (A = 1,2,3,...).
Cela étant, il est aisé de voir que, dans l’hypothèse (81), une

puissance quelconque de z, par exemple, zB
,
n’est contenue que

dans une seule série mn ) au plus, car sne peut être présenté
sous la forme

'

s=(2p— l)23—1

que d’une seule manière, p et q étant des nombres entiers positifs.
Aussi, pour que z 8 soit contenu effectivement dans l’une

de ces séries n{z, mn), faut-il qu’il y ait dans la suite indéfinie

m
l,

m
2,

m 3,
. . . mn, . . .

un élément mn égal à q : mn =q ; cette condition nécessaire sera

évidemment aussi suffisante lorsque 't/MX mn) ne s’annule pas
identiquement, c’est-à-dire lorsque
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D’après cela, dans l’hypothèse (81), on n’aura qu’à présenter
s sous la forme

s = (2p—
et à prendre

C
s
—

œ
np

si q —
tandis que

C
s
= 0 si q mn (n = 1,2,3,. . .),

la valeur de x
np

étant donnée par (66) (n° 74) en y remplaçant
h par p; on aura donc

xnp 4= 0 pour ô„ 4= 0, mais x
np
= o pour d„ =o.

83. Nous venons de construire une fonction entière prenant

pour z = al 5 a 2, ...
am, ...respectivement les valeurs prescrites

cl 5 c 2,
... cm,

...; c’est la fonction

oo

F(z) — mn\
n=zl

Chacun des termes 'ipn(z,mn) de cette série est fourni par

un système réduit généralisé (&); celui-ci est déterminé par

ses éléments caractéristiques ôn, (A„) et mn qui satisfont, d’une

part, aux conditions générales (61), (62), (63) et (64) (n° 69), et,
d’autre part, aux conditions particulières imposées au n° 73.

Comme nous l’avons déjà constaté, au n° 72, (J.„) et

admettent même une infinité de déterminations, chacune d’elles

satisfaisant aux conditions générales mentionnées tout à l’heure.

Ce n’était que pour fixer les idées que nous avons fait

usage du mode de détermination particulier décrit au n° 73.

Comme celui-ci, tout autre mode de détermination des éléments

caractéristiques (A„) et mn qui satisfait aux conditions générales

(n° 69) nous conduira évidemment au même résultat: il fournira,
d’une façon tout analogue, des fonctions entières telles que

'ipntz, mn), et en formant avec elles des séries analogues à

oo

n\
n=l

chacune de ces séries sera uniformément convergente, elle-aussi,
dans toute l’étendue du plan de la variable z.



HERMANN JAAKSON A VIII.i144

On s’en rendra aisément compte, en remarquant que la

démonstration de la conveigence uniforme de la série

V <ipn(z,mn),
n~l

que nous venons de donner plus haut, n’est fondée que sur

l’hypothèse que les conditions générales (n° 69) soient remplies;
quant aux conventions spéciales faites au n° 73 pour préciser
(A„) et mn,

nous n’y en avons tiré aucun parti.

84. Nous allons montrer que l’on peut même construire

une suite indéfinie de fonctions entières

F2(z), . .

~
Fm(z), . .

~

chacune d’elles prenant pour z
—

al} a 2,
..

~ am
,
.. . respecti-

veulent les mêmes valeurs prescrites

Ci, C 2, • •

•, Cm, • • •

En effet, prenons = F(z) où

oo

•Mz) = mn) (n° 81) ;

nzzzl

alors, par l’intermédiaire des fonctions entières

'’Plfc, Wl), %(*, •
• • Wfo

à F1(z) correspondra la suite indéfinie bien déterminée

(M 1=mn m 2, m 3, .
. . mn, .

. .

Cela étant, construisons F3(z) ■ . • Fm(z), . . . par le

même procédé que F(z), en choisissant et (An) toujours d’après
les règles précédentes (n° 73), mais en remplaçant la suite (J/J
successivement par des suites (Af2)> • • • . • •

dont

la loi de formation sera fixée ci-dessous.

A cet effet désignons les éléments de la suite (J/TO ) par

mml, mm2, m m3, . . . W2wn , . . . pour m = 2,3, 4, . . . ;
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d’autre part, supposons que c
?- (n° 64) soit le premier élément

différent de zéro dans la suite donnée

cl> c2, C3> Cm, • • • ,

c’est-à-dire

Cl =C2 = ... = Cj-! =O, Cj # 0

alors, quel que soit le nombre entier positif m>2, convenons

de prendre
mmi —mi pour i= 1,2,3, .. .j—l,

mmj —

et choisissons tous les autres éléments de la suite (Mm), à

partir du (J 4- l) ième ,
d’après, la même règle que ceux de la suite

(Jfx ) (n° 73).
Cela posé, il est aisé de voir que chaque suite «,) sera

bien déterminée ; de même, lorsque m, les suites (Mh) et

(Mm) différeront certainement, Aet m étant d’ailleurs des

nombres entiers positifs quelconques.
En effet, pour fixer les idées, soit alors, d’après la

convention faite,

(m, pour h= 1
mh j = |l mh+j pour h>2

et Wîmj TTZm-J-j ,

or, étant h< m et, d’autre part,

<Z. <Z ...<C mn •• • (n0 73)

il en résulte que
h -\-j <Z m +>,

VYlhj <Zet, par suite,

On en déduit aisément, en tenant compte de la loi de for-

mation des suites (J/i), (Mh) et (Afm), que

mhj <C mmj <Z rnmn
*
pour n>J -j- 1

ainsi que

rn mn
= mn <Z mj = mh j pour n=l,2, . . . j—l.

10
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Donc, d’après cela, il est clair que la suite (Mm) ne contient pas
mh j, qui est l’élément Jième de la suite (Mh).

D’autre part, étant m>2, convenons de construire F
m(z)

par le même procédé que F(z).
Désignons les systèmes réduits généralisés correspondants par

(Sntë), . . . (Smn)) • • •

,

et les éléments caractéristiques de (Smn ) par

Wîmn (îî 1,2 j 3, . . .),

Choisissons (Amn) et ô
mn d’après les mêmes règles que (An)

et ô
n (n° 73), tandis que mmn d’après celle que nous venons de

fixer tout à l’heure. .

Alors, les éléments caractéristiques (Amn), ô
mn

et mmn
satis-

feront bien aux conditions générales (61—64) (n° 69), comme on

s’en assurera aisément; par suite, le système (Smn) nous fournira
une fonction entière 'ipmn(z,mmn) tout analogue à ipw (z,m„). Elle

ne s’annulera identiquement que lorsque ô
mn

— o (n° 74).
D’après la remarque faite au n° 83, on peut dire que la série

oo

tymn

n=l

convergera uniformément dans toute l’étendue du plan de z, et

nous fournira ainsi une fonction entière -F,«O prenant

pOUr Z — • • • • • •

respectivement les valeurs prescrites c
lf

c
2,
c 3,... cm,...,

étant

oo

Fm(F) —
n=l

Par l’intermédiaire des 7pmn wiWM ), à F
m(z) correspondra la

suite (Mm). Etant

Cl =c2 = ...= Cj-i =O, Cj 4= 0,

il en résulte que les fonctions

ïpml (Z, Wîml), zïpwi2 Wîma), • • • V^O—1) —1))
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s’annulent identiquement, tandis que (z,mmj ) ne le fait pas, car

ômj =cj# 0 (n° 75).

En présentant la fonction entière Fm(z) sous la forme d’une

série entière, celle-ci contiendra donc effectivement les puissances
de z dont les exposants sont

(2Ä—
1

(h =l, 2,3,. . .),

mais elle n’en contiendra aucune qui aurait pour exposant

(2p—l)2 3 1

si q n’est pas un élément de la suite (J/m) (n° 82)
Or, comme nous venons de le voir ci-dessus, étant h<Zm,

il n’y a dans la suite (Mm) aucun élément égal à mnj, c’est-à-dire
au Jième élément de la suite (Mh) ; par suite, en construisant les
fonctions entières F h(z) et Fm(z), correspondant respectivement
aux suites (Mh) et (J/m), on obtiendra ainsi deux fonctions bien

distinctes, puisque la première d’elles Fh(z) se présentera sous la

forme d’une série entière contenant effectivement les puissances
suivantes de z:

(h =1,2, 3,...),

tandis que la série entière de Fm(z) n’en contiendra aucune.

Ce résultat restant valable, quelles que soient les valeurs

entières et positives de h et m, h <Z m, on peut en conclure que
la suite indéfinie

F
2(z), . . .

F h(z), . . .

F
m(z),

ne contiendra que des fonctions distinctes, chacune d’elles prenant
d’ailleurs

pour z— av a 2, ...am,

respectivement les mêmes valeurs prescrites clf
c

2, ...Cm, ...

Ainsi, nous venons de démontrer directement, sans avoir

tiré aucun parti de la remarque faite au n° 63, que le pro-
blème spécial de l’interpolation' posé au n° 64
admet une infinité de solutions.
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111. Sur la résolution du problème généralisé de l’interpolation.

85. Soient données trois suites indéfinies:

1) une suite des (a„) satisfaisant aux conditions suivantes:

; a) ai 4= aj pour

(82) b) |al |^|a 2 |^...^|aw

. c) |an |—♦ oo pour n—► 00,

2) une suite de nombres entiers positifs ou zéros

Pl, p 2, p 3, ...Pn, • .
et

3) une suite de quantités quelconques

4°), Cf), ... C(°), Cœ, .. . Cm, .. . C(Pn)
5

cela étant, proposons-nous de construire une fonction entière F(z)
telle que l’on ait pour z = an

FM = 4°)

F'M =

n = l, 2,3, ...),

F^Xan)^=c(nPn} .

ans F&(z) la dérivée d’ordre z
ième d

an F(z} elle-même.

en entendant sous F&(z) la dérivée d’ordre 2
ième de F(z) et sous

F(°\z) la fonction F(z) elle-même.

Remarquons que, sans restreindre la généralité, on peut
toujours supposer qu’il y ait dans la suite donnée

des (cj?) des éléments différents de zéro.

En effet, lorsque tous ses éléments sont nuis, on n’aura qu’à'
remplacer la suite donnée par cette autre:

= 6 4=o (n = 1,2,3,...); c =O, etn>l,

en y entendant sous c une quantité quelconque, mais différenteîous c une quantité quelconque
struire une fonction entière

= c

F'(an) = 0

/ (n = 1,2,3,...).

,n, M=o

de zéro, et à construire une fonction entière telle que l’on ait
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En la supposant construite et en prenant

F(z) = — c,

on obtiendra évidemment une fonction entière exigée F(z), jouis-
sant de toutes les propriétés énoncées ci-dessus.

86. Nous allons résoudre ce problème d’interpolation géné-
ralisé par une méthode dont l’idée essentielle est la ,même que
celle de la méthode que nous venons d’appliquer dans le cas

précédent, en étudiant le problème spécial de l’interpolation sous

l’hypothèse restrictive (53).
Nous déterminerons la fonction F(z) exigée sous la forme

d’une série de séries

oo

F(z)= ŽF
v
(z),

v=l

F
v
(z) étant un produit de deux facteurs

F
v
{z) = <p

v
(z). w v(z)

dont le premier <pv(z) sera, en général, un certain polynôme entier

de z, tandis que yv
(z) sera une ' série entière fournie par un

système d’équations linéaires à une infinité d’inconnues (sy-
stème réduit généralisé).

A chacun des éléments de la suite indéfinie des (c<p) nous

ferons correspondre une fonction F
v(z):

En numérotant les éléments de cette suite dans l’ordre

indiqué, on obtiendra évidemment pour rang v de

(83) I = ++• • • + + + =

| =j9i+_p2 +- •. 4-^-14-n +*.

Quant aux fonctions F
v(z), nous les construirons successi-

vement d’après l’ordre de grandeur de leurs indices, en choi-

sissant les polynômes yv
(z) et les séries entières ipv(z) de la

manière suivante:

c?\ . A
n
’

F&), F&l • • •
F

v(z),
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(I) que les fonctions F
v(z) soient holomorphes dans toute

l’étendue du plan de z\

(II) que la série
oc

ŽF
v(z)

v=l

soit uniformément convergente dans le même domaine ;

et que l’on ait:

(III) Æ$?(o.) = <£’— —-f“(«») —■• •
— J'SLita»),

(IV) = 0 (m ~ 0,1,2,.. .i— 1),

(V)

(n
= 1,2, 3,..., \

ï = 0, 1,2, ...pn , j.
V = +• • • + +V

Comme on s’en assurerait aisément, en supposant les con-

ditions (1) et (II) remplies, la fonction

oo

F=l

serait holomorphe dans toute l’étendue du plan de 2 et l’on aurait

œ

V=l

p étant un entier positif quelconque ; de plus, étant remplies les

conditions (III), (IV) et (V), elles-aussi, on aurait

J’V) =M9(a.) +Fÿ(a.) +•• • + = ej?

(n= 1,2, 3,..., \

i= 1,2, 3,.. .pn , j
v= Pl p 2 -\-n-\-i]

En effet, soit >v, v
r
étant le rang du terme c^ }

:

vi = •••+^n
I_i

+ni + z’i
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alors on aura évidemment :

1) ou bien n et, par suite, —l,

2) ou bien —n, mais et, par suite, —l.

Or, étant —l, il en résulte que

= O

car, d’après la condition (V),

IJe = 1,2, ...nt—1\

CK) = O U
=0,1,2,.../J

De même, étant —l, on aura aussi

puisque, d’après la condition (IV),

F(
v
"\an) = 0 (m = 0,1, 2, ...iL— 1).

Nous en concluons donc que

J®(a.) = O pour + 1,

. "p M "4"
étant

V =Pl+ p 2 +

Enfin, en remarquant que, d’après la condition (III),

F*’M = <£' — — —

...

—

on déduirait aisément de ce que nous venons de constater

à l’heure que

tout

= cÿ.

D’après cela, il est clair que F(z) serait bien une fonction

entière telle que nous l’exigeons.

87. Après avoir esquissé ainsi la voie à suivre, pour con-

struire la fonction F(z), il s’agit dès lors de préciser les fonctions

F
v(z), c’est-à-dire les polynômes wv(z), ainsi que les séries en-

tières ipr (z).
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Nous allons le faire, en supposant d’abord que ar
soit différent de zéro:

Cette hypothèse faite, soit

(84) = (-i)4»l 1 "J "\ \_°±
«■’ L Pl+l /

1
«n\P2+l / an \P

n_!+l

\ / \ \ Cln—l/

OÙ

v =PI +• • • H-J’n-i + n-|-z (n°B6).

Comme il est aisé de voir, c’est évidemment un polynôme
de degré (y— 1) satisfaisant aux conditions suivantes:

(85)

(86)

PvXan) = 1, *

n)(an) = 0 (m — 0,1, 2,... i—1) et

9>^(at) = 0

\m= Q, 1,2,... pk /

(87)

En désignant par yvg
le coefficient de son terme général,

on aura

V —1

(88 ) g>v(z) = X 7vq z<l
-

q=o

Enfin, si l’on entend par Mv un nombre positif tel que

(89) Mv => (?=- 0, 1,2, ... v—1),

on aura

pour >l et q=o,l, 2, ...v—l.

Pour fixer les idées, soit Mv le nombre le plus petit
satisfaisant à la condition (89).

Il est clair que ce nombre Mv existe certainement, étant
fini et bien déterminé, car, d’après (82) et (84), tous les
sont finis et bien déterminés, eux-aussi.
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88. Reste à préciser les séries entières A cet effet

faisons d’abord quelques remarques sur la suite indéfinie

(.4) = ai , a 2, as, . . . an,

et proposons-nous d’en déduire, d’une certaine façon, des suites

partielles, en nombre infini.

D’après (82), la suite donnée (A) renferme, en général, plu-
sieurs éléments an, «n+2, ..•> an+j ayant le même module o :

| ttn | | Æn-J-1 J •■ • | | Q ,

donc, en les représentant dans le plan des quantités imaginaires

par les points correspondants, ceux-ci sont tous situés sur le

même cercle de rayon q ayant pour centre l’origine.
Or, convenons de dire qu’un élément a, appartient

au cercle C, ayant pour centre l’origine, si le point corre-

spondant ayant pour affixe la quantité a t- est situé sur C.

Cela étant, il est clair que chacun des éléments (a„) de la

suite donnée (A) appartient à l’un des cercles C
m

et qu’il

n’appartient qu’à un seul.

D’autre part, comme nous venons de le constater tout à

l’heure, à un même cercle peuvent appartenir, en général, plu-
sieurs éléments de la suite (A); bien que leur nombre varie, en

général, avec le rayon du cercle, et qu’il puisse dépasser même

tout nombre entier et positif fixe A, il est clair qu’il n’y a

qu’un nombre fini d’éléments de (A) qui appartiennent au même

cercle Cm, quel que soit m, car

|an |—> oo pour n —> oo (n° 85).

Il en résulte immédiatement qu’à la suite indéfinie (A), cor-

respond une suite indéfinie de cercles

é'a» • • •

dont les rayons respectifs vont constamment en croissant:

*PI Q2 Ps ••• < Qm

De même, il est bien clair que parmi les éléments de la

suite (A) appartenant au même cercle Cm,
quel que soit m, il y

a toujours un dont l’indice est le plus petit; désignons-le par

a
T

; donc, en particulier, a — a
t .
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La suite des cercles (Cm) étant indéfinie, la suite

(A
r) —a

T ,
a
T ,

a
T ,
... a

T ,
. . .v Tl’ T 2 r 3 T

mm

le sera, elle-aussi ; de plus, étant |aT | = g
m
,
il est clair que

“ril<Kl<l aJ<-'<l ad<
et que

a
T

J—+ oo pour m—> oo
I x

Donc, la suite (Ar) satisfait aux mêmes conditions que la

suite (A), au n° 64 ; par suite, tous les résultats obtenus pour
cette dernière aux numéros 71, 72 et 73 s’étendent immédiatement

à la suite (d
T
).

Ainsi, en appliquant, cette fois la même règle qu’au n° 73,
on formera avec les éléments de (A

r
) des suites partielles bien

déterminées, en nombre infini,

tout analogues aux suites

et jouissant des mêmes propriétés que ces dernières

Désignons, en général, par ami l’élément ?ème de la suite

(ATm); d’après cela,

(-d-fin) — Clm2, C&>n3, •• • •• • (W 1,2, 3, . . .).

De même, désignons par le nombre entier positif le plus
petit pour lequel on a

(»= 1,2,8,...);(90)

il est clair que ce nombre se calculera toujours d’après le

n° 71, en y remplaçant la suite (A) par (A
T
).

Quel que soit m, on aura, d’après ce que nous venons

de dire,

UJ, (A2)> • • • (AJ. . . .

es aux suites

M2), • •
•

• Urn), • • . (n° 73)
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(91) ami = a
T
. (i =l, 2,3,... m) et

flwi(t_+l) V>p > 4 pour mv >pm

ami
— —

(92)

(« = 1,2, 3 . . .)•

89. Allons maintenant déterminer les fonctions entières

à l’aide de systèmes d’équations linéaires à une infinité

d’inconnues (sr), en procédant, au fond, d’une façon tout ana-

logue comme nous l’avons fait dans le cas précédent où il

s’agissait du problème spécial de l’interpolation.
A chacun des éléments de la suite indéfinie

r(0) c<1) c(Pl) c(0) c(1)
, .. .

.. . c(0) , c(1)
,
.. . c[?n\ ...

’ ’
• • ’

’ v 2 ’ u 2 ’ v 2 J n ’ n ’ n ’

nous ferons correspondre, dans l’ordre indiqué, une fonction

entière
r

Remarquons que, si v= pr p 2 .• • +Pn-i +n+ i, 'WyÇz)
correspondra évidemment à cÿ, puisque le rang de est justement

V= Pi Pž 4" ’*’ 4“ Pn—l 4“ 4“ (n°

Or, quelle que soit la valeur entière et positive de v, nous

nous proposerons de former ipr (D à l’aide d’un système (8 V) de

la forme (58).
Le système (S

v) sera déterminé par ses trois éléments ca-

ractéristiques, tout comme on l’a fait au n° 67. Quant aux élé-

ments caractéristiques, on aura à fixer les règles d’après les-

quelles on les choisira.

A cet effet convenons de procéder de la manière suivante.

Déterminons tout d’abord le rang m du cercle C
m auquel appar-

tient an, dont l’indice ala même valeur que l’indice inférieur de

Il est aisé de voir qu’on peut toujours trouver la valeur de m

correspondant à an : pour cela on n’aura qu’à tenir compte des

modules des n premiers éléments de la suite (A).
Cela étant, prenons pour l’un des éléments caractéristiques

du système (£,), ayant pour indice (D le rang de c«, la suite

indéfinie

(93) (A Tm ) = O,mli (Lm2 •• •
Œw(w_ 1), dn, ani(ni-|-l) , &m(m+2), •• •?
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celle-ci sera donc identique àla suite (A
Tm) (n° 88) lorsque an=az ,

c’est-à-dire où n = xm,
tandis qu’elle ne différera de (A

Zm) que
par son m

ieme élément lorsque an ±aT
.

Bien que l’on ait parfois an^aT ,
on aura en tout cas

(94) |«,.| = | od et
> Par suite, ||<|a„|<|

car an et a
Tm appartiennent tous les deux au même cercle C

m .

Nous pouvons en tirer immédiatement la conclusion suivante:

}i
m
étant, d’après le n u 88, le plus petit nombre entier positif

pour lequel on a

(i= 1,2,3,...),

on aura de même

dn i

n»n(tn—1) I
et

■

an
— =

(95)

90. Reste à déterminer les deux autres éléments caracté-

ristiques que nous désignons par ô
Vm

et m
v

.

Supposons que l’on ait déjà construit, à l’aide des systèmes

(«O, (82), .. . (8,-,),
les fonctions

F
2(z), . . .

de sorte que chacune d’elles satisfasse aux conditions (I), (III),
(IV) et (V) (n°B6).

Cela étant, soit

(96) =£ -F?(an)- if’(«„) _ ..._ („„) ;

alors, d’après l’hypothèse faite, ô Vm sera évidemment une quan-
tité finie et bien déterminée.

Quant à m
v, remarquons préalablement que, pour n assez

grand: n>N, on aura

(97) | |Z> 1 et m>2,

-N désignant ici un nombre entier positif suffisamment grand et

m étant le rang du cercle auquel appartient an.
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En effet, on s’en assurera aisément en tenant compte de

ce que, d’une part, |an j—► œ pour n—> oo et que, d’autre part,
à chacun des cercles n’appartient qu’un nombre fini d’éléments de

la suite donnée (A).
Pour fixer les idées, soit N le nombre entier positif le plus

petit qui satisfait aux conditions que nous venons d’imposer
tout à l’heure.

Cela étant, déterminons m
v

de sorte qu’il satisfasse aux

conditions suivantes :

1) lorsque n < jV, nous entendons par m
v
un nombre entier

positif tel que

(n° 88) ;(98)

2) lorsque soit m
v
un nombre entier positif satis

faisant aux deux conditions suivantes:

*, 5 et

mv

ô M a
v~ x r

3 |< —(99)

étant r
v
—

Z

Quant àv, M
v, m, /im et ô

rw,
ce sont les quantités bien

déterminées introduites précédemment.
En effet, v est le rang de c£> dans la suite donnée

<0) <u (P1 (o) (1) M
Ci

,
Ci

,
... Ci ,

... Cn j On , ... , . . . .

v =Px +?2+ • • • -\~Pn-i~Vn-\-i (n°B6);

M
v
est le plus petit nombre positif tel que

M
v
>' \7Vq | (0 =O, 1,2,. ..v —1),

YVq désignant le coefficient du terme général du polynôme

<Pv(z) =■■ Z7vq zq (n°B7);
g=o
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m est le rang du cercle Cm de rayon | an | auquel appartient an

(n° 88); est le plus petit nombre entier et positif pour
lequel on a

—7— («=1,2,3,...),

• • • Ümi, . • .
étant les éléments de la suite partielle

(AJ n° 88) ; enfin, ô
Vm

est déterminé ci-dessus par la formule (96).
Les conditions qui viennent d’être imposées àm

v
n’exigent,

au fond, comme il est aisé de s’en apercevoir, que ce que m
v

soit un nombre positif assez grand; par suite, on peut faire

assumer à lui-même une infinité de valeurs entières et positives
dont chacune sera compatible avec les conditions imposées.

Pour fixer les idées, convenons d’entendre par m
v
le nombre

entier positif le plus petit satisfaisant aux conditions mention-
nées tout à l’heure.

D’après cela, les trois éléments caractéristiques du système
(*s»,) : (A

Tm), ô
Vm

et m
v
viennent d’être déterminés complètement.

91. Entendons par le système (S
v), ayant pour éléments

caractéristiques (Â
Twi ), ô

Vm
et m

v
,

le système suivant de la
forme (58):

oo •

(100) à
n
=S^ly,, . (4 =1,2, 3,...)

h=l

où, par définition, ô
vk
= o pour m, tandis que ôVm est donné

par (96),

(101) k
mm
= a™ v et Zmfc = (k — 1,2,.. .m— 1,m-|-l, m-\-2,...).

D’après cela, quel que soit le nombre entier positif Je, X, nk n’est

que la puissance rn
r

ième de l’élément £ième de la suite (ArJ.
Par conséquent, en tenant compte:
1° de ce que m

v
vient d’être déterminé de sorte que l’on

aura toujours m
v >pm

(n° 90), et

2° des formules (90), (95) et (92), on en déduit immédia-
tement que

(4= 1,2, 3,...);
Amk

(102)
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par suite, d’après le n° 65, on obtient une solution du système

(SJ par la méthode de Fourier, les inconnues du système (yJ se

calculant à l’aide des formules (59) si l’on y remplace les Ai

respectivement par les Amt (101), Je par met par ô
Vm.

Donc, en désignant par x
vv

x
v2,

.. .
x
vh,
... les valeurs

des inconnues fournies par ces formules, on obtiendra

(-!)>■+« • Z
■ ;

1
,

~ 2 \
••

•

/Anm ,\ /
1
\ /

1
\ il / 1

i
1 h 1

••• h 1 11 I—ttj 1—ttj
/ / yAm(»n—l) J

A”V /

(103)

(h = 1,2, 3,...) ;

ces valeurs sont, d’après le n° 65, des quantités finies et bien

déterminées, ne s’annulant que lorsque ô Vm—0 et rendant abso-

lument convergentes toutes les séries du système (SJ.
Les parties droites des équations du système (&>) s’obtien-

nent évidemment de la série

Vl +ÿ2 + + •
• • + +

en y faisant parcourir à la variable z les éléments de la suite

indéfinie (ÂTm ).

Aussi, en y prenant

yh
— x

vh
— î, ...),

obtient-on une série entière bien déterminée

Vjz) =xn + x
r2

zmv + æ
vB(z”>f + ...+ 1+ •.

jouissant des propriétés suivantes:

1° Elle converge absolument pour z — an,
ainsi que pour

z = amk (k = 1,2, . . . m— 1, . .),

puisque 'ipjaj et ipv(amJ représentent respectivement les parties
droites des équations m

ième et £ième du système (SJ où les in-

connues (z/J sont remplacées par les valeurs bien déterminées

(x
v J (103), qui rendent absolument convergente chaque série de

ce système.
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2° Elle est uniformément convergente dans toute l’étendue
du plan de la variable z.

En effet, étant absolument convergente pour z — amk,
elle

est uniformément convergente dans tout le cercle de rayon | amk |
ayant pour centre l’origine. Or,

| |—> 00 pour k—»oo;

aussi, quelque grand que soit un nombre positif 9, y a-t-il tou-

jours des amk dont les modules sont supérieurs àp; par suit-e,
la série sera uniformément convergente dans chaque cercle

ayant pour centre l’origine et pour rayon une valeur positive
quelconque p; elle représente donc une fonction entière.

3» Vr(«") = »
Vm
= CV> — JW(a„) — ffflfa,) — ..._

car le m
lê“« élément de la suite (4r„) est, d’après la con-

struction, a
n (93).

4° amfc) = ° puisque =0 pour (100).

5° ne s’annule identiquement que lorsque ô
Vm
=o.

6° Comme fonction entière, admet les dérivées de
tous les ordres, celles-ci étant finies et bien déterminées dans
toute l’étendue du plan de z.

92. Après avoir construit ty v(z), ainsi que <pv(z\ posons

(104) F
v (p v {z].^v(z\

Il est clair que la fonction obtenue F
v(z) est holomorphe

dans tout le plan de la variable z, puisque les facteurs (p v(z) et

'ip v(z) le sont tous les deux; elle satisfait donc àla condition
(I) (n 86).

La dérivée p
ième s’écrivant sous la forme

(105) = V,„(J) +
?

W +

+ V»(f) Vr 'Xl ') +•• • T V?’(«) (P,,(z),

il en résulte immédiatement que, pour p = i,
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F?M =cÿ- F?(a„) - -

...

- /a»),

comme l’exige la condition (III) (n° 86), puisque, d’après le n° 87,
on a

o== gpO-i)(aM) = gp(J-2)(an) = ...= gp'
v
(a„) = gp

y

(an) (voir 86),

1 = gp&(a„) (voir 85),

tandis que, d’après le n° 91,

'ip
v
M =cÿ— F^\an~) — —

...

—

De même, en tenant compte de (86) et (87), on déduira aisément

de (105) que

= 0 (m = 0,1, 2, ...i—1), et

/Ic=l, 2,3, ...n— l\
F

v («& )==° (m = /’

c’est-à-dire que la fonction

F
v{z) = gp^).

satisfera aussi aux conditions (IV) et (V) (n° 86).

Donc, des considérations précédentes nous tirerons la con-

clusion suivante:

Quel que soit le nombre entier et positif v,

en supposant que l’on ait déjà construit les (y— l)
premières fonctions:

F2(z), . . .
F

v_ l
(z)

satisfaisant aux conditions (I), (III), (IV) et (V) (n° 86),
on peut toujours construire la fonction ième F

v(z)
satisfaisant aux mêmes conditions.

Donc, il est clair que notre procédé de formation des

fonctions F
v
(z) est tel qu’il nous en fournira même une suite

indéfinie

FM, FM, FM,

pourvu que la première d’elles FM soit construite effectivement.
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93. Construisons

D’après le n° 86, Fx(z) doit être une fonction holomorphe dans

toute l’étendue du plan de z, prenant pour z= at la valeur cjo) :

Nous l’obtenons en construisant la fonction entière

à l’aide du système (s' l ) dont les éléments caractéristiques sont

(AJ = (AJ’ Ô
11
= c i°}’ m

! =!•

En effet, la fonction

oo

= zh~r

h=l

ainsi construite, où

æ
ii =<” '

y=2
\

et, d’une façon générale,

£ —

= eÇ») .
œ

Â1U18
(» = 2,3, ...),

J=2 \ /

étant

Alfc = aifc (Ic =l, 2,3,...) (voir 103),

sera bien, d’après le-n° 91, une fonction entière prenant pour

z= a
t
la valeur c<0) :

Vi M = C(!°; -

On n’aura donc qu’à poser = pour obtenir la

fonction exigée.
Ajoutons que ne s’annule identiquement que lorsque

c(o) = 0 (no 91)<
La fonction une fois formée, on peut construire,
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comme nous venons de le voir, F2(z), ensuite et ainsi de

suite, ad infinitum.

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s’annuler

identiquement, il est clair qu’elles ne le feront pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,

d’après le n° 85, qu’il y ait dans la suite indéfinie

(W, cl 1),
.. . C(Pl\

.. .
C(o \ G* 1)

.. . C(pn\
1 > 1 > 1 ’ n > n 1 n ’

des éléments différents de zéro

Or, supposons que le premier élément différent de zéro y
soit et que son rang soit t ; alors les t— l premières fonctions:

F2(z), . . .
F

s’annulent identiquement, tandis que Ft(z) ne le fait pas, puis-
qu’en désignant par qle rang du cercle auquel appartient a

s,
il

est évident qu’on aura

= ôtq = c<p #O.

94. Allons maintenant démontrer que la série

oo

v(z)
v=l

est uniformément convergente dans toute l’étendue du plan de

la variable z.

A cet effet remarquons d’abord qu’en tenant compte de ce

que
v—l

<J>VW) = ž7vq Z<l (n° 87)
3=o

et

oo
„

.
i

) (n°9l),
7»=i

on peut présenter la fonction F
v
(z) sous la forme d’une somme

de v séries entières
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F
v
&) = <PV&) •

=

oo oo

=7m
+ 1 +•• • +

h=l h=l

oo

h=l

v—l oo

= 2'/,,/'
g=o h=l

Numérotons-les toutes en procédant de la manière suivante :

tout d’abord numérotons celles qui correspondent à ensuite

celles qui correspondent à F 2(v), ensuite celles qui correspondent
à F3(y)-> et ainsi de suite.

De plus, en numérotant les séries entières

Z Xv&mv )
h 1

=o,l, 2, ...v—l),
h=l

correspondant à la même fonction F
v(z), suivons ici l’ordre crois-

sant du second indice du facteur y VC[,
quel que soit v.

D’après cela, il est clair que la série

oo
Zi*

h=l

aura pour rang

4=l +2 + 84-... + (»'—2 ) + (”-1) +1 + 1

=

,|”+ î +i;
(106)

en y prenant, en particulier, q= v— 1, on obtiendra le rang r
v

de la dernière série correspondant à F
v(z)

v 2

c’est cette quantité dont nous avons fait déjà usage pour déter-

miner, d’après (99), m
v .
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%

95. Désignons

xv^mV)
h 1

(107)

et examinons de près la Série double

oo oo

2’ 2’’i»o
k=l h=l

(108)

à l’aide de laquelle nous allons démontrer la convergence uni-

forme de la série

oo

v=l

(109)

Remarquons que, si la série double est absolument conver-

gente pour une valeur quelconque de la variable z — zO,
elle est

uniformément convergente dans tout le cercle de rayon |.? o |
ayant pour centre l’origine, puisque, pour |z| < | zO l, on aura

évidemment

I I< I I (voir 107).

De même, il est clair que la série (109) peut être consi-

dérée comme déduite de la série double (108) par un certain

groupement de ses termes

Or, en supposant que la série double soit absolument con-

vergente pour z — zO,
elle aurait une somme bien déterminée

pour |z | < 120 I ne dépendant ni de l’ordre ni des différents

modes de groupement de ses termes.

Il en résulterait donc que, pour chaque valeur de la vari-

able telle que |z|< | zQ |, les deux séries (108 et (109) auraient

certainement les mêmes sommes bien déterminées, étant toutes

les deux uniformément convergentes dans le cercle de rayon | zO l.
D’après cela, pour démontrer la convergence uniforme de

la série (109), dans toute l’étendue du plan de z, il suffit de

démontrer que la série double (108) est absolument convergente

pour z = as, as étant un élément quelconque de la suite donnée

(A) = alf a 2,
.. . as,

où
|as |—* oo pour s—* 00.
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Démontrons donc qu’en désignant

(110) U
kh =IMO I (2W,

on peut assigner deux nombres entiers et positifs: H et K

tels que
< 1

pour indépendamment de k, ainsi que

pour k:> K, indépendamment de h.

Il en résulterait immédiatement que, pour ces valeurs de h
et k, on aurait

|B“wl< (l+W
<°<^ l)

et, par suite, d’après le critère du n°23, la série double (108)
serait bien absolument convergente pour z — as.

Remarquons que, sans restreindre la généralité, on peut
supposer

| as | > 1,

puisqu’il est clair que, si la série double converge absolument

pour une valeur de z dont le module est supérieur à un, elle

le fera à fortiori pour toutes les valeurs de z dont les modules

sont < 1.

96. Étudions préalablement ce que font v, n et m lorsque
k parcourt la suite naturelle des nombres en tendant vers 00.

Remarquons à cet effet qu’étant

(v
& = -—~~ (voir 106),

et, d’après cela,

K
- 2 *”

il en résulte qu’à chaque valeur entière et positive de k corre-

spond une valeur entière et positive bien déterminée de v\
celle-ci est évidemment

— 1 -j-V1 -|- 8Ä:
2
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lorsque cette dernière quantité a une valeur entière ; dans le cas

contraire c’est le plus grand nombre entier positif contenu dans

—j- 1 -}— 1 -f~ 8&

2

exemple, soit le =lO ; alors

—l+/1 + 8.10
= 4

2

et, par suite, à le = 10 correspond v = 4 :

10 = (S = 0).

D’autre part, soit, par exemple, le = 17; alors 11 <1414-8-17 <l2;

d’après cela, le plus grand nombre entier positif contenu dans

I+Kl±—lZ est 6; donc, v= 6 etg =i:
2

17= !^ +1+1 ,
D’après ce que nous venons de constater, il est clair qu’en

faisant parcourir à & la suite naturelle des nombres, la valeur

correspondante de v augmentera indéfiniment en tendant avec

Je vers 00.

De même, étant, d’après (83),

V= (P! -[- 1) -j- (_p 2 +1) -F ••• 4“ (Pn- 1+i)+(* 4F i) (i~Pn)’

où les éléments de la suite indéfinie donnée

Pi, P2» ••• Pn’

sont des nombres entiers positifs fixes ou zéros, il en résulte

immédiatement qu’à chaque valeur entière et positive de v cor-

respond une valeur entière et positive bien déterminée de n.

En effet, désignons

s
j
— (PiH“i)4"(P2 4_l ) ~r ••• H- (Pj 4~ 1) 0= h 2,3,...) ;
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cela étant, il est clair que

S 0 <SI s 2 • • • <1 .
et que

Sj OO pour j—► 00.

Donc, étant donnée une valeur quelconque v = v
Q, il est

évident qu’on pourra indiquer deux valeurs successives de l’indice j\
Jo es 7o +1 de sorte que l’on ait

%<”<><%+■ ÜoàO);

alors, comme on s’en assurera aisément,

à v— v 0 correspondra n=JO -j-i.

De même, il est aisé de voir qu’en faisant parcourir à v la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de n augmentera
indéfiniment en tendant avec v nsts 00.

Enfin, rappelons-nous de ce que, d’après le n° 88, à chaque
valeur entière et positive de n correspond une valeur entière et

positive bien déterminée de m, m étant le rang du cercle C
m

auquel appartient an.

De plus, il est clair qu’en faisant parcourir à n la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de m augmentera
indéfiniment en tendant avec n vers 00.

Des considérations précédentes nous tirons donc la conclu-
sion suivante:

A chaque valeur entière et positive de k cor-

respondent les valeurs bien déterminées de v, n

et m, augmentant indéfiniment avec k et tendant
avec lui vers 00.

Il en résulte, en particulier, qu’étant donné un nombre
entier positif quelconque s, on peut assigner un

autre nombre entier tel que

et m> 2 pour Ic > k
Q,

n et m correspondant à k.

97. Examinons maintenant de près U
kh . D’après (110),

(107) et (103), U
kh
s’écrit
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Wh)3 yvq ai. ö
Vm . 27

j <

1
p-

TT _

m 2 mS
" mh

kh
~

n x/r, \ / 2 \
œ

/ 2 \/ "mm
1 | |

/Vwm
J j J

A|nm |j JJ / |
z*m?n

jj —1) /. , \ f
\ / \ / \ = m4-l \ J !

ne, en désignantDonc, en

(111) P(lc)= ~=~
~~ — —

Ï — 1 h — 1 ••• 1
- 1 —1

/ I \^m(m—l) / . ,
_

I '‘mj I
\ / \ / \ v 7 / j=»n+l \ - J /

et

<?(M) = • 2
5-

z » j
<

2»(l2 '-m3 •• • '''tnh
(112)

on aura

U
kh
= P(k). QÇk,h).(113)

Or, rappelons-nous que

= a"’’ = (» = 1,2,8,... m—l),

(nos 91 et 88);
; — a

nr
'•mm — u ■

'■'mi

et

de même,

(n° 94),

7 vq | < M
v’ « v~ l (n° 87),

|as|> 1 (n° 95)
et

OO / 1 \ 2

//(l ï)>3 Pour P= 4 (n°3s).
*=i '

'
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Cela étant, on aura évidemment

CO / 2 \
æ / 1 \ O

ZZ I-H àZZ i-i >|,
'

l==l ' ’

ainsi que

(knm A

Äml I \ J \ —1) j

I ; J J I
00 / 1 \I "mm ''•mm '•mm IJJ lj

1

|
j knl hm (m— 1) | \ J

9 ; 9 I a \ mv

>1 te P ‘

.

par suite, d’après (111),

(m—l)(m—2)

a v i
ldi \mV /1\ 2

(114) P(t)< P 18

La partie droite de la dernière inégalité ayant une valeur

finie et bien déterminée, il en résulte que la valeur de P(£) sera

finie, elle-aussi, quel que soit le nombre entier positif le.

Examinons maintenant P(âj), pour le > lcQ, le
Q
étant le nombre

entier positif que nous venons de déterminer au numéro

précédent, de sorte que n et m correspondant à le satisfassent

aux conditions

n s et m 2 pour le lcQ .

Pour toutes ces valeurs de le on aura

I | V—l I ! V—

I I
—

I I
ainsi que

|Qn | | |,

car an appartient au cercle ayant pour rang m> 2 ; par suite,

d’après (114) et (99)
(m—l)(m—2)

(1 \ 2

—j pour Ic fc0 ,
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et il en résulte immédiatement que P(k) tend vers zéro lorsque
k tend vers 00.

En effet, k tendant vers 00, m le fera, lui-aussi (n° 96) ; or

(m—l)(»i—2)

lim 18 (—j 2

=O.
m->OO \P I

Donc, il est clair que

(115) P(lc) —* 0 pour Ic —> 00.

Ainsi, nous venons de voir qu’en faisant parcourir à Z; la suite

naturelle des nombres, P(Æ) ' parcourt respectivement les valeurs

(111), restant toujours finies et tendant vers zéro lorsque k tend

vers 00.

Nous en concluons que l’on pourra indiquer un nombre

positif P tel que P(Æ)<P, et, par suite, d’après (113),

U
kh
<P.Q(Jc,h).(116)

quelle que soit la valeur entière et positive de

98. Quant à Q(k,h), proposons-nous de l’étudier d’une façon
tout analogue.

En tenant compte de (102), (28) et (29), on peut écrire

y 1 15 1

..
. .

Â
))t2 •• •

8 Âml •• • hn(h—l)

V 'mm’ )

ainsi que

1

_<
iÊ 1

Â»n2 •• •
8 Âml •• • — 1)

Dautre part, étant, d’après (101) et (91),

= «”?’ = a’” (i = 1,2,3,... m—l),

I m v | „ 1 'n v

«n I =1 a
r
m

I ’;

Â
mi- |= | ami | aT . | Mv pour
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on aura

et, par suite, d’après (112),

15 a'1"1 mv

<

8 a, a_
...

a_
T 1 r 2 Th—l

(117)

La partie droite de cette inégalité (117) ayant une valeur finie

et bien déterminée, nous en concluons que celle de Q(k,h) reste
finie, elle-aussi, quels que soient les nombres entiers positifs k et h.

De même, il est aisé de voir que la série

oo

u
h

h=2

dont le terme général est

«J -1
u, =

a
T
a
r
... a_

t
l t 2 Th—l

convergera, car

u, ~ a
,_-±1 = _L I—> 0 lorsque h—► oo

u
h

a
rh

I

pour s’en assurer, il suffit de rappeler que, d’après le n°BB,

a
Th |—> oo lorsque h—► 00.

Il en résulte donc que u
h
—♦ 0 pour h—♦ 00, et nous en

concluons, en particulier, que l’on pourra indiquer un nombre

entier positif h 0 tel que

u
h < 1 pour h > h

O.

suite, d’après (117),

15 1 15 1 tnv

8
• • • —1)

=' 8 Cl- • • • Ct<r
T1 T2 TÄ—1

15 a*1-1

(118) Q(k, h) < —h3
pour h>h0,

O Cl
r
tt
r •• •

T 1 t 2 1
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quel que soit le nombre entier positif le, ainsi que la valeur

correspondante de v, car on entend par m
v
toujours un nombre

entier positif (n° 90) : > 1.

Or, en considérant la partie droite de l’inégalité (118) comme

terme général de la série

CO

w

h~2

on constatera, tout comme plus haut, que cette série convergera,

I
/t+l tendant vers zéro lorsque h —* oo

I

par suite, w
h
—»o pour h—► 00, et, à fortiori,

Q(k, Ä) —► 0 pour h—► 00,(119)

quel que soit le.

Nous en concluons donc, tout comme au numéro précédent,

que l’on pourra bien assigner un nombre positif Q tel que

Q(lc,h)<Q, et, par suite, d’après (113),

(120) U
kh
<Ps.Q,

quels que soient les nombres entiers positifs le et h.

Enfin, en tenant compte, d’une part, de (115) et (120) et,

d’autre part, de (116) et (119), il en résulte immédiatement que

l’on peut assigner, en effet, deux nombres entiers positifs :

K et H tels que

pour indépendamment de h, ainsi que

pour indépendamment de le.

D’après le n° 95, on peut donc dire que la série double

oo oo

27 27 «»(«.)
fc=l h—l

est absolument convergente; or, a 3 y désignant un élément de

la suite donnée (-4) tel que |as | 1, choisi d ailleurs tout
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arbitrairement, on en déduit, d’après le même numéro, la con-

vergence absolue et uniforme de la série double

OO oo

27 2X/M
k=l h=l

ainsi que de la série

oo

Zw.
v—x

dans toute l’étendue du plan de la variable z.

En tenant compte enfin de ce que chacun des termes -Zq,(z)
de la dernière série est construit de sorte qu’il représente une

fonction holomorphe dans le même domaine, on en conclut,
d’après Weierstrass, que la fonction

oo

F(z) = X F
V 0)

V=l

est holomorphe, elle-aussi, dans toute l’étendue du plan de z,
la dérivée p

ième étant

œ

= 2? (P = 1,2, 8, . . .).
V=i

C’est donc évidemment une fonction entière; de plus, d’après le

n° 86, c’est une fonction entière telle que

-F(«») = e

jF'(a„) =«W (n =l, 2,3, ...),

F'r"'(u„) = <£’"> .

étions F..(zï satisfont aux conditionspuisque les fonctions F
v(z) satisfont aux conditions (I), (III), (IV)

et (V) (n° 86), comme nous Pavons vu au n° 92.

Donc, le problème généralisé de l’interpolation (n° 85) vient
d’être résolu dans le cas où «i # 0 (n° 87).

99. Reste à montrer que ce problème peut être résolu

aussi dans le cas où = 0.
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Comme il est aisé de s’en assurer, on n’aura, au fond, qu’à

répéter à cet effet les raisonnements précédents, et à modifier

légèrement le procédé de formation des fonctions

F
r {z\ . . .

Les modifications à introduire sont les suivantes

1° Prenons, en particulier,

# t \
&P 1

=l, cp 2& =n,
=

%],
■■ ■ =-j ’

tandis qu’en général, lorsque 2
»

£.V2+l (i— z Vw~ i+l /i --V
I CM \ an— l/ \ anf

= (—i)‘ f 2+ï T an \pn_i+i
11 1 ...

1— -— 1
I/y i/

2° Entendons par (A T ) la même suite indéfinie que plus

haut, au n° 88, avec cette seule différence que cette fois soit

a = a.2, tandis que dans le cas précédent on avait a
Ti
=av

3° Lorsque construisons les séries entières

d’après les mêmes règles que dans le cas précédent ; quant aux

fonctions

'VhCO,

remplaçons-les respectivement par les constantes

c<°>, cp, . . .
c™>.

Cela posé, prenons, comme auparavant,

F
v(z) = v^v ;

on obtiendra ainsi une suite indéfinie de fonctions F
v
(z) dont

chacune satisfera aux mêmes conditions essentielles que plus

haut (n° 86); en particulier, on aura

c(i) c(2)

W= <f>, F&) = z, F,(2 ) ■■■ F^ (z) = •
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En répétant les raisonnements précédents, on démontrera,
cette fois aussi, la convergence uniforme de la série

00

2F
v(z)

v=l

dans toute l’étendue du plan de la variable z ; enfin, on en tirera
la conclusion que la fonction

CO

F(z) =ŽF
v(z)

v=l

sera bien une fonction entière fournissant une solution du pro-
blème généralisé de l’interpolation dans le cas où cq = 0.

Donc, d’après le n° 63, on déduit des considérations pré-
cédentes immédiatement le théorème général suivant :

Étant données trois suites indéfinies:

1° celle des (a„) satisfaisant- aux conditions
suivantes:

ai =b a. pour i 4=7,

|«i | | a2 | =•• • = | a«| = •
•et

|an | —* oo pour n —> oo ;

2° celle des nombres entiers positifs quel-
conques ou zéros

Pl, P2, • • • Pn, • • - J

3° et celle des quantités quelconques

4”, 4", . . . 4'4
. . . 4°’, à”, . . .

.
9

on peut construire une infinité de fonctions
entières F(z) telles que pour z= an l’on ait

= c%>
F' (Cln) — C™ .7 n ?(n =1,2, 3, ...),

F( p">(an-)=c(y
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F(Pn) (z) étant la dérivée d’ordre p
n
de la fonction

F(z) et

F{Q\z) = F(z).

100. Corollaire.

Étant données les mêmes trois suites indé-

finies qu£ dans l’énoncé précédent, on peut con-

struire une infinité de fonctions s(z—zo) repré-
sentées par des séries de Laurent et telles que

pour z— an 1’ on ait

= <0) 1

Zo) =<° l (»= 1,2,3,...),(121)

z
o
étant un nombre fixe quelconque différent des

éléments de la suite

•• • • • •

En effet, examinons d’abord le cas particulier où

z 0 =o, étant 0.

Nous aurons à montrer qüe l’on peut construire une infi-

nité de fonctions

-j-œ

0(» = JT Cn2n

= -oo

de sorte que chacune d’elles satisfasse aux conditions (121), en y

prenant zQ
= 0.

A cet effet présentons sous la forme

<p(z)= p(z)+ g py
i Z I

étant une fonction entière de z et

tfPA une fonction entière de

\zj z
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P(z) —G)H- C2^2 -j~ ••• H- cnz
n -}-

/1 \ — 1 /1 \ 2 /i \n
® = + ’“ + +•• • + j+•' •

Tout revient à déterminer convenablement les coefficients (G) de

ces deux séries entières.

Or, prenons pour

GI- 1 une fonction entière bien déterminée de - ;
\zj z

par exemple,

/1\ 2 1 /] /1\ 2 11 1 V
ff fc) =eî= 1 +ïïH +

2
J!(l)+-+ïïî(ï) +

Cela posé, il ne nous reste qu’à déterminer P(z) de sorte que

\an] (n = 1,2,3,...).

P(p^(aM)= C
û’’ î)

— G(Pn) (—j
\««/ .

lorème général que nous venons de démontrer,
une infinité de fonctions entières P(z) satis-

Donc, en entendant par G/A une fonction entière quelcon-

que de - et par P(z) une infinité de fonctions entières de z
Z

déterminées conformément aux conditions (122), on obtiendra, en

effet, une infinité de fonctions

WA=P(z) + GMj
satisfaisant aux conditions imposées (121).

faisant aux conditions (122).
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Dans le cas général, où zQ 4= 0, nous allons procéder d’une

façon tout analogue.
Prenons

<f(*-*o) = + G(-M
\s z

ç>]

et entendons par G\—-—i une fonction entière bien déter-
\z—zo )

minée de —-—, par exemple,
z— Zq

(1 \—— 1/ 1 \ 1/1 \n
—-l = = i +Ai—l+•••+A -M +•
z—z0) l!\z—z

OJ nl\z—z0 )

Cela posé, nous aurons à déterminer la fonction entière P(z—z 0)
de sorte que pour z— an l’on aitrte que pour z— an l’on ait

= <">-« (—M
lUn

P\an—z
o) = cW—

\Un Zql (n= 1,2, 3, .. .)•

P 1 = elf” -
\Un

En posant z— z 0 =x, ainsi que

a
n

—z
Q
= a'

n
(w = 1,2, 3,...),

tout revient à déterminer une fonction entière de x, P(æ), de sorte

que pour x = a'
n
l’on ait

-P«)=40,
- e

P'(a') = cfl) — &

{ \aJ 72 = 1,2,3,...).

C

p(p«Ya') == c
(Pn)

— G
1 ” n \aj

(123)
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Il s’y agit donc d’un problème d’interpolation tout à fait

analogue à celui que nous venons de résoudre plus haut ; la seule

différence consiste en ce que dans la suite indéfinie précédente

(-.4) ®2, • • • Æn, • • •

les modules des éléments vont en croissant

| <ZI |= | 1= | I ... = | (Zn |—, . . ,

tandis que ceux des éléments de la suite

(A ) — otp tt
2,

a
3,
.. .

(i
n,

•• •

ne le font pas, en général, étant a'
n
= an—z 0 (n =l, 2,3, ...).

Or, »

|

'

| ttn | | I I I I I I I ’

par conséquent, il est clair que les éléments de la suite (A )

peuvent être rangés, eux-aussi, d’après l’ordre de grandeur de

leurs modules, ce qui permettra d’appliquer notre théorème

général, et l’on en déduira immédiatement qu’il y a une infinité

de fonctions entières P(x) satisfaisant aux conditions (123).

Donc, il y a aussi une infinité de fonctions $(2—zo)

représentées par des séries de Laurent et satisfaisant aux

conditions (121).
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