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Introduction.

Généralités.

1. La méthode de Fourier.

On doit & Fourier (*) une importante méthode permettant
de résoudre une certaine catégorie de systémes d’équations
linéaires & une infinité d’inconnues. Elle consiste, au fond,
comme l'on sait, & rejeter dans le systeme a résoudre toutes les
équations, sauf les = premieres, en n’y conservant que les n
premiéres inconnues. On calcule les inconnues du systéme de
n équations ainsi obtenu et appelé systéme réduit, et l'on
passe & la limite pour » —oc. Dans bien des cas, étant finies
et bien déterminées, ces limites constituent, en effet, une solu-
tion du systéeme infini donné.

2. Remarques relatives a la méthode de Fourier.

La méthode que nous venons d’esquisser en quelques mots
a 6té appelée par M. Riesz(®) principe .des redultes
Cependant, & notre avis, il ne serait pas bien commode de
I’élever au rang d’un principe, bien qu’elle ait une importance
incontestable dans la théorie des systemes d’équations linéaires
a une infinité d’inconnues.

En effet, M. Riesz, lui-méme, fait remarquer que ce principe
devrait encore étre beaucoup précisé. On s’en rend d’ailleurs
compte aisément, puisque cette méthode n’est, au fond, qu'une
régle concréte ne s’appliquant que dans des conditions assez
restrictives, — et voila pourquoi nous ne saurions pas la con-
sidérer comme un principe; nous l'appelons méthode de
Fourier. '

(1) Fourier, Théorie analytique de la chaleur, Art. 166 et suiv.

(2) Riesz, F., Les systémes d’équations linéaires & une infinité d'incon-
nues, p. 7. '

1*
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Déja Poincaré (1), en étudiant la légitimité de cette méthode,
a montré qu’il y a des systemes auxquels elle ne s’applique pas
ou, sielle s’y applique, ce n’est que sous des conditions plus ou
moins restrictives.

D’ailleurs, 1'exemple le plus instructif, dans cet ordre d’idées,
est peut-8tre celui que I'on doit & M. Riesz(?). Le voici: Etant
donnée une suite indéfinie de. quantités

A1y, Ogy Azy o« o« « Apy o «
telles que lim | @ | = oo, on peut toujours, d’aprés le théoréme

n — oo
de Weierstrass, construire une fonction entiére

F@) = Go+Crz 40" +. . . + Caz"+-...

admettant pour zeros les quantités a, et n’en admettant pas
d’autres.

En supposant, pour fixer les idées, que les a; soient distihcts
et 3 0, lés coefficients C,, €, C,, ... C,, ... devront satisfaire
au systéme d’équations suivant:

0=Cy+-Cti+ Cal ... Guarb-...} (=1,2,8,..)).

Mais, d’autre part, en essayant de résoudre ce systéme par la
méthode de Fourier, on constatera aisément que ce ne sera
possible que si les |a.| croissent assez rapidement.

M. Riesz en conclut: ,Ainsi, nos équations peuvent &tre
résolués en tout cas; mais le principe des réduites n’y s’applique
que sous des conditions trés restrictives.

3. Le principe des réduites. -

Quant au principe des réduites, en attribuant a ce
mot un séns beaucoup plus large que ce qu’' entend par la
M. Riesz, nous I'’énongons sous la forme suivante :

Pour résoudre un systéme d’'équations liné-
aires a une infinité d’inconnues, on n’a quarame-
ner ¢éonvenablement ce probléeme & la résolution
d’un nombre fini ou, en général, d’'une infinité

(1) Poincaré, Remarques sar I'emploi de la méthode . . . (Bull. Soc. math.
de France, t. XIH, 1885, p. 19—27).
(2) Riesz, F., Les systémes d’équations . .., p. 8.
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de systémes auxiliaires, dont chacun ne contient
qu’un nombre fini d’inconnues et s’appelle systéme
réduit. _ b g

Nous verrons que ce principe peut étre considéré comme
une idée - directrice générale, suggérant des méthodes
nouvelles et fécondes dans la théorie des systémes dequatlons
linéaires & une infinité d’inconnues.

En effet, dans le présent travail, nous en développerons
déja quelques-unes, en nous faisant guider, dans nos recherches
concernant certains types de systémes infinis, par le principe
des réduites énoncé.

Les méthodes que nous obtiendrons ainsi, et dont nous
ferons usage dans ce travail, ont tous pour base commune
ledit principe ; elles varient, en général, avec les types de systemes
que 'on étudiera, et ne représentent, au fond, que des modes
d’application différents dudit principe. ,

En particulier, la méthode de Fourier n’est que I'un
des modes d’application possibles de ce principe, et qui s'adapte
aux systémes infinis les plus simples admettant des solutions,
qui se calculeront & l'aide d’un seul systeme réduit.

Mais, comme nous le montrerons dans ce travail, il y a
encore d’autres modes d’application du méme principe, dont
I'importance incontestable consiste en ce qu’ils permettront de
résoudre de tels systémes auxquels la méthode de Fourier ne
s'applique pas, et ou il s’agit, en général, de ramener la réso-
lution d’un systéme infini donné, & celle d’'une infinité de
systémes réduits.

4. La nature des solutions.

Quand on se propose de résoudre un systeme infini, il est
évident quil faut d’abord préciser ce qu’on convient d’entendre
par ses solutions.

Dans le présent travail nous appellons solution d'un
systéme infini tout ensemble des valeurs des inconnues qui
satisfont & ce systéme, en rendant absolument conver-
gentes toutes les séries qui y figureront.

A cette condition générale nous en ajouterons, dans certains
cas, encore quelques autres; ainsi, par exemple, nous exigerons,
dans les premiers trois Chapitres, qu’aucune des valeurs des
inconnues ne soit zéro.
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5. Les séries de Dirichlet généralisées.

Dans les premiers trois Chapitres nous allons étudier les
systemes infinis que l'on peut attacher, d’une fagon naturelle,
aux séries de Dirichlet. :

On appelle ordinairement série de Dirichlet chaque série

—AyZ

2 R

n=1

ou les A, sont réels et lim 4, = co.
n —>» o0
Or, cette notion peut &tre généralisée considérablement,
comme l'a montré récemment M. Viisild(Y), qui appelle série
de Dirichlet toute série

& —A,2
n
@ i S
i n=1
ol A= rue'Pn et lim 7, = co (condition A4).
n —> o0

Sans avoir I'intention de traiter cette question d’une facon .
détaillée, nous aurons, cependant, 'occasion de constater que la
généralisation peut &tre poussée beaucoup plus loin, de sorte
qu’elle embrasse aussi les séries de la forme suivante :

Y s
an e,
4 NnN= —0oo
les 4, étant, en général, des quantltes complexes et 1’ensemble
dénombrable ;
(s oy idiins o v it el R o Y

ayant, au moins, deux points-limites dont l'un sera linfini et
Pautre un nombre fini quelconque, zéro par exemple. Mais ce
n’est quun cas particulier ; en général, on peut supposer qu'il y
ait méme une infinité de points-limites. Ainsi, dans ce travail,
nous ferons usage des séries de Dirichlet généralisées

oo —A,2

Za” p

Nn= —co

(1) Viiséls, K., Verallgemeinerung des Begriffes der Dirichletschen
Reihen (Acta et Commentationes Universitatis Dorpatensis A I 2).
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en supposant seulement que I’ensemble partiel
Gl Ay Al Ao)

soit borné: [is]<2 (n=0,1,2,8,...) (condition B),
tandis que par rapport & l'autre ensemble partiel

(;’1’ }'27 Ag, o - Ay e o d)
soit remplie la condition A: lim |4, | = co.

n-—=>oo
6. L'objet des études.

Caractérisons maintenant en quelques mots les types de
systémes infinis dont I’étude fera I'objet de ce travail.
Le Chapitre I sera consacré aux types suivants:

oo |

type I: 0=Jh@ (6=0,1,2,..)),
n;l
Foo,

type 1I: 0=hza (1=0,1,2,...)
n = —0oo

Ce sont les systémes que l'on obtiendra, en prenant une
série de Dirichlet généralisée, sous la forme (I) ou (II), en la
différentiant terme a terme une infinité de fois et en égalant a
zéro tous les résultats ainsi obtenus, aprés y avoir remplacé la
variable z par zéro et désigné les coefficients indéterminés par z..

En attachant ainsi ces systémes aux séries de Dirichlet,
il s’ensuit que les quantités données A4, y sont assujetties aux
‘mémes conditions que dans les séries correspondantes; c¢'est-a-dire,
dans le cas du type I, & la condition (4); tandis que dans le
cas du type II, aux conditions (4) et (B).

Sous ces conditions, d’une nature générale, on calculera
aisément une infinité de solutions des systémes du type I ou
du type II, par une méthode que l'on peut considérer comme un
nouveau mode d’application du principe des réduites.

Quant & la méthode de Fourier, elle ne s’y appliquera que
sous des conditions complémentaires et trés restrictives, — ce
qui résulte déja des études de Poincaré (') sur certains systéemes
infinis appartenant, comme cas particuliers, aux types IetII

(1) Poincaré, Remarques sur I'emploi . . . (Bull. Soc. math. de France,
t. XII, p. 19-—-27).
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Dans le Chapitre II nous étudierons deux types de systémes
non homogeénes:

oo .
type III:- 6i= Sy (=0,1,2,..) et "’
Pt |
+oo .
type IV: = s (=0,1,2,...),
n = —oo

qui ne différent des types I et II que par les parties gauches (c;)
des équations, les ¢; étant des quantités arbitrairement données,
dont au moins une quelconque soit différente de zéro.

Remarquons en passant que le systéme traité par M. Borel (%)
dans sa Theése rentre comme cas particulier dans le type IIL

L’application convenable du principe des réduites aux
systémes du type III ou du type IV permettra de calculer tou-
jours une infinité de solutions.

Dans le Chapitre III nous étudierons les systémes que 1’on
obtiendra par le procédé formel suivant: Etant donnée une série
de Dirichlet généralisée (sous la forme I ou II) :

_lz
Ex,,e X!
n

a coefficients indéterminés =z, et, d’autre part, une équation
différentielle linéaire

Poe) Th+ P& Tt Pus) Wt Py = PO,

ou les Pi(z) (¢=0,1,...n) sont des polynomes entiers quel-
conques en z, tandis que P(z) est, en général, une série entiére,
qui peut se réduire, en particulier, & un polynome ou méme 2
une constante (le zéro y compris), — on posera

—AnZ
y= Se

et 'on exigera que la série de Dirichlet satisfasse formelle-
ment & l'équation différentielle, tout comme si elle était I'une
des intégrales; cela reviendra a ce que les x, devront satisfaire
a un systéme d’équations linéaires & une infinité d’inconnues.

(1) Borel, Sur quelques points de la Théorie des fonctions (Annales de
I'Ecole Norm. sup., 3-e série, t. XII, 1895, p. 9—55).
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Quant a la résolution de tels systémes, nous verrons que
ce probléme peut étre ramené, au moins dans des cas trés étendus,
complétement & celui concernant les systémes des deux premiers
Chapitres.

Il faut cependant ajouter que le procédé de formation des
systémes infinis, que nous venons de décrire, fournira dans cer-
tains cas, lorsque P(z) =0, des systémes contenant des équations
incompatibles et n’ayant, par conséquent, aucune solution, — ce
qui ne pourra jamais arriver si P(z) =0, cest-a-dire si le systeme
est homogeéne.

Enfin, le Chapitre IV sera consacré & la résolution du probléme
d’interpolation ou, ce qui sera la méme chose, & la résolution des
systémes infinis correspondants; ces derniers embrassent, en par-
ticulier, les systémes cités, d’aprés M. Riesz, au n° 2.

En nous servant convenablement du principe des réduites,
nous démontrerons le théoreme général suivant:

Etant données trois suites indéfinies: '

19 celle des (an) satisfaisant aux conditions suivantes:
a: = a; pour i,
lail=lal= w=laml=..,
et |a.]|— oo pour n — o0,
20 celle des nombres entiers et positifs quelconques ou zéros
7V R S R s

8% et celle des quantités quelconques

o o () o O (g © @ (629)]
O 5 CYPY R T A oY 1 €OV 0oy LG ST TR OOl 3V & T = Al o

— on peut construire une infinité de fonctions entieres F(2)
telles que pour z=a, l'on ait:

Fla) =¢Y 2

F' n, Taey 5&1)
(@) % (e B0 T

F(Pn)(a") Lt G(P,,) S
F@(;) étant la dérivée d’ordre p, de la fonction F(z) et

FO) = F(2).



CHAPITRE L

Sur les systémes d’6quations linéaires et homogénes
a une infinité @’inconnunes attachés aux séries de
A Dirichlet.

I. Le probléme. Les séries de Dirichlet.

7. Dans ce Chapitre nous nous proposerons de résoudre
les deux types de systémes d’équations linéaires et homogénes
a une infinité d’inconnues:

16 o JETE
@ 0= Yz (type D),
n=1
D s
) 0= 3"z, (type II)
n=——aQa
(i=0,1,2,8, ....),.

en y supposant que les quantités données A, satisfassent aux
conditions suivantes: :

(3 Jn=k 2 pour hk,
n —> co
(5) [Aa] <2 (@m=0,1,2,..)),

4 étant un nombre positif quelconque.

Cela posé, démontrons que nos systémes (1) et (2) peuvent
etre résolus dans tous les cas et cela de fagcon que les solutions
soient constituées par des valeurs des inconnues dont aucune ne
sera zéro.
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8. Comme nous venons de voir (n° 6), les systémes (1) et
(2) peuvent étre attachés aux séries de Dirichlet.

Chacune d’elles fournit un systéme (1) ou (2); pour l'obtenir
on n’a qua différentier la série de Dirichlet terme a terme une
infinité de fois et & exiger que les résultats ainsi obtenus
s’annulent pour z=0.

Sous ce point de vue, les inconnues des systémes (1) ou
(2) peuvent étre considérées comme coefficients indéterminés des
séries de Dirichlet, et le probléme de la résolution des systeémes
(1) et (2) se raméne & celui de la construction des séries de Dirich-
let. En effet, chacune de ces séries est complétement caractérisée
par deux suites indéfinies: celle des 4. et celle des coefficients.
Or, la suite des 1, étant donnée d’avance, et les coefficients se
calculant comme inconnues des systémes (1) ou (2), il en résultera
donc qu’a chacune des solutions des systémes (1) et (2) on peut
faire correspondre une série de Dirichlet, concréte et bien déter-
minée. De plus, la suite des 4, étant donnée d’avance, il ne s’y agit
évidemment que de construire-des séries de Dirichlet contenant
effectivement tous les 4, donnés, c’est ce qui ne sera possible
que sous la condition que les solutions du systeme correspon-
‘dant (1) ou (2) soient constituées par des valeurs des inconnues
dont aucune ne sera zéro. '

Et voila pourquoi nous ne saurions, dans le présent Cha-
pitre (et de méme dans les deux Chapitres suivants), admettre
que des solutions satisfaisant & la derniere condition.

9. Sans avoir Vintention d’étudier, d'une facon détaillée,
les séries de Dirichlet qui correspondent aux solutions des sys-
temes (1) et (2), nous nous permettrons seulement de faire a ce
sujet quelques remarques d’un caractére général.

Constatons tout de suite que chacune d’elles représente une
fonction F(z) bien déterminée, au moins pour une valeur de la
variable z, & savoir z=0. En effet, les z, constituant une solu-
tion d’un des systémes (1) ou (2), la série 3z, sera, d’aprés la

premiére équation de ce systeme, absolument convergente, et
aura pour somme zéro; donc,

F(0) = 2ix,=0.

De méme, on s’aper¢oit aisément que lorsqu'une série de
Dirichlet est uniformément convergente dans une région quel-
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conque, limitée par une courbe passant par lorigine, elle y
représentera une fonction holomorphe F(z), s’annulant avec toutes
ses dérivées pour z=0:

FO0)=0; F®0)=0 (n=1,23,..).

En effet, chacun des termes de la série (zne™*%) étant une
fonction ‘holomorphe dans tout le plan de la variable z, il en
résultera, d’aprés le théoréme de Weierstrass, que, si la série est
uniformément convergente dans une région, elle y représentera
une fonction holomorphe F(z), dont la dérivée d’ordre p.Sera :

E®e) = J'wa(—ha)2 o0 ;

n

donc, en tenant compte du systéme correspondant
0=z(—4)? (p=0,1,2, b

on aura évidemment, d’aprés 'hypothése faite,
b EOY R0 (0 ETN0) 0 (D 280 D

Que de tels cas peuvent se présenter en réalité, on le verra
tout de suite. Supposons, par exemple, que les A, soient réels

et lim 4,=o0; alors & chacune des solutions correspondra une
n—->oco

série ordinaire de Dirichlet. Ktant absolument convergente pour
z=0, elle sera, d’aprés la théorie de telles séries, uniformément
convergente dans tout le demiplan & droite de I'axe imaginaire.

Dans le cas ol les 4, représentent des quantités complexes,
il s’agit des séries de Dirichlet généralisées, et alors la question,
concernant la région de convergence, deviendra en général beau-
coup plus compliquée, comme il résulte des recherches de M. Vii-
séld, citées déja au n° 5. ;

Tandis que la région de convergence d'une série ordinaire
de Dirichlet représente toujours, comme on le sait, un demiplan
a droite d'une parallele & I'axe imaginaire, celle-ci d’une série
de Dirichlet généralisée peut étre, d’aprés M.. Viisild, une région
quelconque, limitée par une courbe convexe. 1l a démontré, en
effet, qu'étant donnée une région quelconque, limitée par une
courbe convexe, on peut construire une infinité de séries de
Dirichlet généralisées dont chacune I'admet pour région de con-
vergence absolue.
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Puisqu’il ne s’agit pas ici d’étudier les séries de Dirichlet
généralisées d'une fagon détaillée, nous nous contenterons de
constater seulement le fait suivant:

En assujettant les arguments des quantités Z. a certaines
restrictions, on peut indiquer des régions plus ou moins vastes
ol les séries de Dirichlet généralisées, correspondant aux solutions
des systémes (1) et (2), seront sirs d’étre uniformément conver-
gentes. A

En effet, supposons, par exemple, que les A, soient tous
situés dans l'angle droit, formé par deux demidroites :

ML o .
‘P §T 1 (P ETr 41
issues de 'origine; la série
D d T

b
”

dont les coefficients z, constituent une solution du systéme
correspondant (1) ou (2), sera alors uniformément convergente,
au moins dans langle droit indiqué, comme on s’en assurera
aisément par le raisonnement suivant:

Soit z=ge“(’ une valeur quelconque de la variable z dans
ledit angle; on aura donc ;’{éq)é—}—g. D’autre part, en dé-

signant {
An=rePn  (R=0, +1, +2,. . ),

on aura, d’aprés I'hypothése faite, .
Pn=Put 2m,

m étant un entier positif'quelconque ou zéro, et

P E = = .T_!}' .
N
Par conséquent, —A.z = —r,0e @19 = —rp0eWnT9) et
i 11

= AN . ”
. = 1, puisque — 5 =yut+g=-+3;

s e™e Cos (yn -Fa

donec, l x”e—‘lnz’ I i I o |
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Aussi, la série 3z, étant absolument convergente, la série
. :

—2
): Lue n?
n

sera-t-elle uniformément convergente, au moins dans l'angle
droit indiqué, et y représentera une fonction holomorphe.

De méme, il est aisé de voir que, dans le cas ou

i oo i

les séries de Dirichlet correspondantes (ainsi que celles que 1'on
en obtiendrait en les différentiant terme a terme) seraient uni-
formément convergentes, au moins pour les valeurs réelles et
positives de la variable z, c'est-a-dire sur I'axe réel a droite
de 'axe imaginaire.

Il est évident que I'on pourrait multiplier -indéfiniment de
tels exemples. : . , :

Des remarques précédentes nous pouvons tirer les con-
clusions suivantes : : '

-1° les séries de Dirichlet (ordinaires ou généralisées), cor-
respondant aux solutions des systémes (1) ou (2), sont abso-
lument convergentes pour z= o0, quels que soient les arguments
des quantités 4, ; ;

20 elles sont, au meins dans des cas étendus, uniformément
convergentes dans des régions plus ou moins vastes et y repré-
sentent des fonctions holomorphes, s’annulant avec toutes les
dérivées pour z=0; :

8% aussi, au moins sous certaines réserves, pourrait-on
interpréter le probléeme de la résolution des systemes (1) et (2)
comme probléme de construction des séries de Dirichlet, qui
représentent des fonctions F(z), complétement déterminées et
holomorphes dans -certaines régions, et s’annulant avec leurs
dérivées pour z=0: : : :

F(0)=0, F™(0)=0 Ihi=1,9,8,.85%
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II. Sur lapplication de la méthode de Fourier aux systémes
du type L

10. Soit donné un systeme du type I

(o]
0= 3 1uad /(i =50,1152,. 4 )+

n=1

en exigeant alors qu'une solution soit constituée par des valeurs
des inconnues (z.) dont aucune n’est zéro, on peut supposer, en
particulier, que z, 0, et présenter le systéme donné sous la
forme suivante:

i o0 i [Xn 3
(la) : —11=£ﬂ'”(;l) (=230, § 530 Eg

’ , Zu) 3 ¥ ;
ou les rapports (;) joueront le role des inconnues. Essayons
i :

de les calculer par la méthode de Fourier. Le systeéme réduit
sera dans ce cas:

L
T RS (z—’:) (=0,1,2,... n—1).

k=2

En désignant sa solution par

ﬁ ) ﬂ‘(ﬂ)- m%—i—l ()’
xl,.-.xl,-..—*‘—ZI

et en tenant compte de ce que

1 B s Aaak ‘ ,

Ay Ay e g | = (Re—Ae) (A—o) « . (mpi—A)

R i (Ra—g) - ¢ - (i)

.”-_ .. . .”—0-1 ----- ”._-; ; | by AT~ .' A " ';v-' -_--;'”-“ 0’
] }.2 1, 13 RN, l»+1 ) ‘ 03 ( H—l )4:

; s , : z\™ y
on obtiendra aisément les valeurs des inconnues (;c—") , a laide
3 .
des formules:
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Al el
,(%%”__%( ) (1=,
z) A\ A . A
(1 13)‘(1 A)...(l M)

e 42.(1_%.(1_%)(1_%)...(1-&1)
A g -

(6)

L s M
(ﬂ)"”: (_l)h—llzls---lh—x,(l ’12)(1 /13)"'(1 }"'—1) g
- R =
(i
i )

A T
(1— zm) (1 mz) "

Done, il ne s’y agit plus que de passer & la limite pour
n —> 0.

11. Nous allons constater que les limites:

n)
lim (ﬂ)(= ”ﬂ) (h=2,8,..)

n - co\%1 Zy

n’existeront sous une forme finie que dans des conditions beau-
coup plus restrictives que celles de (8—5), et qu'elles ne con-
stitueront une solution du systéme donné que dans des conditions
encore moins générales,
~ Pour s'en assurer, il suffira d’examiner quelques exemples
particuliers.
Supposons tout d’abord que la suite des A, soit telle que

(7) w=mn (n=128,...);

on déduira alors des formules (6), par un calcul simple, que
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"‘fg (n)_ e ;@_ (n)_ ﬁ(}_"’—]‘) i
(wl) = —n, (xl) = et généralement
EN® e alneDin—2). . [n—(h—2)] i
(a:—l)_( 1) 1.2.8...(h—1) e
(n)
Done, lim (ﬁ) e (B —= 2Bty
n->o0\%1 ‘
c’est-a-dire, dans le cas (7), il n'y a pas de limites finies.
Supposons ensuite que les 4, soient tels que
(8) Ay = n? (= 10203, )
alors, en employant la formule bien connue
2 : 2 2
Sinmc:mc(l—%) (1——%)(1~%)
on aura
A A A
li 11— 1—") .. —" | =
;I—I:oo( 7~h+1)( 7~h+2) ( /ln+1)
; Sin mwx : .
g z® z? i
i 1
) TV 1\
iy B Oy
et de méme
lh j«h }Vh
lim {1 —-—"—)|1— ol — =k
e i
: Sin wwz :
== lim o P 22
DS G T, o ¢ .
1 ( BY] R (h—1)2
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donc, d’aprés les formules (6), _
()
("ﬁ)=hm (ﬂ) = (="K (h=2,84,...).

il n -0 \Z1
Aussi, dans le cas (8), chacune des limites (z—"-) sera-t-elle finie
3§
et bien déterminée; cependant, elles ne constituent pas une
solution du systéme (1a), puisqu’elles ne rendent pas absolument
convergentes les séries qui s’y trouvent.

12. Supposons enfin que

o) Im=p, p>1 (n=1,2,8,...);
alors on aura '

PR i
e
noloofy (iMm Nfy. e\

/‘Lh+1 lh-{-z ;m+1
i 1
S T 1 1
[=316=3)- 54

et, par conséquent, d’aprés les formules (6),

Zo) -1 AN p—1 L
10 PP =1 ) = (11
e (xl) "H-I:OO(%) ot (p—1) (p*>—1) (PP—1) ... (p"—1)

(h=284,...).

Cette fois on peut bien constater que les valeurs des in-

X ) }
connues (x—"), fournies par la formule (10), rendent absolument
i _

convergente chacune des séries du systéme (1a).
En effet, ¢ étant un entier positif quelconque ou zéro,
examinons la (/--1)itme gérie

. w . x
Lot ot SHE (x—)
n=2 1

En désignant

— 95 [%h i [Tra
) lh (571) et uh_*_l = lh—{-l( z ))
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g oo didey
on aura |—1* b

Unt1
U,

et, par suite, lim

=0,
ek ' h >0

Y
d’ou se déduira immédiatement la convergence absolue. La série
3% ()
k=2 xl

a donc une somme bien déterminée et, comme on s'en rendra
compte aisément, celle-ci n’est que —A), puisque

A
k=2
quel que soit I'entier positif n, et, d'autre part,

27' (x") lim E;f (xk)(") M

21 n>00,_y \%1

Il en résulte donc que, sous I'hypothése (9), la méthode de Fourier
est applicable et permet de déterminer les rapports des incon-
\ . [Th s g
nues du systéme donné =k de sorte qu’ils satisfassent au

systéme (12), et qu'aucun d’eux ne soit zéro.

En y prenant 2, = C, C étant une constante arbitraire, dif-
férente de zéro, on obtiendra donc une 'solution du systeme
donné (1) dépendant d'une constante arbitraire, et exprimée par
les formules:

3 g
DT e i

(=284 )

Remarquons encore que, en disposant de la constante arbitraire
C, on peut faire assumer & une inconnue quelconque z, la valeur

(1) D'une fagon générale, remarquons que toutes les fois que I'on aura,
par la méthode de Fourier, trouvé les valeurs des inconnues d’un systéme donné,
qui rendraient absolument convergentes les séries du systéme, on en tirerait
immédiatement, tout comme ci-dessus, la conclusion, que ces valeurs consti-
tuent effectivement une solution de ce systéme, puisqu’elles rendront les parties
droites des équations égales aux parties gauches correspondantes.

2%
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a =0 arbitrairement prescrite. En effet, pour cela on n’aura
qu’a choisir C de sorte que soit

—_— e 1) pn—l i
i C(F—DWL—DHJWA—D'

Done, des trois hypothéses concrétes, relatives a la nature
de la suite des A, que nous venons d’examiner ci-dessus, ce
n’est que la derniére, qui permet de résoudre le systéme cor-
respondant par la méthode de Fourier. En la comparant aux
autres, on constate tout de suite que dans ce cas la croissance -
des A, est plus rapide que dans les deux cas précédents. Il est
clair que c’est bien cette circonstance & laquelle, dans ce cas-ci,
on doit le succes.

13. L’hypothése (9) est loin d’étre la seule, sous laquelle
un systéme (1) peut &étre résolu par la méthode de Fourier;

nous allons' démontrer a ce sujet la proposition plus générale
suivante :

Etant donnée une suite indéfinie des 4, telle que
hiFl ()

(12) of |Fnt =p>1 pour k=N,
3 h

N étant un entier positif quelconque, on peut,
par la méthode de Fourier, déterminer une solu-
tion du systéme correspondant, dépendant dune
constante arbitraire C.

En effet, les valeurs (6) des inconnues du systéme réduit
auront pour n — co les limites finies et différentes de zéro:

Z1] n—>oo

Iy My Ay
Pty o CL) g 01
@R\ . [2R\® A Zs...lh_l‘( Z‘z)( 23) ( ;Vh—-l)
e e R~ o s
W R
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puisque, la série
i |
An1

1 ik
e

étant, par hypothése, absolument convergente, les produits infinis

o Yin ARy ek
nsl=ail-a) -

An An An

le sont donc, eux-aussi, et différent évidemment de zéro.

et

De plus, ces limites

i, (2)=(c)
n>co \%1 Zy
rendent absolument convergente chacune des séries
&L
24 ()
i étant un entier positif quelconque ou zéro.
"En effet, soit

et
¢ Lt

uh-l—l FoR }'H_l ( x, ) )

alors
A An— A A

i g ik S G R CEROT He o L T8 L
(s 001 PN vt An An Ay Ings|
w, | |Asa N i PR BEVEE | PR

Anga Anga Anis Ants

or, d’dprés I’hypothése faite, on aura

I
At

. h—i—1
lim 1
h—>co
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tandis que
)ﬂ j it }Ll chii ﬁ Al _Z'ZL i
e A : A . " Ao Inys| s
h—>co 1_i ; 1_&;.__1 1 ;h—i—l }bh+1
Angr | Ant1 )vh+‘7 . Aniat
Ax Anp .
; ll SR 1— h 1— s
=lim
h>oo || An Ay 1_Mv+1 1_%_-—_1
ih+1 lh+1 /u;.+1
(o) g 1\)2
B {1+

A A
h—co |1___ o f| L

i l
s bl
Ante l

i
comme on s’en rendra aisément compte.

Donec, Uiy

=
U

~ lim
h—>co

h

d’ou se déduira inmédiatement la convergence absolue.

Il en résulte que, sous I'hypothése (12), une solutlon du
systeme (1) sera fournie par les formules;

5=0, o=(—1y-10" ]”31 o

Vi e MA LA
(13) .(1 ,12) (1 /1;._1)( /1,.+1) (1 ,1,,+2)-

}w? Z:h—l A’h )Vh
S L e

(h=2,3,4,..),

C désignant une constante arbitraire.

En disposant convenablement de C, on peut falre assumer
évidemment 4 une inconnue quelconque x, la valeur ¢ 20 arbi-
trairement prescrite.
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III. Sur Papplication du principe des redultes dans un * cas
particulier.

14. Comme nous venons de voir (n°11), la méthode de
- Fourier ne s’applique pas au systeme (1) dans le cas (7).

Cependant, il ne faut pas en conclure que le principe des
réduites, lui-méme, ne puisse pas s’appliquer. En effet, nous
allons démontrer que l'on peut résoudre le systéme donné par
une méthode nouvelle ne représentant, au fond, qu'un autre
mode d’application du principe des réduites; au lieu de ramener
le systéme donné & un seul systéme réduit, comme nous l'avons -
fait dans les cas précédents, nous le raménerons, dans ce cas-ci,
a une suite indéfinie de systemes réduits.

~ Quant & la réduction, .elle sera effectuée par deux étapes,
a laide des systémes infinis intermédiaires que l'on pourrait
appeler systémes réduits généralisés, dont chacun
peut &étre résolu par la méthode de Fourier, c’est-a-dire &tre
ramené & un seul systéme réduit fini.

En calculant les solutions des systémes réduits, et en passant
a la limite, on obtiendra les solutions des systémes infinis inter-
médiaires; avec celles-ci on construira des solutions du systeme
donné.

Notre tache consistera donc en ce que nous aurons & fixer
la loi de formation des systémes réduits généralisés, et a déter-
miner le mode de construction des solutions du systéme donné,
a laide de celles des systémes réduits généralisés.

© 15, Etudions d’abord la loi de formation des systémes
réduits généralisés. : ‘
Le systéme particulier (S), que nous allons résoudre, s'écrit

0= 2 niz, (574 s W0 JORER
n=1
C'est un systéme  appartenant au type I, et complétement
caractérlse par la suite indéfinie (E) des 7,,,_n :

(B)=1,2,8,4,.

» Décomposons maintenant la suite (£) en une infinité de
suites partielles (E,) de la fagon suivante: Constituons avec les



24 HERMANN JAAKSON AV

éléments de la suite (), c'est-a-dire avec les nombres ﬁaturels,
le Tableau & double entrée:

i 21 22 Sey B ROR
3 : 3.21 3.22 il R G e
5 5.21 5.92 S R
(2n+-1) (2n4-1)2' (2nt1)22 . . . (2n-+1)2" .

~ On se rend aisément compte de ce que ce Tableau contient
tous les nombres naturels, et que chacun d’eux n’y rentre qu’une
‘seule fois en y occupant une place bien déterminée. En effet,
s étant un entier positif, il est évident qu'on ne pourra le pré-
senter que d’'une seule maniére sous la forme

s=(2n-1)2",

h et n étant certains entiers positifs ou zéros; done, s occupera
dans notre Tableau la case qui est située dans la file de rang
(n+-1) et dans la colonne de rang h-1.

En entendant par (Z,) la suite

(B)=2n+1, @n-+1)2, ... @n-t1)2"
(n=0,1,2,8,....),

et en tenant compte du Tableau & double entrée, 'on constatera
immédiatement que la suite donnée (E) se décomposera, en effet,
en une infinité de suites partielles (Z.), ce que l'on peut exprimer
par la formule symbolique

(B) = (E)+(E)+. . .+ (E)+. ..

Comme nous T'avons déja remarqué, la suite () caractérise
complétement le systéme donné (§); or, par analogie, chacune
des suites partielles (Z,) déterminera, & son tour, un systéme (8,).

En désignant les inconnues du systéme (S») respectivement
PAT Yu1y Yn2, - .. Yneutay, - - -, il Se présentera sous la forme suivante :

G805 -0 = 2[(2"+1)2“]‘yn(;.+1. (2 =0,1,2,.. ) .

ok n=0,1,2,...
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Ainsi, I'on obtiendra une infinité de systémes (S.) bien déier-
minés. En les examinant de prés, on verra tout de suite que,
quel que soit l'entier positif », le systéme (S,) est équivalent au
systéme (So)
: OO ;
0= 22" yootn) (¢==0,1,2,...),

h=0 -

les systémes (S,) et (So) ayant évidemment tous les deux les
mémes solutions. Aussi, peut-on poser tout simplement

Yooty =yYny1 (M =0,1,2,...),
et calculer les valeurs

Y1 yﬂv coe Yrtty ..

a l'aide de n’importe quel systéme (S;). Or, prenons le systeme
(8,) et remarquons qu’il s’obtiendra du systeéme (1) en y posant

dr=i2 A vasely, O s

D’aprés le n° 12, ‘on pourra en conclure immédiatement que le
systéme (S,) peut &tre résolu par la méthode de Fourier, les
valeurs des inconnues ¥, %, -.. Y1, --. Sexprimant a l'aide
des formules (11), si I'on y remplace p par 2.

On aura donc

oh
(14 =0 war Ul G Hean,. @D

(=N 258.00.%);
C étant une constante arbitraire.

16. Démontrons maintenant que, en employant les solutions
des systémes (S,), on peut construire une solution du systéme
donné (8), c’est-a-dire que les systemes (S,) peuvent étre con-
sidérés, par rapport au systéme (§), comme systémes
réduits généralisés. ;

En effet, convenons de déterminer les valeurs des inconnues
(z;) du systéme donné (§) de la fagon suivante:

Etant donné le rang s de l'inconnue z, nous le présen-
terons sous la forme :

s=(2n-+41)2" (voir n° 15),
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N

ce qui fera correspondre a s une seule’ valeur : bien determlnee
de h, ainsi qu'une seule valeur de =.

Cela étant, nous poserons @, =yny1, OU Uiy, dependant
d’'une constante arbitraire C, sera fourni par les formules (14).

Nous verrons que, en spécifiant convenablement cette con-
stante arbitraire €, nous obtiendrons ainsi une solution du
systeme donné (S).

Il est clair quil faut spécifier C, puisque, d’aprés ce que
nous venons de dire, on obtiendra, en particulier,

{BI=G,' x3=0,...x2,.+1=0',...;

par suite, si 'on y entendait par C une constante arbitraire;, la
premiére série du systéme ()

(eo]

PRI

n=—"l
(pour ne parler que d’elle) contiendrait une infinité de termes
tout & fait arbitraires et, par conséquent, elle n’aurait évidemment
aucun sens précis.

De méme, en spécifiant ¢, il faut tenir compte de n.

En effet, sil'on prenait pour C, indépendamment de », la méme
valeur quelconque a 4= 0, on aurait

T=a, Xg=a, ... Twp1=0,...;
done, la série

oo

2t

n=1

contenant le meme terme a une infinité de fois, ne serait pas
convergente

Or, étant s= (2n-}-1)2", prenons @, =y, en posant dans
les formules (14), par exemple,

i , Jon 1
T D4,

ou 4, est une constante quelconque assujettie a la condition

[4u]l=1 (m=0,1,2,...)
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Alors on aura LR o

1
TR LA
(15) Wl e 2h 3 . '1 g v ‘
o @—1) (2—1)...2"—1) (nf1)/ 4, (h==1,2,8..2);
étant s=@n-}+1)2" et n=0,

et, comme nous verrons, les valeurs des z, déterminées par ces
formules constitueront une solution du systéme donné (S).

17. Démontrons maintenant que les z, fournis par les for-
mules (15) rendront absolument convergente chacune des séries
du systéme (8), par exemple,

(o]
Ssia,,

g

¢ étant un entier positif quelconque ou zéro.
En effet, aprés avoir fixé ¢, 'on peut toujours, comme nous
le verrons, indiquer respectivement un entier positif NV tel que soit

} 1
(16) |s'ws|<;§ pour s> N. ‘
Or, la série
&
5 i
=1

étant convergente, on en déduirait immédiatement la convergence
absolue de la série

(e o)
2 8w,
d 8=}
Ecrivons l'inégalité (16) sous la forme suivante
jetaa, | <1,
et désignons
o - qi+29h il
Us=" A ke
(2—1)@2—1):. (2" —1) (0 1)! .
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alors, en tenant compte de ce que |4.|=1, et s=(2n-41)2",
on aura évidemment
A i R des 11

Il en résultera donc que, si l'inégalité U, <1 pour s> N était
exacte, I'inégalité (16) le serait a fortiori.
Quant & U, il est aisé de voir qu’il s’écrit

U, = P(h) . Q(n),
ol I'on désigne par P(h) et @(n) les expressions suivantes:
QH(-+9) '

SITy ORI R

P U o v

Or, sous une autre forme, P() étant

P =

, 1 . S
P(h) = ,

h
— (h—2i—5) 1 1 1
2

on en déduira aisément que lim P(h)=0; de méme, il est
clair que we

lim Q(n) =o.

n—>0o0

Par suite, 'on peut bien indiquer, d’une part deux nombres’
positifs P et Q tels que

P=Ph): ‘Geo012,..),
Q= Q(n) n=0,1,2,...),

et, d’autre part, deux nombres entiers positifs 4, et n, tels que

P.Qmn) <1 pour n = n,,
Q.PMh)<<1  pour h=h,

Il en résultera donc que U, < 1 pour 4> h,, indépendamment de
n, ainsi que pour n = n,, indépendamment de % ; par conséquent,
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si pour une valeur entiére et positive de s=(2n--1)2" l'inégalité
U,<<1 devenait inexacte, ce ne serait possible que sous la condi-
tion que les valeurs correspondantes de n et & satisfassent & la
fois aux inégalités:

n<< 1y et h<Chg

Done, la valeur la plus grande de s, pour laquelle I'inégalité
U,<Z1 pourrait éventuellement cesser d’étre exacte, serait

[2 (ng— 1)+ 1] 2%t = (2my— 1) 2R
En la désignant par N:
N=(2n,—1) 2%,
on aura en tout cas
U,<<1 pour s>N=(2n,—1)2M1,

Done, la série
(e o]
2 s

et

sera, en effet, absolument convergente et aura, par suite, une

somme bien déterminée ne dépendant ni de ordre des termes de

la série ni des différents modes de groupement de ces termes.
D’aprés cela, en tenant compte de ce que la série

(e o)
g

=1

contient tous les termes des (i} 1)*mes séries appartenant aux
systémes (S,), et qu’elle n’en contient pas d’autres, il en résultera
immédiatement que la somme de notre série sera nécessairement
nulle, puisque les sommes des (i 1)imes séries, appartenant aux
systémes (S,), sont elles-mémes nulles.

Donc, les z, déterminés par les formules (15) constituent,
en effet, une solution du systéme donné (S).

En multipliant toutes ces valeurs par une constante arbitraire
4, on obtiendra encore une solution du systéme (S), ce dernier
étant un systéme homogene.
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~18. La solution dusystéme (S) dépendant de la constante
arbitraire -4 et des quantités 4,, assujetties & la condition

|4u]=1 m=0,1,2,...),

s’écrira sous la forme suivante:

i /
Zs = m pour A=0,

2h

(16) i A B :
2—1)(2°—1)...2"—1) nF1)! 4, Poursr=1L,2,3,...

zs = (—1)

ol s=(2n-11)2* et n>o0.

En T'examinant de prés, on constatera:
1° pour 440 aucune des inconnues x, n’est zéro: =z, 4 0;
20 étant donnée, d’'une part, une suite finie de » quantités quel-
conques différentes de zéro: a, a,, . .. ar, et, d’autre part,
une suite de » nombres entiers positifs: a;, a5, ... a, ap-

partenant tous a des suites partielles distinctes () (n° 15),
on peut faire assumer aux inconnues

Z X

oy v ey x 3B

respectivement les valeurs prescrites
a, [ Ry ) 1T

b (=12

En effet, en remplacant dans les formules (16) les xq, Te-
spectivement par les a; et en résolvant ces » équations par rapport
aux quantités Ay, on obtiendra évidemment pour elles les valeurs
satisfaisant & la condition: |A4x|>1, si l'on attribuera & la
< constante arbitraire A une valeur quelconque dont le module sera
assez grand. '

Nous venons de supposer que les nombres entiers positifs
s, Gy . . . @, appartiennent tous a des suites partielles distinctes
(&:); remarquons que c’est une condition tout i fait essentielle,
puisque de toutes les inconnues, dont les rangs appartiennent a
la méme suite partielle (Ey), c'est seulement une quelconque qui
peut étre fixée arbitrairement; en lui faisant assumer une valeur
prescrite, on attribuera du méme coup & toutes les autres in-
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connues du méme systeme (Sx) les valeurs correspondantes. comple-
tement déterminées.
: Donc, la nature de la solutlon que nous venons .de construire
dépend essentiellement du mode de décomposition de la suite (E).
Or, généralement une suite (E) peut étre décomposée d’une
infinité de maniéres, c’est ce qui permettra de prescrire arbitrai-
rement les valeurs d'un nombre fini d’inconnues quelconques.
En effet, étant donnée une suite de nombres entiers positifs
quelconques: a4, @y, . . . @, en décomposant la suite () en une
infinité de suites partielles (Z,), on peut faire rentrer les éléments
y) s

'’ aa? ey

dans r suites partielles, de sorte que chacune d’elles ne contienne
qu'une seule de ces » quantités (A«).

Nous le démontrerons ci-dessous, dans le cas général, ou
les éléments 4, de la suite (E) ne sont assujettis qu’'aux condi-
tions (83—5, n° 7), qui caractérisent les systemes (1) et (2).

IV. Sur la construction des solutions des systemes du type I

19. Etant donné un systdme quelconque (S) du type I

m .
O il =002

n=1

dont les A, satisfont aux conditions (3) et (4) (n° 7), nous allons

le résoudre par une méthode dont l'idée essentielle vient d’étre

exposée tout & I'’heure, & propos du systéme particulier (n° 15).
A cet effet nous aurons:

1° & décomposer convenablement la suite
(E)=ll, ;92, “ .. }rn, ..

en une infinité de suites partielles (&),
20 4 faire correspondre & chacune des suites partielles (Z.) un
systeme réduit généralisé (S,), et
3% 3 construire des solutions du systeme donné (§) & l'aide de
celles des systemes (S,).
Examinons I'une aprés l'autre ces trois questions.
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20. Quant & la décomposition de la suite donnée (E), nous
démontrerons la proposition suivante :

Etant- donnée une suite (B = e LD A
telle que

lim | 4, ] = oo,
n — 0O

on peut la décomposer en une infinité de suites
partielles (E,), de sorte que, en désignant les é1é-
ments de (£, par

MUn1y Mn2y « oo Mnhy o« .y

- ceux-ci satisfassent a la condition

S gl (h=1,2,3,...)’

Mennt-1)
n=1,2,8,...

Unn

et que les r éléments:

Bl iyt i

y)

a0

choisis arbitrairement dans la suite (Z), soient
répartis entre r» suites partielles (Z,) dont
chacune n’en contiendra qu’un seul, r étant
d’ailleurs un entier positif quelconque.

Désignons par (E°) la suite naturelle des nombres
(B =1,2,8,...,
et par (E°) la suite partielle suivante:
O O ol > gl - s SR b T B
(1,288 i

en examinant alors le Tableau du n° 15, on se rendra aisément
compte de ce que la suite (E° se décomposera, d'une facon
bien déterminée, en une infinité de suites partielles (£?):

(B°) = (E) 4+ (E)+...+(E)+...

Or, il est a remarquer qu’il y a une correspondance univoque et
réciproque entre les 4, et les nombres naturels »: Iy —— 1 ;
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cela permettra de faire correspondre a la décomposition de la
suite (E°) la décomposition de la suite donnée (E)

(B)=(BYy+EY+ ...+ @B+ ...,
(EY) y désignant la suite partielle suivante :

B =g, Agopts oo Dgp gy

n=123,..),
qui jouit évidemment de la méme propriété fondamentale que la
suite (E), c'est-a-dire qui a aussi pour point-limite oo :

lim |4

|= oo.
k—>o0

@k —1)2"!
Cela étant, nous allons maintenant décomposer la suile donnée
(E) conformément a la proposition énoncée

(E)Z(E1)+(E2)+---+(En)+~--,

en procédant de la maniére suivante:

Nous construirons les suites (Z,) successivement: d’abord
(E,), ensuite (E,), ensuite (X;), et ainsi de suite.

De méme, les éléments des suites (E,) seront choisis suc-
cessivement ;. fni;s  Unz,  Undy o o

Nous désignerons par

(E) YR (El) e (E2) FETRER kS e (Eu—l)

la suite partielle de (Z) que l'on obtiendra en enlevant de la
suite () tous les éléments des suites partielles

(Ey), (), . . . (Bu).

Cela étant, fixons la loi de formation des suites (Z,) de la
maniére suivante :

1° Le premier élément u,;, de la suite (Z,) soit celui des élé-
ments de la suite (E) — (E,) — (E;) —...— (#.—1) qui occupe le
rang le plus petit; en particulier, le premier élément w,, de la
suite (&) soit 4,: Mg = Ay

20 Tous les autres éléments de la suite (&)

Wn2y  Mn3, « « o MUnhy Mn(h-{-l), . .

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (E).
3
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30 Dans le cas ou la suite (E?!) contient quelques-unes des
r quantités fixées arbitrairement a 1'avance: :

” ~ -

A 4 LSt
ap? “ay? : 02

on choisira ne, Mns, ... W, ... de sorte que la suite (&)
n’en contienne qu’'une seule au plus.

4% uw, étant déterminé, I'on prendra pour w,gii celui des
éléments de (£!) dont le module sera

le"nhlp» P>,

et qui occupera le rang le plus petit possible, compatible avec
‘la condition précédente (3°), p étant un nombre positif fixe.
D’aprés cette loi de formation, la construction d'une suite
(E.) peut étre effectuée aisément.
En effet, pour déterminer le premier élément w,,, on n’aura
qu’a trouver celui des éléments de la suite

(B) — (By) — (By) — . .. — (En)

dont l'indice sera le plus petit. Or, pour cela il suffit de déter-
miner seulement un nombre fini de premiers éléments des suites
(E)), (E,), ... (Eun_), de sorte que l'on ne continue le procédé
de formation de chacune de ces (n—1) suites que jusqu’'au
‘moment que l'on obtiendra le premier élément dont le rang
sera supérieur a celui du premier élément de la suite (£?), ce
dernier étant 2"—1.

Il est clair que, apres un nombre fini d’opérations, on trou-
vera tous les élements de la suite

B — (B~ E)— ...~ (Ea)

dont les rangs sont inférieurs a 1.2"—%, et dont le nombre sera au
moins un, puisque, d’aprés la condltlon 29, 41 i appartiendra cer-
tainement a celle-la.

Or, entre ces éléments, en nombre limité, il y aura évi-
demment un dont l'indice sera le plus petit; c’est celui-ci que
I'on désignera par fi. ?

Quant aux autres éléments de la suite ()

Un2y Ungy o oo Unhy ooy

on les choisira successivement entre les éléments de la suite
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(B =z, Jazs, o Foeprh

en tenant compte des conditions 8° et 4°.

Ainsi, a chacune des suites (£!) on fait correspondre une
suite bien déterminée (%,). Le nombre des suites (E?) étant
Iinfini, le nombre des suites (Z,) le sera, par suite, lui-aussi.

De la loi de formation des suites (Z,) on tirera aisément
les conclusions suivantes:

1° Chacune- des suites (E,) ne contient que les éléments
appartenant aussi a (&).

2% Chacun des éléments de (E) appartiendra & l'une des
suites partielles (E,) et & une seule.

3% Les n premiers éléments de (%) rentrent dans les premieres
suites partielles (E,), (E,) . . . dont le nombre sera = au plus

4% Chacune des suites (En) satlsfalt aux conditions énoncées
dans notre proposition.

Il en résultera donc que la decomposmon de la suite
donnée (F)

(B) = (B - (B oo - (E) A 5

que nous venons deffectuer sera bien telle qu’on l'exige dans
notre proposition.

21. Aprés avoir décomposé la suite (Z) en une infinité de
suites partielles (X,), nous ferons correspondre a chacune d’elles
(E£,) un systéme réduit généralisé (S,) :

o
022/"‘;;.?/% (t=0,1,2,...),

h=%

en y désignant les inconnues par ¥ .

Tous ces systemes (S,) appartiennent évidemment au type I
et, d’aprés la proposition du n° 20, ils sont caractérisés par la
relation

N=="L: 243

‘u’_"(w) >p>1 ( 3 My 7'-')

‘u/nh

e 7 =10 DR

Par suite, d’aprés le n° 13, leurs solutions sont fournies par
les formules (13), en y remplacant les quantités

G, ll, 212, }'3‘---}417--'
3%
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respectivement par

Cn, ,u"nl, ,u/n2, ,U'na, s e e !l/nh, S Tl vy
On aura donc

Y1 G, Un2 Mn3 - -« Un(h—1)
o

,unl ‘U/nl Wn1 Un1 MUny '
B S R Y O 1ok s
7) Un2 Un3 Hnen—y)) Wn(hi-1) Wn(iny2)

1_@ Y i _ Mnn—yy [ Hnn 1 Mo
Unn Wnh Unn Wi(n+4-1) Wn(n--2)

(h=2,8,4,...),

Y1 — Cn; Ynh — (—

C, étant une constante arbitraire.

D’aprés le n° 13, on peut dire que
Ywi =k 03 s ponr @, 0.

22, Il nous reste enfin & construire une solution du systéme
donné (S) a 'aide des solutions des systémes réduits généralisés (S,).

A cet effet nous établirons tout d’abord une correspondance
univoque et réciproque entre les inconnues x, du systéme donné
(8) et celles des systémes (8,), c’est-a-dire les yu.

Remarquons que chacun des éléments 4, de la suite (F)
entre aussi dans une des suites partielles (E,) et dans une seule
(n° 20), y étant désigné par un u & deux indices, et qu’inverse-
ment chacun des p & deux indices représente I'un des A; c’est
ce qui permettra d’établir la correspondance désirée.

En effet, soit, par exemple,

Apic— Unh s

en tenant alors compte de ce que 4, est lié dans le systéme (S5)
a l'inconnue z, et que de méme w,, est lié dans le systéme
(S,) & linconnue y.», on aura immédiatement la correspon-
dance désirée '

147 e g g }Vs = Unh <——> Yun,

ou simplement :

Zs «——> Ynh.
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Cela étant, nous allons démontrer qu’en prenant
ZLs = Ynn POUT L «——> Yun,

Y. étant déterminé par les formules (17), on obtiendra une so-
lution du systéme donné (S) en y spécifiant convenablement la
constante arbitraire C,.

Remarquons tout d’abord que la série

(0]
2(27)}&)3{14:;;. ynh

h=1

est absolument convergente, quelle que soit la valeur attribuée
a la constante arbitraire C, de laquelle dépend, d’aprés les for-
mules (17), Yun-
En effet, en posant
Uy Itu':h Yo | EU oty I (2nh)® wy, ynhl’
on aura

Unpr (h11) wns
Uh h3 Un

lim (}L_—L_—l)g= 1 s

h—>oc0 h
et, d’aprés le n° 13,

Uh41

lim ——=0;
h—>co Un

par suite,
fie )
lim 2 —o.
h—soco YUy

I1 en résultera, en particulier, que, en prenant, dans les for-
mules (17), C, =1 et en désignant par 7. la valeur correspon-
dante de y.u (h=1,2,8,...), on peut trouver un entier positif
N, tel que pour h> N, soit

| @nh)* v, | <1,
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le nombre des termes de la série

(o]
2 (2nh)? Mo Y
h=1
dont les modules sont > 1 étant N,—1.

Entre ces N,—1 termes nous choisirons celui dont le module
sera le plus grand, ou au moins pas plus petit que ceux des
autres N,—2 termes.

En désignant son module par », nous déterminons un
nombre positif o, de la facon suivante :

Op =i BEV =il tandis., quesnge— 4 o UsT N — i

cela étant, convenons de spécifier la constante arbitraire C, de
sorte que soit

1
Cn S én An,

4, y désignant une constante assujettie a la seule condition
2% oy
D’aprés cela, on aura évidemment oy
| (2nh)? ut, y,. |< 1 (fe—rlgeRes o foin
par suite,

1
| 4 | < (@nh)’

ou, en tenant compte de ce que 2nkh>mn-h, on aura

n 1 1
| Yo | << R

Pour |w.a|>1 on en déduira I'inégalité

(18) | s y,,,,|< ((=0,1,2,...n),

(n -i— )

permettant de démontrer ci-dessous la convergence absolue des
séries du systéme (S).
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23. En prenant x, =y, (pour z; «-— y.x) et en posant

1
On A_n\

C,= (ri°- 22),

les valeurs des z, constitueront une solution du systéme donné (S).
En effet, elles rendent absolument convergente chacune des

séries du sygteme ©)

=0 .
2k
=1
7 étant un entier positif quelconque ou zéro.

On s’en assurerz par les considérations suivantes. En re-
marquant que A, = wa, et 2, =y et en tenant compte du n° 20,
on s’apercoit immédiatement de ce que la (i--1)*me série du
systéme (S) contient tous les termes des (i 1)®=es séries des
systémes réduits généralisés (S,) et qu’elle n’en contient que
ceux-ci.

Or, désignons

. il Ngdd LRI |
Unh = M;’;h i wehs L

constituons le Tableau & double entrée

ft bl ol chusd wide o B om R
[var b lveel lwsl - - - | van |,
| Unt l, I Ung Iy I Uns Iy ey il e | Vnn I,

et servons nous du critére de convergence suivant:
La série double & termes positifs

(2 0 0 o]
2 2 vml
n=1 he1

converge, si l'on a

I Vnh l < (Q > 0)

(n+h) i
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pour n>N, indépendamment de 2, et pour A>H,
indépendamment de n(}).

Nous verrons que dans ce cas-ci l’on peut bien trouver
deux entiers positifs N et H tels que soit

Iv"h|<(,n+h) 240 (Q =>0)

pour » > N, indépendamment de %, et pour h> H, ind'épendamment
de n.

En effet, en tenant compte de ce que dans la suite
(E)‘———Z,l, 12, B . . lg, .
les modules des éléments (| 4:]) vont en croissant

(hm [ A== oo)
k—>co

on peut dire que |Ax|>1 pour &>k, ko étant un certain entier
positif. D’autre part, d’aprés le mode de décomposition de la
suite () (n° 20), les premiers (k,— 1) éléments de (E) sont
répartis entre les premieres suites partielles (#,) dont le nombre
sera (k;—1) au plus. Il en résultera donc que I'on pourra indiquer
un entier positif N, tel que

| w |>1  pour n>N,, quel que soit k.

(1) Numérotons les termes du Tableau ci-dessus d’aprés la régle suivante:

lval=u; Jogl=uy |vpl=us; lvg|l=1y |vea]=us; |”13|—-ub,

et ainsi de suite; en remarquant alors que sur la premiére diagonale se
trouve un seul élément, sur la deuxiéme, 2 éléments, sur la troisidéme, 3
éléments, et ainsi de suite, on aura pour u,, = | v |

SR ST N U R RS =(”+’?‘(”2+h*” < (n4hp;

done, m'T O <mipn?t (550
et, par suite, en posant 2¢; = ¢, on aura, d’aprés ’hypothése faite,

Upy, = | vnhl £ (01 3 O)’

A e
(n+ h)2+0 mito
d’ott l'on déduira immédiatement la- convergence de la série double

[os} (o]
2 2 |v11h|-

w=Th==1
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Or, 7 étant fixé a l'avance, désignons par N celui des deux
entiers 7 et N, lequel ne sera pas plus petit que l'autre; alors,
d’aprés 'inégalité (18), on aura

ivnh|<m2+@ (e=1>0)

pour n> N, indépendamment de A.

Done, il ne nous reste qu’a examiner les termes qui occupent
les premieres (N—1) lignes dans notre Tableau et qui appartien-
nent aux (i-1)¥mes series des (N—1) premiers systéms réduits
généralisés (S,). Or, on s’en assurera aisément, tout comme au
n° 22, que chacune des (N—1) séries:

oo
SenhPui,y,, (n=1,2,8,... N—1)
n==1
sera absolument convergente; par suite, pour chacune d’elles on
pourra indiquer respectivement un entier positif H, tel que soit

| @nh)® wiy, .| <1 pour k> H,
(n=—=1:2;3, .. N—1),
d’ott 'on déduira
; gl k
|Mnh Yun | i (2nh)3_< (n - hy*

Done, en désignant par H celui des (N—1) entiers: H, H, ...
Hy_; qui ne sera pas plus petit que chacun des autres, on aura

1 <
|Unh|<‘(h_'*"_h) 240 (e=1)

pour k> H, indépendamment de n.
Il en résultera, d’aprés le critere cité, que la série double

oo OO
Z Zlvnhl

=1 =k

sera bien convergente; donc, la série
g oo (o @]

2 2 VUnh
Rzt he=t

" sera absolument convergente.
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Elle aura, par suite, une somme bien déterminée, ne dé-
pendant ni de l'ordre ni des différents modes de groupement
des termes. Or, remarquons que -

) === 2 M ;h ynh
h=1

[c’est la (i 1)me équation du systéme (S,)]; d’apreés cela, on
aura évidemment
: o o
iz 2 2 Vnh,
=1 h=1

puisque la série double

O 00!
Z zﬁ'vnh
n=1 h=1
contient tous les termes des (z- 1)imes séries des systemes (S,)
et n’en contient que ceux-ci.
Enfin, la (7 1)®me série du systeme donné (S), ayant les
meémes termes que la série absolument convergente

(o o]
2 Z/Unh

=1 h=1

et ne différant de celle-ci que par le mode de groupement des
termes, on en conclut immédiatement quelle sera absolument
convergente, elle-aussi, et qu’elle aura pour somme zéro:

(o 0]
zyllx,
s==1

donc, les valeurs des x, déterminées ci-dessus satisferont bien
au systeme donné (S).

24. En multipliant les valeurs de toutes les inconnues
constituant une solution du systéme donné (S) par une constante
arbitraire 4, on obtiendra évidemment encore une solutlon du
systéme (8), celui-ci étant un systéme homogene.

Aussi, une solution dépendant de la constante arbitraire 4
et des quantités 4, assujetties a la condition: | 4,|>>1 s’exprimera-
t-elle & I'aide des formules suivantes:
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pour h=1,

A e Pns . o - Pnin—)
2R A T :
) o4, ey

i, 1-—‘—‘”—‘) 1—@)... e b i ¢, W P e
3 Wn2 Wn3 Mn(h—1 Mn(n+-1) Wn(ni-2) ¥

(1—'5"’3E i M Pt L S e T T o
Mnn Mnn Wnh MWn(ht-1) MUn(n+2)

(i 200, 4 ),

les valeurs de n et de h qui correspondent a s étant determi-
nées par la décomposition de la suite (&) (n°20): As= wu, €t 0n
se calculant d’aprés le n° 22. ‘

Grace a la présence des quantités 4 et 4, dans les formules
(19), on peut faire prendre aux inconnues

Tayy' Pagy '+ 3 Ta,
du systéme (S) respectivement les valeurs -
R T R
ﬁrescrites arbitrairement, si 'on choisit ces » inconnues d’une

certaine maniere, r étant dailleurs un entier positif quelconque.

En effet, ceux des z, qui constituent, d’aprés le mode de
détermination des z,, ‘la solution du systéme réduit généralisé

(8,), dépendent tous de la méme quantité Ai; par suite, ce n'est

qu'une seule de ces inconnues & laquelle on peut faire prendre
une valeur prescrite arbitrairement, en choisissant convenablement

A i A :
la valeur de i celle-ci une fois fixée, toutes les autres incon-
n

nues du méme systéme (S,) obtiendront évidemment des valeurs
complétement déterminées.
D’apres cela, il faut done que parmi les » inconnues:

Z'al, xaz, Y e -'L'ar

il 0’y ait aucune paire correspondant au méme systéme réduit (S,).
D’autre part, cest aussi la condition suffisante. En effet,
supposons-la satisfaite et remplagons dans les formules (19) les
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inconnues g, %, ... g, respectivement par a;, a, ... a;
en resolvant alors ces » équations par rapport aux quantités
indéterminées An,, Any, ... An, on constatera aisément qu’il
suffit d’attribuer a la constante arbitraire A des valeurs dont les
modules sont assez grands, pour que les valeurs correspondantes
Any, Any, ... An, satisfassent & la condition

IAnl|>1 (@':1,27"'7'))

quel que soit I'entier positif 7.
C’est donc d’'une infinité de maniéres que l'on peut choisir
A, An,, An, ... An, de sorte que I'on ait

Ze; = a, (i=],2\,3,...r).

Or, les formules (19) renferment une infinité de quantités
4An (n=1,2,8,...); par conséquent, aprés avoir fixé d’une cer-
taine maniére 4, 4n, An, ... An, il y restera encore une in-
finité de 4» indéterminés. On peut donc dire que, quel que soit
I’entier positif », en choisissant les » inconnues: Za;, Tagy ... La,
de sorte qu’il n’y ait aucune paire correspondant au méme
systeme (S,), les formules (19) permettront de calculer une in-
finité de solutions numériques du systéme donné (S) telles que,
dans tous le cas, les inconnues Zayy Zay, ... Zg, prennent
respectivement les valeurs arbitrairement prescrites a,, o, ... a,.

En remarquant enfin que, d’aprés la proposition du ne 20,
la suite

0 JE SR A IR IR e

peut étre décomposée toujours de sorte que les » éléments quel-
conques: Z,, Aoy - %y, appartiennent tous & des suites par-
tielles distinctes (#,), il en résultera immédiatement que I'on
peut faire correspondre les » inconnues : Zay, Loy, ... Xg, arbit-
rairement choisies a I'avance, a des systémes réduits généralisés
distincts (S,), et leur faire prendre, par suite, les valeurs arbit-
rairement prescrites.

On  en conclut donc qu’étant donné un systéme
quelconque (8) du type I, I’application convenable
du principe des réduites permet toujours de con-
struire une infinité de solutions du systeme (S),
telles qu’aucune des inconnues ne soit zéro et
que les inconnues s, %, ...z, arbitrairement
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choisies 4 1’avance, prennentlesvaleurs arbitrai-
rement prescrites (a): :

Lo, = @, ==t e )

r étant un nombre entier positif quelconque.

V. Sur la construction des solutions des systémes du type II.

25. Etant donné un systéme quelconque du type II

+o
Qe A
n—-—a

dont les 4, satisfont aux conditions (3), (4) et (5), on peut le
résoudre par un procédé tout a fait analogue & celui que nous
venons d’appliquer aux systémes du type I. A cet effet on
n’aura, au fond, qu’a reprendre tous les raisonnements précédents,
en n’y apportant que des modifications légeéres permettant
d’obtenir ici les mémes résultats que dans le cas des systemes
du type L

La méthode de construction des solutions étant cette fois,
quant & ses traits essentiels, la méme que dans le cas précédent,
il ne s’agira pas, ci-dessous, de la développer de nouveau, mais
il suffira de mettre en évidence la légitimité et l'efficacité de
I'application aux systémes du type II de la meéthode déja exposée
a propos des systdmes du type I. C’est dans cet ordre d’idées
que nous allons maintenant faire quelques remarques nécessaires.

26. La proposition concernant la décomposition de la suite
(E), démontrée au n° 20, restera valable aussi dans le cas ou
I'on conviendra d’entendre par () la suite

FRE R . RS Rl 0 A Dl Sh S Ll

—n?

qui caractérise le type II, c’est-a-dire qui satisfait aux conditions
(3), (4) et (5).
En effet, en désignant

(N e s At B i o 54 et
(O des A A T IR B

on aura (E) = (EW) 4 (E®),
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- Or,lles éléments de la premiére de ces deux suites partlelles
satisfaisant a la condition

lim | 4] = oo,
N—>c0

on peut donc la décomposer selon la proposition énoncée:

(BD) = (B) + ED) 4 .. B + ..

ou les suites partielles

(ED) = u®), ud, ... ud

n1? nh?

~ sont telles que

(1
i n ()h-{—l)

1 0
)

ek
et 20 que (Eu)) ne contient des » quantités: Jegr /laz, la,
arbitrairement choisies & I’avance, dans la suite donnée (&), qu'une
seule au plus.

D’autre part, en tenant compte de ce que

lim l,u(l)| =
n-->00

- on peut-indiquer évidem_ment un entier positif M tel que

(1)

nl

T Zp>1 pour n> M,

4y ayant le méme sens que dans l'inégalité (5) (n° 7).

Or, & partir de la Mem suite partielle (Z'), associons &
chacune delles, d’aprés certaine régle, un élément 7_; de la suite
partielle (E®), de sorte que 1° la suite

(Bn) =2_; g, @y ... u), L. (n> M)

ne contienne des » quantités: lal, laz, ... A, qu'une seule au

plus, et 2° qu'a l'aide des suites (E,) setabhsse une correspon-
dance univoque et réciproque entre les éléments de la suite (B3,
d’une part, et les suites partielles (Z®), d’autre part, ou n >M:

Iy = (EW),



A VIIL1 Sur certains types de systémes d’équations linéaires etc. 47

En faisant correspondre ainsi & chacun des éléments
A_; 5(6=0;1,2;...) Tune suite partielle  (E®) (n> M), ' on
obtiendra une infinité de suites partielles (E,). Désignons-leurs
éléments de la maniere suivante:

)"——'i e nl? M% ="u’n(h+1) (n E ‘M)
et posons pour n < M : ;
u® =y ., ainsi que (EP)= (&) n<M);

alors la décomposition de la suite (E) s’obtiendra évidemment
sous la forme

(B)=(B)+ (E)+. ..+ (E)+...
 Dong, en tenant compte de l'inégalité
| A [ <4 (0102 T,
il en résultera la prdposition suivante :
Etant donnée une suite

¥ oo ot M T T N e SO

telle que l'on ait:
19 As =4 ipourik-=kk,

20 “Hm [ A ] 00,
n—>w

L Pl Lo i

on peut la décomposer en une infinité de suites
partielles (&,), de sorte que, en désignant les élé-
ments de (%) par

Mnl, ,u'nZ, &/ \ae ,uﬂnh, o ey

ceux-ci satisfassent a la condition

h==1,2,8 .
> ) ’ ’
e (n =172, 8, )’

Hon(n41)
;umh

et que les r éléments: 4,, 4,, ... 4,, arbitraire-
2 1 2 r
ment choisis a 1’avance, dans la suite (&), soient
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répartis entre » suites partielles (£, dont chac-
une n’en contiendra qu’un seul, r étant d’ail-
leurs un nombre entier positif quelconque.

27. Aprés avoir décomposé la suite (E) en une infinité de
suites partielles (Z,), nous ferons correspondre & chacune d’elles
(#») un systéme réduit généralisé (S,.), & savoir:

o0
(S1) 0=yiy, (=0,1,2..),

h=L
dont les inconnues y,. se calculeront & l'aide des formules (17)
contenant des constantes arbitraires C,.

Ensuite, nous établirons une correspondance univoque et

réciproque entre les inconnues x, du systéme donné (S) et celles
{(ynn) des systémes réduits généralisés (S,), de sorte que soit

Ly «——> 2,3 = Upp <——> Ynhe

Enfin, pour obtenir une solution du systéme donné (9),
nous poserons
Zs = Ynn pour xs <—— Yun,

en spécifiant la constante arbitraire C, de sorte que soit

1:

G poih, YRl

0, étant un nombre positif que 'on déterminera de la maniére
suivante : :
Prenons, comme au n° 22, la série

o0 :
Z(Znh)s lu’:h ?;nh’
n=1

en entendant par .. la valeur de y.n Obtenue des formules (17)

en y faisant C,=1.

Remarquons que, d’aprés le mode de décomposition de la
suite (E), si n > M (n°26), les w, représentent les éléments de
la suite partielle

(E'(2))=;v0, ;V—l’ }b a4 ;v

—_—2 —-—_n
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Or, en tenant compte de I'inégalité
. | 2, |<l- feee 'l 2k
prenons un nombre positif u}l tel que soit
ll_i|<u>1 (=002 i)

et remplacons dans la série ci-dessus w.. par u (n> M).
Cela étant, convenons d’entendre, pour n> M, par g, celui
des modules des termes de la série absolument convergente -

o
@n. 1) u o+ 2 (20h)® w9,
h=2 §
qui ne sera pas inférieur & aucun des autres. Pour n<" M
soit, par exemple, 0.=1 (n < M).
Il en résultera que, & partir d’'une certaine valeur de #,

) 1 3
(18) | 4 Yo |<(7_W (=0,1,2,...n),

puisque pour n assez grand on aura simultanément
| sl <o >3 et | an | > 1 (k> 2).

L’inégalité (18) permettra de démontrer que les valeurs des
inconnues ,, que nous venons de déterminer, constituent une
solution du systeme donné (S). Pour s’en assurer, on n’aura
qu’a répéter les raisonnements du n° 23.

Enfin, tout comme au n° 24, on en déduira le résultat suivant:

Etant donné un systéme quelconque (8) du
type I, en y appliquant convenablement Ile
principe des réduites, on peut toujours con-
struire une infinité de solutions du systéme (S),
telles qu’aucune des inconnues ne soit zéro, et
que les inconnues g, xa2, Ce B, arbitrairement
choisies a l'avance, prennent les valeurs arbitrai-
rement prescrites (a):

Zg =6, (=1,2,..07),

1

r étant un nombre entier positif quelconque.



CHAPITRE IL

Sur les systémes d’équations linéaires non homogénes
-4 une infinité d’inconnues attachés aux séries de
Dirichlet.

I. Geénéralités.

28. Dans le Chapitre II nous allons appliquer le principe
des réduites & la résolution des systémes linéaires non homogénes -
appartenant aux types suivants:

(S =Rl
(20) ti = Xhnt, (type IID),
/ n—1 5 %
+o
(21) Gie=" 3 At (type IV)
n=-—a

(6=10,1,2,8, ...,

dont les 4, satisfont aux conditions (8), (4) et (5) (n° 7).

Ces systemes, étant analogues respectivement aux systemes
du type I et du type II, ne different de ceux-ci que par les
parties gauches des équations; tandis que dans le cas précédent
tous les ¢; étaient nuls, on suppose, dans ce cas-ci, qu'au moins
I’'un des ¢; soit différent de zéro; et c’est la seule condition a
laquelle sera assujettie la suite des ¢;.

29. Les éystémes (20) et (21) peuvent étre attachés aux
séries de Dirichlet par le méme procédé formel que les systémes
homogenes (1) et (2) (n° 8).
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Etant donnée, sous la forme I du II, une série de Dirichlet
quelconque : y ;

_.lz
e

n

a coefficients indéterminés z,, nous en déduirons une suite in-
définie de séries analogues

(S I e R e e SRR
3

n

dont chacune s’obtiendra en différentiant terme & terme la série
précédente; cela étant, il est aisé de voir qu’en faisant prendre
a toutes ces séries pour z=0 respectivement les valeurs prescrites

60, '—cl, 02, IR (—-1)"0", )

on obtiendra évidemment un systeme (20) ou (21), ayant pour
inconnues les coefficients indéterminés z, de la série de Dirichlet.

Ainsi, & chacune des séries de Dirichlet on peut faire cor-
respondre un systéme (20) ou (21), en fixant d’une facon quel-
conque la suite des ¢;; de méme, il est clair qu’inversement
chacune des solutions d'un systeme quelconque (20) ou (21)
fournira une série de Dirichlet ayant pour coefficients les valeurs -
des inconnues du systéme résolu.

Cette série représentera une fonction F(z) bien déterminée,

au moins pour z=20:
F(0) = ¢y

De plus, dans des cas assez étendus F(z) sera déterminée
non seulement a l'origine (2 = 0), mais certainement aussi dans
des régions beaucoup plus vastes; pour s’en assurer, il suffirait
d’assujettir les arguments des 4, & certaines conditions, tout
comme nous l'avons fait ci-dessus, au n° 9.

Les mémes considérations que celles du n° 9 nous con-
duiront & la conclusion suivante:

On pourrait, au moins sous certaines réserves, interpréter
le probleme de la résolution des systémes (20) et (21) comme
celui de la construction de séries de Dirichlet qui représentent
des fonctions F(z) holomorphes dans certaines régions, et telles que

F(0)=co, F™(0)=(—1)"cn (n=1,2,8,:..).
_pk
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1. Sur Papplication de la méthode de Fourier & certains
systémes du type III.

30. Nous allons appliquer la méthode de Fourier a certains
systtmes du type III dont les ¢ satisfont & la condition par-
ticuliere

6;—= 0 pour: vk et e 4= 0,

% étant un entier positif quelconque ou zéro.

Ces systémes se présenteront donc sous la forme suivante :

......

(22) ) oo

.........

En y rejetaht toutes les équatious, sauf les » premieéres
(n>>k), et en ne conservant dans les parties droites de celles-ci
que les » premiers termes, on obtiendra un systéme réduit fini.

Désignons sa solution par

(B0 o) 2™ x(") .

Lyy Loy oo L'y oo T

il est clair qu’'on aura alors

n)
(n)_( h+k 1 Tk, h (h

Cp A(") = Ly e



AVIL:  Sur certains types de systemes d'équations linéaires etc. 53

A" et A, étant les déterminants suivants:
1 1B R 1
2 y sl S 5
2 2 2
A(”)= 2,1 1,2 gl ;'n '
n—1 n—1 n—1
}'1 1’2 ln
1 vk 1
2'1 lz h—1 )'hJ,-x ;'n
y k1 k—1 L ogk—1 k—1 h—1
A;_?_l’h‘—: Ay Ay 18- i A lh+1 AR
k41 k41 k41 k41 k41
iy Vil L llh_H S
n—1 n—1 n—1 n—1 n—1 4
ll ;'2 S il )'h——-l lh—*—l s }'n
Comme on le sait,
7:==:2}'8; n

. e L N (

2 met) (0010

Quant a Af_‘ﬁl, » on peut le présenter sous la forme d’un produit

de deux facteurs: A . —P, P, dont le premier sera

k41, h
bl i : Ji=2, 8 h—15 B 1 o
Pl—ﬂ(;u %g)a gy (g=1, AR YT h—l—l,...?’l—-l’

puisque Afc'_'l)_l » Sannulant pour 4,=4;, aura pour facteur chacun

es (;1;— vg).
D’autre part, A;’il, , est évidemment un polyndme entier et
homogene d’ordre
n(n—1)
GANG TR oy
2

des (n— 1) quantités:

his Ay o o o By, glinvisndinl Ay
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et de degré (n—1) par rapport a chacun des 4;, tandis que P;
est un polyndme entier et homogeéne d’ordre
nn—1)

S ——1)

des mémes (n—1) quantités, et de degré (n—2); par suite,

(n)
p, At
2 —P1

sera un polyndme entier et homogeéne d’ordre (n—%—1), et du pre-
mier degré par rapport & chacune de ces (n—1) quantités (4.

Enfin, en remarquant que toute permutation de deux 4 quel-
conques: 4, et 4; ne produira dans 'Af_‘)H’h ainsi que dans P,
quun changement de signe, on en poum:a conclure immé-
diatement que

(n)
i AL+M
2 Pl

sera une fonction symétrique des (n—1) quantités:

TR T e Y

h—1 “"hi1° n'

Aussi, tous les termes de P, ont-ils le méme coefficient
numérique que l'on peut déterminer en calculant un terme quel-
conque de P, Or, en divisant, par exemple, le terme diagonal
de A%, par le terme de P,

1 ,2 h—2 ~h—1 n—2
g e A TR S BT

on obtiendra le terme suivant de P,:

A A AL e L A (pour &k <h—1),
ou Mpa Migg - - A (pour &> h—1).

n

Il en résultera donc que le coefficient numérique est —- 1.
Par suite, P, est completement déterminé: c'est la fonction
symétrique, entiere et homogeéne, d’ordre (n—k—1) des (n—1)
quantités: 4, ... 4, Ay . . . 4, et du premier degré par
rapport & chacune d’elles, tous les termes de ce polyndome ayant
le méme coefficient numérique - 1.
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Nous le désignons par

(n—1)

S (Ao g Ay .o Pt (pour: h=1),

(n—1)

ou par 2 (A &) v o s A (pour h>1).

(}‘h’ }‘1)

Dans le cas ol h=1, c’est une fonction symétrique des
(n—1) quantités: Ay, 4s ... 4, tandis que dans le cas ou
h>>1, c’est la méme fonction des (n—1) quantités:

ey G i RS S

celle-ci s’obtiendra évidemment de la fonction précédente, quand
on y échange entre elles seulement les quantités 2 et 4,; et
voila pourquoi nous la désignons par
(n—1)
o B Sl M
(s 21)

Remarquons, enfin, que le produit
Wi da

est celui des termes de P, dont le poids est le plus petit pour 2 = 1.
Cela étant, les valeurs des inconnues z{® du systeme réduit
s’exprimeront sous la forme suivante :
(n—1) .
i ey P
(A A1)

PR )
e PN A e ) ) et

En divisant encore le numérateur ainsi que le dénominateur par
y SN ety PR SR

on aura définitivement
(""‘1) 1

v
(lhr}q)Qs s

(h=1,2,8,...),

VAT R Ry A AR
S ) % &_1 )'_h_l ﬁ,_l 1__%"__ 1_,_)“_"_ 1__;1’_'
/‘q l‘z R 2h-—»l Ilh—{-l )'h+2 e /‘Vn

|
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ou l'on entend par
ik
1‘27&3 o lk—f-l

(n—1)
)

(lh’ AI)

la fonction symétrique, entiére et homogene, d’ordre % des (n—1)
quantités :
LAEE L T S
& a S PR R s
et du premier degré par rapport a chacune d’elles, tous les termes
de ce polyndme ayant le méme coefficient numérique + 1
n—1 1
12;03 oo )vk+1
est la méme fonction des (n—1) quantités:

o $
b o Ao

En particulier, pour =0, on aura

M) — (___1)h—1
SR B T S R RS b g
(238a) M (7.2 )(A;.: Anya] ™ A

(h=1,2,8,...).

31. Apres avoir résolu le systéme réduit, formé de » équa-
tions, il nous reste 4 passer 4 la limite pour n —co. A cet
effet il faut étudier de prés les expressions

n—1 n—1
1

il
g gyl ook

l.z;vg o ;vk_*._]'
(A 21)

Nous allons démontrer tout d’abord la formule récurrente
suivante :

[ m—l)E1 1—% = N—l——l
i d 12;,8.../1,"_812; B Ty i

(24)

—-——T—- + &.o'p +(____1)m-—2 Sm—1,
eeelomp—2

,_
o
-
3
2
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ol

g Ly i 1
B == il e m=1,2,8,...).

En effet, il est aisé de voir que

n—1 i1

1
VRSP b, R )-“ a+-z‘213 o g

n—1 1 n—1 1 n—1 T

e va —2@;71;. el e g

n—1 3 ! n—1 n—1 1

Sl U s e o

n—1 . n—1

(=) )_‘1 By = (LY ,1m—21 + (=" Sy

En ajoutant ces égalités, on obtiendra immédiatement la
formule (24).

32. Démontrons maintenant la formule

fen AV LS ST B e
(AZ )77; 5y Sk 2 a0y ;“m+(}“1 "th) {2, bty oy
h’ 1
4 1 Ay n—1 1
26) 1 - oy — ¥ A
( ) }/I}Z;vg-. vm +Arz ) ‘}’m—S .‘.+
n—1 2
+( l)m— mf' )_') —i—(-——l)ﬂ_ }:;h—-2}

Il est clair que

o A k 1 1
Y= , Y ————
.. A PR s (}.1 ).h)
G

D’autre part, désignons par u; la somme de tous les termes de

n—1 1
e YR
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| I AR
—s on aura alors évidemment«

ne contenant pas 7

h

"z_}lﬂﬁfrlﬂ(zl‘"zl) "}‘“Jr(l ){5; -

o S | G ey
eb : Uy == Z——AQ lg_ul Z)ﬂ) 2’3 }vh 212"'—12

de méme,

SR
G e B R (/11 R e Yoar K )
(n21)
1 l ”_1>‘1~ ln—ll l 1‘
+(Z_lh){2/1233 212 }»ZI
et ,

__n—l 1 ol l__."_l 1 1 n— 1 +1 n—11 v_l_'
s dm A T L ST e T B i DA ree

et ainsi de suite.

Nous avons démontré que la formule (25) est valable pour
m=2, 3, 4.

D’autre part, on s’en assurera immédiatement que, si la
formule (25) est valable pour m=1i:>2, elle le sera aussi pour

=3¢} 1.

Il en résultera donc que la formule (25) sera valable, quel

que soit I'entier positif m > 2.

33. Etant donnée une suite des 4, telle que
soit
ln—{—l
Ion

=Nl pour »> N,

N étant un entier positif queleonque, les expres-
sions
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n—1 1 t n—1 1
Pl i LRaD S oty v
(Ao A1)

auront pour n—oo des llmltes finies et bien dé-
terminées.
En effet, étant

=gttt

tous les s, auront des limites finies et bien déterminées:

AnEcs,, —i0y e A
n —> oo

puisque, par hypof;hése, les séries

Sl

bl ”
1 el i)

seront absolument convergentes.

Aussi, en se servant de la formule récurrente (24), établira-t-on
de proche en proche I'existence des limites finies et bien déter-
minées :

n~—1 n—1 n—1 1

lim lim SR TR ) e i
n —->0o 22’2 n —>00 z }“22' n —>00 2’218
On aura, par exemple,

n—1

1. lim 2‘ e

n —>o0
n—1 1
5 1 s e
2 1lm 2 ﬁ == 01 —— Oy,
n—>c0 258
n—1 1
gl 5 = 020y — 0,0, | 03

n —>00 g 12}“8’1'

et ainsi de suite.
Quant a la limite
Nn—1
2 eril o R
i Y

P
00
Tt A hey)
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elle sera déterminée & l’aide de la formule (2’5):

3 e 1 s 1
Um oy s e N L
e e B e }.,,.+
(xh, )‘1) i
M i b g
: Al Al e v213 7N R Z‘—

Désignons ces limites, dont lemstence vient d’étre démon-
trée, de la fagon suivante:

i & s )
Y — = lim 3 ——
SIS B e lsn B o oy Ll T
et :

- 1 n—1

i e
Ao di I R 1 ),,,.

(lh’ 11) 248 n-—)oo(lh 1) 2 v

alors, en passant & la limite pdur n — oo, les formules (24) et
(25) s’écriront

1 \ 1
Sl B e P e s

(24%) 1

» il TR BT SR 1 \m—2
0221‘213,..&,,_2—}—“'_1—( 1) Oty

et

1 —~ 1 1 : 1 3
Lo AU S
(121 Jals i gy il (;v1 ) ){2 51 R B
(253) i

1 m—3 1 1 m—2 L

i e

34. Etant donnée une suite des 4 telle que
soit 2
e gt s’ o o M
on aura

1 1
Iodg...hm  (p—1) (p*—1)...(p""—1)

(26) .24
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En effet, dans cette hypothése, on aura

g7 ey 15
On="—+—+5+...= 0 = (m=1,2,38,.
pm pzm pam

"1
D’autre part, en prenant dans la formule (24a)
mi=2:3, B .y

on obtiendra respectivement i

1
8. Yt =0%0,—0,0,-} 0
—JA'QA’QJ;)V S 1 2"|" 3
.
ou, en désignant
"3 17
; A
’*2 o R b
Oy 00,
om0
$ 7 ay " 0405 | 046,06,
’
on aura
1
1 2_};: 0y 71y
1
2. 2}’213 = 010579,

61

Or, calculons maintenant y, et 75 Il est aisé de voir que,

‘par hypothése, on aura
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I M Gk
y‘_p———l (17 1)—‘2’
et
[ 3_1
73=1}Z—;i——(p3—1)+(p2—1) (p—1)=18
Done, d’aprés cela,
1 3
=y
1 s S
=00 — — - — -,
= Aodg™ 1T (p—1) (pP—1)

2; Fe 010905 =5 3 - .
Aolghy (p—1) (p*—1) (p*°—1)

En désignant généralement

(o) (o] (0]
Ym—2 = iy - + i a0 SEvE e A +
O'm—2

Om—20m—_3 Om—2 Om—3 Om—4g

m— Om—3 o 1ym—1 Op—2
+ (=1 ke

Opns Opnag sl Om—2Om—3". . .00,
nous allons démontrer que, si ym2=m—2, il en résultera que
Ym—1 =m-—1.

A cet effet calculons Ia différenc_e

D)= Ym—1— Pm—g =
i ISR O TR N
y On—1  Om_g Om-—-2\Om—1  Om_s Om—2 Om—3\Om—1 0m—4) A

e e e
8

Op—2 Oom-iv8cs s

S (l‘ﬂ+Hm-—“Hmm
1

Om—2 Om—3 . « . 0305 \ O Om—1Om_2...03050;
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En tenant compte de ce ‘que, par hypothese,

m—1 ___ ym—2
Gl 4 Femr 1 o p p ) pm—-2’
Om—1 Om—2 Dk
i 1
o ol — pm—3
2 (6m~1 Gm—3) p |
IR D T
m—2 i 01 '——py
on peut présenter D sous la forme suivante:
m—3 m—4 i : 2
D= m—2_-p T) Kot Vot ____]_m—2 p 4
i Om—2 -l_ Om—2 Om—3 +( ) Om—2O0m—3 . . . Og +
i
Gy m—1 _________;Z) IS i 3y SEaym :
+ ( ) Om—20m—3 ... 0309 + ( ) Om—20m—3 .« .. 030201

Or, la somme des deux derniers termes est évidemment

1 1 1
(T e | e e ik .
0";._2 Om__3 “e 6362 61 Gm__2 Gm_g PO ) 6362
par suite, la somme des trois derniers termes est
1 ‘ 1 ’ B
(=12 P = (1)
O'm._z O'm_3 v 63 02 6,7”_2 61»—3 e 03

et ainsi de suite; enfin, la somme de tous les termes, sauf le
premier, est

A
Om—2
Donc,
: : .
— 3 L pie sy
PD—17 i 1 et
Ym-1=7Pmst+1l=m—1 81 Yz =m—2.

Or, comme nous le venons de constater déja,

7'121’ Yo=2, fa =9,



64 ‘ HERMANN JAAKSON A VIt

par suite, on aura y,=4, y;=>5 et, généralement,
}’m__l S m'—l (m 2 2).
D’aprés cela, il est facile de vérifier que, si la formule

S*—lw — i L
et e B PRGN
est valable pour ¢=2,38,4,...(m—1), elle sera valable aussi
pour i =m, et, par suite, généralement pour m > 2.
En effet, d’aprés notre supposition, on déduira aisément
de (24a) que

i
(m_l) Zm—:uz‘ = O’llovg A Gm_-l ’}’m_l,

.. m

et il en résultera immédiatement que
1 1
y_ N 000, o W Oty == y 1
-~ 12]53 JEoND j.m 1-2 : (p_l) (pu__l) P (p'm—l 2wy 1)

puisque Ym_;=m —1.
Or, nous avons démontré ci-dessus que la formule (26) est

bien valable pour m = 2, 3,4; par conséquent, elle le sera géné-
ralement pour m > 2.

35. Etant donnée une suite des 4, telle que soit

At

(27) 7

Z2p> 4.0 th=r 12,8, ' ),

les modules des expressions

1 . 1

g et 3 - —

o ARMA T L R
(Agodg)

satisfont aux'inégalités suivantes:

1 i 3
R R e et N ey
(28) s 14l -“1213...1,,,<2|A|’
A ok 15
¢ = % ')_7 s '
(29) ) IA |<’-/A‘-2}b An <8|‘4'|)
(A2A1)
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A et A étant les premiers termes de ces ex-
pressions:

1
At
¥

A =
Y RS e FE

syl AV
5ty o} B

(pour k< m),

(pour k> m).

Nous vérifions d’abord la premiére de ces deux inégalités.
Remarquons préalablement qu'il résulte de (27) que

2

(80) |Z|zr= @>izv,
puisque
o B Ml
l‘, i Awn—l Zm—Z 1—{—1

et chacun de ces (n—7) facteurs est = p.
Cela étant, examinons de prés le cas particulier
Rae— 0P Nyl (=152, 85 0).
D’apreés la formule (26),
21213.1..1,,,= m_é";” 1 11 1
SR ) A

d’autre part,

1 I
=gy m—1 m(m—1)
Py’ ... p 43
par suite,
E

2/122.3 /lm_A 1\ 1 1
1— =) {1—= 1——
P\ b p
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Or,
(=3 (=) (=) > 1)
. ﬁ (1 —1}_”) Ean pil 5 (p—l)tpz-—l) "y

n=1
1

TR & ol o s

G v

En effet, il est clair que

n n

(1—a)(1—0) . .. (1—n) = 1— Y o, + X aj0,

4. (—Daay. .. an
donc, en y posant |

1 i

a.~=l—7—. {p s Laxg =028 . 1)

et en passant a la limite pour n— co, on obtiendra, d’aprés la
formule (26),
o 1 ik B
li——"l=1— < T ] 1).
4 ( 10”) p—1+(1)—1)(p2—1) r=>1)

n=1

On en conclut immédiatement que pour p =4 on aura

i 4 1 2
1>H(1_F)> et G
n=1
et, par suite,
1 it 3
1 1 T et ) 5 (pour p=4).
1——) 1— ). (1— =, Il 1—7 ;
p p -p n=—1 p
Donc,

2,% z,,.< A,
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ou
1
e e ;
_M<?i Pour Ayt {024 n=1,2,8,..)
A 2 ' Vg 7
A Taide de la derniére inégalité nous allons maintenant
démontrer qu’étant donnée une suite des A, satisfaisant & la

condition (27), on aura
it
(31) Zl)ﬁg_...lml 3.
Sed Y AT
En effet, la partie gauche de 'inégalité (31) représehte une
série dont les termes s’écriront sous la forme suivante:

1
l,,zib,,a s /l,,m - s g
1 }"’2 l”a l’m :
Uolig ot Lo
ol Yo =2 200 W > SLHE H BV NG

En tenant compte de ce que, sous I'hypothése (27),

Ai 1
Tv: ép”r‘i’
tandis que
Ai 1
| e SRR s R e O
v '

on en conclut immédiatement qu’aucun des termes de notre
série & termes positifs ne sera plus grand sous I'’hypothése (27)
qu’il ne l’est dans le cas particulier, lorsque

In=4"1 (n=1,2,8,...).
Or, dans ce cas particulier, comme nous le venons de voir, la
By : : 3 {
somme de la série est inférieure a 53 par suite, elle le sera

aussi sous I’hypothése (27).
%
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Done, T'inégalité (31) étant vérifiée, on en déduira que

l
41,
lz I‘ZMQ% ml |
et que
o N e
[s. .. Am] l |<1
| 4] B
D’aprés cela, on aura :
X 1__
zlAI( i 'A') L4
e 4] Sl
Donc,
1
gl41<| T <24y

36. Examinons maintenant

& sl e
(1k’ 11) 1213 oo lm.

On peut le présenter sous la forme

|
ol TN
si 'on désigne
Bi=Mh, Bo=2y ... Bra=li, Bn=1lup (n= k).
En remarquant que
g’—’ — j:i‘ pour k=:<nm,
i Ait1

e 3’”‘1"1 Ty
o b pour i <k=n,

= % pour ¢ <n <k,
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on aura, d’aprés (30),

B 2 pour n>i=1;

Bi

par suite, d’apres (31),

1 5 T
< Bofy . Bl 2 [P B
et
N 1 3 1
> VA S s
Done, ‘

1 1 1 I
D vy mar R 1 e P o e |F| f

dnsiek Lt e e € el .1 sl i
|5233-~~ﬁm—1|+‘2|ﬂzﬂs---ﬂm| 2(1+ ﬂm|)|ﬁlﬂ2...ﬂm_l

D’autre part,

ﬁ i) L D e “
Rl et 1—{—10"._1 =7 (p=4, m=2).
Aussi,
1 15
v T ey £
Zlﬂlﬂe T Tk (00 vy e ol
(A3 A1)

On en déduira aisément l'inégalité (29): on n’aura qu’a
répéter les raisonnements du numéro précédent par lesquels
nous avons déduit de (81) I'inégalité (28).

En tenant compte des inégalités (28) et (29), on peut dire
que, sous la condition (27), toutes les expressions:

1 )
3 —-————}— et (m=2,3,4,.. ')
2 (lzk, A /12;,3 it

sont certainement dlfferentes de zéro.
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37. Etant donné un systéme particulier quel-
conque du type III

(o]
=2z, (1=0,1,2,...)
n=1

dont les ¢ et A, satisfont respectivement aux
conditions suivantes:

19 Ci— 0 DO T g = it
kE étant un entier positif quelconque ou zéro,

Anta

20
2 7

>p>4 (h=1,2,8,...),

on peut le résoudre par la méthode de Fourier.

Les valeurs des inconnues sont fournies par
les formules

1
2 Aodg .. Ay

(A A1)
Ay @ e
o Bl pailit e R T om0 e YT PP
; 11 2'2 i )wh_1 z«h—i—l lh—}-z i

(hic 12,85, )

chacune d’elles étant différente de zéro.

En effet, dans ces conditions, les valeurs des inconnues (z{")
du systéme réduit, formé de =» équations, auront pour » — oo
des limites bien déterminées, finies et différentes de zéro

Z, = lim 2,
n—->Cco
puisque
pr l——l—l*:i:() (n° 36), et
(i) 8 g

|(1 '1")(1 Ah)mg,,lj{(l_l%')>§ (n° 35).

B ) |l PR
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Ces limites s’exprimeront évidemment par les formules (32); de
plus, elles satisferont au systéme donné, en rendant absolument
convergente chacune des séries de ce systeme

(50 A
g 1

B Anety,
n=1

i étant un entier positif quelconque ou zéro.
Pour s’en rendre compte, désignons

u,;-:li.x;. (Rrelt, 2:8705.)

alors on aura
2'1 lh-—l )'h lh
—) . (1—== — ) (1= ]...
i S ey M e | Bk

u W) (i A\ e\ [ Al () e
dna] Anta Anye Ants

h

bR N
b (lh+1,11) ;»213 soe l/‘+1
b 1 :

(}’h’ 11) 2122(3 o s e )VE

Or, d’aprés (27) et (29), il en résultera que

H (1+ ;77;) 1\h—i
%? <19 ’%—-——1— (“) (pour h>k-+1);
i n==1 ( p")
par suite,
lim |2 o
h—>oco| Un

Done, notre proposition est bien démontrée.

IIl. Sur la construction des solutions des systémes du type Il
dans le cas général.

38. Soit donné un systéme quelconque du type III

w .
it O W TR 3 sl

n=1
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dont les A, et les ¢; ne sont asquettls qu'aux conditions sui-
vantes:

19 Ak pourh=¥;
29 v lim =00
n—>

3% qu’'au moins un des ¢; soit différent de zéro.

Cela étant, nous allons démontrer que l'on peut toujours
construire une solution de ce systéme, par une méthode analogue
a celle que nous venons d’appliquer, dans le Chapitre I, & la
construction des solutions des systémes du type I et du type II.

Nous aurons, cette fois aussi, & décomposer convenablement
la* suite des 4, en une infinité de suites partielles, a faire cor-
respondre 2 chacune d’elles un systeme réduit génerahsé et a
constituer, enfin, une solution du systéme donné, a l'aide de
celles des systemes réduits généralisés.

39. Examinons tout d’abord la question de la décompo-
sition de la suite

() = A R Uk

en une infinité de suites partielles (Z,).
Désignons, comme au m° 20, par (E!) la suite

() =2y gnts  Aggn—iy .. l(zk—l)‘z"*l’ 5

par
(E) — (By) — (Ey) — ... — (Eu)

la suite partielle de (Z) que I'on obtiendra en enlevant de la
suite (E) tous les éléments des suites partielles

(El)’ (EZ); ¥ ERgi (En—l),
et par
Unty MUn2y o o+ Unhy -

les éléments de la suite partielle (E,).

Cela étant, nous exigeons que la décomposition de la suite
(E) soit effectuée d’aprés la regle suivante:
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1° Que le premier élément de la suite (E,) soit celui des
éléments de la suite

(B)— (By) — (By) — ... — (En)
dont le rang est le plus petit; qu’en particulier le premier élé-
ment u,, de la suite (B,) soit 4;: ;=14
20 Tous les autres éléments de la suite (&)

Wn2y,  Hm3y - o o Unhy  Unht1)y - o -

seront choisis exclusivement entre les éléments de la suite (E).
3% On choisira une quantité positive p, de sorte que soit

l
n

pour fixer les idées, nous supposons de plus que p, soit I'entier
positif le plus petit qui satisfait & la condition (83).

4% w,, étant déja déterminé, on prendra pour usmt: celui
des éléments de (%) dont le module satisfait aux conditions:

(34) GO > (21,
H
o il on (1) pour A>2
Pon(n—1) i .

et dont le rang aura la valeur la plus petite, compatible avec les
conditions (34) et (35).

Comme il est aisé de le voir, la décomposition de la suite
(E) peut &tre bien effectuée, conformément & la regle que nous
venons de fixer.

En effet, on n’aura qu’a répéter les raisonnements du n° 20,
pour mettre en évidence qu’il suffit d'un nombre fini d’opéra-
tions, pour déterminer le premier élément de la suite (E.),
c’est-a-dire .

Celui-ci étant trouvé, on choisira, d’aprés (33), p.; alors,
en tenant compte des conditions 2° et 4% on déterminera de
proche en proche

Un2y Un3, HUndy oo« Unhy Unht1)y - oo
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On obtiendra ainsi la décomposition de la suite () en une
infinité de suites partielles

(BY=(E)+ B+ ...+ (Ey+...

les éléments de la suite (%) satisfaisant aux conditions suivantes :

‘u/n2

,ufnl

MUn(rt1)

1° 4 < Pn S
v Hs Unh

s
.u/n2

1

20 4§pn>|cn_.1|"_,

<L

8% lim | uun | = oo, quel que soit Ientier positif =,
h > oo

4° tous les » premiers éléments de (E) rentrent dans les
premieres suites partielles: (Z,), (E,), ... dont le nombre sera »
au plus; donc,

(36) lim | g | = oo, quel que soit 'entier positif A.
n —=> o

40. Aprés avoir décomposé la suite (£) en une infinité de
suites partielles (Z,), nous ferons correspondre & chacune d’elles
(E») un systéme réduit généralisé (S,)

(o)

yi='2:u:;hy”h (Z‘=0?192"'))

h=1

ol 7;=0 pour i=n—1, p,1=¢,y et, daprés (338) et (34);

roin]> p > 4.
,u/nh L (i

Il est clair que tous les systémes (S.) appartiennent a la
catégorie de systémes particuliers du type IIl que nous venons
d’étudier ci-dessus; par suite, chacun d’eux peut étre résolu,
d’apres le n° 37, par la méthode de Fourier, les valeurs des in-
connues étant fournies par les formules (32), si I’on Yy remplace
Ays Ay Agy ... A, ... Tespectivement par

,ufnly ,un2, ,uns, et [lmh, e ey

®, par y,, et k£ par n—1. On aura donc
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(=DM © X .

,ufn2 ,u'n3 oo ,ulrm
y 2l (ﬂnh’#nl)
BT fpwn _ NMiws N s Ny C B My
| Wn1 Un2 MWn(h—1) Wn(nt-1) MWn(t-2)
l (h == 13235 43).

Remarquons que, d’aprés le n° 37, v, & 0, quels que soient
les entiers positifs n et A.

41. En établissant une correspondance univo-
que et réciproque entre les inconnues du systéme
donné (S) et celles dess systémes réduits génera-
lisés (S,), de sorte que

Xs ——> s = W5, > Yn>
et en posant

Ts = Y pour Zs<«——Y,,

y,, étant fourni par la formule (87), les valeurs des
xz, ainsi déterminées constitueront une solution
du systéeme donné (S).

En effet, nous allons démontrer qu’elles rendent absolument
convergente chacune des séries du systeme (S)

(oo}
o
2 Ay,

#==1

i étant un entier positif quelconque ou zéro, et que la somme
de la (¢ 1)*me série sera c;:

(e}
Ci = 22;(1/‘8.
=1
Etant 4, =u, et z,=y,,, il est clair que l'on peut

former la série double

(o » SEH'> o
IV v

n=1 h=1
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contenant tous les termes de la (i 1)®me série de (S)

e .
oty
=1
et n’en contenant que ceux-ci.
Drapres le critére du ne 23, on peut dire que la série double
sera absolument convergente (et, par suite, la (¢-}-1)itme gérie
du systéme (8) le sera aussi) si 'on a

N y]< (e>>0)

1
(n+ h)*te

pour #»> N, indépendamment de h, et
pour &> H, indépendamment de n.

Nous verrons que, dans ce cas-ci, I'on peut assigner, en effet,
deux entiers positifs: N et H tels que I'on ait

i
(2nh)?

ou | @nhy? i, y,, | <1

pour A > H, indépendamment de », et
pour n > N, indépendamment de .

Itu‘fm ynhl o

Il est évident, qu’il en résulterait immédiatement la con-
vergence absolue de la série double, ainsi que celle de la série

o0
Zli 25

s=1

Remarquons, enfin, que, sans restreindre la généralité, il
suffit de n’étudier ci-dessous que le cas ou i> o0, puisqu’il est
clair que, si la série

(@]

PR

s=1
est absolument convergente pour ¢>0, elle le sera & fortiori
pour. ¢ =0.

Aussi, supposons-nous que ¢ soit un entier positif fixe,
choisi d’ailleurs arbitrairement.



A VIIL 1 Sur certains types de systemes d’équations linéaires etc. 77

42. En désignant
Ui =|CuhPui, Y, | =

1
< 3 gy S PO VL R e
(2 nh) Cn 2 Mg Un3 « « o Wnn
i (T

(“’—”—"-—-1 el 79 Y B JORREER B O e LG | SOV i i
Hn1 Un2 Wn(h—1) Mon(rt1) Mon(n-+2) |

on aura donc & démontrer que l'on peut trouver deux entiers:
H et N tels que soit

Uan = 1

pour k> H, indépendamment de n, et
pour n >N, indépendamment de h.

Remarquons que, d’apres (33), (34) et le n°35,

(gt (sl ) 2 i - )3

et que, d’aprés (29),

A <1—5 - pour A <n,
WUps ) Hom2 Bons < - Ponn 8 | Mnt « + o fon(h—t) Pn(ht1) « - Ponn
ou 15 1 _
— our k> n.

< 8 Wnt Un2 « o o ‘un(n——-l)l p 5%
Drautre part, d’aprés (34),

Prad 2 | oo | o2 pour £>1;
par suite,

3 $io o 15 1 1
(/‘nh, ‘u”l) MWn2 Un3 « « o Unn I‘M"l_ | (_"___l_’("——z)

Donc, quels que soient »>>1 et h>>1, on aura toujours

4_5 n3h3 Cn—1 'u':lh
(88) Uw< |2 _ Goi@D (@_1) ( o ) :

n—1 2 e il
Fons ™ P MUnt Mn(h—1)
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de méme, en tenant compte de ce que, pour chaque valeur
entiére et positive de &,

dec R [ SRR ok VY | BES L LT PRl 0 i N
U1 Un2 Mnp—1) Mn(nt1) Ponht-2) 3

on aura

45 nhic, ,pi,

39 Un
e o 2 Unt Pn2 o« . Pnin—1)

pour n>1, quel que soit A.

43. Examinons de prés l'expression
M
)
Un1 Wn2 Wn (h—1)

en supposant que soit &> 2i.

Dans cette hypothése, on aura

)
‘u'nh

(“_"h _1) b (_k _1)
Uni Un(h —1)

CHnGn Mgy
ni o

A o P - i = s )
B A A Y
Unn Unn MUn(2i) Un(h—1)
3 My Mzl s By Pt | Bneien|
2 [ Wnn 20  Mn Wy Unt hnt  Unit  Upn  Unk Unn
Hon(2i) Un(n—1)
4 : o
i § ‘u' :;1 ; ‘u'nl
2 [ Unn 1 Unn 1 H T
o ATy s 1 TR B e e k=2 LR S0
Un(2i) Hn(h—1) Wn(2i—k+1) |

Or, remarquons que, d’aprés (34) et (33),

| ] > ptnen|  pour b > 2i,
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et que
ot SR G Lt 114 o [fea-RE T
Un1 Uni Un2 / Un(k—2) Un(k—1) )
Pngiy | _ | Bnciitn | | | Hneiits) nei—n | | _ni
MUn(2i—k-4-1) MUn(2i—k-4-1) Un(2i—k4-2) Un(2i--2) Mn(2i—1)

Ces deux produits contiennent tous les deux (k—1) facteurs;
or, chacun des facteurs du dernier produit étant, d’aprés (35),
supérieur au plus grand facteur du premier produit

|—“"—| G- s

Un(k—1)
on aura :
Unk Unn s
— e OUr =2, 3, 0%
l,unl l<l.un(2i—k+1)| P
par suite,
i Mnke
b Wl
CU R e L)
Mnh
k=2 8 O T
X Mn(sz'—k+1)|

D’autre part,

oo T ] S M |, S e S ]
{Uon(2i) Hn(h—1) 8 Un@) Un(it1) Mnn—1) | —

2 : : 9 Wﬂ 9 &h:m_-;-;l_(_h:g_;_)
2Lttt i 5o 13
Donc,
o e 9 129 o
(40) (M _1).”( fon 1\) K 4@—2i+;) (h—20)
U1 {n(h—1)

pour h >>2i, quel que soit =.

44, En tenant compte des inégalités (38), (40) et (33), et en
constatant que
(n—1)(n—2)

9 n >0 pour n > 5,
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on aura

|45 néhie. s 9 Hry
Unin <C 2 thn .t (4 AN—9eb1) (hBD i 8

(g N % 00

405 i n3 h8
&, : ; ik
8 | Mnl—t—ll (n—1)(n—2) g (h—2it1) (h—2i) =

& Pn 2 4 2

405 1 ns h?

— R qul—i—1| (—)(—2)  (—2i41) (h—2i)

4 7 4 4
pour hA>2: et n>5.

Or, d’aprés (36),
il

lim — =0;
n—>co l‘u/,':l_"‘ll
de méme, il est clair que
3
) n
lim —— =0,
n->co DR
4 2
et
; h3
lim ot g
hoo  (h—2it1) (h—2i)
2

par suite, on peut trouver évidemment deux entiers positifs =,
et h, tels que soient

405 i b
8 I‘un_i_1| (n—1(n—2) Ll pour »n > n,,
nl . 4—2‘— —n
et
13
i o Le VR Ty
Rlor T '

et 'on en tirera immédiatement la conclusion suivante :

Uwn <1 pour n=>m, et h=>h,
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46. Allons maintenant examiner les valeurs de
Uwn pour n << n,.
n étant fixe: n=mn, la série & terxﬁes positifs
oo g
3Ly | @0R)? 1,y |
h=1 n==1

convergera, comme on s’en assurera aisément, par les mémes
raisonnements que plus haut, au n° 22.

On peut donc faire correspondre & n =7 une valeur de A:
h = h; telle que soit

U-, %y pour h> h-.
Aixssi, aura-t-on

Un <1 pour h>h,,
Un <1 pour h> hg,

U'(no—l)h @l pour h 2 hno—l
Cela étant, désignons par H celui des n, entiers positifs:
ho, hl? hg, o!tia kno—l

qui sera le plus grand, ou, au moins, pas plus petit que chacun
des autres my,—1 entiers; alors, d’aprés ce que nous venons
de voir, on aura ev1demment

U <1 pour h> H, indépendamment de .

46. Enfin, il ne faut étudier que le cas: h<H> 2. Il est
clair que pour h<Z H on aura:

19 B3 =(H—1)}
| #a] = | Hizyy |
par suite, d’aprés (39),

45 n3(H—] Yo H«i(H—l)

our h H.
¥ Mn1 Mn2 « oo Unin—1) P e

nh<
6
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En supposant, de plus, que soit

n—1> Hl¢—2, cestd-dire n>H+ti—1,

on aura
| Mn(H—n I i
Unt Un2 « « . Unmn—1)
_____I ti ;I‘u/n(H—l). Mnr—1)  Mn(H—1) | | 1 |§'
an1 Un2 « « « Un(H—2) an(H—l) Unm .Um(H+1—2)I I!lzn(H-;-@—n «Un(n—1) l
== . . 1 =
Unt Un2 o « « Un(H—2) W H4i—1) » « « Unn—1)
= 1 . 1 : d ; i L
I MH—Z (H—2)(H—3) I ‘u/nl—H—-i—HI (n-Ht-i—4)(n—H—i+1)
n
PR DPn ¢
i . 1
T | ‘uzl—i—ll nz—3n+5i;2iﬂ_fz+z_ {
- Pn

Or, 7 et h étant deux entiers positifs fixes, il suffit évidemment
de prendre » assez grand, pour que soit

n?—3n -+ 55— 20H—i% 42

Lm0,
2 ner

D’aprés cela, en tenant compte de (33), on aura

45 n(H—1)® 1 s
On<135 - it T W gnt i iH—t2 Wy
nl o -
ot G oo b nd
2 | ‘uzl—1—1 | 4'/&2—-5704-51—22111—12-{-2

pour A< H>2, n étant assez grand.
Or,

. 45 (H—1)? h 3
nsoo 2 |t pabl IR s
4
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Il en résultera donc que I'on peut trouver un entier positif 7,

tel que soit .
Unh < 1
pour-n=m, el b H> 2

Done, en désignant par N celui des deux entiers positifs:
n et ny (n°44)
qui ne sera pas inférieur & I'autre, on aura

Uan <1 pour n= N, indépendamment de #.

47. Des résultats obtenus dans les deux derniers numéros
il s’ensuit immédiatement que la série double

oo OO
D E “on Yo

=1 R=1

converge absolument et qu’elle aura, par conséquent, une somme
bien déterminée. Nous allons constater tout de suite qu'elle
aura pour somme ¢;.

En effet, d’aprés le mode de détermination des v,

co
2 W Y= Vi

h=1

ou 7;=0 pour nzi-t+1 et y;=¢ pour m=i-1 (n° 40);
par conséquent, il est clair que

oo O
o 2 Z‘u:lh ynh'

NP ==y

Enfin, la (i 1)%me série du systéme donné (S)

(o)
S

s=1
ayant les mémes termes que la série absolument convergente
(> (e «]
pIgriT Yuw
=1 h:=1

6%
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et ne différant d’elle que par le mode de groupement des ter-
mes, sera absolument convergente, elle-aussi, et aura pour somme
¢;, comme la série double.

Done, les z, déterminés au n° 41
(ws T ynh pour ws‘—_’ ynh)

sont tous différents de zéro et constituent, en effet, une solu-
tion du systéme donné (8). i

48. 1l est aisé de démontrer qu’étant donné un systéme
quelconque du type III

(e @]
=2z (=012...)

n=1

on peut méme construire une infinité de solutions, telles que les
inconnues '
xal, $a2, A xar,

arbitrairement choisies d’avance, prennent les valeurs prescrites (a:):

Lo, = @, O b

1

r étant un entier positif quelconque.
En effet, décomposons la suite des 4,

e Ml P L ¥
en deux suites partielles indéfinies:
(B)) = Mgy, Migy Magy + -« Bany = o oy

(Eo) == oy, Moz, Mogy « « « M2hy -« s
(B) = (Ey) + (B),

de sorte que les éléments

) y) Yy )

ey Ty a,

appartiennent tous a 1'une d’elles, soit, par exemple, & (Ey).

Cela étant, nous ferons correspondre aux suites (E,) et (E,)
les systémes (S;) et (S,) suivants:
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(o]

(Sy) i ei= 3w, Yin (6==10 1) 2y
k=1 .
o0

(S aae e Sl gl A p0ee 0 1L, 0]
=1

dont le premier est évidemment un systéme du type III, tandis
que (S,) est un systéme du type I
Ensuite, nous établirons une correspondance univoque et
réciproque entre les inconnues (x;) du systeme donné (S) et celles
des systémes auxiliaires, c’est-a-dire les y,, (#=1,2), de sorte
que soit
Ty ——> Ay == Uy ———> Yy &t =1 ou:2).

Supposons, pour le moment, que l'on ait résolu les systeé-
mes auxiliaires (8,) et (S;); alors, en posant

Ts = Yun pOur Ly ——> Yoy

on obtiendrait évidemment une solution du systéme donné (S).
En effet, prenons une série quelconque du systéme (S), soit,
par exemple, la (2 - 1)i¥me série ok

(o o]
> AT

=1

celle-ci contiendra tous les termes des (z'—l'—l)“’mes séries des sy-
stemes (8;) et (Sy):

(e o] [ee]
P ETIER DN T
h=1 ezt
et n’en contiendra que ceux-ci.
Les derniéres deux séries étant, d’aprés notre supposition,
absolument convergentes et ayant pour sommes respectivement
¢; et 0, il en résulterait donc que la série

oo

P Ae' %y

o

 sera absolument convergente, elle-aussi, et qu'elle aura pour
somme ¢;.
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Or, le systéeme (8,), étant un systeme du type III, peut étre
résolu toujours, comme nous l'avons démontré ci-dessus. De
méme, le systéme (S;) étant un systeme du type I, on peut
calculer, d’aprés le n? 24, une infinité de solutions, de sorte que
les inconnues correspondant aux

Loy, Tag - » - La,

prennent les valeurs prescrites a,, as, . . . an
On en tirera donc la conclusion suivante:

Etant donné un systéme quelconque (8) du
type III, 'application convenable du principe des
- réduites fournira une infinité de solutions de
(8), telles qu’aucune des inconnues ne sera zéro,
et que les inconnues

xal, xa2, S a:'ar,

arbitrairement choisies a I’avance, prendront les
valeurs prescrites (a):

xa.:ai (2’:1,2’...7'),

r étant un entier positif quelconque.

IV. Sur la construction des solutions des systémes du type IV.

49. Nous allons étendre le résﬁltat obtenu au numéro pré-
cédent aux systemes du type IV.

A cet effet on n’aura, au fond, qu’ & répéter les raisonne-
ments du numéro précédent.

En effet, soit donné un systéme quelconque (S) du type IV

i it AR
o= 2 N (t=0,1,2,...).

"
N=-—00
Décomposons' la suite des 4,

S O MR T W e S F

en deux suites partielles indéfinies:
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(B) = 1y Mgy - - - Man, - -
et

(Ho) == oiv s Maiiyis s « Hac1)y Mooy . Ma1y - ong s oy
de sorte que les éléments

R B

arbitrairement choisis d’avance, appartiennent tous & (&,), cette
derniére suite jouissant du méme caractére que la suite donnée
(E), c’est-a-dire ayant, au moins, deux points-limites.

De plus, nous exigerons que les éléments w,, (k= 1,2)
satisfassent aux conditions:

v ng:t:tukj Apour g:i:j’
Yy, F Wy, quels que soient m et n,

e

(< = e
=]

(41) O lm [u,|=c0 (k=1,2),
h—>o0

40 IMg(_n)I<M (%2071,2’-")’

w étant un nombre positif fixe.
Il est aisé de voir que la décomposition

(B)= (El) + (Es)

peut étre effectuée toujours de sorte que toutes les conditions
ci-dessus soient remplies.

Par exemple, on pourrait procéder de la maniére sujvante:
On choisira un entier positif », tel que soit

. gy o 04 (0=l 2,00y
on prendra pour () la suite
(BY) = 2y gn1s Aeg oty -+ - 1(277,_1)2,,,0_1, Wl

et pour (E,) la suite

(Ey) = (E) — (By);
alors la décomposition

(B) = (E1)“|‘(E2)

satisfera évidemment & toutes nos exigeances.



88 HERMANN JAAKSON A VIIL1

50. Faisons correspondre aux suites partielles (E,) et (Ej)
les systemes réduits généralisés (S,) et (S,):

o
(Sl) G5 2{ :u’;.h Yin
izl
Hits Yy
foe)
(S2) 0 = 2:”’;;, Yon
h=—

Il est clair que, d’apres (41), (8,) sera un systéme du type III,
tandis que (S,) sera un systéme du type IL

Etablissons une correspondance univoque et réciproque entre
les z, et les y,, (k= 1,2) de sorte que soit

Ly = Ay = P ——> Yy

Calculons, d’aprés les numéros 25, 26 et 27, une solution
du systeme (S,) dépendant d'une infinité de quantités indétermi-
nées A, assujetties a la seule condition: |4.]>1, de sorte
. que les » inconnues de (8,) correspondant aux

R PR

%z S Oy

prennent les valeurs prescrites (a;) (¢ =1,2,...7).

D’autre part, calculons, d’aprés les numéros 38—47, une
solution du systeme (,).

Cela étant, prenons
Ty =Yy, POUL 1Ty &—rer ity (=1, 2);

alors les z, constitueront une solution du systéme donné (S),
comme on s’en rendra aisément compte, par les mémes consi-
dérations que ci-dessus, au n° 48.’

Grice a la présence des quantités indéterminées 4, (]4.|> 1),
on en déduira une infinité de solutions numériques dont chacune
sera telle que

ZTa, = Q. (LR Ly )y

Enfin, les solutions de (S,) et de (S,) étant constituées par des
valeurs des inconnues dont aucune n’est zéro, il en résultera
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immédiatement que les solutions du systéme donné (S) auront
le méme caractere.

Donc, é6tant donné un systéme quelconque du
type IV, I’application convenable du principe des
réduites fournira une infinité de solutions, telles
qu’aucune des inconnues ne sera zéro, et que
les inconnues )

Loy Lgy ovv Ly,

arbitrairement choisies & ’avance, prendront les
valeurs prescrites (a):

Zp=a, (G=1,2...7),

¢ étant un entier positif quelconque.



CHAPITRE IIL

Sur les systémes d’équations linéaires & wune infinité
d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet et aux
équations différentielles linéaires.

I. Sur le procédé de formation des systémes du type V
et du type VI

51. Dans ce Chapitre nous allons former et étudier une
certaine catégorie de systémes linéaires & une infinité d’incon-
nues attachés, d'une part, aux séries de Dirichlet et, d’autre
part, aux équations différentielles linéaires.

Décrivons tout d’abord le procédé de formation de ces
systémes. )

Soit donnée, d'une part, une série de Dirichlet quelconque,
~sous la forme (I) ou (I) (n° 5)

S o ME

e/ "y
h
a coefficients indéterminés z,, les quantités 4, satisfaisant respec-
tivement a la condition (4) ou aux conditions (4) et (B) (n° b).
Soit donnée, d’autre part, une équation différentielle liné-
aire quelconque

B@) TV 4 P@ T Yt Pu) y=P0)
Zm gt

»

dont les coefficients sont assujettis aux conditions suivantes:
1° que P(z) soit, en général, une fonction entitre en z
P)y=co+crz2+tc®4...+ e ...,

se réduisant, en particulier, & un polyndme entier, ou méme &
une constante (le zéro y compris);,
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20 que Py2), Pi(2) - .. Pu(z) soient des polyndmes entiers
en z :
Pi(2) = aio—}—‘ Qi1 —l— @in?® +... + ainizn‘i
G=0,1,2,...m).

Cela étant, remplacons dans I'équation différentielle donnée

dy d2y dmy

YRdigge A s g

respectivement par les séries
Z xhe——lhz ’
foaE ;
}_’ 4 _}‘hz
] ('—}vh) Xne ’
h

P APy YO
h

2(_;.,1)”1 Zn e_xhz )
h

dont chacune (sauf la premitre) se déduit de la précédente en la
différentiant terme & terme.
On obtiendra ainsi

;vh)m_l + Ate + Pm—l (Z) (_lh) +

—An2

! 2Py (— )"+ Pi) (
(42) 3"

l + Pa(2) } e
ou, en tenant compte de ce que

P,-(z)=aio—}—a,-1z+...—|—a1-,.iz"" (2 == 0, 152,48 )

Xy = ‘P(Z)

on aura
N A 2 2 1 ” \ e — P(Z)
~\ Po () ~F 201 G) + 22P5 (2a) - . . - 2"Pr () € Zn ’
h

en y désignant par

@o(Zn), @1 (4n), - - « ®r(4n)
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les polyndmes entiers en A, de degré m au plus:
¢ () = agl=—d)? ta (A - Qe () + @,
(k=0,1,2,...7),
et par r celui des (m -} 1) entiers positifs ou zéros
T’ Mg Mguin s . 0

m

qui n’est pas inférieur a aucun des autres.
En développant 1’expression

{ @)+ ... Je ™

suivant les puissances croissantes de z

{ @0 (Z’h) + 20, (j'h) _l_ A + ér¢r (lh) } 8_1"th —
= { Po () + 291 (An) 4 22@a (An) 4. . . + 2" (M) +

+eogol) S 1 20,00 T4 g (0 EP

2,;.)

+ 2y, (lh) +

h)

g, & + .. +29, (;.,,)( bl

i Zr+1 Vil (}, )( }Vh)

+

Ui
. } Zh,

Z{ S oot S + 0 L 4t gy T4

A
I'équation (42) s’écrira

o Lizo
+ i) anst +
+2[‘Po(lh)( lh) + 914 h)( l;.;)‘ g R
i=r+41

ot G2 | | = oo
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Or, égalons les coefficients des mémes puissances de z
dans les deux parties de la derniére équation; alors on obtiendra
évidemment un systéme d’équations linéaires a une infinité
d’inconnues (xx)

ey [%(lh) o, + @1(4n) (_;z—ih—l);;i+ e SR (/lh)] Zh

7!
h

(=20, 1, 2,700, #)

__j, 5 BN e ¥R i—7
B A::Y[‘;DO(;"‘) (_71L) -+ @,(An) (—(lf_—z)‘—l + ...+ @i4n) (zf;).)' ] Pl
G2r+1).

En remarquant enfin que pour ¢>r dans la (i 1)*"°
équation de ce systéme les coefficients des sont des polyndomes
entiers en 4, de degré (m--4) au plus, ne contenant que les
puissances des 4, dont les exposants sont > i —r, il en résultera
que le nombre des termes y sera (m—r-1) au plus.

Done, le systéme obtenu par le procédé de formation que
nous venons de décrire peut &tre présenté sous la forme suivante:

h

a==_2 { o Mt = @y A - Gion o

(G=0,1,2,...7),
(48)

o=2 {aio Arti b a At L A i) l}'f'} xn
h .
(izr—+1),

les a, y désignant & leur tour des polyndmes linéaires des
coefficients des Pj(z) (j=0,1,...m); par exemple,

(_1 m--i
Qo = Qoo ———)'——— ’
7.

2!

% £ (a_}g (% ({_ﬂ?—i‘),) (—1)mH-1,

2!

G = (3@ +amnt s 1) s
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. 52. Nous allons constater qu'il y a des cas ou les coeffi-
cients des =, dans la (i 1)ieme équation de (43), sont des
polyndmes de degré (m--¢) (comme l'on sait, c’est le degré le
plus élevé possible); d’autre part, il y a aussi des cas ou le
degré maximal n’est pas effectivement atteint; il peut méme
arriver que notre procédé de formation des systémes ne s’applique
point & I'équation différentielle donnée, parce que la partie droite
de la (i-1)me équation du systtme peut s’annuler identique-
ment, tandis que ¢; 3= 0.

En effet, remarquons qu’en tenant compte de ce que
S84
Oy el ﬁo’

on en tirera immédiatement la conclusion suivante: pour que
le coefficient de z;, dans la (t-+1)*me équation du systéme (43)
soit un polyndme entier de degré (m-i), il faut et il suffit que
soit aoo 3= 0. ~

D’autre part, montrons maintenant que le degré du coef-
ficient de ; dans la (i--1)ieme équation du systéme peut é&tre
inférieur a (m--).

Soient, par exemple,

PO(Z) =z",

Pye)=zm1,

Pm_1 (Z) =z,

P(2)=1;
alors on aura évidemment

¢0(;"h) Gy + 17
@1(}"‘) g (_}“h)19

Pl = ()" ;
par suite,

W) .
{(po(lh) (—“—)—|—...-{—9?i(7vh)}=(—lh)' [z—l,‘}—@’;lﬁ—i__l_ % _l_l]

(¢=0,1,2,...m),
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ainsi que

h lh .
{qvo(ﬂ “ gl M ;.)( ,32), } = i) [;1v e (@Tiﬁ!' T
A .|_(z m) v] (E=m-=1).

1l en résulte, en particulier, que le systéme que 'on obtient
dans ce cas-ci appartient évidemment & l'un des quatre types
é&tudiés déja dans les Chapitres précédents.

Enfin, examinons le cas suivant.

Soit donnee une équation différentielle linéaire telle que
I'on ait

00:1: O’
Py(0) = ag, = 0,
Py(0) = a0 =0,

.Pm(O) = 0mo =— 0 ;
alors

@ (An) = oo (—An)" + a0 (—2)" 14 ...+ amo =0

et il en résultera immédiatement que notre procédé de formation
des systémes ne s’appliquera pas & I'équation différentielle donnée.

En effet, d’aprés ce procédé, le coefficient de xx dans la
premiére équation du systéme est g@(4s); or, dans ce cas-ci
@, (An)==0; par conséquent, la partie droite de la premiére équa-
tion du systéme, s’annulant identiquement, ne peut pas &tre
égalée a ¢, = 0.

53. Le dernier exemple montre qu’il y a des cas ol notre
procédé de formation des systémes cesse d’étre applicable; d’autre
part, d’aprés les exemples précédents, il y a des cas ou il s’appli- -
quera bien et permettra alors d’obtenir des systémes d’équa-
tions linéaires & une infinité d’inconnues de la forme (43).

Appelons systémes du type V ceux de ces systemes
ol % ne parcourt que les valeurs entiéres positives:

h=1,2,8,...,
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et systemes du type VI les systtmes analogues ou h par-
court toutes les valeurs entitres (négatives, zéro et positives) :
Rl R 10 1, N e

y e

Les systémes du type V et du type VI peuvent étre carac- .
térisés de la maniére suivante :

1° TIls sont obtenus des équations différentielles linéaires
en y appliquant le procédé de formation que nous venons de
décrire ci-dessus, les systémes du type V étant attachés aux
séries de Dirichlet de la forme (I), et ceux du type VI, aux
séries de Dirichlet de la forme (II) (n° 5).

2° Le coefficient de x, dans la (i--1)@me équation du
systéme est, en général, un polynome entier en A,

CGio gt - au Ar L Gy (6=0,1,2,...7) et
L { Gip A b AP LU G AT (= f 1)
les az y dépendant linéairement des coefficients des polynomes
o (@), B, . i Rolel;

et r y désignant le degré le plus élevé des P;(z) (j=0,1,. .m).
8% Les polyndmes (44) ne sont pas identiquement nuls au
- moins pour une infinité de valeurs entiéres et posmves de 1;
ils ne le sont pas, en particulier, lorsque ¢ 3 0.
4° Pour toutes ces valeurs de 7 le nombre des termes des
polyndmes (44) est donc au moins 1 et au plus (m—+4r--1);
par suite, si ¢x=0, ay =0, ... apx_y=0, mais ax=0, on aura

O==k=m-r.

D’aprés tout cela, un systéme du type V s’écrira sous la
forme suivante:

(oo
o7 i Z{Giklzﬁi—k_l“-“_kai(mﬁ-i)}xh (=0,1,2,...7),
a=1 | -
08
o= Z{aikxi.”+i*"-|-...—i—di(mr,)zﬁ.“'} (>r+1),
=1
aix 30, O=k=m-r.
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Quant aux systemes du type VI, ils se présenteront sous
une forme tout a fait analogue; seulement

® +®
2’ y sera remplacé par 3’
=1 h= —an

II. Sur la résolution des systémes du type V.

54. Nous allons montrer que le probléeme de la résolution
des systémes du type V peut étre ramené complétement & celui
de la résolution des systemes du type III ou du type L

Pour s’en assurer, nous démontrerons la proposition suivante:

Etant donné un systéme quelconque du type V

OO

l lm—f-t—k B _l_ a. m+1)} (2 = O psien)

d=1

(45) o ke ety ;.t—rl e
gl l A e N sl W x, @E>r-+ 1),

A=EL

0 B0, - 10 Sk mtr,

et en supposant qu’il ait une solution (@), celle-ci
rendrait absolument convergentes  toutes les
séries ’

(oo}
WL =012 )

=1

En effet, d’aprés I'hypothése faite, le systéme donné a une
solution (z,); par suite, en tenant compte de ce que nous enten-
dons par une solution (n°4), on peut dire que la série

(00)

44 98—
{ 1k)"1: = +"'+a1’(m+r)A'h r}xh

h=1

convergera pour chaque valeur entiére et positive de ¢ > r 1.
~Etant a, 940, le terme général peut &tre présenté évidemment
sous la forme suivante:

7
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m-ti—k
1k ;v + .Z‘

; 1 i(m-}- 3 !
b Wr) “—F + s i

Or, en remarquant que, d’aprés le n° 53, le coefficient de «; dans
la (i-1)me équation du systéme (45) est, en général, un poly-
nome entier en 4, c’est-a-dire’k<’m-r, et que, d’autre part,

1
Hnpeas g
h—->oo llhl
il vient
. [ 1(k-‘—1) sh z(m+7) M
%:_[_POO Jl_ —l_ a’i mTI —k l

Par conséquent, quelque petite que soit la valeur positive
de &, on peut indiquer respectivement un entier. positif n(e) tel
que soit

w, > |(i—s)a,] . ii;""””“kxhlll pour &> n(e);
par suite, la série ddnt le terme général est
|G—2) e, |- |4t Fa, |
convergera, ainsi que le fera la série dont le terme général est
IZ;:H"'-" :chl.

On en déduira donc immédiatement la convergence absolue
de la série

Pl pour p=0,1,2,...m-+i—k.
h=1

Or, étant m~-4¢—k>i—r (i>r-1), on voit que m+7—k
croit indéfiniment avec i; aussi, toutes les séries -

(o]

3 S e R

=i

convergeront-elles absolument.
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+« bb, La série

(o]
p
2% @,
: h=1
étant absolument convergente, elle aura une somme bien déter-
minée que nous désignerons par o,:

(o]
0, = 2' ]’1;: s
h=1
Cela étant, on déduit de la (/- 1)i*me équation du systéme
donné (45), dans I’hypothése que ce systéme ait une solution,
la relation suivante:

€= Gy Ompic T %ty Ompika o v o Gy 0, EZr4-1)

Généralement, chacune des équations du systéme donné (45)
nous fournira une relation analogue. On peut les considérer
comme équations ayant pour inconnues les oy, et constituant un
systeme que nous appellerons systeme associé.

Nous en tirerons donc la conclusion suivante. Pour qu'un
systeme quelconque du type V (45) ait une solution (x»), il faut
que le systéme associé

['ci I e ikt1) Omtitemi e + ®imtiy %0
(46) (BE=105 1y Zvon))
¢;=05 0, 4t Gpry iy T ces + Cim i) Tie

ne contienne que des équations compatibles et qu’il ait une so-
lution (g,), lui-aussi. :

Remarquons que le systéme associé (46) est un systéme
infini récurrent. En effet, quelque grand que soit I’entier posi-
tif s, on peut toujours indiquer une valeur entiére et positive de i.
soit - ¢ =1, telle que

$—r>8  Ppour ¢>1g;
par conséquent, o, ne peut figurer que dans un nombre fini
 d’équations du systéme associé, puisque o, n’entrera plus dans
Ja (i 1)eme équation si > 4.
7%



100 . HERMANN JAAKSON A VI

Il est aisé de démontrer que la condition nécessaire pour
I'existence d’'une solution du systéme donné (45) est aussi suf-
fisante.

En effet, supposons que le systéme associé (46) ait une.
solution constituée par les valeurs

¢

01, 62, 03, o .. “h, “ e e ;

prenons alors le systeme auxiliaire

(o]
(47) G B e e R

h=1
celui-ci appartient au type III lorsqu’il y a entre les o; au moins
un qui differe de 0, ou bien au type I si ;=0 (:=0,1,2,...).

En tout cas, il aura une infinité de solutions, comme nous
venons de voir dans les Chapitres précédents.

Or, on se rendra aisément compte de ce que chacune des
solutions du systeme auxiliaire (47) est aussi une solution du
systéme donné (45).

En effet,

[ SN, (R ot R

$ [ee] (o]
ik =
=0, .2k ot ... + Gy 2l Ty=
=1

h=1

0
= Z{a‘.,‘ vl TR DTN /1;',—’} 2, 2t

=l

et, de méme,

oo
c;_—_Z{aik),:“*""‘_{_ b —|—ai(m+i)}zch (0/==10; § ik 7‘).
h=1

56. D’aprés cela, étant donné un systéme quelconque du
type V, et en se proposant de le résoudre, on n’aura évidem-
ment qu’'a procéder de la maniére suivante :

1% On constituera le systeme associé récurrent et on I'exami-
nera de prés: si ce systéme contient des équations non compa-
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tibles, il est clair que le systéme donné n’aura aucune solution;
dans le cas ou le systéme associé admet des solutions on les
calculera.

20 A chacune des solutions du systeme associé

080 ClGia om0 e e

on fera correspondre un systeme auxiliaire
w .
i .
6= 2 M, R 0 e
h=1

appartenant ou bien au type 1II, ou bien au type I, selon les cas.

39 On calculera les solutions des systémes auxiliaires.

Chacune d’elles sera aussi une solution du systéme donné
du type V et celui-ci n’en aura pas d’autres, comme il résulte
évidemment des considérations précédentes.

Ainsi, la résolution d’un systéme du type V
peut étre ramenée complétement & la résolution
du systéme associé récurrent et de tous les
systéemes auxiliaires correspondants.

57. L’existence des solutions du systéme donné du type V
dépend entierement de l’existence des solutions du systéme
associé.

Or, remarquons que dans le cas d’'un systeme homogéne
*du type V (c’est-a-dire lorsque ¢;=0, 71=0,1,2,...) le systeme
associé sera homogene, lui-aussi, et aura, par suite, toujours au
moins la solution triviale

0,=0 A s o
a laquelle correspondra le systéme auxiliaire du type I
)
(90 g g Tl £ 23 4 AN X
Y

Ce dernier systéme ayant une infinité de solutions (Chap. I),
et chacune*d’elles étant aussi une solution du systéme homogene
donné (du type V), il en résulte qu’entre les systémes homo-
~génes du type V il n'y en a pas qui n’aient point de solution
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Drautre part, il est aisé de constater que Ton peut bien
former des systémes non homogénes du type V n’ayant aucune
solution.

En effet, supposons, par exemple, que soient:

Wy

20 Py(2) = apz (a0 ¥ 0),

8% Py(2) = bz—ap (bo = 0),
A R TS

4:0 e )
) bo

on aura alors @,(A) = —a, et @A) = by—a,4y; par suite,

L :
E 00 ) + 910G = b

et les deux premiéres équations du systéme correspondant du
type V attaché a I'équation différentielle

d 9
ao? d_?z/ + (boz—a0)y = ¢, 12+ 32+ ...

sont
o0

¢o= 2 (—ag)xn,

A=l

(e}
o= 3 byan;
h=1

aussi, les deux premiéres équations du systéme associé sont-elles

Co = —0 0o,
Cl == bo 60.

D’aprés la condition 4, celles-ci ne sont pas compatibles et, par
suite, dans ce cas-ci notre systéme non homogéne du type V
n’aura aucune solution.
Remarquons enfin qu'il y a des systémes du type V dont
les systémes associés ont une infinité de solutions numériques.
En effet, soit

Py(0) = agy#0;
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alors, comme nous lavons vu, au n° 52, le coefficient de
dans la (i-}1)®me ¢quation d'un systeme du type V sera un
polyndme entier en 4, de degré

(m 1) =012,
¢’est-a-dire
Qo =00 et wle= 0,

Aussi, est-il clair que de tous les o qui entrent effectivement
dans la (i 1)®me équation du systéme associé cest o, qui
aura l'indice le plus grand.

On peut donc exprimer successivement tous les o, ot
n > m—1 en fonction de

60, 01, o e Om_]_,

en considérant ces derniers comme constantes arbitraires. .

On obtiendra ainsi une solution du systéme associé, dépen-
dant, en général, de ces m constantes arbitraires et représentant,
par suite, une infinité de solutions numériques. Donc, dans ce
cas-ci, le systéme donné du type V sera équivalent & une infinité
de systémes auxiliaires du type III ou du type L -

I1I. Sur la résolution des systéemes du type VI.

58. Au numéro 53 nous avons déja constaté que le
procédé de formation des systémes du type VI, ainsi que la
forme sous laquelle ils se présentent, sont presque les mémes
que dans le cas des systtmes du type V; la seule différence
consiste en ce que les systémes du type V sont attachés aux
séries de Dirichlet de la forme (I), tandis que ceux du type VI, aux
séries de Dirichlet de la forme (II) (n°5).

Aussi serait-il bien naturel d’essayer d’étendre les résultats
obtenus ci-dessus pour les systémes du type V aux systémes du
type VI ;i
Or, en examinant de prés cette question, on constatera
aisément que les raisonnements du n° 54 ne s’appliqueront pas
aux systémes du type VI.

En effet, au numéro 54 nous avons démontré que chacune
des solutions d'un systéme du type V fera converger absolument
les séries
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m .
At .
EAhxh (Z=0’1)2?"')7
he=1
puisque de la convergence d’une série

oo

2

h=1

m-i—k PREE
{aik Z A +a1'(m+r)/’h }xh
résultera immédiatement la convergence absolue de-la série

co .
B diien
h=1
En essayant maintenant d’obtenir le méme résultat pour
les systémes du type VI, on verra tout de suite que dans ce
cas les raisonnements précédents se trouveront évidemment en

défaut. En effet, il est clair qu'en supposant que les séries d'un
systéeme du type VI

n

+wo

o {aik At —{—ai(m_‘ﬂ.)} g F=20700, 40,
h=—a

Lo | mtik Jir) :

ok e oy g e +a(’(m-|—r) Ay ]x;. G=r+1)

el

convergent absolument, et que la suite des 4, ne soit assujettie
qu'aux conditions générales (4) et (B) (n°5), on ne peut pas en
déduire, par les raisonnements du n° 54 au moins, la conver-
gence absolue des séries '

ko
E/l;x;. (8 LR S,
=il
Mais qu'est ce qu'on doit dire alors & propos de la question
intéréssante suivante ?
Y a-t-il des systémes du type VI ayant des solutions qui

font converger absolument les séries du systéme, sans qu’elles
rendent absolument convergentes les séries

s Al S .
3 Ha o =010
h=—an

ou au moins quelques-unes de ces séries?
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En laissant ouverte cette question délicate, nous ne nous
allons occuper que de celles des solutions des systéemes du type V1
qui rendent absolument convergentes toutes les séries

+®
D N G801 35
h=-a0
nous les appelons solutions (a).

59. Il est aisé de voir que tout ce que nous venons de
dire & propos des solutions des systémes du type V peut &tre
étendu, au fond, aux solutions (a) des systémes du type VL
A cet effet on n’aura qu’a repeter les raisonnements des numé-
ros 55—57.

En procédant ainsi, on démontrera la proposition suivante:

Soit donné un systéme queleconque du type VI
(n°-53)

+oe '
6= 2 {aikl:':’*"—k—k i —|»ai(m+i)}a:h (Fe= 0, 1,2 150
h=—c0 .
(48) +$o i— . i—:i‘ 3
[ Fes 2 { ;kl;.”_*— P + Cipgry A }xh =1,
h=—00
a,+ 0, 0<k<m-tr;

pour qu’il ait des solutions (a), il faut et il suffit
que le systéme associé récurrent

(49) { G TRMRImtid T 3 1 e T o T el B 1)
C,=a,, 0m+1-k+ Pl +ai(m+m g (G>r4+1)

ait, lui-aussi, au moins une solution.
En faisant correspondre & chacune des solutions du sys-

teme associé
60, 61, 02, 5 Y Uh,

un systéeme auxiliaire

(50) =23 iz, (¢=0,1,2,..),
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on peut dire que l’ensemble des solutions de tous ces systémes
auxiliaires contient toutes les solutions (a)- du systeme donné du
type VI et qu'il n’en contient que ceux-ci.

Les systéemes auxiliaires (50) étant du type II ou du type IV,
on se rendra aisément compte de ce que la construction
des solutions (¢) d’un systéeme du type VI (48) peut
étre ramenée, 4 1’aide du systeme associé récur-
rent (49, complétement & la résolution des sys-
téemes du type IV ou du type IL

60. L’existence des solutions (a) d'un systéme du type VI
dépendra entierement de l'existence des solutions du systeme
associé correspondant.

Celui-ci aura en tout cas la solution triviale

0,=0 (1=0,1,2,...)

si le systéme donné du type VI est homogéne, puisque dans ce
cas le systéme associé correspondant le sera évidemment, lui-
aussi.

Il en résulte donc que chacun des systemes homogeénes du
type VI a une infinité de solutions (@), au moins toutes celles
du systéme auxiliaire du type II

et
0= 3w (== B PN

h=—®

Quant aux systemes non homogeénes du type VI, on pour-
rait montrer & I’aide des exemples, comme au n° 57:

1° qu'en partant de certaines équations différentielles li-
néaires, on obtiendra des systémes du type VI dont les systémes
associés contiennent des équations incompatibles et n’ont, par
suite, aucune solution ;

2% Tquiil ¥ 8, d’autre part, des systémes non homogenes
du type VI .dont les systemes associés ont un nombre fini ou
méme une infinité de solutions numériques. -

D’aprés cela, on trouve, d’une part, des systémes non ho-
mogenes du type VI qui n'ont aucune solution (a) et, d’autre
part, des systémes qui en ont une infipité.



CHAPIJTRE IV,
Sur linterpolation.
I. Généralités.

61. Jusqu'ici nous avons appliqué le principe des réduites
aux différents systemes d’équations linéaires a une infinité
d’inconnues attachés aux séries de Dirichlet.

Allons maintenant Iappliquer a certains systémes d’équa-
tions linéaires attachés aux séries entieres.

L’objet de nos études, dans ce dernier Chapitre, sera le
probléme d’interpolation que I'on peut énoncer sous une forme
plus ou moins générale.

Convenons d’appeler probléme spécial de l'inter-

polation le probleme suivant:
' Etant données deux suites indéfinies de quantités quelconques:

A T R I SR

AR DV R SRR, o) B e B
les éléments de la derniére satisfaisant aux conditions

la| <laa|<lag|=... <] |< .,

| an| — o0 pour n — oo,
former une fonction entiére F'(z) qui, pour z=a,, a, . . . au, .
prenne respectivement les valeurs ¢, ¢, . . . ¢n, .

En posant
F(z2)=Cy+ 0Ciz+ Cpz® ...+ Cuz" 4. . .,

on naura qu'a  déterminer les coefficients C, de sorte qu’ils
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satisfassent au systéeme d’équations linéaires & une infinité
d’inconnues

B 6=0Cot G+ G0t +... +Car ) (=1,2,8,..).

Appelons ces systemes (51) systéemes du type VIL
Cela étant, il est clair que le probléme spécial de linterpolation
équivaut & la résolution du systéme correspondant du type VIL

Quant au probléme généralisé de 1’interpola-
tion, nous I’énoncerons sous la forme suivante :

Etant données trois suites indéfinies:

1° une suite des (a,)

@, Qg, a3, {7 PR
telle que

|a1|§|a2|?<_|a3|_§...élaﬂé..

tach |
| an | — oo pour n — oo,

2° une suite de nombres entiers positifs quelconques ou
Z6Tros

pl’ p27 psy T A pn, o Jlsv e et

8% une suite de quantités quelconques

© @) @) 0 @) (P,) o @ (Py)
Gl Ol 0 GG Y T e L e G L e R

former une fonction entiére F(z) de sorte que I'on ait pour z=a,

F(a,) = c©
F'(a)=c®

c’est-a-dire que la fonction F(z), elle-méme, ainsi que ses p, pre-
miéres dérivées prennent pour z = a, respectivement les valeurs
prescrites ¢, ¥, ... ¢®», n étant un nombre entier positif
quelconque.

Cela revient évidemment & résoudre le systéme suivant
d’équations linéaires a une infinité d’inconnues:
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¢ =0Co+ Cran+Coa) +: .. +
STl T

=116+ 5 Gan+ ...+
20 G, 0"+ 0+ 1) G @+ | o
i elle e 4 v

+p, (0, —1) Co, " 4 (p,+ 1) p, Copt 102 '+ .

(52)

Wy :
o) = P! opn+(ﬂj_!r_1_): Cood it

Appelons ces systemes (52) systémes du type VIIL
Cela étant, il est clair que le probleme généralisé de l'interpo-
lation équivaut a la résolution du systéme correspondant du
type VIIIL

Remarquons que dans-le cas particulier ou

P =0 pour k=0,1,2 ...p,
(g oy

ce probléme a été résolu par Weierstrass; en effet, d’apres son
théoréme célebre, on peut construire une infinité de fonctions
entieres F(z) telles que

ey =0 )
B (an—10 !
1.
|
J

......

En appliquant convenablement le principe des réduites, nous
montrerons, dans ce Chapitre, que le méme résultat peut &tre
obtenu dans le cas général, les quantités données ¢ ayant des
valeurs quelconques.

Ce beau résultat mettra bien en évidence, peut-étre d'une
‘fagon plus frappante que le font les Chapitres précédents, le role
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important que joue le principe des réduites dans la théorie des
systemes d’équations linéaires & une infinité d’inconnues.

62. Nous allons résoudre d’abord les systemes du type VII
sous I'hypothése particuliere suivante, relative & la suite des a,:

[ al<lal<lol<...<lal<...
(63) {

| an] — o0 pour n— oco.

Comme nous le verrons, cette hypothése restrictive facilitera
considérablement notre tache de construction des solutions des
systemes du type VII, en permettant d’y appliquer une méthode
particulitrement simple. Ensuite, nous en dégagerons aisément
-l'idée essentielle d’une méthode analogue, s'appliquant aux syste-
mes du type VII, ainsi qu’'a ceux du type VIII sous I’hypothése
suivante plus générale : :

(54) (lalSlnl<lal<... <

| |an] — o0 pour n — oo.

“Ajoutons que ces méthodes ont toutes les deux pour base
commune le principe des réduites, n’étant, au fond, que des modes
d’application distincts du méme principe.

En modifiant convenablement la premiere d’elles, on en
déduira aisément l'autre.

Au lieu de traiter séparément les systémes du type VII et
ceux du type VIII, sous I’hypothese (54), nous nous bornerons,
pour éviter des répétitions, a ne résoudre que les systémes du
type VIII, qui embrassent d’ailleurs aussi tous les systémes du
type VII, puisque chacun de ceux-ci peut &tre considéré évidem-
ment comme un systéme du type VIII dont tous les p, sont nuls:

p”=0 (n~_—1,2,3,---).

63. Remarquons enfin que chaque systéme du type
VIII qui admet une solution, en admettra méme
une infinité.

En effet, soit

Fe)= Co+ Ciz+ Co®+ ...~ Cozr ...
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une fonction entiére telle que
F(ay) =c©®

Fan) = ¢

........

D’autre part, d’aprés Weierstrass, il y a une infinité de
fonctions entiéres P(z) admettant d’une facon générale a, pour
zéro d’ordre p,+1 (n=1,2,8,...) et, par suite, telles que

P (an) =0 l

Dt —0

ST R i' (n=1,2,3, )7
" =0 |

il en résulte évidemment que la somme

F(z) 1 2(2)

représente, elle-aussi, une fonction entiere Fi(z) telle que

Fy () = ¢!
Fy'(an) = clV

Done, a une infinité de fonctions ®(z) correspondra une
infinité des. fonctions F\(z) = F(z2)-} P(z) dont les coefficients
constituent une infinité de solutions du systéme correspondant
du type VIIL

II. Sur la résolution du probléme spécial de linterpolation dans
“un cas particulier.

64. Proposons-nous, sous ’hypothése restrictive (53), de’
résoudrg le probleme spécial de linterpolation (n° 61), ou, en
d’autres termes, de construire une solution du systéme (51).
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Remarquons tout d’abord qu’étant donné un systéme quel-
conque tel que (51), on peut le présenter toujours sous la forme

(55)  hi=dAysitdsat . FAar ...} G=1,23,..),
ol a; %0, |a.|— co pour n -— oo,
ol | m bbbt b o
la suite indéfinie
IR S R B

contenant au moins uﬁ élément différent de zéro et les incon-
naes.yietant désightes par - Ay, AU Mpll L G
En effet, il y a deux cas & distinguer:

YVoai 0 ol 200 a0y
Dans le premier cas on choisira C,=¢ de sorte qu'en désignant
e—e=b,  (¢1=1,2,8,..)),
tous les b, ne soient pas nuls ;‘ alors, en posant
Adv=0Cn @0=1,238,..)et a,=a, (1=128,...),

on obtiendra évidemment un systéme tel que (55).

Dans l'autre cas, ot a; =0, on aura C,=¢,; alors, s'il y a
entre les différences ¢,—¢, (/=1,2,8,...) au moins une qui
différe de zéro, on n’aura qu'a poser

b,=¢c,—cy, a,=a,, fe="15 2081 )
et
A=0C. (n=1,28,:.)
Dans le cas contraire, étant
¢;—¢ =0 pour :=1,2,8...,
on peut présenter le systeme donné (51) sous la forme suivante:
— 0y =0Coa,+Cga2 +...+Cal " ... } Qi 8, 400 ),

d’ou l'on déduit immédiatement qu’en choisissant C, de sorte
que soit — C; =¢, =+ 0, et en posant

i
@, =0, b=c  pouri=1,238,... et 4 _,=0C,
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pour n»n = 2,3, 4...., on obtiendra encore un systéme tel
que (55). i .

D’apres cela, il est clair que, sans restreindre la généralité,
on peut se borner a n’étudier dés lors que les systémes (51)
ou a; 340, C,=0 et la suite indéfinie

€1, Co, Cgy « « s cn, e

contient au moins un élément ¢; 4= 0, tous les autres cas se ra-
menant aisément & celui-ci, comme nous venons de le voir tout
a I’heure. :

Done, pour résoudre le probléme spécial de
I’interpolation, sous 1’hypothése (53), on n’aura
qu’a montrer qu’on peut toujours construire une
solution d’un systeme quelconque du type VII

(oe]
(56) 6= 2C, ar (¢=1,2,8,...),

n=1
tel que
1° a0,
} 20 |a,|— co pour n — oo,
| L R g DY R T E i Pl 10N e - ¢
| 2° ¢F0o,

j étant d’ailleurs un nombre entier positif quel-
conque.

(67)

65. Nous verrons que chaque systeme (56) satisfaisant aux
conditions (57) peut étre résolu & l'aide des systémes réduits
généralisés dont le £®m° s’écrira sous la forme suivante :

. a5
(38) pos Iy G )

h=1
ol y,=0 pour ik la suite indéfinie

eiss gt Agyisa Rt s
étant telle que

ot

o i e (n=1,2,8,...).

27)
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Il résulte évidemment de (27) que

| An| — 00 ‘pour n — oo,
et
}m
Am

Zop EDOU I am;

quels que soient les nombres entiers positifs » et m (n° 35).
Quant aux systémes tels que (58) dont les 4,
satisfont & la condition (27%), nous allons montrer
que chacun d’eux peut étre résolu par la méthode
de Fourier.
En effet, étant donné un systeme (58), désignons par

y(”) y(”) 0 Al y”"') <) y(’")

les valeurs des inconnues-du systeme redult correspondant, ne
contenant que » équations et autant d’inconnues (n==%); cela
étant, on aura évidemment

AL
Y = (=1, - A
ou
Pt and
A(") —_ 1 ;«2 w0 Te /’vg.—l
- PR
et
Rl - U o ;,?—2 bl (e e
h—2 h e AR
() b lk_l R b 3 lk_l S /v;z 1
Ak: =% l h—2 }Vh n—1
1 Aega ovo A1 Appr.o . Ak
RS LRI o TR

En comparant cette solution-ci avec celle du systeme réduit
fini correspondant au systéme (22) (n° 30), on s’apercoit aisé-
ment de ce que celle-ci s’obtient de ceile-la en y remplagant

k par h—1, h par k et ¢, par 7,
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Done, d’apres (28) (n° 30),

(n—1)
(—l)h+k Ve~ 2
Y — (A5 24)

s Ty o y A Ax Ak
T N2

h=1,2,8,...n),

1 —_—
2&3...1}1

1
vt
o )\«2 }v3 ;vh

(4> 21)

étant la fonction symétrique, entiére et homogeéne d’ordre h—1
des n—1 quantités: :

2
s

1 i 1 1
Pid g g e o b L2 e 305
}"2 Ak—-l’ Ak ;m ( )

I

En tenant compte de la condition (27), ainsi que des con-
sidérations des numéros 33 et 37, on pourra en conclure que
les limites

y, = lim i
n—->oo
existent, étant finies, bien déterminées et, pour y, 4= 0, différentes
de zéro: ;

sl I atudiingg
(lk, 11) 2:-2]/3 WL }Hh

Y= (—1M*y, — ' :
59 y A M 00 A
(59) (l—l~——1) (-}T';—l)...(/l—"jl——l) 11(1— 4)

m=1 lk—i—m

(Bies 13088 11y )

Les valeurs des y,, qui viennent d’étre obte-
nues, constituent une solution du systéme (58)
en rendant absolument convergentes toutes ses
séries.

En effet, prenons, pour fixer les idées, la série °me, 4 étant
‘un nombre entier positif fixe choisi d’ailleurs arbitrairement, et
désignons par

8%
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uh s }vh-l et uk = Z,:l yh—}-l

ses deux termes successifs; alors, d’aprés (59), on aura

EaE x
T LRI -
uh+1 il A« U‘k’ ll) e o
% g i B g 458 :

] A

(}vk’ll) lg/bg coohp

et, par suite, d’apres les inégalités (29) ou (28) (n°35),

uhﬂ
U

<sfi}
h lh_*_l

donc,

Upy
Uy

— 0 pour h— oo

et il en résulte immédiatement que la série ¢*m¢ converge abso-
lument.

Les parties droites des équations du systéme (58) s’obtien-
nent de la série

o0
2 Yy 2"
h=1

en y faisant parcourir & z les éléments de la suite indéfinie

R VAL AR L DR S

" Or, remarquons que, si l'on entend, dans cette série, par y, re-
spectivement les valeurs bien déterminées des inconnues du
systeme (58) fournies par les formules (59), cette série représentera
une fonction entiére (z).

En effet, comme nous venons de le voir, elle converge
absolument pour z=4; 7 étant un nombre entier positif quel-
conque; par suite, elle le fera évidemment aussi dans toute
I'étendue du plan de z, puisque

| 4] =0 pour i — oo,
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Nous en conclvons donc que chaque systéme (58)
ou la suite des 4, satisfait & la condition (27)
nous fournira une fonction entiére

(oo
P(z) = th gt
h=1

66. L’idée essentielle de la méthode par laquelle
nous allons résoudre le probleme spécial de linterpolation,
énoncé ci-dessus (n° 64), consiste en ce que nous allons former,
d’aprés une certaine régle, une suite indéfinie de systémes réduits
généralisés

(880 2 0) k0 (8 s

analogues a (58); & l'aide de ceux-ci nous construirons respec-
tivement une suite indéfinie de fonctions
’%(Z), WQ(Z): el ’an(z), i e g

en choisissant les systéemes (S,) de sorte que les fonctions cor-
respondantes 1, (z) satisfassent aux conditions suivantes:

(1) que ,(2) soit une fonction entiere, représentee
par une série entiére- de z convergente dans toute l'étendue

du plan de z;
(II) que la série
(oo
2, @)
n=1

soit uniformément convergente dans le méme
domaine;
et que l'on ait:

(IIl) v, (a)=0 pour¢=1,2,8,...n—1,
avy v (a,)=c,—w(a,)—ya)—...—Pn(a,)
(n=1,2,8,...).

Supposons, pour le moment, tout cela fait; alors, d’apres (I)
et (1), la série
o0

P, (2)
1

n=
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représenterait évidemment une fonction F() holomorphe dans
toute 1'étendue du plan de z, c’est-a-dire F(z) serait une fonction
entiere; de plus, en tenant compte de (III) et (IV), on aurait

Fa,) =1y, (a,)+v,(a)+ ...+ v, (a)=c,
(0 == /2 8y

donc, la fonction F(z) serait bien une fonction entiere exigée
prenant,
pOlll‘ Z=al, a2, as, PR S am, o'y

respectivement les valeurs prescrites
G35 SdCas T iGa R s i R

67. Quant & la régle d’aprés laquelle on formera les syste-
mes réduits généralisés (S,), nous nous permettrons de faire a
ce sujet quelques remarques générales, avant qu’elle soit fixée
définitivement.

Remarquons tout d’abord que les parties droites des équations
du systeme donné (56) s’obtiennent de la série entiére

(oe]
Bl 6%

m=1

en y faisant parcourir & z les éléments de la suite donnée

(A) =a1, ag, a3, . -I a

my c

D'une fagon tout analogue, nous formerons les parties droites
des équations du systeme ni*me (§,), quel que soit %, en prenant
une série partielle déduite d’'une certaine facon de la série

(o]

AS-/ Om 2P

m=1

et en y faisant parcourir & z les éléments d’'une suite partielle
(A,) déduite d'une certaine facon de la suite donnée (4).
Les rangs des termes de la série

(oe]
2 Cmz™

me=1
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constituent la suite naturelle des nombres
(E) =T, 2,8, dyii sy s 4 <5

or, d’aprés le n° 15, celle-ci peut étre décomposée en une infinité
de suites partielles bien déterminées

By = B+ B+ A+ E) -
(E,) étant

(By) = 1.2m=1, 32m—4, pom=1 . . (2h—1)2", ..\,

quel que soit le nombre entier positif .

Cela étant, convenons de former toujours la
série partielle v, (2) de sorte qu’elle ne contienne
que les termes de la série

58]
¥ G

m=1

dont les rangs constituent la suite partielle
4 PR O T et S ) B B o VRS

m, étant un nombre entier positif que nous dé-
terminerons ultérieurement.
On aura donc

-

1

1 ey
G O mend #2500 1 o

My —
g 12"
P, (2) = 01.2,,.",1 2z

m,,—1
¥ (2h—1)2 "
+ O gyt 2 %

et il est aisé de voir que, quant a la forme de w,(2), celle-ci est
complétement caractérisée par m,; en tenant compte de cela,
désignons deés lors cette série par .z, m).

Supposons, pour le moment, qu'on ait choisi d’une fagon
quelconque m,, ainsi que

(An) = On1y Cn2y «++ Quny Onnt1)y + « +y
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(4,) étant une suite partielle de (4); alors, quel que soit le
nombre entier positif i, nous exigerons que la partie
droite de 1’équation 4 du systéme (S,) soit

P, (Aniy M)

Quant aux parties gauches des équations de ce
systeme (S,), égalons-les toutes & zéro, sauf celle’
de 1’équation n*m que nous désignons par d, en
nous réservant de la  déterminer ultérieurement.

D’apres cela, il est clair que chaque systéme (S,) sera com-
pletement donné dés que 'on a fixé d’une facon quelconque ses
trois éléments caractéristiques: m,, (4,) et d,; il en
résulte donc que le procédé de construction des sy-
stémes réduits généralisés (S, consiste, au fond,
en ce que 1’on fait, d’une certaine facon, choix
de leurs éléments caractéristiques.

68. Comme nous venons de le constater tout & I’heure, les
éléments caractéristiques m,, (4,) et 6, déterminent un systéme
(S,) de la forme suivante :

8 = pa (@niy M)  (0=1,2,8,...)

ou, par définition, d; = 0 pour ¢ == n; explicitement celui-ci s’écrit

1‘2mn—1

g.2™n—1
6‘ sy 01.2’””'*1 aml + 03‘2’””*1 am’ _|_ i +

1

@h—1)2" o
Tl A theny B } (G=1,2,...)
ou, en tenant compte de ce que

(2h-—1)2" " = (h — 1) 2™ 4 2™,

0; oM \!
B T WY —1 | Oy 3. o
2"."_1 01.2m” 1 + 03'2"‘11 1 g + +
Ay

A
9'n AL i«
0 (am- ) HAE } G=1,2..);
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enfin, en désignant

Vi S 2mn—1_
. o o e ey
(60) /1,‘- =a3;”11
Y= 0(2h—1)2’"n—1 (h=1,2,8,...),

notre systeme se présentera sous la méme forme que le sy-
stéme (58):

0
h—1 %
V= th,li (B=1,2:8:90)

=

ol ;=0 pour iz=n, car, par définition, d;= 0 pour i=mn.

Done, quel que soit'le nombre entier positif n, chaque
systéme réduit généralisé (S, formé & 1’aide de
ses éléments caractéristiques m,, (4,) et d, (n° 67)
peut, en effet, étre mis sous la forme d'un sy-
steme tel que (58).

Il ne reste, par suite, qu'a déterminer les éléments caracteé-
ristiques, de sorte que les systéemes (S,) puissent étre résolus
par la méthode de Fourier, et quils nous fournissent une suite
indéfinie de fonctions

w1(2) m1)7 Q/’Q(Z;m-z)’ e W(Z, m")’ e 8
satisfaisant aux conditions (I), (I), (III) et IV) (n°66), étant
(ee)

Al o5 S
P2, M) ;:1 0(211—-1)2m" 1

m,,—1
2h—1)2" "
Z( )

ou l'on entend par C
U (2h—1)2

nues du systéme (S.) obtenues en résolvant ce systéme par la
méthode de Fourier. :

m,—1 les valeurs respectives des incon-

69. Examinons maintenant de pres les conditions auxquelles
il suffit d’assujettir les éléments caractéristiques m,, (4,) et 0y,
pour que les fonctions correspondantes yu(z, m.) satisfassent, en
effet, & toutes les conditions énoncées au n° 66.
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Comme nous venons de le voir, au n° 68, chaque sy-
stéme (S,) s’écrit sous la forme d'un systéme tel que (58), en y
introduisant y, 4, y, & l'aide des formules (60).

D’autre part, d’aprés le n°65, chaque systéme (58) dont la
suite correspondante des A4, satisfait & la condition (27) déter-
mine une fonction entiére de z.

Nous en tirons donc immédiatement la conclusion suivante :
pour qu’un systéme (S,) nous fournisse une fonec-
tion entiére .z, m,), c’est-ad-dire pour que la condition (I)
(n° 66) soit remplie, il suffit de choisir m, et (4,
de sorte que l'on ait

Cutny | 27

(61)

%

p>4  (m=1,2,8...).

anm

De méme, pour satisfaire & la condition (III) (n° 66):
Yo (i, my) = 0 pour i=1,238,...n—1,

il suffit évidemment de choisir (4,) en tenant
compte non seulement de (61), mais en imposant
encore cette autre condition:

(62) —Opp== @ POUT 2.==T,2,8, . . n-—1.
En effet, étant ;=0 pour 74 n (n° 67), il en résulte que
P, (@i, my) = 0 pour ¢4 n;
par suite, lorsque @, =a; pour ¢=1,2,8,... n—1, on aurait bien
P, (@i, my) = 0

pour les mémes valeurs de i.
Ensuite, pour satisfaire a la condltlon (IV) (n° 66):

wl (an, ml) + 'lpg (an, mg) + soe + ’wn(a“, mn) = c'n,

il suffit de prendre, comme on s’en assurera
aisément,

6 | ot '
l O = Cu—1P; (tny my) — Y5 (@, My) — . .. — Pu—1(@n, Mu—1),
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en supposant que les fonctions entiéres
: W1(val)’ Py (2, m2)7 wn—l(z1m”—l)

soient déja déterminées par les n—1 premiers systéemes:

(), (8); «v. (Saa).

Cela étant, 0, aurait évidemment une valeur finie et bien
déterminée. :

Enfin, pour que la condition (II) (n° 66) soit
remplie, elle-aussi, il suffit, comme nous le montrerons
ultérieurement, d’imposer & m, encore la condition
suivante:

)
-l <1 pour n >,

n
my—1

(64) | 7] ==

2
an

r étant un nombre entier positif quelconque
choisi de sorte que l’on ait

je =1 pourm=n

Dong, il s’agit des lors:

1° de montrer que l'on peut, en effet, satisfaire aux con-
ditions simultanées (61), (62), (63) et (64) que nous venons
d’imposer aux éléments caractéristiques m,, (4.) et 0 ;

20 de fixer définitivement ces éléments au moyen de
régles précises, permettant de les choisir en tenant compte de
toutes les conditions mentionnées ci-dessus, et ‘

3° de démontrer la convergence uniforme de la serie

2 Qp’n (Zy m’ﬂ)

n=1

dans toute l'étendue du plan de la variable 2z, les fonctions
entieres 1, (z,m,) étant construites a l'aide des systemes (S.)
déterminés par leurs éléments caractéristiques.

; 70. Occupons-nous d’abord de la premiére de ces trois
questions.
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Supposons que l'on ait déja construit les n—1 premieres
fonctions entiéres:

Qpl(z’ ”ll)y wQ(Z’ m2)7 i o wn_1(21mn_1)

a l'aide des systémes (&), (S), . . . (8,_,); alors, d’aprés (63),
0, sera une quantité finie est bien déterminée.

Cela étant, il est aisé de voir que I'on peut toujours
supposer que soit

|7.]= =

"'n i

pour mn=r, » étant un nombre entier positif quelconque choisi
de sorte que |aw|>1 pour m=r.

En effet, étant n=r et, par suite, |a,|>>1, il en résulte
immédiatement que pour chaque valeur finie de J, on aura
|7.] <1, pourvu que m, soit respectivement un nombre
positif assez grand.

En particulier, lorsque |a.|>>1, et 0, a une valeur bien
déterminée, il y a évidemment un nombre entier positit
le plus petit »,=1 satisfaisant a I'inégalité
On

x“
an

= L

.

c’est-a-dire tel que
log | 6u|
log | i |

%, une fois calculé, on peut dire que |y, |<<1 pour chaque
valeur entiére et positive de m, satisfaisant a la
condition

m,—1
o h

Reste enfin & examiner de prés (61):

m.
Cuiminy| 2"

1%

D=0 1020 Bis

anm

am y désignant mi®me élément de la suite partielle (4,) dont les
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n premiers ¢éléments doivent étre les mémes que ceux de la
suite donnée (4):

Api = O B— 1,2 8 s 9]

71. A cet effet démontrons tout d’abord la proposition
suivante : _
Etant donnée une suite indéfinie

(A)zal) a‘b a37 o« oo Amy .
telle que

lag|<|agl<...<|am|<<..., lam]— oo pour m—co,

on peut toujours déterminer un nombre entier
positif le plus petit w,>1, de sorte que pour W, = W,
on ait :

B

U
HT>p>e (=123,...m)

n étant un nombre entier positif quelconque, et
p>4 un nombre positif fixe.
En effet, par hypothese,

“—;*% g (P 398, o).

Or, désignons par o celui des n nombres positifs:

1
an

Qg
a4y

a3
T B
g

Qn

’ ’

An—1

~ qui sera le plus petit, ou, au moins, pas plus grand que chacun
des autres; d’aprés cela, ¢ >>1 et, par suite, étant donné p > 4,
on peut faire correspondre & ces deux nombres fixes: o et p un
nombre entier positif w, de sorte que soit

Uy,

v

Q p:

Pour fixer les idées, entendons par u, le nombre entier positif
le plus petit pour lequel est remplie la derniére condition.
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Cela étant, on aura évidemment & fortiori

0¥ >p (i >u);
donc, en particulier,

pour chaque valeur entiére et positive de m, satisfaisant a la
condition

m,

n
2 Ea

En tenant compte enfin de ce que nous entendons par o,
il est aisé de voir que w,, qui vient d’dtre déterminé ‘tout a
I'heure, est bien le plus petit nombre entier positif pour lequel
on aura

Uy
o

@it

a;

(=188 .50 %)

72. Montrons maintenant qu’il est bien possible de déduire
de la suite donnée (4) une suite partielle

(An) = On1, Ona,

Opmy  On(m-+-1)y

.

et de choisir un nombre entier positif m, de la fagon que I'on ait:
10

Oni = a; ° pour i=1,2,3,...%u,

2"n

et Bl

20 a”(mil_)

anm

= 18, 8. )
En effet, en posant
Oni =i, PpOUr 12=1,2,8,...70

et en calculant, d’aprés le numéro précédent, u,, on aura

Uy

g _
S 5> 4 POUT g 2 7 7 R i ]

amn
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Quant & tous les autres éléments de la suite (4.)
Qpnt1)y On(nt2)y - - Onmy o+ oy

nous les choisirons de sorte que l'on ait

il o Mn> p>4
& A Ry

Cpm

m étant un nombre entier positif quelconque. A cet effet on
n’aura qu’a procéder de la maniére suivante. Etant donné un
élément quelconque @, (m>mn) de la suite (4.), prenons pour
Gamyn Un 6lément quelconque de la suite (4), soit as, tel que soit

as | #n

>p>4

anm

Or, cette derniére condition n’exigeant que ce que |as| soit
assez grand:
y

2| > pl aum| "

elle peut &tre satisfaite évidemment d'une infinité de manieres,
puisque | am|— oo pour m — coet, par suite, & partir d’un certain
indice N assez grand tous les éléments de la suite (4) sont
tels que chacun d’eux pourra &tre pris pour Gumty).

Done, en imaginant notre procédé continué indéfiniment,
on obtiendra une suite indéfinie

(An)=an1, On2y o o o Oumy Opmt-1)y o « -«
satisfaisant aux conditions suivantes:
di—"tc" . POUTS" 2'=="15 2 85, ¢ V1
et

G nim+1)

Y,
a Zpz4 (e C e O

cette suite admettant d’ailleurs, comme il est aisé de le voir,
une infinité de déterminations.
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Cela étant, il est clair que

a 2"n
D) >p>4 (m=—=12:8 200

anm

pour chaque valeur entiére et positive de m, telle que
2> (n° 71),

c’est-a-dire a partir d’une valeur assez grande de m,.
Remarquons enfin que dans le cas ol

N> (n° 70)
on aura de plus
FARS

pour chaque valeur entiére et positive de m, satisfaisant aux
conditions simultanées et bien compatibles suivantes:

zmn = ln l
J} (n° 70).

My ~~1

et D Kas

v

Nous en tirons donc la conclusion que, si les éléments
caractéristiques des systémes

(Sl) (82)7 LOFL g (’Sn——l)

satisfont aux conditions (61), (62), (63) et (64) (n°69),
ceux du systéme (S,) peuvent &tre choisis tou-
jours de sorte qu’ils satisfassent, eux-aussi, aux
mémes conditions, (4,) et m, admettant méme
une infinité de déterminations.

73. Pour fixer les idées, convenons de choisir (4,) et m,
d’apres certaines régles simples n’admettant pour eux qu'une
seule détermination, quel que soit le nombre entier positif =.

A cet effet prenons pour (4,) la suite indéfinie

Ay )= 100y Oy B B0 R O
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en déterminant ses éléments de la maniére suivante: soit a; = a,
et, d'une focon générale, étant 1ixé un élément quelconque

Qim (m z 1), soit Qimt1) = Qs

ou 'on entend par a, celui des éléments de la suite donnée (4)
qui satisfera a la condition

Qs

=n ==
Qim _p_4

et occupera le rang le plus petit possible.
Cela étant, prenons pour (A,) la suite indéfinie

(An) = On1y CQn2, - .. Onny Onmt1), -
dont les éléments soient:
1 e =a  pour =198 ... ef
29 aui== oy pour.s =41, n-F2; ...

D’aprés cela, chaque suite (4,) sera donc complétement déter-
minée, quel que soit le nombre entier positif n; en particulier,
si les éléments de la suite donnée (4) sont tels que

Am-41
Qm

By R (M= 12280 )

‘chaque suite (4,) construite d’apreés la régle précédente deviendra
évidemment identique a la suite (4).

Comme il est aisé de s’en assurer, les éléments de la suite
(4,), que nous venons de construire tout a I’heure, satisfont bien
a la condition

m,
ki

a.
stz R T m=1,2,8,...)

anm

pour 2" > w,, quel que soit n; w, désigné ici, comme auparavant
(n° 71), le nombre entier positif le plus petit pour lequel on a

Bip1|fn

= >p>4 (=1,28,...n).




130 HERMANN JAAKSON A VIII.a

Quant & m,, déterminons-le de la fagon suivante:

195 i1ty =1

20 pour = > 2 soit m, le plus petit nombre entier positif
satisfaisant aux conditions simultanées suivantes:

m,
. n =SS
27" 2> U,

M 5> Mino 1

mn s

1
2 = Y,

la derniére d’elles n’étant d’ailleurs imposée que lorsque n>7r; .
on y entend par » un nombre entier positif quelconque choisi
de sorte que l'on ait

vl e ] 1 pour - m s r;

%, est, d’apres le n° 70, le plus petit nombre entier positif pour
lequel on a

On
i e
aﬂ.
étant n>r et
On == Cn— Py (@ny my) — P (A, M) — .. . — Y,y (@ny Mu—1).

74. D’apres les régles que nous venons de fixer au
numéro précédent, il est aisé de déterminer successivement les
éléments caractéristiques des systemes réduits généralisés

(1), Balk - A8 . SolBRY "

d’aprés I'ordre de grandeur de leurs indices (n); ce procédé nous
fournira les éléments caractéristiques satisfaisant a toutes les
conditions énoncées au n° 69.

Tout d’abord on fixera p et » de sorte que l'on ait

P24, s 1etiv]an] > 1 S pour im 2 s

ensuite on formera, d’aprés le numéro précédent, les suites
partielles
! (Al)’ (A2)1 AWy (A”)9 .

Le systéme (8;) aura pour éléments caractéristiques

0 =c;, () et m, = 1.
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Les éléments de la suite (4,) satisfaisant & la condition

01 (m-+-1)

Qim p 2: 4’

le systeme (S;) nous fournira, d’aprés les numéros 69 et 65, une
fonction entiére bien déterminée w,(z,m,) prenant pour z=gq, la
valeur ¢, = ¢;.
Cela étant, le systéme (S;) aura pour éléments caracté-
ristiques
0y = c5— Py(ag, my), (4s) et my,

my étant le plus petit nombre entier positif satisfaisant aux con-
ditions ' ;
2’"2 = Wa,

M2>m1=1

lorsque 2<Cr, ou bien aux conditions

2M2 z Wa,
m2 > ml — 1,
2‘M2‘—1 2”2

lorsque 2=r " (n°73).

Les éléments caractéristiques du systéme (S,) une fois dé-
terminés, ce systéme nous fournira une fonction entiére cor-
respondante 4y(z,m;) prenant pour z=a,, a, respectivement les
valeurs 0 et d,. '

D’une fagon générale, aprés avoir déterminé les éléments
caractéristiques des » — 1 premiers systeémes:

(Sl)s (S‘z): & Ll (Sn—l)

et apres avoir construit a l'aide de ces systémes les fonctions
entiéres correspondantes

wl(z’ml)’ 1/’2(2', mg), higa, Ly wn_.l (Z, mn—l)’

on calculera

(Sn = Cn— Y1 (a.": ml) — Y2 (a"; m2) — e Yn (a’n’ m"—l)'
g%
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D’autre part, d’apres le n° 71, on calculera u,; alors, si n<7r,
on n’aura qu'a tenir compte de w, et m,_; pour déterminer m,,
tandis que dans le cas contraire o »>r il faut encore calculer
préalablement x, (n° 73).

Les éléments caractéristiques 0., (4.) et m, une fois obte-
nus, le systeme (S,) nous fournira une fonction entiére bien
déterminée v,(z,m,) prenant pour

Z=al, a2 LA an_[, (17
respectivement les valeurs
0, sk Ds LDy

_on s'en assurera aisément, car les conditions (61), (62), (63) et
(64) sont, d’aprés le n°73, bien remplies.
La fonction p.(z,m,) s’écrit (n°68)
y g : my, —1
(65) W m) = g gy 02 g

=1’
z.n y désignant la valeur de l'inconnue

O my, —1

(2h—1)2

obtenue en résolvant le systeme (Sw) par la méthode de Fourier,
c’est-a-dire: :

vet

,y’ ST TP 1
() -// )/vn‘z /m'} /mh
Wiy Anl
(66) zup=(—1"y, & —F bl - R o
(7"_""_1) (’:'L"_])...(_ﬁm__l) 7/ 7""11)
Zﬂnl ;vrzz . lnm 1) nm
4 ; m=n--1
ol
611 6)1
¥ g Gy 7~
i My
|
m, .
o Sl e T8 L) (NPR RN HE BB
Etant
; ! i ,_zmn :
ok J R Do o * Zp24 . (=123,
/-fm' Api
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il en résulte, d’aprés le n°65, que x,, aura, en tout cas, une
valeur finie et bien déterminée; celle-ci sera différente de zéro
pour y,=+0, mais nulle pour y,=0, quel que soit-le nombre
entier positif k.

Nous en concluons donc que la fonction entiére
Pu(z,m,) ne s’annule identiquement que si y =0,
c’est-a-dire si

On = €n — Wy (@u, My) — Yo (@0, Mg) — . . . — Y1 (@n, Mn—1) = 0.

75. En imaginant le procédé de formation des. fonctions
entiéres, que nous venons de décrire, continué indéfiniment, on
obtiendra ainsi une suite indéfinie

1P1 (Z’ ml)’ "P2 (21 m?)v e wn(zy m")) hxe

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s’annuler
identiquement, il est aisé de voir qu’elles ne le font pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,
d’aprés le n° 64, que ¢4 0, j étant un certain entier positif.
_ Pour fixer les idées, supposons que ¢; soit le premier élé-
ment de la suite indéfinie donnée

Cry € wvv Cigy Cjp vnn Cp
qui différe de zéro:
G=cC=...=¢_;=0; cj:1:0;

alors les j—1 premieres fonctions:
Pz, my), Pa(z,me), ... Wy (2, m, )
s’annulent identiquement, étant
id, =0y=...=:0,,=0,
mais v,(z, m;) ne le fait pas, puisque 6;-=c,~:1: 0:
Wi (@), mj) = 0; = ¢; F 0.

Done, en formant avec les éléments de la suite indéfinie

Qpl(z: ml): ',Uz(Z, m?)’ con Ya(z m”),
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la série

o
ZQPW(& mn))

=1

il est clair que tous ses termes ne s’annulent pas identiquement.

- 76. Reste enfin a démontrer la convergence uniforme de
la série :

2 Pu(z, my)

n=1
dans toute I'étendue du plan de la variable 2.
En tenant compte de (65) et en désignant

My —1
(67) Unh (Z) = Tyn Z(2h_1)2 i 3

on peut présenter la série

(685 ; | 2 Wal(2, my)

Nt

sous la forme de la série double

(69) 2 2 vm(2)

n=1"h=1

pour toutes les valeurs de la variable z qui rendent absolument
convergente cette série double (69). ;

En effet, les séries (68) et (69) contiennent toutes les deux
les mémes termes v,(z); d’autre part, la somme bien déterminée
d’une série double absolument convergente ne dépend ni de
lordre ni des différents modes de groupement de ses termes.
Nous en tirons donc la conclusion suivante:

La série (68) peut &tre considérée comme dédaite de (69)
en y groupant, d’'une certaine fagon, ses termes wv.u(2); elle sera,
par suite, absolument convergente pour chaque valeur de la
variable z = 2, pour laquelle le sera la série double (69), toutes
les deux ayant la méme somme (o):

2 2 vnn(2p) = 0.= 2 Wal2g, Mn).-

==t G =
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77. Démontrons d’abord que la série double (69) converge
absolument pour z=a;, @ étant un élément quelconque de la
suite donnée

(A) = 0y, g, A3y « « -y Omy -

Pour cela il suffit de démontrer que I'on peut trouver deux
nombres entiers positifs: H et N tels que soit

pour h> H, indépendamment de n, ainsi que
pour »> N, indépendamment de £, 5
étant ‘ ;
U= | va(@) | (2nk)? ou, d’aprés (66) et (67),
ok o7 LA
P i . y” ! Mz 2%3 .o ;mh
(70) Unh s (lrm,lnl) -
)Mm_l A’_‘m’f_l }Vrm __1 H 1_&7@_
}Wnl ! )v'nZ il l'n(n—l) by }lnm

En effet, il en résulterait immédiatement que, pour les va-
leurs indiquées de » et h, on aurait

1

Gk (hLom) 20 (0<<e=1);

[vnh (ai) I <
donc, d’aprés le critére du numéro 23, la série double (69) serait
bien absolument convergente.

Cela étant, examinons de prés U.
En tenant compte de ce que

Jom=aZ"  (0° 74) ll
- m BECSR T
B l%ﬁn I a—?ﬂr "Sp>4  (n073) I T )

on a, d’aprés le n°® 35,

/wm
nm

11

m=n-1

- k 2
> B g i j O LR hes sy
_vﬂ(l p,,.)>1 1> (=123, )

m=1
in
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d’autre part,
(Zh—1)2™ " = (h—1)2™ 2™,

par suite, d’apres (70), on peut écrire

G ey Uam < Qn) . P(n,k) ol
72 ‘ 12n?y, af™ ¢
(72) Qn) = SR g e
;“'”1 1"2 R )Vn(n—-l)
P % 2""% h—1 1
o Gl i ( ) e e
o A1

.78. Etudions, a leur tour, les expressions Q(n) et P(n,h).
Occupons-nous d’abord de la premiére.

Etant
l7,]<<1 pour n>7r (n°69) ' et

ik = afnm" pour m =1, 2 8 ...n (0% 77 et 73),

Aﬂrnn er ;mn
e QELTY W o oM W RLrid >
(;ml ) (2412 ) (;m(n—l) ) l o

(}Ila

m,
N n 2“\1 50 Fi i
il a az...anM1 P p2 p”“ A
m. -
S 2 Foe oa ay &
7. ozt e S s )
3 al a2 an_l
done,
o™Mn
My, —1 a a Ay— % ot
et ol D L) B TR e R
an Oy ay
74
( ) 2m"—l 2m"—l
|— 1gn2| @ .02 .. & a;. 0.0 Gt k>,
l a, ay ayn Ay Qay Oy
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Or, remarquens que

m,—1

it (n=1,2,3,...),

m, étant, d’aprés le n°73, un nombre entier positif.
D’autre part, on a évidemment

?i‘<1 pour j=1,2,8,...n—1 (n°64)
an :
et
% — 0 pour m — oo, car |a.| — oo pour n —» co;

il en résulte donc que, 7 étant fixe,

‘)mn—l
(75) R T — 0 pour z — oo,
Qn . Qn An
De méme, il est aisé de voir que
_’ﬂmnvl
(76) 18n3 - Lo S0 I Gt — 0 pour m — co.
An an Ay -
En effet,
2‘mn—l l 2’“11 ] 'é—
PP L] L e =g LI0 O G et o
An On Qn On Qn an J
1 1 G 2T g 0T
3 s MR Salior Byl (o R MDA ST
=18n (4"‘1 Ar=4 42 41) R e
2 2

Or, la série & termes positifs dont le terme ni®m¢ est v, converge
évidemment, puisque
E+{_("+1_)3 L

P e our nx2;
Mh n 2”f32 P s

done, v,—0 pour n—co et, par suite, & fortiori

m,,—1

n
ﬂ.‘}z...ﬂ"—l\ — 0 pour n— co.

An Qn Ay

18n8 .
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En tenant compte de (74), (75) et (76), il est clair que
(77) ~ Q(n) — 0 pour n — co.

Nous en concluons qu’il est bien possible d’indiquer un
nombre positif @ tel que

R@n)=Q pour n=1,2,8,...;

car, quelle que soit la valeur entiére et positive de n, Q(n) est,
d’aprés (72), toujours fini et bien déterminé, et ses valeurs
tendent vers zéro lorsque » tend vers co. Donc,

(78) U< Q. P(n,h), quel que soit n.
79. Examinons maintenant P(n,h). Etant

An(m1)

>p>4 (m=1,28,..),

nm

on peut écrire, d’aprés (28) et (29) (n° 35),

2 { 1 bgs 15 i i
Gan, lnl) ln2;~n3 e Zrnh 8 anl;vn2 ¢ ale Ztn(h—l) :
_ ainsi que
%, 1 15 1 ;
ot Sy SRRSO T 8 A s ;m(h-—l) ;

aussi, en tenant compte de ce que

gt me=1,2,8,0),

Fom = AL
Onm = am pour m=1,2,3...n, et

|@wm| > | am| pour m>n-1,
a-t-on, d’aprés (73),
1543 m
8

a; a; a;
al a2 Ah—1

(Pn, h) <<

quelle que soit la valeur entiére et positive de n. Or, il est
clair que
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— 0 pour & — oo,

puisque

et

— 0 pour h — co.
Qh—1

Il en résulte donc que l'on peut assigner un nombre entier
positif A, tel que

a; ;i

1 pour A= hy;
B An—1 s e 0

par suite, étant m,>1 (n-—l 8w (NT3) T o1,

3
P, iy < 222

ai a; a;

a5 Ay an—1

pour A = hy, quel que soit n.

Cela étant, remarquons que la série

(e o]
2w
h=—2
dont le terme général est
15h% - Lgi. 85 a il
Up = —— o J ATt B e e
8 a; Qg An—1

converge évidemment, puisque

ungt (h+1)

ai 8
h o >
Un an

3
(%1) —»1 pour h—oco et

a;

— 0 pour h-- co;
Qan

~ par suite, u, — 0 pour h —> oo et, a fortiori,
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(79) P(n,h) — 0 pour h — oo,

quel que soit n.

Nous en concluons, tout comme dans le cas de Q(n) (n° 78),
que l'on peut trouver un nombre positif P tel que

P(n,h) = P,
quels que soient n et k. Donc,

(80) Un < P.Q(n),
quel que soit A.

Sd. En tenant compte, d’'une part, de (78) et (79) et, d’autre
part, de (77) et (80), il en résulte immédiatement que l'on peut
assigner, en effet, deux nombres entiers positifs: H et N tels que

FEE i |

pour %~ > H, indépendamment de », ainsi que pour »> N, in-
dépendamment de A.
Done, d’aprés le n° 77, la série double (69)

oo o0
2 2w (2)
n=1 h=1

est, en effet, absolument convergente pour z=ua; a; étant un
élément quelconque de la suite donnée

(A)=a1, ag, a3, ol @iy am, Y
De plus, étant
| van(2) | = van(as)|  pour |z|=|ail,

la série double (69) converge absolument et uniformément dans
tout le cercle ayant pour centre l'origine et pour rayon |a:.
En remarquant enfin que |a;| augmente indéfiniment avec 7:

|ai] > oo pour i— oo,

on en conclura donc que notre série double (69) sera
absolument et nniformément convergente dans
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toute 1’étendue du plan de z ainsi que le sera,
par conséquent, dapres les considérations du n° 76, la
série (68)

o9
_)-/’ w%('zv m")'

=1

81. Comme nous venons de le voir plus haut, chacun des
termes (2, m,) de la série (68) est une fonction entiere (n°74);
d’autre part, la série

qu)n(Z, mn)

=¥

est uniformément convergente dans toute I’étendue du plan de
la variable z (n°80).

Nous en concluons done, d’aprées Weierstrass, que la
fonction -

Blz) = 3 a(2,m:)

n=1

est holomorphe dansle méme domaine, c’est-a-
dire que F(z) est une fonction entiere, elle-aussi.
De plus, étant

Pu(a, m) =0 pour ¢ =1,2,8,...n—1,
et 2

_"p”(am Mp) = Cn— "pl(am ml) Thy ’(Pg(am m‘?.) — s Yn (am m"—l)’

quel que soit n (n°74), il en résulte que

o0
F(am) ] 2‘ 'QPn(am, mn) b

h==}
ey V’1(am, ml) + 7P2(am, mz) + LR + /QPm(a/m, mm) = Cm,

m étant un nombre entier positif quelconque.
Done, la fonction Fl(z), que nous venons de
construire, est une fonction entiére prenant pour

Z2=20y, Aoy, A3y « - + Am, -
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respectivement les valeurs prescrites
AN S P e S o

Aussi, en la présentant sous la forme d'une série entiere

Fz)=0Cz+ 0?2+ Csz® ...+ Cnz™+. . .,

les valeurs des coefficients (C,) ainsi obtenues constituent-elles
évidemment une solution du systéeme (56) d’équations linéaires a
une infinité d’inconnues (n° 64); par suite, il est clair que le
probléme spécial de l'interpolation, sous ’hypothése restrictive (53),
peut étre considéré comme résolu, car, d’aprés le n° 64, pour le
résoudre, on n’a qu’a construire une solution du systéme cor-
respondant (56).

82. Quant aux valeurs des coefficients (C,), elles s’obtien-
nent aisément, puisque C,z* n’est évidemment que la somme de
tous les termes des séries entiéres

’4’1(3, ml)’ "Pz(Z,mz)n S A "Pn(z, m"); & e

ayant pour facteur 2.

Elles s’obtiennent d’une fagon particulierement simple lorsque
mi==m, pour i=j, par exemple, lorsque les éléments caracté-
ristiques (m,) sont choisis, comme au n° 73, de sorte que

(81) m1<m2<m3<-‘-<mn<--

En effet, d’aprés le n° 68, v.(z,m.) ne contient que les puis-
sances de z dont les exposants sont (2h—1)2™" ! (h=1,2,8,...).
Cela étant, il est aisé de voir que, dans I’hypotheése (81), une
puissance quelconque de z, par exemple, 2%, n’est contenue que
dans une seule série y,(z,m,) au plus, car s ne peut étre présenté
sous la forme

s= (2p—1)2¢!

que d’'une seule maniére, p et ¢ étant des nombres entiers positifs.
Aussi, pour que z* soit contenu effectivement dans l'une
de ces séries yn(z, m,), faut-il qu'il y ait dans la suite indéfinie

Wy M Mgy 51 S S

un élément m, égal & ¢q: m, = q; cette condition nécessaire sera
évidemment aussi suffisante lorsque w.(z,m,) ne s'annule pas
_ identiquement, c’est-a-dire lorsque d, 5= 0.
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D’apres cela, dans I'hypothese (81), on n’aura qu’a présenter
s sous la forme
s=(2p—1)21, ;
et a prendre ‘
(5= a0 S1E g =—ms,,
tandis que :
O == 081 g = med (22015288 1)

la valeur de z,, étant donnée par (66) (n° 74) en y remplacant
h par p; on aura donc :

Pup =02 poNs Op =0, INais @, — 0 pour, | ¢, = 0.

83. Nous venons de construire une fonction entiére prenant
pour z=ay, @y, ... Gm, ... respectivement les valeurs prescrites
Ciy Cay wibu Buih s o3 c0'08% la Tonotion

co
F(z) = 2 Pa(2, Ma).

n=1

Chacun des termes w.(z,m.) de cette série est fourni par
un systeme réduit généralisé (S,); celui-ci est déterminé par
ses éléments caractéristiques d,, (4.) et m, qui satisfont, d’une
part, aux conditions générales (61), (62), (63) et (64) (n° 69), ef,
d’autre part, aux conditions particulieres imposées au n° 73.

Comme nous l'avons déja constaté, au n° 72, (4.) et m,
admettent méme une infinité de déterminations, chacune d’elles
satisfaisant aux conditions générales mentionnées tout a 1’heure.

Ce n’était que pour fixer les idées que nous avons fait
usage du mode de détermination: particulier décrit au n° 73.
Comme celui-ci, tout autre mode de détermination des éléments
caractéristiques (4,) et m, qui satisfait aux conditions générales
(n° 69) nous conduira évidemment au méme résultat: il fournira,
d'une fagon tout analogue, des fonctions entiéres telles que
Pu(z,mn), et en formant avec elles des séries analogues &

(0 3]
2 Wz, my),

n=1

chacune de ces séries sera uniformément convergente, elle-aussi,
-dans toute I'étendue du plan de la variable z.
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On s’en rendra aisément compte, en remarquant que la
démonstration de la conveigence uniforme de la cérie

(oo
2: 'll)n(zﬂ mn))

n=1

gque nous venons de donner plus haut, n’est fondée que sur
’hypothése que les conditions générales (n° 69) soient remplies;
quant aux conventions spéciales faites au n° 73 pour préciser
(4,) et m,, nous n’y en avons tiré aucun parti.

_ 84. Nous -allons montrer que I'on peut méme construire
une suite indéfinie de fonctions entieres

Fl(z)7 F2(2)7 ey FM(Z)7 §en ey

chacune d’elles prenant pour z=a,, a, ..., @m, ... respecti-
vement les mémes valeurs prescrites

C1y Coy « o oy Cm,
En effet, prenons Fi(z) = F(z) ou

(0]
Fz)= 3 vpulz,m,) (@ 81);

n=Y

alors, par l'intermédiaire des fonctions entiéres

Wi(2,my),  Po(2,my), . . . Yul2, M), . . .,
a Fy(z) correspondra la suite indéfinie bien déterminée
(L) =y, iy, Mgy RLN gy e b

Cela étant, construisons Fy(z), Fs(2) . .. Fu(2), ... par le
méme procédé que F(z), en choisissant d, et (4,) toujours d’apres
‘les régles précédentes (n°73), mais en remplacant la suite (4;)
successivement par des suites (M), (M), . . . (Mu), . . - dont
la loi de formation sera fixée ci-dessous.

A cet effet désignons les éléments de la suite (M, par

Weiny i Mnsy o Mina 3 R UMIRRE A0 pour m=2,38,4, . . .;



AVIIL1  Sur certains types de systémes d’équations lineaires etec. 145

d’autre part, supposons qlie ¢; (n°64) soit le premier élément
différent de zéro dans la suite donnée

: Py DA SRR R0 e S
c’est-a-dire
6 =C=...=¢1=0, ¢;F0;
alors, quel que soit le nombre entier positif m > 2, convenons
de prendre
: Wone —— 05 PONE 4 — 1] 2::8: {27l

Mumj == Mntj

et choisissons tous les autres éléments de la suite (M), a
partir du (5 1)i*me, d’apres, la méme regle que ceux de la suite
(M) (n° 73).

Cela posé, il est aisé de voir que chaque suite (M,) sera
bien déterminée; de méme, lorsque %= m, les suites (M) et
(M,) différeront certainement, % et m étant d’ailleurs des
nombres entiers positifs quelconques.

En effet, pour fixer les idées, soit A< m; alors, d’apres la
convention faite,

{ m; pour h=1,
mhj —_—

Mny; pour b =2
et Mimj = Mt
or, étant h<<m et, d’autre part,
A g <y < R R (),

il en résulte que
h+j<<m—+j,
Mty < M-ty

et, par suite, M < Mimj.

On en déduit aisément, en tenant compte de la loi de for-
mation des suites (My), (Mz) et (Mn), que

Mpj < Mmj < Mmn , POUT n=>j-+1,
ainsi que
Mmn == Mp, <_Mj = My pour n=1,2, . ]—1
10
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Done, d’aprés cela, il est clair que la suite (M,) ne contient pas
my;, qui est I'élément ji*me de la suite (M3).

D’autre part, étant m > 2, convenons de construire F,.(z)
par le méme procédé que F(z).

Désignons les systemes réduits généralisés correspondants par

(*S 1)7 (SM2)7 ®iie: ® (Smn), .« e ey
et les éléments caractéristiques de (S,.) par
(Amn), Ommy Man o U A

Choisissons (4m.) et d., d’aprés les mémes régles que (4.)
et d, (n° 78), tandis que mm., d’apres celle que nous venons de
fixer tout a I’heure. H

Alors, les éléments caractéristiques (Amn), Omn €t M., satis-
feront bien aux conditions générales (61—64) (n° 69), comme on
s’en assurera aisément; par suite, le systéme (S,,) nous fournira
une fonction entiere v (z, mm.) tout analogue a ,(z,m,). Elle
ne s’'annulera identiquement que lorsque d,, =0 (n° 74).

D’aprés la remarque faite au n° 83, on peut dire que la série

(oe]
2 Ymn (/2' y mmn)

n=1

convergera uniformément dans toute 1'’étendue du plan de 2z, et
nous fournira ainsi une fonction entiére F,(z) prenant

pour z=ay, as a3, . . . Am, . . .

respectivement les valeurs prescrites ¢, ¢, ¢g,...Cm, ..., 6étant

Fol2) = 2 Wnn(2, Mmn).
n=1

Par lintermédiaire des vymu(z, mmn), & F.u(2) correspondra la
suite (Mm). Etant

Ci=C=...=¢.1=0, ¢7F0,
&

il en résulte que les fonctions

Ymi (Z; mml), YPm2 (27 mm?)’ s slie 'Wm(j-l) (2-', mm(j—l))
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s’annulent identiquement, tandis que 4w, (2, may) ne le fait pas, car
émj = ¢ @ i (ng 75)

En présentant la fonction entiére F,.(z) sous la forme d’une
série entieére, celle-ci contiendra donc effectivement les puissances
de z dont les exposants sont

(h—1)2"7 . (h=1,2,8,...),
mais elle n’en contiendra aucune qui aurait pour exposant
(2p—1)2+!

si ¢ n’est pas un élément de la suite (M,) (n° 82).

Or, comme nous venons de le voir ci-dessus, étant h < m,
il n’y a dans la suite (M,) aucun élément égal & ms;, cest-a-dire
au j*me élément de la suite (M;); par suite, en construisant les
fonctions entiéres Fu(z) et Fla(z), correspondant respectivement
aux suites (M) et (M.), on obtiendra ainsi deux fonctions bien
distinctes, puisque la premiere d’elles F(z) se présentera sous la

forme d’une série entiére contenant effectivement les puissances
suivantes de z:

Mp—1
2h—1)2" hj
2'( )

(h=1,2,38,,..),

tandis que la série entiére de F.(z) n’en contiendra aucune.
Ce résultat restant valable, quelles que soient les valeurs

entieres et positives de A et m, h < m, on peut en conclure que
la suite indéfinie

Hy(2)y By e Be) s iFR(),

ne contiendra que des fonctions distinctes, chacune d’elles prenant
d’ailleurs

pOllI‘ z = al, ag, R am,

respectivement les mémes valeurs prescrites ¢;, ¢, .".. cm,

Ainsi, nous venons de démontrer directement, sans avoir
tiré aucun parti de la remarque faite au n° 63, que le pro-
~bléeme spécial de l’'interpolation’ posé au n° 64
admet une infinité de solutions.

10%
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HI. Sur la résolution du probléme généralisé de Iinterpolation.
85. Soient données trois suites indéfinies:
1) une suite des (a.) satisfaisant aux conditions suivantes:
a) a; =% a; pour ¢ =7,
82) 1 D lal=]al=...=lu|=...,
¢) |an| — oo pour % — oo,
2) une suite de nombres entiers positifs ou zéros
Doy 08, ADs i b D e Sieh

8) une suite de quantités quelconques

SRR R R B CRCRI €TH h N L U S

cela étant, proposons-nous de construire une fonction entiere F(2)
telle que l'on ait pour z =a,

F(ay) = c©
F'(an) = oV

........

Poim= L8 ol Sl

en entendant sous F®(z) la dérivée d’ordre z'*m¢ de F(z) et sous
FO(z) la fonction F(z) elle-méme.

Remarquons que, sans restreindre la généralité, on peut
toujours supposer qu’il y ait dans la suite donnée
des (¢ des éléments différents de zéro.

En effet, lorsque tous ses éléments sont nuls, on n’aura qu’a
remplacer la suite donnée par cette autre:

O=cF0 (n=1,2,8,...); 9=0¢=>1 et n>1,

en y entendant sous ¢ une quantité quelconque, mais différente
de zéro, et a construire une fonction entieére #(2) telle que I'on ait

Fi(an)=c¢
F(a.) =0
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En la supposant construite et en prenant
F(Z) iy Fl(z)— 2

on obtiendra évidemment une fonction entiére exigée F(z), jouis-
sant de toutes les propriétés énoncées ci-dessus.

86. Nous allons résoudre ce probléme d’interpolation géné-
ralisé par une méthode dont I'idée essentielle est la méme que
celle de la méthode que nous venons d’appliquer dans le cas
précédent, en étudiant le probleme spécial de l'interpolation sous
I’hypothése restrictive (53).

Nous déterminerons la fonction F(z) exigée sous la forme
d'une série de séries

Foy= X Fya),

y=1

F,(2) étant un produit de deux facteurs

,‘,(Z) Y HA q)v(z) ’lpv(z)

dont le premier ¢,(2) sera, en genéral un certain polyndme entler
de z, tandis que 1,(z) sera une série entiere fournie par un
systéme d’équations linéaires & une infinité d’inconnues (sy-
steme réduit généralisé).

A chacun des éléments de la suite indéfinie des (c¢©) nous
ferons correspondre une fonction F,(2):

¢, ¢, TR U
Fl(z)’ F2(Z)7 ol Fv(z)r

En numérotant les éléments de cette suite dans l'ordre
indiqué, on obtiendra évidemment pour rang » de ¢’

v=(p+D+ @+t .+ (Peat1)+C+1)=
=p+p+.. .+ satn4i

Quant aux fonctions F,(z), nous les construirons successi-
vement d’aprés l'ordre de grandeur de leurs indices, en choi-
sissant les polyndmes ,(z) et les séries entitres ,(2) de la

~ maniére suivante:

(83) {
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(D) que les fonctions F,(z) soient holomorphes dans toute
'étendue du plan de z;
(II) que la série

e ‘
. F.(2)
=1
soit uniformément convergente dans le méme domaine;
et que l'on ait:
(D) F) = 60— Fan) — FO@) — ... — F) y(an),
V) FPa)=0 m=0,1,2,...i—1),

: £=1,2,8,...n—1
m) B o 3o
(V) Fa)=0 (m=0’1’2,mpk )

n=1,2238,.
=10 1 p ny )
v——p1+p2+ st P tn-d
Comme on s’en assurerait aisément, en supposant les con-
ditions (1) et (II) remplies, la fonction
(e e]
Flo)= 2 Fy(2)
Pp=1

serait holomorphe dans toute I'étendue du plan de z et I'on aurait

(o)
F) = X F)),

y=1

p étant un entier positif quelconque; de plus, étant remplies les
conditions (II), (IV) et (V), elles-aussi, on aurait

FO(aw) = FP(a) + FO(@) + ...+ Fa) = &

n=1,23,.
o1y 2,8y p,,,
V—P1+p2+ S Ll ok
En effet, soit » >>», », étant le rang du terme ¢{V:

g +172+'--+1’n1_1+n1+i1 (4 ép,,l);
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alors on aura évidemment :

1) ou bien n; >n et, par suite, n=mn,—1,
2) ou bien n, = n, mais ¢ >4 et, par suite, :=%—1.

Or, étant n =n,—1, il en résulte que
Fla) =0  (G=p),
car, d’aprés la condition (V),

(m) k=1,2,.-.n1“—1.
F‘Vl (a/‘)=0 m=0,1,2,---pk

De méme, étant n, =mn, i=4,—1, on aura aussi

F‘lE:) (a") =0,
puisque, d’aprés la condition (IV),

F&P@a)=0 (m=0,1,2,...5—1)

Nous en concluons donc que
F,(f;(an) =0 . pour »,>v+1,

étant :
v=pi st paatnti

Enfin, en remarquant que, d’aprés la condition (1),
Fa) = &) — F(an) — FP (@) — ... — F,2 (),

on déduirait aisément de ce que nous venons de constater tout
a 'heure que ' :
F9(ay) = c®.

D’aprés cela, il est clair que F(z) serait bien une fonction
entieére telle que nous l'exigeons.

87. Aprés avoir esquissé ainsi la voie & suivre, pour con-

struire la fonction F(z), il s’agit dés lors de préciser les fonctions
F,(z), c'est-a-dire les polyndmes g,(z), ainsi que les séries en-

tiéres vy, (2).
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Nous allons le faire, en supposant d'abord que a
soit différent de zéro: a,30.
Cette hypothése faite, soit

1 1 1 i
el el ol e d
i 1 2 n—1 n
(689 g,()=(—1) 7

1 An p1+1 1 An P2+1 1 Ay Pn_1+1
e

ve=p +pt...tP1tnti  (0°86)

ou

Comme il est aisé de voir, c'est évidemment un polynome
de degré (v—1) satisfaisant aux conditions suivantes:

(85) 9@ =1,

(86) Paw) =0  (m=0,1,2,...i—1) et
e B e |

87 ™ (g} =0 2 € Moy _

Vi 7y () (m———O,l,Z,...pk )

En désignant par y,, le coefficient de son terme général,
on aura

y—1

(88) Py(a) = 3 7,q2%
q=0
Enfin, si 'on entend par M, un nombre positif tel que

(89) My 2 17,41 (@=0,1,2,...v—1),

on aura
| 7pq 22| = My |2

pour {g{=1. et g=i0;1,2,...v-1.

Pour fixer les idées, soit M, le nombre le plus petit
satisfaisant & la condition (89).

Il est clair que ce nombre M, existe certainement, étant
fini et bien déterminé, car, d’apreés (82) et (84), tous les |y,,q~|
sont finis et bien déterminés, eux-aussi.
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88. Reste a préciser les séries entieres v,(z). A cet effet
faisons d’abord quelques remarques sur la suite indéfinie

A== e s o s S

et proposons-nous d’en déduire, d'une certaine fagon, des suites
partielles, en nombre infini.

D’apreés (82), la suite donnée (4) renferme, en général, plu-
sieurs éléments a, @nti, @niz, - - ., Gut; ayant le méme module o:

lan|=]ant1]="...=]anii| =03

donc, en les représentant dans le plan des quantités imaginaires
par les points correspondants, ceux-ci sont tous situés sur le
méme cercle de rayon ¢ ayant pour centre l'origine.

Or, convenons de dire quun élément a; appartient
au cercle C, ayant pour centre l'origine, si le point corre-
spondant ayant pour affixe la quantité a; est situé sur C.

) Cela étant, il est clair que chacun des éléments (a,) de la
suite donnée (4) appartient & l'un des cercles Cn. et qu'il
n’appartient qu’a un seul.

D’autre part, comme nous venons de le constater tout a
I’heure, & un méme cercle peuvent appartenir, en général, plu- -
sieurs éléments de la suite (A4); bien que leur nombre varie, en
général, avec le rayon du cercle, et qu’il puisse dépasser méme
tout nombre entier et positif fixe N, il est clair quil n’y a
qu'un nombre fini d’éléments de (4) qui appartiennent au méme
cercle Cn, quel que soit m, car

|@u] — co pour m —oco (n° 85).

Il en résulte immédiatement qu’a la suite indéfinie (4). cor-
respond une suite indéfinie de cercles /

Ch 0% G B G
dont les rayons respectifs vont constamment en croissant:
0 < 0<<og<l...<Om<-.:

De méme, il est bien clair que parmi les éléments de la
suite (4) appartenant au méme cercle Cn, quel que soit m, il y
a toujours un dont l'indice est le plus petit; désignons-le par
az donc, en particulier, a, = a,.
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La suite des cercles (C,) étant indéfinie, la suite

a. a.

4)=a g v Ops

7 T’ m

le sera, elle-aussi; de plus, étant |a,m|=gm, il est clair que

Iarll<|ar2l<|ar3|<'..<|arm|< e
et que

|a;, | oo pour m— co.

Done, la suite (4;) satisfait aux mémes conditions que la
suite (4), au n°64; par suite, tous les résultats obtenus pour
cette derniére aux numéros 71, 72 et 73 s’étendent immédiatement
a la suite (4,).

Ainsi, en appliquant. cette fois la méme regle qu’au-n° 73,
on formera avec les éléments de (4,) des suites partielles bien
déterminées, en nombre infini,

(A’Cl)’ (ATZ)’ B eghi ¥ (A’Um)’

tout analogues aux suites
(e dnleg)yd i 3o okilady 1o sso WP 28)

et jouissant des mémes propriétés que ces dernieres.

Désignons, en général, par a,; I'élément si*me de la suite
(47m); d’apres cela,

(Am) =01, §Oma ¥ inad i i Ohonss (gL A (M= 2,856 % 0):

De méme, désignons par w,, le nombre entier positif le plus
petit pour lequel on a

Qom(it1)

Hon ,
Zpz24  (=1238,..);
R W e

(90)

il est clair que ce nombre w, se calculera toujours d’aprés le
n° 71, en y remplacant la suite (4) par (4,).

Quel ‘que soit m, on aura, d’aprés ce que nous venons
de dire,
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(91) G 2= ay, (=1, 2, 8 P ek

Uom(i My
ED TS p> 4 pour my > pm

92
(92) B

I

89. Allons maintenant déterminer les fonctions entiéres
w,(2), a l'aide de systémes d’équations linéaires a une infinité
d’inconnues (8,), en procédant, au fond, d’'une fagon tout ana-
logue comme nous l'avons fait dans le cas précédent ou il
s’agissait du probleme spécial de l'interpolation.

A chacun des éléments de la suite indéfinie

&0, Lol iy ey o el OB LR ¢, E

nous ferons correspondre, dans lordre indiqué, une fonction
entiere y,(2).

Remarquons que, si ¥ = p; 2o+ ...+ s+ 01414 p,(2)
correspondra évidemment & ¢@, puisque le rang de ¢{? est justement

v=p +p+ ...+ 1t n+i (0°86)

Or, quelle que soit la valeur entiére et positive de », nous
nous proposerons de former ,(z) a l’aide d'un systéme (S,) de
la forme (58). N

Le systéme (S,) sera déterminé par ses trois éléments ca-
ractéristiques, tout comme on I’a fait au n° 67. Quant aux élé-
ments caractéristiques, on aura a fixer les regles d’aprés les-
quelles on les choisira.

A cet effet convenons de procéder de la maniére suivante.
Déterminons tout d’abord le rang m du cercle Cn. auquel appar-
tient a., dont I'indice a la méme valeur que I'indice inférieur de ¢®.
Il est aisé de voir qu’on peut toujours trouver la valeur de m
correspondant & a,: pour cela on n’aura qu’a tenir compte des
modules des n premiers ¢léments de la suite (4).

Cela étant, prenons pour I'un des éléments caractéristiques
du systéme (S,), ayant pour indice (v) le rang de ¢, la suite
indéfinie ‘

(93) (E,m) = Om1, Om2y - -+ Qmim—1); On, Gmimt1)y Gmim42)y « <5
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celle-ci sera donc identique & la suite (4,,) (n° 88) lorsque- =0 ,

c’est-a-dire ol n =17, tandis qu’elle ne différera de (4,,) que
par son mi*me élément lorsque a, == @y .

Bien que l'on ait parfois a, =4 a, , ON aura en tout cas
(94) l“n|=|“1m| et, par suite, |arm_1|<|an|<|a,"k{_1|,
car a, et a, appartiennent tous les deux au méme cercle C,.
m

Nous pouvons en tirer immédiatement la conclusion suivante:
M, étant, d’aprés le n°88, le plus petit nombre entier positif
pour lequel on a

Oomi et ey (=1,28,..),

Cm(it1) l “m>

on aura de méme

a “ “m

Am(m—1)

Om(m--1)
an

(95) T

Iv
iV
v

p = 4.

90. Reste a déterminer les deux autres éléments caracté-
ristiques que nous désignons par J, et m,.
Supposons que 'on ait déja construit, & 'aide des systémes
y (Sl)1 (S2)7 e (Sv_1)9
les fonctions
Fi@), Foe), ... F o),

de sorte que chacune d’elles satisfasse ‘aux conditions (I), (III),
V) et (V) (n°86).
Cela étant, soit

(96) Oy =00 — FD(a) — F @) — s . o — FO_ (a);

_alors, d’aprés hypothése faite, dy,. sera évidemment une quan-
tité finie et bien déterminée.

Quant & m,, remarquons préalablement que, pour = assez
grand: »> N, on aura

(97) la|>1 et m>2,

N désignant ici un nombre entier positif suffisamment grand et
m étant le rang du cercle auquel appartient g,.
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En effet, on s’en assurera aisément en tenant compte de
ce que, d’'une part, |a,] — co pour » — co et que, d’autre part,
4 chacun des cercles n’appartient qu'un nombre fini d’éléments de
la suite donnée (4).

Pour fixer les idées, soit N le nombre entier positif le plus
petit qui satisfait aux conditions que nous venons d’imposer
tout & I’heure.

Cela étant, déterminons m, de sorte qu’il satisfasse aux
conditions suivantes:

1) lorsque n <N, nous entendons par m, un nombre entier
‘positif tel que

(98) m, >, (0°88);

2) lorsque 7> N, soit m, un nombre entier positif satis-
faisant aux deux conditions suivantes:

) et
My
(99) | & Mekrt 1“:’, ;
étant i &;'—_—ll {

Quant a v, M,, m, u, et vd,,m, ce sont les quantités bien
déterminées introduites précédemment.
En effet, » est le rang de ¢® dans la suite donnée

0] 1) 0 (1 (D)
U R IR SR " ) A RS

v=p+p+...+patn+i (0°86);
M, est le plus petit nombre positif tel que
v 2 17,1 @=0,1,2...v—1),
7y, désignant le coefficient du terme général du polyndme
y—1

Py(2) = Zyvq 2?7 (n° 87);

=0
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m est le rang du cercle O, de rayon | a, | auquel appartient a,

(n° 88); u, est le plus petit nombre entier et positif pour
lequel on a

T
Igl"i‘ﬂ Bpxd © {See s Bl
O NG
Qmiy Omzy « « « Gmiy . . . 6tant les éléments de la suite partielle

(4,,) n°88); enfin, 9, est déterminé ci-dessus par la formule (96).

Les conditions qui viennent d’étre imposées a m, n’exigent,
au fond, comme il est aisé de s’en apercevoir, que ce que m,
soit un nombre positif assez grand; par suite, on peut faire
assumer & lui-méme une infinité de valeurs entiéres et positives
dont chacune sera compatible avec les conditions imposées.

Pour fixer les idées, convenons d’entendre par m, le nombre
entier positif le plus petit satisfaisant aux conditions mention-
nées tout & I'heure. ;

D’apres cela, les trois éléments caractéristiques du systéme

(S,): (4,,), 9,, et m, viennent d’étre déterminés complétement.

91. Entendons par le systétme (S,), ayant pour éléments

caractéristiques (A4,,), 9,, et m, le systtme suivant de la
forme (58):

Sk
-~ (100) FRECES 3 bt SRR T (R e

h=1

ou, par définition, d,, = 0 pour %= m, tandis que 0y, est donné
par (96), '

(101)  Amm=1a,” et Am=a)? (k=1,2,...m—1,m4+1, m+42,...).

D’apres cela, quel que soit le nombre entier positif %, A n’est
que la puissance m,j*me de I'élément k*me de la suite (4,,)-
Par consequent en tenant compte:

19 de ce que m, vient d'étre déterminé de sorte que l’on
aura toujours m,>u_ (n°90), et

- 20 des formules (90), (95) et (92), on en déduit immédia-
tement que

Aom(iy

(102) ds

=p=4 (k=1,2,8,..);
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par suite, d’aprés le n°65, on obtient une solution du systéme
(S») par la méthode de Fourier, les inconnues du systeme (y,) se
calculant & I'aide des formules (59) si 'on y remplace les 4;
respectivement par les 2, (101), & par m et y, par d,,.

Donc, en désignant par z,, ®,, -.. %, -.. les valeurs
des inconnues fournies par ces formules, on obtiendra

(_]_)h—i-?ndwn 5 2 ——1 AT

Sh ) 22 - o

{k ;vw;zm }vmm lmm o2 j'mm
it g1y § o i B (DY St BB, i b
e ] e W N

[/ Ne=a e sk o

(103)

ces valeurs sont, d’aprés le n° 65, des quantités finies et bien
déterminées, ne s'annulant que lorsque 0y, =0 et rendant abso-
lument convergentes toutes les séries du systéme (S»).

Les parties droites des équations du systeme (Sy) s’obtien-
nent évidemment de la série :

g ya 2™ a2+ Ly )T

en y faisant parcourir a la variable z les éléments de la suite
indéfinie (4,,).
Aussi, en y prenant

Y=Ly, . (h=1,2,8,...),
obtient-on une série entiére bien déterminée
Y(2) = Ty + £,y 2™ + L o 4l RN, R 1) u
jouissant des propriétés suivantes:
1° EKlle converge absolument pour z=a, ainsi que pour
2 = Oms E=1,2 ... m—1, m}1,...),

puisque v, (a.) et 1, (z.) représentent respectivement les parties
droites des équations mi*me et kitme du systéme (S,) ou les in-
connues (y,) sont remplacées par les valeurs bien déterminées
(z,,) (103), qui rendent absolument convergente chaque série de
" ce systéme.
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2° Elle est uniformément convergente dans toute I'étendue
du plan de la variable 2.

En effet, étant absolument convergente pour z = a,, elle
est uniformément convergente dans tout le cercle de rayon | |
ayant pour centre l'origine. Or,

| @mx| — co pour % — oo;

aussi, quelque grand que soit un nombre positif o, y a-t-il tou-
jours des a,; dont les modules sont supérieurs & ¢; par suite,
la série v,(¢) sera uniformément convergente dans chaque cercle
ayant pour centre l'origine et pour rayon une valeur positive
quelconque o; elle représente donc une fonction entiére.

8% yy(an) =9, =c® — F)(an) — F(an) — ... — F (an),

car le mi*me élément de la suite (dr,) est, d’aprés la con-

struction, a. (93). ’ ‘
4° y,(a,,)=0 pour k=m, puisque d,,—0 pour %= m (100).
5° w,(2) ne s'annule identiquement que lorsque PR

6° Comme fonction entitre, v,(z) admet les dérivées de
tous les ordres, celles-ci étant finies et bien déterminées dans
toute I’étendue du plan de 2.

92. Apres avoir construit v,(z), ainsi que ®,(2), posons
(104) F(2)= @,(2). p,(2).

Il est clair que la fonction obtenue F,(z) est holomorphe
dans tout le plan de la variable z, puisque les facteurs p,(2) et
¥,(2) le sont tous les deux; elle satisfait donc & la condition
(I) (n 86).

La dérivée pi*me g’écrivant sous la forme

(105)  FPe) = ,(0)9,(:) + L vy() 987 () +

oL 19%7_;) ¥, @ 9y @)+ - .+ v 9, (2),

il en résulte immédiatement que, pour p =7,
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Fan) = ¢ — F(an) — F(an) — ... — FD (an),

comme l'exige la condition (III) (n° 86), puisque, d’apres le n° 87,
on a

== (pg—l)(an) e gvgf—z)(a,.) e q>;(a,.) = ¢ (an) (Voir 86),

T qng")(a,,) (voir 85),
tandis que, d’aprés le n° 91,
P (an) = ¢ — Fan) — F (@) — ... — F) (an).

De méme, en tenant compte de (86) et (87), on déduira aisément
de (105) que

Fa)=0 (m=0,1,2,...5—1), et

) E=1:248 s
F,a)=0 )

m=0,1,2,...p,

c’est-a-dire que la fonction

F.(2) = 9,(2) . 1,(2)

satisfera aussi aux conditions (IV) et (V) (n° 86).

Done, des considérations précédentes nous tirerons la con-
clusion suivante:

Quel que soit le nombre entier et positif »,
en supposant que l’on ait déja construit les (»—1)
premieres fonctions:

Fl(z)) F‘Z(Z)) A Fv_l(z)

satisfaisant aux conditions (I), (III), AV) et (V) (n° 86),
on peut toujours construire la fonction w»itme F (2)
satisfaisant aux mémes conditions.

Done, il est clair que notre procédé de formation des
fonctions F,(z) est tel qu’il nous en fournira méme une suite
indéfinie

0.3 ) P 1 C A b L ) Sl
pourvu que la premiére d’elles F(z) soit construite effectivement.
11
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93,  Construisons F;(2).
D’apres le n° 86, F,(z) doit étre une fonction holomorphe dans
toute I'étendue du plan de.z, prenant pour z=a, la valeur ¢:

Fl(al) - Cgo).

Nous l’obtenons en construisant la fonction entidre w,(2),
a l'aide du systéme (S;) dont les éléments caractéristiques sont

(‘;‘{tl) e (A’tl)’ (511 e 0(10)7 n, ==

En effet, la fonction

(oe]
P(2) = 2‘”1;; iy

h=1

ainsi construite, ou

xll -~ ciOJ . 1
11
@i n)
J=2 J
et, d'une fagcon générile,
PR S
Mo dis o .. A
Ty = (1 T (h=2,3,..)),
A 1
1 {i~7)
J=2

étant :
Mk = Q1 (k='1,2,8, i) i voir 108),

sera bien, d’aprés le.n° 91, une fonction entiére prenant pour
z=a, la valeur c¢{:

_@U1 (a;) = .

On n’aura donc qu'a poser F,(z) = vy,(z) pour obtenir la
fonction exigée. :

Ajoutons que Fj(z) ne s’annule identiquement que lorsque
=0 (n° 9).

La fonction F,(z) une fois formée, on peut construire,
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comme nous venons de le voir, Fy(z), ensuite Fjy(z), et ainsi de
suite, ad infinitum.

Bien que quelques-unes de ces fonctions puissent s’annuler
identiquement, il est clair qu’elles ne le feront pas toutes.

En effet, sans restreindre la généralité, on peut supposer,
d’aprés le n° 85, qu’il y ait dans la suite indéfinie

g S R LR BSOS L

des éléments différents de zéro.
Or, supposons que le premier élément différent de zéro y
soit ¢ et que son rang soit ¢; alors les ¢—1 premiéres fonctions:

- Fi(@)y Fol2), - o1 Feea(2)

s’annulent identiquemeht, tandis que Fy(z) ne le fait pas, puis-

qu’en désignant par ¢ le rang du cercle auquel appartient a,, il
est évident qu’on aura

B as) = 0y = ¢V 0.

94. Allons maintenant démontrer que la série

o0
2 F,(2)

ARSEY

est uniformément convergente dans toute 1’étendue du plan de
" la variable z.

A cet effet remarquons d’abord qu’en tenant compte de ce

que
y—1
9,(2) = 2'v,920 (0 87)
q=0
et
i
/(pv(z) S -, wvh(zvm) (no 91)’
7~

on peut présenter la fonction F,(z) sous la forme d’une somme
de » séries entieres

1%
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Fy(2) = 9,(2) . 9,(2) =

o my A1 i Mgy B—1
o V‘VO Exvh(z ‘V) + yvlzz xv;.(z v) _|_' e +

h=1 hsl

(o]
TR Ll o Y pad

b

y—1

e Zyquq vah(z v)

Numérotons-les toutes en procédant de la maniére suivante:
tout d’abord numeérotons celles qui correspondent & F,(v), ensuite
celles qui correspondent a Fy(v), ensulte celles qui correspondent
4 Fy(»); et ainsi de suite.

De plus, ‘en numérotant les séries entiéres

(o0

Vuq24 2 xvh(zm”)h

e

—1

(¢g=0,1,2,...v—1),

correspondant & la méme fonction F,(2), suivons ici 'ordre crois-
sant du second indice du facteur y,,, quel que soit ».
Drapres cela, il est clair que la série

ee)
S
7yq?l 2 ,(2")
sy
aura pour rang

b= 1248+ 0—2) + ) F 2+ 1=
(108) My o 1)v+ 11

en y prenant, en particulier, g=»—1, on obtiendra le rang r,
de la derniére série correspondant a F(z)

LAyl
2 G

y—=

c’est cette quantité dont nous avons fait déja usage pour déter-
miner, d’aprés (99), m
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95. Désignons

e
(107) V(2) = 1,424 2,,(2"7)

et examinons de prés la série double

[coliNe o)

(108) 2 2 v

k=10 A

a l'aide de laquelle nous allons démontrer la convergence uni-
forme de la série

oo
(109) 2 F(2).

y=1

Remarquons que, si la série double est absolument conver-
gente pour une valeur quelconque de la variable z =z, elle est
uniformément convergente dans tout le cercle de rayon |z
ayant pour centre l'origine, puisque, pour |[z]|<]z]|, on aura
évidemment

| v (@) | < | o) | (voir 107).

De méme, il est clair que la série (109) peut étre consi-
dérée comme déduite de la série double (108) par un certain
groupement de ses termes [v,, (2)].

Or, en supposant que la série double soit absolument con-
vergente pour z=z, elle aurait une somme bien déterminée
-pour |z]|<|z| ne dépendant ni de l'ordre ni des différents
modes de groupement de ses termes.

Il en résulterait donc que, pour chaque valeur de la vari-
able telle que |z]|<|z |, les deux séries (108 et (109) auraient
certainement les mémes sommes bien déterminées, étant toutes
les deux uniformément convergentes dans le cercle de rayon |z]|.

D’aprés cela, pour démontrer la convergence uniforme de
la série (109), dans toute I’étendue du plan de z il suffit de
démontrer que la série double (108) est absolument convergente
pour z=a, a, 6tant un élément quelconque de la suite donnée

% (A)=a1,a2,...a3,...,
ol
|a;| — oo pour s — co.
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Démontrons donc qu’en désignant
(110) U,, =|v,(as) | (2kh)3,

on peut assigner deux nombres entiers et positifs: H et K
tels que
U< 1

pour k> H, indépendamment de %, ainsi que
pour £> K, indépendamment de &.

Il en résulterait immédiatement que, pour ces valeurs de %
et £, on aurait

1
I Vin (as) I <

(k—_—[—h)z_"‘@ (0<<e=<1

et, par suite, d’aprés le critére du n°23, la série ‘double (108)
serait bien absolument convergente pour z = a,.

Remarquons que, sans restreindre la généralité, on peut
supposer

la.| >1,

puisqu’il est clair que, si la série double converge absolument
pour une valeur de z dont le module est supérieur & un, elle
le fera & fortiori pour toutes les valeurs de z dont les modules
sont < 1.

96. Etudions préalablement ce que font », n et m lorsque
k parcourt la suite naturelle des nombres en tendant vers co.
Remarquons & cet effet qu’étant

= 1 g 1<y (voir 106)

et, d’aprés cela,

il en résulte qu'a chaque valeur entiére et positive de % corre-
spond une valeur entiére et positive bien déterminée de w»;
celle-ci est évidemment

—14+V148k
2
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lorsque cette derniére quantité a une valeur entiére ; dans le cas
contraire c’est le plus grand nombre entier positif contenu dans

+1+V 148k
2

Par exemple, soit #=10; alors

—14—1/14—13—.1_0:4

2

et, par suite, & k=10 correspond » =4:
4.5
10titee s & gm0,

D’autre part, soit, par exemple, &= 17; alors 11 <VY1F8.17<12;
d’aprés cela, le plus grand nombre entier positif contenu dans

1+V12+8'17 est 6; donc, »=06 et ¢g=1:

17=§2L§+1—|—1.

D’aprés ce que nous venons de constater, il est clair qu’en
faisant parcourir a % la suite naturelle des nombres, la valeur
correspondante de » augmentera indéfiniment en tendant avec
k vers oo.

De méme, étant, d’aprés (83),

v=(p 1)+t +...+ @+ 1)+ G+ G =pn)
ol les éléments de la suite iﬁdéﬁnie donnée

pl? p27 o8l pnr >e

sont des mombres entiers positifs fixes ou zéros, il en résulte

immédiatement qu'a chaque valeur entiére et positive de » cor-

respond une valeur entiére et positive bien déterminée de n.
En effet, désignons

8 =0,

s;=(m+D+@+D+. @+ G=123..);
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cela étant, il est clair que

so<31<32<---<$‘j<--
et que

§;—> 00 pour j — oo.

Done, étant donnée une valeur quelconque » =1, il est
évident qu’on pourra indiquer deux valeurs successives de l'indice J
Jo €8 jo+1 de sorte que l'on ait

sjo é Yo < Sj0+1 (.70 2 0) 5
alors, comme on s’en assurera aisément,
a v =, correspondra n = j,--1.

De méme, il est aisé de voir qu'en faisant parcourir 3 » la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de » augmentera
indéfiniment en tendant avec » vers oo.

Enfin, rappelons-nous de ce que, d’aprés le n° 88, 2 chaque
valeur entiére et positive de n correspond une valeur entiére et
positive bien déterminée de m, m étant le rang du cercle C,
auquel appartient a,. .

De plus, il est clair qu'en faisant parcourir a » la suite
naturelle des nombres, la valeur correspondante de m augmentera
indéfiniment en tendant avec n vers co.

Des considérations précédentes nous tirons donc la conclu-
sion suivante:

A chaque valeur entiére et positive de % cor-
respondent les valeurs bien déterminées de v, n
et m, augmentant indéfiniment avec % et tendant
avec lui vers oo.

Il en résulte, en particulier, qu'étant donné un nombre
entier positif quelconque s, on peut assigner un
autre nombre entier positif %, tel que

n>s et m>2 pour k> k,

n et m correspondant 3 %

97. Examinons maintenant de prés U,,. D’aprés (110),
(107) et (103), U,, s’écrit
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(2khPyyq af . DG B ;TT—I—T
()‘mm' lml) m2 m8 °°° Tmh
Ukh ¥ P b
(imn_l)(?m_m—l) (/1 o ——1) 17 (1—1’”’7)
ml vm2 m(m—1) 1 mj |
Done, en désignant
8k 7,4 0,,, a2
(111) P()= ’ s . |
A
;vml ot 2«m2 B lm(m—l) SRR lmj
et
: {
(112) Q(k,h>=| wat . 3 = |
(lmm’ lml) }Vm2 lm3 o ;vmh
on aura
(118) U, = P(k) . Qb B).

Or, rappelons-nous que

]I'm- S a’:: C o a?:} (1: = 1, 2, 3, .o m_‘l),
s = 3} = 7y =
(n°s 91 et 88);
Zrmm Sy a":v’ ;
lm{i+1)
et s h=p2>4
de méme,
AN (e ¢
E<n ;= 5 (n° 94),
l yvq | é Mw QéV——l (no 87)1
| a, |> 1 (n° 95)
et

= i o & > 35
[[(1——?7 >§ pour p=4 (n°35).

==
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Cela étant, on aura évidemment

i) )

Jj=m-1 m

Jomm Jomm Aomm '
I (IZ _1) (l—mz—l) ' (;Vm(m—l)_l) | i

ainsi que

}vm(m— 1) 4
2 Zrmm m—2 m—3 2 1 2 | an |™ (m_l)(2m—2)-
>3|}le - p . p R .p—g a—l e
par suite, d’aprés (111),
(m—1)(m—2)

(114)

v M, 0, a” (g—)mls(%) : ,

La partie droite de la dernitre inégalité ayant une valeur
finie et bien déterminée, il en résulte que la valeur de P(k) sera
finie, elle-aussi, quel que soit le nombre entier positif .

Examinons maintenant P(k), pour k> k, &, étant le nombre
entier positif que nous venons de déterminer au numeéro
précédent, de sorte que n et m correspondant & % satisfassent
aux conditions

n>s et m>2 pour k=>k,.

Pour toutes ces valeurs de % on aura

4 ke 1
ainsi que

la]>]al,
car a, appartient au cercle ayant pour rang m > 2; par suite,
d’aprés (114) et (99)
(m—1)(m—2)

P(k) < 18 (%) : pour %>k,
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et il en résulte immédiatement que P(k) tend vers zéro lorsque
k tend vers co.
En effet, ¥ tendant vers co, m le fera, lui-aussi (n° 96); or

(m—1)(m—2)

lim 18 (l) 07 Y
m—» O p
Dong, il est clair que
(115) A . Pk)—0 pour %k — oco.

Ainsi, nous venons de voir qu'en faisant parcourir a % la suite
naturelle des nombres, P(%)' parcourt respectivement les valeurs
(111), restant toujours finies et tendant vers zéro lorsque # tend
vers oo.

Nous en concluons que l'on pourra indiquer un nombre
positif P tel que P(k) <P, et, par suite, d’aprés (113),

(116) U = P . Q(k,h),
quelle que soit la valeur entiére et positive de .

98. Quant & Q(k,h), proposons-nous de ’étudier d’'une fagon
tout analogue. .
En tenant compte de (102), (28) et (29}, on peut écrire

e AR MRS
(}. a3 1) }'mz ;~m3 . -lmh

1
By fan b e ity

15
8

<

b

ainsi que

1 15 1
|22vm22fm3---2«;;; <—8_-|}vmllm2---lm(h—l)|'
Dautre part, étant, d’aprés (101) et (91),

}'mi =g Y = a’.:iv (i =1, 2, ) By m—‘—l),

mi

"y
bt

"y
l;vmm|=|an| =|a‘t

m

| Zomi | = | cmi | = | a,|"™ pour izm+-1,
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on aura
15 1 15 1 "y
e B S e
8 | Az Ame 245 ;vm(h_l 98] dam 8 a,l a,z oo arh—l
et, par suite, d’aprés (112),
15 ah—-l ¥ my
(117) Qe << — b | ————
8 S R
1 2 h—1

La partie droite de cette inégalité (117) ayant une valeur finie

et bien déterminée, nous en concluons que celle de Q(k,%) reste

finie, elle-aussi, quels que soient les nombres entiers positifs % et 4.
De méme, il est aisé de voir que la série

(oo

B,

h=2
dont le terme général est

U, =

i ‘
Og, Ogy e+ Oy,
convergera, car :

Uiy

u

ol

a

— 0 lorsque & —co;

h Ty

pour s’en assurer, il suffit de rappeler que, d’aprés le ne 88,

| az, | — oo lorsque & — co.

Il en résulte donc que w,— 0 pour h— co, et nous en
concluons, en particulier, que I'on pourra indiquer un nombre
entier positif A, tel que

u, <1 pour h> h,.

Par suite, d’aprés (117),

h—1
]

(7 A TN )
Ty T2 Uiy

A1) QER< B

| pour k> hy,
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quel que soit le nombre entier positif %, ainsi que la valeur
correspondante de », car on entend par m, toujours un nombre
entier positif (n°90): m,> 1.

Or, en considérant la partie droite de I'inégalité (118) comme
terme général de la série

(ee] 2
2w,
on constatera, tout comme plus haut, que cette série convergera,

Whya
495

tendant vers zéro lorsque A — co;

par suite, w,— 0 pour k— oo, et, & fortiori,
(119) Q(k,h) — 0 pour kA — oo,

quel que soit %.

Nous en concluons done, tout comme au numéro précédent,
que l'on pourra bien assigner un nombre positif @ tel que
Q(k,h) < @, et, par suite, d’aprés (113),

(120) U, < P(k).Q,

quels que soient les nombres entiers positifs % et h.

Enfin, en tenant compte, d’'une part, de (115) et (120) et,
d’autre part, de (116) et (119), il en résulte immédiatement que
l'on peut assigner, en effet, deux nombres entiers positifs:
K et H tels que

Db 1

pour 2> K, indépendamment de A, ainsi que
pour > H, indépendamment de %.

Daprés le n° 95, on peut donc dire que la série double
oo o0
2 kah (aa)
=1 p=t

est absolument convergente; or, a, y désignant un élément de
la suite donnée (4) tel que |a,|>1, choisi dailleurs tout
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arbitrairement, on en déduit, d’aprés-le méme numéro, la con-
vergence absolue et uniforme de la série double

2 (8,

k=1 h=1

ainsi que de la série

(o]
3 By,
V=1
dans toute I’étendue du plan de la variable z.
En tenant compte enfin de ce que chacun des termes F,(z)
‘de la derniere série est construit de sorte qu’il représente une

fonction holomorphe dans le méme domaine, on en conclut,
d’aprés Weierstrass, que la fonction

Fey= 3 F,(2)

y=1
est holomorphe, elle-aussi, dans toute l'étendue du plan de z,
la dérivée picme étant

(ee]
FP) = 3 FP) (p=1,2,38,...).

p=1

C’est donc évidemment une fonction entiere; de plus, d’apres le
n° 86, c’est une fonction entiere telle que

F(an) = ¢

F'(ay) = oV

(n=17273y'°-)7

puisque les fonctions F,(z) satisfont aux conditions (I), (III), (IV)
et (V) (n° 86), comme nous l’avons vu au n° 92. :

Donc, le probleme généralisé de I'interpolation (n° 85) vient
d’étre résolu dans le cas oll a; =0 (n° 87).

99. Reste a montrer que ce probleme peut étre résolu
aussi dans le cas ou a, = 0.
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 Comme il est aisé de s’en assurer, on n’aura, au fond, qu'a
répéter a cet effet les raisonnements précédents, et a modifier
légerement le procédé de formation des fonctions

Fl(z), F2(Z)’ ey FV(Z),
Les modifications & introduire sont les suivantes:
1° Prenons, en particulier,

z 22 P
P1(2) =1, @s2) = v Py(2) = o ‘I’p1+1(z) = @’
tandis qu'en général, lorsque »> p;+-2, soit

+1 +1 :
: zp1+1(1-——2—)p2 ...(1— L )P"—l (1— 3)
; Ay Op—1 On

Q
Z - ——1 i '.—n £
Pyfe) = (1) il afﬁl(l_ﬂr)pzﬂ...(l———a" )p”‘l'ﬂ
0]

On—1

20 Entendons par (4,) la méme suite indéfinie que plus
haut, au n° 88, avec cette seule différence que cette fois soit
a, = a5, tandis que dans le cas précédent on avait a, = a;.

3° Lorsque v > p;-+2, construisons les séries entieres v,(2)
d’aprés les mémes régles que dans le cas précédent; quant aux
fonctions

QPI(Z)y wQ_(Z)» A wp1+1(2),

- remplagons-les respectivement par les constantes
e o) sy 1087
Cela posé, prenons, comme auparavant,

Fy(2)= @,(2),(2);

on obtiendra ainsi une suite indéfinie de fonctions F,(z) dont
chacune satisfera aux mémes conditions essentielles que plus
haut (n° 86); en particulier, on aura

O c® : ofv
Fi(2) = 0(10)’ F2(z) = 1T 2, F’5 (2) == ol LRGeS Fpl+1(z) S ETZPI .
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En répétant les raisonnements précédents, on démontrera,
cette fois aussi, la convergence uniforme de la série

.7 F,(2)

p=1

dans toute I'étendue du plan de la variable z; enfin, on en tirera
la conclusion que la fonction

F»= ZF ' (2)

=1

sera bien une fonction entiére fournissant une solution du pro-
bleme généralisé de 'interpolation dans le cas ol a, = 0.

Done, d’aprés le n° 63, on déduit des considérations pré-
cédentes immédiatement le théoréme général suivant:

Etant données trois suites indéfinies:

1° celle des (ay) satisfaisant- aux conditions
suivantes:

@ == a; pour i==j,
lal=lal=...=|a|=..., et

| an] — oo pour n — co;

2° celle des nombres entiers positifs quel-
conques ou zZéros

Pis P2y oo v Pny ooy

8% et celle des q‘uanti'tés quelconques

10) =3 (1) (P1) (0) (1) (D7)

L/ W o BN TRORSE I 2 ) £ 0= i SVERE (i Lty LGSR IGNPANT ik, »

on peut construire une infinité de fonctions
entieres F(z) telles que pour 2=a, 1’on ait
Fy(a,) = c®

£ — )
ik e b (n=1,2,8,...),

F®) (q,)= P
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F®)(z) étant la dérivée d’ordre p, de la fonction
F(2) et
FO@) = F().

100. Corollaire.

Etant données les mémes trois suites indé-
finies qu® dans 1’énoncé précédent, on peut con-
struire une infinité de fonctions ®(z—z,) repré-
sentées par des séries de Laurent et telles que
pour z=a L o aib

D(an—=zg) = ¢

n

|
(121) (15,((_1”_20) ) CS) ! n=123,.. 8
ik .4
l qsfpn)( U —2g) = cg’n) J

2, 6tant un nombre fixe quelconque différent des
é6léments de la suite

Ay, Aoy Agy - o o Ayy < o «
En effet, examinons d’abord le cas particulier ou
2, =0, étant a, & 0.

Nous aurons a montrer que lon peut construire une infi-
nité de fonctions
~+-co
2 Cnz"

o0

D(z) =

n

de sorte que chacune d’elles satisfasse aux conditions (121), en y
prenant z, = 0.
A cet effet présentons P(z) sous la forme

#6) = P+ ;).
P(z) étant. une fonction entiere de z et

: 8 1
G(é) une fonction entiére de 2

12
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P(Z)=C_Yo+Clz+CQZ2+-..+OnZn+.--.
1 = 1 1\ 2 )
G(E)=60+0_1-Z+0_2(;) +...+c_,,(z) i

Tout revient & déterminer convenablement les coefficients (C;) de
ces deux séries entieres.
Or, prenons pour

G(é) une fonction entiére bien déterminée de i—;

par exemple,

ol L ndl

Cela posé, il ne nous reste qu’a déterminer P(z) de sorte que
Ion ait

n

1

Sty Sk
P(ay) = G( - )
: /o L o1
P(ay) =c¢) — @G (wan)

(122) n=1,2,3,..).

proa i (1)

Qn

Or, d’apres le théoréme général que nous venons de démontrer,
on peut construire une infinité de fonctions entiéres P(z) satis-
faisant aux conditions (122).

Donc, en entendant par G(El) une fonction entiére quelcon-

que de % et par P(2) une infinité de fonctions entiéres de z

déterminées conformément aux conditions (122), on obtiendra, en
effet, une infinité de fonctions

®(z) = P(z) -+ G (g)

satisfaisant aux conditions imposées (121).
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Dans le cas général, ol 2,3 0, nous allons procéder d’une
fagon tout analogue.
Prenons

D(z—2z,) = P(z—2p) + G( : )

z2—2,

et entendons par G(E—l?) une fonction entiére bien déter-
0 T

minée de

, par exemple,

Z—‘ZO Z—Zo Z_ZO

o )=g%o=1+5( e e

Cela posé, nous aurons a déterrhiner la fonction entiére P(z—z)
de sorte que pour z=a, l'on ait

Plan—27p) = cO—G (— 1 )

an_— ZO

4 aiig |
P(a—zp) = VW —G (— )
g il (nis=1, 0, 800t

: 1 ;
PP q,— z5) = ¢PV— G*» (———)

an—"’ZO

En posant . 2--z5==w, " ainsi que

a,—z,=a, (0 =="1,2y 33 4%);

tout revient & déterminer une fonction entiére de =, P(x), de sorte
que pour z=a, l'on ait

( 1
Yy = p0) sirh
P(a)=c0—G (a;)
P'(a) =V — G(l)
(123) O n=123,...)

1
PPy = (P — g ”’(—,)

n
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1l 8’y agit donc d’'un probleme d’interpolation tout a fait
analogue & celui que nous venons de résoudre plus haut; la seule
différence consiste en ce que dans la suite indéfinie précédente

(A) = a;, Gy, ... O
les modules des éléments vont en croissant:
lo (=lal2en]= E]n]=, .,
tandis que ceux des éléments de la suite

(A==l @, o e
ne le font pas, en général, étant a, = ané 2% -(h =208 Tk )
Or, - ¢ g a
lan] =12 | =l an] =] @] 4] %]

par conséquent, il est clair que les éléments de la suite (4')
peuvent étre rangés, eux-aussi, d’apres l'ordre de grandeur de
leurs modules, ce qui permettra d’appliquer notre théoréme
général, et l'on en déduira immédiatement qu’il y a une infinité
de fonctions entidres P(z) satisfaisant aux conditions (123).

Donc, il y a aussi une infinité de fonctions D (z—z0)
représentées par des séries de Laurent et satisfaisant aux
conditions (121).
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