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Silindrilise kooriku paine

Bakalaureusetoo

Merilin Ollema

Liihikokkuvote. Kéesoleva bakalaureusetoo eesmargiks on uurida silindrilise kooriku
painet. Koorik on konstruktsioonielement, mis on piiratud kahe koverpinnaga, mille
vaheline kaugus on vorreldes kooriku teiste modtmetega vidike. Lithidalt kirjeldatakse
koorikute liigitamist kasutades Gaussi kdverust. Leitakse kooriku tasakaaluvorrandid, mida
hiljem kasutatakse ringsilindrilise kooriku painde vorrandi leidmiseks. T6os leitakse
tasakaaluvorrandid ka telgsiimmeetriliselt koormatud ringsilindrilise kooriku jaoks ning
tuletatakse selle kooriku painde vorrand. Ldhemalt vaadeldakse ka telgsiimmeetriliselt
koormatud ringsilindrilise kooriku painde vorrandi kasutamist, kui on tegemist kinnise

koorikuga

Mirksonad. Silindriline koorik, paine, tasakaaluvorrandid, elastne materjal

Bending of a Cylindrical Shell

Bachelor’s thesis

Merilin Ollema

Abstract. The objective of this bachelor’s thesis is to explore the bending of a cylindrical
shell. The shell is a structural element bounded by two curved surfaces, where the distance
between the surfaces is small comparing to other dimensions. The classification of shell
surfaces using Gaussian curvature is considered briefly. The equilibrium equations of the
general classical shell theory are presented, which later on are used for finding the
equations of the displacement in circular cylindrical shells under general loading. The
equilibrium equations of the axisymmetrically loaded circular cylindrical shells and the
differential equations of bending are presented as well. The application of the equation of
an axisymmetrically loaded circular cylindrical shell, where the cylindrical shell is closed,

is more closely explored.
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Sissejuhatus

Koorikuks nimetatakse konstruktsioonielementi, mis on piiratud kahe kdverpinnaga, mille
vaheline kaugus on vorreldes teiste modtmetega vdike. Koorikud on iildlevinud elemendid
paljudes masinaehituse konstruktsioonides. Néitena vo0ib tuua surveanumad, laeva- ja
allveelaevakered, lennukikered ja -tiivad, tuumaelektrijaamade mahutite konstruktsioonid,
torud, raketid, autorehvid, korstnad, vedelike mahutid, ja paljud muud erinevad
konstruktsioonid. Koorikuid leiab ka looduses: munakoor, koljuluu, ja muud erinevad
bioloogilised vormid (vt. Lisa 1). Koorikulisi konstruktsioone on inimkonna poolt ehitatud
sajandeid, enamasti  kiviehitiste,  Kkivikuplite, katuste ning kaarte  kujul.
Koorikkonstruktsioonide laialdane kasutamine on tingitud kooriku headest omadustest,
nditeks korge vastupidavus, vdga suur jdikus, struktuurne terviklikus. Lisaks nendele
mehaanilistele omadustele omavad koorikkonstruktsioonid vidga korget esteetilist vaértust

arhitektuuris.

Kéesolevas t60s kasitletakse silindrilise kooriku painet. Uuritakse pohjalikumalt silindrilise
kooriku tasakaaluvorrandite leidmist ja vaadeldakse erijuhtu, kus ringsilindriline koorik on
telgsiimmeetriliselt koormatud. T66 on pohiosas referatiivne, nditelilesanne on iseseisvalt

lahendatud.

To6 koosneb viiest peatiikist. Esimeses peatiikis vaadeldakse ldhemalt koorikute
Klassifitseerimist kasutades Gaussi koverust. Selleks kasutatakse raamatut [4]. Teises
peatiikis leitakse iildised kooriku tasakaaluvdrrandid. Kolmandas peatiikis leitakse
ringsilindrilise kooriku painde vorrandid. Neljandas peatiikis uuritakse ringsilindrilise
kooriku erijuhtu: telgsiimmeetriliselt koormatud ringsilindrilist koorikut. Leitakse kooriku
tasakaaluvorrandid kasutades eelnevalt tuletatud tildiseid kooriku tasakaaluvorrandeid ning
tuletatakse selle kooriku painde vorrand. Teine kuni neljas peatiikk pohinevad raamatul
[3]. Viimases peatiikis vaadeldakse iihte nditeililesannet telgsiimmeetriliselt koormatud
ringsilindrilise kooriku painde vorrandi kasutamise kohta, kus on tegemist Kinnise

koorikuga.



1. Koorikute klassifitseerimine

Kasulik on Kklassifitseerida kooriku pindu kasutades niinimetatud Gaussi koverust.
Tasandit, millel asuvad punkti P ldbivate koigi koverate puutujad, nimetatakse pinna
puutujatasandiks punktis P, seejuures punkti P nimetatakse puutepunktiks. Sirget, mis on
risti puutujatasandiga ja ldbib puutepunkti, nimetatakse pinna normaaliks selles punktis.
Kui Idiketasand libib pinna normaali, siis rifigime pinna normaalldikest. Uldiselt, kdikidel
kdveratel on oma unikaalne koverus. Pinna iga punkti jaoks leidub kaks peakdverust, mis
on pinna normaalkoverused. Koigist kdverjoonte koverustest on iihel peakoverusel
maksimaalne vaartus K; ja teisel miinimaalne vaartus K,. Peakdveruste K; ja K, korrutist
nimetatakse Gaussi koveruseks K. Kui K, =0 ja Ky # 0, siis pinnal on null Gaussi kdverus
(nditeks silindriline koorik, mis on antud t66 uurimisobjektiks). Kui K = K;K, > 0, siis
pinnal on positiivne Gaussi koverus, ja kui K < 0, siis on negatiivne Gaussi koverus (vt.

Lisa 2).

Oeldakse, et kumer pind on null Gaussi kumerusega, kui seda on vdimalik muuta
tasapinnaks ilma pinda venitamata. Niisugune on nditeks silindriline paneel (vt. Lisa 3)
kuna seda saab painutada ristkiilikukujuliseks plaadiks. Vastupidisel juhul on vajalik pinna
16ikumine voi lagundamine, et saada tasapind. Néiteks voib tuua sfédrilise kuppli (vt. Lisa
3).

Koorikuid voib jagada ka telgsiimmeetrilisteks (podrdkoorikuteks) ja  mitte
telgstimmeetrilisteks koorikuteks. Telgsiimmeetrilise kooriku keskpind on pdordpind.

P6ordpinnad on tekitatud timber podrdtelje poorleva tasandilise kdvera poolt (vt. Lisa 3).



2. Tasakaaluvorrandid

Vaatleme silindrilist koorikut. Punkti asukoha fikseerimiseks silindrilises koorikus
kasutame koordinaate x, z ja 6 , kusjuures x-telg kulgegu paralleelselt kooriku
moodustajaga. Eraldame koorikust elemendi kahe 10pmata ldhestikku asetseva moodustajat
labiva normaalldikega ning kahe 16pmata lahestikku voetud ristloikega. Silindrilise kooriku
korral on normaalldigete tasapindades asetsevad kooriku keskpinna peakdverusraadiused

R; ja R,. Elemendi normaalldigetel esinegu jargmised pinged:
01, 02; T12 = T21, T13, T31-

Pinged vdimaldavad arvutada normaalldike pikkusiihiku kohta mojuvad sisejoud.
Jargnevalt avaldame need sisejoud, integreerides vastavaid avaldisi kooriku paksuse h

ulatuses:

h
N; = f2h01(1 - Ri)dz,
-2 5

h

N, = fghaz(l - i)dZ
- Ry

h

S1z =[5 m2(1 - )dz, (21)
2
}_l z

Sp1 = f_ng21(1 - R_l)dz’ (2.2)
2

h

M, = Fh 01z(1 — Ri)dz,
- 5

h
M, = [*022(1 - Ril)dz,
2

h

My, = ffgflzz(l - RZ_Z)dZ’ (2.3)
2

h

My, = f_EngZ(l - Ril)dZ, (2.4)
2

h

Q= fEths(l - Ri)dz,
-t 5

h

Q2= fEQT31(1 - Ri)dz.
-k 1



Siin N;, N, on normaaljoud, S;5, S,; nihkejoud; M;, M, painemomendid; M;,, My,

vadndemomendid ja Q, Q, on pdikjoud.

Joonis 2.1. Elemendile mojuvad joud ja momendid

Sisejoudude avaldistes olevad jagatised Rija Ri vOoime dra jétta kuna vaatleme Ohukesi
1 2

koorikuid, milles kooriku paksus Ri on viike. Niilid saavad sisejoudude avaldised jargmise
2

kuju:
h
N, = f_zE 0,dz,
2

h
— 2
N, = [*,0,dz,
2
h
— 2
S12 = f_g T12dz,
2
h

— (2
S21 = f_ngdZ,
2

h
M, = [?, 0,zdz,
2

h
M, = [?,0,zdz,
2

h
— 2
M, = f_}_l Ty,2dz,
2

h
My, = f_zg T212dz,
2



h

Q1= f_zg Ty3dz,
2

h

Q2 = f_zﬁ 73,dz.
2

Kuna T12 = T21, SIIS 512 = 521 Ja M12 = MZI'

—M@®
M@
1@
pAB dxdf
2]
2 M= x
M@ + ae i
a6 o (1)
M@ 4+ dx
T(’)+—6T(2)d6 3 T(15+6de
a6 o

Joonis 2.2. Resultantjoud ja resultantmoment

Kooriku elemendile mojuvad sisejoud ja momendid on nididatud joonisel 2.2. Asendame
need sisejoud ja momendid siisteemiga, mis koosneb kooriku elemendi igale servale
rakendatud resultantjoust T® ja resultantmomendist M® (i=1,2) (vt. Joonis 2.2).

Kohal x = 0 avalduvad resultantjoud ja resultantmomendid kujul

—TW = —(N,e; + S;,e, + Q,e3)B dé,

-M® = —(M,e, — M;,e,)Bd6 (2.5)
ning kohal 8 = 0 avalduvad T® ja M® kujul

—T® = —(S;1e; + Nye, + Q,e3)Adx,

-M® = —(S5,,e, — Mye;)Adx (2.6)

Sisejoudude ja momentide ees olevad margid vorrandites (2.5) ja (2.6) on valitud vastavalt

joonistele 2.1 ja 2.2. Jooniselt 2.2 nieme, et resultantjoud T ja resultantmoment M



&)
méjuvad elemendi serval 02, resultandid T® ja M@ serval 01, resultandid T® + 22— dx

jaM® + 2 2 dx serval 13 ning T® + &= d9 jamM® + M- 2 46 serval 23. Lisaks
mojub kooriku elemendile pAB dx d8, kus p on pingevektor

p = pie; +pye; + pze; 2.7)
Rakendame tasakaaluvorrandeid jargnevalt:

>T=0, (2.8)
YM=0. (2.9)

Joonise 2.2 kohaselt saab jou tasakaaluvorrand (2.8) kuju
€
—TM + TW + Z—gx —T@ 4 T 4+ 2 d6 + pAB dxd6 = 0,

millest

aT@ aT( )
ox

240 + pAB dx d = 0. (2.10)

Asendades vorrandid (2.5) — (2.7) vorrandisse (2.10), kasutades iihikuvektorite

diferentseerimise reegleid (vt [3]) ning jéttes dra iihise litkkme dx d6, saame vektorvorrandi

[6(N1B) + 9(S214) N, ( ) +Sy, (6A) (Ril) Q,AB + plAB] e, + [O(NzA) + 0(S12B)

ox 20 a0 a0 ox
N, ( ) + Sy, (aB) (Riz) Q,AB + pzAB] e, + [% 2&D 4N, ( ) +N, (AB) +
P;AB|e; = 0. (2.11)

Kuna tihikvektorid on soltumatud, siis on vorrand (2.11) rahuldatud tingimustel, et
nurksulgudes olevad avaldised on vordsed nulliga. Vorrandist (2.11) saame kolm

tasakaaluvorrandit.

Joonise 2.2 kohaselt saab momendi tasakaaluvorrand (2.9) kuju

MO + M2 0 M O M@ + Z— 2o —M® +
ox

Adx(e; x TW) +Bdo (e, x T(2>) =0,



millest

aM@® M@
——dx+——do + Adx(e; x TW) +Bdf (e, x T?) = 0. (2.12)

Asendades M, M@ | TM ja T®) yrranditest (2.5) ja (2.6) vorrandisse (2.12), vottes
arvesse Uhikvektorite diferentseerimise reegleid ning jattes éra iihise liikkme dxd6, saame

jargneva vektorvorrandi

[ = T M (55) = (5) + QaB e+ [ 4 5020y () +
Miz (55) = Q1AB| e, + |(S12 = Sp)AB + M1 57 = Mip 32 = 0] @5 =0 (2.13)

Vorrandist (2.13) saame kolm momendi tasakaaluvdrrandit.

Oleme saanud kuus tasakaalutingimust:

a(g;B) N a(zzglA) N, (g_i) + 5., (Z_Z) _ (Ril) Q1AB + p,AB = 0,

T T (55) 5 (50) - (5) 0a + pae =0

02 2] o () 1 () i o
:6(M123)] [6(M2A)] Ml( )+ le( ) Q,AB =0,

:6(1\2291A)] N [G(I;I;B)] _ M, (Z_z) + My, (g_z) — Q1AB =0,

Mz1  Mjp

Siz— Sy + 2 -2 =0,
12 21 Ry R,

On kerge nédidata, et viimane tasakaalutingimus samaselt rahuldub.

Asendame selles avaldises joud avaldistega (2.1)-(2.4), saame

f_gﬁ‘clz (1 - Riz) dz — f_gﬁ‘rm (1 - Ril) dz — f_gEHzRil(l - Ril) dz = f_ggTuRZ_z(l —
2 2 2 2

Ril) dz = f_% (1 — —) (1 — —) (T12 — 721)dz =0,

Sest le = T21.

10



Kokkuvottes oleme saanud siisteemi, mis koosneb viiest tasakaaluvorrandist

6(1(;/;3) N a(zzglA) N, ( ) n 512( ) (Ril) Q,AB + p,AB = 0,

a(g;A) 4 6(5(;158) N1( )_|_521( ) (Ri) Q,AB + p,AB = 0,

200)] 4 [2C) 4, (£2) 1, (£2) + paaB = 0,
| (M1zB)] [ (MzA)] Ml( )+ le( ) Q,AB = 0,

_a(mzlA)] [a(Mlm] M, (6B)+M12( ) Q,AB = 0.

11



3. Ringsilindriline koorik iildise koormuse all

Vaatleme jargnevalt juhtu, kui on tegemist ringsilindrilise koorikuga. Votame ette eelmises

paragrahvis saadud tasakaaluvorrandid

ON,B) | 35y A) o8 24 _ (1 _
ox T o0 N2 (ax) + 512 (aa) (Rl) Q4B +p,AB =0,
d(NzA) | 9(S12B)

20 T ax M (2_2) + 521 (Z_i) B (Riz) Q2AB +p,AB =0,
:a(QlB)] [B(QZA)] +N, ( )+N2 ( ) + p3;AB = 0,
:6(M1ZB)] [a(MzA)] Ml( ) n M21( ) Q,AB =0,

:6(1\2291A)] + [0(1:;3)] Mz( )+M12( ) Q,AB = 0, (3.1)

ja vahendame nendes tundmatute arvu tdhistades
My, =M, =H
ja
H H
S =512 +R_2=521+R_1

Avaldame vorrandisiisteemi (3.1) kahest viimasest vorrandist 16ikejoud Q4 ja @, ning

asendame need vorrandisiisteemi (3.1) kolme esimesse vorrandisse koos asendustega

S12 —5__13521 =S5—-

Rq
Saame:
) )~ 280 = [0 - 24285 e () + o =0,
6(g;A) (SBZ) _iaBH - [ae (Mz4) — M1 EY: ot 2 (HB)] (3_2) +ABpz =0,
AB 119 2 9 _ 9B o (11190 2 = —
N1R +N2 + { [Aae(HA )+ (MlB) M, 6x]}+69{ [Bax(HB )+ (MZA)
My 2|} + ABps = 0. (32)

12



Vaatleme niitid ringsilindrilist koorikut. Punkti asukoha fikseerimiseks ringsilindrilises
koorikus kasutame koordinaate x ja 8, kusjuures x-telg kulgegu paralleelselt kooriku
moodustajaga. Eraldame koorikust elemendi kahe I6pmata ldhestikku asetseva moodustajat

labiva normaalldikega ning kahe Idpmata ldhestikku voetud ristldikega (vt. joonis 3.1).

Joonis 3.1. Silindriline koorik

Vaatleme kooriku elementi, mis on maiératud koordinaatidega x, x +dx ja 8, 6 + df.

Esimene pinna ruutvorm avaldub kujul

ds? = dx? + R3d6?.

Pinna ruutvormist saame, et Lamé parameetrid silindrilise kooriku korral on
A=1,

B =R,.

Silindrilise kooriku korral on normaalldigete tasapindades asetsevad kooriku keskpinna

peakdverusraadiused
R1 = 00,
R, = const = R, (3.3)

kus R on ringsilindri raadius. Seega Lamé parameetrid ringsilindrilise kooriku korral on

A=1,

13



B = R = const. (3.4)

Asendades (3.3) ja (3.4) vorrandisiisteemi (3.2) saame

ON, , 0S _

Rax+ae+p1R_0’

IN, 95 _10M; ., 0H _

69+R6x R 06 Zax+p2R_0’

N, 4 18Mz 5 O%H | pOMy R = (3.5)
2 " R 902 9x90 axz TPz =U '

Ohukese silindrilise kooriku deformatsiooni komponentide vastavad vdrrandid saame

tldisest kooriku teooriast (vt. [1] - [7]):

17 a0x  4aBa6 Ry’
1 0v 1 0B w
2 =190t aror T h
ROO ' ABox R,
B d (v Ad (u
Y12 = 7 5% (B) t 520 (A)’
10 (u 10w 1 0A (v ow
1=~ [Aax (R1 *a ax) + 520 (R2 t 69)]’
10 (v ow 1 0B(u 10w
X2 =~ [B a0 (R2 t ae) t a5 ox (R1 + Aax)]’
_ 1 10A0w 10Bow 02W) 140 (u) 1Ba(v)]
X12 = [AB( 2260x Box06 T 906 +R1B69 A +R2A6x B/l (3.6)

Asendades vorrandisse (3.6) seosed (3.3) ja (3.4), saame deformatsiooni komponendid
kujul

8 —a_u
1 ox'
_1ov_w
27 Rae R’
10u v
Y12 = %50 T o 3.7)
_ _azw
X1 = ox2’

14



__i(a_”_|_"’2_w)
X2 = " %2\50 T 302)

1 (v , 9*w
X1z = _E(a-l' axae)’ (3.8)

Asendades need vorranditesse (Vt.[3])

Eh
N]_ = 1_02 (81 + ng),
Eh
N]_ = 1_02 (82 + vgl),
___ER
- 2(1-v) V12'

M; = D(x1 + vxz),
M, = D(x12 + vx1),

H=D(1-v)x12

Eh3 . e gt e
kus D = a0 kooriku silindriline jaikus, saame

= )

T 1-v2lax ' R\9O
Eh |1 [(0v ou
Ny =17 [E(ﬁ— W) TV
Eh ov 10u
S =300 (5o +730) (3.9)

M= =D [+ 5 (5 + 5]

9%w 2%w

My = =D [ (G5 + 5%) + v 5]

_ v 2w\ 1
H=-D(1-v) (aJ“axaa)E- (3.10)

Asendades vorrandid (3.9), (3.10) vorrandisse (3.5) ja vottes kasutusele dimensioonita
koordinaadi ¢ = x/R, saame kolmest vorrandist avaldada siirded u, v ja w. On mugav

Kirjutada see vorrandisiisteem maatriks kujul
Lu=gqg,

kus

15



l11 l12 113
L= lz1 lzz lz3 ’

l31 l32 l33

L2 —P1
g8="1 R?{—D2¢.

D3

Diferentsiaalmaatriksi L elemendid on

biz=ln= 1?} a?ge
liz=l31=— Ua%,
122_%;—52+ﬁ+ a® 201 —v)§+£]
las = l32 = _aa_e ta [(2 —v) af;ae 66933]’
33 =1+ a? (%+aa—;)
kus

2 = h?/12R?.

Ohukeste koorikute jaoks on a® vidrtus viga viike (10%-10°). Need on

diferentsiaalvorrandid ringsilindrilise kooriku painde jaoks tildise koormuse korral.

16



4. Telgsiimmeetriliselt koormatud ringsilindriline koorik

Torud, boilerid ja mitmesugused teised anumad, millele m&jub siserdhk, vdib lugeda
telgsimmeetriliselt koormatud ringsilindriliseks koorikuks.
Eraldame ringsilindrilisest koorikust elemendi kahe moodustajasihilise ja kahe

moodustajaga risti voetud ristldikega (joonised 3.1, 4.1, 4.2).

N, +dN, /dx)dx

Q,+(dQ/dx)dx

Joonis 1.2. Elemendile mojuvad momendid

Suletud ringsilindriline koorik raadiusega R deformeerub telgsiimmeetriliselt kui sellele
mojuv viline koormus ja rajatingimused otsades on siimmeetrilised ja rajatingimused ei
soltu koordinaadist 8. Sellisel juhul on pinged, siirded, sisejoud ja momendid ainult
koordinaadi x funktsioonid ja kooriku paralleelringisihiline siire v null. Pidades silmas

eelnevaid lihtsustusi, suurused S, H, Q2, 12, X2 ja x12 langevad vilja. Ainult kolm viiest

17



tasakaaluvorrandist (3.1) jddvad alles,

tasakaaluvorrandit avalduvad kujul:

dx

+p1:0,

Nyz+22 4y =0,

X

™ Q,=0.

Vorrandist
aNy _
o TP1= 0

avaldub membraanjoud N; kujul
N, =—[pydx+C,

kus C on integreerimiskonstant.

Voime kirjutada
Nl = — f P1 dx + Nl(O)

komponendid (3.7) ja (3.8) on kujul

E —_— d_u
17 ax
_ w
82 —_ _E,
_ d*w
X1 = dx2"

Vorrandid (3.9) ja (3.10) votavad kuju

M= G v
N =T =)
M, = —D‘;%”,

My = —Dve¥ = vy,

teised on rahuldatud

samaselt.

Elimineerides Q; siisteemi (4.1) teisest ja kolmandast vorrandist, saame

18

Need kolm

(4.1)

(4.2)

(4.3)

(4.4)



1 d*m

Edasi, kasutades vorrandeid (4.3), saame N; viljendada kujul

N2 = _%W + UN]_. (46)
Asendades vorrandid (4.6) ja (4.3) vorrandisse (4.5) ja eeldades, et h = const, saame
jargneva vorrandi:

d*w  Eh v
Ddx4 +R_2W:p3 +EN1 (47)

Juhul, kui N; = 0 ning p; = p, votab (4.7) kuju

d*w

D
dx*

Eh
T =W =D

19



5. Nditeiilesanne

Mojugu ringsilindrilisele koorikule tihtlaselt jaotatud koormus intensiivsusega po. Siis on

painde vorrand kujul

d*w  Eh
dx% + R_ZW = Po; (51)

kus p, on konstant. Lahendame selle konstantsete kordajatega lineaarse homogeense 4.

jarku diferentsiaalvorrandi. Esmalt koostame karakteristliku vorrandi:
Eh
DA* + R—z/lo = 0. (5.2)

Jagame vorrandi (5.2) 1ibi suurusega D # 0 ja avaldame A*, saame

Eh .o
R2D

2=

Tihistame 41* = — %, et oleks lihtsam leida karakteristlikuid vairtuseid. Seega vdime
Kirjutada

A = —4r*,

kust saame karakteristlikud vaartused

M=(CF1-Dr=-r—ir,

A =(CF14+Dr=-r+ir,

MN=0A-Dr=r—ir,

M=QA+Dr=r+ir. (5.3)
Komplekssetele karakteristlikele vaartustele (5.3) vastavad reaalsed erilahendid kujul

w; = e *sinrx,

T

w, = e "*cosrx,

wz = e"*sinrx,
w, = e’"* cosrx.

Uldlahend avaldub kujul

T. T

w = Cie ™™ sinrx + C,e "™  cosrx + Cze™ sinrx + C,e”™ cosrx + w,,
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kus C;, C,, C3, C, on konstandid ja w, on diferentsiaalvorrandi erilahend.

_ DpoR?
lImselt w, = o

Sel juhul on iildlahend kujul

-rXx

. - . R?
w = Cie ™™ sinrx + C,e ™ cosrx + Cze™ sinrx + C,e"™ cosrx + p;—h (5.4)

Konstandid C;, C,, Cs3, C, vairtused leiame rajatingimuste kaudu. Kuna meil on kinnine

koorik, siis rajatingimused on

w(0) = 0, (5.5)
w(l) = 0, (5.6)
M(0) = 0, (5.7)
M(l) = 0. (5.8)

Diferentseerides vorrandit (5.4) saame

w'(x) =re ™[C;(—sinrx + cosrx) + C,(—sinrx — cosrx)] + re™[C5(cosrx +

sinrx) + C,(—sinrx + cosrx)]. (5.9)

Diferentseerides vorrandit (5.9) saame

w'(x) =
—r2e "*[C;(—=sinrx + cosrx) + C,(—sinrx — cosrx)] + r2e "*[C;(—sinrx —
cosrx) + Cy(—cosrx + sinrx)] + r2e™[C3(cosrx + sinrx) + C,(—sinrx +

cosrx)] + r2e™[C3(—sinrx + cosrx) + C4(— cosrx — sinrx)]. (5.10)

Kasutades rajatingimusi (5.5) - (5.8) ning teades, et M = —w'’, saame kirjutada

vorranditest (5.4) ning (5.10) jargnevad tulemused:

R2
C, +C, + pgh =0, (5.11)
2
Cie "sinrl + C, e cosrl + Cze™ sinrl + Cy e cosrl + pg: =0, (5.12)
C,—C3=0, (5.13)
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Cie " cosrl —Cre ™ sinrl — C3 e cosrl + Cpe sinrl = 0. (5.14)

Vorranditest (5.11) ja (5.13) saame, et

Cy=—C,— 2 (5.15)
ja

ning asendades saadud tulemused (5.15) ja (5.16) vorranditesse (5.12) ja (5.14), saame

2
Cile™™ +e™)sinrl+ C, (e —e™) cosrl + = p]‘;i (e cosrl — 1), (5.17)
Ci(e " —e™cosrl —Cy(e ™ +e™)sinrl = p;iz e" sinrl. (5.18)

erl_ erl +e -rl

-l
° _jachrl=

Vottes kasutusele hiiperboolsed funktsioonid shrl = . saame
vorrandid (5.17) ja (5.18) kirjutada kujul

2
2C; chrilsinrl —2C,shrlcosrl = % (e cosrl — 1), (5.19)
—2C; shrlcosrl —2C, chrilsinrl = p;—iz e sinrl. (5.20)

Korrutades vorrandit (5.19) korrutisega sh rl cos rl ja vorrandit (5.20) korrutisega

ch rilsinrl ning liites saadud tulemused, saame

2 2
—2C,(sh?rlcos?rl + ch®rlsin?rl) = %e” shrlcos?rl — p;i shrlcosrl +

poR?

e chrilsin?rl,
Eh

kust saame avaldada konstandi C,

R? .
pg—h(—e” shricos2 ri+shricosri—e" chrisin? rl)

C, = (5.21)

2(sh? ricos? rl+ch? rlsin? rl)

Niiiid korrutame vorrandit (5.19) korrutisega ch rl sinrl ja vorrandit (5.20) korrutisega

shrl cos rl ning lahutades saadud tulemused, saame

22



poR?

2
2C;(ch?rlsin?rl + sh?rlcos?rl) = % e chrisinrlcosrl — ——chrisinrl —

poR?

- e shrisinrlcosrl,

kust saame avaldada konstandi C;

c %(3” chrisinricosri—chrisinri—e™ shrisinricosrl)
1= 2(ch? risin? ri+sh2 ricos? rl) (5'22)
Lihtsuse mottes tdhistame
o =Bk
Eh
my; = chrlsinrl,
m, =shrlcosrl,
ms =e"'shrlcos?rl,
my =e" chrisin?rl,
ms =e ' cosrl,
mg = e sinrl. (5.23)

Kasutades téhistusi (5.23) voime vorrandid (5.21) ja (5.22) kirjutada kujul

C. = k(myms—m;—m,ms)
1 2(mq2+m,2)

ja

C, = k(my;—mgz—my,)
2 = 2 2
2(mq%+my©)

Kasutades seost (5.15) leiame konstandi C,

k(mz—m3 —m4—2m12—2m22)
2(my2+my?)

C4_ =

Niitid saame siisteemi (5.11)-(5.14) lahendi kirjutada kujul

k(myms—my—m,ms)
2(mq2+my2)

61=C3=

C, = k(my—mz—my,)
2 2(my2+my2?) ’
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k(mz—m3 —m4—2m12—2m22)
C4_ = - y

2(mq2+m;?)

kus

RZ
k — Po
Eh

m,; = chrlsinrl,

m, =shrlcosrl,

ms = e"'shrlcos?rl,
my =e" chrlsin?rl,
ms =e" cosrl,

l

mg =e’"sinrl.

Kasutades vorrandit (45) ning seost M = —w"’, saame suuruse M kirjutada kujul

k(mymgs—m;—m,m _ k(my,—m3z—m — .
M) = (Ma s =My —MaMs) 11 g ] — KM2TMS=M) ot g )
2(my2+m;?) 2(m124+4my,2)

k(mymg—m,—myms) el k(my—mz-m,—2m,%2-2m,?)

e"lsinrl .

cosrl —
2(m424+my?) 2(my2+my?)
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Lisad

Lisa 1

Koorikute niiteid

26



Lisa 2

Gaussi koverus

Null Gaussi
kéverus, K=10

Negatiivne Gaussi
kéverus, K<0

Posititvne Gaussi
kéverus. K> 0
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Lisa 3
Poordpinnad

Axis of revolution

Generating line Generating line Generating curve

Pinnad

Developable surface Non-developable surface

Plane surface

(a)
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