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5 1. Sissejuhatus

Hajuvate ridade teooria on põhilises osas välja 

arenenud alles Käesoleval sajandil, Kuigi hajuvad read leid­
sid rakendamist matemaatilise analüüsi mõningate küsimuste 
uurimisel juba ammu.

Tuntud Oedekindi ja Hadamard’i teoreem ütleb, et rida 

Цх/у koondub kõigi koonduvate ridade £xv /või kel ä 

tõkestatud osasummade^a ridade 2Lxv/ korral siis ja ainult 

siis, kui jada on absoluutselt koonduv^ /või vasta­

valt absoluutselt koonduv nulliks/. Seda teoreemi üldista­

sid esimestena Bohr ja Hardy [9] summeeruvate ridade junule 

mis sai aluseks terve ridade teooria haru -surn mee - 

ruvus tegurite teooria - tekkimisele.

Käesolevas töös vaatleme jadasid ja ridasid Banachi 

ruumis ja kornpleksarvude maatrikseid,milledega määratakse 

nende jadade ja ridade summeerimismenetlused. Edaspidi tähis 

tarne maatriksit ja temale vastavat summeerimismenetlust ühe 

ja sama tähe a; jada summeerimismenetlust suure ooti tJie a 

ja rea summeerimismenetlust suure ladina tähega.

Olgu antud kornpleksarvude maatriks (X =* nv)(M * 0,1, •

1 jada nim. absoluutselt koonduvaks, kui 57 | < 00 •



koonduvad) ja

A-summeeruvaks 

menetlusega A * (‘

6t -summeeruvake

kui jada | JE X

Me nimetame jada | Banachi ruumis X 

j( ÖL -tõkestataks, -surameeruvaks »

mis on määratud teisendusvalemitega

eksisteerib ^s.t. read 2Zah.v^v(n * 0,1 
•V

on koonduv^ /tõkestatud, absoluutselt koonduv/ ruumis A .
0t -summeeruva ^öl[-summeeruva) jada $.-summaka

nimetame jada piirväärtust ja kirjutame

Rida 2Z ,Jtv nimetatakse ruumis Л
( A-tõkestatuks, |A| -summeeruvaks 

f /v*4kui jada 1,mis on määratud teisendusvalemitaga

n 0 1 1^n»U,l,ee«J t
eksisteerib ja on koonduv (tõkestatud, absoluutselt kuonduvy 

ruumis X • A-summeeruva | [A^ -summeeruva^ rea X xy

A-«üminaks nimetatakse jada piirväärtust ja kirjutatakse

A =* ■
01 <u Cv*i lineaarsete tõkestatud operaatorite jcip L 3

Banachi ruumist X Banaani ruumi ja <$ jada surn- 

meerimismenetius.

Operaatoreid nimetame jada summeeruvuste-unteke 
tüüpi ^(Ötö ,^)), ^|0t!,<&)] , kui i^a 6t -summeeruva

Kui summeerimise rajad ei ole märgitud, siis summeerimisin- 
deks läbib kõik väärtused О-st kuni + oo -nie
2 Käesolevas töös vaatleme ainult normi järgi koonduvust.



( Ot -tõkestatud, | -summeeruva^jada t 9Cv ] Karral [tvV<-v 

on -summeeruv* Analoogiliselt defineerime jada eummeeru- 

vuste<?urid tüüpi

Operaatoreid nimetatakse rea summeeruvuste guriteke
tüüpi ( А, в) Па0 . в) , Цл| ,|в^ kui iga 

A-summeeruva *-tõkestatud, [a| -summeeruva'j rea $-Xv 

korral rida 5LE/Xv on B-eummeeruv, Analoogiliselt defineeri­

takse rea summeeruvuste.?urid tüüpi ( | A| »1В|) •

Operaatoreid nimetatakse rea summeeruvusteguriteke
tüüpi ( 6t; &/ _( j kui iga

-summeeruva

0t - tõkestatud, [©Ц-sumraeeruva ) jada Korral rida 

K€.v9Lv on B-summeeruv. Analoogiliselt defineeritakse rea

summeeruvustegurid

Kui maatriks

6t = (anV) • Kus

tuupi ho-ijBi) .

А = (<Knv) on kolmnurkne^ , siis maatriksiga

a • määratakse sama summee-

rimismenetluse Hieszi kaalutud keskmiste menetlus, kui ridade 

summeerimismenetlus, määratakse ma^triksig e p ,mille 

elemendid on
л P .y| - , K.UA V4 n.

“I-XV = P"- .
0 , kaxl -V 7 О 1

kus Pn - p. * P, * ••• + ftv . Р„.*0 (n^ 0) , pv* 0 (V7/o).

Rieszi kaalutud Keskmiste menetlus,kui jadade summeeri­

mismenetlus, määratakse maatriksiga ,mille elemendid on

1 Maatriksit A nimetatakse kolmnurkseks, kui o<n.v^0 i#?a 
korral,

2
Sümboldc(nvtähendab diferentsi järgmises mõttes: z/

Edaspidi kasutame tähistusi ; Joc„ = <xAV - .
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, kui v^rv

0 , kui v 70 j

tw P^ » p. + p, + ... + pa , + 0 ja pv>< 0 (n,v > о) .

Abstraktseid rea summeeruvustegureid on uurinud Kan ro [ b] , 

kui A ja В on Ces&ro menetlused. Üldised tarvilikud ja 
piisavad tingimused selleks,et jada oleks (Ot;в) ,E>)

OötUö|),(A,B),(A0,B),(lA|,6)ja (lAl,(6l) tüüpi abstract- 

sete rea summeeruvustegurite jada, on antud Kangro ja Vichmanui 
[5] poolt. Tingimuste tuletamiseks on kasutatud Scnuri meeto­

dit. Seejuures Õnnestus neil leida efektiivsed tarvilikud ja 

piisavad tingimused ülalnimetatud tüüpi abstraktsete rea sum- 

meeruvustegurite jaoks juhul,kui a on Rieszi kaalutud kesk­

miste menetlus ja В suvaline menetlus,mis rahuldab kore ulaar- 

suse või regulaarsuse nõuet. Kui Ri (üheaimensionaalne 

eukleidiiine ruum ) ja £v on arvulised Kordajad, siis abs­

traktsete summeeruvustegurite uurimine taandub tavaliste sum­
*

meeruvuste^urite uurimisele. Taval si rea summeeruvuste ureid

Rieszi kaalutud keskmiste menetluse puhul on uurinud Jurkat 

ja Peyerimhoff [?"] , kelle poolt on avaldatud 1951.aastast

alates rida teoreeme,mis annavad tarvilikud ja piisavad tin 1-

mused mitmesuguste rea summeeruvustegurxte jaoks. Nendes teo­

reemides on aga tehtud suuri kitsendusi summeerimi«menetluste 

suhtes. Kasutades Schuri meetodit tuletas Kangro £ Riezi 

kaalutud keskmiste menetluse jaoks rea summeeruvustegurite 

teoreemid, kus В jääb meelevaldseks koregulaarseks või 

regulaarseks menetluseks.

Jada summeeruvusteguriteet on uuritud ainult 
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ja (IX lj tüüpi summeeruvust reii, kus ja X^ on 

vastavalt 06 ja fb ^^7/0 ja täisarvud) J^iku Ces^ro 

menetlused. 1954,aastal Õnnestus Bosanruet’1 Lljnnda tarvi­

likul Je piisavad tingimused selleks, et (poleks (oT^o^t 

jada eummeeruvuste^urite jada. 1958.aastal saab Tyler t irvi- 

likud ja piisavad tingimused (|eC1) l°^lj tüüpi jada summeeruvus- 

teurite jaoks. .
Käesoleva töö eesmargiks on » flT^lioÕ)

ja (|^|,|S|jtüüpi jada summeeruvustegurite jaoks tarvilike ja 

piisavate tingimuste leidmine, probleemi lahendamisel ilmes,

et Rieezi kaalutud keskmiste menetluste jaoks saab jada tava­

liste summeeruvustei-urite teoreeme lihtsalt üldistada abstrakt­

sete summeerivuste urite juhule. .Seepärast ongi tõestused läbi 

viidud abstraktsete jada summeeruvuste лип te jaoks^j 3) ja 

teoreemid tavaliste jada summeeruvustegurite jaoks järeldatud 

nenaest^ 4^j . Peyerimnoffi [?] poolt autud rea еневе .ruvua- 

te un te leidmise teooriast nähtub, et jada summeei-.vustt urtid 

võib Kasutada tüüpi rea summeeruvuste urite leiumiseks.

Töös ongi leitud tarvilikud ja piisavad tingimused rea sum- 
meeruvustegurite jaoks tüüpi ( P,b) ja tüüpi (p ö ,b) .

§ 2-s tuuakse mõned tuntud mõisted ja lemmad,mis on vaja­

likud järgnevates paragrahvides.



§2tAbilau8ed Ja mõned 

vajalikud mõisted

Olgu antud teisendus

2) - Y AKvtLv (n»ü,i,...) ,
V

kus e X- , Ja on lineaarsed tõkes­

tatud operaatorid ruumist X. ruumi У *

Lemma 1. Teisendus (t) teisendab iga nulliks

koonduva jada koonduvaks jadaks siia Ja ainult siis,kui 

1° eksisteerib liin A^X ( 3L X ') У-ОД--),

2° eup ||E. M (n,k - 0,1,... ) ,
11«М<4 ,..1 '

seejuures iga nulliks koonduva Jada jWv4 korral kentib vaiee

3^ UVW,.
*• ' w-*00

Lemma 2. Kui eksisteerib lim A =AV (v=o,4,...) 

normi Järgi, siis teisendus (2) teisendab iga tõkestatud jada 

koonduvaks jadaks siis ja ainult siis,kui

1° rida koondub ühtluselt llUv 4

korral n ■= 0,1, • • • ) ,

2° lim sup |J Ц - A v) || = 0
НМЛ4-* v

ja kõi<?i tõkestatud jadade korral kehtib (j) •

Lemma Эе Teisendus (2) teisendab iga aoso- 

luutselt koonduva rea E koonduvaks jadaks siis Ja ainult
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sile,kui
1° eksisteerib ilm - Av^-

h.-» oo
(Же X •; V= 0,-1, ...

2° ( n,v - u, i, ...

seejuures iga absoluutselt koonduva rea Korral kentib valem 

(>)•

Lemma 4 . Kui teisendus (2) teisendab iga abso­

luutselt koonduva jada koonduvaks jadaks,siis

II 2Z A kxv(l M n,k * 0,1,... ) .

Lemma 5. Teisendus 2) teisendab iga absoluut­

selt koonduva rea У ZUV absoluutselt koonduvaks reaks siis 

ja ainult siis,kui

ElA.,3El‘MlXl fa.-j;,. 0.1,... ) .
H \ /

Lemma b. Kui teisendus (2) teisendab iga abso­

luutselt koonduva jada absoluutselt koonduvaks jadaks,siis

žz iž (£бХ -,
И_ 'V-o lv x

Lemmade 1 - b tõestused on antud artiklites /ja] Ja

Lemma 7 Kojima-Schur) * Menetlus 0t summeerib

kõiki koonduvaid jadasid siis ja ainult siis,kui

1° eksisteerib lim (-v * 0,1,...) ,

2° zLx | n ■ 0, l,...),

3° eksisteerib lim 2L .
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Lemma 8 ( Hahn) .Menetlus ö( summeerib Kõiki 

absoluutselt koonduvaid Jadasid siis Ja ainult siis,kui

1° eksisteerib Ilm n . ~ av (v= o> 1,. •.), 
VL-^oo V

2° dnJ ž M ( n, K-- 0.1,... ) , 
1 -V- 0 1

3° eksisteerib Ilm <xHV ~ a •

Lemma 9 (меагв^. Menetlus Öt summeerib absoluut­

selt kõiki absoluutselt koonduvaid Jadasid siis Ja ainult 

siis, kui

2_ |2I Ž M ( k - 0,1, ...) ,

kus
oo

^Н,К " ZL ^kbV , kui П V/ Q , r . » Üe
V= ic **"

Lemma 10 (Schur) • Menetlus Öt summeerib kõiki

tõkestatud Jadasid siis Ja ainult siis,kui .

1° eksisteerib lim Cl^ ~ <2-v ( v ■= o,!,•••) ,

Menetlust,mis rahuldab lemma 7 tingimusi,nimetatakse 

koonduvst säilitavaks. Kui peale selle a v » 0 (v* 0,1,••• 

Ja a « 1 , siis menetlust 6t nimetat ikse regulaarseks (s.o. 

kooniuvust Ja summat säilitav menetlus/.

Menetlust,mis rahuldab lemma 9 tin-imusi, nimetatakse 
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absoluutset koonduvust säilitavaks.

Lemma 11* Rieszi kaalutud keskmiste menetlus, mis 

on määratud Jadaga , on koonduvust säilitav siis Ja 

ainult siis,kui

1° eksisteerib lim P 0 (lõplik või lõpmatu) , 
n,->oO '

2® žjh=^). 
V=<7 j

Lemma 12» Rieszi kaalutud keskmiste menetlus, mis 

on määratud jadaga {p. J) • on absoluutset koonduvast säilitav 

EÜs Ja ainult siis, kui

Lemmad 11 ja 12 järelduvad vastavalt lemmadest 7 ning

9
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§ 3* Abstraktsed Jada summeeruvus- 

t e s u r 1 d R i e s x i kaalutud keskmiste 

menetluse puhul

1. J a d a summeeruvusteguridtüüpi

Olgu £v tõkestatud lineaarsed operaatorid Banachl ruumist X.

Banachi ruumi 2^ . Moodustame operaatoritest Lv ja maat­

riksi elementidest operaatorite maatriksi ob * (6^^ e 

kus
(4 ) önv = Lv v •

Maatriksile & vastav teisendus, mis mäaratpkte valemitega (2) , 

kujutab Banachi ruumi X Jada Banachi ruumi Y Jadaks {^Jj«

tüüpi J da summeeruvustevur^te definitsioonist järeldub, 
et operaatorid X on Jada summeeruvuste <und tüüpi (õt, &

siis Ja ainult siis,kui poolt määratud teisendus kuju­

tab iga (X -eummeeruva jada koonduvaks Jadaks* Analoogili­

selt võime ülejäänud tüüpide Jada summeeruvuste jrite leidmise 

taandada vastavate teisenduste uurimisele*

Kogu käesolevas töös eeldame, et maatriks 6t3(aY) on kui o- 

nurkne ja 8 nn

Valemitest 

(5) ОС - E a„v3Cv ( n - 0,1,...)

leiame, et
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kus

(Xv) - XX ,

Iga <9t -sumseeruva Jada f^vj korral võine valesid (ä) 

kirjutada kujul

(в) E U-I. - -3='),

4 1 v==o ^=°

kus
к

CkV = L
/M~

Valemitest (s) ja (б) järeldub, kui võtta X/X, et

jada Д on Üt - sumseeruv.

Järelikult jada {^y^jpeab olese ^E) -susseeruv

iga ЭЕ e X puhule Nüüd lemma 1 tõttu tarvilikud ja pii­

savad tingimused selleks,et rida Koondute

iga 6t -summeeruva jada korral on,et eksisteeriks

piirväärtus

(9) lia
k-»oo

6 X ; v, n - и, X....)
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Ja oleks täidetud tingimus

Ьевта 1 tõttu saame seosest (8 Juhul

( n,K, l - од,,..)

»-« , et

(11) = Z_. + J С^К ■

Valemist (11) Järelaub lemma 1 

J'-а 1 Xv^ korral [evXv^ on 

elis.kui { } (Э^СХ)

i*?a (9t -suaeeeruvapõhjal,et

^B-sueeeeruv siis Ja ainult

on -summeeruv, rida (11)

koondub, eksisteerib

n. ->oo
J*
(13) sup ||2Z CrLV-^v IK и ( n,k « 0,1,...

IlXvkl V'e
Tln imtistest (9) , (lo) ,(12) ,(13)ja Jada ($6

об -summeeruvuse nõudest Järeldub järgmine teoreee.

Teoreem 1. Operaatorid £y on Jada sueneeruvustegu- 

rid tüüpi (®t)oo) siis Ja ainult siis.kui

1» jadad (ДД} ja |)vlutvX^ •"

jj -summeeruvad ( QL € X 0,1,». .) ,

2° sup М„_ ( f,k - 0,1,...) ,
IlXviM v7

3° sup H^AvTJIA1 ( t, n = 0,1,...) ,
„ I№1 ’
kus

(11) ’

C = tcm C-^v . .
►vV K .^co
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Olgu nüüd öt= г ( s.o, Rieszl kaalutud keskmiste menetlus ) , 

mis on määratud valemiga (1) • helduse kohaselt fty*o (W*Oyle • •**) 
ja seetõttu 7?omab pöördmaatriksit mille elemendid avalduvad

• 0 к >v ja fc < v 4 x korral.

kusjuures

(14). . .1st kus on suvaline summeerimismenetlus,leiame:

■ Г H- p Д ÜqV
ж ZJ pv

\ Цк • Fk —— ,

== 0, kui V 7 kl ,

, kui v<k

(16) Ctv*

Märgime veel,et piirväärtuse liu b^v * b olemasolust 
kv-* oO

järeldub piirväärtuse

О д
C. as lim c ■ Г\) 41 .S Wv ’ V pv

h_-y °° 4

olemasolu.

Teoreem 2, Operaatorid €von jada summeeruvuste urid

tüüpi C^)^) siis ja ainult siis,kui

10 j on -summeeruv (Э? e x ) ,

2° eksisteerib Ilm ($. ( Jf e X j v = о, 1,.. . )
и. со TL v '
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>• .и, |£р,(лМ')а,ЦбН (e.-v- 

iw r

Tõestus. Tingimuste 1° ja 2° tiniliwu» järeldub 

vahetult teoreemi 1 tingimusest 1°. Tingimus 3° järeldub 

teoreemi 1 tingimustest 3 ja valemist (16) •

Jääb kontrollida teoreemi 1 tingimuste täidetus eeldusel, 

et teoreemi 2 tingimused on rahuldatud. Teoreemi 1 tingimused 

1 ja 3 järelduvad teoreemi 2 tingimustest 1°, 2e ja 3 • 

Kui < к , siis teoreemi 1 tingimus 2° järeldub vahetult 

teoreemi 2 tingimusest 3°. Kui aga > k, siis teoreemi 1 

tingimus 2® omandab kuju

;и) .up ||£р.н^)я, * ₽Л=^х>мК

Samasusest

^18) ZL 4 \ T-v "-o n'v v r*-
"V = о

ja teoreemi 2 tingimustest 1° ning 3° järeldub,et

Tingimusest (19) ja teoreemi 2 

tingimuse (l?)täidetuse

k* 0,1,

tingimusest 3° järeldubki

2. Jada summeeruvustegurid t ü u pi (^e,

(6(0lj>) tuupi abstraktsete jada suemeeruvustegurite j oks tar­

vilike ja piisavate tingimuste leidmiseks rakendame sama 

meetodit nagu eelmisel juhul. Seejuures kasutame seose (ö)
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asemel seost

20) Ž ^LVXV = Ž Xv , 
’ V=O

kus ckv <>n antud valemiga. (14) ja on tõkestatud 

jada*

Lähtudes seosest (20 ) saab lemma 2 põhjal järeldada 

järgeiae teoreemi.

Teoreem 3. Opera-toria on jada sumeeeruvus- 

tegurid tüüpi siis ja ainult siis,kui

1° rida žL koondub ühtlaselt korral (n* ие4,,...)1у

2° Ilm aup |[2L (Cv ‘ ChV)^v|| = 0 (n-u,l,...),
l|9Cvl|64 v

5° Ilm sup I k_ (tKv - Cv) (Xv || = о ( ,
"■** |<xvlki 31 I

kus määratakse valemiga ^14) , CKV ja Cv arvutatakse

valemitest

(21) ■= li” ^ку ning Cv« üe C^v ,' . < -=y oo Vv -7 00 

milledes eeldatakse piirväärtuse olemasolu normi järgi.

Kui siis CKV ja C'vxV on määratud valemitega

(15) , (lb) ja .

Koonduvus normi jär 1 valemites (tl) on lihtsalt kontrollitav.

Teoreem 4. Olgu koonduvast säilitav menet­

lus. Operaatorid on jada summeeruvuste^urid tüüpi (

siis ja ainult siis,kui
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1° rida X R,(zl Koondub ühtldselt

korral (n * 0,1,••• ) ,

2° 11* || Pv II = о (n-0,1,...),
S-»eo '

3° M* .up ||XPV ^k^)av[[ = 0

Tõestus. Teoreemi 3 tingimus 2° oyab Kuju

(22) Ilm .up | pK^g-< (Xk - £ R, UM^fXvVo (n. u,i,...) .

Teoreemi 3 tingimusest 1° ja tingimusest (22) Järeldub 

teoreemi 4 tingimus 2° • Tingimused 1° ja 3° järelduvad

vahetult teoreemi 3 vaatavatest tingimustest. Kui teoreemi

4 tingimused on rahuldatud, siis on rahuldatud Ka teoreemi

3 tingimused. Seirega on põhjendatud ka teoreemi 4 tingi­

muste piisavus.

3. J a j a summeeruvustegurid tüüpi

ul-zu J&t(•summeeruv jada.Valemitest (5) leiame, et

2)^ = X ( П e 0,1, e.e ) •
* - "T 1 - 9L ' Märrimet et oc к-л ja

=E< 

ning 2_ II^kII< 00 •

Valemitest ^23') saame.
V

kus
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Moodustame summa

ehk

(25 ) * 5Z. CKV ;
V = 0 о

kus

Rida ž_ ^*nv^v lv koondub lemma 3 pöhjyl siis ja ainult 

siis,kui eksisteerib piirväärtus

(27) lim C^,3C - C-kv^ I ОС ' n,v * u, !,••#)
X * К-soo \

j >, on täidetud tingimus

(28) II Ск II < M («Л " 0,4,...)
x ' 4 II 1 ln_

Seosest (25) saame lemma 3 põhjal,kui к fet

Kui tingimused (27) ja (28) on täidetud, siis lemma 3 

põhjal järeldub seosest (29) , et i^a ^O(|-eummeeruva jada

{OCv^j korral {fv^vj on - summeeruv siis ja ainult siis, 

kui eksisteerib piirväärtus

(jo) Hm Скху ОС = Cv 9C / 6 X. j * 0,1,
kv-v DO

nin^ on rahuldatud tingimus

(я) (n.y - u,i,...) .

Tin,iW,teat (27) , (28) , (3ü) Ja (я)ааге1аиЬ Järg-ine teoree*.
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T • о г г е ■ 5* Oper^torid &v on jade suBeeeruvus- 

te urid tüüpi (|öt|,^)) sile ja ainult siis,leul

Iе jada on £ -sumieeeruv ( X X *? k*O,l,

2° ,|ttv|..6 H-w ( k,v - 0,1,...) ,

3® (nf v *u, !,•••) ,

кив C^v on antud valemite^ , (24) ja

^hV * ИГО С' к V (n,V*Ofl, eee) •

Kui ötÄ<vp , siis

, i Д .kui rV

(*) ^v" ) 1 • kul -M>V

v 0 , kui /V* <•v

ning

T e о г e • ■ 6« Olgu absoluutset koonduvast säili­

tav ja o& koonduvast säilitav menetlus» Operaatorid dv on jada 

6ue»eeruvuste,7urid tüüpi (Г^^оо) siis ja ainult siis, kui

1° |ev9("1j on & -sumeeeruv ( (X X );

2 X ^inyEv (n»K*0,l,e,e>) ,
1 V=o 11 \ J
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Tõestus, Tingimuse 1° tarvilikkus järeldub teoreemi 

5 tingimusest 1° , kui võtta к ■ 0. bt operaatorid £v on 

jada aumeeeruvustegurid tüüpi , siis iga |^| -sue-

eeeruva jada korral on ob -suaaeeruv* Kuna

on absoluutset koonduvust säilitav, siis maatriksiga cb * (Bnv) 

määratud teisendus, kus B^v on antud valemiga ( 4), kujutab 

absoluutselt koonduva jada koonduvaks jadaks* Nüüd lemma 4 põhjal 

järeldubki tin lause 2° tarvilikkus* Teoreemi 5 tin lousiest 3° 

saame 

(35) ЦЕ ЧА I < te * М» ••• ) • 
V

Teoreemi 5 tingiaoaest 3° ,valemitest (34^ ja^35^ saame

(a) IIŽkv£v -Рк^фм (n.k - u.i,...) .

Tingimustest 2° ja (36järeldub

P I
p. 1

( n, к * 0,1,*•• "j

Sellega on näidatud, et tingimused 1°, 2° ja 3° on tarvi­

likud jada summeeruvustegurite jaoks tüüpi (1^1,£).
Tõestame nende tingimuste piisavuse* «elleks tuleb näidata,

et nad kindlustavad teoreemi 5 tingimuse rahuldatuse* Kuna

on Koonduvust säilitav menetlus, siis eksisteerib ^rn_ = &-v
* n. -*O°

ja järelikult ka 

(”)
n_-> V = o N = o

/И - 0,1,...
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piirväärtuse (31) olemasolust Ja teoreemi b tin lausest 1 

järeldub piirväärtuse 
oa

(зв) и» У, - o.i,...)
h,-»oO ''yXt-t

olemasolu. Müüd piirväärtuse ( Зв) olemasolust järeldub

olemasolu. Sellise piirväärtuse olemasolu nõuabki teoreemi 5 

tingimus 1°, Teoreemi 6 tingimusest 2° leiame;

ii £ » и t v, - £ Mv II ž
M=^t4 V 1 *VaO V=O V=o

Z ГЛ - M < к. ; /И, к. ж о) 4, . . . )

Teoreemi b tingimus 3° ja

kindlustavad teoreemi 5 tingimuse 2° rahuldatuseeTeoreemi

6 tingimustest 2$? 1° Ja Banach- Steinhausi teoreemist järeldub 

tinämue (3>^ eTin^rimusest (35) ja teoreemi 6 tingimusest 

2° järeldub,et

Teoreemi 5 tingimuse 3° saane nüüd tingimusest (39) ja teo­

reemi 6 tingimusest 3°.

hellega on tõestatud ka teoreemi 6 piisavus 
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4. Jada summeeruvus tegurid tüüpi 
( j-j <$) lj • Analoogilisel teel,nagu seda tegime (iet|, $g) 

tüüpi jada summeeruvuste-urite jaoks tarvilike ja piisavate 

tingimuste leidmisel, tuletame tarvilikud ja piisavad tingi­

mused jada summeeruvuste urite jaoks tüüpi

Kida

koondub iga |0t|-summeeruva jada korral siis ja ainuxt

siis,kui kehtivad tingimised (27) ja (28) • Kui tin imuaad 

( 7) ja (28) on rahuldatud, siis iga |бИ| -summeeruva jada

korral on | o8|-summeeruv siis ja ainult siia,

kui
ГЦЕ 2c^ocv !■<*>.

n. V ( 
kus ocv' - Д •

Nüüd võime lemma 5 põhjal väita, et kehtib järgmine teoreem*

teoreem 7. Operaatorid tv on jada aummeeruvua-
tesurid tü.ipi (l6t| ; l^6|) aiis j a nnult tils, kui

1° eksisteerib lina 91 ~ C-nv ( J 6 X . n, V * 0,1, • e •)»
K-»CXD

=• i|c'. hM, ( k,v - 0,1,... )

3° ,
h. 

kus 

^kKy ” ja (^v) = .

Teoreem 8* Ol^u absoluutset koonduvust 

säilitav. Operaatorid on jada summeeruvuste urid tuupi 

eile ja ainult siis,kui
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1° rida 22 koondub ; n*Q,l,***) ,

Tõestus* Tingimuse 1° tarvilikkus järeldub vahe­

tult teoreemi 7 tingimusest 1°* Teoreemi 3 tingimusest 1° 

saeme Banach-Steinhausi teoreemi põhjal,et 

(«о) llŽ^g, (te. .

Teoreemi 8 tingimus 2° järeldub nüüd tingimustest (<1) ja 

(<0^ . £t operaatorid 6V on jada summeeruvustegurxd tüüpi 

sile irca 1^1 -summeeruva jada korral on | Xj -sum-

Teoreemi 7 tingimus 2° omab kuju

meeruv* Kuna P on absoluutset koonduvust säilitav, siis maat­

riksiga X) * , kus Bnv on antud valemiga (<) , määra­

tud teisendus kujutab absoluutselt koonduva jada absoluutselt 

koonduvaks jadaks* Järelikult lemma 6 põhjal

to г |£м„£Л1М1Ш (aa. 
h. ^=°

Tingimusest (42^ ja teoreemi 8 tingimusest 1° järeldub

i-’) Ll£ л„лЛ‘МИ1 (I .
К V=Kt1



Teoreemi 7 tingimus 3° omab kuju

Tingimustest (43) ja (44)Järeldubki tingimuse 4° tarviliKKus.

Tõestame teoreemi 8 tingimuste piisavuse.beliefs näi­

tame, et teoreemi 8 tingimustest järelduvad teoreemi 7 tin/imuse^ 

Teoreemi 7 tingimus 1° järeldub vahetult teoreemi 8 tingimusest 

Iе* Teoreemi 7 tingimus 2° omab kuju (41^ • Bsnach-Stelnnausi 

teoreemi põhjal teoreemi 8 tingimusest 1° järeldub tingimus (4u)• 

Tingimuse (41) saame nüüd teoreemi 8 tingimusest 2° Ja tingi­

musest (4(f) • Kuna rida

eX ; " - 0,1,...)
•v 

koondub, siis saab teoreemi 7 tingimuse 3V fs.t. tin luust (44)^) 

järeldada teoreemi 8 tingimustest 5° ja 4°.
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§4. Mõned järeldused

T e о г e e ■ 9* Operaatorid on jada koonduvuste^u- 

rid menetluse jaoks siis ja ainult siis,kui

1° eksisteerib Ilm tJX- (0CeX)7 
•J -> oo '

2° |я M (v- o, 1,... ) . ■

Tõestus» Tingimuste 1° ja 2° tarvilikkus järeldub

vahetult teoreemist 2. Piisavuseks tuleb naidata, et teoreemi

2 tingimus 3° on rahuldatud,kui kehtivad teoreemi 9 tingi*
0 Q Q

mused 1 ja 2 • Teoreemi 2 tingimus 3 nõuab, et

ja

Kuna

о o siis teoreemi 9 tin laiustelt 1 ja 2 järeldub

Teoreemi 9 tingimusest 2® ja tingimusest (47 J järeldub,et 

tin imus (45^ on rahuldatud.

Teoreem 10. Operaatorid £v on jada koonduvus- 

tegurid suhtes siis ja ainult siis, kui

1° li® II ev ||=0 1
9 ->oo
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Tõestus* Teoreemi 4 tingimusest 3° Järeldub,et

lim sup

Kui 9£VV=9C^.1 , all*

+ p^Ah.

ii* •
К oO

Kui 3Ch_4 * 0 ( nullelement ) ,siis

0 .

Sellega on teoreemi tarvilikkus tõestatud*

Piisavuse tõestuseks tuleb näidata, et teoreemi 4 tingimus 
о3 on rahuldatud, kui kehtivad teoreemi 10 tingimused* ^una 

kehtib võrratus ^46^ , siis teoreemi 4 tingimus 3° on rahul­

datud,

T e о r e e * 11* Operaatorid on Jada koonduvus-

tegurid menetluse Jaoks siis Ja ainult siis, kui
1° eksisteerib lim Ev QL \X. e ))

>) -y О’

2° IIPv^IUM (V-0, 1,...) .

Tõestus* Arvestades valemeid (32^ ja (34^ sa b 

teoreemi 11 kergesti järeldada teoreemist 5*

Teoreem 12» Operaatorid L>j on Jada absoluutse 

koonduvuse tegurid^ menetluse jaoks siis Ja ainult siis,

kui
ЬД1 Koondu b cibsolu utselt (Э£ eX) ,

Operaatoreid 6V nimetatakse absoluutse koonduvuse teguriteks 
menetluse |^| Jaoks, kui iga |^| -summeeruva Jada korral 

on absoluutselt koonduv.



2° (v-ü.i,...) .

Tõestus» Arvestades valemit (34^ juhul v « и saab 

tingimuse 1° tarvilikkuse järeldada teoreemi 7 tingimusest 3°. 

tiama teoreemi tingimusest 3° saab lihtsalt jureldaaa teoreemi 

12 tingimuse 2°• • ‘
о о Teoreemi 12 tingimused 1 ja 2 on ka piisavad selleks, et 

operaatorid oleksid absoluutse koonduvuse tegurid menetluse 

jaoks. Tõepoolest, sest teoreemi 12 tingimustest 1° ja 

2° järeldub teoreemi 7 tingimus 3°•

Märkus $ Kuna teoreemides 6 ja 8 on eeldatud, et 

on absoluutset koonduvust säilitav, siis tulemuste saamiseks 

üldisemal juhul on kasutatud teoreemide 11 ja 12 tuletamisel 

vastavalt teoreeme 5 ja 7.

Kuna tavalised jada summeeruvustegurid on erijuht abs­

traktsetest jada summeeruvusteguntest, kui X=^e Ri /üheaimer.sio- 
tava l cste>

naalne eukleidiline ruum e siis teoreemid^jada summeeruvustegu-

rite kohta saame järeldada § 3 vastavatest teoreemidest.

Teoreem 13. Arvud Lv on (<$£)) tüüpi jada surn-

eeeruvustegurid siis ja ainult siis,kui

1° on S6 -summeeruv,
о L L / \2 eksisteerib Ilm К —к»— 0,1,...) ,

EL|P, /-g| -M .
у r Iv 1 •

T e o r e om 14, Olgu 08 koonduvust säilitav menetlus.

Arvud on tüüpi jada summeeruvustegurid siis ja ainult
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8ÜB, Kui

1° Г. |PV < 00 ( n - 0,1,... ) ,

L, F
2° 11. R,-^ =0 ( n - 0,1,... ) ,

V-*oo /Ly x '

T e о r e e ■ 15. 01<<u absoluutset koonuuvust sallitav

ja об koonuuvust säilitav aenetlus. Arvud £v on (№lio£) tuupi 

jada surameeruvustegurid siis ja ainult siis,kui

Iе { £v on- <£> -summeeruv,

T e о г e e a 16 . Oleru absoluutset Koonauvust säilitav, 

arvud £» on tüüpi jada sumeeeruvuste^urid siis ja

ainult siis, kui

1° rida У, Koondub (n - и, 1, ...) ,

T e о r e e e 17. Arvud £v on jada suoeeeruvuste^urid 

koonduvuse suhtes siis ja ainult siis,kui

1® eksisteerib Iie » 0,1,...) ,



3° on S) -summeeruv,

T e о r • • ■ 18, Arvud on Jada auiimeeruvuste^uria 

absoluutse koonduvuse suhtes siis Ja ainult siis,kui 

1° eksisteerib lim lv» ü, 1,... ) ,
n_ -*cx> '

2® ( n, к - 0. 1, ...') ,

5° 1Л-Д on ^-sumoeeruT.

Teoreem 19» Arvud on Jada aummeeruvuste $urid 

tõkestatud Jadade klassi suhtes siis Ja ainult siia, kui 

1® eksisteerib Ilm (v« 0, 1, ...) ,
YX ^c°

2» E. |КЛ1 <C° (n - 0, 1, ,

3® Ilm =
W -*oo "V

Teoreemid 17, 18 Ja 19 Järelduvad vastavalt lemmadest

7,8 Ja 10.

Näide. Kui pv> о (v = о, 1, .• • ] , siia Jadale 

vastav Tti.es xi kaalutud keskmiste menetlus on koonduvus! Ja 

absoluutset koonauvust säilitav. Selle väite õigsus Järeldub 

vastavalt lemmadest 11 ja 12 • Kui peale selle {®i ole 

tõkestatud , alla on vastav Rieafci menetlus regulaarne.

Sel juhul arvud
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on icoonduvustegurid menetluse Ja 1^1 suhtes Kui 

<r -?/ 1. Kui (Г 7 1, siis arvud ( 46} on Koonduvus-

tegurid ka suhtes* Näite Õigsus järeldub teoreemi­

dest 9, 11 ja 10*
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§5. Jada summeeruvustegurite
rakendus Peyerimhoffi teoorias

Artiklis [?] tõestatakse järgnev l^use.

Kui öt on regulaarne ja tema nullsummeeritnisväljas 

leiab aset nõrk lõikekoonduvus, siis rida

koondub iga öt -summeeruva Jada korral ella ja ainult 

slis,kui
’ Ev-P£v) ,

kus f on pidev lineaarne funktsionaal 6t summeerimisväljae
( c ] 1j к ev * •

Kdaspidi eeldame, et menetlused 6t Ja oü on kolmnurksed

Kui menetlusi $6 ja В seovad valemid

Js (4>Я= 2_a^ 1

siis n-d määravad ühe ja sama summeerimismenetluse.

Kiil on re ula-rne, siis

11. Kk.EwM
<V-»oO S /И^О * ‘ 1

kus f ( x) on pidev lineaarne funktsionaal 6t summeerieis-

on Kroneckeri sümbol *. = 0,kui v + ning cTvv ж 1,
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Seega tingimus
<49) J€v-A?v)

on tarvilik selleks, et rea ZL ЕД^ osasummdde jada oleks 

summeeruv regulaarse menetlusega Й . Kuid et

siis võime sõnastada järgmise lause.

Teoreem 20. Kui menetlused 6t ja bB on 

regulaarsed ning 0t nullsummeerimisväljas leiab aset nurk 

lõikekoonduvus, siis arvud 6V on Д, tuupi summeeruvus- 

terurid siis ja ainult siis, kui kehtib tingimus (49) ja 

suurused on ( ÕtjbE) tüüpi jada summeeruvustegurid.

Nõrga lõikekoonduvuse nõude menetluse 61 nullsummeeri- 

misväljas võib asendada tingimusega

(n<A, 
1 V=o к / 1

kus et ш = 0. Rieszi kaalutud keskmiste menetluste korral

vastav tingimus on

Kui Rieszi kaalutud keskmiste menetlus on regulaarne, siis 

nullsummeerimisväljas leiab aset nõrk lõikekoonduvus. Toe­

poolest, sest tingimus ( 54 ) on sel korral täidetud.

Kui siis tingimuse (49^ võime kirjutada kujul1

1 Vastav funktsionaali üldine kuju on leitud artiklid
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*w EHJ^00 .
Tingimus (51) on ekvivalentne kahe Järgneva tingimu- 

i ego:

(51) Zlf-6(H .

Kasutades tingimust (53)saab lemma 11 põhjal tingimusest

Samasusest
<-4 , r^7 p ДА

4?- " " 
xl — о / 'J — О

Järeldub, et eksisteerib

icA 14 P[56 Ilm Vk_-^- •
l к. V

Kasutades seost

/I ^и-V^V с Д , (y 4JZ
ti -yr = 4 yj + p.v ■>

tingimust (56) Ja teoreemi 13 võime sõnestaaa Jürgmlee lause.

Teoreem 21»
01я:и Ja оЙ regulaarsed menetlused* Arvud on

(p, в) tüüpi summeeruvustegurid siis Ja ainult siis, kui

kehtivad tingimused (53), Ja

у7 I p E A I < M (» rx x 'iZLi I C3>H Zl p_v I - ' I ( n « 0, 1, e • • у e

Peyerimhoffi teooriat ааяЬ kasutada ka A-tõkestatuse 

punul*
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Olgu Qt ja 08 regulaarsed Ja 

kus
к

Žp-.t-x, -£<Л" , 

>1=0 <~o

Kui arvud on » в) tüüpi aurameeruvustegurid, siis

Rieszi kaalutud keskmiste menetluse korral tin imus (5^ on 

samaväärne tingimustega (53) ja (5^) • Kui kehtib

"V ~-O

Öt tõkestusväljas, siis analoogilise pöördteisenduste uuri­
mise meetodiga võib veenduda,et arvud £v on ) tuupi

summeeruvustegurid siis ja ainult siis,kui on täidetud tin- 

gimüs (51) .

Lähtudes valemist (5o) saame Järeldada järgmise lause,

T e о г e em 22, Arvud on (AÖ,B) tuupi sum- 

eeeruvustcgurid, kus A Ja 5 on regulaarsed,siia Ja ainult 

siis, kui suurused Ey on (61^*6) tü.ipi Jada sumaieeruvuate .ti­

rid ja kehtib tingimus ,
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Tingimusest (53^ ja seosest 
ii. (E |PV Л11 |PE-^|^ -

järeldub,et
Pk ^k. ' ’(f-J

Nüüd vastavalt etteantud arvule <S?o saeb leida К nii, et

kui к > К ja kus |b-KV | ( n ■ 0,1,...) »

Järelikult

к
< Elpv У7 Lv| + <$ 1^=ол... ) .

V= 0 I

Silt nähtub, et

И. žLlpv ^7 M = °> 

И. oö "V /

kui on regulaarne»

Nüüd vastavalt teoreemile 14 sõnastame järgmise lause.

Teoreem 23. Kui menetlused ja $ on re ;u- 

laarsed, siis arvud Lv on tüüpi sueeeeruvuste urid

siis ja ainult siis, kui kehtivad tingimused ^53) (54),

lim E|PV -o.
H. -» oo v / V

Mär ime lõpuks veel, et teoreemid 21 ja 23 on koos» 

kõlas artiklites ja [з] vastavate teoreemidega* Teo­

reemides 21 ja 23 ei pea nõudma tingimata maatriksi Sj
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kolmnurksust* Kui ei ole kolmnurkne, sile ei ole 

teada seos $ ja 8 vahel. Kuna tavaliselt on uuritud 

rea sumeeruvustegureid tüüpi (A,E>) ja tüüpi (A0)B) 

juhul kui A ja 8 on rlda-jada teisenduse maatriksid, siia 

jätame vastavad tulemused siinkohal märkimata*
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