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Sissejuhatus
Olgu M meetriline ruum kaugusega d ja olgu f : M → R. Öeldakse, et kujutus f on
Lipschitzi funktsioon, kui leidub L ⩾ 0 nii, et iga x, y ∈ M korral

|f (x) − f (y)| ⩽ L · d(x, y);

vähimat sellist arvu L, mida märgitakse ||f ||Lip, nimetatakse kujutuse f Lipschitzi
konstandiks. Öeldakse, et Lipschitzi funktsioon f : M → R saavutab normi tugevalt,
kui leiduvad elemendid x, y ∈ M nii, et x ̸= y ja

||f ||Lip = |f (x) − f (y)|
d(x, y) .

Fikseeritud (null)punkti 0 ∈ M korral on selliste Lipschitzi funktsioonide M → R
hulk, mille puhul 0 7→ 0, loomulikul viisil Banachi ruum normiga ||·||Lip. Seda ruumi
tähistatakse sümboliga Lip0(M).

Aastal 2022 avaldasid V. Kadets ja Ó. Roldán artikli [6], milles tõestasid, et
kui meetriline ruum M on lõpmatu, siis leidub iga n ∈ N korral Banachi ruumil
Lip0(M) n-mõõtmeline alamruum, mis koosneb tugevalt normi saavutavatest Lipschitzi
funktsioonidest. Artiklis tõstatati küsimus, kas iga nullpunktiga täieliku lõpmatu
meetrilise ruumi M korral leidub Banachi ruumil Lip0(M) ka lõpmatumõõtmeline
alamruum, mis koosneb tugevalt normi saavutavatest Lipschitzi funktsioonidest.

Aastal 2023 (esmalt digihoidlas arXiv ja hiljem aastal 2024 teadusajakirjas)
avaldatud artiklis [1] tõestasid A. Avilés, G. Mart́ınez-Cervantes, A. Rueda Zoca ja
P. Tradacete, et nullpunktiga lõpmatu täieliku meetrilise ruumi M korral sisaldab
hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomorfse Lip0(M) alamruumi, vastates nii artiklis
[6] püstitatud küsimusele. Samal aastal näitasid S. Dantas, R. Medina, A. Quilis ja
Ó. Roldán artiklis [3], et SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga c0 lausa isomeetriliselt
isomorfse Lip0(M) alamruumi tingimusel, et M ei ole ühtlaselt diskreetne. Samas
artiklis antakse näide nullpunktiga lõpmatust ühtlaselt diskreetsest meetrilisest
ruumist M , mille puhul hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset
Lip0(M) alamruumi ei sisalda.

Käesolev bakalaureusetöö on funktsionaalanalüüsi valdkonda kuuluv referatiivne
uurimus, mille eesmärgiks on koondada artiklite [1] ja [3] tähtsamad tulemused ja anda
nendele üksikasjalikud tõestused.

Töö esimeses peatükis defineerime vajalikud mõisted ning tõestame olulised
vahetulemused. Teises peatükis näitame, et nullpunktiga lõpmatu ühtlaselt diskreetse
meetrilise ruumi M korral sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomorfset
Lip0(M) alamruumi. Kolmandas peatükis näitame, et kui M on nullpunktiga lõpmatu
meetriline ruum, mis ei ole ühtlaselt diskreetne, siis SNA(M) sisaldab Banachi
ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi. Neljandas peatükis esitame
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näite nullpunktiga lõpmatust ühtlaselt diskreetsest meetrilisest ruumist M , mille puhul
hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi ei
sisalda.

Bakalaureusetöös vaatleme ainult reaalseid normeeritud ruume. Kasutame nor-
meeritud ruumide teooria tavalisi tähistusi. Olgu X normeeritud ruum. Ruumi X kinnist
ühikkera tähistame BX . Tähistega B(x, r) ja B(x, r) märgime vastavalt lahtist ja kinnist
kera keskpunktiga x ja raadiusega r . Ütleme, et meetriline ruum M on diskreetne, kui
iga x ∈ M korral leidub rx > 0 nii, et B(x, rx ) = {x}. Ütleme, et meetriline ruum M
on ühtlaselt diskreetne, kui leidub r > 0 nii, et iga x, y ∈ M korral, kus y ̸= x , kehtib
d(x, y) ≥ r . Meetrilise ruumi M kuhjumispunktide hulka tähistame tähisega M ′.
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1 Vajalikud eelteadmised
Peatüki esimeses alapunktis toome sisse Lipschitzi funktsioonide ruumi mõiste. Selle
Banachi ruumi kohta võib täiendavalt lugeda allikatest [5], [8] ja [9]. Veel tuuakse siin
sisse tugevalt normi saavutava Lipschitzi funktsiooni mõiste. Tugevalt normi saavuta-
vate Lipschitzi funktsioonide teemat on viimastel aastatel intensiivselt uuritud, selle
teema kohta võib täiendavalt lugeda nt artiklitest [1], [2], [3], [6].

Teises alapunktis toome sisse Schauderi baasiga ekvivalentse jada mõiste. Selle
mõiste abil konstrueeritakse töö põhiosas Banachi ruumi Lip0(M) alamruume, mis on
ruumiga c0 isomorfsed.

Töö põhiosas kasutatakse korduvalt graafiteooriast pärit Ramsey teoreemi lõpma-
tutele graafidele, täpsemalt, selle sõnastust hulgateooria terminites. Täielikkuse hu-
vides anname ka selle teoreemi tõestuse.

1.1 Lipschitzi funktsioonide ruum Lip0(M)
Definitsioon 1.1. Olgu (M, d) meetriline ruum ja olgu f : M → R. Öeldakse, et kujutus
f rahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub L ⩾ 0 nii, et iga x, y ∈ M korral

|f (x) − f (y)| ⩽ L · d(x, y).
Vähimat sellist arvu L nimetatakse kujutuse f Lipschitzi konstandiks ja tähistatakse
Lip(f ).
Definitsioon 1.2. Meetrilist ruumi koos selles fikseeritud elemendiga nimetatakse
nullpunktiga meetriliseks ruumiks. Fikseeritud elementi nimetatakse nullpunktiks ja
tähistatakse sümboliga 0.

Olgu M nullpunktiga meetriline ruum. Tähistame sümboliga Lip0(M) kõigi selliste
Lipschitzi tingimust rahuldavate kujutuste f : M → R hulka, mille korral f (0) = 0. On
teada, et Lip0(M) on Banachi ruum punktiviisi defineeritud vektorruumi tehete ja normi
||f ||Lip = Lip(f ) suhtes. Seda Banachi ruumi nimetatakse Lipschitzi funktsioonide
ruumiks.
Lause 1.3 (vt nt [8, laused 1.3 ja 1.4]). Hulk Lip0(M) on vektorruum üle reaalarvude
korpuse punktiviisi defineeritud tehete suhtes ja Banachi ruum normiga

||f ||Lip = Lip(f ).
On teada (vt nt [8, lk 8]), et ruum Lip0(M) ei sõltu tegelikult meetrilises ruumis

M nullpunkti valikust. Täpsemalt, kui esialgse nullpunkti 0 asemel lugeda meetrilise
ruumi M uueks nullpunktiks element 0′ ja Lip0′(M) on vastav Lipschitzi funktsiooni-
de ruum, siis Lip0(M) ja Lip0′(M) on isomeetriliselt isomorfsed. Vastav isomeetriline
isomorfism on T : Lip0(M) → Lip0′(M),

(T f )(p) = f (p) − f (0′), f ∈ Lip0(M), p ∈ M.
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Definitsioon 1.4. Öeldakse, et funktsioon f ∈ Lip0(M) saavutab normi tugevalt, kui
leiduvad elemendid x, y ∈ M nii, et x ̸= y ja

||f ||Lip = |f (x) − f (y)|
d(x, y) .

Banachi ruumi Lip0(M) tugevalt normi saavutavate funktsioonide hulka tähistame
sümboliga SNA(M).

1.2 Baaside ekvivalentsus
Definitsioon 1.5. Öeldakse, et normeeritud ruumid X ja Y on isomorfsed, kui leidub
lineaarne sürjektiivne kujutus T : X → Y ning konstandid α, β > 0 nii, et iga x ∈ X
korral

α||x|| ≤ ||T x|| ≤ β||x||.

Sellist kujutust T nimetatakse (normeeritud ruumide) isomorfismiks.
Öeldakse, et normeeritud ruumid X ja Y on isomeetriliselt isomorfsed, kui leidub

lineaarne sürjektiivne kujutus T : X → Y nii, et iga x ∈ X korral

||T x|| = ||x||.

Definitsioon 1.6 (vt nt [4, definitsioon 4.6]). Olgu X lõpmatumõõtmeline normeeritud
ruum ning (en) tema elementide jada. Jada (en) nimetatakse (ruumi X ) Schauderi
baasiks, kui iga x ∈ X korral leidub üheselt määratud skalaaride jada (αn) nii, et
x =

∑∞
n=1 αnen.

Märkus. On hästi teada, et kui (en) on Schauderi baas normeeritud ruumis X , siis X
on separaabel ja X = span{en : n ∈ N}.

Banachi ruumi c0 üheks võimalikuks Schauderi baasiks on jada (en), kus iga n ∈ N
korral

en := (0, . . . , 0, 1︸ ︷︷ ︸
n komponenti

, 0, 0, . . . ).

Jada (en) nimetatakse Banachi ruumi c0 kanooniliseks (Schauderi) baasiks. Iga ele-
mendi α = (αn) ∈ c0 korral α =

∑∞
n=1 αnen.

Definitsioon 1.7 (vt nt [3, lk 3]). Olgu X Banachi ruum, (xn) tema elementide jada
ning Y Banachi ruum Schauderi baasiga (en). Öeldakse, et jada (xn) on ekvivalentne
baasiga (en), kui leidub isomorfism T : span{xn : n ∈ N} → Y nii, et iga n ∈ N korral
T (xn) = en. Öeldakse, et jada (xn) on isomeetriliselt ekvivalentne baasiga (en), kui
leidub isomeetriline isomorfism T : span{xn : n ∈ N} → Y nii, et iga n ∈ N korral
T (xn) = en.
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Märkus. Kui Banachi ruumi X elementide jada (xn) on ekvivalentne Banachi ruumi Y
Schauderi baasiga (en), siis read

∑∞
n=1 αnxn ja

∑∞
n=1 αnen koonduvad samaaegselt.

Järelikult, kui Banachi ruumi X elementide jada (xn) on ekvivalentne ruumi c0 kanoo-
nilise baasiga (en), siis span{xn : n ∈ N} elemendid on parajasti kujul x =

∑∞
n=1 αnxn

mingi α = (αn) ∈ c0 korral ehk

1) iga x ∈ span{xn : n ∈ N} korral leidub α = (αn) ∈ c0 nii, et x =
∑∞

n=1 αnxn;

2) iga α = (αn) ∈ c0 korral rida
∑∞

n=1 αnxn koondub ja tema summa on x ∈
span{xn : n ∈ N}.

Teoreem 1.8 (Pidevalt jätkamise teoreem, vt nt [7], lk 149). Olgu X normeeritud ruum,
Y Banachi ruum ja X0 ⊂ X ruumi X alamruum. Kui X0 on kõikjal tihe ruumis X , siis
igal pideval lineaarsel operaatoril T ′ : X0 → Y on olemas ühene pidev lineaarne jätk
T : X → Y . Seejuures ||T ′|| = ||T || ning kui T ′ on isomeetriline, on ka T isomeetriline.

Lemma 1.9. Olgu X Banachi ruum ja (xn) tema elementide jada. Järgmised tingimused
on samaväärsed:

(i) jada (xn) on isomeetriliselt ekvivalentne ruumi c0 kanoonilise baasiga (en);

(ii) iga (αn) ∈ c0 korral rida
∑∞

n=1 αnxn koondub ja

∥∥∥
∞∑

n=1

αnxn

∥∥∥ = max
n∈N

|αn|;

(iii) iga (αn) ∈ c0 korral rea
∑∞

n=1 αnxn koondumisest järeldub võrdus

∥∥∥
∞∑

n=1

αnxn

∥∥∥ = max
n∈N

|αn|;

(iv ) iga (αn) ∈ c00 korral
∥∥∥

∞∑

n=1

αnxn

∥∥∥ = max
n∈N

|αn|.

Tõestus. (i) =⇒ (iv ). Eeldame et kehtib (i). Näitame, et kehtib (iv ). Olgu isomeetriline
isomorfism T : span{xn : n ∈ N} → c0 selline, et T (xn) = en iga n ∈ N korral. Olgu
(αn) ∈ c00. Siis

∑∞
n=1 αnxn ∈ span{xn : n ∈ N} ja

T
( ∞∑

n=1

αnxn

)
=

∞∑

n=1

αnT xn =
∞∑

n=1

αnen,
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seega
∥∥∥

∞∑

n=1

αnxn

∥∥∥ =
∥∥∥

∞∑

n=1

αnen

∥∥∥ = max
n∈N

|αn|.

(iv ) =⇒ (iii). Eeldame, et kehtib (iv ). Olgu (αn) ∈ c0 selline, et rida
∑∞

n=1 αnxn
koondub. Defineerime iga m ∈ N korral jada (αm

n ) ∈ c00, kus

αm
n =

{
0, kui n > m,
αn, kui n ≤ m.

Sel juhul
∥∥∥

∞∑

n=1

αnxn

∥∥∥ =
∥∥∥ lim

m→∞

m∑

n=1

αnxn

∥∥∥ = lim
m→∞

∥∥∥
m∑

n=1

αnxn

∥∥∥

= lim
m→∞

∥∥∥
∞∑

n=1

αm
n xn

∥∥∥ = lim
m→∞

max
n∈N

|αm
n | = max

n∈N
|αn|.

Viimane võrdus kehtib, sest kui N ∈ N on selline, et |αN | = maxn∈N |αn|, siis iga
n ≥ N korral maxn∈N |αm

n | = maxn∈N |αn|.
(iii) =⇒ (ii). Eeldame, et kehtib (iii). Piisab näidata, et iga (αn) ∈ c0 korral rida∑∞

n=1 αnxn koondub. Olgu (αn) ∈ c0. Näitame, et rea
∑∞

n=1 αnxn osasummade jada
on Cauchy jada. Fikseerime vabalt ε > 0. Leidub m ∈ N nii, et iga k ≥ n korral
|αk | < ε. Näitame, et iga M, N ≥ m korral

∥∥∥
N∑

n=1

αnxn −
M∑

n=1

αnxn

∥∥∥ < ε.

Olgu M, N ≥ m ja M < N . Vaatleme (ξn) ∈ c0, kus

ξn =






0, kui n ≤ M,
αn, kui M + 1 ≤ n ≤ N,
0, kui n > N.

Siis
∑∞

n=1 ξnxn koondub ja (iii) põhjal saame

∥∥∥
N∑

n=1

αnxn −
M∑

n=1

αnxn

∥∥∥ =
∥∥∥

N∑

n=M+1

αnxn

∥∥∥ =
∥∥∥

∞∑

n=1

ξnxn

∥∥∥ = max
M+1≤n≤N

|αn| < ε.

(ii) =⇒ (i). Eeldame, et kehtib (ii). Peame leidma sellise isomeetrilise isomorfismi
T : span{xn : n ∈ N} → c0, et iga n ∈ N korral T (xn) = en. Tingimuse (ii)kohaselt
on elemendid xn, n ∈ N, lineaarselt sõltumatud.
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Tegelikult on lineaarne operaator T0 : span{xn : n ∈ N} → c0 üheselt määratud
tingimusega xn 7→ en iga n ∈ N korral, kusjuures

T0

( ∞∑

n=1

αnxn

)
=

∞∑

n=1

αnen

iga (αn) ∈ c00 korral.
Tingimuse (ii) kohaselt on selline kujutus isomeetriline. Tõepoolest, iga x ∈

span{xn : n ∈ N} korral leidub (αn) ∈ c00 nii, et x =
∑∞

n=1 αnxn ja tingimuse
(ii) kohaselt

||T0x|| =
∥∥∥

∞∑

n=1

αnen

∥∥∥ = max
n∈N

|αn| = ||x||.

Isomeetrilist kujutust T0 saab jätkata pidevaks isomeetriliseks kujutuseks T :
span{xn : n ∈ N} → c0. Seega on jada (xn) on isomeetriliselt ekvivalentne ruumi
c0 kanoonilise baasiga.

1.3 Ramsey teoreem
Iga hulga X ja n ∈ N korral tähistagu X (n) hulka, mille elementideks on hulga X kõik
n-elemendilised alamhulgad.

Teoreem 1.10 (Ramsey teoreem, vt [4, Proposition 6.4]). Olgu n ∈ N, N hulga N
loenduv alamhulk ja funktsioon φ : N (n) → C, kus C on lõplik hulk. Leidub lõpmatu
hulk M ⊂ N nii, et φ on hulgal M (n) konstantne.

Tõestus. Tõestame matemaatilise induktsiooni abil. Juhul n = 1, peab hulga C lõplik-
kuse tõttu leiduma loenduv hulk üheelemendilisi hulkasid {ni}, i ∈ N, mis kujutuvad
üheks ja samaks C elemendiks. Otsitavaks hulgaks M sobib sel juhul

⋃∞
i=1{ni}.

Eeldame nüüd, et teoreemi väide kehtib mingi n = m − 1 korral, kus m ∈ N ja
m > 1. Näitame, et teoreemi väide kehtib n = m korral.

Märkame, et iga j ∈ N korral leidub lõpmatu hulk Dj nii, et φ on konstantne
hulkadel, mis esituvad kujul F ∪ {j}, kus F ∈ D(n−1)

j . Selles veendumiseks fikseeri-
me j ∈ N ja defineerime funktsiooni φj : (N \ {j})(n−1) → C , φj (F ) = φ(F ∪ {j}).
Induktsiooni eelduse tõttu leidub lõpmatu hulk Dj ⊂ N \ {j} nii, et φj on hulgal
D(n−1)

j konstantne. Teisisõnu, φ on konstantne hulkadel, mis esituvad kujul F ∪ {j},
kus F ∈ D(n−1)

j .
Veendume, et väide kehtib n = m korral. Olgu n0 ∈ N suvaline. Eelneva arutelu

põhjal saame leida lõpmatu hulga M1 ⊂ N \{n0} nii, et φ on konstantne hulkadel, mis
esituvad kujul {n0}∪F , kus F ∈ M (n−1)

1 . Olgu n1 = min M1. Järgnevalt leiame lõpmatu
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hulga M2 ⊂ M1 \ {n1} nii, et φ on konstantne hulkadel F ∪ {n1}, kus F ∈ M (n−1)
2

(see konstant on võib-olla erinev hulgaga M1 seotud konstandist). Olgu n2 = min M2.
Niiviisi jätkates saame lõpmatute hulkade jada M1 ⊃ M2 ⊃ · · · ning rangelt kasvava
jada (nj ). Kuna erinevaid võimalikke konstante, millega hulgad Mj , j ∈ N, on seotud,
on lõplik arv, saame eraldada osajada (njk ) nii, et hulgad Mjk on seotud ühe ja sama
konstandiga c ∈ C . Tähistame osajadad (njk ) ja (Mjk ) ümber vastavalt tähistega (nk )
ja (Mk ).

Näitame, et otsitavaks hulgaks on M :=
⋃∞

n=1{nk}. Selleks veendume, et iga F ∈
M (n) korral φ(F ) = c. Fikseerime hulga {k1, k2, . . . , kn} ∈ M (n) ja oletame, et k1 <
k2 < · · · < kn. Nüüd {k2, k3, . . . , kn} ∈ M (n−1)

k1+1 , sest k2 ∈ Mk2, k3 ∈ Mk3, . . . , kn ∈ Mkn

ja Mk1+1 ⊃ Mk2 ⊃ · · · ⊃ Mkn . Hulk {k1, k2, . . . , kn} esitub kui {k1}∪F , kus F ∈ M (n−1)
k1+1 ,

(k1 + 1 ≤ k2) ning seega φ(F ) = c.

Järeldus 1.11. Olgu m, n ∈ N ja hulgad S1, . . . , Sm sellised paarikaupa lõikumatud
N(n) osahulgad, et

⋃m
k=1 Sk = N(n). Siis leidub k ∈ {1, . . . , m} ja lõpmatu hulk M ⊂ N

nii, et M (n) ⊂ Sk .

Tõestus. Piisab Ramsey teoreemis võtta N = N, C = {S1, . . . , Sm} ja φ : N(n) → C
selliselt, et φ(F ) = Sk parajasti siis, kui F ∈ Sk .
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2 Banachi ruumiga c0 isomorfne Lip0(M) alamruum hul-
gas SNA(M)

Artikli [1] põhiteoreem on järgmine tulemus.

Teoreem 2.1 ([1, põhiteoreem (Main Theorem), lk 190]). Olgu M nullpunktiga lõpmatu
täielik meetriline ruum. Hulk SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga c0 isomorfset Lip0(M)
alamruumi.

Järgmises peatükis näeme, et kui meetriline ruum M ei ole ühtlaselt diskreet-
ne, siis sisaldab hulk SNA(M) koguni Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset
Lip0(M) alamruumi. Käesoleva peatüki põhieesmärk on artikli [1] eeskujul tõestada,
et nullpunktiga lõpmatu ühtlaselt diskreetse meetrilise ruumi M korral sisaldab hulk
SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomorfset Lip0(M) alamruumi.

Lemma 2.2 ([1, lemma 2.1], vt ka [2, lemma 1.5]). Olgu M nullpunktiga meetriline ruum
ja olgu (fn) Banachi ruumi Lip0(M) ühikkera elementide jada. Iga n korral tähistame
Un = {x ∈ M : fn(x) ̸= 0}. Juhul kui hulgad Un, n ∈ N, on paarikaupa lõikumatud,
siis lineaarne kujutus T : c0 → Lip0(M), kus T (en) = fn iga n ∈ N korral, on pidev
ning tema norm ei ole suurem kui 2.

Tõestus. Eeldame, et hulgad Un, n ∈ N, on paarikaupa lõikumatud. Olgu lineaarne
kujutus T : c0 → Lip0(M) selline, et T (en) = fn iga n ∈ N korral. Märgime, et pidev
ja lineaarne kujutus c0 → Lip0(M), kus en 7→ fn, oleks üheselt määratud: lineaarsuse
tõttu oleks T üheselt määratud c0 alamruumil c00 ning pideval lineaarsel kujutusel
c00 → Lip0(M) leiduks parajasti üks pidev jätk c0 → Lip0(M), kusjuures see jätk oleks
lineaarne ja tema norm oleks sama jätkatava operaatori normiga (vt nt [7, lk 149]).

Näitame, et lineaarse kujutuse T ′ : c00 → Lip0(M), kus T ′(en) = fn iga n ∈ N
korral, norm ei ole suurem kui 2. Sel juhul oleks operaator T operaatori T ′ ühene jätk,
kusjuures ||T ′|| = ||T ||, mistõttu ka ||T || ≤ 2.

Olgu α = (αn) ∈ Bc00 . Siis on mingi N ∈ N korral ka α =
∑N

n=1 αnen ja T ′α =∑N
k=1 αnfn. Piisab näidata, et ||T ′α||Lip ≤ 2, sest siis ka ||T α||Lip ≤ 2. Fikseerime

x, y ∈ M , x ̸= y, ja vaatleme eraldi nende võimalikke paiknemisi ruumis M .

(1) Olgu x, y /∈
⋃N

n=1 Un. Siis fn(x) = fn(y) = 0 iga n ∈ {1, . . . , N} korral, mistõttu
(T ′α)(x) = (T ′α)(y) = 0 ja järelikult

|(T ′α)(x) − (T ′α)(y)|
d(x, y) = 0.
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(2) Olgu mingi m ∈ {1, . . . , N} korral x ∈ Um ning y /∈
⋃N

n=1 Un. Siis (T ′α)(y) = 0,
sest fn(y) = 0 iga n ∈ {1, . . . , N} korral, ja seega

|(T ′α)(x) − (T ′α)(y)|
d(x, y) = |(T ′α)(x)|

d(x, y) = |αmfm(x)|
d(x, y)

= |αm| |fm(x) − fm(y)|
d(x, y) ≤ ||α|| ||fm||Lip ≤ 1.

(3) Analoogiliselt eelmise juhuga saab näidata, et kui x /∈
⋃N

n=1 Un ning mingi
m ∈ {1, . . . , N} korral y ∈ Um, siis

|(T ′α)(x) − (T ′α)(y)|
d(x, y) ≤ 1.

(4) Olgu mingi n ∈ {1, . . . , N} korral x, y ∈ Un. Siis

|(T ′α)(x) − (T ′α)(y)|
d(x, y) = |αnfn(x) − αnfn(y)|

d(x, y)

= |αn| |fn(x) − fn(y)|
d(x, y) ≤ ||α|| ||fn||Lip ≤ 1.

(5) Olgu mingite m, n ∈ {1, . . . , N}, m ̸= n, korral x ∈ Um ja y ∈ Un. Siis

|(T ′α)(x) − (T ′α)(y)|
d(x, y) = |αmfm(x) − αnfn(y)|

d(x, y)

= |αmfm(x) − αmfm(y) + αnfn(x) − αnfn(y)|
d(x, y)

≤ |αm| |fm(x) − fm(y)|
d(x, y) + |αn| |fn(x) − fn(y)|

d(x, y)
≤ ||α|| ||fm||Lip + ||α|| ||fn||Lip ≤ 2.

Järelikult ||T || = ||T ′|| ≤ 2, nagu soovitud.

Definitsioon 2.3 (vt nt [3, lk 2], vrd [1, lk 194]). Olgu x ∈ M . Elemendi x eraldus-
raadiuseks nimetatakse arvu

R (x) := inf
{

d(x, y) : y ∈ M \ {x}
}

.

Lemma 2.4 (vt [1, lemma 3.5]). Olgu M nullpunktiga meetriline ruum ja olgu ruumi M
elementide jadad (xn) ja (yn) sellised, et

(1) xn ̸= yn iga n ∈ N korral;
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(2) {xn, yn} ∩ {xm, ym} = ∅, kui n ̸= m;

(3) d(xn, yn) < R (xn) + R (yn) iga n ∈ N korral.

Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomorfset Lip0(M) alamruumi.

Tõestus. Tingimused (1) ja (2) tähendavad, et kumbki jada (xn) ja (yn) on paarikaupa
erinevate liikmetega ning omavahel ei ole neil ühiseid liikmeid.

Võime eeldada, et iga n ∈ N korral 0 /∈ {xn, yn}, sest vajadusel võime mõlemast
jadast vastava liikme eemaldada. Iga n ∈ N korral defineerime funktsiooni fn : M → R,

fn(x) =






R (xn) · δn, kui x = xn,

−R (yn) · δn, kui x = yn,

0, muudel juhtudel,

kus
δn := d(xn, yn)

R (xn) + R (yn)
.

Märgime, et eelduste (1) ja (3) kohaselt on δn ∈ (0, 1). Vahetu kontrolli abil on võimalik
lihtsasti veenduda, et fn ∈ Lip0(M) ja ||fn||Lip ≤ 1. Kuna fn(xn) − fn(yn) = d(xn, yn),
siis tegelikult ||fn||Lip = 1.

Iga n ∈ N korral on {x ∈ M : fn(x) ̸= 0} ⊂ {xn, yn}, seega on hulgad {x ∈
M : fn(x) ̸= 0}, n ∈ N, paarikaupa lõikumatud. Lemma 2.2 põhjal on pideva lineaarse
operaatori T : c0 → Lip0(M), T en = fn, norm 2 või väiksem.

Näitame, et T (c0) ⊂ SNA(M). Fikseerime vabalt α = (αn) ∈ c0 ja tähistame
f := T α . Kui α = 0, siis ilmselt f = 0 ∈ SNA(M). Eeldame edasises, et α ̸= 0.
Operaatori T pidevuse ja lineaarsuse tõttu

f = T
( ∞∑

n=1

αnen

)
=

∞∑

n=1

αnT en =
∞∑

n=1

αnfn.

Paneme tähele, et βn := αn · δn korral on β := (βn) ∈ c0 ja 0 < ||β|| < ||α||.
Tõepoolest, iga n ∈ N korral on δn ∈ (0, 1) ja αn → 0, seega βn → 0.

Tähistame K := ||β|| ning olgu N ⊂ N parajasti selliste indeksite n hulk, et |βn| =
K . Ilmselt on hulk N lõplik, sest muidu β /∈ c0. Tähistame δ := max{δn : n ∈ N} ja
L := max{|βn| : n ∈ N \ N}. Siis on muidugi 0 < δ < 1 ja L < K . Olgu

ε := min
{

1 − L
K , 1 − δ

}
.

Siis on ε > 0. Valime m ∈ N nii, et |αn| < εK iga n ≥ m korral; selline m leidub,
sest αn → 0.
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Olgu A := {x1, . . . , xm} ∪ {y1, . . . , ym}. Näitame, et

||f ||Lip = max
(x,y)∈A×A

|f (x) − f (y)|
d(x, y) .

Sellest muidugi järelduks, et f saavutab normi tugevalt.
Selleks võtame u, v ∈ M nii, et u ̸= v ja oletame, et (u, v ) /∈ A × A, s.t u /∈ A või

v /∈ A. Eeldame, et v /∈ A; juhul u /∈ A on edasine tõestus analoogiline. Juhul kui u
ega v ei kuulu hulka {xn : n ∈ N} ∪ {yn : n ∈ N}, siis f (u) − f (v ) = 0.

Üldiselt
|f (u) − f (v )|

d(u, v ) ≤ |f (u)| + |f (v )|
d(u, v ) .

Paneme tähele, et iga z ∈ M korral kas |f (z)| = 0 või |f (z)| = |βn|R (z) ming n ∈ N
korral. Eraldusraadiuse mõiste kohaselt kehtib ilmselt d(u, v ) ≥ max{R (u), R (v )}.
Kokkuvõttes saame

|f (u)| + |f (v )|
d(u, v ) ≤ max

n∈N
|βn| R (u)

d(u, v ) + max
k>m

|βk | R (v )
d(u, v ) ≤ max

n∈N
|βn| + max

k>m
|βk |.

Olgu k > m ja n ∈ N, vaatleme eraldi kahte võimalikku olukorda. Esiteks, juhul
kui n ∈ N , siis

|βn| + |βk | = |αn|δn + |αk |δk ≤ |αn|δ + |αk | ≤ |αn|(1 − ε) + |αk | < |αn| ≤ ||α||,

sest |αk | < εK = ε|βn| < ε|αn|. Teiseks, juhul kui n /∈ N , siis

|βn| + |βk | = |αn|δn + |αk |δk ≤ L + |αk | < L + εK ≤ L +
(
1 − L

K

)
K = K < ||α||.

Järelikult
sup

(u,v ) /∈A×A

|f (u) − f (v )|
d(u, v ) ≤ ||α||.

Olgu nüüd n ∈ N selline, et |αn| = ||α||. Paneme tähele, et

|f (xn) − f (yn)|
d(xn, yn)

= |αn|.

Indeksi m valiku tõttu (xn, yn) ∈ A × A.
Sellega oleme näidanud, et

sup
(u,v ) /∈A×A

|f (u) − f (v )|
d(u, v ) ≤ ||α|| ≤ max

(u,v )∈A×A

|f (u) − f (v )|
d(u, v ) , (1)
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seega f on Lipschitzi funktsioon, mis saavutab oma normi tugevalt.
Vaatleme pidevat lineaarset operaatorit T : c0 → Lip0(M), mis on määratud tin-

gimusega T (en) = fn iga n ∈ N korral. Lemma 2.2 ja võrratuse (1) põhjal, saame
suvalise (αn) ∈ c0 korral

∥∥∥
∞∑

n=1

αnen

∥∥∥ ≤
∥∥∥T

( ∞∑

n=1

αnen

)∥∥∥ ≤ ||T ||
∥∥∥

∞∑

n=1

αnen

∥∥∥ ≤ 2
∥∥∥

∞∑

n=1

αnen

∥∥∥.

Seega on T isomorfism ning kuna T (c0) ⊂ SNA(M), sisaldab hulk SNA(M) Banachi
ruumiga c0 isomorfset Lip0(M) alamruumi.

Teoreem 2.5. Olgu M nullpunktga lõpmatu ühtlaselt diskreetne meetriline ruum. Hulk
SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga c0 isomorfset Banachi ruumi Lip0(M) alamruumi.

Tõestus. Pidades silmas, et 0 < R (x) ≤ d(x, y) iga x, y ∈ M puhul, kus x ̸= y, saame
vaadelda kahte võimalikku olukorda:

(1) leidub hulga M paarikaupa erinevate elementide jada (xn) nii, et iga n ∈ N
korral saame leida yn, kus d(xn, yn) = R (xn);

(2) leidub hulga M paarikaupa erinevate elementide jada (xn) nii, et iga n ∈ N ja
iga y ∈ M , y ̸= xn korral d(xn, y) > R (xn).

Eeldame, et kehtib (1). Vajadusel jada ümber tähistades võime eeldada, et iga
n ∈ N korral xn ̸= 0. Defineerime järgmised hulgad:

W :=
{

{m, n} ∈ N(2) : {xm, ym} ∩ {xn, yn} = ∅
}

,
G :=

{
{m, n} ∈ N(2) : ym = yn

}
,

O :=
{

{m, n} ∈ N(2) : ym = xn või xm = yn
}

.

Paneme tähele, et hulgad W , G ja O on ilmselt paarikaupa lõikumatud, ning et
W ∪ G ∪ O = N(2). Seega leidub järelduse 1.11 põhjal lõpmatu hulk S ⊂ N nii, et
S (2) on hulga W , G või O alamhulk. Vaatleme kolme võimalikku alamjuhtu.

(1.1) S (2) ⊂ W . Vajadusel osajadadele üle minnes (vaadeldes (xn) ja (yn) all hoopis
osajadasid, mis on saadud algsetest jadadest, valides välja elemendid, mille
indeksid vastavad hulga S elementidele), võime eeldada, et iga m, n ∈ N korral
{xm, ym} ∩ {xn, yn} = ∅, kui m ̸= n. Saame kasutada lemmat 2.4, sest iga
n ∈ N korral

d(xn, yn) = R (xn) < R (xn) + R (yn).
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(1.2) S (2) ⊂ G . Vajadusel osajadale üle minnes võime eeldada, et mingi y0 ∈ M
korral yn = y0 iga n ∈ N korral. Defineerime hulgad:

V :=
{

{m, n} ∈ N(2) : d(xm, xn) = d(xm, y0) + d(xn, y0)
}

,

Z :=
{

{m, n} ∈ N(2) : d(xm, xn) < d(xm, y0) + d(xn, y0)
}

.
Ramsey teoreemi järelduse 1.11 põhjal leidub lõpmatu hulk U ⊂ N nii, et
U (2) ⊂ Z või U (2) ⊂ V . Esimesel juhul, jällegi vajadusel osajadale üle minnes,
võime eeldada, et

d(xm, xn) < d(xm, y0) + d(xn, y0) = R (xm) + R (xn)

iga m, n ∈ N korral. Kuna jada (xn) liikmed on paarikaupa erinevad, siis saab
lemmat 2.4 rakendada jadadele (x2n) ja (x2n+1).
Oletame nüüd, et U (2) ⊂ V . Vajadusel osajadale üle minnes eeldame, et iga
m, n ∈ N, m ̸= n, korral

d(xm, xn) = d(xm, y0) + d(xn, y0).

Defineerime tugevalt normi saavutavate Lipschitzi funktsioonide jada (fn):

fn(x) =
{

d(xn, y0), kui x = xn,
0, kui x ̸= xn.

Veendume, et (fn) on isomeetriliselt ekvivalentne c0 kanoonilise baasiga. Fik-
seerime vabalt α = (αn) ∈ c0 ja eeldame, et rida

∑∞
n=1 αnfn koondub ruumis

Lip0(M) ning olgu f selle rea summa. Lemma 1.9 põhjal piisab näidata, et
||f ||Lip = ||α||. Paneme tähele, et f (y0) = 0, sest kui mingi n ∈ N korral
y0 = xn, siis 0 = d(xn, y0) < R (xn), mis on vastuolus y0 valikuga. Fikseerime
m ∈ N nii, et |αm| = ||α||, siis ||f ||Lip ≥ |αm|, sest

|f (xm) − f (y0)|
d(xm, y0)

= |αm|.

Näitame järgmiseks, et iga u, v ∈ M korral

|f (u) − f (v )|
d(u, v ) ≤ |αm|.

Olgu u, v ∈ M . Juhul kui {u, v} ∩ {xn : n ∈ N} = ∅ on võrratus ilmne. Juhul
kui täpselt üks elementidest u ja v on jada (xn) liige, ütleme näiteks u = xk
mingi n ∈ N korral, siis

|f (u) − f (v )|
d(u, v ) = |αk | d(x,y0)

d(xk , v ) = |αk | R (xk )
d(xk , v ) ≤ |αk | ≤ |αm|.
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Kui leiduvad indeksid k, l ∈ N, k ̸= l nii, et u = xk ja v = xl, siis

|f (xk ) − f (xl)|
d(xk , xl)

≤ |αk |d(xk , y0) + |αl|d(xl, y0)
d(xk , xl)

≤ |αm|d(xk , y0) + d(xl, y0)
d(xk , xl)

= |αm|.

Järelikult ||f ||Lip = |αm| ja f ∈ SNA(M).

(1.3) S (2) ⊂ O. Vajadusel osajadale üle minnes eeldame, et iga m, n ∈ N korral
xm = yn või ym = xn. Kuna jada (xn) liikmed on paarikaupa erinevad, siis peab
leiduma lõpmatu arv (yn) liikmeid, mis on elemendiga x1 võrdsed. Seega taandub
tõestus juhule (1.2).

Eeldame nüüd, et kehtib (2). Eesmärgiks on veenduda, et iga n ∈ N korral leidub
lõpmata palju hulga M elemente y nii, et d(xn, y) < R (xn) + R (y). Fikseerime m ∈ N
ja oletame vastuväiteliselt, et hulk {y ∈ M : d(xm, y) < R (xm) + R (y)} on lõplik. Ele-
mendi eraldusraadiuse definitsiooni põhjal saame iga n ∈ N korral leida yn nii, et
d(xm, yn) ≤ R (xm) + 1

n . Veel enam, iga n korral leidub loenduv hulk yn rolli sobi-
vaid elemente, sest ei leidu elementi z , mille korral R (xm) = d(xm, z). Seega saame
konstrueerida jada (yn) nii, et selle liikmed on paarikaupa erinevad. Seega, vajadusel
lõpliku arvu elemente eemaldades, saame eeldada, et R (xm)+R (yn) ≤ d(xm, yn) kehtib
iga n ∈ N korral. Nüüd iga n ∈ N korral R (xm) + R (yn) ≤ R (xm) + 1

n , mis tähendab,
et R (yn) −−−→

n→∞
0, mis on aga vastuolus meetrilise ruumi M ühtlaselt diskreetsusega.

Defineerime induktiivselt jadad (xnk ) ja (ynk ), mis rahuldaks lemma 2.4 tingimu-
si. Olgu xn1 = x1 ja leiame yn1 ̸= xn1 , nii et d(xn1, yn1) < R (xn1) + R (yn1). Kui
mingisuguse k ∈ N korral on xnk ja ynk defineeritud, leiame xnk+1 ∈ (xn) nii, et
xnk+1 /∈ {yn1, yn2, . . . , ynk }. Kuna elemente y ∈ M , mille puhul d(xn, y) < R (xn)+R (y)
on lõpmatu hulk, leiame nende seast ynk+1 nii, et ynk+1 /∈ {yn1, yn2, . . . , ynk } ∪
{xn1, xn2, . . . , xnk+1}. Nüüd iga k ∈ N korral d(xnk , ynk ) < R (xnk ) + R (ynk ) ja iga
k, l ∈ N, k ̸= l korral {xnk , ynk } ∩ {xnl, ynl} = ∅.
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3 Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfne Lip0(M)
alamruum hulgas SNA(M)

Osutub, et teatud meetriliste ruumide M korral sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruu-
miga c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi. Selles peatükis näitame, et iga
lõpmatu meetrilise ruumi M korral, mis ei ole ühtlaselt diskreetne, sisaldab SNA(M)
Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi. Seejuures tõestame
artikli [1] põhiteoreemi.

Lemma 3.1 (vt [3, lemma 3.3]). Olgu M selline nullpunktiga meetriline ruum, kus
leiduvad jadad (xn) ja (yn) nii, et iga n ∈ N korral xn ̸= yn ja

d(xm, xn) ≥ d(xm, ym) + d(xn, yn) (2)

iga m, n ∈ N ja m ̸= n korral. Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0
isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi.

Tõestus. Üldisust kitsendamata võime eeldada, et ruumi M nullpunkt 0 on jada (yn)
liikmete seas, vastasel juhul loeme M nullpunktiks selle jada esimese liikme. Seega
0 = yn′ mingi n′ korral. Iga n ∈ N korral vaatleme funktsiooni fn : M → R,

fn(x) = max{0, d(xn, yn) − d(xn, x)}.

Paneme tähele, et fn(x) = 0 iga x korral, mis ei ole keras B(xn, d(xn, yn)), sest sel
juhul d(xn, x) ≥ d(xn, yn) ehk d(xn, yn) − d(xn, x) ≤ 0, mistõttu

fn(x) = max{0, d(xn, yn) − d(xn, x)} = 0.

Tingimuse (2) kohaselt on kerad B(xn, d(xn, yn)), n ∈ N, üksteisega lõikumatud. Veel
paneme tähele, et fn(ym) = 0 iga n ja m korral: fn(yn) = 0 funktsiooni fn definitsiooni
põhjal ning m ̸= n korral saame tingimuse (2) põhjal

d(xn, ym) ≥ d(xm, xn) − d(xm, ym) ≥ d(xm, ym) + d(xn, yn) − d(xm, ym) = d(xn, yn),

järelikult d(xn, yn) − d(xn, ym) ≤ 0 ja seega

fn(ym) = max{0, d(xn, yn) − d(xn, ym)} = 0.

Näitame, et iga fn on Lipschitzi funktsioon, kusjuures iga x, y ∈ M korral on

|fn(x) − fn(y)| ≤ d(x, y).

Selleks vaatleme nelja võimalikku juhtu.
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(1) Kui fn(x) = 0 ja fn(y) = 0, siis ilmselt |fn(x) − fn(y)| = 0 ≤ d(x, y).

(2) Kui fn(x) ̸= 0 ja fn(y) ̸= 0, siis

|fn(x) − fn(y)| = |
(
d(xn, yn) − d(xn, x)

)
−

(
d(xn, yn) − d(xn, y)

)
|

= |d(xn, x) − d(xn, y)| ≤ d(x, y).

(3) Kui fn(x) ̸= 0 ja fn(y) = 0, siis d(xn, yn)−d(xn, x) > 0 ja 0 ≥ d(xn, yn)−d(xn, y),
mistõttu

|fn(x) − fn(y)| =
∣∣(d(xn, yn) − d(xn, x)

)
− 0

∣∣ = d(xn, yn) − d(xn, x)
≤ d(xn, yn) − d(xn, x) − d(xn, yn) + d(xn, y)
= d(xn, y) − d(xn, x) ≤ d(x, y).

(4) Juht, kus fn(x) = 0 ja fn(y) ̸= 0, taandub ilmselt eelmisele juhule.

Järelikult |fn(x) − fn(y)| ≤ d(x, y) iga x, y ∈ M ja iga n ∈ N korral.
Näitame, et fn(0) = 0 iga n ∈ N korral. Kuna yn′ = 0, saame ilmselt fn′(0) = 0.

Kui n ̸= n′, siis tingimuse (2) põhjal

d(xn, yn) ≤ d(xn, xn′) − d(xn′, yn′) ≤ d(xn, yn′) = d(xn, 0),

järelikult d(xn, yn) ≤ d(0, xn), mistõttu fn(0) = 0. Kokkuvõttes fn ∈ Lip0(M) iga n ∈ N
korral.

Näitame, et Banachi ruumi Lip0(M) elementide jada (fn) on isomeetriliselt ekvi-
valentne ruumi c0 kanoonilise baasiga. Fikseerime vabalt α = (αn) ∈ c0. Eeldame,
et rida

∑∞
n=1 αnfn koondub ruumis Lip0(M) ja olgu f selle rea summa. Lemma 1.9

(tingimuste (i) ja (iii) samaväärsuse tõttu) piisab näidata, et ||f ||Lip = ||α||.
Olgu n0 ∈ N selline, et |αn0| = maxn∈N |αn|. Iga n ∈ N korral fn(yn0) = 0, seega

f (yn0) = 0. Kui n ̸= n0, siis fn(xn0) = 0, seega

|f (xn0) − f (yn0)| = |f (xn0)| =
∣∣∣

∞∑

n=1

αnfn(xn0)
∣∣∣ = |αn0fn0(xn0)| = |αn0|d(xn0, yn0).

Olgu x, y ∈ M ja x ̸= y. Näitame, et

|f (x) − f (y)| ≤ |αn0|d(x, y).

Selleks vaatleme eraldi punktide x ja y võimalikke paiknemisi ruumis M .

(1) Kui {x, y} ∩
⋃∞

n=1 B(xn, d(xn, yn)) = ∅, siis fn(x) = fn(y) = 0 iga n korral,
mistõttu

|f (x) − f (y)| = 0 ≤ |αn0|d(x, y).
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(2) Eeldame, et x /∈
⋃∞

n=1 B(xn, d(xn, yn)), kuid y ∈ B(xm, d(xm, ym)) mingi m ∈ N
korral. Siis f (x) = 0 ja f (y) = αmfm(y) ning kuna x /∈ B(xm, d(xm, ym)) ehk
d(xm, x) ≥ d(xm, ym), saame

|f (x) − f (y)| = |f (y)| = |αmfm(y)| = |αm|(d(xm, ym) − d(xm, y))
≤ |αm|(d(xm, x) − d(xm, y)) ≤ |αm|d(x, y) ≤ |αn0|d(x, y).

(3) Juht, kus y /∈
⋃∞

n=1 B(xn, d(xn, yn)), kuid x ∈ B(xm, d(xm, ym)) mingi m ∈ N
korral, taandub ilmsesti eelmisele juhule.

(4) Kui leidub n ∈ N nii, et x, y ∈ B(xn, d(xn, yn)), siis fm(x) = fm(y) = 0 iga
m ̸= n korral ning d(xn, x) < d(xn, yn) ja d(xn, y) < d(xn, yn), seega

|f (x) − f (y)| = |αnfn(x) − αnfn(y)| = |αn||fn(x) − fn(y)|
≤ |αn||d(xn, yn) − d(xn, x) − d(xn, yn) + d(xn, y)|
= |αn||d(xn, y) − d(xn, x)|
≤ |αn0|d(x, y).

(5) Olgu m, n ∈ N sellised, et m ̸= n, x ∈ B(xm, d(xm, ym)) ja y ∈ B(xn, d(xn, yn)).
Sel juhul on f (x) = αmfm(x) ja f (y) = αnfn(y), mistõttu

|f (x) − f (y)| = |αmfm(x) − αnfn(y)| ≤ |αm|fm(x) + |αn|fn(y)
≤ |αn0|

(
fm(x) + fn(y)

)

= |αn0|
(
d(xm, ym) − d(xm, x) + d(xn, yn) − d(xn, y)

)

≤ |αn0|d(x, y),

kusjuures viimase hinnangu saame vahetult kauguse d nelinurga võrratuse põhjal
kehtiva võrratuse

d(xm, xn) − d(xm, x) − d(xn, y) ≤ d(x, y)

ja võrratuse (2) abil.

Sellega oleme näidanud, et ||f ||Lip = maxn∈N |αn|. Lemma 1.9 põhjal on jada (fn) iso-
meetriliselt ekvivalentne Banachi ruumi c0 kanoonilise baasiga. Kusjuures näitasime,
et kui f on rea

∑∞
n=1 αnfn summa mingi (αn) ∈ c0 korral, siis f ∈ SNA(M).

Nüüd on aga selge, et iga (αn) ∈ c0 korral
∑∞

n=1 αnfn koondub ruumis Lip0(M)
ja iga element alamruumis span{fn : n ∈ N} on tugevalt normi saavutav Lipschitzi
funktsioon.
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Teoreem 3.2 (vt [1, teoreem 3.2]). Olgu (M, d) meetriline ruum, mille kujumispunktide
hulk M ′ on lõpmatu. Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga co isomeetriliselt
isomorfset Lip0(M) alamruumi.

Tõestus. Leiduvad M kuhjumispunktide jada (cn) ja arvud rn > 0, n ∈ N, nii, et kerad
B(cn, rn) on paarikaupa lõikumatud. Tõepoolest, paneme esmalt tähele, et kui U on
meetrilise ruumi M lahtine osahulk, milles on lõpmata palju M ′ elemente, millest
fikseerime vabalt kaks erinevat, x ja y, siis ilmselt leiduvad lõikumatud kinnised kerad
B(x, r) ja B(y, s) nii, et B(x, r) ⊂ U ja B(y, s) ⊂ U , kusjuures U \B(x, r) või U \B(y, s)
peab sisaldama lõpmata palju M ′ elemente. Seega saame alustuseks leida (U = M
korral) c1 ja r1 nii, et kinnisest kerast B(c1, r1) väljapoole jääb lõpmata palju hulga M ′

punkte. Edasi leiame (U = M \ B(c1, r1) korral) c2 ja r2 nii, et B(c2, r2) ∩ B(c1, r1) =
∅ ja kinnisest hulgast B(c2, r2) ∪ B(c1, r1) väljapoole jääb lõpmata palju hulga M ′

punkte. Jne, iga ühest suurema naturaalarvu n korral valime cn ja rn nii, et B(cn, rn) ∩⋃n−1
i=1 B(xi, ri) = ∅ ja kinnisest hulgast

⋃n
i=1 B(ci, ri) väljapoole jääb lõpmata palju

hulga M ′ punkte. Olgu (cn) ja (rn) selliselt saadud jadad.
Kuna iga cn on kuhjumispunkt, saame iga n ∈ N korral leida xn, yn ∈ M nii, et

xn ̸= yn ja xn, yn ∈ B(cn, rn/6). Jadadele (xn) ja (yn) saab rakendada lemmat 3.1, sest
iga m, n ∈ N, m ̸= n, korral

d(xm, xn) ≥ d(cm, cn) − d(xm, cm) − d(xn, cn)

> max{rm, rn} − rm

6 − rn

6 ≥ 2rm

6 + 2rn

6
>

(
d(xm, cm) + d(cm, ym)

)
+

(
d(xn, cn) + d(cn, yn)

)

≥ d(xm, ym) + d(xn, yn).

Lemma 3.1 põhjal sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset
Lip0(M) alamruumi.

Definitsioon 3.3. Meetriline ruum on totaalselt ehk täielikult tõkestatud, kui tal
leidub iga ε > 0 korral lõplik ε-võrk.

Lemma 3.4. Meetrilise ruumi elementide jadal kas leidub Cauchy osajada või leidub
osajada, mille liikmed on ε-eraldatud mingi ε > 0 korral, s.t üksteisest vähemalt
kaugusel ε.

Tõestus. Vaatleme jada (xn) meetrilises ruumis M . Tähistame A := {xn : n ∈ N}.
Alamruum A on kas totaalselt tõkestatud või mitte. Näitame, et esimesel juhul leidub
jadal (xn) Cauchy osajada ning teisel juhul leidub osajada (xnk ) ja ε0 > 0 nii, et jada
(xnk ) liikmed on ε0-eraldatud.

Eeldame, et alamruum A on totaalselt tõkestatud. Olgu V1 tema lõplik 1-võrk. Siis
A =

⋃
v∈V1

B(v, 1). Leidub v1 ∈ V1 nii, et W1 := B(v1, 1) sisaldab lõpmata palju jada
(xn) liikmeid. Olgu xn1 üks selline.
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Oletame, et mingi k ∈ N korral on xn1, . . . , xnk leitud, v1 ∈ V1, . . . , vk ∈ Vk on
sellised, et hulk Wk =

⋂k
i=1 B(vi, 1

i ) sisaldab lõpmata palju jada (xn) liikmeid, kus hulk
Vi on meetrilise ruumi A lõplik 1

i -võrk iga i ≤ k korral. Edasi, olgu Vk+1 meetrilise
ruumi A lõplik 1

k+1-võrk. Siis Wk =
⋃

v∈Vk+1

(
Wk ∩ B(v, 1

k+1 )
)

ning leidub vk+1 ∈ Vk+1

nii, et hulk Wk+1 := Wk ∩ B(vk+1, 1
k+1 ) sisaldab lõpmata palju jada (xn) liikmeid.

Fikseerime ühe sellise elemendi xnk+1 nii, et nk+1 > nk . Jne.
Näitame, et saadud osajada (xnk ) on Cauchy jada. Fikseerime ε > 0 ja leiame

N ∈ N nii, et 1
N < ε

2 . Olgu l, m ∈ N, l, m > N ja l > m. Siis xnl ∈ Wl ja xnm ∈ Wm.
Kuna WN ⊃ WN+1 ⊃ · · · ⊃ Wm ⊃ · · · ⊃ Wl, siis xnl, xnm ∈ WN =

⋂N
i=1 B(vi, 1

i ).
Kolmnurga võrratuse põhjal

d(xnl, xnm) ≤ d(xnl, vN ) + d(vN , xnm) < 2
N < ε.

Oletame nüüd, et meetrilise ruumi M alamruum A ei ole totaalselt tõkestatud.
Sel juhul leidub ε0 > 0 nii, et ruumil A lõplikku ε0-võrku ei leidu. Olgu xn1 := x1.
Järelikult leidub lõpmata palju A elemente, mis asuvad väljaspool kera B(xn1, ε0). Kui
mingi k ∈ N korral on xnk defineeritud, siis lõpmata palju A elemente on ikkagi
väljaspool hulka

⋃k
i=1 B(xni, ε0), sest vastasel juhul saaksime konstrueerida hulgale A

lõpliku ε0-võrgu. Fikseerime ühe sellise elemendi xnk+1 nii, et nk+1 > nk . Nii saadava
osajada (xnk ) liikmed on ε0-eraldatud.

Teoreem 3.5 (vt [1, teoreem 3.4]). Olgu M diskreetne meetriline ruum, mis ei ole
ühtlaselt diskreetne. Hulk SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt iso-
morfset Lip0(M) alamruumi.

Tõestus. Kuna M pole ühtlaselt diskreetne, peavad leiduma M elementide jadad (xn)
ja (yn) nii, et (d(xn, yn)) on rangelt kahanev nulliks koonduv positiivsete arvude ja-
da. Paneme tähele, et jadal (xn) ei leidu koonduvat osajada. Tõepoolest, kui osajada
(xnk ) koonduks, siis oleks ta statsionaarne (nagu iga koonduv jada diskreetses meet-
rilises ruumis), aga siis oleks tingimuse d(xn, yn) −−−→

n→∞
0 tõttu ka (ynk ) koonduv ehk

statsionarne jada; nii jõuaksime vastuolus tingimusega, et jada (d(xn, yn)) on rangelt
kahanev. Järelikult, tuginedes lemmale 3.4 ja koondumisele d(xn, yn) −−−→

n→∞
0 ning va-

jadusel osajadale üle minnes, leidub ε > 0 nii, et iga m, n ∈ N ja m ̸= n korral
d(xm, xn) > ε ning d(xn, yn) < ε

2 .
Nüüd saame rakendada lemmat 3.1, sest kui m, n ∈ M ja m ̸= n, siis

d(xm, xn) > ε > d(xm, ym) + d(xn, yn).

Järelikult sisaldab SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M)
alamruumi.
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Teoreem 3.6 (vt [3, teoreem 4.2]). Olgu M lõpmatu meetriline ruum, mis ei ole ühtlaselt
diskreetne. Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset
Lip0(M) alamruumi.

Tõestus. Need juhud, kus ruumi M kuhjumispunktide hulk M ′ on lõpmatu või tühi, on
käsitletud vastavalt teoreemides 3.2 ja 3.5. Seega eeldame, et M ′ on lõplik ja mittetühi.
Vaatleme esiteks juhtu, kus M on täielik. Võime eeldada, et 0 ∈ M ′, vajadusel võime
nullpunkti muuta. Seega leidub M elementide jada (xn) nii, et xn −−−→

n→∞
0, kuid mitte

ükski xn selles jadas ei ole kuhjumispunkt, s.t R (xn) > 0 iga n ∈ N korral. Küll aga
paneme tähele, et R (xn) −−−→

n→∞
0, sest R (xn) ≤ d(xn, 0) −−−→

n→∞
0.

Vaatleme hulki

A =
{

{m, n} ∈ N(2) : d(xm, xn) ≥ R (xm) + R (xn)
}

ja
B =

{
{m, n} ∈ N(2) : d(xm, xn) < R (xm) + R (xn)

}
.

Ilmselt A ∪ B = N(2) ja A ∩ B = ∅, seega Ramsey teoreemi järelduse 1.11 põhjal
leidub lõpmatu hulk S ⊂ N nii, et S (2) ⊂ A või S (2) ⊂ B. Vaatleme mõlemat juhtu
eraldi.

1. Olgu S (2) ⊂ A. Iga m, n ∈ S ja m ̸= n korral kehtib d(xm, xn) ≥ R (xm) + R (xn).
Juhul kui leidub hulga S lõpmatu alamhulk N nii, et xn saavutab oma eraldusraadiuse
iga n ∈ N korral, s.t iga n ∈ N korral leidub yn nii, et R (xn) = d(xn, yn), siis jadad
(xn)n∈N ja (yn)n∈N rahuldavad lemma 3.1 eeldusi ja seega sisaldab SNA(M) Banachi
ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi.

Kui aga ei leidu (xn) osajada, mille kõik liikmed oma raadiuse saavutavad, võime
vajadusel osajadale üle minnes eeldada, et xn ei saavuta oma eraldusraadiust ühegi
n ∈ S korral. Sel juhul on iga n ∈ S korral d(xn, 0) − R (xn) > 0.

Kuna d(xn, 0) −−−→
n→∞

0, saame leida (xn)n∈S osajada (ak )k∈N nii, et a1 = xmin{S}

ning iga k ∈ N korral
d(ak+1, 0) ≤ ∆k ,

kus
∆k = d(ak , 0) − R (ak )

3 .

Jada (∆k ) on kahanev, sest iga k ∈ N korral

∆k+1 < d(ak+1, 0) ≤ ∆k .

Eraldusraadiuse mõiste kohaselt saame iga k ∈ N korral leida bk ∈ B(ak , R (ak )+∆k ).
Näitame, et jadad (ak ) ja (bk ) rahuldavad lemma 3.1 eeldusi. Olgu m, n ∈ N ja m > n.
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Ilmselt kehtivad järgmised seosed:

d(an, 0) = R (an) + 3∆n,
d(am, 0) ≤ ∆n,
d(an, bn) < R (an) + ∆n,
d(am, bm) < R (am) + ∆m < R (am) + 3∆m = d(am, 0) ≤ ∆m−1 ≤ ∆n.

Tagurpidi kolmnurga võrratuse ja ülaltoodud seoste põhjal saame

d(am, an) ≥ d(an, 0) − d(am, 0) ≥
(
R (an) + 3∆n

)
− ∆n

=
(
R (an) + ∆n

)
+ ∆n > d(an, bn) + d(am, bm).

Lemma 3.1 põhjal sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset
Lip0(M) alamruumi.

2. Olgu S (2) ⊂ B. Jada (xn)n∈S on jada (xn)n∈N osajada, mistõttu koondub ise samuti
nulliks ja R (xn) −−−−−−→

n∈S, n→∞
0. Järgnevas leiame jada (xn)n∈S kaks erilist osajada (ak )

ja (bk ).
Olgu a1 = xmin{S} ja leiame jada (xn)n∈S liikmete seast elemendi b1 nii, et R (b1) <

R (a1)
2 . Seejärel valime iga k ∈ N korral jada (xn)n∈S liikmete seast ak+1 ja bk+1 nii, et

kehtivad

(i) R (ak+1) < εk

2 , kus εk = R (ak ) + R (bk ) − d(ak , bk ),

(ii) R (bk+1) < R (ak+1)
2 .

Tingimuse S (2) ⊂ B tõttu εk > 0 iga k ∈ N korral. Paneme tähele, et jadade (ak ) ja
(bk ) liikmed on kõik paarikaupa erinevad. Tõepoolest, suvalise k ∈ N korral saame
tingimuste (i) ja (ii) põhjal

R (bk+1) < R (ak+1) < R (ak ) + R (bk ) − d(ak , bk )
2 ≤ R (bk )

2 < R (bk ) < R (ak ). (3)

Iga k ∈ N korral olgu fk : M → R,

fk (p) =






R (ak ) − εk

2 , kui p = ak ,

−R (bk ) + εk

2 , kui p = bk ,

0 muudel juhtudel.

Paneme tähele, et iga k ∈ N korral

|fk (ak )| = R (ak ) − εk

2 ja |fk (bk )| = R (bk ) − εk

2 .
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Tõepoolest, kuna

R (ak ) − R (bk ) + d(ak , bk ) > R (ak ) − R (ak )
2 + d(ak , bk ) > 0,

siis
fk (ak ) = R (ak ) − εk

2 = R (ak ) − R (bk ) + d(ak , bk )
2 > 0

ning kuna

R (ak ) − R (bk ) − d(ak , bk ) ≤ d(ak , bk ) − R (bk ) − d(ak , bk ) < 0,

siis
fk (bk ) = −R (bk ) + εk

2 = R (ak ) − R (bk ) − d(ak , bk )
2 < 0.

Fikseerime k ∈ N. Paneme tähele, et fk ∈ SNA(M). Tõepoolest, ilmselt fk (0) = 0,
sest 0 /∈ {xn : n ∈ N}, ning

|fk (ak ) − fk (bk )| = |R (ak ) + R (bk ) − εk | = d(ak , bk ).
Näitame veel, et Lip(fk ) ≤ 1 ehk iga p, q ∈ M korral

|fk (p) − fk (q)| ≤ d(p, q).

Kui fk (p) = 0 ja fk (q) = 0, siis viimane võrratus muidugi kehtib. Seega piisab vaadelda
veel kahte juhtu: a) p = ak ja fk (q) = 0, b) fk (p) = 0 ja q = bk .

a) Olgu p = ak ja q ∈ M selline, et fk (q) = 0. Siis

|fk (ak ) − fk (q)| = |f (ak )| = R (ak ) − εk

2 < R (ak ) = R (p) ≤ d(p, q).

b) Olgu q = bk ja p ∈ M selline, et fk (p) = 0. Kuna |fk (bk )| = R (bk ) − εk
2 , siis on

tõestus eelmise juhuga analoogiline.
Olgu α = (αk ) ∈ c0 ja |αk0| = ||α||. Oletame, et rida

∑∞
k=1 αk fk koondub ruumis

Lip0(M) ja olgu f selle rea summa. Veendume, et f ∈ SNA(M), ja et ||f ||Lip = |αk0|.
Näitame, et f on Lipschitzi funktsioon normiga |αk0|. Selleks fikseerime p, q ∈ M nii,
et p ̸= q ja veendume esmalt, et |f (p) − f (q)| ≤ |αk0|. Vaatleme eraldi punktide p ja
q võimalikke paiknemisi ruumis M .

(1) Kui mingi k ∈ N korral p, q ∈ {ak , bk}, siis

|f (p) − f (q)| ≤ |fk (p)| + |fk (q)| = |αk |
(

R (ak ) − εk

2

)
+ |αk |

(
R (bk ) − εk

2

)

= |αk |(R (ak ) + R (bk ) − εk ) ≤ |αk0|d(p, q).
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(2) Eeldame, et leiduvad m, n ∈ N nii, et m < n ja p ∈ {am, bm} ning q ∈ {an, bn}.
Juhtu kui q ∈ {am, bm} ja p ∈ {an, bn} saab tõestada analoogiliselt. Siis
|f (p)| = |αm|(R (p) − εm

2 ), ning kuna

R (an) > R (an) − εn

2 > R (bn) − εn

2 ,

siis |f (q)| < |αn|R (an). Tingimuse (i) ja võrratuste ahela (3) põhjal εm
2 > R (an).

Kokkuvõttes

|f (p) − f (q)| ≤ |f (p)| + |f (q)|

< |αm|
(

R (p) − εm

2

)
+ |αn|R (an)

≤ |αk0|
(

R (p) − εm

2 + R (an)
)

< |αk0|R (p)
≤ |αk0|d(p, q).

(3) Juhul kui p /∈ {ak : k ∈ N} ∪ {bk : k ∈ N}, siis |f (p)| = 0 ja

|f (p) − f (q)| = |f (q)| ≤ |αk0|R (q) ≤ |αk0|d(p, q).

(4) Juhul kui q /∈ {ak : k ∈ N} ∪ {bk : k ∈ N} on tõestus eelmise juhuga analoo-
giline.

Sellega oleme näidanud, et ||f ||Lip ≤ |αk0|. Jääb üle märgata, et f saavutab oma normi
tugevalt:

|f (ak0) − f (bk0)| = |αk0||R (ak0) + R (bk0) − εk0| = |αk0|d(ak0, bk0).

Oletame nüüd, et M pole täielik ja olgu Mc ruumi M täield. Sel juhul eeldades,
et 0Mc ∈ M ′

c , saame M ′
c lõplikkuse tõttu leida jada (xn) nii, et {xn : n ∈ N} ⊂ M

ja xn −−−→
n→∞

0Mc . Edasi tõestame sarnaselt nagu täieliku meetrilise ruumi M puhul,
aga vaadeldes vajadusel funktsioonide fk asemel funktsioone f ′

k = fk − f (0M ), mis
garanteerib, et f ′

k ∈ Lip0(M) ka juhul kui 0Mc ∈ Mc \ M .
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4 Ühtlaselt diskreetne meetriline ruum, mille puhul
SNA(M) ei sisalda Banachi ruumiga c0
isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi

Eelmise peatüki põhjal võib tekkida küsimus, kas teoreemi 3.6 saaks ka laiendada
ühtlaselt diskreetsetele meetrilistele ruumidele. Käesoleva peatüki eesmärk on sellele
küsimusele eitav vastus anda, tuues näite lõpmatust ühtlasest meetrilisest ruumist, mis
Banachi ruumi c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi ei sisalda.

Lemma 4.1 (vt [3, lemma 3.1]). Olgu M meetriline ruum ja olgu Banachi ruumi Lip0(M)
elementide jada (fn) isomeetriliselt ekvivalentne c0 kanoonilise baasiga. Kui iga n ∈ N
korral fn saavutab oma normi tugevalt punktidel xn, yn ∈ M, xn ̸= yn, siis fm(xn) =
fm(yn) iga m ∈ N \ {n} korral.

Tõestus. Fikseerime n ∈ N. Eeldame, et fn saavutab oma normi punktidel xn, yn,
xn ̸= yn, kusjuures

|fn(xn) − fn(yn)| = fn(xn) − fn(yn).
Oletame vastuväiteliselt, et leidub m ∈ N \ {n} nii, et fm(xn) ̸= fm(yn).

Vaatleme esiteks juhtu, kus fm(xn) > fm(yn). Defineerime f := fm+fn, mis lemma 1.9
(tingimuste (i) ja (iii) samaväärsuse) põhjal on Lipschitzi funktsioon normiga 1. Tekib
vastuolu:

|f (xn) − f (yn)| ≥ (fn + fm)(xn) − (fn + fm)(yn)
= fn(xn) − fn(yn) + fm(xn) − fm(yn)
= d(xn, yn) + fm(xn) − fm(yn)
> d(xn, yn),

Vaatleme nüüd juhtu, kus fm(xn) < fm(yn). Iga k ∈ N korral on funktsioon gk : M →
R,

gk =
{

fk , kui k ̸= m
−fk , kui k = m,

isomeetriliselt ekvivalentne c0 kanoonilise baasiga. Defineerides f := gm + gn, on
tõestus analoogiline esimese juhuga.

Lemma 4.2 (vt [3, lemma 3.2]). Olgu M meetriline ruum ja olgu Banachi ruumi Lip0(M)
elementide jada (fn) ruumis Lip0(M) ekvivalentne Banachi ruumi c0 kanoonilise baasi-
ga. Siis iga x ∈ M korral limn→∞ |fn(x)| = 0.
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Tõestus. Olgu T : c0 → span{fn : n ∈ N} normeeritud ruumide isomorfism, kus
T (en) = fn iga n ∈ N korral. Oletame vastuväiteliselt, et leidub selline x ∈ M , et
limn→∞ |fn(x)| ̸= 0. Siis leidub N ∈ N nii, et

∑N
n=1 |fn(x)| > ||T ||d(x, 0). Valime iga

n ∈ {1, . . . , N} korral εn ∈ {1, −1} nii, et |fn(x)| = εnfn(x) ehk olgu εn = sign fn(x).
Tekib vastuolu, sest ühelt poolt on Lipschitzi funktsiooni f :=

∑N
n=1 εnfn : M → R

norm ülimalt ||T ||:

∥∥∥
N∑

n=1

εnfn

∥∥∥
Lip

=
∥∥∥T

( N∑

n=1

εnen

)∥∥∥
Lip

≤ ||T ||,

aga teisalt, vaadeldes funktsiooni f väärtuste vahet kohal x ja 0, peab funktsiooni f
norm ületama ||T ||:

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

εnfn(x) −
N∑

n=1

εnfn(0)
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

εnfn(x)
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣

N∑

n=1

|fn(x)|
∣∣∣∣∣

=
N∑

n=1

|fn(x)|

> ||T ||d(x, 0).

Teoreem 4.3 (vt [3, teoreem 4.1]). Leidub lõpmatu ühtlaselt diskreetne tõkestatud meet-
riline ruum M nii, et hulk SNA(M) ei sisalda Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt
isomorfset Lip0(M) alamruumi.

Tõestus. Vaatleme hulka N kaugusega d, kus

d(m, n) =





1 + 1

max{m, n}, kui m ̸= n,

0, kui m = n.

Selline meetriline ruum on muidugi ühtlaselt diskreetne, sest erinevate naturaalarvude
m ja n korral d(m, n) > 1. Oletame vastuväiteliselt, et SNA(N) sisaldab Banachi
ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset Lip0(M) alamruumi. Siis leidub ruumis Lip0(M)
tugevalt normi saavutavate funktsioonide jada (fn), mis on isomeetriliselt ekvivalentne
c0 kanoonilise baasiga. Tõepoolest, kui lineaarne T : c0 → Lip0(M) on isomeetriline
ja T (c0) ⊂ SNA(M), siis otsitavaks jadaks sobib (fn), kus fn = T (en) iga n ∈ N korral.

Olgu iga n ∈ N korral xn, yn ∈ M sellised, et xn ̸= yn ja

|fn(xn) − fn(yn)| = d(xn, yn).
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Eesmärgiks on leida kaks erinevat naturaalarvu m0 ja n0 ning δ ∈ {1, −1} nii, et

||fn0 + δfm0||Lip > 1.

Nii tekitame vastuolu lemma 1.9 tingimuste (i) ja (iii) samaväärsusega.
Defineerime hulgad

A :=
{

{m, n} ∈ N(2) : {xm, ym} ∩ {xn, yn} = ∅
}

,
B1 :=

{
{m, n} ∈ N(2) : xm = xn

}
,

B2 :=
{

{m, n} ∈ N(2) : ym = yn
}

,
B3 :=

{
{m, n} ∈ N(2) : xm = yn või xn = ym

}
.

Paneme tähele, et B1 ∩ B2 = ∅. Tõepoolest, kui (m, n) ∈ B1 ∩ B2, siis xm = xn ja
ym = yn, järelikult

fm(xn) = fm(xm) ̸= fm(ym) = fm(yn),
mis on vastuolu, sest lemma 4.1 põhjal peab olema fm(xn) = fm(yn). Seega on lihtne
näha, et hulgad A, B1, B2, B3 rahuldavad järelduse 1.11 tingimusi, mistõttu leidub
lõpmatu hulk S ⊂ N ja hulk C ∈ {A, B1, B2, B3} selliselt, et S (2) ⊂ C . Vaatleme
eraldi kõiki nelja olukorda.

(1) S (2) ⊂ A. Defineerime iga n ∈ S korral εn := 1
2 max{xn,yn} . Fikseerime n0 ∈ S .

Lemma 4.2 ja d definitsiooni põhjal leidub m0 ∈ S \ {n0} nii, et

(i) max{|fm0(xn0)|, |fm0(yn0)|} ≤ 1
3εn0

(ii) max{d(xn0, xm0), d(xn0, ym0), d(yn0, xm0), d(yn0, ym0)} ≤ 1 + 1
3εn0 .

Lemma 4.1 tõttu leidub Cm0 ∈ R nii, et fn0(xm0) = fn0(ym0) = Cm0 . Võime eeldada,
et

|fn0(xn0) − Cm0| ≥ |fn0(yn0) − Cm0|

ja
|fm0(xm0)| ≥ |fm0(ym0)|,

sest juhul kui kumbki eelnev võrratus ei peaks kehtima, võime vastavalt ümber
tähistada paari (xn0, yn0) või (xm0, ym0), seejuures jäävad kehtima võrratused(i) ja
(ii).
Kolmnurga võrratuse abil saame, et

|fn0(xn0) − Cm0| + |fn0(yn0) − Cm0| ≥ |fn0(xn0) − fn0(yn0)|
= d(xn0, yn0) = 1 + 2εn0
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ja

|fm0(xm0)| + |fm0(ym0)| ≥ |fm0(xm0) − fm0(ym0)|
= d(xm0, ym0) = 1 + 2εm0,

seega
|fn0(xn0) − Cm0| ≥ 1

2 + εn0 (4)

ja
|fm0(xm0)| ≥ 1

2 + εm0. (5)

Olgu δ := sign fm0(xm0) ∈ {1, −1}. Jääb üle vaadata kahte alamjuhtu.
Juhul kui fn0(xn0) < Cm0 , defineerime funktsiooni f := fn0 + δfm0 ning veendume,
et ||f ||Lip > 1. Võrratuste (i), (ii), (4) ja (5) põhjal

|f (xm0) − f (xn0)| ≥ fn0(xm0) + δfm0(xm0) − fn0(xn0) − δfm0(xn0)
= Cm0 + |fm0(xm0)| − fn0(xn0) − δfm0(xn0)
≥ Cm0 − fn0(xn0) + |fm0(xm0)| − |fm0(xn0)|

> 1
2 + εn0 + 1

2 − |fm0(xn0)|

> 1 + εn0 − 1
3εn0

> 1 + 1
3εn0

≥ d(xn0, xm0).

Juhul kui fn0(xm0) ≥ Cm0 , on tõestus peaaegu analoogiline, ainult selle erinevu-
sega, et funktsiooni f asemel vaatleme funktsiooni g := fn0 − δfm0 , mille puhul
saab sarnase arutelu abil näidata, et |g(xn0) − g(xm0)| > d(xn0, xm0).

(2) S (2) ⊂ B1. Paneme tähele, et leidub k∗ ∈ N nii, et xn = k∗ iga n ∈ S korral.
Lemma 4.1 põhjal yn ̸= ym, kui n, m ∈ S ja n ̸= m. Lemma 4.2 põhjal võime
leida indeksid n0 ja m0 nii, et

|fn0(xn0)| ≤ 1
10 ja |fm0(xm0)| ≤ 1

10 . (6)

Kolmnurga võrratuse põhjal

|fn0(xn0)| + |fn0(yn0)| ≥ |fn0(yn0) − fn0(xn0)| = d(xn0, yn0) > 1, (7)
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mistõttu |fn0(yn0)| > 9/10. Sarnase arutelu teel saab näidata ka, et |fm0(ym0)| >
9/10. Kuna xn0 = xm0 , saame võrratuse (6) ja lemma 4.1 põhjal

|fn0(ym0)| ≤ 1
10 ja |fm0(yn0)| ≤ 1

10 . (8)

Arvestame asjaolu, et iga n ∈ N korral, kui fn on tugevalt normi saavutav
Lipschitzi funktsioon normiga 1, siis on seda ka −fn. Seega võime eeldada,
et fn0(yn0) > 0 ja fm0(ym0) > 0, vajadusel kummagi funktsiooni märki muutes,
seejuures jääb lemma 1.9 (tingimuste (i) ja (iii) samaväärsuse) põhjal jada (fn)
ekvivalentseks c0 kanoonilise baasiga. Vaatleme funktsiooni f := fn0 − fm0 , mis
on lemma 1.9 (tingimuste (i) ja (iii) samaväärsuse) põhjal normiga 1. Pidades
silmas, et d definitsiooni kohaselt ei ole meetrilise ruumi kahe erineva elemendi
vaheline kaugus suurem kui 3/2, ning kasutades võrratusi (7) ja (8), jõuame
vastuoluni:

|f (yn0) − f (ym0)| ≥ fn0(yn0) + fm0(ym0) − fm0(yn0) − fn0(ym0)

≥ 9
5 − (|fm0(yn0)| + |fn0(ym0)|) > 8

5 > d(yn0, ym0).

(3) S (2) ⊂ B2. Vaadeldes jadade (xn) ja (yn) asemel jadasid (x ′
n) ja (y′

n), kus iga
n ∈ N korral x ′

n = yn ja y′
n = xn saame, et S (2) ⊂

{
{m, n} ∈ N(2) : x ′

m = x ′
n
}
,

mistõttu on lihtne näha, et antud alamjuhtu saab tõestada samamoodi nagu
eelmist alamjuhtu.

(4) S (2) ⊂ B3. Näitame, et see alamjuht pole võimalik. Fikseerime n0 ∈ S . Definee-
rime hulgad

S1 =
{

m ∈ S \ {n0} : xm = yn0

}

ja
S2 =

{
m ∈ S \ {n0} : ym = xn0

}
.

Hulk S1 on üheelemendiline. Oletades vastuväiteliselt, et leiduvad n1, n2 ∈ S1
nii, et n1 ̸= n2, saame, et xn1 = xn2 ning kuna {n1, n2} ∈ B3, kehtib kas xn1 = yn2

või xn2 = yn1 . See aga tähendaks, et kehtib kas xn1 = yn1 või xn2 = yn2 mis
on vastuolus asjaoluga, et funktsioonid fn1 ja fn2 saavutavad tugevalt oma normi
vastavalt punktide xn1 ja yn1 ning xn2 ja yn2 korral. Sarnase arutelu teel on
võimalik veenduda, et ka S2 on üheelemendiline hulk.
Kuna iga m ∈ S \ {n0} korral kehtib kas xn0 = ym või xm = yn0 , siis S =
{n0} ∪ S1 ∪ S2, mis on vastuolus hulga S valikuga.
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[8] A. Ostrak. ”Lipschitzi-vaba Banachi ruumi oktaeedrilisus“. Bakalaureusetöö. Tartu
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Karl-Ingmar Adamson
15.05.2024


	Sissejuhatus
	Vajalikud eelteadmised 
	Lipschitzi funktsioonide ruum Lip(M)
	Baaside ekvivalentsus
	Ramsey teoreem

	Banachi ruumiga c0 isomorfne Lip0(M) alamruum hulgas SNA(M)
	Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfne alamruum hulgas SNA(M)
	htlaselt diskreetne meetriline ruum, mille puhul SNA(M) ei sisalda Banachi ruumiga c0 isomeetriliselt isomorfset alamruumi
	Kasutatud kirjandus

