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Sissejuhatus

Olgu M meetriline ruum kaugusega d ja olgu f: M — R. Oeldakse, et kujutus f on
Lipschitzi funktsioon, kui leidub L > 0 nii, et iga x, y € M korral

() = Ty)l < L-d(x.y);

vahimat sellist arvu L, mida margitakse ||f[;, nimetatakse kujutuse f Lipschitzi

konstandiks. Oeldakse, et Lipschitzi funktsioon f: M — R saavutab normi tugevalt,
kut leiduvad elemendid x, y € M nii, et x # y ja

[F(x) = fly)l
dix.y)

Fikseeritud (null)punktt O € M korral on selliste Lipschitzi funktsioonide M — R
hulk, mille puhul 0 — 0, loomulikul viisil Banachi ruum normiga |[-{|;,- Seda ruumi
tahistatakse stimboliga Lipy(M).

Aastal 2022 avaldasid V. Kadets ja O. Roldan artikli [6], milles toestasid, et
kut meetriline ruum M on lopmatu, siis leidub iga n € N korral Banacht ruumil
Lipy(M) n-médtmeline alamruum, mis koosneb tugevalt normi saavutavatest Lipschitzi
funktsioonidest. Artiklis tdstatati kisimus, kas iga nullpunktiga taieliku lopmatu
meetrilise ruumit M korral leidub Banacht ruumil Lip,(M) ka lopmatumddtmeline
alamruum, mis koosneb tugevalt normi saavutavatest Lipschitzi funktsioonidest.

Aastal 2023 (esmalt digihoidlas arXiv ja hiljem aastal 2024 teadusajakirjas)
avaldatud artiklis [1] toestasid A. Avilés, G. Martinez-Cervantes, A. Rueda Zoca ja
P. Tradacete, et nullpunktiga l6pmatu taieliku meetrilise ruumi M korral sisaldab
hulk SNA(M) Banachi ruumiga ¢y isomorfse Lipy(M) alamruumi, vastates nii artiklis
[6] pustitatud kusimusele. Samal aastal naitasid S. Dantas, R. Medina, A. Quilis ja
O. Rolddn artiklis [3], et SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga co lausa isomeetriliselt
isomorfse Lipy(M) alamruumti tingimusel, et M et ole thtlaselt diskreetne. Samas
artiklis antakse naide nullpunktiga [Gpmatust Ghtlaselt diskreetsest meetrilisest
ruumist M, mille puhul hulk SNA(M) Banachi ruumiga ¢y isomeetriliselt isomorfset
Lipy(M) alamruumt et sisalda.

Kéaesolev bakalaureusetod on funktsionaalanalitsi valdkonda kuuluv referatiivne
uurimus, mille eesméargiks on koondada artiklite [1] ja [3] tahtsamad tulemused ja anda
nendele Uksikasjalikud toestused.

T060 esimeses peatikis defineerime vajalikud moisted ning toestame olulised
vahetulemused. Teises peatikis naitame, et nullpunktiga lopmatu thtlaselt diskreetse
meetrilise ruumi M korral sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga ¢y isomorfset
Lipy(M) alamruumi. Kolmandas peatiikis naitame, et kut M on nullpunktiga l6pmatu
meetriline ruum, mis et ole Uhtlaselt diskreetne, siis SNA(M) sisaldab Banachi
ruumiga co isomeetriliselt isomorfset Lip,(M) alamruumi. Neljandas peatiikis esitame
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naite nullpunktiga lopmatust Gihtlaselt diskreetsest meetrilisest ruumist M, mille puhul
hulk SNA(M) Banachi ruumiga ¢y isomeetriliselt isomorfset Lip,(M) alamruumi et
sisalda.

Bakalaureusettos vaatleme ainult reaalseid normeeritud ruume. Kasutame nor-
meeritud ruumide teooria tavalisi tahistusi. Olgu X normeeritud ruum. Ruumi X kinnist
tihikkera tahistame By. Tahistega B(x, r) ja B(x, r) margime vastavalt lahtist ja kinnist
kera keskpunktiga x ja raadiusega r. Utleme, et meetriline ruum M on diskreetne, kui
iga x € M korral leidub r, > 0 nii, et B(x, r,) = {x}. Utleme, et meetriline ruum M
on tihtlaselt diskreetne, kui leidub r > 0 nii, et iga x, y € M korral, kus y #+ x, kehtib
d(x,y) > r. Meetrilise ruumi M kuhjumispunktide hulka téhistame tahisega M.



1 Vajalikud eelteadmised

Peatiiki esimeses alapunktis toome sisse Lipschitzi funktsioonide ruumi moiste. Selle
Banacht ruumti kohta voib taiendavalt lugeda allikatest |5], [8] ja [9] Veel tuuakse siin
sisse tugevalt normi saavutava Lipschitzi funktsiooni mdiste. Tugevalt normi saavuta-
vate Lipschitzi funktsioonide teemat on viimastel aastatel intensiivselt uuritud, selle
teema kohta voib taiendavalt lugeda nt artiklitest [1], [2], [3], [6]

Teises alapunktis toome sisse Schauderi baasiga ekvivalentse jada moiste. Selle
moiste abil konstrueeritakse t60 pohiosas Banachi ruumi Lipy(M) alamruume, mis on
ruumiga co isomorfsed.

T060 pohiosas kasutatakse korduvalt graafiteooriast parit Ramsey teoreemi [6pma-
tutele graafidele, tapsemalt, selle sénastust hulgateooria terminites. Taielikkuse hu-
vides anname ka selle teoreemi toestuse.

1.1 Lipschitzi funktsioonide ruum Lipy(M)

Definitsioon 1.1. Olgu (M, d) meetriline ruum ja olqu f: M — R. Oeldakse, et kujutus
f rahuldab Lipschitzi tingimust, kui leidub L > 0 nii, et iga x, y € M korral

() = fy)| < L-d(x.y).

Vahimat sellist arvu L nimetatakse kujutuse f Lipschitzi konstandiks ja tdhistatakse
Lip(f).

Definitsioon 1.2. Meetrilist ruumi koos selles fikseeritud elemendiga nimetatakse
nullpunktiga meetriliseks ruumiks. Fikseeritud elementi nimetatakse nullpunktiks ja
tahistatakse simboliga O.

Olgu M nullpunktiga meetriline ruum. Tahistame stiimboliga Lip,(M) koigt selliste
Lipschitzi tingimust rahuldavate kujutuste f: M — R hulka, mille korral f(0) = 0. On
teada, et Lipy(M) on Banachi ruum punktiviisi defineeritud vektorruumi tehete ja normi
I1f1],, = Lip(f) suhtes. Seda Banachi ruumi nimetatakse Lipschitzi funktsioonide
ruumiks.

Lause 1.3 (vt nt [8] laused 1.3 ja 1.4]). Hulk Lipy(M) on vektorruum lile reaalarvude
korpuse punktiviisi defineeritud tehete suhtes ja Banachi ruum normiga

11l = Lip(f).
On teada (vt nt 8] Lk 8)), et ruum Lipy(M) ei sdltu tegelikult meetrilises ruumis
M nullpunktt valikust. Tapsemalt, kut esialgse nullpunkti O asemel lugeda meetrilise
ruumi M uueks nullpunktiks element 0’ ja Lipy (M) on vastav Lipschitzi funktsiooni-

de ruum, siis Lipy(M) ja Lipy (M) on isomeetriliselt isomorfsed. Vastav isomeetriline
isomorfism on 7 Lipy(M) — Lipy (M),

(TH(p) = f(p) = 1(0), 1 €Lip(M), peM.



Definitsioon 1.4. Oeldakse, et funktsioon f € Lip,(M) saavutab normi tugevalt, kui
letduvad elemendid x, y € M nii, et x # y ja

fix)—f
L

Banacht ruumt Lipy(M) tugevalt normi saavutavate funktsioonide hulka téhistame
stimboliga SNA(M).

1.2 Baaside ekvivalentsus

Definitsioon 1.5. Oeldakse, et normeeritud ruumid X ja Y on isomorfsed, kui leidub
lineaarne surjektiivne kujutus 7: X — Y ning konstandid @, B > 0 nii, et iga x € X
korral

allxll < [[Tx]] < BlIx]l

Sellist kujutust 7 nimetatakse (normeeritud ruumide) isomorfismiks.
Oeldakse, et normeeritud ruumid X ja Y on isomeetriliselt isomorfsed, kui leidub
lineaarne surjektiivne kujutus 7: X — Y nii, et iga x € X korral

[7x[] = Il

Definitsioon 1.6 (vt nt [4, definitsioon 4.6]). Olgu X lopmatumadstmeline normeeritud
ruum ning (e,) tema elementide jada. Jada (e,) nimetatakse (ruumi X) Schauderi
baasiks, kut iga x € X korral leidub theselt maaratud skalaaride jada (a,) nii, et

x=7) ., ae,.

Midrkus. On hasti teada, et kui (e,) on Schauderi baas normeeritud ruumis X, siis X
on separaabel ja X =span{e,: n € N}.

Banachi ruumt ¢y Gheks voimalikuks Schauderi baasiks on jada (e,), kusigan € N
korral

e, =(0,...,0,1,0,0,...).
————

n komponenti

Jada (e,) nimetatakse Banachi ruumi ¢y kanooniliseks (Schauderi) baasiks. Iga ele-
mendi @ = (a,) € ¢o korral a =) 7 a,e,.

Definitsioon 1.7 (vt nt [3, k 3]). Olgu X Banacht ruum, (x,) tema elementide jada
ning Y Banachi ruum Schauderi baasiga (e,). Oeldakse, et jada (x,) on ekvivalentne
baasiga (e,), kut leidub isomorfism T: Span{x,: n € N} — Y nii, et iga n € N korral
T(x,) = e,. Oeldakse, et jada (x,) on isomeetriliselt ekvivalentne baasiga (e,), kui

leidub isomeetriline isomorfism T: Span{x,: n € N} — Y nii, et iga n € N korral
I'(x,) = e,



Meérkus. Kut Banachi ruumi X elementide jada (x,) on ekvivalentne Banacht ruumi Y
Schauderi baasiga (e,), siis read ZEL ApX, ja ZEL aye, koonduvad samaaegselt.
Jarelikult, kut Banachi ruumi X elementide jada (x,) on ekvivalentne ruumi ¢y kanoo-
nilise baasiga (e,), sits Span{x, : n € N} elemendid on parajasti kujul x = Y™ . a,x,
mingt a = (a,) € ¢o korral ehk

1) iga x € span{x, : n € N} korral leidub a = (a,) € o nii, et x =) 77, apx,;

2) iga a = (a,) € ¢ korral rida ) 7, a,x, koondub ja tema summa on x €
span{x, : n € N}.

Teoreem 1.8 (Pidevalt jatkamise teoreem, vt nt [7], Lk 149). Olgu X normeeritud ruum,
Y Banachi ruum ja Xo C X ruumi X alamruum. Kui Xo on koikjal tihe ruumis X, siis
igal pideval lineaarsel operaatoril T': Xy — Y on olemas iihene pidev lineaarne jdtk
T X — Y. Seejuures || T'|| = || T|| ning kui T" on isomeetriline, on ka T isomeetriline.

Lemma 1.9. Olgu X Banachi ruum ja (x,) tema elementide jada. Jdrgmised tingimused
on samavddrsed:

(i) jada (x,) on isomeetriliselt ekvivalentne ruumi cy kanoonilise baasiga (e,),

(i) iga (a,) € ¢y korral rida ZEL apx, koondub ja

[
15" am,
n=1

= gl

(ii0) iga (a,) € co korral rea Y 2, a,x, koondumisest jdreldub vordus

o
15" a,
n=1

= max |a,|;
neN
(iv) iga (a,) € coo korral
(o]
HZ A Xn|| = max|a,|.
neN
n=1

Toestus. [({)| = Eeldame et kehtib[({)] Naitame, et kehtib Olgu isomeetriline
isomorfism T:Span{x,: n € N} — ¢ selline, et T(x,) = e, iga n € N korral. Olqu
(an) € coo. Stis Y 7, anx, € span{x,: n € N} ja

o o o
T(> anx,,) = > a, T x, = > a,e,,
n=1 n=1 n=1



seega

= max |a,|.
neN

00 [
H § ApXp|| = H § Qn€p
n=1 n=1

(iv)| = ((iii)} Eeldame, et kehtib Olgu (a,) € co selline, et rida ) °7 a,x,
koondub. Defineerime iga m € N korral jada (e]) € cqo, kus

N {0, kui n > m,

a,, kutn<m.

Sel juhul
lim Zanxn
= lim HZO( Xn

Viimane vordus kehtib, sest kut N € N on selline, et |ay| = max,en |a,|, siis iga
n > N korral max,en || = max,en |@,].

(i) = Eeldame, et kehtib Piisab naidata, et iga (a,) € co korral rida
> ™, ayx, koondub. Olgu (a,) € co. Naitame, et rea Y °, a,x, osasummade jada
on Cauchy jada. Fikseerime vabalt € > 0. Leidub m & N nii, et iga kK > n korral
|ax| < €. Naitame, et iga M, N > m korral

N M
H E anXp — § AnXp
n=1 n=1

Olgu M, N > m ja M < N. Vaatleme (&,) € ¢, kus

= lim HE i
m—-00

n=1

o
HZ QX
n=1

= lim max]a’”| = max\an]

m—oo neN

0, kutn<M,
S =1a, kutM4+1<n<N,
0, kutn>N.

Siis Y 7, & x, koondub ja pohjal saame

N M N [
H E anXp — E nXp || = H E nXp|| = H E ‘Enxn
n=1 n=1 n=M+1 n=1

— [({]] Eeldame, et kehtib [[{{)] Peame leidma sellise isomeetrilise isomorfismi
T:span{x,: n € N} — ¢, et iga n € N korral T(x,) = e,. Tingimuse [({{}kohaselt
on elemendid x,, n € N, lineaarselt séltumatud.

= max |a,| <e.
M+1<n<N

9



Tegelikult on lineaarne operaator Ty: span{x,: n € N} — ¢, theselt maaratud
tingimusega x, — e, iga n € N korral, kusjuures

%) 0
7—O ( E QnXn ) = § Qn€n
n=1 n=1

iga (o) € coo korral.
Tingimuse kohaselt on selline kujutus isomeetriline. Toepoolest, iga x &
span{x, : n € N} korral leidub (a,) € coo nii, et x = Z‘;L apX, ja tingimuse

kohaselt
I Tox|| = HZ ae,
n=1

Isomeetrilist kujutust 7y saab jatkata pidevaks isomeetriliseks kujutuseks T :
span{x, : n € N} — ¢;. Seega on jada (x,) on isomeetriliselt ekvivalentne ruumi
¢o kanoonilise baasiga.

= max |a,| = [[x]l.
neN

]

1.3 Ramsey teoreem

lga hulga X ja n € N korral tahistagu X hulka, mille elementideks on hulga X kéik
n-elemendilised alamhulgad.

Teoreem 1.10 (Ramsey teoreem, vt [4, Proposition 6.4]). Olgu n € N, N hulga N
loenduv alamhulk ja funktsioon ¢: N — C, kus C on léplik hulk. Leidub l6pmatu
hulk M C N nii, et ¢ on hulgal M"™ konstantne.

Tdestus. Toestame matemaatilise induktsioont abil. Juhul n = 1, peab hulga C loplik-
kuse tottu leiduma loenduv hulk theelemendilisi hulkasid {n;}, i € N, mis kujutuvad
tiheks ja samaks C elemendiks. Otsitavaks hulgaks M sobib sel juhul [ 2, {n;}.

Eeldame nuid, et teoreemi vaide kehtib mingt n = m — 1 korral, kus m € N ja
m > 1. Naitame, et teoreemti vaide kehtib n = m korral.

Markame, et iga j € N korral leidub l6pmatu hulk D; nii, et ¢ on konstantne
hulkadel, mis esituvad kujul F U {j}, kus F &€ D}W”. Selles veendumiseks fikseeri-
me j € N ja defineerime funktsioont ¢;: (N\ {j}H"" — C, ¢;(F) = ¢(F U {j}).
Induktsiooni eelduse tottu leidub lopmatu hulk D; € N\ {j} nii, et ¢; on hulgal

Dj(-"q) konstantne. Teisisdnu, ¢ on konstantne hulkadel, mis esituvad kujul F U {/},

kus F € Dj(-”_”.
Veendume, et vaide kehtib n = m korral. Olgu ng € N suvaline. Eelneva arutelu
pohjal saame leida l6pmatu hulga My C N\ {no} nii, et ¢ on konstantne hulkadel, mis

esituvad kujul {no}UF, kus F & /\/11("7”. Olgu ny = min M. Jargnevalt letame lopmatu
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hulga M, € My \ {n1} nii, et ¢ on konstantne hulkadel F U {n1}, kus F & MY
(see konstant on voib-olla erinev hulgaga M; seotud konstandist). Olgu n, = min M.
Niiviisi jatkates saame l6pmatute hulkade jada M; D M, D --- ning rangelt kasvava
jada (n;). Kuna erinevaid véimalikke konstante, millega hulgad M;, j € N, on seotud,
on loplik arv, saame eraldada osajada (n;) nii, et hulgad M, on seotud ihe ja sama
konstandiga ¢ € C. Tahistame osajadad (n;,) ja (M) tmber vastavalt tahistega (ny)
ja (Mg).

Naitame, et otsitavaks hulgaks on M == [ ", {n,}. Selleks veendume, et iga F €
M korral ¢(F) = c. Fikseerime hulga {ki, k, ..., k,} € M ja oletame, et k; <
ky < - < ky Nutd {ko, ks, ... ky} € M) sestky € My, ks € My, ... ky € My,

ki+1
ja My w1 D My D D My Hulk {ki, ko, ..., ka} esitub kui {k JUF, kus F € M),
(k1 +1 < ky) ning seega ¢(F) = c.
O

Jareldus 1.11. Olgu m,n € N ja hulgad S, . . ., Sy sellised paarikaupa l6ikumatud
N osahulgad, et| J]_; Sk = N, Siis leidub k € {1, ..., m} ja lopmatu hulk M C N
nii, et M" C S,.

Tdestus. Piisab Ramsey teoreemis votta N = N, C = {5,
selliselt, et ¢(F) = Sk parajasti siis, kut F € 5. O
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2 Banachi ruumiga cg isomorfne Lip,(M) alamruum hul-
gas SNA(M)

Artikli [1] pohiteoreem on jargmine tulemus.

Teoreem 2.1 (|1, pohiteoreem (Main Theorem), Lk 190]). Olgu M nullpunktiga l6pmatu
taielik meetriline ruum. Hulk SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga cy isomorfset Lip,(M)
alamruumi.

Jargmises peatikis naeme, et kui meetriline ruum M ei ole Uhtlaselt diskreet-
ne, siis sisaldab hulk SNA(M) koguni Banachi ruumiga ¢q isomeetriliselt isomorfset
Lipg(M) alamruumi. Kaesoleva peatiiki pohieesmark on artikli [1] eeskujul tdestada,
et nullpunktiga lopmatu thtlaselt diskreetse meetrilise ruumi M korral sisaldab hulk
SNA(M) Banachi ruumiga ¢ isomorfset Lip,(M) alamruumt.

Lemma 2.2 (|1} lemma 2.1], vt ka [2, lemma 1.5]). Olgu M nullpunktiga meetriline ruum
ja olgu (f,) Banachi ruumi Lipy(M) (hikkera elementide jada. Iga n korral tédhistame
U, = {x € M : f,(x) # 0}. Juhul kui hulgad U,, n € N, on paarikaupa léikumatud,
siis lineaarne kujutus T: co — Lipy(M), kus T(e,) = f, iga n € N korral, on pidev
ning tema norm ei ole suurem kui 2.

Tdestus. Eeldame, et hulgad U,, n € N, on paarikaupa l6ikumatud. Olgu lineaarne
kujutus T: cog — Lipy(M) selline, et T(e,) = f, iga n € N korral. Margime, et pidev
ja lineaarne kujutus cop — Lipy(M), kus e, — f,, oleks Uheselt maaratud: lineaarsuse
tottu oleks T theselt maaratud c¢o alamruumil cypp ning pideval lineaarsel kujutusel
coo — Lipg(M) leiduks parajasti tiks pidev jatk cg — Lipy(M), kusjuures see jatk oleks
lineaarne ja tema norm oleks sama jatkatava operaatori normiga (vt nt [/, Lk 149]).

Naitame, et lineaarse kujutuse T7': cogo — Lipy(M), kus T'(e,) = f, iga n € N
korral, norm et ole suurem kui 2. Sel juhul oleks operaator T operaatori T’ tihene jatk,
kusjuures || T[] = || T||, mistottu ka || T|| < 2.

Olgu a = (a,) € B, Siis on mingt N € N korral ka a = Zn/\; ame,ja a =
S N a,f, Piisab naidata, et [ T"ally, < 2 sestsiis ka |[Tall, < 2 Fikseerime
X,y €M, x # y, ja vaatleme eraldi nende voimalikke paiknemisi ruumis M.

(1) Olgu x,y & |, U,. Siis f,(x) = fo(y) = Oigan e {1, ..., N} korral, mistottu
(T'a)(x) = (T"a)(y) = 0 ja jarelikult

(Ta)(x) = (Ta)y)l _
d(x, y) |

12



(2) Olgu mingim € {1,..., N} korral x € U, ning y & |, U,. Siis (T"a)(y) = 0,
sest f,(y)=0igane{1,.. ., N} korral, ja seega

(T"a)x) = (T"a)(y)| _ [(Ta)(x)] _ [amTn(x)]
d(x, y) d(x, y) d(x, y)

[fn(x) = T ()]
iy

< |lall Ifullp, <1

N
n=1

(3) Analoogiliselt eelmise juhuga saab ndidata, et kui x & (J
me{l,.. ., N} korral y € U,, siis

(T"a)(x) = (T"a)(y)]
d(x, y)

(4) Olgu mingt n € {1, ..., N} korral x, y € U,. Siis

(T'a)) = (Ta)(y)] _ |anfulx) — anfaly)]
d(x, y) dix, y)
|fn(X) - fn(y)|
i)

(5) Olgu mingite m,n € {1,..., N}, m # n, korral x € U,, ja y € U,. Siis
[(T"a)(x) = (T"a)(Y)] _ [amfm(x) — anfa(y)]

U, ning mingi

<1.

< el <1

d(x, y) d(x, y)
_ |amfm(X) — Anln(y) + anfy(x) — anfn(g)|
d(x, y)
fm - fm fn - fn
g|am|| (x) (y)| Jr|an|| (x) = fuly)|
d(x, y) d(x, y)
< Alall |full, + el ], < 2.
Jarelikult || T]| = || T'|| € 2, nagu soovitud. O

Definitsioon 2.3 (vt nt [3, lk 2], vrd [1} lk 194]). Olgu x € M. Elemendi x eraldus-

raadiuseks nimetatakse arvu

R(x) =inf{d(x, y) : y € M\ {x}}.

Lemma 2.4 (vt [1, lemma 3.5)). Olgu M nullpunktiga meetriline ruum ja olgu ruumi M
elementide jadad (x,) ja (y,) sellised, et

(1) x» # y, iga n € N korral;
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(2) {x0 ynt N {xm, ynt =9, kui n #+ m;
(3) d(xn, yn) < R(xn) + R(y,) iga n € N korral.
Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga cy isomorfset Lipy(M) alamruumi.

Tdestus. Tingimused (1) ja (2) tdhendavad, et kumbki jada (x,) ja (y,) on paarikaupa
erinevate litkmetega ning omavahel ei ole neil thiseid litkmeid.

Véime eeldada, et iga n € N korral 0 & {x,, y,}, sest vajadusel véime mdlemast
jadast vastava litkme eemaldada. Iga n € N korral defineerime funktsiooni f,: M — R,

R(x,) - 0, kut x = x,,

fox) = 1 —=R(y,) - 0,, kui x = y,,
0, muudel juhtudel,
kus
d(Xn, Yn)

T RG) + Rlya)

Margime, et eelduste (1) ja (3) kohaselt on 0, € (0, 1). Vahetu kontrolli abil on véimalik
lihtsasti veenduda, et f, € Lipy(M) ja [|fl, < 1. Kuna £,(x,) — fu(yn) = d(xa, ya),
siis tegelikult ||, ][, = 1.

lga n € N korral on {x € M : f,(x) #+ 0} C {x,,y,} seega on hulgad {x €
M : f,(x) # 0}, n € N, paarikaupa l6ikumatud. Lemma pdhjal on pideva lineaarse
operaatort T: ¢y — Lipy(M), Te, = f,, norm 2 véi vaiksem.

Naitame, et T(cg) C SNA(M). Fikseerime vabalt a = (a,) € ¢ ja tahistame
f = Ta Kut a =0, siis ilmselt f = 0 € SNA(M). Eeldame edasises, et a # 0.
Operaatori T pidevuse ja lineaarsuse tottu

f = T(i anen) = ianTen = ianfn.
n=1 n=1 n=1

Paneme tahele, et B, = a, - 0, korral on B == (B,) € co ja 0 < ||B]] < |||l
Toepoolest, iga n € N korral on 0, € (0,1) ja a, — 0, seega B, — 0.

Tahistame K = ||B|| ning olgu N C N parajasti selliste indeksite n hulk, et |B,| =
K. Ilmselt on hulk N loplik, sest muidu B & co. Tahistame 0 == max{0,: n € N} ja
L == max{|B,|: n € N\ N}. Siis on muidugi 0 < 0 < 1ja L < K. Olqu

5::mtn{1—é,1—5}.

Siis on € > 0. Valime m € N nii, et |a,| < €K iga n > m korral; selline m leidub,
sest a, — 0.
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Olgu A = {x,..., xn}U{yr, ..., Um}. Naitame, et

B |£(x) — f(y)]
Wlluo = mex ey

Sellest muidugi jarelduks, et f saavutab normi tugevalt.

Selleks votame u, v € M nii, et u # v ja oletame, et (u,v) & A X A st u & A vol
v & A. Eeldame, et v & A; juhul u & A on edasine toestus analoogiline. Juhul kut u
ega v el kuulu hulka {x, : n € N} U {y, : n € N}, siis f(u) — f(v) = 0.

Uldiselt
[F{w) = )| _ [ (w)] + |7(v)]
dlu,v) —  du,v)
Paneme téhele, etiga z € M korral kas |f(z)| = 0 voi |f(z)| = |B,|R(z) mingn € N

korral. Eraldusraadiuse moiste kohaselt kehtib ilmselt d(u,v) > max{R(u), R(v)}.
Kokkuvéttes saame

Mol 0 e R

R( R(v)
du,v) = wen P ) < max Bl + max|Bil.

Fmax Bl Gy S me

Olgu kK > m ja n € N, vaatleme eraldi kahte véimalikku olukorda. Esiteks, juhul
kut n € N, siis

|Bal + 1Bil = lan]dn + [ax]oc < [an]d + ar] < fanl(1 =€) + |aw] < [an| < lal],

sest |ax| < eK = €|B,| < €|a,|. Teiseks, juhul kut n & N, siis

L
1Bal + |Be] = |an|0n + |ow|ox < L+ |ap| < L+eK < L+ (1 — E)K =K < ||af|.

Jarelikult o) — (]
u) — f(v
sup ————— < ||a]|
wveaxa  du,v)
Olgu niiid n € N selline, et |a,| = ||a||. Paneme tahele, et
£ (xa) — F(yn)
Ty, el
(Xn, Yn)
Indeksi m valiku tottu (x,, y,) € A x A.
Sellega oleme naidanud, et
flu)—f fluy—f
ap U= gy ¢ gy V=100 0

(u,v)EAXA d(U, 1 u,v)EAXA d(U, V)
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seega f on Lipschitzi funktsioon, mis saavutab oma normi tugevalt.

Vaatleme pidevat lineaarset operaatorit 7: cg — Lipy(M), mis on maaratud tin-
gimusega T(e,) = f, iga n € N korral. Lemma [27] ja vorratuse (1) pohjal, saame
suvalise (a,) € ¢p korral

I3 anea| < [[7(2 e | < U3 e < 23 v
n=1 n=1 n=1 n=1

Seega on T isomorfism ning kuna T(cg) € SNA(M), sisaldab hulk SNA(M) Banacht
ruumiga co isomorfset Lipy(M) alamruumi. [

Teoreem 2.5. Olgu M nullpunktga lopmatu (ihtlaselt diskreetne meetriline ruum. Hulk
SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga cy isomorfset Banachi ruumi Lipy(M) alamruumi.

Toestus. Pidades silmas, et 0 < R(x) < d(x, y) iga x, y € M puhul, kus x # y, saame
vaadelda kahte vdimalikku olukorda:

(1) leidub hulga M paarikaupa erinevate elementide jada (x,) nii, et iga n € N
korral saame leida y,, kus d(x,, y,) = R(x,);

(2) letdub hulga M paarikaupa erinevate elementide jada (x,) nii, et iga n € N ja
iga y € M, y # x, korral d(x,, y) > R(x,).

Eeldame, et kehtib (1). Vajadusel jada Gmber tdhistades véime eeldada, et iga
n € N korral x, # 0. Defineerime jargmised hulgad:

W = {{m n} € N9 {x,, ynt 0 {x yn} = @},
G:={{m,n} e N@ :y, = Yyn}t,
0 = {{m n} € N9y, =x, voi x, = gn}.

Paneme tahele, et hulgad W, G ja O on ilmselt paarikaupa l6ikumatud, ning et
WU GUO = N, Seega leidub jarelduse pohjal lopmatu hulk S C N nii, et
S@ on hulga W, G voi O alamhulk. Vaatleme kolme véimalikku alamjuhtu.

(1.1) S¥ c W. Vajadusel osajadadele iile minnes (vaadeldes (x,) ja (y,) all hoopis
osajadasid, mis on saadud algsetest jadadest, valides vélja elemendid, mille
indeksid vastavad hulga S elementidele), voime eeldada, et iga m, n € N korral
{Xm yn} N {xn, ya} = @, kut m # n. Saame kasutada lemmat sest iga
n € N korral

d(xn, Yn) = Rlxa) < R(xa) + R(yn).
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(1.2) S¥ c G. Vajadusel osajadale iile minnes vdime eeldada, et mingi yp € M
korral y, = yo iga n € N korral. Defineerime hulgad:

V= {{m,n} e N@: d(xp, Xp) = d(Xm, yo) + d(xn, yo) }

7 = {{m n} € N9 d(x,, x,) < d(Xm, yo) + d(x,, go)}.

Ramsey teoreemt jarelduse [T.11] pohjal leidub l6pmatu hulk U C N nii, et
U? c 7 voi UY C V. Esimesel juhul, jéllegi vajadusel osajadale iile minnes,
voime eeldada, et

d(Xm, xn) < d(Xm, Yo) + d(xn, yo) = R(xm) + R(x,)

iga m,n € N korral. Kuna jada (x,) litkmed on paarikaupa erinevad, siis saab
lemmat [2.4] rakendada jadadele (x2,) ja (X2n41).
Oletame niiiid, et U C V' . Vajadusel osajadale tle minnes eeldame, et iga
m,n € N, m = n, korral

d(Xm, Xn) = d(Xm, Yo) + d(Xa, Yo).

Defineerime tugevalt normi saavutavate Lipschitzi funktsioonide jada (f,):

() = d(x,,,‘go), kut x = x,,,
0, kut x # x,.

Veendume, et (f,) on isomeetriliselt ekvivalentne ¢y kanoonilise baasiga. Fik-
seerime vabalt a = (a,) € ¢ ja eeldame, et rida ) °°, a,f, koondub ruumis
Lipo(M) ning olgu f selle rea summa. Lemma [T.9] pohjal piisab néidata, et

1f1l, = llall. Paneme tahele, et f(yo) = O, sest kui mingi n € N korral
Yo = Xp, siis 0 = d(x,, yo) < R(x,), mis on vastuolus yq valikuga. Fikseerime
m € N nii, et |ap| = [[al], siis [|f||;, > [an], sest
£ (xin) — F(yo)| — Jay|
d(Xm. Yo) ;
Naitame jargmiseks, et iga u, v € M korral
() = (V)]
day < laml

Olgu u,v € M. Juhul kui {u,v} N {x,: n € N} = @ on varratus ilmne. Juhul
kui tapselt tks elementidest v ja v on jada (x,) liige, Gtleme nditeks u = x
mingt n € N korral, siis

= TWIE_ g = |y Ria) o] < [atm].
d(u, v) d(x¢, v) dxe,v) = T



Kui leiduvad indeksid k,l € N, k # [ nii, et u = x¢ ja v = x,, slis

|7 (xe) = 1) P o |d(xk, yo) + |au|d(x1, yo)
dxe, x;) — d(xx, x1)

Xk, Yo) + d(x1, Yo)
d(xk, x1)

d
< Jon| 2 )

Jarelikult ||f][,, = |aw| ja f € SNAM).

(1.3) S® C O. Vajadusel osajadale tile minnes eeldame, et iga m,n € N korral
Xm = Yn VOl y, = x,. Kuna jada (x,) litkkmed on paarikaupa erinevad, siis peab
leiduma lopmatu arv (y,) litkkmeid, mis on elemendiga x; vordsed. Seega taandub
toestus juhule (1.2).

Eeldame niid, et kehtib (2). Eesmargiks on veenduda, et iga n € N korral leidub
lopmata palju hulga M elemente y nii, et d(x,, y) < R(x,) + R(y). Fikseerime m € N
ja oletame vastuvaiteliselt, et hulk {y € M: d(x,, y) < R(xn) + R(y)} on loplik. Ele-
mendi eraldusraadiuse definitsiooni péhjal saame iga n € N korral leida y, nii, et
d(Xm, yn) < R(xn) + % Veel enam, iga n korral leidub loenduv hulk y, rollt sobi-
vaid elemente, sest el leidu elementi z, mille korral R(x,) = d(x,, z). Seega saame
konstrueerida jada (y,) nii, et selle lilkmed on paarikaupa erinevad. Seega, vajadusel
lopliku arvu elemente eemaldades, saame eeldada, et R(x,)+R(y,) < d(xn, y,) kehtib
iga n € N korral. Nttd iga n € N korral R(x,) + R(y,) < R(xm) + % mis tahendab,
et R(y,) — 0, mis on aga vastuolus meetrilise ruumi M uhtlaselt diskreetsusega.

Defineerime induktiivselt jadad (x,,) ja (yn,), mis rahuldaks lemma [2.4] tingimu-
st. Olgu x,, = xq ja leltame y,, # Xx,, nit et d(x,,, yn,) < R(xn,) + R(yn,). Kui
mingisuguse k € N korral on x,, ja y, defineeritud, leiame x,, , € (x,) nii, et
Xopr E {Ynyi Unyo - - Yn, }- Kuna elemente y € M, mille puhul d(x,, y) < R(x,)+R(y)
on lopmatu hulk, letame nende seast y,, ., nii, et yn,., ¢ {Yn,, Yn,r .-, Yn } U
{Xo Xoys -0, X, }- Nitd iga & € N korral d(x,,,yn) < R(xn,) + R(yn,) ja iga
k,leN, k# Lkorral {x,,, yn. } N {x0,. yn} = 2. O

18



3 Banachi ruumiga ¢y isomeetriliselt isomorfne Lipy(M)
alamruum hulgas SNA(M)

Osutub, et teatud meetriliste ruumide M korral sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruu-
miga co isomeetriliselt isomorfset Lipy(M) alamruumi. Selles peatiikis naitame, et iga
lopmatu meetrilise ruumi M korral, mis ei ole thtlaselt diskreetne, sisaldab SNA(M)
Banachi ruumiga ¢y isomeetriliselt isomorfset Lipy(M) alamruumi. Seejuures tdestame
artikli [1] pahiteoreemt.

Lemma 3.1 (vt |3| lemma 3.3]). Olgu M selline nullpunktiga meetriline ruum, kus
leiduvad jadad (x,) ja (y,) nii, et iga n € N korral x, + y, ja

d(Xm, Xn) 2 d(Xim, Ym) + d(X5, 4) (2)

iga m,n € N jam #+ n korral. Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga cy
isomeetriliselt isomorfset Lipy(M) alamruumi.

Toestus. Uldisust kitsendamata véime eeldada, et ruumi M nullpunkt O on jada (y,)
litkmete seas, vastasel juhul loeme M nullpunktiks selle jada esimese litkme. Seega
0 = y,» mingi n’ korral. Iga n € N korral vaatleme funktsioont f,: M — R,

falx) = max{0, d{xy, ) — d(xp, )}

Paneme tahele, et f,(x) = 0 iga x korral, mis et ole keras B(x,, d(x,, y,)), sest sel
juhul d(x,, x) > d(x,, y,) ehk d(x,, y,) — d(x,, x) < 0, mistottu

fa(x) = max{0, d(x,, y,) — d(x,, x)} = 0.

Tingimuse (2) kohaselt on kerad B(x,, d(x», Yn)), n € N, iiksteisega l6ikumatud. Veel
paneme tdhele, et f,(y,) = 0 iga n ja m korral: f,(y,) = O funktsioont f, definitsioont
pohjal ning m = n korral saame tingimuse (2) pdhjal

d(Xo, Ym) > d(xm, Xp) — d(Xiy, Ym) > d(Xi, Ym) + d(x0, yn) — d(xin, ym) = d(xa, ya),

jarelikult d(x,, y,) — d(x,, yn) < 0 ja seega

folym) = max{0, d(x,, y,) — d(x,, ynm)} = 0.

Naitame, et iga f, on Lipschitzi funktsioon, kusjuures iga x, y € M korral on

|fa(x) = faly)] < d(x,y).

Selleks vaatleme nelja voimalikku juhtu.
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(1) Kut f,(x) =0 ja f,(y) =0, siis ilmselt |f,(x) — f,(y)| = 0 < d(x, y).
(2) Kut f,(x) # 0 ja f,(y) #+ O, siis

(d(an Yn) — d(anX)) - (d(anUn) - d(anU)H
d(xp, x) — d(x,, y)| < d(x, y).

(3) Kui f,y(x) # 0ja f,(y) = 0, siis d(x,, y,)—d(x,, x) > 0ja 0 > d(x,, y,)—d(xn, y),
mistottu

[falx) = Tl

Hd(x,,, Yn) — d(x,, x)) — O‘ = d(x,, yn) — d(x,, x)
(Xn, Yn) — d(xq, x) — d(Xa, yn) + d(xy, y)

<d
d(xn, y) = d(xa, x) < d(x, y).

(4) Juht, kus f,(x) = 0 ja f,(y) # O, taandub ilmselt eelmisele juhule.

Jarelikult |f,(x) — f(y)| < d(x,y) iga x,y € M ja iga n € N korral.
Naitame, et f,(0) = 0 iga n € N korral. Kuna y,» = 0, saame ilmselt f,(0) = 0.
Kui n = n’, siis tingimuse () pohjal

d(an gn) S d(anXn’) - d(Xn/r gn’) S d(an gn/) = d(ano)r

jarelikult d(x,, yn) < d(0, x,), mistéttu 1,(0) = 0. Kokkuvéttes f, € Lipy(M) iga n € N
korral.

Naitame, et Banachi ruumi Lipy(M) elementide jada (f,) on isomeetriliselt ekvi-
valentne ruumi ¢y kanoonilise baasiga. Fikseerime vabalt a = (a@,) € cy. Eeldame,
et rida ) 7, a,f, koondub ruumis Lipy(M) ja olgu f selle rea summa. Lemma
(tingimuste |(i)| ja samavaarsuse tottu) piisab naidata, et [[f||;, = [[a]|

Olgu ng € N selline, et |a,,| = max,en |a,|. Iga n € N korral f,(y,,) = 0, seega
f(yn,) = 0. Kut n # ny, siis f,(x,,) = 0, seega

= |an0f/7o(Xno)| = |O(no|d(xno' gno)-

F500) = F(Yan)] = )] = | Yl
n=1

Olgu x,y € M ja x #+ y. Naitame, et
[F0) = HY)] < lanld(x, y).
Selleks vaatleme eraldi punktide x ja y voimalikke paiknemisi ruumis M.

(1) Kut {x,y} 02, Blxy, d(xa, yn)) = &, siis fy(x) = f,(y) = 0 iga n korral,
mistottu
[F(x) = F(y)| = 0 < fan, |d(x, y).
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(2) Eeldame, et x & |~ B(x,, d(x,, y,)), kuid y € B(xp, d(xm, yn)) mingt m € N
korral. Siis f(x) = 0 ja f(y) = anfu(y) ning kuna x & B(x,, d(Xm, Yyn)) ehk
d(Xm, X) > d(Xpm, Ym), Saame

1F() = 1) = (W) = [aafa(y)] = [ow|(d(Xn, yu) — d(xa, y))
< an|(d(xm, x) — d(xn, y)) < [om|d(x, y) < |anld(x, y).

(3) Juht, kus y & 7, B(xa, d(x4, yn)), kuid x € B(Xp, d(Xp, Ym)) mingt m € N
korral, taandub ilmsesti eelmisele juhule.

(4) Kut letdub n € N nii, et x,y € B(x,, d(xn, y,)), siis fn(x) = fu(y) = 0 iga
m # n korral ning d(x,, x) < d(x,, y,) ja d(x,, y) < d(x,, y,), seega

[F(x) = F(Y)| = [anTalx) — anfa(y)] = |anl[fa(x) = fu(y)]
< ‘O(an(anyn) —d(xy, x) — d(x,, yn) + d(anUH
= [an||d(x, y) — d(x, x|
< ap|d(x, y).

(5) Olgu m, n € N sellised, et m # n, x € B(xy, d(xn, yn)) ja y € B(x,, d(x,, yn)).
Sel juhul on f(x) = anfu(x) ja f(y) = a.f,(y), mistottu

1F(X) = F()] = |amFn(x) = @nfa(y)] < |an|fnlx) + || fa(y)
< o] (Fn(¥) + Faly))
— || (d(Xm, Ym) — d(xm, %) + d (%0, 4n) = d(x0, y))
< o, [d(x, y),

kusjuures viimase hinnangu saame vahetult kauguse d nelinurga vorratuse pohjal
kehtiva vorratuse

d(Xm, Xn) — d{xm, X) = d{xa, y) < d(x,y)
ja vorratuse (2) abil.

Sellega oleme naidanud, et [[f||;,, = max,en |a,|. Lemma pohjal on jada (f,) iso-
meetriliselt ekvivalentne Banachi ruumi ¢y kanoonilise baasiga. Kusjuures naitasime,
et kui f onrea ) 7, a,f, summa mingi (a,) € ¢ korral, siis f € SNA(M).

Niid on aga selge, et iga (a,) € ¢y korral ), a,f, koondub ruumis Lipy(M)
ja iga element alamruumis span{f, : n € N} on tugevalt normi saavutav Lipschitzi

funktsioon.

]
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Teoreem 3.2 (vt [1} teoreem 3.2)). Olgu (M, d) meetriline ruum, mille kujumispunktide
hulk M’ on l6pmatu. Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga c, isomeetriliselt
isomorfset Lipy(M) alamruumi.

Tdestus. Leiduvad M kuhjumispunktide jada (c,) ja arvud r, > 0, n € N, nii, et kerad
B(c,, r,) on paarikaupa loikumatud. Toepoolest, paneme esmalt tahele, et kut U on
meetrilise ruumi M lahtine osahulk, milles on l6pmata palju M’ elemente, millest
fikseerime vabalt kaks erinevat, x ja y, siis ilmselt leiduvad ldikumatud kinnised kerad
B(x, r)ja By, s) nii, et B(x, r) C Uja By, s) C U, kusjuures U\ B(x, r) voi U\ B(y, s)
peab sisaldama lopmata palju M’ elemente. Seega saame alustuseks leida (U = M
korral) ¢ ja ry nii, et kinnisest kerast B(cy, ry) valjapoole jaab lGpmata palju hulga M’
punkte. Edasi leiame (U = M\ B(cy, ri) korral) ¢; ja r; nii, et B(cz, ) N B(cy, ) =
@ ja kinnisest hulgast B(c, r2) U B(cy, ry) valjapoole jaab lopmata palju hulga M’
punkte. Jne, iga Ghest suurema naturaalarvu n korral valime ¢, ja r, nii, et E(Cn, ry) N
U B(x., r) = @ ja kinnisest hulgast | J_, B(c;, r;) valjapoole jaab lopmata palju
hulga M’ punkte. Olgu (c,) ja (r,) selliselt saadud jadad.

Kuna iga ¢, on kuhjumispunkt, saame iga n € N korral leida x,,y, € M nii, et
Xn F Yn ja X», Y, € B(c,, r,y/6). Jadadele (x,) ja (y,) saab rakendada [emmat sest
iga m,n € N, m # n, korral

d(Xm: Xn) 2 d(cm: Cn) - d(Xm: Cm) - d(Xn: Cn)
>ma><{rm,r,,}—%—r6—” 5
> (d(Xm, cn) + d(Cm, ym)) + (d(X0, €n) + d(cn, yn))
> d(Xp, Ym) + d(Xa, Yn).

S 2, N 2r,
- 6

Lemma [3.1] p&hjal sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga ¢y isomeetriliselt isomorfset
Lipy(M) alamruumd. O

Definitsioon 3.3. Meetriline ruum on totaalselt ehk taielikult tékestatud, kui tal
leidub iga € > 0 korral oplik e-vork.

Lemma 3.4. Meetrilise ruumi elementide jadal kas leidub Cauchy osajada véi leidub
osajada, mille litkmed on e-eraldatud mingi € > 0 korral, s.t liksteisest vdhemalt
kaugusel €.

Téestus. Vaatleme jada (x,) meetrilises ruumis M. Tahistame A = {x,: n € N}
Alamruum A on kas totaalselt tokestatud voi mitte. Naitame, et esimesel juhul leidub
jadal (x,) Cauchy osajada ning teisel juhul leidub osajada (x,,) ja €0 > O nii, et jada
(Xn,) litkmed on gg-eraldatud.

Eeldame, et alamruum A on totaalselt tokestatud. Olgu V4 tema loplik 1-vork. Siis
A= U,ey, B(v,1). Leidub vi € V; nii, et Wy == B(w, 1) sisaldab lopmata palju jada
(x,) litkmeid. Olgu x,, tks selline.
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Oletame, et mingi k € N korral on x,,, ..., xp, leitud, vi € Vp, ..., Ve € Vi on
sellised, et hulk W, = ﬂ; B(v;, %) sisaldab l6pmata palju jada (x,) litkmeid, kus hulk
V; on meetrilise ruumi A oplik }—vc”)rk iga i < k korral. Edasi, olgu Vi,q meetrilise
ruumi A loplik %H—v()rk. Siis Wy = Uvevkﬂ (Wk NB(v, k%)) ning letdub vi1q € Viyq
ni,, et hulk Wiy = Wi n B(vk+1,k1?) sisaldab l6pmata palju jada (x,) litkmeid.
Fikseerime uhe sellise elemendi x,, ., nii, et ng1 > ng. Jne.

Naitame, et saadud osajada (x,,) on Cauchy jada. Fikseerime € > 0 ja letame
N eNnii, et + <£Olgul,meN, ,m>Njal>mSiis x, € W jax,, € W,.
Kuna Wy D Wagr D - D W, D - D W, siis xo, %, € W = (I B(wi, 1),
Kolmnurga vorratuse pohjal

d(Xn,, Xn,,) < d(xn,, W) + d(wn, Xn,) < % < e.

Oletame nutd, et meetrilise ruumi M alamruum A et ole totaalselt tokestatud.
Sel juhul leidub gy > 0 nii, et ruumil A loplikku go-vorku ei leidu. Olgu x,, = x;.
Jarelikult leidub 6pmata palju A elemente, mis asuvad vdljaspool kera B(x,,, €). Kui
mingt k € N korral on x,, defineeritud, siis l6pmata palju A elemente on ikkagi
valjaspool hulka UL B(xp,, €0), sest vastasel juhul saaksime konstrueerida hulgale A
[6pliku g9-vorgu. Fikseerime the sellise elemendi x,, ., nii, et ng4 4 > ny. Nii saadava
osajada (x,,) litkmed on g-eraldatud. O

Teoreem 3.5 (vt [1} teoreem 3.4)). Olgu M diskreetne meetriline ruum, mis ei ole
lihtlaselt diskreetne. Hulk SNA(M) sisaldab Banachi ruumiga cy isomeetriliselt iso-
morfset Lipy(M) alamruumi.

Téestus. Kuna M pole thtlaselt diskreetne, peavad leidduma M elementide jadad (x,)
ja (yn) nii, et (d(xn, y,)) on rangelt kahanev nulliks koonduv positiivsete arvude ja-
da. Paneme tdhele, et jadal (x,) et leidu koonduvat osajada. Téepoolest, kui osajada
(xn,) koonduks, siis oleks ta statsionaarne (nagu iga koonduv jada diskreetses meet-
rilises ruumis), aga siis oleks tingimuse d(x,, y,) — 0 tottu ka (y,,) koonduv ehk

statsionarne jada; nit jouaksime vastuolus tingimusega, et jada (d(x,, y,)) on rangelt
kahanev. Jarelikult, tuginedes lemmale ja koondumisele d(x,, y,) — 0 ning va-

jadusel osajadale tle minnes, leidub € > 0 nii, et iga m,n € N ja m #+ n korral

d(xm, X,) > € ning d(x,, y,) < 5.
Niiiid saame rakendada lemmat 3.1} sest kut m, n € M ja m + n, siis

d(Xm: Xn) > € > d(Xrn: ym) + d(Xn: yn)-

Jarelikult sisaldab SNA(M) Banachi ruumiga ¢ isomeetriliselt isomorfset Lipy(M)
alamruumt. [
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Teoreem 3.6 (vt |3} teoreem 4.2]). Olgu M l6pmatu meetriline ruum, mis ei ole iihtlaselt
diskreetne. Siis sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga cy isomeetriliselt isomorfset
Lipy(M) alamruumi.

Toestus. Need juhud, kus ruumit M kuhjumispunktide hulk M on l6pmatu voi tihi, on
kasitletud vastavalt teoreemides [3.7]ja Seega eeldame, et M’ on loplik ja mittetthi.
Vaatleme esiteks juhtu, kus M on taielik. Voime eeldada, et 0 € M, vajadusel vdoime
nullpunkti muuta. Seega leidub M elementide jada (x,) nii, et x, —— 0, kuid mitte

n—oo

tkski x, selles jadas et ole kuhjumispunkt, st R(x,) > 0 iga n € N korral. Kill aga
paneme tahele, et R(x,) —— 0, sest R(x,) < d(x,,0) —— 0.

Vaatleme hulki o
A={{m, n} € N: d(x,, x,) > R(xz) + R(x,)}

ja

B ={{m,n} € N¥: d(x,, x,) < R(xs) + R(x,)} .
llmselt AU B = N® ja AN B = &, seega Ramsey teoreemi jarelduse péhjal
leidub [8pmatu hulk S C N nii, et S¥ c A véi S¥ C B. Vaatleme molemat juhtu
eraldi.

1. Olgu SY C A lga m,n € S ja m # n korral kehtib d(xy, x,) > R(Xn) + R(x,).
Juhul kut leidub hulga S lopmatu alamhulk N nii, et x,, saavutab oma eraldusraadiuse
iga n € N korral, st iga n € N korral leidub y, nii, et R(x,) = d(x,, y,), siis jadad
(Xn)nen ja (Un)nen rahuldavad lemma [3.7] eeldusi ja seega sisaldab SNA(M) Banachi
ruumiga ¢o isomeetriliselt isomorfset Lip,(M) alamruumi.

Kut aga et leidu (x,) osajada, mille kéik litkkmed oma raadiuse saavutavad, véime
vajadusel osajadale lle minnes eeldada, et x, el saavuta oma eraldusraadiust tihegi
n € S korral. Sel juhul on iga n € S korral d(x,,0) — R(x,) > 0.

Kuna d(x,,0) —— 0, saame leida (x,),es o0sajada (ai)ien Nil, et a1 = Xpings}
n—oo

ning iga kK € N korral
d(ag1,0) < Ay,
kus
d(ak,O) — R(Gk)
3 :

N =
Jada (Ax) on kahaney, sest iga k € N korral
Apr < dlagysr, 0) < A

Eraldusraadiuse moiste kohaselt saame iga kK € N korral leida by € B(ak, R(ax)+Ak).
Né&itame, et jadad (ay) ja (by) rahuldavad lemma [3.7] eeldusi. Olgu m, n € Nja m > n.
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Ilmselt kehtivad jargmised seosed:

Q.

(a5, 0) = R(a,) + 3A,,

(G ) g An!

d(a,, b,) < R(a,) + A,
(

d(am, bp) < R(an) +An < R(an) + 385 = d(ay, 0) < Apy <A,

Q.
=)

'
’

3

Tagurpidi kolmnurga vérratuse ja tlaltoodud seoste pohjal saame

d(am, a,) > d(a,, 0) — d(a,, 0) > (R(a,) +30,) — A,
= (R(an) + Dy) + Ay > d(a, by) + d(a, by).

Lemma [3.7] pohjal sisaldab hulk SNA(M) Banachi ruumiga ¢y isomeetriliselt isomorfset
Lipy(M) alamruumd.

2.0lgu SP C B.Jada (x,)nes on jada (x,),en 0sajada, mistottu koondub ise samuti
nulliks ja R(x,) —— 0. Jargnevas letame jada (x,),es kaks erilist osajada (ay)

nes, n—oo
ja (by).
Olgu a1 = Xuin{s} ja leiame jada (x,)nes litkmete seast elemendi by nii, et R(bq) <
@. Seejarel valime iga k € N korral jada (x,),es litkmete seast a1 ja byt nii, et
kehtivad

. &
(i) Rlags) < 7k kus e¢ = R(ax) + R(bi) — d(ay, by),

R(a41)
>

Tingimuse S C B téttu €, > 0 iga k € N korral. Paneme tahele, et jadade (ay) ja
(bg) litkmed on koik paarikaupa erinevad. Toepoolest, suvalise k € N korral saame
tingimuste [({]] ja [(éd)] p&hjal

R(Gk) + R(bk) — d(Gk, bk) R(bk)

> < > < R(by) < R(ax).  (3)

lga kK € N korral olgu fi: M — R,

(i0) R(brs1) <

R(bk+‘]) < R(ak+’|) <

R(ay) — % kui p = ay,
fi(p) = 1 —R(by) + % kui p = by,
0 muudel juhtudel.

Paneme tahele, et iga kK € N korral

flo)l = Rla) =5 ja Iilbill = Ribe) = 5
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Toepoolest, kuna

Rlai) — R(bi) + d(ac, by) > Ray) — @ + d(ag, by) > 0,
e o) = Rlow) ~ & = Rlay) — R(b;) +dlowby)
ning kuna
R(ay) — R(b) — dlay, by) < d(ay, by) — R(by) — d{ac, by) < 0,
. flbe) = —Ribi) + 5 = Rlod = R(bg) —dlowbd g

Fikseerime k € N. Paneme tahele, et i € SNA(M). Téepoolest, ilmselt f¢(0) = 0,
sest 0 ¢ {x,: n € N}, ning

|fe(ar) — fulbi)| = [R(ax) + R(by) — &x| = d(ax, by).
Naitame veel, et Lip(fy) < 1 ehk iga p, g € M korral

1fk(p) — felq)] < d(p. q).

Kui fi(p) = 0ja fe(g) = 0, siis viimane vorratus muidugi kehtib. Seega piisab vaadelda
veel kahte juhtu: a) p = a¢ ja fi(q) = 0, b) fr(p) = 0 ja g = by.
a) Olgu p = a¢ ja g € M selline, et f¢(g) = 0. Siis

|fila) = flq)] = [flak)] = Rlai) — % < Rlax) = R(p) < d(p. q).

b) Olgu g = by ja p € M selline, et fi(p) = 0. Kuna |fi(bi)| = R(bi) — 5, siis on
toestus eelmise juhuga analoogiline.

Olgu a = (&) € ¢ ja |ag,| = ||a]|- Oletame, et rida ) 7, axfy koondub ruumis
Lipy(M) ja olgu f selle rea summa. Veendume, et f € SNAM), ja et [[f]|;, = [axl-
Naitame, et f on Lipschitzi funktsioon normiga |ay,|. Selleks fikseerime p, g € M nii,
et p # g ja veendume esmalt, et |f(p) — f(q)| < |ay,|- Vaatleme eraldi punktide p ja
g vdimalikke paiknemist ruumis M.

(1) Kut mingt k € N korral p, g € {ay, by}, siis

(p) = 11a)] < 1flp)] + Ifela)] = lal (Rax) = 5 + el (Ribi) = 5]

= |ar|(R(ax) + R(bx) — &) < |ak,|d(p, q).

26



(2) Eeldame, et leiduvad m, n € N nii,etm < njap € {a,, by} ningq € {a,, b,}.
Juhtu kut ¢ € {a, b} ja p € {a, b,} saab tdestada analoogiliselt. Siis
[f(p)| = lan|(R(p) — %), ning kuna

€ €
R(a,) > R(a,) — = > R(b,) — —,
(@) > Rla,) = 2 > Rib) ~ 5
siis |f(q)] < |as|R(a,). Tingimuse [(i]] ja vorratuste ahela (3) pohjal % > R(a,).

Kokkuvottes

1f(p) = H(@)] < |f(p)] + |f(q)|
< |O{,,,|(R(p)— %n) + |an|R(a,)

< o] (Rlp) = 5 + Rla,)
< e |R(p)
< ag|d(p. q).

(3) Juhul kui p & {ax: k € N} U {by: k € N}, siis |[f(p)] =0 ja
[F(p) = H(@)l = [H(q)] < [aw|R(q) < fak|d(p. ).

(4) Juhul kut g & {ax: kK € N} U {by: k € N} on tdestus eelmise juhuga analoo-
giline.

Sellega oleme naidanud, et [|f]];, < [ox|- Jaab ile margata, et f saavutab oma normi
tugevalt:

|f(a/<o) - f(bko)| = |O(/<o||R(a/<o) + R(bko) - €k0| = |a/<o|d(a/<0' bko)'

Oletame nutd, et M pole taielik ja olgu M, ruumi M taield. Sel juhul eeldades,
et Oy, € M., saame M. loplikkuse tottu leida jada (x,) nii, et {x,: n € N} ¢ M
ja x, — 0Oy,. Edasi toestame sarnaselt nagu tateliku meetrilise ruumi M puhul,

n—oQ

aga vaadeldes vajadusel funktsioonide f; asemel funktsioone f, = f — f(On), mis
garanteerib, et f/ € Lipy(M) ka juhul kut Oy, € M.\ M. O
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4  Uhtlaselt diskreetne meetriline ruum, mille puhul
SNA(M) ei sisalda Banachi ruumiga ¢
isomeetriliselt isomorfset Lipy(M) alamruumi

Eelmise peatiiki pohjal voib tekkida kiisimus, kas teoreemi [3.6] saaks ka laiendada
thtlaselt diskreetsetele meetrilistele ruumidele. Kaesoleva peatiiki eesmark on sellele
kisimusele eitav vastus anda, tuues naite [6pmatust thtlasest meetrilisest ruumist, mis
Banachi ruumt ¢y isomeetriliselt isomorfset Lip,(M) alamruumt ei sisalda.

Lemma 4.1 (vt [3| lemma 3.1)). Olgu M meetriline ruum ja olgu Banachi ruumi Lip,(M)
elementide jada (f,) isomeetriliselt ekvivalentne cy kanoonilise baasiga. Kui igan € N
korral f, saavutab oma normi tugevalt punktidel x,,y, € M, x, #+ y,, siis f,(x,) =
fm(yn) iga m € N\ {n} korral.

Toestus. Fikseerime n & N. Eeldame, et f, saavutab oma normi punktidel x,, y,,
X, # Yn, kusjuures

[fa(xa) = Talyn)| = falxa) = Talya)-

Oletame vastuvaiteliselt, et leidub m € N\ {n} nii, et £, (x,) # f(yn)-

Vaatleme esiteks juhtu, kus £, (x,) > fu(y,). Defineerime = f,,41,, mis lemma 1.9
(tingimuste [({]] ja samavaarsuse) pohjal on Lipschitzi funktsioon normiga 1. Tekib
vastuolu:

|f(Xn) - f(yn)| 2> (fn + fm)(Xn) - (fn + fm)(yn)
= fo(xa) = Ta(yn) + Tn(Xa) — fulyn)
= d(xa, Yn) + nlxa) = Fm(yn)
> d(Xn, Yn),

Vaatleme nuaud juhtu, kus f,(x,) < fu(y,). Iga k € N korral on funktsioon gy M —
R,

fr, kut kK £ m
gk = .
—fe, kut k = m,

isomeetriliselt ekvivalentne ¢y kanoonilise baasiga. Defineerides f = g,, + g,, on
toestus analoogiline esimese juhuga. [

Lemma 4.2 (vt [3, lemma 3.2]). Olgu M meetriline ruum ja olgu Banachi ruumi Lipy(M)
elementide jada (f,) ruumis Lip,(M) ekvivalentne Banachi ruumi ¢y kanoonilise baasi-
ga. Siis iga x € M korral lim,_,., |f,(x)| = 0.
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Téestus. Olgqu T: ¢g — Span{f, : n € N} normeeritud ruumide isomorfism, kus
T'(e,) = f, iga n € N korral. Oletame vastuvditeliselt, et leidub selline x € M, et
im0 |fa(x)| # 0. Siis leidub N & N nii, et Y |f,(x)| > ||T||d(x,0). Valime iga
ne{l, ..., N} korral €, € {1, =1} nii, et |f,(x)| = €,f,(x) ehk olgu &, = sign f,(x).
Tekib vastuolu, sest thelt poolt on Lipschitzi funktsioont f = ZLL enfp: M — R
norm dlimalt || T||:

N N
et - (5 e

aga teisalt, vaadeldes funktsioont f vaartuste vahet kohal x ja O, peab funktsiooni f
norm dletama || T|[:

N N
Y enfalx) =) €fa(0)
n=1 n=1

<7
P

N
Z Enfn(x)

N
ZVH(XH
n=1

n=1

> || T]|d(x, 0).
OJ

Teoreem 4.3 (vt [3, teoreem 4.1)). Leidub l6pmatu iihtlaselt diskreetne tokestatud meet-
riline ruum M nii, et hulk SNA(M) ei sisalda Banachi ruumiga co isomeetriliselt
isomorfset Lipy(M) alamruumi.

Toestus. Vaatleme hulka N kaugusega d, kus

i
14 — kui
d(m,n) = + max{m, n}’ utm # n,

0, kut m = n.

Selline meetriline ruum on muidugi thtlaselt diskreetne, sest erinevate naturaalarvude

m ja n korral d(m,n) > 1. Oletame vastuvaiteliselt, et SNA(N) sisaldab Banachi

ruumiga ¢ isomeetriliselt isomorfset Lip,(M) alamruumti. Siis leidub ruumis Lipy(M)

tugevalt normi saavutavate funktsioonide jada (f,), mis on isomeetriliselt ekvivalentne

co kanoonilise baasiga. Téepoolest, kui lineaarne T : ¢y — Lipy(M) on isomeetriline

ja T(co) € SNA(M), siis otsitavaks jadaks sobib (f,), kus f, = T(e,) iga n € N korral.
Olgu iga n € N korral x,, y, € M sellised, et x, #+ y, ja

[fa(xa) = Talyn)| = d(xa, yn)-
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Eesmargiks on leida kaks erinevat naturaalarvu mg ja ng ning 0 € {1, —1} nii, et
1o + STl > 1.

Nit tekitame vastuolu lemma [1.9] tingimuste [[{)] ja samavadarsusega.
Defineerime hulgad

A= {{m,n} e N@: {Xn gn} N {X0 Yo} = @},
By = {{m n} € N¥: x, = Xn}'

B, = {{m n} €Ny, =y,},

Bs = {{m n} e N@: X, = Yn VOL X, = ym}'

Paneme tahele, et By N B, = @. Toepoolest, kui (m, n) € By N By, siis x, = x, ja
Ym = Y, jarelikult
fm(Xn) = fm(Xm) 72 fm(ym) = fm(yn)v

mis on vastuolu, sest lemma [4.1] pohjal peab olema f,(x,) = fu(y,). Seega on lihtne
néha, et hulgad A, By, B,, By rahuldavad jarelduse [T.T1] tingimusi, mistéttu leidub
lopmatu hulk S € N ja hulk C € {A, By, By, B3} selliselt, et S® c C. Vaatleme
eraldi koiki nelja olukorda.

(1) S¥ c A. Defineerime iga n € S korral g, == 2ma><{1—xg} Fikseerime ng € S.

Lemma [4.2)ja d definitsiooni p&hjal leidub mo € S\ {no} nii, et

() max{ |y (o). | (Y[} < 50,
(£d) max{d(Xng, Ximg), d(Xng» Ymo), A(Yngs Xmg), A(Yngs Ymo)} < T+ %6n0~
Lemma @t()ttu leidub G, € Rnii, et £y, (Xmy) = oy (Ymy) = Ciny- Voime eeldada,
et
[Fno(Xing) = Cingl > [Fag(Ying) — G
ja
[ Fing (Xing )| 2> Fing (Yimo)

sest juhul kut kumbki eelnev vorratus el peaks kehtima, voime vastavalt Gmber
téhistada paart (Xn,, Yn,) VOL (Xm,, Ym,), Seejuures jadvad kehtima vorratused(i)] ja
(@

Kolmnurga vorratuse abil saame, et

|an(Xn0) - Cmo| + |fno(g/7o) - Cmo| > |fn0(Xno) - fﬂo(yno)|
= d(Xno' yno) =1+ 2‘9”0
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ja
|fm0(Xm0)| + |fmo(ymo)| > |fmo(Xmo) - fmo(gmo”
= d(Xmo' gmo) =1+ 28"70'
seega
1
|fﬂo(Xno) - Cmo| > z + Eng (4)
ja

1
|fmo(Xmo)| > i

Olgu 0 = sign £y, (xm,) € {1, —1}. Jaab tle vaadata kahte alamjuhtu.

+ Emg- )

Juhul kut £,,(xp,) < Gp,, defineerime funktsioont f = f,, 4+ 6f,, ning veendume,

et [[f]l, > 1. Vérratuste @ ja () pohjal

|f(Xﬂ70) - f(Xno)| Z an(XmO) + 5fm0(Xm0) - (Xno) 5fmo(Xno)
= Cmo + ’fmo Xmo | - ﬂo(Xno) 5fmo(Xﬂ )
)| —

> Cmo - fno(Xno + |fmo Xmo |fmo Xno |

1 1
>§+5no — | Fino (Xng )|

> 14+ &, — 56

3

0

1
> 1 + §6no

> d(Xng, Ximg)-

Juhul kut £, (Xm,) > Gy, on toestus peaaegu analoogiline, ainult selle erinevu-
sega, et funktsiooni f asemel vaatleme funktsioont g := f,, — 0f,,, mille puhul
saab sarnase arutelu abil naidata, et |g(xn,) — g(Xm)| > d(Xng, Xmo)-

S@ ¢ B;. Paneme tahele, et leidub k* € N nii, et x, = k* iga n € S korral.
Lemma [£.1] pohjal y, # ym, kut n,m € S ja n # m. Lemma [4.2) p&hjal véime
leida indeksid ng ja mg nii, et

L 1
oo (00)| < 75 13 oy bimo)| < 75 (6)
Kolmnurga vorratuse pohjal
|an(Xn0)| T |f”0(g”0)| > |f”0(g”0) - fﬂo(Xno)| = d(Xnor gno) > 1, (7)
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mistottu |fo,(yn,)| > 9/10. Sarnase arutelu teel saab naidata ka, et |, (Ym,)| >
9/10. Kuna Xn, = X, saame vorratuse (B) ja lemma [4.1] pohjal

1T 1
|fno(ymo)| < % Ja |fm0(yn0)| < E (8)

Arvestame asjaolu, et iga n € N korral, kui f, on tugevalt normi saavutav
Lipschitzi funktsioon normiga 1, siis on seda ka —f,. Seega véime eeldada,
et f,(Yn,) > 0 ja foy(ym,) > 0O, vajadusel kummagi funktsioont marki muutes,
seejuures jaab lemma [1.9 (tingimuste [[{]] ja samavadarsuse) pohjal jada (f,)
ekvivalentseks ¢y kanoonilise baasiga. Vaatleme funktsiooni f == f, — f,,, mis
on lemma [T.9] (tingimuste (i) ja (iii) samavaarsuse) pohjal normiga 1. Pidades
silmas, et d definitsiooni kohaselt el ole meetrilise ruumt kahe erineva elemendi
vaheline kaugus suurem kut 3/2, ning kasutades vorratust (7) ja (8), jouame
vastuolunt:

|f(gn0) - f(ymo)| > Fog(Yng) + T (Yme) = T (Yng) — Fng(Ymo)

38
> 5 - (‘fmo(yﬂoﬂ + |fno(gmo)|) > g > d(yﬂo' Umo)-

O

S@ c B,. Vaadeldes jadade (x,) ja (y,) asemel jadasid (x’) ja (y/), kus iga
n € N korral x, = y, ja yj = X, saame, et S¥ C {{m, n} € N¥: x/ =x'},
mistottu on lihtne naha, et antud alamjuhtu saab tdestada samamoodi nagu
eelmist alamjuhtu.

S ¢ Bs. Naitame, et see alamjuht pole voimalik. Fikseerime ny € S. Definee-
rime hulgad

Si={me S\{no}: xn=yn}
ja

Sy ={me S\{no}: ynw =Xy}
Hulk Sy on Gheelemendiline. Oletades vastuvaiteliselt, et leiduvad nq, n, € Sy
nii, et ny % ny, saame, et x,, = x,, ning kuna {ny, n,} € Bs, kehtib kas x,, = y,,
VoL Xp, = Yn,. See aga tahendaks, et kehtib kas x,, = y,, vol x,, = y,, mis
on vastuolus asjaoluga, et funktsioonid f,, ja f,, saavutavad tugevalt oma normi

vastavalt punktide x,, ja y,, ning x,, ja y,, korral. Sarnase arutelu teel on
voimalik veenduda, et ka S, on iiheelemendiline hulk.

Kuna iga m € S\ {no} korral kehtib kas x,, = y, VOl X, = yp,, Slis S =
{no} U S1US,, mis on vastuolus hulga S valikuga.

]
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