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Stimmeetriliselt ja norgalt pidevad funktsioonid
Bakalaureuseto6

Kristina Sabunova

Liihikokkuvote. Bakalaureuseto6 eesmérk on uurida funktsioonide siim-
meetrilist ja norka pidevust. Me veendume, et kui funktsioon on pidev, siis
see on nii siimmeetriliselt kui ka norgalt pidev ja nditame, et need moisted
ei ole vorreldavad. Leidub stimmeetriliselt pidevaid funktsioone, mis ei ole
norgalt pidevad, ja vastupidi. Samuti leidub katkevaid funktsioone, mis on
nii siimmeetriliselt kui ka norgalt pidevad. Uurime aritmeetilisi tehteid stim-
meetriliselt ja norgalt pidevate funktsioonidega. Osutub, et siimmeetriliselt
pidevate funktsioonide liitfunktsioonid ei ole iildjuhul stimmeetriliselt pide-
vad. Sama kehtib ka norga pidevuse korral. T60s kirjeldatakse stimmeetrilise
ja norga pidevuse seoseid iithepoolsete piirvaartuste olemasolu ja vordsusega
ning késitletakse nn Dirichlet’ tiilipi ja Thomae funktsioone.

Marksonad. Siimmeetriline pidevus, nork pidevus, Dirichlet’ tiiiipi funkt-
sioonid, Thomae funktsioon.

Symmetrically and weakly continuous functions
Bachelor’s thesis

Kristina Sabunova

Abstract. The purpose of this bachelor’s thesis is to compare symmetric
continuity and weak continuity and to investigate their properties. We make
sure that if a function is continuous, it is also symmetrically and weakly conti-
nuous and provide examples to show that symmetric and weak continuity do
not imply each other. There exist functions which are symmetrically continu-
ous but not weakly continuous and vice versa. One can also find discontinuous
functions, which are symmetrically and weakly continuous. We also examine
the arithmetic operations with symmetrically continuous and weakly conti-
nuous functions. It is shown that compositions of symmetrically continuous
functions are not symmetrically continuous in general. The same applies to
weak continuity. We describe relations between the concepts we studied and
the existence of one-sided limits, and their equality and deal with symmetric
and weak continuity of the so-called Dirichlet’s type and Thomae functions.

Key words. Symmetric continuity, weak continuity, functions of Dirichlet’s
type, Thomae’s function.
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Sissejuhatus

Teatavasti nimetatakse ithe muutuja funktsiooni f: D — R, kus D C R,
pidevaks kohal a € D, kui lim,,, f(z) = f(a). Tuntud Heine kriteeriumi
kohaselt on funktsioon f kohal a pidev parajasti siis, kui iga punktiks a
koonduva argumendi vddrtuste jada (x,) korral funktsiooni vadrtuste jada
(f(x,)) koondub piirvaartuseks f(a).

Kéesolevas bakalaureusetoos vaadeldakse funktsioonide kahte omadust —
stimmeetrilist ja norka pidevust —, mis molemad on norgemad kui tavaline pi-
devus. Stimmeetrilise pidevuse korral peab vahe f(a+h)— f(a—h) koonduma
nulliks protsessis h — 0. Norga pidevuse lahtekohaks on Heine kriteerium.
Sel juhul noutakse, et kui funktsiooni méaédramispiirkonnas iildse eksisteerib
kasvavaid jadasid (x,) ja kahanevaid jadasid (y,), mis koonduvad punktiks
a, siis nende hulgas on selliseid, et f(x,) — f(a) ja f(y,) — f(a).

T66 esimeses peatiikis defineeritakse nimetatud moisted ja veendutakse,
et pidev funktsioon on nii siimmeetriliselt kui ka norgalt pidev. Esitatakse
néited selle kohta, et need moisted ei ole vorreldavad: leidub siimmeetrili-
selt pidevaid funktsioone, mis ei ole norgalt pidevad, ja vastupidi. Samuti
leidub katkevaid funktsioone, mis on nii stimmeetriliselt kui ka norgalt pide-
vad. Tahelepanuvédirne nédide on tuntud Dirichlet’ funktsioon, mis on katkev
igas punktis. Me veendume, et ta on norgalt pidev igas punktis, siimmeetri-
liselt pidev koigis ratsionaalsetes punktides, kuid ei ole simmeetriliselt pidev
itheski irratsionaalses punktis.

Teises peatiikis uuritakse aritmeetilisi tehteid siimmeetriliselt pidevate
funktsioonidega, samuti selliste funktsioonide liitfunktsioone. Osutub néai-
teks, et siimmeetriliselt pidevate funktsioonide korrutis ei ole iildjuhul siim-
meetriliselt pidev. Samuti ei pruugi siimmeetriliselt pidevate funktsioonide
liitfunktsioon olla siimmeetriliselt pidev.

Kolmandas peatiikis on samad probleemid vaatluse all norga pidevuse
kontekstis. Téahelepanuvadarne on, et norgalt pidevate funktsioonide summa,
vahe, korrutis, jagatis, maksimum ja miinimum ei ole iildjuhul norgalt pide-
vad. Mérgime, et norgalt pidevate funktsioonide liitfunktsioon ei ole tildjuhul
norgalt pidev.



Neljandas peatiikis kirjeldatakse molema vaadeldava moiste seoseid iihe-
poolsete piirvadrtuste olemasolu ja vordsusega. Viimane viies peatiikk kasit-
leb nn Dirichlet’ tiiiipi funktsioonide ja Thomae funktsiooni stimmeetrilist ja
norka pidevust.

Kéesolev bakalaureusetoo on referatiivne, selle kirjutamisel on lahtutud
pohiliselt artiklist [3]. Arvestatud on ka artiklite [1], [2] ja [4] tulemusi.



Peatukk 1

Summeetriliselt ja norgalt
pidevad funktsioonid

Kaéesolevas peatiikis defineerime {ihe muutuja funktsiooni jaoks stimmeetri-
lise ja norga pidevuse moisted, esitame nende lihtsamad omadused ja toome
moned naited.

Arvu a € R nimetatakse hulga D C R

1) sisepunktiks (kirjutame a € D°), kui leidub ¢ > 0, et (a—d,a+0) C D,

2) kuhjumispunktiks, kui iga 6 > 0 korral (a — d,a + 0) N (D\{a}) # @, st
iga timbrus

Us(a) := (a —d,a+0)
sisaldab lopmata palju hulga D punkte,
3) isoleeritud punktiks, kui (Us(a)\{a}) N D = & mingi 6 > 0 korral.
Paneme tahele, et

(a) hulga kdik sisepunktid on tema kuhjumispunktid, kuid vastupidine véi-
de on véar,

(b) arv a € R on hulga D kuhjumispunkt parajasti siis, kui leidub selline
jada (z,), et x, € D\{a} iga n € N korral ning z,, — a,

(c) isoleeritud punkt ei saa olla ei sise- ega kuhjumispunkt.

Néiteks hulga Z koik elemendid on selle hulga isoleeritud punktid, aga hulga

S::{i%\neN}U{O}

ainuke kuhjumispunkt on punkt 0.



Definitsioon. Olgu a € D hulga D kuhjumispunkt. Funktsiooni f: D — R
nimetatakse pidevaks kohal a, kui

lim f(z) = f(a),

T—ra

st
Ve>030>0:[xeD, |[x—a|l <d]=|f(x)— fla)| <e.

Kehtib nn Heine kriteerium: funktsioon f: D — R on kohal a € D pi-
dev parajasti siis, kui iga argumendi vaartuste jada (x,) korral, mis koondub
arvuks a, funktsiooni vaartuste jada (f(z,)) koondub arvuks f(a), st

[z, € D (ne€N), z, = a] = f(z,) = f(a).

1.1 Siimmeetriliselt pidevad funktsioonid

Olgu D C R mittetiihi hulk ja olgu @ € R moélema hulga (—oo,a] N D ning
[a,00) N D selline kuhjumispunkt, et

V6 >03h="h(s)>0: ath e Usa). (1.1)

Definitsioon. Utleme, et funktsioon f: D — R on kohal a siimmeetriliselt
pidev, kui
lim(f(a+h) — f(a—h)) =0,

h—0
st

Ve>030>0:[atheD, |hl<dl=|fla+h)—fla—h)|<e.

Kui funktsioon f on siimmeetriliselt pidev igas punktis a € X, kus X C R
ja X # @, siis {itleme, et f on simmeetriliselt pidev hulgas X.

MARKUSED. 1. Kohal a stimmeetriliselt pidev funktsioon ei pea olema
punktis a méadratud, seega ei ole siimmeetriliselt pidev funktsioon tldjuhul
pidev.

2. Iga paarisfunktsioon f on kohal 0 stimmeetriliselt pidev: sel juhul on funkt-
siooni mé#ramispiirkond D stimmeetriline nullpunkti suhtes (st « € D para-
jasti siis, kui —z € D) ning f(h) — f(—h) = 0 iga h € D korral.

3. Punktis a stimmeetriliselt pidev funktsioon f ei pruugi punkti a iimbruses
olla tokestatud. Naiteks paarisfunktsioon

FR0} SR, f(2) = —

T



on kohal 0 stimmeetriliselt pidev, kuid ei ole punkti 0 tiheski timbruses to-
kestatud.

Jargmine lause tapsustab pidevate ja siimmeetriliselt pidevate funktsioo-
nide vahekorda.

Lause 1.1. Olgu a € D mélema hulga (—oo,a] N D ning [a,00) N D selline
kuhjumispunkt, mis rahuldab tingimust (1.1). Kui funktsioon f: D — R on
kohal a pidev, sits on ta kohal a ka simmeetriliselt pidev.

TOESTUS. Olgu lause eeldus (1.1) tdidetud ja olgu funktsioon f pidev kohal
a, st lim, ., f(x) = f(a). Siis

lim(f(a+h) — f(a—h)) =lm(f(a+ h)) — lim(f(a — h))

h—0 h—0 h—0
= f(a) = f(a) =0,
seega on f punktis a siimmeetriliselt pidev. O

Jareldus 1.2. Olgu D C R intervall. Kui funktsioon f: D — R on intervalli
D sisepunktis a pidev, siis on ta kohal a ka stiimmeetriliselt pidev.

TOESTUS. Kui a on intervalli D sisepunkt, siis leidub tal selline iimbrus
Us(a) = (a — 0,a+ 0), et Us(a) C D. Seetottu on lause 1.1 tingimus (1.1)
taidetud. Niisiis, kui f on pidev kohal a, siis on ta sel kohal lause 1.1 pohjal
ka stimmeetriliselt pidev. O

1.2 Norgalt pidevad funktsioonid

Olgu D C R mittetiihi hulk ja olgu a € R. Tahistame

1) stimboliga £, (D) koigi selliste hulga D elementidest moodustatud ramn-
gelt kasvavate arvjadade hulga, mis koonduvad piirvaartuseks a,

2) siimboliga R, (D) koigi selliste hulga D elementidest moodustatud ran-
gelt kahanevate arvjadade hulga, mis koonduvad piirvaartuseks a.

Seega

L.(D):={(x,) |z, € D (n€N), z,1Ta}
ja

Ra(D) :=A{(yn) | yn € D (n €N), yn | a}.



Lause 1.3. (a) Kui a € R on hulga (—oo,a] N D kuhjumispunkt, siis
£.(D) £ 5.

(b) Kuia on hulga [a,00) N D kuhjumispunkt, siis Rq(D) # &.

(¢) Hulga D iga kuhjumispunkti a € D korral on vihemalt ks hulkadest
L.(D) ja Ra(D) mittetihi.

TOESTUS. Tdestame viite (b), viide (a) toestatakse analoogiliselt, véide
(c) on vahetu jareldus viidetest (a) ja (b).
Olgu a hulga [a,00) N D kuhjumispunkt, st

(a,a+ )N D # @ iga d > 0 korral.

Votame d; := 1 ja leiame y; € (a,a + 6;) N D. Olgu & := min{3,y; — a},
valime ys € (a,a+ d2) N D, sel juhul

a<yo < a-+d

ehk
0<y2—a<52Sy1—a,

seega Yo < y1. Nil jitkates fikseerime k-ndal sammul 0y := min{3,y,_1 — a}
ning valime y; € (a,a + d;) N D. Sel juhul

a<yp<a-+ 5k
ehk

0<yr—a<op <Y1 —a,

mistottu yr < yp_1.
Seda protsessi jatkates saame hulga D elementide rangelt kahaneva jada
(yk), seejuures

1
!yk—a|:yk—a<6kgg—>o (k — 00),
niisiis y, — a. Seega R,(D) # @. O

Definitsioon. Olgu ¢ € D hulga D kuhjumispunkt. Utleme, et funktsioon
f: D — R on norgalt pidev kohal a, kui on tdidetud molemad jargmised
tingimused:

(a) kui L,(D) # @, siis leidub selline jada (x,) € L,(D), et lim,, f(x,) =
f(a),



(b) kui R,(D) # @, siis leidub selline jada (y,) € Ru(D), et lim, f(y,) =
f(a).

Kui funktsioon f on norgalt pidev igas punktis a € X, siis iitleme, et f on
hulgas X C D norgalt pidev.

Mirkus 1.4. Kui @ on nii hulga (—oo,a] N D kui ka [a,00) N D kuhju-
mispunkt, siis £,(D) # @ ja R.(D) # &. Seega, kui a € D on hulga D
sisepunkt, siis molemad hulgad £,(D) ja R.(D) on mittetithjad. Sel juhul
funktsioon f on kohal a norgalt pidev parajasti siis, kui

lim f(z,) = lim f(y,) = f(a)

mingite (x,) € L,(D) ja (y,) € Ra(D) korral.

Lause 1.5. Kui funktsioon f: D — R on punktis a € D pidev, siis on ta
selles punktis ka norgalt pidev.

TOESTUS. Kuna f on kohal a pidev, siis a on hulga D kuhjumispunkt. Seega
vahemalt iiks hulkadest £,(D) ja R.(D) on mittetiihi. Ténu funktsiooni f
pidevusele punktis a kehtivad Heine kriteeriumi kohaselt vordused

lim () = Tim f(yn) = f(a)

iga (z,) € Lo(D) ja (yn) € Ra(D) korral. Seega funktsioon f on norgalt
pidev kohal a. O

1.3 Naited

Lause 1.5 ja jarelduse 1.2 pohjal voime viita, et kui @ € D on médramis-
piirkonna D sisepunkt, siis funktsiooni f: D — R pidevusest selles punktis
jareldub nii tema siimmeetriline pidevus kui ka nork pidevus. Jargnevatest
néidetest selgub, et omavahel ei ole need moisted vorreldavad.

Naide 1.6. Niitame, et funktsioon

) . Si;z, kui z #£ 0,
f: R—R, f(x).—{o7 kui = 0,

on siimmeetriliselt pidev, kuid ei ole norgalt pidev kohal 0.
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Kuna

fm(F(2) — F(—2)) = lim (sinx - sin(—a:)) . (sinx - —sinx)

x—0 x—0 X — x—0 €T —X
. sinx sinz .
= lim — =1lim0 = 0,
z—0 X €T x—0

siis funktsioon f on kohal 0 siimmeetriliselt pidev.

Niiiid veendume, et funktsioon f ei ole norgalt pidev kohal 0. Kuna 0
on nii hulga (—oo,0] kui ka hulga [0, co) kuhjumispunkt, siis £o(R) # & ja
Ro(R) # @. Suvalise (z,,) € Lo(R) korral
sin x, sinz

lim f(z,) = lim = lim =1#0= f(0),

n Tn z—0 X

seega [ ei ole kohal 0 norgalt pidev.
Jarelikult f on stimmeetrilisel pidev, kuid ei ole norgalt pidev kohal 0.

Naide 1.7. Olgu

1 1 1 11
=< E— =<¢—1,—,—,...,0,..., =, =, 15.
si={ed nenfuor={-1-5 -5 00

Defineerime funktsiooni

vz iz € S\{0},

g:R—=>R, gx):=< 1, kui x =0,
%, kui z ¢ S,
ja veendume, et funktsioon g on norgalt pidev, kuid ei ole siimmeetriliselt
pidev.
Kuna

. . 1 1 . 1
i (o(0) = g(-a)) = Jim (5 - =) =2 lim T =
zeR\S z€R\S z€R\S

siis tingimus lim,_,o(g(z) — g(—x)) = 0 ei ole tdidetud. Seega funktsioon g ei
ole siimmeetriliselt pidev kohal 0.

Paneme tahele, et
1
(—ﬁ) € Lo(R)

(%) € Ro(R),

11

ja



seejuures,

= lim L
" _1
ja

1 in ;.
lim g (—) = lim s1r11 L =1=g(0).
n n n =

Jarelikult g on norgalt pidev, kuid ei ole siimmeetriliselt pidev kohal 0.
Naide 1.8. Olgu

sz kui z € S\{0},
h:R—=R, h(x):=4 1, kui x =0,

sinz, kuixz ¢S.
pidev kohal 0.

Naitame, et funktsioon h on siimmeetriliselt ja norgalt pidev, kuid ei ole
Kuna

—T

lim (sinq: B sinx) _0
xégqgﬁ t
ja

lin% (sinz —sin (—z)) =2 lim sinz = 2sin0 = 0,
xéﬁ&S

lim (sinaz _sin (—:U))
xégqﬁﬂ t

z—0

z€R\S
nieme, et h on siimmeetriliselt pidev kohal 0.
Analoogiliselt eelmise néitega,

1
(—;) € Lo(R)
ja
<1> € Ro(R)
n 0 )
seejuures,

1 sin (—1 in
hmh(——):hmiigﬂl:hm$n”
n n n -
ja

m = =1 = h(0)




Seega h on siimmeetriliselt ja norgalt pidev kohal 0.
Kuna aga
lim h(x) = lir% sinz =0 # 1= h(0),
T—

z—0
z€R\S

siis funktsioon h ei ole pidev kohal 0.
Toodud néidete pohjal voime viita, et

1) ildiselt ei jareldu funktsiooni siimmeetrilisest pidevusest tema nork
pidevus,

2) norgast pidevusest ei jareldu siimmeetriline pidevus ja

3) funktsioon, mis on nii stimmeetriliselt kui ka norgalt pidev, ei pruugi
olla pidev.

1.4 Dirichlet’ funktsiooni siimmeetriline ja nork
pidevus
Teatavasti on nii koigi ratsionaalarvude hulk Q kui ka koigi irratsionaalarvude

hulk R\Q tihedad koruses R: kui a,b € R ja a < b, siis leiduvad € Q ning
p € R\Q, et a <r <bjaa<p<b. Sellest tuleneb jargmine lause.

Lause 1.9. Iga a € R korral saab leida sellised ratsionaalarvude jadad (xy,)
ja (yn), et x, 1 a ja y, | a, ning sellised irratsionaalarvude jadad (zl) ja

(yh), et ), 1 a jay, | a. Teisisonu, L,(Q) # &, R.(Q) # &, L,(R\Q) # @
ja R.(R\Q) # & iga a € R korral.

TOESTUS. Olgu a € R suvaline. Kuna hulgad Q ja R\Q on tihedad korpuses
R, siis leiduvad z1,y; € Q, 2, y] € R\Q nii, et

a—l<r<a<yy <a+l,

a—1l<zi<a<y;<a+l.

Olgu 6, := min{%,a — 21,91 —a,a— 2}, Y] — a}, lelame xq9,yo € Q ja 4, yh €

R\Q, et

a—52<x2<a<y2<a+52,
a—0y <y <a<yy<a+os,
siis

r1—a< =0 <zp—a<0<yy—a<d <y —a,

13



d—a< -0 <ah—a<0<yh—a<d <y, —a.

Seega x1 < Tg, Y1 > Yo, ) < whH ja y; > yh. Olgu arvud zy,...,7,_1,
Yly oy Yno1, Tpye ooy @ jayy, ..., yh_ 4 fikseeritud. Vottes d,, 1= min{%,a —

Tp—1:Yn—1 — @, Q4 — $Zﬂ—17 y;-b—l - a}7 Vahme Tny Yn S Q ja x%a y; S R\@v et

Tp1—a< —p<zTp—a<0<y,—a<d, <y,.1-—a,

o —a< =0, <z, —a<0<y,—a<d, <y, ,—a,

mistottu z,—1 < Tp, Yn—1 > Yn, Ty < X, ja y,_, > y,. Seejuures 0 <
a—xn<%,0<yn—a<%,O<a—x;<%ja0<yg—a<%iganeN
korral.

Nii jatkates, saame jadad (z,,) € L,(Q), (yn) € Ra(Q), (z},) € L.(R\Q)
i (1) € Ru(R\Q). 0

Vaatleme Dirichlet’ funktsiooni

| | o, kuizeQ,
fiR=R, f(z) -—{5, kui z € R\Q,

kus o # .

Lause 1.10. Olgu o, € R ning o # . Dirichlet’ funktsiooni f korral
kehtivad jargmised vaited:

(a) f ei ole pidev tiheski punktis a € R,

(b) f on simmeetriliselt pidev igas punktis a € Q, kuid ei ole siimmeetri-
liselt pidev theski punktis a € R\Q,

(c) f on norgalt pidev igas punktis a € R.

TOESTUS. (a) Olgu a € R. Oletame vastuvéiteliselt, et f on pidev punktis
a. Lause 1.9 kohaselt leiduvad sellised jadad (x,,) ja (z}), et z, € Qigan € N
korral ning z, 1 a ja 2/, € R\Q iga n € N korral ning z/, 1 a. Kuna f on
pidev kohal a, siis

f(a) = lim f(z,) = lim a=«

ja
f(a) = lim f(2},) = lim B = 8.

Saame, et a = [, mis on vastuolus eeldusega. Seega f ei ole pidev iiheski
punktis a € R.

14



(b) Olgu a € R, h € R, paneme tihele, et kehtib vordus
a—h=2a—(a+h). (1.2)

Kui a € Q, siis vorduse (1.2) kohaselt a+ h € Q parajasti siis, kui a —h € Q.
Seega

a—a=0, kuia+h € Q,
f(“h)‘f(“‘h):{ B-6=0, kuia+heR\Q,
ja
lim(f(a+h) = f(a—=h))=lim0=0.

Niisiis on f stimmeetriliselt pidev kohal a € Q.
Olgu a € R\Q. Kui a + h € Q, siis vorduse (1.2) kohaselt a — h € R\Q.
Paneme tahele, et kuna

fla+h) = fla=h)|=la—B]#0 (aheR),

lim(f(a+ h) — f(a—h)) # 0.

h—0

Seega funktsioon f ei ole siimmeetriliselt pidev iiheski punktis a € R\Q.
(c) Olgu a € Q. Lause 1.9 kohaselt £,(Q) # @ ja R.(Q) # @, seejuures
suvaliste (z,,) € £,(Q) ning (y,) € Ra.(Q) korral

lim f(z,) =lima = a = f(a)
ja
lim f(y,) = lima = a = f(a),
mis tdhendab, et funktsioon f on norgalt pidev igas punktis a € Q.
Analoogiliselt, kui a € R\Q, siis £,(R\Q) # @ ning R,(R\Q) # & ja
suvaliste (z},) € L,(R\Q), (v,) € R.(R\Q) korral
lim f(z7,) = lim 8 = 8 = f(a)

ja
lim f(y,) =lim 3 = 8 = f(a).
Jarelikult funktsioon f on norgalt pidev igas punktis a € R. O]
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Mairkus 1.11. Analoogiliselt lause 1.10 viitega (c) toestatakse, et funkt-

sioonid kui Q\{c}
a, Kulzxe Cy,
i R=R, f(z):= { 3, kuiz e (R\Q)U{c},

kus ¢ € Q, ja

_ | o, kuizeQuU{d},
BRSO 1@ ={ 5 L R,

kus d € R\Q, on norgalt pidevad igas punktis a € R, muuhulgas seega ka
vastavalt punktides c ja d.
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Peatukk 2

Operatsioonid suimmeetriliselt
pidevate funktsioonidega

Selles peatiikis uurime tehteid siimmeetriliselt pidevate funktsioonidega ja
selliste funktsioonide liitfunktsioone.

Teatavasti, kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on pidevad kohal
a € D, siis funktsioonid

ft9. f—g M (AeR), fgjag, kus g(a) # 0,

on pidevad punktis a. Edasi, olgu a € D hulga D kuhjumispunkt ning olgu
f:D—Rjag: E— R sellised funktsioonid, et f(D) C E. Kui f on pidev
kohal a ja ¢ on pidev kohal b := f(a), siis seosega

pof:D=R, pof(r):=e(f(r) (reD)

madratud liitfunktsioon ¢ o f on pidev punktis a.
Meenutame ka iihtlase pidevuse definitsiooni.

Definitsioon. Utleme, et funktsioon f: D — R on hulgas X C D fiihtlaselt
pidev, kui iga ¢ > 0 korral saab leida sellise 6 > 0, et suvaliste z, 2’ € X korral,
mis rahuldavad tingimust |z — 2'| < 6, kehtib vorratus |f(z) — f(2)] < e.

Teame, et iga hulgas X iihtlaselt pidev funktsioon on selles hulgas pidev,
vastupidine véide on iildjuhul vaar.
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2.1 Aritmeetilised tehted siimmeetriliselt pide-
vate funktsioonidega

Lause 2.1. Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on stimmeetriliselt
pidevad kohal a € R, siis ka nende summa

f+g9:D =R, (f+g)(z):=f(z)+g(x)

ja vahe
f=9:D =R, (f-g)(x):=[f(z)-g(x)

on kohal a stiimmeetriliselt pidevad.

TOESTUS. Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R stimmeetriliselt
pidevad kohal a € R, st

lim(f(a+h) — fla—h)) =0

ja
lim(g(a +h) —g(a —h)) =0,
i ((f + g)(a+h) = (f +g)(a— h) = lim(f(a+ k) + gla+h) = fla—h)
—g(a—h))
— lim((f(a+h) = fla— )

+ (gla+h) — g(a— b))
= lim(f(a+h) — f(a—h))
+lim (gla+h) — g(a— 1)
=0+0=0.

Jarelikult funktsioonide f ja g summa f+g¢: D — R on siimmeetriliselt pidev
kohal a. Vahe f — g siimmeetriline pidevus toestatakse analoogiliselt. O]

Lause 2.2. Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on simmeetriliselt
pidevad kohal a € R ja punkti a mingis imbruses Us,(a) tokestatud, siis ka
nende korrutis

fg: D =R, (fg)(z):= f(z)g(x)

on kohal a siimmeetriliselt pidev.
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TOESTUS. Eeldame, et funktsioonid f: D — R ja g: D — R on siimmeet-
riliselt pidevad kohal a € R, st

lin (f(a+h) — f(a— 1) =0 (2.1)
ja
lim(g(a +h) = g(a = h)) = 0. (2.2)

Teiseks, olgu oy > 0 selline arv, et funktsioonid f ja g on tokestatud punkti
a timbruses Us,(a). Siis leidub M > 0, et

|f(z)| < M jalg(z)| < M iga x € Us,(a) korral.

Olgu € > 0. Vastavalt eeldustele (2.1) ja (2.2) leiduvad §; > 0 ja dy > 0,

et
a£heD, b <o) =[fla+h) = fla=h)| < 5.
latheD, | <) = |gla+h)—gla—h) <ﬁ.

Votame § := min{dg, d1,02}. Olgu |h| < § ja a £ h € D, siis
|(a £ h)—al =1]h| <0 < by,
st a+ h € Us,(a). Seega |f(a+ h)| < M ja |g(a — h)| < M, seetdttu

[f9(a+h) = fgla=h)| = |f(a+h)gla+h) = fla—h)g(a = h)]
= [fla+h)gla+h) = fla+h)g(a—h)
+fla+h)gla—h) = fla—h)gla—h)
= [fla+h)(g(a+h)—gla—h))
+gla—h)(fla+h) = fla—h))|
< [fla+h)[l(g(a+h) —gla—h))
+lgla = W)[(f(a+h) = fla—h))

Jarelikult limy,_,o(fg(a + h) — fg(a — h)) = 0. O

Lause 2.3. Kui funktsioon f: D — R on simmeetriliselt pidev kohal a € R
ja punkti a mingis imbruses tokestatud, siis ka funktsioon

iD= R, (f)(2) = (f(z))*

on kohal a siimmeetriliselt pidev.
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TOEsTUS. Viide jareldub otseselt lausest 2.2, kui votta g = f. O]

Naide 2.4. Veendume, et lause 2.2 ei kehti, kui loobuda eeldusest funktsioo-
nide tokestatuse kohta. Selleks néitame, et kuigi funktsioon

, kui x > 0,
on kohal 0 siimmeetriliselt pidev, funktsioon f? ei ole punktis 0 siimmeetri-
liselt pidev.

Kuna
1 =1 ! ! = lim 2 =0
Sp e s =t \m - amr)) ==
ja
lim (f(x) — f(=2)) = lim (52— ) = lim () =
Jim (f(z) = f(-2)) = lim | — —z—— | = lim (—2) =0,

siis f on stimmetriliselt pidev kohal 0. Seejuures

lim (f*() — f*(=2)) = lim (f(z) = f(=2))(f(2) + f(-2))

z—0+ z—0+

Seega tingimus lim, ,o(f?(z) — f2(—x)) = 0 ei ole tdidetud, st f? ei ole
stimmeetriliselt pidev kohal 0.

Lause 2.5. Kui funktsioon g: D — R, kus g(z) # 0 iga x € D korral, on
stimmeetriliselt pidev kohal a € R ja funktsioon

on Qi

on punkti a mingis timbruses tokestatud, siis funktsioon 5 on kohal a siim-
meetriliselt pidev.
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TOESTUS. Olgu funktsioon g: D — R, kus g(z) # 0 iga * € D korral,
stimmeetriliselt pidev kohal a € R, st

lim(g(a+h) — gla—h)) =0, (2.3)

h—0

ning olgu dy > 0 selline arv, et funktsioon é: D — R on tokestatud punkti a
timbruses Us, (a). Siis leidub M > 0, et

g()

Olgu € > 0. Vastavalt eeldusele (2.3) leidub 6; > 0, et

' 1

< M iga x € Us,(a) korral.

lahe D, b <] = |gla+h) —gla—h)| < .
Votame § := min{dp, 01 }. Olgu |h| < d ja a £ h € D, siis
|(a£h)—al=1]h| <0 < by,
st a £ h € Us,(a). Seega ‘m) < M ja ‘ ‘ < M, mistottu

‘ 11 ' _ ‘ g(a— )—g(a+h)‘ _ lgla+h) —gla—h)|
gla+h) gla— gla+h)g(a —h) lg(a+ h)[|g(a — h)]
< M? 2 ° .
M?
Jarelikult limy,_q <m — m> = 0, mis tdhendab, et %} on stimmeetrili-
selt pidev kohal a. O

Lause 2.6. Eeldame, et

1) funktsioonid f: D — R ja g: D — R on simmeetriliselt pidevad kohal
a € R,

2) g(x) # 0 iga x € D korral ja

3) funktsioonid [ ja é on punkti a mingis iimbruses tokestatud.

g:D—HR, (i> (x) ::@

on kohal a siimmeetriliselt pidev.

Stis funktsioon
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TOESTUS. Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R, kus g(z) # 0
iga x € D korral, siimmeetriliselt pidevad kohal a € R ning punkti a mingis
iimbruses tokestatud. Kuna g = é, siis lausete 2.2 ja 2.5 kohaselt on 5 D —
R stimmeetriliselt pidev kohal a. ]

Niide 2.7. Uldjuhul ei ole siimmeetriliselt pideva funktsiooni ¢ korral funkt-
sioon 1 siimmeetriliselt pidev.
Vaatleme funktsiooni

g:R—=>R, g(x):=rz,

mis on pidev kohal 0. Kuna

. 1 1 . 1 1 o1
lm | — — = lim (——— ) =2 lim — = o0,
z—0+ g(x) g(—aj) z—0+ \ T —T z—0+ T

siis tingimus lim,_,q (ﬁ — ﬁ) = 0 ei ole taidetud. Jarelikult funktsioon

%} ei ole siimmeetriliselt pidev kohal 0.

2.2 Liitfunktsiooni siimmeetriline pidevus

Olgu f: D — R ja ¢: E — R sellised funktsioonid, et f(z) € Figaxz € D
korral. Sel juhul saame moodustada liitfunktsiooni

pof:D—=R, pof(r):=qe(f(x)).
Teatavasti on pidevate funktsioonide liitfunktsioonid pidevad.

Lause 2.8. Kui funktsioon f: D — E on kohal a € R simmeetriliselt pidev
ja @: E — R on dhtlaselt pidev, siis liitfunktsioon ¢ o f: D — R on kohal a
stimmeetriliselt pidev.

ToOEesTUS. Olgu funktsioon f: D — E kohal a € R stimmeetriliselt pidev
ja funktsioon ¢: E — R iihtlaselt pidev. Olgu € > 0 suvaline, meie eesmérk
on niidata, et leidub ¢ > 0 omadusega

[atheD, |h<d=|pofla+h)—pofla—h)<e.
Kuna ¢ on hulgas FE iihtlaselt pidev, siis leidub dy > 0, et

[u,u' € E, |u—1u'| <) = |o(u) — )| <e. (2.4)
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Edasi, kuna f on punktis a siimmeetriliselt pidev, siis leidub d > 0, et
[atheD, |hl<d]=|fla+h)— fla—h)| <.

Seega, kui |h| < ¢ ja a £ h € D, siis vottes tingimuses (2.4) v = f(a + h) ja
u' = f(a — h), saame et |u — u'| < dp, mistottu

po flath)—po fla—h)| = lo(f(a+h)—e(fla—h))| = |p(u) —pu)] <e.

Jarelikult ¢ o f on siimmeetriliselt pidev kohal a. [

Naide 2.9. Veendume, et funktsioonide f: D — FE ja ¢: F — R siim-
meetriline pidevus ei garanteeri liitfunktsiooni ¢ o f: D — R siimmeetrilist
pidevust. Veelgi enam, lause 2.8 ei kehti, kui funktsiooni ¢ puhul iihtlase
pidevuse tingimus asendada tavalise pidevusega.

Vaatleme funktsioone

, kui x > 0,
—x, kuizx <0,

8 |8 [~

fR\{0} = R, f(z):= {
ja
0:R—=R, ox)=2>

Teame, et funktsioon ¢ on pidev, kuid ei ole oma mé&aramispiirkonnas R
iihtlaselt pidev. Kuna

i)~ s = iy (= (5 -+) ) = = o <.

T

siis funktsioon f on siimmeetriliselt pidev kohal 0. Seejuures

Jlim (po f(z) —po f(-)) = lim (G)Q N (i - $)2>

S 02
= lim (2 - 0% =2
z—0+

Seega tingimus lim, ,o(¢ o f(z) — p o f(—x)) = 0 ei ole téidetud, st g o f ei
ole siimmeetriliselt pidev kohal 0.
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Jareldus 2.10. Kui funktsioon f: D — R on kohal a € R siimmeetriliselt
pidev, siis iga A € R korral on ka funktsioon

Af:D =R, (Af)(x) = Af(x)
punktis a summeetriliselt pidev.

ToOEsTUS. Olgu funktsioon f: D — R kohal a € R stimmeetriliselt pidev
ja A € R. Paneme tédhele, et funktsioon

o:R=>R, p(z):=X

on iihtlaselt pidev hulgas R. Kui A = 0, siis ¢ on konstantne funktsioon, mis
ilmselt on iihtlaselt pidev. Ulejaddnud juhtudel votame suvalise ¢ > 0 korral

d = ﬁ, siis koikide z, 2’ € R korral, mis rahuldavad tingimust |x — 2/| < 4,
saame, et

/ / / / €
p(x) = ()] = |z = Az’ = [z — 2)| = M|z — 2| <[A[0 = IAIW =

Kuna funktsioon f on siimmeetriliselt pidev kohal a ja funktsioon ¢ on
iihtlaselt pidev, siis lause 2.8 kohaselt on liitfunktsioon ¢ o f = Af siimmeet-
riliselt pidev kohal a. O

Jareldus 2.11. Kui funktsioon f: D — R on kohal a € R siimmeetriliselt
pidev, siis ka funktsioon

|fl: D =R, |fl(z) = [f(z)|
on punktis a stimmeetriliselt pidev.

ToOEsTUS. Olgu funktsioon f: D — R kohal a € R stimmeetriliselt pidev.
Paneme téhele, et funktsioon

e:R=>R, o(z):=|z|

on iihtlaselt pidev hulgas R. Et selles veenduda, votame iga € > 0 korral
d := ¢, siis juhul |z — 2'| < §, kus z, 2’ € R, saame, et

o(x) = p(a)] = |lz] = ||| < o =2’ <5 =e.

Kuna funktsioon f on stimmeetriliselt pidev kohal a ja funktsioon ¢ on
tihtlaselt pidev, siis lause 2.8 kohaselt on liitfunktsioon @ o f = | f| siimmeet-
riliselt pidev kohal a. O
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Jareldus 2.12. Kui funktsioonid f: D — R ja g: D — R on kohal a € R
stimmeetriliselt pidevad, siis ka funktsioonid

max{f,g}: D =R, max{f,g}(x) := max{f(z),g(z)}

ja
min{f,g}: D — R, min{f,g}(z) = min{f(z), 9(2)}

on punktis a stimmeetriliselt pidevad.
TOESTUS. Paneme tahele, et iga ¢, d € R korral

c+d |e—d|
+

d} = 2.5
ja
d —d
min{c,d} = C—; e 5 | (2.6)

Olgu funktsioonid f: D — R ja g: D — R kohal a € R siimmeetriliselt
pidevad, siis lause 2.1 ja jdrelduse 2.10 kohaselt on funktsioonid f + g ja
f—9g = f+ (—1)g stimmeetriliselt pidevad kohal a. Jarelduse 2.11 pohjal
on |f — g| stimmeetriliselt pidev kohal a. Vottes tingimustes (2.5) ja (2.6)
c= f(z) ja d = g(x), saame, et

max{ f, g}(x) = max{f(x),g(z)} = f(@) ; g9() i |f(z) ;g(x)|

[ty |f — g
= T(fﬁ) + T(x) (z € D),

min{ f, g}(x) = min{f(z), g(z)} =
|

Sty
:T(x)— 5 () (ze€D).

Seega max{ f, g} ja min{f, g} on lause 2.1 ja jarelduse 2.10 kohaselt siim-
meetriliselt pidevad kohal a. O
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Peatukk 3

Operatsioonid norgalt pidevate
funktsioonidega

Kaéesolevas peatiikis uurime aritmeetilisi tehteid norgalt pidevate funktsioo-
nidega ja selliste funktsioonide liitfunktsioone. Seejuures rakendame koondu-
vate jadade tehetega seotud omadusi. Olgu a,b € R. Kui z,, — a ja y, — b,
siis

L L (eeldusel, et b # 0),

Yn b

)
)
c) Az, — Aa,
)
)

n 5 2 (eeldusel, et b # 0).

Yn b

3.1 Aritmeetilised tehted norgalt pidevate funkt-
sioonidega

Jargmisest naitest selgub, et norgalt pidevate funktsioonide summa, vahe,

korrutis, jagatis, maksimum ja miinimum ei ole ildjuhul norgalt pidevad.

Naide 3.1. Defineerime funktsioonid
| [ 1, kuizeQ,
fiR=R, f(z):= { —2, kui z € R\Q,
ja
g:R—=R, g(z):= { —1, kui z € (R\Q) U {0},
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mis on lause 1.10 (c) ja mérkuse 1.11 kohaselt norgalt pidevad hulgas R. Siis

0, kuiz=0, 2,  kuiz=0,
(f+9)(z)=1q 4, kuizeQ\{0}, (f—g)(z)=4 -2, kuize Q\{0},
-3, kui z € R\Q, —1, kui z € R\Q,
—1, kuix =0, f —1, kuix =0,
foz) =19 3, kuize Q\{0}, =(z)=4q 3 kuizeQ\{0},
2, kuizeR\Q, Y 2, kuiz eR\Q,
1, kuixz=0,
max{f,g}(z) = { 3, kuiz € Q\{0},
—1, kui z € R\Q,
—1, kuix =0,

min{f,g}(z) = ¢ 1, kuize Q\{0},
—2, kui x € R\Q.

Kuna 0 on nii hulga (—o0, 0] kui ka hulga [0, co) kuhjumispunkt, siis Lo(R) #
F ja Ro(R) # @. Kui (z,) € Lo(R) on selline, et ((f + g)(z,)) on koonduv
jada, siis kas
lim(f +g)(zn) =4 # 0 = (f +9)(0)
VOl
lim(f + g)(x) = =3 £ 0= (/ + 4)(0).
seega f + g ei ole norgalt pidev kohal 0. Analoogiliselt saab néidata, et iikski

funktsioonidest f—g, fg, %, max{ f, g} jamin{f, g} ei ole norgalt pidev kohal
0.

Lause 3.2. Kui funktsioon f: D — R on norgalt pidev ja g: D — R on
pidev kohal a € D, siis ka funktsioonid

ftg f-g fo g (eeldusel g(z) #0 (x € D)), max{f,g} ja min{/,g}

on kohal a norgalt pidevad.

TOESTUS. Eeldame, et L£,(D) # @ ja R.(D) # &, ning olgu (z,,) € L,(D)
ja (yn) € Ra(D) sellised, et lim,, f(x,) = f(a) = lim,, f(y,). Kuna funktsioon
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g on pidev, siis lim, g(z,) = g(a) = lim,, g(y,). Jéarelikult

m(f + g)(wn) = lm(f(zn) + g(xn)) = lim f(2,) + lim g ()
)

= f(a) —g(a) = (f — g)(a),
lim fg(zn) = lim f(z,)g(zn) = lim f(z,)lim g(z,) = f(a)g(a)

= fg(a).
Vorduste (2.5) ja (2.6) kohaselt

li;bn max{f, g} (z,) = li£n max{ f(z,), g(x,)}

A f(n) +g(@n) | (@) — g(zn)]
:hm< J + 2g )

2

— hmw + lim |f(2n) ; g(n)|

_ fla)+g(a)  [f(a) —g(a)]
N 2 + 2
= max{f(a),g(a)} = max{f, g}(a),

n

limmin{ f, g}(z,) = limmin{ f(2), 9(zn)}
(fn) +g(@n)  [f(@n) — g(zn)]
= lim ( — 5 )

n 2
P el (f(e) o)
_ fla)+g(a) [fa) —g(a)|

2 2
= min{f(a), g(a)} = min{f, g}(a).

Kui funktsioon g on pidev kohal a ja g(x) # 0 iga = € D korral, siis

funktsioon !% on samuti pidev punktis a, mistottu

'ix:imf(m”):imx ! = lim f(z iml = aL
h}wng( ») =1 g(n) lim £ ")g(ﬂcn) liz f () iy 9(n) A )g(a)
:i(a).
g
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Vottes (y,) € Rq(D), saame analoogiliselt, et

i (f + g)(yn) = (f + 9)(a),

lim(f = g)(ya) = (f = 9)(a),
lim fg(yn) = fg(a),
limmax{ f, g}(yn) = max{f, g}(a),
limmin{f, g}(y) = min{f, g}(a),

-

iim? (5,) = (a)

)

Seega funktsioonid f+g, f — g, fg, , max{ f, g} jamin{f, g} on norgalt
pidevad kohal a. []

3.2 Liitfunktsiooni nork pidevus

Lause 3.3. Kui funktsioon f: D — E on kohal a € D norgalt pidev ja
funktsioon ¢: E— R on kohal b := f(a) pidev, siis liitfunktsioon po f: D —
R on kohal a norgalt pidev.

TOESTUS. Eeldame, et L£,(D) # @ ja R,(D) # @, ning olgu (z,,) € L,(D)
ja (yn) € Ra(D) sellised, et lim, f(z,) = f(a) = lim, f(y,). Kuna funkt-

lim
sioon ¢ on pidev kohal b := f(a), siis lim, o(f(x,)) = p(b) = ¢(f(a)) =
lim,, o(f(yy,)). Jarelikult

lim o f(z,) =lime(f(z,)) = ¢(b) = ¢(f(a)) = v o f(a)
ja

limgp o f(yn) = limp(f(yn)) = ¢(b) = ¢(f(a)) = ¢ o f(a)
ehk ¢ o f on norgalt pidev kohal a. [
Naide 3.4. Veendume, et lauses 3.3 ei saa funktsiooni ¢ pidevuse eeldust

asendada norga pidevuse tingimusega. Defineerime funktsioonid

FERQUO SR @={ et S He
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ja
x, kuizreQ,
kui x € R\Q,

ning veendume, et f ja ¢ on norgalt pidevad kohal 0 = f(0). Paneme téhele,

GROR (o) = {

1
29

et
(—\/g) € Lo(R\D), (?) € Ro(R\Q)
ja
(-3) e @ ;) e Ral@.
seejuures,
liinf (—?) = i,?l (—g) = —\/51171111% =0= f(0),
lim f <£> = liing — \/511511% = 0= f(0)
ja

1
n n n n n mn

1 1
limgp( ) = lim — = 0 = ¢(0).

n n n

Seega funktsioonid f ja ¢ on ndrgalt pidevad kohal 0 = f(0). Niitid
moodustame liitfunktsiooni
0, kui x =0,
pofi QU R posw={ %y FHTZ0

27

Teatavasti Lo(R\Q) # 0 ja Ro(R\Q) # 0, seejuures suvaliste (z,,) € Lo(R\Q)
ja (yn) € Ro(R\Q) korral

lim g o () =~ # 0= p(£(0)) = o 0 (0
Ja .
limgo f(y.) = —5 # 0= (f(0))) = o f(0).

Jarelikult liitfunktsioon ¢ o f ei ole norgalt pidev kohal 0.
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Jareldus 3.5. Kui funktsioon f: D — E on kohal a € D norgalt pidev, siis
on sellel kohal norgalt pidevad ka jiargmised funktsioonid:

1
MAER), ] S Fav] (3.1)
(funktsioonide % ning v/ f puhul eeldame vastavalt, et f(x) # 0 ja f(x) >0
iga © € D korral).

TOESTUS. Eeldame, et L£,(D) # @ ja R.(D) # &, ning olgu (z,) € L,(D)
ja (yn) € Ra(D) sellised, et lim,, f(x,) = f(a) = lim,, f(y,). Paneme téhele,
et kui o on iiks funktsioonidest (3.1), siis ta on pidev oma mééaramispiirkonna
igas punktis, seega ka punktis f(a). Lause 3.3 kohaselt on funktsioonid Af,
Ifl, £ % ja v/f norgalt pidevad kohal a. O

31



Peatukk 4

Stummeetriline ja nork pidevus

ning iithepoolsed piirvaartused

Selles peatiikis eeldame koikjal, et @ € R on mélema hulga (—oo, a] N D ning
[a,00) N D kuhjumispunkt, st

V6 >0:(a—d,a)ND #Zja(a,a+0)ND +# 2. (4.1)

Meid huvitavad funktsiooni f: D — R stimmeetrilise ja norga pidevuse
seosed iihepoolsete piirvaartustega
fla=) = lim f(x) = lim f(a—h)= lim fa+h)
ja
flat) = lim f(z)= lim fla+h)= lim fa—h).

Lause 4.1. Kui funktsioon f: D — R on siimmeetriliselt pidev kohal a € R,
siis on kaks voimalust:

1) eksisteerivad molemad (loplikud voi lopmatud) ihepoolsed piirvadrtused
fla=) ja f(a+) ning need on vordsed, voi

2) ei eksisteeri kumbagi tihepoolset piirvddrtust.

TOESTUS. Eeldame, et funktsioon f: D — R slimmeetriliselt pidev kohal
a € R, st
lim(f(a+h) — f(a—h)) =0,

h—0

ja eksisteerib vasakpoolne piirvdédrtus f(a—). Peame néitama, et eksisteerib
parempoolne piirvadrtus f(a+) ja f(a+) = f(a—). Téepoolest, simmeetrilise
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pidevuse tottu

flat) = Jim flath) = Jim ((f(a+h) = fa = b)) + f(a—n)
= lim (f(a+h) = fla=h)) + lim f(a—h)
0% slemh)
= fla=).

Lause 4.2. Olgu a € R ja D C R selline mittetihi hulk, et
Vo >03h="h()>0: atheUsa).

Eeldame, et funktsioonil f: D — R on kohal a loplikud tihepoolsed piirvidr-
tused f(a—) ja f(a+). Funktsioon f on kohal a simmetriliselt pidev parajasti
siis, kui f(a—) = f(a+), st kui funktsioon f on kohal a pidev, véi tal on sel
kohal korvaldatav katkevus.

TOESTUS. Tarvilikkus. Eeldame, et funktsioon f: D — R on siimmetriliselt
pidev kohal a ning eksisteerivad 16plikud iithepoolsed piirviartused f(a—) ja
f(a+), siis lause 4.1 kohaselt f(a—) = f(a+).

Piisavus. Eeldame, et funktsioonil f: D — R eksisteerivad kohal a lopli-
kud tihepoolsed piirvaartused f(a—) ja f(a+), mis on vordsed, siis

lim (f(a+h)—f(a—h)) = Tim fla-+h)=lim fla—h) = fla+)—f(a—) = 0

h—0+
ja

lim (f(a+h)=fla—h)) = Tim f(at+h)=lim f(a=h) = f(a=)~f(a+) =0

h—0—

Seega limy,_,o(f(a + h) — f(a — h)) = 0 ehk funktsioon f on stimmeetriliselt
pidev kohal a. O

Tulles niitid norga pidevuse seoste juurde iihepoolsete piirviaartustega,
méargime koigepealt, et vastavalt eeldusele (4.1)

L.(D) # @ ja Ra(D) # 2.

Jargmisest néitest selgub, et funktsiooni nork pidevus punktis a € D ei
garanteeri iihepoolsete piirvadrtuste olemasolu selles punktis.
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Naide 4.3. Veendume, et funktsioon

_ [z, kuizeS:={+ilneN}u{0},
JrR=R, flx) '_{2, kui x € R\S,

on noérgalt pidev kohal 0, kuid f(0+) ja f(0—) ei eksisteeri.

Paneme téahele, et
1
(_E> € Ly(R)

ja
1
<ﬁ> € Ro(R),
seejuures,
1 1 1
lim f <——> =1l (——) = —lim—=0= f(0)
n n n non
ja

1 1
lim f (—> =lim — =0 = f(0).
n n
Jarelikult funktsioon f on nérgalt pidev kohal 0. Samal ajal suvaliste (z,) €
Lo(R\S) ja (yn) € Ro(R\S) korral saame, et lim f(z,) = 2 = lim f(y,).
Seega tihepoolseid piirvadrtusi f(0+) ja f(0—) ei eksisteeri.
Lause 4.4. Olgu funktsioonil f: D — R kohal a € D loplikud tihepoolsed

piirvidartused f(a—) ja f(a+). Funktsioon f on kohal a norgalt pidev parajasti
sus, kut ta on selles punktis pidev.

TOEsTUS. Tarvilikkus. Olgu funktsioonil f: D — R kohal a 16plikud iihe-
poolsed piirvidrtused f(a+) ja f(a—) ning olgu (z,) € L.(D) ja (y.) €
R.(D) sellised, et lim,, f(z,) = f(a) = lim, f(y,). Siis

fla=) = lim f(z) =lim f(z,) = f(a)
ja
flat) = lim f(z) =lm f(ya) = f(a),

mistottu saame, et f(a—) = f(a+) = f(a). Jarelikult lim,_,, f(z) = f(a)
ehk funktsioon f on pidev kohal a.
Piisavus jareldub otseselt lausest 1.5. O

Kui eeldada, et @ € D on hulga D iihepoolne kuhjumispunkt, saame ana-
loogiliselt lausega 4.4 norga pidevuse seosed vastava iithepoolse piirvaartuse-
ga. Vaatleme juhtu, kus a on hulga D vihim element, siis (a,a+0)ND # &,
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kuid (@ — d,a) N D = @ iga 6 > 0 korral, mistottu R,(D) # @, kuid
L,(D) = @. Kui f on kohal a norgalt pidev, siis leidub selline (y,,) € Ra(D),
et lim, oo f(yn) = f(a) ja f(a+), kui see eksisteerib, langeb kokku funkt-
siooni vidrtusega f(a):

flat) = lim f(x) = lim (y) = f(a).

r—a+
Seega
1) f(a+) ei saa olla lopmatu ja

2) kui f(a+) eksisteerib, siis f on kohal a pidev, st funktsiooni f (parem-
poolne) pidevus ja nork pidevus on ka sel juhul samavéérsed tingimu-
sed.
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Peatukk 5

Dirichlet’ tuupi funktsioonid ja
Thomae funktsioon, nende
summeetriline ja nork pidevus

Kéesolevas peatiikis késitleme nn Dirichlet’ tiiiipi funktsioonide ja Thomae
funktsiooni stimmeetrilist ja norka pidevust.

5.1 Dirichlet’ tiilipi funktsioonide simmeetrili-
ne ja nork pidevus

Esimeses peatiikis toodud lause 1.7 kohaselt on seosega

a, kuizeQ,

J(@): :{ 5, kuizeR\Q @7 P

méadratud Dirichlet’ funktsioon, mis on katkev igas punktis a € R, siim-
meetriliselt pidev punktides a € Q. Seevastu punktides a € R\Q ei ole see
funktsioon siimmeetriliselt pidev, kiill on ta aga igas punktis a € R norgalt
pidev.

Olgu DNQ # @ ja DN (R\Q) # &, olgu antud funktsioonid f;: D — R
ja fo: D — R ning olgu f : D — R mééaratud seostega

| filz), kuize DNQ,
flo): = { fa(x), kuiz e DN (R\Q).

Nii mééaratud funktsiooni f nimetame Dirichlet’ tiiiipi funktsiooniks. Eriju-
hul, kui fi(z) = aja fo(x) = 5 (¢ € D), saame Dirichlet” funktsiooni ahendi
hulgas D.

(5.1)
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Lause 5.1. Olgu a € D. Kui fi(a) = fs(a) ja mélemad funktsioonid f; ning
fa on pidevad kohal a, siis ka funktsioon f on pidev kohal a.

TOESTUS. Eeldame, et fi(a) = fy(a) ja molemad funktsioonid f; ning fo
on pidevad kohal a. Olgu £ > 0 suvaline. Peame néitama, et

3>0:[xeD, |[x—a| <d]=|f(z)— fla)| <e. (5.2)
Kuna funktsioonid f; ja fs on pidevad kohal a, siis
351 >0: [LL’ c D, |£L’ — a| < 51] = |f1(IL’) — f1<a>| <e€

ja
352 >0 [CL’ € D, |ZE — (l| < 52] = |f2(fL’) — fg(a,)| < €.

Votame 6 := min{dy,ds}, olgu |z — a| < 6, kus z € D. Siis tédnu eeldusele

fi(a) = fa(a) = f(a) saame, et

[f(z) = fla)] < max{|fi(x) — f(a)l,[f2(x) = f(a)[}
= max{|fi(x) = fi(a)], [fa(z) — fa(a)[}

<e.

Seega tingimus (5.2) on téidetud. O

Lause 5.2. Olgu a € DN Q. Kui funktsioonid fi ning fo on simmeetriliselt
pidevad kohal a, siis ka funktsioon f on kohal a siimmeetriliselt pidev.

TOEsSTUS. Kuna a € Q, siis vorduse
a—h=2a—(a+h) (5.3)
tottu a+ h € Q parajasti siis, kui a —h € Q. Seega, kui a+h € D, saame, et

fl(&+ h) — fl(a — h), kui h € @,

f(a+h)_f(a_h):{fg(a+h)—f2(a—h), kui h € R\Q. (5-4)

Olgu € > 0 suvaline. Peame néitama, et
30 >0:[atheD, |h<d]=|fla+h)— fla—h)|<e.
Kuna funktsioonid f; ja f; on siimmeetriliselt pidevad kohal a, siis
361 >0:[axhe D, |hl <] =|fila+h)— fila—h)|<e
ja
40y >0:jath e D, |h] <] =|fala+h)— fala—h)| <e.
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Votame 0 := min{dy, d2}, olgu |h| < ja a+ h € D. Siis tédnu eeldusele (5.4)
saame, et

[f(a+h) = fla—h)| <max{|fi(a+h) = fila = h)|,[f2(a + h) = fala = h)[}

<eE.

Jarelikult funktsioon f on siimmeetriliselt pidev kohal a. O

Lause 5.3. Olgu a € D° N (R\Q) ja funktsioonid f; ning fo pidevad kohal
a. Jargmised vdaited on samavdidrsed:

(a) fl(a) = f2(a)7
(b) funktsioon f on kohal a pidev,

(c) funktsioon f on kohal a stimmeetriliselt pidev.

TOESTUS. Implikatsioon (a) = (b) jareldub otseselt lausest 5.1, (b) = (c)
jareldub lausest 1.1.
(¢) = (a) Olgu a € D°, siis leidub selline 0y > 0, et (a — dg,a + &) C D.

Kuna funktsioonid f; ja f; on pidevad kohal a, siis

36, >0:[atheD, 0< b <&]=|filath) - fila) < %
ja

36, >0:lathe D, 0<|h] <) = |falath)— fala)] < g
Eelduse (c) kohaselt leidub selline positiivne § < min{dg, d1, 02}, et
£
3
Kuna a € R\Q, siis vorduse (5.3) pohjal a+ h € Q parajasti siis, kui a — h €
R\Q, ja vastupidi, a + h € R\Q , kui a — h € Q. Seega, kui a £ h € D ja
|h| < 0, siis juhul @ + h € Q saame vorduse

[falat 1) = fola = W) = |fla+ 1) = fla—h)| < 3.

[atheD, |hl<dl=|fla+h)—fla—h)|<

mistottu

|fi(a) = fala)] = | fi(a) = fila+ h) + fila+h) = f2(a—h)
+ fala = h) = f2(a)]
<|fi(a) = fila+ )|+ [fi(a+ h) — f2(a — h)]|
+ | fola = h) = fa(a)]

<€+€—I— =€
3 3 3 7
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Kui aga a + h € R\Q), siis
fala+h) = fila= W) = |f(a+h) = fla—h)| <.

ning seetottu kokkuvottes

|fi(a) = fala)| = | fi(a) — fila = h) + fi(a —h) = fa(a+ h)
+ fa(a+ h) — fo(a)]
< |fila) = fila = )|+ |fi(a = h) = fa(a + R)|
+ | f2(a+h) = fo(a)]

<£+§+£—5
3 3 3

Seega fi(a) = fa(a). 0

Tuleme seosega (5.1) médratud funktsiooni norga pidevuse uurimise juur-
de. Alustame néitega, mille kohaselt funktsioonide f; ning fo pidevus ei ga-
ranteeri iildjuhul funktsiooni f norka pidevust.

Naide 5.4. Defineerime funktsioonid

fi, fo: RA\Q UN =R, fi(x) :=sinuz,
fale) 1= 5.

mis ilmselt on oma méaaramispiirkonnas pidevad. Veendume, et funktsioon

sinx, kuix € N,
FRQUNSR @)= { 0 R RS
ei ole norgalt pidev iiheski punktis a € N. Teatavasti £,(R\Q) # @ ja
R.(R\Q) # @, seejuures suvaliste (x,) € L, (R\Q) ja (y,) € R.(R\Q)
korral saame, et

lim f(x,) = lim% = g # sina = f(a)
ja

. . Yn a .

lim f(yn) = hmE =3 #sina = f(a).

Jarelikult funktsioon f ei ole norgalt pidev punktis a € N.

Lause 5.5. Olgu D C R wntervall. Kui funktsioonid fi: D — R ja fo: D —
R on pidevad, siis f on norgalt pidev intervallis D.
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TOEsTUS. Olgu a € D, vaatleme kuut voimalikku situatsiooni.

1. Kuia € D°NQ, siis L,(DNQ) # @ ja R, (DNQ) # < ning suvaliste
(xn) € Lo(DNQ) ja (yn) € Ra(D N Q) korral saame tdnu funktsiooni f;
pidevusele, et

lim f(yn) = lim f1(yn) = fi(a) = f(a).
Seega f on norgalt pidev kohal a.
2. Kui a € D° N (R\Q), siis L,(D N (R\Q)) # @ ja R, (DN (R\Q)) # @

ning suvaliste (z,,) € L,(D N (R\Q)) ja (yn) € Ro(D N (R\Q)) korral saame
tanu funktsiooni f, pidevusele, et

lim f () = lim fo(x) = fo(a) = f(a),

lim f(yn) = lim fo(yn) = fa(a) = f(a).
Jérelikult f on norgalt pidev kohal a.

3. Kuia =inf D € Q, siis L,(D) = @ ja R, (D NQ) # & ning suvalise
(yn) € Ra(D N Q) korral saame téanu funktsiooni f; pidevusele, et

lim f(yn) = lim f1(yn) = fi(a) = f(a).

Seega f on norgalt pidev kohal a.

4. Kui a = inf D € R\Q, siis £,(D) = @ ja Ro(D N (R\Q)) # & ning
suvalise (y,) € Rao(D N (R\Q)) korral saame ténu funktsiooni fo pidevusele,
et

lim f(yn) = lim fo(yn) = fa(a) = f(a).

Jarelikult f on norgalt pidev kohal a.
5. Kuia = supD € Q, siis L,(DNQ) # @ ja R,(DNQ) = @ ning
suvalise (z,,) € L4,(D N Q) korral saame tanu funktsiooni f; pidevusele, et

lim £ (z,) = lim f1(z,) = f1(a) = f(a).

Seega f on norgalt pidev kohal a.

6. Kui a = sup D € R\Q, siis £,(D N (R\Q)) # @ ja R.(D) = & ning
suvalise (z,,) € L,(D N (R\Q)) korral saame tdnu funktsiooni f, pidevusele,
et

lign flz,) = liTILn fo(zn) = fola) = f(a).
Jarelikult f on norgalt pidev kohal a. O
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5.2 Thomae funktsiooni pidevus, siimmeetrili-
ne ja nork pidevus

Definitsioon. Funktsiooni
Lokuiz=2 mneN, (mn)=1,

f:(0,00) = R, f(x):= {0 kui x € R\Q.

nimetatakse Thomae funktsiooniks intervallis (0, o).
Thomae funktsiooni pidevuse uurimisel rakendame jargmist lemmat.

Lemma 5.6. Olgu a € (0,00) jang € N fikseeritud. Vahemikus (a—1,a+1)
leidub loplik arv ratsionaalarve kugul ™, kus (m,n) =1 jan < ny.

TOESTUS. Tahistame

N,y = {@ | m,n €N, (m,n) =1, ngno}
n

ning néaitame, et A, on 1oplik hulk. Paneme téhele, et suvalise ﬁkseeritud

n < ng korral arvude ™ ja ™ vaheline kaugus on ™H — 2 = 1 Seega

vahemikus (a — 1,a + 1) ei ole neid rohkem kui M = 2n. Jarehkult

n

hulga N, liikkmete arv ei saa olla suurem kui
2:142-242-34---+2-ny,

mis on loplik arv. O

Lause 5.7. Thomae funktsioon f: (0,00) — R on pidev igas punktis a €
(0,00) N (R\Q) ja katkev igas punktis a € (0,00) N Q.

TOESTUS. Olgu a € (0,00) N (R\Q) ning olgu ¢ > 0, leiame ny € N, et
1

- < €. Lemma 5.6 kohaselt saame leida sellise § > 0, et hulgas Us(a ) =
(a —d,a + ) ei leidu iihtegi hulga N, elementl Seega, kui x € Us(a), siis
kas v € R\Q, sel juhul f(z) =0, voi x = ™, kus (m,n) = 1, n > ny, sellisel
juhul f(z) = f(2) =1+ < nio Kokkuvottes saame, et kui |z — a| < 6, siis
1
[f(z) = fla)| = f(z) < — <&,

no

seega lim,_,, f(x) = f(a), st f on pidev kohal a. Olgu a € (0,00) N Q. Kuna
R\Q on tihe korpuses R, siis leidub selline jada (x,), et , € R\Q igan € N
korral, ja x,, — a. Siis

lim f(z,) = im0 = 0 # f(a),

Heine kriteeriumi kohaselt ei ole see funktsioon punktis a pidev. O
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Lause 5.8. Thomae funktsioon f: (0,00) — R on simmeetriliselt pidev igas
punktis a € (0,00).

TOEsTUS. Kui a € (0,00) N (R\Q), siis lause 5.7 kohaselt funktsioon f on
pidev kohal a, jarelikult on f ka stimmeetriliselt pidev.
Olgu a € (0,00) N Q, siis vorduse

a—h=2a—(a+h)
kohaselt a — h € R\Q parajasti siis, kui a + h € R\Q, sel juhul
fla+h)—fla—h)=0-0=0.

Naitame, et sama vordus kehtib ka juhul, kui a + h € Q.
Olgua+h € Q kunaa € Q, siis h € Q. Olgua = =, h = §7 kus
(m,n) = (p,q) = 1. Meie eesmérk on néaidata, et murdudel
matnp
ng ng

mqg —n
i mq —np

(5.5)

on iiks ja sama nimetaja péarast koiki voimalikke taandamisi. Naitame, et kui

s € N\{1} on arvude mgq + np ja nq thine tegur, siis mélemad arvud n ja q

jaguvad arvuga s. Seega saab sel juhul arvuga s taandada ka murdu %_q”p.
Kui n = n’s mingi n’ € N korral, siis

mq+np  mq+nsp  “L+np

nq n'sq n'q

Kuna (m,n) = 1, siis ¢ peab jaguma arvuga s. Vastupidi, kui ¢ = ¢'s mingi
¢ € N korral, siis

mq+np_mq’s+np_mq’+%

ng ng's ng '
mistottu tédnu tingimusele (p,q) = 1 arv n jagub arvuga s. Seega, kui s
on arvude mgq + np ja nq iihine tegur, siis on ta ka arvu mq — np tegur.
Analoogiline arutelu kinnitab, et kui mqg — np ja ng jaguvad arvuga s, siis
mq + np jagub arvuga s.

Jarelikult on murdudel (5.5) pérast taandamist sama nimetaja, mistottu

Flatt) = flo=m = f (ML) g (LMY g

Kokkuvottes, f(a + h) — f(a — h) = 0, kui a + h,a — h € (0,00), seega
funktsioon f on punktis a stimmeetriliselt pidev. O

42



Lause 5.9. Thomae funktsioon f: (0,00) — R on norgalt pidev igas punktis
a € (0,00) N (R\Q) ja ei ole norgalt pidev tiheski punktis a € (0,00) N Q.

TOEsTUS. Kui a € (0,00) N (R\Q), siis lause 5.7 kohaselt funktsioon f on
pidev, jarelikult on ta ka norgalt pidev.
Olgu a € (0,00) N Q. Teatavasti £,((0,00)) # &, niitame, et iga (x,) €
L,((0,00)) korral
liTan f(z,) =0,

mis tdhendab, et lim,, f(z,) # f(a).

Olgu ¢ > 0, leiame niisuguse ng € N, et nlo < e. Lemma 5.6 kohaselt
saame leida sellise § > 0, et M,, N Us(a) = @. Kuna z,, 1 a, siis leidub
N € N, et z, € Us(a) iga n > N korral. Jarelikult iga n > N korral

< ni, kui z,, € Q,
f(@n) { —0, kuiz, €R\Q.

Seega saame, et
|f(zn) =0 = [f(zn)] <& (n=N),

mistottu

lim f(z,) = 0 # f(a).
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Symmetrically and weakly
continuous functions

Bachelor’s thesis

Summary

In this thesis, symmetric continuity and weak continuity are compared and
their properties are investigated.

The aim of the first chapter is to give the definition of symmetric and
weak continuity. We make sure that if a function is continuous, it is also
symmetrically and weakly continuous. We also provide examples to show
that symmetric and weak continuity do not imply each other. There exist
functions which are symmetrically continuous but not weakly continuous and
vice versa. One can also find discontinuous functions, which are symmetrical-
ly and weakly continuous. A remarkable example is the Dirichlet’ function,
which is discontinuous at any point of R. It can be shown that Dirichlet’s
function is weakly continuous at every point in R, symmetrically continuous
at every point in @ but not symmetrically continuous at any point in R\Q.

In the second chapter, we examine the arithmetic operations with sym-
metrically continuous functions. For instance, it turns out that product of
symmetrically continuous functions is not symmetrically continuous in ge-
neral. Likewise we show that symmetric continuity is not preserved by the
composition of functions.

In the third chapter, we study the same problems for the weak continuity:.
We notice that sum, difference, product, quotient, maximum and minimum
of weakly functions are not weakly continuous. The same applies to compo-
sitions of functions.

The fourth chapter describes relations between the concepts we studied
and the existence of one-sided limits, and their equality. The fifth chapter
deals with symmetric and weak continuity of the so-called Dirichlet’s type
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and Thomae functions.
This thesis is mainly based on [3]. The results of articles [1], [2] and [4]
are also taken into account.
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