Tartu Ulikool
Loodus- ja tappisteaduste valdkond

Matemaatika ja statistika instituut

Triin Taveter

Jadaruumide poolt defineeritud

tuumaoperaatorid

Matemaatika eriala
Bakalaureuset66 (9 EAP)

Juhendaja Aleksei Lissitsin

Tartu 2017



Jadaruumide poolt defineeritud tuumaoperaatorid
Bakalaureuset66

Triin Taveter

Liithikokkuvote. Bakalaureusetoos kasitletakse klassikalisi tuumaoperaato-
reid ja (7, p, ¢)-tuumaoperaatoreid ning t60s esitatakse tiksikasjalikud toes-
tused, et need moodustavad vastavalt Banachi ja s-Banachi operaatorideaali.
Need toestused tuginevad A. Pietschi monograafiale Operator Ideals.

T60s esitatakse jadaruumide A, p, v poolt defineeritud tuumaoperaatori
moiste ning toestatakse, et (A, u, v)-tuumaoperaatorid moodustavad kvaasi-
Banachi operaatorideaali. See osa t66st on inspireeritud M. S. Ramanujani
artiklist Generalised nuclear maps in normed linear spaces.
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Abstract. In this bachelor’s thesis we consider classical nuclear operators
and (r,p, q)-nuclear operators and provide detailed proofs that they form
respectively Banach and s-Banach operator ideals. The proofs are based on
the monograph Operator Ideals by A. Pietsch.

Next, we introduce nuclear operators defined by sequence spaces A, u, v
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normed linear spaces by M. S. Ramanujan.
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Sissejuhatus

Kéesoleva bakalaureuset6é uurimisvaldkond on funktsionaalanaliilis. T66s
késitletakse operaatorideaale, jadaruume ja erinevat tiilipi tuumaoperaato-
reid. Pohiliste allikatena on kasutusel A. Pietschi monograafia operaator-
ideaalidest [11], A. Bhari ja M. Gupta artikkel A\-kompaktsetest operaatori-
test [3] ning M. S. Ramanujani artikkel iildistatud tuumaoperaatoritest [13].

Tuumaoperaatorite teooriale pani aluse Grothendieck 1953. aastal, kui ta
késitles esmakordselt p-tuumaoperaatoreid (0 < p < 1). 1970-ndatel aastatel
defineeris A. Pietsch (r,p, ¢)-tuumaoperaatorid ja arendas nende teooriat,
kusjuures néitas, et need moodustavad kvaasi-Banachi operaatorideaali.

Aastal 2002 vaatlesid D. P. Sinha ja A. K. Karn p-kompaktseid operaato-
reid ([16]). Sellele jargnesid uuringud p-kompaktsete operaatorite kohta pal-
judelt erinevatelt autoritelt. 2012. aastal ilmunud artiklis [2] néditasid K. Ain,
R. Lillemets, E. Oja, et p-kompaktseid operaatoreid voib uurida juba ole-
masoleva tuumaoperaatorite teooria kontekstis, sest p-kompaktsete operaa-
torite klass on (kvaasi-Banachi operaatorideaalide méottes) vordne (p, 1, p)-
tuumaoperaatorite stirjektiivse kattega, st K, = J\/'(S;i’p). Selle tegi ka A.
Pietsch 2014. aastal artiklis [12].

M. S. Ramanujan defineeris 1970. aastal p-tuumaoperaatorite iildistusena
jadaruumi A C lo, korral A-tuumaoperaatorid ([13]). M. Gupta ja A. Bhar
votsid 2013. aastal kasutusele A\-kompaktse operaatori méiste (|3]). 2017. aas-
tal toestasid A. Bhar ja A. K. Karn (|4]), et A-kompaktsete operaatorite
kaasoperaatoride ideaal K§ = {T" : T* € K,} iihtib (kvaasi-Banachi operaa-
torideaalide méttes) A-tuumaoperaatorite injektiivse kattega, st K¢ = A
Seega K¢ on kvaasi-Banachi operaatorideaal. Pole aga teada, kas Ky ise on
kvaasi-Banachi operaatorideaal.

Need tulemused annavad pohjust kiisida, kas leiduvad jadaruumid A, u, v

nii, et sobivalt defineeritud (\, u, v)-tuumaoperaatorite korral kehtiks vordus

J— sur
Ky = Nopv)”

Selle bakalaureusetoo iiks eesmérk on esitada tiksikasjalik toestus faktide-
le, et klassikalised tuumaoperaatorid ja (r,p, ¢)-tuumaoperaatorid moodus-
tavad vastavalt Banachi ja s-Banachi operaatorideaali. Teiseks eesmérgiks on

defineerida jadaruumide A, u, v korral (A, p, v)-tuumaoperaator ja toestada,
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et (A, p, v)-tuumaoperaatorite klass moodustab kvaasi-Banachi operaator-
ideaali.

T66 koosneb neljast peatiikist. Esimeses peatiikis defineeritakse vajalikud
moisted ja esitatakse tulemused, mis on seotud erinevat tiilipi operaatorideaa-
lidega.

Teises peatiikis kisitletakse tuumaoperaatoreid. Esimeses alajaotuses esi-
tatakse tuumaoperaatori definitsioon. Teises alajaotuses toestatakse, et tuu-
maoperaatorid moodustavad Banachi operaatorideaali.

Kolmandas peatiikis késitletakse (r,p,q)-tuumaoperaatoreid. Esimeses
alajaotuses defineeritakse (r, p, ¢)-tuumaoperaator. Teises alajaotuses toesta-
takse, et (7, p, ¢)-tuumaoperaatorid moodustavad s-Banachi operaatorideaali.

T66 viimases peatiikis késitletakse (\, p, v)-tuumaoperaatoreid. Esimeses
alajaotuses esitatakse moned olulisemad jadaruumidega seotud moisted ja
tulemused. Teises alajaotuses defineeritakse (A, u, v)-tuumaoperaator. Kol-
mandas alajaotuses toestatakse, et (A, i, v)-tuumaoperaatorite klass on ope-
raatorideaal. Neljandas alajaotuses esitatakse moned abitulemused, mida l&-
heb vaja pohiteoreemi toestamisel. Viimases alajaotuses toestatakse baka-
laureuset66 pohitulemus, mille pohjal (A, p, v)-tuumaoperaatorid on kvaasi-
Banachi operaatorideaal.

T60s kasutatakse jargmisi iildtuntud tahistusi. Stimbol K téhistab reaal-
arvude korpust R voi kompleksarvude korpust C. Siimbolid X, Y, X, Y, ta-
histavad Banachi ruume {ile korpuse K. Ruumi X kinnist iihikkera tahista-
takse Bx ja ruumi X samasusteisendust tahistatakse Iy. Ruumi X kaas-
ruumi téhistatakse X* := £(X,K). Ruumi X elementide jada tdhistatakse
r = (z;) = (25)52,. Kui 1 < p < o0, siis koigi astmega p summeeruvate kor-
puse K elementide jadade ruumi jaoks kasutatakse tahist ¢,. Koigi tokestatud
jadade ruumi tahistatakse /., ja ¢ tdhistab koigi nulliks koonduvate jadade
ruumi. Stimbol £ tahistab koigi vabalt valitud Banachi ruumide vaheliste to-
kestatud lineaarsete operaatorite klassi. Koigi mittenegatiivsete reaalarvude

hulka téhistame RT, teisisonu R™ = [0; 00).



1 Vajalikud eelteadmised

Selles peatiikis esitatakse moisted ja teadmised, mis on kasutustel bakalau-
reusetoo jargnevates peatiikkides. Eeldame, et lugeja on tuttav funktsionaal-
analiiiisi pohikursuse moistete ja tulemustega. Neid voib leida néiteks opikust
[10]. Topoloogiliste vektorruumidega seotud moistetega saab tutvuda vastava

loengukursuse [9] kaudu.

Definitsioon 1.1. Kui 1 < p < o0, siis arvu p kaaseksponendiks nimetatakse
arvu p*, mille korral 1/p 4+ 1/p* = 1. Arvu p = 1 kaaseksponendiks loetakse

p* = 00 ja p = oo kaaseksponendiks loetakse p* = 1.

Definitsioon 1.2. Olgu X,Y Banachi ruumid ja olgu z* € X*,y € Y. Siis
operaator z* ® y € L(X,Y) on defineeritud jargmiselt

(z*@y)(z) =2*(z) y, z€X.

Definitsioon 1.3. ([10, lk 178]) Operaatori T' € L(X,Y) kaasoperaatoriks

T* € L(Y*, X*) nimetatakse operaatorit, mis defineeritakse jargmiselt
(T*y")(zx) =y*(Tz), =€ X,y eY™.

Definitsioon 1.4. ([11, 1k 45]) Operaatorideaaliks nimetatakse klassi £ alam-
klassi A, mille korral komponendid A(X,Y) := AN L(X,Y) rahuldavad

jargmisi tingimusi:
1. Ix € A.
2. Kui 51,5, € A(X,Y), siis S1 + 52 € A(X,Y).

3. Kui T € L(Xo,X), S € AX,Y) ja R € L(Y,Y), siis RST €
A(X07}/b)

Definitsioon 1.5. (|8, 1k 159]) Olgu V' vektorruum iile korpuse K. Kujutust

I]| : V' — R™ nimetatakse kvaasinormiks , kui

L. |[v]| =0=v=0iga v €V korral,

2. ||kv|| = |k|||v|| iga k € K,v € V korral,



3. Leidub konstant s > 1 nii, et ||u + v|| < »(||ul| + ||v]|) iga u,v € V
korral.

Definitsioon 1.6. (|11, lk 89]) Olgu A operaatorideaal. Kujutust A : A —
R* nimetatakse kvaasinormiks (operaatorideaalil), kui kehtivad jargmised

tingimused:
1. A(Ix) = 1.
2. Leidub konstant sz > 1 nii, et

A(Sl + SQ) S %[A(Sl) + A(SQ)] VSl, SQ S .A(X, Y)

3. Kui T € £(Xo,X),5 € AX,Y) ja R € L(Y,Yy), siis
A(RST) < [|R[IASIT]|-

Lause 1.7. Olgu (Q, k) kvaasinormeeritud vektorruum. Siis (Q,k) on li-
neaarne topoloogiline Hausdorffi ruum (kvaasinormi k poolt genereeritud to-

poloogia suhtes).

Téestus. Kuna (Q, k) kvaasinormeeritud ruum, siis saame genereerida kvaa-
sinormile vastava topoloogia, kui defineerime iga s € () korral tema timbruste

baasi. Elemendi 0 € () imbruste baasiks 28, votame hulgad
By ={re@:k(r)<e},
kus € > 0. Suvalise s € () iimbruste baasiks B, votame hulgad
B :={s+re@:k(r) <e},

e > 0. Veendume, et () on Hausdorffi ruum. Olgu s,t € @, s # t. Néiitame,
et siis leiduvad U, € B, ja U; € B, nii, et U, N U; = (). Tahistame d :=
k(s —t) > 0 ja valime

Us:{s+r€Q:k(7’)<%},

Ut:{t+r€Q:k(r)<%},



kus sz on vastav kvaasinormi konstant. Oletame vastuvaiteliselt, et leidub p €
UsNUy. Siis leiduvad 1,79 € @ nii, et p = s+1y = t+r9 jak(ry), k(ry) < %.

Siis s —t =1y — 1y ja

2x  2x

d d
d=Fk(s—=t) =k(ro —r1) < se(k(r1) + k(r2)) < 2 (— + —) =d,
mis on vastuolu. Seega Ug N Ur = (). ]

Kuna ruumi (A, A) iga komponent (A(X,Y), A) on kvaasinormeeritud

ruum, siis jareldub vahetult eelnevast lausest jargnev tulemus.

Lause 1.8. ([11, Ik 89]) Olgu A operaatorideaal kvaasinormiga A. Siis koik
komponendid A(X,Y) on lineaarsed topoloogilised Hausdorffi ruumid (kvaa-

sinormi A poolt genereeritud topoloogia suhtes).

Definitsioon 1.9. (|11, 1k 89]) Kvaasi-Banachi operaatorideaal on operaato-
rideaal A kvaasinormiga A, mille korral koik lineaarsed topoloogilised Haus-
dorffi ruumid A(X,Y’) on taielikud.

Maérgime, et edaspidi A(S)? tahistab (A(S))P.

Definitsioon 1.10. (|11, 1k 91]) Operaatorideaalil A méératud kvaasinormi
A nimetatakse p-normiks (0 < p < 1), kui kehtib p-kolmnurga vorratus:

A(S) + 52)P < A(S1)P 4+ A(S2)P VS, S € A(X,Y).
Kui p = 1, siis kvaasinormi A nimetatakse lihtsalt normiks.

Mairkus 1.11. (|11, Ik 91]) Valides sc = 2'/7~! rahuldab p-norm A kvaasinormi

definitsiooni 1.6 tingimust 2.

Definitsioon 1.12. ([11, 1k 91|) Operaatorideaali A koos p-normiga A, mil-
le korral koik lineaarsed topoloogilised Hausdorffi ruumid (A(X,Y’), A) on
taielikud, nimetatakse p-Banachi operaatorideaaliks. Kui p = 1, siis (A, A)

nimetatakse Banachi operaatorideaaliks.

Esitame toestuseta moned topoloogiliste vektorruumidega seotud tule-
mused, mida kasutame kiesoleva peatiiki viimase ja viga olulise teoreemi

toestamisel. Defineerime ka moisted, mida neis tulemustes kasutatakse.
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Definitsioon 1.13. (|8, lk 159]) Topoloogilist vektorruumi nimetatakse lo-

kaalselt tokestatuks, kui tal leidub tokestatud nullitimbrus.

Definitsioon 1.14. (]9, 1k 28]) Oeldakse, et topoloogilise ruumi X topoloo-
gia 7 on metriseeruv, kui hulgas X saab defineerida niisuguse meetrika d, et
7 langeb kokku meetrika d poolt méadratud meetrilise topoloogiaga. Topoloo-
gilist vektorruumi (X, 7) nimetame metriseeruvaks, kui tema topoloogia 7 on

metriseeruv.

Lause 1.15. (/8, Ik 159]) Kvaasinormeeritud ruum on alati lokaalselt tokes-
tatud.

Lause 1.16. (/9, Ik 30]) Iga lokaalselt tokestatud eralduv topoloogiline vek-

torruum on metriseeruv.

Lause 1.17. (/9, Ik 30]) Metriseeruv topoloogiline vektorruum on taielik pa-

rajasti sits, kui iga tema Cauchy jada on selles ruumis koonduv.

Esitame tulemuse, mida kasutame mitme jirgneva teoreemi toesta-

misel. Meenutame, et ruumis £(X,Y) on defineeritud norm seosega ||T'|| =

SUP|z)| x <1 | T]y.
Teoreem 1.18. (/11, Ik 91]) Olgu 0 < p < 1 ja olgu A klassi L alamklass
funktsiooniga A : A — R*Y, mis rahuldab jargmisi tingimusi:

1. Ix € A ja A(Ig) = 1.

2. Kui Sy, 5,,...€ A(X,Y) ja ZA(Sn)p < 00, siis

n=1

S = ZS" € AX,Y) (kus rea koondumine toimub ruumi L(X,Y)

n=1

normi suhtes) ning A(S)P < ZA(Sn)p.
n=1

3. KuiT € L(Xo,X),S € AX,Y) jar € L(Y,Yy), siis RST € A(Xy, Yo)
ja A(RST) < ||R|[A(S)[|T-

Siis (A, A) on p-Banachi operaatorideaal.
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Toestus. Ilmselt A on operaatorideaal ja A on p-norm. Fikseerime vabalt Ba-
nachi ruumid X, Y. Meil on vaja naidata, et ruum (A(X,Y), A) on téielik.
Lause 1.15 jérgi on kvaasinormeeritud ruum (A(X,Y), A) lokaalselt tokes-
tatud. Lause 1.16 pohjal on ruum (A(X,Y'), A) metriseeruv ning lause 1.17
pohjal on kvaasinormeeritud ruum (A(X,Y), A) téielik, kui iga Cauchy ja-
da koondub selles ruumis. Seega piisab teoreemi toestuseks néidata, et iga
Cauchy jada koondub ruumis (A(X,Y), A).

Olgu (7},) Cauchy jada ruumis (A(X,Y), A). Kuna (7},) on Cauchy jada
ruumis (A(X,Y), A), siis leidub iga k € N korral n; nii, et

1

m > n, = AT, —Tn)’ < 5

ja ng > ng_1, kui defineerime nyg = 0. Téhistame iga k£ € N korral S, =
T, — 1T, kus T, = 0. Siis

Ng—17

m

Z Si = Z(Tm - Tmfl) = Tn1 - Tno +Tn2 - Tm +- +Tﬂm - Tnm—l = Tnm'
i=1

=1

Kuna
io:A(SZ)p - io:A(Tnz - Tni—l)p = iA(TNZl - Tm)p < io: 2211 = i%
i=1 i=1 i—1 pry =

=2 < 00,

siis eelduse 2. pohjal

Tnm I;SZ m;& =: S,

mis tdhendab, et jada (7)) osajada (7,,,,) koondub operaatoriks S ruumi
L(X,Y) normi jargi. Veendume, et A(S — T,,,,) — 0. Selleks piisab néi-
m—r0o0
data, et A(S — 1T, )" —— 0. Paneme téhele, et eelduse 2. pohjal
m—oQ

A(S—Tnm)p:A<§:Si—§:Si> :A< f: Si) < i A(S:)"

t=m+1 i=m+1
: P NP maLln
ja ~Z+1 A(S;) ﬁ_}oo 0, sest koonduva arvrea ;A(SZ) jaakliige koondub
nulli. Seega A(S —1,,,)) —— 0.

m—ro0
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Funktsionaalanaliiiisi pohikursusest on teada, et kui Cauchy jada osajada
koondub mingiks elemendiks z, siis ka Cauchy jada koondub samaks elemen-
diks  ([10, lk 29]). Seega Cauchy jada (7},) koondub operaatoriks S ruumis
(A(X,Y), A). O
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2 Tuumaoperaatorid

Selles peatiikis esitame tuumaoperaatori definitsiooni ja toestame, et tuuma-

operaatorid moodustavad Banachi operaatorideaali.

2.1 Tuumaoperaatori moiste

Definitsioon 2.1. (|11, lk 93]) Operaatorit S € £(X,Y) nimetatakse tuu-

maoperaatoriks, kui
S=> @y, (1)
i=1

kus z7 € X* jay; € Y,7 € N on sellised, et

o0
>z gl < oo
i=1

Mérgime, et rida (1) koondub ruumi £(X,Y") normi jargi. Operaatori S esi-
tust kujul (1) nimetatakse operaatori S tuumaesituseks. Tuumaoperaatori S

tuumanormi tahistatakse
N(S) = inf > [l7]l]|sll,
i=1

kus infiimum voetakse iile koigi operaatori S tuumaesituste. Koigi tuuma-

operaatorite klassi tahistatakse stimboliga V.

2.2 Tuumaoperaatorid kui Banachi operaatorideaal

Jargnevas kisitleme topeltindeksitega jadasid (y}')inen, kus y* € Y iga
1,n € N korral. Topeltindeksitega jada puhul moistame seda kui jada, mille
indeksid on saadud lopmatu indeksite maatriksi diagonaalsel imberjarjesta-

misel. Teisisonu, jada (y7')inen = ()32, liikmed on kujul 7, = y3*, kus
(o) =(1,2,1,3,2,1,4,3,2,1,...) ja (Br) = (1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...).

Rea ZZyZn topeltindeksitega liilkmete diagonaalsel timberjérjestamisel

n=1 =1

saadud rida téhistame Z (T

n,2=1
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Sonastame abitulemuse, mida liheb vaja jargneva teoreemi toestuses.
Lemma 2.2. Olgu S € L(X,Y) ja R € L(Y,Y)), kusjuures S on esitatav
kujul S = Zsi, si € L(X,Y). Siis RS(x) = ZRsi(aj),x €X.

i=1

=1

Toestus. Olgu x € X. Siis

Teoreem 2.3. ([11, Ik 93]) (N, N) on Banachi operaatorideaal.
Toestus. Kasutame teoreemi 1.18 juhu p = 1 jaoks.

1. Kuna Ix = Ix ® 1, st valime (2}) = (Ix,0,0,...) C K* (y;) =

(1,0,0,...) C K, siis Ix € N ja N(Ix) < |Ix|]| = 1. Peale selle, ol-
gu

Iy = Zai ® n;
=1

operaatori Ix mingi vabalt valitud tuumaesitus, kus o; € K* jan; € K,

i € N. Téhistades o} := a;(1) € K, saame, et a;(z) =2 - (1) = o - ,

kus z € K. Siis Ix(1) = <Z o; @ 771‘) (1) ehk 1 = Za;m_ Jarelikult
=1 i=1
1< ol ja seega 1 < N(Ix). Kokkuvttes N(Ix) = 1.

=1

2. Olgu 51,8, -+ € N(X,Y) sellised, et ZN(Sn) < o0. Fikseeritud
n=1
¢ > 0 korral valime tuumaesitused

=1
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kus ;" € X* jay! €Y, ¢,n € N, nii, et

Doz gl < (1 + )N (Sn)-
=1

Siis saame, et

S:ZSn:ZZx;‘”@)y?.
n=1 n=1 1=1

Kuna rida Y 7 | >, 2" @ y" koondub absoluutselt ja ruum £(X,Y)

i=1 i
on Banachi ruum, siis see rida koondub. Seega voime selles reas liikmed

diagonaalselt timber jérjestada. Jarelikult

S=Y S,=> @y
n=1 n,=1
Arvestades, et absoluutselt koonduv arvrida koondub tingimatult, saa-
me, et
Do M= gl = > Il < (1+€) Y N(S,).
n=1 i=1 n,i=1 n=1

Kokkuvottes saame, et S € N(X,Y) ja N(S) < (1+¢) i N(Sy).
n=1
. Olgu S € N(X,Y) ja e > 0. Vaatleme sellist tuumaesitust
S = iazf ® Yi,
i=1

(xf € X* jay; € Y, 1€ N), mille korral

i 25 [[lyill < (L +2)N(S).

i=1
Kui T € L(Xo, X) ja R € L(Y,Y)), siis

RST =) T*z; ® Ry;. (2)

i=1

14



Veendume selles. Olgu z € X|. Siis

RST(z) = R(S(T2)) =R (i(az @ i) ( ) (Zx (Tz) )

i=1
i=1 z:1
= (Z T z; ® Ry,-) (2).
i=1

Viimases vordusteahelas vordus (*) kehtib lemma 2.2 pohjal, arvesta-
des, et (T*z})(2z) € K. Jarelikult kehtib vordus (2), kusjuures

DT IRyl < (1 + )| RIN(S)|IT-
=1

Seega RST € N (Xo,Yy) ja N(RST) < (1 + &)||R|IN(S)||T-
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3 (r,p,q)-tuumaoperaatorid

Selles peatiikis esitame (r,p, ¢)-tuumaoperaatori moéiste ning toestame, et

(7, p, q)-tuumaoperaatorid moodustavad s-Banachi operaatorideaali, kus
s=1/(1fr +1/p" + 1/g).
3.1 (r,p,q)-tuumaoperaatori moiste

Definitsioon 3.1. (|11, lk 224]) Olgu 1 < p < oo. Jada (z;) C X nime-
tatakse absoluutselt p-summeeruvaks jadaks, kui (||z;||) € £,. Koigi ruumi
X absoluutselt p-summeeruvate jadade ruumi téhistatakse stimboliga £,(X).

Ruumis ¢,(X) on defineeritud norm jargmiselt
@)l = [l DI, »
kus || - ||, on norm ruumis /,.

Toestuse, et [|-[|, on norm juhul 1 < p < oo, voib leida néiteks J. Izotova
bakalaureuset6ost ([6, 1k 13]).

Veendume, et [|-||, on norm ka juhul p = oco.
Lemma 3.2. Kujutus ||-||_ :— R* on norm.

Téestus. Kontrollime normi kolme aksioomi. Olgu (z;), (2;) € s (X) ja
k € K. Siis

L@l = 0= (2Dl =0 < sup Jlzsl] = 0 & flaif] = 0,3 € N
s, =0,1eN& (z;) =0.
2. k(@)oo = NCUIRziDl,,, = sup [[kzsl| = ksup [[z:]] = k|| -
€N 1€EN
8- Ml@e) + (Z0)lloe = Wl + 26lDlle.. = supllz: + zll < sup ((laif] + l=:])

< sup |l + sup |zl = [[(zi) ]| + (i)l -
1eN €N
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Definitsioon 3.3. (|11, lk 224]) Olgu 1 < p < co. Jada (z;) C X nimeta-
takse norgalt p-summeeruvaks jadaks, kui iga z* € X* korral (z*(z;)) € €.
Koigi ruumi X norgalt p-summeeruvate jadade ruumi téhistatakse siimboliga

£7(X). Ruumis £;(X) on defineeritud norm jirgmiselt

1)l = S 12" (22))lle, -

Margime, et see supreemum leidub kinnise graafiku teoreemi pohjal.

Markus 3.4. (|1, 1k 14]) Norgalt tokestatud jadade ruum ¢2 (X)) langeb kokku
ruumiga o (X).

Tdestuse, et ||-[|,, on norm, voib leida nditeks J. Izotova bakalaureusetodst
(|6, 1k 16]).

Definitsioon 3.5. ([11, 1k 243]) Olgu 1 < r,p,¢g < occjal+1/r > 1/p+1/q.
Operaatorit S € £(X,Y’) nimetatakse (r, p, q)-tuumaoperaatoriks, kui

S=> s} @y, (3)
=1

kus (0;) € £, (v7) € £ (X7) ja (y;) € €. (Y). Mérgime, et rida (3.5) koondub
ruumi £(X,Y’) normi jargi. Kui r = oo, siis (§;) € ¢p. Operaatori S esitust
kujul (3) nimetatakse operaatori S (7,p,q)-tuumaesituseks.

Tema (r, p, ¢)-tuumanormi tahistatakse

w
p*

Nerpg(5) = inf || (%:)]], || (=7)

w
q

(yi)

kus infiimum voetakse iile operaatori S koigi (7, p, ¢)-tuumaesituste. Koigi

(7, p, q)-tuumaoperaatorite klassi téhistatakse stimboliga N, ¢

Markus 3.6. (|2, lk 155]) Juhul » = p,¢ = 1 nimetatakse (p,p,1)-

tuumaoperaatorit p-tuumaoperaatoriks.

Markus 3.7. ([11, 1k 244]) Juhul » = p = ¢ = 1 on (1, 1, 1)-tuumaoperaator

tuumaoperaator.

Jargmisena toome néite (r, p, ¢)-tuumaoperaatorist.
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Niide 3.8. (|2, 1k 147]) Olgu 1 <p < oo ja 1 < r < p*. Siis iga (z,,) € £,(X)

korral saame defineerida operaatori ®,,) € L(¢,, X) jargmiselt

(I)(xn an Z ApTn, n gr-

Operaator ®(,,) on esitatav kujul

(I)(acn) = Z en & Ty,
n=1

kus tihikvektorid e, € £» C (£.)" on ruumi ¢, koordinaat-funktsionaalid.
Paneme téhele, et (e,) € Spw(e), kus siimbol Sx tahistab ruumi X iihiks-
faari. Kuna e, ® x, = ||z,]le, @ ||zn||  an, siis @,y € Ny~ (6, X) ja
N1y () < (@)l

3.2 (r,p,q)-tuumaoperaatorid kui s-Banachi operaator-

ideaal

Esitame lemmad, mida kasutame jargmise teoreemi toestuses.

Lemma 3.9. Olgu 1 < r < oo, 1 <p,g<o0cjal+1/r>1/p+1/q.
Téhistame 1/s .= 1/r + 1/p* 4+ 1/¢*. Olgu iga fikseeritud n € N korral

i=1
kus (67)2) € £, (27")2) € L5 (X)) ja (yi)2) € £y (Y) on sellised, et iga
fikseeritud n € N korral

1O)Z N, < [(1+ &) Nipa (S, ja
(5™ llg < 11+ &) Nirpig) (Su)]

gt =

ning olgu ZN(W,q)(Sn)]S < 00. Siis vaadeldes jadasid (6F), (xf™), (y*) kui

n=1
topeltindeksitega jadasid saame, et

r 00 q1/r
10 imenll, < [(14+)* Y Nopa(Sn)*| (4a)
L n=1 |
00 17 1/p*
I imenlli < [(L4+)* Y Napo(Sa)*| (4b)
L =1 |

18



Toestus. Vorratus (4a) kehtib, sest

||(5z”)fi1||r < [(1 + 5)N(r,p,q)(sn)]s/r

= Z 107" < [(1 4 &) Nirp,g) (Sn)]?

=1
<:>ZZ|5H| < 1+€ ZN(TPQ
N n=1 i=1 " N "
= (Z > |5§‘|T> < ((1 o)y N(T,p,q)(sny)
n=1 1=1 n=1

& (07 )imenllr <

o 1/r
(1+ E)SZN(np,q)(Sn)sl :

n=1

Pohjendame, miks kehtib vorratus (4b). Vastavalt definitsioonile

I1(y™)i=

& ||Sfﬁ31 (™ (yi" ))

< [(1+ 5)N(T,p,q)(sn)]s/p*
p* > < [(1+ g)N(np,q)(Sn)]s/p*-

Vaatleme juhtu 1 < p* < oo. Kui ||y*]| < 1, siis

Z (y ‘p < X+ )Ny (Sn)]°,

millest jareldub, et

DI NG NP < (146D Ny (S

n=1 i=1

Meenutame, et kui 1 < p* < oo, siis [|-]| oo Seega, kui 1 < p* < oo,

siis
o 1/p*
1 imenllye < [(L+€)* D Nirpap (S
n=1
[
Lemma 3.10. ([11, Ik 113]) Olgu (5;) € 41 ja € > 0. Siis leidub (p;) € co
nit, et

Zﬂ;l\@" < (1+€)Z’5i‘ ja 12p1r2py2>--->0.
i=1 i=1
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Téestus. Kuileidub M € N, mille korral > >°, [d;| = 0, siis véide kehtib. Kui
M =1, siis §; = 0 iga ¢ € N korral ja viide kehtib triviaalselt. Kui M > 2,
siis saame valida p; = 1, kui i < M ja p; = 1/i, kui i > M. Siis (p;) € ¢ ja

e’} M-—1 M—-1 00 e’}
S Mol =D Mol =D 1l =D l6l < (L+e)>ldil.
i=1 =1 =1 =1 i=1

Vaatleme niitid juhtu, kui iga n € N korral > :° |d;| > 0. Leiame natu-

raalarvu m, mille korral

(Z |5Z-|> gmm{EZ\@u}
i=1

i=m+1

ja valime

1 kui n < m,

Y

Py = ~ 1/2
(Z ](5z|) ) kui n > m.

Siis (pn) € co jal > p; > py > -+ > 0 ning arvestades, et |d,| = p2 — p2,,,

kui n > m, saame, et

ST ol =D 16+ D it (02— i)
=1 n=1 n=m-+1
= Z 0] + Z pr_Ll(pn + Pn41)(Pn — Pas1)
n=1 n=m-+1
2 IUED I (B ORTS
n=1 n=m-+1 Pr
< Z |6n| +2 Z (pn - pn-i-l) < Z |5n| + 2pm+1
n=1 n=m+1 n=1
<(142)) 0l
n=1
O
Esitame tulemuse, mida ldheb vaja mitme jérgneva teoreemi toestamisel.
Kasutame téhistust (af)°,, = (0,...,0,ak,ak, 1,...) ja kirjutis b* C aF

tahendab, et b* on jada a* osajada.
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Lemma 3.11. Olgu iga k € N korral jada a* = (aF)2, C X selline, et

Zaf € X, olgu Ay, jada a* osajadade hulk ning olgu mddratud kujutus
i=1
i Ay — RT nig, et

S pk(bk)a

S

i=1

(i) iga b* C a* korral

(ii) > pi(a*) < oo,
k=1
(iii) iga k € N korral py((a¥),,) —— 0,
m—00

(iv) b C a* = pip(V*) < pr(a¥).

Siis rida Z Zaf koondub ja selle rea litkmete diagonaalsel iimberjdrjesta-
k=1 i=1

misel saadud rida Z n; (vt ptk 2.2 algus) koondub samaks elemendiks.
j=1

Téestus. Eelduste (7) ja (ii) pohjal saame, et

00
k=1

e}

k
2l

i=1

é Zpk(ak) < 00,
k=1

mis tdhendab, et rida Z Z a¥ koondub absoluutselt. Kuna X on Banachi
k=1 i=1

ruum, siis ruumis X iga absoluutselt koonduv rida koondub ([10, lk 96]).

Seega leidub x € X nii, et rida Z Z af koondub elemendiks x.

k=1 i=1

Néitame niiiid, et rea Z Z af liikmete diagonaalsel iimberjarjestamisel
k=1 i=1
saadud rida an koondub samaks elemendiks x. Olgu Zr]j lilkmete of

J=1 J=1

diagonaalselt imberjarjestatud rida. Naitame, et rida an koondub ele-

Jj=1
oo 00 l
mendiks x = E Zaf ruumis X ehk an - 0. Meil on vaja
— 00
k=1 i=1 j=1
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veenduda, et

l

D m—w

Jj=1

V€>OEIL€N:<Z>L:>

Fikseerime vabalt ¢ > 0. Kuna mittenegatiivsete liikmetega arvrida
Zpk(ak) koondub, siis selle rea jaakliige koondub nulli. See tdhendab, et

k=1
leidub K € N nii, et

= £
s>K¢¢g:mmﬂ<§. (5)
Vaatleme niiiid jadasid (a¥)2,  kus 1 < k < K ja m € N. Eelduse (iii)

pohjal iga k € {1,2,..., K} korral py((a¥)2, ) — 0. See tihendab, et iga
m—r0o0
ke {l1,2,..., K} korral leidub Mj, € N nii, et

€
> My = M) < =
m k pk((az )zfm) IK
Valides M := maxi<p<x My, saame, et
u € €
>M = Mo V<« K— = —. 6
Eespool kirjeldatut aitab illustreerida alljargnev joonis.
1=1 1=2 +1=3 ... 1 =M|... i=K+M
k al a; ai ... al; | ... Y,
=2 a? a3
k=3 al
k=K ak ak
k=K+M | af™M

Téhistades L == 1+ 2+ --- + (K + M) = 1/2(1 + K + M)(K + M),
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saame eespool toodud tabeli vasakpoolse iilemise kolmnurga

K+M K+M-—-k+1

L
SUED S
j=1 k=1 =1

jagada piltlikult Oeldes ristkiilikuks ja kaheks vaiksemaks kolmnurgaks. Téa-

histame need vastavalt

K M
Ty = Z Z a¥ (ristkiilik),
k=1 i=1
K K+M—k+1
T, = Z Z a¥ (iilemine viike kolmnurk),
k=1 i=M+1
M M—k+1
T = Z af (alumine véike kolmnurk).
k=K+1 i=1

Seega

L
Z’f}j :T0+T1+T2.

j=1

L oo 00
Olgu [ > L. Siis an —r = Z Z a¥, kus indeks t;, on madratud seosega

j=1 k=1 i=tg

K+M+1—k  kuil<k<K+M,

tp =
1, kui £ > K + M.
l 0o 00
Analoogiliselt saame, et Z nj—x = Z Z a¥, kus indeks 7, soltub indeksist
j:l k=1 i:Tk

[. Seejuures leidub indeks L; € N nii, et kui k& > L, siis [, = 1 ja seega

vaadeldav rida Z Z a¥ koondub. Vaatleme selle rea litkmeid, mis on kujul

k=1 i=r
Zaf, k € N. Kuna | > L, siis iga k € {1,2,..., K} korral ¢, < ry ning
1=Tp
jada (af), on jada (af)2, osajada. Seega eelduse (iv) pohjal iga k €

{1,2,..., K} korral
pr((@)2,,) < prl(af)isy,)-
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Jarelikult tingimust (¢) arvestades saame, et
o0 o0 o0

PRI EDD

k=1 i=ry, k=1

pi((af)i,)
k=1

o0

D ab

=T

=T

<Zp/€ zzrk

IN

Paneme tahele, et kui 1 <k < K, siisty, =K+ M +1—k > M. Seega, kui

[ > L, siis tédnu tingimusele (iv) ja seostele (5) ja (6) saame, et

l
E zztk Epk zztk § pk zztk
k=K+1

Jj=1

IN

= ol
K 00 c c
kz:: zztk Z pk(ak)<§+_:€

2
k=K+1

Kokkuvottes oleme nédidanud, et rea Z Z af liikmete diagonaalsel iimber-

k=1 i=1
jarjestamisel saadud rida Z 7n; koondub elemendiks x ruumis X. O]
j=1

Teoreem 3.12. (11, Ik 244]) Olgu 1 < r,p,q<ocjal+1/r>1/p+1/q.

Tihistame 1/s := 1/r + 1/p* 4+ 1/q*. Siis (Nirpg), Npa)) on s-Banachi
operaatorideaal.

Toestus. Paneme koigepealt tahele, et 0 < s < 1. Toepoolest, kuna
1 1 1 1 1 1 1
—=—-—+—=+—=-+1--+1-=-2>1,

s r proq T p q

siis 0 < s < 1.

Kasutame niitid teoreemi 1.18 kriteeriumit.

1. Kuna Ix = 1 Ix ® 1, s.t valime (§;) = (1,0,0,...) € 4., (xF) =

(I¢,0,0,...) € £2(K*) ja (y:) = (1,0,0,...) € £%(K), siis Ix € Nipq)
ja Nipo(Ix) < 1. Peale selle, olgu

Iy = Z 0iT; @ Yi
=1
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operaatori Ix mingi vabalt valitud (r,p,q)-tuumaesitus, kus (0;) €
ey (w7) € £0.(K¥) ja (1) € £, (K). Téhistades x; := 27(1) € K, saame,

et Ix(1) = (Z 8;x; ® yi) (1) ehk 1 = Z d;xhy;. Jarelikult
i=1

i=1

U< [[Gswigi) [l < [ Gimiga)lls < N1l (27)

;U* (%)HZJ
ja seega 1 < Ny p o) (k). Kokkuvottes Ny, o) (Ix) = 1.
. Vaatame koigepealt juhtu r # oco. Olgu S, S, ... € N p o) (X, Y) sel-

lised, et Z Ny p.q)(Sn)® < 00. Fikseeritud ¢ > 0 korral valime (r,p, q)-

n=1
tuumaesitused
o
mn _.*xn n
S, = E ol @yl
i=1

kus (07)5) € Lo, (™)) € GL(X7) Ja ()2 € Lo(Y), nil, et iga

(2 3

fikseeritud n € N korral

103)3Z I 1127

;U* < (1+8)Nip,g) (Sn)-

q*
Voime eeldada, et iga fikseeritud n € N korral

1)l < (1 + &) N (S
(™) Zallg < 11+ &) Ny (Su)I*/
1Ml < [+ €) N (Sa)]77"

Vaadeldes jadasid (87), (™), (y") kui topeltindeksitega jadasid saame
lemma 3.9 pohjal, et

q1/r

1O imenll, < [ (L +)* Y Nipy(Sa)*| (7)
- ”: e
(2 imenl < [ (L +)* Y Ny (Sa)*| (8)
- ”;1 U
1) imenlll < [(14+)* Y Ny (Sn)*| 9)
L n=1 i
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Meenutame, et vastavalt eeldusele > | N, 0)(5,)° < 0o. Seega
(07 )imen € Ly (27" )imen € by ja (Y7 )inen € .

Tahistame iga i,n € N korral af = 0"z @ y!' ja jada (al)2, iga

osajada (ay, )2, korral

w

q*

w

p*

TL)OO

(ykz,- i=1

pn((aZ)i’il) = “(521);21“70 H(ﬁ?)é’il

Veendume, et lemma 3.11 eeldused on tédidetud. Lemma sonastuses on

ruumi X rollis NV, ;) (X, Y). Koigepealt mérgime, et iga n € N korral

o0

Z ai =Sy € Nirpgy(X,Y). Kuna iga n € N korral

=1

w

q*

w

p*

TL)OO

(yki i=1

Nirpa) (Z Op, Ty, @ yﬁ) < @), (@)
i=1

siis on lemma 3.11 eeldus (i) tdidetud. Paneme tihele, et iga ¢ > 0

korral
> pala@®) = IE2 L ™ e w3 I
n=1 n=1

<(l+¢) Z Nrp.a)(Sn)-

n=1

Lisaks on teada, et Z Nirp.g)(Sn)® < 00. Seega kehtib tingimus (ii).

n=1
Omadus (4i7) kehtib ténu sellele, et ruum ¢, on AK-ruum (|13, lk
191]). See tdhendab et iga i € N korral projektsioonkujutus P; : ¢, —
K, Pi(z) = z; (x € {,) on pidev ja kui lim,, ™ =z iga x € l,
korral, kus ™ = (z1,...,2,,0,...). Kuna ruumide £,(X) ja £)(X)
normid on defineeritud ruumi ¢, normi kaudu ja ruumi ¢, norm rahul-
dab tingimust (M), st iga (a;) € X korral

(8i) < () = [[(Bo)lle, < Nl(cwi)le,

siis (p > 1) korral kehtib lemma tingimus (iv).
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Seega saame lemma 3.11 pohjal, et rida ZZ(S?JEZ‘” ® y;" koondub
n=1 i=1
ruumis N, ;) ja ka selle rea liikmete diagonaalsel timberjarjestamisel

saadud rida Z 0jz;" ® y;" koondub samaks elemendiks. Saame, et

n,i=1

n=1 =1 n,t=1

n (r,p, q)—tuumaoperaator, kusjuures

Nirpg)(5)° < (1 +¢€)° Z Nirp,g) (Sn)°®.

n=1

Vaatleme niitid juhtu r = co. Peame veenduma, et topeltindeksitega
jada (07"); nen koondub nulliks. Selle niitamiseks kasutame lemmat 3.10.
Valime jada (p,) € ¢o, mille korral 0 < p, <1,n € N ja

Z P;SN(Ooyp,q)(Sn)s <(1+e) Z N(Oo,p,q)(sn)s-
n=1 n=1
Siis leiduvad sellised (00, p, ¢)-tuumaesitused
S, = Zé”x*" ® vy,

mille jaoks iga fikseeritud n € N korral,

105)iZ1lloc < P,
H(ﬂﬁi‘")-o3 L < o (14 ) Nisopa) ()]
()25 < [on" (1 + €) N (577"

Niiiid oleme saanud, et topeltindeksitega jadade jaoks kehtivad jarg-

mised vorratused

||(5zn)l7neN||oo S 17
- l/q*

1G5 )imenllg-

IA
+
m

HgE

?
8
Z

11/p*

IA
+
m

Rt

?
8
2

1" )i.nen -




Jarelikult

S=> 8, =3 Y " @y,
n=1

n=1 i=1

on (00, p, q)-tuumaoperaator, kusjuures
N(oo,p,q)(S)s <(1+ 5)28 Z N(oo,p,q)(sn)s-
n=1

. Olgu S € Ny po(X,Y) jae > 0. Vaatleme sellist operaatori S (7, p, q)-

tuumaesitust -
S=> "6 @y,
i=1

mille korral
[1C0) | Il ()N 11 (o)
Kui T € L(Xy,X) ja R € L(Y,Y)), siis

;90* <(1+ 5)N(T,p,q)(8)-

RST =Y " 6,T*z} @ Ry (10)
=1
ja
1O | (T2 [[g- | (Rya) [l < (1 + )[R Nerp,gy (ST

Viimane vorratus kehtib tanu sellele, et

1(By)ll- < IR

W)l < IR

W)l < IR i)l

v < TN () || . Mérgime, et vorduse (10)
kehtivust saab niidata analoogiliselt teoreemis 2.3 toestatud vorduse

w
p* p*

ning analoogiliselt ||(T™z7)

(2) kehtivusega. Paneme téhele, et Ry; € £, (Yp). Toepoolest, kuna
(yi) € £.(Y), siis iga y* € Y* korral [|y*(v;)
yy € Yy korral yj R € Y™, siis jarelikult

||yék(Ryz‘)|

mis tdhendab, et Ry; € [, (Yp). Analoogiliselt saame, et T™r; €
le(X5). Seega RST € Nypo(Xo,Yo) ja Nupg(RST) <
IR Ny (ST

p+ < o0o. Kuna mistahes

e = 1Wo R) (Wi)lli,. < oo iga yy € Yy korral,
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4 (A p,v)-tuumaoperaatorid

Selles peatiikis defineerime ja toestame bakalaureuset66 pohitulemuse, mis
viidab, ey (A, u, v)-tuumaoperaatorite klass on kvaasi-Banachi operaato-
rideaal. Koigepealt antakse iilevaade olulisematest jadaruumidega seotud
moistest ja tulemustest, mis on vajalikud pohiteoreemi toestamiseks. Tei-
ses alajaotuses defineeritakse (A, i, v)-tuumaoperaatori moiste. Seejérel toes-
tatakse, et (A, i, v)-tuumaoperaatorite klass on operaatorideaal. Neljandas
alajaotuses esitatakse moned abitulemused, mida ldheb vaja pohiteoreemi

toestamisel. Viimases alajaotuses toestatakse t66 pohiteoreem.

4.1 Eelteadmised jadaruumidest

Olgu w koigi selliste jadade ruum, mille elemendid on korpusest K. Méargime,
et w on vektorruum iile korpuse K. Stimboliga ¢ (n € N) téhistame n-indat
tihikvektorit ruumis w. Teisisonu, e := (d,;),en, kus d,,; on Kroneckeri del-
ta. Ruumi w alamruumi, mis on genereeritud iihikvektorite poolt, tdhistame

stimboliga ¢. Teisisonu, ¢ :=span{e” : n € N}.

Definitsioon 4.1. ([3, lk 356]) Jadaruumiks nimetame ruumi w sellist alam-

ruumi, mis sisaldab ruumi ¢. Jadaruume tahistame siimbolitega A, i, v. Jada-

ruumi elemente téhistame stimbolitega @ = (o), 8 = (5;).

Definitsioon 4.2. ([8, lk 405]) Jadaruumi A\ Kdthe kaasruumi téhistame

siimboliga \* ja see on defineeritud jargmiselt
o)
A= {(:cl) Ew: Z || < oo V() € )\} .
i=1
Jargnevalt esitame moned omadused, mis jadaruumil A\ voivad olla.

Definitsioon 4.3. ([3, lk 357]) Jadaruumi A\ nimetatakse monotoonseks, kui
iga (o) € A korral jada (g;a4) € A, kus iga ¢ € N korral ¢; € {0, 1}.

Jadaruumi A monotoonsus téhendab seda, et kui mistahes jadas (a;) € A
teha vabalt valitud indeksitega liikmed nulliks, siis ka selline jada kuulub

jadaruumi A.
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Jargmises definitsioonis ja edaspidi tahistame stimboliga IT koigi hulga N

permutatsioonide hulka.

Definitsioon 4.4. (|3, Ik 356], [14, lk 810]) Jadaruumi A nimetatakse sim-
meetriliseks, kui @, = (a,)) € A iga @ € A ja iga o € II korral. Olgu
jadaruum A varustatud Mackey topoloogiaga (vt nt |9, 1k 74]), mis soltub
duaalsest paarist (A, \*) ning mis on médratud normi p poolt. Kui lisaks
stimmeetrilisuse tingimusele iga o € II korral p(@,) = p(@) siis deldakse, et

jadaruum A on K -suimmeetriline.

Definitsioon 4.5. (|3, lk 356]) Jadaruumi A\ nimetatakse normaalseks (nor-

mal) voi soliidseks (solid), kui
(F () € A: Vi e N|Bi] < ai) = (Bi) € M
Olgu n € N. Jada @ n-indaks 1oikeks nimetame jada

E(n) = (al,Oéz,...,Oén,0,0,...)
ehk teisisonu a™ = Z a;e'.
i=1

Definitsioon 4.6. (|3, Ik 357]) Olgu ||-||, norm jadaruumis . Banachi jada-
ruumi (A, ||-|[,) nimetatakse BK-ruumiks, kui iga ¢ € N korral projektsioon-
kujutus P, : A = K, P(@) = o; on pidev. BK-ruumi (A, [|-||,) nimetatakse

AK-ruumiks, kui lim,,_,. @™ = @ iga @ € X korral.

Definitsioon 4.7. Oeldakse, et jadaruumi A normil [-||, on omadus (M),
kui iga (o) € A korral

(6i) € (ei) = [[(Bo)llx < l(cw)llx-

Definitsioon 4.8. (|14, lk 810]) Siimboliga A (X) tahistame koigi selliste
jadade (z;) C X ruumi, mille jaoks iga z* € X* korral (z*(x;)) € \. Teisisonu,

AU(X) ={(x;) C X :(2%(xy)) €N V¥ € X*}.
Olgu |[|-]|, ruumis A defineeritud norm. Defineerime

I(zlly = S (2" ()| x-

Margime, et see supreemum leidub kinnise graafiku teoreemi pohjal.
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Lemma 4.9. Kujutus ||-||y : A*(X) — R on norm.

Téestus. Kuna |[|-||, on norm, siis sellest jareldub, et |[(z;)||¥ = 0 & (2;) =
0 ja ||k(z)||¥ = |k[l[(x)]|¥ iga & € K korral. Veendume, et kehtib normi

kolmnurgavorratus.

1(z:) + )lIX = sup |lo* (@i +wi)llx = sup [la"(z:) + 2" (i) l|x

<1 la*l1<1
< sup ([la" (@) [[x + =" ()1
Ja*1<1

< sup [z (z)l[x + sup [l2"(y:)]]x

! Ja*1<1
= [ICa)lIX + 1w IX-
O

Definitsioon 4.10. (|14, lk 811]) Stimboliga A*(X) tdhistame koigi selliste

vektorite (z;) € X ruumi, mille korral (||a;]|) € A. Teisisonu,
N (X) = {(x:) € X = ([lzll) € A}

Kui normil ||-||, on omadus (M), siis ruumis A\*(X) saame defineerida loo-

muliku normi jargmiselt

IGa)lIX = [Clz D1

Lemma 4.11. Kui jadaruum X\ on monotoonne ja simmeetriline, Siis

(i), (yi) € A= (21,01, 02, Y2, ... ) € A

Toestus. Olgu jadaruum A on monotoonne ja siimmeetriline ning ol-
gu (z;),(y;) € A. Ténu jadaruumi A monotoonsusele saame, et a =
(21,0,23,0,25,0,...),b = (0,2,0,24,0,7,...) € X Defineerime permutat-

sioonid 01,09 € 11 jargmiselt:

(2i — 1, kuii=2k+ 1,k e NU{0},

2, kui i = 2,

o1(i—2)+1, kuii=2kkeN\{1},i+1%0 (mod 3),
o1(i —2) + 2, kui i =2k, k € N\ {1},i4+ 1 =0 (mod 3),

Ul(i) =

\

31



(2i 1, kui i = 2k, k € N,

1, kuii=1,

o9(i —2) + 1, kuii=2k+1,keN,i+ 1% 0 (mod 3),
(02(i—2)+2, kuii=2k+1,keN,i+1=0 (mod3).

Uz(i) =

Kuna jadaruum A on stimmeetriline, siis

aal = (3317070707‘1:370707071:57'") € )\.]a
by, = (0,0,25,0,0,0,24,0,0,0,z¢,...) € X
ning jarelikult
601 +502 = (Il,o,l‘g,o,l’g,o,. . ) € A\

Analoogiliselt saame, et (0,y1,0,y2,0,ys,...) € X ning kokkuvottes
(T1, 91, T2, Y, ) € . -

Lemma 4.12. Kui jadaruumil X on omadus (M), siis ka jadaruumil \*(X)
on omadus (M).

4.2 (A, p, v)-tuumaoperaatori moiste

Jargmise definitsiooni esitamiseks on vaja eeldada, et jadaruumil A on teatud
omadused. Olgu jadaruum A siimmeetriline ja olgu A* tema Ko6the kaasruum.
Eeldame, et jadaruum A on varustatud Mackey topoloogiaga, mis soltub
duaalsest paarist (A, \*). Lisaks eeldame, et jadaruum A on normaalne, K-
siimmeetriline ja AK-ruum.

Mérgime, et lisaks jadaruumidele ¢, (1 < p < oo) rahuldavad neid tin-
gimusi ka Sargent’i jadaruumid n(y) (|15, Ik 162]) ja Garlingi jadaruumid
Hap: Vg (15, 1k 603]).

Definitsioon 4.13. (|14, lk 811]) Operaatorit 7' € L(X,Y) nimetatakse

A-tuumaoperaatoriks, kui see on esitatav kujul
Tszf@yi, (11)
i=1

kus (z7) € X*(X™) ja (y;) € (A*)"(Y) on selline, et ||(y;)

T esitust kujul (11) nimetatakse operaatori T A-tuumaesituseks. Tahistame

Y» < 0o. Operaatori
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A-tuumanormi
NA(T) := inf [|(z])[[3 1] (v:)

kus infiimum voetakse iile koigi A-tuumaesituste.

w
Ax?

Teine ekvivalentne voimalus A-tuumaoperaatori defineerimiseks on jarg-
mine. Operaatorit 7' € L£(X,Y') nimetatakse \-tuumaoperaatoriks, kui see on
esitatav kujul

i=1

kus (&;) € A, (z7) € X*, ||l=7]| < 1iga i € N korral ja (y;) € (A*)*(Y) on
selline, et ||(y;)

Y. < 1. Siis A-tuumanorm on
NA(T) = inf [[(6:) ],
kus infiimum voetakse iile koigi A-tuumaesituste.
Mérgime, et read (11) ja (12) koonduvad ruumi £(X,Y") normi jargi.
Markus 4.14. ([13, 1k 190]) Juhul A = ¢; on ¢;-tuumaoperaator tuumaope-
raator. Kui A\ = ¢, siis £,-tuumaoperaator on (p, 1, p*)-tuumaoperaator.

Eespool toodud (7, p, q)- ja A-tuumaoperaatori moistete eeskujul definee-

rime (A, u, v)-tuumaoperaatori.

Definitsioon 4.15. Olgu A, p, v sellised jadaruumid, kus on defineeritud vas-
. Operaatorit S € £(X,Y') nimetame (A, i, v )-

tuumaoperaatoriks, kui see on esitatav kujul

tavalt normid [|-[|, [I-]| ,, Ill,

S=Y b @y, (13)
=1

kus (&;) € A, (z7) € p(X*) ja (y;) € v*(Y). Mérgime, et rida (13) koon-
dub ruumi £(X,Y’) normi jargi. Operaatori S esitust kujul (13) nimetame
operaatori S (A, p, v )-tuumaesituseks. Tahistame (A, u, v)-tuumaoperaatori
S (A, p, v)-tuumanormi

Noxgua (8) := inf [ 0[5 1)L, 1wl

kus infiimum voetakse tile koigi (\, i, v)-tuumaesituste. Koigi (A, p, v)- tuu-

maoperaatorite klassi téhistatame siimboliga Ny ;).
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Mirkus 4.16. Juhul A = 4,, u = Ly, v = L+ on (L, Ly, {,»)-tuumaoperaator
(r,p, q)-tuumaoperaator. Kui u = flo,v = X ja kui (A lu, A*)-
tuumaoperaatori esitus sobivalt d4ra normeerida (st arvestades, et 6;2; @y; =
G )l 0 DL 1@l 25 © i), siis (A, oo, A*)-tuumaoperaator
on A-tuumaoperaator.

4.3 (A, u,v)-tuumaoperaatorid kui operaatorideaal

Teoreem 4.17. Olgu jadaruumid A, 1, v monotoonsed ja simmeetrilised. Siis

N on operaatorideaal.

Toestus. Vastavalt operaatorideaali definitsioonile 1.4 tuleb kontrollida, et

kehtivad kolm tingimust.

1. Kuna (1,0,0,...) € A\, (Ik,0,0,...) € p*(K*),(1,0,0,...) € v*(K) ja
Ix=1-Ixg®1,siis Ix € '/\/’(/\7%1/)‘
2. Olgu 51,5 € N (X,Y) ja olgu

[e.o] o0

Si=> dait @y, S=) &z’ ey

i=1 =1

operaatorite Sy, Sy mingid vabalt valitud (A, i, v)-tuumaesitused, kus
(6F) € A\ (%) € p(X*) ja (yF) € v*(Y), k = 1,2. Meil on vaja
niidata, et Sy + So € Ny ) (X, Y). Kuna

S, + Sy = Z(Sl *1®yz+252 *2®y12:zz(5y *]®yz

7=1 =1

[e) 2

WL
=1 j=1
ja
(5i75%75%75§7 )G)\ (xl ,[ET2,ZE§1,ZL‘2 ’e )E,u (X )7

<y17y17y27y27"') cv (Y)7

siis Sl + SQ € ./\[()\7%1,)()(, Y)
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3. Olgu T € L(Xy,X),S € N (X, Y),R e L(Y,Y)) ja olgu
S=) bt @y,
i=1

operaatori S mingi (A, i, v)-tuumaesitus, kus (§;) € A, (xf) € p*(X*)
ja (v;) € v*(Y). Siis

RST =) " 6,T*z} ® Ry;. (14)

=1

Miérgime, et vorduse (14) kehtivust saab néidata analoogiliselt teo-
reemis 2.3 toestatud vorduse (2) kehtivusega. Sisalduvuse RST €
N (Xo, Yo) néitamiseks piisab veenduda, et (T*z}) € p“(Xg) ja
(Ry;) € v"(Yp). Viimase sisalduvuse kehtivuseks on vaja néidata, et
iga y§ € Y7 korral (yi(Ry;)) € v.

Fikseerime y € Y. Teame, et (y;) € v(Y). seega iga y* € Y* korral

(y*(y:)) € v. Kuna yj(Ry;) = (y5R)(v:) ja yoR € Y* siis (y5(Ry:)) €
v. Mérgime, et sisalduvuse (T*z}) € u"(X{§) kehtivust saab naidata

analoogiliselt.

4.4 Abitulemused
Lemma 4.18. [13, Ik 191] Kui A on AK-ruum, siis \*(X) on AK-ruum.

Definitsioon 4.19. Olgu iga n € N korral (27')7°, kvaasinormeeritud ruumi

(A |I-]l,) elementide jada nii, et Z |(z)24]], < oo. Olgu 7 jada, kus iga

K3
n=1
x' esineb maksimaalselt korra. Oeldakse, et kvaasinormeeritud jadaruumil

(&N%)momMW(MJmWﬂh§§:WﬂKMBmQEX
n=1

Definitsioon 4.20. Jadaruumide A ja p korrutisruum defineeritakse

A= {(zys) : (2:) € A, (vi) € p}-
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Definitsioon 4.21. Utleme, et jadaruumide X, u, v jaoks kehtib tingimus

(P), kui \uv C 4, jaiga (z;) € A, (vi) € p,(z) € v korral Z|mzyzzz| <
i=1

[1Ca) [y 1)l 11 C2) -

Lause 4.22. [13, Ik 192] pohjal. Kehtigu tingimus (P). Iga (A p,v)-
tuumaoperaatori T korral ||T|| < Ny u)(T).

Téestus. Kuna T on (A, u, v)-tuumaoperaator, siis iga ¢ > 0 korral leidub

operaatori (\, i, v)-tuumaesitus
i=1
kus (6;) € A, (xf) € u*(X™*) ja (y;) € v*(Y) ning mille korral

1@ NI @)l < Novuan (T) + €.

Seega, fikseerides vabalt € > 0, saame, et

ITz| = sup [y"(Tz)| = sup
<1 sl <1

S 6 (@) ()

=1

< M@ D @I 2]l < (Nouua (T) + €)=l

Seega || T'|| < Noxuu)(T). O

4.5 (A, u,v)-tuumaoperaatorid kui kvaasi-Banachi ope-

raatorideaal

Teoreem 4.23. Olgu kvaasinormeeritud jadaruumid (A, [|-[ly), (u [-]l,.),
(v, |Ill,) normaalsed ja K-simmeetrilised AK-ruumid omadusega (A). Keh-
tigu tingimus (P). Siis (N Nouuw)) on kvaasinormeeritud operaator-

1deaal.

Toestus. Kontrollime, et N, ,,) rahuldab operaatorideli kvaasinormi defi-

nitsiooni (1.6) kolme tingimust.
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1. Meil on vaja néidata, et Ny ,,)(Jk) = 1. Kuna Iy = 1-Ig ® 1, s.t
valime (0;) = (1,0,0,...) € A\, (2}) = (Ix,0,0,...) € p*(K*) ja (y;) =
(1,0,0,...) € v*(K), siis Ny ) (Ix) < 1.

Olgu
Iy = Z 0iT; @ Y
i=1

operaatori Ix mingi vabalt valitud (A, g, v)-tuumaesitus, kus (J;) €
A (zF) € p*(K*) ja (y;) € v*(K). Téhistades 2} := xf(1) € K, saame,

et Ig(1) = (Z 5t ® yz) (1) ehk 1 =) day;. Jarelikult
=1

i=1
1< [[(Gwya)lle < NG I i) I3
jaseega 1 < Ny ) (Ix). Kokkuvottes Ny ) (Ix) = 1.

2. Vaja ndidata, et leidub konstant s > 1 nii, et

v Sb Sy € -/V’()\,,u,u) (X, Y) N(/\,u,y)(sl—'—SQ) < x [N(A,/L,V)(Sl) + N()\,u,y)(SQ)] .

Olgu 51,5 € Ny (X,Y) ja olgu
Si=) dal'ey, S=)Y &a*ey (15)
i—1 i—1

operaatorite Sy, Sy mingid vabalt valitud (A, i, v)-tuumaesitused, kus
(6F) € X, (27%) € p(X*) ja (yF) € v*(Y), k = 1,2. Teoreemi 4.17

(2

toestuse alapunkti 2 pohjal saame, et

o 2
S1+ 59 = ZZ&{@‘J ®y.
i=1 j=1
Kusjuures 0 := (6},62,63,62,...) € A7 = (zi\, 232,23, 23%,...) €

w(X*), 7 = (yi,9%, 93,93, ...) € v (Y) tinu jadaruumide A, i, v mo-

notoonsusele. Téhistades iga («;) € w korral

(j10) == (01,0, 009,0,0a3,0,...) ja (jeay):=(0,0q,0,a9,0,a3,0,...),
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saame, et & = (j16))+(j2607) , T = (jiz")+(jox}?) ja ¥ = (jiyd)+ (jav?) -
Paneme tihele, et [|(jrai)l[x = [[(e)llx, & = 1,2. Kuna |-, [I-]], ja

||| on normid, siis kehtib nende jaoks kolmnurgavorratus. Seega

Novge) (S1+ S2) < [lollx 17113 11515
= [1(207) + G2l 1Ghas?) + Gz 1 Gays) + G

< (@D + G DI + 1) Ml + 1N -

Operaatorite S, Sy (A, p1, v)-tuumaesituste (15) asemel voime vaadelda

nende operaatorite normeeritud (A, p, v)-tuumaesitusi

00 1
_ ;fl w ; s o & % w
2Dl NI o e © o7

" o (W < xfz yi2
; i * 7 & wr
L NN, o ey © e

o
2
Sy =Y | (7%
i=1
Siis saame, et

N()\,,u,y)(sl + Ss)

<[l e w*)] GG )]
(]1515*1) Jza: lez ]2%) b
(@), ;) || Dl || W,

< (eI el H(yi)HﬁH((S?)IM @ ) D+
= 4 (I DI TEHIE + 1@ 1) -

Kuna vorratusteahel (16) kehtib operaatorite Si, Se mistahes normee-

ritud (A, p, v)-tuumaesituste korral, siis

Ny (81 -+ S2) < & [inf | 01 [, I i) 11 1+ it (|52 ) 3 1)1

=4 [N(Avlhl’)(51> + N()\,,LL,V)(S2)} .

. Olgu T € L(Xo,X), S € Nouw(X,Y) ja R e L(Y,Y)). Vaja néida-
ta, et Ny ) (RST) < ||R||[Npuw) (S)||T||. Vaatleme sellist operaatori
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S (A, p, v)-tuumaesitust
S=> 6 @y,
i=1

mille korral

O W)l < (14 )N (5)-
Teoreemi 4.17 pohjal RST € Ny .. ja
RST =Y 61"z} @ Ry;.
i=1
Paneme tahele, et
Ry
Ry = 1Ryl ioe
’ "Ry

ning [|[R*ygll < [[B*[[|s5]l = I RI[[[45]]- Seega saame, et

IRyl < [IRIHI )l

ning analoogiliselt ||(7*z;)[,, < ||IT| [|(x)[],- Seega

@A T D), Ryl < (14 ) RING ) (ST,

millest jéreldub, et N(A#,V)(RST) S ||R||N(>\,u,1/)(s>||T||‘

Seega oleme ndidanud, et N, ,,) on kvaasinorm.

Teoreem 4.24. Olgu kvaasinormeeritud jadaruumid (A, [|-[ly), (u, [-]l,,),
(v, |Ill,) normaalsed ja K-simmeetrilised jadaruumid omadusega (A). Ol-

gu jadaruum N AK -ruum. Kehtigu tingimus (P). Sits (Npuw), Novuw)) on

kvaasi-Banachi operaatorideaal.

Toestus. Teoreemi toestuseks veendume, et iga Banachi ruumi X, Y korral
Noyu) (X, Y) on téielik. Téestus on inspireeritud artiklist {13, 1k 192]. Ol-
gu (S,) Cauchy jada ruumis N, . (X,Y). Olgu fikseeritud n € N korral

operaatori S, (A, u, v)-tuumaesitus

[e.e]
Sy = E arb!™ @ cf.
i=1
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Fikseerime € > 0. Siis iga j € N korral leidub M; € N nii, et

€

Novs(Sat = Sa) < g5

Seega leidub iga j € N korral operaatoril Sy, selline (A, p1, v)-tuumaesitus,
et

[e.9]

Sy — OM; = ng 7 ® yz’ (17)
i=1
kus iga ¢ € N korral
5 =, = B g, g s
ja
5 = (5]) €N v (x;”)zl € (X" jay = (yZJ)ZI e v’(Y)
ning
3 3 3
4\ 00 \/g «iyoo || \/g oo ||™ \/g
|G, <5 @), < 5 |6DZ], <5 69
Siis
SMJ+P - S SMJ+p SMJ+p 1 + SMJ+Z7 1 SMJ+p 2 + SMJ+1 - SMj
- Z5f+p_1$3j+p_l ©y T L+ Z &lw; @yl
i=1 i=1
J+p—1 o~
-3 Sttt
k=j =1

(19)

Kuna lause 4.22 pohjal on iga (A, u, v)-tuumaoperaatori S korral ||S|| <
N (S) jakuna (S,) on Cauchy jada kvaasinormi Ny ., korral, siis (.S,)
on Cauchy jada ruumis £(X,Y"). Ténu sellele, et Y on téielik, leidub operaa-
tor S € L(X,Y) nii, et lim,, o0 S, = S ruumis L£(X,Y).

Vaadates niitid vordust (19) protsessis p — oo, saame, et

S—SMj—ZZ(S’“ @b, (20)

k=j i=1

40



Olgu (gl), (%), (1) vastavad diagonaalsel iimberjirjestamisel saadud
jadad (vt ptk 2.2 algus). Tanu omadusele (A) ja vorratuste (18) pohjal

1G]], < Sl < 3 L - v @)
k=1 k=1
ning analoogiliselt

[, < Ve ja @Iy < V= (22)

Téhistame iga i,k € N korral af = fx

(af )oo_, korral

pi((af, )e=r) = [|0F o= |y 1= [ 11 E Dol -
Kontrollime, et lemma 3.11 eeldused on tédidetud. Lemma sonastuses on
ruumi X rollis M» ,.,)(X,Y). Esiteks paneme téhele, et iga k& € N korral

*xk
7

® y¥ ja jada (a¥) iga osajada

Z af = Sy, € Niuw(X,Y). Lisaks kuna iga n € N korral

=1
Nouw) (Sn) < IHE)Z N N @)Z L ()L = pala”)
siis on lemma 3.11 eeldus (i) tédidetud. Tanu vorratustele (18) tingimus (¢7).
Omadus (i4i) kehtib tanu sellele, et lemma 4.18 pohjal on A* on AK-ruum.
Kuna jadaruumide p ja v normidel on omadus (M), siis kehtib lemma tingi-
mus (iv).
Lemma 3.11 pohjal saame, et rida ZZ&?IE% ® y¥ koondub ruumis

k=j i=1
Ny ja ka selle rea litkmete diagonaalsel timberjérjestamisel saadud rida

Zgﬂ?*l ® ¥ koondub samaks elemendiks. Seega S — Sy, ja jérelikult ka S
=1
on (\, i, v)-tuumaoperaatorid.

Arvestades, et kehtivad vordus (20) ning vorratused (21) ja (22), saame,
et jada (S,) koondub operaatoriks S ruumis Ny ,,.)(X,Y), sest mistahes
7 € N korral

Nown (S = Sag) < || @) @[l 1@ < (V) =&
Jérelikult Ny . (X,Y") on téielik ja seega (J\f(k’u,y), N(/\,u,u)) on kvaasi-

Banachi operaatorideaal. O
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