
TARTU RIIKLIKU ÜLIKOOLI 

rOIMETISED 
УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 

ТАРТУСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

ACTA ET COMMENTATIONES UNIVERSITATIS TARTUENSIS 

665 

HOMOGEENSED RUUMID 
JA KIHTKONNAD 

ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
И РАССЛОЕНИЯ 

Matemaatika- ja mehaanika-alaseid 

töid 

Труды по математике и механике 



T A R T U  R I I K L I K U  Ü L I K O O L I  T O I M E T I S E D  

УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ 

ТАРТУСКОГО ГОСУДАРСТВЕННОГО УНИВЕРСИТЕТА 

ACTA ET COMMENTATIONES UNIVERSITATIS TARTUENSIS 

ALUSTATUD 1893.a. VIHIK 665 ВЫПУСК ОСНОВАНЫ В 1893.г. 

HOMOGEENSED RUUMID 
JA KIHTKONNAD 

ОДНОРОДНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 
И РАССЛОЕНИЯ 

Matemaatika- ja mehaanika-alaseid 

töid 

Труды по математике и механике 

ТАРТУ 19 8 4 





ОБОБЩЕННЫЕ b -ФОРМЫ И ПОЛВ* ФАДДЕЕВА-ПОПОВА 
1 В.Абрамов 

Кафедра алгебры и геометрии 

I. Введение. Метод квантования поля Янга-Миллса, с ис­

пользованием техники континуального интегрирования, был 

предложен Л.Д.Фаддеевым и Д.Л.Поповым (см. Г?"]). При этом в 
теории возникает эффективный лагранжиан £е,и . который 

решен сумме трех членов 

/ / / ^ 
где rL-^,r - лагранжиан поля Янга-Миллса,^ инвариантный отно­

сительно калибровочньрс преобразований, - член фикси­

рующий калибровку ^fF|3 - лагранжиан поля Фаддеева-Попова, 

построенный с помощью антикоммутиругацих величин С а -х; и 

гх) Индекс ос принимает целые значения от I до 

числа 1 , равного размерности калибровочной группы, а х 

точка пространства Минковского. Наборы величин с ̂  ю и 

с fx) получили название, соответственно, поля и антипо­

ля Фадцеева-Попова. 

Эффективный лагранжиан оказывается инвариантным относи­

тельно преобразований, получивших название BRS -преобразо­

ваний (см. i_8]). Позже были найдены преобразования (см. 

[14]), получившие название bfi $ -преобразований; в них 

главную роль играет антиполе с(х). 

Первая геометрическая интерпретация поля Фаддеева-Попо-
ва была дана в [ 13 ], где поле отождествлялось с 
дифференциальной 1 -формой на главном расслоении, прини­
мающей значения в алгебре Ли CJ калибровочной группы G 

В ̂  S - преобразования выводились из геометрических сооб­
ражений. Позже, в работе [15], используя эту идею, авторы 

дали геометрическую интерпретацию также и антиполю С <х) 

с помощью более сложного расслоения. Там же геометрическим 

путем были получены &RS -преобразования. 

В работе [5] поле тоже отождествлялось с I-фор­

мой на расслоении, но вводилось менее жестко, что позволило 

устранить недостатки интерпретаций, данных в [13j и j 15]. 

С помощью аппарата а. -векторных полей была дана интер-



претация поля CW) и В RS -преобразований, более 

простая, чем в [l5l. Также было указано на то, что BRS-

преобразования есть частный случай структурных уравнений 

Г.Ф.Лаптева. 

В работах [9 j и [и^*поля С 4 GO и вЯ-S -
преобразования строились с помощью аппарата супермногообра­

зий, используя изложение, данное в [16]. 

Однако все изложенные выше интерпретации неудовлетво­

рительны, потоцу что не учитывают того, что cV; и С*Cv 

должны служить образующими грассмановой алгебры с бесконеч­

ным числом образующих. Иначе говоря» антикоммутационный ха­

рактер и <2-чро проявляется не только по отношению 

к дискретному индексу oi ;но и по отношению к непрерывному 

индексу се Это следует из [ I^j, гл. I, §3, где подробно 
развивается техника интегрирования по грассмановой алгебре, 

которою использовали авторы в [ 7при введении полей СРО 

и С (X) • На этот же недостаток было указано в работе \ I2-], 

где авторы, исходя йз требований квантовой теории поля, 

приходят к выводу о бесконечномерности алгебры с образующи­

ми С-4 0=0 и С **00. Они предлагают взять за основу для 

построения этой алгебры группу калибровочных преобразований. 

Эта их идея реализуется в данной статье. 

Учитывая сказанное выше, в данной статье поставлена и 

решена задача обобщить построение грассмановой алгебры с 

бесконечным числом образующих, данное в [i], так, что обра­

зующие зависят не только от непрерывного индекса а! , но 

и от дискретного индекса oi . Это дает возможность строить 

затем с помощью вариационного исчисления обобщенные диффе­

ренциальные формы и внешнее дифференцирование на них. С 

помощью этого аппарата на группе калибровочных преобразова­

ний строятся обобщенные дифференциальные формы, отождеств­

ляемые с полем Фаддеева-Попова. Показывается, что они удов­

летворяют ВЯ£ -преобразованиям. 
2. Группа калибровочных преобразований. Пусть 

р СМ, G) главное расслоение с h -мерной гладкой базой 
СИ, t, -мерной структурной группой Ли G и проекцией 

К ; \ЭСМ, GJ) М 

Как известно ([I], стр. 57) существует открытое покрыт­

ие базы\тЛ;^с изоморфизмами JiVUvO — "U; х G и 

функциями перехода 
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4? С j, - Ut-n тх^ G, (2.1) 

удовлетворящими 

4,-j <?) -4^f« 4ч w . И(П-и, naz.i, 

где в правой части имеется в виду умножение в груше G"-

вберем из покрытия \ ЯХ С 1г две таких области 11 и Hf 

что С\ 'U . Пусть есть соответствующая функ­

ция перехода. В силу построения ([4~1, стр. 57) это есть 

гладкое отображение. Наложим на него, кроме того, условие, 

чтобы вне компактного подмножества ЛГ4. с: тГ •= iL Л лх/, 

зависящего от ^ f оно было равно единице группы <с? ,которую 

обозначим е,. Множество всех таких отображений обозначим 

СГСТ, G) . Определим на G ) операцию умножения 

c4« - -pGO • cx со ; а (г гГ (2.2) 

где справа имеется в виду умножение в группе <о. Очевидно, 

что относительно операции (2.2) множество (лГ, GJ) 

становится группой. Если на расслоении PCM, G) задана 

связность, то, как известно ([О, ctfp. 70), функция перехода 

4 описывает переход от записи формы связности в локальных 

ко^щнатау ас ̂  на И J к записи в локальных координатах 

х на М - ß физике подобный переход носит название калиб­
ровочного преобразования, а группа С (Vf Ск) - группы ка­

либровочных преобразований (см. [7]). Итак, в дальнейшем бу­

дем считать, что 17 лежит в некоторой координатной окрест­

ности на М. Тогда в соответствующих локальных координатах 

каждый элемент I е С (V 6) можно записать в виде 

А. 

^ з - 4** с <4--, VJ, , «• <-

где - локальные координаты в некоторой окрестности еди­

ницы е- в группе G у такие что Q соответствует зна­

чениям ^ч- 0 . Здесь все функции обращаются в 0 вне 

компактного множества ЯГ^. Учитывая это, будем иногда эле­

мент группы С ? ( Х- обозначать просто ^ (xj . Пусть 

умножение в группе выражается в рассматриваемых ло­

кальных координатах в виде 

d"1 = С if, - 3', h"/ - - ^ . (2.3) 

Тогда умножение в группе С ̂Т С <Э) запишется в виде 

=  W "  С  Д ^ Ч  - .  * 2 * 4 ^  
3. Построение грассмановой алгебры по отображению в Я 

За основу следующего построения возьмем изложение 

грассмановой алгебры с бесконечным числом образующих, дан-

2 
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нов в работе [I]. ^ 

Пусть 6- (L ,0«Г G,) .Через УД обозначим вариацию 

отображения 4» т.е. набор гладких функций Г4"V*0 } обраг-

тюиихся в О вне компактного множества l75-4 / причем 

vj. С Цд. Так как в дальнейшем будет удобно не разделять 

непрерывные и дискретные индексы, то положим 

• (3.1) 

Построим компактное множество 'IT = где 

М - вещественное число такое, что^ \< И. Тогда 1Я*+.' 

Обозначим произвольную точку из лГ через ос ' точка ос 

имеет координаты а1, . Xй"'1'. 

Введем на \Г^ обобщенную функцию 

* £ ?4<4 „*ЧЛ-) W"- eL) у (3.2) 

где - oL) - обозначает известную функцию Дирака. Отож­
дествим *tGO с образующими бесконечномерной алгебры Грао-

смана У (см. [II), т.е. будем считать, что определено 

щ)оизведение ТС^Ол, ./ч т(?^) для любого натураль­

ного fV, причем выполняются условия 

а) «ne (x;zv • (3.3) 

•6) . (3.4) 

Пусть является пространством основных функций (т.е. 

бесконечно дифференцируемых функций, обращающихся в С вне 

компактного множества ДГ ) и пусть <р, (5Ь t %. Через Е 

(см. L33)1 обозначим множество элементов вида 

<•€4 = [ Т(*> оСх, (3.5) 

где citS — da:1... dL=Ch + 1 , Очевидно, что Е - линей­

ное топологическое пространство с топологией, индуцируемой 

топологией из . Через ' обозначим пространство обоб­

щенных функций и пусть £ d есть множество элементов вида 

4) = J S) fo*) <1 i , (3.6) 

где vp(xb €- /̂. Здесь Е 1 также является линейным 
топологическим пространством. При этом В1 есть линейное 

подпространство в Е и топология в F есть топология 

сопряженного к Б л гдэостранства. Аналогичным образом 

строим пространства Е р и F ' для любого натурального j> -

Элементы из имеют вид 

-*р) T«v>A , (3-7) 

6 
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где <£?с&) — olac, o(Xp p есть основ­

ная функция на iy/f- Cx. * 1Г' , кососммметричн&я по пе­

ременным 5fir., Х|, (см. Til). Элементы из ELP имеют 

ВИД 

f » j Лр^(£,)/Ч. .a -tea р) ci^x , (3.8) 

где vpcõct,- - ,хр) есть обобщенная косоеимметричная функ­

ция из пространства, сощ>яхенного к пространству основных 

функций 5fp) . Построим по элементам ^>К.£Е/ 

где e ̂ т<^с) dx, следующие элементы 

£Р 
ИЗ Ь. 

где 

Р . р 
>pN - 3 ЭС^) -rOt^A_/4lCtp; cL X, 

<f N<&,~ V= 2j fKÄM.. A f 

— некоторые конечные сумш указанных произведений. Множество 
всех таких элементов есть плотное в Е. р множество (см.[3]). 

Для двух произвольных элементов *р, ̂  t £. положим 

^ vp(Х>-с СХ) А ~t <^-> dx J (3.9) 

откуда следует, что 

^ а V =~ • (3.10) 

Выберем функцию в виде 

чрех) ~ ic*1- х X - - 5схи- х°;> 4^0^ -*/ 

где ^)^i"3ch4')-некоторая гладкая функция, равная 0 в точках 

iL, - • <<,-1 ,-ko-t.i ( Il и равная • в точке «Л . Ана­

логично 
~ г— I // г- М ^ И . Vi 4- I 

4(X)Ä к* ~ х X .. foe - * ) ^(10СХ 

Тогда по формулам (3.6), и (3.2) 

ч£ = 5 j. (£*- - •' 2L*> 1 
С- 1 . "J "И ч 

Sr Ä ГД С , (2>оХ 

Значит для вариаций будет определено произведение 

s££:~. sK Л>,)АЖ>Л<з.И) 

Соответственно можно показать и выполнение ассоциативности. 

Учитывая (3.2\ можно произвольный элемент Е. р записать в 

виде 

7 



A A ^^<ар'Ч|р cL X- y (3.12) 

гД е  d pac = c(ac v  .. d jr p>  cc- =(>;,.., x*J e iJT 
Грассмановой алгеброй h) назовем прямую сумму (см. 

[I]) линейных топологических пространств Е^т.е. 

$Lj= &Ч В-1* EV. . - * £Р<\ . . л (3.13) 

где Р0 - одномерное пространство с фиксированным базис­

ным элементом. 

Итак, произвольный элемент М имеет вид 

^ = <2 tfcXj,) dP% (3.14) 

<р = 2[L ^41.(41'"'jf/,)4CXl)A- A 4CV ̂  . (3.15) 
4 p=0 J<JLv*p»l ' 

4. Обобщенные t> -ŽOPI 
строенную алгебру M , введе 

формы на СТСЯГ, 6 J Как и 

р=о Mv -V 

4. Обобщенные 0 -формы.в этом пункте, используя по-

введем обобщенные дифференциальные 

в предыдущем пункте,структура 

группы не играет пока существенной роли. Пусть1 

^ f>^> — есть функционал от гладких 

функций . / являющийся обобщенной функцией 

по переменным 31г... хр , где д",- 6 if (см. [2]). При 

р =- О мы получим обычный функционал. Функционал 

ф(^", 5\z... Хр) называется дифференцируемым,если при 

произвольных вариациях независимых функций I ли­

нейная часть приращения имеет вид 

5 Фс£ $, 5,,)- Ы 6 "?&а> ^ , <4.п 

fr <£(«2 .«'а 
где ^) — вариационная гроизводная от функ­

ционала ф -В дальнейшем мы ограничимся лишь 

множеством дважды непрерывных функционалов, для которых 

S2 £г4 (Ч-1 

С$ <*о*> • 

Множество всех таких функционалов обозначим °0 . 

Обобщенной дифференциальной однородной Ь -формой на­

зовем выражение 

РС0&= £ ос!" 4* = (4.3) 

=  r ž  ^  ^ 4 < ? с , ) А ' ' ( 4 е 4 ^  
loU.jp. j -tl -lp' 1 ' 



где Ф(^ , х.,,-- , хр Cr • в записи (4.4) учтены (3.2) 

и (3.1). При фиксированном элементе группы т.е. 

наборе функций — , \гОо , мыуочевидно,получим 

элемент из У. Множество форм вида (4.3) или (4.4) обозна­

чим В частности, при * 1 получим элемент 

p.e. 1-форцу 

со© -=• ^ Фс> , 2) 1 S) dx — (4.5) 

= xfoo etc. <4-6> 

Оператор внешнего дифференцирования определим выражением 

Do06- Л|») A ^c=cp<t'jc.(4.7) 

Учитывая (4.1), получим 

DrcQG=|Ž V " Г' ̂ ct>A^cri)A-A ^Ыр^^И.б) 

Как следует из определения,оператор D есть отображение 

D - Я) р 4', 
причем в силу (4.2) 

DD PUG  ~Q. 
5. Левоинвариантные формы на группе С.«? &), Эле­

менты группы еТ(Гу (а) будем здесь записывать просто 5 . 

Каждый такой элемент определяется набором функций 

4 C O z ,  Š? cv) (5.1) 

Групповая операция запишется с их помощью в виде (2.4). 

Функции \ Г<) в записи (5.1) элемента % „будем называть 

координатными функциями. 

Преобразование 
- =<. I  ̂ г 1 ' t х 
I cx; ̂  ф С|, 4 , О, (5.2) 

где справа стоит такой же дважды непрерывно дифференцируе­

мый функционал по независимым функциям f*rx) / являющий­

ся гладкой функцией по х , называется допустимо«, если для 

него существует обратное преобразование 

< to - ̂  С %\ О, (5.3) 

где справа стоит такой же дважды непрерывно дифференцируе­

мый по функциям fpO функционал, являющийся гладкой 

функцией от ос. причем , 

if 0  <х) 

3 9 



и выполняется такое же соотношение для функционала (5.3). 

Примером такого преобразования может служить преобразование 

Фурье (см. [10]). В новых координатных функциях ̂ ... / ч-

групповая операция получит вид 

'< . ̂  X <"* , „ > 

% CX) = W ( % , ' •  Л А  i - ' Л  ,  У (5.5) 

гд0 ч, 1 ч 

Wcin'x)« F M^-V>V 5̂-6) 

В таком случае групповая операция выражается функционалом 

(5.5), дважды непрерывно дифференцируемым по независимым 

функциям V^ I iV'f1 и являющиймся гладкой функцией по 

tc • Из (5.6) также следует, что для функционала (5.5) вер­
но (5.4). /j 

В координатных функциях |,i определим обобщенные 

дифференциальные 1 -формы. Для этого введем функционалы 

s\v/ V,,«) = Л W%"i i", 3 0  (5.7) 
(> n' ä r<(i et) 

В силу ассоциативности групповой операции нетрудно получить, 

что Г 1 ъ 

sjtaV, < s aa'««. f у ^ a'^(5.8) 

Введем обозначения 

u ^ V , a > =  ^  '  J.j) •  ( 5 . 9 )  

С помощью (5.9) построим обобщенные ^-формы 

С* (90= j U^(f V, д. J) ^^ * ( 5 Л 0 )  

В силу (5.8) получим следутацие соотношения для функционалов 

(5.9): 

f a v s p ° i ,  V (5'п) 
Пусть на группе С 0 (Г®/ а) задан левый сдвиг, т.е. пусть 

< = Г)/ I . (5.12) 

*"*»«- dg = (^p(vl»i1')'<V 

10 



В силу (5.II) имеем ^ „ 

*(TI= OTAJ, (5.13) 

т.е. фотэмы £5(х) левоинвариантны. Обобщая известное изло­

жение ([6 J, стр. 395), учитывая наличие непрерывных индексов 

и применяя вариационные производные, нетрудно показать с 

помощью (5.II), что 

(5.14) 

ЙУ ы' "\ 
где хК10|?СхЛ> г ) - обобщенные функции, для которых 

44 . <5.15) 

Из (5.14) уже несложно получить, что 

DеЧ*) « £ ( <"*)*' i") <LcxjA сVs01x^x^(5.16) 

В координатных функциях, в которых групповая операция имеет 

наиболее простой ввд, т.е. вид (2.4), вариационные произ­

водные перейдут в обыкновенные, все выкладки упростятся,и 

мы получим (5.16) в виде 

^ DTISC?) - I С<СЧ«Ч , (5.17) 

где ~ структурные константы группы (Ь . 

Очевидно, что в этом случае 

**> = B-X'LDCX-»"). (5.18) 

6. Физическая интерпретация ФОРМ cffO . В силу по­
строения форм с ̂ С*J для них определено внешнее произведе­

ние, причем 

^ 00 А. СДУ - СФД сЛ*;>, (6 .1) 

C.^(2r)zv [сЛ <2^Ы>]е [с'сО/ч cViJ. (6.2) 

Приняв формы а*СО за образующие грассмановой ал­

гебры аналогично построению, проведенному в пункте 3, можно 

построить алгебру £ левоинвариантных фор« на группе 

(2.iT Q?) г Образующие <2-Ч(^0 алгебры ^ £ мы 

отождествим с полем Фадцеева-Попова. Отождествив далее 

6 R.S -оператор Л с внешним дифференцированием О, полу­

чим ß -преобразование 

уЬС^С*) - - ХА > . (6.3) 
Z) (4<Г 
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Уравнение (6.3) записано, как следует из предыдущего пунк­

та, в координатных функциях, в которых групповая операция 

имеет вид (2.4). Чтобы получить остальные ß R.S -преобра­

зования необходимо построить обобщеннее дифференциальные 

формы на пространстве связностей данного главного расслое­

ния. Это предполагается сделать в следующей публикации. 
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GENERALIZED p-FORMS AND FADDEEV-POPOV FIELDS 

V.Abramov 

S u m m a r y  

Geometrical interpretations of Faddeev-Popov fields and 

antifields (ghosts and antighosts), given injj5], L9j, L11J» 

[13] and [15J, are unsatisfactory, because с (°c) and С°"(эс) 

must be the generators of a Grassmann algebra with infinite 

many generators (see [7J, [12]). 

In the present paper the generalized differentiali In­

forms are introduced. In a fixed point of IR they fona a 

Grassmann algebra with infinite many generators (in sense of 

Hi). The exterior derivative operator is defined by means 

of the abstract variation calculus (in sense of [2])« 

Generalized left invariant 1-forms on the group of gauge 

transformations are identified with Faddeev-Popov fields. It 

is shown that the structural equations for these forms can be 

interpreted as BRS-transformation. 

4 
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ГЕОМЕТРИЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И т,-ТКАНИ 

Х.Кильп 

Кафедра алгебры и геометрии 

§1. Введение 

Задание квазилинейной системы 5^ iClJ дифференциальных 

уравнений первого порядка с частными производными при т, 

неизвестных функцияхдвух независимых переменных с несовпа­

дающими характеристиками определяет расслоение многообразия 

независимых и зависимых переменных Mw+Z на гк -мерные 

слои с двумерной базой Нг , База М2 является 

пространством независимых переменных системы. Общая геомет­

рическая теория таких систем с помощью внешних форм Э.Кар-

тана и инвариантного теоретико-группового метода Г.Ф.Лапте­

ва-А.М.Васильева была построена автором в работе li]. В ра­

боте [2] автора для многообразия Мтг2. с заданной на 

нем квазилинейной системой строилась аффинная 

связность, которая является связностью на главном расслое­

нии с базой Mwtl , слоем которого над произвольной точ­

кой х€ М wtl является многообразие линейных реперов 

в касательном пространстве Тх (Mm)t слоя (!\)х , про­

ходящего через точку %. В общем случае существование та­

кой связности предполагает возможность построения обратных 

объектов к некоторым данным геометрическим объектам. В 

настоящей работе выделен некоторый частный класс систем^для 

которого последнее возможно. Для этого привлекаются опреде­

ленные данной системой nv-ткани в многообра­

зиях Mm . Рассмотрение локальное. 

§2. Структурные уравнения 

I. Пусть дано (т + ̂ -мерное дифференцируемое многообразие 

jv^ ^ . с локальными координатами х^, и,* и на нем 

квазилинейная система 

Clv iv»,,., = 4t% - - 3,/i , rvn-'L ). Квазилиней­
ность данной системы сохраняют преобразования переменных 
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'x.x* 'x.x{ocf) , 'te4 r 'u> ( x-^, и. P) , которые 

определяют локальное расслоение многообразия М на 

hv -мерные слои М ̂  с двумерной базой М г ̂  являющейся 

пространством независимых переменных. Пусть - главные 

формы многообразия Иг,а С^Х
1 ̂  - многообразия 

Если характеристическое уравнение cU.t || U(. ~ А £ jj еО 
системы имеет т, различных корней А/ , то структурные 

уравнения многообразия М ̂ta, с заданной на нем систе­

мой имеют ВИД (см* [I]) 

к^Л ( боН Л* со*) = с 

cLu x  =  с о  л  с о  Л  ( I )  

^ w ~ CC"^x. ^ W" + \ А ОС?''* + dv* if 4 ЛСС ' + w J5л (2) 

ctzV + (V4 - £C^) - С A^)8- ^ = АЛи. иЛ -h ̂  Л l|b, (3) 

Здесь обозначено со51 * Ачь> < ; из^ =• со* , тогда 
cc% = (индекс " с " будет отвечать форме to 1х) . Даль­

нейшее продолжение дает: 

du* - о;^0 асо*"* + л to4 +.«, 

dto* - £оч0 a + ̂ '!j +А\ A ic1 -a^ Ä^(4) 

* ̂  ^ A to4" •f Л&Т"- AtC + ̂O.coC ? 

где невыписанные члены линейно выражаются через сс^лиз^. 

СС* А «V" , ЙО ̂  A W* j 

ci t &>л ( tOV
r - Ul*t СО !, -Л4 Ю ̂ ^ + 

t(A v2, - А* ) fa} VH u, YN C> (5) 
к - * v " j-

C^-^Vb* ̂  Гр> ^*r|bju. ^У'>i* ̂  1 (6) 

C^*jb + ^(b ̂ !|~ ̂"L -*•'* to^ +<"° ̂  ) " ^ j ̂ ̂ 

r  ̂  г м  C ^ ä T ~ +  w  4 ) +  ̂ V a a , * "  ̂* y > f  w < >  

** ^Vlb CAruly-c tX^iC,~a ) - ö, (8) 

<- <̂x vp>5. "*" a-'*t's% ( ' r  -  W ^ t ,  )  1 -  Л .  y  M  + Ö T ? . F  * *  

~ aV> ( ̂Vc r ̂ lJ>,c " ̂to) -c, (9) 

^"Wl" ta-Vjsfi^V^" Wl-jb rW?X~^)~Л"г^(^4-"^f10) 

где "- О " равносильно " = о (#иссС uiÄ, te"-) " и 5*J;- сим­

волы Кронекера. Величины а.Л
>г и А** и только они яв-

V J 
ляются относительными инвариантами. 

2 ,В  р а б о т е  £ 2 ]  доказано, что если структурные уравнения 
многообразия Mm+г с заданной на нем квазилинейной 
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системой S 4
w1L с различными характеристиками приве­

дены к виду (I)—(4), то в главном расслоении линейных репе­
ров касательных пространств Тх (!М^)Х слоев 

х € над базой М mt*. . определяется аффинная 

связность, соответствующая формам 

со* 1* J 1, 

где J 

dr; • -r* й^+лч/. - + 

«ttV PJ.-Ä- P"t< + < -
°^Р^1 +Р5и"^Л + P** ̂  »»'о ̂  о -P^-14^tktPõll 
лр'^^^ч^+Р!,«*. 

Mt.tP^^t-ic - pi<K+ rLf»"^ v 

Пересмотрев структурные уравнения задачи (I)-(9), можно, при 

сравнении уравнений (5), (12) и (8), (9), (13) и (10), (14) 

сделать вывод, что объекты F ̂  , Г11«, П * „< в общем 

случае возможно построить лишь, выразив формы <л>*0 из 

(5), далее формы из (8), (9) и формы из (10) 

соответственно. В случае существования обратных объектов 

и к объектам Aj> и это 

возможней в работе [2] объекты Г^и, построены 

при предположении существования указанных обратных объектов 

В настоящей работе выделим конкретный класс квазилинейных 

систем t для которого эти обратные объекты сущест­

вуют, привлекая для этого ткани, определенные данной систе­

мой S Л Г А  Х I Д  J. 
3. На двумерных интегральных многообразиях системы 

уравнениями Ссы = <х>1 + Л" tv1 = с определяется m -

ткань характеристик. С другой стороны, в локальном расслое­

нии многообразия Mw+jU с двумерной базой Мх на г*.-

мерном слоевом многообразии Нм уравнениями о оп­

ределяется ун-ткань. Обратим внимание на эти m-ткани, 

обозначим их через Т*,, Структурные уравнения такой гп, -

ткани в получаем из (2) при сгх- с ? т.е. 

с№ = Gl *0* t Q+л Qr, (15) 

где 0"= , A>^a>L ĉ'. 

(11 )  

(12) 

(13) 

(14) 
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Некоторую классификацию таких ht -тканей на - ы, -мерном 

многообразии разработал Г.С.Стоев. В его работе [3J 

вводятся понятие разложимой ы -ткани и понятие степени 

неголономности tu -ткани. 

wi-ткань называется разложимой, если систему (15) ее 

структурных уравнений можно сгруппировать в две (или более) 

независимые подсистемы 

В противном случае у*, -ткань со структурными уравнениями 

(15) называется неразложимой; тогда либо все отличные от 

нуля коэффициенты Aj^ имеют общий индекс, либо их мож­

но упорядочить так, что каждые два соседних члена имеют хо­

тя бы один общий индекс. 

Число отличных от нуля коэффициентов A\t в струк­

турных уравнениях (15) к,-ткани называется степенью не­

голономности пи -ткани. В работе [3.1 Г.С.Стоев доказал, 

что для неразложимой wv -ткани минимальная степень него­

лономности при м = 1 £ равна < и при и* = X К + 4 

равна t , Далее, в той же работе рассматривается подкласс 

неразложимых лл-тканей на ш-мерном многообразии с ми­

нимальной степенью неголономности, для которой все отличные 

от нуля коэффициенты содержатся в одном уравнении, 

например в последнем. 

§3. m-ткани и квазилинейные системы 

Определение I. Назовем квазилинейную систему 

вертикально разложимой, если соответствующие tw -ткани 3V 

разложимы, и вертикально неразложимой, если соответствующие 

hi -ткани неразложимы. 

Определение 2. Назовем объект °^рт вертикальным объек­

том неголономности квазилинейной системы S1 . 

Определение 3. Число отличных от нуля коэффициентов 

назовем вертикальной степенью неголономности квазилинейной 

системы S 

Поскольку для неразложимых rw-тканей коэффици-

енты определенные при (15), нельзя разбить на груп­

пы так, чтобы А Г̂/»с при -р+V-v 

f , где fv + f|.im, то либо все отличные от нуля 

коэффициенты имеют общий индекс, либо из них можно 
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образовать последовательность, каждые два соседних члена 

которой имеют хотя бы один общий индекс. Для неразложимой 

rw-ткани минимальная степень неголономности при Wt= In, 

и при vw= ä-кл I равна к.. 

Если А * с при фиксированных 

то . Если при фиксированных 

«i«, jbes г» , то может быть, что о-*1 J,0уе - с, но может 

быть, что ач
в̂ГйФо (последнюю возможность можно унич­

тожить требованием минимальности степени неголономности 

квазилинейной системы S с ). Следовательно, верно 

Предложение. Для вертикально неразложимых квазилиней­

ных систем S* „ _ „ минимальная степень неголономности 
IM# С АД 

и при hi = I с, и при m = х, k t i равна t ̂ и все отлич­

ные от нуля коэффициенты а> у̂ либо имеют общий индекс, 

либо их можно упорядочить так, чтобы каждые два соседних 

имели хотя бы один общий индекс 

Если a/1 
е̂#е = о при фиксированных j**, r„ ) то 

О . Если <х^° в̂ГоФо при фиксированных 

=(•,^0,у„ , то может быть, что A*jb.*e+o, но может быть, 

ЧТО A4 ~ 0 (последнюю возможность можно уничтожить, 

например, требованием существования для данных «u, jb«, г, 

такого £0 1 чтобы CL*yetü 0 )• 
2. Пусть IH = Xv. tl. Далее будем рассматривать некото­

рый класс вертикально неразложимых квазилинейных систем 

a.tя с минимальной степенью неголономности, а именно*, 

пусть среди лишь *о (4=3,5",... ,^\Тев. структур­

ные уравнения (2) имеют вид 

dice"1*1 = eclW ла™*' + ̂  л(V+Хы**и< 

4- л 14 ^ „ 3, , >i . л «Г. 4> , ^ - •*•*. . «к / тт + tAw ̂ АМЧ^ + О#^,,^ «О ? (17) 

причем при каждом л 6- *° лишь "Р* одном 

значении 5"= ̂ . 

§4. Объект связности 

I. Как было отмечено в §2, п. 2, для построения объекта 
связности Г^, следует выразить формы со"* 

из уравнений (5), формы из уравнений (8) и формы 

из уравнений (10). 

В рассматриваемом случае уравнения (5) имеют вид: 
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K-K.W -Д 

+ (A«< - Л""-) aX'iH С - о, 

< "̂м + <Х< <•<>'< - «Ct+»i -А~"Ч - *7« «Т*- -

•(''•ПС,, «\ = «, 

+<:4,, ("Л - **"•<) - л::; <"• -», 

olo.»( + л.*^ ~~ ~~A*J. л? 6 - & 

Отсюда видно, что форма LOвходит в выражение 

<*-б-1мм 1 и ее выразить оттуда можно при предположении 

ЛГ4*о. Тогда 

«Т *тк С<*лГ£,, +аГЛ., (18) 

Находим выражение для д1 (^**£.,4 ̂  

d.( + *£йа-(«о* +АМ**-Ц- боТЛ)""TL -0 (I9) 
\ Л «л*-*« А1ЧЧ1. V *" * ' 

~*JU ' •* wtt. 
Тогда, так как рассматривается система с различными характе­

ристиками и предполагается *0 0 = 5,S-,... ,nv ) , то 

$ о»#« \ (20) 

^ °4tt< 0-^м Ды*Л ' 

JQjlL ^***11 \/соХ-- £ol+il W 
(>4^-л^)~ A^:t J  *- i }  

4 x^(^v: ге^а-УЛ., __ 
V (Х~^, CA*+,-Am^ *-Vu< CA»*4- A"***) A VÄ / »- • " °> 

I ,. !*>+*- Л "1*1» Л -
J L^AÜjd _ л*-м A*i±£i<U (21 ) 
WTA^ CA*-A^J <*Л< С^-А~Ч АУД ' 

/ л ж+ *• i. f О- л-н, •< 
Utti,  -•*•»«0 

».мй-УЛ.л A.yj-a.f.v. \ t i< u4 0, 
'в-м*;, (»»л-*») a»;,% (л»-л~*«-)лгД ' 

Из формул (19) ,(ß0) и (21) видно, что величины 

/Г^ С<-Ш41И _ 

A^V ~ 1 (22) 

Л ***• а *,+*- лт+с. 
/ аУНИ _ ^ -Ж т*г'л\ш: п-4 /ПОЛ 
>?», ouVÄ, а"-л~'1) ' IŠSf) 1 *., 1<у' 

л "'*•<' 4 >* *- А.1***-

** у ^ ИЛ^-< n -4t< 

Л Tin (A4+<-A*+fc] с*Л% (Л^-А***) ЛУД с г «. , (24) 

fr^VU С^-А"""-) Л m.+ t J 
A •M. + l. 

Л w+8. 
А л +i 

»wfi. 
Mill 

иЛ£,(А'-.У*) л гл. 
-1 »Vi + ̂л Alti. 
А 1 + 1 CV ж f 2. , "l 
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где -$= з, s1 .m,, удовлетворяют уравнениям (12). Тог­

да величины 

= А*+*Т^ = Г* , Аи+*- ГЛ1Л = Г*** , (25) 

4= з, 5,.., , nv, удовлетворяют уравнениям (12). При этом 

ACfluV^AV Pi) + («.Ч+AV 

d-O^+А? Г^м)t (VÜ +A*< 4-A*X)* 
т.е. величины 

О,* + 4A* I"14 CLAt< i P4H A- A A- KVL №УГЛ>Г »• ) ^ Л Г 4 , 4S3j4,,.., Ш, 

становятся относительными инвариантами. 

2. Величины ГД строются из уравнений (10) для 

йЛ-аГ . У нас ОТЛИЧНЫМИ ОТ нуля ИЗ НИХ ЯВЛЯЮТСЯ Я^Д+1,^ 

(^=2>, 5-,..., иг) при каком-то одном значении Sa, . Но по 
общей теории (см. [2] стр. 152) нужно брать f=ct ( т.е. 

= м+ I . Тогда 

w+v , Л »и+и- /и.* +Cl,4i-< \ + (а<ч+а. .,««и „n 
4,4-М,»п+И, (. 10 * "'Л, 4*4 ̂ ИА+я, w+iv ~ 

откуда 
||̂ 4 5»w l Щ ̂ 

j f &.4t4-»<thi+l. \ <X 4,Л-Н|Ш + Ю z-,*1"''*- Co'***" 
V л "itiu I - m+t, 1 
4 4,4+4 ' a >1,4+4 

С: О 
ил**, ь*+ *, 

Из остальных уравнений (10) при этом получим, что ь>\^о, 

*4+4, 4*4 • Отсюда 

a *»»&-. П I***- р4. __ _ р4+< _ п (26) 
_ и*+а. ~ 1 ) 1 Л Л ~  1 4Ч<|А + Г 
"•4,4-4 w 

Осталось построить величины Г1 ^ ̂ . Для этого, во-пер­

вых, продифференцировав равенство (19), получим 

m+i — П IVV+5L 
C°m-n,o ~ Л. mu, m+Я.» 

откуда следует, что 
hftfS- **+ iL 

п*+*. _ р fw+2- П"-И- UwftM 4^4~H, <*»•*•£• ,o7\ 
1 *-+4.,X,~ ' )k * 1 mtk.MtV Iм**- Л mtt *  \ C f  I  

Л « < 1  ^  *, 4  +  4  

п:и . = Я^'ТГЛ л - . a?#,,*«. (28) 

l , i  ~ ^ г £ Г ~ '  
т»в» 

6 fTto+V, + п'у,+*- , 4 -»• Г?**1- „X , n wtx. , "•**. m+я, 

, X 4+ . «**1 уч+г wtl, 
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Осталось построить величины Р}^ , 3*3,»*•<. ^ 
Для этого нужно выразить из уравнений (8), (9) формы uf 0̂> 

оС- 3, ц?..., »*i+ 4 . Непосредственный подсчет дает, что 

pi -= — f ) (pa) 
4|1t< 

f4?;,vra(̂ S  ̂- ^ВмА е̂д, oo) 
""M + t "-Л.**"# 

HvA» PJb, Г;:;А°Л»< r»',x , ч-зЛ(3D 

т.к. тогда 

dtrV cci t А' + Vj0: о, 

«К*4 ("0+*' Plt»V ''It"1; + *>*1 -o, 

+ r£;,^V л4+< о, 

<*Uw P£< J+Am< 

(вспомним, что у нас Р^= о , Г^ = о )• 
Тем самым, доказана 

Теорема. Если для многообразия М>*+^ с заданной на 

нем квазилинейной системой S wleli} I) ih-ткани 3V на 

слоевых многообразиях неразложимы с минимальной сте­

пенью неголономности такого типа, что в структурных уравне­

ниях (I)-(10) среди а г̂>озлишь a.^4o,a"+
)̂W>fo(^3,5;... ,wv ) 

и 2) ^ ci то существует аффинная связность на главном 

расслоении с базой H^+t. с многообразием линейных реперов 

в касательном пространстве соответствующего многообразия 

Мм, в качестве слоя с объектом связности ^ Гчи., 

определенном формулами (22)-(26); (29)-(31). vT 
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GEOMETRY QUASI-LINEAR DIFFERENTIAL SYSTEMS AND ГЦ-WEBS 

H.Kilp 

S u m m a r y  

The systems of the first-order quasi-linear partial dif­

ferential equations with two independent variables, ni un­

known functions and with different characteristics are in­

vestigated# The geometric theory of such systems by the me­

thod of E,Cartan was founded by the author in her paper [1] 

and the affine connection related with the system was stu­

died by the author in her paper [2]. In this paper the 

problem of existence of such affine connection is investga­

ted using fn-webs associated with given system. The exis­

tence of the special affine connection is shown. 

22 



ГЕОМЕТРИЯ И КЛАССИФИКАЦИЯ ДВУМЕРНЫХ РАСПРЕДЕЛЕНИЙ 

НА МНОГООБРАЗИИ ИЗОТРОПНЫХ ПРЯМЫХ В 

Р.Колде 

Таллинский педагогический институт 

Линейчатой геометрией в многомерных евклидовых простран­

ствах (r\ >3) начали, после классических работ 1930-

40-ых годов П.К.Рашевского, В.В.Вагнера и Б.А.Розенфельда 

(см. обзор [2]), вновь заниматься Ю.Г.Лумисте [10,11,14] и 

Р.Зуланке [20], привлекая новые методы исследования. Резуль­

таты, полученные в этой области,могут быть без труда перене­

сены на случай многообразий неизотропных прямых в псевдоевк­

лидовых пространствах . 

Сравнительно мало исследованы многообразия изотропных 

прямых в пространствах . Двумерные поверхности с изо­

тропными образующими в изучили А.Ф.Орещенко [15\ и 

Л.Вагнер [21]. Конгруэнции изотропных прямых в пространст­

ве Минковского рассматривал автор [4,5]. Они являют­

ся трехмерными гладкими подмногообразиями в многообразии 

Js всех изотропных прямых в*£ч. 

В настоящей статье исследуются гладкие распределения Д 

двумерных касательных элементов ДхсТх(35) ? хб . 

Используется естественная структура однородного рассло­

ения Js-(C, , 5^) в многообразии Jr, уста­

новленная в [4]. Базой этого расслоения является конформ­

ная плоскость Сг> проекция 4ii ; 3$- —9 CL отображает 

пряцую хе в ее направление, стандартным слоем яв­

ляется галилеево пространство ^ а структурной группой 

группа Ли Q Q его движений. Во всей статье ограничи­

ваемся невырожденными распределениями Д ̂ т.е. такими, 

что симеет размерность 2 для любой х е 3$-. 

Геометрия невырожденного распределения д на 3$. 

раскрывается в §1 с помощью понятия изотропной линейчатой 
2-полосы вдоль каждой х с . Это понятие является ин­

терпретацией элемента Дх в геометрии пространства 

Само распределение Л интерпретируется в §2 как поле 
изотропных линейчатых 2-полос на (Заметим, что та­
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кое поле является геометрическим описанием неголономной 

псевдоконгруэнции AAQ ; 2.) изотропных прямых в смыс­

ле [I].) Классификация распределений А, данная в [7], пе­

реносится при этом на рассматриваемый случай. Получается 6 

классов: афокальные или полуфокальные (§2), фокальные гипер­

болические, эллиптические, параболические или конические 

(§3) распределения Д на Jr . Даны их пфаффовы системы в 

полуканонических полуизотропных реперах. ' 

В заключительном §4 устанавливается, какие из вышенай­
денных классов полей изотропных линейчатых 2-полос (т.е. 

распределений Д на Jr ) содержат голономные. Тем самым 

получается классификация псевдоконгруэнций изотропных пря­

мых в как интегральных подмногообразий голономных 

распределений А : афокальные, полуфокаяьные, гиперболиче­

ские (с ортогональными торсами) и конические. 

§1. Основные понятия и обозначения 

I.I. Репер {И ,Soэ^ ̂1 четырехмерного ве­

щественного псевдоевклидова пространства Рч индекса *1 

называется полуизотропным, если его векторы е0 и 6^ на­

ходятся на изотропном гиперконусе пространства и нормирова­

ны условием <f0» ез= 4 > а остальные векторы и ег об­

разуют ортонормированный базис на ортогональной к [И , , еД 

плоскости Г И, ej.Компоненты метрического тензора прост­

ранства относительно такого полуизотропного репера 

составляют матрицу 

G = ( 
/ 0 0 0 л 

0 1 0 0 

0 0 «1 0 

И 0 0 0 

(I.I) 

е 

мещения полуизотропного репера: 

ОСИ - со° ео • 

а ев= w ° ео 

+ uJ 

гДе <S(V..= 4, 

-

ъ 

«А 7 

col е •JL ) 
(1.2) 

LO р, СО ̂ 
выполняются следующие условия: 

<эС ' 

= СО 

из 

3 

- -U)' 

из - - - LO1, 

-иг 
UJ>1= - со* 
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где ъj J)... = 4^2,. Структурные уравнения группы Ca 

псевдоевклидовых движений в Рн относительно полуизотроп­

ного репера можно представить в виде: 

(1.4а) 

dw l  = -^ 0AU) c  + U)1A U)« - uVxU)0- ? (1.46) 

ol LO2, - иУ 0  A Ю V w' лuOz 
x — ujV\v0°O) (I.4b) 

du)°- . CJ^Au)" + W°AW^(i4r) 

d ̂  j ~ ^ ̂  i"w
e^ + иУ-АЮ^1.4д) 

olu)j = —U)jA(ujj-SjU)^(I.4e) 

diu) o= Uio AU3.°. (1.4э) 

1.2. Многообразие изотропных прямых пространства 
4 R H  я в л я е т с я  о д н о р о д н ы м  п р о с т р а н с т в о м  G * 4 Q S y / г д е  Н  

- стационарная подгруппа изотропной прямой. Выбирая в каче­

стве этой изотропной прямой прямую х € Dr 
получим, что инвариантными формами подгруппы Ц являются 

I-формы со j j ̂  j и у а значения I-форм VJ 1( 
со3 в точке х образуют кобазис в касательном 

пространстве Тх ( J s ) . Аналогично, база С, расслоения 

Jy(Cx) является однородным пространством G Рц /Ц0 ?где 

( о̂ - стационарная подгруппа изотропного направления, и 

значения I-форм со\ в точке Чк(>)еС^ образуют ко­

базис в Тг^улСС^) .Часть структурных уравнений группы 

Q Qs , а именно уравнения (1.4а,б,в,д,е,з) являются 

одновременно структурными уравнениями однородного расслоения 

расслоения Jg-CC^tcp. [12]). При условии CJ* = О^т.е. 
при зафиксированной точке SU*) Е , отсюда получаются 

структурные уравнения галилеева пространства Q - типово­

го слоя расслоения _ 

1.3. Вводим в касательном пространстве (3$) базис 

дуальный к кобазису [ю>0 <_ol^ т.е. полагаем, 

что * 

V.U3:)-*? , ui(>j-o, ( i  

W н ^ ) = о  ,  •  

В этих формулах мы опускали индекс X > подчеркивая этим, 

что такой выбор взаимного базиса возможен в каждой точке из 

некоторой открытой окрестности ПА точки х0 в D^-.B ОХ 

возникают векторные поля "Ъ0; ̂ представители которых в 

7 
25 



X € ЛЛ образуют наши базисы. Проекция IL расслоения 

2S ( определяет линейное отображение cVny каса<-

тельного пространства ~Т% (0^) на пространство 

( ̂0 при помощи следующих формул: 

dtк, cx,) = (г,)=о • (i-6) 

Векторы образуют в точке <7<(х) €- Q базис, 

взаимный к кобазису •} C0J
o »В силу (1.6) яв­

ляются вертикальными в расслоении ( Сг). 

Аналогично тому, как это делалось в [7] в случае много­

образия XI прямых аффинного пространства А .„можно с по­

мощью соответствующего канонического расслоения сопоставить 

каждому вектору 

14* t Г.Ъ?,  ̂ _ (1.7) 

из Ту ( 3S) двумерную плоскость [П,5> , дП j в Рч? прохо­

дящую через изотропную прямую х - [И Здесь 

^Г1= (mod <?„). <1.8) 

Эта плоскость называется касательной плоскостью изотропной 
линейчатой 1-полосы П О) в точке ГЛ и обозначается 
через П/ч (^).Изотропная линейчатая 1-полоса f] (^) - это 
соответствие, сопоставляющее каждой точке И 1  прямой х = 
н[/Ч,ев } с П = Н+м°е„,плоскость [п1, у &гл']н Пм1(э)? 

где 

= *„)•§• + (v^ecA^), (1.9) 

(ср. [7]). Плоскость Пда (^) S [п , ео,"Э^]9где 

Ъ€ 0 ~  £v0 ̂ . ( <?*) (1.10) 

называется предельной плоскостью 1-полосы П t̂ ). Заметим, 

что предельная плоскость 1-полосы П {Ъ) определяется 
фактически проекцией вектора в ( СД Пространство 

Т(^5[П.5,,^Н является,в силу (1.9), 

объединением всех касательных плоскостей 1-полосы П (и 

называется пространством 1-полосы Л (й) . 

Изотропная линейчатая 1-полоса называется развертываю­

щейся, если OUWN T("2Ö = % . В частном случае, когда при 
этом еще Ъе0 = О (»vxocl е„) , 1-полоса П (^) называется 

цилиндрической; а в случае, когда -Ф О ( •>>ос( <?0) ~ 

торсовой (ср. [7]). 

Изотропная линейчатая 1-полоса называется псевдоевкли­

довой, если все ее касательные плоскости псевдоевклидовы, 
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и полуевклидовой, если они полуевклидовы. 

Из этих определений вытекают следующие свойства изотроп­

ных линейчатых 1-полос: 

1) предельная плоскость любой цилиндрической 1-полосы 

полуевклидова; 

2) все торсовые 1-полосы имеют инвариантную точку - фо­

кус, в которой касательная плоскость одномерна; 

3) все нецилиндрические полуевклидовы -1-полосы имеют 

инвариантную точку - точку сжатия (или псевдофокус, по дру­

гой терминологии), где касательная плоскость ортогональна 

предельной плоскости; в случае торсовой 1-полосы псевдофокус 

является фокусом. 

1.4. Пусть на Js задано двумерное касательное рас­

пределение Д * локально определяемое с помощью векторных 

юлей 

. (1ЛП 

Если fy1" - такие независимые I-формы на ^ что их 

значения в каждой точке х образуют взаимный к 

{ базис, то имеем (Sj) - '• , а уравнения (I.II) 
можно записать в дуальном виде: 

, СО3.» С1Л2) 

На распределении А 1-формы удовлетворяют струк­

турным уравнениям 

ol^ = . , (I.I3) 

Компоненты фундаментального объекта \ А С , A0
Jраспреде­

ления удовлетворяют при этом условиям инвариантности рас­

пределения (см. [8], [9]): 

V A ^  -  S j  A 4
o l  0 1  u 4  ^ ( i . i 4 )  

VA'„- - AJoc = 0 I 

VA'l = а АЛ + A"; - A' -9-< , 

7Л;„;= dA1«,; + AK„i. 
Изотропной линейчатой 2-полосой вдоль изотропной прямой 

у называется соответствие П (А х),определяемое 

элементом д, х распределения А у между точками ГЛ' 

изотропной прямой [ И t е01 и подпространствами 

<1Л5) 

где 
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пространства кч , Очевидно, подпространство Пп,(Ах) не 

зависит от выбора базисных в Ау ; оно назы­

вается касательным пространством в точке И' ? подпростран­

ство 

П = 5£Д] (1Л6) 

- предельным пространством и пространство 

7(Ах)з[П,е1, S,H, $Д ?Д, ] Ci.iv) 

- пространством изотропной линейчатой 2-полосы П (дх) . 

Цилиндричность изотропной линейчатой 2-полосы определяется 

точно так же, как это делалось в аффинном случае (см. [7]); 

в силе остается и теорема 1.2 из [7^: 

(изотропная) линейчатая 2-полоса является невырожденной? 

одноцилиндрической или вполне цилиндрической тогда и только 

тогда, когда, соответственно, oi — dJLv^ n^(AA)=ixa*4j|Aoi| 
равно % } \ и ж О . 

Изотропная линейчатая 2-полоса называется псевдоевклидо­

вой, если ее пространство Т( Дх) является псевдоевкли­

довым пространством , где с\ = 3 или Ч • она назы­

вается полуевклидовой, если Т( Д.*) — 

§2. Геометрия изотропных линейчатых 2-полос в 

2.1. Реферируем сначала основные формулы и теоремы из 

аффинной геометрии линейчатых 2-полос (см. [7]), перефрази­

руя их для рассматриваемого здесь случая изотропных линей­

чатых 2-полос. 

Пусть поле изотропных линейчатых 2-полос задано с по­

мощью ассоциированной к нему системы Пфаффа (I.12): 

00-« = С^=ЛЦГ. (I.I2) 

Здесь геометрический объект { Л"*•. 5 А^-^ состоит из двух 
подобъектов, первый из которых ^ определяет касатель­

ное пространство Пи 2-полосы в точке ^, 

а второе } A<h^ - ее предельное пространство По,, (ах). 

При помощи этих объектов определяются ковекторы ^ ̂ и 

связанные с линейчатой 2-полосой: 

I) касательный в точке П ковектор ^ с координата­

ми 

X 
2) ковектор вращения с координатами 

t = А s Ч с ДО*. Д* 
f JL - 2, с п t ' J ) (2.1) 
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A'j > . (2-2) 

3) предельный ковектор ^ с координатами 

^oi ^ °Ь (2,3) 

В случае изотропной линейчатой 2-полосы в этих формулах, 

справедливых в аффинной теории [7] , имеем в силу С1.12) 

All - S f
K  AV, ; поэтому 

r^.-O, oUtlAi;!. (2.30 

Через эти ковекторы выражается относительный инвариант 

D з е-Н» 1ЛЛ»^ (2Л) 

отличие от нуля которого характеризует афокальные линейчатые 

2-полосы. Остальные типы 2-полос характеризуются теоремой 

2.1 в [7]: изотропная линейчатая 2-полоса П (дл) являет­

ся полуфокальной, если t, - Ч/Ськд {t ^ ™ фокальной, 

если % = 1 и оо -фокальной, если п, = О. 

Приводим также некоторые следствия из этой теоремы: 

1) в простом конечном фокусе Г"Л = F имеет место 1[ •=* 

а в двукратном конечном фокусе J = ̂  ® Oj 

2) если изотропная линейчатая 2-полоса имеет простой 

бесконечно удаленный фокус, то = О^а если этот фокус 

двукратный, то h = - О. 

При помощи этих ковектооов определяются в трехмерном 

пространстве ^ГЛ ^ ̂ ^ ] векторы 

с координатами 

tAеЧ%ч „ z ^ \  I ,.  (2.5, 

Вектор Ал - инвариантно связан с прямой У- 2-полосы, 

а векторы \? = и \>U = зависят от точки прямой, 

В случае афокальной изотропной линейчатой 2-полосы П (Ду) 

эти векторы независимы, в случае полуфокальной П (<Д*) они 

коллинеарны и определяют касательную плоскость развертываю­

щейся 1-полосы, в случае фокальной или оо -фокальной П (Ах) 

эти векторы все нулевые (см. теор. 2.2 в [?]). 

2.2. Рассмотрим поле невырожденных изотропных линейчатых 

2-полос П ( , т.е. такое двумерное распределение 

A«ES„S;] на 5 KajWft элемент А Х  = [Š\ X  

которого имеет двумерную проективную индикатрису Д^ьо = с£х(д.) 

на В этом случае I-формы CJOO линейно независимы на 
распределении и их можно использовать в качестве базисных 

S 
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I-форм 'Ö* . Тогда лУ;; - —^I (см. (1.4а)), а 

ассоциированную с полем 2-полос систему Пфаффа (I.I2) можно 

написать в виде 

00^= а°* u)o , , ,(2.6) 

т.е. в (I.I2) мы имеем теперь Л ~ A l > A°-v = Ба­
зисными векторными полями этого распределения являются 

Sl - (2-7) 

Компоненты фундаментального объекта А - удовлетворяют 

условиям инвариантности распределения (ср. (I.I4)): 

oLA°j+. A ° > V A 0 i ^ -  1  

- a°jw° -+ a® j w« 0 v„t)| 

Отсюда следует, что в данном случае объект первого порядка 

Д°^ содержит инвариантный ковектор на двумерной 

плоскости и относительный аффинор A°V , 
зависящий от точки прямой и от выбора вектора на * 

изотропном конусе пространства . Координаты ковекторов 

П и векторов V ̂ w выражаются теперь 

формулами 

1-1= 51 ; X ^ A't А'* ; (2.9) 

и соответственно 

u > = - v A - i ,  ^ = ° ;  

V * = - T ; x  ,  v l =  ,  v 3 =  0  •  ( 2 . 1 0 )  

В силу (2.8) координаты векторов АЛ , v и \U удовлетво­

ряют следующим дифференциальным уравнениям: 

dtxv + ы ̂ е о . 

с4.\Л -V-V j СО j = - V v(A)» -V U. U) . vo^vüo). (2.II) 

хх/ы*= -ni/'hi: vm-
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Здесь мы имеем в силу = S ч что D ~ ̂  .Из ин­
вариантности вектора и. =. иС Q следует существование абсо­
лютного инварианта 

5 = чГ( =\Zt\ (2.12) 

изотропной линейчатой 2-полосы. В [4] такой инвариант назы­
вался псевдоевклидовой шириной изотропной линейчатой 2-поло­
сы; она характеризует наибольшее значение коэффициента Д 
при изотропном векторе в выражении касательного вектора 
^ ГЛ =А^+Аг*г + в случае, когда проективный об­

раз вектора , т.е. вектор -t- СЛ'*® , яв­

ляется единичным вектором. Из теоремы 2.3 в [7] следует, 

что при 3^0 изотропная линейчатая 2-полоса либо афо-

кальная, либо полуфокальная. 

Выясним теперь геометрический смысл направления вектора 

U „ С этой целью рассмотрим изотропную линейчатую 1-поло-
су * П (ХЛ, содержащуюся в Г~\ (ах) и определяемую 

вектором 

, = v> S;x = - At . (2.13) 

Подставляя сюда формулы (2.7), находим, что — иС4 
х
— 

- Vv с)(;х>т.е. вертикальная часть вектора , определяю­

щего 1-полосу П » не содержит компоненту вдоль 

вектора и находится, следовательно, в метрической 

плоскости пространства . В геометрии псевдоевклидова 

пространства £?ч отсюда следуют соотношения 

^ V). (2.14) 

Значит, изотропная линейчатая 1-полоса Г1 (^ч.) является 

единственной под^евклидовой 1-полосой в П (Дх)> инвари­
антный вектор Ал, определяет ее предельную плоскость 

Поо ^ а вектор "v находится на касательной плоско­

сти Пм в точке ГЛ . 

Теорема 2.1. Единственная полуевклидова 1-полоса П СХ), 

содержащаяся в афокальной изотропной 2-полосе П ( Д*) , 

определяет на ее прямой инвариантную точку - псевдофокус Р, 

в которой касательная плоскость П р Cdк) ортогональна 

предельной плоскости е в случае полуфокальной 
2-полосы единственная полуевклидова ̂ -полоса является торсо­

вой и псевдофокус совпадает с фокусом F . 
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Доказательство« Из дифференциальных уравнений (2.11) 
следует, что величина 

о — ДА * V АЛ. V + 4i ^ / г) т к \ § = = - (2Л5) 

удовлетворяет условию 

dl (иглос< и)-'5 k)V
0 ) . 

Для радиуса-вектора р? — ГЛ -v получим »следовательно, 

=0 (Kvxool и точка Р определена, таким 

образом, инвариантно. Если (Л поместить в точку Р ̂ то 

^йгО и выполняется условие псевдофокуса Z2-v - О (ср. 

.£10]). В силу (2.9), (2.10) и (2.15) абсцисса псевдо­

фокуса выражается через компоненты фундаментального объекта 

формулой , , , 

» = = A'flA'i A4 - А'?) - А-,МД'М'.'-А',' А'.'),„ 16) 

и"1.)1 +1ач)1 

Вторая часть утверждения теоремы следует непосредственно из 

теоремы 2.2 в [?'], по которой в полуфокальном случае векто­

ры кХ. и V коллинеарны. Следовательно, 1-полоса П (X) 

имеет постоянную касательную плоскость прямой и в точке Р 

эта плоскость, в силу ч/ = 0, одномерна, т.е. точка Р яв­

ляется фокусом Р. Теорема доказана. 

2.3. Рассмотрим поле афокальных изотропных линейчатых 

2-полос Г\ (А/) Тогда справедлива следующая теорема 

(ср. с теоремой 2.4 в [7]). 

Теорема 2.2. Для поля афокальных изотропных линейчатых 

2-полосП(д)существует поле канонического полуизотропно­

го репера\P^eL ,5 ^ где ^ 1, еА = - ± v 

и -» ? относительно которого ассоциированная с 

полем этих 2-полос система Пфаффа имеет вид: 

= О > uo 2-^ uj 4
0  ?  иэ 3= Su>\ , (2.17) 

Доказательство. Из (2.10) и (2.12) следует, что вектор 

ах. является в А пространственноподобным и имеет 

длину S. Из доказательства предыдущей теоремы следует, 

что в псевдофокусе Р имеет место 1л,-V - О. В силу это­

го, а также (2.9) и (2.10), можно -Ц и выбрать так, 

что 

t V  =  - S  ,  м . г = - 0  ,  V -  -  О  ,  v l  =  - 5  

и отсюда 
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A"^ = 05 --5, A°1, = 0 , A°* = 1. (2,18) 

Для координат вектора ми имеем теперь следующие выраже­

ния: ^ ~А*\ 5 ? ? следовательно 

вектор w также пространственноподобный. Напомним здесь, 

что векторы V и \Х/ определены лишь с точностью до 

слагаемых вида -X . В силу этого можно сделать такой 

изотропный поворот вокруг вектора е„ (см. напр. [4]), 

что 

ел = -5г , 

/ А*} _ 

А«' А\'„ 
^ ^ -3 s«- +  +  

После этого поворота полуизотропность репера сохраняется, а 

вектор \у7 - выражается уже формулой vJ * — ч Следо­

вательно, в новом репере дополнительно к (2.18) выполняются 

еще условия 

о \ л «г 

а. 
А°: = А«г = о. (2.19) 

В силу (2.8) все вторичные I-формы выражаются через главные 
и построенный нами репер является каноническим. Ассоцииро­

ванная с полем 27полос система (2.6) принимает вид (2.17). 

Теорема доказана. 

Из теоремы 2.5 в ["?] получим следующую теорему: 

Теорема 2.3. Для поля невырожденных полуфокальных изот­

ропных линейчатых 2-полос П Г Д) существуют поля полукано­
нических полуизотропных реперов 5 

где ксллинеарен к U, и является касательным векто­

ром торса, - ортогональный ему вектор в предельном 

пространстве С ) и изотропный вектор на 

касательной плоскости 1-полосы П ( . Относительно та­

кого поля репера ассоциированная с полем П (д) система 

Пфаффа имеет вид: 

Со л  = О, О , 5tol . ( 2- 2 0 )  
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§3. Фокальные невырожденные 
изотропные линейчатые 2-полосы 

3.1. В случае фокальной изотропной линейчатой 2-полосы 

все ковекторы ^ коллинеарны (см. п. 2.1) и, 

следовательно, касательное пространство П ̂ f Д*) в каж­

дой точке ГА совпадает с предельным пространством 

Поо(Дх) и является трехмерным полуевклидовым простран­

ством . Так как в дд,нном случае (см. п. 2.1) векторы 

V и \ху нулевые, то из (2.10) следует, что ассоции­

рованная с полем невырожденных фокальных 2-полос система 

Пфаффа (2.6) принимает вид 

ooi = Д°Л w'„ , u4=0. (3.D 
Отметим, что строение фокальных изотропных линейчатых 

2-полос в во многом похоже на строение первой диффе­
ренциальной окрестности прямой конгруэнции в (см.[18]). 

С другой стороны, изучаемые здесь 2-полосы можно рассматри­

вать как дополнительные к псевдоевклидовой цилиндрической 

1-полосе в изотропной линейчатой 3-полосе в *РЧ (см. [5]). 

3.2. В рассматриваемом случае все изотропные линейча­

тые t-полосы данной 2-полосы являются в силу (3.1) и (1.8) 

полуевклидовыми. В работе [б] мы определили для полуевкли­
довых I-полос П (д) точки сжатия (псевдофокусы) и граничные 
точки. Пусть П(^ задана при помощи своей проективной 

индикатрисы 
^ -0й "7\°. 

В силу (3.1) получим: 

%=(А°4 С, ) 'dj, -I- С."»?* , (3.2) 

а также , , 

ОЙ = t • «: ) . J _ х 

;; \ (^°<*««). (3.3) 

Абсцисса g10 точки сжатия Р = ГА вычисляется 

формулой 

(v.f > (.v.)1 

В силу непрерывности координат во множестве всех 1-

полос из П ( Д у) все точки сжатия заполняют на пря­

мой 2-полосы отрезок, содержащий все вещественные фокусы 
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2-полосы. Концы этого отрезка называются граничными точками 

изотропной линейчатой 2-полосы, а линейчатые 1-полосы,имею­

щие точки сжатия в граничных точках,называются главными 1-

полосами (ср. [181) 2-полосы. 

3.3. Известно (см. [18], а также [5,7~\), что абсциссы 

фокусов Р = ГЛ -у определяются из задачи собст­

венных значений: 

.. (А°^Л-Н;.=0; (3.5, 

координаты Цз собственных векторов определяют торсовые I-
полосы П [\). Следуя Ю.Г.Лумисте [13],можно относительный 
аффинор , зависящий от точки ГЛ на прямой, заменить на 

инвариантно связанный с прямой аффинор 

^1 = A'i-c-Si , (3.6) 
где С ° ( £°Л -t = - 4. является абсциссой 

центра Q, -=. -1 ( Rj прямой. Тогда ассоциированная с 

полем 2-полос система Пфаффа имеет вид: 

LOU uq°jwi, UJ4 = O. . (3.7) 
В зависимости от жорданова типа аффинора иЧ : невырож­

денные фокальные изотропные линейчатые 2-полосы делятся на 

следующие четыре классы: гиперболические, эллиптические, 

параболические и конические (см. [7]). В работе [7] для 2-

полосы из каждого фокального класса введены аффинные фокаль­

ные полуканонические реперы. Теперь нас будут интересовать 

только полуизотропные реперы, поэтов следует учесть и мет­

рические свойства соответствующих 2-полос. 

3.4. Поскольку в гиперболическом и эллиптическом случа­

ях cAnJt () -Ф О 5 то на эти случаи можно полностью 

перенести канонизацию подвижного репера, сделанную в [5] 

для конгруэнции изотропных прямых с псевдоевклидовыми ци­

линдрами. Отметим, что рассматриваемый здесь случай поля 

изотропных линейчатых 2-полос отличается от рассмотренной в 

[51 только дополнительным уравнением С03= О в ассо­

циированной системе Пфаффа. Доказанные в [5] предложения I 

и 2 можно теперь перефразировать для данного случая в виде 

следующей теоремы. 

Теорема 3.1. Для прямой х невырожденной гиперболиче­

ской или эллиптической изотропной линейчатой 2-полосы П(а>) 
существуют полуканонические полуизотропные реперы 
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^ С, з 3 1 ^ ̂ с началом в центре 

С прямой и с векторами -€^ и касательными к 

линечатым 1-полосам, имеющим точки сжатия в точке С. 
Относительно такого подвижного репера система Пфаффа, ассо­

циированная с полем соответствующих изотропных линейчатых 

2-полос, имеет вид: 

1) для поля гиперболических 2-полос: 

(3.8) 

2) для поля эллиптических 2-полос: 

из4 =<хи^ 5 - ̂ иУ0 % иоь=0. (3.9) 

Величина d Л — (соответственно, ct^- являет­
ся растояниеиМ между граничными точками и ^ Ä <v\ t>a*4 
есть угол между главными ^-полосами в центре прямой. 

Следствие I. В частном случае гиперболической 2-полосы, 

когда СХ = 4., фокусы совпадают с граничными точками прямой 

и торсовые линейчатые 1-полосы являются ортогональными меж­

ду собой. Такие изотропные линейчатые 2-полосы являются 

аналогами первой дифференциальной окрестности нормальной 

конгруэнции в (см. [18], а также [5]). 

Следствие 2. В частном случае эллиптической 2-полосы, 

когда СХ = >1, граничные точки и, следовательно, все точки 

сжатия 1-полос находятся в центре прямой. В этом случае 

главные 1-полосы неопределены. Соответствующая конгруэнция 

в ßj, (см. [18]) называлась изотропной. 

3.5. В случае параболической изотропной линейчатой 2-

полосы на прямой х имеется только один двукратный фокус 

F — С * ему соответствует двукратная торсовая 1-поло­

са. Поскольку других инвариантных 1-полос в этой 2-полосе 

не существует, .то в этом случае можно среди аффинных фо­

кальных полуканонических реперов (см. [?]) найти и соответ­

ствующие полуизотропные реперы. 

Аналогичное обстоятельство имеет место для конической 

изотропной линейчатой 2-полосы П(дх) . В этом случае 

каждая 1-полоса, содержащаяся в П (а„) , является торсо­

вой и имеет фокус F в центре прямой. Следовательно, сре­

ди торсовых 1-полос можно найти ортогональные между собой, 

касательные векторы которых образуют фокальный полуизотроп­

ный репер. 

Для этих двух случаев остается верной теорема 2.8 из 

[7] в следующей формулировке: 
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Теорема 3.2. Ассоциированная с полем параболических или 

конических изотропных линейчатых 2-полос система Пфаффе 
имеет относительно фокальных полуканонических полуизотроп­
ных реперов следующий вид: 

1) в случае параболического поля: 

со< = СО1, , О, (3.10) 

2) в случае конического поля: 

uV = LO2" = (3. II) 

§4. Невырожденные псевдоконгруэнции 
изотропных прямых в 

4.1. В предыдущих параграфах мы классифицировали все по­

ля невырожденных изотропных линейчатых 2-полос в ß4 по их 

фокальным свойствам. Получилось б разных классов - афокаль-

ные, полуфокальные, гиперболические, эллиптические, парабо­

лические и конические. С ними в полуканонических полуизот­

ропных реперах ассоциируются следующие системы Пфаффа: соот­

ветственно, (2.17), (2.20), (3.7), (3.8), (3.9) и (ЗЛО). 

Каждому из этих классов соответствует класс двумерных 

распределений А на многообразии 3$- всех изотропных 

прямых ß4 . До сих пор мы не налагали никаких дополни­

тельных условий на распределение А. Следовательно, эти 

распределения являются в общем случае неголономными и 

соответствующие им поля изотропных линейчатых 2-полос в 

образуют не голономные псевдоконгруЬнции /V-Q( â4', 2.) 

соответствующего типа. В данном параграфе будут нас интере­

совать случаи инволютивного распределения, т.е. те условия, 

при которых рассматриваемые поля 2-полос огибают соответст­

вующие голономные псевдоконгруэнции изотропных прямых. Воз­

никает вопрос о выполнимости этих условий при всех рассмат­

риваемых нами классах. 

4.2. Рассмотрим поля фокальных изотропных линейчатых 

2-полос относительно их полуканонических реперов. Во всех 

ассоциированных с этими полями системах Пфаффа (3.7-10) 

имеется уравнение 

U)3= О . (4.1) 

Дифференциальное продолжение этого уравнения, дает,в силу 

структурных уравнений (1.4), 

= cx°j coj0 , (4.2) 
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где СХ°* ~ СХ° ^ , Эта симметрия коэффициентов противо­

речит всем системам Пфаффа (3.7-9), кроме системы для поля 

канонических 2-полос. Получаемые выводы сформулируем в сле­

дующих теоремах. ^ 

Теорема 4.1. В пространстве £?ц не существует эллип­

тических и параболических псевдоконгруэнций изотропных пря­

мых. 

Теорема 4.2. Гиперболическая псевдоконгруэнция изотроп­

ных прямых в РЧ обладает ортогональными торсами. 

Дальнейшее изучение на инволютивность (см. [18]) систе­

мы Пфаффа (3.7), ассоциированной с полем гиперболических 

2-полос с ортогональными торсами, т.е. системы 

1лУ=00% , to"=COo , V0s= О (4.3) 

дает, что такая псевдоконгруэнция существует с произволом 

двух функций двух аргументов. 

Ассоциированная с полем конических изотропных линейчатых 

2-полос система Пфаффа (3.10) является вполне интегрируемой 

и представляет собой условие неподвижности точки в 1 £ч 
т.е. справедлива: 

Теорема 4.3. Коническая псевдоконгруэнция изотропных 

прямых в совпадает с изотропным гиперконусом прост­

ранства и определяется заданием ее вершины - вырожденной 

фокальной поверхности. 

4.3. Исследование на инволютивность систем Пфаффа (2.17) 

и (2.20), ассоциированных с полями афокальных и полуфокаль­

ных изотропных линейчатых 2-полос, дает, что соответствующие 

псевдоконгруэнции изотропных прямых в Фц существуют. Про­

извол такой афокальной псевдоконгруэнции определяется че­

тырьмя функциями двух аргументов, а полуфокальной псевдо­

конгруэнции - тремя функциями двух аргументов. 

В итоге получим следующую теорему. 

Теорема 4.4. В псевдоевклидовом пространстве 

псевдоконгруэнции изотропных прямых разделяются на следующие 

четыре класса: афокальные, полуфокальные, гиперболические (с 

ортогональными торсами) и конические (т.е. изотропные гипер­

конусы) . 
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I IX 1981 

THE GEOMETRY AND CLASSIFICATION 

OP THE TWO-DIMENSIONAL DISTRIBUTIONS 

ON THE MANIFOLD OF NULL STRAIGHT LINES IN *QH 

R.Kolde 

s u m m a r y  

Let denote the manifold of null straight lines of 

four-dimensional real pseudoeuclidean space QH (Minkows­

ki space). It is shown [4] that the manifold "3, has a 

structure of a homogenous fibre space 3 у С ̂-a. i 

where the base is the conformal plane, the typical 

fibre is the three-dimensional galileian space ^the 

transformation group is the group ^ of transformations 

in and the projection CH maps a null straight line 

[n,?o] = y <=. Os- onto its direction . 

40 



Every two-dimensional subspace Д x = l S-i * Szj of (lr) 

defines the null 2-stripe along of null straight line 

ХзХ^НЛ as a correspondence f~"\ (Дл1 between the 

points M1 of X and the three-dimensional subspaces 

nnt (Ay) through X in l<>
4 , The null 2-stripe is 

called regular, if dim (A*) =• % . The classification 

of regular null 2-stripes in кч by focal properties is 

given# There exist 6 types of regular null 2-stripes: non-

focal, semifocal, hyperbolic, elliptic, parabolic and coni­

cal 2-stripes. Correspondence distributions A on 

are given with their Pfaffs system in semicanonical semi-

null frames. 

The last section (§4) presents a proof that there are 

4 classes of the holonomic fields of null 2-stripes (i.e. 

null line pseudocongruences): nonfocal, semifocal, hyperbo­

lic with ortogonal torses and conical. The conical pseudo-

congruences is an nullhypercone of ^ . 
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ПОДМНОГООБРАЗИЯ С ПАРАЛЛЕЛЬНОЙ ТРЕТЬЕЙ 

ФУНДАМЕНТАЛЬНОЙ ФОРМОЙ 

Ю.Лумисте, В.Мирзоян 

Кафедра алгебры и геометрии 

Введение 

Основную роль в геометрии подмногообразий играет, как 

известно, вторая фундаментальная форма о<д подмногообра­

зия. В римановом пространстве не менее важное значение имеют 

связности V и Vх- в касательном и нормальном расслоениях 

подмногообразия, которые объединяются в понятии связности 

ван-дер-Вардена-Бортолотти V =V®71. 

Если 7<><д-0 , то говорят о подмногообразии с парал­

лельной второй фундаментальной формой. Интересный цикл ис­

следований Вилмса, Валдена и Феруса [I0-I4] таких подмного­

образий в евклидовом пространстве Еп выявил, что они яв­

ляются произведениями канонически погруженных симметриче­

ских R -пространств. 

В общем случае Vc<a = о<3 представляет собой третью 

фундаментальную форму подмногообразия. Если V^~0, то 

говорят о подмногообразии с параллельной третьей фундамен­

тальной формой. 

Исследование таких подмногообразий в пространствах по­

стоянной кривизны Мп(с) начато в [б] и 173 • В настоя­
щей статье расширяются некоторые ранее полученные результа­

ты и дается перечисление всех двумерных подмногообразий 

(поверхностей) с параллельной с*3 в Ez,. 

В.§1 приведены необходимые сведения из геометрии под­

многообразий в М^Сс). Теорема I и ее следствия в §2 о ло­
кальном строении подмногообразия с параллельной <хэ в 

М^Сс) несколько растирают результаты из [7]_(§3,п.5); 

теоремой 2 в §3 устанавливается, что все Мг с 7«3 = 0 

при Ча, - О (т.е. с V<xz =0 ) являются орбитами подгрупп 

Ли движений в (ср. [3] ) и наоборот, а при о^Фо 

прибавляются произведения некоторой спирали Корню с прямой, 

окружностью или с другой спиралью Корню (а также поверхно-

ти, описываемые в добавлении при корректуре). 
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§1. Необходимые сведения из геометрии подмногообразий 

1. Пусть Мп(с) является п,-мерным либо евклидовым 

(при с = 0), либо неевклидовым пространством (при с 4 0). 
Оно может быть интерпретировано как гиперсфера радиуса 

R=(Vc У*1 в евклидовом пространстве , при с = 0 яв-

лящаяся гиперплоскостью, и представляет собой п -мерное 

риманово пространство постоянной кривизны с. 

Подвижной репер в пространстве Мп (с) — элемент глав­
ного расслоения ( РМ^Сс), , Мп(с)) ортонормированных 

реперов в касательных к Ма(с) евклидовых пространствах — 
может быть в этой интерпретации задан с помощью радиуса-

вектора х текущей точки пространства Мп(с) и п по­

парно ортогональных векторов ел,... ел : 

>  е К ^  =  5 * 3 ^  j  п ,  J  

которые при с 4 0 удовлетворяют еще условиям 

< эс, = с"1, <ос,еа> = 0. 
Инфинитезимальное перемещение такого^репера определяется 

уравнениями 

dttac - CO^€j , = - С CO^X -h GO* «у , (J ) 

из которых путем внешнего дифференцирования получаются сле­

дующие структурные уравнения Картана ([I], стр. 156): 

dc^ = со* а oüi > (2) 

olq^= - ссо^лоо 1, сз) 

где со> к + 0 . 

2. Пусть в М^Сс) дано подмногообразие Мт класса 

С°°. Оно служит базой своего касательного векторного рассло­

ения ТМт и нормального векторного расслоения ТхГИт. 

Расслоение ортонормированных реперов РМп(с) после его 

ограничения на Мт может быть приведено к 

где РМт — расслоение ортонормированных реперов во всех 
касательных пространствах ТхМт и — расслоение ор­
тонормированных реперов во всех нормальных пространствах 

т^м т )  х<£м„. 

Пусть (е-,,-..,ет) и 4Л) являются 

произвольными элементами расслоений РМт и (ЗМт соот­

ветственно. Тогда в точках х е для векторов X €Т^-Мт 
с п р а в е д л и в ы  р а в е н с т в а  с о ° Ч Х )  =  0  j  = к ,  р > . . . .  =  т + 1 , ,  п 3  

т.е. 00е* =0 вдоль „ Из уравнения (2) следует, что 

ВДОЛЬ МТ ЛСЛ1 = 0 у t, J = 4, • .,ГГ\ У И отсюда, в 
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в силу леммы Картана, 

*>41-^ > К ' Ъ -  <4> 
Теперь из структурных уравнений (2), (3) получаются следую­

щие уравнения 

doo1" = СОi л СО j , (5) 

dod'̂  = c0l аоок со а со , (6) 

dtc^ = со^лсо^ + (7) 

где 
'у г 'v. 

rlc=-(i_<^ vc5^x (8) 

<«  = -$  »„« irXi-  < 9 > 

3. Из уравнений (6), (7) следует, что 2-формы 

•= doüj
l - со* accij. , 

52̂  = dcoj - оо£ 

являются полубазовыми (т.е. выражаются только через произ­

ведения сокЛСл^ ) на и - В силу теоремы 

Картана-Лаптева [2] в расслоениях РМт . и Q'vlm опреде­

лены связности с I-формами связности со^ г со£ , соот­

ветственно. Первая из этих связностей является индуцирован­

ной связностью Леви-Чивита V на Мт как в погружен­

ном римановом многообразии. Ее тензор кривизны выражается 

равенством (8). Вторая из указанных связностей называется 

нормальной связностью Vх- подмногообразия Мт, Ее тензор 

кривизны выражается равенством (9). Отметим, что О-1 +•££• = С, 
я^я^о. d 

4. Уравнения (4) путем внешнего дифференцирования при­

водят к соотношениям 

~ ~ + ) а со1 = 0. (ю) 

Здесь в скобках получились частные случаи некоторых стан­

дартных выражений. ^ ^ 

В общем случае, для системы функций Tti на 

обозначим — —«I •• °<t _ 
* t - L p. -

-jt*1"">-i:г*'-**- и"- + 2т*^-"'Л1] 
^r, ^ v ^ s-'г л 

n T*» —r—*' ''У/fc. ^ ...ü/yj — СЧ-1 ~ 
Если V =T„V^KCA) > то состав-

ляют тензор (смешанный) на . говорят, что 7 Т^1 j"'" 
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составляет его ковариантный дифференциал и его 

ковариантную производную в связности ван-дер-Вардена-Борто-

л о т т и  V  -  V  ©  ( с р .  [ 2 ]  ,  [ 9 ]  ) .  Е с л и  V  Т - Q ,  —-Ot, ".<Хг 1 Г 
то говорят, что I ц...t- параллелен. 

Из (II) после внешнего дифференцирования получается, 

что _ л ы. 
d(vtt:;;>)= 

= -2(v r-, +т ц. k i t  .. l f  

' v' s " Lf> fa (12) 

Так как (10) по лемме Картана дает 

,< Щ  =  (13) 

то Ь- составляют тензор на , который называется 

вторым фундаментальным тензором подмногообразия Мт, Обоз­

начая для векторов X = X" eL € TxMm # V = VJ"ej € Т^.Мт 

«d-x'yi)e-=^(x(y), 

получим вторую фундаментальную форцу <хд подмногообразия 

(см. [9]). С ее помощью для каждого % € 

определяется линейное отображение А-^ : ~ 

формулой < С/o<5L(X,y)>= <А^(Х)/У>. Отсюда: 

( А , Ч = ±  Г < . К Г ^ ' .  
L « = mt1 

Из (13) по формулам (5) и (12) следует, что 

-  ( « w i  -  с е „  о с ' л o o j  +  с ,  5 2 *  +  с  я ; ) +  

-h (^!-k(a)ka(a5^ + ) = ci^lj> а со* -h -£tyk сл/лсо^ , 

 . . 

vCJK ^ ̂ - <d<2* - C^J. (14) 

Так как Q-p , выражаются в силу_(6) и (7) через 

Со" А со* > то отсюда,по.лемме Картана. 7 4,,к выражается О _ > 0°( 
через со . Следовательно, -ъtJ к составляют тензор на 

Мт , который называется третьим фундаментальным тензором 

подмногообразия Мт - Обозначая 

Ul KX iyJ2")€ 0 <  = оц(Х,У,2), 

получим симметрическую трилинейную форцу в каждом Мт 

со значениями в Т^" Мт , симметрическую в силу (13), ко­

торая называется третьей фундаментальной формой <ХЭ под­

многообразия Мт . 
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§2. О локальном строении подмногообразия с 

параллельной в М„ Сс) 

1. Подмногообразия Mm С с = 0, т.е. с 

параллельной второй фундаментальной формой, исследованы в 

[10-14]. Доказано, что такое Мт является произведением 

стандартно вложенных симметрических R -пространств. Ло­

кальное строение подмногообразия Мт С МпСс) с с<э Е О 

исследовано в [5], где получено аналогичное разложение Мт в 

произведение минимальных подмногообразий полных омбиличе­

ских гиперповерхностей в МпСс). 

2. Подмногообразия Мт С Мп(с) с параллельной 

третьей фундаментальной формой <х3 , т.е. с V — О, 
рассмотрены в [6] и [7] (§3, п.5). Из (14) для них полу­
чается 

. „ ш» 

Отсюда для вектора средней кривизны Н = 

подмногообразия получается соотношение 

н^л"=0, (16) 

так как Д! "6к;й* = 2 41к52^ = -Д! = 0 

в силу = 4>"с и Q* = -52* -

Если И =0 > то Mm называется минимальным. В [7] 

доказано, что минимальное подмногообразие Мт с парал­

лельной <хэ в Мп(с) является при с ̂  0 вполне 

геодезическим. 

3. В общем случае справедлива следующая 

Теорема I. Если Мт является неминимальным подмного­

образием (т.е. Н ФО ) с параллельной третьей фундамен­

тальной формулой <х3 в М^Сс), то 

1) распределение 

ТХ" ; х6Мт-»Т,л" = {Х€Т,м„: АН(Х)'=Л„Х} 

для каждого собственного значения Ли £ и = 4, . ) инво-

лютивно в области, где Хи имеет постоянную кратность; 

2) в области, где все собственные значения линейного 

отображения Ан имеют постоянные кратности, интегральные 

подмногообразия распределений TXl, , Тх* образуют 

ортогональную сопряженную систему; 

3) в случае, когда -Ан имеет простой спектр, подмно­

гообразие Мт является локально евклидовым и имеет плос­
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кую нормальную связность. 

Доказательство. Из (16) видно, что И является комму­

тирующим нормальным векторным полем в смысле [7]. Утвержде­

ния I) и 2) следуют теперь из теоремы 5 в [7], так же,как 

часть утверждения 3), относящаяся к нормальной связности. 

Остается доказать остальную часть утверждения 3). Репер 

в каждом Тх
х можно выбрать так, что И = /< * 

Тогда и (16) дает = 0, в силу чего и 

51^* -0. Теперь из (15) при ^-т + 1 следует, 

что 

. С5+с^=0- (17) 
Так как (Ан). =х< 4'^ <5К<1 и Ан имеет простой 

спектр, то в каждом Тхмт можно репер выбрать так, что 

= Л- о- Ф Ad при L - Подставляя в 

(17), имеем ( Х ^  -  Х- ) ^  =0  (не сумм.!) и отсюда =0, 

Теорема доказана. 

Замечания. I. Если условие утверждения 3) не выполнено, 

т.е. Аи не имеет простой спектр, то, выбирая репер в 

каждом ТхМт так, что et\ € имеем из (17) 

\ J V-

и отсюда 

0 j v-\ u)£ tj = 0, нф1л, 

2 •v = О . если нф'У-. 

2. Из £1 ̂+1=0 следует, что в предположениях 
теоремы I при n = m-t-Л нормальная связность подмногооб­

разия плоская, т.е. =0 независимо от того, 

имеет ли А н простой спектр или нет. 

3. Если в предположениях теоремы I нормальная связность 

плоская и т-2, у то либо локально евклидово, либо 

вполне омбилическое. Действительно,в этом случае в (15) 

имеем 2.^ = 0 . Если среди 2х2-матриц В.* = il И хотя бы 

одна имеет различные собственные значения, то -0. Если 

все они имеют кратные собственные значения, то = Л* <?tJ-

и вполне омбилическое. 

§3. Перечисление двумерных подмногообразий 
с параллельной <х3 в Е^. 

I. Чтобы понять значение требования параллельности 

третьей фундаментальной формы, целесообразно провести полную 

классификацию подмногообразий, удовлетворяющих этому требо­

ванию, в каком-нибудь обозримом случае. Первый такой нетри­
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виальный случай представляют двумерные подмногообразия (по­

верхности ) ма в четырехмерном евклидовом пространстве Е^. 

Из указанного в §2 п.2 следует, что минимальная поверх­
ность Мд. с параллельной Хт, в Е^ является 2-плос-

костью. Из замечаний 2 и 3 к теореме I следует, что неплос­

кая поверхность с параллельной х3 в имеет 

плоскую нормальную связность и либо локально евклидова, ли­

бо вполне омбилическая; в последнем случае она, как извест­

но , является сферой в некоторой гиперплоскости Ег С Е^. 

В итоге получается следующая 

Лемма. Поверхность с параллельной в яв­

ляется либо плоскостью, либо сферой, либо она локально евк­

лидова и имеет плоскую нормальную связность. 

2. Полное описание поверхностей Мг с параллельной 

в дает следующая 

Теорема 2. Пусть является поверхностью с параллель­

ной третьей фундаментальной формой оц в евклидовом прост­

ранстве Е/, . Если ее вторая фундаментальная форма о<х па­

раллельна (т.е. = 0 ), то она либо I) плоскость, либо 

2) сфера, либо 3) произведение окружности и прямой (цилиндр 

вращения), либо 4) произведение двух окружностей (поверх­

ность Клиффорда). Если фО, то она1 либо 5) произведение 

прямой и спирали Корню, либо 6) произведение окружности и 

спирали Корню, либо 7) произведение двух спиралей Корню. 

Обратно, все указанные поверхности обладают параллельной <х3 

причем I )-4) с оц = О • 

Доказательство. Отнесем к каноническому реперу, 

построенному в [I], стр. 253. Тогда 

сО) — у°<! + Л )(л- , с О .. = 60 •+• 00 I 
х \ - • л * „ 

сс2 = (of-cücc , ^ -tco +"/-5 со , а> ь>0, 

и сравнение с (4) дает 

(19) 

^11=.л/ с-. = ̂ -> (2°) 

кроме того, из (8) и (9) следует, что 

^11 j. ~ -с"1- , = 

Плоскость выделяется здесь равенствами <х - € - =/?> -0/ 

сфера равенствами a - 4 =0. В силу леммы для остальных Мя 

а>с, &-о , о< а  + £г-а
г=0. (21) 

1 с одним исключением (см. добавление при корректуре) 
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Подставляя (19) и (20) при (21) в (10), получим в сил^ 

(13), что 

d(o(-i-a) - j£ со* - -*ь\лл ^ , 

d (о< - сх) — fi ^ ^ > 

5.о. с01 — с£ "+• %j-\xx ̂  > 

яасо^ = 4?ллл cad' - ŠhzOf, (22) 

cLj^> "+• (а< •— q.) vc^ .*— с ддд со , 

C ,a= C U  =  0 ,  

здесь учтено, что ß* к симметричны по нижним индексам. 

Условие параллельности о<^ , равносильное условию 

V ĵK = 0 > дает теперь в силу (II) и равенств последнего 

ряда (22), что 

-&дя. &4лл ~ 0 > ^ia.a ̂ a3.a~ - ' 

Отсюда, в свою очередь, следует, что 

а ал oof со" = о , 

т.е. в применяемом каноническом репере либо vC^ ~0/ либо 
= о -

Оказывается, что вторая возможность приводит к первой. 

Итак, пусть - 0 > из (22) следует, что тогда ß> =cout 
и все - 0. 

Если Я> - 0, то в силу (21) либо ч-a = О, либо а-а= 

= О. В первом случае £И1 = ̂ 7и~0 и условие v^-k = 

- О дает теперь = 0. Следовательно <х)^ = 0. 

Аналогичный результат получается во втором случае. 

Если Л Ф 0 , то из (21) следует, что AB = -ß =u>rvst, 

где мы обозначили Л ~ы. -to. , В - of ~ a . Отсюда диф­

ференцированием получается 

си r = о , + ^ ̂ 

в силу чего И̂=АА, ^ii2=zaA/ 

Первые два уравнения (22) дают теперь 

са. а ci в \ , -,"1 . z v1-
- - - Л ОС. -hzUCC) . 

А ß 

После внешнего дифференцирования и раскрытия по лемме Карта­

на получим 
. \ л 1 х 
tit A -yUCC. = сг ОС -h TOv , 

1 dUc - X <A>t = тсс* + VcC1. 
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Подстановка в условия V —О приводит к соотношениям 

Л+/А=0, <г=>г
г̂5--хг

) *=алгдIß V"5' 

и отсюда <г V =/и1-Ла. С другой стороны, при внешнем 

дифференцировании третьего уравнения (22), которое имеет те­

перь вид 

(А-В)<Х>1 уиАсл? -ХВсл?, 

получается, что сг +f = О. Следовательно Х2=уй.я и по­

этому Ла(А +В) = 0. Отсюда Л =/* •= О > так как В - - А 

приводит к Аа ~[̂ Х- ос* it, а следовательно к тому же. 

Теперь все K =0 и oof — 0. 
Таким образом остается исследовать лишь случай, когда 

OOF -=0, Т.е. когда 4 а̂ = 4 - 0. Тогда 

d.e1 — C-ö , ^4 Сл) р (23) 

где векторы 

- (о< -ha) 63 +/3>-е.4 , = (o<~a)€5 

взаимно ортогональны в силу (21). Для них находим 

з Ч - Г(* €i + + (24) 

[(* -а)Ч/*Л] €г + [ ^ (25) 

Из последнего тождества (21) получается после дифферен­

цирования, что 

(a! -t-cOoU^-a) ± (<х-а)<А(э<+а) = - 2/М4 ; 

подстановка сюда из (22) дает соотношения 

(с*-со-&и1 = -р> &л л л  , -'э> 

которые в силу того же тождества (21) равносильны с 

ß t,'M = , л 

Последние покажут, что векторы во вторых квадратных скобках 

в (24) и (25) коллинеарны, соответственно, к и fj-

Если ß = 0, то из (21) либо ot-t-a = 0> либо <*~а. = 0, 

т.е. либо ^ - 0) либо 4ч = 0 . Эти случаи мы включим 

в дальнейшее исследование как особые. 

Если ß ф 0, то и 4-^i линейно независимы и 

можно перейти к реперу с такими базисными единичными векто­

рами е; и ^4 > что -^з - ки'ез , ̂ ( = - В новом репере 

имеет место Cõ? = 0, т.е. и ^ параллельны в нор-
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(26) 

а условие параллельности оц сводится ж равенствам 

/> s . '> ч 
с( 4 1И ~ 0 , ci ̂  ххг ~ у 

отсюда 

I?,, =С1 = an vt, '4^- = c^at. (27) 

Так как <Agc' = d-CC = 0, то cc = cL>r > Cv =сСзд и в итоге 

для ГЛх имеем, в силу (23), (24) и С25), 

dx = <гл dza. +- > 

с^=^е 4си, , (28) 

л€^ = - k^cu-,, cw^ = , 

где в силу (26) и (27) к1 = С1̂ 1-^с!Л , кА = Сд -5Я -+ , 

cL = cvn.it , dx = сопл! . Отсюда видно, что,например,линии 

= veni I являются плоскими лиьиеями с натуральным 

уравнением к., - С1л1 л-с<и , получаемыми друг из друга 

трансляционным движением. То же самое можно сказать относи­

тельно линий А. = (.с -л jt , причем плоскости линий разных 

семейств вполне ортогональны в ЕГ/, . 

Рассмотренные выше особые случаи выделяется равенствами 

V, = d1 = 0 . Тогда в (28) следует положить к,е\ = i* - О у 

линии Az - VC н ft являются прямыми. Если при этом - О, 

Ф 0 , то линии л. •= с-с.ч st являются конгруэнтными ок­

ружностями и /VU есть цилиндр вращения в Е3 С Еа. Если 

с , о , то линии а, = vc к, .i t являются конгруэнтными 

спиралями Хорню ([8], стр. 263) и МА есть произведение 

такой спирали и прямой, т.е. соответствующий прямой цилиндр 

в c,Ct*v 

В неособом случае получаются аналогично следующие случаи, 

указанные в формулировке теоремы: при с, ~ С Х ~ О  ,  с<, Ф О ,  

сАяФС — случай 4), при с, =0, сх ФС,а1 ФО — случай 
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Теперь (22) заменяются на 
, -i , _ j"-* , >=-
слк 1  = ъ 1 1 1  vu 5  с, 
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б), при с1 ФО; — случай 7). 
Прямое утверждение доказано. Обратное утверждение выте­

кает непосредственно из полученных формул. Теорема доказана. 
Замечания. I. Теоремой 2 описаны также поверхности 

с параллельной третьей фундаментальной в евклидовом 
пространстве — такими являются поверхности I), 2), 3) 
и  5 ) .  %  

2. Теорема 7 в [7] утверждает, что в предположениях тео­
ремы I тензорное поле ß = Д А н тле А = 'J 7- 7 • — опе­

ратор Лапласа, ковариантно постоянно, имеет постоянные 
собственные значения, его собственные распределения инволю-
тивны, а их интегральные многообразия параллельны и вполне 
геодезические. Так как на С Ц с параллельной о<з в 
репере [<гЛ) )  ) в случаях 3)-7) мы имеем Ан = 1( 
то В = il Я С;2 £( II и интегральными линиями собственных рас­
пределений для В (т.е. полей собственных направлений) 
являются те линий, произведением которых в этих слу­
чаях является. 

3. Интересно отметить, что случаями П-4), т.е. поверх­
ностями ГЛд, с параллельной г  исчерпываются все дву­
мерные орбиты Мд_ подгрупп Ли движений в евклидовом прост­
ранстве (см. Гз]). Этим при п -Ц конкретизируются 

результаты в [10-13]. 
Возникает задача провести аналогичные исследования при 

размерностях в первую очередь при п. = 5". 
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22 IX 1982 

SUBMANIFOLDS WITH PARALLEL THIRD FUNDAMENTAL FOE* 

9.Lumiste, V.Mirzojan 

s u m m a r y  

If о<z ie the second fundamental form of a submanifold 

in a space form then ig the third fundamen­

tal form, where 7 ig the van der Waerden-Bortolottl connec­

tion. 

Let f0r and let the mean curvature vector 

H it 0 • It is proved, that eigenspace distributions of the 

are involutive and their integral submani­

folds form a orthogonal conjugate system ön If AH has 
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simple spectrum, then the Levi-Civita connection and the 

normal connection are both flat. A surface M2 with \7<v3-0 

In E4 is an orbit of a Lie subgroup of motions In (when 

Ix3 = 0 ) or a product surface of a Cornu spiral with a 

straight line, plane circle or an other Cornu spiralf or a 

surface described below in the addition by proof. 

Д о б а в л е н и е  п р и  к о р р е к т у р е  

Ввиду ошибки, допущенной при анализе случая ^ФО в до­

казательстве теоремы 2, в этой теореме пропущен класс по­

верхностей Ма с параллельной <Х3 у описываемый вполне интег­

рируемой системой 

СО3 = ОС? - О J 

~ А с о >  со| - ~ оо , со} со о02 ~ ß  с о  >  

со,1 = -у- (± А Од" -t/ico1), u>i = 0 J 

dtA =t^(Aa+/e2)ix),1 , + ' 

где ß — tyonst ф С, АфС; Ч'ФО. Исследование гео­

метрического строения поверхностей этого класса будет дано в 

одном из следующих публикаций. 

i 
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О ГАУССОВЫХ КРИВИЗНАХ ФОКАЛЬШХ 

ПОВЕРХНОСТЕЙ Уя ПСЕВДОКОШТУЭЩИИ ПРЯМЫХ В Еа 

Ю.Лумисте, Л.Туулметс 

Кафедра алгебры и геометрии 

I. Известна роль, которую играют псевдосферические конг­

руэнции прямых в евклидовом пространстве £3 при геометриче­
ской интерпретации классических преобразований Бэклунда для 

уравнения У^^л-т'У'. Эта интерпретация опирается на 

следующие факты. 

A. Если фокальное соответствие ос «—»ос* между двумя 

поверхностями и в Е3 устанавливается псевдосфе­

рической конгруэнцией прямых (т.е. таким образом, что 

j xx*l = а = const и касательные плоскости к этим 

поверхностям в точках х и содержат прямую и 

составляют постоянный угол fто Va и уЛ обладают 

равной постоянной гауссовой кривизной К (тео­

рема Бэклунда, [51, ]б], 14], §41 ?[7] ). 
Б. Для заданного направления в заданной точке поверхно­

сти с "К = const < 0 в существует псевдосфери­

ческая конгруэнция, для которой является фокальной 

поверхностью ( [5], [71). 

B. Асимптотические линии поверхности V2 с K=coi\4t<0 

в tr3 образуют сеть Чебышева [б]. 

Г. Псевдосферическая конгруэнция в Е3 является конгру­

энцией W (т.е. устанавливает соответствие асимптотиче­

ских линий поверхностей V, и Vj* [б], [4], §41). 
Д. Гауссова кривизна двумерного риманова многообразия 

, отнесенного к сети Чебышева с сетевым углом "У вы­

ражается формулой "к - -Уи/^^л-У- ([9], [б], Г8], гл. 12). 

Использование и аналитическое оформление этих фактов в 

случае поверхности \Л с ~к--1 в £3 и приводит к 

преобразованию Бэклунда для уравнения - Amf- . История 

этого вопроса частично изложена в [I], §14 (см. также Т2]). 
Если ставить программу обобщения геометрической схемы 

преобразований Бэклунда для указанного уравнения с использо­

ванием поверхностей V, в евклидовом пространстве Еп , то 

первым шагом должно быть обобщение положения А. Решению 
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этой задачи посвящается настоящая заметка. (Заметим, что не­

которые обобщения положений А и Б получены для подмногообра­

зий Vm. в Бдт-i см. [Ю], а также [II].) 

Ниже доказывается следующая теорема о гауссовых кривиз­

нах фокальных поверхностей Уд, псевдоконгруэнции прямых в 

Е* 

Теорема. Пусть для поверхности Va С ЕЛ существуют от­

литая от нее поверхность VС ЕЛ и диффеоморфизм 

Уд,—»Уд*, х I—>х* „ такие, что хх* с Тх с Еп 

и õ*x € Тх, с En, для любой точки х € Уд -

Пусть г - 1хх*1 ФО 5 обозначим угол между Va и 

через у, а гауссовы кривизны поверхностей Va и V * в 

соответствующих точках х их* через К и К*. 

Из следующих четырех утверждений каждое влечет остальные 

три: 

t = CcrvS-t И ^ = Осил t , (I.I) 

К const, (1.2) 

И T = GO/UT, (1.3) 

К = К* = - и 47=ccKvd. (1.4) 

Доказательство опирается на некоторые получаемые ниже 

формулы, которыми в предположениях теоремы гауссовы кривиз­

ны X и К* выражаются через величину > через 

компонента второго фундаментального тензора поверхности Уг 

и частные производные величин к и V (формулы (3.4) 

и (4.1)). Эти формулы представляют и самостоятельный инте­

рес. 

Заметим, что многообразие прямых хх* в ситуации, ука­

занной в теореме, называется псевдоконгруэнцией прямых. Ес­

ли выполнено (I.I), то говорят о псевдосферической псевдо-

конгруэнцид прямее. В случае п = А импликация (I.I) =? 

(1-2) доказана в [3] (где вместо "псевдосферической" 

говорят о " С -фокальной" псевдоконгруэнции). 

2. Используем аппарат подвижного ортонормированного ре­

пера и внешнее дифференциальное исчисление. Если {х) 

является подвижным репером в Ea и х радиусом-вектором 

точки х, то 

d£=e;jõ\ de 7  = е-и^ (гк,- = 1у...,«)> (2.d 
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где 

м " = ,  < < = е ' л в *  ,  ̂ + 0 ^ = 0 .  '  ( 2 . 2 )  

Требуя, чтобы х 6 Va. , е, = ̂  Ixx'l и ё!£ "Г*Хд> 

имеем 

Q%= ... =6П= О, ' (2.3) 

И ПОЭТОМУ 

в1 л »г ч- е'лбГ =о з, -v"). 

Отсюда по лемме Картана 

в," = Се1 + с»1, С = О' + О1 (2.4) 

Так как двумерные касательные плоскости ТуУя и ТгА 

имеют общую прямую х х*, то они принадлежат некоторой 3-мер-
ной плоскости (Б3)х в Е* и ^ можно выбрать принадле­

жащим этой плоскости (E3)x. Точка х* ё V/ имеет радиус-

вектор х* = 5с + te1 и поскольку 

ci.ос* = ( 6 4-ott)e1 +(01-Н'с61'1 )€я+t(Ö-, (2.5) 
= ̂  , - У rv ), 

то такой выбор означает, что 0, = 0; т.е. в формулах (2.4) 

имеем , V .< 

Поэтому линейная оболочка векторов ^ V lJ с произ­

вольными 1 е R , называемая первой нормальной плоскостью 

^ тс Уг к Va в точке а: является в данном случае дву­

мерной - она натянута на <и = €3 II ТЛ7= 4^ е* и 4^=ЙС/, 

и вектор можно выбрать принадлежащим этой плоскости 

N ̂ . Тогда 

~ = ~ о, 
т.е. 

= ̂  9 j, * 1 г= и д 1, в>о, е* = fe 2 1  f, (2.6) 

dl = ... = е" = 0 ; (2.7) 

здесь обозначено к ̂ = I , к.гг - бД . 

Присоединяя к точке ос* £ V/ репер | х* е/ }, аналогич­

ным образом имеем 

i i = 5 '  
(2.8) 

<£-3 — -^ryi y" -+- ctp^v7 , 

€-ч* t* - . 
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причем 

<i.X* = б1 + € * 0 * = €, 01 + e^-lnmYOfr1. 
Сравнение с (2.5) приводит в силу (2.6) и (2.7) к равенет-

вам 

ö = fr , 

. (2.9) 

е* wf = töi1-

Здесь -^rmY'-O привело бы к 0i =0, а отсюда следовало 

бы, что Уд, является торсом, образованным прямыми txx*, и 

что Уд* совпадает с Уд , вопреки предположению теоремы. 

Поэтому , а 2 з 

• (2.10) 
3. Гауссова кривизна X поверхности Vz определяет­

ся из формулы 

dO* = -X 9\лГ\ (3.1) 

и так как,в силу (2.2), (2.6) и (2.7)., 

de* = е, 3л^ =- у'л »2, 

то 

х^л&*= а,'л& г\ (3.2) 

Если продифференцировать (2.10) внешним образом, приме­

нив (2.2) и (3.1), получается соотношение 

- а е1+\ Г л < - •х б" а е2- = - ~ а в,' + ы у •• е* а е*. 

Подстановка сюда из (2.10) дает, в силу (3.2) и тожде­

ства 

=-1> 2дв2 = va» 1, 

- £ хал л г - 5-. 9"ло г- х е"ле г= 
tx г 

— 
Обозначив 

cVt = t.61 +г2е*, div-улч^е1, (з.з) 

получим отсюда 

= + + (3.4) 

4. Для репера {х*, h > присоединенного к точке х* е Уг 

и определяемого формулами (2.8), имеем аналогичные к (2.1) 

формулы 
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Из них получаются, дополнительно к (2.9), 

в* = de* - е3* = - + О* i&if = 92, 

»2 = <*?=."• $i* = е2 >dv, 

I; = о,..., = 

Имеет место формула, аналогичная (3.2), и так как 

•^9*л(^10'+1,1г~у1г+ъг) = 

•=- +rz± (?ц, + й)1/' л!/7; 

е 1ле 2  = (9л^art-1 <5 f-fx y 

sfd+t^qv^q'-la ̂  ^1ги = 

г*чаи +  ~t"n "г i • 
TO 

и  yi _ -ä».- v  4>l* •' ь  
'г'х ^(i-t ti) - '"ч^г (4.1) 

5. Форцулы (3.4) и (4.1) и являются искомыми формулами 

для гауссовых кривизн поверхностей V. и W при предпо­

ложениях теоремы, о которых говорилось в п. I. Доказательст­

во теоремы получается из них следующим образом. 

Пусть 1 - ос л. st , V = сол it . Тогда из (3.4) и 

(4.1) 

K « K * = - * 2 f £ ,  ( 5 . 1 )  

т.е. из (I.I) следуют остальные утверждения теоремы. 

Обратно, пусть имеет место (5.1). Тогда из (3.4) и (4.1) 

v, -<„y1= - (5.2) 

к<х*л - 'Ч = Vi • (5.3) 

Если при этом ~к' = се л $ t, то из тожества = О 

получается дифференцированием, что d't = t eet^'- с*v. Уравне­
ния (5.2) и (5.3) дают теперь 

АпггГ - О 

и поэтому Y'i - ' 71 - Ö И Тг = 0. Здесь hu" ° 

невозможно, так как вместе с (5.1) и (3.2) оно привело бы 

к С4^ - ± и теперь внешним дифференцированием из 

(2.10) получилось бы, что - ± 1 и следовательно 

A m f — O ,  ч т о  п р о т и в о р е ч и т ,  к а к  у к а з а н о  в ы ш е ,  п р е д п о л о ж е -
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нию теоремы. Поэтому - 0, т.е. из (1.2) следует 

(I.I), а вместе с тем и остальные утверждения теоремы. 

Если при (5.1) имеем t-tcmt, то из (5.3) получается, 

что ¥i = 0, а из (5.2), что Y* - О. Аналогично, если при 

(5.1) имеем f - comt, то из (5.2) следует t1 = О и из 

(5.3) следует О- Теорема доказана. 

6. Этим сделан первый шаг, касающийся положения А, на 

пути реализации программы обобщения геометрической схемы 

преобразований Бэклунда, указанной в п. I. Что касается по­

ложения Б для пространства Е3 , то при,переходе к случаю 

пространства Еп при п > 3 оно значительно меняется. 

Для поверхности Vz с "И = cenxt <о в Еп не всегда 

существует псевдосферическая конгруэнция, для которой V* 

является фокальной поверхностью, а если такая существует 

(ДЛЯ ЭТОГО В СИЛУ (2.7) Необходимо, ЧТОбЧ d/im Vx -2 

для любой точки ас е V* ), то при м> 3 только одна. Поэто­

му на V2 и на свободу выбора V/" налагаются дополним­

те ль ные условия, по сравнению со случаем л - 3. Анализ 

этих условий и возможностей обобщить положения В и Г являет­

ся предметом следующих публикаций. Заметим здесь лишь, что 

вопрос о существовании пары поверхностей Vz и V* в Е*, 

описанной в теореме в п. I, сводится к вопросу о существова­

нии псевдосферической фокальной псевдоконгруэнции прямых в 

En,, который при г\-Ц решен в [3], §4 методами теории 
совместности Картана пфаффовых систем — такая псевдоконгру­
энция в Е*, существует с произволом четырех функций одного 

аргумента. Напомним, что псевдосферическая конгруэнция в 

Е3 существует с прбизволом двух функций одного аргумент-

(см. [4], §40). 
В заключение заметим, что положение Д вообще не за­

висит от коразмерности поверхности V2 в Еп, 
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* Поступило 
14 xi 1963 

ON GAUSSIAN CURVATURES OP THE FOCAL SURFACES 

OF A LINE PSEUD ОС ONGRUENSB Ш 

Ö.Lumiste, L.Tuulmets 

s u m m a r y  

As a first step to generalize the geometrical scheme of 

Bäcklund' a transformation for the Sine-Gordon equation 

•=r Aia1/" the following theorem is stated. 

T h e o r e m .  L e t  f o r  a  s u r f a c e  Ч г  ̂  E „ .  t h e r e  a r e .  

an other surface v/ not coinciding with Чг., and a diffeo-

morphism Vx —7 Y*, such that й* 6 and 

ac 6 T^x for every point Va- Let t - \ хае* | £0, 

let у denotes the angle between "L*and *V*> and let 

1< and K* be the Gaussian curvatures of the surfaces V^ 

and V z
x  in the corresponding points ac and X х. 

Every of the next four statements gives as consequences 

the other three: 
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(1) t - coAxodr and if -  съукуЬ 

(2) к - к* _ - ̂2lf - ооксь 
•Xх-

(3) К = ~К* = - and /t-c^nsf: 
il 

(4) К = К^~ - and if-= ось it 
t a-

The proof usee the formulas (3.4) and (4«1) for "X and 
r"K *y which have an own Importance. 
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К ВОПРОСУ О /г-РЭДУКТИВНХТИ ФАКТОРПРОСТРАНСТВ 

ГРУПП ЕВКЛИДОВЫХ ДВИЖЕНИЙ 

К.Рийвес 

Эстонская сельскохозяйственная академия 

1. Введение. Рассматривается группа Ли движений G(n) = 

= (õ(r\) * Тп п -мерного вещественного евклидова прост­

ранства Qn. Пусть Н является ее некоторой замкнутой 

подгруппой Ли. В работе [б] рассматривались однородные фах-

торпространства G(n)/H при п = 4 и п = 5 с точки 

зрения их fi -редуктивности (в смысле Кантора [2]). Выясни­

лось, что в этих случаях единственной возможностью будет 

•г = А , т.е. среди всевозможных G(4)IH и СС5)1Н су­

ществуют лишь редуктивные [8]. В настоящей работе даются 
некоторые необходимые условия для того, чтобы при произ­

вольном о факторпространство G(n) / Н являлось (г -ре-
дуктивным, предполагая, что действие подгруппы И в прост­

ранстве £п - нетранзитивное. С помощью полученных условий 

I) результаты [б] достигается более простым способом, чем в 

[6]; 2) при произвольном значении п во многих случаях 

удается легко ответить на вопрос, может ли пространство 

GCn.WH быть р,-редуктивным с п>'\ или нет. 
Пункты 2 и 3 работы имеют вводный характер. В них поми­

мо исходных понятий и результатов описываются применяемые 

обозначения. В п. 4 сформулируется основная теорема, в п. 5 

результат применяется в случаях п = 4 и п = 5, в п. 6 

указываются некоторые возможности его применения при произ­

вольном значении п, а в п. 7 излагается доказательство 

теоремы. 

2. Исходник понятия и результаты. Пусть замкнутая г-па­

раметрическая подгруппа Ли Н группы G(n) - £(п) * Тп 

задается вполне интегрируемой пфаффовой системой 

Р л  * О }  А = 1 , сечь G(n) - I h (п* О, (I) 

где 6А - независимые инвариантные формы группы Gin). Ес­
ли обозначить через ^R базисные инвариантные формы под­

группы Ли Н^С-(п), то в качестве базиса группы G(n) 
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можно взять множество инвариантных фор! 

\  t  6А I R -  г  • А -  ...  j  etem Gin)] }  

где 

= Sl*  +р. е
л  G* (2) 

и /гд - некоторые подходяще выбранные постоянные. 

Пусть Л2 - линейное подпространство 2-форм в грассма-

новой алгебре внешних форм над полем /р с образующими 

и 0А. Оно представимо как сумма подпространств трех 

типов, которые натянуты соответственно на базисные элементы 

, еа ле8 и biR/\G* ( ... = -г,..., ; 

А} 6 j ... - ,GUrr> Gin)). Обозначим эти подпространства 

коротко через V (•&) ̂ V(G) и У (^, Q), т.е. 

Л2 = V(6) 6» Vfü) © \/(ic, G). 

Основываясь на определение fx-редуктивности пространства 

&(п) / Н j данное Кантором в L2], легко доказать резуль­

тат, который можно принять за определение р-редуктив­

ности. Именно, справедливо 

Предложение [б]. Пространство G(п)/Н является /г-ре-

дуктивным тогда и только тогда, когда существует разбиение 

множества \41 ... , н,] непересекащиеся подмножества 

1 R(i)^ ... , \ Rip.)] так, что 

{ rf^iu .. . и \  Qi^)]  = (3) 

и из уравнений Маурера-Картана для группы G(nj следуют 

соотношения 

ciG A  е V ( t  &) &V(G),  
ciz ß̂U> £ V (г^< +<; 

j &) & I/ (гЧ e V <%V , t' =•'( /I - -f, (4) 

cit1 ̂  e V ^ vfe), 

где V 0) с V  ( i  t G )  натянуты на базисные эле-

-менты $ RU) а бА для каждого с =• f,..., р. 
Отсюда следует, что если р - 4, то •{ Р (О I  - i  •>, •- ъ i 

и при условиях (4) пространство 6(n) / Н является редук-

тивным. Если же р, > 4, то в условиях (3) справедливы 

I  Rf-fM ̂ Н-.. ,м , -I l?(i)s п] 9(к)\  ~ф при С Ф к  .  
Тогда при выполнении услрвий (4) пространство G[n)/Н 

будет р, -редуктивным с р, > . Имеют место и обратные 

утверждения. 
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3. Постановка задачи и задание нетранзитивной подгруппы 

в G(n). По вышесказанному ясно, что если известна систе­

ма форм GА и система форм Я:Q некоторой подгруппы Ли 

Н, то с помощью условий (3), (4) можно установить, явля­

ется ли соответствующее пространство G(n)/H fi-редуктив-

ным или нет. В случаях п = 4 и п= 5 такая работа проде­
лана в [5,7] для /г= I и в [6] для /ъ> <1, Оказывается, 
что в случае нетранзитивного действия подгруппы Ли Н в 

Рп из условий (4) можно вывести некоторые условия Д-ре-

дуктивности для произвольного значения п. Эти условия 

дают возможность во многих случаях либо по структуре систе­

мы форе 5? R, либо по значениям коэффициентов уравнений 

(I) решить, может ли пространство G(n)/H быть л-редук-

тивным с п> > л или нет. Чтобы получить искомые условия, 

нужно поэтому сперва исследовать возможную структуру как 

системы форм öА , так и системы форм b-R некоторой не­

транзитивной подгруппы Ли Не Gfnlj а затем, учитывая эту 

структуру в условиях (4), сделать возможные выводы. С этой 

целью рассмотрим в пространстве f?n ортонормированный 

подвижный репер \М, \ Li - 4,... }п) } присоединенный к 

точке М е Рп. Его инфинитезимажьное перемещение под дейст­

вием группы движений G(n) определяется формулами 

ае3 -- cef > си* * = О > 

где \ ю "3<
) cv * \ является множеством базисных инвариант­

ных форм группы движений £(п), удовлетворяющих структур­

ным уравнениям 

сСсо* -- СО * А Со * , 
* 1 (5) 

CL си .. г со, А си , j j йс 

Пусть Н является ч-параметрической подгруппой Ли 

в £(п), действующей в /<"п нетранзитивно, и пусть макси­

мальной размерностью ее орбит в /Vn будет m < п. Чтобы 

перейти от базиса инвариантных форм •} со *, со *j группы 

Gm) к базису j ^, v Аi? выбранному специальным образе« 

по вполне интегрируемой системе (I), задающей подгруппу Н 

в группе G(n), следует иметь в виду, что бА являются 

линейными комбинациями форм со*,ее* с постоянными коэффи­

циентами (см. [I], стр. 18). Эти линейные комбинации опре­

деляются в ходе канонизации репера jM, е3 $ с учетом лем­
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мы Картана. Именно, если направить векторы е„,,.. , 

вдоль касательной плоскости с Rn орбиты , то 

соа = 0 , а - m +  4 , ,  п .  ( 6 )  

Внешнее днфферендарование этих уравнений дает, в силу соотно­

шений (5) и леммы Картана . 

со; - 6 7' шГ .0 , (Ь,у (7) 

где постоянные коэффициенты удовлетворяют условиям 

ß lexjj = в с73 . (8) 
а р 

Дифференциальное продолжение выражений (7) приводит с по­

мощью леммы Картана и (8) к линейной системе относительно 

форм со* со* (<< >(Ь у и > &) 

о , ,У . о г _ ,э ирз а _ л lo ja j у fq.  
% f> у v е ^  • (9) 

Так как,исходя из (6), (7), (9) нами ищется вполне интегри­

руемая пфаффова система, выделяющая в группе G(n) рас­

сматриваемую г-параметическую прдгруппу Н, то нужно 

предполагать, что система (9) разрешима. Пусть ее решением 

будет 

со* = £ or 

г  ^ > (ХО) 
с,\ L - I- Сссг1 о R 
л r -j 

где через Sl R ( ß ct im н = t) обозначены базисные 

инвариантные формы подгруппы Н, а Е C^J , Е - не­

которые функции коэффициентов ОL^s (т, = А , . . . ,  пп)} 

удовлетворяющие, в силу со? + со£ = о , условиям 

р сi'53 _ _ с w lt е ссч3 _ _ |г t"c:i f tt л 
r r ' r " r • 41 ' 

Кроме равенств (10) предположение разрешимости системы (9) 

в общем случае приводит к некоторым совместным соотношениям 

относительно параметров 6 ̂  , D , конкретная струк­

тура которых нас сейчас не интересует. Для нас более важна 

структура системы форм ( R = 4,•. ,*<-)> Чтобы ее описать, 

введем обозначения 

я - { со р i *, ̂ ( ,.. - /i,.. . t h-> ) <* >{, 

JV - j со I cx, 6,, . - - m + 4,  • •.,  n ,  Ci  > ь i.  

Пусть 
К, -  П I  ! R  -4,  .. .  ,  
Jtf, -- JV n j I R -vS. 

X 
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Тогда из (10) ясно, что е Н\Л< у со^ е JV\ JV, . Так 

как в силу (7) справедливо icvs< I у = 4,...,п-|}с{52*| R-J,...?], 

то t  zrr i .  Следовательно, при t, = rn все формы со? е  л  
и со^ е JV' выражаются через со У (= т.е. 

1 §1* ni\ - jtc? i з' = < ..., т J, Если же то 

,{Я я  I  R*4,.. . ,  \$ =i с-3" 1т) иЛ, UJ^ i. Следует еще 

отметить, что условие полной интегрируемости системы (б), 

(7), (10) приводит с помощью внешнего дифференцирования 

уравнений (10) к некоторым конечным соотношениям относи­

тельно 8^/J, D L!1^J. Если (6), (7), (10) задаюг подгруппу 

Ли Н в t(n), то эти соотношения в совокупности с выше­

упомянутыми соотношениями образуют совместную систецу. 

4. Формулировка основного результата. Пусть \-парамет­

рическая нетранзитивная подгруппа Ли Н с т-мерными ор­

битами максимальной размерности задается вполне интегрируе­

мой пфаффовой системой 

СОR - Q Cc b ... - Ш И ' 

curÄ - ßLt4̂ i to 3' г О ft ji - 'I ... m-
(ь jf / i 'll ' (tp) 

c u  i  -  -  C ,  £ - i , U * '  

c^c - e Slß  -  С uk,u^. 
<г( (? 

Так как эта система является более подробной записью систе­

мы (I), то множество индексов, нумерующих ее уравнения, 

удобно представить следующим образом: 

/ ai -  j  t  * . . .  t ctcfyi gfh.)j -
-  i  a.  -  *i  +  a  -  tn t  Ci -  hi  + 4,  . . . ,  n  ] U 
u j lcvßj , а = m+ n , p = m su (j3) 

U j LyÕJ , Cv У e A\J¥,J U 
U i [cci] , Cu' G JV\ЛЛ, i . 

Аналогично можно разбить множество индексов базисных инва­

риантных форм подгруппы И на следующие непересекающиеся 

подмножества 

•}k?$ ~ ] 'I, • • •, "с $ - i «4 t ai r Af ... > m j U (14) 
и j (<*(ъ) , cu' tic, 5 u i  (a i)  ,co^ € jv, j, 

Если для рассматриваемой подгруппы Ли Н имеют место пред­

положения г >м и X, * ф9 то введем для любой такой тройки 

индексов ( а , ̂  Т) ( С( = m + 4,n • ir •= 4,... ,m p что 

co£feJcf, обозначение 
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Q ̂  rz(efcci ß u-61 - F up R u£j - Г-   Q wej)kr - 2 8laj,j л >' /тс % 
игр a -г ст(ь) d г с d <г -(гр; ß у уга п л* > us) 

где коэффициенты Д f взяты из системы (2), определяющей 

систему базисных форм ji£Rj для группы GCnj, дополняю­

щую f &А( до ее полного базиса. С учетом (13), (14) и (15) 

можно сформулировать основной результат настоящей работы, 

доказательство которого приводится в п. 7, после примеров 

его применения. 

Основная теорема. Пусть Н - <г -параметрическая не-

транзитивная подгруппа Ли движений с m -мерными орбита­

ми максимальной размерности и пусть факторпространство 

G(n)/hI является /г-редуктивным. Если либо 

1)ИЛ - 0 } либо 

2и при всех таких 

что со; е ? нарушается хотя бы одно из условий 

<см, ̂  

q^t«u *е";' . ц6) 
qtapi - е c^ c l  = с со л  & 
4 ($•(!,; Ссрз u <1Г|Ъ> > с 
QJ# A ,  =0  , ) а 'НА*\Иа1ГЗ .  L f t f i ' J ,  t c | * 3 j ,  

то возможен только случай /г = 4. 

Следствие. При условиях основной теоремы порядок гь 

редуктивности удовлетворяет неравенству ^ < А. Иными сло­

вами, при упомянутых условиях пространство G(n)/H может 

быть либо редуктивным, либо нередуктивным. 

5. Применение теоремы при п = Ц и n = tr. По результа­

там работ [5-7] известно, что при п = ̂  и л =5" фактор-

пространства G(n)/H являются лишь редуктивными или ме­

ре дуктивными (fv^V. При этом доказательство этого резуль­

тата в [6] требовало просмотра 27 типов нетранзитивных под­

групп Ли Не Gin) (п^^,5) с точки зрения условий (4), 

соответствующие однородные пространства G(п)/Н которых 

не оказались по результатам [5,7] редуктивными. С помощью 

основной теоремы настоящей работы для большинства типов из 

списков [3,4] подгрупп Ли Н значение fv 6 4 для прост­

ранства С(п)/Н получается либо вообще без дополнительных 

рассуждений (если Н, = <р ), либо после небольших вычисле­

ний. ИмеАно, в [3,4] показано, что группы G(4) и G(S~J 
содержат соответственно 20 и 46 типов нетранзитивных собст­

венных подгрупп Ли Н с m-мерными орбитами максималь­
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ной размерности. Учитывая системы (12), выделяющие эти под­

группы в группах G(n) (п * к и 5)? возникнут следущие 

возможности. 

1) Подгруппа Ли И является m-параметрической, 

т.е. t ̂т. Тогда Л,-=0 и,по основной теореме и ее след­

ствию, всегда /г < -I. Тем самым пространство G(n^/ Н 

будет либо редуктивным, либо нередуктивным. Для окончатель­

ного решения вопроса - каким именно, нужна работа, проде­

ланная в [5,7]. 

2) Подгруппа Ли Н с G(n) является х -параметрической 

с -г >т и в ее уравнениях (12) все ßLa£] - О. Таких 

подгрупп в G (Ч) существует 3 типа ив G( 5) - 9 типов. 

При сделанных предположениях Jt, ̂  0 и с учетом обозна­

чений (15) очевидно, что всегда нарушается первая группа 

условий (16), так как она приводит к противоречивому равен­

ству / =0. Следовательно, и в упомянутых случаях всегда 

порядок fi -редуктивности пространства G(n)IH удовлет­

воряет соотношению р. ^  4.  
3) Подгруппа Ли Н с G(n> является -параметрической 

с лс >т и в ее уравнениях (12) некоторые ß ' * 0. Соот­
ветственно индексам ненулевых коэффициентов ß C' Ĵ возник­

нут два подслучая в условиях (16). 

ЗА) Несмотря на сделанные предположения,из выражения 

(15) следует хотя бы одно равенство Q. г^\пП, - С, соответ­

ственно чему так же как при предыдущих предположениях 2),  
нарушается условие (16), дающее противоречие 1=0, Описан­

ная возможность имеет в G(Н) место в двух случаях, а в 

С- ( 5; - для подгрупп 9 типов. 

ЗБ) В остальных случаях, т.е. в GM Для 3 типов подгрупп 

Ли и в &(5удля 5 типов подгрупп Ли Н 9 условия (16) 
дают некоторые выражения коэффициентов /г ̂  через ненуле­

вые в l'yj и для окончательного решения поставленной зада­
чи нужно довести до конца проверку условий (4) при конкрет­
ных уравнениях (12) так, как это делалось в работах [5-7]. 

По тем результатам оказывается, что среди упомянутых 8 

типов подгрупп Ли HcG(n) ( п -- Ц и ) все пространства 

G(п)/ Н Iкроме одного - редуктивные, т.е. п - 1. С учетом 
результатов [6] оставшееся будет нередуктивным (п-0). Тем 
самым вместо 27 типов нетранзитивных подгрупп Ли подробно­
го просмотра с точки зрения условий (4) при р > 1 требова­

ла лишь одна подгруппа И с G(5). 
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6. О применении теоремы при произвольном значении п. 

Описанные в п. 5 возможности I) и 2) видов уравнений (12), 

задающих нетранзитивную подгруппу Ли Н с G(n) у имеют об­

щий характер с точки зрения условий основной теоремы и ее 

следствия. Именно, как только нетранзитивная подгруппа Ли 

Н с m-мерными орбитами максимальной размерности в Рп 

является m-параметрической или в ее уравнениях все В C^J= О, 

то соответствующее однородное пространство G(n)/H будет 

либо редуктивным, либо нередуктивным ([Ы -i). Окончательный 

ответ получается методом, описанным в работе [7]. 

Рассмотрим, например, некоторые типы нетранзитивных 

подгрупп Ли Н в группах движений G(n). 

Пусть Н0 выделяется в С(п) вполне интегрируемой 

пфаффовой системой 

Со* - О СО6 = О (а, 6 - 2,п), 

си,2 = ccc'1 , cv,s = ... = со,п = о. 

Тогда Н0 является ^-параметрической и ее орбитами мак­

симальной размерности будут окружности S, cRn. Так как 

то,по определению,<к,(Но)=0 и, следо­

вательно, для G(n)/Hо справедливо jv  $ л. 
Легко убедиться, что подгруппы Ли Нк (к -At... , п-л)> 

орбитами максимальной размерности которых будут к-мерные 

плоскости в пространстве , задаются в G(n), соот­

ветственно, пфаффовыми системами 

со* - О, со* = С , со< - О, 

Со* -  С С *  ,  (Ь -4,  .  . . ,к;  й,  6 г  IC4 -1,  .л  ). 

Тем самым Нк будут к -параметрическими, всегда 
и поэтому для G(n)/Hk имеет место 

Но и подгруппы Н к  (к = 2,...;п-1) }  которые задаются в 

G (п) уравнениями 

со* -о, cv® - о j cog = с? ( <* "f,..., к • q, 6' -- п), 

^действуют в нетранзитивно. Их орбитами максимальной 

размерности будут плоскости с ^ как и для подгрупп 

Нк. Хотя теперь ) = Vй? 1 Р = k 

по следствию*теоремы при G(n)/HK все равно /г < -/, так 

как все ß 3 - с . 

7. Доказательство основной теоремы. Пусть г-парамет­

рическая нетранзитивная подгруппа Ли Н с m -мерными 

орбитами максимальной размерности задается в группе Gin) 
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вполне интегрируемой пфаффовой системой (12). Дхя доказа­

тельства теоремы нужно убедиться, что при сделанных предпо­

ложениях и указанных условиях не существует такого преобра­

зования базиса инвариантных форм группы G ( n )  { с  

— GAi и такого разбиения (3) множества 

чтобы уравнения (5) Маурера-Картана приводились к виду (4) 

с > 4. В общем случае удается показать, что всегда 

ciQ" G v($* t  е) &v(e)> 

т.е. i  R(4)$ -  i  - и,---,  t J и тем самым порядок д-ре-

дуктивности не больше единицы. Так как по предположению 

пространство G(n)/H - д-редуктивное, то существует 

единственная возможность Если такого предположения 

нет, то условия теоремы оставят вопрос о том, равняется ли 

/г единице или нет, открытым . Он решается с помощью 

вычисления Если (4) удовлетворяется, т.е. ci$ R  е 
£  V ( ß )  +  V ( 9 ) ,  то G ( n ) / H  будет редуктивным, иначе - нет. 

Чтобы найти разложение cLG* по базисным элементам 

подпространств V($) , V(Ö) с /\г} выпишем сначала 

выражения форм 9А через базисные инвариантные формы 

Ко*, со jj с учетом системы (12) и разбиения (13) множест­

ва индексов 

a Q г  , у 
" 8 У " ' (17) 

e'^-cof - r s ,и>* ел\а„ 

G UcU - со^. - Е , с >сб z со^ е JV VA*",, 

где с учетом со* •+ со^ =о и (II), справедливы 

в L * S 1  * 0 -  0 }  0 С с Ы З  + Q C o t c J  = о. (18) 
При этом, соответственно разбиению (14) множества индексов 

\ базисными инварианта»« формами подгруппы Ли Н бу­

дут 

Q* (19) 

где также 

r ü ,  « О .  ( 2 0 )  

Так как для произвольной подгруппы Н с G(п) множества 

J4 „, JV, можно считать неизвестными, то в общем случае с 

помощью уравнений Маурера-Картана (5) среди дифференциалов 

et подробно описуемы лишь cL9s и а£гврз. По (17) 
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они выражаются через duj* ; сСсс* . Последние определены 

уравнениями (5), в которых целесообразно учитывать разбие­

ние (19) множеств К и JV* , Тогда 

dcv* =. Cv Р A Cu^, + сисЛ + со ž Л со* ( Cv1^ £ Jv* \ЛЛ, )  Со1 & 
ctcu* = со^Асо^ ->-со?Лси* - соё/\со£ (си^ £ JVVJY^ со* eJYJ, 

Ct со" -си' л СО Г* -1 СО ^ Л со - •+ Со' Л CJ^ 4- со 6 дсо", ' "J ' Р (Ь £ f> // р С (Ь Ь 

(со* eJY\J4„ ; co^e/c,, CV* еЛ*\АЛ, у со* Gü\). 

Преобразование i со*, со* 5 -•>- 1$*, 0AJ влечет с учетом 

(17), (19) и (2) соотношения 

аи=^-/^0а. сu*-0s
; 

w* & я,- cv; --ß cy4Q y -ß Lyy5fdA  +eC aM; 

со* - i?fo *J- 9'\ со 1 е М • cv I = Е * - f *9* +6|Cj"fI, cv^eJY \JY,: 

WnC r Lr Cctfl g grt + g CccJ с „ jŷ  
<4 к К I £\ ' C( 

Их подстановка в (21) дает разложения с&о*, a'cu^ по ба­

зисным элементам подпространств V(4QZ9) V(6) / V((J) с- Л2, 
По условиям (4) среди членов этих разложений в наших целях 

наибольший интерес представляют элементы из V($,&). Поэтому 

в дальнейшем мы опускаем из рассмотрения элементы V(ö) как 
в выражениях cuo* , et со^ )  так и в сооответствующих а9* }  

заменяя их лишь обозначением 9\& . Тогда будем иметь 

асоа = ̂  л0 сам - er-;cj г^л0г - $(лол0г - еле, 

где, в силу to* £ WXJV, , со* е JV„ , всегда с *£; 

сСсо< = А? $С^Л0А + /vf г^АбА + С-1 * гС(сс°ле - Олб. 
/А ОТJ.) / Л 

где, в силу со* eJYxJ-c^ cu^ е , всегда =ч а через 

<$*Л0 } 41ссг>/\& коротко обозначены соответственно 

ч л е н #  и з  и  \ I ( S - U n ) ,  9 ) -

oi  cc* = л [ 6'cairl - 8 Lö
ž:J pi  9 А 1 + 

+ j  ttf л ice£; б у1 - e^ вqa * в ecft<j-& LC^ 

+ £ у л 9 * $(соУл 9 + еле, 

где, в силу cu|, ejfv-k-, , co£ , всегда ž, *jt и сojea;, 

Так как по (17) имеет место 

et 914 = eteu.'1^ 

d. 9  f n ? J  = ci  cc I  - ß с у '  }  

то после введения обозначения Q Cn<5J из (15) эти дифферен-
CIT^A 
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циалы представляются в виде, в котором для краткости изложе­

ния подробно выписываются только члены, имеющие в поставлен­

ных целях существенное значение: 

ete5 -   л & -1 С2с1#*л9г - еле, 

е ̂  (гр, л [ q с«̂  дл + д ml + £ сif j gt«j _ ем gcepij + 

-«• 2_ т^'^ле + $*л© + г 6  с с о° а е + 9а0, 
zx t*p — 

где 6 * е и если Я л  ф  ф ? то со£ е JY1. Следовательно, 

G vf*^,е)# vf^fe<>, ejs-vfe), 

откуда ясно, что всегда 

1 |Ъ . (Ь = >i, ... >   \ U { (о S ), ̂ <Е Л'* j С - j  R  (Л) j .  (2*5 )  

Если в случае рассматриваемой подгруппы И с GfnJ справед­

ливо Нл=ф} то по (14) получено j R(t)i -1 £$ = j , *5 
что,с учетом результатов из п. 2,приводит при сделанных пред­

положениях к /а = 4. Если же Л'., * ф} т0 неравенство ^ > 4 

возможно только тогда, когда 

Q U M  g A  +  д С - х Т П  v  Е  U | i l  g t a c j  _  ̂  С*cl g  tc,bl 
< гг (  v a CiTfi; < "( i)  

В силу линейной независимости форм 0А отсюда следуют ус­

ловия (16), при нарушении которых,кроме (22),также 

1 (ТГ(Ь) z СО р G >(, j с 1 r? f -f)) > 

что с учетом (14) опять равносильно ) Р(-о\ Н Р$..Теорема 

доказана. 
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OS ^v-RE DUCTI VI TY OP FACTOR-SPACES OP THE GROUPS 

OP EUCLIDEAN MOTIOHS 

K.Riives 

S u m m a г у 

Let 'G(n) be the group of motions in real Euclidean 

space IxV and let H be its closed non-transitive sub­

group. In the paper some necessary conditions of /г-reducti-

vity of factor-space G(n)/H are given (see the basic 

theorem in p. 4). With the help of these conditions the re­

sult of [6] is obtained more simply and for arbitrary n 

in many cases it is possible to say, can the factor-space 
G(n) / H be p-reductive with ^1 or not. 
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к изотропной пшводимоста однородных пространств 
с полупростыми группами 

а.Фляйшер 

Лаборатория прикладной математики Т-ГУ 

Работа посвящена изучению гладких однородных пространств 

G/H с полупростыми & и Н . На всяком таком прост­

ранстве естественным образом возникает редуктивная структу­

ра. Доказывается существование специального разложения ре-

дуктивного оснащения в прямую сумму подпространств, инвари­

антных относительно присоединенного представления группы 

и выводятся соотношения ком^тации для этих подпространств 

(см. ниже Теорема). 

I. Предварительные сведения 

Пусть G - связная группа Ли с алгеброй Ли ^ и hl -

замкнутая подгруппа в Q с подалгеброй Ли h . Однородное 

пространство М = &/И называется редуктивным ([1,5]), 

если в g существует такое подпространство т, назы­

ваемое редуктивным оснащением, что Cj- fi+m (прямая сум­

ма) и (Ad H)m с m-. Локально (в терминах алгебр Ли) вто­

рое условие заменяется на [ т]спг и тогда соответствую­

щая пара (a, h) называется редуктивной парой. Б случае 

[уп,  f i t]  с П редуктивная пара (ß, (г)  называется симмет­

рической и соответствующее пространство &/Н - симмет­

рическим. Нас будет интересовать случай, когда (^, h) не 

является симметрической парой. 

Следуя А.Сэйглу ([б]), фиксированное редуктивное осна­

щение ftl можно наделить структурой неассоциативной анти­

коммутативной алгебры, полагая для X,У е /п произведение 

X У - [X , У] m ; где [X, У] m - проекция скобки [Х, У] 

на подпространство Ш (проекцию скобки [ X, У'J на А, 
будем обозначать fi (x, у) ). 

Для фиксированного разложения д ~ А + т из тождеств 

алгебры Ли ^ следуют равенства: 

= ;  ( I . I )  

к (Z,K)]+[2, к 1.2) 
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l ( x y , Z )  +  A ( i l Z , X ) +  к  ( I X ,  i t )  =  0 ;  (1.3) 
[h(x,y),  u]  = A ([x,v],y)+&•(>(,[У.И]); (1.4) 

[ZZ, Х У ]  = [ % Х ] У  +  Х [ и , y ]  , (1.5) 

где X, Z e' m t lii n . Из равенства (1.5) следует, что 

отображение od^ U • т-^т } X>-*[%,X] для Лб ftl, 

Не п является дифференцированием алгебры т. В даль-

нейшем будем обозначать aämU через £{l(). 

2. Полупростота ^ и Ж 

Пусть ^ - полупростая алгебра Ли с полупростой под­

алгеброй А-. Известно, что на д можно определить не­

вырожденную форму Киллинга К , ограничение которой на /г, 
в силу полупростоты А, также не вырождено. Изучению та­

ких пар ( g , А) посвящены работы ̂ 2j и [з]. Обозначим 

через В ограничение формы К на т и введем наря­

ду с отображением 

Sj (U) • т•-* т /  У *-* [?/,  6/J 
отображение 

L  ( X )  •  т  — *  > п  ,  У  < - >  X  У  
для Х,У em, А .  

Предложение I. Пусть ^ - полупростая алгебра Ли и 

4 - ее полупростая подалгебра. Тогда (. <j, &) является 

редуктивной парой с разложением к + т , где т - kL 

(здесь -1- - взятие ортогонального дополнения относительно 

формы Киллинга К алгебры ^ ). Форма В - К |w не вырож­
дена на m и отображения <=£и L(x) являются ß -

кососимметрическими для всех l ie  -h ,  X £ т . 
Доказательство. Б силу невырожденности формы Киллинга 

К на ^ имеет место разложение ^ = h + rti, где 

т.  -  А а ={Хе^ I  К{Л,к) '-С} 

и определено однозначно. Ограничение формы Ö на /п также 

не вырождено, ибо если В(Х,лг}-0 для т> то 

ß(Xym)= К(Х,т) =С и потоку /= Л. Редуктив-

ность пары (о, А) вытекает из равенств 

К ( [ т , А ] ,  к )  =  К ( т ,  [А. & ] ) - 0 ,  

вследствие чего [/и, /гJ с m. Из равенств 

В (SB (U) HZ) =õ([K,  у],  2)  =-&( У,  [к,  2])=-L3 ft  f  
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ft (l(x)y,z) = s(xyyz) " e([X,y],Z)  = 

=-e(i/,[x,z])p.(i/,xz) ~-e,(y, Цх)г) 

следует ß -кососимметричность отображений и L(X). 

3. Разложение /71 

П о л ожим lY l j  =  [Xt/ iL  j  &[U)X ~ 0 ,  \f  l i t  к  }j.  

Из равенств (I.b) и (1.2) следует, что /71с - подалгебра 

Ли алгебры fTL и потому h0~h*-mo является подалгеброй 

Ли алгебры (J . Докажем, что 

& ( m 0 j m )  =  o .  (3.1) 

Действительно, если 'Utk,  К t  di  t  \  б/r L  0  j то 

О = К (Я(-и) V,  X)  = К ([и,  V],  X)  = К (и,  h  х 1) -

=  к  ( и ,  V X . 1 -  h ( i ; x i )  =  к  ( и ,  A ( i ; x ) ) .  

.{е вырожденность К на h*h влечет /г (- Г и пото­

му [т с ,  /п]  -  т с т.  
Лемма I. Ограничение формы В па tUc*iU0 невырожде­

но. 

.^х&зате льс тво. В силу полупростоты i i  ее присоеди­

ненное представление вполне приводимо, поэтому существует 

а ci il - инвариантное разложение in ~m0i-n . Докажем, 

что (ad k)п — t l .  Если это не так, то пусть (ad-k)hl  -рс-И, 
и опять для р должно существовать ad к - инвариант­
ное дополнение р' такое, что п=р + р'. Тогда 

к)р'  с.р'п (ad-hj i i  =р'пр -  С и р'  должно 
содержаться в , что противоречит условию и влечет 

(ad -hjt i  = я . Если теперь I е т 0  и ß ( V", /v0 j -C )  то 

Р)( V т) = I/, m 0i-n) - P>(V. n) - ß(V, (ad-h)%)-

- - /3 ((W Tz) i/, /г J = 6:, 

что приводит к I - Г и влечет невырожденность формы ß 
на пг с хт с .  

Результат леммы позволяет осуществить разложение 

Гг1-/П01-п, где tl - m j" ( п ортогонально ) относи­

тельно 6 , в котором ограничение ß на ' >1 * п также 

невырождено. 

Следуя ([4]), будем в дальнейшем подпространство рс т 

называть ß -подпространством, если ограничение формы ß 
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на р невырождено. 

Рассмотрим множество отображений L (rn 0 )  ~ l i  ( l j ,  V£М 0  j. 

Лемма. 2. Множество L(ync) содержится в алгебре диффе^-

ренцирований 1)е г (м) алгебры 171. 
Доказательство. Для V, \i'ei7l0 и Хбпг , используя 

(1.2) и (3.1), получаем 

0= ф'Х) ̂ IVfX t/j i-X (Vlt'H[L(j'J, L (W)i  -  L (YS<'))X,  

что влечет [l(V'), L (IX')] = L f VW) . (3.2) 

Если У € m то из (I.I), (1.2) и (3.1) следует 

L ( v ) ( x y )  = iz(xy) =-x(^v/j-yfi/z<y) = 

= (l"xj 7 + X (Vi f)  -  (1(1/' )x]y+-x (L(V)y) J  (3.3) 

что доказывает утверждение леммы. 

Заметим, что L (mc) п с/г . Действительно, ß(wo, l f lcn )=  

= ß [mcl}lc/ /г j = 0 вследствие ортогональности ülc к ft от­

носительно ft и того, что пг0 - подалгебра в т. 
Введем в рассмотрение подпространство 

ПЪ1 У(гп( L(V)4 = 0 для всех l/e rU c ]}.  

В силу (3.3) подпространство fit* будет подалгеброй в 

tl и потому tli-h+mo-rnij является подалгеброй Ли алгеб-

ры ä- j  :  
Лемма 3. Подпространство является oa п - инвари­

антным Р>-подпространством. 

Доказательство. Прежде всего заметим, что ввиду 

)ег(т) из (3.2) получаем 1 

О ( М ) ,  L ( V ) ]  -  L ( £(U)V)  =  0  (3.4) 

для t( 6 /ly V&nic Если теперь взять Ус: /тг , то 

из (3.4) получаем 

, [ £ ( « ) ,  - £( t ( ) (L ( l ' ) i f ) ~L (U ' ) (£ ( и ) У )  ~ Р .  

Но Liv)У~ 0, поэтому Л-(2с)У /71 f  9  что влечет acl-f i-
инвариантность Wi ̂. Для X и i/e из равенств 

c.dj v(x) = [v, х] *- гх <- h (v, x) = l'x - l (ijx 

вытекает, что действия ü.ä^ i7lc и L(nic) на m сов­

падают и, таким образом, действие L(т6) на '/I вполне 

приводимо. Теперь невырожденность ограничения ft на 

лг,х m, доказывается аналогично тому, как это делалось 

при доказательстве невырожденности 8 на J/iL- <*• шс в 
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лемме I с заменой aol ~ инвариантности на L (иг») -
инвариантность. 

Результат леммы позволяет опять осуществить разложение 

п = m, + т.г, где тг - т^~ ( mz ортогонально ) от­

носительно ß . Из равенств 

ß (ть m 0m z) = ß (т1пг0/ м 2) = 0, 

В ( [•£, mj)= В( т г >  [т ь  6])=0 

следует L(Wo) и /г - инвариантность т2. 

Лемма 4. Подпространство инвариантно относитель­

но L  (mi) и aci(7Li-mctmi). 

Доказательство. Пусть V б М-,, l(z<£ и l/K7 = X+ü+Z, 
где Х& тс, И cm,, Z^inz . Для любого P^tft0 имеем 

ß(P,X' j  = ß (Р, = SfP,l/H/ / )=ßfP^W/)=P 

вследствие IHC = 0. Невырожденность ß на W0 * we 

влечет X - С . Аналогично для Gle mi имеем 

3  ( G  , 7 )  -  ß  ( £ ,  L ' L V j  =  ß ( C ? l / ,  K ' J  -  £  

вследствие tv^m.,cz/n 1  и W z )-  0.  Невырожденность 
ß на /л, л /72-, ' влечет У-Г. и потому l/йУ-Z. 

или  •, т2̂  Мг . Для доказательства ütff ( h* mc-i in2nJ -ин­

вариантности in г заметим, что 

(W (/? f  т 0 ))т г  = (aa'  h)  (acim c j  т г  с. т г .  

вследствие [ к, f V 2 J  с .  тг и (acV /??„) /)?z = L (#?<>) W2 

Поэтому остается доказать лишь (ad  ̂ • Ho 

(i^ci /»-,'] »Z2 = [nh, n/2 ] ~ fa, blz + h (/>;•., wz) и,если доказать 
•fi(n- 01 то требуемое будет следовать из первого ус­

ловия леммы. Итак, 

О = К ([{г;m,], "i) = к (["ч «jj = к(л &(»'< % 

что влечет (W •»,%) = С вследствие невырожденности К .  на 
il * h Лемма доказана. _ 

Из всех получелных здесь результатов вытекает основная 

Теорема. Пусть g - полупростая алгебра Ли и А - ее 

полупростая подалгебра. Тогда 

(а) пара (^ , Я) является редуктивной с разложением 

q = Ii +• irv , где m, - ортогональное дополнение к Я 

относительно формы Киллинга К  алгебры ^ ; 

(б) алгебра rtt разложима в прямую сумцу Q£^ -fi -инва­

риантных подпространств т. ~пг0 *- + /-??z , удовлетворяю­
щих соотношениям 
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m. c m c C. nie , in c  »17-, - £, /770 /^2 с: /72 2 , 

/и, m1 с m,, ж7 /и2 <= m2 ; 

(в) подпространства fic-h + ni0 и 

являются подалгебрами Ли алгебры jf и пары (^, и 

(g, Ai) редуктивны. 
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ON THE ISOTROPIC RBDÜCIBILITY OF HOMOGENEOUS SPACES 

WITH SEMISIMPLE GROUPS 

A.Fleischer 

s u m m a r y  

In this paper we study smooth homogeneous spaces vy" ,-f 

with semisimple Cx and H. On such spaces naturally ari­

ses/ the reductive structure <j- ̂  iv +• rrv proves. the exis­

tence of a special decomposition of .rv into direct sum of 

eubspaces, which are ad Я-invariant. The correlations of 

commutation for such spaces are given. 

80 



АФФИННАЯ ГЕОМЕТРИЯ НОРМАЛИЗОВАННОГО ПОДМНОГООБРАЗИЯ 

С ПАРАЛЛЕЛЬНЫМ ПОЛЕМ НОРМАЛЬНЫХ р-НАПРАВЛЕНИЙ 

А.В.Чакмазян 

Армянский государственный педагогический институт* 

В [I] было начато изучение строения оснащенного подмно­

гообразия аффинного пространства Ап , допускающего 

параллельное нормальное векторное поле. Далее, в [2] изу­

чалось строение оснащенного подмногообразия Vm в Ал , 

нормальная аффинная связность которого является плоской. 

В последние годы возрос интерес к исследованию геомет­

рии подмногообразия Vm с помощью нормальной связности 

в пространствах постоянной кривизны Vn (с ). Значительная 

часть соответствующих результатов освещена в обзоре [3]. В 

связи с этим возникает естественная задача изучить локаль­

ное строение оснащенного подмногообразия аффинного прост­

ранства, допускающего параллельное поле нормальных f-мер­

ных направлений с плоской нормальной связности в опреде­

ляемом им подрасслоении. 

I. Рассмотрим и, -мерное аффинное пространство Ah и 

присоединим к текущей его точке х подвижной репер, со­

стоящий из kl линейно независимых векторов O/V-V- ,п). 
Уравнения инфинитезимального перемещения репера имеют вид: 

ciac = со , deз = , (i) 
у - у /  

где со , со., — линейные формы от дифференциалов пара­
метров. Внешнее дифференцирование этих уравнений приводит к 

структурным уравнениям для форм со"1 и vO^4 t 

d vv — СО /Ч (yO-f^ > d. C/G = CO ̂  /X CO L . (2) 

Пусть в пространстве задано m-мерное подмно­

гообразие Vm , оснащенное при помощи семейства (n-m 

мерных плоскостей, дополняющих касателмые плоскости до 

всего и называемых нормальными плоскостями. На Vm 

возникают его касательное и нормальное векторные расслоения 

* Статья составлена во время нахождения автора на ста­
жировке при Тартуском государственном университете. 
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Т(У,гЛ и NЕсли к текущей точке х подмногообразия 

Vm присоединить подвижной репер 1-   порядка, то урав­

нения его инфинитезимального перемещения имеют вид 

dx - , de- = со; ej -t- , de* = cc^ е.+сс^о) 

-  / l ,  - - V  ^  j  ~  r r > + 4 > - » /  n  .  

Подмногообразие V^. в An, определяется при этом системой 

уравнений 

СО* - 0 , С.СГ = ̂  uOJ , С* - €jL (4) 

Пусть слой нормального расслоения N(V^) определяет­

ся векторами 

3* =<« 1- n; 

Величины /Ч^ представляют собой компоненты объекта, ко­

торый, следуя Г.Ф.Лаптеву [4], будем называть объектом ос­

нащения. Они удовлетворяют дифференциальным уравнениям [4] 

dtN^ + ГЧ^ ̂  - N£ СО£ + со; = CV COJ , (5) 

где Cjj является тензором. Частичная канонизация репера, 

при которой векторы е^. помещаются на слой нормального 

расслоения N\Vm)^ приводит к обращению в нуль компонентов 

объекта , а уравнения (5) принимают вид 

<xf = с. loj . (6) 
* ad 

Если учесть (2), (4) и (6), то структурные уравнения нор­

мального расслоения NCV^,) для подмногообразия при­

мут следующий вид 

docv = со-* ac/i , cuo* - aco'j + , (7^ 

где 

= v.v au? - \ RLi "W, (8) 

и ,ß , 
(9) 

2. Рассмотрим грассманово расслоение -р -мерных под­

пространств в слоях нормального расслоения N (Y^). Гладкое 

сечение этого грассманова расслоения называется полем нор­

мальных р -направлений на . Это поле опреде­

ляет нормальное подрасслоение NТ(v^,) ? р -мерными слоя­
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ми которого являются -р -мерные аффинные плоскости /V4V)> 

х.<: Vm , Плоскость Л'Ч'х) этого поля, соответствующую про­

извольной фиксированной точке х 6 Vm , можно определить 

э т о й  т о ч к о й  х  и  ' р  п е р е м е н н ы м и  в е к т о р а м и  г к  ( т г , =  

= т-И; -.. , т-нр), заданными следующими разложениями : 

= К е,. (ю) 

Легко убедиться, что система уравнений, выражающих ус­

ловие инвариантности -р-мерной плоскости N^Cx) относи­

тельно преобразований репера в N(Vm)? имеет следующий вид: 

dl* + ~ - О (rrvc;< txv ) , \ 

где ~ некоторые линейные формы. Поэтому дифференциаль­

ные уравнения поля -р -мерных плоскостей в рассло­

ении /\l( Vm) имеют вид 

|го( CK а? т1* — т01 -Nj 
d-Тяг 1- ^ i^J. (Л) 

Отметим, что векторы в /V ?(х) можно выбрать так, чтобы 

's ? = x ̂ те £ + ̂  € а ъгг 
Хит-> i.e. ^ л: тг rv " * 

где а, = mi-p-H, rx. 

Тогда уравнения поля примут вид 

- s; 1 x =(?;, - sihtis) 

3. Поле N р называется параллельным, если при любом ин-

финитезимальном перемещении произвольной точки тс в 

смещение -р-мерного направления /у' 3  происходит в (»но­

мерной плоскости, натянутой на касательную плоскость Тх(Ч^ 

и на это направление /V'4x) [bl. 

Найдем соответствующие аналитические условия. Любой век­

тор, принадлежащий -р -направлению f\ (х)$можно представить 

в виде 

i = . (13) 

Если продифференцировать (13) и учесть (3), (10), полу­

чим 

«л? 

Поле /V является параллельным тогда и только тогда, когда 

(Г51) 
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Отсюда, в силу (10), получим 

-t- ос; - 0^ . (14) 

Рассмотрим подрасслоение /V' ̂ (Vm) > определяемое парал­

лельным полем нормальных /р-мерных направлений Nf\ Имеет 

место следующая 

Теорема I. В подрасслоении N p(Vrry):) определяемом парал­

лельным полем нормальных р -мерных направлений, индуциру­

ется центроаффинная связность. 

Доказательство. Каждый слой Nр(х) этого подрасслоения 

представляет собой |>-мерную центроаффинную плоскость, на 

которой векторы епг вместе с точкой ос составляют аффин­

ный репер. При этом 

+ (15) 

Так как , то в силу (3) и (14) 

л̂г - 5 тг  ̂+  ̂пг ̂  • 
Сравнивая последнее равенство с (15), получим 

у£='£>£, Y; = o, (и 

Составим следующие 2-формы ф^_ - , 

которые,в силу (16), примут вид 

= (17) 

Докажем, что формы являются полубазовыми. Если внеш­

ним образом продифференцировать (14) и учесть (17) и (7), 

то получим . 
? cb f  - г о* 
^ Фгг - тс j*> • 

Так как матрица jj || имеет полный ранг, то отсюда можно 

выразить формы ф£. через ^ а последние, в силу (8), яв­

ляются полубазовыми: следовательно, 

Ф* = oi"AU l.  ^ 

В силу теоремы Картана-Лаптева [6"] формы Ynr определяют 

теперь центроаффинную связность в /V (̂Чг,)j ее формами кри­

визны являются Теорема доказана. 

4. Горизонтальное распределение , которое индуци­

рует центроаффинную связность в Л/р(V,»), получается при­
соединением к точке -uj с ^ = з:, + ?7Гея-^'р(х) т -мерной 

плоскости, проходящей через эту точку ^ и параллельной 

касательной плоскости Тх ( ) 
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Так как 

dg =($к£м +comei-h(di,f+$rce^)$:v (18) 

то горизонтальному распределению ассоциирована инва­

риантная система форм 

Для каждого направления 2 , принадлежащего горизонтально­

му распределению, 1 € имеют место соотношения 

= 0. 

Рассмотрим поле точек 1^(х) € Npfx) , заданное вдоль 

некоторой линии ос - эс И:) на оснащенном подмногообразии 

vm. 

Определение I. Говорят, что поле точек -Vj(x) переносит­

ся параллельно, если направление смещения elu принадлежит 

горизонтальному распределению Г^, (ср. [7]). Из (18) сле­

дует, что при параллельном перенесении удовлетворяется сис­

тема уравнений Пфаффа 

fr* =<^+5*% = О. (19) 

Определение 2. Связность в нормальном подрасслоении 
/V Р С Vm ) подмногообразия Vm называется локально плоской, 

если параллельный перенос точки ^ 6 Np(x) относительно этой 

связности не зависит от пути зс - т(t) > соединяющего две 

произвольно заданные точки в некоторых областях на Vm . 

В силу известной теоремы (см. [8]) для горизонтального 

распределейия нормальной центроаффинной связности 

справедлива 

Теорема 2. Для того, чтобы нормальная центроаффинная 
связность в нормальном аффинном подраслоении Nf4Vm} была 

локально плоской, необходимо и достаточно, чтобы ее гори­

зонтальное распределение 17* было инволютивным. 

Простые вычисления показывают, что 

^ = 6-4^ +г 44. 

Отсюда следует, что система форм ^ будет вполне интег­

рируемой тогда и только тогда, когда ф^_=0- Таким обра­

зом, для того чтобы нормальная связность в подрасслое-

ниях Л)Р(Кп) была локально плоской, необходимо и достаточ­

но обращение в нуль форм кривизны или, что равно­

сильно, компонентов тензора кривизны: R^-K<. =0 
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5. Выбираем репер в /V(Vm) так, чтобы его векторы €тг 

принадлежали инвариантной f -мерной плоскости N р(х))опре­

деляемой объектом вместе с векторами они со­

ставляют репер в N(Vm) . При этом объект обратит«-

ся в нуль и уравнения поля Np (12) примут вид 60^=1^ со" 

Ле^ко заметить, что если в (14) подставить =0, ££=<5^., 
то условие параллельности -р -мерного поля Np примет вид 

^ = 0; (20) 
Лг тг 

при этом . Из (7) в силу (20), (6), (4) найдем 

с;гк<].=о. (2D 

Легко заметить, что в этом репере условия, определяющие 

локально плоскую нормальную центроаффинную связность в 

/\ р( Vm), имеет вид: 

с ; Г к С = о .  ( 2 2 )  

Объединение последнего выражения с (21) дает 

c^8si=0. (23) 

Рассмотрим пучок основных аффиноров 

<24) 

аффинор, соответствующий в этом пучке нормальному векторно­

му полю f -1 , обозначим СЛ ( 5). 

Определение 3. Пучок основных аффиноров называется прос­

тым, если на Vm существует нормальное векторное поле 

Np, для которого основной аффинор Ог0) имеет простую 

структуру, т.е. его матрица приводима к диагональному виду. 

Пусть С*. (?е) имеет -4 собственных значений Х1)...^Лл 

с кратностями р. л ( f>1 +... •+• - m ) соответ­

ственно. Имеет место следующая 

Теорема 3. Пусть оснащенное подмногообразие до­

пускает параллельное поле нормальных -р-мерных направлений 

/V'P(x.) . X <с- , с плоской нормальной связностью в подрас-

слоении NP(Vm), и пусть пучок основных аффиноров оснаще­

ния является простым, т.е. содержит С*(5Р) простой 

структуры. Тоеда подмногообразие несет сопряженную 

систему распределений размерностей } 

(-р,, +<pÄ t ч. 1- fA = rr\ ) , . совпадающих с кратностями собствен­

ных значений аффинора С^( с̂). 

Доказательство. Из предположений следует соотношение 

(23). Если здесь свернуть с f! И учесть (24), то получим 
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Cfr(U6cu=0. . (25) 

Так как пучок основных аффиноров является простым, при под­

ходящем выборе %0 матрица II С J (?c)|i приводима к виду 

cli к <х1 е1  ̂ хг }, a4 е̂  ii} (26) 

где Еи — единичная матрица порядка (к, tr,... /4). 

В каждом касательном пространстве Т^. lVm) подмногооб­

разия Vm определяется л, собственных подпространств 

Lv. аффинора С j = С J. (£0) , которые имеют размерности 

. В некоторой области IX. подмногообразия Vm они 

образуют л распределений Lu. При этом векторы пре­

образованного репера € ̂ , где i^, ju,... - f., + -.. •+• -р«-, -И, -. 
-pi -tpa 1-.ч. -Ь'Рн > принадлежат f>u-мерному подпрост­

ранству Lu . В силу (26) компоненты аффинора С" могут 

быть записаны в виде: 

CjU.=^5jw , CV>0 при (27) 

Соотношения (25), в силу последних соотношений, примут вид 

(\ц — a ̂ ~ ̂ 

Но так как 4 -V при то отсюда следует, что 

-%*С : - 0 , и Ф V- . 

Следовательно, матрицы В = II ъ - II при каждом значении <х 

приводятся к бЛОЧНО-ДИаГОНаЛЬНОМу виду 

в" = cUc^ II в* , в;,..., Bill 

где - Il tl — квадратичные матрицы порядка . А 

это означает, что подмногообразие Vm. несет сопряженную 

систему. Теорема доказана. 

6. В частном случае, когда - i получим результаты 

из fl] . 

Несложно проверить, что параллельное поле одномерных 

нормальных направлений N1 с плоской нормальной связ­

ностью в N"4vm) определяет параллельное нормальное век­

торное ^ - поле на Vm , т.е. поле 5 с 

<u*+^cc£=0, (28) 

и наоборот. 

Подмногообразие Vm , описываемое точкой х '  с V = х +  
^ (х), -эсб Vm , которая определяется сечением нор­

мального векторного расслоения N (Vm).. называется парал­
лельным подмногообразию Vm , если касательная плоскость 
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Txx (Vm') к этому подмногообразию V,̂  в точке х'~ 

=• Л/(х) f\параллельна касательной плоскости T^CVm). 
Заметим, что здесь подмногообразие получается преоб­

разованием Петереона [9] из подмногообразия Vm. 

Теорема 4. Оснащенное подмногообразие Vm аффинного 

пространства Ла допускает параллельное поле одномерных 

нормальных направлений /V1 с плоской нормальной связ­

ностью в расслоении N1(Vm) тогда и только тогда, когда 

существует параллельное ему подмногообразие Чп • 
Доказательство. Пусть удовлетворяются (28). Рассмотрим 

подмногообразие Чп , описываемое точкой х' с х' = х + 

+ , где с = Ccrut. Тогда 

с(зс ' = (сл^ 4- с^со^ )е -, 

то есть Tx, (. ) параллельна T^.(.Vm). 

Обратно, пусть — подмногообразие, параллельное Vrr, 

в указанном выше смысле, описываемое точкой Х/. Так как > 

точки х и х' лежат в одной плоскости N (х), то х'=х+7|, 

где 7| ~ Т\*£о(. Поэтому в силу (3) 

dx' = (ooL + if 00* )eL- -h tdlf-+ )€„/ -

Так как T^CV^ ) параллельно TxtVw)J то ~0; 

а это означает, что подмногообразие Vm допускает парал­

лельное поле одномерных нормальных направлений векторов — 
= с плоской нормальной связностью в N (Vm). Теорема 

доказана. 
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AFFINE GEOMETRY OF THE NORMALIZED SUBMANIFOLD 

WITH A PARALLEL FIELD OF ^DIRECTIONS 

A.õakmazjan 

s u m m a r y  

The results proved In author's previous papers for the 

submanifolds in space forms or in projective space are 

now represented for the particular case of the affine space 
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