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1. osa.

TASAPINDADE JA SIRGJOONTE
VASTASTIKUNE ASETSEMINE.

I. Ruumi pohikujundid.
§ 233.

Geomeetrilise keha kirjeldamine. Stereomeetria ehk ruumi-
geomeetria iilesandeks on uurida niisuguseid kujun-
deid, mille punktid ei asetse iihel ja samal tasapinnal.
Nende kujundite uurimiseks on vaja osata uuritavaid
kujundeid kujutleda, joonestada janeistmude-
leid valmistada.

Nagu majast kujutluse saamiseks peame oskama niha
selle iiksikosi nagu seinad, aknad, katus jne. nii peame
iga ruumilise kujundi juures oskama niha neid lihtsemaid
kujundeid, mis sellel esinevad. Omades kujutlust monest
ruumilisest kujundist, voime seda kujundit kirjel-
d ada. Kirjeldame, nditeks, risttahukat (joonis 190): see
on keha (§ 2), mis on piiratud kuue ristkiilikukujulise
tahuga; tahud 16ikuvad, moodustades risttahuka servad,
ja viimased omakorda ldikuvad, moodustades risttahuka
tipud. Servi on risttahukal 12 ja tippe on 8. Tipud on
koige lihtsemad geomeetrilised kujundid, nimelt punktid.
Keha servad on sirgloigud: kui mingit serva, nditeks AB-d
(joonis 190) molemast otsast piiramatult pikendada, siis
tekib sirgjoon AB, mille itheks 15iguks on serv AB. Keha

14
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tahud on tasapinna tiikid: kui mingit tahku, niiteks
ABC®d (1oonis 190), piiramatult igas suunas laiendada,
siis tekib tasapmd mille iitheks tiikiks on tahk ABCD.
Punkt, su-g,;oon ja tasapind on ruumi pdhikujundid.
Nende kujundite vastastikuste asetsemisvGimaluste tund-
madppimine on vajalik, kui tahetakse geomeetrilist keha
kujutleda, joonestada voi selle mudelit valmistada.

§ 234.

Kahe sirgjoone vastastikused asendid ruumis. Kui pii-
ramatult pikendada risttahuka iga serva, siis tekib 12 sir-
get, mis on mitmesugustes asendites iiksteise suhtes. Vali-
des nende sirgete hulgast mistahes kaks sirget, voime veen-
duda, et nad kas

16ikuvad, nagu sirged AB ja BC, voi

on paralleelsed, nagu sirged AB ja DC, voi

ei 16iku ega ole ka paralleelsed, nagu sirged EF ja HD.

H G

Joonis 190.

Viimasel juhul nimetatakse sirgeid kiivsirgeteks: sirged EF
ja HD (samuti AB ja FG joonisel 190) on kiivsirged.
Seega voib kaks sirget olla teineteise suhtes ruumis
kolmes asendis, kuid tasapinnal ainult kahes asendis
(§ 55). Sellest selgub ka, et kaks kiivsirget ei asetse iihel
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ja samal tasapinnal, sest kaks iihel ja samal tasapinnal
asetsevat sirget kas 16ikuvad voi on parlleelsed.

§ 235.

Kahe tasapinna vastastikused asendid. Risttahuka tahud
on kuue erineva tasapinna tiikid. Valides nende tasapin-
dade hulgast (joonis 190) mistahes kaks tasapinda, ndeme,
et nad kas omavad iihiseid punkte, nagu tasapinnad
ABCD ja DCGH, voi ei oma iihiseid punkte, nagu tasa-
pinnad ABCD ja EFGH. Esimesel juhul 6eldakse, et kaks
tasapinda loikuvad, ja teisel juhul — et nad on paralleel-
sed; seega:
kaks tasapinda on paralleelsed, kui neil ei ole iihtki
ithist punkti.
§ 236.
Sirge ja tasapinna vastastikused asendid. Sirge ja tasa-
pinna vastastikuste asendite eristamiseks vaatleme joo-
nisel 190 esinevate sirgete asendeid tasapinna o suhtes.
Nende sirgete hulgas on sirgeid, mis
asetsevad tasapinnal o, nagu sirged AB ja AD;
I6ikuvad tasapinnaga «, nagu sirged AE ja CG;
on paralleeised tasapinnaga o, nagu sirged EF ja FG.
TIga sirge on ruumis iga tasapinna suhtes iihes neist
kolmest asendist; missuguses nimelt, seda otsustame jirg-
nevate tunnuste abil:
1. Sirge asetseb tasapinnal, kui tal on selle tasapin-
naga kaks iihist punkti (§ 12).
2. Sirge 16ikub tasapinnaga, kui tal on selle tasa-
pinnaga ainult iiks iihine punkt.
3. Sirge on paralleelne tasapinnaga, kui tal ei ole
selle tasapinnaga iihtki tihist punkti.

§ 237.

Tasapinna miiramine kolme punkti abil. On teada, et
kaht punkti ldbib iiks ja ainult iiks sirgjoon, ehk teisiti:
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sirgjoon on méadratud oma kahe punktiga (§ 10). Nagu
sirgjoont saab méadrata lihtsemate kujundite — punk-
tide — abil, nii saab ka tasapinda mé#irata lihtsemate
kujundite, nimelt sirgete ja punktide abil. Tasapinna iiks
midramisviis vdljendub aksioomis
tasapind on midratud oma kolme punktiga, mis ei
asetse iihel ja samal sirgel.
Selle aksioomi mdistmiseks kujutleme kaht punkti 4 ja
B (joonis 191) iihes tasapinnaga «, millel asetsevad need
punktid. On selge, et neid tasapindu, millel asetsevad punk-
tid A ja B, on peale « veel loendamatult palju; kaks neist on
B ja v (joonis 191). Punkte A ja B ldbiv sirge asetseb igal-
iihel neist tasapindadest,

sest tal on igaiihega —
neist kaks iihist punkti. r °

Kui peale punktide 4 ja C /
B on antud viljaspool %

sirget AB veel iiks
punkt C, siis meie ku-- a
jutluse jirgi on olemas
ainult iiks tasapind, mil- Joonis 191.
lel asetsevad punktid 4,

B ja C. Seda moétet viljendabki antud aksioom.

Jareldus: kui kahel tasapinnal on kolm tihist punkti, mis
ei asetse iihel sirgel, siis need tasapinnad iihtuvad, sest need
kolm punkti médravad ainult ithe tasapinna.

§ 238.

Teised tasapinna médramisviisid. Teoreem:
tasapind on miaratud selle tasapinna
1. iihe sirgega ja valpspool su'get asetseva punktiga,
2. kahe loikuva sirgega,
3. kahe paralleelse sirgega.
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TGestus. Kui on antud kas sirge ja véljaspool seda aset-
sev punkt voi kaks 16ikuvat sirget voi kaks paralleelset sir-
get, siis saab neil kujunditel ikka valida kolm punkti 4, B ja
C, mis ei asetse iihel sirgel. Need kolm punkti mééravad iithe
tasapinna (§ 237), millel asetsevad antud sirgete teised
punktid. Kui viimaste hulgast valiksime mingi teise punk-
tide kolmiku 4, By, Cy, siis nendega miédratud tasapind
ithtuks punktidega 4, B ja C mé#dratud tasapinnaga, sest
neil tasapindadel oleks kolm iihist punkti, mis ei asetse iihel
sirgel. Seega on nende andmetega méératud ikka ainult iiks
tasapind.

II. Tasapindade loikumine ja paralleelsus.

§ 239.

Kahe tasapinna I6ike joon. Kahel tasapinnal ei saa olla ainult
iiks ithine punkt, vaid on kas iihine joon voi ei ole neil iihtki
iihist punkti. Kahe tasapinna iihist joont nimetatakse nende
I6ikejooneks. Saab toestada, et

kahe tasapinna 16ikejoon on sirge.

Toestus. Kui kahe tasapinna « ja 8 16ikejoon (joonis 192)
ei oleks sirge, siis ta peaks olema kover. Koverjoonel on voi-
malik valida kolm punkti K, L, M nii, et nad ei asetse iihel
sirgel. Need kolm mitte iihel
sirgel asetsevat punkti oleksid
siis tasapindade « ja @ iithised
punktid ja, jérelikult, peaksid

need tasapinnad § 237 jirel- M
duse tottu iihtuma. Et antud L
tasapinnad ei iihtu, siis ei saa /4 K
nende l6ikejoonel olla kolme

punkti, mis ei asetse iihel sir- \/

gel, ja seega on 16ikejoon sirg-
joon. Joonis 192.
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§ 240.

Kahetahuline nurk. Kahe tasapinna « ja { 1dikumisel tekib
neli nurka (joonis 193) ; neid nurki nimetatakse kahetahu-
listeks nurkadeks. Kui korvaldada teisel pool tasapindade
16ikesirget asetsevad pooltasapinnad, siis saame ii h e kahe-
tahulise nurga. Tasapindade
16ikesirget s nimetatakse selle
kahetahulise nurga ser-
vaks ja pooltasapindu « ja
¢ — selle kahetahulise nurga
tahkudeks.

Kahetahulise nurga suurust
moodetakse nn. joonnurga
abil, mille ehitamine toimub
jirgnevalt: joonestame sirge
s mingist punktist (joonis Sasdis 8.
193) tasapinnal « kiire % nii,
et u L s ja tasapinnal ¢ kiire v nii, et v L s; nurk, mille moo-
dustavad kiired u ja v, ongi kahetahulise nurga joonnurk.

Kui wo = 90°, siis oeldakse, et kahetahuline nurk on téis-

nurk ja et antud tasapinnad ristuvad: « L §. Kui wv =005

siis on tasapindade « ja @ 10ikumisel tekkinud nurkadest

kaks teravad ja kaks niirid. Teravnurkse kahetahulise
nurga joonnurka nimetatakse harilikult nende kahe tasa-
pinna vaheliseks nurgaks.

§ 241.

Tasapindade paralleelsuse tunnus viljendub teoreemis:
kaks tasapinda on paralleelsed, kui kaks 16ikuvat sir-
get, mis asetsevad iihel tasapinnal, on paralleelsed
teise tasapinnaga.

Oletus: s ja ¢ 10ikuvad ja asetsevad tasapinnal «;
s||6;tll8.
Viide: «|| 8 (joonis 194).
Toestus. Tasapinnad « ja § kas 16ikuvad voi on paralleel-
sed. Kui nad 16ikuvad, siis nende 10ikesirge x asetseb tasa-

g,
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pinnal « ja 16ikub vdhemalt ithega sirgetest s ja ¢. Loikugu
ta, niiteks, sirgega s punktis X. See punkt X asetseb nii
sirgel s, kui ka tasapinnal @, sest sirge x k6ik punktid aset-

sevad tasapinnal 8. Kuid oletuse jargi sirge s iikski punkt
ei vOi asetseda tasapinnal §. Jérelikult ei voi tasapinnad «
ja @ loikuda, vaid peavad olema paralleelsed.

Mirkus. Saab toestada, et punkti P viljaspool tasapinda
¢ (joonis 194) lidbib ainult iiks tasapind «, mis on paral-
leelne tasapinnaga § (vrd. § 56).

§ 242.

Paralleelsete tasapindade tihtsam omadus véljendub teo-
reemis

paralleelsete tasapinda-

de loikamisel tasapin-

naga tekivad paralleel- "

sed loikesirged. 5

Oletus: «|| 6. / V /
f i

Viide: s|| ¢ (joonis 195).

Toestus. Sirged s ja t kas
16ikuvad vO0i on' paralleel- 5 /

Joonis 194.

sed, sest nad asetsevad iihel
ja samal tasapinnal y. Kui
s ja t 16ikuvad mingis punk-
tis X, siis see punkt peab
asetsema tasapinnal «, sest Joonis 195.
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sirge s kdik punktid asetsevad tasapinnal «. Samuti peab ka
punkt X asetsema tasapinnal ¢, sest sirge ¢ koik punktid —
nende hulgas ka X — asetsevad tasapinnal . Seega on X
tasapindade « ja ¢ ithine punkt. Kuid iihist punkti neil tasa-
pindadel olla ei saa, sest «||f. Jérelikult s ja t ei 16iku,
vaid on paralleelsed.

§ 243.

Sirge ja tasapinna paralleelsuse tunnus. Teoreem:
tasapinnal mitte asetsev sirge, mis on paralleelne tasa-
pinnal asetseva sirgega, on paralleelne ka selle tasa-

pinnaga.
Oletus: s||t; t asetseb
s tasapinnal a.
Viide: s || « (joonis 196).

P Toestus. Sirged s ja t méa-

ravad tasapinna @, mis 16ikub

t e-ga mooda sirget t. Kui sir-

ge s loikuks tasapinnaga a«

mingis punktis X, siis see

punkt asetseks nii tasapinnal
¢ kui ka tasapinnal «, jéreli-
kult ta asetseks nende tasa-

pindade 1Gikesirgel ¢. Seega oleks punkt X sirgete s ja t

iihine punkt. Kuid oletuse jérgi ei ole neil sirgetel iihist

punkti ja seepdrast ei voi sirge s 16ikuda taaspinnaga «,
vaid on sellega paralleelne.

Joonis 196.

§ 244.

Kolme tasapinna vastastikused asendid. Kolm tasapinda

voib asetseda nii, et

1) neil ei ole fihtki IGikesirget (joonis 197); sel
juhul on tasapinnad paralleelsed;

2) neil on iiks l0ikesirge (joonis 191); sel juhul need
tasapinnad kuuluvad iithte tasapindade kimpu;



3) neil on kaks lGikesirget
(joonis 195); sel juhul
kaks tasapinda nende hul-
gast on paralleelsed;

4) neil on kolm Ioikesirget
(joonis 198 ja 199).

Viimasel juhul voivad kol-
me tasapinna l6ikesirged evi-
da kaks erisugust asendit,
nagu selgub jargnevast teo-
reemist.

§ 245.
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Joonis 197.

Kolme tasapinna l0ikesirged. Teoreem:
kolme tasapinna loikesirged on kas paralleelsed voi
1oikuvad iihes ja samas punktis.

Oletus: tasapindade «, { ja
~ 16ikesirged on @, b ja ¢ (joo-
nis 198 ja 199).

Viide: 1) sirgete a, b ja c
hulgas ei ole kiivsirgeid;

2) kui e ja b 16ikuvad punktis
P, siis ka c ldbib punkti P
(joonis 198) ;

3) kui a|| b, siis ka ¢||b ja
¢ || @ (joonis 199).

Toestus. 1) Sirgetest a, b
ja ¢ saab moodustada kolm

Joonis 198.

sirgete paari, nimelt @ ja b, @ ja ¢, b ja ¢. Neist esimene
asetseb tasapinnal v, teine asetseb tasapinnal ¢ ja kolmas
asetseb tasapinnal «. Jérelikult ei ole nende hulgas kiiv-

sirgeid.

2) Kui iiks paar sirgeid, nditeks a ja b, 16ikub punktis P
(joonis 198), siis nende 16ikepunkt P asetseb nii tasapin-
nal a, kus asetseb sirge b, kui ka tasapinnal §,kus asetseb
sirge a. Seega on punkt P tasapindade « ja ¢ ithine punkt.
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Et tasapindade « ja ¢ koik iithised punktid asetsevad nende
tasapindade 1oikesirgel c, siis asetseb ka P sirgel ¢, s. t.
a, b ja c¢ 16ikuvad punktis P.

3) Kui a || b, siis peab ole-
ma ka c||a ja c|| b, sest kui
seda ei oleks, siis peaksid ¢
ja a voi ¢ ja b 16ikuma, mil-
lest tOestuse teise osa pOh-
jal jérgneks, et ka a ja b 10i-
kuvad.

Joonis 199.

§ 246.
Nurgad vastavalt paralleelsete haaradega. Teoreem:

vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega
nurgad on vordsed.
Oletus: s || u, t || v.
Viide: st=wuv (joon. 200).
To6estus. Joonestame tasa-
pinnal, mis on médratud sir-
getega s ja u, sirge AB nii, et
AB || KL, ja votame abiks
mingi tasapinna «, millel aset-
seb sirge AB. Kui ¢ ja v on
samasuunalised, siis tasapind
o loikab ka neid haarasid
punktides D ja C. Seega voib
oelda, et AB || DC || KL, sest Joonis 200.
need on kolme tasapinna, ni-
melt «, us ja vt, 10ikesirged, milledest iiks paar, nimelt AB
ja KL, on paralleelsed (§ 245 — 3. juht). Niiiid saab ker-
gesti ndidata, et nelinurgad ABLK, DCLK ja ABCD on
roopkiilikud, millest jireldub, et
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AK = BL,
KD = LC,
AD = BC.
A AKD = A BLC (§ 83).
X=1
§ 247.

Ruumisnurk. Kui kolme tasapinna 16ikesirged ldbivad iihist
punkti (joonis 198), siis tekib selle punkti juures kaheksa
nn. kolmetahulist nurka. Kolmetahulisel nurgal on kolm
serva ja kolm tahku.

Uhes punktis voib 16ikuda ka enam kui kolm tasapinda
— iildiselt » tasapinda. Neid nurki, mis tekivad tasapindade
16ikumisel iihes punktis, nimetatakse ruumisnurkadeks, On
16ikuvaid tasapindu, niiteks,
viis (joonis 201), siis tekkiv
ruumisnurk on viietahuline.

Ruumisnurga igal tahul aset-
seb kaks ruumisnurga serva,
mis moodustavad ruumisnur-
ga iithe tasanurga. On selge, et

n-tahulisel ruumisnurgal on

n serva ja n tasanurka. Kui -
ruumisnurga loikamisel tasa-

pinnaga tekib kumer hulk- :

nurk (§ 101), siis nimetatak- Joonis 201.

se ka seda ruumisnurka kumeraks. Saab toestada, et kume-
ra ruumisnurga tasanurkade summa on viiksem kui 360°.

III. Sirge ja tasapinna loikumine.

§ 248,

Tasapinna ristsirge definitsioon. Lodigaku sirge s tasapinda
a punktis 4 (joonis 202). Joonestame tasapinnal o ldbi
punkti A mingi sirge w ja vaatleme, kuidas muutub
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nurk sirgete s ja w vahel, kui sirget w pOdrata tasa-
pinnal « iimber punkti A. Kui nurk sirgete s ja u vahel
on tidisnurk ja jddb tdisnurgaks ka sirge u poorle-
misel punkti 4 iimber (joo-

/ nis 203), siis iitleme, et sirge

s on risti tasapinnaga «. Seda

/ viljendame definitsioonis:
u— sirge on risti tasapin-
A \ naga, kui ta on risti koi-
x kide sellel tasapinnal

asetsevate  sirgetega,
mis libivad antud sir-
Joonis 202. ge ja tasapinna like-

punkti.

Tasapinnaga ristuvat sirget nimetatakse sagedasti selle
tasapinna normaaliks. Sirget,
mis tasapinda 10ikab, kuid
ei ole tasapinna normaal,

|,
nimetatakse kaldsirgeks selle
tasapinna suhtes. Saab toes- :A
tada, et iga punkti tasapinnal A

voi valjaspool seda libib ai-
nult iiks sirge, mis ristub an-
tud tasapinnaga. Joonis 203.

§ 249.

Sirge ja tasapinna ristseisu tunnus. Teoreem:
sirge on risti tasapinnaga, kui ta on risti kahe sellel
tasapinnal asetseva sirgega, mis libivad antud sirge
ja tasapinna l6ikepunkti.
Oletus: s L OA; s L OB; OA ja OB on tasapinnal a.
Viide: s L « (joonis 204).
Toestus. Et toestada sirge s ristumist tasapinnaga «,
peame eelmises §-is antud definitsiooni jdrgi nditama,
et s ristub iga sirgega tasapinnalt «, mis ldbib punkti O.
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Selle toestamiseks votame ta-

sapinnal « mistahes kol-

manda sirge OC ldbi O ja nii-
tame, et s L OC.

Toestuseks tdiendame joo-
nist jirgmiselt:

1) sirgel s mérgime punk-
tid: K, ja Ko nii et
OK; = OK,;

2) l6ikame sirged OA, OB ja
OC sirgega AB;

3) ithendame punktid 4, B ja
C punktidega K, ja K.
Siis on:

1) AK, = AK,,sest A AOK;, = AN AOK, (Il v-t.; § 82);

2) BK, = BK,, ,, ABOK, = ABOK, (Il v-t.; § 82);

3) ABK,=ABK,, sest \ABK,= AABK, (Il v-t.; §83);

4) CK, = CK,, sest A CBK, = A CBK, (II v-t.);

5) COK, = COK.,, sest A COK, = A COK, (III v-t.).

Seega on nurgad COK; ja COK, vordsed korvunurgad,
millest jareldub, et s L OC : s ristub iga sirgega, mis aset-
seb tasapinnal « ja ldbib punkti O; jédrelikult s ristub ka
tasapinnaga «.

§ 250.
Punkti kaugus tasapinnast. Olgu antud véiljaspool tasa-
pinda « punktid P, @, R, ... Joonestame ldbi antud punk-
tide tasapinna o« normaalid
4 - P Q5 Ty... (joonis 205) ja
9| R leiame punktid, kus need

l | R normaalid 10ikuvad tasa-
Q p pinnaga «. Saadud punkte
a - P, O Bys.ii nimetatakse

l T antud punktide P,Q,R,...
Q | normaalprojekt-
Joonis 205. sioonideks tasapinnal a.
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Seega
punkti normaalprojektsioon tasapinnal on seda punkti
libiva normaali 16ikepunkt tasapinnaga.

Saab tdestada, et punkti P normaalprojektsioon P; on
tasapinna « punktidest koige 1dhemal punktile P. SeetGttu
nimetatakse sirgloigu PP, pikkust punkti P kauguseks
tasapinnast «. Seega

punkti kaugus tasapinnast on punkti ja selle nor-
maalprojektsiooni iihendusloigu pikkus.

§ 251.

Sirge ja tasapinna vaheline nurk. Olgu antud tasapind «
ja sirge s, mis on kaldsirge « suhtes (joonis 206). Ehi-
tame tasapinna § nii, et
1) antud sirge asetseks tasapinnal £ ja
2) tasapind @ ristuks tasapinnaga o.
See uus tasapind 16ikub an-
tud tasapinnaga moédda sirg-
joont, mida t&histame s;.
Niilid saab toestada, et antud

A
1 $
sirge s mistahes punkti 4 a _(,Af
normaalprojektsioon asetseb Vs
sirgel s;. Selleks joonestame P B

tasapinnal @ sirge 44, 1 s; ja

tasapinnal « sirge AB 1l sy,

ning néitame, et A4, on ta- Joonis 206.
sapinna « normaal:

1) A4, 1L 84, sest nii sai joonestatud 44,;
2) AA, | AB, sest tasapindade « ja 8 ristumise tottu
on joonnurk A4,B tdisnurk (§ 240).

AA, 1o (§249).

Seega sirge s punktide projektsioonid asetsevad sirgel
81, mistottu sirget s; nimetatakse sirge s normaalprojekt-
siooniks tasapinnal «a:
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sirge normaalprojektsioon tasapinnal on sirge, mil-
Iel asetsevad antud sirge punktide normaalprojekt-
sioonid.

Tasapinda 1oikav sirge moodustab tasapinnal asetse-
vate ja 16ikepunkti ldbivate sirgetega mitmesuguseid nurki
(joonis 202). Saab tOestada, et nende nurkade hulgas on
koige vidiksem see, mis sirge moodustab oma normaal-

projektsiooniga (A?Al joonisel 206). Seda nurka nimeta-
takse sirge ja tasapinna vaheliseks nurgaks.

305.

306.

307.

308.

309.

310.

311.

312.

313.

314.

Sirge ja tasapinna vaheline nurk on nurk sirge ja
selle normaalprojektsiooni vahel.

IV. Ulesandeid.

Mitu kuubi serva 1dikuvad iihe servaga, on paralleelsed iihe
servaga, on kiivad iihe servaga?

Risttahuka kahe mitte iihel tahul asetseva tipu iihendamisel
sirgldiguga tekib risttahuka diagonaal. Mitu risttahuka serva
16ikuvad, on paralleelsed, on kiivad selle diagonaaliga?

Kui palju on horisontaalseid, kui palju vertikaalseid tasa-
pindu, millel asetseb antud punkt?

Kui palju on horisontaalseid, kui palju vertikaalseid sirgeid,
mis ldbivad antud punkti?

Mitu horisontaalset sirget saab joonestada antud vertikaalsel
tasapinnal 1dbi antud punkti?

Paljude aparaatide jaoks, nagu fotoaparaat, teodoliit (joo-
nis 23), pikksilm, tarvitatakse kolme jalaga statiivi. Sel-
gita, miks!

On antud neli punkti, mis ei asetse iihel ja samal tasapinnal.
Kas v0ib leiduda nende hulgas kolm punkti, mis asetsevad
iihel ja samal sirgel? Mitu sirget ja mitu tasapinda on mééi-
ratud nende punktidega?

Leia kuubi servadel 3 punkti nii, et igal tahul asetseks iiks
neist punktidest!

Leia kuubi tahkudel 2 punkti nii, et oleks 5, 4, 3, 2, 1, 0 tahku,
kus valitud punkte ei asetse!

Kuubi iga tahk on vérvitud isevdrvi ja nimelt iiks paar vas-
tastahke mustaks ja valgeks, teine paar vastastahke siniseks
ja punaseks, kolmas paar vastastahke kollaseks ja roheliseks.
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315.

316.

317.

318.

319.

320.
321.
322.

323.

324.

325.

326.

327.

328.

Missugused virvidekombinatsioonid esinevad tippude juures?
Missugused virvidepaarid ei esine iihegi tipu juures?
Mitu kahetahulist nurka ja mitu kolmetahulist nurka on kuu-
bil? Kui suur on kuubi kolmetahulise nurga tasanurkade
summa ?
Pdéhjenda, et risttahuka vastastahud on paralleelsed!
Pdhjenda, et risttahuka iga serv on kahe tahuga risti!
Antud on sirge ja viljaspool seda punkt. Joonesta 1dbi antud
punkti

1) antud sirgega paralleelne sirge;

2) antud sirgega paralleelne tasapind;

3) antud sirgega ristuv sirge;

4) antud sirgega ristuv tasapind.

Mirkus. Joonestamisiilesannete lahendamisel ruumis tuleb
kasutada iiht vdi mitut abitasapinda, millede kohta eeldame,
et neil tasapindadel saab lahendada planimeetriast tuntud joo-
nestamisiilesandeid.

Antud on tasapind ja viljaspool seda punkt. Joonesta ldbi
antud punkti

1) antud tasapinnaga paralleelne sirge;

2) antud tasapinnaga paralleelne tasapind;

3) antud tasapinnaga ristuv tasapind;

4) antud tasapinnaga ristuv sirge.
Kuubi serva pikkus on @ cm. Kui pikk on selle kuubi diago-
naal?
Joonesta kuubi diagonaali ja tahu vaheline nurk loomulikus
suuruses!
Risttahuka md6ted on 3 ecm, 4 cm ja 5 cm. Kui pikk on selle
risttahuka diagonaal?
Risttahuka modted on ¢ cm, b cm ja ¢ cm. Kui pikk on selle
risttahuka diagonaal?
Kus asetsevad ruumis need punktid, mis on kahest antud
punktist vordsetel kaugustel?
Kus asetsevad ruumis need punktid, mis on antud kolmnurga
tippudest vordsetel kaugustel?
On antud kaks kiivsirget ja véljaspool neid punkt. Tdesta, et
on olemas iiks ja ainult iiks sirge, mis 1dbib antud punkti ja
16ikab mdlemaid antud Kkiivsirgeid!
Toesta (vastuviiteliselt), et iga punkti tasapinnal véi viljas-
pool seda ldbib ainult iiks antud tasapinna normaal!
Toesta, et tasapinna normaalid on iiksteise suhtes paralleel-
sed! Juhatus: vdta kahel normaalil vabalt kaks punkti, leia
nendega méiératud sirge normaalprojektsioon ja kasuta tdsi-
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asja, et sirge ja tema normaalprojektsioon asetsevad iihel ja
samal tasapinnal! '
329. Toesta, et kaks punkti, mis asetsevad iihekaugusel tasapin-
nast ja sellest iihel ja samal pool, méédravad sirge, mis on selle
tasapinnaga paralleelne!
330. Toesta, et tasapind, mis on risti kahetahulise nurga servaga,
on risti ka selle nurga tahkudega!

2. osa.

GEOMEETRILISED KEHAD JA NENDE
JOONESTAMINE.

I. Geomeetriliste kehade liigitelu.

§ 252.

Tahkkeha. Kuup ja risttahukas on piiratud ainult tasa-
pinna tiikkidega, kuid silindrit piirab ka iiks koverpinna
tikkk. Kehi, mis on piiratud ainult tasapinna tiikkidega,
nimetatakse tahkkehadeks ehk hulktahkudeks (joonis 207).

Tahkkeha piiravad tasapinna tiikid on tahkkeha ta -
hud; sirgloigud, kus 16ikuvad tahkkeha tahud, on tahk-

Joonis 207

keha s er v a d; punktid, kus 16ikuvad servad, on tahkkeha
tipud. Tahkkeha iga serva juures on iiks kahetahuline
nurk ja iga tipu juures iiks ruumisnurk.

Tahkkehi liigitatakse nende tahkude arvu jirgi neli-

15
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tahkudeks, viistahkudeks, kuustahkudeks jne. Vihem kui
neli tahku ei saa tahkkehal olla.

Tahkude kuju jirgi eristatakse korrapiraseid ja kor-
rapdratuid tahkkehi. Korrapidrane tahkkeha on tahkkeha,
mille tahud on vordsed korrapirased hulknurgad ja mille
kahetahulised nurgad on vordsed. Saab toestada, et korra-
péraseid tahkkehi on ainult viis (joonis 208); korrapira-
sed voivad olla nimelt nelitahk ehk tetraeeder, kuustahk
ehk heksaeeder (kuup), kaheksatahk ehk oktaeeder, kaks-
teisttahk ehk dodekaeeder ja kakskiimmendtahk ehk
ikosaeeder.

Joonis 208.

§ 253.

Prisma. Uks tahkkehade eriliilk on prismad. Prisma on
tahkkeha, mille kaks tahku on paralleelsed ja mille teiste
tahkude loikejooned on paralleelsed. Seega joonisel 209
kujutatud keha on prisma, kui
1) ABCDE || FGHIEK,
2) AF || BG || CH || DI | EK.
Prisma paralleelseid tahke
nimetatakse prisma pohja-
deks ja teisi tahke — kiilg-
tahkudeks. Kiilgtahkude 16i-
kejooned pohjadega on pohi-
servad ja kiilgtahkude-vahe-
lised 16ikejooned on kiilgser-
vad. Prisma pohjade tasapin-
dade vaheline ristloik (2 joo-
nisel 209) on prisma kérgus.




223

TGestame teoreemi:
prisma kiilgtahud on roopkiilikud ja pohjad om
vordsed hulknurgad.
Toestus. 1) Vaatleme, niiteks, tahku ABGF':
prisma definitsiooni jirgi on AF || BG;
prisma definitsioonist jargneb
(§ 242), et AB || FG;

jarelikult (§ 111) ABGF on roopkiilik.
Samal viisil saab toestada, et ka teised kiilgtahud on
roopkiilikud.
Jareldus: prisma Kiilgservad on vordsed.
2) Toestuse esimesest osast jareldub, et
AB=FG;BC=GH;CD=HI... (§112);
§ 246 jirgi on ABC = FGH; BCD = GHI; ...
ABCDE = FGHIK.
Samal viisil nagu toestasime, et prisma pohjad on vord-
sed hulknurgad, saab toestada, et
prisma loikamisel pohjaga paralleelse tasapinnaga
tekib pohjaga vordne hulknurk.

§ 254.

Prismade ligitelu. Liigitame prismasid esiteks nende kiilg-
tahkude arvu jérgi ja teiseks kiilgserva ja pohja vahelise
nurga jargi:

kiilgtahkude arvu jérgi on prismad kolmetahulised,

4-tahulised, 5-tahulised jne.;

kiilgserva ja pShja vahelise nurga jirgi on prisma kas

piistprisma voi kaldprisma.

Piistprisma on prisma, mille kiilgservad on pohjaga
risti; vastasel korral on prisma kaldprisma. On kerge toes-
tada, et piistprisma kiilgtahud on ristkiilikud.

Piistprismad liigitatakse pohja kuju jirgi korrapiras-
teks ja korrapiratuteks prismadeks.

Korrapidrane prisma on piistprisma, mille pohjaks on
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korrapirane hulknurk. Joonisel 210 on kujutatud korra-
péarane kolme-, nelja-, viie- ja kuuetahuline prisma. Korra-
pérase prisma kiilgtahud on vordsed ristkiilikud.

Joonis 210.

Mbonele sagedamini esinevale prismale on antud eriline

nimetus. Niiteks

prismat, mille pohjaks on roopkiilik, nimetatakse

rooptahukaks;

piistprismat, mille pohjaks on ristkiilik, nimetatakse

risttahukaks. Seega on rooptahuka koik tahud roop-
kiilikud ja risttahuka koik tahud — ristkiilikud. Risttahuka
erikuju on kuup, s. o. risttahukas, mille koik tahud on
vordsed.

§ 255.

Piiramiid. Teine tahkkehade eriliik on piliramiidid. Piira-
miid on tahkkeha, mille iiks
tahk on hulknurk ja teised
tahud on iihise tipuga kolm-
nurgad.

Joonis 211 kujutab viie-
tahulist piliramiidi; selle
pohjaks on viisnurk ABCDE
ja kiilgtahkudeks on kolm-
nurgad, mille iithine tipp on
punkt O. Seda tippu nimeta-
Joonis 211. takse piiramiidi tipuks. Vii-
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masest pohja tasapinnani minev normaali 16ik OH on
piiramiidi korgus. Piiramiidi servi liigitatakse, nagu pris-
malgi, kiilgservadeks ja pohiservadeks.

Toestame teoreemi:
piiramiidi 16ikamisel poh-
jaga paralleelse tasapin-
naga tekib pohjaga sar-
nane hulknurk.

Oletus: A;B,CD,||ABCD.

Viide: A,B,CD, ~ ABCD

(joonis 212).

Toestus. Et pohja tasapind
ja 1oike tasapind on paralleel-
sed, siis on (§ 242)

A.B, || AB; B,C, || BC; Joonis 212.

€iDy |FEDsH v

Sellest jireldub, et kiilgtahkudel on sarnased kolmnur-
gad (§ 202), ja seega piiramiidi 16ike ja pohja kiiljed on
vordelised.

Et 16ike ja pohja vastavate nurkade haarad on vasta-
valt paralleelsed ja samasuunalised (§ 246), siis

A.B,c, = ABc; B,0,D, = BCD; ...

Seega on ldoige pohjaga sarnane hulknurk, sest nende
nurgad on vastavalt vordsed ja kiiljed vordelised.

Mirkus. Pohjaga paralleelne tasapind tiikeldab piira-
miidi kaheks kehaks; neist alumine (joonis 212) on tiivi-
piiramiid ja iilemine on selle tiivipiiramiidi tdienduspiira-
miid. Tiivipiiramiidil on kaks pohja.

§ 256.
Piiramiidide liigitelu. Kiilgtahkude arvu jérgi liigitatakse
piiramiide kolmetahulisteks, neljatahulisteks, viietahulis-
teks jne. piiramiidideks. Peale selle saab piiramiide veel lii-
gitada korrapirasteks ja korrapidratuteks. Piiramiid on
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korrapirane, kui tema pohjaks on korraparane hulknurk
ja korgus 10ikab pohja selle keskpunktis.

Joonis 213 kujutab korra-
parast kuuetahulist piira-
miidi. Et H on pohja kesk-
punkt, siis AH— BH ja seega
AAHO = ABHO, millest ji-
reldub, et AO = BO: Kkorra-
pirase piiramiidi kiilgservad
on vordsed ja kiilgtahud on
vordsed vordhaarsed kolm-
nurgad. Samuti on vordsed
ka kiilgtahkude korgused ehk
piiramiidi apoteemid (OK joo- Joonis 213.
nisel 213).

§ 257.

Silinder. Kui laseme ristkiilikul poorelda selle ithe kiilje
iimber (joonis 214), siis tekib keha, mida nimetatakse
silindriks. Silinder on piiratud kolme pinnatiikiga,
nimelt kahe vordse ja paral-
leelse ringiga ja iihe tiikiga
koverast pinnast, mida nime-
tatakse silindriliseks pinnaks.
Silindrit piiravad ringid on
silindri p6hjad ja silindri-

line pind on kiilgpind.
Sirgloiku, mille iimber toi-
mub ristkiiliku poOorlemine,
nimetatakse silindri teljeks
ja sellega paralleelset rist-
Joonis 214. kiiliku kiilge — silindri moo-
dustajaks; ristkiiliku iilejaa-
nud kaks kiilge on silindri pohjade raadiused. Silindri telg
on seega tema pohjade keskpunkte iihendav sirgloik. Et
see sirgloik on risti moélema pohjaga, siis on ta iihtlasi ka

silindri korguseks.
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Kui silindrit 16igata tasapinnaga, millel asetseb silindri
telg, siis tekib 10ige, mida nimetatakse telgloikeks. Silindri
telgloige on ristkiilik, mille iiks kiilg vordub silindri pohja
1abimooduga ja teine kiilg — moodustajaga.

Kui silindrit 16igata pohjaga paralleelse tasapinnaga, siis
tekib pohjaga vordne ring.

§ 258.
Koonus. Tidisnurkse kolmnurga pdorlemisel iithe kaateti
iimber tekib keha, mida nimetatakse koonuseks (joo-
nis 215). Koonus on piiratud iihe ringiga ja iihe nn. kooni-
lise pinnatiikiga. Neist esi-
mene on koonuse pohi ja
teine — koonuse k iilgpind
Sirgloik, mis iithendab koonuse
tippu pohja keskpunktiga,

on risti pohjaga, siis on ta ka
iihtlasi koonuse korgu-
se ks. Sirgloik, mis iihendab
koonuse tippu pOhja ring-
joone mingi punktiga, on koo-
nuse moodustaja. Tiis-
nurkse kolmnurga poorlemi- Joonis 215.

sel tekkiva koonuse moodus- :

jad on vordsed, sest nad vorduvad poorleva kolmnurga
hiipotenuusiga.

Kui koonust 10igata tasapinnaga, millel asetseb koonuse
telg, siis 10ikab see tasapind koonuse pohja mooda ldbi-
mootu ja koonuse kiilgpinda — modda kaht moodus-
tajat. Koonuse telgldige on seega vordhaarne kolmnurk,
mille aluseks on koonuse pohja 1dbimoot ja haaraks —
koonuse moodustaja (AAOB joonisel 215).

Koonuse loikamisel pohjaga paralleelse tasapinnaga
tekib ringikujuline 16ige, sest kui OK ristub pohjaga (joo-
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nis 216), siis ristub ta ka tasapinnaga «, millest jareldub,
et kolmnurga AKO poorlemisel iimber OK jadb A,K; tasa-

pinnale « ja kujundab ringi.
Koonuse 16ikamisel pohja-
ga paralleelse tasapinnaga
tiikeldub koonus kaheks ke-
haks; neist iiks on tiivikoonus
ja teine selle tdienduskoonus.
Tiivikoonus on piiratud kolme
pinnatiikiga, nimelt kahe rin-
giga ja iithe koonilise pinna-
tiikiga; esimesed kaks on tii-
vikoonuse pohjad ja kol-
mas on tiivikoonuse kiilg-
pind. Tivikoonust v6ib vaa-
delda ka kehana, mis tekib

RO

Joonis 216.

tédisnurkse trapetsi AKK 4, (joonis 216) pdorlemisel kiilje
KK, iimber; seetottu KK, on tiivikoonuse telg ja 44,

on tiivikoonuse moodustaja.

§ 259.

Kera. Ringjoone poorlemisel selle 1dbimoodu iimber tekib
kover pind, mida nimetatakse sfiadriliseks pinnaks (joo-

P e 0,

S e

Joonis 217.

nis 217). Seda pinda iseloo-
mustab omadus, et tema koik
punktid asetsevad vordsetel
kaugustel iihest Kkindlast
punktist, mida nimetatakse
selle pinna keskpunktiks. Ke-
ha, mida piirab sfiériline pind,
on sfiir ehk kera. Sirgloik,
mis ithendab kaks kerapinna
punkti, ldbides keskpunkti,
on kera 14bim o6t ehk dia-
meeter; keskpunkt tiikeldab
labimoodu kaheks raadiuseks.
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Uhe ja sama kera raadiused on vordsed ja samuti on libi-
mo6dud vordsed.

Kui kera ldigata tasapinnaga, mis ldbib kera kesk-
punkti, siis tekib ringikujuline 16ige, sest selle 16ike piir-
joone koik punktid asetsevad samal tasapinnal olevast kera
keskpunktist vordsetel kaugustel. Seda 16iget nimetatakse
kera suurringiks; kera suurringi raadius vordub
kera raadiusega.

Toestame, et kera iga loige tasapinnaga on ring. Olgu
kera 16igatud tasapinnaga «, mille iihised punktid kera pin-
naga olgu 4, B, ... (joonis 218). Niitame niiiid, et punk-
tid 4,B,... asetsevad ringjoonel. Selleks ehitame kera
keskpunktist O 15ike tasapinnale « normaali OK ja iihen-
dame punktid O ja K kera pinna ja 16ike tasapinna iihiste
punktidega A4,B,... Et kolmnurgad AOK,BOK, ... on

taisnurksed (I? — 90°),. ithe
ithise kaatetiga (OK) ja
vordsete hiipotenuusidega
(AO = BO = ...), siison ka
nende teised kaatetid vord-
sed:

AK = BK =...

Seega asetsevad punktid
A,B,... ringjoonel, mille
keskpunktiks on punkt K. Joonis 218.
Selle ringjoone raadius

Ty =7 r*—pt,
kus p = OK on loike tasapinna kaugus kera keskpunktist
ja r = AO on kera raadius.

§ 260.

Kokkuvote kehade liigitelust. Kolmes viimases §-is kir--
jeldatud kehad, nimelt silinder, koonus, tiivikoonus ja kera,
tekivad iihe tasapinnalise kujundi poorlemisel sirge iimber.
KGoiki niisuguseid kehi nimetatakse poordkehadeks. Viima-
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sed moodustavad iihe tdhtsama riihma mittetahkkehade
hulgas. Korraldades koik kirjeldatud kehad iihte skeemi,
saaksime jargneva kokkuvotte kehade liigitelust:

Korra-
Piist- péarane
> pri:sma,_>
Korra- Korra-
pﬁranew —> Prisma > péaratu
Kaldprisma
- P i Korra-
Tahk- ,|_s Piiramiid £ péarane
keha
Korra-
péaratu
K Muu
OITa-_| > tghkkeha
péaratu
_5 Silinder
Keha —
— Koonus
BES P;;O;g " |- Tiivikoonus
— Kera
Mitte- —> Muu pddrdkeha
> tahk-
keha
> Muu mittetahkkeha

II. Geomeetriliste kehade joonestamine.

§ 261.

Tsentraalprojektsioon ja paralleelprojektsioon. Tasapinna-
lise kujutise saamiseks kehast valgustame keha, nditeks,
péikeskiirtega ja joonistame varju, mis tekib keha taha
paigutatud tasapinnal. Saadud varjujoonis ongi keha kuju-
tis tasapinnal; ta nditab keha kuju ja tema abil saab otsus-
tada teisigi keha kohta k#ivaid geomeetrilisi kiisimusi.
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Keha varjujoonist nimetatakse harilikult keha projekt-
siooniks ja tasapinda, millel on saadud joonis — projekt-

. siooni tasapinnaks. Kehade kujutamiseks kasutatakse kahe-

suguseid projektsioone, nimelt tsentraalprojektsioone ja
paralleelprojektsioone. Tsentraalprojektsiooniks nimeta-
takse keha varjujoonist sel juhul, kui varjutekitavad kiired
ehk nn. projektivad kiired lihtuvad punktitaolisest valgus-
allikast. Joonis 219 kujutab kolmetahulise piiramiidi tsent-
raalprojektsiooni tekkimist; sellel on punkt K projekt-
siooni keskpunkt, o — projektsiooni tasapind, KA4,,
KB,, ... — projektivad kiired ja 0,4,B,C; — piiramiidi
OABC tsentraalprojektsioon.

N ts
°$’=‘~:3:__

Joon. 219.

Kui projektsiooni keskpunkt K viia kaugemale projekt-
siooni tasapinnast, siis vihenevad projektivate kiirte vahe-
lised nurgad ja need kiired lihenevad paralleelseisule.
Projektsiooni, mis saadakse keha valgustamisel paralieel-
sete kiirtega, nimetatakse paralleelprojektsiooniks. Et
Pédike asetseb Maast kaugel, siis on péikeskiired peaaegu
paralleelsed ja seega on nende poolt tekitatud varjud paral-
leelprojektsioonid. Vastandina viimaseile on meie silma
vorkkilel tekkivad kujutised tsentraalprojektsioonid, sest
valgustatud esemest vaatleja silma tulevad valguskiired
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libivad silma optilise keskpunkti. Samuti on iilesvotted
tsentraalprojektsioonid. Tsentraalprojektsioonis tehtud
kujutisi nimetatakse sagedasti ka perspektiivseteks kuju-
tisteks; see kujutamisviis leiab rakendamist maalikunstis,
sest ta voimaldab kujutada esemeid nii, nagu nieb meie
silm. Kehade kujutamine paralleelprojektsioonis leiab
rakendamist tehnikas ja teaduses, sest ta voimaldab ker-
gesti keha mootude kindlakstegemist.

§ 262.

Paralleelprojektsiooni pohiseadused. Paralleelprojektsioone
tasapinnal iseloomustavad kolm jirgnevat teoreemi.
1. Sirge paralieelprojektsioon on iildiselt sirge; eri-
juhul voib see olla punkt.

Oletus: 4,4, By, ... on sir-
ge s punktide projektsioonid
tasapinnal « ja A4,|[BB,]...

Viide: 44, By, C4, ... aset-
sevad iihel ja samal sirgel s
(joonis 220).

Toestus. Kiired A4,, BB,
CCj, ... asetsevad tasapinnal
¢, mis on midratud sirgega s
ja punktiga A,; jirelikult
asetsevad kiirte BBy, CC4, ...
ja tasapinna o« 16ikepunktid
By, C4, ... tasapindade ¢ ja «
16ikejoonel s;. Et kahe tasapinna loikejoon on sirge, siis
on sirge s projektsioon s; sirgjoon.

Kui sirge s on paralleelne projektivate kiirtega, siis selle
sirge projektsioon on sirge s ja tasapinna « 16ikepunkt.

II. Roobikute sirgete paralleelprojektsioonid on roo-
bikud sirged.

Oletus: s||t; s ja t paralleelprojektsioonid on vasta-
valt s, ja t;.

Joon. 220.



Viide: sy || t; (joonis 221) ¢

Toestus. Sirgeid s ja t pro- ! 4\{\\',\}\
jektivad kiired asetsevad ta- P il
sapindadel § ja vy, mis on pa- o, 1 grined
ralleelsed, sest kaks Ioikuvat W/ ; tﬁ‘\L

sirged s ja u tasapinnal § on , :
paralleelsed kahe 16ikuva sir- % ’

gega t ja v tasapinnal y (§ 241
ja § 243). Paralleelsete tasa- Joon. 221.

pindade ¢ ja y 16ikamisel tasa-

pinnaga « tekivad paralleelsed lo1ke51rged s; ja ty (§ 242).

III. Roobikud sirgloigud on vordehsed oma paralleel-
projektsioonidega.
Oletus: AB||CD; A,B, ja

C,D; on AB ja CD paralleel-
projektsioonid.
tch s D
’C Viide: 4B 0D, (joo
nis 222).

, ® B/ : / Toestus. Joonestame tasa-

D, pinnal ¢ sirgldigu 4B, || 4,B;
4/ ja tasapinnal y sirgldigu
X CD, || CiD,. Et eelmise teo-
reemi (II) jirgi 4,B, || C1D,,
Joonis 222. siis on ka AB; || CD;.
Oletuse jirgi on AB || CD.
§ 246 jiirgi on siis BAB, = DCD,.
Samal viisil saab, et ABB, = CDD,.

Kolmn. I sarn. tunnuse jirgi on AABBy~ /ACDD,. Et sarn.
kolmn. kiiljed on vordelised, siis on AB : AB, = CD : CD,.
Et nelinurgad AB,B,4, ja CD,D;C, AB, = A;B;,
on roopkiilikud, siis CD, = C.D;.

Asendamisel saab, et AB: AB,=0CD:C.D,.
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Jéreldus: kui AB || «, siis 4B, = AB, s. t. projektsiooni-
tasapinnaga paralleelse sirgloigu pikkus ja selle paralleel-
projektsiooni pikkus on vordsed.

§ 263.

Normaalprojektsioon. Koige lihtsem on keha paralleelpro-
jektsiooni joonestada sel puhul, kui kiired on risti projekt-
siooni tasapinnaga. Projektsiooni, mille tekitavad projekt-
sioonitasapinnaga ristuvad kiired, nimetatakse rist- ehk
normaalprojektsiooniks. Et keha ristprojektsioon iihele
tasapinnale ei anna selget ku-
jutlust kehast, siis projekti-
takse keha kahele, ménikord
ka kolmele, iiksteise suh-
tes ristiseisvale tasapinnale.
Harilikult vGetakse esimeseks
tasapinnaks rohttasapind (=,
joonisel 223) ja teisteks tasa-

pindadeks kaks ristuvat piist-
tasapinda (%, ja =3 joonisel
223). Et kujutatav keha aset-
Joonis 223. seb harilikult péhjaga tasa-
pinnal =, siis nimetatakse sel-
lel saadud projektsiooni pohijooniseks; iilejaddnud kaks
projektsiooni on piistjoonis (tasapinnal =,) ja kiilgjoonis
(tasapinnal =3). Joonisel 223
kujutatud piiramiidi pohijoo- | O g CSPRIELIE, g
nis on AABC, piistjoonis on
AA,C50, ja Kkiilgjoonis on
AB3A303.

Keha normaalprojektsioo-
nide saamiseks iihel tasa-
pinnal péérame tasapinna =;
iimber projektsioonitelje «
noolega ndidatud suunas 90°
vorra ja tasapinna =3 iimber . Joonis 224.
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projektsioonitelje ¥ noolega n#didatud suunas samuti 90°

vorra. Nii tehes oleme kdik kolm projektsiooni saanud

piisttasapinnal =y, nagu néha joonisel 224. Uhe ja sama
punkti projektsioonid on seejuures iihendatud punktiirjoo-
nega; viimased on risti projektsiooniteljega.

§ 264.

Keha joonestamine normaalprojektsioonis. Ulesanne: rist-

tahukas, mille modted on 21 cm, 28 em ja 31 cm, asetseb

nii, et koige viiksem tahk on rohttasapinnal. Joonestada

selle risttahuka pohi- ja . s

piistjoonis, vottes risttahuka i

asend piisttasapinna suhtes

vabalt. '

Lahendus. Et joonis loo-
mulikus suuruses jooniselehe- :
le ei mahu, siis joonestame

moodus 1:10 (joonis 225).

Joonestamist teostame jarg-

mises jérjekorras:

1) joonestame projektsiooni-
telje x;

2) joonestame risttahuka po-
hijoonise, milleks on rist-
kiilik m6otudega 2,1 cm ja
2,8 cm;

3) pohijoonise tippudest joo- 3
nestame projektsioonitel- Joonis 225.
jele ristjooned;

4) joonestame risttahuka kiilgservade piistprojektsioonid
pikkusega 3,1 cm ja iihendame nende otspunktid.

2%

§ 265.

Kaldprojektsioon. Keha normaalprojektsiooni jirgi on
raske saada kiillalt selget kujutlust kehast ja seepirast tar-
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vitatakse keha kujutamiseks sageli kaldprojektsiooni, s. t.
niisugust paralleelprojektsiooni, mille puhul projektivad kii-
red ei ole risti projektsioonitasapinnaga. Selle projektsiooni
niitena vaatleme joonist 226, mis kujutab iihe tahuga vastu
piisttasapinda asetseva kuubi kaldprojektsiooni joonesta-
mise kiiku. Selles joonises I kujutab kuupi normaalprojekt-
sioonis (pohi- ja piistjoonis) ning IV sama kuupi kaldpro-
jektsioonis; II ja III nditavad joonestamise iiksikuid
samme.

I v/ m
C B
D /]
D, A,
Joonis 226.

Keha joonestamiseks kaldprojektsioonis on vaja anda
projektivate kiirte siht. Harilikult valitakse kiirte siht
niisugune, et nad tulevad paremalt poolt iilevalt. Seda sihti
saab ldhemalt m#irata kahe andmega, milleks on projekt-
siooni kaldenurk o ja projektsiooni lithendustegur q.

Projektsiooni kaldenurk on piisttasapinnaga ristuva sir-
ge projektsiooni ja projektsioonitelje vaheline nurk. Jooni-
sel 226 (II) on see nurk 45°, sest piisttasapinnaga ristuva
serva projektsioon AB moodustab projektsiooniteljega
nurga o = 45°,

Projektsiooni liihendustegur on arv, millega tuleb kor-
rutada piisttasapinnaga ristuva sirgloigu pikkust, et saada
selle sirgloigu projektsiooni pikkust. Joonisel 226 on see
tegur q =3, sest AB—1%-4,B; A,B pikkus vordub
serva toelise pikkusega.
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Projektsiooni kaldenurk o ja liihendustegur g vali-
takse nii, et joonestamine oleks vdimalikult lihtne; hari-
likult ® on kas 30°, 45°, 60° vdi 90°, ja q on kas 3, %
vOoi %.

Kokkuvéottes toimub joonisel 226 kujutatud kuubi joo-

nestamine jirgmiselt:

1) Joonestatakse kuubi pdhi- ja piistjoonis (I);

2) vastavalt antud o ja g suurustele joonestatakse
kuubi pdhja kaldprojektsioon ABCD (II);

3) joonestatakse kuubi kiilgservade projektsioonid,
mis on iiksteisega paralleelsed (§ 262-II) ja esine-
vad loomulikus pikkuses (§ 262 — jédreldus) (III);

4) joonestatakse iilejidnud servad, kusjuures ndhta-
matud served joonestatakse katkeva joonega (IV).

§ 266.

Niiiteid kehade joonestamisest kaldprojektsioonis.

I. Joonestada kuup ser-
vaga 25 mm, vottes pohijoo-
nise asend projektsioonitelje
suhtes vabalt (0=45°,9=13%).
Lahenduseks motleme kuubi
pohja igast tipust ristldigud
piisttasapinnani (joonis 227).
Et pohijoonises need ristloi-
gud esinevad loomulikus pik-
kuses, siis saab antud o ja g
jargi joonestada nende rist-
16ikude kaldprojektsioone.
Viimaste otspunktide iihenda-
misel saame kuubi pohja kald-
projektsiooni. Selle tippudest
joonestame kiilgservad risti
projektsiooniteljega. Joonis 227.

16
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II. Joonestada korrapi-
rane kuuetahuline piiramiid
pohiservaga 8 em ja korgu-
sega 15 em (0 = 60°; g = %;
asend — vabalt).

Eelmise iilesande eeskujul
joonestame esiteks piisttasa-
pinnal piiramiidi p6hja (moo-
dus 1:4) ja selle jirgi pohja
kaldprojektsiooni. Viimase
keskpunktist piistitame kor-
guse ja ithendame piiramiidi
tipu pohja tippudega (joo-
nis 228).

III. Joomestada silinder,
mille pohja raadius on 1,5 m
ja korgus on 2,7 m (0= 90°;
q=3). Joonis 228.

Silindri p6hijoonis on ring-
joon. Selle kaldprojektsiooni
joonestamiseks vGtame ring-
joonel kiillalt tihedalt punkte
ja leiame nende punktide
kaldprojektsioonid. Viimased
ithendame koverjoonega, mis
voimalikult hésti 1dbib koiki
leitud punkte. Selleks iihen-
damiseks on kasulik tarvitada
kdverjoonlauda ehk
lekaali.

Silindri iilemise pohja pro-
jektsiooni joonestamiseks joo-
nestame kiillaldase arvu moo-
dustajaid ja iihendame nende
otspunktid endisel viisil (joo-
Joonis 229. nis 229).
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§ 267.

Keha Idikamine tasapinnaga. Ulesanne: antud on risttahu-
kas kaldprojektsioonis; joonestada selle keha 16ige tasa-
pinnaga, millest on antud Ioikejoon piisttasapinnaga ja
iiks punkt risttahuka pohja tasapinnal.

Olgu s ldiketasapinna ja piisttasapinna l6ikejoon ja P
16iketasapinna iiks punkt pdhitasapinnal (joonis 230). Et
risttahuka tagumine tahk on vastu piisttasapinda, siis

Joonis 230.

sirgldik AB on ldiketasapinna ja risttahuka tagumise tahu
16ikejoon. Edasi leiame punkti C, milles 16ikuvad lGike-
tasapinna ja pohitasapinna ldikejoon PQ ja risttahuka iiks
pohiserv. Selles punktis 16ikuvad l6iketasapind, parem-
poolse tahu tasapind ja risttahuka pdhja tasapind. Uhen-
dades punktid B ja C, saame loiketasapinna ja parem-
poolse tahu 1dikejoone BD. Joonestades DE || BA, saame
16ikejoone esitahuga, ja iilhendades E A-ga — l6ikejoone
vasakpoolse kiilgtahuga. Ro0pkiilik ABDE ongi otsitav
Ioige.
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331.

332.
333.
334.
335.

336.
33T7.

338.

339.
340.
341.
342.

343.

344.

345.

346.

347.

348.

349.

350.

III. Ulesandeid.

Joonista kolm viistahku: piliramiid, prisma ja keha, mis tekib
prisma ldikamisel pShjaga mitteparalleelse tasapinnaga. Mitu
serva ja mitu tippu on igal joonistatud kehal?

Mitu tahku, serva ja tippu on n-tahulisel prismal?

Mitu serva on prismal, millel on 2¢ tippu?

Mitu tahku on prismal, millel on 38 serva?

Tdesta, et prisma 16ikamisel tasapinnaga, mis on paralleelne
kiilgservaga, tekivad kiilgtahkudel 16ikejooned, mis on paral-
leelsed kiilgservaga!

Missugusel prismal on servade arv tippude arvust 7 vdrra
suurem ? \

Missugusel prismal on servade arv tahkude arvust 16 vorra
suurem ?

Joonista kuup ja iihenda selle iga tahu keskpunkt selle tahu
ldhistahkude keskpunktidega! Missugusel kehal on need sirg-
16igud servadeks?

Léhtudes piistprisma definitsioonist (§ 254), tdesta, et piist-
prisma kiilgtahud on ristkiilikud!

Mitu tahku, serva ja tippu on n-tahulisel piliramiidil ?

Mitu serva on piiramiidil, millel on 9 tahku?

Missugusel piiramiidil on servade arv tahkude arvust 10 vdrra
suurem ?

Kolmetahuline piiramiid on 1digatud tasapinnaga, millel aset-
seb iiks piliramiidi serv. Missugusteks kehadeks tiikeldub
pliramiid ?

Kolmetahuline prisma on 16igatud tasapinnaga, mis on mééra-
tud iihe pdhiservaga ja mitte samal tahul asetseva tipuga.
Missugusteks kehadeks tiikeldub prisma?

Neljatahuline piiramiid, mille pdhiservad on 4,5 cm, 3,5 cm,
3,2 cm ja 5,4 cm, on 1digatud pohjaga paralleelse tasapinnaga
nii, et pdhja ja ldiketasapinna vahele jddnud kiilgservade
16igud on } kiilgservadest. Kui pikad on 16ike kiiljed?

Kui pikk on korrapirase neljatahulise piiramiidi apoteem, kui
pliramiidi kdrgus on 15 cm ja pohiserv on 16 cm?
Korrapérase neljatahulise pliramiidi kiilgserv on 9 dm ja pdhi-
serv on 8 dm. Kui korge on piiramiid?

Korrapérase kuuetahulise piiramiidi kérgus on 1,5 m ja po&hi-
serv on 1,2 m. Leia apoteemi ja kiilgserva pikkused?

Kus asetsevad ruumis need punktid, mis on antud sirgest, nii-
teks, 10 cm kaugusel ?

Kuidas asetsevad need sirged, mis ldbivad tasapinnal voi vil-
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352.

353.

354.

355.
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358.

359.

360.

361.

362.

363.

364.

365.

366.

367.

368.

369.

370.
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jaspool seda antud punkti ja moodustavad antud tasapinnaga
vordsed nurgad, nditeks 30° ?

Kui kdrge on koonus, mille moodustaja on 9,7 cm ja pdhja
raadius on 6,5 cm?

Koonuse korgus on z cm ja pdhja raadius 22 cm. Kui suur
on telgldike limbermdaot ?

Tiivikoonuse pdhjade libimoddud on 15 cm ja 10 cm, korgus
on 6 cm. Kui pikk on moodustaja?

Tiivikoonuse moodustaja on 7,4 cm, kérgus 7 cm ja suurema
pdhja raadius 6 cm. Kui pikk on vidiksema pohja raadius?
Kus asetsevad ruumis need punktid, milledest antud sirgloik
paistab tédisnurgas?

. Kera 14bimd6t on 12 em. Kui suur on kera iimbermddot ?
357.

Gloobuse 1ibim&6t on 20 cm. Kui pikk on sel gloobusel meri-

diaani kaar ekvaatorist pooluseni?

Kera, mille raadius on 15 cm, 1digati tasapinnaga, mis asetseb

keskpunktist 8 cm kaugusel. Kui pikk on 16ike raadius?

Kui kaugel kera keskpunktist peab asetsema 16ike tasapind,

et 16ike pindala oleks pool suurringi pindalast?

Valmista korrapirase kuuetahulise prisma p&hi- ja piistjoonis,

kui prisma pdhiserv on 2,5 cm ja kiilgserv on 4 cm!

Valmista korrapdrase viietahulise piliramiidi pdhi- ja plistjoo-

nis, vottes piiramiidi pdhja iimberjoonestatud ringi raadiuseks

2 cm ja korguseks 5 cm!

Kujuta normaalprojektsioonis koonusekujuline kartulikuhi,

mille pdhja 14bimd6t on 4 m ja korgus on 2 m!

Kujuta normaalprojektsioonis tiivikoonus, mille pdhjade ldbi-

moddud on 6 cm ja 4 cm ning koérgus on 3,5 cm!

Kujuta kaldprojektsioonis pohitasapinnal asetsev ruut kiiljega

4 cm, vottes w=—45° ja q:%!

Kujuta kaldprojektsioonis pohitasapinnal asetsev korrapérane

kuusnurk kiiljega 3 cm, vittes 0 =—=45° ja g=4#4!

Kujuta kaldprojektsioonis kuup servaga 3,5 cm, kui kuup aset-

seb nii, et pdhja diagonaal on risti piisttasapinnaga, vottes
—45° ja q=1!

Kujuta kaldprojektsioonis korrapédrane neljatahuline piira-

miid, mille pdhiserv on 5 cm ja korgus 4 cm, vottes 0 —60° ja

g==3!

Kuju%ia kaldprojektsioonis pohitasapinnal asetsev ringjoon raa-

diusega 3 cm, vottes ©=—60° ja ¢ = }!

Kujuta kaldprojektsioonis silinder, mille péhja raadius on 3 cm

ja korgus on 5 cm, vottes @ =—=90° ja ¢g = %!

Kujuta kaldprojektsioonis koonus, mille pdhja raadius on 25 cm

ja korgus on 45 cm, vottes w=90° ja q:%!
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371. Risttahukal, mille pdhiservad on 3,4 dm ja 5 dm, on pealmine
osa tasapinnaga nii #dra 15igatud, et iilejidinud keha kolm
kiilgserva on 2 dm, 2,5 dm ja 3 dm. Kujuta iilejiinud keha
kaldprojektsioonis, vottes w ja g vabalt!

372. Joonesta kaldprojektsioonis vabalt kuup ja 156ika see tasapin-
naga, millest on antud 13ikejooned piist- ja pohitasapinnaga!

373. Korrapirane neljatahuline piiramiid pdhiservaga 15 cm ja kor-
gusega 18 cm, on 1digatud pdhjaga paralleelse tasapinnaga,
mis poolitab kdrguse. Joonesta saadud tiivipiiramiidi kaldpro-
jektsioon, vottes w=—45° ja q:%!

3. osa.

KEHA PINDALA JA RUUMALA.

I. Tahkkeha pindala ja ruumala.

§ 268.

Ruumalaiihikud. Et vorrelda kahe mistahes keha ruum-
ala, selleks on vaja m o606t a nende kehade ruumalasid ja
vorrelda saadud mootarve. Moota keha ruumala tihendab
leida, mitu korda moodetav
ruumala on suurem ruumala-
ithikuks voetud ruumalast,
voi missuguse osa ruumala-
g 0 ithikust ta moodustab.
Ruumalaiihikuiks tarvita-
takse niisuguste kuupide

/ ENt ruumalasid, mille servade
[T (P A X 2 L e
(2 7% pikkusteks on pikkusiihikud.
T sy Nii on kuupmeeter (m3) nii-
Joonis 231. suguse kuubi ruumala, mille

serva pikkus on 1 m ja lii-
ter (1) ehk dm3 — kuubi ruumala, mille serva pikkus on
1 dm. Kui iiks pikkusiihik on teisest 10 korda suurem, siis
vastav ruumalaiihik on teisest ruumalaiihikust 103 = 1 000
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korda suurem, nagu selgub suurema kuubi tiikeldamisel
viiksemateks (joonis 231); seega:

1 m3=1000 dm3
1 dm3 = 1000 cm3
1 ecm3 = 1000 mms3

§ 269.

Risttahuka ruumala arvutamise eeskirja viljendab teo-
reem:
risttahuka ruumala vordub tema kolme Ildhisserva
korrutisega.
Oletus: risttahuka kolme ldhisserva pikkused on a cm,
b cm ja ¢ cm.
Viide: risttahuka ruumala V = abc cms3,.
Toestame teoreemi neil juhtudel, kus 1) a, b ja ¢ on
tédisarvud ja 2) a, b ja ¢ on

kiimnendmurrud. —

1) Kui a, b ja ¢ on tiis V
arvud, niiteks a =6, b=14 .. L /7[
ja ¢ = 5 (joonis 232), siis on i i , l l ot
voimalik risttahukat tiikel- .
dada kuupideks servaga lcm. | V] > ———
Et tiikeldamisel tekkivasroht- | |1 257772
kihis on niisuguseid kuupe —
@-b ja neid kihte on iildse ¢, 7 ] b
siis antud risttahukas tii- ‘<7 7
keldub abc kuubiks servaga i

Joonis 232.

1 cm. Seega on antud rist-
tahuka ruumala V = abc cm3.

2) Kui a, b ja ¢ on murdarvud, nditeks a = 6,5, b = 4,8,
¢ = 5,3, siis on vGimalik leida niisugune pikkusiihik, mil-
les servade pikkused viljenduvad tdisarvudes. Antud juhul
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on uueks ithikuks mm ja servade pikkused uutes iihikutes
on a; = 65 mm, b; — 48 mm ja ¢; = 53 mm. Vastavalt

1. juhule on risttahuka ruumala V; = a;b;c; mms,
. 2 ¥, a b c
mille avaldamisel cm®es saab, et V =50 = 505" =
%-%- :—6 =a-b.c. Seega on ka sel puhul ruumala,

V = abc cm3.

Mirkus. Kui risttahuka servade pikkused viljenduvad
harilikkudes murdudes, siis on teoreem téestatav 2. juhu
eeskujul; kui servade pikkused viljenduvad irratsionaal-
arvudes, siis on teoreem oige iikskoik kui tépsete ldhis-
viadrtuste korral, mistottu ta loetakse digeks ka sel juhul,
kui servad on irratsionaalsed.

Jéreldus I. Risttahuka kahe ldhisserva korrutist voib
nimetada risttahuka pohja pindalaks S, sest risttahukal
voib iga tahu votta pohjaks; kolmas serv on siis risttahuka
kérgus h. Seda arvestades voib oelda, et

risttahuka ruumala vordub pohja pindala ja korguse
korrutisega:

V=8-h.

Jireldus II. Et kuup on risttahukas, mille servad on
vordsed (@ =b=¢), siis vdib &elda, et kuubil on
V=a-a-a=as:

kuubi ruumala vordub tema serva kuubiga.

§ 270.

Risttahuka tiikeldamine. Kui risttahukat ldigata tema
diagonaaltasapinnaga (AEGC joonisel 233), siis
ta tiikeldub kaheks kolmetahuliseks piistprismaks, mille
pohjadeks on vordsed tdisnurksed kolmnurgad. Need kaks
kolmetahulist piistprismat on vérdsed, s. t. neid saab nii
teineteise sisse paigutada, et nende vastavad tipud, servad
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ja tahud iihtuvad. Sellest jireldub, et need prismad on
ruumvordsed, s.t. vordsete ruumaladega. Seega
diagonaaltasapind tiikeldab risttahuka kaheks ruum-
vordseks prismaks,
Seda asjaolu saab kasu-
tada kolmetahulise prisma
ruumala arvutamiseks juhul,
kui pdhjaks on tédisnurkne
kolmnurk. Olgu ACDEGH
niisugune prisma (joonis 233)
pohja pindalaga S ja korgu-
sega h. Selle prisma ruumala
V=2S8-h,
sest iihendades antud prisma Joonis 233.
teise samasuguse prismaga
ABCEFG, saame risttahuka, mille pohja pindala on
28, korgus h ja ruumala — 28 + k; jirelikult on antud kol-

| 1% Py
=8N

metahulise prisma ruumala V =

§ 271

Piistprisma ruumala. Teoreem: piistprisma ruumala vor-
dub pohja pindala ja korguse korrutisega.

Joonis 234. Joonis 235.
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TOestame teoreemi esiteks kolmetahulise piistprisma
kohta ja siis iga piistprisma kohta.

Kolmetahulise piistprisma saab 16igata kaheks kolme-
tahuliseks piistprismaks, mille pohjadeks on tdisnurksed
kolmnurgad (joonis 234). Eelmise §-i jérgi on kummagi
saadud prisma ruumala vordne pohja pindala ja korguse
korrutisega. Jirelikult on esialgse prisma ruumala

V=28,-h+8;-h= (8;+8,)-h=S8-h,

kus S; ja S; on l6ikamisel saadud prismade pohjade pind-
alad, S — esialgse prisma pohja pindala ja A — nende
prismade ithine korgus.

Kui prisma on n-tahuline (n > 3), siis joonisel 235 nii-
datud viisil on vGimalik prismat tiikeldada kolmetahu-
listeks prismadeks. Olgu viimaste pohjade pindalad

81,85, 83,...; nende kdorgus vordub esialgse prisma kor-
gusega h. Seega on esialgse prisma ruumala
V= Sl . h+S2 . h+S3 S (SI+S2+S3 +.. .) oy

Et sulgudes olev avaldis vordub esialgse prisma pdhja
pindalaga 8, siis
V =28"h,
mis oligi tarvis tGestada.

§ 272.

Piistprisma pindala. Kui piistprisma kiilgpindala papp-
mudel iiht kiilgserva mooda lahti 16igata, siis saab prisma
koik kiilgtahud laotada {ihele tasapinnale; nii saadav
piistprisma kiilgpinna Iaotus on kujult ristkiilik, mille ‘alus
vordub prisma pohja iimbermd6oduga, korgus — prisma
kiilgservaga ja pindala — prisma kiilgpindalaga. Sellest
selgub, et
piistprisma kiilgpindala vordub péhja timbermdéddu
Jja kiilgserva korrutisega.
Liites kiilgpindalaga pohja kahekordse pindala, saame
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piistprisma pindala. Avaldame
korrapdrase prisma pind-
ala. Olgu korrapirase n-ta-
hulise prisma pohiserv a cm,
kiilgserv b cm ja pohja apo-
teem ¢ cm (joonis 236); siis
selle prisma pindala

S=8,+2-8,=

=na-b+2-”a2'°=
=na-b+na.c= 4
=na (b + ). Joonis 236.

§ 273.

Cavalieri aksioom. Paljude kehade ruumalade vordlemist

ja ruumala valemite tuletamist on kbige kergem teostada

nn. Cavalieri aksioomi abil, mida v5ib sGnastada jirgmiselt:
kaks keha on ruumvordsed, kui nende pohjade pind-
alad on vordsed, korgused on vordsed ja iihel ja
samal korgusel tehtud pohjaga paralleelsete ldigete
pindalad on vordsed.

Selle aksioomf mdistmiseks 16ikame virna papitiikikesi,
mis jirk-jargult vdiksemaks muutuvad, ja moodustame
neist papitiikikestest mitmesuguseid kehi (joonis 237).
On selge, et kuidas me neid papitiikikesi iiksteise suhtes

|
1
L
)|
|

1
1
L 1 I o |

Joonis 237.
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ka ei nihutaks, nende poolt moodustatud keha ruumala
ei muutu. Samuti muutumatuks jiéib nende kehade péhja
pindala, korgus h ja mistahes korgusel k tehtud 1Gike
pindala.

Muudame niilid joonisel 237 kujutatud papitiikikeste
virnu selles méttes, et esimese virna moodustame, niiteks,
kolmnurgakujulistest, teise — nelinurgakujulistest ja kol-
manda — ringikujulistest papitiikikestest, kuid ikkagi nii,
et iihel ja samal korgusel k asetsevad papitiikikesed on
vordsete pindaladega. Meie kujutluse jirgi on ka sel juhul
nende kehade ruumalad vordsed ja seda asjaolu viljen-
dabki Cavalieri aksicom.

§ 274,

Prisma ruumala. Cavalieri aktsioomi abil saab tdestada
teoreemi
iga prisma ruumala vordub pohja pindala ja kor-
guse korrutisega.
Oletus: prisma pohja pindala on 8 cm? ja kérgus on
h cm.
Viide: prisma ruumala V = §-h cm3.

Joonis 238.

Toestus. Paigutame antud prisma pShja tasapinnale
sama suure pohja pindalaga ja sama korge piistprisma
(joonis 238). Et prisma l6ikamisel pohjaga paralleelse
tasapinnaga tekib pohjaga vordne hulknurk, siis voib
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Cavalieri aktsioomi pohjal Gelda, et need prismad on ruum-
vordsed. Sellest jéreldub, et ka kaldprisma ruumala vor-
dub tema pohja pindala ja korguse korrutisega.

§ 275.

Ruumvordsed piiramiidid. Teoreem: piiramiidid on ruum-
vordsed, kui nende pohjade pindalad on vordsed ja kor-
gused on vordsed.

Oletus: § =P; EF = NO; 8 ja P on kahe piiramiidi
pohjade pindalad, EF ja NO on nende piiramiidide korgu-
sed (joonis 239).

Viide: piiramii@¢ EABCD on ruumvordne piiramiidiga
NEKLM.

Toestus. Cavalieri aksioom seab kolm tingimust, mis
peavad olema tédidetud, et kehad oleksid ruumvordsed.
Neist tingimusist on oletuse jargi kaks tdidetud. Niitame,
et on tdidetud ka kolmas tingimus. Selleks paigutame
piiramiidid pohjadega iihele ja samale tasapinnale ja 16i-
kame neid tasapinnaga, mis on paralleelne pdhjade tasa-

Joonis 239.

pinnaga. Olgu selle tasapinna ja esimese piiramiidi 16ige
nelinurk A,B,C;D; (joonis 239). Et see 16ige on pohjaga
sarnane nelinurk (§ 255), siis on nende pindalade jagatis
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vordne nende vastavate kiilgede jagatise ruuduga (§ 214).
Téhistanud esimese piiramiidi pohja pindala tihega S ja
16ike pindala tZhega S;, v6ib kirjutada

8, A B\? (B E\2 (F E\3
=) =G7) =)
sest AA,BE ~ NABE ja AB,EF,; ~ ABEF (joonis 239).
Kui teise piiramiidi pohja pindala on P ja 16ike pindala
on P, siis samuti on
P, (O N\2
Fm ('O_N) -

Neist tulemustest jareldub, et

F.E\8 _ . 0, N\2
8,=(75) -5 ja P1=(3§) P

Et oletuse jirgi on S = P ja FE = ON ning tGestuse jirgi
on F,E = O4N, siis on ka

S1=P1.

Seega on nende kehade juures tdidetud ka kolmas Cavalieri
aksioomi tingimus, nimelt on vordsed iihel ja samal kor-
gusel tehtud pdhjaga paralleelsete 16igete pindalad. Koos
oletusega jareldub sellest, et need piiramiidid on ruum-
vordsed.

§ 276.

Piiramiidi ruumala. Teoreem: piiramiidi ruumala vordub
pohja pindala ja korguse iihe kolmandiku korrutisega.

Toestame teoreemi esiteks kolmetahulise piiramiidi
kohta ja siis mistahes piiramiidi kohta.

Olgu piiramiidi OABC pohja ABC pindala S ja piira-
miidi kérgus h (joonis 240). TGestame, et selle piiramiidi
ruumala V= } S-h.

Toestuseks kasutame kolmetahulist prismat ABCODE,
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millel on piiramiidiga iihine pohi ABC ja iiks iihine kiilg-
serv AO, jarelikult ka ithine korgus k. Kui sellest prismast
eraldada piliramiid OABC, siis jddb jédrele neljatahuline
piiramiid, mille tipp on O ja pohi on BDEC. Loikame selle

Joonis 240.

neljatahulise piiramiidi tasapinnaga OBE kaheks kolme-
tahuliseks piiramiidiks OBDE ja OBEC. Viimased on ruum-
vordsed, sest pohjadeks on neil vordsed kolmnurgad BDE
ja BEC ning korgus on neil iihine. Kuid need piiramiidid
on ruumvordsed ka antud piiramiidiga OABC, sest piira-
miididel OABC ja BODE on vordsed pohjad ABC ja ODE
(prisma p6hjad) ning vordsed korgused (prisma korgus).
Jérelikult on prisma ABCODE tiikeldatud kolmeks ruum-
vordseks piliramiidiks, mistottu iga saadud piiramiidi ruum-
ala vordub iihe kolmandikuga prisma ruumalast. Et prisma
ruumala on 8 - h, siis piiramiidi OABC ruumala V= 1 S-h,
kus 8 on piiramiidi péhja pindala ja h on piiramiidi korgus.

Olgu niiiid mistahes piiramiidi pdhja pindala 8 ja kor-
gus h. Niitame, et ka sel juhul on V = } S-h. Selleks
kujutleme antud piiramiidi korval teist piiramiidi, nimelt
kolmetahulist, mille phja pindala on samuti S ja korgus
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V1= } 8- h. Kuid Cavalieri aksioomi jirgi on need piira-
‘miidid ruumvordsed (§ 275), jarelikult on ka

V=18 "h.

§ 277,

Korrapiirase piiramiidi pindala. Teoreem: korrapirase
piiramiidi kiilgpindala vordub piiramiidi apoteemi ja pohja
iimberm6ddu poole korrutisega.

Olgu korrapéirase m-tahulise piiramiidi pdhiserva pik-
kus @ cm ja apoteemi pikkus m ecm. Siis on

iihe kiilgtahu pindala ‘lé—mcm2,

n kiilgtahu pindala n a—zl‘ =} na-m cm?2.

Téhistades piliramiidi pShja iimbermdddu na siimboliga
"2p ja kiilgpindala siimboliga S;. , saab
Sg=1%2p-m=p-m,
mis oligi tarvis tdestada. Liites piiramiidi kiilgpindalaga
selle piiramiidi pohja pindala S, , saame piiramiidi pind-
ala 8§ = S+ S,.

II. Poordkeha pindala ja ruumala.

§ 278.

Silindri pinnalaotus ja pindala. Valmistame paberist silindri
kiilgpinna mudeli, 16ikame selle iiht moodustajat mééda
lahti ja 1aotame silindri killgpinna tasapinnale. Saadud
ristkiilik on silindri kiilgpinna laotus ja selle pindala vordub
silindri kiilgpindalaga. Et selle ristkiiliku alus vordub
silindri pohja iimberm6oduga ja korgus vordub moodusta-
Jaga, siis silindri kiilgpindala vordub péhja iimberméddu ja
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Joonis 241.

moodustaja korrutisega. Tarvitades silindri kiilgpindala,
pohja raadiuse ja moodustaja tdhistamiseks siimboleid
Sk, r ja m, saame kiilgpindala arvutamiseks valemi

8= 2@1&,

Liites kiilgpindalaga pShjade pindalad, saame silindri
pindala
= 8 + 2+ 8, = 2rrm —+ 212 = 2rr(m —+ 7).

§ 279.

Silindri ruumala. Joonestame silindri pdhja sisse mingi kor-
rapidrase hulknurga, nditeks korrapidrase kuusnurga, ja
ehitame korrapirase kuuetahulise prisma, millele see kuus-
nurk on pohjaks ja mille korgus vordub silindri korgusega
(joonis 242). Seda prismat nimetatakse silindri sissejoo-
nestatud prismaks. Léhtudes silindri pohja iimber joones-
tatud hulknurgast, saab samalaadiliselt ehitada silindri
iimberjoonestatud prismat.

Joonestame silindri sisse peale korrapidrase 6-tahulise
prisma veel korrapdrased 12-, 24-, 48-tahulised prismad
jne., ehk teisiti: laseme silindri sissejoonestatud korrapi-
rase 6-tahulise prisma kiilgtahkude arvu piiramatult kahe-
kordseks muutuda. Kiilgtahkude arvu piiramatul kasvami-
sel prisma pOhja pindala suureneb ja ldheneb silindri pohja
pindalale, kuid prisma korgus ei muutu. Pohja pindala suu-

17
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renemise tottu suureneb ka prisma ruumala ja liheneb
silindri ruumalale. Seega silindri ruumala on selleks piiriks,
millele kiilgtahkude arvu piiramatul kasvamisel Liheneb

DR
-
\
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< \
S gL
\"\_—"" 3

Joonis 242.

silindri sissejoonestatud kor-
rapirase prisma ruumala.
Seetottu silindri ruumala ar-
vutamine peab toimuma sama
teoreemi jdrgi, mis prisma
ruumala arvutamine, s. t.
silindri ruumala vordub
pohja pindala ja kor-
guse korrutisega.
Kui silindri pohja raadius
on r cm ja korgus h cm, siis
cm3-es avaldatult on ruumals

I V = or*h.

§ 280.

Koonuse pinnalaotus ja pindala. Kui, niiteks, paberist val-
mistatud koonuse kiilgpinna mudel iiht moodustajat mésda

lahti 16igata ja tasapin-
nale laotada (joonis
243), siis tekib koonuse
kiilgpinna lao-
tus. Koonuse kiilgpin-
na laotus on sektor,
mille kaare pikkus vor-
dub koonuse pohja iim-
bermo66duga ja raadius
vordub koonuse moo-
dustajaga. Kui koonuse
pohja raadius on r cm
ja moodustaja on m cm,

siis kiilgpinna laotami- .

sel saadud sektori kaare

Joonis 243.
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pikkus on 27r cm ja raadius on m cm. Téhistame koo-
nuse kiilgpindala siimboliga Sx. Et sektori pindala
vordub kaare pikkuse ja raadiuse poole korrutisega, siis
Sk =%-2zr-m, s. t.

& = Trm.

Koonuse kiilgpindala vordub pohja poole iimberméddu
ja moodustaja korrutisega.
Liites koonuse pohja pindala ja kiilgpindala, saame koo -
nuse pindala

S=am—+wr2 =ar(m—+r).

§ 281.

Koonuse ruumala. Ehitame koonuse sisse korrapirase
n-tahulise piiramiidi, s. t. pliramiidi, mille phjaks on koo-
nuse pohja sissejoonestatud korrapérane m-nurk ja kor-
guseks on koonuse korgus (joonis 244). Kui selle piira-
miidi kiilgtahkude arv kasvab, siis piiramiidi ruumala suu-
reneb, sest pohja pindala suureneb. Laseme selle piiramiidi
kiilgtahkude arvu piiramatult kasvada; selle tagajirjel
piiramiidi p6hja pindala liheneb koonuse pohja pindalale
ja piiramiidi ruumala ldheneb koonuse ruumalale. Seega
koonuse ruumala on selleks
piiriks, millele kiilgtahkude
arva piiramatul kasvamisel
iaheneb koonuse sissejoones-
tatud korrapidrase piiramiidi
ruumala. Seetottu piliramiidil
ja koonusel on iiks ja seesama
ruumala arvutamise eeskiri:

koonuse ruumala vor-

dub pohja pindala ja

korguse iihe kolmandiku

Korrutisega. Joonis 244.
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Tahistades koonuse korgust h-ga ja pohja raadiust r-ga,
on ruumala

| ¥=iar’h.

§ 282.

Tiivikoonuse pindala. Tdhistame tiivikoonuse péhjade raa-
iy diusi tdhtedega 7, ja 7., kor-

gust tdhega h ja moodustajat

tdhega m; vastava tdiendus-

FIL B! koonuse moodustaja olgu =

— (joonis 245). Tiivikoonuse
kiilgpindala saab vaadelda
kahe koonuse kiilgpindalade
vahena, milledest esimese
raadius on 7; ja moodustaja
on m -+ 2 ning teise raadius
on 7, ja moodustaja on .
Seega on tiivikoonuse kiilg-
pindala
S =mr;(m—+x) — wre® = wrym —+ wor & — wrex =

=arm—+wx(r; — 73).

Avaldame tdienduskoonuse moodustaja z tiivikoonuse
elementide kaudu. Et sarnaste kolmnurkade BDO ja ACO
kiiljed on vordelised (joonis 245), siis

x £

—
x4+m r

Joonis 245,

millest ar; = xr; + mr,, seega ¥r; — ar; = rym ja
x(ry — 1r3) = Tom.

Asendades varem leitud 8 avaldises z(r; — r,) sellega
vordse rom-ga, saab

Sk = Trym 7 i oM '— ﬂm(rl e 7'2).

Et 7:(1'1 +T2) =y B e = ‘%‘ s (27'.'7'1 e 2757'2), siis voib
Gelda, et
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tiivikoonuse kiilgpindala vordub pohjade iimbermoo-
tude poole summa ja moodustaja korrutisega.

I Sy =mom((e,+ r,) I

Liites kiilgpindalaga pohjade pindalad, saab tiivikoo-
nuse pindala
S - TCm(Tl s 1'2) o 1'57'12 o 7!.'1'22.

§ 283.

Tiivikoonuse ruumala. Tiivikoonuse ruumala saab arvu-
tada kahe koonuse ruumalade vahena. Kui tiivikoonuse
pohjade raadiused on 7; ja 7o, korgus on h ja tdienduskoo-
nuse korgus on ¥ (joonis 245), siis tiivikoonuse ruumala
V= 4ar2(h + y) — a2y
= d7r;2h + 371 2y — 32y
= 4nri2h + 37y (ri2 — 732).

Et sarnaste kolmnurkade BDO ja ACO kiiljed on vor-
delised, siis

I

e [N R
y+h r?

millest kergesti saab, et y= rrz_hr. Asendame viima-

sega y varem leitud V avaldises:
V = drri2h + in 22
Et r2—152 = (ry +15) - (ry—73), siis
V == %’W”'12h = ‘:1;"757'2;1:(7'1 x> 7'2) ——
= &nr2h + Awriroh + Anre2h =
=iach(e’+rer,+r2).

Eelviimasest reast on niha, et tiivikoonuse ruumala vbr-
dub kolme niisuguse koonuse ruumalade summaga, mis on
tiivikoonusega iithekorgused ja mille pohja raadiuseks on
iihel tiivikoonuse iihe pohja raadius, teisel — tiivikoonuse

o (112 — 72).




258

teise pohja raadius ja kolmandal — nende raadiuste geo-
meetriline keskmine.

§ 284,

Kera ruumala. Kera ruumala valemi tuletamiseks nditame
Cavalieri aksioomi abil, et poolkera ruumala vordub nii-
suguse silindri ja koonuse ruumalade vahega, millel pohjade
raadiused ja korgused vorduvad poolkera raadiusega.
Asetsegu iihel ja samal tasapinnal poolkera raadiusega
r ja silinder pohja raadiusega r ja korgusega r (joonis
246). Kui sellest silindrist 10igata vilja koonus, mille
pohja raadiuseks on DB = r ja korguseks on DC = r, siis
silindrist jaab jarele poordkeha, mis tekib kolmnurga ABC
poorlemisel sirge s iimber. Sel poordkehal ja poolkeral on

Joonis 246,

vordsed pohjade pindalad ja vordsed korgused; toestame,
et nende 10ikamisel pohjaga paralleelse tasapinnaga teki-
vad vordsete pindaladega 16iked. Kui seda saab toestada,
siis on Cavalieri aksioomi jirgi need kehad ruumvordsed.

Kui poolkera 10igata pohjaga paralleelse tasapinnaga,
mille kaugus pdhja tasapinnast on %, siis tekib ringikuju-
line 16ige raadiusega P®. Selle 16ike pindala

S; = x - PQ2 = =(0Q2 — OP2) = =n(r2 — k2).
Teise keha 16ikamisel sama tasapinnaga tekib ronga-
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kujuline 16ige, mille sisemine raadius on KL = KC = k
ja vilimine raadius on KM = r. Selle 16ike pindala
So==n-KM2 —n-KL2 ==%-12 — n-k2 = =(r2 — k2).
Seega on S; = S,, millest jareldub, et need kehad on
ruumvordsed.
Tuletame niiiid kera ruumala valemi:
silindri A4 BB ruumala on w2 -r = ar3;
koonuse BB;C ruumala on  4=7r2-r = 3mrs;
nende ruumalade vahe on =13 — 4713 = %nr3;
poolkera ruumala vordub seega $=r3,
millest jareldub, et kera ruumala

| V= §np’, I

§ 285.

Kera pindala. Kera pindala valemi tuletamiseks néditame, et
kera ruumala vordub pindala ja raadiuse iihe kolman-
diku korrutisega.

Selle toestamiseks olgu kera pind kaetud kahe joonte-
siisteemiga, nimelt suurringjoontega, mis ldbivad iihe

N diameetri otspunkte N ja 8§,

ja ringjoontega, mis tekivac

/\ kera 16ikamisel selle diameet-

9 C riga ristuvate tasapindadega
b f\ Y (joonis 247). Maateaduse
l A [ \'{:Bg;lj\ \ eeskujul nimetame esimesi
e jooni meridiaanideks ja teis:

(@) jooni paralleelideks. Parallee-

lid ja meridiaanid tiikeldavad

kera pinna kolmnurgakuju-

listeks (NDC) ja nelinurga-

kujulisteks (ABCD) tiikki-

S deks. Uhendame nelinurga
Joonis 247. ABCD tipud kera keskpunk-
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tiga ja vaatleme piiramiidi, mille péhjaks on tasane
nelinurk ABCD ja mille tipp asetseb kera keskpunktis.
Olgu selle piiramiidi pohja pindala P; ja kdorgus h,. Selle
ruumala V; = § P; - hy,. Tédidame niiiid kogu kera nii-
suguste piiramiididega olgu nende pdhjade pindalad
P,, Py, Pg, ... ja korgused vastavalt hy, ho, hs .... Kui
kera pind on tukeldatud kiillalt viikesteks osadeks, siis
nende piiramiidide ruumalade summa on ligikaudu vordne
kera ruumalaga V:

V = 4Pihy + 3Pohy + 3Pghy—+. ..~ L Py « by,

Laseme niiiid kera pinda tiikeldavat joontevorgustikku
ikka tihedamaks muutuda, nii et punktid 4, B, C ja D
ldhenevad iiksteisele. Selle tagajérjel

1) piiramiidide arv kasvak piiramatult,

2) iga piiramiidi korgus ldheneb kera raadiusele,

3) nende piiramiidide ruumalade summa liheneb kera
ruumalale. Seetottu voib Gelda, et kera ruumala

V= 3Pr+4Pyr +3Pgr+...=
=4r(P; + Py + P3 +...)

Et pinnatiikkide arvu kasvamisel tasase nelinurga
ABCD pindala ikka vihem erineb vastava kerapinna tiiki
pindalalt, siis véime summa P, + P,+ P3;—+... lugeda
vordseks kera pindalaga S. Seega

V = #rS.

Saadud valemist on kerge tuletada kera pindala vale-
mit. Varem leidsime, et V = 4zr7?;
niilid saime, et V = }8r.
Jérelikult 38r = 4 zr3;

Seega | 8§ =dar?. |

Et kera suurringi pindala vordub =r2, siis
kera pindala vordub neljakordse suurringi pindalaga.
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III. Ulesandeid.

Mitu cm3 on 12 dms3, 0,38 dm3, 4 m3, 0,067 m3, x m3,

x m3 y dm3?

Mitu dm3 on 80 cm3, 5400 mms3, 4300 cm3 5000 mm3, x cm?3,
zcm3 ¥y mm3?

Mitu hl rukkeid on risttahukakujulises salves, mille mdoted on
32m,18m jalbm?

Mitu kg petrooleumi mahutab risttahukakujuline ndu, mille
modted on 26 cm, 24 cm ja 14 cm?

Risttahukakujulisse klaasvanni valati 9 1 vett. Kui korgelt téi-
dab see vesi vanni, kui vanni pShja mosted on 35 cm ja 18 cm ?
Uks jooksev meeter ruudukujulise ristldikega lattrauda, mille
tahu laius on 16 mm, kaalub 2,01 kg. Leia selle raua erikaal!
Mitu kg kaalub ruudukujulise ristldikega raudlatt, mille pikkus
on 2,5 m ja tahu laius on 68 mm, kui selle raua erikaal on 7,857
Kui suur pindala on risttahukal, mille médted on 15 cm, 12 cm
ja 22 cm?

Avalda risttahuka pindala S8 mé&ddete a, b ja ¢ kaudu!
Risttahuka pindala on 936 cin? ja tema mdodted on vordelised
arvudega 2, 5, 6. Leia risttahuka moo6ted!

Kuidas muutuvad risttahuka pindala ja ruumala, kui risttahuka
ko6ik moodted suurenevad voi vidhenevad n korda ?

Niita, et avaldis (a4 b+ c)2— (a2 4 b24c2) esitab risttahuka
pindala, kuia, b ja ¢ on risttahuka mooted!

Kuubi diagonaali pikkus on 10 cm. Kui suur on kuubi pindala ?
Tammepuust kuup servaga 8,5 cm kaalub 424 g. Leia tamme
erikaai!

Kuldlehekesi toodetakse paksusega /soo mm. Kui pika servaga
on ruudukujuline leheke, mis kaalub 1 g?

Kuubi serva pikkus on 15 cm. Kui pikk serv on kuubil, mille
ruumala on antud kuubi ruumalast 2 korda suurem?

Kuubi pindala (cm2-es) ja ruumala (cms3-es) viéljenduvad iihe
ja sama arvuga. Kui pikk on kuubi serv?

Kuubi pindala on 0,482 m2 Arvuta ruumala!

Arvuta kolmetahulise piistprisma pindala ja ruumala, kui
prisma kodrgus on 14,5 cm ja prisma pohjaks on téisnurkne
kolmnurk kaatetitega 8 cm ja 3,9 cm!

Arvuta korrapdrase kolmetahulise prisma pindala ja ruumala,
kui prisma poéhiserv on 12 cm ja kiilgserv on 17 cm!
Korrapérase viietahulise prisma p&hiserv on 3,8 cm ja killgserv
on 8,4 cm. Arvuta prisma kiilgpindala!

Kui palju kaalub trapetsikujuline tiikk 2-millimeetrise paksu-
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sega raudplekki, kui selle trapetsi alused on 0,9 m ja 1,6 m
ning kérgus on 1,2 m?

Mitu m3 mulda tuleb kraavikaevamisel selle pikkuse iga meetri
kohta vilja votta, kui kraavi siigavus on 1,20 m, pdhjalaius —
0,30 m ja pealtlaius — 2,50 m?

Arvuta korrapdrase kuuetahulise prisma ruumala, kui prisma
korgus on 15 cm ja pdhiserv on 8 cm!

Korrapédrase kuuetahulise prisma ruumala on 480 cm3 ja kor-
gus on 20 cm, Kui suur on selle prisma pindala ?

Ulemiste jdrve pindala on 9,5 km2 Kui palju suureneb jirve
vee hulk, kui vee pind tduseb 10 cm vorra? Kui palju on jirves
vett, kui selle keskmiseks siigavuseks votta 4,5 m?
Korrapérase neljatahulise pliramiidi iga serva pikkus on @ cm.
Avalda piliramiidi pindala 8 serva pikkuse a abil!
Kolmetahulise piiramiidi iga serva pikkus on @ cm. Avalda
piiramiidi pindala 8 serva pikkuse a abil!

Korrapédrase neljatahulise piiramiidi kdrgus on 35 cm ja pohi-
serv on 46 cm. Arvuta piiramiidi pindala ja ruumala!

Paviljoni katus on korrapédrase kaheksatahulise pliramiidi kuju-
line pdhiservaga 4,6 m ja kiilgservaga 7 m. Mitu lehte katuse-
plekki kulub selle katuse katmiseks ,kui igale m2-le kulub 1,2
lehte ?

Piiramiidist, mille péhja pindala on 67,5 cm?2 ja koérgus on 12 cm,
eraldati pdhjaga paralleelse 16ike abil uus pliramiid, mille kor-
gus on 4 cm. Arvuta viimase piliramiidi pdhja pindala!
Piiramiid, mille kdrgus on 10 cm, on ldigatud pdhjaga paral-
leelse tasapinnaga nii, et saadud 16ike pindala on pool pdhja
pindalast. Kui kaugel piiramiidi tipust asetseb 16ike tasapind?
Piiramiidi pohjaga paralleelne 1dige poolitab korguse. Leia
pohja pindala ja 16ike pindala suhe!

Kui palju kaalub korrapidrane neljatahuline graniidist piira-
miid ,mille pShiserv on 2,8 m ja korgus on 3,5 m?

Egiptuse suurima piiramiidi (Cheopsi piliramiidi) p&hiserv on
233 m ja korgus on 147 m. Mitu m?3 kivi on tarvitatud selle ehi-
tamiseks, kui mitte arvestada kéike ja kambreid nende viik-
suse tottu?

Korrapérase neljatahulise pliramiidi kérgus on 1,8 dm ja ruum-
ala on 1,944 dm3. Kui pikk on pGhiserv?

Avalda korrapédrase neljatahulise pliramiidi ruumala ja pind-
ala ta pohiserva a kaudu, kui kiilgserv moodustab pohjaga
45°-se nurga!

Korrapdrase neljatahulise piiramiidi pindala on 229,5 cm?2 ja
kiilgpindala on 157,25 cm2. Arvuta piiramiidi ruumala!
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Korrapédrase kolmetahulise piiramiidi kdrgus on 12 cm ja pdhi-
serv on 9 cm. Arvuta piiramiidi ruumala ja pindala!
Korrapédrase kolmetahulise pliramiidi iga serv on 10 cm. Ar-
vuta selle piiramiidi ruumala!

Korrapédrase tetraeedri apoteem on m. Avalda tetraeedri
pindala m abil! 4

Korrapédrase kuuetahulise piiramiidi kdrgus on 12 cm ja pdhi-
serv on 6 cm. Arvuta pliramiidi ruumala ja pindala!
Korrapdrase kuuetahulise piliramiidi kiilgserv on 10,6 cm ja
apoteem on 9 cm. Arvuta piliramiidi ruumala ja pindala!
Korrapérase kuuetahulise piiramiidi pShiserv on 2,4 dm ja
kiilgserv on 7,6 dm. Arvuta piliramiidi ruumala ja pindala!
Korrapédrase oktaeedri serv on 5 cm. Arvuta selle oktaeedri
pindala ja ruumala.

Piiramiidi péhjaks on romb, mille diagonaalid on 12 cm ja
15 cm. Arvuta piiramiidi ruumala, kui kérgus on 21 cm!
Missuguse osa kuubi ruumalast moodustab piiramiidi ruumala,
kui pliramiidi pdhjaks on kuubi iiks tahk ja piliramiidi tipuks on
kuubi keskpunkt?

Piiramiidi pShjaks on ristkiilik kiilgedega 22 cm ja 16 cm.
Arvuta piliramiidi pindala ja ruumala, kui iga kiilgserva pikkus
on 25 cm!

Arvuta tabeli andmete pdhjal silindri puuduvad suurused!

i .
wl. 274 3r) B o & i 8
Silindri

pohja raadius (cm)| 5 16 7 |125

pohja pindala (cm?2) 43 |5280|1490| 55

korgus (cm) 12 6,1

kiilgpindala (cm?2) 3017 12880

tédispindala (cm?2) 967 4500

ruumala (cms3) 2450 27,5

423.

Uks jooksev meeter iimmarrauda 1dbimddduga 38 mm kaalub
8,903 kg. Leia selle raua erikaal!
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10.000 m vasktraati 14bimédduga 5 mm kaalub 1767 kg. Leia
selle traadi erikaal!
Mitu m terastraati 14bimd6duga 2 mm kaalub 1,25 kg?
Silindrikujuline purk ,mille sisemine 14bimd6t on 16 cm ja kor-
gus on 15 cm, on tdidetud soolaga, mis kaalub 6,3 kg. Leia
soola erikaal! :
Ajalehe teatel torm t&i 1934. a. kevadel New Yorgi kohale tol-
mupilve, milles arvati olevat 300 milj. tonni tolmu. Kui paksu
kihina oleks katnud see tolm linna maa-ala, kui New Yorki
mdelda ringina, 18bimddduga 30 km ja kui tolmu erikaal on 1,57
Mitu ecm? plekki kulub liitrise silindrikujulise kaaneta ndu val-
mistamiseks, kui ndu kdrgus on 5 cm ja kui valtsimiseks kulu-
vat plekki mitte arvestada?
Kuidas muutub silindri ruumala, kui

a) pohja raadiust suurendada 3 korda?

b) korgust suurendada 5 korda?

c) pdhja raadiust suurendada 4 korda ja korgust suuren-

dada 2 korda?
d) pdhja raadiust vihendada 1,5 korda ja korgust suuren-
dada 4,5 korda?

Kui suurendada silindri korgust 3 korda ja pdhja 1dbimddtu
2 korda, siis ruumala saab 0,96 m3 suuruseks. Kui suur on esi-
algne ruumala ?
Silindri kiilgpindala on vérdne pdhjade pindalade summaga ja
pohja 14bimoot on 16 cm. Kui kdrge on silinder?
Silindri telgldige on ruut kiiljega a cm. Avalda silindri pindala
ja ruumala q abil.
Ristkiiliku iiks kiilg on teisest kaks korda pikem. Kuidas suh-
tuvad nende silindrite ruumalad (pindalad), mis tekivad selle
ristkiiliku poorlemisel iiks kord pikema ja teine kord lithema
kiilje iimber?
Kui raske on 3 m pikkune raudtoru, mille vélimine 14bim&5t on
60 mm ja sisemine 1abim&6t on 50 mm ?
Kui raske on 25 cm pikkune alumiiniumtoru, mille vélimine
14bimd6t on 24 mm ja seina paksus on 3 mm?
Mitu 1 vett voolab 45 min. viltel 1dbi toru, mille 18bimd6t on
4 cm, kui vee voolu kiirus on 6 cm/sek.?
Ajalehe teatel katkes 1. III 29. Helsingi veeviirgi iiks peajuht-
metest 14bimddduga 61 cm, millest kahe tunni kestes voolas
vélja 10 000 m3 vett. Katkemiskoha iimbruses tdusis vesi 0,5 m
korgusele maapinnast. Arvuta ,kui suur oli vee voolu kiirus kat-
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kenud juhtmes ja kui suure maa-ala tditis vidljavoolanud vesi
keskmise siigavusega 0,5 m?

438. Arvuta tabeli andmete pShjal koonuse puuduvad suurused.
yesed 1l £ 8.1 70w 1] .
Koonuse TR
pohja raadius (cm)| 4 9 12
korgus (cm) T 8,4
moodustaja (cm) 15 |11,5| 51 24
pdhja pindala (cm?2) 36,3 | 128,7
kiilgpindala (cm2) 321 | 1356 | 307
tdispindala (cm?2) 534
ruumala (cm3) 400

439. Kui palju kaalub koonusekujuline liivahunnik, mille kdrgus on
1,3 m ja pohja iimbermdot on 15 m?

440. Mitu katusekivi kulub torni koonusekujulise katuse katmiseks,
kui katuse kdrgus on 3,8 m, torni labimoot on 8,4 m ja iihele
m2-le kulub 15 kivi?

441. Koonusekujulise kartulikuhja {imbermoot on 11,9 m ja kdrgus
on 1,6 m. Mitu kvintaali kartuleid on kuhjas, kui 1 hl kartu-
leid kaalub 72 kg?

442. Plekist on vaja valmistada trehter, mille koonusekujulise osa
korgus on 9 cm ja pdhja 14bimd6t on 11,2 cm. Kui suur peab
olema selleks voetava sektori raadius ja kesknurk ?

443. Paberist viljaldigatud sektorist raadiusega 13 cm. ja nurgaga
125° valmistati koonuse kiilgpinna mudel. Leia selle pohja ldbi-
modt!

444. Koonuse telgldige on vordkiilgne kolmnurk iimbermddduga 42
cm. Arvuta koonuse ruumala!

445. Koonuse telgldike pindala ja pdhja pindala on vordsed. Arvuta
pohja pindala, kui koonuse kdrgus on 11 cm!

446. Koonuse telgldike pindala on P cm? ja pdhja iimbermddt on

i cm. Avalda koonuse ruumala P ja i abil!
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447. Kuidas muutub koonuse ruumala, kui

a) pdhja ldbimddtu suurendada 5 korda?
b) koérgust vdhendada 2,5 korda?

c) pohja ldbimodtu vidhendada 4 korda ja korgust suuren-
dada 8 korda?

448. Arvuta tabeli andmete pdhjal tlivikoonuse puuduvad suurused!

Niide nr.
\\ L - 3. 4,
Tiivikoonuse

ithe pdhja raadius (cm) | 8 10 7 15

teise pohja raadius(cm) | 5 4 3 10

korgus (cm) 6

moodustaja (cm) 9

pindala (cm?2) 2433

ruumala (cms3) 316

449. Koonus on 1digatud pohjaga paralleelse tasapinnaga, mis pooli-
tab korguse. Missuguse osa koonuse ruumalast moodustab tek-
kinud tiivikoonuse ruumala ?

450. Leia palgi ruumala, kui palgi pikkus on 4,5 m ja otste 14bim&6-
dud on 26 cm ja 14 cm.

451. Mitu 1 mahutab tiivikoonuse-kujuline pang, mille siigavus on
30 cm, pealtlaius — 28 cm ja pdhjalaius — 18 cm?

452. Tiivikoonuse iihe péhja raadius on 7, Avalda pindala ja ruum-
ala r abil, kui moodustaja vérdub r-ga ja kui teise pGhja raa-
dius on pool moodustajast!

453. Tiivikoonuse telgldige on vordhaarne trapets alustega 18 cm ja
14 cm; teigldike pindala on 208 cm2. Leia tiivikoonuse ruum-
ala!

454. Tdisnurkne trapets alustega 35 cm ja 25 cm ning korgusega
16 cm poorleb iimber kiilje, mis on alustega risti. Kui suur
pindala on sel podriemisel tekkival kehal?
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Arvuta tabeli andmete pohjal kera puuduvad suurused!

w A Lot [odeigomd ol
Kera

1abimo6ot (ecm) 18

iimberm66t (cm) 42,1

suurringi

pindala (cm?2) o008

pindala (cm?) 7088

ruumala (cms3) 12770

Maakera pindalast on 29,4% maismaad. Mitu ruutkilomeetrit
on maismaad, kui Maa raadius on 6371 km ?

Kuu raadius on 1740 km. Arvuta Kuu ruumala!

Olgu kahe kera raadiuste jagatis k. ToOesta, et nende kerade
pindalade jagatis onk2 ja ruumalade jagatis on k3!

Marsi raadius on 0,54 Maa raadiusest. Missugune osa Maa pind-
alast (ruumalast) on Marsi pindala (ruumala) ?

Pdikese raadius on 109 korda suurem Maa raadiusest. Mitu
korda on Pédikese ruumala suurem Maa ruumalast ?

Kui pikk on tinast kera raadius, kui kera kaalub 1 kg?

Mitu korda suureneb kera ruumala, kui kera pindala suureneb
2,25 korda?

Kera on 16igatud osadeks kolme liksteisega ristuva ja kera kesk-
punkti ldbiva tasapinnaga. Kui suur on kera iga niisuguse osa
pindala ?

Kera pindala (cm2-es) ja ruumala (cm3-es) viljenduvad iihe
ja sama arvuga. Leia kera raadius!

Poolkera piirav pindala on 600 cm2. Kui pikk on kera raadius?
Raudkera iimbermddduga 50,2 cm on paigutatud vette. Mitu
kg kaotab seejuures kera oma kaalust?

Mitu tinakuuli raadiusega 1 cm saab valada 1 kg tinast?
Silindri sisse, mille pdhja 1dbimdot ja kérgus on vdrdsed, on
joonestatud voéimalikult suur kera ja koonus. Leia nimetatud
kolme keha ruumalade suhted!

Silindrikujulisest palgist, mille pikkus oli 5,4 m, tahuti véima-
likult suur ruudukujulise ristldikega palk. Kui suur on &ra-
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tahutud puitu (laastude) ruumala, kui iimmarguse palgi libi-
modt oli 28 cm ?

Kahe korrapérase neljatahulise prisma kiilgpinna laotused on
vordsed ristkiilikud, mille iiks kiilg on teisest 2 korda pikem.
Uhe prisma kiilgservaks on ristkiiliku pikem kiilg ja teise
prisma kiilgservaks on ristkiiliku lithem kiilg. Kuidas suhtuvad
nende ristkiilikute ruumalad ?

Ruut, mille diagonaali pikkus on d cm, poorleb iimber diago-
naali. Arvuta selle podrdkeha pindala ja ruumala!
Vordhaarne tdisnurkne kolmnurk ,mille kaateti pikkus on @ cm,
poorleb iimber sirge, mis on risti {ihe kaatetiga ja ldbib hiipo-
tenuusi iihe otspunkti. Arvuta selle pdordkeha pindala ja
ruumala!

Vordhaarne tdisnurkne kolmnurk, mille pindala on 50 cm?2,
poorleb iimber hiipotenuusi. Arvuta selle poordkeha pindala ja
ruumala!

Silindri kiilgpinna laotus on ruut kiiljega @ cm. Avalda silindri
pindala ja ruumala @ abil!

Silindrikujuline metallitiikk, mille péhja 14bimd6t ja kdrgus on
vordsed, valatakse keraks. Mitu korda suureneb v&i vdheneb
ta pindala?

Elavhobedas ujub metallkera 1dbimddduga 4,6 cm, olles para-
jasti pooleni vedelikus. Kui palju kaalub see kera?
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