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Kogukahju arvutamise meetodite vordlemine kahjukindlustuses

Kindlustusettevotte edukaks toimimiseks on kriitilise tdhtsusega maédrata oOiglane
preemia — see on suurus, mis tekitab kindlustusvétjas soovi risk {ile kanda ja samal ajal
tagab kindlustusettevottele jatkusuutlikuse. Kuna kogutud Kkindlustuspreemia peab
olema piisav katmaks koiki potensiaalseid kahjusid ning samal ajal kindlustusvotja
jaoks pdhjendatud, tundub kdige loomulikum olevat hinnata portfelli kogukahju ning
saadud tulemus jagada proportsionaalselt kindlustusvotjate vahel. Kéesoleva t6o
eesmargiks on uurida kogukahju arvutamist konvolutsioonide meetodiga,
normaaljaotusega ldhendades, Normal Power meetodiga, nihutatud gammajaotusega
lahendades, simulatsioonide meetodiga, Panjeri rekursiooniga ja kiire Fourier’
teisendusega, kasutades iihe Eesti kindlustusettevotte kasko portfelli. Kogukahju
jaotuste arvutamisel kasutatakse enamike meetodite korral programmi R paketti

sactuar®,

Mirksonad: kindlustusmatemaatika, kahjukindlustus, Fourier teisendus.

Comparision of aggregate loss calculation methods in non-life

insurance

The key concept of insurance company is to set an appropriate premium — it is an
amount for what one is willing to transfer her/his risk for a third party and at the same
time it is enough to assure the company’s sustainability. As there has to be enough
collected premium to cover all possible losses and at the same time premium has to be
reasonable for the insured party, the most natural seem to be to first estimate the total
loss of the portfolio and then divide the result between the insured parties
proportionally. Main aim of this thesis is to examine convolution methods, normal
approximation, Normal Power method, translated gamma approximation, simulations,
Panjer recursion and fast Fourier’ transform for calculating aggregate loss distribution.
The theory has been implemented on one Estonian insurance company’s portfolio. For
most of the methods, aggregate claim amount distribution is calculated using program R

package ,,actuar®.

Keywords: actuarial mathematics, non-life insurance, fast Fourier transform.



SISSEJUHATUS

Kindlustusettevotte koige olulisemaks sissetulevaks rahavooks on Kindlustuspreemiad ja
viljaminevaks rahavooks véljamakstavad kahjunduded. Nende kahe rahavoo otsene
seos on ilmne — Kkindlustuspreemiat tuleb kohandada vastavalt véljamakstavatele
kahjunduetele, kuna kindlustuspreemiast peab jatkuma koigi potentsiaalsete kahjude
véljamaksmiseks. Seega leidmaks kindlustuspreemia suurust tundub kdige loomulikum
olevat hinnata portfelli kogukahju ning saadud tulemus jagada proportsionaalselt

kindlustusvdtjate vahel. Viimase leidmiseks on tarvis teada aga kogukahju jaotust.

Kogukahju jaotuse hindamisel tuleb arvestada, et kogukahju koosneb kahest juhuslikust
komponendist — need on kahjude arv ja iiksikkahjude suurused. Seetdttu on kogukahju
hindamiseks tarvis konstrueerida mudel, mis votab arvesse nende kahe juhusliku
komponendi varieeruvust. Selliseks enim kasutatud mudeliks kahjukindlustuses on
kollektiivmudel.

Kogukahju jaotuse vdib leida mitmel erineval meetodil. Kéesoleva t66 eesmargiks on
uurida neist seitset erinevat. Toos kirjeldatud meetodeid on rakendatud iihe Eesti

kindlustusettevotte kindlustusportfellile kasutades programmi R vdimalusi.

Magistritod on jagatud neljaks peatiikiks. ToOO0 esimeses osas kirjeldatakse
kollektiivmudeli sisu, voimalusi kogukahju jaotuse leidmiseks ning defineeritakse
kdesolevas magistritdos vajalikud mdisted. Teises peatiikis tutvustatakse kahjude arvu
ja iiksikkahjude hindamiseks sobivaid jaotuseid ning defineeritakse kahjukindlustuses
enim kasutatavate liitjaotuste tdhtsamad karakteristikud. Kolmandas peatiikis
tutvustatakse kogukahju leidmiseks erinevaid meetodeid, mida rakendatakse t66

neljandas osas iihele Eesti kindlustusettevatte portfellile.



Autor tdnab juhendaja dotsent Meelis Kadrikut sisukate mdirkuste, soovituste ja

konsultatsioonide eest.



1. KOLLEKTIIVMUDEL

Arvutades kogukahju erinevate meetoditega eeldame, et kogukahju mudeliks on
kollektiivmudel. Kollektiivmudelit kirjeldades toetume peamiselt raamatule [Dickson,
2005, 1k 52-53].

Kollektiivmudeli pohiideeks on:

e jagada riskiportfell homogeenseteks alamportfellideks ehk vaadeldavas
riskiporfellis peaksid olema fihte tiiiipi riskid sarnaste kahjude arvu ja sageduse
jaotustega;

e analiilisi kaasata ainult need poliisid, mis tdid endaga kaasa kahju
viljamaksmise;

e hinnata alamportfellis kahjude arvu ja iiksikkahjude suuruse jaotusi;

o Kkollektiivmudeli abil hinnata alamportfelli kogukahju.

Eelnevatest momentidest ldhtuvalt defineerime kogu riski kollektiivmudeli kui

juhusliku summa

S = Ziv=1Xi'
kus N on juhuslik suurus, mis véljendab kahjude koguarvu fikseeritud perioodis.
Kollektiivmudelis eeldatakse, et:

e kahjude arv N on soltumatu iiksikkahjude suurustest X;,i = 1,2, ...;
e fikseeritud N = n korral on kahjude suurused X;, X, ..., X, soltumatud sama

jaotusega juhuslikud suurused,;
Lisaks, kollektiivmudelis ignoreeritakse, milline poliis tekitas missuguse kahju.

Paneme tdhele, et kuna kollektiivmudeli korral uuritakse N ja X jaotuseid eraldi, on

kollektiivmudeli jaotuseks liitjaotus, kus esmaseks jaotuseks on kahjude arvu jaotus.



Eelnevast tdhelepanekust tulenevalt, saab kogukahju jaotuse uurimisel kasutada
liitjaotuse omadusi. Summa S jaotuse uurimist voib alustada niiteks keskvédrtuse ja
dispersiooni leidmisega. Teades kahjude arvu ja kahjusuuruste jaotust, saab teoreemi 1

abil leida kogukahju keskvéartuse, dispersiooni ja tsentraalse kolmanda momendi.

Teoreem 1.1 [Shevchenko, 2010, Ik 6] Olgu X; + --- + X soltumatud sama jaotusega
juhuslikud suurused ja soltumatud juhuslikust arvust N. Juhusliku summa

S =X, + -+ + Xy esimene moment, tsentraalne teine ning kolmas moment on
ES =EN-EX
DS = (EX)?-DN + EN - DX
E(S—ES)) =EN-E(X —EX)?>+3DN-DX-EX + E(N — EN)? - (EX)3.

Liitjaotuse Fg(x) leidmiseks analiiiitiliselt on kaks pdhilist voimalust. Esimene neist
pShineb konvolutsioonide ja teine karakteristlike funktsioonide kasutamisel. Esmalt

meenutame konvolutsioonide mdistet.

Definitsioon 1.2 [Gray & Pitts, 2012, Ik 95] Olgu Xj, ..., X, sOltumatud sama
jaotusega juhuslikud suurused jaotusfunktsiooniga Fy. Jaotusfunktsiooni Fy n-kordne
konvolutsioon F¢™ on X; + -+ X,, jaotusfunktsioon. See tdhendab, et fikseeritud

n > 1 korral
Fi"(x) =P(X; + -+ X,, < x).

Teoreem 1.2 [Gray & Pitts, 2012, |k 97] Juhusliku summa S = X; + -+ Xy

jaotusfunktsiooniks on
Fs(x) = ZnzoPX1 + -+ Xn S )P(N =n) = XL Fy"(x))P(N =n), (1.1)
kus Fx™(x) on juhusliku suuruse X;,i = 1, ..., n jaotusfunktsioonide Fyx konvolutsioon.

Liitjaotuse leidmiseks kasutatakse ka karakteristlikke funktsioone. Kogukahju S
karakteristlik funktsioon avaldub ldbi kahjusuuruste karakteristliku funktsiooni ja

kahjude arvu tdendosusi genereeriva funktsiooni.



Definitsioon 1.4 [Shevchenko, 2010, Ik 4] Juhusliku suuruse Y karakteristliklikuks

funktsiooniks nimetatakse funktsiooni
oy (D) = Ee'™], (1.2)
kust e Rjai =v—1.

Definitsioon 1.5 [Shevchenko, 2010, Ik 4] Diskreetse juhusliku suuruse N = 0,1,2, ...
tdendosusi  genereerivaks  funktsiooniks  nimetatakse = toendosusfunktsiooni

pn = P(N = n) esitust astmereana
Gy(2) = E[z"] = X320 2" - (1.3)

Kollektiivmudeli karakteristliku funktsiooni ¢g(t) leidmiseks tdestame jargmise

lemma.

Lemma 2.1 Olgu ¢y (-) tksikkahjude (X;i=1,...,N) karakterislik funktsioon ja
Gy(*) juhusliku suuruse N tdendosusi genereeriv funktsioon, siis kogukahju S

karakteristlik funktsioon ¢(t) avaldub kujul

$s(t) = Ximo(Px(D)"'Pr = Gnldx (D]. (1.4)

Viite (1.4) toestamiseks avaldame karakteristliku funktsiooni ¢pg(t) kahjude arvu N

jirgi tinglikustades:
s(® = E[et] = £ [er 23] = £ [ (cteZar )],
Leiame
E|E (e*Z5%i|N = n)| = E[E(eiZiaX)]
= E[E(TTiz, e"%1)] = E[ITi=, E(e™9)]
= E[(E())"] = E[(¢x®)"] (15)

seega saame seoste (1.2), (1.5) ja (1.3) pdhjal avaldada

Ps(t) = E[eits] =E [(q)x(t))N] = GN((I)X(t))- (1.6)



Tavaliselt ei ole analiiiitilisel lahendil siiski ilmutatud kuju ning kogukahju jaotuse
leidmiseks tuleb kasutada numbrilisi meetodeid, niites simulatsioone, Panjeri
rekursiooni voi Kiiret Fourier teisendust (Fast Fourier Transform ehk FFT). Lisaks
numbrilistele meetoditele, uurime kéaesolevas magistritoos ka kogukahju jaotuse

lahendamist normaaljaotusega, Normal Power meetodiga ja nihutatud gammajaotusega.



2. KAHJUDE ARVU JA KAHJUSUURUSTE
JAOTUSED

Tulenevalt kahjude arvu ja kahjusuuruste iseloomust, on kahjude arvu kirjeldamiseks
sobiva jaotuse valimisel oluline, et jaotus oleks loendav jaotus ning kahjusuuruste
kirjeldamiseks sobivad koige paremini jaotused, mis on paremale poole kaldu.
Téapsustuseks olgu oOeldud, et juhul, kui me ei viita kogukahjule, siis kahjude all

motleme tiksikkahjusid.

2.1 Kahjude arvu jaotused

Kahjude arvu N kirjeldamiseks sobivad mudelid on loendavad jaotused. See tihendab,
et juhusliku suuruse vaértused on mittenegatiivsed tdisarvud 0,1,2,3,...,n, kus n vdib
olla 1oplik voi 16pmatu. Enim kasutatud jaotus kahjuarvude modelleerimiseks on
Poissoni jaotus. Poissoni jaotuse korral esitatakse mingis perioodis kahjundudeid
konstantse intensiivsusega A. Lisaks Poissoni jaotusele kasutatatakse palju ka
binoomjaotust ja negatiivset binoomjaotust. Negatiivsel binoomjaotusel vorreldes
Poissoni jaotusega on raskem saba ning sobib kahjude arvu paremini kirjeldama naiteks
autokindlustuses. Eeldades, et kahjude arvu jaotuseks on binoomjaotus, tuleb arvestada,
et maksimaane kahjude arv on piiratud binoomjaotuse parameetriga n. Seega,
binoomjaotus sobib kahjude arvu kirjeldama, kui on pdhjust eeldada, et kahjude arv ei
tileta mingit teadaolevat arvu n. Selline olukord tekib, kui tegeleda mingi porfelliga, mis
koosneb sarnastest poliisidest milledest igailihest vOib tekkida maksimaalselt iiks

kahjujuhtum. [Gray & Pitts, 2012, 1k 11-13, 20]

Kokkuvdtvalt, juhusliku suuruse N jaotuse valimiseks on kolm klassikalist voimalust.
Vastavalt millist kahjude arvu jaotust kasutatakse, nimetatakse liitjaotust Poissoni
liitjaotuseks, binoomliitjaotuseks v&i negatiivseks binomiaalseks liitjaotuseks. Vihje,

millist loendavat jaotust juhusliku suuruse N jaotuse kirjeldamiseks kasutada, annab
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valimi keskvairtuse ja dispersiooni vordlemine. Lisaks keskvéirtusele ja dispersioonile

toome vilja ka jaotuste kolmanda tsentraalse momendi, mida kasutame kogukahju

kolmanda tsentraalse momendi leidmisel punktis 2.3 teoreemi 1.1 pdhjal ja tdendosusi

genereeriva funktsiooni, mida kasutame kogukahju leidmisel kiire Fourier teisendusega:

e Poissoni jaotus N~Po(1),EN = DN:

o P(N=n)= e—ﬂ%’f,n =0,12..

o EN =4,
o DN =21,
o E[(N—-EN)3] =2,

Gn(z) = exp{A(z — 1)},
e binoomjaotus N~Bin(n,p),EN > DN:
o P(N=k)=Ckp*1-p)**k=0,1,..,n

(@]

o EN =np,

o DN =np(1-p),

o E[(N-EN)*]=np(1-p)(1-2p),
o Gy(z)=@0-p+p2)",

e negatiivne binoomjaotus N~NBin(k,p),EN < DN:

o PIN=n)=Cl "1 —p)",n=0,12..

o EN =X

P
P
o E[(N—EN)3] = —"(1‘2)3(2‘”
k
_ 4
o Gn(2)= (1—(1—p)z) '

[Gray & Pitts, 2012, Ik 13,16-17,20-21]

Poissoni jaotus, binoomjaotus ja negatiivne binoomjaotus on ainsad mittekddunud

(a, b, 0)-klassi kuuluvad jaotused.
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Definitsioon 2.1.2 [Dickson, 2005, Ik 64] Loendavate jaotuste kahest parameetrist a ja
b sdltuvat pere nimetatakse loendavate jaotuste (a, b, 0)- klassiks, kui iga jaotuse korral

sellest perest avaldub vairtuse n esinemise toendosus p, jargmise rekurrentse seose

abil:
b
Pn=(a+2)pp-pn=123.. 2.1.1)

kus a, b € R on konstandid.

Klassi (a, b,0) kolmas parameeter 0 nditab seda, et rekursiivnse seos (2.1.1) hakkab
kehtima alates n = 1 ehk alates p,’st. Seejuures eeldatakse, et p, > 0. [Dickson, 2005,
Ik 64]

Konstantide a, b véirtused Poissoni, binoomjaotuse ja negatiivse binoomjaotuse korral

on jargmised:

e kui N~Po(A),siis p, = >p,_; ehka = 0jab =

e kui N~Bin(n,p), Ssiis pn:(_%+%ﬂﬁ)pn—1 ehk a:_l%, ja

b=—-(Mn+1)a
e kui kui N~NBin(k,p), siis p, = (1 - p) + “2p,_; ehk a = (1-p)
jab=(k-1a.

[Dickson, 2005, Ik 66]

Lisaks (a, b, 0)-klassile on kasutatakse kindlustuses ka (a, b, 1)-klassi. Mdlemal klassil
on rekurrentne seos sama, kuid erinevalt (a,b,0)-klassist, klassi (a,b,1) korral
fikseeritakse védrtuse 0 tdendosus eraldi ja rekursiivne seos (2.1.1) kehtib n = 2,3,4 ...

korral. Samuti eeldatakse, et p; > 0.

Kuna rekursiivne seos molema klassi korral on sama, saab (a, b, 1)-klassi liikmed
konstrueerida (a, b, 0)-klassi liikmetest muutes (a, b, 0)-klassi kuuluvatel jaotustel
tdoendosusmassi punktis 0. Sisuliselt see tdhendab, et me saame konstrueerida jaotuse,
millel on spetsiaalne tdendosus punktis 0 ja mille kuju on sarnane iihe (a, b, 0)-klassi
kuuluva jaotuse kujuga. Vajadus kasutada (a,b,1)-klassi kuuluvaid jaotusi vdib

tekkida, kui nditeks kahjude arvu jaotust uurides tundub, et kdige paremini sobib
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kahjude arvu kirjeldama iiks (a, b, 0)-klassi kuuluvatest jaotustest, vilja arvatud punktis
0. Praktikas voib nullpunkti tdendosust oluliselt kasvatada boonus-maalus siisteemi
kasutamine. Boonus-maalus siisteemi ideeks on premeerida kindlustusvotjat kahjuvaba
aasta eest ehk langetatakse kindlustusvotja preemiamakset vdi omavastutussummat.
Stisteemi kasutamine tingib selle, et kdik kindlustusvotjad ei teata tekkinud kahjust,
kuna uuel perioodil rakenduv soodustus on suurem kui antud hetkel tekkinud kahju
kulud. Selle tulemusena naeb Kindlustusandja esialgse kahjude arvu jaotuse asemel null-
modifitseeritud kahjude arvu jaotust. Vastava (a, b, 1)-klassi kuuluva jaotuse saab leida
kasutades null-16igatud (zero-truncated) vo&i null-modifitseeritud (zero-modified)
meetodit — mdlemaid meetodeid kirjeldame toetudes raamatutele [Dickson, 2005, Ik 72-
73]ja[Tse, 2009, Ik 15-16].

Olgu {gn}n=o Klassi (a, b, 1) kuuluvate jaotuste tdendosusfunktsioon ja {p,}n=o Klassi
(a,b,0) kuuluvate jaotuste tdendosusfunktsioon. Siis null-1digatud meetodi korral
avaldub Klassi (a, b, 1) kuuluva jaotuse tdendosusfunktsioon g, (a, b, 0)-klassi kuuluva

tdendosusfunktsiooni {p, }m=o kaudu jargmiselt:

=12 n=123., (2.1.2)

-po ’

Naiteks null-16igatud Poissoni jaotusel parameetriga A ja tdendosusfunktsiooniga

_)L/'ln

pn = e~ — on tdoendosusfunktsiooniks
n n!

- e e—l an
A T 1—e A’

n=123...

D (2.1.3)

Niiteks null-modifitseeritud geomeetrilisel jaotusel tdendosusfunktsiooniga p,, = pq™,

n=0,1,2.., gy = a, on tdendosusfunktsiooniks
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1—«a n 1—«a
pq" =
1-pq 1-p

Gn = pq" =1 —-a)pq" tn=123...

Vilja valitud kahjude arvu jaotuse sobivust saab testida mitmel viisil. Esmase iilevaate
saamiseks tuleks vorrelda empiirilist sagedustabelit teoreetilisega. Formaalselt saab
jaotuste sobivust hinnata statistiliste testidega. Meie kasutame kiesolevas t60s sobivuse
testimiseks hii-ruut testi. Hii-ruut testi nullhiipoteesiks on, et valitud teoreetiline jaotus
sobib kirjeldama empiirilist jaotust. Testi tegemiseks tuleb konstrueerida test-statistik

_F)2 . . .
x% = ﬁ;l%, kus O; on Kklassi i tegelik sagedus, E; on Klassi i oodatav sagedus

valitud jaotuse korral ning k klasside arv. Klassid moodustame vastavalt sellele, mitu
kahju poliisil vaadeldava kindlustusperioodi jooksul tekkis. Seejuures oodatavate
sageduste arv E peaks tihes klassis olema E > 5. [Gray & Pitts, 2012, 1k 63]

Hii-ruut testi test-statistiku saame arvutada eelnevalt tootud valemiga voi funktsiooniga
chisqg.test (x,p), Kkus vektor x sisaldab tegelike sageduste véirtuseid ja vektor p
sisaldab sobitatud jaotuse igale Klassile vastavaid tdendosusi. Kuigi test
chisqg.test (x,p) viljastab ka olulisuse tdendosuse, ei ole tulemus Gige, sest test ei
vota arvesse hinnatud parameetrite arvu ehk vabadusastmete arv ei tule oige.
Vabadusastmete arvu leiame kasutades seost
vabadusastmete arv = klasside arv — jaotuse parameetrite arv — 1.
Programmis R leiame hii-ruut testi olulisuse tdendosuse kdsuga 1-pchisg(c,df), Kus
c on hii-ruut statistiku vaértus ja df on vabadusastmete arv. [Ricci, 2005, Ik 16-17;
Gray & Pitts, 2012, 1k 63]

2.2 Kahjujaotused

Kahjude suuruseid sobivad enim kirjeldama mittenegatiivsed pidevad raskete sabadega
jaotused ehk jaotused, mis on paremale poole kaldu. Raske saba mdistet voib mitut
moodi defineerida. Mittenegatiivsete jaotuste korral iiheks tildiseks kirjelduseks on, et
raske sabaga jaotus on jaotus, mille saba ei ole ,,cksponentsiaalselt tokestatud®, mis
kahjukindlustuses tdhendab seda, et tdendosus, et esitatakse suure kahju ndue, kahaneb
aeglasemalt kui eksponentsiaalne kiirus. Matemaatiliselt tihendab see, et jaotuse saba

toendosused ei rahulda tingimust
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P(X > x) < be™%,
kus x > 0 jaa,b > 0. [Gray & Pitts, 2012, Ik 31]

Enim kasutatakse kahjujaotustena lognormaalset, nullpunkti nihutatud Pareto ja

Weibulli jaotust:
e lognormaalne X~LnN (u,o):

o f0)==tew{-1(2) ], x>0,

—-e
oV2TT X

o EX"=-exp {nu + %nzaz},

0.2
o EX=e""7,
o DX = e+ (e - 1),
e nullpunkti nihutatud Pareto X~Pa(a, B):

apB?®
o flx)= Gt x>0,

_ T(a-n)r(1+n)

n
o EX ) ,0<n<a,
o EX=-La>1,
a—1
_ ap?
o DX = TS a > 2,

o Weibull X~W (e, B):

X

o f0=5@)7 W, x>0

o EX"=T(1+3)p" n=123...

[Gray & Pitts, 2012, Ik 35-36, 40, 46]

Kahjusuuruste kirjeldamiseks sobiva jaotuse kindlaks tegemiseks on mitmeid vdimalusi.
IImselt {iks kdige levinuim l1dhtepunkt on joonistada iihele graafikule uuritavate tunnuste

histogramm ja eeldatava jaotuse tihedusfunktsioon ning vdrrelda nende tlihtelangevust.

Jaotuse sobivuse objektiivseks hindamiseks saab kasutada teste. Vordlemaks empiirilise
jaotusfunktsiooni sobivust teoreetilise jaotusfunktsiooniga kasutame kéesolevas to0s
Kolmogorov-Smirnovi testi. Kolmogorov-Smirnovi testi saab programmis R teha

funktsiooniga ks.test (), mis konstrueerib test-statistiku
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D, = sup;<i<n|F(x;) — E,(x;)], mis leiab maksimaalse erinevuse teoreetilise
jaotusfunktsiooni F(x;) ja empiiriline jaotufunktsiooni F,(x;) vahel valimi punktides
x;, i =1..n. Test eeldab, et andmestik parineb pidevast tildkogumist, kus ei esine
korduvaid viértuseid. Juhul, kui valimis on korduvaid véértuseid, vdljastab programm
hoiatuse. Hoiatust vo0ib ignoreerida vOi hoiatuse saab eemaldada lisades igale
kahjusuurusele véikese arvu funktsooniga jitter (). Kolmogorov-Smirnovi test

saadakse programmis R funktsiooniga

ks.test (x, “distribution“),

kus:

e x —vektor, mis sisaldab positiivseid kahjusuuruseid,

e rdistribution" — teoreetilise jaotuse nimi,

[Burnecki jt, 2010, Ik 11; Gray & Pitts, 2012, Ik 67]

2.3 Liitjaotused

Valides kahjude arvu jaotuseks Poissoni jaotuse, binoomjaotuse vOi negatiivse
binoomjaotuse, saadakse tulemuseks vastavalt Poissoni liitjaotus, binoomliitjaotus voi
negatiivne binomiaalne liitjaotus. Toome vélja nimetatud jaotuste keskvéirtuse,
dispersiooni ja astimmeetriakordaja, mida kasutame jargmises peatiikis kogukahju

jaotuse ldhendamisel:

e Poissoni liitjaotus N~Po(4):

o ES = AEX,

o DS =ADX +/1(EX)2 = AEX?,
AEX3

o

Vs = JaExD?!
e binoomliitjaotus N~Bin(n, p):
o ES =npEX,
o DS =npDX +np(1—p)(EX)? = npEX? — np?(EX)?,

o _ npEX3-3np2EX?EX+2np3(EX)3
Ys JMpEXZ-np?(EX)2)?
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negatiivne binoomiaalne liitjaotus N~NBin(k,p):
o ES= Ppy
P
_ _ _ —_n\2
o DS=X1Ppy  KAD) pxyz KA pyz | KATD) (pyyz.
14 14 14 14
;—g(l—p)zEXEXz+§(1—p)EX3+;—I§(1—p)3(EX)3

O =
s k(1-p) k(1-p)? 3
( - EX?2+4 2 (EX)Z)
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3. KOGUKAHJU JAOTUSE LEIDMISE MEETODID

Meid huvitab kogukahju S = X; + :--+ X jaotusfunktsiooni leidmine. Paraku on
analtiiitiliselt selle arvutamine iisna keeruline. Selle probleemi lahendamiseks on olemas
mitmeid meetodeid. Uheks vdimaluseks on viltida jaotusfunktsiooni otsest arvutamist
kasutades jaotuse lihendamist. Sellisel juhul hinnatakse ldhendava jaotuse parameetrid
kasutades momente. Selle meetodi eeliseks on lihtne ja kiire rakendamine. Paraku on
seda meetodit kasutades risk saavutada ebatdpne tulemus suur, seda just eriti sabade
osas. Kéesolevas magistrito6s uurime normaaljaotusega ldhendamist, Normal Power

meetodit ja nihutatud gammajaotusega lahendamist.

Jaotusfunktsioonile saab tipse vairtuse leida kasutades Panjeri rekursiooni voi Kiiret
Fourier teisendust. Need kaks meetodit on kogukahju jaotuse leidmisel viga
populaarsed. Meeldetuletuseks olgu 6eldud, et nimetatud meetodid ei ole sdna otseses
mottes tdpsed, kuna kahjusuuruste ja kahjude arvu jaotuste parameetrite védrtused on

hinnatud.

Lisaks on veel tiheks vdga populaarseks meetodiks kasutada kogukahju leidmiseks

simulatsioone. Selle meetodi eeliseks on lihtne idee.

3.1 Konvolutsioonide meetod

Kogukahju S jaotusfunktsiooni saab kollektiivmudeli korral analiiiitiliselt leida

konvolutsioonide meetodiga, st kasutades valemit (1.1):

Fs(x) = Xa=o Fx"(X)P(N = n),

kus Fx™(x) on juhuslike suuruste X;i=1..n, jaotusfunktsioonide Fy n-kordne

konvolutsioon.
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Selle meetodi kasutamise raskuskese paikneb konvolutsioonide arvutamises, tehes
meetodi kasutamise iisna keeruliseks, arvuti seisukohalt aegandudvaks. Siiski,
kogukahju jaotuse konvolutsioonide meetodil saab programmis R leida funktsiooniga
aggregateDist, Mis lahti Kirjutatult on Aggregate Claim Amount Distribution. Kuigi
konvolutsioonide meetod tldiselt ei eelda diskreetset iiksikkahjude jaotust, siis
funktsiooni aggregatepist kasutamiseks tuleb pidev jaotus diskretiseerida. Pideva
jaotuse diskretiseerimiseks on erinevaid meetodeid. Meie vaatame neist iihte —

keskpunkti meetodit:

F(A+§), k=A,

flk) = F(k+§)_p(k_§),k=A+h,...B—h,

kus [A,B] on vahemik, milles jaotus diskretiseeritakse, h diskretiseerimise sammu
pikkus, F(k) esialgne jaotusfunktsioon ja f(k) diskretiseeritud jaotuse tdendosus
punktis k. Keskpunkti meetodi ehk juhusliku suuruse timardamise meetodi korral
tegelik jaotusfunktsioon ldbib tépselt keskelt diskreetiseeritud juhusliku suuruse
sammupikkuseid. Programmis R saab pideva jaotusfunktsiooni diskretiseerida

funktsiooniga discretize, Mis koos olulisemate parameetritega on kujul

discretize (cdf, from, to, step, method = "rounding"),

kus
e cdf —funktsioon, mida soovitakse diskretiseerida,
e from, to —Vahemik, kus soovitakse diskretiseerida,
e step — diskretiseerimise sammu pikkus,

e nethod— meetod, millega soovitakse diskretiseerida.
[Dutang, Ik 2-3]

Konvolutsioonide meetodiga ldhendades tuleb programmis R koos meetodi

"convolution" valikuga méirata ka jirgnevad neli parameetrit:
aggregateDist (method = "convolution", model.sev, model.freq, x.scale),
kus:

e nmethod = "convolution" — kasutatava meetodi nimi,
e model.freq — poliisipohiselt kahjude arvule vastav tdendosuste vektor,
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e model.sev — Kahjusuurustele vastavate tdendosuste vektor,

e x.scale—diskretiseerimise sammu pikkus.

[Goulet jt, 2013, Ik 6-9]

3.2 Normaaljaotusega lihendamine

Normaaljaotusega lahendamise idee on lihtne: kui on teada kogukahju S keskvaértus ja
dispersioon, saab S jaotust ldhendada normaaljaotusega parameetritega ES ja DS.
Eelnevalt kirjeldatud meetodit v3ib kasutada, sest S on juhusliku arvu soltumatute ja
sama jaotusega juhuslike suuruste summa ning kuna liidetavate arv kasvab, eeldatakse,
et tsentraalse piirteoreemi kohaselt summa S jaotus ldheneb normaaljaotusele.
Tahistame ES = p, DS = 0?2, siis

Fe(x) =P(S<x) =P (Sf:" < "%‘) ~ (ﬂ) (3.2.1)

g

Siiski tuleb rohutada, et mitmed standardsed mudelid statistikas, ka néiteks
normaaljaotus, ei sobi kahju suuruste jaotust kirjeldama peamiselt seetdttu, et
kahjujaotused on oma loomult paremale poole kaldu ehk sabade tdendosused
normaaljaotusega ldhendamise korral on alahinnatud [Dickson, D. C. M., Ik 84-86].
Seega on sabade jaoks sobivam kasutada jaotuseid, mis selgesonaliselt viljendavad
olulist tdendosust suurtele kahjunduetele. Tehniliselt see tdhendab, et kogukahju kolmas
tsentraalne moment on tavaliselt nullist suurem, samal ajal kui normaaljaotusel on see
vordne nulliga. Sellisteks jaotusteks on nihutatud gammajaotus ja Normal Power
meetod. [Kaas jt, 2009, Ik 18]

Normaaljaotusega ldhendades tuleb programmis R koos meetodi ,,normal® valikuga

médrata ka kogukahju keskvéértus ja dispersioon:

aggregateDist (method = "normal", moments),
kus:

e method = "normal" — Kasutatava meetodi nimi,

e moments — vektor, mis sisaldab kogukahju keskvéértust ja dispersiooni.

[Goulet jt, 2013, 1k 6-9]
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3.3 Normal Power meetod

Normaaljaotusega ldahendamise alternatiiviks on ldhendamine Normal Power

meetodiga. NP kasutamiseks tuleb leida kogukahju keskvéartus ES, dispersioon DS ja

E(S—ES)3
(DS)3/2

astimmeetriakordaja y = . Nii selle kui ka nihutatud gammajaotuse meetodite

pOhiline ebatdpsus tuleneb peamiselt kolme esimese momendi hindamise ebatédpsusest.
Kéesoleva peatiiki teooria on kirjutatud toetudes raamatutele [Kaas jt, 2009, Ik 33-35] ja
[Ramsay, 1991, Ik 147-148].

NP-meetodi ideeks on kasutada standardiseeritud juhusliku suuruse S?T” kus u = ES,

02 = DS asemel siimmeetrilist juhuslikku suurust ¥ = v (S?Tﬂ) Funktsioon v valitakse

selliselt, et Y on standardse normaaljaotusega juhuslik suurus voi sellele ldhedal.
Kasutades Edgeworth’i ja Taylori arendust, saab néidata (Beard jt, 1984, Ik 108-111), et
kehtib

Shoy 4Ly, (33.1)

kus Y~N(0,1) ja y on juhusliku suuruse S asiimmeetriakordaja. Seega kogukahju
jaotusfunktsioon avaldub kujul
Fs()=P(S<x)=P(TE<ZH)~p(r+L(r2-1) <=h)

Lahendame ruutvdrrandi Y + % (Y2—-1) = % :

Y + g(yz -1) - % = 0. (3.3.2)

Viime ruutvorrandi (3.3.2) taandatud kujule:

Y2+9Y—(9ﬂ+1)=0,
Y Yy o
mille lahenditeks on
y=-24 |2 42%E
Y Y Yy o
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'y o
2 3
Lahenduse (3.3.1) dispersioon on 1+ % ja asiimmeetriakordaja on y + > ning seega

. . - . S— f
kui y on viike, on ldahenduse (3.3.1) kolm esimest momenti suuruse Tﬂ kolme esimese

momendiga ldhedased. Lisaks, arvestades, et y on piisavalt vdike, on tdendosus

o (— % - |= + Eu + 1) nullildhedane, mistottu
3 6x—U xX—u
P = o(-2+ [TriEe), s

Teisisonu, NP meetod ldhendab kogukahju jaotust moistlikult hésti, kui y < 1. Samuti
tingimusest % > 1 ndeme, et NP meectodi kasutamiseks peab olema rahuldatud
tingimus x > u.
Kui s > 1, siis (3.3.1) pohjal saame kvantiilide arvutamiseks kasutada seost
P(EE<s+i(s2 - D)~ d(s). (3.3.3)
Edasi vaatleme olukorda, kus 0 < s < 1. NP meetodi korral (3.3.1) pohjal
¢{Sj7“35+%(52—1)}z o(s) =1—a,
jaseega (1- a)-kvantiil on
2l = s+L(s*—1). (3.3.4)
Normaaljaotusega ldhendades (3.3.1) pdhjal
o{t<sl=a@s)=1-a
jaseega (1- a)-kvantiil on
zN = s. (3.3.5)
Seega,
77 <71 q
ehk
_NP < Za
mis sisuliselt tdhendab, et normaaljaotusega ldhendamine on n.0. ettevaatlikum.
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NP meetodi kasutamiseks programmis R funktsiooniga aggregatepist on oluline
fikseerida samad parameetrid, mis oli tarvis defineerida normaaljaotusega ldhendamise

korral:

aggregateDist (method = "npower", moments),

kus:

e method = "npower" — Kasutatava meetodi nimi,
e moments — vektor, mis sisaldab kogukahju keskviirtust, dispersiooni ja

astimmeetriakordajat.

[Goulet jt, 2013, Ik 6-9]

3.4 Nihutatud gammajaotusega lihendamine

Teiseks ldhendavaks jaotuseks, mis kasutab kolme esimest momenti, on nihutatud
gammajaotus. Meenutame esmalt pogusalt gamma jaotust ja gamma jaotuse erinevust
nihutatud gammajaotusest. Kdesoleva peatiiki teooria on kirjutatud toetudes raamatutele
[Kaas jt, 2009, Ik 32], [Dickson, 2005, Ik 5, 86-89] ja [Tse, 2009, Ik 50-51].

Gammajaotust voib vaadelda kui eksponentjaotuse iildistust. Sisuliselt see tdhendab, et
kui a on tdisarv, siis gamma jaotust vOib tdlgendada, kui «a SOltumatu

eksponentjaotusega juhusliku suuruse summana.

Olgu X~T'(a, 1), siis Gamma jaotusega juhusliku suuruse X korral on keskvaartus,

dispersioon ja asiimmeetriakordaja kujul

oo ee a
e keskvadartus E;

a

e dispersioon —;

, . .2
e asiimmeetriakordaja —.
Va

Nihutatud gammajaotus erineb gamma jaotusest ainult selle vOrra, et nihutatud gamma
jaotust, nagu ka nimi ttleb, nihutatakse k {ihiku vorra. Seega, nihutatud gammajaotuse

ideeks on S jaotust ldhendada juhusliku suuruse Y + k jaotusega, kus Y~TI'(a, 8) ning k
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on konstant. Parameetrid «, 8 ja k valitakse selliselt, et 1ahendataval juhuslikul suurusel

Y + k on keskvaartus, dispersioon ja astimmeetriakordaja samad, mis kogukahjul S:

E5=u=k+%, DS=02=2, y=

2
p? Ve

seega

Nihutatud gammajaotuse kasutamiseks normaaljaotusega ldhendamise asemel ei ole
tugevat teoreetilist pShjendust, vaid eeldus, et kuna ldhendaval jaotusel on keskvéirtus,
dispersioon ja asiimmeetriakordaja samad, mis kogukahjul S, annab ta tdepdrasema
tulemuse kui normaaljaotusega ldhendamine. Teisest kiiljest, selle meetodi miinuseks
vorreldes normaaljaotusega lahendamisega on rohkema informatsiooni vajadus — lisaks
keskvéaidrtusele ja dispersioonile on vaja teada ka asiimmeetriakordajat. Sellest
hoolimata on nihutatud gammajaotuse puhul tegu lihtsa ja kergesti rakendatava

meetodiga, mis vOib anda suurepéraseid 1dhendusi.

Programmis R ei ole nihutatud gammajaotusega seotud suuruste leidmiseks
funktsioone. Kuna nihutatud gammajaotuse saame nihutades gammajaotust k {ihiku
vorra, kasutame jaotusfunktsiooni ja kvantiilide leidmiseks vastavalt funktsioone

pgamma () ja ggamma () .

3.5 Simulatsioonide meetod (Monte Carlo)

Lihtsaim numbriline meetod arvutamaks kogukahju liitjaotust on Monte Carlo meetod.
Enne meetodi kasutamist on tarvis hinnata kahjude arvu jaotus ning iiksikkahju jaotus.
Algoritmi ideeks on simuleerida kogukahju S;,...,Sx K korda. Selle tulemusena
saadakse valim liitjaotusest Fg(x), mille pealt saab hinnata kdoikvoimalikke

huvipakkuvaid karakteristikuid.
Algoritm koosneb jargmistest sammudest:

1. Fikseerida korduste arv K,
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2.lgak =1, ..., K korral
1.1. simuleerida kahjude arv n kahjude arvu jaotusest N,
1.2. simuleerida kahjude suurused X3, ..., X;, kahjujaotusest,
1.3. arvutada S, = Y-, X;.

Mairkus. Hea numbrilise tdpsuse saavutamiseks 0.999-kvantiili korral peab tavaliselt
simulatsioonide arv K olema vihemalt 10°. Paraku ei ole vajalike simulatsioonide arv
soovitud tépsuse saavutamiseks eelnevalt teada. Uheks 1dhenemiseks on simulatsioonide

jatkamine nii kaua, kuni on soovitud tdpsus saavutatud. [Shevchenko, 2010, Ik 8-10]

Programmis R on simulatsioonide meetod sisse ehitatud funktsiooni aggregatebist,

kus on oluline fikseerida jargnevad neli parameetrit:

aggregateDist (method = "simulation", model.freq ,model.sev, nb.simul),

kus:

e method = "simulation" — Kasutatava meetodi nimi,
e model.freq— kahjude arvu mudel,
e model.sev— Kahju suuruste mudel,

e nb.simul — Simulatsioonide arv K.

[Goulet jt, 2013, Ik 6-10]

3.6 Panjeri rekursioon

See populaarne ja véga palju kasutatud algoritm pakuti vélja Panjeri poolt aastal 1981.
Seda algoritmi saab rakendada, kui loendav jaotus kuulub (a, b, 0)-klassi ja kahjude
suuruste vadrtused on tdisarvulised ja positiivsed. Paraku kahjude suurused tavaliselt ei
ole tdisarvulised ning kasutamaks Panjeri rekursiooni tuleb pidev jaotus diskretiseerida.
Pideva jaotuse saab diskretiseerida nditeks sama meetodiga, mis on kirjeldatud punktis

3.1.
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Panjeri rekursiooni kasutamisel eeldame lisaks peatiikis 1 vilja toodid kollektiivmudeli
eeldustele, et iiksikkahjude suurused X;,i = 1..n, votavad vaartuseid {1,2,3,...} ja
loendav jaotus kuulub (a,b,0) — klassi. Téahistame f(k) = P{X; =k}, k=123 ...
Samuti eeldatakse, et loendav jaotus ja kahjujaotus on teada ehk teada on a, b vaartused
ja {f(k)}r=,. Tahistame g(r) = P{S =r}, r=0,1,2... . Meile huvipakkuvad g(r)

vadrtused saab vilja arvutada kasutades Panjeri rekursiooni teoreemist 3.6.1.

Teoreem 3.6.1 (Gray & Pitts, 2012, |k 116-117) Olgu S=YN.X; (X; LN, X; L
X;,j # ija X; > 0 on sama jaotusega) ning X; € {1,2, ... }. Kuulugu N jaotus loendavate

jaotuste (a, b, 0)-klassi. Siis
g =Ps=r} =%, (a+Z)fl)glr—k), r=12..  (251)

ja g(0) = P{N = 0} = p,.
Tdestuse voib leida raamatust [Gray & Pitts, 2012, Ik 117-118].

Panjeri algortimi oluline eelis konvolutsioonide meetodi (1.1) ees on, et seda kasutades

ei ole tarvis arvutada konvolutsioone, mis arvutuslikus mottes on tunduvalt efektiivsem.

[Dickson, 2005, 1k 70]

Programmis R saab Panjeri rekursiooni arvutada funktsiooniga aggregatebist, mis

koos olulisemate parameetritega on kujul:

aggregateDist (method = "recursive", model.freq, model.sev,

p0=NULL, x.scale, convolve, tol, maxit)

kus:

e nmethod = "recursive" — Kasutatava meetodi nimi,

e nodel.freq —kahjude arvule sobitatud (a, b, 0) klassi kuuluva jaotuse nimi,

e model.sev — kahjusuurustele vastavate tdendosuste vektor,

e p0—tdendosus punktis 0 (kasutatakse (a, b, 1)-klassi korral),

e x.scale— diskretiseerimise sammu pikkus,

e convolve — kogukahju jaotuse vastav konvolutsioon iseendaga, olles kogukahju

eelnevalt osadeks jaganud,

e tol — kogukahju jaotusfunktsiooni kaugus iihest,
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e nmaxit — maksimaalne rekursioonide arv.

[Goulet jt, 2013, Ik 6-9]

3.7 Kiire Fourier’ teisendus (FFT)

FFT on algoritm, mida saab kasutada karakteristliku funktsiooni teisendamiseks
leidmaks liitjaotuse jaotusfunktsiooni. Nii nagu Panjeri algoritmgi, saab FFT algortmi
rakendada vaid diskreetsetele kahjusuurustele. Pideva jaotuse saab diskretiseerida
nditeks sama meetodiga, mis on Kkirjeldatud punktis 3.1. FFT algoritmi oluliseks
eeliseks Panjeri rekursiooni ees on see, et sobivate kahjude arvu jaotuste hulk ei ole

piiratud.
FFT algoritm pdhineb diskreetsel Fourier’ teisendusel, mis on defineeritud jargnevalt.

Definitsioon 3.7.1 [Shevchenko, 2010, Ik 17] Olgu f(0),f(1),..,f(M —1)
toendosusfunktsioonide jada. Jada f(0),f(1),..,f(M —1) diskreetne Fourier’

teisendus (Discrete Fourier Transform) on funktsioon

() = ¢ (2X) = SHS F() em ¥,k = 0,1, M — 1 (3.7.1)

ja esialgse tdendosusfunktsioonide jada f(0), f(1),..., f(M — 1) viirtused saab leida

kasutades poordteisendust
2mi
fl) =—2Mt () e m ™ k=01,..,M -1 (3.7.2)

Valemites (3.7.1) ja (3.7.2) on M koht, kust jaotus dra ldigatakse ehk kahjukindlustuse
seisukohalt on M maksimaalne vdimalik kogukahju suurus. Valemitest (3.7.1) ja
(3.7.2) on niha, et arvutamaks M ¢ (k) viirtust, liheb tarvis M? operatsiooni ehk
protsessi keerukus on O(M?). Juhul, kui M on kujul 2", saab diskreetse Fourier
teisenduse arvutada kasutades FFT algoritmi. Sellisel juhul on protsessi keerukuseks
O(Mlog,M). Siit ka teine FFT algoritmi eelis Panjeri rekursiooni ees — M punkti korral

on Panjeri rekursiooni keerukuseks 0 (M?).
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FFT algoritm liitjaotuse leidmiseks on jargnev:

1. diskretiseerida  kahjusuuruste  jaotus ja leida  vastava tekkinud

toendosusfunktsiooni véirtuste jada

fX(O)'fX(l)' le(M - 1):

2. kasutades FFT’d, leida iiksikkahjude karakteristliku funktsiooni vaértused
punktides 0,1, ..., M — 1:

d)X(O)’ ¢X(1)' ] (I)X(M - 1)’

3. arvutada liitjaotuse karakteristlik funktsioon kasutades seost (1.6):

Ps() = Gy (dx (D)), t=01,..,M—1,

4. rakendada FFT poordteisendust punktis 3 leitud véirtustele ¢g(0), ...,
bs(M — 1), saamaks liitjaotuse tdendosusfunktsiooni véartused
gs(t) = P{S =1}, t=01,..,.M—1.

[Shevchenko, 2010, Ik 18-19]

Eeldades, et jaotus on diskretiseeritud, saame sammud 2-4 programmis R dra tcha
tiheainsa reaga. Olgu loendavaks jaotuseks Poissoni jaotus parameetriga A ning olgu f
1 X M vektor, kuhu on talletatud kahjusuuruse tdendosusfunktsiooni védrtuste jada

f(@0),f(),..,f(M—1). Sisaldagu 1ambda Poissoni jaotuse parameetri A vaértust.

Poissoni liitjaotuse korral on karakteristlik funktsioon kujul
21k . e ~ . c e
bs = exp {/’l (¢X (7) - 1)} ning liitjaotuse tdendosusfunktsiooni vairtused gs(t),

t =0,1,...,M — 1 saame leida funktsiooniga

g=Re (fft (exp (lambda* (fft (f)-1)),inverse=T) /M),

kus

o frt(f) leiab vektori f diskreetse Fourier’ teisenduse,
e parameeter inverse=T vdimaldab leida diskreetse Fourieri teisenduse

poorteisenduse,
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o valemi (3.7.2) kohaselt jagame saadud Fourier’ teisenduse vaértused lédbi
suurusega M, sest funktsioon £ft () arvutab niinimetatud normeerimata Fourier’
teisenduse,

e Re voOtab leitud vektorist ainult reaalvaartused.

[Gray & Pitts, 2012, 1k 120-121]
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4. MEETODITE RAKENDAMINE REAALSETELE
ANDMETELE

Kéesoleva peatiiki eesmérgiks on hinnata kahjude arvu ja iiksikkahju jaotus ning leida
kogukahju jaotus eelmises peatiikis tutvustatud seitsme meetodiga, samal ajal poorates
tahelepanu reaalsete andmete kasutamisega kaasnevatele probleemidele. Uuritavateks

andmeteks on iihele Eesti kindlustusettevottele kuuluv kasko portfell.

Uuritav  portfell  koosneb ajavahemikus 2005-2006 sdiduautodele solmitud
kaskopoliisidest. Millised riskid on kindlustatud ja milline risk realiseerub, teada ei ole.
Riski all moistame kaitset nditeks varguse, onnetusjuhtumi, vandalismi voi tulekahju
vastu. Selleks, et iga poliis kehtiks tépselt lihele autole on andmed kaitse tasemel ehk
andmestiku iga rida sisaldab infot iihe auto kohta. Eelnevat on vaja, kuna kahjude arvu
jaotuse hindamiseks tuleb kokku liita, mitu kahju tihe poliisi kohta niiteks aasta jooksul
tekkis.  Autode registreerimisnumbrid on iile kodeeritud ehk  autode

registreerimisnumbrid on nditeks 1, 2, 1000 jne.

Lisaks auto registreerimisnumbrile on andmestikus veel jargmised tunnused: kaitse
alguse kuupdev, kaitse 10pu kuupdev ja kahjusumma. Kaitse alguse ja kaitse 16pu
kuupédevasid kasutame arvutamaks Kkaitse pikkust ning kahjusummasid kasutame

tiksikkahju jaotuse leidmiseks.

4.1 Kahjude arvu jaotuse hindamine

Kahjude arvu jaotuse kirjeldamiseks on kolm pohilist vdimalust: binoomjaotus,
Poissoni jaotus ja negatiivne binoomjaotus. Jaotuse valimist alustame kahjude arvu

keskvaartuse ja dispersiooni vordlemisega:
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n = 0,328,
s?=10,352,

kust nieme, et 1 =~ s2. Seega vdime eeldada, et kdige paremini sobib nimetatud kolmest
jaotusest kahjude arvu kirjeldama Poissoni jaotus. Poissoni jaotuse parameetrid
hindame kasutades suurima toepara meetodit toetudes raamatule [Kaas jt, 2009, Ik 63-
66].

Poissoni jaotuse korral on parameetri suurima toepdra hinnanguks valimi keskvaértus.
Soovides leida kahjude arvu jaotust, tuleb arvestada, et kahjukindlustuses on tavaliselt
lepingute pikkused erinevad. Olgu t;,i =1,2,...,m poliisi i pikkus ning k;,i =
1,2, ...,m poliisile i vastav tiksikkahjude arv, siis poliisi i iiksikkahjude arvu jaotuseks
on N;~Po(At;).

Seega Poissoni jaotuse korral on logaritmiline tdeparafunktsioon kujul

> i ki
(K, £ 2) = Xy in (7?00 B20) = 5m (22t + kyln(aty) — In(k;1))
=-1 Z‘{Zl ti + InA Z:’il ki + Z:Zl kilnti - Z:’;l ll’l(kl')
Selle funktsiooni tuletis A jargi avaldub jargmiselt:
a(ktr) 1
% = ZZ?% ki — X2t
millest saame A suurima tdepéra hinnanguks

A — 27;1 ki
2?;1 ti

Uuritavate andmete korral on A suurima tdepéara hinnanguks 0,328. Parameetri hinnang
erines keskviirtusest 4,4-107% vorra, mis on ilmselt tingitud automaatsest

timardamistest erinevate suuruste arvutamise kadigus.

Poissoni jaotuse ja empiirilise kahjude arvu jaotuse kokkulangevust ndeme jooniselt 1,
kus on empiirilised ja teoreetilised sagedused ning tabelist 1, kus on lisaks kahele
eelnevale ka teoreetilised tdendosused. Sagedustabeli konstrueerimisel tasub kindlasti
tahelepanu poorata lepingute pikkusele, sest erinevatesse Kklassidesse kuuluvate
sageduste vorreldavuse tagamiseks tuleb ridade asemel kokku liita kaitse pikkused.
Kahjude arv poliisi kohta sisaldab ka timardamisviga. Nimelt tuleb kahjude arvu

arvutamisel poliisi kohta arvestada poliisi kehtivusaega ning vordlemaks empiirilisi
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sagedusi teoreetilistega, mille korral leiame tdendosused P(N = k), k = 1,2,3,4,5,

peame kahjude arvud aastas iimardama tdisarvudeks.

Sagedus
10000 15000 20000 25000 30000 35000

5000
I

0
I

Kahjude arv poliisi kohta

Joonis 1: Poissoni jaotuse sobitamine kahjude arvu jaotusele

Kahjude arv aastas Empiiriline sagedus Teoreetiline tdendosus Teoreetiline sagedus

0 34141 0,72012 33069

1 9684 0,23644 10858

2 1757 0,03882 1783

3 291 0,00425 195

4 34 0,00035 16

>5 15 0,00002 1
Kokku: 45922

Tabel 1: Poissoni jaotuse sobitamine kahjude arvu jaotusele

Tabelist 1 ndeme, et teoreetilised ja empiirilised sagedused on ldhedased. Kontrollides

Poissoni jaotuse sobivust hii-ruut testiga, saame olulisuse tdendosuseks nulli.
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Seega, kuigi sageduste vaartused olid ldhedased, liikkkab test Poissoni jaotuse sobivuse
tugevalt timber. Pdhjuseks on ilmselt suur sageduste koguarv — kahe aasta jooksul
solmiti 45 922 aastat lepinguid. Naiteks teoreetilise tdendosuse erinevus empiirilisest
0,01 vorra toob kaasa poliiside erinevuse ca 459 vorra. Vottes arvesse solmitud
lepingute suurt mahtu, graafikute kokkulangevust ning seda, et keskviirtus ja
dispersioon on samas suurusjirgus, loeme Poissoni jaotuse sobivaks kahjude arvu

kirjeldamiseks.

4.2 Uksikkahju jaotuse hindamine
Vahemikus 2005-2006 solmitud poliisidel oli kokku 15 078 kahjujuhtumit, mis olid

lisna suure varieeruuvusega — kdige suurem viljamakstud summa oli 132 832,36 iihikut
ja viikseim 3,44 ihikut. Keskmine iiksikkahju suurus oli 1150 iihikut ning
asiimmeetrikordajaks oli 15,026, mis niitab rasket parempoolset saba. Uksikkahju
suuruste jaotust tdpsemalt ndeme allolevalt histogrammilt. Graafiku alguse paremaks
vélja joonistumiseks jatame jooniselt vélja liksikkahjud, mis olid suuremad kui 3000

tihikut.

0.0020
I

0.0015
l

tihedus
0.0010
|

0.0005
\

0.0000
L

I T T T T T 1
500 1000 1500 2000 2500 3000

(=]

ksikkahju suurus

Joonis 2: Uksikkahju suuruste histogramm
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Kahjujaotustena sobitame raske sabaga jaotuseid — lognormaalset, nullpunkti nihutatud
Pareto ja Weibulli jaotust, millede parameetrid hindame samuti suurima tdepéra
meetodiga toetudes raamatule [Gray & Pitts 2012, Ik 58-60, 72-77]. Iga jaotuse korral
toome vilja tema log-tdepédra funktsiooni ning koodi parameetite suurima tdepdra

hinnangute saamiseks programmis R.

Olgu x;,i = 1,2, ..., n iiksikkahju suurus. Lognormaalse jaotuse tihedusfunktsiooni log-

toepara on kujul
. 1
L p,0) = = XL, Inx; — %lnaz - %ln(Zn) — 5oz Zi=a(Inx; — 1?2,

Selle funktsiooni osatuletised u ja o jérgi avalduvad jargmiselt:

ol(Xu0) 1 ny

op gz 4i=1 Inx; — pex
ol(Zuo) _ n 1 on 2
—5 = — 5 T Ximnx — p)?,

kust parameetrite suurima toepara hinnangud on vastavalt

A E?:l lnxi

‘Ll - n '

A /Z?—1(l”xi—m2

o= |[—/———.
n

Programmis R saame lognormaalse jaotuse parameetrite suurima tdepdra hinnangud
leida ilma eelnevat tuletuskdiku kasutamata. Kasutades funktsiooni fitdistr () on

tarvis ette anda iiksikkahju suuruste vektor ja sobitatava jaotusfunktsiooni nimi:
fitdistr(clsize,densfun=“lognormal"),

kus:
» clsize — Vektor, mis sisaldab positiivseid kahjusuuruseid,
* densfun — jaotus, mille parameetreid soovitakse hinnata.
Tulemuseks saame X~LnN( 6,240, 1,106).

Weibulli jaotuse logaritmiline tdeparafunktsioon on kujul

I(%;a,B) =nlna —ninp + (e — 1) X, In (%) -y, (%)a
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Selle funktsiooni osatuletised « ja f jargi avalduvad jargmiselt

-2zt () -5 ()

B
al

a
=it (F)
Parameetrite suurima tdeparahinnangute saamiseks tuleb vordused

=

2 iin () - S tn () 1 (3) = 0
p= P

lahendada numbriliselt. Ka Weibulli jaotuse parameetrite hinnangud saab

funktsiooniga fitdistr ilma eelnevaid tulemusi programmi iile kandmata

fitdistr(clsize,densfun=“weibull

\\) ,
kus:

= clsize — Vektor, mis sisaldab positiivseid kahjusuuruseid

» densfun — jaotus, mille parameetreid soovitakse hinnata
Tulemuseks saame X~W (0,771, 922,5).

Nullpunkti nihutatud Pareto jaotuse logaritmiline tdepérafunktsioon on kujul

I(X%; a, B) = nina + nalnf — (e + 1) X, In(B + x;).

Selle funktsiooni osatuletised « ja 8 jargi avalduvad jargmiselt

W —+nlnf - Y%, In(B + x;),
a(x;a,p) 2
—2g = —(a+1DYH

i=1 1n(,8+x )’

Parameetrite suurima tdepdrahinnangute saamiseks tuleb vordused

n

= o ogli )
Zi=1log(1+f)
n nA
-t 7~ @+ 13Xt

=1 log(,B+x )

lahendada numbriliselt.
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Funktsioon fitdistr () nullpunkti nihutatud Pareto jaotuse parameetrite hindamist ei
toeta. Seetottu konstrueerime ise vastandmirgiga log-toepara funktsiooni, mille
minimiseerime funktsooni nim abil, kasutades algvdirtustena momentide meetodiga
saadud parameetrite hinnanguid. Funktsioon n1m minimiseerib ette antud funktsiooni,

kasutades Newtoni meetodit.

fp=function (parameters vector) {
- (n*log(parameters vector[l])+n*x[1]*log(parameters vector[2])

- (parameters vector[l]+1) *sum(log(parameters vector[2]+clsize))

ml=sum(clsize)/n

m2=sum(clsize”2)/n
starting_value_alpha=2*(m2—mlA2)/(m2—2*mlA2)
starting_value_beta=ml*m2/(m2—2*mlA2)

nlm(fp,c(starting value alpha,starting value beta)).

Tulemuseks saame X~Pa(2,155, 1268). Paneme tdhele, et kuna Pareto jaotuse
parameeter a < 3, leiduvad Pareto jaotusel ainult kaks esimest momenti ning Normal
Power meetodit ja gamma jaotusega ldhendamist, mis eeldavad kolme momendi

olemasolu, kasutada ei saa.

Hindamaks, kui hésti sobitatud jaotused tiksikkahju suuruseid kirjeldama sobivad,
teeme Kolmogorov-Smirnovi testi ning joonistame iihele graafikule sobitatatud jaotuste

tihedusfunktsioonid ja tiksikkahju suuruste histogrammi.
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Joonis 3: Jaotuste sobitamine iiksikkahju suurustele
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Joonis 4: Empiiriline jaotusfunktsioon koos sobitatud teoreetilise jaotusfunktsiooniga
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Jooniselt 3 ndeme, et koik jaotused alahindavad vahemiku 200 — 400 véiartuseid.
Joonise pohjal tundub siiski kdige paremini sobivat lognormaalne jaotus. Kolmogorov-
Smirnovi testi tulemusteks saime kdigil juhututel p-value < 2.2e-16, mis likkkab
kdigi jaotuste sobivuse iimber. Saadud tulemus on mdnevorra ootuspérane, Sest joonise
pohjal ndgime, et koik teoreetilised jaotused alahindavad tugevalt vahemiku 200 — 400
vaartuseid. Joonisel 4 tundub empiirilisele jaotusele kdige ldhedasem olevat Pareto

jaotus.

Antud juhul tundub, et k&ik teoreetilised jaotused alahindavad empiirilist jaotust ning
seega lkski sobitatud jaotustest iiksikkahjude jaotuse kirjeldamiseks hésti ei sobi.
Uksikkahjude jaotust paremini kirjeldava teoreetilise jaotuse saamiseks tuleks uuritav
kasko portfell jagada erinevate riskide vahel alamportfellideks. Hetkel meil seda paraku
voimalik teha ei ole. Vordlemaks kogukahju jaotuse arvutamise erinevaid meetodeid,
tuleb meil teha neist valikutest parim. Vattes arvesse eelnevaid graafikuid, tabelite
vaartuseid ning eesmirki vorrelda koiki kogukahju arvutamise meetodeid, valime

tiksikkahju suuruseid kirjeldavaks jaotuseks lognormaalse jaotuse.

4.3 Kogukahju arvutamise meetodid

Kéesolevas peatiikis rakendame kogukahju jaotuse leidmiseks eelnevalt tutvustatud
seitset meetodit, eeldades, et kahjude arvu jaotuseks on Poissoni jaotus N~Po(0,328)
ning tiksikkahju jaotuseks on lognormaalne jaotus X~LnN( 6,240, 1,106). Seejuures
0,328 on kahjude intensiivus lepingu kohta aastas ning koguintensiivuse saame

korrutades 0,328 14bi aastase poliiside arvuga, saades tulemuseks 7539.

Arvestades lognormaalse jaotuse iisna halba sobivust iiksikkahju jaotuseks, kasutame
kogukahju jaotusfunktsiooni lahendamisel normaaljaotusega, nihutatud

gammajaotusega ja Normal Power meetodiga ka empiirilist {iksikkahju jaotust.

Kogukahju  jaotuse leidmiseks konvolutsioonide  meetodiga  funktsiooniga
aggregateDist tuleb iiksikkahju jaotus eelnevalt diskretiseerida. Kuigi diskreetse
jaotuse kasutamine muudab konvolutsioonide meetodi kasutamise kiiremaks on

konvolutsioonide arvutamine ka tanapédeva arvutitele vdga suur t66 ning antud juhul
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tuleb kogukahju arvutamise protsess parast ca toopdeva pikkust ootamist peatada.

Tulemusi ei anna isegi sammu pikkuse viimine 10 000 iihiku juurde, mistSttu oleme

saanud kinnitust, et konvolutsioonide meetodit on praktikas védga raske rakendada.

Viltimaks kogukahju jaotuse otsest arvutamist, ldhendame kogukahju jaotust
normaaljaotusega, Normal Power meetodiga ja nihutatud gammajaotusega. Neist kahe
esimese korral kasutame kogukahju jaotuse leidmiseks funktsiooni aggregateDist ().
Gammajaotusega ldhendamiseks sisseehitatud funktsiooni ei ole ning kogukahju
jaotusfunktsioon tuleb leida kasutates funktsiooni pgamma (). Kui Normal Power
meetodi korral on funktsiooni aggregatebist () Kasutamise otstarbekus ilmne, siis
kindlasti tekib kiisimus, miks ei vOiks normaaljaotusega ldhendamisel kasutada
funktsiooni pnorm (). Kindlasti vdib. Funktsioon aggregateDist () kasutab kogukahju

jaotuse leidmiseks sedasama funktsiooni:

> print (Fs_N)

Aggregate Claim Amount Distribution

Normal approximation

Call:
aggregateDist (method = "normal", moments = c(ES, DS))
function (x) pnorm(x, mean = mean, sd = sqgrt(variance)).

Juhul, kui eesmirk on leida ainult kogukahju jaotusfunktsioon, siis funktsioonil
aggregateDist () ei olegi eeliseid. Funktsiooni aggregatepist () kasutamise
eeliseks kogukahju jaotuse edasisel uurimisel funktsiooni pnorm () ees vdiks olla see, et
jaotuse parameetrid tuleb médrata iithe korra ning moningate funktsioonide kasutamine
on lihtsustatud. Néiteks kogukahju jaotuse graafiku joonistamisel on vaikimisi méiiratud
graafiku ja telgede nimed ning nditeks funktsiooniga quantile (Fs N) leitakse korraga
0,25-, 0,5—, 0,75—, 0,9—, 0,95—, 0,975—, 0,99—, 0,995 —kvantiilid. [Dutang, C.
1k 7]

Kogukahju jaotusfunktsiooni lihendamiseks normaaljaotusega on tarvis esmalt arvutada
keskvaartus, dispersioon ning Normal Power meetodi kasutamiseks ja nihutatud

gammajaotusega ldhendamiseks lisaks kahele eelnevale parameetrile ka astimmeetria-
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kordaja, millede vidirtused uuritavate andmete korral kasutades iiksikkahju jaotusena
lognorormaalset jaotust on vastavalt 7,124 - 10, 2,287 - 101° ja 7,213 - 1072, Hetkel
tuleks kindlasti tdhelepanu poorata asiimmeetriakordaja véartusele, mis Normal Power
meetodi  edukaks kasutamiseks pidi jddma alla iihe. Antud juhul jaib
asimmeetriakordaja védrtus alla vajaliku piiri. Meetodite vordlemiseks joonistame
nende meetoditega saadud jaotusfunktsioonid ning arvutame 0,25—, 0,5—, 0,75—,
0,9—, 0,95—, 0,975—, 0,99—, 0,995 —kvantiilid ja sabaosa tdendosused.

Kogukahju jaotusfunktsioon

10

Fs(x)

04

I normaaljaotus

02
I

—_— NP meetod

nihutatud gammajaotus
T T T T T
6000000 7000000 8000000 3000000 10000000

0.0

X

Joonis 5: Kogukahju jaotusfunktsiooni lahendamine kasutades iiksikkahju jaotusena

lognormaalset jaotust

Kasutades erinevaid meetodeid langevad kogukahju jaotusfunktsioonid peaaegu kokku.
Pohjuseks on ilmselt astimmeetriakordaja viike véartus. Seega ootame, et ka
toendosustele 0,25, 0,5, 0,75, 0,9, 0,95, 0,975, 0,99, 0,995 vastavad kvantiilid ja

sabaosa tdoendosused on erinevate meetodite korral 1ahedased.
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Normaaljaotusega Normal Power

Nihutatud gamma-

lahendamine meetod jaotusega lihendamine
P(S <x)=0,250 7022126 NA 7021159
P(S <x) =0,500 7124133 NA 7122 315
P(S <x)=0,750 7226 141 7 225150 7225126
P(S <x) =0,900 7 317 950 7319118 7 319 081
P(S <x)=0,950 7 372 895 7 375996 7 375957
P(S <x)=0975 7420551 7425717 7 425 682
P(S <x)=0,990 7475962 7 483 982 7 483961
P(S <x)=0,995 7513 692 7 523936 7523930

Tabel 2: Erinevatele tdoendosustele vastavad kvantiilid kasutades tiksikkahju jaotusena
lognormaalset jaotust

Normaaljaotusega Normal Power  Nihutatud gamma-

lahendamine meetod jaotusega lihendamine
P(S > 6,50 10°) 1 NA 1
P(S > 6,75-10°) 9,933-1071 NA 9,944 -1071
P(S > 7,00-10°) 7,941 -1071 NA 7,930 - 1071
P(S > 7,25-10°) 2,026-1071 2,016-1071 2,016-1071
P(S > 7,50-10°) 6,472 1073 7,622-1073 7,620 - 1073
P(S > 7,75-10°) 1,749 - 1075 3,721-107° 3,738-107°
P(S >8,00-10°) 3,491-107° 2,565-1078 2,620-1078

Tabel 3: Sabaosa toendosused kasutades iiksikkahju jaotusena lognormaalset jaotust

Tabelite 2 ja 3 véddrtused on igati ootuspérased — kvantiilid ja sabaosa tdendosused on
lahedased. Samuti on ootuspédraselt Normal Power meetodi ja nihutatud
gammajaotusega ldahendamise korral saadud kvantiilid ning sabaosa tdendosused

suuremad, kui normaaljaotusega ldhendades saadud tulemused. Seejuures Normal

41



Power meetodi korral moned vaartused puuduvad, sest meetodit saab kasutada vaid

juhul, kui x > ES.

Eelnevad tulemused on saadud, kui iiksikkahju jaotuseks on mudelis kasutatud
lognormaalset jaotust, mis tegelikult kdige paremini iiksikkahju jaotuseks ei sobinud.
Kuna kogukahju jaotust ldhendavate meetodite kasutamiseks on meil vaja hinnata vaid
kolm esimest momenti, saame hdlpsasti kogukahju jaotuse leida ka ilma iiksikkahju
jaotusele eelnevalt teoreetilist jaotust sobitamata, arvutades kolm esimest momenti otse
tiksikkahjude vaartustelt. Sellisel juhul on kogukahju keskvairtuse, dispersiooni ja
asiimmeetriakordaja viirtused vastavalt 8,666 -10°, 7,404'101° ja 1,509:1071
Vorreldes asiimmeetriakordaja véartusi ndeme, et tegelikult on kogukahjul raskem saba
kui me eelnevalt arvestanud olime. Uurimaks, kui palju tulemused muutuvad kasutades
empiirilise jaotuse momente, lisame eelnevale kogukahju jaotusfunktsiooni graafikule
keskviirtusega 8,666°10°, dispersiooniga 7,404:10'° ja asiimmeetriakordajaga
1,509 - 1071 leitud kogukahju jaotusfunktsiooni. Samuti arvutame uuesti kogukahju

kvantiilid ja sabaosa tdendosused.

Kogukahju jaotusfunktsioon
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X
Joonis 6: Kogukahju jaotusfunktsiooni ldhendamine kasutades iiksikkahju jaotusena

empiirilist jaotust
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Kuigi ka siin on kogukahju jaotusfunktsioonid koigi kolme meetodi korral viga

lahedased, siis kahe erineva iiksikkahju jaotusfunktsiooniga saadud tulemused on viga

erinevad. Vaatame sabaosa tdendosuseid ja erinevatele tdendosustele vastavaid kvantiile

lahemalt.

Normaaljaotusega Normal Power Nihutatud gamma-

lahendamine meetod jaotusega lihendamine
P(S <x) =0,25 8 482 622 NA 8 479 084
P(§<x)=05 8 666 156 NA 8659 316
P(S<x)=0,75 8849 691 8845961 8845773
P(§<x)=09 9014877 9019 272 9018977
P(S<x) =095 9113735 9125 404 9125097
P(S <x)=0975 9199 479 9218921 9218 647
P(S <x)=0,99 9299175 9 329 362 9329 188
P(S <x)=0,995 9367 061 9405616 9405 553

Tabel 4: Erinevatele tdendosustele vastavad kvantiilid kasutades liksikkahju jaotusena

empiirilist jaotust

Normaaljaotusega Normal Power Nihutatud gamma-

lahendamine meetod jaotusega lihendamine
P(S >8,00-10°) 9,928 - 1071 NA 9,952-1071
P(S >8,25-10% 9,369 - 1071 NA 9,415-1071
P(S >8,50-10°% 7,293 -1071 NA 7,241-1071
P(S > 8,75-10°) 3,790 - 1071 3,705+ 1071 3,704 - 1071
P(S>9,00-10% 1,099 -1071 1,122-1071 1,120-1071
P(S >9,25-10°) 1,595 1072 1,952 1072 1,948 - 1072
P(S >9,50-10% 1,091-1073 1,983-1073 1,985-1073

Tabel 5: Sabaosa toendosused kasutades tUiksikkahju jaotusena empiirilist jaotust
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Tabelist 3 nideme, et P(S>8,00-10%) ~0, samal ajal kui tabelis 5
P(S > 8,00110°) ~ 1. Seega logrnormaalse jaotuse kasutamisel iiksikkahju jaotusena

tugevalt alahindame kogukahju suurust.

Simulatsioonide meetodi kasutamiseks tuleb defineerida kahjude arvu mudel,
iiksikkahju suuruste mudel ja fikseerida simulatsioonde arv K. Hetkel votame
simulatsioonide arvuks 103, sest juba 10* korral viljastas programm Veateate ,,Error:
cannot allocate vector of size 575.3 Mb“ ehk arvude maht, mis oli arvutil vaja

meeles hoida, 1dks kasutatava arvuti jaoks liiga suureks.

Panjeri rekursiooniga kogukahju jaotuse leidmiseks funktsiooniga aggregatebist ()
anname esialgu véartused vaid kdige olulisematele parameetritele. Need on meetodi
nimi, kahjude arvu jaotuse nimi, iiksikkahju suurustele vastavate tdendosuste vektor ja

diskretiseerimise sammu pikkus. Funktsiooni kasutades saame aga jargneva veateate:

Error 1in panjer(fx = model.sev, dist = dist, p0 = p0, x.scale =
X.scale,

Pr[S = 0] is numerically equal to 0; impossible to start the
recursion.

Veateate pohjuseks on see, et Panjeri rekursioon ebadnnestub, kui oodatav kahjude arv
on suur. Poissoni jaotuse korral, kus parameetriks on keskviértus, on eelnevat
probleemi vdga hea illustreerida. Meenutame, et Panjeri rekursiooni esimene liige
P(S =0) oli vordne tdendosusega P(N = 0), mistdttu Poissoni jaotuse korral
esimeseks liikmeks on P(S = 0) = e~%, mis suure 1 korral annab tulemuseks nulli.
Probleemi saame lahendada, jagades sobiva jaotuse parameeteri A 14dbi suurusega 2™ nii,
et kehtiks P(S=0) > 0. Pérast rekursioonide arvutamist leiame kogukahju
jaotusfunktsiooni arvutades saadud jaotuse n-kordse konvolutsiooni. Funktsioon
aggregateDist () toetab eelnevalt kirjeldatud protseduuri parameetriga convolve.
[Dutang, Ik 5]

Uuritavate andmete korral oli parameetri A véairtuseks 7539, mille asendamisel
rekursiooni esimesse lilkmesse saame tulemuseks P(S = 0) = e~ 7°3° = 0. Sobivat
arvu n saame otside arvutades funktsiooni e~753%/2" visrtuseid. Arv n on sobiv, kui

funktsiooni vidartus on nullist suurem ja funktsioon aggregateDist () enam veateadet
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ei viljasta. Meie andmete korral on sobivaks n vaartuseks 4. Kuigi rekursioonide
arvutamine teoreetiliselt enam probleem ei ole, tekivad tehnilised probleemid. Nimelt
on eelnevad arvutused piisavalt acgandudvad ning nditeks kasutades diskretiseeritud
iksikkahju jaotust sammu pikkusega iiks, on vajalike arvutuste maht kasutatava arvuti
jaoks liiga suur. Tulemused saame mdne tunniga, vottes {iiksikkahju jaotust

diskretiseerides sammu pikkuseks 25.

Kui Panjeri rekursiooni korral saab kasutada konvolutsioonide meetodi jaoks
diskretiseeritud iiksikkahju jaotust, siis FFT algoritmi korral peab diskretiseerimise
vahemik katma ka kogukahju voimalikke vidirtuseid. 2005.-2006. aastal sdlmitud
poliisidele maksti kokku vélja 17 332 313 iihikut, mis iihes aastas teeb ca 8 666 156,5
tthikut. Meenutame, et kiire Fourier’ teisenduse kasutamiseks, peab punktide arv olema
M = 27. Vottes diskretiseerimise sammu pikkuseks tihe iihiku, osutub diskretiseerimine
kasutatava arvuti jaoks liiga toomahukaks ning seega suurendame diskretiseerimise

sammu pikkuse 2 iihikuni. 2 tihiku korral peab punktide arv olema vidhemalt 4 333 078.
Seega antud juhul sobib nditeks r = 23, mille korral M = 8388 608 ning
diskretiseerimise vahemikuks on 16ik [0,16 777 216]. Kogukahju jaotusfunktsiooni
védrtused saame liites funktsiooni cumsum () abil kokku punktis 3.7 toodud koodi abil

saadud tdendosusfunktsiooni vairtused.

Simulatsioonide meetodi, Panjeri rekursiooni ja kiire Fourier’ teisenduse abil saadud
kogukahju jaotusfunktsioonid on toodud &ra joonisel 7, kuhu lisasime ka nihutatud
gammajaotusega ldhendamisel saadud kogukahju jaotusfunktsiooni. Kd&igi nimetatud
meetodite korral on joonisel 7 kasutatud iiksikkahju jaotusena lognormaalset jaotust.
Erinevatele tdendosustele vastavaid kvantiile ndeme tabelist 6 ning erinevatele
suurustele vastavaid tdoendosuseid tabelist 7. Ka tabelites 6 ja 7 on simulatsioonide
meetodi, Panjeri rekursiooni ja kiire Fourier’ teisendusega kvantiilide ja tdendosuste

leidmisel kasutatud iiksikkahju jaotusena lognormaalset jaotust.
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Kogukahju jaotusfunktsioon
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Joonis 7: Kogukahju jaotusfunktsioonid kasutades simulatsioonide meetodit, Panjeri

rekursiooni, kiiret Fourier’ teisendust ja nihutatud gammajaotust

Jooniselt 7 ndeme, et tipsete meetoditega, simulatsioonide meetodiga ja ldhendava
meetodiga leitud kogukahju jaotusfunktsioonide vaértused on véga lahedased. Teistest
jaotusfunktsioonidest erineb rohkem simulatsioonide meetodiga saadud kogukahju
jaotusfunktsioon.

Simulatsioonid Panjeri Kiire Fourier’

rekursioon teisendus

P(S <x)=0,250 7 014 298 7021 275 7 021 256
P(S <x)=0,500 7111970 7 122 350 7122 342
P(S <x)=0,750 7 221180 7 225 050 7 225 042
P(S <x)=0,900 7 318 882 7 318 950 7 318952
P(S <x)=0,950 7 372 263 7 375 875 7 375 866
P(S <x)=0975 7421617 7 425700 7 425 692
P(S <x)=0,990 7 497 137 7 484 225 7 484 204
P(S <x)=0,995 7 539 705 7 524 450 7 524 430

Tabel 6: Erinevatele tdendosustele vastavad kvantiilid leides kogukahju jaotus-

funktsiooni simulatsioonide meetodi, Panjeri rekursiooni ja kiire Fourier’ teisendusega
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] o Panjeri Kiire Fourier’
Simulatsioonid

rekursioon teisendus
P(S > 6,50 10°) 1 1 1
P(S > 6,75-10°) 9,890-1071 9.944-1071 0,994 -1071
P(S > 7,00-10°) 7,800 - 1071 7,932 1071 0,793 -1071
P(S > 7,25-10°) 1,920-1071 2,014-1071 0,201-1071
P(S > 7,50-10°) 1,000+ 1072 7,664 - 1073 7,663 1073
P(S > 7,75-10°) 0.000 4,327 -107° 4,283-107°
P(S >8,00-10°) 0.000 1,071-107° 1,928 -1077

Tabel 7: Sabaosa toendosused leides kogukahju jaotusfunktsiooni simulatsioonide

meetodi, Panjeri rekursiooni ja kiire Fourier’ teisendusega

Vorreldes tabeli 6 erinevatele tdendosustele vastavaid kvantiile ndeme, et Panjeri
rekursiooni ja kiire Fourier’ teisendusega arvutatud védrtused on viga ldhedased —
maksimaalne erinevus on 21 tihikut. Simulatsioonide meetodiga saadud tulemusi ei saa
teiste meetoditega leitud tulemustega nii otseselt vorrelda, sest nditeks kvantiilid
erinesid pédrast mitmekordset funktsooni aggregatepist rakendamist lausa kuni
50 000 iihiku vorra. Seega antud hetkel tasub simulatsioonide meetodiga saadud

tulemustesse suhtuda ettevaatlikult.

Normal Power meetodiga ja nihutatud gammajaotusega saadud kvantiilid ei erine viga
palju tapsete meetoditega saadud kvantiilidest — maksimaalne erinevus on 514 {ihikut.
Seetottu, kui lisaks tédpsusele arvestada ka meetodi kasutamisega kaasnevat ajakulu, siis
uuritavate andmete korral on ilmselt kdige efketiivsemateks meetoditeks Normal Power
meetod ja nihutatud gammajaotusega lihendamine. Nimetatud meetodite korral saab

holpsasti leida ka kogukahju jaotuse kasutades iiksikkahju jaotusena empiirilist jaotust.

To6 peaeesmirgiks oli vorrelda kogukahju arvutamise erinevaid meetodeid ning kuigi
kasutades {iiksikkahju jaotusena lognormaalset jaotust kdik meetodid alahindasid
reaalseid andmed olid nad omavahel ikkagi vdrreldavad ning see ei seganud

saavutamast t00 peaeesmarki.
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4.4 Kokkuvote

Kogukahju jaotuse arvutamine konvolutsioonide meetodiga reaalsete andmete korral ei
ole lihtne iilesanne ka tdnapdeva arvutitele — meetod nduab peamiset just
konvolutsioonide arvutamise tottu védga palju arvutiressurssi, muutes meetodi
kasutamise peaaegu et voimatuks. Seevastu kogukahju arvutamine ldahendavate
meetoditega omab selget eelist — arvutused votavad aega vaid moni murdosa sekundit.
Léhendavad meetodid ei suuda kiill votta arvesse tegeliku jaotuse isedrasusi, mistottu
tuleb tulemustesse suhtuda teatava ettevaatlikusega. Seejuures kogukahju jaotust

lahendavad paremini nihutatud gammajaotus ja Normal Power meetod.

Kogukahju jaotuse arvutamisel simulatsioonide meetodiga osutub probleemiks
simulatsioonide arv, mille kasvatamisel suurema tdpsuse saavutamiseks tekib olenevalt
arvutist erineva simulatsioonide arvu juures probleem simuleeritud viairtuste mélus
hoidmisega. Sellest tulenevalt ei pruugi soovitud suurust, niiteks erinevatele

toendsosutele vastavaid kvantiile, saada piisava tdpsusega.

Reaalsete andmete korral, kus oodatav kahjude arv on ildiselt suur, on Panjeri
rekursiooni kasutamine raskendatud, sest rekursiooni esimene liige sellisel juhul vordub
nulliga. Rekursioonide arvutamiseks tuleb kasutada konvolutsioone, mis muudab
meetodi aegandudvamaks ning tulemuste saamiseks tuleb suurendada diskretiseerimise
sammu pikkust. Samas kiire Fourier’ teisendusega saame kogukahju jaotusfunktsiooni

leida suurema tépsusega vdiksema aja jooksul.
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Lisa 1. R’i kood teooria rakendamiseks

library (actuar)
library(data.table)
library (reshape)
library (MASS)
library(car)
library (moments)

###--- Loeme andmed sisse -——————-——————————————-———————— -
setwd ("C:/Users/Margot/Desktop/Magistritos™)
data=read.csv2 ("kahjude andmed.csv")

###--- Korrastame andmed ———————————————
str (data)

dataS$kaitse algus=as.Date(dataSkaitse algus, format="%d.%m.%Y")

dataS$kaitse lopp=as.Date(dataS$kaitse lopp, format="%d.%m.%Y")

data$kahju kuupaev=as.Date (data$kahju kuupaev, format="%d.%m.%Y")

str (data) ; summary (data)

###--- Kontrollime, kas ja kui palju on puuduvate andmetega ridasid -------
sum(is.na (data))

###--- Tekitame lisaveeru, kus on kirjas, kas poliisil oli kahju voi ei ---
data$claim or not=rep (0, length (dataSkahjusumma))
for(j in l:nrow(data)) {
if (data$Skahjusummal[j]1>0.00) {
data$claim or not[jl=

###--- Arvutame poliiside kehtivuse pikkused pé&devades —--—--——--———-————-—————
dataS$kindlustuspaevade arv=as.numeric(dataSkaitse lopp-dataS$kaitse algus+l)
#Eemaldame andmed, milledel oli negatiivne lepingu pikkus
data=data[data$kindlustuspaevade_arv>0,]

FHAEH A R R R
e KAHJUDE ARVU JAOTUS ——=———==-——==————————— o
FHAEH AR R R R
###--- Sorteerime andmed -------------—---—-———— -
data=data[order (data$count,datas$kaitse algus),]

###--- Paneme uueks perioodiks autole uue poliisi numbri ------------------
data$poliisi nr=data$count
for(j in 2:nrow(data)) {
if (data$count[j]==data$count[j-1]
& dataSkaitse lopp[j-l]l<(dataS$kaitse lopp[jl)){
dataS$poliisi nr[j]=100000+]

#Jargneb tstikkel on vajalik, kuna kui n&diteks autol oli sdlmitud 2 poliisi:
#1. 2005-02-14 kuni 2005-05-25 count=5
#2. 2005-05-26 kuni 2005-08-25 toimus kahju count=5
#3. 2005-05-26 kuni 2005-08-25 toimus kahju count=5

50



#siis eelmise tsiikli kohaselt on ridade poliisi nr'd jargnevad:

#1. poliisi nr=5

#2. Poliisi nr=100000 + j

#3. poliisi nr=5

#aga selleks, et samas perioodis samal autol toimunud kahjud kokku liita,
#on tarvis, et ka viimase rea korral poliisi nr=100000 + j

for(j in 2:nrow(data)) {
if (data$count[j]==data$count[j-1]
& dataSkaitse lopp[j]==dataSkaitse lopp[j-1]) {
data$poliisi nr[jl=data$poliisi nr([j-1]

###--- kahjude arv poliisi kohta -----------"--------——-————
data$poliisi nr=as.character (data$poliisi nr)
andmed=ddply (data, . (poliisi nr), numcolwise (sum))

###--- Uurime, kas andmeid l&ks kaduma: ---------——-————————————————————————
sum(dataSclaim or not) #esialgse tabeli kahjude arv
sum (andmed$claim or not) #hilisema tabeli kahjude arv

(

sum(data$claim or not==0) #esialgse tabeli O-kahjude arv
sum (andmed$claim or not==0) #hilisema tabeli O-kahjude arv
#Erinevus nullkahjude arvus:

sum(dataSclaim or not==0)-sum(andmedS$Sclaim or not==0)#610

#Saime, et nullkahjude kohta kdivaid ridasid on kadunud. See saab tekkida:
#--1. kui oli poliisil n&aiteks mitu nullkahju (esitas nduded, aga valja ei
makstud),

#--2. o0li nullkahju ja kahju (selline olukord tekib siis kui esimesel juhul
#noéue esitati, aga vdljamakset ei toimunud ja teisel juhul valjamakse toimus)

#Uurime pdhjuseid:
algselt=as.data.table(table(data$poliisi_nr))
algselt=data.table(poliisi nr=algselt$Vl,ridade arv=algselts$SN)
kahjusid=subset (andmed, select=c(poliisi nr,claim or not))
kokku=merge (algselt, kahjusid, by="poliisi nr",all=T)

#1:

nullpoliisid=kokkul[kokku$Sclaim or not==0,];nrow(nullpoliisid)
kontrolll=nullpoliisid[nullpoliisid$ridade arv>=2]

#kadunud ridade arv:
sum(kontrolll$ridade_arv)—length(kontrolll$claim_or_not)#109

#2:
kahjugapoliisid=kokku[! (kokkuSclaim or not==0),];nrow(kahjugapoliisid)
kontroll2=kahjugapoliisid[kahjugapoliisid$ridade arv>kahjugapoliisid$claim or
not, ]

sum(kontroll2$ridade_arv)—sum(kontr0112$claim_or_not) #501
#501+109=610

###--—— Kui lepingul oli {ile the kahju, on selle poliisi kohta tile ihe rea
#ja selleks, poliisi kindlustuspaevade arv ei oleks summa,
#jagame kindlustuspaevade arvu vastava kahjude arvuga:--—---—----—--———--————-———
#Teeme selle esialgu lisaveeruna, et tulemust kontrollida:
andmed$kindlustuspaevade arv_c=0
for(j in l:nrow(andmed)) {

if (andmedS$claim or not[j]>1) {
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andmed$kindlustuspaevade arv c[j]=andmed$kindlustuspaevade arv[j]/andmedSclaim
_or not[j]
}
else({
andmed$kindlustuspaevade arv_c[j]=andmed$kindlustuspaevade arv[j]

}

#kontroll
data[data$poliisi nr=="11",]
andmed[andmedS$poliisi nr=="11",]

andmed$kindlustuspaevade arv=NULL

###--- Arvutame lepingute kestvused aastast ------—--—---—-—————-—————————————
andmed$lepingu pikkus aastates=andmed$kindlustuspaevade arv c/365

###--- Arvutame kahjude arvu aastas vdttes arvesse lepingu pikkust: —---——----—-
andmed$kahjude arv_aastas=round(andmed$claim or not/andmed$lepingu pikkus aast
ates, 0)

FHAH A R R R R
###--- Arvutame kahjude arvu keskvddrtuse ja dispersiooni: --—-———-------——-——-
#Korrutades kahjude arvu aastast ldbi vastava kaaluga, saame vektori, kus

#on kirjas kahjude arv aastas arvestades lepingu pikkust:

kahjude arv=rep (andmed$claim or not/andmed$kindlustuspaevade arv_c,
andmed$kindlustuspaevade arv_c)

keskvaartus=mean (365*kahjude arv)

cat ("EN=", keskvaartus) #keskmine kahjude arv aastas poliisi kohta
dispersioon=var (365*kahjude arv)

cat ("DN=",dispersioon)

###--- Teeme sagedustabeli kahjude arvu kohta ---------""""""""-"-"-"-----0o0n
maximum=max (andmed$kahjude arv_aastas);print (maximum)

kahjusid poliisil=as.data.table(table(factor (andmedskahjude arv_aastas,
levels=0:maximum) ) )

kahjusid poliisil=data.table(kahjude arv aastas=as.numeric(kahjusid poliisils$V
1) ,poliiside arv=kahjusid poliisil$N)

kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas=0

for (j in l:nrow(kahjusid poliisil)) {

kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus_ aastas[j]=sum(andmeds$kindlustuspaevade
arv_clandmed$kahjude arv_aastas==j-1])/365

}

#Kontroll:

sum(kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas) -
sum (andmed$lepingu pikkus aastates)

#Votame vaikesed sagedused kokku

kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas[6]=sum(kahjusid poliisil$lepingu
te kogupikkus aastas[6:nrow(kahjusid poliisil)])
kahjusid poliisil=kahjusid poliisil[1l:6,]
#kontroll:

sum(kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas) -
sum (andmed$lepingu pikkus aastates)

kahjusid poliisil$poliiside arv=NULL

E

###--- Et oodatavaid ja tegelikke sagedusi paremini vorrelda, teeme yhise
sagedustabeli.
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###--- Empiirilised sagedused igas klassis

nclaims=kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas;print (nclaims)

###--- Poliiside pikkuste summa aastates:
npolicies=sum(kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas);print (npolicies)
r=0:5;print (r)

FHAH AR AR R R R
- sobitame Poissoni jaotust
#Poissoni jaotuse parameetri STH on keskaartus

print (keskvaartus)

#mille saame ka kasutades STH valemit:
lambda_sth:sum(andmed$claim_or_not)/npolicies;print(lambda_sth)
pois=dpois (r, lambda_ sth)

#poliiside arv igas klassis:

kahjusid poliisil$fittedp=round(npolicies*pois, 6)

#lisame teoreetilised tdenaosused:

kahjusid poliisil$probs=round (pois, 6)

#Graafik:

plot (x=kahjusid poliisil$kahjude arv aastas,
y=kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas,type="h",
1lwd=3,col="darkblue", xlab="Kahjude arv poliisi kohta",
ylab="Sagedus", cex=0.5)

lines (x=kahjusid poliisil$kahjude arv aastas,y=kahjusid poliisil$fittedp,

lwd=1, type="0",pch=19)

###--- Testime sobivust hii-ruut testiga

hii pois=chisqg.test (kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas,p=pois,
rescale.p=T) ;print (hii pois)

#414.0687, ehk:

statistic=sum((kahjusid poliisilSfittedp-

kahjusid poliisil$lepingute kogupikkus aastas)”2/kahjusid poliisil$fittedp)
df=6-1-1

l-pchisqg(statistic,df=4)

FHAH A R S R
- KAHJUJAOTUS -———————————————————————————————
FHAEH AR R
###--- Tekitame andmetabeli, kus on poliisid, mis tekitasid kahju -----------
data no zerros=datal[! (data$kahjusumma==0), ]

#Kahjude arv N=n on:

n=length(data_no_zerros$kahjusumma);print(n)

clsize=sort (data no zerros$kahjusumma,decreasing=F)

summary (clsize)

skewness (clsize)

#Kahjusuuruste histogramm

hist(clsize,breaks=50,prob=T,col = "grey",main="Kahjusuuruste histogramm",
xlab="kahjusuurus",ylab="tihedus")

#Graafiku alguse paremini ndgemiseks vdtame arvesse ainult neid
kahjusuuruseid, mis olid #vaiksemad kui 3000 ithikut.

clsize cutted=data no_ zerros[data no zerrosS$kahjusumma<3000,]Skahjusumma
hist (clsize cutted,breaks=20,prob=T,main=NULL, xlab="Uksikkahju suurus",
ylab="tihedus",ylim=c (0,0.002))

x=0:3000

E
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#Hindame parameetrid:
fitln=fitdistr(clsize,densfun="lognormal")

mean log=fitlnSestimate[l];print (mean_ log)
sd_log=fitlnSestimate([2];print (sd_log)

#Arvutame tihedusfunktsiooni vaartused:

density lognormal=dlnorm(x,meanlog=mean log, sdlog=sd log)
#Lisame saadud tulemuse eelnevale histogrammile

lines (density lognormal, lwd=1,1lty=1)

#Kolmogorov-Smirnovi test:

ks.test (jitter (clsize), "plnorm",meanlog=mean log,sdlog=sd log)
#test likkab jaotuse sobivuse tmber

Fhf— Weibull
#Hindame parameetrid:

fitw=fitdistr (clsize,densfun="weibull")

alpha weibull=fitwSestimate[l];print (alpha weibull)

beta weibull=fitwS$estimate[2];print (beta weibull)

#Arvutame tihedusfunktsiooni v&&rtused:

density weibull=dweibull (x, shape=alpha weibull, scale=beta weibull)
#Lisame saadud tulemuse eelnevale histogrammile

lines (density weibull, l1ty=3)

#Kolmogorov-Smirnovi test:

ks.test (jitter(clsize), "pweibull",alpha weibull,beta weibull)
#test likkab jaotuse sobivuse tmber

#Hf--——————— nullpunkti nihutatud Pareto
fp=function (x) {
-(n*log(x[1])+n*x[1]*log(x[2])-(x[1]+1) *sum(log(x[2]+clsize)))
}
#Algvadrtused:

ml=sum(clsize)/n

m2=sum(clsize”2)/n

starting value alpha=2* (m2-ml1”2)/(m2-2*ml1"2);print (starting value alpha)
starting value beta=ml*m2/(m2-2*ml”2);print (starting value beta)
#Leiame funktsiooni maksimumi:

estimates pareto=nlm(fp,c(starting value alpha,starting value beta))
alpha pareto=estimates paretoSestimate[l];print (alpha pareto)

beta pareto=estimates pareto$estimate[2];print (beta pareto)
#Arvutame tihedusfunktsiooni v&&rtused:

density pareto=dpareto(x, shape = alpha pareto, scale = beta pareto)
#Lisame saadud tulemuse eelnevale histogrammile

lines (density pareto, lty=2)

#Kolmogorov-Smirnovi test:

ks.test (jitter(clsize), "ppareto",alpha pareto,beta pareto)

# test likkab jaotuse sobivuse umber

#Lisame joonisele ka legendi-------------—"—"-"—"———"———————— -
legend (x="topright", legend=c ("Lognormaalne", "Pareto", "Weibull"),lty=c(1,2,3))

###--- Jaotusfunktsoonid ——--———————-—-——--— -
#---1 Empiiriline jaotusfunktsioon

plot (ecdf (clsize),main=NULL, xlab="Uksikkahju suurus",xlim=c (0, 15000))

#-—— lisame sobitatud lognormaalse jaotusfunktsiooni

curve (plnorm(x, meanlog=mean log,sdlog=sd log), add=T, lty=2)

legend (x="bottomright", legend=c ("lognormaalne","empiiriline"),lty=c(2,1))
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#---2 Empiiriline jaotusfunktsioon

plot (ecdf (clsize),main=NULL, xlab="iksikkahju suurus",xlim=c(0,15000))
#--- lisame sobitatud Weibulli jaotusfunktsiooni

curve (pweibull (x, shape=alpha weibull, scale=beta weibull), add=T,lty=2)
legend (x="bottomright", legend=c ("Weibull", "empiiriline"),lty=c(2,1))
#---3 Empiiriline jaotusfunktsioon

plot (ecdf (clsize),main=NULL, xlab="iksikkahju suurus",xlim=c(0,15000))
#--- lisame sobitatud Pareto jaotusfunktsiooni

curve (ppareto (x, shape = alpha pareto, scale = beta pareto),add=T,lty=2)
legend (x="bottomright", legend=c ("Pareto","empiiriline"),lty=c(2,1))

E

R L e KAGUKAHJU ARVUTAMISE MEETODID ———=---————-————————-

S i

###--- Kahjude arvu jaotuseks on Poissoni jaotus
#Parameeter kogukahju korral:
lambda_sth2=lambda_sth*npolicies/2;print(lambda_sth2)
pn=dpois (0:8500, lambda sth2)

sum (pn)
###--- Uksikkahju suuruste jaotuseks on lognormaalne jaotus
###--- Diskretiseerime jaotuse:

h=10 #sammu pikkus

per year=sum(clsize) /2

M=2**21;print (M)

#Diskretiseerime iiksikkahju jaotuse:

fx=discretize (cdf=plnorm(x,meanlog=mean log, sdlog=sd log), from=0, to=M*h,
step=h,method="rounding")

sum (£x)

x=h* (0: (M-1))

###--- Jargnevaid momente kasutame kdigi kolme l&hendamise korral ---------

EN=lambda sth2

DN=lambda_ sth2

#Uksikkahju kolm esimest momenti ja dispersioon on:
EX=mlnorm (1, mean=mean log,sdlog=sd log) ;print (EX)
EX2=mlnorm (2, mean=mean_ log, sdlog=sd log);print (EX2)
EX3=mlnorm (3, mean=mean_log, sdlog=sd log);print (EX3)
#Empiirilised:

EX emp=emm(clsize,l);print (EX emp)

EX2 emp=emm(clsize,2);print (EX2 emp)

EX3 emp=emm(clsize, 3);print (EX3 emp)

###Kogukahju keskvadartus, dispersioon ja astummeetriakordaja Poissoni
#liitjaotuse korral on:

ES=lambda sth2*EX ;print (ES)

DS=lambda_ sth2*EX2 ;print (DS)
skewness_of_S=(lambda_sch*EX3)/sqrt((lambda_sth2*EX2)A3)

print (skewness of S)

#Empiiriliste momentide korral:

ES emp=lambda sth2*EX emp ;print(ES emp)

DS _emp=lambda sth2*EX2 emp ;print (DS_emp)

skewness of S emp=(lambda sth2*EX3 emp)/sqgrt ((lambda sth2*EX2 emp) "3)
print (skewness of S emp)
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FH# L. Konvolutsioonide meetod

fx2=discretize (cdf=plnorm(x,meanlog=mean log,sdlog=sd log), from=0,to=10"6,

step=10000, method="rounding")

sum (£x2)

start.time=Sys.time ()

Fs convolution=aggregateDist (method="convolution",model.freg=pn,
model.sev=fx2,x.scale=10000)

end.time=Sys.time ()

time k=start.time-end.time

##t 2. - Normaaljaotusega lahendamine
start.time=Sys.time ()

Fs_N:aggregateDist(method:"normal",moments:c(ES,DS))

end.time=Sys.time ()

time n=end.time-start.time

#Empiiriliste momentide korral:

Fs N emp=aggregateDist (method="normal",moments=c (ES_emp,DS emp))

### 3. —— Normal Power meetod
start.time=Sys.time ()

Fs NP=aggregateDist ("npower",moments=c (ES, DS, skewness of S))
end.time=Sys.time ()

time np=end.time-start.time

#Empiiriliste momentide korral:

Fs NP _emp=aggregateDist ("npower",moments=c (ES emp,DS emp, skewness of S emp))

### 4. - Nihutatud gammajaotusega l&dhendamine
alpha tg=4/skewness of S"2;print (alpha tg)
beta_tg=2/(skewness_of_S*sqrt(DS));print(beta_tg)
k_tg=ES—2*sqrt(DS)/skewness_of_s;print(k_tg)

#Empiiriliste momentide korral:

alpha tg emp=4/skewness of S emp”2;print(alpha tg emp)

beta tg emp=2/(skewness of S emp*sqgrt (DS_emp));print (beta tg emp)

k tg emp=ES emp-2*sqrt (DS_emp) /skewness of S emp;print (k_tg emp)

### 5. - Simulatsioonid

model. freg=expression (data=rpois (lambda_ sth2))

model.sev=expression (data=rlnorm(meanlog=mean log, sdlog=sd log))

K=10"3 #simulatsioonide arv:

start.time=Sys.time ()

Fs simulation=aggregateDist (method="simulation",model.freq, model.sev,
nb.simul=K)

end.time=Sys.time ()

time s=end.time-start.time

### 6. Panjeri rekursioon
fx3=discretize (cdf=plnorm(x,meanlog=mean_ log,sdlog=sd log), from=0,to=10"6,
step=25,method="rounding") ; sum (£x3)

start.time=Sys.time ()

Fs Panjer=aggregateDist (method="recursive",model.freqg="poisson",
model.sev=£fx3, lambda=lambda sth2/(274),x.scale=25,
convolve=4,maxit=1000000)

end.time=Sys.time ()

time p=end.time-start.time
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#Toendosusfunktsiooni vaartused

Fs_FFT_p:Re(fft(exp(lambda_sch*(fft(fx)—l)),inverse:T)/M)

#HH#H
Fs FFT=cumsum(Fs FFT p)
table FFT=data.table(x,Fs FFT)

SR
FhH#——— VORDLUS: === === —mm o m oo

#--- Reg:
time n;time np;time s;time p

#--- Jaotusfunktsooni graafikud
xx=5eq (6000000,10000000,by=1)

plot (Fs N,xlim=c(6000000,10000000), sub=NULL, main="Kogukahju

jaotusfunktsioon")

curve (Fs_NP, add=T,col="darkgreen",lwd=3)
y=pgamma (xx-k tg,shape=alpha tg,rate=beta tg)
lines (xx,y,col="darkorange", type="1", lwd=2)

options (scipen=10)
legend (x=8500000, y=0.4,

legend=c ("normaaljaotus","NP meetod","nihutatud gammajaotus"),
lty=c(1,1,1),col=c("black","darkgreen", "darkorange"),

cex=1l, bty="n")
#HH##
curve (Fs N emp, add=T)

curve (Fs NP emp, add=T,col="darkgreen",lwd=3)

y=pgamma (xx-k tg emp, shape=alpha tg emp,rate=beta tg emp)
lines (xx,y,col="darkorange", type="1", lwd=2)

H##

plot (Fs_simulation,xlim=c(6000000,10000000), sub=NULL,main="Kogukahju

jaotusfunktsioon")

curve (Fs_Panjer, add=T, col="darkgreen")
lines (x=table FFTS$x,y=table FFTS$Fs FFT, type="1",col="darkblue")
lines (xx,y,col="darkorange", type="1", lwd=2)

legend (x=8000000,y=0.6,

legend=c ("simulatsioonid", "Pajeri rekursioon","kiire Fourier'

teisendus", "nihutatud gammajaotus"),
lty=c(1,1,1,1),col=c("black","darkgreen", "darkblue", "darkorange"),

cex=1, bty="n")

#--- Kvantiilid
quantile (Fs_N)
quantile (Fs_ NP)
quantile (Fs_Panjer)
quantile (Fs_simulation)

ggamma (¢ (0.25,0.5,0.75,0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),
shape=alpha tg, rate=beta tg)+k tg

#FFT:

min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.
min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.
min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.
min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.
min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.
min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.
min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.

2571)
51)
757)
91)
951)
9751)
991)

Kiire Fourier teisendus
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min (table FFT$x[table FFTS$Fs FFT>=0.995])

iiiddadadsasadnatai

quantile (Fs N emp)

quantile (Fs NP emp)

ggamma (¢ (0.25,0.5,0.75,0.9,0.95,0.975,0.99,0.995),
shape=alpha tg emp, rate=beta tg emp)+k tg emp

#--- Sabaosa tdendosused
1-Fs N(c(6500000,6750000,7000000,7250000,7500000,7750000,8000000))
1-Fs NP (c(6500000,6750000,7000000,7250000,7500000,7750000,8000000))
#P (S<10000) ~P (Y<10000-k_tg), kuna S=Y+k, kus Y~Gamma (.)
1-pgamma (c (6500000-k tg, 6750000-k tg,7000000-k tg,7250000-k tg,
7500000-k tg,7750000-k tg,8000000-k tg),
shape=alpha tg,rate=beta tg)
#HH#
1-Fs_Panjer (c(6500000,6750000,7000000,7250000,7500000,7750000,8000000))
1-Fs_simulation(c(6500000,6750000,7000000,7250000,7500000,7750000,8000000))
l-table FFT$Fs_ FFT[table FFT$x==6500000]
l-table FFTSFs FFT[table FFT$x==6750000]
l-table FFTSFs FFT[table FFT$x==7000000]
l-table FFTSFs FFT[table FFT$x==7250000]
l-table FFTSFs FFT[table FFT$x==7500000]
l-table FFT$Fs_ FFT[table FFT$x==7750000]
l-table FFT$Fs_ FFT[table FFT$x==8000000]
#H##
1-Fs N emp(c(8000000,8250000,8500000,8750000,9000000,9250000,9500000))
1-Fs NP emp(c(8000000,8250000,8500000,8750000,9000000,9250000,9500000))
1-pgamma (c (8000000-k tg emp,8250000-k tg emp,8500000-k tg emp, 8750000-
k tg emp,9000000-k tg emp, 9250000-k tg emp, 9500000-k tg emp),
shape=alpha tg emp,rate=beta tg emp)
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