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{Q, §}-parametrisatsiooniga mitmemaostmeline astim-
meetriline normaaljaotus erinevate korrelatsiooni-
struktuuride korral

Kéesolev magistritoo uurib mitmemootmelise astimmeetrilise normaaljaotuse {€2, § }-para-
metrisatsiooni ning selle jaotusega juhusliku suuruse korrelatsioonimaatriksi struktuure,
vottes aluseks erinevad maatriksi €2 ja vektori § struktuurid. Mitmemootmelise astimmeet-
rilise normaaljaotuse definitsioon on voetud Azzalini ja Dalla Valle 1996. aastal avaldatud
artiklist ning {€2, d }-parametrisatsiooni késitlus parineb Kéaariku, Selarti ja Kaariku 2015.
aasta artiklist.

Mérksonad: mitmemaootmeline asimmeetriline normaaljaotus, asiimmeetrilise normaal-

jaotuse {2, 8 }-parametrisatsioon, korrelatsioonimaatriksid

On the Correlation Structures of Multivariate Skew-
normal Distribution with {Q, §}-parametrization

This master’s thesis examines the {2, d}-parametrization of multivariate skew-normal
distribution and the structures of the correlation matrix of the multivariate skew-normal
random variable in the case of different structures of the matrix € and of the vector
4. The definition of multivariate skew-normal distribution is taken from the 1996 article
written by Azzalini and Dalla Valle and the study of the {£2, § }-parametrization is taken
from the 2015 article by Kéarik, Selart and Kaarik.
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Sissejuhatus

Astimmeetriline normaaljaotus on normaaljaotuse laiendus, kus normaaljaotuse stimmeet-
riat deformeerib lisaparameeter. Mitmemootmeline asiimmeetriline normaaljaotus on ol-
nud viimastel aastatel suure tdhelepanu all. Klassikalist mitmema&otmelist asiimmeetrilist
normaaljaotust tutvustasid 1996. aastal Azzalini ja Dalla Valle [1]. Jaotust voib para-
metriseerida mitmel erineval viisil alustades algsest { W, A}-parametrisatsioonist lopetades
praeguseks laialt levinud {2, a}-parametrisatsiooniga. Artiklis [5] on ndidatud, et {€2,d}-
parametrisatsioon on hea valik olukorras, kus otsene seos marginaalsete parameetritega
on vajalik.

Toos tegeletakse {€2, d }-parametrisatsiooniga ning analiiiisitakse vastava astimmeetrilise
normaaljaotusega juhusliku suuruse omadusi erinevates olukordades. Naidatakse, kuidas
korrelatsioonimaatriksi €2 struktuuri valik mojutab & voimalikke valikuid ning kuidas
néeb vilja vektori e kuju nendel juhtudel. Samuti uuritakse korrelatsioonimaatriksi ku-
ju, korrelatsioonikordajate voimalikke vaartuste piirkondi ning vastavat asiimmeetrilise
normaaljaotusega juhusliku suurust.

Esimene peatiikk tutvustab asiimmeetrilist normaaljaotust ning selle pchiomadusi. Sa-
muti rédgitakse ldhemalt korrelatsioonimaatriksite struktuuridest, mida t66 jooksul ka-
sutatakse. Teises peatiikkis analiiiisitakse korrelatsioonimaatriksite ja parameetervekto-
rite struktuure erinevates olukordades. Kolmandas peatiikis uuritakse, kuidas on seotud
omavahel korrelatsioonimaatriksid, ning neljandas peatiikis vaadatakse teema praktilist

kasutust.



1. Asiimmeetrilise normaaljaotuse

definitsioon ja omadused

Definitsioon 1. Olgu €2 positiivselt méédratud loplik £ x k korrelatsioonimaatriks

1 W12 Wiz ... Wik
W21 1 Waz ... Wak
Wg1 Wg2 Wg3 ... 1
kus 0 < wy; < 1, @ # j, ja olgu & = (dy,...,0;)7 selline k-mddtmeline vektor, et
07716 < 1. Oeldakse, et juhuslik suurus Z = (Zy, ..., Z,)" on k-mdotmelise asiimmeet-

rilise normaaljaotusega asiimmeetria parameetriga d, ning kirjutatakse Z ~ SN(€2,9),

kui juhusliku suuruse Z tihedusfunktsioon on kujul

st

f(2:9.8) = 26,(2; )P ° ), zeR, (1)
V1-6"Q718

kus ¢, on k-mo6otmelise normaaljaotuse tihedusfunktsioon, mille marginaalid on standard-

se normaaljaotusega ja korrelatsioonimaatriksiks on €2, ning ® on ithemdotmelise standard

normaaljaotuse jaotusfunktsioon.

Edaspidiseks kasutamiseks esitame siinkohal asiimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku
suuruse normaaljaotuse tinglikustamise kaudu, kasutades {€2, § }-parametrisatsiooni (vt

niiiteks [1], [2] véi [5]).



Definitsioon 2. Olgu X ~ N(0,€) k-mootmeline juhuslik suurus, olgu X, ~ N(0,1)
ithemoGtmeline juhuslik suurus ning olgu X ja X, vaheline korrelatsioonivektor § =
(81,...,0,)T selline, et

'O < 1. (2)
Siis juhuslik suurus Z = X | X, > 0 on asiimmeetrilise normaaljaotusega Z ~ SN(£2,46).

Pidades silmas, et vektor & on teatav korrelatsioonivektor, on kasulik tuua kasutusse

jargnevad maatriksid:

1 oF Q 6
.
5 Q o7 1

Siin 2" on (Xg, X )7 korrelatsioonimaatriks ja €, on (X, Xy)7 korrelatsioonimaatriks.
Olgu R = (r;;) asiimmeetrilise normaaljaotusega juhusliku suuruse Z = (Z,...,Z;)"

korrelatsioonimaatriks. Maatriksi R = (r;;) kuju on antud artiklis [1]:

wij — 20:9;
\/1 - %53\/1 — 247

Oluline eriolukord tekib, kui kaikidel marginaalidel on sama jaotus SN(J), mis tahendab,

rij = corr(Z;, Z;) = Cii=1,... k. (3)

et koik & komponendid on identsed, ehk § = (6, ...,d)T. Siis valem (3) lihtsustub kujule

2 £2
wz-j—;5 ..
=g i =1k (4)

Selles t60s on tegemist nelja erineva korrelatsioonimaatriksiga: Q = (w;;), R = (r5), Q°
ja .. Pohiliselt uurime neid maatrikseid erinevate tingimuste korral ning analiiiisime
maatriksite elementide piiranguid.

Vaatleme korrelatsioonimaatriksite €, Q" ja €2, struktuure ning uurime, kuidas nende
kuju mojutab korrelatsioonimaatriksi R struktuuri ning parameetervektorite é ja o struk-
tuure erinevates olukordades. Loomulik algus oleks kasutada kindlaid ja lihtsaid korrelat-
sioonistruktuure, mis séltuvad ainult iithest parameetrist. Vaatluse alla tulevad jargmised

Q struktuurid:



(1) Liitsiimmeetria (compound symmetry, edaspidi tidhistatakse seda CS) voi konstantne
korrelatsioonistruktuur, kus koikide mootmiste vahelised korrelatsioonid on vordsed, ehk
wij =w, 4,7 =1,...,k1# J;

(2) Esimest jarku autoregressiivne (first order autoregressive, edaspidi tahistatakse seda
AR) korrelatsioonistruktuur, kus sama subjekti vaatlused on korgemalt korreleeritud, mi-
da lihemal nad on iiksteisele, ehk w;; = wV =i i j=1,... ki # j.

Toodud korrelatsioonistruktuuride valik on motiveeritud sellest, et nad on koige tihedami-
ni kasutatavad ldhenemised ning nad vajavad ainult {ihe parameetri w hindamist, iikskoik

kui suur on mootmiste arv.



2. () erijuhtude moju vastavale

asiimmeetrilisele normaaljaotusele

Olgu juhuslik suurus Z = (Zy, ..., Zy)" k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotusega,
Z ~ SN(9Q,6), nagu seda téapsustati punktis (1). Jargnevalt uuritakse kahte eelnevalt
mainitud € struktuuri (CS, AR), alustades sellega, et £ = I, mis on lihtsaim erijuht nii
CS kui ka AR struktuurist.

Vektori § puhul analiitisime kahte pohilist erijuhtu:

(a) olukorda, kus koik parameetervektori & komponendid on vordsed, § = (4, ..., )7,

mis tdhendab, et koikidel marginaalidel on sama jaotus (SN (6));
(b) olukorda, kus vektori § kuju méadrab dra Q (voi €2,) struktuur.
T66 kéigus tiritame leida vastuseid jargnevatele kiisimustele:
1. Kuidas arvutada parameetervektorit a vastavast {€2, a}-parametrisatsioonist?
2. Milline on w;; voimalike véddrtuste piirkond? (ja §; voimalike vaértuste piirkond?)
3. Kuidas arvutada korrelatsioonikordajaid r;;, mis defineeriti punktis (3)7

4. Milline on korrelatsioonikordajate r;; voimalike véértuste piirkond?



2.1 Olukord, kus Q=1jad=(5,...,5)"

Oletame, et @ =T ja d = (§,...,0)T. Siis deformeeritaval normaaljaotusel on i.i.d. mar-
ginaalid, X ~ N(0,1I).

Siinkohal toome vilja suhted parameetervektorite d ja a vahel (vt néiteks [5]):

Q16 16 0 0

o = =

VI—6TQ 6 V1-06T16 1-6'6 V1—k&?

sest
5%:(5 5)- 3 I U S SO S )
5

Kuna § = (6,...,0)T, ehk koik vektor § komponendid on vordsed, siis see tihendab, et

ka koik vektor o komponendid on vordsed, e = («, ..., )T, kus

o
am 2 ©

Seega saame valemi vektorile § sarnaselt vordusele (5):

5— Qo B o B o
Vi+talQa Vi+ala V1+ka?

Parameeter § voimalike védrtuste piirkonna saame leida valemist (6):

kuna peab kehtima 1 — k§% > 0, siis teisendades saame, et

1
|5|<\/;

Seega lubatud piirkond parameetrile § on

Kui niiid rakendada saadud tulemust (7) valemile (6), saame, et parameetril « ei ole



kitsendusi, ehk

a € (—o0,00).
Kuna Q = I tdhendab, et w;; =0, i # j, siis vordusest (4) tuleneb, et

2
Wij — %62 o — 2 252

=20 _”;i:_w—%f (8)

Tij:

Seega on juhusliku suuruse Z korrelatsioonimaatriksil R = (7;) CS struktuur. Kuna koik
parameetrid § on vordsed, on ka koik r;; vordsed, r;; = r, Vi,j = 1,...,k. Valemi (7)

kohaselt on korrelatsioonikordajate r voimalike va&rtuste piirkond jargmine:

€ —2 0
r - 0] .
kr—27
Antud juhul, kuna § véimalike vddrtuste piirkond on (7), on funktsioon (8) parabool, mis

avaned alla ning mille maksimumpunkt on kohal § = 0 (vt joonist 1).

k=2 k=30
o
o o
o 7] S 7]
o
[N o
o S
— I - 3
|
< o
o AN
| o
o
1T T T T T 1 ! 1T T T T T 1
-06 -0.2 0.2 0.6 -0.15 -0.05 0.05 0.15
delta delta

Joonis 1: Korrelatsioonikordajate r;; = r graafik valemi (8) pohjal

10



Piiril, kui ¢ | _\/LE voi 6 T \/LE’ siis saame, et

2
262 2 (+4) 2 2
7« e _) J— = — = —
T — 202 1)? kr—2 kr —2’
w—2(iﬁﬁ 7
ning kui 6 = 0, siis
262 202
r= = =0.

T —202 1 —2.02

Seega on korrelatsioonikordajate voimalikud va#rtused poolloigus

S 2 10
" kr—2 7|

Sonastame saadud tulemused jargnevaks lauseks.

Lause 2.1. Olgu juhuslik suurus Z k-maootmelise astiimmeetrilise normaaljaotusega, Z ~
SN(£2,8), kus korrelatsioonimaatriks Q@ = 1 ja vektor § on kugul § = (4,...,0)", ehk
Juhuslikul suurusel Z on identsed marginaalid ning vastava deformeeritava normaaljaotuse

marginaalid on soltumatud. Siis

(a) parameetervektori a = (o, ..., a)" komponendid avalduvad

)
V1—ko2’

(b) parameetri § voimalike vidrtuste piirkond on

Vi VE)
(¢) juhusliku suuruse Z korrelatsioonimaatriks R = (r;;) on CS struktuuriga, st ri; =r,
Vi,jg=1,...,k, kus

200
T — 282"

11



(d) korrelatsioonikordajate r voimalike vddrtuste piirkond on
€ 2 0
r — ;01 .
km—2"

Miérkus 1. Kui vektori & komponendid on vordsed, § = (6,...,0)T, siis on ka vektori A

komponendid vordsed, X = (X,..., \)T ja kehtivad jirgnevad seosed (vt nditeks [1]):

A 3

6:

A )
e s

Niitid teades, et Q@ =1 ja 6 véimalike vidrtuste piirkond on (7), saab leuda ka parameetri

A voimalike vddrtuste pirkonna:

AE (_\/kl—1 ! w:_ 1) ‘

12



2.2 Olukord, kus maatriksil 2 on CS struktuur ja
5=1(5,...,0)"

Olgu korrelatsioonimaatriksil £ = (w;;) liitstimmeetriline (CS) korrelatsioonistruktuur,
ehk w;; = wiga 4,7 = 1,...,k,i # j. Uurime seda olukorda, kui on jéllegi tegemist
identsete marginaalidega, mis tihendab, et vektoril & on kuju & = (6,...,d)". Seos (4)
lihtsustub niiiid kujule

w—%52_7rw—252

1_%52 = o =7, ,j=1,...,k; i#].

rij =

See tdhendab, et korrelatsioonimaatriksil R on ka CS struktuur, ehk r;; = r iga i,j =

1,...,k,i # j, ja parameeter r avaldub

Tw — 2%
== 9
Y > )
Valemist (9) jéreldub, et kui ¢ on fikseeritud, siis r on parameetri w lineaarne funktsioon.

Vektori a arvutamiseks alustame uuesti vordusest (5):

)

V1—6TQ s

(10)

o =

Téhistame alguses poordmaatriksi Q7' elemendid wz(; Y ehk 7! = (wl(; 1)). Maatriksil
Q! on jargnev struktuur (vt [6]):
(—1) 14+ (k‘ - Q)w (-1) w

W :(1—w)(1+(k:—1)w)7 Wij __(1—w)(1+(k:—1)w)- (11)

Kontrollime, kas Q7! elemendid on valemis (11) antud kujul. Teame, et poordmaatriksi

definitsiooni tottu peab kehtima

Q-Q'=1

13



Kirjutame need maatriksid vilja:

l w ... ww wﬁl) wgl) . wfkl_)l wﬂl) 10 ... 00
w l ... ww wéfl) wégl) . w;_kl_)l wé,_kl) 01 ... 00
-1 -1 -1 -1
w w ... 1 w Wl(c—1),1 w,ﬁ_I{Q o w,(ﬁ_l)’k_l w,(c_lik 00 ... 10
w ow ... w 1 w,(g,_ll) w,i’_;) o w,g;:_)l w,(gkl) 0O 0 ... 01

Téanu maatriksi 2 CS struktuurile on poérdmaatriksit voimalik leida vorrandisiisteemi

abil. Meil on vaja lahendada jargnev vorrandisiisteem:

w;-_l)—l—(k—l)w-wl(j_l) =1
=1 .k
1 _y

w - w;fl) + wgl) + (k= 2)w - w;;

Lahendus asendusvottega:

Wwot =1 = (k—1w- w(-*l),

i i

0=w(l— (k- Dw-wi")+ 1+ (k- 2w .
Teisendades saame, et
w=((k-Dw?—1— (k- 2w,
w= (kw? — kw — (w — 1)2)%-(]-_1),
w=(—kw(l—w) — (1 —w)w "
Seega saame parameetritele wz(; 2 ja wz(; 2 jargmised kujud:
K (1—-w)(—kw—-14+w) (1-—w)(1+4 (k—1w)’
() _ g4 (k — 1)w? 1+ (k—1w—-—w-—(k—1Dw?+ (k- 1)w?
w:. = =
" (1-w)(1+ (k- 1)w) (1-w)(1+ (k—1w)

1+ (k—2)w
(1 —w) (14 (k= 1w)

14



Toéepoolest, maatriks 7' on struktuuriga (11):

w-('_l) _ 1+ (k‘ — 2)w -y _ w

i T 0w+ (k-Dw) T T T —w)1+ (k- Dw)

Niiiid, kui teame, milline on péérdmaatriks ', tuletame valemi (10) lugeja ja nimetaja.

Lugeja 27'6 on k-modtmeline vektor, mille kéik komponendid on vordsed:

» . 1+ (k- 2w (k= 1Dw
wii 0+ (k= Dy )5—5((1—w)<1+<k—1>w> - (1—w><1+<k—1>W>)

= (G oamrnens) = (T i)

B )
1+ (k—1w '
Nimetaja jaoks me saame, et
) ) ko2
Qe =6" ——— =(6+...+6 = 12
1+ (k— 1w 0+ +)1+(k—1)w 1+ (k— 1w (12)
ning seega
1+ (k—1)w — ké?
| _ gt — L D
1+ (k— 1w
Kokkuvotteks on ka vektor v identsete komponentidega, o = («v, ..., )%, ning valemist

(10) saame saadud tulemuste pohjal leida a:

B J 14 (B = 1w — kd?
CTIr k- Dw 1+ (k- Dw
5

VTt k- Do/It (k- Dw - ke®

(13)

Vaatame, mida tdhendab tingimus (2), 67 Q7'6 < 1, korrelatsioonimaatriksite £ ja R
jaoks. Arvestades €2 positiivset méératust, piirangut (2) ja valemit (12) saame jargneva

tingimuse, mida ¢ ja w rahuldama peavad:

k&>
— < 1. 14
O<1—|—(k:—1)w< (14)

15



Selleks, et leida w voimalike védrtuste piirkonda, fikseerime § ning alustame valemist (14).
Kuna lugeja on alati mittenegatiivne, siis peab nimetaja olema positiivne: 1+ (k—1)w > 0.

Kuna valemis (14) toodud murd peab olema iihest véiksem, saame, et

1+ (k— 1w > k%,

k6% —1
w>—— (15)

Seega, kui maatriksil £ on CS struktuur ja § = (4,...,0)7, on w voimalike viirtuste

ké? —1

Kuna w voimalike vaartuste piirkond jai soltuma iihest parameetrist ¢, siis oleks ka hea

piirkond jérgmine:

ké62—1
k—1

leida parameetrile 6 mingi piirang. Kui & > 2, siis funktsiooni puhul on tegemist

parabooliga, mis avaneb iiles ning mille haripunkt on punktis 6 = 0 (vt joonist 2).

k=2 k=10
o o
- -
[ee)
n c 7
S ©
g g °
@ . IS
5 § o
0 N
? - o
o
o s
Ty T T T T T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta delta
k=50 k=500
o o
— —
« | « ]
o o
© ©
§ =4 § 34
~ o~
o o |
g . o
T T T T T e T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta delta

Joonis 2: Parameetri w lubatud piirkond valemi (15) pohjal

16



ké%2—1
k—1

Kuna meil on vaja, et < 1, siis saame lihtsalt leida piirangud 0-le:

k:52—1<1
k—1 ’
k62 —1<k—1.

Teisendades edasi saame, et
0] < V1.

Seega peab ¢ € (—1;1). Tuletame meelde, et § on korrelatsioonikordaja, mis téhendab, et

) peab kindlasti kuuluma vahemikku (—1;1).

Mairkus 2. On lihtne ndha, et kui 6 = 0, ehk kui meil on tegemist normaaljaotusega,
sis w voimalike vadrtuste prirkond on w € (—ﬁ; 1), mis on puirkond, kus € kindlalt

posititvne.

Niiiid oleme leidnud korrelatsioonimaatriksi €2 komponentide w sobivate véartustega piir-
konna (16). Selle vahemiku abil on voimalik leida vastava korrelatsioonikordajate r piiran-

gud. Tuletame meelde, et korrelatsioonimaatriks R on CS struktuuriga ja korrelatsiooni-

kordaja r avaldub kujul (9) ning me vaatleme piire w | kl‘zi_ll jaw T 1.

. 2_ ..
Kui w | ki_ll, siis valem (9) annab tulemuse

Crw—282 T 262 ke - —26% + 20 8(mk—2k+2)— 7

202 ' w-200  (k-D(m-20%)  (k-1)(r—20°)

r

ning kui w 1 1, siis
7rw—2(52_>7r—252 .
r= =1.
T — 202 T — 202

Kokkuvotteks on kordajate r voimalikud véartused

O (rk —2k+2)—m
TG( (k—1)(n —20%) ’1)

Saadud tulemuste pohjal on véimalik sonastada jéargnev lause.

17



Lause 2.2. Olgu juhuslik suurus Z k-mootmelise astiimmeetrilise normaaljaotusega, Z ~

SN(Q,6), olgu korrelatsioonimaatriks Q CS struktuuriga ja olgu & = (6, ...,6)T. Siis

(a) parameetervektori a = (a, ..., o)t komponendid avalduvad

)
T T kDIt (ko Dw ke

’

(b) parameetri w voimalike vidrtuste piirkond (teades, et § € (—1;1)) on

c ko —1 1)
]{: _ 1 ) Y
(c) juhusliku suuruse Z korrelatsioonimaatriksil R = (r;;) on CS struktuur, st ri; =,

Vi,jg=1,... k, kus

Tw — 26%

T o

(d) korrelatsioonikordajate r véimalike vddrtuste piirkond on

P (rk—2k+2)—m
TE( (k—1)(r —207) ’1)'

Mirkus 3. Kui niid vaadata sobivate 0-de piirkonda, § € (—1;1), siis 6 — +1 korral,

. 2_
kui w | kg_ll

Tw—20% mw—2 7r’“,§if—2 T—2

= — — —
" T — 262 T —2 T —2 T —2

=1

ning kut w T 1, siis
Tw — 202 T—2

= — =1.
T — 202 T —2
Kui votame, et 0 =0 siis w | k,‘f__ll korral
_mw — 267 7TM2__11 _ 1
Y > T E-1
ning w T 1 korral
MW — 252 T_ 4
T — 202 T '
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2.3 Olukord, kus maatriksitel Q2 ja Q" (ja Q,) on CS
struktuur

Olgu korrelatsioonimaatriksil €2 CS struktuur nagu eelmises alapeatiikis. On ilmne, et
korrelatsioonimaatriksitel 2 ja €, on ka CS struktuur, kui 6 = (w, ..., w)’. Seega tekib
meil erijuht eelmisest olukorrast.

Uurime, kuidas see lihtsustus méjutab meid huvitavaid parameetreid. Esiteks, kuna 6 =

(w,...,w)T, siis vordus (13) taandub kujule

a= d :
V14 (k= Dwy/1+ (k= 1w — kw?
Samamoodi, kuna 6 = w, votab tingimus (14) kuju

kw?

O<1—|—(kz—1)w

< 1. (17)

Varratuse (17) lugeja on alati positiivne, kuna k& > 1. See tdhendab, et murd on positiivne,
kui nimetaja on positiivne, mis on téidetud, kui w > — 5. Tingimus, et murd on véiksem

kui iiks, on samavéadrne vorratusega

kw?

— <1
1+(/€—1)w< ’

kw? —1—kw+w<0.
Tegurdades edasi saame, et

kw(w—1)4+w—1<0,
(w—1)(kw+1) <0,

k(w—1)(w+ %) <0,

millest tuleb, et w > —%, sest k> 1 ningw — 1 < 0.

Seega, kui €2 on CS struktuuriga ja 6 = (w,...,w)7T, siis w voimalike viifirtuste piirkond
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on

we (—%;1). (18)

Eeldus § = w lihtsustab valemit (9) jérgnevalt:

Tw— 2w w(m—2w)
= = : 19
T T — 2w? (19)

Selleks, et leida korrelatsioonikordajate r voimalike vaartuste piirkond, uurime funktsiooni

(19) piirkonnas w € (—3;1) (vt joonist 3).

k=2 k=10
o o
o o
Q _|
o | o
o ©
<
. - <
O' I o
N
Ln_ o
? 7 o
2
T T T T T T T T T T
-0.5 0.0 0.5 1.0 0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
omega omega
k=50 k=500
o | e
— —
® o _|
o 7] o
© ©
o 7] o 7]
- < | B <
o o
o~ N
o | o
= > |
T T T T T T ° T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
omega omega

Joonis 3: Korrelatsioonikordaja r = r;; graafik valemi (19) pohjal, kui w € (—%; 1)

Piiril, kui w | —1, siis

7n_w(7r—2w) %_% . mk+2
T —2w? Tk 2 - mk?2—2
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ja, kui w 1 1, siis

w(m — 2w) 7r—2_1

r =

T — 2w? T—2

Jérelikult korrelatsioonikordajate r voimalike véartuste piirkond on

c mk + 2 I

r —— 1.
k2 —2’

Seega saame formuleerida jargneva lause.

Lause 2.3. Olgu juhuslik suurus Z k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotusega, Z ~

SN(Q,6), olgu korrelatsioonimaatriks Q CS struktuuriga ja olgu § = (w,...,w)T. Siis
(a) parameetervektori a = (a, ..., o)t komponendid avalduvad

w

a:\/1+(/€—1)w\/1+(/€—1)w—kw2;

(b) parameetri w voimalike vadrtuste piirkond on

€ ! 1
w . .
k? )

(c) juhusliku suuruse Z korrelatsioonimaatriksil R = (r;;) on CS struktuur, st ri; =,
Vi,j=1,...,k, kus

w(m —2w)

r =
T —2w?

(d) korrelatsioonikordajate r véimalike vddrtuste piirkond on

c _7rk:+2‘1
k2 —2"" )"
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2.4 Olukord, kus maatriksil 2 on AR struktuur ja
5=1(5,...,0)"

Olgu korrelatsioonimaatriksil €2 esimest jarku autoregressiivne struktuur (AR), ehk

1 w w? wk*? wk*l
w w wk:—3 Cdk_2
wQ w wk—4 wk—S
Q- (20)
wk*Z wk*S wk*4 1 w
k—1 k—2 k-3

Sellise korrelatsioonimaatriksi poordmaatriks Q' on kolme diagonaaliga maatriks teada-

tuntud omadustega. Maatriksi Q7' kuju on jargnev (vt niiteks [3], [7]):

—1 w 0 0 0
w  —(1+w?) w 0 0
Ol 1 0 w —(1+w?) ... 0 0
211l - : .
0 0 0 (1+w?) w
0 0 0 w —1
1 —w 0 0 0
—w (14+w?) —w 0 0
2
= _1w2 0 —w (1 —i—.w ) 0 0 @1)
0 0 0 1+w?) —w
0 0 0 —w 1
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Kontrollime, kas maatriksite (20) ja (21) korrutis annab ithikmaatriksi.

1 w w? wh1 1 —w 0 0
w 1 w ... wh? —w (14+w?) —w 0
1
1 _
QO =1 w? W AL I > 0 —w (14 w?) 0
1—w
Wkl k=2 k-3 1 0 0 0 1
1—w? —wtw(l+w?)—w? —w?+w?(1+w?)—w? —whk—lpk—1
1—w? 1—w? 1—w? T 1—w?
w—w —w?F1+w?—w? 7w+w(17w2)7w3 *wk_2+w_k_2
1—w? 1—w? 1—w? : 1—w?
— w?—w? —wtw(l+w?)—w —w?+14w?—w? —whk =34k -3 =1
1—w? 1—w? 1—w? T 1—w?
wk_lfwk_l _wk+wk72(1+w2)_wk72 _wk71+wk73(1+w2)_wk—3 7w2+1
1—w? 1—w? 1—w? 1—w?

1 —w 0 0 0
—w (1+w?) —w 0 0
o1 ! 0 —w (14 w?) 0 0
1 —w? :
0 0 0 (1+w?) —w
0 0 0 —w 1

Enne kui saame parameetri a kuju vélja kirjutada on vaja uurida, kuidas praegused

eeldused (€2 on AR struktuuriga ning 6 = (6,...,d)") mdjutavad a avaldist (valem (5)).
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Nagu ka eelnevalt uurime murru (5) lugejat ja nimetajat eraldi. Lugejale tuleb kuju

l—-w l—-w 1
1 — 2w+ w? (1—w)? 1—w
1—
Qo= ° ; _ 0 S D (Cl)
1 —w? 1—w? (1—-w)(l+w)
1 — 2w + w? (1—w)? 1—w
l—-w l—-w 1
1
l—-w
J
= : . 22
I1+w ' (22)
l—-w
1
Nimetajaks saame
1
1 —-w
J 4]
1-6"Q'6=1-6"—"— : =1——30(1+(k—-2)(1- 1
1+w ' 1+w (1+( ) w)+1)
l—-w
1
—2)(1 - 2 1 — (k(1 — 2w) 6>
:1_(k3 (1 —w)+ 52 +w—(k(1—-w)+ w)é' (23)
1+w 1+w
Niitid saame tulemuste (22) ja (23) abil kirja panna a valemi:
1
l—-w
) l1+w
— : ) 24
YT 1w ' \/1+w—(k(1—w)+2w)52 (24)
l—-w
1
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Lisaks tuleneb valemist (24), et

o — ) 1+ w B 0
T T e\ Tt w - (b1 —w) +20)82 T T w1+ w— (R(1—w) + 2w)02

ning s = ... = ap_1 = (l —w) =y (1 —w).

Tulemus (23) tdapsustab algtingimust (2) jargnevalt:

(k—2)(1 —w)+2
1+w

0< 5 < 1. (25)

Kuna murd on ilmselgelt positiivne, kui w > —1, siis pohieesmérgiks jaab kindlustada, et
murd oleks véiksem iihest.

Kuna 1+ w > 0, sest w > —1, siis tingimusest (25) saame, et
k6% — kwd® + 2wé? < 1 + w,
ning teisendades edasi, saame tulemuseks

w(ké* — 262 +1) > ké* — 1,

k62— 1
bt 2
Y k=22 1 (26)

Selleks, et leida parameetri w voimalikud vaartused, on vaja uurida funktsiooni (kf‘;—ggﬂ
(vt joonist 4). Tegemist on parabooliga, mille miinimumpunkt on punktis § = 0, aga
paneme tahele, et kui § = 0, siis w = —1, ent me teame, et peab kehtima |w| < 1. Seega
on vaja nouda, et 0 # 0. Kuna ¢ on korrelatsioonikordaja, siis |d| < 1, jarelikult antud

olukorras 0 € (—1,0) U (0, 1). Sellisel juhul tuleb w voimalike véértuste piirkonnaks

(k—2)2+1" )"
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k=2 k=10

o oS
- -
wn wn
o 7 o 7
© ©
j=2} j=2}
17 — Q —
£ £
o o
n n
o o
] ]
e e
- -
! T T T T T ! T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
delta delta
k=50 k=500
o o
— —
wn wn
c 7 c 7
o o]
j=2} j=2}
Q — [} —
£ £
o o
n n
o o
] ]
e e
- -
! T T T T T ! T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
delta delta

Joonis 4: Parameetri w lubatud véértused valemi (26) pohjal

Markus 4. Praktilises perspektiivis oleme tihtipeale AR struktuuri puhul rohkem huvita-
tud olukorrast, kus w > 0. Tavaliselt tekib AR struktuur kordusmadotmiste tilesannete pu-
hul, kus mootmistulemused on seotud eelmise mootmisega. Olukorda, kus tiiks mootmistule-
mus on positiivne ning sellest jirgmine negatitvne, on vdiga raske interpreteerida ning

esineb viga harva. Seega w > 0 on loomulik valik.

Keskendume niiiid korrelatsioonikordajate r;; mééramisele. Valem (3) koos eeldustega, et

wij = wl=ja § = (6,...,6)T, annab, et

reoli=il — 952

T — 202 (27)

Tij =

Paneme téhele, et kui valemis (27) § — 0, siis kordajate ;; piirangud taanduvad w piiran-
guteks. Korrelatsioonikordajate r;; voimalike vidrtuste piirkond ei soltu ainult parameetri
w piiridest, vaid ka vahe |i — j| paarsusest.

Kui |i — j| on paaritu, siis saame korrelatsioonikordajate piirid leida ldhendades para-
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. e . . . 2_ ..
meetrit w oma piirideni. Kui w | Ugf‘;)—égﬂ, siis

[i—J]
. k§%2—1
Twli=il — 242 . T <(k—2)52+1> —20°
T — 262 T — 202
7(ko? — 1)l 202

T (r—2)((k—2)82 + )il 71— 2% (28)

rij =

Kui w 1 1, siis
nwli=il — 242 T — 262

" T — 262 T — 202

Seega, kui |i — j| on paaritu, saame korrelatsioonikordajate r;; voimalikuks védrtuste

7(kd? — 1)l 202
Tij S — ,1 .
(r — 20%)((k — 2)0% + 1)li~il 7 — 242

piirkonnaks

Korrelatsioonikordajad 7;; leitavad iga § € (—1,1) korral (vt joonist 5).

k=10, i=6, j=5 k=10, i=2, j=9
S 4 S 4
| -
v | ©
o o
- 2 - 9
(=} o
= Q
< o
| T T T T T 1 T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta delta
k=50, i=40, j=39 k=50, i=45, j=8
o e 4
— —
© ©
o o
- 2 4 - <2 4
o o
o Q
— —
| T T T T T 1 T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta delta
k=500, i=400, j=391 k=500, i=400, j=5
o S g
P |
v v
o o
- 2 - <2 P
o o
o S '
< <
i T T T T T 1 T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta delta

Joonis 5: Parameetri r;; voimalikud védrtused valemi (28) pohjal, kui |i — j| on paaritu
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Kui |i — j| on paaris, siis valemi (27) miinimumi saame, kui w = 0. Paneme téhele, et kui

w = 0, siis w voimalike vaartuste piirkonna jargi

RO —1
(k—2)02 + 1

1
0] < \/;

Seega kirjeldab korrelatsioonikordajate 7;; miinimumi funktsioon

0,

ehk

262 : 1
T 1—252) kui |5| < 7
rg=4 T i v (29)
m(ks2—1)li—d 252 : L1 1.
EE ()T rzr KUl 0 € (‘1’ _TE} Y [TE 1>
Maksimumi saavutame ikkagi, kui w 1 1. Siis
nwli=il — 242 T — 202
Ti; = — =1.

T — 202 T — 262

Seega, kui |i — j| on paaris, saame korrelatsioonikordajate voimalikuks vaértuste piirkon-

2
At

ning, kui ¢ € <—1; _\/LE} U [\/LE’ 1), siis

7(kd? — 1)l 202
rij € T ; 1.
(r —202)((k — 2)8% + 1)lidl 7 — 257

naks, kui 0| < \/LE’

Korrelatsioonikordajad r;; on leitavad iga § € (—1,1) korral (vt joonist 6).
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k=10, i=6, j=4

[oe]
®
= <
3
o
S
T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta
k=50, i=40, j=38
[oe]
®
o
o
o ]
© T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta
k=500, i=402, j=392
o0}
®
= <
3
o ]
© T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta

1.0

0.6

-0.2 02

1.0

0.6

-0.2 0.2

06 1.0

0.2

0.2

k=10, i=1, j=9
A T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0
delta
k=50, i=45, j=3
L T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
delta

k=500, =416, j=6

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

delta

Joonis 6: Korrelatsioonikordaja r;; voimalikud véértused valemi (29) pohjal, kui |i — j|

on paaris

Saadud tulemuste pohjal saame formuleerida jérgneva lause.

Lause 2.4. Olgu juhuslik suurus Z k-mootmelise astimmeetrilise normaaljaotuseqa, Z ~

SN(Q,6), olgu korrelatsioonimaatriks Q AR struktuuriga ja olgu & = (6, ...,6)T. Siis
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(a) parameetervektor a = (ay, ag, ..., ap_1,ax)’ on kujul

)
VIFw/1+w—(k(1—w)+2w)s2
0(1—w)
\/1+w\/1+wf(k(lfw)+2w)62

0(1—w)
\/1+w\/l+w—(k(1—w)+2w)§2
)
\/1+w\/l+w—(k(1—w)+2w)§2

(b) parameetri w voimalike vidrtuste piirkond on

w e —k52_1 01
(k—2)2+1"")"

kus § € (—1,0) U (0, 1),

(c) juhusliku suuruse Z korrelatsioonimaatriksi R = (r;;) elemendid r;; avalduvad

rwl=il — 262
=

(d) korrelatsioonikordajate r;; voimalike véidrtuste piirkond:

e kuili — j| on paaritu, siis

m(ko? — 1)l 202
Tij € — — 3 1 ;
(m —20%)((k — 2)6% + V)il 7 — 262

e kuili — j| on paaris, siis

2 1
rj €\ gt ’|6|<ﬁ

2 _ 1\|i—J] 2
Tij < (( ﬂ-(ka 1) 25 1) s (5 c (—1, —L

m—20%)((k —2)02 + )il 71— 252
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2.5 Olukord, kus maatriksitel €2 ja 2, on AR struk-
tuur

Oletame, et korrelatsioonimaatriksitel € ja €2, on AR struktuur (vt valem (20)). Pa-
neme tihele, et maatriksil €2, on AR struktuur siis, kui vektoril § on jérgnev kuju:
6= (k... w)T.

Uurime, milline tuleb vastava parameetervektor a kuju. Jéallegi alustame « avaldisest (5)
ning arvutame selle murru lugeja ja nimetaja eraldi.

Kuna 2 on AR struktuuriga, siis on poérdmaatriks sama, mis eelmises alapeatiikis, ehk

me saame kasutada valemit (21). Vektori o lugejaks tuleb

1 —w 0 0 0 wk
—w (14+w?) —w 0 0 wh=1
1 0 —w 1+w? 0 0 whk=2
Q6= —; ( | )
0 0 0 1+w?) —w w?
0 0 0 —w 1 w
wk —w - Wkt 0 0
—w - w4+ W (1 4 w?) —w - wh? 0 0
1 —w W WP (14 w?) w0t 0 o
1 —w? : 1 —w?
—w Wt wr(l4+w?) —w-w 0 0
—w W+ w w(l —w?) w
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ning nimetaja taandub kujule

0
1—6TQ_16:1—<wk WL Wk 2 w) =1 (30)

Niiiid vottes arvesse saadud lugeja ning nimetaja valemit, saame vektori a kujuks:

0 0
0 0
0 1 0
o = - —_— s
V1—w?
0 0
w 1Liw2
ehk o = (ay, ..., )7, kus
051:...20%71:0,
w
. —

V1—w?

Mirkus 5. Artiklis [5] on ndidatud, et a’a = (tanv)?, kus v = (Yo, ..., V)" ning v
on loiketasandi (me loikame k-maootmelist ruumi mingi omaduse jargi, niiteks Xo > 0) ja
X, telje vaheline nurk, i = 1,... k. Jdarelikult, kui vektori o koik elemendid peale iihe on
vordsed nulliga, sits on ainult ks loikenurk nullist erinev, mis tihendab, et loiketasand

on kaldus ainult iihe telje suhtes.

Leiame vektori a nimetaja kujust (vt valem (30)) w voimalike védrtuste piirkonna. Kuna

nimetaja peab rahuldama tingimust 1 > 67Q7'¢ > 0, ehk 1 > w? > 0, siis w peab
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rahuldama tingimust |w| < 1. Seega parameetri w voimalike véértuste piirkond on
we (—1;1).

Korrelatsioonikordajate puhul iildvalem (3) votab kuju

Wil = 2 jk+1—i  k+1—j wli=il — 2, ,2k+2—i—j

\/1 _ %wz(kﬂ—i) \/1 _ %w2(k+1—j) B \/1 _ %wz(kﬂ—i) \/1 _ %w2(k+17j).

w

(31)

Tij =

Leiame piirangud korrelatsioonikordajatele r;;. Kuna avaldis (31) soltub rea ja veeru in-
deksitest (i ja j), siis uurime jooniselt 7 moningaid juhte, kui dimensioon k ning indeksid

7 ja 7 on fikseeritud.

k=5, i=2, j=4 k=5, i=2, j=3 k=5, i=1, j=5
— S 4 —
—
3 0 3
. ° .
T T o] T
o o
o e o
e T T T T T ] T T T T T e T T T T T
-10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10 -10 -05 00 05 10
omega omega omega
k=50, i=34, j=8 k=50, i=45, j=12 k=50, i=45, j=47
- o 4 -
-
3 A 0 3 A
. o .
"o T o] "o
o o
o 2 o
° T T T T T ] T T T T T ° T T T T T
-1.0 -05 00 0.5 1.0 -1.0 -05 00 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
omega omega omega
k=500, i=338, j=340 k=500, i=416, j=411 k=500, i=37, j|=67
- S -
-
3 A © 3 A
= 7] . o | _ 1
< _| ° <
o o
o 3 o
° T T T T T ] T T T T T ° T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 00 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
omega omega omega

Joonis 7: Korrelatsioonikordaja r;; graafik valemi (31) pohjal, kui w € (—1;1)

33



Mairkus 6. Paneme tihele, et kui w > 0, siis ka

wli—il — %w2k+27i7j
Tij = >0,
\/1 — 2,2(k+1—9) \/1 — 2,2(k+1-))
™ s
sest wl=il > %w2k+2_i_j kehtib iga w, © ja j korral.
Kui w 1 1, siis
Wizl — 2, 2kt2—i—j 12
s s

rij =

— —1.
\/ 1 — 2g2(k+1-0) \/1 20001 J1_2./1_2

Kui w = 0, siis

w|17]| _ 2w2k+2717_] 0

T = =0.
\/1 _ zwz(kﬂﬂ‘)\/l _ 2 o015 VIVI

Tiy =

Kui w | —1, siis kordajate r;; véértused soltuvad indeksitest ¢ ja j (on oluline, kas nad

on paaris- voi paaritud arvud):

e kui molemad indeksid on paaris, siis

w'l_ﬂ — 2w2k+2_i_j 1 -2 1
n — & =1
1= 2wperion 1 2gaeni 12 1o

e kui iiks indeksitest on paaris ja teine paaritu, siis

7"1']' =

wli=il — %w2k+27ifj R 1 +% 9_ - 1
Ty = = = — 7
j \/1 — 242410 \/1 — 2420k F1-) \/1 _ %\/1 —2 me 2

e kui molemad on paaritud, siis

wli—il — 2,2k+2—i—j 1-— 2 .
s _> iy — ]
\/1 — 2,2(k+1-1) \/1 — 2 2(k+1—)) \/1 _ 2\/1 _ 2

Seega, kui |i — j| on paaritu, saame korrelatsioonikordajate r;; voimalike vAdrtuste piir-

Ti_j =
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konnaks

ri; € (—1;1)

ning, kui |7 — j| on paaris, saame korrelatsioonikordajate r;; voimalike védrtuste piirkon-
naks

Tij S (O, 1)
Saadud tulemuste pohjal voib kirja panna jargneva lause.

Lause 2.5. Olgu juhuslik suurus Z k-maootmelise astiimmeetrilise normaaljaotusega, Z ~
SN(£2,9), olgu korrelatsioonimaatriksid Q ja 2. AR struktuuriga ning selle tottu on

vektoril & kuju & = (W*, ... w)T. Siis

(a) parameetervektor a = (o, g, a3, ..., 1, a5)" on

(b) parameetri w voimalike vidrtuste piirkond on
w € (—1;1);

(¢) juhusliku suuruse Z korrelatsioonimaatriksi R = (r;;) elemendid r;; avalduvad

Wli—il 2 2k+2—i—j
s

\/1 — 2)2(k+1-19) \/1 — 2, ,2(k+1—j)

Tij =

Y

(d) korrelatsioonikordajate r;; voimalike véidrtuste piirkond:
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o kuili — j| on paaritu, siis

ri; € (—1;1);

o kuili — j| on paaris, siis

7’1']' < (O, 1)

Kuigi antud juhul korrelatsioonimaatriks R ei ole AR struktuuriga, on tarvilik mérkida,

et mingisugune struktuur ikkagi tekib.

Lause 2.6. Olgu juhuslik suurus Z k-mootmelise asiimmeetrilise normaaljaotusega, Z ~

SN(,96), olgu korrelatsioonimaatriksid Q@ ja Q. AR struktuuriga ning selle tottu on

vektoril & kuju & = (¥, ... w)T. Siis korrelatsioonimaatriksi R = (r;;) elementide vahel
on jargmine Seos:
j—1 i—1
Tij = li<y Hrm,m+1 + Ij<iHTm,m+17 { ;é j?
m=1 m=j

kus Iic; ja Ij<; on indikaatorfunktsioonid.
Toestus. Toepoolest, kui i < j, siis

i—1 1

J J w— 2 2 2k+1 2m
Hrm,m+1 =

m=t m=t \/1— w2k+1 m)\/l_ wzkm

(w _ 7QrWQk-s-l 2z)(w _ %w% 2z'—1) o (w _ %w2k—2j+3)
2

2
\/1 — 22(kt1-0) ( ) (\/1 2(k—i— 1)) \/1 — 2yp2(k-41)
(1 i 2(k— z)) (1 72r 2(k—i— 1)) - (w _ 2 w2k—2i— 1)

\/1 — 2p(kt1=i) (] — 202000)) (1 — 2206 \/1 20,2(k—5+1)

CUJ i— 1(60 2w2k 2]+3) w Jj—i __ 72rw2k+2 i—j

B \/1 wz(k+1 i \/1 2(k—j+1) \/1_ _w2(k+1 z)\/l_ 2 ,2(k+1-7)

ning, kui ¢ > 7, siis

=Ty

2 2k;+2 ]

= Tij-

Hrm,m+1 =
oy \/1 2(k+1— z)\/l 2(k+1—7)
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Seega

i1 i—1 . s
J 4 w|z Jl %w2k+2 i—j

rij = Licj H’f’m,m+1 + [j<iH7”m,m+1 = .
ot oy \/1 — 2gp2(k1-) \/1 — 24,2(k+1)

2.6 Olukord, kus maatriksitel Q2 ja 2 on AR struk-
tuur

Oletame niiiid, et korrelatsioonimaatriksitel €2 ja Q" on AR struktuur. See aga tdhendab,
et vektoril § on jirgnev kuju: § = (w,...,w")T.

Nagu ka eelnevalt, parameetervektori a valemi leidmiseks, arvutame eraldi valemi (5)
lugeja ja nimetaja vilja. Jéllegi, kuna € on AR struktuuriga, saame poordmaatriksi aval-
damiseks kasutada kuju (21).

Vektori a lugejaks saame

1 —w 0 0 0 w
—w (14+w?) —w 0 0 w?
Ol 1 0 —w (14 w?) 0 0 w3
1 — w? :
0 0 0 14+ w?) —w| |wr?
0 0 0 —w 1 wk
w— w? w(l —w?) w
—w? + w1l +w?) —w! 0 0
1 -+ w31+ w?) — Wb 1 0 B 0
Sl —w? : Sl —w? -
_wk—l + wk—1<1 + WQ) o wk+1 0 0
—wk + Wk 0 0
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Siit tuleneb, et vektori & nimetaja taandub kujule

1—6TQ_16:1—(UJ w? Wl Wkt wk> ‘ =1—w?

Niiiid siis vottes arvesse saadud lugeja ning nimetaja valemit, saame kirjutada vélja vek-

tori a kuju:
w
0
0 1 0
o = R ——— s
V1—w?
0 0
0 0
ehk o = (ay, ..., )7, kus
w
o = —F/—,
SV gy
g = =a, =0

Vektori v nimetajast saab analoogselt eelmisele peatiikile leida w voimalike vadrtuste
piirkonna. Kuna nimetaja peab rahuldama tingimust 1 > §"Q7'§ > 0, ehk 1 > w? > 0,
siis parameeter w peab rahuldama tingimust |w| < 1. Jarelikult saame parameetri w
voimalike va#drtuste piirkonnaks

we (—1;1).
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Sellises olukorras taandub korrelatsioonikordajate r;; valem (3) jérgnevale kujule

s
\/1 — 2uﬂ"\/l — 20)%
s K

Leiame piirangud korrelatsioonikordajatele 7;;. Analoogselt eelmisele alapeatiikile séltub

(32)

rij =

ri; avaldis (32) ka rea ja veeru indeksitest (i ja j), seega uurime jooniselt 8 moningaid

juhte, kui dimensioon k ning indeksid ¢ ja 7 on fikseeritud.

k=5, i=4, j=2 k=5, i=2, j=5 k=5, i=1, j=5
- o -
-
3 0 3
] ° ]
B - o 7] B
o o
o | S | o |
© T T T T T | T T T T T © T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
omega omega omega
k=50, i=22, j=24 k=50, i=20, j=37 k=50, i=11, j=43
- o -
-
3 0 3
] ° ]
s T o 7] s
o o
o S o
e T T T T T | T T T T T e T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
omega omega omega
k=500, i=200, j=250 k=500, i=325, =334 k=500, i=87, j=93
- e -
-
3 © 3
] ° ]
T o< T o] T o<
o o
o S o
e T T T T T ] T T T T T e T T T T T
-1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0
omega omega omega

Joonis 8: Korrelatsioonikordaja r;; graafik valemi (32) pohjal, kui w € (—1;1)
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Kui w 1 1, siis

Wil 2 i+ 12
iy = z = z =1.
\/1—2w2i\/1—2w2j J1—2 /12
v ™ i v
Kui w — 0, siis
s

’f’ij:

p— pr— 0
\/1_2w2i\/1_2w2j VIV1
Kui w | —1, siis kordaja r;; vdartused soltuvad indeksitest ¢ ja j (on oluline kas nad on

paaris- voi paaritud arvud):
e kui molemad indeksid on paaris, siis

wli=il — 2i+i 1_2
™ ™

\/1 _ 2w2i\/1 22 \/1 - 2\/1 2

e kui iiks indeksitest on paaris ja teine paaritu, siis

Tij =

wli=il — 24yt - -1+2 2—-7m
\/1_Zw2i\/1_2w2j_\/1_2\/1_2 T—2

e kui molemad on paaritud, siis

Tiy =

Ji-Zew -2 1oz iz

Seega, kui |7 — j| on paaritu, saame korrelatsioonikordajate r;; voimalike védrtuste piir-

Ty =

konnaks

ri; € (—1;1)

ning, kui |7 — j| on paaris, saame korrelatsioonikordajate r;; voimalike védrtuste piirkon-
naks

Tij € (OS 1)-

Saadud tulemuste pohjal voib kirja panna jargneva lause.
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Lause 2.7. Olgu juhuslik suurus Z k-mootmelise astiimmeetrilise normaaljaotusega, Z ~
SN(,6), olgu korrelatsioonimaatriksid  ja Q* AR struktuuriga ning selle tottu vektor

& on kujul 6 = (w,...,w")T. Siis

(a) parameetervektor a = (ay, g, s, ..., ap_1,a1)% on

e

(b) parameetri w voimalike vadrtuste piirkond on
we (=1;1);

(¢) juhusliku suuruse Z korrelatsioonimaatriksi R = (r;;) elemendid r;; avalduvad

s .
)
\/]_ — 2&)21\/1 — ngJ
™ T

(d) korrelatsioonikordajate r;; voimalike véidrtuste piirkond:

rij =

o kuili — j| on paaritu, siis

ri; € (—1;1);

e kui|i — j| on paaris, siis

ri; € (0;1).
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Lause 2.6 kehtib ka antud olukorras.

Lause 2.8. Olgu juhuslik suurus Z k-maootmelise astiimmeetrilise normaaljaotusega, Z ~
SN(€,9), olgu korrelatsioonimaatriksid Q ja ¥ AR struktuuriga ning selle tottu on

vektoril & kuju & = (w, ...,w*)T. Siis korrelatsioonimaatriksi R = (r;;) elementide vahel

on jargmaine Seos:

Tij = z<JHTmm+1 + IJ<1HTmM+17 i 7£ ]7

=j

kus Iic; ja Ij<; on indikaatorfunktsioonid.
Toestus. Toepoolest, kui i < j, siis

j—1 —1

J J w — 2 2m+1
[Irmme =11

m=i m=i \/1 W2m \/]_ w2m+2

(w _ 2w2z+1)(w — 20243) | (w —

— ’7T

2,,%-1)

T

2
\/ (\/1 w21+2> < /1 — 2w2i+4> o)1= 202

(w— %uﬂ“’l) (1—20%2) | w(l — 2w27?)

\J1— %w%(l - %w%”)(l — %w2i+4) coon/1— zuﬂj

W (@ — 22T Wit — —w i+j
\/1—%w2i\/1—2 \/1 \/1

ning, kui ¢ > 7, siis

Seega
j—1 i1

Tij = z‘<jH7“m,m+1 + ]j<z‘H7“m,m+1 = — -
m=1 m=j \/1 - ;w%\/l — 2w

s
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3. 2 struktuur, kui on teada

maatriksi R struktuur

Siiani oleme ndidanud, kuidas korrelatsioonimaatriksi €2 struktuur méarab dra ka korre-
latsioonimaatriksi R struktuuri. Naiteks kui maatriksil €2 on CS struktuur ja vektoril &
on koik elemendid vordsed, § = (6,...,4)7T, siis on ka maatriksil R CS struktuur.

Siin peatiikkis uuritakse, kas saab kindlalt méarata korrelatsioonimaatriksi €2 struktuuri,

kui meil on teada korrelatsioonimaatriksi R struktuur.

3.1 Korrelatsioonimaatriksi {2 struktuur kui maat-

riksil R on CS struktuur

Oleme toestanud, et kui maatriksil  on CS struktuur ja § = (4, ..., )7, siis ka maatriksil
R on CS struktuur. Tuleb aga vilja, et korrelatsioonimaatriksi R CS struktuur ei ole
piisav, et kindlustada maatriksi {2 CS struktuur ega ka parameetervektori d elementide

vordsus. Seda on lihtne nédidata jargneva kontraniitega.

Naide 3.1. Olgu meil parameetervektor § selline, et koik tema komponendid ei ole vordsed:

1 T
(5: (075,0) .
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Olgu meil korrelatsioonimaatriks S sellise struktuuriga, mis ei ole CS struktuur:

2w 2
— 1 1
Q= 1-L 1 1- L
1 1
IT—5 1—45 1

Kasutame korrelatsioonimaatriksi R elementide 1;; leidmiseks valemit (3). Tuleb vilja, et

sellises olukorras on maatriksil R CS struktuur:

1-2.0-0 1 .
T = = = T’
H \/1_2.02\/1_2.02 \/T\/T 5
1—2.1.1 _ 1
22 ﬂz 22 2: 2 =1,
VIS2 O 0" VI-ai-F
1—-L _2.0.1 _ L 1
T2 = T 2 2_ 2ﬂ1: %:7’21:7’23:7“327
1-2.0/1-2. (1) VI\/1-+

Seega on korrelatsioonimaatriksil R CS struktuur:

1
1 \/1—% \/1—%
R=|,/1-% 1 V91— 5

1 1
Ji-£ J1-2 1

Oleme kontraniitega toestanud, et korrelatsioonimaatriksi R CS struktuur ei ole piisav,

et kindlustada parameetervektori § komponentide vordsust ega korrelatsioonimaatriksi €2

CS struktuuri.
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3.2 Korrelatsioonimaatriksi {2 struktuur kui maat-

riksil R on AR struktuur

Huvitav oleks teada saada, kas maatriksi R AR struktuurist jareldub maatriksi € AR
struktuur voi parameetervektori § komponentide identsus, kuigi vastupidine jéreldus ei
kehti. Analoogselt eelmisele alapeatiikile on voimalik néidata, et korrelatsioonimaatriksi
R AR struktuur ei ole piisav tingimus, et maatriksil €2 oleks AR struktuur ja et paramee-

tervektoril & oleksid vordsed elemendid. Seda saab toestda jargneva kontraniitega.

Naide 3.2. Analoogselt eelmisele alapeatiikile olgu meil parameetervektor § selline, et koik

1 T
(5 — <O,§,O)

ning olgu meil korrelatsioonimaatriks Q sellise struktuuriga, mis ei ole AR struktuur (an-

tema komponendid ei ole vordsed:

tud juhul on maatriksil Q CS struktuur):

1 1

1 1-4L£ 1-L

— 1 1
Q=[1-5 1 ~
-5 1—5 1

Kasutame korrelatsioonimaatriksi R komponentide r;; leidmiseks valemit (3). Ndeme, et

antud juhul tuleb maatriks R selline, et tal on AR struktuur:

1—— 0-0 1 1
= = 33,
\/ 02\/1 2.2 VIV
.5.% 1__

1—L1L_2.p.1 1__
T2 = 27 2 == 5 = T2 = T2 =T
Crefing iz V)
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Seega on korrelatsioonimaatriksil R AR struktuur:

1 1
1 -4 1-L
_ 1 1
R=|,/1-4L 1 1-
1 1
1- 4L 1- 4L 1

Oleme kontranditega toestanud, et korrelatsioonimaatriksi R AR struktuur ei ole piisav,
et kindlustada parameetervektori 8 komponentide vordsust ega korrelatsioonimaatriksi €2

AR struktuuri.
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4. Rakendus

Mitmemdootmeline astimmeetriline normaaljaotus tuleb kasuks andmete analiiiisimisel, kus
andmete saamiseks on tehtud mitu mootmist mitmel erineval ajamomendil. Eesmérgiks
on selgitada, kuidas tekib mitmemootmeline asiimmeetriline normaaljaotus reaalses elus,
ning uurida, kui tdpselt on véimalik leida korrelatsioonimaatriksi R struktuuri valemite
abil, vorreldes seda simuleeritud andmestiku korrelatsioonimaatriksiga.

Selle peatiiki néite idee périneb artiklist [4], milles uuriti jargnevat:

Naiide 4.1. Andmestik pirineb sportlaste koormustestist PWC170 (Physical Working Ca-
pacity), kus koormust tostetakse kuni pulsini 170 l60ki minutis, et mddrata sportlaste ae-
roobset seisundit. Festi suusakoondise 15 suusatajat tegid veloergomeetril koormustesti,
kus iga 3 minuti jarel tosteti koormust (kokku 6 korda). Keskmine pulss moddeti enne
katse algust ning igal jirgneval koormusel. Seega on meil korduvad maootmised seitsmel
ajamomendil Xq ja X1,..., Xg. Meid huvitavad nende sportlaste nditajad, kelle puhkeole-

ku pulss on keskmisest madalam, nende nditajate jaotus ning seosed mootmaiste vahel.

Selles néites on tegemist andmestikuga, mille korrelatsioonimaatriks on AR struktuuriga,
sest pulsitase soltub rohkem eelmisena méodetud pulsitasemest, kui varasemalt méodetud
pulsitasemest. Probleem on selles, et artiklis [4] kasutatud andmestik on kahjuks liiga
véike, et mingeid tépseid tulemusi saada. Selle tottu simuleerime ise piisavalt suure va-
limi, et saaksime vorrelda simuleeritud korrelatsioonimaatriksit teooria abil arvutatud
korrelatsioonimaatriksiga.

Simuleerime standardnormaaljaotusega andmestiku, mille korrelatsioonimaatriks €% on
AR struktuuriga ja médtmetelt 5 x 5, ehk k + 1 = 5, ning olgu w;; = wl=7 = 0.5/,

Siis jagame andmestiku pooleks selle pohjal, kas esimene mootmistulemus on positiivne
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vOi negatiivne, mida voib tolgendada kui vaartust iile voi alla keskmise, kui vaartused on

eelnevalt standardiseeritud. Seega tekib meil kaks valimit: iiks, kus Xy > 0, ja teine, kus

Xy < 0. Need valimid on realisatsioonid 4-m&otmelisest asiimmeetrilisest normaaljaotu-

sest.

Koigepealt leiame teooria pohjal korrelatsioonimaatriksi R, kui w = 0.5 ning k = 4. Kor-

relatsioonimaatriksi arvutamiseks kasutame valemit (32).

Antud juhul on meil
1 0.5 0.25 0.125

0.5 1 05 025
025 05 1 0.5
0.125 0.25 0.5 1

Q:

ja
T
62(0.5 0.25 0.125 0.0625) .

Kasutades valemit (32), saame korrelatsioonimaatriksiks R

1 0.46789 0.23039 0.11476
0.46789 1 0.49241 0.24528
0.23039 0.49241 1 0.49813
0.11476 0.24528 0.49813 1

(34)

Kui niiiid vorrelda seda simuleeritud andmestiku korrelatsioonimaatriksitega Ros ja Ryeq:

Rpos =

0.1059517 0.2470462 0.4998049

Rneg -

0.1078887 0.2441820 0.4938108

48

1 0.4626477 0.2223863 0.1059517
0.4626477 1 0.4939672 0.2470462
0.2223863 0.4939672 1 0.4998049

1

1 0.4685243 0.2304533 0.1078887
0.4685243 1 0.4939065 0.2441820
0.2304533 0.4939065 1 0.4938108
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kus R, kirjeldab selle valimi korrelatsioone, kus Xy > 0, ning R, selle valimi korrelat-
sioone, kus Xy < 0, siis ndeme, et simulatsioonide tulemused on teoreetiliste tulemustega
kooskdlas.

Praktikas tihtipeale tekib probleem, et meil on sageli voimalik ndha ainult 16igatud and-
mestikku (st andmed on juba kogutud teatava kitsendusega). Seega on meil andmete
pohjal voimalik leida hinnang korrelatsioonimaatriksile R (néiteks (35)).

Koige tavalisem viga on eeldada, et meie andmed on normaaljaotusest N(0,R), kus R
on hinnatud andmetelt, aga tegelik jaotus on hoopis SN(£2,d). Antud niite korral on
korrelatsioonimaatriks R antud valemiga (35) ning € ja é avaldised on vastavalt (33) ja
(34). Samuti on lihtne teha viga saadud seoste tolgendamisega: oluline on eristada, et vale-
miga (33) antud €2 on juhuslike suuruste X, ..., X, vaheline korrelatsioonimaatriks, aga
valemiga (35) antud R on suuruste X7, ..., Xy tinglik korrelatsioonimaatriks tingimusel

Xo < 0voi Xy > 0.
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Summary

Multivariate skew-normal distribution is an important subject and not a rare occurrence
in everyday statistics. In order to better understand the multivariate skew-normal distri-
bution it is necessary to approach it with simple and specific situations. In this master’s
thesis the behaviour of the correlation matrices of multivariate skew-normal random va-
riables with {€2, § }-parametrization was examined in seven different specific situations. It
is important to note that the matrix €2 and the vector d cannot be chosen separately, thus
this thesis studied what is the effect of this restriction in case of different structures of
Q, starting from the more simple structures: when € = I, when € has CS structure (i.e.
wij = w, ¥i,7=1,..., k) and when Q has AR structure (i.e. wy; = wl=Jl Vi j=1,... k).
In everyday statistics it is a common mistake to assume that the collected data is of mul-
tivariate normal distribution, when infact it is of multivariate skew-normal distribution.
This can happen when the data has been collected with certain restrictions in mind. To
fully understand the behaviour and the connections between the correlation matrices of
generated multivariate normal random variables and resulting skew-normal random va-
riables a lot of work still has to be done. In order to construct a set of rules that the
correlation matrices follow, we need to understand how they behave in simpler occasions
and this master’s thesis provides the formulas for calculating the correlation matrix of a
multivariate skew-normal random variable with {2, d }-parametrization for certain speci-

fic situations.
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