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1 Sissejuhatus

1827. aasta suvel uuris inglise botaanik Robert Brown vees holjuvaid 6ietolmu
kiibemekesi tavalise mikroskoobi all, sest teda huvitas, kuidas oietolm osaleb viljas-
tumises. Ta négi, et tolmuterad labimooduga alla 1um liiguvad pidevalt ja kaoo-
tiliselt mooda keerulisi siksakilisi trajektoore. Osakeste salaparane ja voluv "tants”
ei nainud iialgi loppevat, seda vois vaadelda kui tahes kaua. Brown markas, et lii-
kumise intensiivsus kasvab koos temperatuuriga, kuid vaheneb osakeste mootmete
ja vedeliku viskoossuse kasvades. Ta veendus, et liikumine jadb samasuguseks, kui
oietolmu kiibemekesi asendada naiteks tolmu- ja tahmakiibemete voi peenestatud
mineraalidega. Teadlasele sai selgeks, et kaootilisel ja pideval liikumisel on univer-
saalne iseloom: selline "hiiplemine” on omane koigile piisavalt viikestele osakestele
soltumata vélistest tingimustest ja keskkonnast [1].

Jargmiste aastakiimnete jooksul iiritasid teadlased edutult dra moistatada selle
salapdrase ndhtuse saladust, aga tol ajal jai vajaka vajalikest teoreetilistest ettekuju-
tustest Browni poolt avastatud liikumise seletamiseks. Aastal 1877 avaldas Delsaux
arvamust, et Browni liikumist pohjustavad mikroskoobis ndhtamatute molekulide
korrapératud porked Browni osakestega. 1888. aastal tegi Gouy [2]| kindlaks, et véa-
line elektromagnetvéli ei avalda mingit moju liikumisele ja osakeste trajektooridel
puuduvad puutujad. Ta pani tdhele, et kaks osakest néisid liikuvat soltumatult isegi
siis, kui nad ldhenesid teineteisele kaugusele, mis oli viiksem osakese labimoodust.
Selline seletus eeldas, et mateeria koosneb aatomitest ja molekulidest.

Taielikku kvantitatiivset ja kvalitatiivset Browni liikumise teooriat arendas
Einstein 1905. aastal. Uurimuste peamiseks sisuks oli aatomite ja molekulide statisti-
lise kirjeldamise probleem ning liikumise ja soojuse vaheline seos. Seejuures juhindus
Einstein Boltzmanni poolt pakutud ideest: voimalikkusest taandada termodiinaami-
kat statistikaks ja votta soojuse teooria matemaatiliseks aluseks toendosuse moiste
(Boltzmanni seadus). Seesuguse ldhenemisviisi edukas rakendamine selgitas Browni
litkkumise varal iilima néaitlikkusega statistilise mehaanika seaduste veenvust.

Einsteini eesmark seisnes selles, et selgitada vélja fakte, mis "teeksid kindlaks

loplike mootmetega aatomite olemasolu”, nagu ta on kirjutanud oma teaduslikus



eluloos. Ta asus oma uurimuste juurde paris selge kavatsusega kinnitada usaldus-
vaarsete eksperimentaalsete andmetega atomismi teooriat, mille kehtivuses oli ta
taielikult veendunud.

Oma uurimuste tulemusi soojuse ja atomismi teooria kohta avaldas Einstein
mitme artiklina. 30. aprillil 1905 esitas Einstein eraldi triikisena Ziirichi iilikoolile
oma doktoriviitekirja "Molekulide mootmete uus médramine” [3] ning samal aas-
tal promoveeriti ta filosoofia doktoriks. Moodus ainult 11 péeva ja 11. mail saabus
ajakirja Annalen der Physik toimetusse Einsteini jarjekordne artikkel, ”"Soojuse mo-
lekulaarkineetilisest teooriast jarelduvast suspendeeritud osakeste liikumisest pai-
galseisvates vedelikes” [4]. Artikli nimetusega tahtis ta ilmselt rohutada, et "soojuse
molekulaarkineetilise teooria kohaselt peab vedelikes holjuvate mikroskoopiliste tah-
kete osakeste litkumine, mida pohjustab molekulide soojuslik liikumine, olema mik-
roskoobis vaadeldav”. Edasi mérgib Einstein: "Voimalik, et see liikumine on identne
niinimetatud Browni liikumisega, kuigi mulle kittesaadavad andmed viimase kohta
on niivord ebatapsed, et ma ei ole suutnud siin oma kindlat arvamust kujundada”.
Ja siis jargneb lithike positiivne programm: "Kui késitletud liikumine koos ooda-
tavate seaduspérasustega on toesti jalgitav, siis [---| on voimalik tépselt madrata
toeliselt atomaarseid mootmeid”. Einstein néitas, et osakeste liikumise kiiruse, selle
mootmete ja vedeliku viskoossusteguri vahel on olemas kindel kvantitatiivne seos,
mida saab eksperimentaalselt kontrollida. Oma artiklit 1opetab Einstein omapéra-
se hiitiatusega: "Kui ometi kellelgi eksperimentaatoritest ometi onnestus vastata siin
piistitatud kiisimustele!” Vastus kirglikule tileskutsele ei lasknud ennast kaua oodata:
veenva kinnituse said Einsteini tulemused Jean Baptiste Perrini hoolikalt korralda-
tud katsetega 1908. aastal. Veelgi enam, jargmisel aastal médras Perrin oma katsete
ja Einsteini valemi pohjal tolle aja jaoks piisavalt suure tdpsusega Avogadro arvu,
saades viidrtuseks 6.8 x 102 [5]. Selle tulemuse eest omistati talle 1926. aastal Nobeli
preemia.

Einsteini molekulaarfiiiisika alased uurimust66d omasid kaugeleulatuvaid taga-
jargi. Nad kinnitasid atomistlikku hiipoteesi, mis pani mitmeid vastaseid poorduma
atomismi usku [6].

Soltumatult Einsteinist esitas Smoluchowski Browni liikumise analoogse sele-



tust 1906. aastal, mis andis olulise panuse Browni liikumise teooria edasiarendusse
ja selle eksperimentaalsesse kontrolli [7].

Aastal 1908 t66tas Langevin vélja uue fenomenoloogilise meetodi (8], mis erines
taielikult Einsteini - Smoluchowski ideedest. See, tema enda sonul "I6pmata lihtsam”,
késitlus pohines niinimetatud stohhastilisel diferentsiaalvorrandil Browni osakese

koordinaadi x(t) jaoks
mi(t) = —myi(t) +£(t) , (1.1)

kus m on osakese mass ja v on hoordetegur. Langevin pidas silmas, et viskoosses
keskkonnas kiirusega (t) liiguvale osakesele méjub hoordejoud —m~yz(t) ning juhus-
lik joud £(t), mis on pShjustatud Browni osakeste ja molekulide vahelistest porgetest
ning ei soltu ei osakese koordinaadist ega kiirusest. Seda juhuslikku jou nimetatakse

Langevini jouks, kui on tédidetud kaks tingimust:

(€() =0, (§(0&(t)) =m*Ad(t —t'). (1.2)

Langevini jou esimene omadus tdhendab, et Browni osakestele mojub keskmiselt
ainult hoordejoud. Seejuures keskmistatakse iile osakeste ansambli, eeldades, et alg-
hetkel on osakeste algtingimused iihesugused. Teine omadus peegeldab asjaolu, et
joud £(t) muutub kiiresti ajas, st iga porge on peaaegu hetkeline ja jérjestikused por-
ked on statistiliselt soltumatud. Vorrandit (1.1) koos tingimustega (1.2) nimetatakse
Langevini vorrandiks ning suurust A - Langevini allikate intensiivsuseks.

Margime veel, et tdnapdeval on Browni liikumise moiste palju laiem ja iildi-
sem, kui ainult viskoosses vedelikus holjuvate osakeste kditumine. Browni liikumise
moiste alla kuuluvad koik sellised juhuslikud protsessid, mida on voimalik kirjeldada
Langevini vorrandiga sarnaste vorrandite abil, soltumata protsesside olemusest.

Kaéesoleva magistritoo eesmargiks on uurida vélises magnet- ja elektrivéljas
laetud Browni osakeste iilekandeprotsesse anisotroopse hoordumise tingimustes.

Magistritoo koosneb kahest osast. Esimeses osas antakse iilevaade Browni lii-
kumise teooriast nii viliste jouviljade puudumisel kui ka magnet- ja elektrivilja
korral. Teises osas on leitud elektri- ja magnetvaljas liikuvate Browni osakeste kiiru-
se toenaosustihedus anisotroopse hoordumise korral. Viimasest 1lahtudes on saadud

avaldised keskmise kiiruse (voolu), kiiruse komponentide dispersiooni ja kovariat-



siooni jaoks, samuti uuriti keskkonna anisotroopsuse moju kiiruse kovariatsioonile
ja dispersioonile. Statsionaarsel juhul tuletati difusioonitensori avaldis suvalise kuju-

ga miira intensiivsuse tensori korral ja uuriti koherensuse mahasurumise tingimusi.



2 Liuhiilevaade teooriast

Esimesena onnestus Chandrasekharil leida Kramersi vorrandi ja Fokkeri-
Plancki (kiiruste ja koordinaatide ruumis) vorrandi lahendid vaba Browni liikumise
ja iithemootmelise harmoonilise ostsillaatori jaoks. Need tulemused on avaldatud
1943. aastal tema kuulsas tlevaateartiklis Browni litkumise kohta [9]. Peale selle
pakkus Chandrasekhar iildise ja hammastavalt universaalse skeemi Browni liitkumise
probleemi lahendamiseks suvalise vélise jouvélja korral. See seisneb sobivas muu-
tujate vahetuse kasutamises Fokkeri-Plancki vorrandis, mis lubab taandada selle
vorrandi vaba Browni liikumise juba tuntud ja analiititiliselt lahendatavale juhule.
Uute muutujatena tuleb siin defineerida Lagrange’i lilkumisvorrandite siisteemi esi-
mesed integraalid. Kuna Chandrasekhari meetodit voib pidada Browni liikumise kui
stohhastilise protsessi olulise karakteristiku, iileminekutoendosustiheduse, leidmise
nurgakiviks, siis jargmises peatiikis tutvume ldhemalt Browni liikumise intrigeeriva
probleemi lahendamise meetodiga vilise jou puudumisel.

Juba aastal 1961. uuris Taylor [10] stohhastilist difusiooni plasmas, mida poh-
justavad lokaalsed elektrivéilja fluktuatsioonid, magnetviljaga ristiolevas suunas.
Lahtudes Langevini vorrandist leiti koordinaadi dispersioon.

Laetud osakeste difusiooniprotsesside kirjeldamiseks vélises magnetvéljas toi
Kursunoglu [11] sisse maatriksjaotusfunktsiooni (ehk toendosusjaotuse operaatori)
moiste. Seejuures tuleb mérkida, et selline operaator ei ole toeline toendosustihe-
dus. Kuna jaotuse operaatori eksperimentaalne méaramine ei ole iiheselt teostatav
klassikalise teooria seisukohalt, siis oma jargmises publikatsioonis [12]| loobus Kur-
sunoglu sissetoodud moiste kasutamisest standardsema skeemi, nimelt Langevini
vorrandi formalismi, kasuks. Selle abil saadi iileminekutoenéosustihedus impulsside
ja koordinaatide ruumis anisotroopse hoordumise korral, mis voimaldas arvutada
Browni osakeste keskmist energia ja koordinaatide dispersiooni. Dissipatsiooniten-
sori mittediagonaalsete komponentide moju uurimiseks vaadeldi erijuhtu, isotroop-

set diagonaalset hoordumist koos kahe vordse mittediagonaalse komponentidega, st



dissipatsioonitensor omab kuju

By
f=1~ 580 (2.1)
00 8

Selle erijuhu jaoks leiti koordinaatide dispersioonid magnetvélja suunaga ristiolevas

tasandis,

2kgT [
AR)?) =

(BRY) = S+

ja magnetvilja suunas (Einsteini valem), kus w, on Larmori sagedus. Diagonaalse

(2.2)

dissipatsioonitensori (7 = 0) korral on tulemuseks Taylori valem [10] magnetvéljas

liikuvate Browni osakeste jaoks

<(ARL)2>:%BT CA (2.3)

m P +w?

Kui v = +w,, siis koordinaatide dispersiooni avaldis oluliselt lihtsustub,
2kgT

=0y (2.4)
om

See vastab vabale Browni liikumisele diagonaalse hoordumise tingimustes.

((AR.)*)

Aastal 1966 arvutas Liboff [13| koordinaatide dispersioonid Browni liikumise
jaoks ristiolevas elektri- ja magnetviljas kasutades Langevini vorrandit. Ta tuletas
vorrandi Browni osakese kohavektori mooduli ruudu jaoks ja leidis mooduli ruudu

keskvadrtuse kahel erijuhul:

1. Browni osakeste liikumine piki sirget {ihtlaselt laetud traati, mis paikneb paral-
leelselt konstantse homogeense magnetviljaga ja tekitab radiaalse elektrivilja.

Sealjuures elektrivilja tugevus viheneb poordvordeliselt kaugusega traadist.

2. Browni liikumine viskoosses silindrilise siimmetria ja konstantse laengutihedu-
sega keskkonnas. Laetud keskkond genereerib elektrivilja, mille tugevus kasvab

vordeliselt kaugusega stimmeetriateljest.

Erinevalt varemtehtust arendas Williamson teooriat [14], mis kirjeldab vede-
liku molekulidest véiksemate ja kergemate osakeste, elektronide, Browni liikumist

magnetviljas, kasutades madala tihedusega Lorentzi gaasi [15] mudelit isotroopse

8



hajumise modelleerimiseks. Selle abil, lahtudes Chandrasekhari kontseptsioonist [9],
leidis ta toenéosustiheduse ja koordinaatide dispersiooni, mis on kooskolas Ornsteini
poolt saadud tulemusega [16] ainult juhul, kui koikidel osakestel on sama porkeaeg.
Viljatootatud teooriat rakendati Thomsoni hajumisele plasmas, kusjuures on tahel-
datud kiirgusspektrite kitsenemist porgete tottu, kuigi spektrijooned, mis vastavad
plasma sagedusele ja Larmori kordsetele sagedustele, on laienenud [14].

Peaaegu nelikiimmend aastat hiljem on taas margata huvi elavnemist vélis-
tes jouvéljades liikuvate laetud Browni osakeste vastu. See on viinud viimase kuue
aasta jooksul mitmete oluliste teoreetiliste arenguteni jargmiste jouviljade korral:

elektrivéljas |17, 18|, magnetviljas [19]-[21] ja iiheaegselt molemas jouviljas [22].



3 Vaba Browni liikumine

Uleminekutdeniosustihedust Browni osakeste jaoks, millele mojub ainult ju-
huslik joud, on voimalik leida kahe erineva meetodi abil [9]. Uks nendest pohineb
Langevini vorrandil, mille jaoks on tépselt teada juhusliku jou statistilised omadu-
sed. Teiseks voimaluseks on Fokkeri-Plancki vorrandi vahetu lahendamine, kusjuures
iileminekutoendosustiheduseks alghetkel on delta-funktsioon. Nagu néaitas Chandra-
sekhar [9], on molemad meetodid téiesti ekvivalentsed ning annavad iihe ja sama

tulemuse.

3.1 Langevini vorrandi formalism
(i) Téendosustihedus kiiruse ruumis

Meie iilesandeks on stohhastilise diferentsiaalvorrandi lahendamine, Langevi-
ni vorrandi. Vilise vélja puudumisel ja isotroopse hoordumise korral on Langevini
vorrand kujuga

dv -

i —BU+&(t) . (3.1)

Langevini joud rahuldab tingimusi

(G(1) =0, (&GO&E)) =2¢0;0(t —1), i=1,2,3; (3.2)

kus ¢ = % [ on Langevini jou intensiivsus. Stohhastilise vorrandi lahendamise all
peetakse silmas (iilemineku)toendosustiheduse leidmist W (¥, t|0)), kusjuures alghet-
kel ¢ = 0 osake liigub kiirusega 7. Piirjuhul peab ¢t — 0 funktsiooni W (v, t|tiy) jaoks
olema téidetud tingimus

W (0, |v) P~ (U — ). (3.3)

Fiitisikalistel kaalutlustel peame me noudma, et iileminekutoendosustihedus statsio-

naarsel piirjuhul oleks Maxwelli jaotus (soltumata algkiirusest )

3/2 -1 92
13 . 4
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Viimane néue tdhendab, et Langevini joul £(t) peavad olema teatud statistilised
omadused. Kuna Langevini vorrandi (3.3) formaalseks lahendiks on

t

7 — tpe Pt =Pt / % €(s)ds (3.5)
0

siis jarelikult juhusliku suuruse

T — Toe P (3.6)

statistilised omadused peavad olema tépselt samasugused nagu suurustel

e Pt | ePE(s)ds . )
0/ E(s)d (3.7)

Ainult tanu sellele taandub Browni osakeste kiiruste toenaosustiheduse leidmine
suuruse e At fot e?¢(s)ds (3.7) toendosusjaotuse otsimisele. Kuna piirjuhul ¢ — oo

avaldis (3.6) ldheneb -le, siis suurusele

t—o0

lim e [ €% &(s)ds (3.8)
/

peab vastama Maxwelli jaotus (3.4). Arvestades, et Langevini joud muutub ajas pal-
ju kiiremini vorreldes osakese kiirusega, siis me voime alati jaotada piisavalt pikka
ajavahemikku (mille jooksul mingi fiiiisikalistest suurustest, naiteks osakese kiirus
voi koordinaat, muutub mérgatavalt) suureks arvuks osavahemikeks kestvusega At,
mis peavad olema palju suuremad vorreldes juhusliku jou E (t) ihe fluktuatsiooni
perioodiga (suurusjargult Browni osakese ja vedeliku molekulide kahe jérjestikuse
porke vahelise ajaga). Seega iga osavahemiku jooksul saab lugeda Langeveni vorran-

dis olevad funktsioonid peale Langevini jou konstantseteks suurusteks. Siis saame

avaldise (3.7) esitada jargmiselt

t N_1 (F+1)At
et / e’ {(s)ds = ey ehnt / £(s)ds . (3.9)
0 J=0 jAt

Tahistame

B(At) = /0 t (s)ds , (3.10)



mis kujutab endast Wieneri protsessi juurdekasvu. Juhuslikku suurust B (At) voib
interpreteerida Browni osakese kiirendusena ajavahemiku At jooksul. Vorrand (3.5)

saab niiiid kuju
N-1

7 — e = PUNTIB(AL), (3.11)
§=0
kusjuures statsionaarsel juhul vorrandi paremal poolel olev avaldis peab olema kir-
jeldatud Maxwelli jaotusega (3.4). On teada, et kui juhuslik suurus kujutab endast
Wieneri protsessi, siis tema toendosusjaotuseks on Gaussi jaotus
By
4qAt

w[E(At)} = LM;AJ i erp : (3.12)

keskvadrtusega 0 ja dispersiooniga 2g. Avaldise ePUL—t) B (At) jaotuse leidmiseks

tahistame

N-1
5=3"5, (3.13)
j=0
kus
S, = WA B(AL) = U;B(A), U, = U050 (3.14)

Selleks, et saada suuruse gj jaotust, on vaja teha muutuja vahetuse: B (At) asendada

§j -ga Gaussi jaotuse avaldises (3.12), mille tulemusena
5[S)] = wlW;1S,] det[W;1]. (3.15)

Kuna det[V;(s)] = 670 ja U (s) = e P70 siis S;-i jaotus on iileskirjutatav

kujul

_4the2ﬁ(jAt—t) ’ (3.16)

& 1 2

o[S;] = ArqAte2BGA) exp
Pidades silmas, et §j—id on statistiliselt scltumatud juhuslikud suurused Gaussi jao-
tusega, mille keskvédrtus on 0 ja dispersioon - 0]2- = 2gAte?PUAY vastab nende

summale S = Z;V;(Jl gj samuti Gaussi jaotus keskvadrtusega 0 ja dispersiooniga

N-1
o? = UJQ. =2q Z At 2P0 (3.17)
=0

=

Il
=)

J J

Minnes piirjuhule N — oo (st At — 0), saame dispersiooni jaoks valemi

2 _ kBT

— (1= e 20ty (3.18)

g
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Vottes veel arvesse, et S = ¢ — te™?, jouame 16pliku avaldiseni Browni osakese

kiiruse iileminekutoendosustiheduse jaoks kujul

3/2 5 _ 5 o—Bt|?
W (v, t|ty) = m )} exp [— i Gl ] (3.19)

21kpT (1 — e=25t 21kpT (1 — e=25t)

Seejuures statsionaarsel juhul ¢ — oo tdendosustihedus (3.19) taandub Makwelli jao-
tuseks (3.4) ja piirjuhul ¢ — 0 delta-funktsiooniks (3.3), st fiiiisikalistel kaalutlustel

varem tehtud eeldused toenédosustiheduse piirjuhtude kohta on rahuldatud.

(ii) Toendosustihedus faasiruumis

Siiani oleme vaadelnud toenéosusjaotust ainult Browni osakese kiiruse jaoks.
Niitid tahame leida tihistileminekutoendosustihedust W (7, v/, t|vy, 7p) algtingimusega:
ajahetkel t = 0 osake liigub kiirusega v ja asub punktis 7. Seda voib lahendada
jargmise lemma abil:

Lemma: Olgu
R= / D(s)E(s)ds, S = / U(s)E(s)ds (3.20)

juhuslikud suurused. Siis nende suuruste R ja S iihistdendosustihedus avaldub kujul

L 1 s F|S]? —2HR-S + G|R)?
N e K e H

kus

F=2q /Ot P*(s)ds; G =2q /Ot U(s)ds; H=2q /Ot\I/(s)@(s)ds. (3.22)

Téestus on toodud t66s [9].
Antud juhul
S=0—te P W(s)=ell, (3.23)

R ja ®(s) avaldiste leidmiseks paneme kirja Browni osakese koordinaadi kujul
t
r—1Ty = / v(n)dn, (3.24)
0
kus ¥(s) on médratud valemiga (3.5). Péarast teisendusi on voimalik saada, et
R=7—7— 01 —e ™), ®(s)=p"(1—e"). (3.25)

13



Avaldised F', GG, H jaoks tulevad sellised
F = ¢B87%(2Bt —3+4e™” —e %), (3.26)
= qﬁ*1(1 - e*mt) , H= qﬁfz(l — e*w’t)2 ) (3.27)
Seega on iihistileminekutoendosustihedus Browni osakese kiiruste ja koordinaatide
jaoks médratud valemitega (3.21),(3.26),(3.27).

Integreerides avaldist (3.21) avaldise iile S-i, vdib veenduda, et iileminekutoe-

néosustihedus konfiguratsiooniruumis avaldub

W (7, |70, Vo)

m/3? >
{QWk:BT(Qﬁt — 3+ 4de Bt — 62&)}
mB%7F — 75 — B p(1 — e P2
2kpT (20t — 3 + 4e=Bt — e=251) }

X exp [— (3.28)

3.2 Fokkeri-Plancki vorrandi formalism
(i) Téendosustihedus kiiruste ruumis

Langevini vorrandile vastav Fokkeri-Plancki vorrand kiiruste ruumis omab vé-
liste joudude puudumisel ning isotroopse hoordumise juhul kuju (9]

O~ Bdivs (W3) + g AW (3.29)

kusjuures W = W (7, t|t,) jaoks kehtivad tingimused (3.3), (3.4). Fokkeri-Plancki
vorrandi (3.29) lahendamiseks tuleb tuua sisse uued muutujad, milleks on otstarbe-

kas votta vastavate Lagrange’i liikumisvorrandite

dov

o =07, (3.30)

esimesed integraalid. Jarelikult peame defineerida uue vektori

g=(&n,¢)=ve. (3.31)

Muutuja vahetuse tulemusena néeb Fokkeri-Plancki vorrand (3.29) vilja selline

ow
- =30+ e*Ptq AW . (3.32)

Tehes veel iihe muutuja vahetuse
I =We30", (3.33)
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saame kiillalt lihtsa diferentsiaalvorrandi

or
e ePlg AT . (3.34)

See vorrand oma kuju poolest on analoogne vastava vorrandiga Wieneri protsessi
jaoks, kuid iihe véikese erinevusega: Wieneri protsessi korral difusioonikoefitsient on
konstant, antud juhul aga aja funktsioon. On teada, et iileminekutdenéosus, mis kir-
jeldab Wieneri protsessi, on tildjuhul mitmemootmeline Gaussi jaotus (vaadeldaval

juhul kolmemod6tmeline jaotus). Siis on I' avaldiseks

3
- 1 2 Ik
I'(g,t|lon) = {—} exrp | ——————| . 3.35
(&:tl20) 4mq f; e2Btdt 4q fot e2Btdt (3:35)
Seega, minnes tagasi esialgsetele muutujatele, saab esialgne iileminekutoenédosusti-
hedus kuju
: 7= e
Lol m 2 m|v — vpe~
W(v,t = — 3.36
(5 t[%b) [QWk;BT(l - e—%tJ “ip { 2T (1 — e—%tJ ’ (3:36)

mis on kooskdlas Langevini vorrandi abil saadud tulemusega (3.19).

(ii) Toendosustihedus faasiruumis

Vaba Browni osakese kiiruse komponentide ja koordinaatide {ihistoenéosusti-

hedus rahuldab jargmist Fokkeri-Plancki vorrandit [9):

ow
W +Ug7“ad;W = ﬁdlvg(Wﬁ) ‘l—quW, (337)

kus W = W(0, 7, t|th, 7). Kramersi vorrand (3.37) kujutab endast ka Liouville’i
vorrandi iildistust Browni liikumise juhule: vorrandi vasakul poolel seisab tavaline
Stokes’i operaator , mis mojub toendosustihedusele ning paremal poolel - liikmed,
mis kirjeldavad Browni liikumist. Analoogselt Fokkeri-Plancki vorrandi lahendami-

sega kiiruste ruumis tuleb leida litkumisvorrandite

dv S
=87, =1 (3.38)

esimesed integraalid ja defineerida need uutena muutujatena

—

g=(En Q=0  P=(X)Y,Z)=7+ (3.39)

@2y
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Arvutades vajalikud osatuletised, saame Kramersi vorrandi uutes muutujates kujul

ow

2 1
T = 36W + q{ PINGW + = ePlgrad; W - grads W + —Ap W} . (3.40)

o r 32

kus W = W (7, P, t|p, Py). Tuues sisse uue iileminekutdeniosustiheduse

[=We3%", (3.41)
jouame jargmise vorrandini
ar 2 1
5 — ¢ {emtAgF + 3 eMgradyT - gradsT' + @Aﬁl“} . (3.42)

Vorrandis (3.42) voib eraldada muutujad paarikaupa (£,Y), (n,Y), (¢, Z). Esitades

seega vorrandi lahendi kujul

I'= Fl(ga Y)F2(777 Y)F3(C7 Z) ) (343)

sealjuures voib veenduda, et iga funktsioon I'y, I's, I'3 rahuldab vorrandit

or; _ ar ar T
U(t)=—s, i=1,2 44
kus
q
d(t) = g, U(t) = 7 (3.45)

Kuna diferentsiaalvorrandi (3.44) lahend on hésti teada [9], siis vorrandi (3.42) la-

hendiks on algtingimuste ¢ = g, P= 150, t = 0 korral

I 7 — o> + 2h|@ — @o||P — Bo| + b P — ByJ?
r— [ ] [_G|Q ol” +2h|0 — 0ol| ol + 0| 0] 7 (3.46)
2V A 2A
kus
a=2q87%, b=qB (" —1), h=-2¢87%(" 1), (3.47)
G- =e"v—70, P-P=7- “0+v_ﬁv° (3.48)
Seega on meid huvitav iihistileminekutoendosustihedus kujuga
8o 73 0 — Go|> + 2h|G — @o|| P — Pyl + b|P — P2
[ e ] p{ a|g — do|* + 2h[0' — 00| ol + 0| 0] ] . (3.49)
2mVA 2A

Kontrollime, kas W (v, 7, t|vg, 79) avaldis (3.49) on kooskdlas tulemusega (3.21),
(3.26), (3.27), mis on saadud varem ldhtudes Langevini vorrandist. Selleks, vottes

arvesse suuruste S ja R valemeid (3.23), (3.25), leiame
a|G— 0|2 +2h|G— Go||P— By| +b|P— By|? = ™ [F}S] —2HR-§+G|R| } (3.50)
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kus

F = a+2h3 e P +pp72e7 %1 (3.51)

= be ', H=—(he P 4+ b5 1. (3.52)

ja a, b, h on méératud valemitega (3.47). Parast viimaste asendamist valemitesse

(3.51),(3.52) jouame avaldisteni

F = ¢B87%(2Bt —3+4e™ " —e %), (3.53)
G = g8 (1—e), H=gp2(1-e2)2 (3.54)

Seega voib Kramersi vorrandi lahendi (3.49) kirja panna alternatiivsel kujul

L 1 s F|S|? —2HR-S + G|R)?
WES) = 5] |- e (3.55)

Vorreldes omavahel valemid (3.53)-(3.55) ning (3.21), (3.26), (3.27), on néha, et kaks
Chandrasekhari poolt pakutud meetodit (Langevini ja Fokkeri-Plancki vorrandite

formalismid) on taiesti ekvivalentsed ning viivad ithesugustele tulemustele.
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4 Browni liikkumine valises jouvaljas

Kui on olemas véline jouvali F , siis Langevini vorrand (3.1) ja Fokkeri-Plancki

vorrand (3.37) tldistuvad |9, 23]:

da F =
- _ B+ — t 4.1
F
aa—vf—I—’Ugrad,erL—gmdi:ﬁdivg(Wﬁ)—l—quW. (4.2)
m

4.1 Browni liikumine elektrivaljas

Ferrari [17] vaatles raskete ioonide litkumist suure tihedusega vedelikus iildju-
hul ajas muutuvas elektrivéiljas. Toendosustiheduse W (7, U, t) asemel kasutati jao-

tusfunktsiooni osakeste siisteemi jaoks
f(,]:; /177 t) = ntOtW(,]?a U) t) 3 (43)

kus ny,; on siisteemi kuuluvate osakeste koguarv. Jaotusfunktsioon peab ilmselt ra-

huldama algtingimust
f(7,0,0) = ngod (77— 70)0 (0 — vp) (4.4)

Jargnevalt tehti muutuja vahetus Fokkeri-Plancki vorrandis (4.2), kus F on elektri-

valjas liikuvale osakesele mojuv joud,

t
o= F*(F,t)zf—/(ﬁ)t/dt’,
0

dr*  dF
7 o= )= = @),

I
=1

|
—

S

kus

(@ = — / ¥ di / (7 7. )dF (4.6)

Niot

ioonide keskmine kiirus. Selle tulemusena korvaldatakse ioonide stisteemi kui terviku

liikumise efektid. Teiselt poolt on ioonide keskmine kiirus (4.6) vorrandi

(@),

—d(t) = =p3{0), (4.7)
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lahendiks (@(t) on ioonide kiirendus). Arvestades, et antud muutujate korral kehtib

vordus
fr o) = fr(r(t),v7 (1), 1) , (4.8)
arvutades jaotusfunktsiooni vajalikud osatuletised ja pidades silmas vorrandit (4.7),

voib jouda jargmise Fokkeri-Plancki vorrandini formaalselt vaba liikumise juhu jaoks

f* — % * . Sk px k:B_T *
P + v grady-f _ﬁ[dwv*(v f5)+ - Av*f],

(4.9)

mille lahend on meil hésti teada (3.21). Saab veenduda, et jaotusfunktsioon

fr(7*,¥*,t) peab uues faasiruumis rahuldama algtingimust
A, 07,0) = myod (7" — 15 )6 (0F) (4.10)

st alghetkel ¢ = 0 on ioonid punktis 7. Minnes tagasi faasiruumi (7, ¥), arvestades

algtingimusega (4.10), saame

R|2 - 2HR-S + F|S|?
F ) = | GIRE 2RSS FISTE gy
27/ FG — H? ] 2(FG — H?)
kus
R=v"—7, S=0* (4.12)

ning F,G,H on defineeritud valemitega (3.26), (3.27).
Vorrandi abil, mis on sarnane oma kuju poolest Fokkeri-Plancki vorrandiga

vedelikus holjuvate Browni osakeste juhu jaoks, on voimalik kirjeldada

1. Rayleigh gaasi (rasked osakesed kergemate osakeste horedas gaasis) kiitumist
[24, 25| ainult juhul, kui raskete osakeste keskmine kineetiline energia ei ole
liiga palju suurem tasakaalulisest védrtusest |24, 26, 27]. Kui rasketeks osakes-
teks on ioonid ja elektrivili mojub gaasile, siis Fokkeri-Plancki vorrand kehtib
ainult norkade elektriviljade korral [26]. Hoordekoefitsient peab olema leitud
lahtudes porgete diinaamikast (mitte Stokes’i seaduse abil), pidades silmas, et
rasked osakesed interakteeruvad gaasi molekulidega kaheosakeseliste porgete

kaudu [24, 25, 26, 28].

2. raskete osakeste liikumist kergemate gaaside horedas segus [29], kusjuures
hoordekoefitsiendi avaldis saadakse gaaside segu komponentide vastavate hoor-

dekoefitsientide summeerimise teel.
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3. raskete ja suurte ioonide liikumist suvalise tihedusega gaasis vélistes jouvalja-
des 18], kusjuures hoordekoefitsient tuleb asendada nn efektiivset hodrdekoe-
fitsiendiga. Gaasi suure tiheduse piirjuhul langeb efektiivne hoordekoefitsient

kokku Stokes’i seadusest tuletatud avaldisega.

4.2 Browni liikkumine magnetvaljas
(i) Isotroopne hoordumine ja difusioon. Langevini vorrandi formalism

Artiklis [19] on uuritud Browni liikumist konstantses magnetvéljas isotroopse
hoordumise ja Langevini jou intensiivsuse korral, mille jaoks oli leitud iihistoendosus-
tiheduse ja toendosustiheduse avaldised kiiruste ja konfiguratsiooniruumis. Czopnik
ja Garbaczewski iildistasid Langevini vorrandi meetodi [9], teisenedes magnetvilja

moju dissipatiivse jou tensoriks (Stokes’i jou iildistus), tuues sisse tensori

B —w, 0
0o 0 &
kus w, = fn—i on Larmori sagedus, e - Browni osakese laeng ja B = (0,0,B) -

magnetvilja induktsioon. Uleminekutdensosustiheduse leidmine kiiruste ja konfigu-
ratsiooniruumis erineb vaba Browni liikumise juhust ainult selle poolest, et skalaar-
se hoordekoefitsiendi asemel figureerib dissipatsioonitensor (4.13). Tdnu probleemi
silindrilisele stimmeetriale voib vaadelda siin eraldi Browni liikumise protsessid mag-
netvélja suunas (vaba Browni lilkumine) ja magnetvéljaga ristiolevas tasandis . Vaba
Browni liikumise jaoks rakendame valemeid (3.19) ja (3.28) vastavalt kiiruste ruu-
mis ja konfiguratsiooniruumis. Kasutades Chandrasekhari skeemi [9], on voimalik

veenduda, et iileminekutoendosustihedus kiiruste ruumis on kujul

W(/Ua t‘UO) =

" AT R

2
ok (1 — e—th rp {_ 2T (1 — e—27)
Saab néidata, et tasandis XY on iileminekutoendosustihedus konfiguratsiooniruumis
esitatav kujul

m m|77—770—§2'170\2

Ak T2 @exp[_zlkTﬁ o
kT 5 (t+©) 5T (L +0)

W (7, t|ro, vo) = , (4.15)
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kus

Q=A1'1-eM); A= B : (4.16)
w, [
©=0() = %(1 —e ) — 7 j_ 2 [3+ {w.sin(w,) — Beos(w.) e ] . (4.17)

Uhisiileminekutoendosustiheduse leidmine faasiruumis tasandis XY taandub

suuruste R ja S

—

R=F—7y—Qiy, S=0—1ipe ™M, (4.18)

ithistoendosusjaotuse W(ﬁ, 5) arvutamisele, kusjuures molemad suurused (4.18) on

Gaussi jaotusega keskvédrtusega 0. Teisisonu, W(]%, g) on maaratud kovariatsiooni-

maatriksiga
C=(cy) = ((wizy)), = (5,5, R, R), (4.19)
omades kuju
1 4
W(R,S) = (271T)2 {deﬁ@} 26xp {—% Zl c;jlxjxj} . (4.20)
ij=

Vektorite R ja S komponentide dispersioonid on teada nende toendosusjaotuse aval-
disest

L ey, f=(mpy = 2T

m m (2 + w?

g = (55 =

(t+0), (4.21)

kus ©(t) on antud valemiga (4.17) . Jadb ainult méérata vektorite komponentide
kovariatsioonid (R;S;); i, = 1,2. Seda voime teha kasutades ﬁ, S avaldisi, mis
esitatud Langevini jou kaudu

t

S= /e_A(t_S)ﬁ(s)ds, R= //_\_1(1 — e]\(s_t))ﬁ(s)ds. (4.22)
0

0
Korrutades vektorite vastavad komponendid omavahel ja keskmistades, saadakse

jargmised kovariatsioonide valemid

h = (R1S1) = (RyS;) = 5 j]—aﬂ ll — 2e Plcos(w,t) + ezﬁt} : (4.23)

]i] = <R1S2> = —<R231> =

e lQeﬁtsm(wzt) — % (1- ezﬁt)] . (4.24)
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Asendades kovariatsioonide avaldised (4.21), (4.23), (4.24) Gaussi jaotusse (4.20),

Saalne

_— 1 FIS|? + g|R|?> — 2hS-R + 2k(S x R).
WRS) = tafg— e — ) °P 2(fg— 2 — 2)
(4.25)

(ii) Anisotroopne hoordumine ja difusioon. Fokkeri-Plancki vorrandi for-

malism

T66 [19] tulemusi, mis on saadud tihistoendosustiheduse jaoks Browni litkumise
korral magnetvéljas, voib iildistada ka anisotroopse hoordumise ja mittediagonaalse
Langevini jou intensiivsuse juhule. Seda on tehtud Holod’i, Zagorodny’i ja Weiland’i
publikatsioonis [20], vottes ldhtekohaks Fokkeri-Plancki vorrandi. Sisse on toodud
uued muutujad, vastavate liitkumisvorrandite esimesed integraalid, millised on iiles-

kirjutatavad jargmisel viisil:

0, = e [vz {Qcos(@t) + w Sm(ﬁt)} - vywzsm(ﬁt)} — Vg0 5

Bz+By ~ ~ — ~ ~
o, = e 2 t[vy {Qcos(Qt) - w sm(Qt)} + Uzwzsm(Qt)} — Uyo

By (v — v20) + w.(vy — vy0)

P, = x—x9+

BalBy + w? ’
P, = y—yo+ Uﬁyog _f;(fx —van) (4.26)
Y z
kus
Q= /w2~ (B~ B,)2/4 (4.27)

ning 3,, B, on hoordetegurid vastavalt suunas z, y. Uhistoensosustiheduse iisna
komplitseeritud kuju on toodud artiklis [20].

Léhtudes iihistoendosustihedusest on t66s [20] arvutatud kiiruste ja koordi-
naatide dispersioonid, mis on kooskolas arvutisimulatsioonide abil saadud tulemus-
tega, kusjuures nad erinevad méargatavalt diagonaalse difusioonitensori juhust. Saa-
dud tulemusi kasutatakse suuremastaabiliste fluktuatsioonide teooria iildistamiseks

plasmas.
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(iii) Isotroopne hoordumine ja difusioon. Alternatiivne kisitlus Fokkeri-

Plancki vorrandi formalismis

2006. aastal tootasid Jiménez-Aquino ja Romero-Bastida [21] vélja toendosus-
tiheduse arvutamise alternatiivse meetodi, mis erineb varem véljapakututest [17, 20].

Antud meetod seisneb selles, et péordemaatriksi

cos(w,t)  sin(w,t) 0 0 w, 0
R=e "' =] —sin(w.t) cos(wst) 0 |, W=1 -w, 0 0 (4.28)
0 0 1 0 0 0
abil teisendatakse Langeveni vorrandit
dv >
— = —Av t 4.29
= AT+ ) (429

laetud Browni osakese jaoks magnetviljas (A on médratud valemiga (4.13)) tihest

kiiruste ruumist () teisse kiiruste ruumi (v'), kasutades muutuja vahetusest
v =e "y, (4.30)

Selliste muutujate sissetoomise tulemusena saadakse uute kiiruste ruumis Langevi-
ni vorrand, mis on oma kujult iisnagi analoogne vastava vorrandiga vaba Browni
liikumise juhu jaoks,
7
dv

o = T+ RTHEW). (4.31)

Mérgime, et skeemides [17, 20] on muutuja vahetus tehtud alles Fokkeri-Plancki
vorrandis erinevalt meetodist [21]. Langevini vorrand (4.31) erineb vaba Browni
litkumise vorrandist selle poolest, et siin on Langevini jouvektor korrutatud maat-
riksiga R1(t), st on tegemist juhusliku jou poordega. Kuna podrdemaatriks on
ortogonaalne, siis on selle tottu difusioonikoefitsiendi ja triivikoefitsiendi avaldised

samasugused nagu véliste joudude puudumise korral,

/

D; ==p5,  Dy=a(R'(1),(R(®),, = ad- (4.32)

See tdhendab, et miira statistilised omadused on invariantsed poorete suhtes. Sellele
voib anda lihtsa fiiiisikalise interpretatsiooni: poordemaatriks R~'(¢) elementidega

cos(w,t) ja sin(w,t) neelatakse miira poolt, mis viib selleni, et taolised perioodilised
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funktsioonid ei esine enam difusioonikoefitsiendi avaldises Fokkeri-Plancki vorrandis.
Minnes tagasi esialgsete kiiruste ruumi saadakse iileminekutoendosustiheduse aval-
dis, mis langeb kokku Czopnik’i ja Garbaczewski tulemusega [19] isotroopse juhu
jaoks.

Analoogsel viisil saab taandada Langevini vorrandi vaba Browni liikumise ju-
hule ka faasiruumis, teostades muutuja vahetuse (4.30). Seega on iihistdendosusti-
hedus kujul

W(R,S) = W(R,)W.(z,v.,t|ves, 2) , (4.33)

st see on esitatud toendosustiheduste korrutisena, mis kirjeldavad difusiooniprotsessi

vastavalt tasandis XY ja piki magnetvilja suunda. Valemis (4.33)

- _ o 9 R ~
J! F|S]? +0G|R|* —2HR-S + ;ZH(SXR)Z
. . B
W(R,S) = G — 1) exp FC = ’
£.34)
’ (.Ug-'- 2 ~ ~
Jr = 526 ;8 =(5,5), R=(R,R,) (4.35)

ning F', G, H on antud valemitega (3.26),(3.27) ja R, S- valemiga (4.18).
Kui vorrelda téendosustiheduse avaldist (4.34) valemiga (4.25), mis on saa-
dud Czopnik'i ja Garbaczewski [19] poolt, siis on ndha, et need avaldised ei lange

omavahel paris kokku, ehkki omavad kiillaltki sarnast kuju.

4.3 Browni liikumine elektri- ja magnetvaljas isotroopsel ju-
hul
Kombineerides kahte meetodit [17, 19], lahendasid Simdes ja Lagos [22] Browni

litkumise probleemi isotroopsel juhul elektri- ja magnetviljas (E ja é) ning mehaa-

nilise jou F e olemasolu korral, st viline jouvéli on kujuga

F(#,t) = Fpo +eE+-—3x B,. (4.36)
mc

Matemaatiliste arvutuste lihtsustamiseks kasutati bra- ja ket-vektoreid. Iga vektori

voib kirjutada tiles jargmiselt:
V = Vilz) + Vyly) + Vil2). (4.37)
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Samuti defineeritakse moned kasulikud diaadid

er = |2)(z;  ea =)zl +[y)(yl; es = [x){yl = ly)(z] (4.38)

ning tihikdiaadi
e=e;+eg, (4.39)

tdnu millele saab Fokkeri-Plancki vorrand iisna kompaktse kuju

ow . :

o + U grad; W + d gradz W = divg(ATW) + AW | (4.40)

kus on mindud iile dimensioonitutele suurustele 22|, W = W (7, ¥, t|t, 7o) ning
AN =0+ d, x U= (e —w,e3)V (4.41)

on dissipatsioonijou tensor [19, 30]. Defineerime dimensioonitu porkeaja tensori [30]
M=A"'=¢e +ale+w,es), (4.42)

kus o' = 1+ w?. Seejérel 1iheme Ferrari teisenduse [17] abil iile uutele muutujatele

R=7—6fa Mt), S=uv-0ua M1, (4.43)
kus

6F = Mat— M?*(1 —E2)a+ M(1 —Z)vy + 7o,

5% = M(1-E)d+Ed,, (4.44)

(11
|

= exp(—t)(e; + ez cos(w,t) + ez sin(w,t)) . (4.45)

Selle tulemusena saadakse Fokkeri-Plancki vorrand, mis vastab formaalselt véliste
jouvéljade puudumisele. Minnes niitid tagasi esialgsetele muutujatele, joutakse iihis-
toendosustiheduse 16pliku avaldiseni [22].

Elektri- ja magnetviljas liikuvate Browni osakeste teooria loomulikuks edasi-

arenduseks on selle iildistus anisotroopse hoordumise juhule.
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5 Browni liikkumine elektri- ja magnetvaljas anisot-

roopse hoordumise korral

5.1 Fokkeri-Plancki vorrand kiiruste ruumis

Vaatleme massiga m ja laenguga e laetud Browni osakeste liikumist ruumis ho-
mogeenses konstantses elektriviljas E ja magnetvaljas B. Erinevalt t66st [22], milles
uuriti osakeste liikumist elektri- ja magnetvaljas isotroopse hoordumise korral, pakub
meile huvi iildisem juht, anisotroopne diagonaalne hoordumine, st dissipatsiooniten-

sor naeb vilja selline

G, 0 0
Pij = 0 ﬁy 0 ) (5'1)
0 0 B

kus f3;,,. on hoordetegur vastavalt suunas z, y, z. Sellel juhul on Langevini vorrand

Browni osakese kiiruse jaoks iileskirjutatav kujul

dvZ

_ Zp”vj—}-—(va) bt Vaat), i=1,23=2y2 (52)

kus Langevini joul on jargmised statistilised omadused:

€@) =0, (&G#)E(E)) =d0(t—1). (5.3)
Suurused
0 — Q’fBT - e:;i (5.4)

on vastavalt Langevini jou intensiivsus ja laetud osakesele elektrivéiljas mojuv joud.
Lihtsustamiseks eeldame, et magnetvili on suunatud piki z-telge: B = (0,0, B.).
Sealjuures omab elektrivili endiselt suvalist suunda: E = (Ey, Ey, E.). Siis voib

Langevini vorrandi (5.2) esitada kompaktsemal kujul

dvZ
— Z /\ZJU] + & + \/a_lgl( ) ) (55)
kus
B:v —W; O
/\Z] = Wy ﬁy O (5 6)
0 0 £



) eB, )
ning w, = —— on Larmori sagedus.
mc

Selleks, et minna Langevini vorrandis (5.5) tile dimensioonitutele suuruste-
le, votame arvesse, et CGS siisteemis on elektrilaengu e ja elektriviljatugevuse F
dimensioonideks

le] = 1¥2m'2=Y | [E] =172t (5.7)
Paneme kirja laetud osakesele elektriviljas mojuvat jou kujul
€ —
i = —|E|cos;, (5.8)
m

kus cos®; on elektrivilja tugevuse vektori suunakoosinus vastavas suunas. Toome

niid sisse jargmised dimensioonitud suurused:

4 jnd AZ ~ ~ ) ~ {
’(N]i = U—,’ )\Z] = —j’ t = t’y”, € = ,6 m = 6087.9@', a; = %, (59)
Y Y Yy Yy
kus
3/4 Fp1/4 o1/4 [23/4
v =0 - — (5.10)
mille dimensioonideks on
l 1
N=- "nN==. 5.11
=3 b=7 (5.11)

Langevini vorrandid dimensioonitute suuruste jaoks tulevad sellised

dd; o a1
j=1

kus Langevini joud rahuldab tingimuse (5.3). Edaspidi jatame tahistustes tilded &ra.

Browni liikumise probleemi lahendamiseks elektri- ja magnetvéljas rakendame
sagedamini kasutatavat meetodit [17, 20, 21, 22|, Fokkeri-Plancki vorrandi formalis-
mi [9]. Kiiruste toendosustiheduse leidmine, l&htudes Fokkeri-Plancki vorrandist, on

voimalik kahel viisil:

(i) tehes Fokkeri-Plancki vorrandis muutujate vahetuse, milleks tuleb kasutada

litkumisvorrandite esimesi integraale [9] nagu artiklites [17, 20, 22|

(ii) tuues sisse uued muutujad juba Langevini vorrandites [21], vdltimaks tisna

komplitseeritud kujuga liikumisintegraalide kasutamist.
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Pidades silma teise lahendamisviisi eeliseid, kasutame diferentsiaalvorrandite siistee-
mi (5.5) diagonaliseerimisvotet. See meetod erineb artiklis [21] toodud ajast soltu-
vast ortogonaalteisendusest. Lineaarsest algebrast [31, 32| on teada, et konstantsete

kordajatega lineaarsete mittehomogeensete 1. jarku diferentsiaalvorrandite siisteemi

dz; < :
dﬁ:ZMijiji; i=1l...n (5.13)
j=1

on voimalik viia diagonaalkujule,

dy;
dt

=my; +L;; 1=1...n, (5.14)

siis ja ainult siis, kui n X n maatriks M;; omab n lineaarselt soltumatut omavek-
torit, mis vastavad nullist erinevatele omavéairtustele mq,...m,. Selleks tuleb teha

muutuja vahetus
3
y; = Z (,fl)U T, (5.15)
j=1

kus y1;; on maatriksi M;; omavektoritest moodustatud maatriks. Omavaartusele m;

vastav omavektor on veerumaatriks ning

n

Li=)_ (1), - (5.16)

j=1
Vektorite lineaarse soltumatuse tingimuseks on teatavasti see, et nendest moodus-
tatud maatriks on regulaarne.

Maatriksi diagonaliseerimise teoreemil on ka alternatiivne sonastus: maatriksit

on alati voimalik viia diagonaalkujule siis, kui seda saab esitada:

M;; = Z Wik M (/fl)rj : (5.17)

k,r=1
kus my, = my0y, maatriks, mille peadiagonaali elementideks on maatriksi M;; oma-
vaartused. Viimasest valemist on ndha, et kui detpu;, = 0, siis ei eksisteeri diagonaal-
set maatriksit. Sel juhul 6eldakse, et maatriks M;; on defektne.
Juhime tahelepanu sellele, et eksisteerib oluline erijuht, mille korral koik maat-
riksi omavektorid on kindlasti lineaarselt soltumatud: maatriksi omavéaértused on
paarikaupa erinevad (st on tegemist omavéartuste mittekodunud spektriga). Kord-

sete omavaartuste korral on olukord keerulisem: siis ei ole olemas iildist kriteeriumit
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maatriksi diagonaalkujule viimise voimalikkuse kohta. Sel juhul soltub koik maat-
riksi konkreetsest kujust.
Rakendades iilaltoodud skeemi, l&heme liikumisvorrandite siisteemilt (5.12)

iile kolmele soltumatule Langevini vorrandile

i) — )+ ki o+ G( ) (5.18)
kus
Ui = Z (,Lt_l>ij U5, (519)
j=1
ning

ki = g (1), €0 Cz(%) => (), ﬂfj( : ) - (5.20)

j
Edaspidi tahistame timber:

;= (p ) (5.21)

ij "

Teisendatud Langevini jou komponentide keskvadrtus avaldub
t1 to
G 7 G 7 = A;;0(t — ta), (5.22)

3
Ay = Z Qi QjkQgk 5, Ak = A - (5.23)
k=

kus

1
Voib veenduda, et maatriksi \;; (5.6) omavéértused on

1 .
Ao = 5 (ﬁz + By, £ Q)a Az = (., (5.24)
kus
Q= /42 = (B~ B, (5.25)
ning omavektorite maatriks néeb vélja selline
ab2 Cbl 0
A - Mz A - Mz
Hij =1 a ¢ 0], by = —— ﬁ, by = —— ﬁ, (5.26)
W, w,
0 0 d

kus a, ¢ ja d on siin suvalised konstandid. Kuna anisotroopse dissipatsiooni-
tensori p;; (5.1) korral ei ole \;; (5.6) normaalmaatriks, siis viimane on diagona-

liseeritav mitteunitaarse omavektorite maatriksi abil. See tdhendab, omavektorite
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maatriksi elementidele ei ole peale pandud mingeid kitsendavaid tingimusi, seetottu

voime konstante a, ¢, d valida jargmiselt

1 1
b— by < by — by

a =

d=1, (5.27)

Konstantide niisuguse valikuga tagame kiiruste teisenduseeskirjas (5.19) figureeriva

maatriksi o;; jaoks voimalikult lihtsa kuju:

1 —=b; O
a;i =11 —by 0]- (5.28)
0O 0 1

Ainult iihel erijuhul, isotroopse hoordumise korral, on tegemist unitaarse kiiruste
teisendusega, sest uute kiiruste ruum on kompleksne eukleidiline vektorruum.

Soltuvalt sellest, kas A o-s ruutjuure all olev avaldis 4w? — (3, — 3,)? on po-
sitiivne voi negatiivne, saab eristada kahte reziimi:

(i) Reaalne juht: 4w? — (B, — 3,)* < 0

Maatriksi omavadrtused ja omavektorid on reaalsed suurused

(ii) Kompleksne juht: 4w? — (8, — 8,)* > 0
Maatriksi omavéartused ja omavektorid on komplekssed suurused, sealjuures

Ay = A} ja by = b5

Seega eksisteerib selline magnetvélja kriitiline vaéartus

Wi = Mzziif%d, (5.29)

mille korral toimub timberlillitumine kahe reziimi vahel.

Kui (8, — 3,)? — 4w? = 0, siis omavédrtused A; ja Ay (5.24) on vordsed:

Afﬂb:;@+@) (5.30)

ning neile vastab ainult iiks omavektor. Jérelikult magnetvélja kriitilisel vaartusel wg
ei ole Langevini vorrandite siisteem diagonaliseeritav. Vaatamata sellele saab veen-

duda, et liikumisvorrandite siisteem on iiheselt lahendatav Laplace teisenduse abil.
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Seetottu on nii iileminekutoenéosustihedus kui ka vool ning kiiruste kovariatsioonid
loplikud suurused magnetvilja kriitilisel vaartusel.
Langevini vorranditele (5.18) vastav Fokkeri-Plancki vorrand kiiruste ruumis

on esitatav kujul

3

OW (T, 1))~ 0 o Aij O°W (i, t|do)

i=1 i,j=1

Sealjuures peab toendosustihedus rahuldama algtingimust

kus oleme valinud alghetkeks ¢ = 0.

5.2 Kiiruste toenaosustihedus

Fokkeri-Plancki vorrandi (5.31) lahendamiseks iildistame Chandrasekhari skee-
mi [9] anisotroopse hodrdumise juhule, minnes iile uutele muutujatele, liitkumisin-

tegraalidele
k; .

Muutuja vahetuse tulemusena jouame vorrandini

oW (It LS 1<~ PW(L)
— 2 =WI(I,t A+ = Ajj———T> . 5.34
Defineerime uue toenédosustiheduse
W(Lt)=e ZNW(LY), (5.35)
mis peab rahuldama algtingimust
W(I,0) = (I - 1) (5.36)
ning loomulikke daretingimusi
— . oW (It)
W(I,t =0 =0 5.37
( ’ ) T=+4c0 ’ 8[1 T=+4c0 ’ ( )
kus
ki



Fokkeri-Plancki vorrand uue toendosustiheduse jaoks saab niitid kuju

aW It PW (I, t)
A (A'+Aj)t ) )
Z S (5.39)
Z_] 1
Lahendame vorrandi (5.39) toendosustiheduse jaoks, kasutades kolme juhusliku suu-

ruse I; karakteristliku funktsiooni, mis on teatavasti defineeritud kui

C(?’Ll,ng,ng, / / /6[L‘p< Z?’Lm m) Il,IQ,Ig, )d]ldlgdjg (540)

—00 —00 —O0

Véttes siin ¢ = 0 ning kasutades téendosustiheduse algtingimust (5.36), saame alg-

tingimuse karakteristlikule funktsioonile

3
C(n1,n2,n3,0) = exp (Z nml()m) . (5.41)
m=1

Leiame karakteristliku funktsiooni (5.40) tuletise aja jérgi ning kasutame seejarel

vorrandit (5.39),

[c.olNNNe SRENNe o]

a(J (7, ) (AebAy) 05 i CW(ILE)
Z Ay el / / / SL0T, dr. (5.42)

—00 —00 — O

Vorrandis (5.42) seisva integraali leidmiseks kasutame vektoranaliiiisi valemit [33]

[ ] Jromdor—-] [ [oomoer, oo

— 00 —00 —00 — 00 —00 —00

mis kehtib ainult juhul, kui kas f(7) voi D(7) voi mdlemad lihenevad nullile 16pma-

tuses ¥ = +00, st on taidetud iiks kolmest tingimusest:

=0, (D

I . =0. (5.44)

F=+o00

=0, D
r=+4o00 ’ (

Valemit (5.43) on voimalik esitada ka alternatiivsel kujul

oo o0

//]Of(F)iagiim 77)]0 Dy (7) aff)dBT. (5.45)
e P “

— 00 —00 —00 1

Antud juhul

3 _— =
LOW (It L e
:ZAMAAHW%, f(I) = g Zmnmln (5.46)

J
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Margime, et toendosustiheduse dareloomulike tingimuste (5.37) tottu on rahuldatud

teine tingimus (5.44): ﬁ(f) B

oc = —% ]O 7 f 2 Di(T, 35? dr. (5.47)

— 00 —00 —00 1

= 0. Siis valemi (5.45) kohaselt
+o0

Asendades Dy (I, t) ja f(I) avaldised (5.46) valemisse (5.47) ning tihistades
3
Pi(I,t) = Ape™ )l W(ILt), (5.48)
k=1

joutakse vorrandini

oo 0 0

oC(n, t) i 8P](I,t S
775_—5///2 —— f(D)dI (5.49)

_ J
c>oooo<>]_1

Kasutades veelkord valemit (5.45) ja vottes arvesse esimest loomulikest #éretin-
gimustest (5.37), saame vorrandi, mida peab rahuldama karakteristlik funktsioon

(5.40):
oC (i, t)
ot

3
1
=3 D Ay, C (i t) (5.50)
ij=1
Algtingimuse (5.41) korral on diferentsiaalvorrandi (5.50) lahendiks

3

= % Nmlom 1
C(n, t) =e >m nmIo exrp |:—§ ijgl SZ']‘TLZ‘TLJ‘:| 5 (551)
kus
R e vi A I 52
Sz] Az —|—A] |:€ (5 5 )

On teada, et toendosustihedus kujutab endast karakteristliku funktsiooni Fourier

komponenti

i, t)e~  2m mlm g7 (5.53)

Valemite (5.51), (5.53) alusel

W (I,

,ZZ o (Im —Iom) exp (__ Z S, n]> damn . (5.54)

i,5=1
Integraali leidmiseks laheme valemis (5.54) iile uutele integreerimismuutujatele
3
rj = Z |:(81/2)j,1<;nk; +1 (5—1/2)jk (I, — IOk)} . (5.55)
k=1
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Pérast matemaatilise teisendusi on voimalik saada tulemuseks Gaussi jaotuse kujul

3

] exp[—% Z (s’l)ij (L — Lio)(L; — Lo)| - (5.56)

WAL 1) = (2m)3det[s;;

i,j=1
Minnes tagasi esialgsetele toendosustihedusele ja kiirustele, on voimalik jouda jarg-

mise avaldiseni kiiruste toendosustiheduse jaoks

3
Loy 1 1 _1
W (7, t]0) = et [—5 jzl (P71, (v = () (v; = @))] . (5.57)
kus
Koo B Ko 0
K11K2[2(— Kp Kn[[(;gQ — Kj
h” _ N 12 5 11 5 0 (558)
KKy — Ky KKy — Kp 1
0 0 —
K33
on kiiruse kovariatsioonimaatriks, st
<A’Ui> = hll s <A’U§> = hzg s <A’U§> = h33, CO’U(Ux, ’Uy) = h12 s (559)

ning

. 1 KoKy — K1 Ko o 1 K1Kp — KhKyy o K
<U€v> 5 172 0 <Uy> 5 172 <UZ> - Koan
2 K11K22 K12 2 K11K22 Klg 2 33

(5.60)

on keskmised kiirused. Valemites (5.58), (5.60) on kasutatud jargmisi t&histusi:

K. — [(0621)21411 + (ar22)?As2 any; Qaq; n (11)?A11 + (a12)*Age gy Qi
* 2, Y11 20\, P22

1001 A + a0 Agg P12 } -1 o
- 1 Qgj + Qi j Qg4 g, =12
A+ Ay ( ’ ’ )9011<P22

2As 4

A—33 ¥33 >
QA QA )
K; =-2 [Oznfn +Oé12f12} (az1)"An + (022) A o
27 Y11

a1 091 A1y + oo Aoy P12 o ]
%

K33 =

A+ Ay V1122
a11)?A11 + (a12)?Asg oy
+ [&21f21+0422f22} [( 1) 112A1( 12) Az QO;
A A
_anQgAn + QiaeaAze P12 Oéu] }gl, i=1,2
A+ As P11P22
4A _ .
Ky = ———fuey, i=12
33
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g = (061121411 + 061221422) (042121411 + 042221422) B (aq1001 A1 + 061204221422)2 ©12°
4N A, (A + Ay)? V1P
%013 - 1— 67(Ai+Aj)t

€; €; AL
fi = A—J + (voj — A—J) e Mt (5.61)

5.3 Relaksatsioonid kiiruste ruumis

5.3.1 Voolu, kiiruse kovariatsioonide ja dispersioonide ajaline kiitumine

Nagu oli margitud paragrahvis 5.1 seoses Fokkeri-Plancki vorrandi leidmise-
ga on olemas kaks juhtu soltuvalt avaldise 4w? — (3, — 3,)? mérgist (vt maatrik-
si Ajj (5.6) omavédrtuste avaldisi (5.24)). Juhime téhelepanu sellele, et reaalne juht
ei ole kompleksse erijuhuks, kuna iileminekul kompleksselt juhult reaalsele mitte ai-
nult omavéértuste A; o imaginaarosa saab nulliks, vaid muutub ka reaalosa. Kuna
omavadrtused (5.24) figureerivad suuruste f;;, ;; (5.61) eksponentides, mis mééra-
vad keskmise kiiruse ja kovariatsioone, siis komplekssel juhul voolu ja kiiruste kova-
riatsioonide avaldised sisalduvad endas koosinusfunktsiooni (voi siinusfunktsiooni)

erinevalt reaalsest juhust. See tdhendab, eksisteerib ajalise soltuvuse kaks reziimi:

(i) Jwz| > wg

Ostsileeruv reziim, st osakesed poorlevad timber magnetvélja joujoone.

(ii) |ws| < ws

Mitteostsileeruv reziim

Ostsileeruva reziimi oluliseks erijuhuks on laetud Browni osakeste liikumine isot-
roopses keskkonnas.

Joonisel 1. on kujutatud voolu komponentide soltuvused ajast erinevatel mag-
netviljade tugevuste korral molema reziimi jaoks'. On niha, et kriitilisest véiir-
tusest tugevama magnetvélja korral ostsilleeruvad voolu komponendid sumbuvalt,
saavutades statsionaarse vaartuse. Norgemate magnetviljade korral leaib aset voolu

komponentide monotoonset kahanemist statsionaarse vaartuseni.

kgT
1Siin ja edaspidi numbrilistes arvutustes on voetud ZB- .
m
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Samasugune ajaline kditumine soltuvalt reziimist on iseloomulik ka kiiruste dis-
persiooni komponentidele, mis kasvavad ajast nullist teatud vaartuseni (vt joonis 2.).
Ostsileeruva reziimi korral puuduvad vonkumised kiiruse dispersiooni moodulis eri-
nevalt keskmise kiiruse moodulist (vt joonis 2.).

Anisotroopses keskkonnas tugevate magnetvéljade korral on néha kiiruse kom-
ponentide kovariatsiooni ostsilleerumist ajast, kriitilist norgemate magnetviljade
korral kaitub kovariatsioon kiill mittemonotoonselt, kuid ostsilaatsioonid puuduvad

(vt joonis 3., 4.).

() o.4§

02 04,06 08 1 02 04,06 08 1

Joonis 1: Kiiruse keskvddrtuse komponentide soltuvus ajast erinevate Larmori sa-
geduste korral. Parameetrid: 5, = 10, B, = 2, ¢, = ¢, = V2/2, vg, = voy = 1.
(1) w. = 0.001, (2) w, = we = 4, (3) w, = 12, (4) w, = 16.

05 1 . 05 : 1.3
1.2-
1 1 1.1
0.4 0.4 7 1 4
2
(Av?) 0.3 (Av2)0.3 4 (Av)0.9-
A 3 0.8+
0.2 0.2 0.7-
0.6-
01 " "'01 0203 04 05 01001020304 050607 01 02 03 04 05

Joonis 2: Kiiruse dispersiooni komponentide ja mooduli soltuvus ajast erinevate Lar-
mori sageduste korral. Parameetrid: B, =10, f, =2. (1) w, =1, (2) w, = wi = 4,
(3) w, =16, (4) w, = 32.
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O

_0-01 ] \\ \\\ ________________

I\ NN e Yz
002 |\, /

cov (vy, vy )-0.03 - N 2

_0.04 -

] 3
—0.05

] 4
—0.06 L

01 02 03,04 05 06 07
Joonis 3: Kiiruse komponentide v,, v, kovariatsiooni soltuvus ajast erinevate Lar-
mori sageduste w, < w¢ korral. Parametrid: 8, = 10, B, = 2. (1) w, =1, (2) w, = 2,

(3) w, =3, (4) w, =wS =4.
07

—0.02 1|

-0.04 1|
cov (v, vy) ]

-0.06 1| |

0087 | /2

0.1 02 03,04 05 06 07
Joonis 4: Kiiruse komponentide v,, v, kovariatsiooni soltuvus ajast erinevate Lar-

mori sageduste w, > wS korral. Parameetrid: 3, = 10, B, = 2. (1) w, = w = 4,

(2) w, =16, (3) w, = 32.
5.3.2 Keskkonna anisotroopsuse moju kiiruse komponentide kovariat-
sioonile ja dispersioonile

Kiiruste kovariatsiooni ja dispersiooni (5.58), (5.59) kiitumise eripdrasuste uu-

rimiseks anisotroopses keskkonnas esitame nende avaldisi kujul

kgT .
<A/U§',y> = [(ﬁz — ﬁy)chS(Qt) + QB — By)sin(Qt) — 4@3
ef(ﬁz‘hﬁy)t kBT
.62
X —p (5.62)
T z\Mx — . Qt 2
O kpT w. (3 ﬁyg)zz[sm (31)] o (Bt )t (5.63)
m
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Arvestades, et isotroopsel juhul (8, = 8, = ) on = 4w?, saame kiiruste kovariat-
siooni ja dispersiooni jaoks

 kgT

(1—e?), cov(vg,v,) =0. (5.64)
m

Vorreldes omavahel valemid anisotroopse ja isotroopse keskkonna korral (5.62)-

(5.64), on ndha jargmisi erinevusi:

1. Kovariatsioon ei soltu isotroopsel juhul ajast ega magnetvéljast ning on vord-
ne nulliga erinevalt anisotroopsest juhust. Selleks, et kontrollida, kas kiiruste
komponendid v, ja v, on soltumatud juhuslikud suurused, on vaja veenduda,
et kiiruse toendosustihedus faktoriseerub (st on esitatav tegurite korrutisena,

millest igaiiks s6ltub ainult tihest kiiruse komponendist). Kuna isotroopsel ju-

hul
. . K;
MNo=0F+iw,, bio=Fi, Kp=0, (v)=-— ’ (5.65)
’ ’ 2K;;
siis toepoolest
1 1<
W0, t|00) =\ | o5 —= i — (i) K| - 5.66
1) =\ e [ 3 Dt o) ] (5.6

St kiiruse komponendid ei ole omavahel statistiliselt korreleeritud.

2. Dispersioon ei soltu isotroopsel juhul magnetvéljast ning muutub selle ajaline

kditumine: puuduvad ostsillatsioonid.

Miérgime, et kiiruse kovariatsiooni ja dispersiooni valemid (5.64) langevad kokku
avaldistega Browni liikumise jaoks suvalises konstantses viljas ja isotroopses kesk-
konnas.

Selleks, et selgitada vélja pohjusi, mis tingivad kiiruse kovariatsiooni ja disper-
siooni erinevat kditumist soltuvalt keskkonna isotroopsusest /anisotroopsusest, kasu-
tame Langevini vorrandeid. Nii isotroopses kui ka anisotroopses keskkonnas uute kii-
ruste ruumis on meil tegemist kolme soltumatu Langevini vorrandiga (5.18) kiiruse
komponentide jaoks , mis erinevad Browni liikumise juhust magnetvélja puudumisel

selle poolest, et nii Langevini jou- kui ka elektrivilja vektor on korrutatud kiiruste
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teisendusmaatriksiga o;; (5.28). Nagu sai mainitud, on isotroopsel ja anisotroop-
sel juhul iiks oluline erinevus: kiiruste teisendus (5.19) on vastavalt kas unitaarne
voi mitteunitaarne, mille tottu Langevini jou komponentide statistilised omadused
kas jadvad samasuguseks voi muutuvad iileminekul esialgsete kiiruste ruumist (v)
teisse kiiruste ruumi (@). See omakorda tdhendab, et uute kiiruste komponentide
kovariatsioon on kas vordne nulliga isotroopsel juhul voi nullist erinev anisotroopsel
juhul.
Kasutades kahe kompleksse juhusliku suuruse x ja y kovariatsiooni definitsioo-
ni [35]:
cov(z,y) = (zy*) — (2)(y"), (5.67)
ning kiiruse teisenduseeskirja (5.19), avaldame esialgsete kiiruste kovariatsiooni uute
kiiruste kovariatsiooni ja dispersiooni kaudu
2
cov(vg, vy) = Z 1 pacov(wg, uy) - (5.68)
k=1
Pidades silmas, et cov(z,y) = cov(y,x)*, ndeb valem (5.68) lahtikirjutuna vélja

selline
cov(Ug, vy) = P11y COV(Va, Uz) + pazfizacov(vy, vy)
T plcov(vs,,) + stz cov(vy, v, (5.69)
Arvestades, et isotroopsel juhul
cov(uy, uy) = cov(ug, us), cov(uy,us) =0 (5.70)
ning kiiruste teisenduse unitaarsuse tingimust, jouame tulemuseni
cov(vy,v9) =0, (5.71)

mis on kooskélas valemiga (5.64).
Kuna anisotroopsel juhul ei kehti valemid (5.70) ning unitaarsuse tingimus,
siis
cov(vy,v9) # 0. (5.72)
Seega, tanu kiiruste teisenduse unitaarsusele isotroopsel juhul on kiiruste ko-
variatsioon molemas kiiruste ruumis vordne nulliga erinevalt anisotroopsest kesk-

konnast, kus see karakteristik on nullist erinev.
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Kuna isotroopsel juhul on uute kiiruste ruum kompleksne, siis naitlikuma se-
letuse jaoks kasutame alternatiivset meetodit, ajast soltuvat ortogonaalteisendust e.
poordemaatriksit (4.28) [21]. Kuna vaatleme Browni liikumist nii magnetvéljas kui
ka elektrivéljas, siis Langevini vorrandi (4.29) paremale poole peame lisama elekt-
rivéljas litkuvale laengule mojuva jou. Uleminek poordemaatriksi abil iihest kiiruste
ruumist teisse ruumi kujutab endast kiiruse vektori pdoret ajas iimber z-telje Larmo-
ri sagedusega. See iileminek on ekvivalentne olukorraga, kus minnakse Larmori sa-
gedusega poorlevasse taustsiisteemi, kus Browni osake magnetvilja ei "tunne”. Tanu
sellele ning Langevini jou statistiliste omaduste invariantsusele ortogonaalteisenduse
suhtes on uue kiiruse komponentide kovariatsioon null ning kiiruse komponendid on
statistiliselt soltumatud.

Kuna isotroopsele/anisotroopsele juhule vastab ajast mittesoltuv unitaar-
ne/mitteunitaarne teisendus (5.19), siis voib oletada, et anisotroopsel juhul saab
rakendada ajast soltuvat mitteortogonaalset teisendust (teisendust, mis ei kirjelda
puhtalt vektori po6ramist imber telgede).

Kovariatsiooni soltuvust hoordeteguritest 3, ja (3, on illustreeritud joonise-
ga 5. Siit on nédha, et ithe hoordeteguri (kas 5, voi (3,) fikseeritud véértuse korral
omab kovariatsiooni absoluutvéértus kui teise hoordeteguri funktsioon maksimumi.

Viimane on seda korgem, mida viiksem on fikseeritud hoordumine.

Joonis 5: Kiiruse komponentide v, ja v, kovariatsiooni soltuvus hoordetequritest

By ja By. Parameetrid: w, = 3, t = 0.18.
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5.4 Statsionaarne vool ja difusioon

Keskmiste kiiruste valemitest (5.60), (5.61) voib leida statsionaarse voolu kom-
ponentide avaldisi, minnes iile piirjuhule ¢ — oo ja arvestades, et

Yij — 1, fz’j - (5.73)

t—o00

Pérast matemaatilise teisendusi on voimalik jouda avadiseni keskmiste kiiruste jaoks
3
<Ui> = Z Uijej s (574)
j=1

kus

oy = (A7), (5.75)
on elektrijuhtivuse tensor ja A;; on médratud valemiga (5.6). Valem (5.75) kuju-
tab endast diferentsiaalse Ohmi seaduse ildistust magnetvéljas liikuvatele Browni
osakestele.

Statsionaarse voolu valemit (5.74) on voimalik tuletada ka teisiti (ldhtumata
kiiruste toendosustihedusest), kasutades Langevini vorrandit ilesumbunud Browni
do(t)

dt

litkumise jaoks, st mitte arvestades inertsiliiget vorrandites (5.5)

3
S Ny = 6+ Vagi(t) (5.76)
j=1

Lahendades lineaarsete algebraliste vorrandite siisteemi (5.76) kiiruste komponenti-

de suhtes saame Browni osakese kiiruse jaoks avaldise

3 3
v = Zgijej + Zaij\/a_jﬁj . (577)
i=1 j=1

Keskmistades saadud kiiruse avaldist ja arvestades Langevini jou statistilisi oma-
dusi (5.3), saame Browni osakeste statsionaarse voolu avaldise (5.74). Méargime, et
voolu avaldis (5.74) on leitud dissipatsioonitensori (5.1) tihel erijuhul, diagonaalse
anisotroopse héérdumise korral. Ulesumbunud Browni osakeste Langevini vorran-
dite kasutamisele ei ole mingeid kitsentavaid tingimusi seoses dissipatsioonitensori
kujuga (peale piirangute, mis tulenevad péérdumatute protsesside termodiinaami-

kast). See tdhendab, et teine meetod annab meile voimaluse iildistada statsionaarse

41



voolu avaldist mittediagonaalse anisotroopse dissipatsioonitensori ja miira intensiiv-

suse tensori juhule:

Bz By 0O Uzz Qpy O

Pij = | Buy Byy O v Qi = QAT = Ay Gy 0 , (5.78)
0 0 pB. 0 0 a..

(G()& () =ryo(t —t'). (5.79)

Sealjuures eeldatakse, et Browni liikumine magnetvélja suunas ja risti magnetviljaga
toimub soltumatult, st ay3 = agz = 0. Valem (5.79) on korrelatsioonifunktsiooni (5.3)
iildistuseks.

Statsionaarse difusioonikoefitsienti saab leida minnes vahetult ajast soltuva
difusioonikoefitsiendi avaldises piirjuhule ¢t — oo. Ajast soltuv difusioonikoefitsient

on leitav Greeni-Kubo valemi [25, 34| abil

t

D;; :/<vi(7') vj(0)>0d7', (5.80)

kus (v;(7) v;(0))° on kiiruste korrelatsioonifunktsioon elektrivilja puudumisel. Seega
statsionaarse difusioonikoefitsiendi arvutamiseks on esmalt vaja leida kiiruste korre-
latsioonifunkstioon, viimast integreerida aja jirgi ja seejarel minna statsionaarsele
juhule.

Kui meile pakub huvi ainult statsionaarne piirjuht, siis tilalkirjeldatud skeemi
asemel on moistlikum kasutada niisugust meetodit, mis ei noua difusioonikoefitsin-
di ajalise soltuvuse teadmist. Selleks kasutame Langevini vorrandit iilesumbunud
Browni liikumise korral (5.76), nagu tegime statsionaarse voolu leidmisel. Liahteko-

haks on difusioonikoefitsiendi definitsiion

5o _1d

5 = 5 A AT (1), (581

kus
(Azi(t)A(t)) = ([z:(t) — (wa(®))][a; () = (;()]) (5.82)

on koordinaatide korrelatsioonifunkstioon. Browni osakeste koordinaadi ajalise sol-

tuvuse leidmiseks integreerime Langevini vorrandeid (5.76), mille tulemusena

5(0) - @) =Y oy fet+a; [0 ] (5.83)

j=1
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Vottes arvesse, et
3
(wi(t)) = 2:(0) + Y oijeit (5.84)
j=1

ja arvestades Langevini jou statistilisi omadusi (5.3), jouame difusioonitensori kom-

paktse avaldiseni

3
— ]_ — —
k,m=1

Elektrijuhtivuse tensori komponendid peavad rahuldama Onsageri teoreemi:
0ij(B) = 0ji(=B).
Teisendame difusioonikoefitsiendi avaldist juhul, kui Langevini jou intensiivsus

on kujul
2% T UenT . =
Qi = ——Pij = T)\ij(B =0), (5.86)

kus
ﬁa}a} Bzy — Wy 0
AZ](§> = Bzy + Wy Byy 0 : (587)
0 0 Bz

Voib panna tahele iiht tensori A\;; omadust:
Nij(B =0) = \;,(B), (5.88)

kus Afj(é) on tensori \;;(B) siimmeetriline osa. Valem (5.88) on iileskirjutatav ka

elektrijuhtivuse tensori kaudu

oy(B=0)= [0 (B)] . (5.89)

v]

Seejarel kasutame tensori siimmeetrilise osa definitsiooni
1/ s 1 1/ 8 1,3
[Uij (B)] = é[o-ij (B) + Oji (B)]. (5.90)

Asendades avaldised (5.89), (5.90) valemisse (5.85), saame elegantse tulemuse difu-

sioonitensori jaoks

Di;(B) = ’“B—Ta;j(é). (5.91)

m

Valem (5.91) on Einsteini valemi [4] iildistus anisotroopse keskkonna juhule [34].
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Diagonaalse anisotroopse dissipatsioonitensori p;; = 3;0;; korral avalduvad dis-

sipatsioonikoefitsiendid kujul

kBT ﬁy D, - kBT ﬁz
m By, +w?’ Ym BB, +w?’

See on t60s [19] isotroopse juhu jaoks toodud valemi tildistus.

l‘l‘:

(5.92)

Mittediagonaalse anisotroopse difusioonioonitensori (5.78) ja miira intensiiv-

suse tensori (5.78), (5.86) korral

T m ﬁxazﬁyy - gy —+ wg ’ vy m ﬁzzﬁyy . gy + wg )
kBT Wy — ﬁx kBT —W; — ﬁz
D,, = W D, = P (5.93)
m Bzxﬁyy Ty + wz m Bzzﬁyy Ty —I— wZ

Mérgime, et dissipatsionitensori (5.78) elemendid peavad rahuldama tingimu-
si, mis tulenevad sellest, et kinnises mittetasakaalulises slisteemis peab entroopia
kasvama saavutades maksimaalset viaartust tasakaaluolekus. Seetottu peab dissipat-

sioonitensor olema mittenegatiivne, st

ﬁmmﬁyy - gy > 07 ﬁzz > 07 (594)

kusjuures need kitsendavad tingimused peavad kehtima ka magnetviljas.

Valemist (5.93) on ndha difusioonikoefitsiendi erinev kditumine soltuvalt
dissipatsioonitensori komponentidest: difusioonikoefitsient kahaneb samasuuna-
lise hoordeteguri kasvamisega ning suureneb hoordumise kasvamisega teistes
suundades. Naiteks, joonisel 6. on toodud difusiionikoefitsiendi D,, soltuvust
hoordetegurist (,,, kusjuures tulenevalt valemi (5.94) kehtivusest ei saa viimane
iiletada suurust \/m On teada, et difusioonikoefitsient médrab Browni osa-
keste koordinaatide toendosustiheduse: mida suurem on difusioonikoefitsient antud
suunas, seda laiem on toendosusjaotus selles suunas, st seda ulatuslikum on vastava
koordinaadi voimalike vaértuste piirkond. Meid huvitab difusioonikoefitsient D,
kusjuures vastav hoordetegur (3,,) on fikseeritud. Kui me hakkame suurendama
hoordekoefitsienti 3, (voi f.,) (st tekitame “lisatakistuse”), siis selle tottu jouab
osake labida vaiksema teepikkuse selles suunas, x-suund muutub aga soodsamaks
(vorreldes juhuga, kus ei suurendatud hoordetegurit 3,,). See téhendab, et liiku-
mise tingimuste "karmistamine” sunnib osakest valida soodsama suuna ehk vahima

vastupanu tee selleks, et jouda kaugemale.
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3

D 27 2
1 3

Joonis 6: Difusioonikoefitsiendi D, soltuvus hoordetegurist 3, erinevate Larmori

sageduste korral. Parameetrid: B, = 2, By, = 10. (1) w, =0, (2)w, =2, (3) w, = 4.

Defineerime uue suuruse, koherentsuse vektori ¥ komponentidega
3
Xi = Z Djtv;, (5.95)
j=1

mis iseloomustab suunatud litkumise (voolu) ja juhusliku liikumise (difusiooni) su-
het. Koherentsema Browni liikumise all peetakse silmas olukorda, kus osakeste suu-
natud liikumine (vool) on suurem ning kaootiline liikumine (difusioon) on véiksem.
Mida suurem on koherentsuse vaartus, seda rohkem domineerib suunatud liikumine
difusiooni iile.

Anisotroopse mittediagonaalse dissipatsioonitensori korral on koherensuse vek-

tori komponentideks

Xa m [( %224_1) %’”2%]’ (5.96)

= — — 6:1) +
kBT ﬁmmﬁyy — Moy Bmﬁyy — May
m Byyw: ( Bayw: > }
_ _ et (14 —Lm= | 5.97
Xy kBT |: waﬁyy - gy ﬁmmﬁyy - gy ! ( )

Magnetvalja moju uurimiseks koherentsusele paneme kirja ka koherentsuse mooduli

avaldise

2 2 2
o2 (M Sy &\ 2 RS
= (or) [ 5) <t e (g gy )] o

mis on minimaalne jargmise magnetvélja vaartuse korral

ey(Byy — Bua) BaaByy '

Wy min =
o egzjﬁazcm + € 0yy

(5.99)
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Sellele magnetviljale (5.99) vastab koherentsuse mooduli ruudu véértus

ol = () P+ i
zZ,mwn kBT E%ﬁ§y+€§ﬁgz Y

Valemist (5.99) jéreldub, et koherentsuse vdhenemine nullist erineva magnet-

(5.100)

valja korral on voimalik ainult juhul, kui on tegemist anisotroopse keskkonnaga ning
elektriviljal on olemas molemad magnetvéiljaga risti olevad komponendid. Jooni-
selt 7. on nédha, et isotroopses keskkonnas kasvab koherensuse x-komponendi ruut
alati kiiremini kui kahaneb y-komponendi ruut. Uhe elektrivilja komponendi puudu-
misel on liks komponentidest konstantne ja teine kasvab (vt joonis 8.). Anisotroopses
keskkonnas ja molemate komponentidega elektrivailja korral algul iiks komponenti-
dest kahaneb kiiremini vorreldes teise kasvamisega, pohjustades koherentsuse ruudu
miinimumi, ning seejéarel on olukord vastupidine (vt joonis 9.). Koherentsuse moodu-
li ruudu miinimumi véartus vaheneb ning miinimum nihkub tugevama magnetvilja

suunas hoordeteguri kasvamisega (vt joonis 10.).

Joonis 7: Koherentsuse vektori komponentide ja selle mooduli ruutude soltuvus Lar-

mori sagedusest isotroopsel juhul. Parameetrid: Bpy = Byy = 2, € = ¢, = V2/2.

(1) X3 (2) x5 (3) IXI*.
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Joonis 8: Koherentsuse vektori komponentide ja selle mooduli ruutude soltuvus Lar-

mori sagedusest anisotroopsel juhul. Parameetrid: By = 2, By, = 10, €, =1, ¢, = 0.

(1) X3, (2) x5, (3) IXI*.
25

2

Joonis 9: Koherentsuse vektori komponentide ja selle mooduli ruutude soltuvus Lar-

mori sagedusest anisotroopsel juhul. Parameetrid: B, = 2, By, = 10, €, = ¢, =

V2/2. (1) X2, (2) X2, (3) IXI*
24

22

2-

1.8

o2 1.6°
Xl 1.4-
1.2

1
0.8-

06 1 2 3 4 5

Joonis 10: Koherentsuse vektori mooduli ruudu soltuvus Larmori sagedusest eri-

nevate hoordekoefitsientide (3, korral. Parameetrid: By, = 2, ¢, = €, = V2/2.
(1) Byy =2, (2) Byy =3, (3) Byy =6, (4) Byy = 9.
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Resumee

Magistritoos uuriti elektri- ja magnetvéljas liikuvate Browni osakeste iilekan-
de protsesside isedrasusi anisotroopse hoordumise korral. Kiiruse toenédosustiheduse
leidmiseks kasutati Fokkeri-Plancki vorrandi formalismi, kusjuures tehti muutujate
vahetus juba Langevini vorrandites. Selleks, erinevalt varem véljatéotatud meeto-
ditest, kasutati kiiruste iildjuhul mitteunitaarset teisendust, mille tulemusena saadi
kolm soltumatute deterministlike osadega Langevini vorrandit. Seejéarel on mindud
vastavas Fokkeri-Plancki vorrandis iile litkumisintegraalidele saamaks vaba Browni
lilkumise juhuga analoogset vorrandit, mille lahend on teada.

To66s on saadud jargmised pohitulemused:

1. On leitud laetud Browni osakeste kiiruse toendosustihedus vélises magnet- ja
elektriviljas anisotroopse hoordumise korral. Selle alusel on saadud {ildised
avaldise osakese kiiruse (voolu), kiiruse dispersiooni ja korrelatsiooni (kova-

riatsiooni) jaoks.

2. On néaidatud, et anisotroopse keskkonna korral on kiiruste ruumis asetleidu-
vates relaksatsiooniprotsessides voimalikud kaks reziimi. Kui magnetvali on
norgem teatud kriitilisest vadrtusest, mis on maaratud hoordumise anisot-
roopsuse poolt, toimub ldhenemine statsionaarsele seisundile mitteostsileeru-
va ajalise soltuvusena. Tugevamates magnetviljades omandab relaksatsioon

ostsilleeruva iseloomu.

3. On naidatud, et liihikeses ajaskaalas indutseeritakse vélise magnetvilja ja
anisotroopse hoordumise koosmojul korrelatsioon magnetvéljaga ristiolevate
kiiruse komponentide vahel. Pikemas ajaskaalas laheneb selline korrelatsioon

astimptootiliselt nullile.

4. On leitud dispersioonitensori modifitseeritud avaldis statsionaarsel juhul, mis

iildistab anisotroopset Einsteini valemit.

5. On leitud, et statsionaarse Browni osakeste iilekande koherentsustase voib nor-
gemas valises magnetvéljas alaneda. Efekti suurus soltub hoordumise anisot-

roopiast ja vilise elektrivilja orientatsioonist. Magnetvélja edasise kasvamise
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korral jargneb sellele koherentsustaseme monotoonne tous. Selline koherentsus-
taseme mahasurumise efekt puudub isotroopses keskkonnas voi ka elektrivélja

teatud suundade jaoks.
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Summary

Brownian motion in magnetic and electric fields in the case of ani-

sotropic environment

In the present work the characteristic features of the transport of Brownian
particles in magnetic and electric fields in case of anisotropic environment have been
studied. We have derived the explicit algebraic expression for probability distribution
of Brownian particle’s velocity by using formalism of Fokker-Planck equation and
introducing in general complex velocities. The probability density allows to obtain
expressions for average velocity, velocity covariation and velocity variance of particle.
It has been shown that two regimes (periodic and aperiodic) of temporal dependence
in relaxation processes in velocity space exist, depending on magnetic field and
frictional anisotropy. It has been found that in the short-time scale the correlation
between the components of the particle velocity is induced by magnetic field and
anisotropic friction. The generalization for the tensor of diffusion has been obtained.
It is shown that the coherence of Brownian transport can be suppressed as well as

enhanced by magnetic field. ¢¢
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