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Sissejuhatus

Kéesoleva t06 eesmérk on koostada mudelid erinevatele diinaamilistele siisteemidele kasutades
modelleerimisprogrammi Stella. Diinaamilised siisteemid on siisteemid, mis arenevad voi
muutuvad ajas. Iga mudeli juures on antud siisteemi voi vorrandi tekkelugu. Mudelitele on t66s

lisatud erinevaid graafikuid. Lisades on antud iga mudeli jaoks programmikood.

To6 koosneb kahest osast. Esimeses osas kisitletakse erinevaid kaosele viivaid diinaamilisi
siisteeme ja nende siisteemide pohjal moodustatud mudeleid. Teises 0sas antakse iilevaade kahest

geneetikamudelist ja nende seotusest reaalmaailmaga.

Esimeses peatiikis olevad mudelid on koostatud peamiselt U. Lepiku ja J. Engelbrechti
Kaoseraamatus [4] olevate siisteemide jaoks, osaliselt esimeses peatiikis ja teises peatiikis on
kasutatud raamatus Dynamic Modeling [1] antud mudeleid, mis on eesti keelde tolgitud, 1dbi

tootatud ja mudelitena vormistatud.

Mudelid on koostatud modelleerimisprogrammi STELLA abil [7], jooniste tegemiseks on

kasutatud ka inseneritarkvara Mathcad.



1 Kaosemudelid

Termin kaos périneb Vana-Kreeka miitoloogiast: selle all mdisteti tiihjust enne maailma loomist.
Hiljem sai terminist kaos korralageduse siinoniiim. Aastal 1963 toimus ootamatu avastus:
selgus, et rangelt determineeritud protsessid ehk diinaamilised protsessid, mis on méaratud
diferentsiaalvorrandite voi kujutistega ning nende juurde Kkuuluvate algtingimustega, voivad
mingil arenguetapil muutuda stohhastilisteks ja ilmneb kaootiline liikumine. Sellele nihtusele

anti nimetus determineeritud kaos [3], [4].

1.1 Tahtsamad moisted

Vorrandististeemi X = f;(t, xq, ..., xp),i = 1,2,..,m, kus f;-d on mingid teadaolevad
funktsioonid, nimetatakse diinaamiliseks slisteemiks. Suurused xj, ..., x,, on faasimuutujad. Nad
on defineeritud n-dimensionaalses ruumis R™, mida nimetatakse faasiruumiks. Teisiti oeldes,
diinaamilise siisteemi tildistatud koordinaadid ja impulsid méédravad ruumi, mida nimetatakse
faasiruumiks. Antud vdorrandisiisteemi integreerimiseks on tarvis teada algandmeid x;(t,) = x;o,
i=1,2,..,n, kus x;, on mingid teadaolevad konstandid. Integreerimise tulemusena saadakse
x; = x;(t). Faasiruumis esitavad need funktsioonid kdveraid, mida nimetatakse integraal-
koverateks ehk faasitrajektoorideks. Igale siisteemi hetkelisele seisundile vastab iiks faasiruumi
punkt ja need punktid moodustavad liikumise kidigus faasitrajektoorid. Punktide hulka voi
alamruumi faasiruumis, kuhu koondub trajektoor pérast iileminekuperioodi méddumist, nimeta-
takse atraktoriks. Veider atraktor on algtingimuste suhtes tundlik trajektooride hulk faasiruumis,
mis ilmneb kaootilise liikumise puhul. Faasiruumis olevat kinnist kdverat nimetatakse
piirtsiikliks. Piirtsiikkel iseloomustab siisteemi perioodilist liikumist. Protsesse, kus hoolimata

determineeritud mudelist tekib ebareeglipdrane liikumine, nimetatakse kaootiliseks.



1.2 Lorenzi siisteem

Edward Lorenzi poolt 1963. aastal esitatud vorrandisiisteem

X = —ox + oy,
y= —xz +rx-Y,

Z= xy — bz,

(1)

kus a, r ja b on positiivsed konstandid ja x, y, Z tahistavad vastavate muutujate tuletisi aja t
jargi. Vorrandid (1) kirjeldavad atmosfaéri konvektsiooni lihtsustatud mudelit. Siisteemi (1)
pohjal koostatud mudel on nédidatud joonisel 1.
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Joonis 1. Lorenzi siisteemi mudel.

E. Lorenzilt pédrineb niilid juba klassikaliseks kuulutatud kaootilise atraktori néide.

[lmastiku uurimisel on tdhtis koht konvektsioonil (Shu vertikaalne litkumine ohukihtide
ebatiihtlase soojenemise tdttu). Konvektsiooni uurimiseks sooritas H. Bénard sajandivahetusel

tihe katse, milles ta soojendas ohukest vedelikukihti altpoolt. Kindla temperatuuri juures algas
Bénard’i-Rayleigh’ nime

all  ja

vedeliku konvektiivne litkumine ja ilmnesid keerised. Seda ndhtust tuntakse tédnapéeval
konvektsiooni seda
diferentsiaalvOrrandite susteem. Numbriliste tulemuste saamiseks tuli seda stisteemi lihtsustada.

kirjeldab  komplitseeritud



Sellega tegeles hulk teadlasi, teiste hulgas ka E. Lorenz. E. Lorenz on teinud palju joupingutusi
mittelineaarsuse uurimisel. Ta simuleeris arvutiga ilmastikumustreid ja aastal 1961 leidis ta
vasturddkivusi oma ilmastikumudelites, mida niiiid teatakse kui esimesi kajastatud
kaosejuhtumeid [1]. E. Lorenz uuris Shu liikkumist atmosfdiris ning teda huvitas eelkdige
termiliselt tekitatud konvektsioon atmosfddri madalamates kihtides. Alustades Navier'-Stokesi
vOrranditest, joudis ta 10puks lihtsa kolme muutuja siisteemini. Selles silisteemis tdhistas x
voolufunktsiooni amplituudi ja y, z tihistasid temperatuuri jaotust. Lorenz esitas oma tulemused
ka trajektoorina xyz —teljestikus, tulemuseks on joonistel 6-8 kujutatud sasipundar: trajektoorid
ringlevad néilise juhuslikkusega iimber kahe sagara. Et tekkinud kujund meenutab liblikat, siis

tuntakse joonisel 8 esitatud pilti liblikaefekti nime all.

Lorenzi vdrrandite (1) numbrilise lahendamise tulemus konstantide r = 40, ¢ = 10,
b = 8/3 puhul ja algtingimuste x(0) = 1, y(0) =1, z(0) = 0 korral on esitatud joonistel 2,
3, 4. Trajektoorid moodustavad silmuseid kord iihes faasiruumi osas, kord teises, nende
iilehiippamine iihest kohast teise on ebareeglipdrane. Saadud liblikakujulise faasitrajektooride
parve nimetas Lorenz veidraks atraktoriks. Samal ajal on tdidetud atraktori definitsiooni tingimus
— trajektoorid hdlmavad iihe osa faasiruumist, kuid kditumine selles alamruumis pole ennustatav.

Praegu nimetatakse selliseid atraktoreid kaootilisteks.

Lorenzi siisteem on mittelineaarne, mille pohjustavad temas esinevad korrutised xz ja xy.

Lorenzi vorrandite lahendamisel selgus veel iiks huvitav mittelineaarsete siisteemide omapédra —
tundlikkus algandmete suhtes. Nimelt pohjustab vidike muutus algandmetes suuri erinevusi

lahendites.

Parameetri R erinevate viirtuste korral on tulemused erinevad. Mudeli tundlikkuse analiiiis

(joonis 5) nditab, et parameetri R suurenedes muutub mudelis toimuv iiha kaootilisemaks.



Joonis 3. Lorenzi mudeli faasidiagramm, vaadelduna telgedel y ja y.
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Joonis 4. Lorenzi mudeli faasidiagramm, vaadelduna telgedel z ja z.

Joonis 5. Lorenzi mudeli tundlikkuse analiiiisi graafik.
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Joonis 6. Lorenzi siisteemi joonis R = 16 (vasakul) ja R = 22 (paremal) korral.

Joonis 7. Lorenzi siisteemi joonis R = 28 (vasakul) ja R = 34 (paremal) korral.



Joonis 8. Lorenzi siisteemi joonis R = 40 korral.
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1.3 Rossleri siisteem

Rossleri siisteem esitati O.E. Rossleri poolt aastal 1976. Rossleri siisteemi nime kannab

vorrandisiisteem kujul

X = —-y-z
y =x + ay, (2)

Z =b+ zx — cz,
kus a, b ja c on konstandid ja ainus mittelineaarne liige on kolmandas vGrrandis asuv zx.

Vorrandite (2) juurde joudis O.E. Rossler teatud keemiliste reaktsioonide uurimise kdigus 1976.
aastal. Rossleri vorrandid on monevorra lihtsamad Lorenzi vorranditest, kuna mittelineaarsus

esineb vaid tihes litkmes.

See siisteem on lihtsaim kaose tekkimise jaoks vdhemalt kolmel pShjusel: selle faasiruumil on
minimaalne dimensioonide arv 3; selle mittelineaarsus on minimaalne, sest seal on ainult iiks
mittelineaarne liige ning see siisteem genereerib kaootilise atraktori iiksiku sagaraga, kontrastina

Lorenzi atraktorile, millel on kaks sagarat.

Oma t60s sai Rdssler motivatsiooni keemilise kaose otsimisest, see tihendab ,,tasakaalust kaugel
oleva“ keemilise kineetika kaootilist kditumist. Koos Willamowskiga pakkus Rdssler vilja

jargneva keemilise reaktsiooni skeemi:

Ai+X = 2X,
XA ¥ = oY
As+Y = A,
X+27Z = Aj,

A+ Z = 2%,

mis sisaldab kaht autokataliiiitilist sammu (reaktsioonid 1 ja 5), kaasates litke X ja Z, mis on

seotud ka tihe teise autokataliiiitilise sammuga (reaktsioon 2), kaasates veel {iht liiki Y ja kaht
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edasist sammu (reaktsioonid 3 ja 4) [5]. Ainete kontsentratsioonid Ay, ... , A5 hoitakse muutuma-
tutena suurtes keemilistes mahutites, et sdilitada silisteemi termodiinaamiline tasakaal.

Reaktsioonide kiiruskonstantideks on k_g, ... , ks.

Joonis 9. Rossleri stisteemi mudel.

Et vaadelda siisteemi (2) kaitumist, on valitud b = 2 ja ¢ = 4 ning lugedes teguri a kontroll-
parameetriks. Mudelis (joonis 9) kasutatavad algtingimused on x(0) =1, y(0) =1, z(0) = 0.

Olgu a = 0.398. Jargevatelt joonistelt (joonis 10, 11, 12) on néha, millised on tulemused sellise

parameetri a valikul.
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X' a=0398
»

B8 EOR =55

a5
3877

Rt e L g

Page 1

Neas ?

12:24 14. det 2012. a.

Joonis 10. Rossleri mudeli faasidiagramm, vaadelduna telgedel x ja x

; 2=0.398 [l )
Page 2 - & l :3 l :
Se=s 2

12:24 14.det 2012, 3.

Joonis 11. Rossleri mudeli faasidiagramm, vaadelduna telgedel y ja y
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X' 2-0398 =8 EOE ™5

0 3 3
Page3 z 1224 14, det 2012, 3,
e=s ? =0 398

Joonis 12. Rossleri mudeli faasidiagramm, vaadelduna telgedel z ja z.

Jargevalt on esitatud moned faasiruumi pildid kontrollparameetri erinevate véértuste puhul
(joonised 13-15). Ilmneb, et vdrrandisiisteemi lahendamine voib viia lihtsa piirtsiiklini ja

kontrollparameetri kasvades tekib perioodi kahendumine.
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Joonis 13. Rossleri siisteemi joonis a = 0.3 (vasakul) jaa = 0.35 (paremal) korral.
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Joonis 14. Rossleri siisteemi joonis a = 0.375 (vasakul) jaa = 0.386 (paremal) korral.
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Joonis 15. Rassleri siisteemi joonis a = 0.411 korral.

Suurema a valiku korral on niha joonistel 14 ja 15 juba kaootilist struktuuri.
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1.4 Hénoni-Heiles’i siisteem

Mittelineaarne Hamiltoni siisteem

P1= —q1 — 24192

41 = P1 3)
P2= —q- 4i + 3,
4z = P2

kus p1, p2, q1, g, on kanoonilised muutujad.

Joonis 16. Hénoni-Heiles’i mudel

Prantsuse astronoom M. Hénon uuris galaktiliste tdheparvede diinaamikat. Tema
uurimisobjektiks olid kerakujulised tdheparved, milles on sageli iile miljoni tihe. Astronoomide
arvates on sellised tdheparved ebastabiilsed: parv tdombub kokku ja toimub gravitatsiooniline
kollaps. Koos oma Opilase C. Heiles'iga koostasid nad mainitud néhtuse kirjeldamiseks

ligikaudse nelja vabadusastmega mudeli ja tegid vajalikud arvutused. T6o tulemused ilmusid

trukist 1962. aastal.
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Hénoni-Heiles’i siisteem (3) on olnud iiks kdige populaarsematest siisteemidest kaose tekkimise
alguse demonstreerimiseks. Selle siisteemi lahend sdltub oluliselt valitud energianivoost ja

algtingimustest. Selle siisteemi pohjal koostatud mudel on kujutatud joonisel 16.

Hénon ja Heiles tegelesid Hamiltoni funktsiooniga ehk hamiltoniaaniga, mis on skalaarne
funktsioon H(t, q4,qz, .- , 45, P1, D2, - »Ps), KUS q; ja p; on vastavalt {ildistatud koordinaadid ja
impulsid. Kui hamiltoniaan ei soltu otseselt ajast t, siis H = E, kus E on siisteemi mehaaniline

energia. Nad andsid Hamiltoni funktsioonile kuju

1 1
H(q1,92,P1,P2) = E(pf +pi+ qi + 9+ qiqz - §q§’,

kus p;, p, on impulsid ja q;, g, tldistatud koordinaadid. Antud kahe vabadusastmega

poliinomiaalne hamiltoniaan on Hamiltoni diferentsiaalvorrand, millel vdivad olla kaootilised
lahendid.

Litkumisvorrandid on

. J0H

P1 = _3_611= —q1 — 2¢192,
. J0H

a1 = a_m:pl'

Py = —g—i=—qz—q%+ a3,
. JH

a; = a_pzzpz-

Nende integreerimiseks on tarvis teada iildistatud koordinaatide ja impulsside algvéirtusi pqg,
P20, 910, 920- Et antud probleemi korral Hamiltoni funktsioon ei soltu otseselt ajast, siis H = E,
kus E on siisteemi kogu mehaaniline energia. Kui siisteemi energia E on ette antud, siis voib
suurustest p19, P20, G10,» 920 valida kolm vabalt ja neljanda méérata tingimusest H = E.

Faasiruum on neljadimensionaalne.

Hénoni-Heiles’i Hamiltoni siisteem ehk siisteem, mille liikumine méératakse kanooniliste
vorranditega, kirjeldab tdhtede liikumist iimber galaktilise keskme, oletades, et litkumine on

piiratud xy-teljega. Kanoonilised vorrandid on liikumisvdrrandid kujul
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0H 0H
p;=—=—, gj=—=—,G=12,..,5),

kus H on hamiltoniaan, q;, p; iildistatud koordinaadid ja impulsid, s — siisteemi vabadusastmete

arv ehk vihim koordinaatide arv, mis méadrab siisteemi litkumise.

Joonistel 17 ja 18 on ndidatud Hénoni-Heiles’i siisteemi trajektoorid erinevate algtingimuste

korral.

X" q1=0, q2=0.1, p1=0.491, p2=0 oG ]
&

12:51 21, det 2012. a.

Neé=s ? q1=0, q2=0.1, p1=0.41, p2=0

JOOI’]IS 17. Hénonl'Helles’l Sﬁsteem, di0 = O, 420 = 01, P1io = 0491, P20 = 0, E = 1/12
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Joonis 18. Hénoni-Heiles’i siisteem, q19 = q29 = 0, P19 = P20 = 0.354, E = 1/12.
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1.5 Duffingi vérrand

Teist jarku mittelineaarne diferentsiaalvorrand

¥+ ax + bx + cx® = fcoswt, (4)

kus a,b,c,f ja w on parameetrid. Voeti kasutusele G. Duffingi poolt 1918. aastal

mittelineaarsete vonkumiste uurimiseks.

Y MINUS 1

Joonis 19. Duffingi mudel.

Vorrandi (4) mitmete tema erikujude omadused on ténapédeval viga pdhjalikult 1dbi uuritud.
Juhtu b = 0 on uurinud jaapani teadlane Y. Ueda, seda erikuju tuntaksegi Ueda vorrandi nime

all.

Olgu antud elastne keel pikkusega 21, mis on pingutatud kahe fikseeritud toe vahele. Algtdomme
olgu S,, keele keskele on kinnitatud kuulike massiga m ja keele omamassi ei arvestata.
Kuulikesele mojub rohtsuunaline perioodiline joud G coswt, mille tagajdrjel kuulike viiakse

algasendist vilja kauguse x vorra. Keele tdmme uues asendis olgu S. Hooke'i seaduse kohaselt
Al
S = SO + EFT B

20



kus E on elastsusmoodul, F keele ristldike pindala, Al — poole keelepikkuse [ pikenemine

deformatsiooni tottu. Kuulile mdjugu keskkonnatakistus pux. Joonise 20 b kohaselt

xZ
Al =12 +x2-1=1 ’1+T_l'

GeosQt

Joonis 20. Pingutatud keele ristvonkumised [4].

Et x « I, siis ligikaudset valemit V1 + a = 1 + a/2 kasutades avalduvad Al = x2/(20) ja

x2

§ = So + 0,5EF —
Léhtudes Newtoni teisest seadusest ja projekteerides koik joud x —teljele

mx = —px — 25cosa + Geoswt.

Et cosa = x/1, siis S avaldist arvestades

. . SO EF 3
mxX = —pux — ZTx - l—3x + Geoswt.

Sellise vOrrandi tuletas 1918. a. Miincheni iilikooli professor G. Duffing.

Tahistades lithiduse mottes
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tulemuseks on Duffingi vorrandi kujul (4).

Vorrandist mudeli (joonis 19) koostamiseks vorrandi jargu alandamiseks on tehtud jargmised

asendused:
X=v,

v
V= —§+x—x3+fcos(t).

Mudelis on kasutatud jargnevaid tahistusi: x = Y, x = YDOT. Konstant F = 0.1 ning mudelis on
kasutatud ka juhtimismuutujat Y _MINUS 1, mis viljendab Y véirtust eelmisel ajamomendil.
Mudeli kaivitamisel algtingimuste v(0) = 0, y(0) = 0 korral tekkiv graafik on ndha joonisel
21.

x Duffing ‘i”ﬂ“é]

ﬁ Y v. Y MINUS 1: 1 -

Page 2 Y MINUS 1 11:583 30, nov 2012. a.
Q a=s ? Duffing

Joonis 21. Duffingi mudelis tekkiv joonis.

Antud mudeli tundlikkuse analiiiis (joonised 22 ja 23), kasutades erinevaid algtingimusi, niitab,
et suurema algtingimuse korral voib realiseeruda viiksema amplituudiga sundvonkumine
vorreldes viiksema algtingimusega. Tundlikkuse analiiiisis on voetud Y (0) védrtusteks vastavalt

0,0.5ja 1.
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Joonis 23. Duffingi mudeli tundlikkuse analiiiisi graafik 50 ajasammuga.
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2 Geneetika mudelid

Tanapdeval on geneetika tunginud pea kdigisse loodusteadustesse ja mitte ainult. Geneetika
kiisimused seostuvad iihiskonna probleemide ja huvidega. Périlikkuse ja muutlikkuse
kiisimustele on niitidisajal leitud juba kiillalt arusaadavaid ja {iheseid vastuseid. Samas on need
vastused hakanud muutma mitte ainult meie enda motlemist, vaid ka inimiihiskonda tervikuna
[2]. Antud peatiiki alguses on geneetika tihtsamate mdistete selgitused, et see peatiikk oleks
lihtsamini moistetav. Mdistete selgitused on périt allikatest [2] ja [6]. Mudelid ja tekst pShinevad
opikul Dynamic Modeling [1].

2.1 Tahtsamad moisted

Alleel — geeniteisend, geeni esinemisvorm; iiks kahest vO0i mitmest alternatiivsest
geenivariandist, mis asuvad populatsiooni isendite homoloogiliste kromosoomide samas
lookuses ja toimivad sama tunnuse kujunemisele (tekitades selle eri vorme Voi

avaldumisastmeid).

Diploidsus — liigiomase kromosoomikomplekti kahekordsus indiviidi (raku) kromosoomistikus
(2x).

Diinaamiline tasakaal — mingit tiilipi evolutsioonijoud vodivad toimida vastassuunaliselt, nii et

16ppkokkuvdttes alleelisagedused pdlvkondades ei muutu.

Fenotlitip — organismi vaadeldavad tunnused, mis on maéédratud tema genotiilibi ja

keskkonnategurite koostoimes.

Geenifond — e. genofond, populatsiooni koigi isendite genotiilipides olevate geenide (alleelide) ja
muude geneetiliste elementide kogum. Geenifondi iseloomustab iga geeni puhul olemasolevate
alleelide arv ja nende sagedused ning vastava geeni suhtes voimalike genotiilipide arv ja nende

sagedused.

Genotiilip — 1) indiviidi (voi raku) kogu geneetiline informatsioon, mis koostoimes keskkonna-

tingimustega maérab tema fenotiilibi. 2) indiviidi (raku) geneetiliste lookuste alleelne koosseis.
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Hardy—-Weinbergi seadus — e. populatsiooni geneetilise tasakaalu seadus e. populatsiooni-
geneetika pohiseadus. Suures isoleeritud panmiktilises populatsioonis, milles ei toimi
mutagenees ega valik, sdilivad alleeli- ja genotiiiibisagedused pdlvkonniti muutumatutena,
kusjuures  genotiilibisagedused on  madratud alleelisagedustest  ruutseose  kaudu.
Kui lihtsaima mudelina vaadelda iiht lookust, mille alleelide A ja a sagedused geenifondis on
vastavalt p ja ¢, siis viljendab seost alleclisageduste ja genotiiiibisageduste vahel vorrand:
[p(4A) + q(a)]* = p?(AA) + 2pq(Aa) + q*(aa) = 1. Populatsioon, kus kehtib see
Hardy—Weinbergi vorrand, on geneectilise tasakaalu seisundis ja piisib selles, kuni mingi
geneetilise diinaamika tegur (evolutsioonitegur) ei pohjusta muutusi. Tuleb rohutada, et see
seadus postuleerib kahte asjaolu: 1) alleeli- ja genotiiiibisageduste piisivust; 2)
genotiilibisageduste tasakaalulisust. Need niitajad voivad teatud juhtudel teineteisest soltumatult
muutuda. Hardy—Weinbergi seadus on populatsiooni geneetilise staatika ja diinaamika

(mikroevolutsiooni) kirjeldamise ja prognoosimise alus.

Heterosiigootsus — diploidse indiviidi genotiiiibi seisund, kus homoloogiliste kromosoomide
samas lookuses (voi mitmes vaatlusaluses lookuses) asuvad erinevad alleelid (nt. Aa). Vastandub
homosiigootsusele, mille puhul neis lookustes on identsed alleelid (nt. AA voi aa).

Heterostigootse genotiiiibiga indiviidi nim. heterosiigoodiks, homosiigootset homosiigoodiks.

Homoloogilised kromosoomid — paarilised kromosoomid liigi kromosoomistikus, mis on oma

suuruselt, kujult ja geenidelt sarnased. Uks homoloogidest on pirit isalt, teine emalt.
Inbriiding — sugulasristamine ehk sugulastevahelised ristamised.

Juhuslik geenitriiv — alleelisageduste muutus viikese ristuva populatsiooni pdlvkondades

juhuslike kdrvalekallete tottu.

Kohasus — valikuvdirtus. Kindla genotiilibiga isendite edukate jdrglaste arv, vorreldes ja
véljendades suhtena populatsiooni keskmisse voi populatsiooni muude genotiiiipidega isendite

jarglaskonda.

Lookus — kindel koht kromosoomis, kus asub geen (iiks tema alleelidest).
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Mutagenees — mutatsioonide tekke protsess, spontaanne vo&i indutseeritud. Mutageneesi

intensiivsus oleneb organismi geneetilistest omadustest voi vélistest teguritest (mutageenidest).

Mutatsioon — indiviidi (raku, organelli, viiruse) geneetilise struktuuri (geeni, kromosoomi,
genoomi) muutus, mis parandub tiitarrakkudele voi ka jérglaspolvkonna indiviididele ja
pohjustab sageli muutunud fenotiitibiga raku/indiviidi (mutandi) tekke. Suur osa mutatsioone on
organismidele kahjulikud (sh. letaalsed), kuid on ka palju neutraalseid ja isegi kasulikke

mutatsioone (mutatsiooni adaptiivvéartus voib oleneda organismi elukeskkonnast).

Panmiksia — juhuslik ristumine populatsioonis. Populatsioonile omane ristumissiisteem, kus iga
indiviid voib paaruda mis tahes genotiilipi omava vastassoost indiviidiga ning erinevate
genotiilipidega indiviidide ristumiste sagedus oleneb ainult nende sagedusest populatsioonis (st.
on juhuslik siindmus). Panmiksist hinnatakse tavaliselt {liksikute lookuste suhtes eraldi. Kui
populatsioonis on mingi autosoomse lookuse jirgi kolm genotiilipi AA, Aa,aa Sagedustega
vastavalt D, H ja R, siis on panmiksise puhul 6 erinevat ristumistiiiipi sagedustega (D + H +
R)? = D? + H?*+ R? + 2DH + 2DR + 2HR.

Puhastusselektsioon — kuivord mutatsioonid on ildjuhul organismile kahjulikud, siis
populatsioonist  kdrvaldatakse  enamik  uudikmutatsioone.  Seetdttu on  vaadeldav

mutatsioonisagedus populatsioonis eeldatavast mirksa madalam.

Tasakaalustatud selektsioon ehk heterosiigoodicelistus — tuntuimaks diinaamilise tasakaalu

nditeks on juht, kus selektsioonil eelistatakse heterostigoote.

Uudikmutatsioon — kasvajate teket pohjustavatest mutatsioonidest on pool uudikmutatsioonid,

olles isikupiraselt unikaalsed.

Uledomineerimine — tingimus, kus heterosiigoodid on eelistatud, vdrreldes mdlema

homosiigoodiga.

26



2.2 Heterosiigootsus ja haigustele vastuseis

Geeniteooriat rakendatakse tinapaeval kahel pohilisel eesmérgil: loomade ja taimede touaretuses
pollumajanduses ja looduskaitses. Tduaretuse mdistes on pohiline strateegia identifitseerida ja
climineerida ebasoovitavad ja kahtlust dratavad alleelid selektiivse aretuse abil. Loomade ja
taimede tundlikkus voib olla kas konkreetse haiguse vastu voi ilmneb see kui struktuuriline

probleem nagu néiteks maisitaimede norgad juured.

Konkreetsete alleelide valik pdllumajanduslikul otstarbel voib vihendada tundlikkust konkreetse
haiguse vastu voi iiletada mdnda struktuurilist puudust. Siiski, selline valimisprotsess v3ib
samuti tdhendada mone alleeli kaotust, mis oli vajalik mdne teise probleemiga toimetulekuks.
Selektiivne aretus voib seega vidhendada tundlikkust iihe probleemi suhtes, kuid eemaldada
isendite oskuse mone teise probleemiga hakkama saada. Looduskaitse bioloogid ndevad seda
rada kui noateral kdndimist ning vdtavad tépselt vastupidise tee. Nad tahavad maksimiseerida

alleelide mitmekesisust loomakarjades voi taimede kasvukohtades.

Eristatakse kaks alleeli, A ja B. Oletatakse, et kogu populatsioonis on pooled AA — ja pooled
BB — tiilipi isendid. Seejérel oletatakse, et seda populatsiooni tabas mingisugune haigus ja
héavitas AA — isendid. Pool populatsiooni geneetilisest ajaloost oleks kadunud. Seesama haigus
poleks populatsiooni nii tugevalt mdjutanud, kui populatsioon oleks sisaldanud ka AB — tiilipi
isendeid, niinimetatud heterosiigoote. Heterosiigootsus mitte ainult ei suurenda populatsiooni
voimet toime tulla mitmesuguste keskkonnamdjudega nagu nditeks haigustega, vaid
populatsioon on ka geneetiliselt kohanemisvdimelisem, vaatamata keskkonnaprobleemidele, kui
seda on AA — vdi BB — populatsioonid. Heterosiigootide populatsioonis séilitatakse rohkem
geneetilist informatsiooni, tema loodusliku valiku ajaloo tulemusena ning seetdttu on
populatsioon vihem tundlik ebasoodsatele tingimustele, mis on kehtestatud muutunud keskkonna

poolt.

Looduskaitse bioloogid tahavad maksimiseerida AB — tiiiipi isendite arvu, sest see suurendab

populatsiooni mitmekesisust ja vastupidavust.
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2.3 Genotiiiibi moodustumine kahe alleeli paaridesse jagunemisel

Antud alapeatiikis modelleeritakse geneetika fundamentaalset eksperimenti, genotiiiibi

segunemise protsessi, kui ette on antud kaks alleeli.
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KOGU GENOTYYP

Joonis 1. Alleelidest genotiilipide moodustamise mudel.

Genotiilibi segunemise protsessi saab kujutada kahe alleeli, A ja B, jaoks, mis valitakse suvaliselt
kogumist, kus on 100 A — ja 200 B — alleeli. Mudeli igal ajasammul toimub {iihe alleeli valimine:
kokku on 300 alleeli, mistottu koikide paaride moodustamise protsessi koguajaks on 300
ajasammu (tegelikult on vaja 302 sammu, et moodustada kodige viimane alleelide paar). Need

300 sammu esindavad sellist generatsiooni, mis tuleneb paaride moodustamise protsessist, milles
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alleelid iihinesid samaaegselt. Selles lihtsas paaride moodustamise protsessis on esimese
generatsiooni 10puks genotiitibistruktuur komplekteeritud ja jddb fikseerituks koigi jargnevate

jaoks.

Kahe alleeli paarimoodustamise tulemused pohinevad Hardy—Weinbergi seadusel, mis iitleb, et
genotiilibi sagedused on kindlaks médratud juhuslikus kombineerumise protsessis esimeses
generatsioonis. Hardy—Weinbergi seadusega on esitatud populatsiooides alleelisageduste ja
genotliibisageduste vastastikused soltuvussuhted. See printsiip vOimaldab vabalt ristuvas
populatsioonis ennustada genotiilipide sagedusi jarglaspdlvkondades, ldhtudes vanempdlvkonna
alleelisagedustest. Need genotiiiibisagedused on AA jaoks p?; AB jaoks 2pq; BB jaoks g2 kus
p ja g on vastavalt alleelide A ja B sagedused. Antud mudelis p = 100/300 jag = 200/300.

Genotiilibi segunemise iilesandele on ka teine vaatenurk. Kui A — ja B — alleelid on vdordse
esinemissagedusega, siis AA — genotiilibi véimalus on 0.25. Kuna antud iilesandes on A
valikuvoimalus 0.3333, siis AA — genotiiiibi sagedus on on 0.25-0.3333 = 1/12. Siis AB
sagedus on 2-0.25-0.666667 = 1/3. Seega on AB suhteline sagedus vorreldes genotiiiibiga

AA 4 korda suurem. Selle suhte kehtivus on ndha mudeli pohjal koostatud graafikult (joonis 2).

Mudeli konstrueerimiseks programmis Stella tuleb kdigepealt moodustada pdhimuutujad 100
A — alleeliga ning 200 B — alleeliga (joonis 1). Kasutame juhuslike arvude generaatorit (muutuja
JUHUSLIK), et valida arv 0 ja 1 vahel, et me saaks vorrelda seda A — alleeli sagedusega
valimiseks allesjddnud alleelide kogumis. Téhistades R = Random(0,1), avaldub juhtimine
Ay atituq Valemiga
1
Avalitua = {(1) g i g Y
ning alleel B (muutuja By 4i:u.q) Saadakse analoogselt valemiga (1). A sagedus on A/(A + B),
me teeme selle jaoks nii esialgse kui ka jooksva kalkulatsiooni. PShimuutujad AAgenotyyp
ABgenotyyp 1@ BBgenotyyp on ajahetkel 0 tiihjad. Kui alleel A valitakse esimesena, siilitatakse
arv 1 pdhimuutujas Ay,iq, Mis ajahetkel 0 on tithi. Kui ka jargnevalt satub valituks A, séilitatakse
ka jargmine arv 1 kogumis Ayiq. Juhtimismuutuja AAp,,, kontrollib, kas pohimuutuja Ag,;q ON

joudnud arvuni 2, ja kui on, siis tdstab Ay,q sisu iile kogumisse AAgenotyyp, Nii €1 kogumisse
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Apoiq jaab arv 0 ja kogumisse AAgenotyyp jddb arv 2. Sarnaselt toimivad ka ABpyqr, BApgar ja
BBpgaqer- Kuna genotiilipide arv on vordne alleelide paaride arvuga, peab lahutama arvu 1
kogumist AAgenotyyp 192 Kord, kui juhtimismuutuja AApgq, tdstab Apeiq SisU kogumisse
AAgenotyyp- Kui aga alleeli A asemel on valitud teiseks alleeliks hoopis B, siis saadetakse arv 1
juhtimise Bygjitua POOIt kogumisse Bpy,ig, mis ajahetkel O on tiihi. Siis tdstavad nii
juhtimismuutuja ABpgq, Kui ka BApgq, arvu 1 kogumisse ABgenotyyp- Juhtimine JUHTIMINE,
eemaldab arvu 1 kogumist ABgenotyyp. Samad sammud, mis toimuvad Apy,;q protsessi jaoks,

toimuvad ka By,;q protsessi jaoks. Juhtimismuutuja AAgggeqyus avaldub valemiga

(2)

AA _ AAGenotyyp
S49¢MS ™ KOGUgenoryyp’

AAGenotyyp > 0.

Juhtimismuutujate ABgggequs J& BBsageaus KOrral on tehe analoogne valemiga (2). Kogum

KOGUggnoryyp koosneb kogumike AAgenotyyp: ABgenotyyp 18 BBgenotyyp SUMMast.

X7 4=100.B=200 =) o&s

5B 1. aasABEDUS 2. AB SAGEDUS 3: BB SAGEDUS
1: 1.00- .........................................................................
g:

1
?] I [ CRRE 7 SERTEEPPPEPPEs PP 2\,{”\&6«#’“’“2%% ........................

2
3 0,00+
0. 150.00 225.00 300.00
Page 1 Draws 13:04 22, vee 2013. 3.
Njg=ss ? #2100, B=200

Joonis 2. Moodustunud genotiitipide sagedused algandmete puhul.
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ﬁ 1: A& Genotyyp 2: AB Genotyyp 3: BB Genotyyp
1:] 70=
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|
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< 0+

D.00 75.00 150.00 225.00 300.00
Page 2 Draws 13:04 22, wee 2013, 3.
NJegEss ? A=100, B=200

Joonis 3. Moodustunud genotiiiipide arv algandmete puhul.

Kogust, kus on 300 alleeli, on vdimalik saada 150 genotiilipi, seega Hardy—Weinbergi seaduse
jargi peaks 10puks olema 0.3333-0.3333-150 = 16.7 AA — genotiilipi, 2-0.3333:
0.666667 - 150 = 66.7 AB — genotiiiipi ja 10puks 0.666667 - 0.666667 - 150 =~ 66.7 BB —
genotiilipi. Vorreldes seaduses 6eldut mudelis saadud graafikuga (joonis 2), on niha, et graafikul
olevad andmed on ligilihedased ennustatud andmetele. Joonisel 3 on kujutatud moodustunud

genotliiipide arvud.

Jattes sageduse samaks, kuid kolmekordistades alleelide kogust (joonis 4, joonis 5), on néha, et
saadud tulemus jddb siiski ldhedale Hardy—Weinbergi seadusest jireldatule. Seega, olenemata
sellest kui mitu korda alleelide kogust suurendada, tulemused jdavad siiski kooskdlla Hardy—
Weinbergi seadusega. Tulemused voivad erineda vaid juhul, kui muuta alleelide omavahelist
suhet (nditeks vottes A = 100, B = 200 asemel A = B = 150).
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Joonis 5. Moodustunud genotiiiipide arv, kui A = 300 ja B = 600.

Viga suures populatsioonis on alleelide sagedused konstantsed ning isendite arv, kus moélemad
alleelid on esindatud, on 2pq. Viikeses piiratud suurusega (N) populatsioonis muutuvad

alleelisagedused aga juhusliku geenitriivi tottu. Sel juhul muutub ka heterosiigootide sagedus,
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mida viljendab populatsiooni heterosiigootsus ehk H. Uhes pdlvkonnas toimuv heterosiigootide
sageduse muutus (H") on jargmine:

= (1- 2n) n, @

kus N on populatsiooni efektiivne suurus ja H - populatsiooni heterosiigootsus.

Valem (3) nditab, et ithe pdlvkonna jooksul pdhjustatakse juhusliku geenitriivi toimel
heterosiigootsuse alanemine sdltuvalt faktorist 1/2 N. Uldjuhul alaneb pdlvkondade t jooksul

heterosiigootsus jargmiselt:
H, = (1- % N)'H.

Kui heterosiigootsus langeb nulli, siis kaotab populatsioon oma geneetilise muutlikkuse.
Heterosiigootsuse alanemisel on kriitiline populatsiooni suurus, sest viikestes populatsioonides
on toimimine palju kiirem. Juhusliku geenitriivi moju on selgelt ndidatud inimpopulatsioonidel.
Ilusaks naiteks on Pitcairni saarte lugu. Nimelt randasid 1790. aastal Briti laevalt H.M.S Bounty
parit 9 méssajat ja Tahiti saarelt périt 8 poliineeslast (neist vaid 2 naist) asustamata saarele 1350
miili Tahitist. Praegu elab sel saarel ca 50 inimest, kes kdik on esmaasustajate jarglased. On
leitud, et inbriidingu tottu on selle populatsiooni heterosiigootsus vidhenenud 25%. Geenitriiv
viib aja jooksul alati populatsiooni heterogeensuse vidhenemisele, kuni kinnitub ks alleel

(sagedus 100%).

Hardy—Weinbergi seadusparasused alleeli-ja genotiiiibisageduste kohta realiseeruvad ideaalsetes
populatsioonides. Geenitriiv, migratsioon ja mutatsioonid, mis toimivad aga paratamatult ja pea
igal ajal, pililavad muuta populatsiooni geneetilist struktuuri. Spetsiifilised, eritiilipi
evolutsioonijoud voivad seevastu toimida vastupidi - nii, et sdiliks populatsiooni diinaamiline
tasakaal, s.t. et Idppkokkuvdttes alleelisagedused pdlvkondades ei muutuks. Selline
tasakaaluseisund erineb fundamentaalselt Hardy—Weinbergi tasakaaluseisundist. Diinaamiline
populatsioon piitidleb erisuunalistele muutustele, mis teineteist tasakaalustades annavad
tulemusena olemasoleva populatsiooni tasakaalu, s.t. populatsioon kiditub kui staatiline

populatsioon.
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Tuntuimaks diinaamilise tasakaalu nditeks on juhtum, kus valik eelistab heterosiigoote (joonis 6,
joonis 7). Seda nidhtust nimetatakse tasakaalustavaks selektsiooniks ehk heterosiigoodi-
eelistuseks. Kui votame heterosiigootide kohasuse vordseks iihega, siis on mdlema homosiigoodi
kohasus vidiksem kui 1, dominantidel 1 —s ja retsessiividel 1—t. Kirjeldatud néhtust
nimetatakse ka liledomineerimiseks. Heterosiigootide eelistuse korral piiiiab valik korvaldada nii

A — kui ka B — alleeli.

Joonis 6. Moodustunud genotiiiipide sagedused, kui A = B = 150.
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Joonis 7. Moodustunud genotiitipide arv, kui A = B = 150.
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2.4 Looduslik valik ja mutatsioon

Selles peatiikis olev iilesanne on eelmise mudeli laiendus, késitledes looduslikku valikut ja
mutatsiooni. Olgu ette antud kahe alleeli, A ja B, esinemissagedus, mille eelmine mudel
juhuslikult valis ja kombineeris need alleelid kolme voimalikku genotiitipi: AA, AB ja BB,
millede esinemissagedus on ennustatud Hardy—Weinbergi seaduse pohjal. Selles peatiikis
sisaldub seadus vahetult ning neil kolmel genotiiiibil lubatakse alleelideks tagasi laguneda, parast
mida iga genotiilip kogeb omaenda viljakus- ja ellujddmismadra. Igal alleelil on samuti kalduvus
muteeruda teiseks tiiiibiks, enne kui ta rekombineerub uutesse genotiiiipidesse. Ellujaédmis- ja
viljakusmédrad kombineeruvad, et moodustada kohasuse moddu, ja need kaks moju sobituvad

kokku, et anda uued genotiiiibisagedused.

Mudel (joonis 8) koosneb kolmest osast, kdik osad on omavahel seotud pShimuutujate koopiate
ehk ,,vaimude* abil. Uks osa mudelist kalkuleerib alleelide lisamist soltuvalt genotiilipide
ellujdamismairast ja nende viljakusest. See osa simuleerib ka mutatsiooni, mida ndidatakse kui
juhuslikku protsessi. Esituse lihtsuseks on lubatud mudelil vaid iihesuunaline mutatsioon
(alleelist A alleeliks B) suvalisel mudeli kédivitamisel. Mudeli teine osa simuleerib
paarimoodustamise protsessi, pohinedes Hardy—Weinbergi seadusel. Kolmas osa arvutab iga

genotiilibi sagedusi.

36



AR GENOTYYP EALeedD

AfELLUJZZMISMZZR AALLEELID

3

AB GENOTYYP

................... i AB MILJAKUS Y AB ELLUJZZMISMEZR MUTATSIOON
Il
B ALLEELID

B KADTUS

uus e
BB GENOTYYP

BB ELLUJZZMISMZZR BB VILJAKUS

AAGENOTYYP

AALLEELID %
KOGU ALLEELID =6={>@
b
: AR REMATE
BENOTYYP
B ALLEELID
4

BB GENOTYYP

‘:B RBMATE

KOGU ALLEELID

AAGENOTYYP PRRRUS BB GENOTY YP

AB GENOTYYP

AASAGEDUS BB SAGEDUS
KOGU GENOTYYP

Joonis 8. Loodusliku valiku ja mutatsiooni mudel.
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Mudelis olevad kogumid AAgenotyyp: ABgenotyyp 18 BBgenotyyp on ajahetkel 0 tiihjad. Kogumis

Agpeeria ON algselt 100 alleeli ja kogumis Byjeeria 200 alleeli. Juhtimised AAp2z, BBua2r 2

AB,;,,r avalduvad valemitega

Kogugyeeiia BB _ Koguaueetia AB _ 2Koguaneetia
sz ’ M22R 2(1 _ p)z ) M22R Zp(]. _ p) .

Pohimuutuja tuletis AAgemqre On vOrdne kogumiga AAgenotyyp ABremate J@8 BBremate

AApzr =

saadakse analoogselt. Juhtimine UUS, avaldub valemiga

uus, = AAGenotyyp ’ AAViljakus 'AAEllujZZmism22r + 4)

+ ABGenotyyp ) ABViljakus ’ ABEllujZZmistZr ’

juhtimine UUSy avaldub analoogselt valemiga (4). Téhistades R = Random(0,1), avaldub

mutatsioon M valemiga
M = 0.3 - Byjieetia " R - 0 + 0.03 - Agyeeiria - R-

Juhtimine Aggotus On vordne kogumiga Agjeeriay Braotus tuleb analoogselt. Koikide
genotiiiipide viljakused vdetakse vordseks kahega. Juhtimismuutujad AAgyy,j2omismzzr )@
BBgjiyj22mism22r ~ VOrdsustatakse arvuga 0.9, ABgyyjoomismzzr SUUTUSEks saab 1.

Juhtimismuutujad Asqgeaus (Pa) J& AAsqgeaus (Paa) avalduvad valemitega

AAlleelid P _ AAGenotyyp (5)
yPAA — 5 .
KOguGenotyyp

Pa =
Agteetia T Batteetia

juhtimismuutujad ABgggeaus J@ BBsqgeaus ON analoogsed valemiga (5). Kogum Koguaeeiia

koosneb kogumitest AAlleelid ja BAlleelid1 kogum KOguGenenotyyp ja BBGenotyyp-
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Joonis 9. Alleeli A ja genotiilipide sagedused.

Joonis 9 nditab suvaliselt varieeruvat A sagedust, mis jaab algse sageduse 0.3333 ldhedusse. Kui
anda mdlematele mutatsioonitasemetele vadrtuseks null. On ndha, et A on domineeriv praeguste
kuue viljakuse- ja ellujgdmismadra sdtete juures (joonis 11). Seega, mutatsioon alleelist A
alleeliks B havitab efektiivselt A — alleeli domineerivuse. Joonisel 10 on ainult alleeli A
mutatsioonitase null, alleel B muteerub. Sellised sitted muudavad AB ja BB sagedused viga
véikeseks. Lastes muteeruda nii alleelil A kui alleelil B (joonis 12), toimub tipriski kiire muutus
koigis sagedustes ning AB ja BB sagedus ldaheb nulli. Viljakus- ja ellujagdmisméira saab votta ka
kui iihtainsat sobivusparameetrit ja et nende parameetrite suhtelised suurused on ainsad, mis on
olulised ellujddva genotiilibi sageduste madratluses. Genotiiiibi kasvuméidra hoitakse

eksponentsiaalseks muutumatuna.
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Joonis 10. Sagedused ainult B — alleeli muteerumisel.

Joonis 11. Sagedused A — ja B — alleelide mittemuteerumisel.
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Joonis 12. Sagedused A — ja B — alleelide muteerumisel.

Mutatsioonisagedus populatsioonis ei tohi olla liiga korge, sest sel juhul koguneb populatsiooni
liiga palju kahjulikke mutatsioone ning populatsioon vdib vélja surra. Mutatsioonisagedus ei tohi
vordsustuda ka nulliga, sest sel puhul kaob populatsioonist geneetiline muutlikkus ning
populatsioon pole vdimeline kohastuma keskkonnatingimuste muutustega. Siiski, kuivord
mutatsioonid on {ildjuhul organismile kahjulikud, vabaneb populatsioon enamikust neist
puhastusselektsiooni kdigus. Vaid iilimalt vdike hulk mutatsioone v3ib suurendada organismi

kohasust ehk kohastumuslikku véirtust ja olla liikide evolutsiooni mootoriks.

Uurides tOuaretust ndeme, et karjas on lisaks domineerivatele isastele ka mittedomineerivad
isased tegelikult osa tduaretuspopulatsioonist. Domineeriv isane vOib anda pooled jarglased
suvalisel aastal, iilejddnud tulevad mittedomineerivate isaste abiga. Samuti ei pruugi iihel aastal
domineeriv isane olla jirgmisel sigimishooajal domineeriv, kui mittedomineerivad isased on ikka

veel 1dheduses.

Voib arvata, et kui domineeriv isane teeb kogu sigimistdo éra, Siis see protsess viib tervemate
jarglasteni. Kuid see viib ka vdhemate ,,AB“-deni looduslikus populatsioonis ja seega oleks
looduslikul populatsioonil suurem risk hiaébuda. Seega, domineerivuse ja territoriaalsuse teooriad
oma ddrmustes on oluliselt puudulikud pidades silmas geneetilise mitmekesisuse sdilitamist

populatsioonis.
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Reaalelu populatsioonides on kogu karja kaitsmine isaste poolt ilmselt nii keeruline ja sigimisind
mittedomineerivate isaste poolelt on nii suur, et karja kaitsed on oluliselt rikutud, mis suurendab
geneetilist mitmekesisust. Selle tulemusena voib mittedomineerivate isaste geneetiline panus

suurendada kogu populatsiooni stabiilsust.

Sedamoodi tundub loodus loovat kahe vastandliku jou pinget, vihemalt metsikute loomade
aretuspopulatsioonides. Uks joud on nihtav emaste valikus, kes valivad tugevad, suured,
stimmeetrilise chitusega isased, joud, mis kindlasti toodab suurust, kiirust ja tldist tervist, mis
vOimaldab karjal minimiseerida kaotusi kiskjatele. Nurjav joud, mittedomineerivate isaste
sigimise toetus, toodab mitmekesisust, populatsioonisuuruse stabiilsust ja vastupidavust

ettendgematule véljakutsele, nditeks haigusele.
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Kokkuvote

Pracguseks on avastatud vdga palju kaosele viivaid siisteeme. Siin t66s on kasutatud
diferentsiaalvorranditel pohinevaid siisteeme, sest diferentsiaalvorrandid Kirjeldavad ajas
pidevaid diinaamilisi silisteeme. Tahelepanu on pooratud siisteemidele, milles késitletavad
diferentsiaalvorrandid on mittelineaarsed, kuna need vodivad viia kaootiliste lahenditeni.
Mittelineaarsed ndhtused on kirjeldatavad selliste muutujate hulga abil, kus {ihe muutuja
muutmine ei pdhjusta mdne teise muutuja proportsionaalset muutumist. Siin t60s kisitletud
mudelid on koik antud algtingimustega ning mdnel mudelil ndidatud, kuidas muutub tulemus
mone parameetri vdikesel muutmisel. Iga kaosemudelite peatiiki alapeatiiki juures on toodud
mudel ning moned tdhtsamad tulemused koos analiilisiga. Kdik siisteemid ei pruugi parameetrite
teatud véartuste korral viia kaoseni, kuid muutes parameetreid ja analiilisides saadud tulemusi, on

néha, et pisemgi muutus voib viia kaoseni.

Teises peatiikis on mudeliga kirjeldatud kaks baasprobleemi geneetikas, genotiiiibi
moodustumine ning looduslik valik ja mutatsioon. Need mudelid ei ole nii tipsed, kuid nende
abil on lihtsustatult voimalik moista, kuidas kéivad asjad reaalelus. Geneetikamudelite juures on
analiilisivat ja selgitavat teksti, et neist mudelitest oleks lihtsam aru saada. Peaaegu koige kohta
elus on voimalik teha lihtsustatud mudel, et uurida elu seaduspédrasusi ja meid timbritsevat
paremini moista. Geneetikamudelite juures on ka toodud niiteid reaalelust ja nende abil
selgitatud protsesse reaalelus. K&ik mudelid on lahendatud ka mitme erineva kontrollparameetri

vadrtuste korral voi erinevatel algtingimustel. Lahendused on illustreeritud graafikutega.

Mis on nende mudelite eesmirk? Lihtsustatult selgitada toimuvat meid limbritsevas maailmas.
Kaosemudelid on niideteks erinevatest iilesannetest tuletatud  mittelineaarsetest
diferentsiaalvorranditest kaose tekkimiseks, geneetikamudelid on nditeks genotiilibi segunemise

ja muteerumise Kkirjeldamisest mudelite abil.
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Models of dynamical systems and genetics

Bachelor's thesis

Karin Lillo

Summary

Dynamic systems are systems, which develop or change in time. With every model in this thesis
there is given a story about the origin of given system or equation and necessary information. In
addition to models there are also different charts to simplify the understanding of the models.
Systems in this thesis are based on differential equations, because differential equations describe
dynamic systems, which are continuous in time. Attention is paid to systems, in which the
differential equations are nonlinear, because these could lead to chaotic solutions. All the models
are given with initial conditions and some models also have charts, which show the change of the
solution if a parameter has been changed a little. It is clear, that all systems may not lead to chaos
with every value, but if the parameters are changed and solutions are analysed, it is seen that

even a slightest change may lead to a chaos.

With models it is easy to experiment with the real world. Without such models we were often left
to manipulate real systems in order to understand the relationships of cause and effect. Models
help to realize the consequences of the actions of mankind without harming the nature or the real
world. In this thesis, two basic genetic problems were discussed, the mating of two alleles and
natural selection and mutation. These models are quite simple, yet they provide enough infor-
mation to understand the base of these problems in the real world. It is also possible to make
these models more precise, which will lead to more accurate results and more precise predictions
to real life cause and effect situations. In conclusion, models just make a lot of things easier to

understand.
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Lisa 1. Programmi STELLA liihikirjeldus

Stella — Arvutiprogramm, mida kasutatakse mudelite koostamiseks ja analiiiisiks. Stella abil saab
koostada mudeleid, mis pakuvad uurimiseks palju vdimalusi, peamiselt kiisides ,,Mis siis kui ...
?* ning ndidates, mis seejérel juhtub. Stellat saab kasutada nii matemaatika-, keemia-, geneetika-,
okoloogia-, 6konoomia- ning fiitisikamudelite kui ka paljude teiste teadusvaldkondade mudelite
jaoks. Programmis mudelite koostamisel saab kasutada pdhimuutujaid (STOCK), juhtimisi
(FLOW), juhtimismuutujaid (CONVERTER), viitmuutujaid (ACTION CONNECTOR) ning
vaime (GHOST). PGhimuutujateks saavad olla nditeks populatsioon, hind ja temperatuur ehk
kdik muutujad, millel on mingi algvdirtus olemas. Juhtimised on elemendid, mis kirjeldavad
pohimuutujate muutumist. Kui mudel todtab ajas, siis nad muudavad pdohimuutujaid iga
ajasammu jarel. Stella mudeli koostamisel saab kasutada muutujate avaldistes koiki pohilisi
matemaatilisi funktsioone, lisaks tingimuslauset (IF), mudeli aega (TIME), mudeli ajasammu
(DT), muutuja vaartust eelmisel ajasammul (DELAY) jne. Stellas saab mudeli analiiiisimiseks ja
tulemuste illustreerimiseks kasutada graafikuid, tabeleid ning tundlikkuse analiiiisi, mis
vOimaldab ithe muutuja védrtuste muutumisel jdlgida siisteemi kditumist. Samuti on Stellas
voimalik kasutada kolme erinevat arvutusmeetodit. Iga mudeli puhul on vdimalik valida
arvutusmeetodiks kas Euleri, Runge-Kutta 2. jirku voi Runge-Kutta 4. jairku meetod. Enne

mudeli kdivitamist tuleb paika panna ka mudeli aja muutumise vahemik ning ajasammu suurus.

Vajadusel saab mudelisse lisada ka mdne muutuja arvulise vadrtuse nditamise akna. Tundlikkuse
analiiis voimaldab muuta ithe parameetri algvéartuseid ning koik saadud tulemused iihele

graafikule voi tabelisse paigutada.

Informatsiooni programmi kohta, niitemudeleid ja abiinfot mudelite koostamise ning

analiiisimise jaoks saab Stella veebilehelt [7].
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Lisa 2. Lorenzi mudeli programmikood STELLASs

X(t) = X(t-dt) + (X_DOT)*dt
X(0)=1

X_DOT = P*(Y - X)

Y(t) = Y(t-dt)+(Y_DOT)*dt
Y(©0)=1

Y_DOT = (R-Z)*X - Y

Z(t) = Z(t-dt)+(Z_DOT)*dt
Z(0)=1

Z_DOT = X*Y - B*Z

B =8/3,P=10,R=40

Lisa 3. Rossleri mudeli programmikood STELLASs

X(t) = X(t-dt) + (XDOT)*dt
X(0) =1

XDOT =-Y -Z

Y() = Y(t-dt) + (YDOT)*dt
Y(0)=1

YDOT = X + A*Y

Z(t) = Z(t-dt) + (ZDOT)*dt
7(0)=1

ZDOT = B + X*Z - C*Z
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Lisa 4. Hénoni-Heiles’i mudeli programmikood STELLAs

P1(t) = P1(t-dt) + (P1DOT)*dt
P1(0) = 0.354

P1DOT = -Q1 — 2*Q1*Q2

P2(t) = P2(t-dt) + (P2DOT)*dt
P2(0) = 0.354

P2DOT =-Q2 — (Q1)"2 + (Q2)"2
Q1(t) = Q1(t-dt) + (Q1DOT)*dt
Q1(0)=0

Q1DOT =P1

Q2(t) = Q2(t-dt) + (Q2DOT)*dt
Q2(0)=0

Q2DOT = P2
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Lisa 5. Duffingi mudeli programmikood STELLASs

V(1) = V(t-dt) + (VDOT)*dt

V(0) =0

VDOT =-V/3+Y - Y3 + F*COS(TIME)
Y(t) = Y(t-dt) + (YDOT)*dt

Y(0)=0

YDOT =V

F=0.1

Y_MINUS_1 = DELAY(Y,1)

Lisa 6. Kahe alleeli paarimoodustumise mudeli programmikood STELLAs

A(t) = A(t-dt) + (-A_Valitud)*dt
A(0) =100 {A alleelide algvédrtus.}

A_Valitud = IF (JUHUSLIK<A_SAGEDUS) OR (JUHUSLIK=A_SAGEDUS)) AND ((A>0)
AND ((B>0) OR (B=0)))) THEN 1 ELSE 0 {Suvalise A valimise protsess pohinedes tema

algsagedusel. Teised tingimused ennetavad negatiivse A tekkimist.}
AA_Genotyyp(t) = AA_Genotyyp(t—dt) + (AA_Paar — JUHTIMINE_1)*dt

AA_Genotyyp(0) = 0 {See loendur saab 2 alleeli iga genotiiiibi jaoks ja seega peab 1 lahutama
iga kord kui 2 alleeli lisatakse. Seda teeb JUHTIMINE_1.}

AA Paar = IF A_Hoid =2 THEN 2 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm toimub, kui
valitakse teine A. See tiihjendab kogumi A_Hoid ja saadab 2 kogumi AA_Genotyyp

loendurisse.}
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JUHTIMINE_1 = IF (AA_Paar>0) THEN 1 ELSE 0
AB_Genotyyp(t) = AB_Genotyyp(t-dt) + (BA_Paar + AB_Paar — JUHTIMINE_2)*dt

AB_Genotyyp(0) =0 {See loendur saab 2 alleeli iga genotiiiibi jaoks ja seega peab 1 lahutama
iga kord kui 2 alleeli lisatakse. Seda teeb JUHTIMINE_2.}

BA Paar = IF A_Hoid =1 AND B_Hoid =1 THEN 2 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm
toimub, kui kogumis B Hoid on iiksik B ja valitakse A. See tiihjendab kogumid A Hoid ja
B_Hoid ning saadab 2 kogumi AB_Genotyyp loendurisse.}

AB_Paar = IF A_Hoid =1 AND B_Hoid =1 THEN 1 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm
toimub, kui kogumis A_Hoid on iiksik A ja valitakse B. See tiihjendab kogumid A Hoid ja
B_Hoid ning saadab 2 kogumi AB_Genotyyp loendurisse.}

JUHTIMINE_2 = IF (AB_Paar>0) THEN 1 ELSE 0
A _Hoid(t) = A_Hoid(t—dt) + (A_Valitud — AA_Paar — AB_Paar)*dt

A_Hoid(0) = 0 {Vahepealne muutuja = A valiku arvuga. Uks generatsioon = A + B ajasammu.

Kui jargmine valik on A, moodustatakse AA genotiilip, kui B, moodustatakse AB genotiitip. }

A_Valitud = IF (JUHUSLIK<A_SAGEDUS) OR (JUHUSLIK=A_SAGEDUS)) AND ((A>0)
AND ((B>0) OR (B=0))) THEN 1 ELSE 0 {Suvalise A valimise protsess pShinedes tema

algsagedusel. Teised tingimused ennetavad negatiivse A tekkimist.}

AA Paar = IF A_Hoid = 2 THEN 2 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm toimub, kui
valitakse teine A. See tiihjendab kogumi A Hoid ja saadab 2 kogumi AA Genotyyp

loendurisse.}

AB_Paar = IF A_Hoid =1 AND B_Hoid =1 THEN 1 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm
toimub, kui kogumis A_Hoid on {iksik A ja valitakse B. See tiihjendab kogumid A Hoid ja -
B_Hoid ning saadab 2 kogumi AB_Genotyyp loendurisse.}

B(t) = B(t-dt) + (- B_Valitud)*dt

B(0) =200 {B alleelide algvaartus.}
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B_Valitud = IF (JUHUSLIK>A_SAGEDUS) AND ((B>0) AND ((A>0) OR (A=0))) THEN 1

ELSE 0 {Suvalise B valimise protsess pohinedes tema algsagedusel.}
BB_Genotyyp(t) = BB_Genotyyp(t—dt) + (BB_Paar — JUHTIMINE_3)*dt

BB_Genotyyp(0) = 0 {See loendur saab 2 alleeli iga genotiiiibi jaoks ja seega peab 1 lahutama
iga kord kui 2 alleeli lisatakse. Seda teeb JUHTIMINE_3.}

BB_Paar = IF B_Hoid =2 THEN 2 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm toimub, kui
valitakse teine B. See tiihjendab kogumi B_Hoid ja saadab 2 kogumi BB_Genotyyp

loendurisse.}

JUHTIMINE_3 = IF (BB_Paar>0) THEN 1 ELSE 0

B_Hoid(t) = B_Hoid(t—dt) + (B_Valitud — BB_Paar — BA_Paar)*dt
B_Hoid(0) =0

B_Valitud = IF (JUHUSLIK>A_SAGEDUS) AND ((B>0) AND ((A>0) OR (A=0))) THEN 1

ELSE 0 {Suvalise B valimise protsess pohinedes tema algsagedusel.}

BB_Paar = IF B_Hoid =2 THEN 2 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm toimub, kui
valitakse teine B. See tiihjendab kogumi B_Hoid ja saadab 2 kogumi BB_Genotyyp

loendurisse.}

BA _Paar = IF A_Hoid =1 AND B_Hoid =1 THEN 2 ELSE 0 {See paarimoodustamise samm
toimub, kui kogumis B_Hoid on iiksik B ja valitakse A. See tithjendab kogumid A Hoid ja
B_Hoid ning saadab 2 kogumi AB_Genotyyp loendurisse.}

AA_SAGEDUS = IF (AA_Genotyyp>0) THEN (AA_Genotyyp/KOGU_GENOTYYP) ELSE 0
AB_SAGEDUS = IF (AB_Genotyyp>0) THEN (AB_Genotyyp/KOGU_GENOTYYP) ELSE 0

A_SAGEDUS = A/(A+B) {Jélgib suvaliselt muutuva A alleeli sagedust. See nditab meile A

alleeli valimise tdendosust A, B alleelide kogumikest suvalise alleeli votmisel. }

BB_SAGEDUS = IF (BB_Genotyyp>0) THEN (BB_Genotyyp/KOGU_GENOTYYP) ELSE 0
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JUHUSLIK = RANDOM(0,1) {Juhusliku arvu generaator, mis annab arvu 0 ja 1.0 vahel. See arv

voimaldab meil A, B alleelide kogumikust suvaliselt valida.}

KOGU_GENOTYYP = AA_Genotyyp + AB_Genotyyp + BB_Genotyyp

Lisa 7. Loodusliku valiku ja mutatsiooni mudeli programmikood STELLAS

AA_GENOTYYP(t) = AA_GENOTYYP(t—dt) + (AA_M22R — AA_REMATE)*dt
AA_GENOTYYP(0) = 0 {AA genotiilipide algviartus.}

AA_M22R =KOGU_ ALLEELID/2*A _SAGEDUS”2 {Kasutame genotiilipide sageduste

saavutamiseks Hardy—Weinbergi tulemust.}

AA_REMATE = AA_ GENOTYYP {See juhtimine esindab genotiiiibi alleelideks muutumist,

esindades generatsioonimuutust. }
AB_GENOTYYP(t) = AB_GENOTYYP(t—dt) + (AB_M22R — AB_REMATE)*dt
AB_GENOTYYP(0) =0 {AB genotiilipide algvaértus.}

AB_M22R = 2*KOGU_ALLEELID/2*A_SAGEDUS*(1-A_SAGEDUS) {Kasutame genotiiii-
pide sageduste saavutamiseks Hardy—Weinbergi tulemust.}

AB_REMATE = AB_GENOTYYP {See juhtimine esindab genotiiiibi alleelideks muutumist,

esindades generatsioonimuutust.}
A_ALLEELID(t) = A_ALLEELID(t-dt) + (UUS_A + MUTATSIOON — A_KAOTUS)*dt
A_ALLEELID(0) =100 {A alleelide algvéértus.}

UUS_A =2*AA_GENOTYYP*AA_VILIAKUS*AA_ELLUJ22MISM22R +
AB_GENOTYYP*AB_VILJIAKUS*AB_ELLUJ22MISM22R {See on moodus, kuidas

genotlilibid alleelideks laiali lagunevad, kui generatsiooni vorra aega on moddunud. }
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MUTATSIOON = 0.3*B_ALLEELID*RANDOM(0,1)*0 +
0.03*A_ALLEELID*RANDOM(0,1)

A KAOTUS = A ALLEELID {See juhtimine esindab alleelide genotiitibiks muutumist.}
BB_GENOTYYP(t) = BB_GENOTYYP(t-dt) + (BB_M22R — BB_REMATE)*dt
BB_GENOTYYP(0) =0 {BB genotiilipide algvaartus.}

BB_M22R = KOGU_ALLEELID/2*(1-A_SAGEDUS)"2 {Kasutame genotiiiipide sageduste

saavutamiseks Hardy—Weinbergi tulemust.}

BB_REMATE = BB _GENOTYYP {See juhtimine esindab genotiiiibi alleelideks muutumist,

esindades generatsioonimuutust. }
B_ALLEELID(t) = B_ALLEELID(t-dt) + (UUS_B — B_KAOTUS — MUTATSIOON)*dt
B_ALLEELID(0) =200 {B alleelide algvéirtus.}

UUS_B =2*BB_GENOTYYP*BB_VILIAKUS*BB_ELLUJ22MISM22R +
AB_GENOTYYP*AB_VILIAKUS*AB_ELLUJ22MISM22R {See on moodus, kuidas

genotlilibid alleelideks laiali lagunevad, kui generatsiooni vorra aega on moddunud. }
B_KAOTUS =B _ALLEELID {See juhtimine esindab alleelide genotiilibiks muutumist.}

MUTATSIOON = 0.3*B_ALLEELID*RANDOM(0,1)*0 +
0.03*A_ALLEELID*RANDOM(0,1)

AA _ELLUJ22MISM22R = 0.9 {Fraktsioon iihel ajasammul. }

AA_SAGEDUS = IF (TIME>0) THEN (AA_GENOTYYP/KOGU_GENOTYYP) ELSE 0
AA_VILJAKUS = 2 {Fraktsioon iihel ajasammul. }

AB_ELLUJ22MISM22R =1 {Fraktsioon iihel ajasammul.}

AB_SAGEDUS = IF (TIME>0) THEN (AB_GENOTYYP/KOGU_GENOTYYP) ELSE 0

AB_VILJAKUS = 2 {Fraktsioon iihel ajasammul. }
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BB_ELLUJ22MISM22R = 0.9 {Fraktsioon iihel ajasammul.}

BB_SAGEDUS = IF (TIME>0) THEN (BB_GENOTYYP/KOGU_GENOTYYP) ELSE 0
BB_VILJAKUS = 2 {Fraktsioon iihel ajasammul.}

KOGU_ALLEELID = A_ALLEELID + B_ALLEELID

KOGU_GENOTYYP = AA_GENOTYYP + AB_GENOTYYP + BB_GENOTYYP
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