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EESSONA

Kéesolev dppevahend sisaldab kogu materjali, mis on
ette ndhtud riiklike {Ulikoolide arvuteooria programmis.
Samal ajal on aga enamikke kisimusi kasitletud pGhjaliku-
mait kui seda vdimaldaks dppeplaanides arvuteooriale eral-
datud loengutundide arv. Paragrahvid ja punktid, mis sisal-
davad ainult programmivalist materjali, on mérgitud térni-
ga. Tarniga on margitud ka mdéned raskemad harjutusiilesan-
ded.

Vorreldes esimese trikiga on uues, Umbertddtatud tri-
kis tehtud rida taiendusi (nditeks lisatud IIl ja IX pt.),
mis on peamiselt tingitud uue ametliku programmi kehtesta-
misest 1969. aastal, Umbertdotamisel on parandatud esimeses
triukis avastatud trikivead ja ebatédpsused ning mirksa suu-
rendatud harjutusilesannete arvu. Materjali esitamise jéar-
jekorda on kohati muudetud, endine kongruentse késitlev
peatikk on jaotatud kolmeks omaette peatlkiks.

Taiendused ja parandused on tehtud L._Kivistiku poolt.



SISSEJUHATUS

Arvuteooria tekkis aritmeetika edasiarenemise tulemu-
sena ja tema aineka oli esialgu naturaalarvude spetsiifi-
liste omaduste uurimine. K&esoleval ajal haarab arvuteooria
marksa laiema probleemide hulga. Arvuteoorias ké&sitletakse
mitte ainult naturaalarve, vaid paljudel juhtudel taisarvu-
de ringi, ratsionaalSrvude ja isegi reaalarvude ning komp-
leksarvude korpust.

Probleemid ja tlesanded, mis tekivad arvuteoorias,
vOib jaotada jargmisse nelja pohirihma.

1. Maaramatute ehk diofantlliste vOrrandite lahendami-
ne. Diofantilisteks (kreeka matemaatiku Diophantose nime
jargi , kes elas 11l saj.) nimetatakse taisarvuliste kor-
dajatega algebralisi vorrandeid ja nende siisteeme, kus tund-
matute arv on suurem vdrrandite arvust. Selliste vérrandite
lahendamise all mdistetakse tavaliselt kdigi taisarvuliste
lahendite leidmist.

Lineaarsete ja teist jarku diofantiliste vdrrandite
teooria on pdhjalikult valja tootatud. Kdrgemat jarku dio-
fantiliste vOrrandite lahendamiseks puudub aga tGldine teoo-
ria. On teada vaid erivdtteid Uksikute vorrandite lahenda-

miseks. Rida probleeme ootab veel lahendamist. Nii néiteks



pole teada, kas vé¥rand xA + )ﬁ + zA = tA on lahenduv. Sa-
muti on tanapdevani l6puni lahendamata kuulus Fermat® prob-
leem vBrrandi x1 + = z11 (n”3) lahenduvuse kohta jne.

2. Diofantiline l&hendamine. Siia kuuluvad reaalarvude
ratsionaalarvudega lahendamise kisimused (nditeks arvu Jt
ratsionaalsete lahismurdude leidmine), samuti vdrratuste la-
hendamine tdisarvudes (naiteks vorratus Jotx - y|” “% Kkus
dr on antud irratsionaalarv). Efektiivseks meetodiks nende
probleemide lahendamisel osutub ahelmurdude algoritm.

Diofantilise ldhendamise alla kuulub ka transtsendent-
sete arvude teooria, mille tekkimine 19. sajandil on seotud
transtsendentsete arvude olemasolu tdestamisega ja arvude e
ja TZ transtsendentsuse naitamisega. Selle teooria edasises
arengus on eriti suur ndukogude matemaatikute osa (A.0.Gel-
fond jt.).

3. Algarvude .jaotus. Juba Eukleidesel leiame tdestuse
selle kohta, et algarvude hulk on I8pmatu. 19. saj. tekkis
probleem algarvude jaotumisest aritmeetilistes jadades.
Vastuse sellele kiusimusele andis L.Dirichletl poolt tdesta-
tud tahtis teoreem: iga aritmeetiline jada (an + b], kus a
ja b on Uhistegurita arvud, sisaldab ldpmata palju algarve.

Rida algarvude jaotusega seotud kisimusi on tdnapéeva-
ni veel lahendamata, naiteks pole teada, kas algarve kujuga
2*- 1 on lopmata palju (nn. Mersenne*i arvud). Puudub ka
vastus analoogilisele kiusimusele arvude kohta kujuga n?+ 1

jne.



4. Adltilvsed probleemid. Need probleemid on seotud
naturaalarvude (tavaliselt suurte arvude) lahutamisega
kindlat tuupi liidetavate summaks (néiteks naturaalarvude
ruutude summaks, algarvude summaks jne.). Sealjuures pui-
takse kindlaks teha, milline on v&him vaadeldavat tlipi
liidetavate arv jne.

Kasutatavate meetodite poolest jaotatakse arvuteooria
enamasti jargmisteks pohiharudeks (vt. nait. (2]).

1. Elementaarne arvuteooria. Siia kuuluvad loetletud
pdhikisimustest ja probleemidest need, mis on lahendatavad
peamiselt elementaarmatemaatika vahenditega, sealhulgas
kongruentside teooria, mille loojaks oli saksa matemaatik
C.P.Gauss (1777-1855), ahelmurdude teooria, mida arendasid
L.Buler (1707-1783) ja prantsuse matemaatik J.lLagrange
(1736-1813), ja paljud teised kiusimused. Tuleb mérkida, et
arvuteooria meetodite elementaarsus ei tahenda veel nende
lihtsust.

Arvuteooria elementaarsete meetodite loomisel on suu-
ri teeneid valjapaistval vene matemaatikul P_L.Tleb6ftovil
(1821-1894), prantsuse matemaatikutel J.Liouville"il (1809-
-1882) ja C.Hermite*il (1822-1901), ndukogude matemaatikul
L.G.Znirelmanil (1905-1938) jt.

2. Analudtiline arvuteooria. Analiltiline arvuteooria
kasutab matemaatilise analiisi, reaal- ja kompleksmuutuja
funktsioonide teooria, ridade teooria, tdendosusteooria jt.
matemaatika harude vahendeid. Arvuteooria selle haru loo-

jaks on L.Euler. Suurt mdju anallitilise arvuteooria aren-



gule avaldasid. C.P.Sattes! tood.

Reaalarvude piirkonnas arendasid anallitilisi meetodeid
saksa matemaatik L.Dirlchlet (1805-1859) ja P.L.T&ebd&ov.
kompleksmuutuja funktsioonide teooriaga seotud analiltilist
arvuteooriat arendas saksa matemaatik Tt-ftiemArm (1826-1666).
Anallitilise arvuteooria edasiarendajatena tuleb veel marki-
da saksa matemaatikut H.ffeyl I (1885-1955), Taematemaati-
kut G.F.Voronoid (1868-1908), india matemaatikut S.Ramanud-
iani (1887-1920), inglise matemaatikuid G.Hardy*t (1877-
-1947) ja J.Littlewoodi (sind. 1885), saksa matemaatikut
C.L.Siegellt. Voimsad anallitilised meetodid on valja to6-
tanud ndukogude matemaatikud 1.M.Vinogradov (sind. 1891),
A.0.Gelfond (1906-1968) ja J.V.Linnik (1915-1972).

3. Algebraline arvuteooria. See teooria, mis ldhtub al-
gebralise arvu mdistest, on loodud inglase J.Wallis*e (1616-
-1703), J.L.Lagrange*i ja L.Euleri poolt. Eriti tdhtsad on
siin saksa matemaatikute C.F.Gaussi. K.Kimmftri (1810-1893),
R.Dedekindi (1831-1916), L.Kroneckeri (1823-1891) ja valja-
paistvate vene matemaatikute J.l._.Zolotarjovi (1847-1878) ja
G.F.Voronoi t6dd. Kaasaegsetest valismaa matemaatikutest
tuleb mdrkida H.Hasset ja C.L.Siegellt. ndukogude matemaa-
tikutest N.G.TZebotar.jovi (1894-1947), B.Y.Venkovi (sind.
1900), 1.R.Zafarevitsit (siind. 1923).

4. Geomeetriline arvuteooria. Arvuteooria selles harus
kasutatakse nn. ruumilisi vOresid ehk taisarvuliste koordi-
naatidega punktide hulki. See teooria leiab rakendamist

geomeetrias ja kristallograafias, arvuteoorias on ta seotud



taisarvuliste kordajatega ruutvormide teooriaga. Selle ar-
vuteooria haru rajajateks on G.Minkovski (1864-1909),
G.F.Voronoi ja F.Klein (1849-1925).

Kéesolevas Oppevahendis leiab vastavalt programmile
késitlemist peamiselt elementaarne arvuteooria. Mdningal

maaral kasutatakse ka analiitilise arvuteooria meetodeid.



I. Til SARVUDE JAGUVUS

Kéesolevas peatikis tdhendagu simbolid a, b, c,
..y X, [, ... taisarve. Nagu me varsti naeme, vdime enamas-

ti piirduda mittenegatiivsete tdisarvudega, s.o. arvu null
ja naturaalarvudega. Esitamata naturaalarvude aksiomaati-
list definitsiooni, margime, et naturaalarvud rahuldavad
kaht jargmist pohilist aksioomi.*

Induktslooniaksioom. Kui mingi naturaalarvude hulk si-
saldab arvu 1 ja koos iga naturaalarvuga ka temale jargne-
vat naturaalarvu, siis ta sisaldab kdiki naturaalarve.

Archimedese aksioom. lga kahe naturaalarvu a ja b
jaoks eksisteerib kolmas naturaalarv c, nii et bc>a.

Induktsiooniaksioomist jareldub hasti tuntud taieliku

induktsiooni printsiip.
/

81. JAGAJA MOISTE JA JAGUVUSE LIHTSAMAD OMADUSED

Olgu antud taisarvud a ja b. Kui leidub kolmas t&isarv

c, nii et a» bc, siis utleme, et a jagub b-ga, ja kirjuta-

* Naturaalarvu mdiste range pdhjendamine kuulub teoree-
tilise aritmeetika valdkonda. Naturaalarvude valla ja teis-
te arvuvaldade aksiomaatiline ulesehitus on esitatud ndi-
teks raamatus J. H 1 on. Elementaarmatemaatika k&rgemalt
vaatekohalt, 1. Algebra. TRU rotaprint, Tartu, 1962.
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me a b, ehk b on a jagaja ja margime b Ja Siinjuures ni-
metame arvu b ka arvu a teguriks ja arvu a arvu b kordseks.
Asjaolu, et d ei ole a jagaja, margitakse tavaliselt nii:
dfa. Taisarvude jaguvusel on jargmised definitsioonist
lihtsalt jarelduvad omadused, mille kontrollimise j&tame
enamasti lugejale.*

Teoreem 1.1.

1= aca ja a:tl iga a korral.

2= 0 :a iga akorral.

3= Kui boaja\ a:b, siis a=*t b.

4= Kui a*b ja bjg siis aic

5 Kui a*qg siis ab : c iga b korral.

6= Kui a;b, siis *=a: ([*b).

Margime eriti, et omaduse 2= kohaselt 0«0 ja et omadus
6= v@imaldab jaguvusteoorias piirduda mittenegatiivsete tais-
arvudega.

Teoreem 1.2. Kui kehtib vdrdus

c+d+ ... +f=p+q+ ... +s
ja koigi liikmete kohta peale uhe on teada, et nad on arvu b
kordsed, siis ka see Ulejdanud iks on b kordne.

Teoreem 1.3. Kui a on b kordne ja |al<|b], siis a= 0.

Toepoolest, kui a=> bc, siis |a] = |b] »c] < [o] , millest
|cl«l. Et con tdisarv, siis c= 0.

Teoreem 1.4 (teoreem ja&dgiga -jagamisest). Mistahes

Selleks et hdlbustada viiteid eespool esitatud tule-
mustele, on siin ja edaspidi ka Usna lihtsaid omadusi nimeta-
tud teoreemideks. Viimased on koik nummerdatud.
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tdisarvude a ja b ~ 0 korral leidub parajasti (ks téisarvu-
de paar q, r, nii et
D 07r<|b] ja 2) a=qgb +r.

Siin nimetatakse a jagatavaks, b - jagajaks, g - mitte-
taielikuks jagatiseks, r - jaagiks.

Toestus. 1) Eeldame algul, et a>b>0. Vaatleme arvu b
kordseid, s.o. arve 1b, 2b, 3b,... Archimedese aksioomi ko-
haselt leidub naturaalarv k, nii et kb>a. Jarelikult leidub
selline naturaalarv ¢, et

gb”a ja (g+t1l)b>a.
Tahistame a- gb = r; siis r*0. Siit a= gb + r. Arvu q va-
liku tottu
gb + b a(g+l)b>a = gb + r.

Seega b>r. Selle juhu jaoks on teoreem tdestatud.

2) Kui a= b>0, siis g=>1, r =0.

3) Kui b>a>0, siis g=0, r = a

4) Kui a<0, b>0, siis on -a”0 ja eelenva tottu
-_asaagqth + ri# 0/7ril<.b; siit

a= (-g™Mb - rl.
Kui rl1 v8rdub nulliga, siis teoreem on tbestatud. Kui aga
r* >0, siis tahistame
b-rl=r ja -ql1- 1»q.
Niid O<r<b ja ass(qg+tl)b - b + r =>qgb + r.

5) Kui b<0, siis on -b”0 ja seega asa(-b)q + r,
0rr<|b], ehk a= (-q)b + r.

Tdestame I18puks, et g ja r on uheselt mddratud. Oletame,
et

a=bg+r=bgql+rl,

n



kus O~r<]bl ja 0~r~<|bl. Siis

b(g -qgl)=rl-r,
kusjuures |rl - r|<Ib]. Et vd8rduse vasak pool jagub b-ga,
siis teoreemide 1.2 ja 1.3 pdhjal |r* - r\ = O ehk ™ =r.

Seega ka = Q.

Harjutusilesandeid.

1.1. Arv a= 42 157 andis jagamisel teatud positiivse
arvuga b mittetaielikuks jagatiseks q = 231. Leida jagaja b
ja jaék r.

1.2. Taisarvu a jagamisel 13-ga saadakse mittetdielik
jagatis 17. Leida jagatava a suurim voimalik vaartus.

1.3. Toestada, et kui viiekohaline arv jagub 41-ga,
siis jaguvad 41-ga ka koik arvud, mis saadakse antud arvust
numbrite tsiklilise umberpaigutuse teel.

1.4. Toestada, et iga naturaalarvu n korral jagub kor-
rutis n(n+l)(2n+l1) arvuga 6.

- 1.5. Toestada, et n(n™+5) jagub arvuga 6.

1.6. Toestada, et n”- n jagub arvuga 30.

§2. SUURIM UHISTEGUR. EUKLEIDESE ALGORITM

Vaatleme vaid positiivseid arve ja nende positiivseid

tegureid.
Arvude a®, ag, -.., an Uhisteguriks nimetatakse iga ar-
vu b, millega jaguvad kOik need arvud. Arvudel a®, a2, ..., ar

voib olla mitu Ghistegurit, kuid Ukski tegur ei saa olla suu-
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rem kui min{a.j, eee* an}e Koige vaiksem lhistegur on
arv 1. Uhistegurite hulga suurimat elementi nimetatakse

suurimaks Uhisteguriks Ja tahistatakse

d = (@, &2» eee»
Arve, mille suurimaks Uhisteguriks on arv 1, nimetatakse
Uhistegurita arvudeks. Margime, et Uhistegurita arvude hulga
osahulgad vdivad olla Uhisteguriga. Nii on nditeks arvud 6,

10, 15 wdhistegurita, kuid paarikaupa Uhisteguriga.

Teoreem 1.5. Kui a on b kordne, siis a ja b xihisteguri-

te hulk Ghtib b tegurite hulgaga, kusjuures
(a,b) = b.

Téestus. Olgu a = bk. Siis a ja b iga Uhistegur on ka b
teguriks. Vastupidi, teoreemi 1.1 p6hjal on arvu b iga tegur
korrutise bk = a teguriks. Seega a ja b Uhistegurite hulk Uh-
tib b tegurite hulgaga. Siis lhtivad ka nende hulkade suuri-

mad elemendid.

Teoreem 1.6. Kui a = bg + r, siis a ja b Uhistegurite
hulk Ghtib b ja r Ghistegurite hulgaga ja
(a,b) = (b,r).
TOestus. Teoreemi 1.2 kohaselt peab a ja b iga Uhistegur
olema arvu r teguriks, s.t. b ja r Uhisteguriks. Vastupidi,
b ja r iga uhistegur peab olema a teguriks, s.t. a ja b uhis-
teguriks. Uhtivad ka ihistegurite hulkade suurimad elemendid:
(a,b) = (b,r).

Edasi vaatleme Eukleldese algoritmi, mis seisneb jargne-
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vas. Olgu a ja b taisarvud, kusjuures b>0. Teoreemi 1.4

kohaselt kirjutame valja vordused

a=>bhgl +ri O<r1l b)),
b=r"2+r2 O<r2cCrn,
@ T r2g3 + I3 (0<r3<r2),
rk-2 = rk-1gk+ rk rk”™ rk-1"»
rk-1 = rkgk+1 (rk+1 = 0)*

Voérduste ahelik (1) 18peb, kui mingi j&adk rk+l1 = 0. Nulliga
vorduva jaagi tekkimine on sealjuures moddapadsematu, sest
b>rl1> r2> r3> ... sso

ja seega ei saa jadas b, r r2t... olla rohkem kui b ele-
menti .

Margime, et kuna r~ ™ r™1, siis qgk+l1 ~ 2.

Vordustest (1) jareldub teoreemi 1.6 tottu, et

(a,b) = (,r.j) * (r*,r2) = ... * =

kusjuures a ja b dhistegurite hulk Uhtib rk tegurite hulgaga.
Saime jargmise tulemuse:

Teoreem 1.7. Arvude a ja b Uhistegurite hulk Uhtib Euk-
leidese algoritmi viimase nullist erineva jdagi rk tegurite
hulgaga ja

(a,b) = r~.

Jareldus. kJa ja k|b parajasti siis, kui k|(a,b),

ehk teisiti: arvude a ja b Uhistegurite hulk Uhtib nende ar-

vude suurima Uhisteguri tegurite hulgaga.

Teoreem 1.8. Kehtib valem: (am,bm) = (a,b)m.

Toestuseks tarvitseb kéik vordused (1) arvuga m labi

14



korrutada. Tulemus on samavéaarne Eukleidese algoritmi raken-
damisega arvudele am ja bm. Siis aga
(am,bm) = r*m = (a,b)m.
Teoreem 1.9. Kui con arvude a ja b mingi Uhistegur,
silis
/a b)) 3 (ath),
\c-d C
Toestus. Eelmise teoreemi pdhjal

(a»b) = (c.f, o-1) - c(f, I).
Jéreldus, j) = 1* s«t. arvude jagamisel
nende suurima Uhisteguriga saame uhistegurita arvud.

Teoreem 1.10. Kui (a,b) = 1, siis (ac,b) = (c,bh).
Toestus. Et b;(ac,b), siis bc:(ac,b). Kuna ka
ac:(ac,b), siis c= (ac,bc):(ac,b). Jarelduse pohjal teoree-

mist 1.7 saame

(b,c):(ac,b).
Vastupidi, b;(b,c) ja ac:(b,c); seega jarelduse pbhjal teo-
reemist 1.7 (b,ac):(b,c). Teoreemi 1.1 p6hjal on siis

(ac,b) a (c,b).
Teoreem 1.11. Kui (a,b) = 1 ja acjb, siis c;b.
Toéepoolest, eelmise teoreemi pbéhjal (ac,b) = (c,b). Et
aga acjb, siis teoreemi 1.5 kohaselt (ac,b) = b ja seega ka
(c,b) = b, s.t. con b kordne.
Teoreem 1.12. Kui (a”b) =1 (i=1,...,n), siis
@M 2*.*an,b) - 1.
TOestus. Teoreemi 1.10 pdhjal (a”ag-“a ,b) =

15



= (aZOO*B_I'ID) — eee = (8/\’b) = 1*
Teoreem 1.13. Kui (ai,bj) = 1, kus 1=1,2,...,m ja j=

al,2,...,n, siis
(ala2...am, b1b2_..bn) = 1.

Teoreem 1.13 on jéreldus teoreemidest 1.10 ja 1.12.
Rohkem kui kahe arvu
69, a2, ..., nh”" 2
suurima Uhisteguri leidmine taandub arvupaaride Uhistegurite
leidmisele:
Teoreem 1.14. Olgu
@ ,a2) >d~, @ ,a") =d2,..., ("n-2*"" 3 ~n-1*
Siis
dn_i = (a™,a2,...*an).
Toestus. Jarelduse pdhjal teoreemist 1.7 uhtib arvude
al ja a2 uUhistegurite hulk arvu d* tegurite hulgaga; arvude
a™, a2, a® Uhistegurite hulk Uhtib seega d* ja a" Uhisteguri-
te hulgaga, s.o. d2 tegurite hulgaga. Edasi, a.j, a2, a®, a®
Ghistegurite hulk Ghtib d2 ja a® tegurite hulgaga, s.o. d*
tegurite hulgaga jne. Ldpuks saame, et arvude a®, a2, ..., an
tUhistegurite hulk dhtib dR_.j tegurite hulgaga. Nende hulkade
suurimad elemendid on sealjuures vordsed:
@n,a2,...,an) — d~_~.
Teoreemi 1.14 vOib esitada ka kujul

(an,a2,...,an_",an) = ((an,a2,...,aQ_"),an).

Harjutusilesandeid.

1.7. Leida arvude jargmised suurimad Uhistegurid:
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a) (6188, 4709);

b) (81 719, 52 003);

c) (8l 719, 52 003, 33 649);
d) (42 914, 66 397).

1.8. On antud a * 899 ja b a 493* Leida d * (a,b) ja
madrata X ja ynii,et d = ax+ bhy.

1.9. Toestada teoreemide 1.8 ja 1.9 uldistused:

a) (ma”, ma2, e«., ma™) = m(a®, a2, ..., ar);
( Hj ao a\ @&. a«, ..., a))
== | ja) * - L - 25-—————- ~
on arvude a” a2, ..., agmingi Uhine tegur.

§3. VAHIM UHISKORDNE

Olgu antud positiivsed taisarvud aj, a2, ..., a”™ lga
taisarvu, mis on kdikide nende arvude kordne, nimetatakse
arTode al*a2...... an uhistordaeks. uheks Shiekordaeks on
korrutis a™a2...an. Kuid ka iga korrutis ka”ag.”.a”, kus K
on téisarv, on nende arvude Uhiskordne. Seega on arvude
thiskordseid lIdpmata palju. Ohiskordseks on samuti arv O.
Jarelikult eksisteerib vahim positiivne Uhiskordne. Viimast
nimetatakse arvude a", a2, ..., anvahimaks Uhiskordseks ja

margitakse
m - [a”, a2, ..., an}.

On selge, et O< m ~ ala2...en.
Teoreem 1.15. Arvude iga uhiskordne jagub véhima Uhis-
kordsega.

Toestus. Olgu M arvude a®, a2, ..., agmingi uhiskord-
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ne. Siis teoreemi 1.4 kohaselt
H=mg +r, O”rcm.

Viimasest voOrdusest jareldub teoreemi 1*2 pohjal, et
ka r peab olema nende arvude Uhiskordne. Kuid r< m ja m on
arvude vahim thiskordne. Jarelikult =10 ja

U « mg.

Jareldus. Arvude a ja b Uhiskordsete hulk {M} Ghtib ar-
vu m kordsete hulgaga (mq).

Teoreem 1.16. Olgu antud n arvu a®, a2, ..., ja olgu
m " Gi» ar 82 ““(ml* ad™* eee» “A-1 = 17~-2 TanV
Siis

% ! 3 lal* a2 =*™» anl *

Toestus. Jarelduse pohjal teoreemist 1.15 Uhtib al ja
a2 uhiskordsete hulk arvu ml kordsete hulgaga. Samal pdhjusel
thtib al, a2 ja a” kordsete hulk ml ja a® dhiskordsete hulga-
ga, s.o. m2 kordsete hulgaga. Edasi Uhtib a” a2, a* ja a®
thiskordsete hulk m2 ja a® Uhiskordsete hulgaga, s.o. m?
kordsete hulgaga jne. Ldpuks Uhtib al, a2, ..., aQ Uhiskord-
sete hulk kordsete hulgaga. Siis on aga vOrdsed ka nen-

de hulkade vahimad elemendid, s.o.
[aex a2 = **e Zan) 3 mn-1*
Teoreemi 1.16 vOib esitada ka kujul
(al* a2, ..., an_j, an]a tlag, a2* ee=» an-1J* an] *
Teoreem 1.17. Kehtivad jargmised valemid:
Q) [al1, a2, ..., an3 (A", A2, ..., Agq) = aia2.-*an,

2 (@4, a2, ..., aQ) tA"N, A2, ..., AJ= a”a2...a",
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kus

ala2***an
1 = _ -

Toestus. Tdestame seose (1). Selleks tahistame A »
ala2***an" N s /AL* A2* eeen AN * @ AWF)» @27 **** gn3

ja x s14_ . Kuna
a

Al A2 An
Xx=air»arl r* sanl

ja f\! (i=1#2,... ,n) on taisarv, siis iga i korral xia"® ja
X on arvude a®, a2, ...» anlhiskordne ning jagub nende véa-

hima Ohiskordsega m, s.t.

f\ﬂx » Q.
Siis aga

Al m n m
3I‘:afb . 3 a8 g

Kuna viimaste vorduste vasakud pooled on Uhistegurita, pare-
matel on aga uhine tegur g, siis g = 1. Seega A, m, mida
oligi tarvis toestada.
' Naidata analoogiliselt seose (2) kehtivus!
o Jareldus. Kehtib valem:
@A) (a,b)(a,b] = ab.
Toestuseks tarvitseb votta valemites (1) voi (2) n m2.
Et Eukleidese algoritmi abil on leitav iga kahe arvu
suurim Ghistegur, siis on seosest (3) leitav ka iga kahe ar-
vu vahim dhiskordne.
Teoreem 1.18. Paarikaupa Uhisjagajata arvude vahim

tihiskordne vdrdub nende arvude korrutisega, s.t. kui

@, Y=1, *j»,2,...,n ja 1"},
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silis
Cai* a2» eee» 3 da& **ar
Toestus. Kui n =2, siis jareldub toestus seosest
(3). oldjuhv.,
mj - tai* a2l = a-a2 * * o ~
182 = (n™» as] |ala2a3 * "®2» a4t = I»

m* s [mg» at)e ala2a3a4 ~ aBA = Ay

“b-1 3 ala2**,an*
Jareldus. Kui cjagub arvudega a” a2, ...» an ja vii-
mased on paarikaupa .lUhisjagajata, siis cjagub korrutisega

ala2***an*

Toepoolest, con arvude a” .-, an Uhiskordne. Seega

jagub ta véahima Uhiskordsega &&2...an

Harjutusilesandeid.
1.10. Leida arvude jargmised véhimad Uhiskordsed:
a) ClI0 001, 8103);
b) (8407, 21 111);
c) (511, 803, 1095);
d (391, 437, 299).
1.11. Toestada seos:
(1,2,3,..., 2n)= [n+l, n+2, ..., 2n).
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84. ALGARVUD

1. Naturaalarvu vahim dhest erinev ,laga.la. Naturaalar-
vude hulgas on vaid arvul 1 Uksainus positiivne jagaja, kd&i-
gil teistel naturaalarvudel on véhemalt kaks jagajat: arv 1
ja see arv ise. Naturaalarve, millel on parajasti kaks eri-
nevat jagajat, nimetatakse algarvudeks. Naturaalarve, mis
peale iUhe ja iseendnga jagumise jaguvad veel vahemalt mingi
kolmanda naturaalarvuga, nimetatakse kordarvudeks.

Kordarv a on iseloomustatud sellega, et leidub arv b,
kus 1<b <a, niil et a-b. Algarve tdhistame tavaliselt sum-
bolitega p ja g, kasutades vajaduse korral veel indekseid.

I Teoreem 1.13. Uhest suurema naturaalarvu vahim Uhest

erinev jagaja on algarv.

Téestus. Olgu arvu a vahim lhest erinev jagaja b

(l<b a),
a = bc.

Oletame, et b ei ole algarv. Siis on ta kordarv ja jagub

mingi arvuga q,

o
1"

gs, l<qg<b.

Seega

a =q(cs), g< bh.
Et aga b on vahim uhest erinev jagaja, siis oletus, et ek-
sisteerib g, mis on nimetatud omadusega, ei pea paika.

| Teoreem 1.20. Kordarvu a vahim lUhest erinev jagaja ei

Uleta reaalarvu Va.
Toestuse Olgu p véhim jagaja. Siis a = pb. Et p on vé-
him jagaja, siis
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b " p.
Korrutame vérratust arvuga a = pb. Saame
ab A pzb,
millest
P£ VS.

Teoreemi abil saab kindlaks teha. kas antud arv a on
algarv vdi kordarv. Selleks tarvitseb proovida, kas arvul a
leidub jagajaid p ™ V&a. Kui leidub, siis a on kordarv, Kkui
ei, siis algarv. Samaaegselt saab jagajad leida. Naiteks
selleks, et teha kindlaks, kas 337 on algarv vdi kordarv,
leiame kdigepealt, et V 337 * 18,...., ja seejarel kontrol-
lime, kas 337 jagub algarvudega 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. Osu-
tub, et ei jagu. Jarelikult on 337 algarv.

2. Algarvude hulga l18pmatus. Algarvude tabelid.
Jj Teoreem 1.21. Algarvude hulk on 1dpmatu.
¢ Vaatleme Eukleidese poolt umbes 2500 a. tagasi antud
vastuvéitelist tdestust.
Oletame, et algarve on I6plik hulk ja kirjutame nad
kdik vaija kasvavas jarjekorras:
(€)) P *2, p2a3 P35 ..., Pg
Moodustame naturaalarvu
(@) a= P-jP2***Pn + 1»
Et pn on suurim algarv ja &> pn, siis a ei ole algarv. See-
ga peab a olema kordarv ja tal peab olema algarvulisi jaga-

jaid. Seetdttu
aPr+,

kus p*™ on mingi algarv jadast (1). Et vdrduse (2) vasak pool
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ja esimene liidetav paremal jagub p~“ga, siis peab jaguma
Pj*-ga ka teine liidetav, s.t. 1ep”. See on aga vOimatu,
sest pM y- 1. Vastuolu tuli oletusest, et algarve on Idplik
hulk. Teoreem on tdestatud.

Jareldus. Arv kujul (2), kus plt p2, ee=, Pn on n esi-
mest jarjestikust algarvu, on kas algarv v6i tema vahini
algarvuline jagaja on suurem kui pQ.

Praeguseni pole meetodit, mis lubaks iga antud arvu
kohta praktiliselt delda, kas ta on algarv vdi kordarv. Sel-
lise meetodi leidmine on arvuteooria Uks raskemaid probleeme
ja tema lahendamine oleks tdeliseks suursindmuseks. Vaikse-
mate arvude puhul saab kasutada proovimismeetodit, kusjuures
proovimist hdlbustavad algarvude tabelid.

Selleks, et kisimust lahendada arvu Bkohta, on vaja
tabelit, mis haarab algarvud kuni reaalarvuni V"N*

Kaesolevaks ajaks on algarvude tabelid viidud Usna
suurte arvudeni. Tuntuimad neist on ameeriklase D.N.Lehmeri
poolt koostatud ja 19H.a. ilmunud tabelid, mis sisaldavad
koiki algarve kuni algarvuni 10 006 721. M&rgime, et nimeta-
tud tabelid ilmusid 1967. aastal trikist venekeelse valjaan-
dena ( OH/EvED Tabrmupl npocTbix umcesn oT 1 go w0 o006 721).
1959.a koostasid C.L.Baker ja F.J.Gruenberger algarvude ta-

beli, mis sisaldab kdiki algarve kuni arvuni
p6000000 3 10~ 395 301.

See tabel ei ole trikis avaldatud, vaid on paljundatud mik-

rofilmina.

Algarvude tabelite koostamiseks kasutatakse kuni téna-
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seni Eratosthenese poolt Ill sajandil e.m.a. valjatéotatud
lihtsat meetodit (nn. Eratosthenese"sbdel™) vdi selle meeto-
di modifikatsioone. Vaatleme Eratosthenese meetodit arvu N
mitte Uletavate algarvude tabeli koostamiseks.

Kirjutame valja koik naturaalarvud alates arvust 2 ja
Idpetades arvuga N:
©)) 2, 3, 4,5, 6,7, 8,9, .... N\

Esimene arv 2 jagub ainult arvuga 1 ja iseendaga. Jarelikult
on 2 algarv. Kriipsutame jadas (3) labi koéik arvu 2 kordsed
peale arvu 2 enda. Parast 2 on esimene labikriipsutamata arv
3. See ei jagu 2-ga, sest muidu oleks ta labi kriipsutatud.
Jarelikult 3 jagub vaid 1 ja iseendaga ja on seepirast alg-
arv. Kriipsutame jadas labi koik arvu 3 kordsed peale 3» s.o.
iga kolmanda arvu alates arvust 6. Sealjuures loendame ka
juba labikriipsutatud arve. Jargmine l&bikriipsutamata arv on
5. Ta el jagu algarvudega 2 ja 3 (muidu oleks ta labi kriip-
sutatud). Jarelikult jagub 5 vaid arvu 1 ja iseendaga ning on
algarv. Niidd kriipsutame l&bi arvu 5 kordsed, s.o. iga viien-
da arvu alates arvust 10. Analoogiliselt toimime edasi. LO-
puks jadas labikriipsutamata jaanud arvud ongi koik algarvud
vahemikust 1 kuni N.

Margime, et kui on juba l&bi kriipsutatud koik algar-
vust p vaiksemate algarvude kordsed, siis koik allesjéanud
arvud, mis on vaiksemad kui p”®, on algarvud. Toepoolest, iga
kordarv a, mis on vaiksem kui p , on juba labi kriipsutatud,
sest tal on algarvuline jagaja q” V'a < p ja g kordsed on

koik labi kriipsutatud. Siit jarelduvad jargmised tulemused.

24



,» Teoreem 1.22_ Algarvude tabeli koostamisel Eratosthe-
nese meetodil voib jarjekordse algarvu p kordsete l&abi-
kriipsutamist alustada arvust pp.

f Teoreem 1.23. Arvu N mitte lletavate algarvude tabeli
koostamine on ldpetatud, kui on labi kriipsutatud arvu V n
mitte Uletavate algarvude k&ik kordsed.

Niisiis, algarvude tabeli koostamiseks nditeks 100
piires tuleb labi kriipsutada arvude 2, 3» 5 ja 7 kordsed.
Tabeli koostamiseks ei tarvitse valja kirjutada kdiki natu-

raalarve 2 kuni 100. Piisab kui joonestame jargmise tabeli:

o
—

00
10
20
30
40
50
60
70
80
90

> X< X 0@

XX X X X X X X X
< x g O x o (g x O

X X X X X X X X X O N
X g © X O 0o X O (g o w
X X X X X X X X X X b
X X X X X X X X X O

X X X X X X X X X X o
O X X O X O o X o O ~

*
X O O X O X X O O <X ©

< <X X X xX X

lgale ruudule vastab tabelis parajasti (ks 100-st vaiksem
naturaalarv. Arvu labikriipsutamist v8ib markida ristikese-
ga vastavas ruudus. 2 ja 5 kordsed véib labi kriipsutada
veergude kaupa. Tidhjaks jaanud ruutudele vastavad niid alg-

arvud. Tahistame need ruudud ringikestega.
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3. Eriku_lulisl algarve. Peale suurte algarvude, mida
vdib leida koostatud algarvude tabelitest, on teada veel
méningaid erikujulisi algarve, mis asuvad kaugel valjaspool
olemasolevate tabelite piire. Selliseid suuri algarve on
leitud Mersennft*i Arvude hulgast. Mersenne®i arvudeks -
prantsuse matemaatiku M.Mersenneli (1588-1648) nime jargi -
nimetatakse arve

M » 2n - 1.

Teoreem ,1.24. Selleks, et Mersenne ¥ arv oleks algarv,
on tarvilik (kuid mitte piisav), et astendaja n oleks alg-
arv.

Toepoolest, kui n on kordarv, n = mk, siis

M- 2n - 1 - (29 - 1
jagub arvuga 20 - 1>1, s.t. Noon siis kordarv. Tingimuse
mittepiisavus jareldub naiteks sellest, et M~ = 2047 -
- 23*89.

Biisiis M*, Mg, Mg, Mg, ... on kordarvud. N2, MA,
Hf, ... vdivad olla algarvud ja esimesed neist ongi: M2 s 3,
M - 7, M5 * 31, M? = 127.

Tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et Mersenne”i
arv Mp oleks algarv, annab jargmine teoreem, mille tdestuse
voib leida nditeks raamatust [9), lk. 43-46.

Teoreem 1.25. Arv Mp = 2P - 1 on paaritu algarvu p kor-

ral algarv parajasti siis, kui rekurrentse jada
853 4, s2 ““14, ee», §jj - 52-_1 -2, ...

element jagub arvuga Mp.
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Tuginedes sellele teoreemile kontrolliti 1971. aastaks
elektronarvutite abil 1&bi koik 20 000-st vaiksema indeksi-
ga Mersenne"i arvud. Osutus, et nende hulgas on vaid 24 alg-
arvtl, mis saadakse jargmistel p vaartustel: 2, 3, 5, 7, 13,
17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281,
3217, 4353, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937. Neist viimane,
219937 _ 1 e 4315424797...0968041471 koosneb 6002-st numb-
rist ja oli 1971. aastaks suurim teadaolev algarv (numbrite

arvu saab lihtsalt leida kumnendlogaritmide abil:

log 219937 = 19937 -log 2 * 19937*0,30103 - 6001,6).
Teiseks puudutame Fermatl algarve. Fermat™ arvudeks -
prantsuse matemaatiku Pierre Fermat® (1601-1665) nime jargi

- nimetatakse arve kujul
Fk=28"+1, k O.

Fermat® arvude juurde jouame, kui pliame leida tingimust,
millise n korral 2tA+ 1 on algarv.

Teoreem 1.26. Arv 2n + 1 vdib olla algarv vaid juhul,
kui n sa2k.

Toestus. Kdigepealt mdrgime, et kui n on paaritu, jagub

2n + 1 alati kolmega:

2=+ 1= @+1)(@n"1 - 2142 + 2a"3 - ... + 1).
Niisiis juhul, kui 2=+ 1 on algarv, on n paarisarv. Paaris-
arv voib aga olla vaid kujuga 2k vdi 2~, kus k>0 Ja g on

uhest suurem paaritu naturaalarv, Kui n » 2kq, siis lahutub

2= + 1 teguriteks:
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2M+ 1 32skq + 1= (F2%) + 1=Aq+ 1=

= (A+1)(Aq_1l - AQ’2 + AQ"3 - ... + 1),

k
kus /\5q2p

n = 2k.

. Seega voib 2n + 1 olla algarv vaid juhul, kui

Perxnat pani tédhele, et esimesed arvud FQ = 3, K = 5,
F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65 537 on algarvud ja oletas, et
koik F~ on algarvud. See hiipotees pisis ule 100 aasta, sest

juba jargmine Fermat® arv

95
P5 =2 + 1= 4 296 961 297

on niivoérd suur, et tema alg- voi kordarvulisust oli vaga
raske toestada. Alles Euler leidis, et F* ei ole algarv,
vaid avaldub algarvude 641 ja 6 700 417 korrutisena. Praegu-
seni pole teada Uhtki Fermat®™ algarvu peale esimese viie.
Monekiimne kohta on teada, et nad on kordarvud. Tdestatud on
see koikide indeksite korral vahemikust 5 kuni 16, aga ka
mdnede suuremate indeksite, nditeks 452 ja 1945 korral. La-
hendamata on kisimus, kas Fermat® algarve on 18plik voi 16p-
matu hulk. Ka Fermat®™ arve on viimasel ajal hakatud uurima
elektronarvutite abil. Fermat® arvude tegurite leidmine tu-
gineb peamiselt jargmisele teoreemile.

Teoreem 1.27. Kui k?3»1, siis Fk iga algarvuline tegur
on kujuga

p = m*9k+2 « {1
Naiteks on tdestatud, et arvu F~ " vahim jagaja on

P=521r + e
Teoreemi 1.27 tdestuse voib leida raamatust £9), k. 47.
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Permatl arvud esinevad ringjoone vordseteks osadeks
jaotamise probleemis. Nimelt tdestas Gauss, et sirkli ja
joonlaua abil saab ringjoont jaotada n vordseks osaks para-
jasti siis, kui n = 2 P-jP2«**Pn* kus k » 0 3a P-j» R» eeen
on erinevad Fermat® algarvud.

Peale ebadnnestunud funktsiooni Pn = an + 1 on puutud
leida ka teisi funktsioone, mis annaksid ainult algarve.

Euler uuris sellest seisukohast polinoome. Ta leidis, et po-

linoomi

n2 +n + 17
vaartusteks on algarvud, kui n = 0,1,...,16. Analoogiliselt
on polinoomi

2n2 + 29

vaartused algarvud, kui n = 0,1,...,28; polinoomi

n2 + n + 41
vaartused on algarvud, kui n = 0,1,...,40; polinoomi

n2 - 79n + 1601
vaartused on algarvud, kui n = 0,1,...,79. Tekib kiisimus,
kas ei leidu polunoomi, mille vdartused on iga taisarvulise
n korral algarvud. Euler tfestas, et sellist polinoomi ei
leidu. Nimelt kehtib jé&rgmine teoreem.

Teoreem 1.28. Uhegi taisarvuliste kordajatega kdrgema
kui nullastme polinoomi vA&rtused ei ole argumendi taisarvu-
listel vaartustel kdik algarvud.

T6estus. Olgu

f(n) = aQ + a™n + a2n2 + ...+ amks,

kusjuures f(c) olgu algarv:

f(c) = aQ + a*c + a2c? + ... akc = p.
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Arvutame

P K
f(c+pt) 3aQ + ar(c+pt) + a2(c+pt) + ... + ak(c+pt)

Olles avanud sulud ja v6tnud kokku liikmed, kus puudub p,
saame f(c) = p. Ulejaanud liikmed annavad p sulgude ette
votmisel sulgudes naturaalarvu

N ssa™t + 2a2ct + a2pt + ... = Nk(t),

s.0. t suhtes k-astme polinoomi véartuse. Seega

f(ctpt) 3 p(1+HN(1)).
Loeme t tdisarvuliseks muutujaks. Et vasak pool ei ole kons-
tant, siis Hk(t) ei saa olla samaselt null. Seega on Nk(t)
kéikidel t vaartustel nullist erinev, valja arvatud I8plik
arv vérrandi Nk(t) a0 juuri, kui viimaste hulgas on téis-
arve. Tegur 1+Nk(t) on aiis Uhest erinev ja f(c+pt) on kord-
arv. Niisiis, kui f(c) 3 p on algarv, vdib f(c+pt) olla alg-
arv vaid 1dpliku arvu t vaartuste korral.

Véga oluline lahendamata probleem on sellise funktsioo-
ni f(x) leidmine, mille vaartus kohal n vdrduks n-nda algar-
vuga pD ehk teiste sBnadega n-nda algarvu valemi leidmise
probleem. Poola matemaatiku f .Sierpinski poolt on kull tbées-

tatud, et leidub reaalarv oi , nii et*

Pn - {«.O *) - 102r 1 [cC*102M"17] ,

mis nagu lubaks pQ arvutada, kuid oC tdpne vaartus pole tea-
da. On teada selle reaalarvu (arvatavasti irratsionaalarvu)

mdned esimesed kohad (vt. [2], Ik. 239). On teada ka teisi

[a] té&histab arvu a téisosa.
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analoogilisi valemeid» kuid need on sama laadi puudustega.

4. Algarvud aritmeetilistes jadades. Algarvud on peale
arvu 2 koik paaritud. Seega saab kdiki algarve, vaija arva-
tud arv 2, esitada kujul 2n+l. Jada {2n+l1 } saab aga jaotada
osajadadeks {4rwl) ja (4n-1):

3» 7» 1l» 15» eee* 4n mly eee »
5> 9» 13» 17» ...» 4n + I»
Seega peituvad k6ik paaritud algarvud jadades (4n-1) ja
{4n+1}. Saab tdestada, et mdlemad osajadad sisaldavad l6pma-
ta palju algarve. Tdestame nditeks jargmise teoreemi.
Teoreem 1,29. Jadas (4n-1\ on lIdpmata palju algarve.
Toestus. Oletame, et algarve kujuga 4n-1 on Idplik
hulk. Olgu need
(O] PF* P2> eee* Pjc*
Moodustame naturaalarvu
4Pi?72* «»Pjj — 1=
Et see arv on kujuga 4n-1 ja on suurem kdikidest sellekuju-
listest algarvudest, siis peab ta olema kordarv. Jarelikult

avaldub ta paaritute algarvude korrutisena

(5) 4P-jP2* « «Pfc “ 1 * YlA2***AT *

Algarvude g™ ...» gm seas peab olema vahemalt (ks kujuga
4n-1, sest vastasel juhul oleks nende korrutis kujuga 4n+1.
Niisiis jagub vdrduse (5) parem pool vahemalt ihega algarvu-
dest (4). Siit jareldub, et ka arv 1 peab jaguma ilhega
nendest arvudest, mis on aga vGimatu. Vastuolu tuli oletu-
sest, et algarve kujuga 4n-1 on 1&plik hulk.

Jada {2n+1) vOib jaotada ka kolmeks osajadaks; (6n-1],
Kl



(6n+1),{&wI). Viimane neist sisaldab vaid algarvu 3, osa-
jada teised elemendid jaguvad sellega. Niisamuti voib vai-
ta, et koik paaritud algarvud peituvad jadades {8n+1},
{&n+3}, {8n+5}, "8n+7} voi jadades, milles n kordaja on 10,
12, 14, ..., vabaliikmed aga nendest vaiksemad paaritud na-
turaalarvud. Sealjuures ei huvita meid need osajadad, mille
tildelemendis on muutuja n kordaja ja vabaliige Uhisteguriga,
sest need osajadad vdivad sisaldada ulimalt Uht algarvu.

Analoogiliselt vdib uurida kdigi naturaalarvude jada
osajadasid {3n+1}, {3n+27; {5n+1\, {5n+2}, {5n+3}, -{5n+4}
jne. 1837. aastal tdestas Dirichlet jargmise uldise teoree-
mi.

m Teoreem 1.30. Kui (a,b) = 1, siis jada {an+b} sisaldab

Igﬁgata palju algarve.

Teoreemi tdestus on komplitseeritud, seda me siin ei

esita.
Algarvudega, eriti nende jaotumisega seotud probleeme

kasitleme veel X peatikis.

Harjutusilesandeid.

1.12. Leida n véartused, mille korral arvud n, n+l0 ja
n+14 oleksid kdik algarvud.

1.13. Tdestada, et algarve kujul 3n+2 on I6pmata palju.

85. ARVU LAHUTAMINE ALGTEGURITEKS

1
Arvu algteguriteks nimetatakse selle arvu algarvulisi

jagajaid.
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Taaaai 1.31. Erinevata algarmde p ja gq korral p K.
Toestue. Algarra q positliraoks teguriks on raid arvud
l1Jag. Et pjtljap+ g, alia pfq.

Jareldua. Kni algarr q jagub algarruga py alia q mp.

Teoreea 1.32. Kui korrutis ala2...an jagub algarvuga p,
I siia jagub sella algarruga vahemalt uka tegur.

Toestus. Kni oletada, at ukski tegur a™ al jagu p-ga,
sita (al, p) » 1 (i » 1, 2, ..., n) ja teoreemi 1.12 poh-
jal ei jagu ka korrutis p-ga.

/
Markus. Teoreem ai kehti, kai jagaja on kordarr.

Teoreem 1.33. lga Uhaat suuremat naturaalarru aaab la-
hutada algarmde korrutiseks parajaati ihel viisil (teguri-
teks lahutusi, aia erinevad vaid tegurita jarjekorra poolest,
loetakae identseteks).

Toestus. 1) Tdestame algul, et Uheat sunrema naturaal-
arvu a jaoks leidub vahemalt iks algtaguriteka lahutus. Kui
a on algarv, aiia koosneb teguriteks lahutus Uhaat tegurlat.
Kui a ei ole algarv, alle a - P-JAi* kus pl on arvu a vahi*
algarvuline jagaja. Kii a.(on algarv, aiia algtaguriteka la-
hutus on saadud. Kui a® ei ole algarv, siia

»l 9 P2a2*
kus p2 on arvu al vahim algarvuline tegur. Kui a2 on algarv,
siis

a 3 Pi?2a2
ja algteguriteks lahutus on saadud. Kui a2 ei ole algarv,
siis

a2 - P3*3
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jne. Proteese on loplik, sest
a>al->a2> ... > 1.
Lopptulemusena saame
® 3 PIP2***pPk-17k* kus p” - Gcl*
Siinjuures tegurid p®, p2, ...» P~ ei tarvitse olla kéik
Uksteisest erinevad.

2) Toestame algteguriteks lahutuse uhesuse. Oletame, et
leidub vahemalt kaks algteguriteks lahutust (teine voib olla
saadud mingil teisel teel):

® = P-|P2***Pk s qlg2**,Clk* **"m*
kus konkreetsuse mottes olgu * m. Vorduse parem pool ja-
gub algarvuga Siis peab jaguma g-j-ga ka korrutis
P1P2«**Pk* Eelmise teoreemi pdhjal peab siis vahemalt uks
tegur jaguma g"-ga. Jagugu pl (tegurite numeratsioon on
meie valida: siin el pea tegurid olema kasvavas jarjekorras).
Et pl ja gl on algarvud, siis p* » ql (teoreemi 1.31 jarel-
dus). Jagame vorduse p~-ga labi, saame
P2***ok * 42%,,<Kk*,*qm*
Rakendame endist mdttekaiku, vottes ql asemel g2 jne. LG&-
puks, kui k< m saame, et
1 = gk+1**,qm*
Viimane vOrdus on aga vOimatu. Jarelikult = m. Toestuse
kdigus saime, et
gL=P » i “<1*2, ..., k
Seega algteguriteks lahutus on Uhene.

Teoreemi 1.33 nimetatakse aritmeetika pdhiteoreemi va
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voi ka .laguvuateooria pohiten-naftiirticH.

Parast pohiteoreemi toestust vdime kirjutada

B1az p1po02eee py

kus Pj* ji Pj, kui 1 ~ j, Jadxon iga i korral naturaalarv.
Viimast kuju nimetatakse naturaalarvu kanooniliseks kujuks.

On koostatud spetsiaalseid tabeleid, mis lihtsustavad
naturaalarvu teguriteks lahutamist. Nii koostas D.N.Lehmer
1909.a. tabeli, milles on toodud véhimad algtegurid kdikide
naturaalarvude jaoks, mis ei Uleta 10 miljonit ning ei jagu
thegagi algarvudest 2, 3, 5 ja 7 (viimaste tegurite leidmi-
ne on ka ilma tabelita lihtne). Margime, et Opiku [5) 18pus
on esitatud analoogiline tabel kdikide 10 000-st vaiksemate

arvude jaoks.

Teoreem 1.34. Olgu naturaalarvu n kanooniline kuju
jargmine:
éf} a= P}D4Pé79... Pn *

Selleks, et d oleks arvu a jagaja, on tarvilik ja piisav, et
@ d = p/7pgh*... Pj/3,
kus 0< R N3 ™2, ..., N

Téestus. Tarvilikkus. Olgu d]a ja pjd, kus p on algarv.
Siis teoreemi 1.1 pbhjal pla. Jaguvusteooria pdhiteoreemist
jareldub, et p peab lhtima Uhega algarvudest plf p2, pn.
Niisiis ei saa d kanoonilises kujus olla Uhtki arvudest

P-j* ?2* eee» Pn erinevat algarvu. Seega d avaldub kujul (2),

kus A 0. Esitame a korrutisena a3 bd ja asendame viima-
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see seoeee a ja d nende kanooniliste teguriteks lahutustega

Q) Ja (2)s

Cj clx v
p2 **e Pn P1 p2 "> pn *

Kui niidd oletada, et moéne i korral R i”~0”! Zsiia vorduse

labiJagamisel teguriga p*; saaksime naturaalarvu - -
Pil
Jaoks blateguriteks lahutust: uks ei sisalda p®, teine si-
saldab. Pohiteoreemi pohjal pole see vbimalik. Seega
Pilsavus. Olgu arv d antud korrutisena (2). Naitame, et

dla. Selleks leiame Jagatise

a- _d-rh pu*~
d Pl pn
Eelduse pdhjal on kdik astendajad mittenegatiivsed. Seega

d
on naturaalarv ja teoreem on tdestatud.

Teoreemi pdhjal voib valja kirjutada arvu a kéik jaga-
jad. Ngqteks arvu 600 » 2§.3*52 ké}k jagajad on antud vale-
miga d » 2U 3? 5r, kus c* 0, 1, 2, 3; j3- 0, 1;yv -0, 1, 2.
Teoreemi pbBhjal voib lihtsalt saada naturaalarvu a kéigi ja-
gajate arvu Y @):

C(a) - («1+ 1)(«2 + 1) ... («n + 1).

Nagu ndha, ei sdltu jagajate arv teguritest p~ ..., p vaid
sdltub ainult nende astendajatest oC-j, ee=»<Xn.

Teoreemi jareldusena vGib tuletada ka juba koolikursu-
sest tuntud reeglid arvude suurima Uhisteguri ja vahima

thiskordse arvutamiseks. Jaagu see lugejale.

Harjutusilesandeid.

1.14. Leida arvu 81 057 226 635 @D kanooniline kuju ja
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jagajate arv.

1.15. Leida arvu 968 koik jagajad.

1.16. On teada arvude a, b, ..., d kanoonilised kujud
oL,
® Pg e=Pn, » A =2

b » pfrRP2*““RTl>» Pi

2 RYa!
Py B2 Cemii + 8a7h
Kirjutada vélja nende arvude suurim Uhistegur ja véhim

Ghiskordne.
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Il. ahelmurrud

81. LOPLIKUD AHELMURRUD

Olgu antud tadisarv a ja naturaalarv b. Rakendame neile

Eukleidese algoritmi:

I =3 +7 ehk & = al + £-

Fr=ag +Fy ele fp=ag el

i)
rl _ r3 rl _ 1
2 &t ek Tt
rT
r_ r_ r
N - -
N2 =an 1+ n.p  ehko o, = an l+¥__
r.
r.n_2
Rei- =V
Jarkjargulisel asendamisel leiame
| m*l + - Z3
a2+ m u
* 34 -
4  4°p -
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Saadud murdu nimetatakse ratsionaalarvu Llahelmurruks. See-
juures a®, & » an kannavad ahelmurru elementide ehk
mittetdielike jagatiste nimetust. Ahelmurru elemendid on na-
turaalarvud, vaija arvatud a”t mis véib olla ka O vdi nega-
tiivne tdisarv; viimane element an > 1 (miks?). Seega saame
Eukleidese algoritmi abil iga ratsionaalarvu % arendada 18p-
likuke ahelmurruks.

Ahelmurdu (1) téhistatakse sageli ka kompaktsemalt;
aj+ 2+ Maj+ ...+
ehk
ay + &
4 T art a3+ ... an.l+ an
Vol

Cal* a2 = eee» an] *
Oma kursuses kasutame neist téhistustest esimest ja viimast.
Kuigi viimane simbol Uhtib eelmises peatikis kasutatud vahi-
ma Uhiskordse simboliga, ei tekita see asjaolu segadust,
sest korraga vahimast Uhiskordsest ja ahelmurdudest juttu ei
tule.

Eukleidese algoritm annab ratsionaalarvu ~ jaoks vaid
the ahelmurru, aest ta mddrab mittetdielikud jagatised uhe-
selt. Ruid on mégldav, et monel teisel teel on saadud gi
jaoks teine ahelmurd, mis erineb Eukleidese algoritmiga
saadud murrust. Naitame aga, et sellist olukorda ei saa esi-
neda, kui ahelmurru elemendid rahuldavad tlalpool margitud

tingimusi.
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Teoreem 2.1. lga ratsionaalarvu * jaoks eksisteerib
vaid Uks ahelmurd kujul (1), kus elemendid a2» »3* eee» @n
on naturaalarvud ja viimane element an on uhest suurem.

Toestus. Oletame, et eksisteerib kaks margitud omadu-

sega ahelmurdu, s.t.

* al + + L.+ an
1 2

a alj 4o N*>) mimmes + /@M *

kus AN l» o oaj M D toi 1 * 2% 3, eee» n-1, j >2, 3,...

n-1, aa> 1, a”~> 1. Olgu m” n. Oletame, et ak ja
at (k ™~ n) on esimesed Uksteisest erinevad elemendid,
st

al - an,.*fF@k— 9 @k-1* ®k » "k (I~ K n).
Lahutame ahelmomg™de vorduse (2) vastavatest pooltest vdrd-
sed elemendid aE§5a aj. St saadavas vOrduses murdude luge-
jad on vdrdsed, siis on vdrdsed ka nimetajad. Saame vorduse

uute ahelmordude vahel

a2 + + eee ¢ NANF a2 + W+ eee + "han

Viimase vorduse vastavatest pooltest lahutame jalle vdrdsed
arvud a2 ja af ning vdrdsustame nimetajad.

Nii toimime seni, kuni jduame vdrduseni
(3) k= ak + mi/ak+l + ... + -~a” af + w/at+l + ... + |/a"
kus simbolit on kasutatud viimati saadud ratsionaalarvu*

tahistamiseks. Kui k< n, siis

ak+l + +
ja seetOttu
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O < d/ak+l + ... + 1.

Seega ak = (°k taisosa). Kui aga K= n, siis ak = od"
ja ikkagi ak = [ofk]. Tapselt samuti ndeme, et af = fork]*
Saadud tulemus on vastuolus oletusega, et ak N af. Seega
ar = ad, ..., aQ = a\ Kirjutades véalja vorduse (3) Kk=n

korral, saame

an = aA + -"A+l + ee  + , kus an = a" .

Viimane vdrdus saab kehtida vaid siis, kui n »m. (Miks?)
Seega on teoreem tdestatud.

Eukleidese algoritm annab viimaseks jagatiseks aQ ala-
ti Uhest suurema naturaalarvu, samal ajal kui eelnevad mit-
tetaielikud jagatised a~ (i =1, 2, ..., n-1) vdivad ka
thega vorduda. Monikord osutub kasulikuks ahelmurd, kus
viimaseks elemendiks on 1. Sellise ahelmurru saamiseks esi-
tatakse element an kujul (an - 1) + 4, millega ahelmurru
elementide arv suureneb (he vorra. Seega saab ratsionaalar-
vu £ esitada nii paaris- kui ka paaritu arvu elementidega
murruna. Kaob kill ahelmurruks arenduse uhesus, kuid viima-
ne polegi téhtis. (Teha kindlaks, kus on teoreemi 2.1 tdes-
tamise kaigus kasutatud eeldust, et aa? 1l ja > 11 Uhtla-
si veenduda, et ei esine kolmandat vdimalust ~ esitamiseks
ahelmurruna kujul (1), kus a» ™ 1, i=2,3» ..., n).

Margime, et kogu alljdrgnev méttekdik ja saadavad tule-
mused ei sdltu sellest, kas ahelmurru viimane element on 1
vOi mitte. Seepdrast olgu edaspidi valemiga (1) antud

ahelmurd Uksk6ik kummal kujul.
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Ratsionaalarvu Jj ahelmurruks arendamisel vbime Euklei-
dese algoritmi rakendada jargmisel kompaktsel kujul (ndites
onl=u‘|'5'/I

134 51 32 19 13 6 1
2 1
Seega

2 +
=[2,1,1,1,2,61=12,1,1,1,2,5, 1].

Kui murru lugeja ja nimetaja on vaikesed arvud, saab ahel-

murruks arendada ka peast:

Sealjuures on otstarbekae vaadelda Eukleidese algoritmi kui
tdisosa valjaeraldamise meetodit.
Vastupidi, kui ahelmurd on teada, saab arvutada tema
vaartuse
T+ 1/2 +1/3+1/4 =1+1/2+"_ =1+12=42.

Allpool esitame mugava arvutusskeemi ahelmurru vaartuste
leidmiseks. Nimetatud skeemi saamiseks toome sisse ahelmurru
léhismurru mbdiste ja tuletame rekurrentse seose lahismurdude

arvutamiseks.

Ahelmurru (1) lahismurdudeks nimetatakse jargmisi ahel-
murde:
1 . 1 1/ 1-



voi nende avaldisi hariliku murruna. Tahistame i-ndat la-

P,
hismurdu . Siis
Qi

F, a4,
"mm T e

P2 aa+ 1
w - a2 *
®2a3 + 1 n2a3 + Q@

Uldiselt ei ole murruga veel tema lugeja ja nimetaja maidra-
tud, sest murd ei muutu laiendamisel ja taandamisel. Olgu
aga Pjl ja Qi nii valitud, et nad vBrduvad vastavalt paremal
pool vdrdusméarki olevate murdude lugejate ja nimetajatega.

Kui arvutarne jargmise lahismurru, siis saame

p4 A + P2
% = 5354 52 "
Toestame taieliku induktsiooni meetodil, et Uldiselt vdib
votta
Pk * Pk-lak + Pk-2
Qk = Qk-lak + Qk-2
Selleks oletame, et viimased valemid kehtivad, ja nditame,
et nad jaavad kehtima ka siis, kui indeks kasendada

(k+1)-ga. Kirjutame valja l&hismurrud jarjekorranumbritega



—

Selleks, et saada k-ndast l&hismurrust lahismurdu jérjekor-

ranumbriga kt+l , tarvitseb asendada a® summaga a™ N “f*

Asendamise juures arvestame, et <27 "'k-1 "aK-2 ei

sisalda elementi &‘. Saame

Px+tl  Pk-17ak+ & TT™ + Px-2 Px-17akak+1+1™ + ak+1Pk-2

&+l X-1(ak+ an77) + k-2 k-1Makak+1+1) + ak+1Qk-2
Yk -1ak+Pk-2 "ak+1 + Pk-1 Pkak+1l * Pk-1
NK-lak+Qk-27ak+l + (k-1 kak+l + k-1

Seega
Pk+1 3 Pkak+1 + Pk-1

K+l 3 kak+l + k-1

mida oligi tarvis naidata.

©)

Saadud rekurrentseid valemeid kasutatakse lahismurdude
jarkjarguliseks arvutamiseks. Selleks, et neid valemeid
saaks rakendada alates indeksist 1, toome sisee suurused
p_1» G_1» p0 "a Q0 nii et

P2 3 ala2 + "3 Ha2 + Po "2 3 a2 3 ~la2 + "o~
P1 3 al = Poal + p-v «i 313Vi +Q-r
Siit
Po3 ~* P-130, Q03 = = e
Arvestades seoseid (4), voib lahismurde arvutada jargmise

skeemi jargi:

al a2 a3 **e an
0 1 Pt p2 P3 Pn
1 0 o1 Q2 Q3 Qn
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Haide 1. Kasutades toodud arvutusskeemi, arvutame

ahelmurru
[1,2.,3 4,5 6,7 1+ 1!
2+ 1
3+
4+
5+
6+
koik lahismurrud:
1 2 3 4 5 6 7
0 1 1 3 10 43 225 1393 9976
1 0 1 2 7 30 157 972 6961
Seega
<
'S1 P2. |_||=
¢S r-h
H_l E 9976
~ S 6961 *
5 f - D
Naide 2. Arvutame kdik lahismurrud:
171 191 171 20 11 9 2 1
0 1 8 1 1 2
0 1 0 1 8 9 17 11 171
1 0 1 1 9 10 19 86 191
Seega
[0,1,8,1,42]ja = -0 P2 8
4 1" v k m -

P6 77 P7 171
57 = 85-7 5 =#T

Tdestame niud jargnevas olulise valemi.

Teoreem 2.2. Kahe jarjestikuse l&hismurru lugejate ja
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nimetajate vahel kehtib seos

<5) pA-i - pk-i«t * (-1)k-
Toestus. Kasutame taieliku induktsiooni meetodit. Ko&i-

gepealt veendume, et valem (5) kehtib, kui k= O:
PgQ_1 - P_100 = 1-1 - 0*0 = 1 = (-D=.
Edasi oletame, et valem kehtib kuni indeksini k, ja nditame,

et ta kehtib ka indeksi k+1 puhul. Toepoolest,

Pk+1Qk * PkQk+l = ~ak+1Pk+ Pk-1)Qk <=
““Pk (ak+1Qk+ Qk-1~ = Pk-1Qk™ PkQk-1 = ~"“1~
Seega valem kehtib iga kkorral.
Jareldus. Iga ahelmurru kdik lahismurrud on taanduma-

tud.
Toepoolest, kui Eh oleks taanduv, siis lugejal ja nime-

tajal oleks lhine jagaja. Siis peab aga jaguma ka vorduse

PA -1 - pk-ick - <-1>%
parem pool selle jagajaga, mis on véimatu.
Niisiis,
(Pk, V = 1.
Ahelmurruks arendatav murd ”~ v6ib olla taanduv. aga

saadud ahelmurru vaartus arvutada rekurrentsete seoste (4)

abil, siis saadav viimane lahismurd ehk murru ” vaartus

on taandumatu.

Harjutusilesandeid.
2.1. Arendada arv ahelmurruks, millel on
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1) paarisarv elemente,
2) paaritu arv elemente.
2.2. Arendada ahelmurruks arv 2,3547 ja leida koik l&-
hismurrud.
2.3- Leida arv, mille ahelmurruks on
[0, 1,2,3, 4,5, 6,7, 8, 9].
2.4. Leida arv, mille ahelmurruks on
L, 1,1,1,1,1,1, Ij.
Leida koik lahismurrud. Kuidas muutuvad l&hismurrud, kui sa-
ma arv on arendatud paaritu elementide arvuga ahelmurruks?

2.5. Tdestada, et kehtib jargmine valem:

Pk+10k-1 “<Pk-10k+l = ("1)wba<cH™
2.6. Olgu [a», a2, an J I6plik ahelmurd. Tdestada,
et k"2 korral

Pk f 1 7k r T
7 N~ = Lak* ak-1* alJ= » =lak ~ az2j*

§2. KAHE TUNDMATUGA LINEAARNE DIOPANTILINE VORRAND

Olgu antud kahe tundmatuga taisarvuliste kordajatega

lineaarvdrrand

ax + by =
Sellist vorrandit nimetatakse diofantiliseks vdrrandiks, kus
juures tema lahendamise all mdistetakse kdigi tadisarvuliste
komponentidega lahendite leidmist. Vdrrandi kordajatel a ja
b vb6ib olla uhine tegur. Olgu

(@ab) =d > 1.
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Siia a - a®d, b = b”, kuajuures (a®,b”) = 1. Parast asen-
damist saame vdrrandi

a.,dx + b~dy = c.
Et vOrduse vasak pool jagub d-ga, siis selleks, et vérrand
oleks tdaisarvudes lahenduv, peab d-ga Jaguma ka parem pool,
s.t. peab olema d|c. Niisiis juhul, kui (a,b)jc, puuduvad
vorrandil lahendid.

Edasi vaatleme juhtu, kus (a,b)Jc. Siis c= c-jd ja pa-
rast asendamist vlrrandisse ning d-ga labijagamist saame
eelnevaga ekvivalentse vdrrandi

a.jX + bry = cl,
kus juba (a.pb.j) = 1. Allpool naeme, et vaadeldaval juhul on
vorrand lahenduv, s.t. tingimus (a,b)|c on lahenduvuseks ka
piisav. Selleks, et vabaneda kordajate indeksite kirjutami-
sest, vaatleme kohe algusest peale vérrandit
(€D ax + by = ¢, kus (a,b) = 1.
Vorrandi lahendi saamiseks arendame ~ ahelmurruks ning leia-

me eelviimase lahismurru Pn 1 . Et R Pn ja (a,b) = 1,

siis Pn = & Q= b. Asendame seoses
f.vt - * <-1>n
pn ja Qq vastavalt vaartustega a ja b:
m Vi - Nen-i -
Korrutame vdrduse mdlemat poolt teguriga (-1)nc. Saame seose

+ b[(-1)n-1cPn_1J = c.
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Siit naeme, et vorrandit (1) rahuldavad taisarvud

(

n x0 * Crn-17 do= A"1M1lcPn-1* =

Markus: Eelmises paragrahvis markisime, et ratsionaal-
arvu ~ saab arendada kaheks erinevaks ahelmurruks, kusjuures
tuhe ahelmurru elementide arv erineb teise omast uUhe vorra.
Seetdttu vdime alati arendada ~ paarisarvulise elementide
arvuga ahelmurruks. Siis valemid (2) lihtsustuvad ja omanda-
vad kuju

X0 = cQn-1~ dYo* - dn
Viimane lahend ei uhti Uldiselt lahendiga (2).

Naitame, et lahendeid on I6pmata palju ja nad avaldu-
vad kdik uhe erilahendi kaudu. Olgu arvupaar xQ, yQ vlrran-
di (1) erilahend (ikskdik, kas asja leitud lahend voi mingi
teine), s.t. kehtigu samasus
3) axQ + byQ = c.

Oletame, et leidub veel teisi lahendeid. Tahistame mistahes
lahendi x, y. Siis kehtib ka samasus
@) ax + by \ssc
Lahutades vordusest (4) vdrduse (3) saame

a(x-xQ) + b(y-yQ) = 0
ehk

a(x-xQ) = b(yQ-y).
Viimase vdrduse parem pool jagub b-ga, jarelikult peab jagu-
ma ka vasak. Et aga (a,b) = 1, siis peab b-ga jaguma x-xQ,
s.t.
X - xQ= bt ehk x = xQ+ bt,

kus t on mingi taisarv. Asendamisel saame
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abt = b(y0-vy),

millest
Y= M- at
Naltaae, et
X = x0+ bt,
) Y» M- at

on voérrandi (1) lahend iga t korral. Td&epoolest,
ax + by = a(xQ+ bt) + b(yQ- at) = axQ+ byQ = c.

Niisiis juhul, kui (a,b) = 1, on dlofantilisel voérran-
dil ax + by = cldpmata palju lahendeid, mis avalduvad va-
lemitega (5), kus t .on suvaline taisarv ja xQ, yQ - mista-
hes erilahend.

Naide. Lahendame vdrrandi 29x + 41y = 35.

Arendame N ahelmurruks ja leiame eelviimase lahismur-
ru (arvutuste Oigsuse kontrollimiseks arvutame ka viimase

ldhismurru, mis peab vdrduma L ).

29 41 29 12 5 2 1
1 2 2 2 2
0 1 0 1 2 5 12 29
1 0 1 1 3 7 17 41
Seega Pk mm 12, = 17, n = 6 ja uheks erilahendiks on

x0= (-1)6.35*%17 = 595,
yo= (-1)5.35.12 = -420.
tuldlahend avaldub aga jargmiselt:
X = 595 + 41 t,
yv= -420 - 29 t.
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Saadud Gldlahendi kuju on ebasobiv, sest vabaliikmed on ab-
soluutvaartuselt liialt suured. Selleks et véhemalt Uht va-
baliiget védhendada, eraldame 595-st 41 teatud kordse (jaga-
me 595 4l-ga nii, et saaksime absoluutvaartuselt vahima po-
sitiivse voi negatiivse jJaagi):
595 = 41.14 + 21.

Seega

X = 21 + 41-14 + 41 t = 21 + 41(14+t) =21+41 u,
kus u = 14 + t. Noud

ya -420 - 29(u-14) = -420 - 29 u + 406 = -14 - 29 u.

Kui vdrrandi kordajad on vaikesed, saab erilahendi lei-

da ka lihtsa proovimise teel. N&iteks vorrandi
5 - 11y = 7

lahendamiseks vdib x avaldada y kaudu:

X - UX 7
X 5

ja teha kindlaks, millise vaartuse peaks andma y-le, et
11y + 7 jaguks 5-ga. IllImselt sobib yQ= 3. Siis aga xQ= 8.
Seega erilahendiks on xQ= 8, yQ= 3 ja uldlahendiks
x=8- 11t
Y=3- 5t

Lopuks mérgime, et lihtne meetod lineaarse Uldkujulise
diofantilise vorrandisusteemi lahendamiseks on esitatud
R.Kulmeti artiklis "Diofantiliste vdrrandisisteemide lahen-
damine™ kogumikus "Matemaatika ja kaasaeg", XVIII, 1972, Ik.

23-30.
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Harjutusilesandeid.

2.7. Lahendada diofantilised voérrandid
a) 97x + 35y = 3189,
b) 30x + 57y =  66.

2.8. Lasteaiale osteti kaht liiki pildiraamatuid. Uhed
maksid 23 kop. tukk, teised 38 kop. Kui palju osteti kumba--
gi liiki raamatuid, kui kokku maksti 13 rbl. 59 kop?

2.9. Leida vorrandi

25x + 18y = 2423
positiivsed taisarvulised lahendid.

2.10. 523 m pikkuse taentraalkiittesiisteemi soojustras-
si rajamiseks on kasutada 30 12 m pikkust ja 70 7 m pik-
kust toru. Millised véimalused on torude valikuks, kui tahe-
takse labi saada torusid tikeldajata? Kui palju tuleb vétta
kumbagi liiki torusid juhul, kui tahetakse sdilitada vdima-

likult palju pikemaid torusid?

&§3. IRRATSIONAALARVU AHELMURD

Naitame, et suvalist reaalarvu oi saab arendada ahelmur-
ruks. Piirdume juhuga, kus QC on irratsionaalarv, sest rat-
aionaalarvu ahelmurruks arendamist me juba k&sitlesime.

Olgu a-j.afdd], s.o. suurim taisarv, mis ei lleta (&
Siis

a=-a + kus 0C2 >1.
Qa2 on irratsionaalarv, sest juhul, kui 062 oleks ratsionaal-

arv, oleks seda ka OC . Edasi olgu a2 =[oC2). Siis
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az = a2 1 » I3 063 N 1e
Analoogiliselt leiame
ac kus > 1 jne

Uldiselt

kus an =(oCn] ja oCn+l on Uhest suurem irratsionaalarv.

Vaadeldav protsess ei ole irratsionaalse oC korral 18p-
lik. Kui katkestame tdisosade valjaeraldamise n-ndal sammul,

siis saame ahelmurru

) 1/ 1/ .
(D) o = aj+~"a2 + + eee + <ccqn L oopet\ <
Siin al on taisarv, a2* a®, ..., an on naturaalarvud,

on dhest suurem irratsionaalarv.

Ahelmurdu, mille element a" on taisarv, elemendid a"
(k = 2,3,.,.) aga naturaalarvud, nimetame regulaarseks. Ahel-
murd (1) pole regulaarne, aest ocn+l ei ole naturaalarv. Jat-
kates aga tdisosade valjaeraldamise protsessi piiramatult,
s.t. lastes n-+ 0o, saame I0pmatu regulaarse ahelmurru
(2)
Lépmatute ahelmurdude korral kasutame analoogilisi kompaktse-
maid tahistusi nagu I6plike ahelmurdude puhul.

Enne kui kirjutada, et ahelmurd (2) v8rdub c*-ga, tu-
leb defineerida l16pmatu ahelmurru véartus ja naidata, et an-

tud juhul see vaartus vordub oC -ga. Vaatleme esialgu mista-

hes I6pmatut ahelmurdu kujul (2), kus a* on téisarv ja
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* N I» kui 1N 2, eeldamata, et see ahelmurd on saadud an-
tud reaalarvust oC llalkirjeldatud taisosade valjaeraldamise

protsessi tulemusena. Votame 18plike ahelmurdude jada
(©) \% w - aksp L4 - “+" e oo’

= a/\ + + /\'7\3 + **x*k + **kk?

mida nimetame ahelmurru (2) lahismurdude jadaks. L&pmatut
ahelmurdu (2) nimetatakse koonduvaks, kui eksisteerib 16p-
lik piirvaartus

P
lim *- e
n—00 Tl
Viimast piirvaartust nimetatakse I6pmatu ahelmurru (2)
vaartuseks.
Teoreem 2.3. Iga Idpmatu ahelmurd koondub teatud
reaalarvuks.
Toestus. TOestame, et lahismurdude jada on fundamen-

taaljada, s.t.

(@) lim \Tp—— )=0 iga m~ 1 puhul,
n oo\n wntm/

Kuna lahiswurrud (3) on Ioplikud ahelmurrud ja igale ahelmur-
rule jadae (3) eelnevaid ahelmurde v6ib lugeda tema lahismur-

dudeks, siis kehtivad §8-s 1 leitud seosed. Eriti on

W, - Pn«n+1 -
milleet



Et Qn+l = V n +1 + Vi «1l 3 17 *2 - a2> 1~

@BAQ2+Q1r2, Q472Q3+ 0273, 05~ Q4+ Q3~ 5, Siis

alates n vaartusest 6 on kindlasti* ~ > n. Niisiis Ssaame

n” 5 korral

p

1& Ja+m Pn Pn+l | ___, nm-1  Pn+m

170  ~n+m " At An+m=1 A+
m-1 m-1

= Si+A+k+1 U+k)(n+k+1) = nTn+mT »

millest jareldubki vordus (4). Et reaalarvude hulgas iga
fundamentaal jada koondub, siis leidub reaalarv j3 , nii et
Hm - A
n-»» "n -
millega teoreem on tdestatud.

Edasi tdestame jargmise teoreemi.

Teoreem 2_.4. Rui ahelmurd (2) on saadud irratsionaal-
arvust oC taisosade valjaeraldamise protsessi piiramatul
Jatkamisel (hagu on Kkirjeldatud k&esoleva punkti alguses),
siis tema vaartus on oi .

Toestus. Seosest (I) ndeme, et oC erineb l&hismurrust

P 1
— —ainult selle poolest, et aQ+” on asendunud c™n+”/-ga.

Et
P+l _ Pnantl + Pn-1
Nl ~pantl + SI-1
* Tegelikult v3ib vaita, et ~ uQ, kus un on Fibo-
nacci jada n-es element. Fibonacci jada on defineeritud re-
kurrentselt valemiga ng = +7N,,2%u0 = Ul “ 1le
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R p_
Leiame vahe - oC:
n

Fn - pn N “ntl + Pn-1 pnQn-1 ~ Y 1
(Dn
vow o1 *Vio

St oCn+l >m], siis nI?OmO Q™+t + Mn-1n = +00 Ja seega

®) lin -«
m X— = ”
n="00 *n

mida oligi tarvis tdestada.

Toestame 18puks, et iga irratsionaalarvu jaoks eksistee-
rib vaid uks I6pmatu ahelmurd.

Teoreem 2.5. Kul kaks I8pmatut ahelmurdu kujul (@), kus
ai™M 1 a=2,3,4,...), on vdrdsed, siis on vdrdsed nende
ahelmurdude koik elemendid.

Toestus. Oletame, et leidub kaks Idpmatut ahelmurdu,

miile vaartused on vordsed, s.t.

o ai + ~"a2 +"Ma3 + ** = ai + " a2 +~"a3 + F*’
kuid mis erinevad vdhemalt Uhe elemendi poolest. Olgu k ele-

mentide esimene indeks, mille korral ak ji af, s.t.
al-a°, .... ak-1 = aE v ak o at.

Tahistame



Et ak+l P 1» ak+2 1 ---f
sSiis
ja seega

=K )
Kuna iga I6pmatu ahelmurd koondub, siis seoste (8) tottu on
ja teatud irratsionaalarvud ning vorduse (7) voib kir-

Jutada kujul

®

Etaj=ay, ---, * ak ”, siis toimime samuti nagu teo-
reemi 2.1 toestamisel: lahutame vorduse (9) pooltest vasta-
valt vbrdsed elemendid &, aj ja vOrdsustame saadavas voOrdu-
ses murdude nimetajad (arvestame, et mélema murru lugejad
vOrduvad Uhega). Sellist protsessi korrates jouame vordluseni
<k « Sii3 aga
ak =[°kl =tK] = ak ~

mis on vastuolus oletusega, et ak f af = Saadud vastuolu
toestabki teoreemi.

Esitame ndite irratsionaalarvu ahelmurruks arendamise
kohta.

Naide. Arendame ahelmurruks oC=VT.

Taisosade jarkjargulisel vaijaeraldamisel saame

J V7 +2
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Seega <7 a0, o = 0o Jne. Siit jareldub ka vaadeldava-

te taisosade voOrdus. Saame nn. perioodilise ahelmurru
V7 =1[2,1,1,1,4,1,1,1,4,... ).
Viimast perioodilist ahelmurdu margime lihemalt jargmiselt:
[2.(1,1,1,9].

Péhjalikumalt kasitleme perioodilisi ahelmrurde paragrahvis

5.
Eesoleva paragrahvi lopus margime, et arvu Jt ahelmur-

ru esimesed elemendid on jargmised:
n =1[3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...],
arvu e ahelmurruks on aga
e -"72,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,...],
s.t.
al-2"a24a 1-a3n =2n”a3ntl = a3n+2 = 1 (n=1,2,3,...).
Valemite tuletuse arvu e ahelmurru elementide jaoks voib

leida naiteks Opikust (1), k. 221-223. Arvu e ahelmurd on
leitud Euleri poolt.

Harjutustlesandeid.

2.11. Arendada ahelmurruks irratsionaalarvud



a) /3> b)AN3, Cc)VTI, )~ 3*2 , e~ 67 -

2.12. Leida irratsionaalarvu ~/3 ahelmurru méned ele-

mendid.

§ 4. REAALARVU RATSIONAALSED LAHENDID

1. Reaalarvu lahendamine ahelmurru lahlsmurdudega.
Eelmise paragrahvi seosest (6) jareldub, et iga reaalarvu oC
vOib tema ahelmurru lahismurdudega kuitahes hasti lahenda-

da. Kaesolevas punktis uurime sellise lahendamise viga ja
jada {q™l elementide arvule oC lahenemise iseloomu.
Vaatleme kdigepealt, kuidas toimub lahismurdude jada

elementide lahenemine arvule 06. Selleks lahtume teo-

reemi 2,4 toestamisel saadud seosest

Vorduse (1) paremal poolel esineva murru nimetaja on posi-
tiivne, lugeja aga paaritu n korral positiivne, paarisarvu-

lise n korral negatiivne. Seetdttu juhul, kui n on paaritu

P P
arv, on (X>~ , paarisarvulise n korral aga = Seega

P2k+1 . P2m
2 _—_  *
@ 22k+1 42m

Naitame, et sealjuures

P’ oc ?n-1 - OC
«n-1

59



Selleks lahtume oL avaldisest (81» valem (5))

bl fn * ?n-1
n+l +V1

millest avaldame O0G ™

y -« > -
Siit
1o )
sest
Niisiis
® ;:17 - - rr‘j -

Arvestades VvOrratusi (2) ja (3 vOime Kirjutada

Pi<h n . oo
Ly < 4 oc < 4 Q@
Edasi hindame viga, mis tekib OC lahendamisel ratsionaalar-
Pn
vude®a <3¢ 7aem’st saadav tapne hinnang
" -
4 - Lo
@ ﬁn °nlo6rn+l ~n + ™M-1"

ei ole otseselt kasutatav, sest ta sisaldab tundmatut suu-

rust <#n+1. Paneme aga téhele, et

1
>
an+:l *

O = 2ne1 o,

Seega
"VAn+l Qn + Qn-1* ™ Qnan+l Qn + Qn-1™ = ™ Si+l »
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mistottu
©)

Seos (4) vdimaldab hinnata ka vea alammdéra. Hinnangu saami-

seks arvestame, et

1
oC
n+1 n+1 mn+2 <an+tl+ 1

Ja

°<M+1«n +4n-1< <V i In+tl + V
Seega

P

(6) H VK

Naeme, et vea Ulemine ja alumine tdke erinevad suhteliselt
vadhe. Seeparast annab valem (5) vaga tapse hinnangu.
Naide 1 . Leiame arvu fT méned esimesed lahismnrrud ja

hindame nende erinevust arvust rc\

3 7 15 1 292 1
0 1 3 2 33 355 103993 104348
1 O 1 7 106 113 33102 33215

Valem (6) annab

B ko o
7106 700 W \ < 1067713 <0 0001

721 113 | < 113%33102 < 0,000 000 27.

Eriti mugavaks lahendiks arvule JT'on neljas lahismurd

4 355
<t 113 °

re tipsuse. Viimane on tingitud sellest, et ahelmurru jarg-

mis suhteliselt vaikese nimetaja puhul annab suu-

mine element a® = 292 on virdlemisi suur ja selletdttu ka
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valemis (5) esinev nimetaja Qc on vdrreldes eelneva nimeta-
jJaga Q,4 = 113 jarsult kasvanud. Margime, et 1T ja —?53—% tege-
lik erinevus on 0,00000025... ; niisiis valemi (5) abil
saadav veahlnnang peaaegu uUhtib tegeliku veaga.

Kuna Qn+1 ~ Qn, siis valemist (6) jareldub hinnang

Q)

Siit omakorda jareldub, et ahelmurru lahismurrud on arvule
uldiselt markaa paremad lahendid kui 18plikud kimnendmurrud,
mis saadakse arvu  kimnendmurruks arendamise protsessis.

Toepoolest, kui c~t Cg, ... on arvu @ kimnendnumbrid parast

koma ja cQ m jotJ , s.t.

c + 14 A
0 10 ton 10n

saame vea hinnanguks

Ibl _ I cn+l °n+2
)

kusjuures seda hinnangut Uldiselt parandada ei saa. Tahista-

nud 10n a b, vbBime Kirjutada
(8)
Vorreldes hinnanguid (7) ja (8) naeme, et reaalarvu lahenda-

misel ahelmurru lahismurdudega ei Uleta viga ratsionaalse

lahendi nimetaja pddrdvaartuse ruutu, lahendamisel kimnend-
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murdudega voib aga viga ulatuda kimnendmurru nimetaja pdord-
vaartuseni. Seeparast vOib esimesel juhul raakida teist jar-

ku lahendamisest, teisel juhul vaid esimest jarku lahendami-
§

sest.
Naide 2. Vordleme irratsionaalarvuV?2 = 1,4142... ahel-
murru lahismurde sell u Iﬁendmurdudega 1,4 10 * |5§
1 oai 141 L ana e A 0 e
1,41 s 160* 1,414 = 16060 e 500

Arvu V2 ahelmurruks on [1, (2)]- Leiame mdned l&hismur-

rud
1 2 2 2 2 2 2
0 1 1 7 7 4 2]
11 o0 1 2 5 2 29 70 169

7 B, 7 n .
Lahismurd ’q>3 =5 tuhtib kimnendiahismurruga 1,4. Lahismurrud

*4 7 *5 41 P6 99

$4 = 127 Q5 = 29” =70
on aga kdik paremad lahendid kui kimnendlahismurd 1,41 =
= kuigi nende nimetajad on vaiksemad kui viimase nime-
taja 100. Kui V2'- "Iqu 3 0,0042..., siis 100-le lahedase

P6
nimetajaga lahismurru vea hindamine annab:

|~-ihTov e OO
Analoogiline on olukord jargnevate l&hismurdude korral.

Jargmine teoreem naitab, et ratsionaalmurd, mis teatud
mottes kullalt hasti aproksimeerib reaalarvu, Uhtib tingima-
ta selle reaalarvu ahelmurru Uhe lahismurruga. See teoreem
leiab kasutamist Pelli vorrandi lahendusvalemite tuletamisel

(85, punkt 3).
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Teoreem 2.6. Kui taisarvude a jab o™ 0, (@,b) = D
korral on taidetud tingimus
I<*-81 <3y
siis S on reaalarvu cc ahelmurru Uks lahismurde.

Toestus. Eeldame, et oC/ sest vastasel juhul oleks

vaide triviaalne. Arendame ratsionaalarvu % ahelmurruks,

b= [a1” a2x eeee akJa
vottes K paarisarvu, kui 06- " < 0,ja K paaritu, kui
o« - §~0. siis

®oa e e Bl oDl g

Moodustame arvu o nii, et

Pk« + PEA
* [} Ok <0* N -
Selleks tarvitseb votta
/ \ k-1 — 1

40 “ «5I-" Bk———-
Siis

o A e kO, @ piid<- A\
\Y \Y -V

(-Dk+l i 1
m/A -Vv =, kK=K 212>
i 1 « - 1 b
millest saame, et
00 > 2 - Q 4 1
K

Olgu oi arendatud ahelmurruks
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= tak+l* aK+2* eee]e
Et co>1, siis aktl N 1 ja avaldis [a® a2, ..., ak, ak+l,
ak+2* eee3 -($ kujutab endast regulaarset ahelmurdu, mille
vaartus on mingi reaalarv B . Arvu ji viib esitada ka mitte-
regulaarse 16pliku ahelmnrruna

B a Cal» aZ2* eeen. e 0%
mistdttu eelmise paragrahvi valemi () kohaselt

Asendanud siia bl avaldise (9), saame lihtsustamisel, et cC.
Seega on ratsionaalarv

[alt a2, .... &k ) > -
reaalarvu oC lahismurd.

2* Reaalarvu lahendamine ratslonaalarvude 18pmatu jada-
ga. Valemist (7) jareldub, et iga irratsionaalarvu jaoks ek-
_ _ _ _ a
sisteerib Iépmata palju ratsionaalarve —, mis rahuldavad

D
tingimust

@) 106 -§|<~ ,

kusjuures murruks S sobib arvu oc ahelmurru iga Igl'\hismurd-
Tekib kisimus, kas vOib vérratuse (10) paremal poolel esine-

va murru lugeja 1! asendada arvuga ¢ 1, nii et ka vdrratust

rahuldab iga irratsionaalarvu o6 korral Idpmata palju rat-
sionaalarve. Osutub, et see on vBimalik, kusjuures vahimaks

selliseks arvuks on



Teoreem 2.7. lga irratsionaalarvu oC jaoks eksistee-

_ ~ - _ a -
rib Idpmata palju ratsionaalarve b > mille korral

® e A<

2
Teoreemi toestuse voib leida naiteks opikust [1], Ik.
233-234. Toestamiseks naidatakse, et arvu oc ahelmurru

- I _ % ?n—-1 Pn Pn¥l
igast kolmest jarjestikusest lahismurrust -

B
T).
Edasi saab tdestada, et konstanti c vOrratuses (11) ei

vahemalt uks sobib arvuks

saa enam vahendada: vaiksema c korral leidub oi , mille jaoks
saab eksisteerida veel vaid 16plik hulk ratsionaalarve, mis
seda vdrratust rahuldavad. Kehtib nimelt jérgmine teoreem.

Teoreem 2.8. lga positiivse reaalarvu c < Vé:-ja arvu

15 i B B} a -
a = jaoks eksisteerib vaid loplik hulk ratsionaalarve

g (voi ei eksisteeri uhtki), mille korral
as3) ler - sl » -

Toestus. Oletame, et ot= jJa c< korral leidub
16pmatu hulk ratsionaalarve ~ , mis rahuldavad vérratust

(13). Siis iga sellise ratsionaalarvu korral on rahuldatud

vOrratused

millest parast oc asendamist ja b-ga korrutamist saame:



Siit saame ruutu tostmisel:
- n/5c< a2 — ab — b2« +V*5C .
b \Y; b
Kuna O0c V5 c <1, siis kullalt suure b korral

-1< a2 -ab -b2< 1

ja jarelikult a2 - ab - b2 = 0, sest a2 - ab - b2 on tais-
- a 1+V's R gt _ _

arv. Siis aga D=~ & % mis pole taisarvuliste a ja b

korral vdimalik. Saadud vastuolu naitab, et vlrratus (13)

A B
vgib kehtida vaid lopliku arvu ratsionaalarvude — korral.

Teoreemist 2.8 jareldub, et kui antud oC= 1 kor-
ral votta c kullalt véaike, siis pole vOrratus (13) taidetud
enam Uhegi ratsionaalarvu — korral, s.t. kullalt vaikese
positiivse reaalarvu c puhul kehtib iga ratsionaalarvu —

b
korral vorratus

3* Reaalarvu parimad ratsionaalsed lahendid. Ratsio-
naalarvu S (b > 0) nimetatakse reaalarvu oc parimaks 1&-
hendiks. kui ei eksisteeri Uhtki naturaalarvust b véaiksema
vOi temaga vOrdse positiivse nimetajaga ratsionaalarvu ™,
mis erineks oc -st vdhem kui erineb Seega on — reaalarvu
ac parimaks lahendiks parajasti siis, kui iga teise ratsio-

X ;
naalarvu = korral, mis rahuldab vérratust

on y > b. Geomeetriliselt tdhendab see seda, et kui votta

arvteljel punkt <x ja vahemik (oc - J”-oc), ot+]|~-oc]),

kus % on oi parim lahend, siis kdigi selles vahemikus asu-
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vate ratsionaalimrdude nimetajad on suuremad kui b. Tdes-
tame jargmise teoreemi.

Teoreem 2.9. Reaalarvu oC ahelmurru iga lahismurd

Pn (™ 2) on arvuoi parimaks lahendiks.

Toestus. Votame mistahes ratsionaalarvu 3° mis erineb
oC-st vahem kui Jﬂ-l s.t. ratsionaalarvu, mille korral
Si
N —oClIk -oc I. Tarvitseb naidata, et siis y 5*Opg . Eel-

duse kohaselt

If ICi _otl

P \ 1P p 1 1Ip
N—» S” » al s Tt~
n'' un/ ,Wn wn-1 1
Iyon-1 - *«n-1 1 . lypn-1 - *VI
————— ehk n ———
Siit
>|Ypn-1 - I9n-1 1* °-
Kui oleks yPn_, - *0 . . O, siis ¥ * juli . Viimane vOrdus

pole aga voimalik, sest Rl asub oC-st kaugemal kui K

Et 1Ypn_l “ xQn-1 1 on nat gpalarv, siis ongi y > Q .

Lahismurdude vahel kehtib seos

(na\ Pn+1 Pnan+1 + Pn-1

<4 m57n+l ¢ 4 N7 *n+i » 1-

Kui an+i aii0 saab raakida veel nn. vahepealsetest mur-
dudest

PRk + V...
ogx + Qn]l_lll* E:f,g,_-.,anﬂ -4
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Margime toestuseta, et ka moningad ahelmurru vahepealsed
murrud osutuvad selleks ahelmurruks arendatud reaalarvu pa-
rimateks lahenditeks ja tema parimateks lahenditeks saavad
olla vaid murrud (14) (t. [1, 5D-

Vajadus reaalarvu parimate lahendite leidmiseks voib
tekkida mitmetel juhtudel. Mainime naiteks hammasulekande
projekteerimist. Kahe hammasseostusega ratta podorlemise
nurkkiirused on pdordvordelised hammaste arvuga. Hammaste
arv hammasrattas saab aga olla vaid tdisarv, kusjuures ham-
masrattaid ei saa valmistada vaga suure hammaste arvuga.
Seega hammasrataste poorlemise nurkkiiruste suhe on mitte
vaga suure lugeja ja nimetajaga ratsionaalarv. Kui ndutakse
kahe volli Uhendamist hammasratta abil nii, et nende nurk-
kiiruste suhe oleks &C , siis juhul,kui a on irratsionaalne
(vOi on véga suure nimetajaga ratsionaalarv), ei ole nurk-
kiiruste suhe tapselt realiseeritav ja tuleb leppida cC rat-
sionaalse lahendiga, mille nimetaja ei ole eriti suur. Sel-
lise probleemi ees seisis muide 17. sajandi valjapaistev
mehaanik, fulsik ja matemaatik C. Huygens (1629-1695) pai-
kesestisteemi mudeli konstrueerimisel, kui oli tarvis reali-
seerida planeetide tiirlemisperioodide tegelikke suhteid
hammasratastilekannete abil. Huygens kasutaski nimetatud su-

hetele sobivate parimate lahendite saamiseks ahelmurdude

lahismurde.
Harjutusilesandeid.
2.13. Leida arvu e ahelmurru l&hismurd, mille nimetaja

ei uleta 100 ja erineb sealjuures arvust e kdige vahem.



Hinnata lahendi té&psust.

2.14. Leida arvu VI3 ahelmurru esimene lahismurd, mis
erineb antud arvust vahem kui 107/

2.15. Leida arvu ]/l vadhima nimetajaga parim ratsionaal-
ne Ighend, mis erineb sellest arvust vahem kui 10—4

2.16. Kontrollida teoreemi 2.6 abil, kas §8 on irrat-

sionaalarvu 1/5 ahelmurru uks lahismurde.

85. REAALSED RUUTIRRATSIONAALID

1. Ruutirratsionaal .ia perioodiline ahelmurd. Reaalseks
ruutirratsionaaliks nimetatakse taisarvuliste kordajatega
ruutvorrandi reaalset lahendit, mis ei ole ratsionaalarv.
Seega avaldub reaalne ruutirratsionaal kujul

A +VD
B

kus A, B, D on taisarvud, D > 0 ja D ei ole téisruut. Esita-
tud ruutirratsionaaliga Uhist ruutvorrandit rahuldab tema

kaasirratsionaal
A -Vd
B

Ruutirratsionaalid on tihedalt seotud perioodiliste ahelmur-
dudega. Ahelmurdu nimetatakse perioodiliseks. kui teatud ko-
hast alates tema elemendid hakkavad korduma, s.t. kui ta

avaldub kujul

[av a2* ai-1* ai* *e*” gi+k-1" ai > **** gi+k-1" eee]-
Viimast ahelmurdu tdhistame luhidalt jargmiselt:

Car a2’ al_1* 7al» eee» ai+k-1"N*
Kui 1 = 1, siis nimetatakse perioodilist ahelmurdu puhtperj-
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oodiliseks. kui 1 > 1, eiis eegaperloodiliseks.

Kirjutame irratsionaalarvu oC kujul

06 = al 1
agt a3+
<L+k-1 + «*+K
Kui osutub, et siis ahelmurd on perioodiline,
kusjuures oct=[ al, ai_l, @, , ---, aitk -PDI- Toepoo-
lest,

*
ai+k-1 + oi+

Viimase nimetaja ahelmurruks arendamisel saame jalle
sama tulemuse. On selge ka vastupidine: kui ahelmurd on pe-
rioodiline, siis mingist indeksist alates

ONi+k = N T
kus k on kindel naturaalarv (perioodi pikkus), 1 voib aga
teatuddl indeksist alates omandada koéiki vaartusi.
1 Teoreem 2.10. Reaalarv oC, mis annab arendamisel peri-
oodilise ahelmurru, on ruutirratsionaal.

TOestus. Kasutame seost oCM+N = oC”N ja esitame oC kahel

kujul :
P oCn ¢ P
06 m [a1f a2, ..., ai,i»>Ni }* Qi 10Ci + ‘1_2

" n Pi+k-1°Mi + Fi+k-2
[alt a2, ..., ai+k.v~iJ* Qi+k_i°M + Qi+k-2

G

Avaldame kummastki seosest oC”:
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Seega rahuldab oc jargmist taisarvuliste kordajatega ruutvor

randit :

@Qi-1Qi+k-2 " Qi-2Qi+k-1)0™2 + (Qi+k-1Pi-2 + Qi-2Pi+k-1

Pi+k-2Qi-1 “ Pi-1Qi+k-2"°6 + Pi+k-2Pi-1 " Pi+k-1Pi-2 7 O
Teoreem on tdestatud.

Naide 1. Leida ruutirratsionaal, mis avaldub jargmise

poerio o dilise ahelm urruna Cola (1.3,1.8)] s i d:z
S eeg a * 2 i+ ok * 6 E sitam e & 0c2 ja 0Cyg kauvdu

CI: PPaec 2 + ro p5°~6 + P4

I "
1A 2 + ., Q5 *6 A~ 5
A rvoutaae P V
4 1 3 1 8
0 1 4 5 19 24 211
1 0 1 1 4 5 44
S eeg
4042 + 1 211 o0c6 + 24
ocn 44 0<6 J
2
= U deet
s CC

5*? = 115,
oc = pa/23.
(Miks ona -VW. mitte aga -V23 ?)
Muidugi vdib leitud Pm ja ©~ asendada kohe teoreemi
toestamisel saadud ruutvlrrandisse. Viimast on aga raske

meeles pidada.



Kehtib ka tdestatud teoreemi podrdteoreem:
N Teoreem 2.11 (Lagrange). Iga ruutirratsionaal avaldub
perioodilise ahelmumma.
Téestus (vrd.[lo)). Olgu cc ruutirratsionaal, s.t. tais-

arvuliste kordajatega ruutvlrrandi

@ bj2 - 2cjXx+ d~ao0

irratsionaalne lahend (alati vOib saavutada, et lineaarliik-
me kordaja 2cl on paarisarv; seeparast eeldame, et ka cl on

taisarv). Leiame vdrrandid jarjestikuste O”-de arvutamiseks.
Kdigepealt

(@) oi = SI + (C2 > 1),

mistdttu kehtib samasus
bi(ai + 6q)2 - 2ci(ai + +d!'" o
ehk
Gjea - 2clal + t™oi® ~2(cd-b ~J o +bl

1
e

Naeme, et OC™ rahuldab ruutvorrandit
p
(©) bgi * 2CgX + d2 3 0,

kus bg, Cg ja d2 on samuti taisarvud nagu vorrandi (1) kor-
dajad, kusjuures
bla?L - 2clal + dM#

b2 =
@ Cg 3 cl — bjai,
d2 = br
Sama tlUpi ruutvOrrandid saame OCjt ..., ,oi™ ...

Jaoks. Kuil o im>a, + otifl rahuldab ruutvbrrandit
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©) BPX2 - 2ctx + a o,

siis OMNi+l rahuldab voérrandit

bi+ii2 - 2oitix + 4i+i 3 °>

kus

©®© bi+l " V i

D ci+l = ci - "ii

® di+1 =V

siinjuures i1 ci+1* di+1l on taisarvud. Koikide vdrran-

dite diskriminandid Uhtivad, sest

Di+l = ci+l " bi+ldi+l = “ci “ biai®

- bi(bia? - 2ciai + d™ = ci - b~ = Di.

Niisiis % +{ > = ... =D1=c2 - = D*

Vaatleme Idpmatut kordajate jada
©) bp» b4 e
TOestame, et siin on I6pmata palju naaberelemente, mis on
vastandméarkidega. Oletame vastupidi, et selliseid elemente
on I6plik hulk. Siis alates teatud kohast on jada (9) ele-
mendid kd&ik Uhe ja sama margiga. Olgu b/>m 0, kui 1 ™ k.
Siis seose (8) tottu on positiivsed kdik kordajad di alates

kordajast dk+l = b™. Teiselt poolt nditab valem (7), et siia
(109 ck > ck+l > ck+2 > __.

sest a*> 0. Et kdik on taisarvud, siis teatud kohast

alates on kdik negatiivsed. Seega alates teatud indeksist
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kehtivad vorratused

N> 0, < 0, d*> 0.

Et of+ > 0, siis peab kehtima vorratus

\°<-f - 2cla:i + d+> O.

Tulemus on vastuolus eeldusega, et oc” on vorrandi (&) la-
hend. Analoogilisele vastuolule jduame, kui oletame, et ja-
das (9@ on teatud indeksist i alates kdik b 0. Ilmne on
ka, et Ukski b™ Y 0. Seega on jadas (9) Idpmata palju vas-
tandmargilisi naaberelemente. Olgu bu ja butl vastandmargili-
sed. Ruutvdrrandi, mida rahuldab U 1 vOib seose (8) tottu

esitada kujul

<11> Vn*2 - 2cm+1l* + bw - °-

Nagu asja tdestasime, on selliseid vOrrandeid, kus esimene
Ja viimane kordaja on vastandmargilised, Idpmata palju. lgal
sellisel vorrandil (11) on Uks positiivne ja iUks negatiivne
lahend. Positiivseks lahendiks on (miks?). Naitame, et
vOrrandite (11) seas on erinevaid vaid 16plik hulk. Lahtume

diskriminandist, mis on kéigil viOrranditel sama:

<41 " bm+lbm = D > °*

Et bmbm+1/ °* siis °w-1< D ehk iomlI<A”* Samuti on
Jbm+ibm | < Taisarve, mis rahuldavad viimaseid vOrratusi,
on I6plik hulk. Jarelikult Idpmata paljude vorrandite (11)
hulgas on erinevaid vaid 16plik hulk. Olgu kaheks Uhtivaks
vorrandiks vorrandid

bx-n*2 - 2V m* +b - 0
JR 2

ViXx “2vm*+Db =°

V=



Hende ainsad positiivsed lahendid peavad Uhtima: oWi+l s

a0™~4+1*See aga tahendab, et cL on perioodiline.

2* Puhtperioodilised ahelmurrud.Selgitame, missugused
ruutirratsionaalid annavad arendamisel puhtperioodilise

ahelmurru. Vastuse sellele kisimusele annab jargmine teo-

reem.
Teoreem 2.12. Ruutirratslonaali

ahelmurd on puhtperioodiline parajasti siis, kui oC>1 ja

kaasirratsionaal

rahuldab tingimust -1<CC O.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu oc puhtperioodilise ahelmur-
ru vaartus, s.t. teatud indeksi k 2 korral = oC, Siis
al “ ak ~ 1« millest jareldub omakorda, et OC> 1. Seostest

Pk-1°~k + Pk-2
“ = «Cl"<*k + «k-2 > “k=%*

saame, et oc rahuldab samasust

4k_,a2 + (k2 - rk 1)« - Pk 2 = 0.
Arvutades ruutpolinoomi

<> - ek 112 + <4k-2 - Pk-1)x * ?k-2
vaartused kohal 0 ja -1 saame f(0) » -Pk 2< o ja f(-1) =
* 1~ "N=2n Pk-1 — Pk=2" ™ millest nahtub, et

poliinoomi teine juur OC rahuldab vérratust -1<<5 < q.



Nagu nahtus teoreemi 2.11 toestamisel, on koik irratsionaal-
arvud 08 samuti ruutirratsionaalid, kusjuures ruutvorrandi-

tel, mida nad rahuldavad, on Uhine diskriminant D. Niisiis

a~vd ad -v5
<*n = — B-—-

kus An, Bn on taisarvud. Toestame taieliku induktsiooni mee-
todil, et iga n ™ 1 korral

@2) 0.

Tingimus on téidetud eelduse kohaselt, kui n = 1, sest

O = oC. Oletame, et vOrratus (12) kehtib mingi n ~ 1 kor-
ral ja nditame, et ta kehtib siis indeksi n+l korral. Kuna

aCc =a +T —1 , siis kaasirratsionaalide vahel kehtib seos
n a n+

ocn = a + —  (kontrollidal), millest &c =— - F—
°ti+l n+1 ocu - an

Et an ~ 1 ja -1~ Gn < 0, siis saamegi vorratused

4 0, Lagrange’i teoreemi kohaselt eksisteeriv
ja Kk nii, et <*i+k - ja jarelikult <*i+k = &+. Naitame,
et siit jareldub vordus # k+l m oC™ ><X , mis tahendabki, et

oc on puhtperioodiline. Seosest 3 ai-1 + OTT

saame
N-1- al-i+ * N7 zai-it+t ("N-1 )k
Et O< -06i-1 <1, siis al_1la - (téisosa). Analoogi-
liselt seosest
oC... A=a,.. 4+ =
saame

bik. A§ 4K
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ja et <*i+k =00, siis ai+}£1 = ai_v Et vorduste

°Ni-1 = ai-1 + °Ni+k-1 = ail+k-1 + Oc™K

paremad pooled on vdrdsed, siis ono 6 = Ja
NMi+k-1 = °Ni-1* TGestasime, et vordusest OMNi+k » OC™ jarel-
dub vordus Oti+k_1 = Toestatu pohjal jareldub siit
vordus (%k+1 2 = OCi-2 Jne., kuni jbuamegi vorduseni <"k+l*
= <x1=(.
Jareldus, Uhegi ruutirratsionaali YD (© > 1) ahel-
i murd ei ole puhtperioodiline.
Toepoolest, -ViI>< -1.

2
Ndide 2. Ruutirratsionaali oc * — +—\P[ ahelmurd on

puhtperioodiline, sest oc>1 jad= - asub vahemikus
(-1, 0). Ahelmurruks arendamisel saamegi
-3”7” = [@, 1, 1,9]-

Teoreem 2.13. Olgu D mitteruutarv ja /0 > B > 0. Siis

_ - - Vd
ruutirratsionaali =3 ahelmurruks on

B -1zi% 2P wm> i 24)].
TOestus. Vaatleme ruutirratsionaali oi= al +” , kus
al = [“b]* N"» sl 0oC>1 jaoC = aj-~" asub vahe-
mikus (-1, 0). Seega on k ahelmurd puhtperioodiline. Et

] = Jal + > 2an, siis

VD r
al+ B = L2av a2* eee» ak-1* 2al” a2’ ***” ak~1* 2aj»eee]»

millest
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“g 3 tal* @2* a™» ees* afE-1» 22" )].
Nalteks on
VI3 =3, 4, 1, 1, 1, 6)],
va3z =6, (@, 1, 3, 1, 5, 1, 3, 1, 1, 12)],
‘W =[1, G, 2) (kontrollidal).

~ A _ - - OX -
Margime toestuseta, et ruutirratsionaali A_B korral alati

ak-1 = a2*
ak-2 = a3>

t. [71. k. 336).

3? Pelli vdrrand. Vaatleme diofantilise vorrandi
a3) X2 - Dy2 = 1
lahendamist. Euler nimetas seda VvOrrandit mingi arusaa-
matuse tottu J.Pelli (1610-1685) nime jargi Pelli vOrrandiks.
See nimetus kandus Euleri toddest edasi ja on kirjanduses
kasutusel senini. On selgunud, (vt. (1),lk. 314), et J.Pell
ei tegelnud Uldse vdrrandiga (13), esimesena aga leidis Ul-
dise lahendusmeetodi P.Fermat. Seeparast oleks digem nimeta-
da vBrrandit (13) Fermat® vlrrandiks. Jaame siiski Kkirjandu-
ses Uldiselt kasutatava nimetuse juurde.

Kui D< O vBi D A do, siis on vorrandi (13) lahendamine
triviaalne. Eeldame seeparast, et vorrandis (13) on D posi-
tiivne taisarv jaV''D irratsionaalarv. Olgu arvupaar (xQ, yo)
vorrandi (13) lahend. VOime piirduda positiivsete lahenditega,
sest kui (xQ, yQ) on lahend, siis on seda ka (ixo. iyo). Mar-

gime veel, et xQ, yQ on seose
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(@)} x% - DX(Z) =1
tottu Uhistegurita. Kirjutame samasuse (14) kujul

xo “ YOW )(xo + YOVD) =1

ehk
X,, _
T2 -Vd
*0
Kuna siit jareldub, et ~ ~N1* sls

Jo

AN +Ybp > 2V0 > 2.
yo
Viimast vOrratust arvestades saame, et

y° 2y2
X
Teoreemi 2.6 kohaselt peab siis — olema ruutirratsionaali
yo
- P -
VC ahelmurru uks lahismurdudest kusjuures x™ = Pn,
y a Q. Et siis indeks n peab olema paarisarv.

y® _
s tuleb Pelli vdrrandi koiki lahendeid otsida vaid VD

=
-
-
%]

-
-

ahelmurru paarisarvulise indeksiga lahismurdude lugejate ja
(vaatavate) nimetajate hulgast.

Edaai uurime, millised lahismurrud véivad anda vorran-
di lahendi ja teeme kindlaks, kas Pelli vdrrand on lahenduv
iga D korral.

Avaldame J suuruste PR ja ™ kaudu:

® S

80



« - Pn-1 <Vive - Fn-1)(Pn *
1l = Pn - Pn - ©

ehk arvestades, et n on paarisarv,

(16) oc =-S + ,
O+l

kus b = - ?n_i?7?n on taisarv.
Naitame, et b > 0. Selleks lahtume seosest

an b +VD = (Q~Vd - Pn_i)(Pn.+ S/5*

P . P
Et n on paarisarv, siis & -<VO <™ ja eelmise para-

grahvi valemist (6) (Ik. 61 ) saame hinnangu

millest
VIAS5 - pn-1> 5/
ja seose (17) tottu
b+Vv3 ¢tn + ("™"\W) = +Vd)>Yd.
Seega toepoolest b > O.
. o R QN A -

Marru (16) nimetaja - DC™ vordub vorrandi (13) va-
saku poolega, kus x = Pn ja y = Q. Taisarvude paar (Pn,
on seega vorrandi (13) lahendiks parajasti siis, kui
(1)) <+l = b +V0.

Et seose (15) tottu
= [a,, a2, ..., an,<n+l].
siis vOib avaldise (18) esitada kujul

°<n+l = b +V~ = tb+al* a2’ an’<*n+4 =

f£bta j, a2» «=«, ap, bta”™, a2, ..., a®, -.
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Kuna b + aj >0, siis on £n+4 regulaarne puhtperioodiline
ahelmurd ja teoreemi 2.12 kohaselt
-1< £Xntl = b -VD < 0.

Siity) - 1< b< Vd, mistéttu b = [V* )= a-p Niisiis on
arvupaar (Pn, Qn) vorrandi (13) lahend parajasti siis, kui
vO avaldub perioodilise ahelmurruna kujul

(@) Vd - lal, (sg, «»t * 2a™MJ,

kus perioodi pikkus n on paarisarv. Kujul (19) avaldub aga
teoreemi 2.13 pobhjal \fu iga positiivse taisarvu D korral,
mis ei ole taisruut. Juhul kui irratsionaalarvuV”" ahelmur-
ru perioodi pikkus n on paarisarv, on vorrandil (13) kind-
lasti lahend xQ = Pn, yO = Qn> kus n on perioodi eelviimase
elemendi indeks. Kui aga Vd ahelmurru perioodi pikkus on
paaritu arv k, siis vdib VO avaldada ikkagi kujul (19), ka
n on paarisarv, kui vaid Uhendada kaks perioodi:

vd a [a®, (&» 2an, , N3» eeex 2aMJ =

= I®l* ®3%* eeex * 2a™M3, n = 2k

Seega on vorrand (13) lahenduv ka juhul, kui Vd ahelmurru
vahima perioodi pikkus on paaritu arv k, kuid sel juhul on
lahendiks arvupaar (Pgk* ~2k~* Kummalgi juhul saame niiviisi
véhimad positiivsed lahendid. Glejadanud lahendid saadakse,
kui peatuda mingi teise perioodi eelviimasel elemendil ja

arvutada vastava lahismurru lugeja ja nimetaja. Seega on

vorrandi (13) k&ik lahendid antud arvupaaridega

@k’ Qk"N” P2k” Q2k™> "P3K” Q3k™»  (P4k” Q4k™ eeex
kui Vd"ahelmurru vahima perioodi pikkus K on paarisarv, ja
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arvupaaridega

(72K Q2kN” 7P4K? Q4kN” "PEK” QBKN* eeee
kui Vd ahelmurru vahima perioodi pikkus k on paaritu arv.
WSide 4. Lahendame v8rrandi x2 - 2y% = 1.
Kuna V2 = [1,(2)], s.t. véhima perioodi pikkus kK = 1 on
paaritu, siis lahenditeks on arvupaarid (P2, Q2), (™4* Q4)*

6, Q6), ..., s.o. G, 2, (7, 12), (M, 70),

Harjutustlesandeid.

2 .17 . Leida ruutirratsionaalid, mille ahelmurrud on
Jargmised:

a [(D), b) [-1.(1, 21,

o (@8, 2, 3, 3, 2], dI]0,2, 1, 1, 2, 10)3,

e [7.(1. 1, 4, 1, 1, 14)), ©H [9.1, 18)].

2.18. Kasutades teoreemi 2.12 teha kindlaks, kas
jJargmiste ruutirratsionaalide ahelmurrud on puhtperioodili-

sed vOiI mitte:

a b) 1xVvU.

) 4 ) 5

2.19. Teades, et = [@, 1, 1, 41, Kkirjutada
valja jargmiste ruutirratsionaalide ahelmurrud:

a 8_tvi _ b) , 0 dL~”™a.

2.20. Teadea, et 2)]. kirjutada valja

ruutirratsionaalide

— Ja 3 ahelmurrud.

03



2.21. Lahendada jargmised Pelli v@rrandid:

a) x2 - 3y2
b) X2 - 32y2
©) x2 - 13Y2
d) X2 - 89y2
&) x2 - 98y2



1. ALGEBRALISED
JA . TRANSTSENDENTSED ARVUD

§ 1. ALGEBRALISTE ARVUDE KORPUS

Kompleksarvu (sealhulgas reaalarvu) 06 nimetatakse al-
gebraliseks arvuks, kui ta on mingi taisarvuliste kordajate-

ga mitte-nullpolinoomi
f) =axn + a”™ -1 + ... + an

Juur, s.t. kui f(o0 = 0. Kui 06 on taisarvuliste kordajate-
ga n-astme polunoomi juur, kuid ei ole Uhegi madalama astme-
ga taisarvuliste kordajatega mitte-nullpollnoomi juur, siis
arvu oi nimetatakse n-astme algebraliseks arvuks.

Antud definitsiooni kohaselt on ratsionaalarvud esimese
astme algebralised arvud, ruutirratsionaalid aga teise astme
algebralised arvud. Kolmanda astme algebralisi arve nimeta-
takse sageli kuupirratsionaalideks (naiteks v2 ).

On ilmne, et algebralise arvu definitsioonis vdib luba-
da ka T(x) kordajate ratsionaalarvulisust - defineeritava-
te arvude klass sellest ei muutu.

ToOestame jargmise omaduse.

I Teoreem 3.1. Kui n-astme algebraline arv o6 on rat3io-
néglsete kordajatega n-astme polinoomi f(xX) juur, siia fX)
on taandumatu Ule ratsionaalarvude korpuse.

TOestus. Kui oletada, et f(X) on taanduv Ule ratsio-



naalarvude korpuse, siis f(x) » g()h(Xx), kus g(x) jJa
h(x) on mdlemad ratsionaalsete kordajatega madalama kui
n-astme polunoomid. Siis aga 0 = f(oi) 8 g6 Hh(C) ja
seega kas g(ob) = 0 vdi h(oE ) » 0. See on aga vastuolus
n-astme algebralise arvu definitsiooniga.

Kui n-astme ( ~ 1) algebraline arv <x1 on ratsio-
naalsete kordajatega n-astmte normeeritud poli-
noomi*)

fX) =X +b -1+ ... + bn
juur, siis polinoomi f(xX) nimetatakse arvu oC® minimaalpo-
linoomiks, selle polinoomi Ulejdanud juuri c*2, -..» oln
aga arvu oil kaasarvudeks,

Teoreemist 3«1 jareldub, et arvu minimaalpolinoom on

taandumatu Ule ratsionaalarvude korpuse.

N Teoreem 3.2. Kui ot ja fi on algebralised arvud, siis
oC+fij OC— j3, ocji ja juhul, kui [b ¥ 0, ka~ , on al-
gebralised arvud; teisiti: koigi algebraliste arvude hulk on
korpus.

Tdestus. Olgu oC= cL n-astme algebraline arv ja jor=
= m-astme algebraline arv. Olgu f(X) Jja g(xX) nende
arvude vastavad minimaalpolinoomid, <x2, ...» oCn ja /32,

Bm aga vastavad kaasarvud. Siis Vieta valemite koha-
selt

fX) » xn - SjxF 1 + &xn~2 - ... +(-Dn6h ,
gx) = xm -T-,*241 +'c2r0-2 - ...+ D~

Normeeritud polunoomiks nimetame polinoomi, mille
pealiikme kordaja on 1.
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kus 67 (k*1,2,...,n) on summeetrilised pohipolinoomid
polinoomi  f(X) jJuurtest OCM oCNt ee=» <Xn ja 'Ci (Im
ml,2,.._.fn) on summeetrilised pohipolinoomid polinoomi

g(xX) Juurtest fby fi2¢ eeee /3m* Kuna Ff(X) ja gx) kor-
dajad on eelduse kohaselt ratsionaalarvud, siis on seda ka
pohipolinoomide vdartused <k ja T 1.

Moodtxstame nm-astme polinoomi
POX) a ] Il FX- (CEx+R)) =
i-1 j=1

> (x-0(1 - /3L) (x-<"1 - /2)...(x K11 - Bm)*

- (X- 02 - —<*2 I FR(X -<X2 - /3T)F

* (x —orn "PI)(X “rin -~2)* *(x “°M "Pm) =

=x™ - (M6 + n"CAXIE™1 + __.
On lihtne kontrollida, et funktsioon
FOO — P(X; GG OR « eeen<Xa»y3-)*"2»

on nii argumentide sisteemi oC-p0O”™» eee> otn kui ka argu-
mentide susteemi 6-]*/32» suhtes summeetriline po-
IUnoom. Kasutame jargmist teoreemi (Vt.A.T. Ky p o u. Kypc
BbicLLEA anrebpbl, u3g. 2 n 3, 1950, 1352, § 37 ), mis on kdr-
gema algebra kursusest tuttava simmeetriliste polinoomide
pohiteoreemi Uldistuseks:

kui G(oc,1t _,.,0fn, fbj, ..., fi>m) on kahe argumentide
susteemi o(™, ...,0En ja , ®***»Rm suhtes suinmeetrili”

ne polinoom tle korpuse K, siis
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G(#1» eee»> (0, =th( & ===» 6 * Kkkx >

kus anNO6~, ..., 67, ---- Th) on polunoom kordajatega
korpusest K, 4T .... 64 ja  ..... n on aga eespool
defineeritud summeetrilised poShipolinoomid.

Vottes polunoomiks G(Aj, ...,0cn, cee x> poli-
noomi  FQCx; obv  eeex»0«n»/31..... /3n) ja korpuseks K rat-
slonaalarvude korpuse ning arvestades, et 6%, ...» 6h ja
™, . Tm on ratsionaalsed, jareldame, et polunoomi
F(X) kordajad on ratsionaalsed. See tahendab, et o + (M ,
sealhulgas ka o+ on algebraline arv, mille aste ei Ule-
ta m.

Analoogi liselt saab tdestada, et korrutis <xR on algeb-
raline arv. Selleks tarvitseb vaadelda poliUnoomi

FOO = |1 | & -adjipt

mille Uheks juureks on o™ =cth.

Kuna fh on polunoomi g(x) Jjuur, siis -8 ja ~
(kui fi /7 0) on vastavalt ratsionaalsete kordajatega polinoo-
mide g(-x) Ja xmg( i1 ) juured. See tahendab, et ka - A
Ja :LL) on algebralised arvwud.

Et 06-"3 = 06+ (-"8) ja " , Ssiis eeltdesta-
tu pbhjal on ka vahe Ja jagatis algebralised arnvud.

Jareldus. Reaalsete algebraliste arvude hulk on korpus.

Toepoolest, aritmeetilised tehted ei vii valja reaal-
arvude korpusest.

Margime tdestuseta ara (komplekssete) algebraliste ar-

vude korpuse jargmise tdhelepanuvaarse omaduse.
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o0 Teoreew 3.3. Kui jQ=* n on algebralised ar-

vud, siis polunoomi

IV + ftweey + emmtf3

iga juur 06 (kompleksarvude korpusest) on algebraline arv;

teisiti: algebraliste arvude korpus on algebraliselt kinnine.

On selge, et reaal sete algebraliste arvude

korpus pole algebraliselt kinnine (miks?).

Teoreemidest 3.2 ja 3*3 jareldub, et iga arv, als on
saadud algebralistest arvudest I0pliku arvu aritmeetillste
tehete ja juurimiste tulemusena, on algebraline arv. 111

naiteks on algebralised arvud

2 ¢ "V'STVt dB - + vTO
VV5 + vF * V5

kus i1 on imaglnaaruhik. Radikaalide abil el saa aga esitada

koiki algebralisi arve, sest teatavasti mitte kdigi kdrgeaa
kui neljanda astme polinoomide juured ei ole avaldatavad ra-
dikaalide abil polinoomi kordajatest.
Peatume luhidalt veel algebralise taisarvu mdistel.
Arvu oi nimetatakse algebraliseks taisarvuks, kui ta on
mingi taisarvuliste kordajatega nor me e -

ritud polinoomi
(D) xXL+an"1+ ... + &aj

Juur.
Koigi algebraliste taisarvude hulk on ring, mitte enam
korpus, seat algebraliste taisarvude oC, /3 jagatia pole ala-

ti algebraline taiearv. On aga huvitav markida, et kui polu-
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noomi (1) kordajad on algebralised taisarvud, siis on selle
polinoomi juurteks lIkkagi algebralised tdisarvud. Seega on
algebraliste taisarvude ring algebraliselt kinnine®.
Algebraliste arvude teoorias on kaks suurt suunda.
Obeks suunaks on algebraline arvuteooria, mis on loodud
E.Knnmerl poolt eelmise sajandi keskel ja uurib algebraliste
arvude omadusi. llmelt on algebralistel tédisarvudel rida
omadusi, mis on analoogilised tavaliste (ratsionaalsete)
téisarvude omadustega. Peamine erinevus on aga selles, et
arvu lahutamine algteguriteks pole uhene. Ohesuse saavutami-
seks kasutas Kummer nn. ideaalseid arve. Teiseks suunaks on
algebraliste arvude léhendamine ratsionaalarvudega. Peatuma-
ta kisimustel, mis kuuluvad algebralise arvuteooria valdkon-
da, vaatleme jargmises paragrahvis algebraliste arvude la-

hendamist ratsionaalarvudega.

8§2_. ALGEBRALISTE ARVUDE RATSIONAALSED LAHENDID

laga jareldasime teoreemist 2.8, kehtib 2. astme algeb-
ralise arvu a « ja kullalt vaikese positiivse reaal-

arvu o korral iga ratsionaalarvu*) ~ puhul vdrratus
a6 - 4
Viimane v@rratus naitab, et nimetatud arvu ot ei saa ratsio-
naalarvudega eriti basti lahendada. Osutub, et siin on tege-
*
Eeldame alati, et ratsionaalmurru nimetaja b on po-
sitiivne.
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mist reaalsete algebraliste arvude Uhe Uldise omadusega.
Kehtib nimelt jargmine teoreem.

Teoreem 3.4 (Liouville. 1844). Ilga reaalse n-astme
(n ~ 1) algebralise arvu oC jaoks leidub positiivne arv Cc ,
nii et kdikide ratsionaalarvude 8 0 occ) korral kehtib

vorratus
CD 106 “ sl N ~n e

Toestus. Olgu f(x) = Agxll + AIxn*“1 + ... + A™ taisar-
vuliste kordajatega n-astme polinoom, mille Uheks juureks on
n-astme algebraline arv c. (polinoomi f(x) voib saada ndni-
maalpolinoomist ratsionaalsete kordajate Uhise nimetajaga
labikorrutamise teel). Siis B"zout"™ teoreemi kohaselt

) » (x - 00g(x),

kus g(xX) on reaalsete kordajatega (n-1)-astme
polinoom. Fikseerime suvalise positiivse reaalarvu 5 ja
vaatleme loiku fot-5, oc+57] . Kuna |g(x)] on igal loigul
pidev ja seega ka tokestatud, siis eksisteerib positiivne
arv M ,nii et g " M, kui x£@©t-6, oC+S]= Valime
positiivse reaalarvu c nii, et g ja c”™ 6 . Suvali-
se ratsionaalarvu ~ jaoks on kaks jargmist vdimalust.

D Arv ~ asub valjaspool loiku [oc -5 » ot+8]* Siis
& -F]>5* «> " o
2) Arv asub loigus, s.t. oC-6< ~ < ot+ 8 =
Siis jg(’\)j/\ M ja saame

I*d1e!l - aPgt)l- nit- |~ da“tl-
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Knfl f(x) on ratsionaalarvude korpueea taandumatu (teo-
reem 3.1)» eiis pole tal ratsionaalseid juu-

ri, kui n ~2; kui n> 1, pole tal aga juuri, mis erinek-

sid ob-st. Seeparast

Ia all + Alan"1b + ... + A *11
If(DI. L& ——- 3 3ol L

Kuna lugeja on positiivne tdisarv, s.t.

|Qan + Ajan"1b + ... + N,
Siis Saame
al- «1/a\] C
b\* ~ bn

Teoreem on tdestatud.

Liouville®™i teoreem naitab, et n-astme algebraliste

arvude lahendamine ratsionaalarvudega b on alt tdkestatud

. A ) ) 4 )
suurusega jarku —r , ruutlrratsionaalide lahendamine seega
bn

suurusega jarku ﬁi. Jargmine teoreem naitab, et peale ruut-
irratsionaalide leidub ka teisi Irratsionaalarve, mille kor-

_ . H _ _ _M 1
rai lahendamine ratsionaalarvudega on jarku B* -

Teoreem 3.5. Kui irratsionaalarvu aC ahelmurru elemen-
did on tokestatud, siis leidub positiivne reaalarv c , nii

et iga ratsionaalarvu ~ korral kehtib vbrratus
(&) \oC-b \>"r-
Toestus. Olgu C» al + N a2 + + oo tahistagu

RK selle ahelmurru k-ndat lahlsmurdu. Eelduse kohaselt ek-

92



sisteerib toke M, nii et iga m = 1,2,... puhul on

amn N M. Votame suvalise ratsionaalarvu Jj . Selle nimetaja
rahuldab mingi s ~ 2 puhul tingimust Qs-1 ~ b < Qs.
Et lahismurrud on arvule 06 parimad ratsionaalsed lahendid

Siis

Hindame nimetajas esinevaid suurusi:
QB =Qs-las + Qs 2~ bM + b = b(M + 1),

«6Btl + «S - V_.+1 +Vi +9S-V 8*1 + 1) + SB-1 2

~b(H - bfM2 + 2M + 2).
Seega
1
s.t. kehtib vSrratus (2), kus ¢ » ———————— e ——

M+ D@Gr +2M + 2)

Teoreem 3.6. Kui reaalarvu oC ahelmurru elemendid ei
ole tokestatud, siis iga c > 0 korral eksisteerib I6pma-

ta palju ratsionaalarve ~ , nii et

Toestus. Votame suvalise positiivse reaalarvu c. Eel

duse kohaselt leidub ahelmurrul
06 = a + + ANZ 4 TRk

Iopmata palju elemente a0+l * m"s ratmldavad vorratust

astl ~ ¢ * SN s aSa *Sa sellise indeksi s korral



s.t. ratsionaalarvudeks ~ sobivad kdik selliste indeksi-

tega lahismurrud R-s—, mille korral a0+l > A -

Jéareldus. Positiivse arvu ¢ eksis teerimi-
ne, nii et 1iga ratsionaalarvu | korral kehtiks vor-
ratus (2), on tarvilik ja piisav selleks, et irratsionaal-
arvu oC ahelmurru elemendid oleksid tdkestatud.

Tingimuse tarvilikkus on tdestatud teoreemis 3.5. Pii-
savus jareldub teoreemist 3.6. TOepoolest, eksisteerigu
c > 0, mis iga ratsionaalarvu ”~ korral rahuldab virratust
(2. Kui arvu oC ahelmurru elemendid oleksid siiski tdkes-
tamata, siis teoreemi 3*6 kohaselt kehtiks iga c¢>0
puhul I6pmata paljude ratsionaalarvude ~ korral vorratu-
sele (2) vastupidine vorratus. Eelduse tdttu pole see vOi-
malik. Jérelikult on arvu oc ahelmurru elemendid tdkesta-
tud.

Liouville™i teoreem (teoreem 3.4) annab vahe |06 - § j
jaoks hinnangu (1). Algebraliste arvude jaoks, mille aste
n >2, on teoreemi vaidet korduvalt tugevdatud. Kehtib ni-
melt jargmine teoreem, mida seostatakse Thue, Siegel! ja
Roth”i nimedega (esimene neist parandas teoreemi 1908.a.,

viimane 1955.a.) ja mille me esitame tdestuseta.

Teoreem 3.7. Kui oC on reaalne n-astme algebraline arv

(n™ 2), siis iga £ >0 korral eksisteerib uldmalt 16plik



hulk rataionaalarve | , mis rahuldavad tingimast

Jéareldus. lga n-astme (™ 2) algebralise arvu
Jda suvalise £.>0 jaoks eksisteerib c¢ >0, nii

et iga ratsionaalarv ~ rahuldab vlrratust

Algebraliste arvude jaoks, mille aste n ~ 3, on see
tulemus marksa tugevam Liouville™i teoreemist. Teda loetak-
se algebraliste arvude teooria ilheks siigavaimaks tulemuseks.
Teoreemis 3.7 ei saa asendada vSrratuse (3) paremat poolt

suurusega 52 ,sest leidub Iédpmata palju arve
1 (arwu & ahelmurru kdik lahismurrud), mille korral

Ib— 81 < (vt. Il pt., K4, valem (7)). Kuid pole valis-
%atude]éimglzus, et peale teise astme algebraliste arvude ka
mone vOi isegi iga kOrgema astme algebralise arvu o6 korral
eksisteerib ¢ > 0, nii et iga ratsionaalarvu ™ korral

kehtib vorratus

Kui nii, siis oleksid teoreemide 3.5 ja 3*6 jarelduse p6h-
jal arvu oc ahelmurru elemendid tokestatud. Praegu on see
kisimus lahtine, sest Uhegi algebralise arvu kohta, mille
aste n ™ 3, pole teada, kas tema ahelmurru elemendid on

tokestatud voi mitte.
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83. TRANSTSENDENTSED ARVUD

Mittealgebralisi arve nimetatakse transtsendentse-
teks. Pikka aega arvati, et kolk arvud on algebralised. Al-
les prantsuse matemaatik Liouville tdestas 1844.a., et ek-
sisteerib transtsendentseid arve, s.t. irratsionaalarve,
mis ei rahulda uhtki tdisarvuliste kordajatega algebralist
vOrrandit. Praegu on aga teada, et algebraliste arvude hulk
on vaid loenduv, samal ajal kui transtsendentsete arvude

hulk on kontiinuumi vdimsusega.

f Teoreem 3.8. Algebraliste arvude hulk on loenduv.

© Toestus (Cantor, 1874). Kolkide n-astme algebraliste
arvude hulk on mddratud taisarvuliste kordajatega, rateio-
naalarvude korpuses taandumatute n-astme polinoomide hulga*

ga. lgale taisarvuliste kordajatega polunoomile

f(X) - Bol* + alx”1 + e== + aa

vastab naturaalarv

*eok | +K | + @=et |sj-
On selge, et eksisteerib vaid 16plik hulk taisarvuliste kor-
dajatega taandumatuid n-astme polinoome, millele vastab Uks
ja sama N. Igal sellisel polinoomil on n erinevat juurt?®
Seega iga antud N jaoks eksisteerib vaid 16plik hulk

n-aetme algebralisi arve. Andes H-le vaartused 1,2,3,... ja

Ratsionaalarvude korpuses taandumatui polunoomil ei
saa olla kordseid juuri.
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vottes koik vastavate ratsionaalarvude korpuses taandumatu-
te n-astme polunoomide juured, saame n-astme algebraliste
arvude hulga 1”~, mis on esitatud loenduva hulga 16plike
hulkade summana. Seega on loenduv. Ko&ikide algebraliste

arvude hulk

M- £ N
on loenduv kui loenduva hulga loenduvate hulkade summa.

i Jareldus 1. Eksisteerivad transtsendentsed arvud. Nen-
de hulk on kontiinuumi vdimsusega.

Toéepoolest, kuna loenduv algebraliste arvude hulk on
kontiinuumi vdimsusega kompleksarvude hulga alamhnlk* siis
selle alamhulga téiend pole tuhi ja on kontiinuumi vdimsuse-
ga.

1 Jareldus 2. Eksisteerivad transtsendentsed reaalarvud.
Nengle hulk on kontiinuumi véimsusega. (Péhjendadal)

Teoreemist 3.2 jéreldub, et kahe nullist erineva arvu
summa, vahe, korrutis ja jagatls, kus uUks arvudest on algeb-
raline, teine aga transtsendentne, on transtsendentne arv.
(Toestada (vastuvaiteliselt)l)

Jargnev teoreem, mis on otsene jareldus Liouville™l

teoreemist (teoreem 3.4), vdoimaldab konstrueerida transtsen-
dentseid arve.
Teoreem 3.9. Olgu antud reaalarv oCe Kui iga natu-

raalarvu n ja iga reaalaru c> 0 korral eksis-

teerib kasvdi Uksainus ratsionaalarv ” 4 oi , mis ra-
rahuldab tingimust
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(1) | *-ftI<E.
siis oi on transtsendentne.

Toestus. Olgu arvu oc Jaoks teoreemi tingimused taide-
tud. Kui oc oleks algebraline» siis leiduks teoreemi 3.4
kohaselt naturaalarv n jJja reaalarv c > 0, nii et iga

ratsionaalarvu ~ korral oleks

n - p -
mis on vastuolus eeldustega. Jarelikult on ai transtsendent-
ne.
Arve oc , mille jaoks Iga naturaalarvu n ja iga po-
sitiivse reaalarvu c¢ korral on vdrratusel (1) olemas
taisarvuline lahend a, b, nimetatakse Llouville4 trarg-

tsendentseteks arvudeks.
Kalde 1. Tdestame, et arv

o =~~1+ % I+ -4t+ ... =0,11000100 ...
101* K*- 10J*

on transtsendentne.
Votame suvalise naturaalarvu n ja suvalise reaalarwvu

c > 0 ning defineerime

a=10k*( — jr+ —\r + ... + -1 ), b = 10kl ,
vV 101* 102* 10k* 7

kus k on valitud nii suur, et 1OK1’\ B jJja Kk~ n. Siis

1* - f] * 70TiTH)T + e <
< I0fctD! ( 1+ 5 +75 + eee ) -
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Teoreemi 3.9 kohaaelt on vaadeldav arv transtsendentne.

Naide 2. Konstrueerime irratsionaalarvu oc I8pmatu

ahelmurruna, vottes ette mingid suvalised k elementi:

al» @2* **** @k* ai M N kui 1N 2.

ak+l ~ Qk . Niivalime jark-jargult ka kdik jargnevad elemen-
did:

Naitame, et niiviisi I8pmatu ahelmurruna defineeritav
reaalarv oc rahuldab teoreemi 3.9 tingimusi ja on seega
transtsendentne.

Fikseerime suvalise naturaalarvu n ja reaalarvu
c > 0. Valime nii suure indeksi s, et ~Ne, sk ja

s N n. Nuud

Seega eksisteerib iga naturaalarvu n ja iga reaalarvu

c> 0 jaoks vahemalt Uks ratsionaalarv § = g“ » m*8 ra_
huldab vorratust (1). Jarelikult on oc transtsendentne. Nii-
viisi saame konstrueerida Idpmata palju transtsendentseid

arve.
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Kasutades Liouville™i teoreemi asemel teoreemi 3»7 &
vbime teoreemi 3.9 marksa tugevdada. Saame nimelt jargmise

tulemuse.

Teoreem 3.10. Olgu oc reaalarv. Kui mingi £>0

korral 1ga c¢> 0 jaoks eksisteerib ratsionaalarv
f (8 “cxX)» mi-B rahuldab tingimust

I*
siis oC on transtsendentne.

Toestus. Kui oc oleks n-astme algebraline arv, kus
n > 2, siis leiduks teoreemi 3.7 jarelduse pohjal iga £>0
jaoks reaalarv c >0, nii et iga ratsionaalarv ”~ rahul-
daks vorratust Joc - N 277 e See on aga vastuolus eeldu-
sega. Teoreemi 3.4 pohjal I%vﬁttes seal n = 1) jareldame
(kuidas?), et cC ei saa olla ka esimese astme algebraline
arv.

Esitatud teoreemid ei vOimalda kindlaks maarata koiki-
de meid huvitavate reaalarvude iseloomu. Arvud e ja /1 on
naiteks transtsendentsed, kuid selle tdestus nduab omaette
meetodeid (vt. nait. [1], lk. 273-276).

Margime toestuseta veel uhe olulise teoreemi.

Teoreem 3.11 (Gelfond, 1934). Kui <X on algebraline
arv, mis ei ole 0 ega 1, ja B on vahemalt teiee astme al-
gebraline arv, siis 0513 on transtsendentne.

Selle teoreemi t8estamist ndukogude matemaatiku
A.O.Gelfondi (1906-1968) poolt peetakse Uheks tahelepanu-

vaarseimaks saavutuseks algebraliste ja transtsendentsete
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arvude teoorias. Vastav hupotees oli pustitatud Hilberti
poolt rahvusvahelisel matemaatikute kongressil 1900. aastal
ja see oli Uks 23-st Hilberti probleemist, mis seati 20. sa-
jJandi matemaatikute ette.

Gelfondi teoreem voimaldab kullalt laia klassi arvude

M M «/N i A
kohta oelda, et nad on transtsendentsed (nait. 3 » 2 ,

52-iv2 A = (-1r1).

Jareldus. Algebralise arvu b logaritm algebralisel

alusel c, kus ¢c>0 Jja c 4 1> on kas ratsionaalarv voi

transtsendentne arv, s.t. ei saa olla algebraline irratsio-
naalarv.

Toepoolest, olgu oC * 1°8C b ehk, mis on sama, cd = b.
Kui oc oleks algebraline irratsionaalarv, siis b oleks

transtsendentne.
Harjutusilesandeid.

3.1. Teha kindlaks jargmiste algebraliste arvude aste:

a) v2 - v3 , b) Vv2 -1, c a+bi,

kue a jJa b on ratsionaalarvud.

3.2. Toestada, et arvud

a) cos ~ + i sin

3 b) sin 10°

_n ’
on algebralised.

3.3* Toestada, et arv
<X = =TT + -4r + -4t
QH 2t# 2 °

on transtsendentne.
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3.4. Kasutades teoreemi 3.10 tbestada« et arv

.J: xX=If

* n=5 23“
on transtsendentne.
3.5. Kasutades teoreemi 3*10 konstrueerida ahelnrard,

mille vaartus on transtsendentne.
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IV. ARVUTEOREETILISED
FUNKTSITOONID

Elementaarses arvuteoorias kasitletakse peamiselt funkt-
sioone, mille médramispiirkonnaks on naturaalarvude hulk, Ja
funktsioone, mille vadrtused on taisarvud. Jargnevas vaatle-

me méningaid selliseid arvuteoreetilisi funktsioone.

§1. ARVU JAGAJATE SUMMA JA JAGAJATE ARV

1 Multiplikatiivsed funktsioonid. Funktsiooni ¢(a),
mis on defineeritud kdikide naturaalarvude hulgal ja mille
vaartus on nullist erinev vahemalt Uhe naturaalarvu korral,

nimetatakse multiplikatiivseks. kui

~(ang) = d(a-,) {Ha2).
Kui viimane vdrdus kehtib suvaliste naturaalarvude a" ja
korral, siis nimetatakse funktsiooni tugevalt multiplika-
tiivseks; kui see vOrdus kehtib kdigi Uhist eguri-
t a naturaalarvude korral, siis ndrgalt multiplikatiivseka.
Naiteks on tugevalt multiplikatiivne funktsioon
"d"(® = as iga reaalarvu s korral.

1° Multiplikatiivne funktsioon rahuldab tingimust
o(1) - 1.
Toepoolest, ¢(a0) = p(la0) = p(1) “9(al). Kui aQ
on nutd selline naturaalarv, mille korral 1£Ka0) 4 0, siis

jareldubki siit vajalik vOrdus.
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2° Multiplikatiivsete funktsioonide korrutis on multi-
]i

katiivne.
Toestus on triviaalne.

©

R 2
2. Sumad ule arvu jagajate. Olgu a =pl p2 === Pk

arvu a kanooniline kuju. Siis arvu a jagajad avalduvad

koik kujul d a pflp22... Pkk . kus 0< R Tahistame

sumboliga ~ summat Ule koikide naturaalarvude d , ais on
dla

a Jagajad.

Teoreem 4.1. Kui <&@) on ndrgalt multiplikatiivne

funktsioon, siis kehtib valem

<1) 21 *&@) . [1+ ~p,) + -&<p2) ¢ ... + —Fr@D] -..
e [+ %(pk) + ... + <Otp™M)] .

kusjuures juhul, kui a = 1, tuleb vdrduse parem pool lugeda

vordseks iibega.

TOestus. Avame sulud vdrduse (1) paremal poolel. Siis
saam* summa, mille uldliikmeks on (kasutame ndrka multipli-

katilvsust)

Q) P2 ... pTk).
kus 0O~ ocl. Siinjuures saame parajasti kdik vasakul

esinevad liidetavad. Sellega ongi teoreem tdestatud.

Votame *Ma) - a8. Siis valem (1) omandab kuju
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Viimane valem annab arvu a jJagajate s-ndate aatmete sum-
ma. Erijuhul, kui s » 1, saame a jagajate summa, mida ta-
histatakse S(a),

<1 Oy
Zd= @ +pl+ ... +pl)...(l+pk+ ...+ pk)»
n*1 . -Vvi .

3 Bl s « R ] oo PK . "ml #
P1-1 p2—1 pk - 1

M 1 A
Naiteks arvu 720 = 2 »g *5 koigi jagajate summa on

3(720) = AN ~~ e«  .jj = 2418.

Eriti on S(p) = p+ 1, kui p on algarv.
Kui s = 0, saame valemist (3) arvu a jagajate arvu
Z(a),

C@ =2L 1= (oC1 + 1)(0C2 + 1)...(<*k + D).
dja

Naiteks on T(720) » (4 + 1R + D@ + 1) = 30.
(  Teoreem 4.2. Funktsioonid S(a) ja T(a) on ndrgalt
r
multiplikatiivsed.
%estus, oigu a = pgmpgu.). - pﬁh Jja qB'/qB‘B... qfmq ,

kus (a,b) a 1. Siis kdik tegurid p®, q* on Uksteisest

erinevad ja seega
‘f-,V 1 1 p< vi & 1+1

p ) i -1
S(a)s(b) S ——— oo — ® — —————— oo
gn - 1 Pn - 1 Ao
--C o1 saw,
<m- 1

"Chi"TCb) = (otl+1)...(An+D( P 1+1)...( Pu+l) = T @b)
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Kui nidd (a,b) > 1, aiie a ja b kanoonilises kujus lei-
dub vahemalt Uks Uhine tegur. Olgu naiteks » . Siis
aga S(a)S(b) 4 S(ab), T@)T(b) + ' (@), sest ei kehti

samasused

pM +1- i PR+l -1 ap N 1-1
Pi “ 1 P+ - 1 P+« 1
<1+ + 1 - Ofi + Pj + 1L

*
n 3* Taiuslikud arvud. Nimetame arvu paris.iaga. lateks
koiki jagajaid, mis on temast vaiksemad. Arvu, mis vdrdub
oma parisjagajate summaga, nimetatakse taiuslikuks arvuka.
Sellisteks arvudeks on naiteks

6=1+ 2+ 3,

289 1+ 2+ 4+ 7+ 14,
Juba Eukleides leidis valemi, mis annab kdik taiuslikud
paarisarvud. Ta naditas, et tema poolt leitud valem annab
ainult taiuslikke arve, kuid ei tfestanud, et sellega on
antud kdik taiuslikud paarisarvud. Viimase asjaolu tdestas
L.Euler alles 2000 a. hiljem.

Teoreem 4.3. Paarisarv a on taiuslik parajasti

siis, kui ta avaldub kujul
(@) a » 2k“\ (k;>1),
kus Mersenne i arv = 2]:— 1 on algarv.

Toestus. Kdigepealt paneme tdhele, et a on taiuslik

parajasti siie, kui S(@) = 2a. Arvutamegi S(a):
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S(@) = S(2k-1(2k - 1)) = SK“1)Sk - 1) =

@k - 1)2k = 2a.

Seega Eukleidese valem annab taiusliku arvu.
Toestame ka vastupidi, et iga taiuslik paarisarv on

antud valemiga (4). Olgu a taiuslik paarisarv, s.t.
a=2k1lb, ®m,2) =1 ja S(@) = 2a. Teisiti,

S(2k~1b) a 2kb

ehk
Sk"1)S(M) = 2kb » kb - b) + b,
millest
S) =b + — -
2k - 1
Téhistane — — = ¢, siis S(b) a b + c. On selge, et c

2k - 1
on taisarv, sest S(b) ja b on tiisarvud. Et b =

* c(2K - 1), siis ¢ on b jagaja. VBrduses

S(b) =b +c
on vasakul arvu b kb&ikide jagajate summa, paremal aga
kahe jagaja summa b + c. VBrdus kehtib parajasti siis, kui
naturaalarvul b on tipselt 2 jagajat. Seega on b algarv
ja cal Siisaga ba2k-1a eeldusel, et 2k - 1
on algarv. Teoreem on tdestatud.

Nagu eespool mainitud (vt. 1 pt. 84), oli 1971. aas-
taks teada 24 Mereenneli algarvu. Seega on Uhtlasi teada 24
taiuslikku arvu, millest esimesed on 6, 28, 496, 8128, suu-
rim teadaolev aga - 1. On muidugi lahtine

kisimus, kes taiuslikke arve on 16plik voi 16pmatu hulk,
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sest pole teada, kas Mersenne~"i algarve on Igplik hulk véi
I6pmata palju. Mis puutub paaritutesse taiuslikesse arvudes-
se, siis vdib lUsna suure toenaosusega Oelda, et neid pole
olemas. On tlOestatud, et kui paarituid taiuslikke arve ek-
sisteerib, siis on nad vdga suured, igal juhul suuremad kui
e52729" Sealjuures on nad siis kujuga p~k+1M2, kus p =
=4m + 1 on algarv, M, p) = 1, ja nende erinevate algte-
gurite arv ei ole vaiksem kui 2800 (vt. [2), lk. 233).

Arvu a nimetatakse alataiuslikuks. kui S(a) < 2a, ja
uletaiuslikukg. kui S(a) >am 2a.

Taiuslikest arvudest vdib lugeda ka J.Gabovitsi artik-
list "Taiuslikud arvud” (“Matemaatika ja kaasaeg™ VIII, Ik.

58-64) .

Harjutusulesandeid.

4.1. Kui palju erinevaid jagajaid on arvul 2475 ja mil-
line on nende summa?

4.2. Leida arvu 360 kdigi jagajate ruutude summa ja ar-
vu 360n kdigi jagajate summa.

4.3. Arvul N2 on 15 erinevat jagajat. Kui palju erine-

vaid jagajaid on arvul U? ? Leida vahim nimetatud omadusega

arv.
4.4. Leida arv, mille kdigi jagajate korrutis on 5832.
4.5. Leida arv, mille kdigi jagajate korrutis on
330.540.
466. Toestada, et algarvude astmed on alataluslikud
arvud.

4.7. Tdestada, et kahe algarvulise jagajaga paaritu

arv on alataiuslik.



4.8. Leida véhim naturaalarv kujul ] 3a
on paaritud algarvud), mille jagajate summa on kaks korda
suurem arvust endast (Fermat™ ulesanne).

4.9. Leida arv kujul m = 2x»3y»5z * teades, et poolel
sellest arvust on 30 jagajat véhem kui arvul endal, uhel
kolmandikul arvust m on aga 35 jagajat véhem ja uhel viien-

dikul 42 jagajat vahem kui arvul endal.

§2. ARVU TAISOSA

Arvu tédisosa on funktsioon, mis on maaratud reaalarvu-
de hulgal ja mille vaartused on taisarvud.

Kui  m on taisarv ja kehtivad vlrratused
m "N X m+ 1,
siis utleme, et reaalarvu x taisosa on m, ja kirjutame
X] = m. Seega on
X1 x < [x] + 1.
Siit jarelduvad jargmised omadused (toestadal).
1° Kui a on téisarv, siis
[x +a] = [x] + a,
2° Kui a on taisarv ja kehtib vOrratus a 3, siis

kehtib ka vdrratus a < £x].

Teoreem 4.4. Reaalarvu x mitte uUletavate ja natu-

X1
raalarvuga Kk Jaguvate naturaalarvude arv on [v] <=

Tdestus, Kirjutame vaija kdik arvu x mitteluletavad

naturaalarvud, mis on arvu K kordsed: 1k, 2k, ..., hk.
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Et hk "x < (h + 1)k, siia h "~ <h + 1 ja seega h =

= (fl-

I"eoreem 4_.5. Olgu x suvaline positiivne reaalarv ja

a mistahes naturaalarv, siis

Toestus. Tahistame b = . Siis
b< I <b + 1,
ab N x Ca(b + 1).

Omaduse 2° pohjal
ab < [x]< x< a(b + 1),

millest

Seega b = [ M = [f]

Teoreem 4.6. Algarv p kuulub tegurina korrutisee

n! parajasti

(
*

<
*

<
*
I

korda.
Toestuseks leiame korrutisest :-:.: 1 kdik tegu-

rid, mis on arvu p kordsed. Sellised on

Ip» 2p, 3Pt«..f hp = pjpI *

Seega eaineb p korrutises n.” Uldse teguris. Vottee

igast eellisest tegurist valja p, saame p astmes

Algarvu p kordsetest jaavad siis jarele tegurid
1. 2, 3,..., [fl.
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Ka mdnedes nendest arvudest voib p veel tegurina esineda.

Arvu p Kkordsed on
(1) 1p, 2p, IF!l

Eraldades igast kordsest teguri p, saame siit p veel ast-

mes

mn
g _ "
(¥]- *.7 7.
Teguri p eraldamisel jaavad jada (1) elementidest jarele
tegurid

T» 2 ) eooe™

Siit eraldame jalle valja p kordsed; saame lisaks p ast-

mes , Jne. Seega esineb korrutises n! algarv p ast-
I
mes
+" L

Lb .P2, -p J

Kui p > n, siis liidetavad tulevad nullid. Seega nJ =

(0]
06 = ja (@p) =1
k=1 [pk]
Ja
(2) nt.n +bl

X peatukis kasutame funktsiooni

TX) =Y Inn a In[x]!
n"x

valemi (2) ja teoreemi 4.5 tottu vdib selle funktsiooni

esitada kujul
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® ™ @+ @+

Naide 1. Mitmendas astmes esineb 7 arvu 6522 faktori-

aalis?
>*] . .
Kasutame seost [> jJa rakendame teoreemi

4.6:

Seega arv 7 esineb astmes 931+133+19+2= 1085.
Naide 2. Leida 21! kanooniline kuju.
Arvus 211 esinevad algtegurid 2,3,5,7,11,13,17,19.
*1 e (r]+ (f]+ (rb Ne) - 10+5+ 2+ 1 mie-
oL, m* [ﬂ 7+ 2=9, cC, (f]-c.
04 * [y-]= 3, 05 = [yl * 1* 1A7"AO0* 1*
Seega 21! - 218*3 9 »54*73-11«13»17*19.
Algarv p, kus n”~ p> 1! | kuulub n! kanoonilisse ku-

Jusse esimeses astmes.

Harjutusilesandeid.

4/0. Mitmendas astmes esineb 3 arvu 333 faktoriaalis?
4.11. Leida arvu 120! kanooniline kuju.

4.12. Mitme nulliga lopeb 19741 2

Toestada, et |21 axl ™ 21 Tla. 1.
Li=1 1J i=1 L 1]
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4.14. Leida snurlm naturaalarv n, mille korral

H 3 101*102...1000

) m
on taisarv.

4.15. Kui palju on 1oc ja IOC vahel naturaalarve, mis
on arvu 222 kordsed?

4.16. Kui palju on naturaalarve, mis on vaiksemad kui
1000 ja ei jagu ei 5 ega 7-ga ?

4_.17. Kui palju on naturaalarve, mis ei uleta 400 Ja

on 36-ga uhistegurita?

§3. EULERI Co-FUNKTSIOON »

Euleri c]?-funktsioon cp(@) on defineeritud kdikide na-
turaalarvude hulgal jargmiselt:

cf(@ on naturaalarvu a mittelletavate ja arvuga a
Uhistegurita naturaalarvude arv.

Sama definitsiooni vOib anda ka valemiga

P - 27 1
@ 2L
(b,a)=1
vOi valemiga
cp@ a |{b] b< a, (@b) *1}],

kus Uldiselt |H | tédhendab 16pliku hulga H elementide
arvu.

I Teoreem 4.7. Kehtib valem

I I{bl b™ a, (a,b) = d}l=

Toestus. Vaatleme naturaalarve b, mis ei Uleta arvu



a ja rahuldavad tingimust (a,b) = d. Koiki neid saab esi-
tada kujul b » db”, kusjuures a *dal ja (@™whl) = 1.
Siin a ja aj on fikseeritud, b ja bj aga mmituvad ar-
wvud, kusjuures a” lgale b-le, mis rahuldab tingi-
musi b~ a, (ath) a d, vastab parajasti uks b+, mis ra-
huldab tingimusi bj ~ a.p (@pb-J) > 1. seega
[{blb < a, (a,b) = d}|= [{bl]lbl1~ al, (a”~b~" = 1}| =
= <<k >
Kaide 1. Olgu a =60 ja d = 5. Siis
Ibib <:60, (b,60) = 5) \=<p(f*) = p(4Y2) = 4.

I %Teoreem 4.8, Kehfcib valem

5E1 Cf(d) = a.
dja

Toestus. Kirjutam8 kasvavas jarjekorras valja arvu a
koik jagajad:
@ dit d2, a®, ..., d™~(@) dT(a)=an
Eelmise teoreemi p&hjal
Kblb ~ a, (b,a)
I[{b]b$ a, (b,a)

di} |= @ EPv
dzJ = &d-),
N

HblbsS a, (b,2) ax()H=p(-*—).

a)
Liidame kdik vordused (2). Selleks et kindlaks teha, mil-
lega vOrdub vasakul pool saadav summa, jaotame k&ik natu-
raalarvud b, mis ei lUleta arvu a, s.t. arvud
(©) 1, 2, » .*., a,
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klassidesse, vottes uhte klassi kokku koik need arvud, *il-
lel on arvuga a uks ja sama suurim Uhistegur d® G-
= 1,2,..., r(@)). Selliste klasside arv on ilmseltT(a) ja
arvude arv koikides klassides kokku a , sest klassidesse
jJaotamisel ei jaa arvudest (3) uUhtki ule, samuti ei kuulu
Uks ja sama arv kahte erinevasse klassi. Seega vorduste (2)

vasakute poolte summa vOrdub a-ga ja saame
* =%
~P(S3)

Tahistame T’ a ci* Siis a = cd?, millest nahtub, et
on a jagaja. Sealjuures vastab igale jagajale d* para-
jJasti Uks jagaja c™. Niisiis erinevaid jagajaid on tap-
selt niisama palju kui jagajaid o\, e.o. amltt(a). Et
aga jagajatega d~ on ammendatud kdik a jagajad, siis on
ka jadas

clt c2* *e*» c*r(a)
parajasti kbik a jagajad. Sealjuures on nad nuid kahanevas
jarjekorras. Seega = dxd4a)+1 i"
vajalik vordus:

a=cp(dr@)) + ... + cp(d2) + 9(-,)-

(e Teoreem 4.9. Euleri cf-funktsioon on ndrgalt multipli-

katiivne.
Toestuseks kasutame taieliku induktsiooni meetodit.
Kui a=Db = 1, siis kehtib vordus
cf(D- cF) = cpD); @, = 1.
Oletame niud, et iga naturaalarvude paari 06» korral, mis
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rahuldab tingimusi
(@,3)=1 ja och ab,
kehtib vBrdus cf(ocp) = <f (oi) (F(R ). Tarvitseb naidata, et
(a,b) * 1 korral
Q@) * CF(a)tf(b).-
Jaotame a ja b jJagajad kahte ruhma: a Jja kdik paris-
jagajad oC ; b ja kdik parisjagajad p -

Teoreemi 4*8 kohaselt

a

cp(@ + (oc),
ocC
CF() + ~ <F(R).

-
Korrutame vodrduste vastavad pooled. 3aame

b

ab = ~(@cp(b) + . CP@cF(1) + 7~ u()<F(t) +
X
+ 21 <FO)if (N1).
bl-,P
Eelduse kohaselt (a,b) = 1, seega ka @Y = (oi ,b) = 1

Et aJ< ab, cth< ab, o(J3< ab, siis viime saadud seose esi-

tada kujul

@ ab = (f@if(b) +2Z F@p>) +*_gq"(ocb)" + M.
P

ocC
Lahtudes seosest

ab=27Z cpd
G50 p(d)
jaotame ab Jagajad nelja ruhma: 1) ab, 2) kdik jagajad
kujuga ocb, 3) kdik Jagajad kujuga af\ , 4) koik jagajad
kujuga dj) , kus @C Ja ™ on endise tdhendusega. Sii3

(5 ab * cP(ab) +21~ (@G) +  CF(cb) + i, @)
P n. fy-
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Lahutades vordusest (4) vorduse (5) leiame, et O «
« cp(@cf®) - ¢ (@) ehk

Cf(ab) * <fF(@)<F>(b)-
Teoreem on tdestatud.

Selles, et cf-funktsioon ei ole tugevalt multiplika-
tiivne, vOib veenduda nadite varal. Olgu a =6, b = 2.
Siis

Cf@ - Cf®) =2, <) = (fD) =
kuid
(f@) = CFA2) = 4 4 (F(@.(F(b)-
Tuletame valemi Euleri (f-funktsiooni vaartuste arvu-

tamiseks. KOigepealt teame, et kui p on algarv, siis

cf(p) = p - 1.
Taieliku induktsiooni meetodil tgestame, et Cp(pK) =
= p* - pk_l. Oletame, et iga j< k puhul

U4p3) - pd - p~i.
Siis
Pk = MZcf(d) = ¢ (pk) + gq*(pk_1) + ... + CR(p) +

+ (D = 4-(k) + (PK"1 - Pk"2) + (Pk 2 - Pk_3>+
+ ...+ (p-1)+1= CF(pk) + pk'l,

mille3t

FBRY = PR il - g - )

Kasutades cf -funktsiooni multiplikatiivsust, rakenda-

me teda arvu a kanoonilisele kujule
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23*32-5) =
360(1 - (L - j)A - 5) - %.

Haide 2. cp(360)

Harjutusiulesandeid.

4.18. Kug palju on arvust 1000 vaiksemaid naturaalarve,
mis on temaga Uhistegurita?

4.19. Kui palju leidub naturaalarve, mis on vaiksemad
kui 10 000 ja mille suurim uUhistegur 10 000-ga on 8?

4.20. Kui paijn leidub naturaalarve, mis on vaiksemad
kui 10 000 ja mille suurim uhistegur 10 000-ga ei Uleta 10?

4.21. Kui palju on 1000-st véiksemaid naturaalarve a,
mille vahim Uhiskordne 1000-ga on 100 a? Kirjutada valja
viis esimest ja kaks viimast sellist arwu.

4.22_. Arvutada a) cp(1000), b) g?(1001), c©) (H(460).

4.23. Kui palju eksisteerib taandumatuid lihtmurde,
mille nimetaja on m?

4.24. Toestada, et kas cf(am) = CF(m) voi (F@m) =
= 2p(T) . Leida kriteerium kummagi juhu jaoks.

4.25. Toestada, et

a) cf(@n+2) > cf>2nl);
200, kui (n,2) =1
H2CP), kui (n,2) = 2.
4.26. TOestada, et juhul, kui m~ 3, on g?(m) paaris-

by  <f(4n)



§4. MOBIUSE FUNKTSIOON pt(a)
Mobiuse funktsioon defineeritakse kdikide naturaalar-
vude hulgal jargmiste valemitega
D ja@ = 1,
2) Da(ab2) = 0,
3) ~C(PIP2 ee= Pn) = (D n* kui pl, p2, ..., pn on

uksteissst erinevad algarvud.

Naiteks:
a 1 2 3 B 6 7 8 9 10 1 12 13
ju@ 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 o0 1 -1 0 -1

Niisiis voib Mobiuse funktsioon omandada vaid vaartusi
-1, C, 1.
Teoreem 4.10. Funktsioon “LI@ on ndrgalt multipli-

katiivne, kuid ei ole tugevalt multiplikatiivne.

Toestus. Olgu (a#) = 1. Vaatleme erinevaid vdimalu-

1D Kui a vdi b sisaldab ruuttegurit, siis p(ab) =
= 0= ju.@ju®).-
2) Kui a=plp2 ... pn, b=qgjR -.. gk , kus te-
guriteks lahutustes on kbik tegurid erinevad, siis
x@ = ¢Dn, jA®) = (-Dk.
Et (a,b) = 1, siis Ukski p~ ei vOrdu thegi g*-ga. Seega

pi(ab) = (-n+k= (-Dn.(-1k = uA@P).
Seega ndrk multiplikatiivsus on tfestatud. Selle tdestami-
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seks, et ~t(a) el ole tugevalt multiplikatiivne, vdtame
a>pl...p , b>qgl ... gk , kue (@a,b) 4 1. Siis a
Ja b teguriteks lahutuses leidub vahemait Uks Uhine te-
gur, naiteks > ™. Siis aga
@) /n) = (-Dn+k, kuid ju(ab) = O.
Teoreem 4.11. Kui $®(a) on ndrgalt multiplikatiivne

funktsioon ja

flﬂ a™* bﬁ; 532 .- g%n ,
siis
@ dIap(d)"(d) -Q- fr@..)) .- @ - $(pn)),

kusjuures Juhul kui a = 1, tuleb vdrduse parem pool lugeda
vOrdseks Uhega.

Toestuseks tarvitseb arvestada, et funktsioon
gc(@)*{Ha) on ndrgalt multiplikatiivne,Ja kasutada §-e 1
tdestatud vordust ().

Teoreemi 4.11 _jareldusena saame jargmise tulemuse.

Teoreem 4.12. Kehtib valem

0, kui a> 1,

2T/UW) ={°~ )
dla 1, kui a= 1

TOestuseks tarvitseb virduses (2) votta WY@ = 1

Harjutustlesandeid.
4.27. Arvutada ~(182), “u.(183), pg*.(184).
4.28. Kontrollida otseselt (vasakul seisva summa arvu-

ramise teel) teoreemi 4.12 kehtivust a = 40 korral.



7.KOI6RUEII13 1ID

8§ 1. KONGRUENTSIDE OMADUSED

1. Kongruentsi definitsioon. Olga antud fikseeritud
naturaalarv m ja mistahes tadisarvud a ja b. Siis teo-
reemi 1.4 kohaselt

a - +rv O0”rlc g,

bagM+r2, 0<r2<m,

kusjuures qp g2, r® ja r2 on uheselt maaratud. Jargnevas
uurime taisarve nende jaakide jargi, tuues selleks sisse

kongruentsi moiste.

Definitsioon 1. Arve a ja b nimetatakse kongru-

entseteks modulo* m ja margitakse
(&) as b (mod m),

kui a ja b annavad jagamisel arvuga m uhe ja sama

Kirjutist (2) nimetatakse kongruentsiks. arvu m -
mooduliks. Asjaolu, et a ei ole kongruentne b-ga mooduli
m jargi, margime nii:

ao b (mod m).

Arve a jJa b nimetatakse sel juhul inkongruentse-

)
¢ Modulo (lad. k.) - mooduli jargi. Ménikord kasutame
valjendi "modulo m" asemel ka eestikeelset mmooduli m jar-

gi''.
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teks modulo m.

Kui a=b (mod m), siis a = +r, =qg2m + T
©$ r<m, millest a-b= (- s, t* @7 b) -:m.
Vastupidi, kui (@ - b) *m, s.t. a - b - gn, siis vordus-
test (1) jareldub, et r., = r2« Seega kehtib kongruents
a=b (mod m) parajasti siis, kui @ - b) jm. Eriti on aga
a =0 (mod m) parajasti siis, kui a’m. Viimase asjaolu tot-

tu defineeritakse arvude kongruentsi sageli ka jargmiselt.

Definitsioon 2. Arve a ja b nimetatakse kongru-
entseteks modulo m, kui vahe a - b jagub arvuga m.

Et (@ - b)jm parajasti siis, kui leidub taisarv t,
nii et a =Db + mt, siis voib kasutada ka jargmist definit-

si1oonlt.

Definitsioon 3. Arve a ja b nimetatakse kongruent-

seteks modulo m, kui leidub taisarv t, nii et
(©) a=b+mt.

Arvude kongruentsuse definitsioonist jareldub rida
lihtsal™: kontrollitavaid kongruentsi omadusi, millest osa
on analoogilised vorduse omadustega. Allpool on esitatud
need omadused teoreemidena, kusjuures teoreemide toestami-

ne on mitmel juhul jaetud lugejale.

2. Omadused, mis ei ole seotud mooduli rmmtiimisp”™_
Teoreem 5.1. Kongruents on refleksiivne, s.t.
ar a (mod m),
summeetriline, s.t.

kui a= b (mod m), siis b= a (mnod m),
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ja transitiivne, s.t.
kui a=b (mod m) ja b= c (mod m), siis a = c (mod m).
Teoreem 5.2. Kui a" = (mod m), a2= b2 (mod m),
. = - (mod m), siis
a™~ a2+ ... +at= b™M b2+ .. + b (mod m),
s.t. kongruentse uhe ja sama mooduli jargi voOib liikmeti
liita.
Teoreem 5.3. Kongruentsi iga liiget vdib Ule kanda

kongruentsi teisele poolele, muutes liikme margi vastupidi-

seks; naiteks

kui a + b= c (mod m), siis a= ¢c - b (mod m).

Teoreem 5.4. Kui a= b (mod m), siis mistahes taisar-
vude Kk ja n korral

at kn= b+ nm (mod m),

s.t. kongruents jaab kehtima, kui kongruentsi thele vOi mb-
lemale poolele liita (VOi nendest lahutada) mooduli kordne.

Teoreem 5.5. Kui al= bl (mod m), a2s b2 (mod m),
.., ak= bk “mod * sii8

ata2 ... a~— b2 ... b~ (mod m),

s.t. kongruentse uhe ja sama mooduli jargi vOib liikmeti

korrutada.

Teoreem 5.6. Kui a= b (mod m), siis iga naturaalarvu
n korral

all= b* (mod m),
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e.t. kongruentei mdélemaid pooli vOib aetendada Uhe ja sama
natursalarvuga.

Teoreem 5.6 on jareldus teoreemist 5.5.

Teoreem 5.7. Kui a= b (mod m), elle mistahes taisarvu
K korral

ka= kb (mod m),

s.t. kongruentsi mdlemaid pooli vOib korrutada tUhe ja sama

taisarvuga.
Teoreem 5.7 on erijuht teoreemist 5.5.

Teoreem 5.8. Kui aQ = bQ (mod m), al= bl (mod m),

...» an= bQ (mod m), xg (mod m), siis

+aNMN + L.+ an = + bX¥ 1 + eee + (mod m).

Toestus. Teoreemide 5.6 ja 5.5 pohjal
elx™N'i = bix5”1 (mod m) (1-0,1,...,n),
millest teoreemi 5.2 pohjal saamegi tfestatava kongruentsi.

Jareldus. Kui f(x) - aQxn + + eee + aQ ja
(mod m), siis

f(x1) = f(x2) (mod m).

Teoreem 5.9. Kui taisarvuliste kordajatega taisrat-

Aonaalees funktsioonis

f<lvV X2..... *n> m2Z*«1...0<k x*“1 ... x*k
asendada arvud AN N jJa x”™ ..., XEvaetavalt moodu-
i m jargi kongruentsete arvudega B~™ n yNhoo.

o4 _nk

ee=Yb. » ails saadud uus avaldis B N vo4l
* N °</*.<*k yl ***yk
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J on kongruentne esialgsega mooduli m jargi.

Toestus on analoogiline teoreemi 5.8 tdestusega.

Teoreem 5.10. Kui c]Ja ja c|b ning (c,m) a 1, siis
kongruentsist
a= b (mod m)

Jjareldub kongruents

e @odm.

s.t. kongruentsi mdlemaid pooli vOib jagada a ja b

Uhise teguriga, kui see tegur on mooduliga Uhisjagajata.

TOestus. Olgu a =b (mod m) ja a = ac, b >b’c,
kusjuures (c,m) = 1. Siis a - b = (@- b”c = mt. Et
@&J- b~rcjm ja (c,m) » 1, siis teoreemi 1.11 pdhjal

a™~ b-Jjm ehk a®- bl * mt. Seega & = b (mod m) ehk

g =< (mod m).
Margime eriti, et kongruentsi el tohi jagada a ja

b Uhisteguriga, kui sel on Uhine tegur mooduliga. Naiteks
kehtib ilmselt seos

84 = 24 (mod 10).
Kui jagaksime kongruentsi m&lemaid pooli 4-ga, siis saak-
sime

21 = 6 (mod 10),
mis pole dige.

3. Mooduli muutumisega seotud omadused.

I Teoreem 5.11. Kongruentsi mdlemaid pooli ja moodulit
I vOib korrutada Uhe ja sama arvuga, s.t.
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n kui a—-b (mod m), aiis ak = bk (mod mk).

Teoreem 5.12. Kongruentsi mdlemaid pooli ja moodulit
vOib jagada iga nende Uhi3e teguriga, s.t. kui a= b (mod m)
Jaa*ad, babMd, mamd, aiis

al= bl (mod m.,).

Teoreem 5.13. Kongruentsi
ac = be (mod m)
mélemaid pooli vOib jagada c-ga, kuid siis peab moodulit
jJagama c ja m suurima Uhisteguriga (c,m).
TOestus. Olgu (c, m) = d; siis ¢ = c.jd, m = n\d,
kusjuures (g, M) a 1. Saame
ac™d s berd (mod mid).
Teoreemi 5.12 pbhjal jareldub siit kongruents
ac™ = bcl (mod m™),
teoreemi 5.10 pohjal aga
a=b (mod m).
Kui eelmise punkti 18pul toodud ndites kongruentsi
84 = 24 (mod 10)
mélemat poolt jagada 4-ga, siis peab moodulit jagama arvu-
ga (10, 4 = 2. Saame
21S 6 (mod 5),

mis on juba dige.

1
Teoreem 5.14. Kui a=b (mod ), a=b (mod m2),

--» a=b (mod m“), siis a=b (mnod m), kus m =
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;' [/\1* * kkgk mk)*

Toestus. Vahe a - b jagub arvudega m, m2, ..., m\.
Seega on a - b arvude n, m2, ..., mingi Uhiskordne,
s.t. nende arvude vahima Uhiskordse kordne:

a-b=nmt
ehk
a=b (mod m).

Teoreem 5.15. Kui kongruents kehtib mingi mooduli
jargi, siis ta kehtib ka selle mooduli mistahes jagaja jar-
gi, s.t. kui a=b (mod m) ja d|m, siis a= b (mod d).

Toestus jareldub samasusest

a=»b +mt = b + djt=Db + dt/
kus tl1 = mjt on taisarv.

Teoreem 5.16. Kul kongruentsi Uks pool ja moodul ja-
gub mingi arvuga, siis jagub selle arvuga ka kongruentsi
teine pool.

TOestus. Olgu a= b (mod m), kus d]a ja d|m. Siis
a*b+mt enhk a™ * b + m™t, millest teoreemi 1.2 pdhjal

Jjareldub, et d]b.

Teoreem 5.17. Kui a = b (mod m), siis

@ m = (o, m.

Teoreem 5.17 jareldub teoreemist 1.6.

4. Jagamisel tekkiva _j&&gi leidmine ja .jaguwustunnuste
tuletamine. Kongruentside omaduste rakendusena vaatleme,

kuidas vdimalikult lihtsalt leida jaaki r, mis tekib mia-

127



tahes taisarvu H jagamisel antud naturaalarvuga m. Uhtlael
saame arvuga m jaguvuse tunnuse, sest X jagub arvuga m pa-
rajasti siis, kui r m O.

Vaatleme koigepealt korraga juhte, kus m » 9 jam = X
Selleks esitame arvu N tema numbrite ay, a™j, -.., a" kau-

du kimnendsisteemis:
(&) N - an-10n"1+ an-1«10n*2 + ... + ag.10 + a.,.

Et 10 = 1 (mod 9 ja mod 3), eiis ka 10k= 1 (mod 9 ja
mod 3). Jarelikult

N= sn+ an-1+ ... + a2 + al (mod 9 ja mod 3).

Seega arvu A jagamisel 9-ga (3-ga) tekib jadk, mis Uhtib
arvu numbrite summa jagamisel 9-ga (3-ga) tekkiva jaagiga.
Jarelikult arv jagub 9-ga (3-ga)parajasti siis, kui jagub
9-ga (3-ga) tema numbrite summa.

Edasi vaatleme juhtu, kus ma 11. Et 10= -1 (mod 11),
siis 10k = (-1)k (mod 11) ja

N=@j+ + ..) - @+ar+ ...) (nod 11).

Jarelikult arvu jagamisel 1l-ga tekib jaak, mis Uhtib selle
arvu paaritutel kohtadel asuvate numbrite summa ja paaris-
kohtadel asuvate numbrite summa vahe jagamisel tekkiva jaa-
giga. Arv jagub 11>ga parajasti siis, kui nimetatud summa-
de vahe Jagub 11-ga.

101-ga jaguvuse tunnuse tuletamiseks esitame arvu H

“'aj andsis teemis

N = bn*100n"1 + bn-1-100n“2 + ... + b2«100 + bl a
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- (toa2n+ azn_1)*100n"1 + ... + (a4*10 + a3>.100 +

+ (@2*10 + aj).

Et 100 = *1 (mod 101), siis 100k= (-1)k (mod 101) ja

N

b+ .. - (bg+ b+ ..)) (mod 101).

Seega Jagub arv 10l-ga parajasti siis, kui 10l-ga Jagub va-
he

GF =) — byt KM+ L)

ehk summa

M~ bg) + (- b + ...
Naiteks arv 1234567891011 ei Jagu arvuga 101, sest (11-10)+
+ (89-67)+(45-23)+1 > 1+22+22+1 =46 ei Jagu 101-ga.

Siin esitatud meetodi j&agi maramiseks Ja Jaguvustun-
nuste tuletamiseks soovitas prantsuse matemaatik B._Pascal
(1623-1662). Uldjuhul voib Pascali meetodit kasutada mis-
tahes arvususteemis esitatud arvude korral. Vaatlemegi
meetodit Uldjuhul. Olgu arv N esitatud g-ndsusteemis (q -
arvuslsteemi alus):

o) N = angn-1+ an_i4dn”2+ e--w'm 224 + aie

kus aA (@i ai < g on g-ndstusteeml numbrid. Olgu
gk= r™ (mod m), k=1,2,...,n-1.

Siis

® N= anrn-i + an-1rn-2 + ee= + a2rl1 + ai (mod m).

Kongruents (6) naitab, et arv N annab Jagamisel m-ga sama

&agi, mis selle kongruentsi paremal poolel asuv avaldis.
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o6htlasi eaame siit Jaguvustunnuse: N jagub antud arvuga m
parajasti siis, kui jagub paremal poolel seisev avaldis.

Selleks et kongruentsi (6) parem pool oleks absoluut-
vaartuselt voimalikult vaike, valitakse arvuks r» k=
=>1,2,... tn-1) absoluutvaartuselt vahim arv, mis on kongru-
entne astmega gk. Kni kongruentsi (6) parem pool on ab-
soluutvaartuselt suurem kui g, vdib ka selle asendada vaik-
semaga - samal viisil nagu toimisime arvuga N.

Saadud tulemuse rakendusena erijuhtudel tuletame veel
7-ga jaguvuse tunnuse kimnendslUsteemis ja kaheksandsiUstee-
mis. Votame alguses kimnendsusteemi ja vaatleme arvu N ku-
jul (@). Koostame tabeli:

10°2 1 (mod 7)

10 = 3 (mod 7)

102 = 32 = 2 (mod 7)

103 = 3*2 = -1 (mod 7)
104 H 22 3 -3 (mod 7)
105 = 2-(-1) = -2 (mod 7)
106 = 1 (mod 7)

107 2.3 (mod 7)

Alates 10M-st hakkavad jéagid korduma. Seega
N =a~ a2.10 + a3*102 + an/I03 + ... = al + 3a2 +
+ 2an- an- 3an- 2an+ a™M 3aQ+ 2an - ... (mod 7).
Jarelikult kimnendsisteemi arv N jagub 7-ga parajasti siis,

kui 7-ga jagub algebraline summa
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al+ 3a2+ 2a3*“ a4~ 3a™- 2agt ... .
Viimast summat vOib arvutada naiteks jargmise skeemi alusel:

N=891011123456738
kordajad: 3 1-2-3-1 2 3 1-2-3-1 231
korrutised mod 7: +3+2-2+0-1+2+3+2-6+2-5-2+0+1 =-1 =6.
Naitena vbetud arvu N jagamisel 7-ga tekib jddk 6, seega see
arv el jagu 7-ga.

Kaheksandsusteemi arv N on esitatav kujul (5), kus
O<a”n<7 ja q =8 (tegelikult esitatakse susteemi alus
8 kujul 10; numbrit 8 kaheksandsusteemis ei kasutata). Kuna

8k =1 (mod 7),

N = an+ an-1+ *** + a2+ al (°a 7).

Seega kaheksandarv N jagub 7-ga parajasti siis, kui
7-ga jagub selle arvu numbrite summa. Naeme, et 7-ga jagu-
vuse tunnus kaheksandsusteemis on tdpselt samasugune nagu
9-ga jaguvuse tunnus kimnendsiisteemis.

Vaatleme veel kongruentsi omaduste rakendusi jargmise
naite korral.

Naide. Leida jaak, mis tekib korrutise

a = 141-263-843-721
jJagamisel arvuga 101.

Olesanne on samavaarne arvuga a kongruentse vahima po-

sitiivse arvu x leidmisega:
141 «263*843*721 s = (mod 101),
kus 0~ x < 101. Teoreemi 5.5 pdhjal voib kdik tegurid
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asendada kongruentsetega modulo 101:

X s 40-61*35*14 (mod 101).
Korrutist pole vaja leida. Voib leida kahe arvu korrutise
jJa jatta ara mooduli kordse (millise omaduse pohjal?), tu-
lemuse vOib korrutada kolmanda teguriga ja jatta jalle &ra
mooduli kordse jne. Saame

40-61 » 2440 a 16 (mod 101),
40-61-35 r 16*35 = 560 = 55 (mod 101),
40-61»35*14= 55%14 = 770 s 63 > x (mod 101).

Seega korrutis aimab jagamisel 10l-ga jaagi 63.
Analoogiliselt vBib leida jaigi, mis tekib antud astme

Jagamisel antud arvuga.

5. Aritmeetiliste tehete tulemuste kontroll.

Arvude tapsel liitmisel, lahutamisel ja korrutamisel

kasutatakse sageli jargnevas Kkirjeldatavat kontrollimise

votet.
Olgu
Q)
Kui
Ni = (mod m), i=1,2,...,5

siis

rl+r2=r3 (nod m,
® rl-r2=r4 (nod m),

r*rg = r5 (mod m).
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Kui mdni viimastest kongruentsidest ei kehti, siis arvude-
ga N Ja N2 sooritatud vastava tehte tulemus ei ole dige.
Kui aga kongruentsid (8) kehtivad, siis voib loota, et ka
vordused (7) on diged. Tulemuste (7) usaldatavuse tdstmi-
seks voib seoseid (8) kontrollida mitme erineva mooduli m
korral. Arvutamisel kimnendsisteemis valitakse tavaliselt
mooduliks kas 9 vOi 11 voi kontrollitakse tulemusi mdlema
mooduli korral. Nimetatud mooduleid eelistatakse kontrolli
lihtsuse tottu. Arvestades eelneva punkti alguses saadud
tullemust, vOib mooduli m = 9 korral arvutada arvude N*
numbrite summad r™ ja kontrollida tehtele (7) vastava kon-
gruentsi (8) oigsust.

Kirjeldatud kontrollimeetod sobib ka siis, kui tule-
mus on saadud rohkem kui kahe arvuga sooritatud liitmiste,
lahutamiste ja korrutamiste tulemusel, kusjuures neid teh-

teid on sooritatud suvalises jarjekorras (pdhjendadal).
Naide. Kontrollida tulemust:

(9765613 - 23-6217)-53 + 58796 = 5l0057762.
Kuna mooduli 9 jargi

9765613 = 9+7+6+5+6+1+3 = 0-2-3+5-3+1+3 =1, 23 = 5,
6217= -2, 53= -1, 58796 = -1, siis vasak pool on kon-
gruentne arvuga (1-5*(-2))=(-1)-1 = -12, parem pool on
aga kongruentne arvuga 5+1+0+0+5+7+7+6+2 = 6. Et -12 = 6
(mod 9), siis tulemuse Oigsuse tarvilik tingimus on taide-

tud.

Kontrollida sama tulemust mooduli 11 jargiJ
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Kontroll mooduli 9 jéargi ei avasta vigu, mis seisne-

vad kahe numbri &ravahetamises ja O voi 9 arajatmises.

Harjutusitlesandeid.

5.1. Esitades tédisarvu tuhandendsiisteemis ja arvesta-
des, et 1001 m 7*11*13 ja 999 = 27*37, tuletada arvudega
7, 11, 13 ja 37 jaguvuse tunnused.

5.2. Tuletada jaguvustunnused jagamiseks 4-ga, 8-ga,
99-ga.

5.3. Leida jaak, mis tekib arvu 536167 Jagamisel
97-ga.

5.4. Leida jaak, mis tekib arvu (12371" + 34)28 jaga-
misel 11l-ga.

5.5. Lei™a arvu 321  kaks viimast numbrit.

5.6. KuSZfes kontrollida jagamist
a :b=c Jék n?

5.7. Kontrollida jargmiste aritmeetiliste tehete tu-
lemusi, kasutades mooduleid 9 ja 11:
a) 535738 + 678913 = 124165;
b) 3234653 - 817838 = 2614815;
C) 2543-783 - 1984122;
d) (213-93 + 31873)=11 = 568502;
/ e) 783897:3914 = 200 (jaak 1097).
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§2_ JAAKIDE SUSTEEMID

1 Jaagiklassid. Jagamisel arvuga m uht ja aama jaaki
andvate arvude hulka nimetatakse _jd&giklassiks mooduli m
nargi (ehk jaagiklassiks modulo m). Tahistame jaagiklassi,
kuhu kuuluvad arvud, mis on kongruentsed r-ga mooduli m
jargi, stmboliga r. Seega jaagiklass r modulo m on kongru-
entsi
(€)) X = r (mod m)
rahuldavate koikide taisarvude x hulk. Teisiti oOeldes, koik
jJaagiklassi r kuuluvad arvud saame, kui laseme avaldises

Xm + r
muutujal x omandada kdik taisarvulised vaartused. Eriti
r e r. Et tdisarvude jagamisel m-ga vOib mittenegatiivne
jaak olla vaid
0, 1, 2, ... ,m-1,
siis mooduli m jargi on olemas m erinevat jaagiklassi
, T, 2, ... , iTI.

Teoreem 5.18. VOrdus a = r kehtib parajasti siis,
kui a = r (mod m).

Toestus. Kui a= r (mod m), s.t. kui aer, siis
kongruentsi transitiivsuse ja simmeetria omaduae (teoreem
5.1) tottu jareldub kongruentsist (1) kongruents
@ X =a (mod m)
jJa vastupidi, kongruentsist (2) jareldub kongruents (2).
Jarelikult
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a=r.
Kui aga d = r, aiis azr jaseega a=r (mod m).
Toestusest jareldub Uhtlasi, et jaagiklass r on iga
oma elemendiga Uheselt maaratud.
Teatavasti moodustab kdikide jaagiklasside hulk antud
mooduli m jargi ringi, kui jaagiklasside summa ja korrutis
defineerida valemitega

a+b=aVhb, &b =ab

(vt. nait. G.Kangro. Korgem algebra, TIn., 1962, 0Ik. 145-
-150, voi (@), lk. 80-85). Sealjuures on selles ringis ole-
mas nullitegurid, kui moodul m on kordarv; nullitegurid
puuduvad, kui moodul on algarv. Viimasel juhul on jaagi-
klassiring thtlasi korpus. Muide, sellise moodulist tingi-
tud erinevuse tdttu kaotavad mitmed kongruentside teooria
teoreemid oma kehtivuse, kui neis algarvuline moodul asen-
dada kordarvuga. Olles defineerinud tavalisel viisil ringi

elemendi kordse ja astme valemitega

na»a+a+...+a, 0**0, -na-=n(a),

n liidetavat
Mn>al .8 @° »T,
n tegurit

voime lihtsalt tdestada, et kehtib jargmine teoreem.

Teoreem 5.19. Iga taisarvuliste kordajatega polinoo-

f(X) = Cg*n + CIXn“1 + ._,, + Cn-1X + CnX°

ja antud mooduli m korral kehtib valem
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f(d) - Nnay.
Toestue. Kasutades jaagiklasside summa ja korrutise

definitsioone,saame

ca »§+ _y; + a/l§+ ... T a/l 0a .

W * Goft eoe ft* fie oo t* '

Seetottu
f(@ « cQ@n + c.l@®n~1+ ... + c™~, a + co»l
%a 1 ¢ la + + En_41 + Cﬁl
¥ w4
*@a tcpEat + ... +tcpptoy>» f@.
2. Taielik _jadkide slisteem. Hagu nagime, on mooduli

m jargi oleaaa parajasti m erinevat jaagiklassi. Tottas
igast klassist vabalt Uhe elemendi ehk esindaja, saaae ar-
vude hulga, mida nimetatakse taielikuks Jladkide sisteemiks
modulo m. Naiteks on taielikuks jaakide siUsteemiks modulo 8
arvude
o, -7, 10, 3, 4, -3, 14, 7

hulk. Enamasti vOetakse klasside esindajateks vahimad mit-
tenegatiivsed jaagid

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (mod 8)}
moénikord on kasulik votta aga absoluutvéartuselt vahimad
Jaagid. Naiteks modulo 8 on nendeks

-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4

-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3.
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0]
(©) X0, xv ..., xm_1

Teoreem 5.20. Kui (@, m) = 1 Ja

on taielik jaakide susteem modulo m, siis iga Ffikseeritud

taisarvu b korral on
(4) Mg+l), ax™b, ..., ax™-j+b
samuti taielik jadkide slUsteem modulo m.

Toestus. Vastupidi vaitele oletame, et arvud (4) ei
moodusta taielikku jadkide sisteemi, s.t. sisteemis (4)

leidub kaks arvu, mis on omavahel kongruentsed:
axtE+ b= axj+ b m).
Lahutades viimase kongruentsi mdlemalt poolelt arvu b,saa-

me

ax™M= ax™ (mod m).

Et (@, m) = 1, siis teoreemi 5.10 pbhjal on
XN = Xj (mod m).

Tulemus on vastuolus eeldusega, et (3) on taielik jadkide

ststeem.

HaideJL Olgum » 6 ja x - 6, -5, 2, 15, 4, -1, s.t.
0, 1, 2, 3, 4, 5 (mod 6); siis

5x - 3 =27, -28, 7, 72, 17, -8 ,

5x-3=3, 2, 1, 0, 5, 4 (mod 6).

3. Taandatud jaakide sisteem. Teoreemi 5.17 pdhjal

on Uhte ja samasse jaagiklassi kuuluvatel arvudel mooduli-
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ga uks ja sama suurim Uhistegur. Eriti tdhtsad on need klas-
sid, mille puhul see suurim Uhistegur on 1. Vottes igast
sellisest klassist yabalt Uhe esindaja, saame arvude hulga,
mida nimetatakse taandatud .laakide sisteemiks modulo m.
Taandatud jéadkide susteemi vOib seega koostada taieli-
ku jadkide sisteemi elementidest, vottes sealt k&ik need,
mis on mooduliga Uhistegurita. Vottes eriti aluseks taieli-
ku jaakide slsteemi
1, 2, **«, m—1, m "
saame siit mooduliga Uhistegurita arve
a @ m =1, a” m\] a CFfm)
tikki. Seega on taandatud jadkide susteemis mooduli m jargi
cf(m arwu.
N Teoreem 5.21. Kui (@, m) - 1 ja
® x1, X2, ..., X
on taandatud jadkide slsteem modullo m, siis ka
® axv axg, eee» ax op(m)

on taandatud jadkide susteem modulo m.

Toestus. Olgu teoreemi eeldused taidetud. Kui slstee-

mis (6) oleks mooduli jargi kongruentseid, s.t.
ax™ = aXj (mod m),
siis (@, m) * 1 tottu jarelduks siit
x= Xj (mod m),
mis on vastuolus eeldusega. Seega kuuluvad arvud (6) erine-

vatesse jaagiklassidesse, mida on arvult ®(1). Tuleb veel

139



naidata, et (ax®, m) 3 1. See aga jareldub sellest, et
@m -1 Ja (x™» m » 1.

Naide 2. Mooduli 8 jargi on taandatud jadkide sistee-
mis cfk8) m 4 elementi, kusjuures siusteem ise on jérgmine:
1. 3, 5, 7.
Olgu a m 5, siis 5x omandab véaartused 5, 15, 25, 35, mis on

kongruentsed vaetavalt arvudega 5, 7, 1, 3.

4. Bulerl .aPermat”™ teoreemid.

Teoreem 5.22 (Euler). Kui (@, m) m 1, siis

9
an = 1 (mod m).
Toestus. Kirjutame valja taandatud jaakide suUsteemi
modulo m:
a r» r2 r<p(m)“

Siis teoreemi 5.21 pdhjal ka
ar-], “%2, ...,
on taandatud j&adkide suUsteem sama mooduli jéargi. See tahen-

dab, et
arl= ri (mod m),

ar,, = r. (mod m).
(8) 2 *2

ar = r, (mod m),

Q) <
kus kongruentside (8) paremad pooled on jaagid hulgast (7)
ja sealjuures koik erinevad. Korrutame k&ik kongruentsid
(8 omavahel 18bi; saame
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r. (mod. 1)
()

Korrutis r~rg ... *p(t) vasakul vdrdub kongruentsi parema
poolega. Et (™, m) » 1 iga i korral, siis
(r*2 ...r™"wEm =1

Seega vOime teoreemi 5*10 pdhjal viimast kongruentsi korru-

tisega taandada ja saame

ap@ _ 1 “mod m)"

Haide 3. Olgum » 9, & »6, a=1, 2, 4, 5, 7, 8.

Siis Euleri teoreemi pohjal

26s 1 (mod 9), 76
ar=1 (mod 9), gn
56= 1 (mod 9),

1 (mod 9),
1 (mod 9).

Teoreem 5.23 (Fermat). Kui p on algarv, siis
ap= a (mod p)

Toestus. Vaatleme eraldi kahte juhtu, Olgu esiteks
(@, p) * 1. Siis arvestades, et cf(p) 3 P-1» voime Euleri

teoreemi pdhjal kirjutada
ap”l= 1 (mod p).
Kongruentsi molemate poolte korrutamisel arvuga a saamegi
vaite.
Teiseks olgu p]a. Siis
a=0 (mod p) ja ap= 0 (mod p)-
Seega kehtib vaide ka sel juhul.
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Harjutusulesandeid.

5.8. Kirjutada vaija taandatud jadkide sisteem moo-
duli 30 jargi.
5.9. Kas arv 6 781 20724 - 1 jagub 39-ga?
*5.10. Kasutades Euleri teoreemi arvutada jaak, mis
tekib arvu 3479522 jagamisel 110-ga.
*5.11. Naidata, et 273*37* 1S 1 (mod 37*73).
5.12. Kui palju elemente on taandatud jaakide silstee-

mis modulo 78? modulo 178?
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Vi. TUNDMATUT SI1SALDAVAD
KONGRUENTSID

§1. ULDISI TEOREEME

Kongruentsi

() fG) = 0 (mod m),
kus f(x) on taisarvuliste kordajatega polinoom
(&) f(xX) = aQxn + apXt‘1 + ... + an_.,x + an,

nimetatakse tundmatut sisaldavaks kongruentsiks.

Kui sealjuures aQ¢. O (mod m), siis nimetatakse kong-
ruentsi (1) n-astme kongruentsiks.

Kuil x asemele paigutada erinevaid taisarve, siis vdib
juhtuda, et mdned neist rahuldavad kongruentsi (1), s.t.
nende korral f(x) :m.

Kui kongruentsi (1) rahuldab mingi x = x” siis ja-
relduse pdhjal teoreemist 5.8 rahuldavad seda kongruentsi
ka kdik arvud, mis on kongruentsed x~-ga modulo m. Seepa-
rast loetakse tavaliselt kongruentsi (1) lahendiks kogu
jJaagiklassi x1, lahendit margitakse aga jargmiselt:

X = xj (mod m).
Sellise kokkuleppe puhul on kongruentsil niisama palju la-
hendeid, kui palju jaadke taielikust jadkide susteemist te-
da rahuldab.

Kongruentsi (1) rahuldavate arvude leidmise uUlesanne
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on Bawavaarne vorrandit

(©) oo -0

rahuldavate jaagiklasside leidmise Ulesandega. Toepoolest,
kongruents f(x.j)=0 (mod m) kehtib teoreemi 5.18 kohaselt
parajasti siis, kui 7TxIJT » 0; teoreemi 5.19 tdttu on aga
FGTJT * f(X.,)-

Et mooduli m jargi on olemas m jaagiklassi, siis kongi
ruentsi (1) (sanmuti vdrrandi (3)) lahendamine on teostatav
ulimalt m proovimise teel. Selleks et kontrollida, kas jaa-
giklass rahuldab kongruentsi (1), tarvitseb kontrollida,
kas selle klassi mingi esindaja rahuldab kongruentsi ().
Kdikide lahendite leidmiseks tuleb labi proovida kdik ele-
mendid taielikust jaakide sisteemist modulo m. Kui moodul m
on véaike, on selline meetod praktikas hasti kasutatav.

Naide 1. Leiame kongruentsi

X2+ X+ 1=0 (mod 7)
lahendid. Taielik j&akide siusteem modulo 7 on jargmine:
-3» -2, -1, 0, 1, 2, 3
Proovimine naitab, et neist rahuldavad kongruentsi -3 ja 2»
Seega on kongruentsi lahenditeks
x= -3 (mod 7) jax= 2 (mod 7)
ehk
Xx=4 (mod 7), x= 2 (mod 7).
Samu lahendeid vdib esitada ka kujul
X»4+7t Ja x =2+ T7t,
kus t omandab kdiki taisarvulisi vaartusi.
Naide 2. Kongruentsil
x3+t+ 1=0 (mod 5)
144



ei ole lahendeid, sest Ukski arvudest
-2,-1,0,1,2
ei rahulda teda.

Juhul kui moodul m on suur, on kongruentsi (1) prakti-
line lahendamine proovimise teel tulikas. Jargnevates parag-
rahvides vaatleme kongruentside lahendamise meetodeid, mis
voimaldavad kindlaks teha lahendite arvu ja leida lahendid
voimalikult vaheste operatsioonidega. Lahendamisel tuleb
monikord kongruents asendada temaga ekvivalentse kongruent-
siga. Sealjuures vdivad kongruentsid esineda kujul

fOO= gCO (mod m),
kus f(X) ja g(X) on taisarvuliste kordajatega polinoomid.

Kaht kongruentsi
.00 =g.30) (mod m.pD

ja

209 =g 2¢9 (mod mg)
nimetatakse ekvivalentseteks. kui arvude hulk, mis rahuldab
Uht kongruentsi, Uhtib arvude hulgaga, mis rahuldab teist

kongruentsi .

¢ ,
e Teoreem 6.1. Kongruentsid

Q) bfC) =bg(x) (mod m), (b,m A 1,

(©) kF(x)=kg(x) (mod km),

® GO + aj(x)=g(x) + w() (mod m),
kus cj(X) on suvaline polinoom, on kdik ekvivalentsed
kongruentsiga

Q) TCO = 9GO (mod m).

TOestus. Kui mingi xQ korral
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® f(x0)= g(xQ) (mod m),
siis teoreemide 5.7, 5.11, ja 5.2 pdhjal kehtivad kongruent-
sid , mis saadakse tundmatut sisaldavatest kongruentsidest
@ - (6) x asendamisel xQ-ga. Vastupidi, viimastest jarel-
dub kongruents (8) teoreemide 5.10, 5.12 ja 5.3 pohjal.
Seega rahuldavad kongruentse (4) - (7) iUhed ja samad arvud
ning nad on ekvivalentsed.

Teoreemist jareldub, et kongruentsid f(x) =g(x)
(mod m) ja F(X) - g() = 0 (mod m) on ekvivalentsed.

Rakendustes kasutatakse peamiselt kongruentside liht-
sustamist, s.t. Uleminekut kongruentsidelt (4), (G) voi (©6)
kongruentsile (7), kuigi on muidugi digustatud ka vastupi-
dine uleminek.

Teoreem 6.2. Kui aQ= bQ (mod m), al= bl (mod m),

,an =bn (mod m), siis kongruentsid

fO) = aQxn + ... +an "™~ + an = 0 (mod m)
ja
g&) =bxn + ... + bn-1x + bn= 0 (mod m)

on ekvivalentsed.

Téestus. Kui F(xQ)= 0 (mod m), siis teoreemi 5.8
kohaselt g(xQ)= f(xQ)= 0 (mod m). Kui aga f(xQ)¢ O
(mod m), siis ka F(xQ)=g(xQ) =0 (mod m). Teoreem on
toestatud.

Tundmatut sisaldav kongruents viib esineda ka (I)-st
erineval kujul, nditeks eksponentkongruentsina

ax= b (mod m),

kus a ja b on taisarvud. Osutub, et eksponentkongruentsi
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lahendeid ei saa esitada kujul x =c (mod m), kuid neid

saab esitada jaagiklassidena m-st erineva mooduli jargi.

Harjutustlesandeid.
6.1. Proovimismeetodil lahendada jargmised kongruent-

sid:
a X+ x4+x+ 1=0 (mod 6);

b) 3x4 + 2x2 - 1=0 (mod 5);

C) 4x3 — 7x2 + 10 = 0 (mod 11);

d 3x =13 (mod 11).

6.2. Asendanud kordajad eelnevalt vaiksematega, lahen-
dada jargmised kongruentsid:

a) 90x12 + 46x2 - 52x - 48 =0 (mod 5);

b) 25x3 - 36Xx2 + 18x + 13 =0 (mod 9);

C) 53x4 + 9x3 - 19x2+25x + 17 = 0 (mod 5).

§ 2. LINEAARKONGRUENTS ID
(0]

1 Juhtum, kus x kordaja .ja moodul on Uhistegurita.
Lineaarkongruentsiks nimetatakse kongruentsi
(€)) ax =b (mod m).
Kéesolevas punktis vaatleme juhtu, kus (@, m) = 1. Naita-
me, et siis on lineaarkongruentsil parajasti Uks lahend.
Kongruentsi parem pool kuulub teatud jaagiklassi k,
s.t. b£ kK ehk b= k (mod m). Kirjutame valja taieliku
Jaakide susteemi modulo m:

) 0, 1, 2, 3.... m-1.

Siis teoreemi 5.20 kohaselt on

(©) a.0, a1, a2, ..., a(m-1)
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samuti taielik jaakide slUsteem, kusjuures jaagiklassi k
kuulub parajasti Uks jadkidest (3). Olgu selleks axQ. See
tahendab, et ax0= k (mod m), kusjuures uUkski teine jaak
susteemist (3) ei ole kongruentne k-ga modulo m. Kongruent-
si (1) ainsaks lahendiks on seega
X = xQ (mod m).

Eeldades endiselt, et (a, m) = 1, vaatleme lineaar-
kongruentsi (1) lahendamise meetodeid.

A. Mooduli kordse liitmise meetod. Kirjeldame meetodit

naidete varal.
Naide 1. Votame kongruentsi

5x = 4 (mod 7)
ja liidame paremale poolele vOi lahutame sellest arvu 7
kordseid, kuni saame arvu 5 kordse:
5x= 4 - 2-7 = -10 (mod 7).
Jagamisel 5-ga saame lahendiks
= -2 (mod 7)
»hk
x =5 (mod 7).
Meetodi rakendamise kaigus voime kongruentsi pooli
korduvalt jagada. Seda asjaolu kasutame jargmises naites.
Naide 2. Kongruentsi
210x s 103 (mod 353), ((210, 353) » I)
lahendamiseks liidame kdigepealt paremale poolele mooduli
kordse:
210x = 456 (mod 353).
Niud jagame mdlemat poolt Uhise teguriga 6:
35x = 76 (mod 353),
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lahutame kahekordse mooduli:
35x = 76 - 706 = -630 (mod 353)
ja jagamisel 35-ga saame vastuse

x = -18 = 335 (mod 353).

B. Ahelmurdude meetod. Arendame - ahelmurruks. Sile

, B - E» EE -

“Vi -anl* D~
ehk

aPn-1 + “«n-V

Niiud aga
aPn_1= (-Dn"1 (mod m),
\b“lb saame
a(-1)n_1bPn_1=b (mod m).
Seega kongruentsi (1) lahendiks on
X = (-Dn"1bPn_1 (mod m),

mis eeltbestatu pbhjal on ainus.

millest parast korrutamist arvuga (-1)

Haide 3. Lahendame kongruentsi 97x= 53 (mod 149).

Arendame ahelmurruks ja arvutame suurused P™:
149 97 52 45 7 3 1
1 1 1 6 2 3

0 1 1 2 3 20 43 149
Etn* 6, Pn-1 - 43 jJa b * 53, siis lahendiks on
X =-53-43 - -2279= -44= 105 (mod 149).
C. Lineaarkongruentsi lahendamine Euleri teoreemi alu

sel. Teatavasti, kui (@, m) » 1, siis
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a = 4§ (mod m).
Korrutame kongruentsi b-ga. Saame
a =b (mod m)
ehk
aja™~™”™bjs b (mod m).
Siit nédeme, et kongruentsi ax = b (mod m) rahuldab
X = a (mod m).
Halde 4. Lahendame kongruentsi 17x = 15 (mod 44). Siin
@7, 44) - 1 ja CH4D) >» tB(D= ((11) = 2-10 = 20. Seega
lahendiks on
X = 1719.15= 19 (mod 44).

2. Juhtum, kus x kordaja ja moodul on uhiateguriga.
Olgu (@, m) = d. Siis a = a™ ja m = mjd, kusjuures
(alf m~ = 1. Parast a ja m asendamist saame kongruentsile
@ kuju
@ ardx = b (mod md).
Kui kongruents (4) on lahenduv, siis teoreemi 5.16 pohjal
peab b jaguma d-ga. Tingimus d]b on kongruentsi (4) ehk @
lahenduvuseks tarvilik. Kui see tingimus ei ole taidetud,
s,,t. kui b el jagu d-ga, siis konguents
ax = b (mod m)
ei ole lahenduv. Naiteks pole lahendeid lineaarkongruentsil
15x = 7 (mod 21),
sest 7 el jagu arvuga (15, 21) = 3.
Olgu b a b.jd. Siis
da™x 5 do™ (mod dn™),

millest peale jagamist d-ga saame esialgsega ekvivalentse
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kongruentsi
@) alX= bl (mod ), (@8 m™ a 1.
Nagu eelmises punktis nagime, on viimasel kongruentsil moo-
duli m1 jargi parajasti Uks lahend. Seega on tingimus
(@, mib
tarvilik ja piisav lahendi olemasoluks.

Teeme kindlaks vaadeldava kongruentsi lahendite arvu
modulo m. Kongruentsil (5), samuti kongruentsil (1) on moo-
duli ml jargi parajasti Uks lahend, kuid modulo m on lahen-
deid rohkem.

Olgu c vahim positiivne jaak modulo ml1l, mis kongruent-
si rahuldab. Siis kdik arvud x, mis moodustavad lahendi mo-
dulo m_j, on antud valemiga
® X = ¢ (mod n™).

Kuid mooduli m jérgi moodustavad need arvud mitte Uhe jJaa-
giklassi, vaid rohkem; nimelt nii palju, kui palju arve ku-
Jul () leidub taielikus jaakide sisteemis modulo m:
0, 1, 2, ..., W1«
Arvudest (6) kuuluvad siia
c, c+ml, c+2m~, ..., c+(d-1)m",

s.t. d arvu. Jarelikult on kongruentsil (1) mooduli m jar-
gi d lahendit:

x=c¢ (mdm), x=c+m (mod m), ...,

X=c+ (@Dmj (mod m).

Neid lahendeid on tavaks markida jargmiselt:
@ Xsc, c+m™, ..., ¢+ (d-Dm™ (mod m).

On arusaadav, et arvude hulgad (6) ja (7) Uuhtivad.

151



Harjutusulesandeid.
6.3- Mooduli kordse liitmise meetodil lahendada line-
aarkongruentsid
a 30x s 53 (mod 77);
b) 42x = 11 (mod 67);
c) 27x = 14 (mod 25);
d 6x = 1 (mod 37).
6.4. Ahelmurdude meetodit kasutades lahendada kongru-
entsid
a) 256x =179 (mod 337);
b) 221x =111 (mod 360);
©) 23x = 667 (mod 693).
6.5. Euleri teoreemi alusel lahendada kongruents

11x = 32 (mod 36).
Lahendi 6igsust kontrollida asendamise teel.

6.6. Lahendada kongruentsid
a) 1215x = 560 (mod 2755);
b) 78xs 30 (mod 198);

c) 8934x s 5789 (mod 10113).

§3. LINEAARKONGRUENTSIDE SUSTEEMID
M "n
Kaesolevas paragrahvis vaatleme lineaarkongruentside

slisteemi
a™x = bl (mod m™)
Ox = bQ d mQ
o agx = bg (mod mQ)
a™ = bk (mod mk)
lahendamist.

152



1. Eeldame algul, et moodulid on paarikaupa Uhistegu-
rita, s.t. iga i j korral, kus i ~ j, on (", ™) » 1, jJa
peale selle (@, m,) a 1. Siis on siUsteemi (1) igal kongru-
entsil parajasti Uks lahend:

X s ¢, (mod ml)
2) X = c<2< (mod mg)
X = (mod m™) .
IImselt on ststeemid (1) ja (@ ekvivalentsed (neil on uhed
ja samad lahendid). Susteemi (1) lahendi saamiseks tuleb
teatud mooduli jargi leida jaagiklass, mis rahuldab korraga

sUsteemi koiki kongruentse.

Teoreem 6.3. Kui (™M, m)=1 ((,J = 1,2,...,k;
i4 J) jaarvud W, G =1,2,...,K) on mdaratud tingi-
mustest

m"m2 ... = W, = 1 (mod ),
siis slsteemi (2) ja seega ka sisteemi (1) lahendiks on
A x5 + L.+ (mod mim2 miP*
Mooduli m~g ... mk jargi on see lahend ainus.

Toestus. Kdigepealt margime, et teoreemi tingimustes
esinevad kongruentsid = 1 (mod ) on M] suhtes Uhe-
selt lahenduvad, sest (B, m) = 1. Edasi nditame, et arv

+ M2wWxc2+ ... + MkMkck rahulciab siUsteemi i-ndat
kongruentsi (i > 1,2,. ..,K). Toepoolest, krua
gs4nmja = 1 (mod mi), siis
MaMIjcl + ... + MiMIci + ... + MkMkcksMiMici= ci (mod ).

3eega siusteemi (2) theks lahendiks on (3).
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Oletame, et peale lahendi (3) leidub veel arve, mis
rahuldavad kongruentse (2). Rahuldagu sisteemi (2) arv c.

Siis ¢ = (mod ), i=1,2....n ja seetdttu

c= + ...+ (mod M), 1 =1,2,... ,n
Teoreemi 5.14 pdhjal on

Cc= + ..+ (mod mMmg ... mk),

mis nditabki, et teisi lahendeid peale (3 ei ole.

Haide 1. Leida naturaalarv x, mis annab jagamisel 3-ga
jJaagi 1, jagamisel 5-ga jaagi 2, jagamisel 7-ga jaagi 3 ja
Jagamisel 1l1-ga jaagi 4.

tUlesande tingimuste kohaselt peab x rahuldama kongru-

entside susteemi

Xx= 1 (mod 3)
X =2 (mod 5)
x =3 (mod 7)

X = 4 (mod 11).
Maarame Jja W Seosest

3*5-7-11 = Mimi
saame

1 1 2 3 4
mi 3 5 7 1
Vi 385 231 165 105

M] leidmiseks tuleb lahendada abikongruentsid

385 = 1 (mod s) ehk M= 1 (mod s3),
231 ME = 1 (mod s5) ehk ME = 1 (mod s),
165 =1 (mod 7) ehk 44, =1 (raad 7),

105 - 1 (mod 11) ehk  emy = 1 (mod 11)



Lahendite jaagiklassidest votame absoluutvaartuselt vahimad
elemendid:

M1, » 1, =2, = 2.
Seega c - 385*1*1 + 231*1.2 + 165*2*3 + 105*2*4 » 2677 jJa
otsitav lahend on

X s 2677 as 367 (mod 1155), x > 0.
Noutud omadusega on arvud

367 + 1155 k, s.o. 367, 1522, 2677, ... .

2. Vaatleme siisteemi (1) teist lahendusmeetodit. Eel-
dame esialgu ka siin, et iga i,Jj korral (M, mp) “ 1 G ™ J)
ja (aif mi) = 1. Konstrueerime lahendi jark-jargult. Esi-
mest kongruentsi rahuldavad arvud
X =cl+ mitl
iga tadisarvu t" puhul. Asendame saadud x teise kongruentsi.

Saame lineaarkongruentsi t” suhtes
(@) az2cl + aZ2nltl= b2 (mod m2).

Kaht esimest kongruentsi rahuldavad arvudest x * c™+ mth
needy mille korral t" rahuldab teist kongruentsi. Et
(@2mp m2) = 1, siis see kongruents on t" suhtes lahenduv.
Olgu kongruentsi (4) lahendiks

tls dj (mod m2) ehk = dj + 22>
Seega esimest kaht kongruentsi rahuldavad arvud

X = ¢j + Mm@ + m2*2™ 3 el + wir2*2*
kus en = + m~Ad”™ s.t. esimesest kahest kongruentsist
koosneva susteemi lahendiks on

x = el (mod mMm,,).

Edasi toimime analoogiliselt. Asendame x kolmandasse kong-
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ruentsi

atel + (mod M),
millest lahendamisel saame
tg= d2 (mod m) ehk t2 * d2 + Mt .

Seega kolme esimest kongruentsi rahuldavad arvud
X =el+ mim2(d2 + Mmt™) = e2 + m "m™t
ehk
x = e2 (mod m-jirm).

Nidviisi saame 10puks susteemi (1) lahendi

® X = e\a1 ‘mod T2 *F** micy*
Et igal sammul lahendatavale kongruentsile saame parajasti
Uhe lahendi, siis valemiga (5) on antud kdik lahendid.

Juhul kui tingimused (", m) =1, (@, &% =1 ei
ole taidetud, on sama meetod ikkagi kasutatav, kuid siis
vOib juhtuda, et 1) monel sammul saab moodulit ja kongruent-
si m6lemaid pooli jagada Uhise teguriga vbi et 2) mdnel sam-
mul saame lahendamatu kongruentsi. Esimesel juhul saame la-
hendi mooduli m jargi, mis on moodulite m™ m2, ..., m" va-
him thiskordne. Mooduli mIm2...m" jérgi on siis susteemil
rohkem kui Uks lahend. Teisel juhul on juba esialgne siisteem

vastuoluline, s.t. susteemil puudub lahend.

Naide 2. Leida naturaalarv, mis I0peb 37-ga, mille
3-kordne annab jagamisel 16-ga jaagi 7 ja mis jagub 7-ga.
Otsitav arv x peab rahuldama kongruentside siisteemi
X s 37 (mod 100), 3x= 7 (mod 16), x= 0 (mod 7).

Esimest kongruentsi rahuldavad arvud x = 37 + 100™. Asenda-



misel teise saame kongruentsi tl suhtes

111 + 300tl= 7 (mod 16)

ehk
-1 + 12t1= 7 (mod 16)
ehk
12t"= 8 (mod 16),
millest
3= 2 (mod 4)
ja

©= 2 (nod 4).
Seega t, = 2 + 412 ja x = 37 + 1002 + 4tg) = 237 + 400t2.
Edasi leiame t2, mille korral on rahuldatud ka kolmas
kongruents:
237 + 400t2 e 0 (mod 7).
Asendades kordajad kongruentsetega mod 7 saame kohe lahendi
2= 1 (mod 7) ehk 2 » 1+ 7&j.
Seega x = 237 + 400(1 + 7)) = 637 + 2800t™. Susteemi la-
hendiks on
X m 637 (mod 2800)
jJa otsitavateks naturaalarvudeks arvud 637, 3437, 6237,
Otsene kontroll naitab, et need arvud rahuldavad toe-

poolest ndutud tingimusi.

Naide 3. Sisteemil
x =1 (mod 6), 3xU 4 (mod 10), 2x= -1 (mod 15)
ei ole lahendit, sest x = 1 + 6t asendamisel teise kongru-

entsi saame t suhtes lahendumatu kongruentsi .
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Harjutusulesandeid.

6.7. Kasutades esimest meetodit, lahendada jargmised
kongruentside slUsteemid:

a) 4 s 5 (mod 7), x= 3 (mod 5), 7x=1 (mod 11);

b) x=1 (mod 3 2xs 1 (mod 7), 3x =1 (mod 8);

©) 5x=4 (mod 9), 3x=7 (mod 10), x= 1 (mod 11).

6.8. Kasutades teist meetodit, lahendada jargmised

kongruentside sUsteemid:
a) 3x= 7 (mod 10), x =7 (mod 15). 3x= 1 (mod 18);
b) 4x =5 (mod 7), x= 3 (mod 5), 7xs 1 (mod 11);
0 x= 17 (mod 60), x= 10 (mod 31), 3x= 1 (mod 10).
6.9. Leida vahim naturaalarv, mis annab jagamisel 2-ga

aagi 1, jagamisel 3-ga jasgi 2, jagamisel 4-ga jaagi 3,

i

jJagamisel 5-ga jaagi 4, jagamisel 6-ga jaagi 5 ja jagamisel
7-ga jaagi 6.

6.10. Leida naturaalarvud, mis l0pevad 3-ga, mille ja-
gamisel 15-ga tekib jask 8 ja mille 7-kordse jagamisel
13-ga tekib jask 1.

84. KORGEMA ASTME KONGRUENTSID ALGARVULISE
MOODULI JARGI

Vaatleme n-astme kongruentsi
@ fC) = 0 (mod p),
kus F(X) s1 aQxn + a™n ~+ ... + an, aQ® 0 (mod p) ja kus
p on algarv.

- Teoreem 6.4. Algarvulise mooduli korral saab kongru-
>
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entsi, mille aste n on suurem kui moodul vOi vordub selle-
ga, asendada ekvivalentse kongruentsiga, mille aste on moo-

dulist vaiksem.

Toestus. Olles jaganud f(X) vahega xp - X, voime Kir-
jJutada
&) GO = gCIGp - ) + r(x),
kus polinoomi r(x) aste on vaiksem kui p. Et Fermat® teo-
reemi kohaselt
(©) Xp — x =0 (mod p)
iga x korral, siis asendub kongruents (1) ekvivalentse
kongruentsiga
® r¢) = 0 (mod p).
Toepoolest, kui x rahuldab kongruentsi (1), siis secste
@ jJa (3 tottu on rahuldatud (4). Vastupidi, kui X ra-
huldab kongruentsi (4), siis kongruentsile (4) arvuga g(x)
korrutatud kongruentsi (3) liitmisel saame, et on rahulda-
tud (). Teoreem on tdestatud.
Nagu teoreemi tdestusest selgub, on kongruentsid

) = 0 (mod p)
rJ® = f6 - geO" - = 0 (mod p)

ekvivalentsed ka sel juhul, kui r~x) aste pole vaiksem

J®

kui p. Seda asjaolu vdib kasutada ekvivalentse madalama
astme kongruentsi leidmiseks. Selleks tarvitseb asendada
igas liikmes eraldi aste xa, kus s~ p, astmega

XS-(P-1) . x3 _up . Dx0p_
Kui veel s - (p - D ™ p, siis viib seda asendamist korra-

ta. See on aga samavaarne sellega, et juhul kui s =
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= (p-Dk + r, kus 1~ r N p-1, asendatakse aste xs astmega
Xr. Kui selline asendus teha ldbi kdigi liikmetega, siis

™M - = - =]
saame sama tulemuse, nagu polunoomi jagamisel vahega x - x.

ndide. Asendame kongruentsi
X 18+ 2x15+3x12+ 4x10+ 5x7+ 3x6+ 8x3+ 9x2+ 10x+11 = 0 (mod 7)
ekvivalentse madalama kui 7.astme kongruentsiga. Jagame as-
tendajad, mis on suuremad kui 6, arvuga p - 1 = 6 ja asen-

dame nad jé&giga r, kus 1~ r N 6. Saame

X°+ 2X3+ 3x6+ 4x4+ 5x + 3x6+ 8x3+ 9x2+ 10x + 11=0 (mod 7)
ehk

4x4+ 3x3+ 2x2+ x + 4= 0 (mod 7).
(Olesanne: Teha sama asendus labi, jagades polinoomi vahe-

7
ga X - X.)

c Teoreem 6.5. Algarvulise mooduli p korral on n-astme

kongruentsil ulimalt n lahendit.
Toestus. Eelmise teoreemi pdhjal vOib piirduda juhuga,
kus n p. Oletame vastupidi, et mingil n-astme kongruentsil
)= 0 (mod p)
on n + 1 lahendit:
X = XJ, Xg, *==, xn, xnt™ (mod p)-.

Lugedes arvud x1( x2, ..., xa interpolatsioonisdlmedeks,
esitame polinoomi f(X) = agxn ani'l+ ... + a,_pX + a,
Newtoni int-erpolatsioonivalemi abil kujul (vt. nait. G.Kang-
ro, Korgem algebra. TIn., 1962, Ik. 236-240)
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) = bO(X-XD)(X-x2) ... (X=-X"HX-X[) +
©) * --- G-lho )+

+ bn_2 (x-xi)(X-x2) + bn_1(x-x1) + bn,

kus kordajad bi on Uheselt madratud ja taisarvud, sest nad
on arvutatavad Horneri skeemi abil polinoomi f(x) = a8xn +
+ a»n-~+ ... + an esialgsete kordajate aQ, &, ..., a.
kaudu, kusjuures bQ = aQ. Sealjuures, vastupidi, avalduvad
kbik kordajad & omakorda kordajate bQ, b®, _.., bn line-
aarsete homogeensete funktsioonidena. Toepoolest, kordaja-
te vordlemine annab seosed

ao=V *

al=bl-bo6",

a2 = b2 - b1~ n_1) + bQ 6£n),

b b3 -b26"-2" ¢ b, - b0 6<*>,

an - bn - bn-1 511> + bn-2 S22) - «” * <-1)M1 bo <I-D—
kus

eik) - Iily e Uy _
l<il< ... NN K 1 A 3
Toestame, et b™ ep, s.t. =0 (mod p) a=*n,
n-1, n-2, ..., 1,0). Anname samasuses (5) x-le vaartuse

X a X-. Saame F(x1) = bn. Et jaagiklass x1 on kongruentsi
lahend, siis f(x*) =0 (mod p), mistéttu

bu= 0 (mod p)-
Edasi anname x-le vaartuse x = x2. Siis f(x2)= 0 (mod p)
ehk
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bn + bn-1*x2 “ x1*5 0 “m0d p)*
Et eiin bg= 0 (mod p), x2 - x,d O (mod p) Ja p-on alg-
arv, eile
bn_1s o (mod p).
Edasi anname x-le jarjekorras vaartused Xy X, ...» XQ.

Viimasel juhul muutub f(xX) avaldises (6) nulliks esimene

liidetav. Arvestades aga, et

bh= bQ_1= ...= b2= 0 (mod p),
saame
bAXa- x1) ... Gn - xn_1)s fGn)= 0 (mod p)-
Et koik arvud X2, ...» xn kuuluvad erinevatesse jaagi-

klassidesse, siis bl= 0 (mod p). Anname x-le vaartuse
Arvestades, et *ntl on lahend ja bn= ... = b= 0 (nod p),
saame siit

bo(Gnt+tl ” x1} eee (ntl * xn) - FOGn+1}-° (mod p)*
millest jareldub, et bQ= 0 (mod p). Tulemus on aga vastu-
olus eeldusega, et kongruentsi aste on n, s.t. et bQ »aQt

o (mod p).

Jéareldus. Kui algarvullse mooduli korral kongruentsi
lahendite arv Uletab kongruentsi kdrgeima liikme astme, siis
on selles kongruentsis esineva polinoomi kordajad kdik kong-
ruentsed nulliga modulo p.

Toepoolest, kuna & avaldub kordajate b™ lineaarse kom-
binatsioonina ja bj = 0 (mod p) iga j korral, siis ka =0
(mod p) iga i korral.

Teoreem 6.6 (Wilson). Naturaalarv p 4 1 on algarv pa-
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rajaeti siis, kui
® (p-D! = -1 (mod p)-

Toestus. Tarvilikkus. Olgu p algarv. V&tame kongruent-

D) ... X - E-D] - 61 - D= 0 (aod p).
Selle kongruentsi aste on ulimalt p-2, sest astmed xp !
korrutises ja lahutatavas polunoomis koonduvad. Samal ajal
rahuldavad kongruentsi arvud 1, 2, 3» _.*_,p-1, mis kuulu-
vad kdik erinevatesse jadgiklassidesse modp. Toéepoolest,
need arvud muudavad nullike korrutiee ja rahuldavad Euleri
teoreemi pohjal kongruente!

xp~1-1=0 (mod p),
sest nad on mooduliga Uhistegurita. Et lahendite arv Ule-
tab kongruentsi kdrgeima liikme astme, siis on kéik korda-
jad kongruentsed nulliga. Eriti on kongruentne nulliga va-
baliige, s.o.

ED." + 1= 0 (mod p)-

Piisavus. Kehtigu konguents

(-D»= -1 (mod p),
kusjuures oletame, et p on kordarv. Siis on tal aga jagaja
d, 1< d<p, mis on Uks arvudest 2, 3 p-1. Et vasak
pool ja moodul jaguvad d-ga, siis peab viimasega jaguma ka
kongruentsi parem pool, mis on aga voimatu. Jarelikult on
p algarv.

Teoreetiliselt saab teoreemi abil kindlaks teha, kae
antud arv on alg- vOi kordarv. Praktiliselt nouab see aga

vahegi suuremate arvude korral tohutuid arvutusi.
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Kui n-astme kongruentsil
fX) 8 aQxa + alxn“1l + ... + an=0 (mod p)
on n lahendit, siis v0ib teda esitada kujul
a™X-x-JKx-Xg) ... (x-xn)=0 (mod p)-

Toepoolest, kuna vorduses (5) on b*= b2= _.. = bQ= O
(mod p) ja bQ » aQ, siis saamegi margitud kuju.

Kdrgema astme kongruentside lahendamiseks ei ole Ul-
dist meetodit. Algarvulise mooduli korral leitakse lahendid

proovimise teel. Kordarvulise mooduli korral taandub lahen-

damine algarvuliste moodulitega kongruentside lahendamisele.

Harjutustlesandeid.

6.11. Lahendada jargmised kongruentsid, alandades eel-

nevalt nende astet:

a) XM - 2x3 +x2 -2=0 (mod 3);

b) x7 - x» + 5x2 -3=0 (mod 5);

c) X10 + X8 + X7 - x4 - X2 + 4x - 3= 0 (mod 7);

d) x12 - 2x7 + x3 + 1 =0 (mod 5);

e) x101+ 3x15 + x11 - 3x5 + 9x2 + 10x - 5 =0 (mod 1D;

) 2x35- 17x15 + 13x8 - 3x5 + 12x + 5= 0 (mod 11).

§ 5. KONGRUENTSID KORDARVULISE MOODULI JARGI

1. Kongruentsi asendamine sUsteemiga. Vaatleme n-astme
kongruentsi
() f(x) = 0 (mod m)

lahendamist, kus mooduli m kanooniline kuju on
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Téhistame a ™. Siis (m, m™) * 1 ja kongruente (1)
on esitatav kujul
(@) fG) = 0 (udjin, ... M.
| Teoreem 6.7. Kongruents (2) on ekvivalentne kongruent-
4
side sisteemiga
fG) = 0 (mod ml),

f() = 0 (mod mO),
(€)) 2

GO = 0 (mod L),
s.t. neid rahuldavate arvude hulgad Uhtivad.

Toestus. Kui x rahuldab susteemi (3)* sils teoreemi
5.14 kohaselt on rahuldatud ka kongruents (2). Vastupidi,
kui x rahuldab kongruentsi (2), siis teoreemi 5.15 tfttu
rahuldab x siisteemi (3) kdiki kongruentse. Teoreem on tdes-
tatud.

Eeldades, et oleme leidnud sisteemi (3) Ukeikute kong-
ruentside lahendid, avaldame suUsteemi (3) ja sellega ka
kongruentsi (2) lahendid. Olgu susteemi (3) esimeae kongru-
entsi lahenditeks

x = X1\ ceey XAIN (mod mA

teise lahenditeks

= e P 1D e o

n-nda kongruentsi lahenditeks

X = xXn1l)* xn2)* (mod mn)“
Votame esimese kongruentsi lahendite hulgast lahendi



X = (mod m"), teise kongruentsi lahendite hulgast la-
hendi x= Xg 2 (mod nig)» <==» n-nda kongruentsi lahendite
hulgast lahendi x = X(SV (mod n™). Saame lineaarse siisteemi
X = x£i1> (mod m7),
X = x"2} (mod iu)
o A AR

= XA Grod Wy,

mille lahend Uhtib susteemi (3) ja seega ka kongruentsi (2
Uhe lahendiga. Teoreemi 6.3 kohaselt on nimetatud lahendiks
ii in

S 1) + ...+ xn(n) (mod m),

(O] XS X
kus -m ja = 1 (mod ).

Teeme kindlaks kongruentsi (2) lahendite arvu mooduli
m jargi. Kui muutuks vaid i~ siis oleks lahendeid k.,. Kui
muutuks veel vaid 12, saaksime k~"k2 lahendit, jne. uldiselt
saame mooduli m jargi
K= kjlkg --.
lahendit. Eeldame, et k > 1 ja naitame, et need lahendid on

kodik Uksteisest erinevad. Votame veel lahendi

i X,(j ) * oL * (‘isy) («.d ,),

miil. kohta uldauBt kitsendamata Toime eeldada, et nalteke

4 J1. Oletame, et need lahendid Uhtivad, e.t.

(1> (in)
«1»? *1 ¢ oo ¢ Vi*n .
A0 P

+ +

(mod m).



Teoreemi 5.15 tottu kehtib siis see kongruents ka moo-

duli ml jargi. Arvestades aga, et 1= 0 (mod m.]), kui i>1,

saame
1- i,
X_,( 1)= 1UM* x.,(ll) (mod i)
Ja = 1 (mod m”~ tdttu
1J J<
xg r a< (mod m™),

mis on vastuolus eeldusega.
n ublt
~ 2. Kongruents algarvu astme iargj- Hagu ndgime, taan-
dub kongruentsi lahendamine mistahes mooduli m jargi kongru-
entside
©® fCO - 0 (mod p™ )
lahendamisele. Kongruentsi (6) Iahen(;amiseks lahtume kong-
ruentsist
Q) )= 0 (mod p).
lga X, mis rahuldab kongruentsi (6), rahuldab ka kongruentsi
(), vastupidine vaide uldiselt ei kehti.
Leiame (naiteks proovimise teel) kongruentsi (7) koik
lahendid. Olgu Uheks lahendiks
x = x1 (mod p),
s.t. x = x1 + pt rahuldab kongruentsi (7) iga taisarvu t kor-

ral. Asendame X » X1 + pt kongruentsis

® fO) = 0 (mod p2)
ja lahendame saadud kongruentsi
© fxg+ pt) s o (mod p2)

t suhtes. F(x1 + pt) on t suhtes tadisarvuliste kordajatega

polunoom. Arendades ta Taylori ritta kohal x",saame kongruent-
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entsi (9) kirjutada kujul

fx.,) + T"fx~pt + f (xDp2t2 + ... =0 (mod p2)
ehk
a0 f(x1) + £7xppts 0 (mod p2),

sest pk= 0 (mod p2), kui k™ 2, ja . ~(x.,) on taisarv.

K
Et x s x1 (mod p) on kongruentsi (7) lahend, siis O jp-
Seega jagades kongruentsi (10) mdlemaid pooli ja moodulit
Uhise teguriga p, saame (10)-ga ekvivalentse kongruentsi

f(x1)
an 7 H o)t = 0 (mod p).

Eeldame, et f*(x™MN0 (mod p). Siis (F"ON), p)=l
ja lineaarkongruentsil (11) on parajast}, Uks lahend. Olgu
lahendiks
t= 1) (mod p) ehk €=t + ps.
Siis kongruentsi (7) rahuldavatest arvudest x * x1 + pt ra-
huldavad kongruentsi (8) iga s korral arvud x = x1 +
+ p(tl + ps) a X2 + p S, kus X2 = X1 + ptj-
Edasi vaatleme juba kongruentsi

2 f(xX)= 0 (mod p3).
Selle lahendamiseks tuleb leida s vaartused, mis rahuldavad
kongruentsi

f(x2 + p2s)s o (mod p3).
Taylori valemi abil saame nagu ennegi viimase kongruentsi

asendada ekvivalentse kongruentsiga
(€)) f(x2) + F"(x2)p2s so (mod pN.

Et x2 on kongruentsi (8) lahend, siis f(x2) ; p2 ja kongru-
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entsi (13) saame asendada omakorda ekvivalentse kongruentsi-

ga

f(x2)
@ =+ F"(x?)a= 0 (nod p).
P
Eelduse kohaselt f*"(x) O (mod p). Et x2= (mod p) ja

seega F"(x2) = FX.]) (mod p), siis ka £7(x2) 0 (mod p)-
Seetdttu on lineaarkongruents (14) s auhtes Uheselt lahen-
duv. Olgu selle lahendiks 8=8" (mod p) ehk s = s1 + pu.
Siis kongruentsi (12) rahuldavad iga u korral x vaartused
X = X2 + p2(a1 + pu) = XN+ pgu,
a.t. kongruentsi (12) lahendiks on
X=X (rod PR,

Krw Xj > Xg + p28A, Nii j;}kates saame kongruentsi (6) la-
hendi .

Eelnevast mottekdigust jareldub, et kui kongruentsil
() on k lahendit mod p ja iga lahendi x* korral £*(x™) ™ 0
(mod p), siis ka kongruentsil (6) on k lahendit.

Naide. Lahendame kongruentsi

fX) =x3+x2 + 2220 (mod 343).
Arvestades, et 343 = 73, leiame kdigepealt proovimiameeto-
dil kongruentai f(xX) = 0 (mod 7) lahendid. Viimaae kongru-
entai ainsaka lahendika on x = 2 (mod 7). Kuna f*"(X) =
= 3x? + 2x ja £7°(2)~0 (mod fs, aiia ka lahtekongruentail
on parajaeti Uka lahend. Selle aaamieeks leiame jargmiael
aammul kongruentai f(xX) =0 (mod 7 ) lahendi. Selleka la-
hendame t auhtea kongruentai (11) ehk
2 + 16t = 0 (mod 7).
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Lahendiks saame

= -1 (mod 7) ehk t=-1+ 7s.

Silis aga x = 2 + 7t = -5 + 49s. Edasi lahendame s suhtes

kongruentsi

millest

(14) ehk

-2 + 655 = 0 (mod 7),

s=1 (mod 7) ehk s =1+ 7u.

Seega esialgse kongruentsi lahendiks on

ehk

X = -5 + 49(1l + 7u) = 44 + 343u

x =44 (mod 343).

Harjutustlesandeid.

6.12. Lahendada jargmised kongruentsid:

a
b)
©
d)

6x3
X5
X3
X3

+

+

+

3x2 - 13x - 10 s 0 (mod 30);

X4 + 7x3 + 6x2 + 5x + 1 =0 (mod 420);
X +3 = 0 (mod 125);

X2+ 2=0 (mod 74);

€) 4x3 + 7x2 - 7x - 10s 0 (mod 225);
D) x3+ x2+ x+ 1= 0 (mod 22.33.52).
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VIl. RUUTKONGRUENTSID

§1. RUUTJAAGID [

Ruutkongruentsid on mittelineaarsete kongruentside liht-
saimaks erijuhuks. Ruutkongruentsi jaoks on olemas lahendus-
algoritmid, mis ei nbua kdigi jaagiklasside labiproovimist.
Samuti on vdimalik juba enne lahendamisele asumist kindlaks
madrata, kas antud ruutkongruents on lahenduv vBi mitte.

Vaatleme kaheliikmelist kongruentsi

xn=a (mdm), @ m a 1
Kui sellel kongruentsil on olemaa lahend, siis arvu a nime-
tatakse n-astme _jéagiks mooduli m jargi, vastasel juhul
nimetatakse arvu a n-astme mitte.ladglks. Kui n a 2, siis
raagime ruut.ladgist ja mitteruut. laagist.

Kéesolevas paragrahvis vaatlemegi Juhtu, kus n = 2.
Siinjuures eeldame, et moodul on paaritu algarv (Juhtu, kus
p a9 2, vaatleme 4. paragrahvis). Seega kasitleme kongruentse
(€)) x2= a (od p), (@ p) =l p~2
Sellisele kongruentsile saab taandada ka Uldise ruutkongru-
entsi

bx2 + cx +d= 0 (mod p), (b, p) A 1
Toepoolest, korrutades viimast kongruentsi teguriga 4b, saa-
me

4b2x2 + 4bcx + 4bd = O (mod p)

ehk 5 0
(2bx + ¢©) = c - 4bd (mod p).

171



Olles tahlstanud y » 2bx + ¢ ja a = c2 - 4bd, jOuame kong-
ruentsini

y = a (mod p).
Lahtekongruentsi lahendi saame sel teel, et leiame viimase
kongruentsi lahendi y a yQ(mod p) ja lahendame x suhtes Hli-
neaarkongruentsi

2bx = yQ - ¢ (mod p).

Mooduli p jargi on erinevaid ruutkongruentse kujul @
arvult p. Naiteks, kui p = 5. siis saame jargmised kongru-
entsid:

x2 = -2 (mod 5) ,

x2 = -1 (mod 5),

x2 = 0 (mod 5),

x2 S 1 (mod 5),

X2 = 2 (mod 5)e
KOik teised taanduvad nendeks.

Kuna me eeldame, et (@, p) = 1, siis jaab vaatluse
alt vglja kongruents x2: 0 (mod p), millel on parajasti
Uks lahend xs 0 (mod p) ja mis seetdttu lahendamise seisu-
kohalt edasist huvi ei paku.

Margime, et kui x = x1 (mod p) on kongruentsi () la-
hend, siis (xp p) = 1. Toepoolest, siis x2 = a (mod p).
Kui oleks (x™ p) = p, siis oleks ka (@, p) = p, s-t. a=0
(mod p), mis oleks vastuolus eeldusega.

| Teoreem 7.1. Kui a on ruutjddk mod p, siis on kongru-
entsil (1) parajasti kaks lahendit.

TOestus. Kui a on ruutjadk, siis kongruentsil (1) on
vahemalt Uks lahend



X = x1 (mod p)-
Kuid, et (—X.J)P = xPsi is on sellel kongruentsil ka lahend
X = -x* (mod p)-
Need lahendid on erinevad, sest kui oleks
x1l= -x1 (mod p),
siis saaksime, et
2x1= 0 (mod p),
mis on aga vOimatu, sest (2, p) 4 X, p) = 1. Naidatud ka-
he lahendiga on ammendatud kdik lahendid, sest teoreemi 6.5
péhjal ei saa teise astme kongruentsil algarvulise mooduli
jJargi olla Ule kahe lahendi.
Leidub ruutkongruentse, millel pole Uhtki lahendit.
Vaatleme naiteks kongruentse
x2= -2 (mod 5).
x2= -1 (mod 5),
x2= 1 (mod 5),
x2= 2 (mod 5).
Lahenditena tulevad kdne alla jaagiklassid, mille esindaja-
teks on taandatud jéadkide sisteemi elemendid
-2, -1, 1, 2.
Nimetatud arvude ruudud on
4, 1, 1, 4,
mis on mooduli 5 jargi kongruentsed vastavalt arvudega
-1, 1, 1, -1.
Seega kongruentsid
x2= -1, x2=1 (nod 5)

on lahenduvad, kusjuures esimese lahenditeks on x = -2 ja
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x= 2 (mod 5), teise lahenditeks on 1= -1 ja. = 1 (mod 5*
Kongruentsid

x2s -2, x2- 2 (mod 5)
pole aga lahenduvad. Seega modulo 5 on taandatud jé&akide
susteemis kaks ruutjddki (-1 ja 1) ning kaks mitteruutjadki

(-2 ja 2).

Teise naitena votame jaagiklassid, mis vastavad taan-
datud jaékide susteemile modulo 11:
x= -5, -4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4, 5 (mod 11).
Siis
x2= 1, 4, 9, 16, 25 (mod 11)
ehk
x2& 1,4, -2, 5, 3 (mod 11).
Seega lahenduvad on viis kongruentsi:
x2= -2, 1, 3, 4, 5 (mod 11),
mittelahenduvad samuti viis kongruentsi:
x2= -5, -4, -3, -1, 2 (mod 5).

g Teoreem 7.2. Taandatud jadkide slUsteemis paaritu alg-
arvulise mooduli p jargi on olemas ruutjaaki ja
mitteruutjaadki. Ruutjaagid on modullo p kongruentsed arvude-
ga
(&) 12,22, ..., (E|D2.

TOestus. lgas taandatud jaakide silsteemis modulo p on
ruutjaadkideks parajasti need arvud, mis on kongruentsed

taandatud jaakide slsteemi
(©) - ooy “2. -1» I* 2, ...,
elementide ruutudega, s.o. arvudega (2). Niisiis tarvitseb
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naidata, et arvude (2) seas pole omavahel kongruentseid
modulo p. Kui oleks
kK2=12 (mod p), O0< k< 12
siis oleks ruutkongruentsil
x2= 12 (mod p)

neli erinevat lahendit: x= -1, 1, -k, kK (mod p), mida ei
saa olla. Teoreem on tdestatud.

Seega ruutkongruentsil x =a (mod p), (@@#p) = 1,
on kas kaks lahendit voi pole Uhtki.

Teoreem 7.3. Arv a, mis on Uhistegurita paaritu algar-

wvulise mooduliga p, on ruutjddk parajasti siis, kui
E=1
() a2 s 1 (mod p)

Ja mitteruutjaadk parajasti siis, kui

® a2 = -1 (mod p)-
Toestus. Euleri teoreemi kohaselt
U1 U1
(a - D( + D) =apl-1=0 (mod p).
Et tegurid

a” -1 ja an ¢ 1

erinevad teineteisest vaid 2 vorra, siis sellest, et nende
korrutis jagub p-ga, jareldub p 4 2 tottu, et parajasti uUks
teguritest jagub p-ga. Seega kehtib iga a korral, kus
(@, p) a 1, parajasti iks kongruentsidest (4), (5). Edasi
tarvitseb tdestada, et a on ruutjaak parajasti siis, kui
kehtib tingimus (4).

Tarvilikkus. Olgu a ruutjaak modulo p. See tahendab,
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et leidub taisarv x, nii et
2
X = a (mod p)-

Votame kongruentsi mblemad pooled astmesse Saame
P-1
®) xp"l= a (mod p).

Et aga (X, p) > 1 ja Euleri teoreemi jargi

xp-1= 1 (mod p),
siis seosest (6) jareldubki (4).

Pilsavuse Olgu taidetud tingimus (4). Vaatleme kong-

ruentsi
Efl
@) zi -1=0 (mod p),
millel el saa olla rohkem kui ot= lahendit. Tingimuse

(4 tottu rahuldab kongruentsi arv a. Naitame, et kdik
kongruentsi (7) rahuldavad arvud on ruutjédgid modulo p.
Kui nii, siis on ka a ruutjaak.

Ruutjadkide r~ r2, ..., w (ot= Jaoks leidu-
vad taandatud jadkide susteemis arvud Xj, X2, -..» x& , nil
et kehtivad kongruentsid

xrl): rl (mod p),
x%= r2 (mod p),

xa = ra (mod Pb

Tostes kdik kongruentsid astmesse ac= ja arvestades

Euleri teoreemi, saame
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r*= xP-1= 1 (mod p),

r2S x 2*1“ 1 (m°d p),

re= x£~1= 1 (mod p)
ehk

‘r* - 1=0 (mod p),

M- 1=0 (mod p),

—1=0 (mod p)-

Seega koik ruutjaagid modulo p rahuldavad kongruentsi (7).
Et aga lahendite jadgiklasse ja ruutjédke on udhepalju, siis
ka vastupidi, iga lahend on ruutjadk. Jarelikult on a ruut-
Jaak.

Harjutusulesandeid.
7.1. Vaadelda kdiki kongruentse kujul x2= a (mod p)
a) p = 13 korral,
b) p e 17 korral
ja teha kindlaks, millised neist on lahenduvad, millised
mitte. Leilda vastavad lahendid.
7.2. Teoreemi 7.3 alusel kontrollida, millised arvu-

dest 3, 5, 7, 11 on ruutjaagid
a) modulo 19,

b) modulo 17.
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§2. LEGENDRE"I JA JACOBI SUMBOLID

~ 1. Legendre*i sumbol ,a eelle omadused. Toestame koi-

&
gepealt jargnevas vajamineva abitulemuse.

Lemma. Kui £= o (mod p)F P JI 2 jJa EI=4|= 1,
siis t * .

Toestus. Kul lemma eeldustel oleks £ 4 , siis kongru-
ents £=1r] (mod p) tdhendaks, et 1= -1 ehk 2=0 (mod p),
mis on voimatu, kui p 4 2.

Kéesolevas paragrahvis tuletame praktilise vitte ruut-
Jaakide kindlakstegemiseks suurte moodulite korral (teoree-
mi 7.3 abil on ruutjédkide leidmine suhteliselt tulikas).
Selleks lahendame teistsuguse probleemi: teeme Kkindlaks,
milliste moodulite p korral on kongruents

x2= a (mod p)
lahenduv, kui a on antud arv.

Viimase probleemi lahendamine nduab lsna suurt eel-
t60d. Sealjuures kasutame nn. Legendre*1 ailmbnli t
mis defineeritakse juhul, kui p on paaritu algarv ja
(@, p) = 1. Sumbolit loetakse "a p suhtes'.

Definitsioon:

1, kui a on ruutjaik,
-1, kui a on mitteruutjaak.

Vaatleme Legendre’i simboli omadus 1i.

1) Kehtib seos (ij an" (mod p).

Toepoolest, kui a on ruutjddk, siis a = 1 (mod p);
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kui a on mitteruutjaak, eiie a = -1 (mod p)-

2) Kui a= b (mod p), eiie

Toepoolest, kui a on ruutjadk, siis ka koik teised st-
wa jaagiklassi elemendid on ruutjaagid, ja vastupidi, kui a
pole ruutjadk, siis el saa ruutjddk olla ka Ukski teine sa-

ma jaagiklaasi element.

3) Legendre®i simbol on tugevalt multiplikatiivne, s.t,

@@ - (N

Toestuseks kasutame omadust 1:

/ai>2 ... au " cl ac o =
\% p | 12 eee an; a2 eee i
e Il - eeod<mm*H>

Saadud kongruentsist jareldub vordus kaesoleva punkti algu-

ses toodud lemma pohjal.

4) Kehtib vOrdus 3
Viimane omadus jareldub sellest, et b2 on alati ruut-
Jadk. Voib aga kasutada eelmist omadust:
/N\ AN\ 2

() m()(> mft) - (2 - 1

5) Kehtib valem No - @

2\ /\m2’
H-OO-O
2. Tarvilik Ja piisav tingimus selleks, et arv -1

oleks ruut.ladk. Kusimusele, mille piUstitasime eelmise punk-
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ti algal, saame niid vastata a » -1 korte/i.. Niisiis teeme
kindlaks, milliste algarvuliste moodulite p korral on kong-
ruente

x2= -1 (mod p)
lahenduv. Selleks arvutame Legendre®l simboli [~pj vaartu-

se. 1. omaduse poéhjal

Vv
€ )=(-1) " (mod p).

Lemma pbhjal jareldub silt vdrdus

i W e<-v n
Viimasest vdrdusest ndeme, et -1 on ruutjddk parajasti
sile, kui ® 2n ehk algarv p on kujuga p » 4n + 1, ja
mitteruutjddk parajasti siis, kui » 2n - 1 ehk algarv
p on kujuga p * 4n - 1. Teisiti Oeldes, ruutkongruents
xP: -1 (mod p) ehk x2 ¢ 1« 0 (mod p)
on lahenduv parajasti siis, kui algarv p avaldub kujul
p m 4n + 1. Uhtlasi jareldub siit, et arvu x2 + 1 algarvu-
listeks jagajateks saavad olla vaid algarvud kujuga p =
= 4n + 1 ja arv 2. Toepoolest, algarvulise mooduli 4n - 1
puhul el kehti kongruents
x2 + 1=0 (mod 4n-1)

Uhegi arvu x korral.
3* Gaussi lemma. Uurime edasi kongruentsi

2
Xx = a(modp), @ p) =1
lahenduvust soltuvalt moodulist p.
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Koostam* kongruentsid modulo p:

a= 6Irl ,
2a= ~2t2
(@) 3a 55 £3*3 ,

ota=£Ara CCn Mip),
kus paremad pooled £3?" on absoluutvddrtuselt vahimad taan-
datud jadkide sisteemi elemendid, ~ * 1 1 olenevalt nime-
tatud j&agi margist,
0<ri~nEjl
Naitame, et jadkide r™ seas ei saa olla vordseid arve. Kui

oleks

siis kongruentsidest

ia> (mod p),

Jam QT * (mod p)
saaksime

ia™ E (mod p),

Jaer = (mod p)
ehk

ia” = jafij (mod p) ehk 1CAB j (mod p)-

Et =11 ja = + 1, siis viimase kongruentsi tottu
peaks avaldis t i t j jaguma mooduliga p, mis on aga vOi-
matu, sest i *jJjJaO<i + j<p. Seegaonritr2¢ ..., ™
mingi permutatsioon arvudest 1, 2, .,.,ot. Korrutame koik
kongruentsid (1) omavahel ldbi. Saame

at eact = E*0A (mod p),

kus
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&) E=61C2 ...£n - + 1.

aA — E (mod p)
ehk
() = E (mod p).

Punktis 1 esitatud lemma pdhjal saame siit vorduse. Seega

Joudsime jargmise tulemuseni.
Teoreem 7.4 (Gaussi lemma). Kehtib valem
©) (1H-=.

kus E on defineeritud vdrdusega (2).

Anname E avaldisele teise kuju. Selleks léhtume seo-

sest

korrutame seda kahega ja votame taisosa:

u>  [¥] s{=#] +2¢ H - 2¢ ]+ Nri)-
Edasi arvestame definitsiooni. Kul = 1I» s.t. kul

ia vahim positiivne jaak modulo p on vaiksem kui ”p, siis
on paarisarv *(~p|] ~ \ J® vorduse (4) paremal poolel

f2f~]1 J » 0). Seega vOime kirjutada

1 pJ - -ruwi
o -(-Ipp -

Kui = -1, siis arvu iavdhim positiivne jaik
modulo p on suurem kui ™p ja on paaritu arv ( >\
ja * 1)* Seetdttu kehtib vordus (6) ka antud juhul

ja jarelikult on valem (5) Oige iga i korral. Gaussi lemma
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tottu saame niud seose

@ ___I, Xfzis]

4. Tarvilik .a piisav tingimus selleks, et arv 2 oleks

ruutjédk. Olgu a paaritu arv, siis atp on paarisarv. Valemi

(®) pohjal

ehk teisiti

oy

Kui valemis (7) votta a « 1, siis saame

®-1

®

2= &fC? - H_} - -

Nuud voime otsustada, millise mooduli p korral on kong-
ruents

2

x = 2 (mod p)

lahenduv, millise korral mitte. Naiteks mooduli 13 puhul

IR o A

mistdttu 2 ei ole ruutjaddk modulo 13. Seega kongruents
2
x = 2 (mod 13) pole lahenduv.
Selleks, et algarvu kuju jargi kindlaks teha, millise

mooduli p korral on 2 ruutjadk, jaotame koik paaritud arvud
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nelja rihma: 8n + 1, 8n + 3. Arvutame

/ .. ) (en ; d 2-i ,
(srh)-H) 8 -(-Den 12n-

9 @n £ 3)2- 1 9
(Brr7)-(-1) 8 *<-i)8n t6é6n+1 = -i.

Seega, koi algarv p on kujuga 8n + 1, on arv 2 ruutjadk, kui

aga algarv p on kujuga 8n + 3, siis arv 2 on mitteruutjaak.

Jareldus. Arwvu x 2 2 paarituid algarvulisi jagajaid
tuleb otsida vaid algarvude hulgast, millel on kuju 8n + 1.

Toepoolest, uhegi arvu x korral el kehti kongruents

x2 =2 (mod 8n t 3),
kui 8n & 3 on algarv.
Ka arvu -2 kohta voime niiud 6elda, kas ta on antud

algarvu p korral ruutjaak voi mitte. Toepoolest,

Siit saame, et kui pa4a8n + 1vdi p=8n + 3, siis -2 on
ruutjédk, kui aga p »8n + 5 vBi 8n + 7, siis mitteruut-
jJaak. Seega x2+ 2 algteguriteks vcé)‘ivad olla vaid algarvud

kujuga pa 8n + 1vdi p=8n + 3 ja arv 2.

5. Legendrel! sumboli pddratavus. Jagades vorduse (7)
vordusega (8), saame paaritu arvu a jaoks valemi
oc
1fi
il
® (p) e("HiFL " bw o=V
Olgu q paaritu algarv. Siis saame valemist (9) jargmised

seosed:
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cC

(H0O) .- P,
J-11 noyl
Korrutame saadud vordused omavahel,

(10)
ja tbestame, et

06

Selleks margime xy-tasandil ara koordinaatide alguspunkti

y:5|§

mis labib punkte 0 Ja C. Jagatis ~ vOrdub sirge ordinaa-

diga kohal i, taisosa [~] aga 18igul DE asuvate sisemiste
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taisarvuliste koordinaatidega punktide arvuga. Seega vOrdub

summa

ZIE] « (FN1) oY & oft)
kolmnurga OAC taisarvuliste koordinaatidega sisemiste punk-

tide arwuga.

Vaadeldes sama] viisil sirget x = Licd veendume, et sum-
1 3%

ma |~J vordub taisarvuliste koordinaatidega sisemiste
j=1L43J

punktide arvuga kolmnurgas OBC.
Kuna loigul OC ei leidu tdisarwvuliste koordinaatidega

sisemisi punkte, siis vOrdub summa

i=1 j-1
ristkiliku OACB taisarvuliste koordinaatidega sisemiste
punktide arwga.. Teiselt poolt on aga ristkiliku OACB tidis-
arvuliste koordinaatidega sisemiste punktide arv oG{$ = See-

ka kehtib vordus (11). Viimast arvestades saame valemi

Korrutame vbrduse mdlemaid pooli teguriga ((( ja esitame

saadava tulemuse jargmise teoreemina.

f Teoreem 7.5. Kehtib valem

(%)) ()" (=i P31
Valem (13) on tuntud ruutjédkide pddratavuse lause
nime all. Podratavuse lause koos Legendre®i siUmboli teiste

omadustega vbimaldab simboli vaértust arvutada iga algarvu-
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lise nimetaja ja mistahes lugeja korral. Arvutuste lihtsus-
tamiseks paneme veel tdhele, et kui p = 4n + 1, siis =
a2n, kui aga p = 4n + 3, siis * 2n + 1. Seega, kui va-
hemalt Uks algarvudest p, g on.kujuga 4n + 1, on korrutis

p:l_ Gl i . . -
-5——-2" paarisarv ja (-1) = 1; kui aga mélemad

algarvud on kujuga 4n + 3, siis korrutis B;TE -
E-1.4z1 2
ritu ja (-1) 2 = - 1. Niisiis juhul, kui p = 1 (nod 4)

voi q=1 (mod 4) on (p) = (]» kui aSa P= q = 3 (mod 4),

®*-Cr 2

Ngide 1. Teha kindlaks, kas kongruents x~ = 97 (mod 223)

%L on paa-
2

on lahenduv.

Et 97 — 1 (mod 4), siis
(L)
V223°/

Edasi 223 = 97*2 + 29. Seega

(W) *($)=w) *(i)* (&)

Leiame, et [Jiy] = - 1, sest 29 — - 3 (mod 8); A
3/~ = 1. Seega = - 1 ja vaadeldav ruutkongruents po-
le lahenduv.

NAide 2. Teha kindlaks, kas ruutkongruents x2 = 265
(mod 353) on lahenduv (353 on algarv).

Arvutame Legendre*i sumboli vaartuse:
(»)- (ife)- (") @Eb) -(¥)-"(1)-(f) --1

(&) =m - (S)* (a )+ (&)’

(£) * (Hm () - - W -
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Seega J» 1 d® kongruente on lahenduv.

\E£. Jacobi sumbol. Legendre®i simboli vaartuse arvuta-

mise ja seega kongruentsi
xp = a (mod p)

lahenduvuse ille otsustamise lihtsustamiseks kasutatakse Ja-
cobi stmbolit. Jacobi simbol on Legendre®i simboli Gldistu-
seks juhule, kus nimetaja ei ole algarv. Kui P =
kus plt p2, ..., pn on erinevad paaritud algarvud, ja
(@, P) = 1, siis Jacaobi sumbol (a P suhtes) defineeri-

takse vOrdusega

Ao O*E)E) — (£)-

Margime, et Jacobi simboli vOrdumisest -1-ga jareldub

kongruentsi
@) x2s a (mod P)
mittelahenduvus, kuid juhul, kui ~J = 1, jaab kisimus lah-
tiseks. Toepoolest, kui pj, p2, ..., Pn on erinevad algar-
vud, siis kongruents (15) on ekvivalentne susteemiga

2
16) X = a (mod pi), i=1,2,...,n
ja vdrdusest = - 1 jareldub, et vahemalt iUks (~) = - L
Kui aga =1 jan >1, siis Legendre®i sumbolite

seas vOib ikkagi esineda neid, mis vOrduvad -1-ga. Sel ju-
hul on aga siusteem (16) ja koos sellega kongruents (15)

mittelahenduvad.
Jacobi sUmbolil on formaalselt samad omadused mis Le-

gendre”i simbolil. Jargnevas vaatlemegi Jacobi simboli oma-

dusi.
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1) Kui asb (mod P), siia
2 (§-)= L

_— B ey R
E)=@O™aa () TCO) -
Omadused 1 -3 jarelduvad Jacobi simboli definitsioonist ja
Legendre™i simboli vastavaist omadusist. (Veendudal)
P-1
H (™) - (-if5" .
Toestus. Definitsiooni (14) ja Legendre®i sumboli vas-

tava omaduse tottu saame B _
p,-—i Pn-1i

&) m(5H&)- (E)- " o

P4-1

) 1" )

P S ol . p
ja -5 vahel. Selleks esitame —i—

1
Jargmisel kujul: A

P-1 PIP2**pn ” 1 .
2 2

- '1
Leiame seose 2
i

Ny

(1+ . 2)(1 + LF .2) (1+ .2)-1

Kasutades valemit
X +2al)(x +2a2) ... x+2aQ) *xn +2(l + ... + an)xn“1+

+ 4(@.,a2 + a™™ + _..)"2 + BCa®™aN + L.)xn“3 + ..,

_ _ Ppr1
milles votame x = 1 ja a® = —JB- , Saame

U= 2727 4 o,
51

kus N on tdisarv. Seega
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| —rj arvutamiseks on tai*vis kindlaks teha, kas paaritu
arv P on kujuga 4n + 1 voi kujuga 4n + 3. Esimesel juhul
|“gr) = 1, teisel juhul |~ j= - 1.
pP2-1

5 (8 _1)

Toestus. Lahtume seosest

n o pad
Kasutades valemit
X + ea.jMx + 8a2)...(x + 8an) = xn+ 8(@.j+ a™ ... + a)xn_1+
+ 64(@.,a2+ ana™ ... + an.Mag)N'"'2 + eee

ja seost

PR—I_B%B% pn ~ 1 _

Saame

P2-1 = jr + on
8 Zi
kus N on taisarv. Siit jareldubki omaduse kehtivus.

Margime, et kui P »>8m t 1, siis (8) “ 1» kui aga P =
38mi 3» siis (yj a9 “ I*

6) Kui P ja Q on paaritud arvud, kusjuures (P, Q) » 1,
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(8N-D¥ ¥ ®

(Jacobi stumboli pdoratavuse lause)-

Toestus. Olgu P = pMp2.e<Pn» 8= **o* Kasutades
Jacobi sumboli definitsiooni, Legendre®i sumboli multiplika-
tilvsust ning pdoratavuse lauset ja arvestades, et (p®, <l<pm

ml G=1,2, ...,n; jJ=12, ..., m), viime Kirjutada:
@) - (OFE) = -

-k ) - @ - (E)(E)===(£) =

/D] coe(Cmmee LI - © -

+ ‘i-1-r Vv -

' )

P~ P1 Xr 1
Et 2- -*5— » Y7l - 2N Ja -V- = R - 2M, siis
i= d d J-1r = d

i1 2 Jj=1 d 22
kus L on taisarv. Viimasest seosest jareldubki pooratavuse

lause.
Nagu juba k&esoleva punkti algul margitud, vdimaldab Ja-

cobi simbol Legendre®i stimboli arvutamist lihtsustada. Seal-
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Juures pease silmas, et Legendre’i simbol on Jacobi stmboli
erijuht.

Haide 3. Teeme kindlaks, kas kongruents x2 5= 265
(mod 353) on lahenduv* Sama naidet vaatlesime eelmises punk-
tis.

Arvutame Legendre®i sumboli ( vaartuse. Kuna 265
on kordarv, siis Legendre®i suimboli pdoratavuse lauset ei
saa rakendada. Samal ajal vdib aga simbolit vaadelda ka Ja-
cobi sumbolina ja kasutada vilmase pooratavuse lauset. Seda

markust arvestades saame

(w) Bew) B(f&)" (&) m(s8?)" (3BD) * (3ir) -
*(W)e(tr) *1-

Seega kongruents on lahenduv.

Harjutusilesandeid.
7.3. Teha kindlaks, kas p-1 on ruutjaak mod p, kui
Q) p3 19, b)p*23 c)p=29 d pa 8.
7.4. Kontrollida kongruentside
a) x2s 3 (mod 17),
b) x2 = 17 (mod 19),
©) x2 = 10 (mod 19)
lahenduvust Gaussi lemma pbShjal ja seejarel Legendre®i
sumboli abil.
7.5. Kirjutada valja arvude x2+ 1, x2+ 2, x2- 2 jaga-
jad x = 1, 2, ..., 10 korral ja jalgida nende kuju.
7.6. Kasutades Legendre"i sumbolit, leida algarvu p

uldkuju, mille korral arv 3 on ruutjaak, ja p uldkuju,
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mille korral 3 on mitteruutjadk.
7.7. Millise lTIdkujuga véivad olla arvu x2— 3 algar-
wvulised jagajad (kasutada Ulesande 7.6 tulemusi)?
7.8. Teha kindlaks, kas jargmised ruutkongruentsid on
lahenduvad (k6ik moodulid on algarvud):
a) x2= 111 (mod 271)*
b) x2 s 343 (mod 677),
c) x2 = 589 (mod 1283),
d) x2 =891 (mod 4441).
7.9. Teha kindlaks, kas jargmised ruutkongruentsid
kordarvulise mooduli jargi on lahenduvad voi mitt«:
a) x2= 111 (mod 215);
b) x2 = 343 (mod 678);
©) X2 — 10 (mod 143);
d) x2 = 21 (mod 143);
e x2= - 1 (mod 13*89);
f) x2= - 1 (mod L,.13<89).
7*10. Arvutada Legendre®i sumbolite a) (|"™-D.,

b AV)* o) ~ jJ vaartused, kasutades 1) ainult Legend-
re"i simboli omadusi ja 2) ka Jacobi stmbolit.

7.11. Arvutada Jacobi simbolite a) » * b)) ("Te)*
O Fygigh vaartused. Kas saab midagi oelda vastavate ruut-

kongruentside kohta?

X"3*. RUUTKONGRUENTSIDE LAHENDAMINE

Ruutkongruentside
xp: a (mod p)
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lallendamieeks pole Uhtset meetodit, lahendusmeetod sdltub
algarvu p kujust. Paaritu algarv vdib olla kas kujuga p =
=4m + 1 vdi p = 4m + 3~

a) Olgu p A 4m"+ 3 j# ]a 1« Lahtume sellest, et kui

a on ruutjaak modulo p, aiis a = 1 (mod p) (vastasel
Eri
juhul a2 = - 1 (mod p))- Antud juhul = 2m + 1. Seega

&2uw+1 _ ~ (mod

ehk
(@m”1) = a (mod p).

Siit saamegi lahendid

- , 1 Vv
X= t antl (mod d) ehk x =t a (mod p)-
Naide. Lahendame kongruentsi

x2 =12 (mod 23).

Kuna

®-u M- O

ja 23 = 5*4+3, silis

X e * 126= t 1443 = t 63= = 6-13® t 9 (mod 23).

Juhtu p = 4m + 1 ei saa korraga kasitleda. Jaotame jada
(@m + 1™ osajadadeks (8m + 1) ja \8m +5} ning vaatleme eral-— -
di algarve kujuga p = 8m + 5 ja p = 8m + 1.

b) Olgu p=8m + 5 ja (@) = 1. Siis a4m+2 = 1 (mod p),

millest a™m+1=1 (mod p) VvoBi a2m+*= - 1 (mod p) (Mmiks?).
Kuna Uks ja sama arv a2m+l ei saa kuuluda korraga kahte

erinevasse jaagiklasai, siis arusaadavalt mdlemad kongru-



entsid korraga kehtida el saa. Siit edasi
a*H-2s a (mo(j p) azm+2s _ a (mo(j p)#

Kui esineb esimene juht, siis E+1
+

Xx=xalr 5(mod p) ehk x =+ a (mod p).-
Kui esineb teine juht, siis arvestame, et
4=1
G« =--
s.t. 2 ei ole ruutjadk modulo p ja jarelikult
24mt2 s _ 1 (mod p)>

Korrutame viimase kongruentsi kongruentsiga
&2m2 s _ a (o pt

Saame
FATH2 2mi2 _ (mod p},
millest n
X=+ r2'*1 aml (mod p).

(9)) Olgu I6puks p = 8m + 1 ja » 1. Olgu N mingi mit-
teruutjadk modullo p, mille vdib leida naiteks proovimise
teel. Margime, et N el maksa otsida arvude -1, 2, -2 seast,
aeet need on mooduli 8m + 1 korral ruutjddgid. Niisiis on

H--1

Nm = - 1 (mod p)-

Esitane p kujul p »2kh + 1, kus K £ 3 ja h on paaritu arv.
fi-l ik-1.

Kasutame jalle seost a =1 (mod p) ehk a2 b= 1 (mod p),

millest

k-2
a2 h=1 1 (mod p),
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lasjuures esineb vaid Uks markidest, + voi - . Kui esineb
+, voime analoogiliselt eelnevaga asendada kongruentsi ma-
dalama astme kongruentsiga, kui aga esineb -, siiS korruta-
me teda kongruentsiga

pk-1,
(€)) N s -1 (mod p)-
Tegelikult voib mdlemad juhud kokku votta, kirjutades

0 K2V a9k—1
a hNs2 h=+ 1 (nod p),

kus esimesel juhul s = 0 (vOi mistahes teine paarisarv),
teisel juhul aga s » 1 (vOi mistahes teine paaritu arv).
Viimasest kongruentsist saame

k-3 s 2k 2
@) a2 hN?2 = + 1 (mod p), s2 = sh.

Juhul, kui esineb +, vdime kongruentsi otsekohe asendada ma-
dalama astme kongruentsiga; kui esineb -, korrutame saadud

kongruentsi kongruentsiga (1), mida vEib esitada kujul

k-2
N2 u=- 1 (mod p), kus u = 2h.

Seega kongruentsist (2) jareldub kongruents

2k-3h s32k*“2
a N = 1 (nod p),

kus By on mittenegatiivne taisarv. Viimasest saame
2k4r. s 2k-3

a N =+ 1 (mod p) jre.
Lopuks jOBuame kongruentsini
h sk
a N =1 (mod p),
millest peale a-ga korrutamist leiame, et
h+l e

x= a2 Nk (nod p)-

Kogu konstruktsioon on vajalik vasakule tdisruudu ja parema-



le a saamiseks.

Harjutusilesandeid.
7.12. Lahendada ruutkongruentsid
Q) x2 = 11 (mod 59),
b) x2 = 30 (mod 37),
©) x2= 11 (mod 97),
d) x2 = 29 (mod 67),
e) x2 = -16 (mod 101),
f) X2 = 14 (mod 113).

§4*. RUUTKONGRUENTSID KORDARVULISE MOODULI JARGI

Kéaesolevas paragrahvis jargime Opikus [4] toodud kasit-
lust. Alustame ruutkongruentsist
(€)) x2= a (mod pn), oc>1, (@, p) = 1,
kus p on paaritu algarv. TShistades fx) = x2 -a, sasime
f*"(X) = 2x. Olgu x = £ x1 (mod p) kongruentsi

X = a (mod p)

lahendid. Et + x1¢ O (mod p) ja 2# 0 (mod p), siis
f"XDo® 0 (mod p). Eelmise peatiki uUldistest tulemustest
jareldub, et kongruentsil (1) on kas kaks lahendit voi ei
ole Uhtki, olenevalt sellest, kas a on ruutjaak modulo p
vOi mitte. Lahendusmeetod on sama, nagu Uldiselt n-astme
kongruentsi korral.

Edasi vaatleme kongruentsi

@ x2= a (mod 2¢), oc > 1, (@, 2 = 1.

Siin f°Cx-J) = 2x1= 0 (mod 2) ja eelmise peatuki uldised
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tulemused pole kasutatavad. Nuud arutleme teisiti. Vaatleme

eraldi jargmisi alajuhte.

a)oc= 1, s.o. x*=a (mod 2). Kuna eelduse kohaselt
@ 2 =1, siis a=1 (mod 2). Seega vaatleme kongruentsi
X'Q: 1 (mod 2), mida rahuldavad kgik paaritud arvud. Viima-
sed moodustavad modulo 2 vaid Uhe jaagiklassi.Et paarisar-
vud kongruentsi ei rahulda, siis on kongruentsil parajasti
Uks lahend: x =1 (mod 2).

b) & =2, s.o, x2=a (mod 4. Et (@, 2) = 1, siis on
vOimalikud kaks juhtu: a = 1, 3 (mod 4). bahend x peab ilm-
selt olema paaritu, s.t. kujuga x = 4t t 1. Kuid siis x2 =
= I6t2 + 8t + 1=1 (mod 8). Seega iga paaritu arvu ruut on
kongrusntne 1-ga modulo 8, jarelikult ka modulo 4. Niisiis,
kongruents pole lahenduv, kui a= 3 (mod 4). Kui aga a =1
(mod 4), siis rahuldavad kongruentsi kdik paaritud arvud.
Seega kongruentsil on kaks lahendit: x =1, 3 (mod 4) ehk
x=t 1 (mod 4=

c) o = 3> s.o. x°= a (mod 8). Siin vBib a omandada
jargmisi vaartusi: a s 1, 3, 5, 7 (mod 8), lahend x on aga
paaritu. Kuid nagu nagime, on siis x? =1 (mod 8). Jareli-
kult juhtudel a = 3» 5, 7 (mod 8) pole kongruents lahenduv.
Kui aga a =1 (mod 8), siis rahuldavad kongruentsi kdik paa-

ritud arvud. Seega on kongruentsil 4 lahendit:
x=1 3,5 7 (mod 8 ek x=1 1, £3 (mod 8).

d) ot >3* Kui kongruentsil
x2 a (mod 2# )



on lahendid olemas, siis need lahendid rahuldavad (teoreemi
5.15 pohjal) sama kongruentsi ka mooduli 8 jargi. Kuid siis
peab lahenduvuseks olema taidetud tingimus

(©) a =1 (mod 8).

Niisiis on viimane tingimus tarvilik kongruentsi lahenduvu-
seks, kui QC~ 3. Allpool naeme, et ta on ka piisav. Erme aga
teeme kindlaks, kui palju on kongruentsil (2) lahenduval
juhul lahendeid.

Olgu b mingi kindel lahend ja x suvaline lahend. Jiis

b2= a (mod 2e) ja x£ = a (mod 2“ ),

millest
y} - b2 30 (mod 211 )
ehk
X - b)(x + b) = 0 (mod 2e ).
Olgu

X - b = 2X k, X+ b=211,

kus K Jja 1 on paaritud arvud ja & + n1 % ot. liites ja ja-

gades 2-ga saame siis

X=2-1k+rx"1.
Arvestades, et x kui kongruentsi (2) lahend peab olema paari-
tu, saame siit

kas <~*-1 =0 wvoi N - 1= 0.
D oOlgu X- 1; siis - ljax-b= s, kus -

on taisarv. Saame

X =b + 2a~"s.
Kui a on paarisarv, siis x = b (inod 2°0), kui aga o on pas-

ritu, s.t. s - 1+ 2t, siis x = b + 28 1 (mod 2U ). Esimene



Jaagiklass rahuldab kongruentsi (2) eelduse kohaselt, s.t.
b2 = a (mod 2¢° ). Naitame, et kongruentsi rahuldab sellel
eeldusel ka jaagiklass x=b + 21 (mod 2 ). Toepoolest,
x2 = (b + 206“1)2 = b2 + 20lb + 220t~2 = b2 s a (mod 2* ).

2) Olgu#. = 1; siis X Za - 1jax+ b =200_1s.

Analoogiliselt esimese juhuga saame lahendid
Xx= -b (mod 26) ja x=-b + 206 (mod 2e°).

Viimast lahendit voib ilmselt esitada ka kujul x = - b -
- 2a_1 (mod 20®).

Seega lahenduval juhul on kongruentsil (2) neli erine-
vat lahendit

x5 b, + (b+ 2*-1) (mod 2a ).

Toestame I0puks, et tingimusel (3) on kongruents (@) la-
henduv, s.t. et tingimus (3) on kongruentsi (2) lahenduvuseks
piisav. Tingimuse (3) piisavus on teada juhul, kui oc = 3.
Udasi kasutame taieliku induktsiooni meetodit. Olgu tingimus

(3 taidetud ja kongruents
@ x2 = a (mod 2e6-1) (oc ™4)

lahenduv. Kagu eespool naidatud, on kongruentsil (4) siis ne-
11 lahendit:

X= +c, = (c + r00"2) (mod 206-1),

kus ¢ on mingi erilahend. Seega kehtivad kongruentsid

c2= a (mod 2¢"1) ja (c + 2a"2)2= a (mod 21 "1).
-Saimesel juhul
c2 =a - 2cc’l K,
kus k on mingi kindel taisarv. Kui osutub, et K on paaris-
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arv, siis c2= a (mod 2a), s.t. jaagiklassid x = = ¢
(mod 206) on kongruentsi (2) lahenditeks. Kui K on paaritu

arv, siis arvutame kongruentsi (4) lahendi c + 2 ” ruudu
(c +r*“-2)2=c2+2A-1c &r2"“ "4 =
» a ¢ 20,1k + 2% -1c * 22* -4 .
Et c M, siis 2a - 4>o0ot ja seega
Cc+2*"2)2r a+2a1 (k+c) (mod 2ii) .

Et Kk on paaritu eelduse kohaselt, c aga selletdttu, et ta on

kongruentsi (4) lahend, siis K + c on paarisarv ja

(c+ 2A_2)2= a (mod 2®).
Niisiis ka sellel juhul on kongruents (2) lahenduv, kusjuu-
res tema lahenditeks on

X s + (c + 2cC~2) (mod 2* ).
Tingimuse (3) piisavus kongruentsi (2) lahenduvuseks on nai-
datud. Uhtlasi naeme, et kongruentsi (4) kaks lahendit, kas
x mt ¢ (mod 201-1) voi x = £ (c + 2a-2) (mod 2a_1), osutu-
vad ka kongruentsi (2) lahenditeks mod 2/1 . Tahistame nimeta-
tud lahendid xs t b (mod 206). Siis Ulejddnud on x r
=t (b + 20i"1) (mod 2A ).

Saadud tulemused votame kokku jargmiseks teoreemiks.

Teoreem 7.6. Kongruentsil
® x2= a (mod 2i1 )
on paaritu a korral 1) parajasti uks lahend, kui oc= 1;
2) kaks lahendit, kui a =2 jJaa= 1 (nod 4), mitte Uhtki
lahendit, kui d =2 ja a= 3 (nod 4), 3) neli erinevat la-
hendit, kui oc~3 ja a= 1 (mod 8), mitte Uhtki lahendit, kui
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cC"3 ja a (mod 8). Lahenduval juhul leidub fcongruentei
(6) lahendite hulgas ka kongruentsi x2 s a (mod 2a+b la-
hendeid, uUlejaénud lahendid avalduvad aga viimaste kaudu.
Haidee Lahendame kongruentsi
x2 = 17 (mod 64).
Et 17 s 1 (mod 8), siis kongruentsil on neli lahendit.
Vaatleme kongruentse
X2 s 17 =1 (mod 8),
x2 =17 =1 (mod 16),
x2 = 17 (mod 32),
x2 =17 (mod 64).

Kongruentsi x2 = 1 (nod 16) lahenditeks on ilmselt x s £+ 1
(mod 16). Seega on lahenditeks kax = +(1+8) = 9
(mod 16). Kuna kongruentsi x = 17 (mod 32) lahendeiks ei
ole x=11 (mod 32), siis on lahenditeks x =+ 9 (mod 32)
Jax =1 O+ 16) a+25 (mod 32). Et 92 = 81 3= 17 (mod 64),
siis lahtekongruentsi lahenditeks on
X =29 (mod 64) ja 12+41 (mod 64).

Vaatleme I8puks kongruentsi

®) x2 = a (mod m),

kus

g 0a
m»2 pl ...Pn , @ mM™*1
Kasutades eelmise paragrahvi uldist tulemust, voime Oelda,
et selle kongruentsi lahendid Uhtivad jargmise kongruentsi-

de sisteemi lahenditega:
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X2 = a (mod 2°%),
x2 = a (mod ,

X2 = a (mod PAn)*

Kui susteemi Uksikute kongruentside lahendite arv on vasta-
valt kQ, k1, k2, . kQ, siis teatavasti on siUsteemil ja
lahtekongruentsil modulo m arvult kOk1k2.._kn lahendit. Kui
sUsteemis mdni kongruents osutub mittelahenduvaks (vaatav
k. = 0), siis ka esialgsel kongruentsil pole lahendit. Nii-
siis on kongruentsi (6) lahenduvuse tarvilikud ja piisavad

tingimused kokku vbetavad jargmiseks teoreemiks.

Teoreem 7.7. Selleks, et kongruents (6) oleks lahenduv,

on tarvilik ja piisav, et juhul, kui €= 0 vdi oc= 1, oleks

<> (pT)=1- (£) "1......... 1i
Juhul kui OC a 2, oleksid taidetud tingimused (7) ja tingi-

mus a = 1 (mod 4); juhul kui oc 3, oleksid taidetud tingi-
mused (7) ja tingimus a s 1 (mod 8). Kui nimetatud tingimu-
sed on taidetud, siis lahendite arv on 2n, kui oc a 0 voi
oc =1; 2n+l , kui cca 2; 2n+2, kui CC? 3.

Juhtu (@, m) 4 1 me el kasitle. Ka sellel juhul on ter-

ve rida vBimalusi (vt. nait. (43).

Harjutustlesandeid.

7.13. Lahendada ruutkongruentsid
a) x2= 89 (mod 256); d) x2 = 46 (mod 105);
b) x2 — 24 (mod 125); €) x2 =17 (mod 104);
) x2s 18 (mod 343); ) x2 =19 (mod 90).
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vill. ALGJUURED JA I NDEKSID

bt %1. ASTENDAJA, MILLELE ARV KUULUB. ALGJUUR

Olgu (afm) B 1. Siis Euleri teoreemi kohaselt rahuldab

eksponentkongruentsi
@ ax = 1 (mod m) x>0

arv x a cf(m), samuti koik arvud ncf(m), kus n on mittenega-
tiivne taisarv. VOib aga juhtuda, et kongruentsi (1) rahul-
dab ka mdni arvust cp(m) vaiksem naturaalarv. Vahimat natu-
raalarvu & , mis rahuldab kongruentsi (1), nimetatakse aa-
tenda.laks. millele kuulub arv a modulo m.

Definitsioonist jareldub, et 1 <£N<f(m).

Kui arv a kuulub astendajale cf(m), siis nimetatakse
teda alg.-luureks modulo m.

Saab tdestada, et kui (@, m) >-1, siis kongruentsi (@)
rahuldab ainult arv 0 (vt. harjutusillesanne 8.1). Seeparast
ei kuulu selline arv a Uhelegi astendajale, eriti el saa ta
olla algjuur modulo m. Seega kui a kuulub mingile astendaja-
le modulo m, sealhulgas kui a on algjuur modulo m, siis
@ m B 1L

Naide 1. Teeme kindlaks, millistele astendajatele modu-

lo 7 kuuluvad taandatud jadkide susteemi elemendid

am I» 2, 34,5, 6,

ja leiame nende hulgast algjuured modulo 7 (kui neid eksis-
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teerib). Arvutuste tulemused on sobiv esitada tabelina, mil-
les vastavalt vaadeldavatele arvudele a ja x @~ x~c™(m))

on toodud astmed ax:

o o b~ W N P,

[ N = = T T
= A N R A NN
R o0 M ON W W
R N > b N B BH
= W N oM OO
R O R O R O O

Nagu siit naha, kuulub
arv 1 astendajale 1 (mod 7),
"2 " 3 ™ ,
3 6 ’
"4 3 n
5 6
"6 " 2
Et cf(7) = 6, siis modulo 7 on algjuurteks arvud 3 ja 5.

5‘ Teoreem 8.1. Kui (@, m) * 1 ja
b=a (mod m),
siis b ja a kuuluvad Uhele ja samale astendajale modulo n
Toestus. Kuulugu a astendajale 6. Siis eelduses esine-

va kongruentsi astendamisel saame
b= a*= 1 (mod m).

Sealjuures ei saa olla b= 1 (mod m), kui 0<*]< o , sest
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*I—
siis oleks ka a =1 (mod m), mis on vastuolus eeldusega*

Jareldus« Kui a on algjuur modulo m ja b = a (mod m),
siis ka b on algjuur modulo m.
; Teoreem 8.2. Kui arv a kuulub astendajale 5 (mod m),
siis on arvud

I« a a , =e=la

paarikaupa inkongruentsed modulo m.

Téestus- Kui oleks ai = a (mod m), kus naiteks 0 2 k<
< i< N, siis saaksime

ai“K =1 (mod m) @A<i1-kKk<8),

mis on vastuolus eeldusega.

Jareldus. Kui g on algjuur modulo m, siis astmed

moodustavad taandatud jadkide susteemi modulo m.
Toepoolest, nende arv on cf(m), nad on paarikaupa in-

kongruentsed ja (gk, m) = 1, sest (g, m) = 1.
/ Teoreem 8.3. Kui a kuulub astendajale S modulo m, siis
() al = ay (mod m)

parajasti siis, kui

(©) X =y (mod 5).
Toestus. 1) Naitame, et kongruentsist (2) jareldub

kongruents (3). Selleks jagame x ja y arvuga S;

Xxaqgls+rli, 0~ri<e6,
y-9g26+r2, 0s=r2 S.

Seose (2) tottu kehtib kongruents
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Oletame nuiud, et x # y (mod S), s.t. 4 r2. Siis teoreemi

ri r2
8.2 pohjal a ~ a (mod m). Seega peab olema r1 3 r~ ehk
x =y (mod 8).

2) Haitame, et kongruentsist (3) jareldub kongruents

@. Olgu x =y (mod 8). Siis Xx = +rN y=0925+r2
jarr « r2, a'aa? . Korrutades viimast vordust kongru-

entsiga (a )ql = (@ )q2 = 1 (mod m), saamegi (2)-
gaide 2. Kas kehtib kongruents
253 = 28 (mod 7)?
Et 2 kuulub astendajale 3 modulo 7 ja
53= 8 (mod 3)»

siis see kongruents kehtib.

Jéareldus 1. Kui a kuulub astendajale 6 modulo m, siis

selleks, et
axB 1 (mod m),
on tarvilik ja piisav, et
Xs 0 (modS), s.t. x * KS.

Tarvitseb votta teoreemis y = O.

Jareldus 2. Astendaja 6 , millele arv a kuulub modulo
m , on Jagaja. N

Toepoolest, a =1 (mod m) ja seetdttu

CF(m) B 0 (mod 6).
Seega antud mooduli m korral vdivad arvud kuuluda vaid

astendajatele, mia on cp(m) jagajad. Naiteks mooduli 7 jargi



vOivad arvud kuuluda vaid arvu cp(7) » 6 jagajatele, e.o.
astendajatele 1,2, 3 jJa 6. Kui m * p on algarv, siis cfkn) =
= p - 1 ja arvud vdivad kuuluda vaid astendajatele, mis on
p - 1 jagajad.

Jareldus 3. Kui a kuulub astendajale 5 modulo m, siis
aX kuulub astendajale 77—6—r modulo m. Eriti kuuluvad a ja
a Uuhele ja samale astendajale £ parajasti siis, kui
6, - 1.

TOestus. Kuulugu aX astendajale y modulo w, s.t. y on

vahim naturaalarv, mis rahuldab tingimust

@)™=1 (mod m) ehk ak”™= 1 (mod m).
Jarelduse 1 kohaselt kehtib viimane kongruents parajasti
siis, kui ky=0 (mod 5), millest teoreemi 5.13 tottu saame

Y -0 (mod -——-——- J - Vahim naturaalarv y , mis rahuldab vii-

mast kongruentsi, on & ™'g"y = Seda tuligi naidata.

Esitame veel moned astendajate ja algjuurte leidmise
naited.

Naide 3. Olgu m = 11, siis () s 0. Astendajateks,
millele taisarvud kuuluvad modulo 11, saavad olla vaid 1, 2,
5 ja 10. Arvutame taandatud jadkide slsteemi elementide
1, 2, ..., 10 vastavad astmed. Tulemused esitame alljargne-

vas tabelis.
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s, Y 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 1 2 3 4 6 7 8 9 10
2 4 5 3 5 9 4 1
5 10 1 10 10 10

10 1 1 1 1

>ega arvude kuuluvus astendajatele on jargmine:

a 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
s 1 10 5 5 5 10 10 10 5 2

Algjuurteks modulo 11 on 2, 6, 7 ja 8.

Naide 4. Olgu m » 10. Siia cf(m) B 4 ja astendajateks,
millele kuulub a, (@, 10) = 1f saavad olla vaid arvud 1, 2

ja 4. Tulemused on jargmised:

N1 o3 79
1 1 3 7 9 a 1 3 7 9
2 9 9 S 1 4 4 2
4 11

Algjuured on seega 3 ja 7.

Haide 5. Olgu m = 15. Siis Cpbl) m 8, kusjuures taanda-
tud jaakide susteem koosneb arvudest
a=1, 2, 4, /» 8, 11, 13, 14.
Astendajateks, millele need arvud kuuluvad, saavad olla 1,

2, 4, 8. Arvutamine annab jargmised tulemused:
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Seega modulo 15 ei eksisteeri algjuuri.

Hiljem tdestame, et algjuured eksisteerivad vaid moo-

dulite

2, 4, p* ja 2
puhul, kus p on paaritu algarv ja d - suvaline naturaal-
arv. Meid huvitavad eriti algjuured algarvulise mooduli
Jargi.

Anname suhteliselt lihtsalt kontrollitava tarviliku ja
piisava tingimuse selleks, et antud arv oleks algjuur modu-
lo m.

( Teoreem 8,4. Kui m on moodul, mille korral algjuured
el?sisteerivad ja
o = pi™ p2@ o™
siis selleks, et mooduliga m Uhistegurita arv g oleks alg-
jJuur modulo m, on tarvilik ja piisav, et oleksid rahulda-

tud tingimused
y(m
@ gPl L 1 (mod m), i=1,2, ..., n.



Toestus. Tarvilikkus. Olgu g algjuur modulo m, s.t.
g™m) N~ (mod m)
Ja
gt 1 (mod m), kui 0O< 3§<gq?(m).
GQ

Kuna <cf(m), siis tingimused (4) on rahuldatud.

Piisavus. Olgu tingimused (4) rahuldatud. Oletame, et
g ei ole siiski algjuur. Siis ta kuulub mingile astendajale
& ccp(m):
r
g =1 (mod m).
Teoreemi 8.3 jarelduse 2 kohaselt on % arvu cf(m) jagaja.

Seega

(™)

& = Piq

kus p* on cP() kanoonilise kuju Uks teguritest,  aga tea-
tud naturaalarv. Siis

cp@m ¢

J— - Sq
n cp(m)

g PI g%g = (@4 = 1 (mod m),

mis on vastuolus eeldusega.

Teoreem 8.4 vdimaldab algjuuri praktiliselt leida.

Naide 6. Olgu m » 31; siis cf(m) = 30 * 2*3»5. lImselt
g= 2 ei saa olla algjuureks modulo 31, sest 2 = 1 (mod 31).
Juhul g = 3 lelame kergesti, et 3*— -15, 390 = -6 ja 31"=
--1 (mod 31). Seega tingimused (4) on tédidetud ja arv 3 on

algjuur modulo 31.



Har lutoaul esad.eld.

8.1. Toestada, et kui (@, m) >1, siis kongruentsi
ax s 1 (mod m) ei rahulda Ukski naturaalarv.

8.2. Teha kindlaks, millistele astendajatele modulo 9
kuuluvad taandatud jaakide sisteemi elemendid. Millised vii-
mastest on algjuured modulo 9 ?

8.3. Kasutades naite 1 tulenusi,maarata, millistele
astendajatele modulo 7 kuuluvad arvud 10, 13, 27, 1411_’IL, -5,
-3, -1, Millised neist arvudest on algjuured modulo 7 ?

8.4. Millistele astendajatele modulo 31 vdivad kuuluda
arvud a, mille korral (@, 31) » 1 ?

8.5. Kas saab eksisteerida arvu, mis kuulub astendaja-
le 5 modulo 26 ? Pdhjendada.

8.6. Kontrollida, kas 223 = 2~ (mod 11)?

8.7. Teades, et 12 kuulub astendajale-6 modulo 19, lei-
da astendajad arvude 123, 124 ja 125 Jaoks sama mooduli kor-
ral.

8.8. Kasutades teoreemi 8.4 leida kaks algjuurt modulo

§ 2. ALGJUURTE OLEMASOLU

1 Algjuurte olemasolu .a arv algarvulise mooduli kor-
ral . Jargnevalt nditame, et iga algarvulise mooduli p jargi
eksisteerivad algjuured, ja teeme kindlaks, kui palju neid
leidub taandatud jaakide siisteemis modulo p. Selleks tdesta-

me jargmise Uldisema teoreemi.
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OI Teoreem 8»5. Olgu p algarv. Arvu cf(p) * p-1 igale ja-
gajale S kui astendajale kuulub cf(6) arvu taandatud jaaki-
de slUsteemist modullo p.

Jareldus. Et algjuur on arv, mis kuulub astendajale
cf(p), siis leidub algarvulise mooduli korral igas taanda-
tud jadkide ststeemis cf(cf(p)) » cf(p-1) algjuurt.

Teoreemi 8.5 toestus. 1) Olgu 6 arvu p-1 jagaja. Eel-
dame esialgu taiendavalt, et taandatud jadkide slsteemis
modulo p
(€D 1, 2, ...,p-1
leidub vahemait Uks arv a, mis kuulub astendajale S modulo

p, s-t. arvu a jaoks on 8 vahim naturaalarv, mille korral
= 1 (mod p)-
Tehtud eeldusel leiame sisteemi (1) uUlejdanud elemendid x*

mis kuuluvad samale astendajale 6. Selleks lahendame kong-

ruentsi

@ x~ =1 (mod p).
Viimasel on S lahendit:

(©) x=1, a, a2,..-,f§‘“1 (mod p),

kus a on arv, mis eelduse kohaselt kuulub astendajale S .
Toepoolest, olgu x = ak (mod p) k=0, 1, ...,6-1);
siis x*= (@™ a (@k=1 (mod p), s-t. jaagiklassid (3)
on kdik lahendid; lahendite (3) erinevus Uksteisest jareldub
aga teoreemist 8.2. Et kongruentsi (2) aste on 8 , siis roh-
kem lahendeid olla ei saa. Teoreemi 8.3 jarelduse 3 pdhjal
kuuluvad astendajale 8 arvude ak k=0, 1, ..., &-1)
hulgast parajasti need, mille korral (k, 8) = 1. Selliseid
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astmeid on aga cp(S), sest taielikus jaakide siisteemis

0, 1, ..., 6-1 modulo 5 on parajasti g?(S) elementi k,
mis rahuldavad tingimust (k, 6) = 1. Et astmed 1, a, ---,
..., a™’” on paarikaupa inkongruentsed modulo p, siis on nad
vastavalt kongruentsed taandatud jaakide siusteemi (1) eri-
nevate elementidega. Teoreemi 8.1 ja eeltdestatu pohjal kuu-
lub siis astendajale 5 sisteemist (1) cp(6) arvu.

2 Naitame, et p-1 igale jagajale 6 kuulub taandatud
jJaakide susteemist vahemalt Uks arv, s.t. naitame, et toes-
tuse algul pistitatud taiendav eeldus on iseendast taidetud.
Kirjutame valja kdik p-1 jagajad:

ALK AR NG ARAT ok

Siis cf-funktsiooni omaduse p&hjal
T

IIE|1 gp(51-) =p- L
Teoreemi 8.3 jarelduse 2 pdhjal kuulub taandatud jaakide
susteemi (1) iga element tingimata arvu p-1 mingile jagaja-
le. Kui sealjuures jagajale 6 mingi arv kuulub, siis eel-
téestatu pbhjal kuulub talle Uldse cf(6”) arvu hulgast ().
Kui oletada, et leidub jagaja Sy millele ei kuulu Uhtki
arvu sisteemist (1), siis p-1 jagajatele kokku kuulub mitte

rohkem kui

cpSp) + ... +<F(5J_1) +ep(§+1) + ... +d(5X)< p -1
arvu. Et aga taandatud jadkide slsteemi iga element mingile
astendajale kuulub, siis peaks moni arvudest (1) kuuluma as-

tendajale, mis ei ole p-1 jagaja. See on aga vastuolus teo-

reemi 8.3 jareldusega 2.
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2. Algjuured moodulite p** ja 2p~ jargi. Olgu g alg-
Juur modulo p, mille olemasolu on eelmises punktis tdesta-
tud.

Teoreem 8.6. Kui g on algjuur algarvulise mooduli p > 2
korral, siis vahemalt Uks arvudest g ja g + p on algjuur mo-
dulo p® iga oc > 2 puhul. Sealjuures on g algjuureks moduT

lo p® parajasti siis, kui
gP”1 1 (mod p2).

Toestus. Teeme kindlais, mis tingimusel on g algjuureks
modulo p2. Kuulugu g astendajale & modulo p2. Siis g‘g =1
(mod p2) ja ammugi g”~= 1 (mod p). Seega Sj(p-1). Teiselt
poolt 6 on cf(p2) = p(p-1) jagaja. Seega kas 1)5= p-1
voi 2) 5= p(p-1). Teisel juhul on g algjuur ka modulo p2,
esimesel juhul mitte. Teiste sOnadega: mistahes algjuur g

modulo p on algjuureks ka modulo p2 parajasti siis, kui
gP”1 Ul 1 (mod p2).

Kui algjuur g viimast tingimust ei taida, s.o. kehtib

gP-1 = 1 (mod p2), siis vOtame arvu a 8 g + p, mis teoreemi

8.1 jarelduse pdhjal on samuti algjuur modulo p, ja arvuta-

me ap_1:

ap”l= (gtp)p_1 = gp"1 + (p-1)gP_2 p +

+ C2_19gp“3 p2 + ... + pP"1 s

gp"1+ (p-DgP~2 P =

1+ (p-DgP“2 p (mod p2).

Et (p-1)gp_2p el jagu p2-ga, siis
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ap'1 1 (mod p2).
Jarelikult, kui g ei ole algjuur modulo p2, siis on seda
g + p- Selleks, et ndidata, et leitud arv a (s.o. kas g voi
g + p) on algjuur ka modulo p°* (oc>2), arvestame, et

DP-1 1+ tjp,

kus t1 ei jagu p-ga (ap“1= 1 (mod p), kuid ap“1¢ 1
2
(mod p )).
Konstrueerime jark-jargult an , kus Op(p ) =
a pg‘-1(p-1). Saame

ap(p-1 = @ + 1+ tjr2+
n2.22 .2
p 1P s pP *

kus t2 = t1 + Eal— t%. p+ ... el jagu p-ga {tl el jagu ja
koik jéargnevad liikmed jaguvad);
aP (p-D) a @ + t2p2) = 1+ g3+ CptgP™ + ... =
= 1+ t3p3,

kuis = t2 + QA% + === ei Jagu P-ga* Taieliku induktsi-
ooniga saame uldiselt

S s

kus tA+1 ei jagu p-ga.

Kuulugu a mooduli pA jargi astendajale S . Siis
(@) ar= 1 (mod pOD).
Kongruents kehtib muidugi ka modulo p:

a = 1 (mwd p),
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mistdttu 5 on p-1 kordne. Et aga 6 on cpCpRd) m pdA"(p-1) Ja-

gaja, siis avaldub ta kujul

5 = pk~1 (p-D),
kus kK on uks arvudest 1, 2, ..., oCc . Asendame seoses (4),
millel on nidd kuju
apk”1(p-D =, (mod p«)>

vasaku poole tema avaldisega, mille me varem leidsime. Saa-
me

1 + thkpk = 1 (mod pA),
kus tk el jagu p-ga- Siit

pr = 0 (mod pOD.-

Jarelikult k = oc Ja a kuulub astendajale p~~p-D = o(pa)-

Seega on a algjuur modulo p” .

Jareldus. Et iga paaritu algarvu p korral leidub alg-

Juuri, siis leidub neid ka modulo p@® .

M_ _ M -

Naide 1. Leida uks algjuur modulo J_’LQl , kus cc % 2.

Varem leidsime, et modulo 11 on Uheks algjuureks arv 2.
ToOestatud teoreemi pdhjal on siis modulo 11°° algjuureks kas

arv 2 ise vO0i arv 2 + 11 » 13. Et
210 = 1024 =56 Z 1 (mod 112),
siis on 2 algjuur ka modulo 11°/.

Teoreem 8.7. Olgu p >2, N ?1 ja g algjuur modulo p®l.
Siis arvude g ja g + pA hulgast paaritu arv on algjuureks
ka modulo 2p@ .

TOestus. lga paaritu arv a, mis rahuldab iUhte kongruent-
sidest
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ar= 1 (mod p» ja a”~= 1 (mod 2p0D,

rahuldab ka teist (vt. teoreemid 5.14 ja 5.15, pidades sil-
mas, et paaritu arv a”~= 1 (mod 2)). Arvestades, et cffp®) =
= cF(2p0), naeme, et iga paaritu arv a, mis on algjuur uUhe
jJargi moodulitest pO®, 2p@, , on seda ka teise jargi.

Kahest algjuurest g ja g + p'é\i modulo pa'on uks tingima-
ta paaritu ja on seega algjuureks ka modulo 2p0} .

Naide 2. Nagime (vt. naide 1), et 2 on algjuureks mo-

dulo 11 _ Algjuureks modulo 2*11e* on seega 2 + W 6 . Nai-
teks mooduli 242 jargi on algjuureks arv 2 + 121 = 123.

3. Algjuurte olemasolu mooduli 2cC ,Ja mistahes kordarvu-
lise mooduli korral. Naitame, et enamiku kordarvuliste moo-
dulite korral algjuured puuduvad. Olgu moodul antud kanooni-
lisel kujul

acn 0o
m =Pl P2 ... Pn

ja olgu (@, m) » 1. Siis Euleri teoreemi kohaselt

a” Pl "21 @od pr ),

2 ECZS L2
aq G =1 (mod p% ),

a =1 (mod p )-

Olgu astendajate
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QCn -1
4261 ) =*pl (pl- D,

Cr, 06"-1
¢(pnn)=pnn (pn -1)

vahim Uhiskordne s. Siis kehtivad kongruentsid
aa= 1 (mod pl 1), ..., as = 1 (maod pQ n).
Et moodulid on Uhistegurita, siis teoreemi 5.14 pdhjal
as = 1 (mod m).

Juhul, kui iga a korral on s <cp(m), ei leidu algjuuri mo-
dulo m. Teeme kindlaks, millistel juhtudel s<cf>(m).

Arvude (5) vahim uhiskordne s on vaiksem kul nende ar-

vude korrutis ¢(pPM) ...<F(pn n) = cf(m) parajasti siis,
kui arvude (6) hulgas leidub vahemait kaks Uhisteguriga
arvu. See on kindlasti nii, kui arvude p®, ..., pn seas
leidub vahemait kaks paaritut algarvu p® ja p.., sest siis
tf(p’(zm) ja ’\PjOCJ' on Paarisarvud. Samuti el eksisteeri
algjuuri modulo m, kui m sisaldab tegurina paaritut algar-
VU ja astet 2<X , kus oc > 1, sest siis Cp(2a) = 2¢-1 on paa-
risarv ja jallegi s < tf(m).

Jasb veel vaadelda juhtu m = 2A , mille korral <f(m) *
= 2&""1. Arv a, olles Uhistegurita arvuga 2°~ on paaritu ja
teda vOib esitada kujul

a=z=1+ 22t,
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kos t on taisarv. Tostes jarjest ruutu, saame

a2 = 1+ 23t1,

a22l 1+ 24tg -

az'" | 1+ 2*V2.

kus tif t2, t~g on taisarrud. Kuid 2*72 - Ja Ja-

relikult iga a korral, mis tdidab tingimust (@, 2) =

a S -a « 1+ 2™MA g * 1 (mod 2A).

Seega arv a ei saa olla algjuur modulo 2U , kui oi > 2. Ju-

hul, kui oc x 1 vdi IC» 2, algjuured eksisteerivad. Toepoo-

lest, kui @* 1, siis m * 2 on algarv (algjuureks on arv 1);
kui agaca - 2, siis m = 4, (M) = 2 ja algjuureks on 3, sest
3*PU) A 32w 1 (mod kuid 31~ 1 (mod

Jarelikult saavad algjuured eksisteerida vaid moodulite
2> 4, pO4ja 2pA jargi. Hendel juhtudel on aga algjuurte ole-

masolu ka tdestatud.

Harjutusilesandeid.
8.9. Kui palju algjuuri leidub taandatud jadkide sus-

teemis a) modulo 43, b) modulo 109, c¢) modulo 3989 ?

8.10. Teades, et modulo 13 on algjuureks arv 6 (kont-

rollida seda! X, leida algjuured moodulite 132, 130, 26 ja

2*132 jargi.

8.11. Milliste jargi jargmistest moodulitest eksistee-

rivad algjuured: a) 109; b) 115; c©) 172; d) 226; e) 250;

) 230; g) 32; h) 4 ?
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§3. INDEKSID
At

L. imgeksi 6 e fin itsio o . 0 lgu momoondul. m ille punul k-
Siste i w g dvou i, 8 agd elgu algivaur o moodule m. A rvude
Beoke. m o iile karrad (4. om) = 4. teom e siase indeksiom o @iste
oS en amale o g iline Gogaritm im0 istegs
Do finitsioon . Ko
a* gf (mod m) ¢f> 0),
eile astendajat ™ nimetatakse arvu a indeksiks alusel g (mo-
dulo m) Ja téhistatakse
y o e oindg s
Juhul, kui aluseks on kogu aeg Uks ja sama algjuur g,
Jaetakse ta tavaliselt markimata ja kirjutatakse
“f = ind a.
Eespool ké&sitletud naidetes nagime, et naiteks modulo 11

on algjuurteks 2, 6, 7, 8, kusjuures

25 = 65 = 75 = 85 sa 10 (m od 11)

Seega

ind2 10 * Indf£ 40 > ind® 10 = iadg 10 » 5.
Kuid

22=4, 62= 3, 72* 5, 82= 9 (mod 11)
ja seega

28 ind2 4 = 3 * indy 5= ind3 9.

Teises nadites leidsime, et modulo 10 on algjuured 3 ja
7. Et 9 s 72 (mod 10), siis ind* 9*2.

Niisiis on arvu a indeks alusel g mittenegatiivne asten-
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daja, millega algjuurt g astendades saame arvuga a kongru-
entse arvu modullo m.

Igal elemendil taandatud jaakide slUsteemist modulo m
on olemas indeks.

Toepoolest, arvud
@D 9°, 91. 92, gr(m’1
moodustavad taandatud jadkide susteemi modulo m (Jareldus
teoreemist 8.2). Seega mistahes teise taandatud jaadkide
slisteemi

ai» a2* eee» a (p(m
elemendi a" jaoks leidub siUsteemis (1) parajasti Uks ele-
ment, nii et
air gyl (mod m) ehk = indgai -

Margime, et arvu indeks antud alusel pole Uheselt maa-

ratud. Kuna iga taisarvu k Z 0 korral on Euleri teoreemi

tottu
g Y+kg><m) (mo4m)> *

siis juhul, kui y = indga, on ka = "f+ kp(T) arw a
indeksiks alusel g modulo m. Sealjuures
Tk=T (mod ~(m)).
T&vali.selt kasutatakse vahimaid indekseid
0, 1, 2, ..., qe(m-1
vOi vahimaid naturaalarvulisi indekseid
1, 2, <M.
Indeksid on tbéhusaks vahendiks kaheliikmeliste kdrgema

astme kongimecteide ja eksponentkongruentside lahendamisel.
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Seeparast on koostatud Indeksite tabelid algarvuliste moodu-
lite jaoks. Peaaegu iga opiku lopus leiduvad indeksite tabe-
lid moodulite Jaoks, mis ei Uleta 100. Spetsiaalsed indeksi-
te tabelid on koostatud mérksa suuremate algarvude jaoks.
Kaesoleva Oppevahendi 18ppu paigutatud indeksite tabelid on
aratrikk Gpikust [3]. Heis on aluseks vahim algjuur.

Koostame indeksite tabeli modulo 19. Leiame Uhe algjuu-
re modulo 19 Et Cp(p) = p - 1= 18 = 2*32 ja pl= 2, p2 = 3.
siis tuleb algjuur g madrata tingimustest

18
g3 =g 1 (mod 19),
18
g2 =990 1 (mod 19).

Proovime g = 2:
26 =64 =77~ 1 (mod 19
29

26.23 =7*8 = 56 « 18 ¢ 1 (mod 19).

Seega 2 on algjuur Ja votamegi selle aluseks. Selleks

et saada koikide arvude 1, 3, 18 indekseid modullo 19,
tuleb arvutada algjuure 2 koik astmed 2°, ..., 2/:

2° = 1 (mod 19), seega ind 1 = 0 (mod 13),

21 % 2 (mod 19), L ind 2

1
—

(mod 18),
s 4 (mod 19), ' ind 45 2 (mod 13),
5

23 = 8 (mod 19), " ind 85 3 (mod 18),
2 =16 (mod 19), U ind 16 3 4 (mod 13)s
5 - t R

27 = 13 (mod 19), ind 13 5 (mod 18),
26 as 7 (mod 19), ™ ind 75 6 (mod 18),
27 = 14 (nod 19), "™ ind 14 H 7 (mod 18),
g” 3E g (mod 19), - ind 92 8 (mod 18) i
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29 w 18 (mod 19), seega ind 18 A 9 (mod 18),

210 s 17 (mod 19), n ind 17 » 10 (mod 18),
2 « 15 (mod 19), " ind 15s 11 (mod 18),
22 s 11 (mod 19), " ind 113 12 (nod 18),
213 & 3 (mod 19), 1 ind 35 13 (od 1),
s e (od 19), L ind 63 14 (mod 18),
215 - 12 (mod 19), " ind 12's 15 (mod 18),
216 - 5 (mod 19), " ind 5s 16 (nod 18),
217 % 10 (mod 19), " ind 10 3 17 (mod 18).

Seega saame jargmised tabelid:

Algarv 19
1
N 1 2 -3 5 6 7 8 9
'2
0 0O 1 13 6 14 6
7 12 15 5 7 11 4 10
1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
O 1 2 4 6 13 7 14 9 18
1 17 15 1 3 6 12 5 10

Esimesest tabelist saab antud arvu N jaoks leida tema indek-
si, teisest aga indeksi | jargi vastava arvu N. Tegelikult

piisab ainult esimesest tabelist, sest ka sealt saab iIndeksi
I jargi leida arvu N, teist tabelit on aga viimaseks otstar-

beks mugavam kasutada.

2. Indeksite omadusi. Olgu m nagu ennegi moodull, mill
korral algjuured eksisteerivad, g aga algjuur modulo m. Mar-

gime kdéigepealt ara jargipised vahetult definitsioonist jarel-
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duvad omadused:

indg 1*0 (mod <p(m)),
ind, g = 1 (modcP(m)).
Toepoolest
g°= 1 (mod m),
n gl= g (mod m).

n Teoreem 8.8. Kongruents

(@) asb (mod m)

kehtib parajasti siis, kui

(©) ind§ a— indb b (modcp(m))-

Toestus. Indeksi definitsiooni kohaselt

ind a b
a2=g s , b=g s (mod m).

Kasutame teoreemi 8.3» arvestades, et algjuur g kuulub as-

tendajale (7). Seega kehtib kongruents
gind a _giad b (Mgm) e a=>b (mod m

parajasti siis, kui

ind,, a = ind,, b (modCP(m)).
5 g b (modCp(m)

Uleminekut kongruentsilt (2) kongruentsile (3) nimeta-
takse indekseerimiseks. leminekut kongruentsilt (3) kongru-
entsile (2) aga potentseerimiseks. Kui mooduliks on algarv
p, siis CfKp) = p - 1 ja indekseerimisel moodul véheneb
Uhe vOrra, potentseerimisel aga suureneb Uhe vdrra. Ana-
loogiline on olukord jargnevates teoreemides.

I Teoreem 8.9. Kui g on algjuur modulo m, siis

)
ind (ab) = ind, a + ind® b (mod If(m)-
g @ § g P (mod §F(m)
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Toestus. Definitsiooni kohaselt
gind a x & “mod gind b = b (mod m).

Seega
And a + ind b s ab _ gind (@) (e)d m)-
fHagu teoreemi 8.8 tdestamiselgi saame
ind a + ind b = ind (@) (mod cf(m))-
Teoreem 8.10. Kui g on algjuur modulo m, siis
I ind @D E n ind a (mod cp(m))-

Tdestus. Kongruentsi gind a = a (mod m) astendamisel
g“ 104 * = an = gini <> (mod B).

n ind a = ind (@) (modcp(m)).

f Teoreem 8.11. Olgu g ja h algjuured modulo m. Siis
ind® a s indh g = indg a (mod go(m))-
Toestus. Et (g, m) m 1, siis arvul g on olemas indeks

alusel h. Seose

ind a
aszg 6 (modm

indekseerimisel alusel h saame

ind® as indg a = ind® g (mod cp(m))-

3. Indeksite kasutamine kahelUkraaliste kongruentside
A IfJiedftniflei. Vaatleme kongruentsi

) Xitse @ (mod p)-
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Teatavasti nimetatakse arvu a n-astme jaagiks modulo
p, kui kongruents (4) on lahenduv. Kongruentsi (4) indek-

seerimisel saame ekvivalentse kongruentsi

\

® n ind xs ind a (mod p-1).

Tahistame siin (n, p-1) - d. Selleks, et ind x suhtes li-
neaarne kongruents (5) oleks lahenduv, on tarvilik ja pii-
sav, et
ind a=d.

St aga esialgne kongruents on saadud kongruentsiga ekviva-
lentne, siis ka kongruentsi (4) lahenduvuseks on tarvilik
ja piisav, et
® ind a = (n, p-1).
Teisiti Beldes, tingimus (6) on tarvilik ja piisav sellekB,
et arv a oleks n-astme j&aak modulo p. Kui viimane tingimus
on taidetud, siis lahendeid on arwult d * (n, p-1). Eriti
kui d » 1, on kongruentsil (4) parajasti uks lahend.

Vaatleme veel erijuhte n * 2 jan=3. Kuin=2 jap
on paaritu algarv, siis (@2, p-1) = 2. Seega selleks, et arv
a oleks ruutjadk modulo p, on tarvilik ja piisav, et ind a
oleks paarisarv. Indeksite tabeli jargi on lihtne mdarata,
millised arvud on ruutjéddgid, millised mitte. Nii on modulo
19 ruutjdakideks 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, sest nende
arvude indeksid on paarisarvud; mitteruutjaigid on aga 2,
3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18, sest nende arvude indeksid on
paaritud arvud.

Kui p on paaritu algarv, n =3 ja 3, p-0 = 1t siis

on iga arv kuupjaédk modulo p. Kui aga (3» p-1) = 3. siis



tarvilikuks ja piisavaks tingimuseks selleks, et arv a oleks
kuupjadk, on tingimus
ind a =3.
Taandatud jaakide sisteemis on kuupjaake arvult p » -
IImselt on (3, p-1) = 1 parajasti siis, kui algarv p on 3
voi kujuga 3n + 2; kui aga algarv p on kujuga 3n + 1, siis
@G, P-1) = 3.
Hgide l¢ Lahendame kongruentsi xy: 7 (mod 19).
Indekseerimisel saame
7 ind x s ind 7 (mod 18)
ehk leides algarvu 19 indeksite tabelist ind 7 vaartuse,
7 ind x = 6 (mod 18).
Kuna (7, 18) = 1, siis on kongruentsil parajasti Uks lahend.
Leiame selle:
7 ind x = 6 + 36 = 42 (ind 18),
ind x = 6 (mod 18).
Tabelist leiamne, et

X = 7 (mod 19).

Naide 2. Lahendame kongruentsi
x8 = 78 (mod 89).
Indekseerimisel saame
8 ind x ™ 40 (mod 88).
Siin @B, 88) = 8, kusjuures 40 : 8. Seega on kongruentsil 8
lahendit. Kongruentsi molema poole ja mooduli jagamisel 8-ga
saame ekvivalentse kongruentsi
ind x = 5 (mod 11).
Selleks et kasutada indeksite tabelit, peab moodul olema 88.
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Mooduli 88 jargi on aga ind x suhtes lineaarsel kongruentsil
8 lahendit;
ind x s 5, 16, 27, 38, 49, 60, 71, 82 (mod 88).
Tabelist saame nuud esiaigse kongruentsi lahendid:
X s=65, 2, 74, 68, 24, 87, 15, 21 (mod 89)
ehk
xm+ 2, + 15 +21, + 24 (mod 89).
Naide 3. Lahendame kongruentsi 4x® =13 (mod 19).
Indekseerimisel saame
ind 4 + 3 ind x sind 13 (mod 18),
3ind x =5- 2 (nod 18),
ind xs 1 (mod 6).
Minnes Ule moodulile 18, saame
ind x =1, 7, 13 (mod 18)
ja tabelist
X * 2, 14, 3 (mod 19).
Naide 4. Lahendame Ilneaarkongruentsi
43x = 65 (mod 79).
Indekseerimine annab
ind 43 + Ind x = ind 65 (mod 78),
millest
ind x - 18 - 49 = - 31 — 47 (mod 78).
Potentseerimisel leiame tabelist lahendi
X =75 (mod 79)-
Kdikide Ulesannete lahendite digsust saab kontrollida

otsese asendamise teel.
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Haide 5. Lahendame eksponentkongruentsi
3X =13 (mod 23), x £ 0.
Indekseerimisel leiame
x ind 3 = ind 13 (mod 22)
ehk
16x = 14 (mod 22)
ehk
8 =7= -4 (nod 11).
Siit saame edasi
2x = -1 =10 (mod 11)
ja
x =5 (mod 11), X ? 5.
Haeme, et lahendiks on jaagiklassi 5 positiivsed elemendid
mooduli 11 jargi. Teisiti vdib lahendi esitada kujul

X = 5 + 11t, t” 0.

Lahendi digsuse kontrollimiseks esitame ta kahe j&agi-
klaasina mod 22:
x =5, 16 (mod 22), x>0
ehk teisiti:

X =5+22t ja x = 16 + 22t, t£ O.
Asendamine esialgse kongruentsi vasakusse poolde annab
Euleri teoreemi alusel esimesel juhul

~5+22t _ 35.(34X23) )~ 35 (mod 23)

ja teisel juhul
316+22t s 316 (mod 23)>

Jaab veel kontrollida, et kehtivad kongruentsid

35 s 13 ja 316 = 13 (mod 23).
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Halde 6. Lahendada kongruents

5%x9 = 14 (mod 418),
kui see on lahenduv.
Mooduli 418 jargi ei eksisteeri algjuuri, sest 418 =

A 2-11»19- Sellele vaatamata saab kongruentsi lahendamisel
kasutada indeksite tabeleid. Teatavasti on kongruents kord-
arvulise mooduli jargi ekvivalentne kongruentside susteemi-
ga mooduli algarvuliste astmete jargi. Seega lahendame sius-
teemi

5X9 = 14 (mod 2)

5x9 = 14 (mod 11)

5x9 s 14 (mod 19),
mis on ekvivalentne slsteemiga

x9 = 0 (mod 2)

5x9 s 3 (mod 11)

5x9 -14 (mod 19).
Lahendame eraldi iga kongruentsi. Esimese ainsaks lahendiks
on ilmselt

X =0 (mod 2).
Teise lahendamiseks kasutame algarvu 11 indeksite tabelit.

Saame
ind 5+9 ind x = ind 3 (mod 10)

ehk

9 ind x=1ind 3 -ind 5=8 -4 =4 (nod 10).
Et (9, 0) = 1, siis viimane kongruents on ind X suhtes la-
henduv. Siit

-Ind x =4 (mod 10)
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ehk
ind x = - 4=6 (mod 10),
x a9 (mod 11).
Kolmanda kongruentsi lahendamiseks kasutame algarvu 19
indeksite tabelit. Saame
ind 5+9 ind x = ind 14 (mod 18)
ehk
9ind x =7 - 16 = - 9 (mod 18).
Et (9, 18) = 9 ja -9 19, siis modulo 18 on viimasel kongru-
entsil ind x suhtes 9 lahendit. Edasi
ind x = -1 s 1 (nod 2),
ind x *1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17 (mod 18),
xr2, 8, 13,14, 18, 15, 3, 12, 10 (mod 19).
Seega
X =G *0 (mod 2)
X =c2=9 (mod 11)
x=¢c3=2, 3,8, 10, 12, 14, 15, 18 (mod 19).
Esialgsel kongruentsil mod 418 on seega 1.1*9 = 9 lahendit.
Lahend avaldub kujul

X=cCc= (mod 418),
kus
MIimi =m = 418 ja NL¥ = 1 (mod mi), i=1, 2, 3.
Leiame Ja Me:
2 n 19
M, 209 38 22

209 M * 1 (mod 2), M = 1;
38 = 1 (mod 11), = -2;
2 s 1 (mod 19), . -6.
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Seega
X a -76*9 - 132 c3 (mod 418) = -684 - 132 c3 =
= 152 - 132 c3 (mod 418).
Parast c3 asendamist saame
x = 306, 174, 348, 86, 240, 108, 394, 262, 284 (mod 418).

4. Astenda.late .la alg-luurte leidmine indeksite tabelite
abil. Indeksite tabeleid aaab kasutada ka naiteks jargmist
tulpi Ulesannete lahendamiseks.

a) Maarata astendaja, millele kuulub antud arv a modu-

lo p.
b) Leida koik algjuured modulo p.

c) Leida kdik arvud, mis kuuluvad antud astendajale 8 ,

kus Slp—-1 (p - algarv).

Kdikide nende lUlesannete lahendamiseks lahtume kongru-

entsist
ars 1 Cad p)-

Esimese Ulesande lahendamiseks tuleb leida vahim natu-
raalarv 5 , mis seda kongruentsi rahuldab.
Indekseerimine annab
Sind a=0 (mod p-1),

millest

S=0 Imod -— — = =
" (ind a, p-1)

Vahim naturaalarv, mis kongruentsi rahuldab, vordub mooduli
| ga. Seega arv a kuulub astendajale
b = P1
(ind a, p-1)
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Brijuhul, kui (ind a, p-1) - 1, kuulub arv a astendajale
P-1 - Cp(p) ja oa jarelikult algjuur. Viieiis kdigi algjuurte

leidmiseks modulo p tuleb leida kdik arvud a, mille korral

®) (ind a, p-1) - 1.

Lopaks wartaii valemi (7) abil katte ka kdik arvud a, mis
kuuluvad antud astendajale & , kus S on arvu p-1 jagaja. Na-
gu naha, kuuluvad astendajale S parajasti need arvud a, mil-

le korral
(ind a, p-1) = -

Erijuhul, kui 6 a p-1, saame siit valemi (8), mis annab tar-

viliku ja piisava tingimuse selleks, et arv a oleks algjuur.

J. Leiame astendajad, millele kuuluvad arvud 2,
3 ja 4 modulo 13, ning teeme kindlaks, kas nende arvude hul-
gas leidub algjuuri.

Tulemused saame otsekohe valemist (7), kui oleme indek-
site tabelist leidnud, et ind 2 » 1, ind 3 3 4, ind 4=2.
Selleks aga, et valemit (7) mitte meeles pidada, vaatleme
tulesande lahendamist astendaja definitsioonist lahtudes. Ar-

vu 2 korral leiame vahima naturaalarvu S , mille puhul

2S s 1 (mod 13).
Silt saame indekseerimisel
6 ind 2e o (mod 12)
ehk
650 (mod 12).
vahim naturaalarv, mis seda kongruentsi rahuldab, on b = 12.

Seega kuulub arv 2 astendajale 12 ja on jarelikult algjuur.

234



Astendaja leidmiseks, millele kuulub arv 3, lahendase

kongruentsi

N =1 (mod 13).
Indekseerimisel saame

8 ind 3 - 0 (nod 12)
ehk
46 50 (mod 12).

Viimase kongruentsiga on ekvivalentne kongruents

& =0 (mod 3).
Vahim naturaalarv, mis seda kongruentsi rahuldab, on 5 « 3*
Seega kuulub arv 3 astendajale 3 modulo 13«

Analoogiliselt saame, et arv 4 kuulub astendajale 6.

Haide 8. Leiame kdik algjuured modulo 19.
Algjuurteks on koik need arvud a, mille indeks on arvu-

ga 18 Uhistegurita. Sellisteks indeksiteks on

ind a =1, 5, 7, 11, 13, 17 (mod 18),
millest
a» 2, 13, 14, 15, 3, 10 (mod 19).
K6ik arvud a, mis neid kongruentse rahuldavad, on algjuured.
Vahimatest naturaalarvudest koosnevas jaakide susteemis
mod 19 on algjuurteks seega 2, 3, 10, 13, 14 ja 15. Viimmata
arv on Cp(18) * 6.

Harjutusiulesandeid.

8.12. Modulo 13 on algjuurteks arvud 6 Ja 7 (kontrolli-

dal). Koostada indeksite tabelid mod 13 alusel 6 ja alusel 7.
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8.13. Koostada indeksite tabel modulo 10, valides alu-
seks vahima algjuure.

8.14. Milliste algarvu p uldkujude korral on iga arv 5.
astme jaagiks modulo p, milliste p Uldkujude korral mitte?
Kui palju on viimasel juhul 5. astme jadke taandatud jaaki-
de slUsteemis modulo p?

8.15 . Kasutades indeksite tabelit modulo 23, lahendada
jargmised kongruentsid:

a) 15x13 = 14 (mod 23); b) x10

©) 12x11 B 1000 (mod 23); d) 13*

10 (mod 23);
6 (mod 23);

e) 5-173x+2 — 12 (mod 23).

8.16. Indeksite tabelite abil leida jaak, mis tekib ar-
vu 1 7 jagamisel 43-ga.

8.17 . Leida jaak, mis tekib arvu 19810 000 jagamisel

97-ga.
8.18. Lahendada kongruentsid:
a) 37x15a 62 (mod 73) b) 2x8 = 5 (mod 13)
c) 27x5 = 25 (mod 31) d) 8x26=37 (mod 41)
e) 23x3 s 15 (mod 73) ) 37x8 = 59 (mod 61)
9 x2 — 3 (mod37) h) 2x2 = 57 (mod 71).

8.19. Lahendada lineaarkongruentsid:

a) 39x s 84 (mod 97); b) 125x s 7 (mod 79);
©) 4x s 13 (mod 37); d 37x — 5 (mod 221);
e) 47x = 13 (mod 667).

8.20. Lahendada eksponentkongruentsid:

a) 2X =7 (mod 67); b) 16x s 11 (mod 53);

236



©) 5x m 16 (mod 19); d r-320 1e 6 (mod 37);
e) 35x+3 = 34 (mod 61); f) 79x -69 (mod 89).

8.21. Lahendada kongruentsid kordarvulise mooduli jéar-

a) x2s 3 (mod 13*23); b) x3 m 12 (mod 13-19);
c) x5 = 10 (mod 77); d) x4 s 7 (mod 29.31).

8.22. Leida koik algjuured
a) modulo 31»
b) modulo 29,
c) modulo 43*

8.23. Teha kindlaks, millistele astendajatele kuuluvad
arvud 2, 11, 17, 77 ja 103 modulo 37. Kas moni neist arvu-
dest on algjuur modulo 377

8.24. Leida koik arvud, mis kuuluvad astendajale 7 mo-
dulo 29.

8.25. Jaotada koik mooduliga 31 Uhistegurita arvud
klassidesse nende kuuluvuse jargi erinevatele astendajatele
modulo 31 (Uhele ja samale astendajale kuuluvad arvud pea-
vad kuuluma Uhte ja samasse klasai, erinevatele astendajate-

tele kuuluvad arvud aga erinevatesse klassidesse).
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§ 4? RATSIOIAALARVU g-MDMURHU PERIOODI PIKKUS

Hariliku marru teisendamisel kiUmnendmurruks saadakse
kae 18plik kumnendmurd voi I6pmatu perioodiline kumnendmurd.
Sama juhtub murru teisendamisel 8-ndnrurruks (8-ndslsteemi
murruks) ja uldiselt g-ndmurruka (q - arvususteemi alus).
Uonede kéesoleva peatuki mdistete ja tulemuste rakendusena

tdestame jargmise teoreemi.

|§ Teoreem 8.12. Kui (g, b) = 1 ja gq kuulub astendajale

h modulo b, siis taandumatu lihtmorru — teisendamisel qg-nd-

murroks
C1+ Er% + -rf+ ... m 0,e-CnC«
q q qJ

saadakse I6pmatu puhtperioodiline (g-nd)murd, mille perioo-
di pikkus on 6.

Toestus. Kasutades jaagiga jagamise algoritmi,vfime
kirjutada:

ga a4 bcl + r, O™ < b

Siinjuures (r*y b) m (ga, b) a 1, sest (g, b) = 1 ja
(@, b) - 1. Seega ™ 40, s.t. 1~ rl< b Ja”™ on taandu-
matu lihtmurd. liisiis on arvupaari rl, b jaoks taidetud
samad tingimused, mis paari a, b jaoks. Seetdttu saame j&a-
giga jagamise algoritmi korduval rakendamisel I6pmatu seos-

te jada:
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ga = bch + M, 1~ <b
qrlm bCg + r2. 1~r2 <cb
(€)) qr2 m bc™ + Ty in < b

grk-1 " bck + rk”> 17~ rkc b

Siinjuures iga i » 1,2, ... korral
n<r qgqri-1 - ri gb - ri ﬁ"\_
°Noci b b 4" b <g*

Seega kujutavad koik taisarvud ci endast g-ndsusteemi mab-
reid. Jaganud vordused vastavalt suurustega gb, g2b, q3b,...
.-, gkb, ..., saame jark-jargult asendades

a_B_J.+I’_1a_°1+Q§r+r21m cee =
b g 9o g g2 g2b

s T TR . S
q g2 a3 ag* g*b

Korrutades viimast vOrdust suurusega b, saame

gka = (Clgk 1 + c2gk”2 + ... + ck)b + r™.

Votame Kk m S ja arvestame, et g kuulub astendajale 8 modu-
lob, sst. g™k 1 (mod b). Seosest
gta = Aehgt 1+ c2t 2+ Ll +

/
saame Silis

Mms gtasa (mod b).
Kuna aga 1<a<bjal” r~< b, siis ' = a. Viimasest

jareldub, et S sammu jarel vordused (1) korduvad perioodili-
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selt. Sealjuures on 8 IlImselt vahima perioodi pikkus
@ ™ 1 (mod b), kui 1™ -u< S ). Seega on

~ =0, (c-J0g--.Cj),

kus clt Cp, ..., Cg on g-ndsusteemi numbrid (O~ °+< u»

Teoreem on tdestatud.

Teatavasti saab arv q kuuluda modulo b vaid cf(b) ja-
gajatele (teoreemi 8.3 jareldus 2). Seetdttu vdib arvu ’B
g-ndmurru perioodi pikkus erinevatel q vaartustel olla ikka
vaid cf(b) jagaja, naiteks vOib see arvu — mkorral olla kas
1, 2, 5 voi 10, sest cp(1ll) = 10.

Erijuhul, kui b on moodul, mille korral eksisteerivad
algjuured (nditeks b on algarv), ja q on algjuur modulo b,
siis sellises arvusisteemis on arvu ~ g-ndmurru perioodi
pikkus maksimaalne, nimelt cf(b).

Algjuured mod 11 on 2, 6, 7, 8, aga ka 13» 17, 18,
19, 24, 28, 29, 30, ... Seetdéttu on 2-nd-, 6-nd-, 7-nd-,

8-nd-, 13-nd-, 17-nd- jne. -slUsteemis taandumatu lihtmurru

-%— perioodi pikkus 10, teistes arvususteemides (kru q f

t k-11) kas 1, 2 vBi 5 (10-ndsusteemis naditeks 2, 12-ndsus-
teemis 1). Muide, lihtne on naha, et kui q = kb + 1, siis
arvu % g-ndmurru perioodi pikkus on 1, sest siis q1 =1
(mod b) ja q kuulub astendajale 1. On ka selge, et teistel
Jjuhtudel on perioodi pikkus suurem, naiteks q = kb - 1 kor-
ral on see alati 2 (tdestadal).

Teoreem 8.13. Kui eelmise teoreemi tingimustel

I =0, (c.~...c™) ja arvud c2, ..., cg ning rl, r2,
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*ee» r$ on madratud seostega (1), siis

(&) ~30(C ~ C jo=o=C")) i = 0] ll<e=j5“11
kus rQ = a.

Toestus. Kuna r™» = rQ = a, r$+i = rl» eee* siis voib

vordused (1), alates i-ndast kirjutada kujul

gr+ = bci+l + r.+1,

(©)) M- 1-bcS + ro”’
qrQ = bCl + rv

4ri_ 1 = bci + ri»

kus 0% Qi< b, ™" rkxr™ it 51 4 kuulub as-

tendajale 6 modulo b, siis eelmise teoreemi pohjal "oodus-
tavad esimesed § numbrit murru £ perioodi tema g-nd-
murruks arenduses, s.t. kehtib seos (2).

Nagu naha, voib murdude %l, %2 &L seriocodili-

sed g-ndmurrud saada arvu © g-ndmurruat tsuklilise ulekan-
dega.

Kui q on algjuur modulo b ja b on algarv, siis perioo-
di pikkus on b-1 ja erinevate jaakide arv seostes (1) on
b-1 (s.t. jaagid moodustavad modulo b taandatud jaakide

o _ . o - _ 1 0 b1
aueteemi). Siis saadakse kdikide lihtmurdude 5 - p

g-ndmurrud thest g-ndmurrust tsuklilise Ulekande teel.
Naide 1. Olgu g = 10. Arvuausteemi alus 10 on algjuu-

reks mod 17. Teades, et
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~ 20,0588 2352 9411 7647),

leiame I kiUmnendmurru. Kuna otsesel jagamisel saame peri-
oodi esimesteks numbriteks I > 0,76..., siis I =
= 0,(7647 0588 2352 9411).

Oidjuhul, kui g ei ole algjuur, on 6 < cp(b) ja kdiki-
de taandumatute lihtmurdude ~ g-ndmurde ei saa Uhest mur-

rust tsuklilise Ulekandega.

Naide 2. Olgu gm 10 ja b = 13. Alus 10 ei ole alg-

jJuur modulo 13, vaid kuulub astendajale 6. Siin — =

= 0,(076923) ja 3 0,(153846). Nendest kahest murrust saa-

dakse koik ulejaanud tsukliliste Ulekannetega. Nimelt saa-
dakse esimesest murdude ~ jall kimnendmur-
rud, teisest N J a -1j kimnendmurrud.

Margime, et arv 10 on algjuur jargmiste 100-st vaikse-

mate algarvuliste moodulite b korral:
7, 17, 19, 23, 29, 47, 59, 61, 97.

Seega on sellise nimetajaga hariliku murru G perioodi pikkus
b-1.

Naide 3. Teeme kindlaks arvu ~ 8-ndmurru perioodi
pikkuse.

Leiame, millisele astendajale kuulub 8 modulo 97. Sel-
leks leiame vahima naturaalarvu & , mis rahuldab kongruentsi

85= 1 (mod 97).
Indekseerimisel saame
Sind 8=0 (mod 96)

ehk
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6550 (mod 96),
millest

6=0 (mod 16).

Seega arvu ~  8-ndmurru perioodi pikkus on 16.

Juhtu (g, b) >1 kasitleme lihtsuse mdttes vaid q = 10

korral. Uldjuhul on kasitlus analoogiline.

Olgu taandumatu murru ~ nimetaja b = 2a 5 b~ kus
®\, 10) = 1 jabl> 1 (kui bl= 1, siis saame 16pliku kim-

nendmurru). Tahistame n = max {oc, ~V Siis

a- 1 . a w T+tl)

b 10n bl Ka \ b1/’

kus T on taisarv, @, b =1 ja 1™ a* < b . Taandumatu

lihtnurd 21 annab arendamisel puhtperioodilise kumnendmur-
ru, mille %erioodi pikkus vordub astendajaga 6 » millele

kuulub 10 modulo b™. Sellele lisandub taisosa T ja 18puks
tuleb kogu murdu jagada 10n-ga, s.t. nihutada koma n koha
vorra vasakule. Saame segaperioodilise kimnendmurru, mille
perioodi ees on n kimnendkohta. Seega saame tulemuse jarg-

miselt:

o1
I}

R

t,t M2, .. tn(chc2*..cM).

Naide 4. Nagu ulal margitud, on 10 algjuur modulo 7,
s.t. 10 kuulub astendajale cf(7) = 6 modulo 7. Seetdttu on

kbikide taandumatute murdude — -— - kimnendmurdude perioo-
7 o

di pikkus 6, enne esimest perioodi on aga n kimnendkohta,
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kus n = wax @, ©}- Naiteks saame = A — korral
140 2*5*7

HS m "2 e¥ - N2 (72 +7?)m” e 72.(142857) .
= 0,72(142857).
Harjutustlesandeid.

8.26. Leida numbrite arv perioodis taandumatute harili-
ke murdude E’teisendamisel kahnendmurdudeks, kui b on jgrg—
mine: a) 37, b) 43, c¢©) 59, d) 67, e) 89, 97, q) 77,
h) 91, i) 51.

8.27. Leida numbrite arv kimnendmurru perioodis ja kum-
nendkohtade arv enne perioodi, kui kiumnendmurruks teisendata-
va hariliku taandumatu murru nimetaja on a) 220, b) 1150,
c) 2380.

8.28. Leida taandumatu murru b kahe kaandmurru perioodi
pikkus samadel b vaartustel, mis UlUlesandes 8.26.

9.29. Teha kindlaks, millistes arvusisteemides on murru

+ perioodi pikkus 16, millistes 4.

8.30. Teades, et kimnendsiisteemis
A = 0,(052631578947368421), leida JL , Js

*8.31. Maarata taandumatu kumnendmurru —~ perioodi pik-
10k
kus kaheksandsu3teemis.
*8.32. Leida kimnendmurru 0,(14634) perioodi pikkus ka-

heksandsisteemis.
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m. ADITIIVSE ARVUTEOORIA
KUSIMUSI

Aditiivn,e arvuteooria on arvuteooria osa, mis kasitleb
naturaalarvude esitamist etteantud tulpi liidetavate summa-
na. VOidakse naiteks nduda, et liidetavad oleksid algarvud,
taisarvude ruudud, nende n-ndad astmed vOi ka muud tudpi
taisarvud. Taoliste esituste eksisteerimise probleemi vOib
vaadelda kui vastavate diofantiliste vdrrandite lahenduvuse
kisimust, esituste leidmist aga kui nende diofantiliste vOr-

randite lahendamist.

§1. NATURAALARVUDE ESITAMINE KAHE RUUDU
SUMMANA
On ilmne, et leidub I6pmata palju naturaalarve, rcie on

esitatavad kahe taisarvu ruudu suinmana, kasvoi arvud
np + 1p, kus n a 0,1,2,... Aga juba esimeste naturaalarvude
seas leidub selliseid, mida el saa esitada kahe ruudu summa-
na (kull aga saab esitada suurema arvu tdisarvude ruutude
summana) :

3=12+ 12 + 12,

6 =22+ 12 + 12,
22 + 12 + 12 + 12 jne.

\‘
1

Kéesolevas paragrahvis pulame lahendada kisimuse, millised
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naturaalarvud on esitatavad kahe taisarvu ruudu summana,
millised mitte. Teisiti Oeldes, puvame kindlaks teha, mil-
lisk<.- naturaalarvude N korral on diofantiline vdrrand
X2 +y2 >N

lahenduv, milliste korral mitte.

Olgu N = p esialgu paaritu algarv. Margime kdigepealt,
et kui mingite tdisarvude x ja y korral
@D X2 +y2=p,

siis X, p) = ty, p)
siis oleks ka (v, p)

1. Téepoolest, kui oleks (X, p) = p,

p ja vasak pool jaguks pp—ga, mis on

* 7 TOinatu*®
i Teoreem 9«1. Selleks et paaritu algarv p oleks esita-

tav kahe naturaalarvu ruudu summana, on tarvilik ja piisav,

et p oleks kujuga 4n + 1.

Toestus. Tarvilikkus. Vorduse (1) kehtivuseks on tarvi-
lik, et
X2 +y2=0 (mod p)
ehk
(@) x2 = - y2 (mod p).
Kuna siin (—y2, p) = (., p) = 1, siis ruutkongruentsi (@
lahenduvuseks on tarvilik ja piisav (vt. VII pt. 82), et

Legendre "i stimbol = I* Kuid

4n+1
4n + 3e

1” kulp
\P/ \P/\XP/ \P/ \ [/ 1 “1* ~ui P

Seega Ukski algarv kujul 4n + 3 ei ole esitatav kahe tais-
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arvu ruudu summana. Selleks aga, et p oleks esitatav kahe
taisarvu ruudu summana, on tarvilik, et tal oleks kuju

p=4n + 1.

Piisavus. Naitame, et iga algarv p = 4n + 1 on esita-
tav kahe naturaalarvu ruudu summana.
e §
Et “1*" (D = (-1)2n = 1, siis on lahenduv
kongruents
(©) t2=-1 (mod p)-
Kuna kongruentsil (3) on kaks lahendit, mis avalduvad kujul
ts+t (mod p),

siis vOib Uldsust kitsendamata eeldada, et (miks?)

() O< tQ< I .

G
Arendame ratsionaalarvu 5 ahelmurruks (taisosa al = 0):

Q
67 [0, ag, &, ..., anl
ja arvutame lahismurrud Jrjyl-”f 5 P~ 1l eee Kuma
1 " 42 a2
CQ2< ... <Qn-1 <-0n Qt - 1 ja = p, siis leiduvad
i i Ps P31
alati sellised naalmmurrud -~ ja -a=~ e mille korral
Qs s+l
Qs+l < Kuna
*0 Ps UQ3 - PPg ] <
PQg QsQs-4
siis
(toQs " pPs)2 < < p’
millest
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o) (t0Qe - pPg)2 + Qg < P + Qg < 2p.

Vorratuse (5) vasaku osa saame parast sulgude avamist esita-

da kujul
®) (2 + 1)Q2 + Np,
kus N on taisarv. Et t== - 1 (nod p), siis (té + Dep ja

seega avaldis (6) ehk vorratuse (6) vasak pool jagub p-ga.
Et ta on positiivne ja vaiksem kui 2p, siis
@) (t0«s - pPa)2 + Y2 . p.

Sellega on naidatud, et algarv p = 4n + 1 on esitatav

kahe naturaalarvu ruudu summana. Saab toestada, et see esi-

tus on uhene (vt. nait. [4], k. 158).

Teoreemi 9.1 toestuse kdigus saime uUhtlasi meetodi alg-
arvu p = 4n + 1 esitamiseks kahe ruudu summana. Kasutame se-

da jargnevas naites.

Naide 1. Esitame algarvu 89 = 4*22 + 1 kahe ruudu sum-
mana.
Kongruentsi
t2= - 1s 88 (mod 89)
lahendamisel (nait. indeksite tabeli abil) saame ts t 34
(mod 89). Seega tQ = 34 < - . Arendame murru ahelmurruks

ja leiame lahismurrud:

34 8 34 21 13 8 5 3 2 1
Jo 2 1 1 1

0 1]o 1 1 2 3
1 011 2 3 5 8

(00]
m._-
5§N



Kuna V89 = 9,..., siis Qg * 8 ja Qo+l = 13* Arvestades

veel, et Pg s 3, saame valemi (7) abil esituse

89 = (34*8 - 89«3)2 + 82 3 52 + 82.
Praktiliselt saab tulemuse tavaliselt kiiremini proovi-
mise meetodil. Selleks tarvitseb arvust p lahutada jarjesti-

kuste naturaalarvude ruute seni, kuni vahe tuleb taisruut.

Edasi kasitleme kordarvu lahutamist kahe taisarvu ruu-
du summaks.

T Teoreem 9.2. Selleks et naturaalarv U oleks esitatav
kahe taisarvu ruudu summana, on tarvilik ja piisav, et ta
ei sisaldaks teguritena algarve kujuga 4n + 3 paaritul ast-
mel .

Toestus. Tarvilikkus. Olgu naturaalarv N esitatav kujul

® N =x2+y2
ja sisaldagu ta algtegurit q = 4n + 3 teatud astmel (voib
eeldada, et astendaja on vahemalt 1, sest muidu polegi mida-
gi toestada). Naitame, et siis N sisaldab seda tegurit paa-
risastmel. Seose/ (8) tottu kehtib kongruents
(©)) X2 +y2=0 (mod q)
ehk

X = -y (mod Q).
Siin ei saa olla (y2, Q =1, sest g=4n + 3 tOttu saaksi-

me siis Legendre*i stmboli vaartuseks

mis nditab, et kongruents (9) pole vbimalik. Niisiis
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®¥2.9 *qehky so (mod q), millest (9) tottu ka x s O
(mod g)- Siis aga x ja y jaguvad g-ga ja seocee (8) -tottu N
Jagub q%ga. Seega sisaldab N tegurit g vahemait*astmel 2.
Seetbttu N w qPFJ’\ ja pEirast vbrduse (8) jagamist q2 -ga saa-
me, et N on jalle kahe ruudu summa. Kui sealjuures si-
saldab veel tegurit g, siis sama arutlus nditab, et ta si-
saldab ka tegurit q2- Niiviisi edasi minnes saame, et arv N,
mis on esitatav kahe ruudu summana, sisaldab algtegureid

kujul g » 4n + 3 vaid paarisastmel.

Piisavus. Sisaldagu naturaalarv N teguritena arvu 2,
paaritute algarvude p» = 4 + 1 ja kordarvude qZ astmeid,
kus g on algarvud kujul g™ = 4 + 3 Illmselt on kdik need

tegurid esitatavad kahe tadisarvu ruudu summana:

- D D 2 2 2
2=1+ 1, Pi=x]+vy), q =qj +0*

Teoreemi vaide: "arv N on esitatav kahe taisarvu ruudu sum-

mana'', jJareldub nuld jargmisest samasusest, kui seda kordu-

valt rakendada:
(10 (@2 + b2)(c2 + d2) = A2 + B24
kus A= ac - bd, B = ad + be.

Samasust (10) vOib vahetult kontrollida, kuid ta j&-
reldub ka kompleksarvude a » a + bi, p = c + di moodulite
korrutise omadusest

lool2 ipl2 4 |ap!2.
Jareldus. Ukski naturaalarv kujul 4m + 3 ei ole esita-

tav kahe ruudu summana.

Toéepoolest, selline arv sisaldab vahemalt Uht algtegu-
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rit g a8 4n + 3 paaritul astmel.

Margime, et jarelduses sisalduva vaite voib tdestada
ka otseselt: kui paaritu arv 4m + 3 oleks esitatav kahe
ruudu summana, siis Uks liidetavatest peaks olema paaris-

arvu ruut, teine paaritu arvu ruut, s.t.

dm + 3= (22 + (2 + 2.
Viimane vOrdus ei saa aga kehtida, sest 4m + 3=3 (mod 4)
Ja (22 + (21 + D2 m 1 (mod 4).

Naide 2. Kordarv 319 ei ole esitatav kahe ruudu sum-
mana, sest 319 = 4*79 + 3.
( Teoreemi 9.2 vbib sdnastada veel teisiti: diofantili-
e vbrrand X2 + y2 = N on lahenduv parajasti siis, kui N ei

sisalda algarvulisi tegureid g » 4n + 3 paaritul astmel.

Olukord muutub ménevdrra, kui lubame vaid selliseid
naturaalarvude esitusi kahe ruudu summana, milles liideta-
vad on Uhistegurita, s.t.

(@) N = x2 +vy2, & y) * 1L

Vorduse (11) kehtivusest jareldub kongruentsi
X2+y2-0 (mod N), & y)=>1,

kehtivus, millest omakorda saame

@ X2 +y220 (mod p), (X y) =1,

kus p on arvu N mistahes algtegur. Siin ei saa olla

&, p) 3 pegs (v, p) = p, sest vastasel juhul oleks

&, ¥) » p- Tingimusel (y, p) m 1 on aga kongruentsi (12)
kehtivuseks tarvilik ja piisav, et (-£-) = ("p) = 1" 1013 °D
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voimalik vaid juhul, kui p = 4n + 1. Seega ei saa tingimusi
(1) rahuldav arv N sisaldada tegurina algarvu q » 4n + 3.
Ta ei saa jaguda ka 4-ga, sest jagumise korral oleksid lii-
detavad paarisarvud.

Arvestades veel teoreemi 9.2 oleme saanud jargmise tu-
lemase,

f Teoreem 9.3. Vorrandil

X2 +y2=H N> 0)
on olemas lahend Uhistegurita taisarvudes parajasti siis,
kui arvu N kanooniline kuju ei sisalda algtegureid p kujul
4n + 3 ja kui 4 f N,

Teoreemi 9.3 vdib kasutada arvude teguriteks lahutamise
lihtsustamiseks. Kui naturaalarv N on esitatav kujul N =
=X + y2 , kus (x, y) 3 1, siis Wib ta sisaldada algteguri-
tena arvu 2 ja algarve kujul p = 4n + 1, ei saa aga sisalda-

da tegureid kujul 4n + 3.

Haide 3. Arvu N = 202 + 172 * 689 algtegureid tarvit-
seb otsida arvust V689 = 26,... vaiksemate algarvude p *
» 4n + 1 hulgast. Sellisteks algarvudeks on vaid 5, 13 ja
17. Kontroll naitabki, et 689 > 13*53-

Analoogi liselt eeltooduga vdib uurida kusimust, milli-
seid arve N saab esitada kujul

2

a3 N = x° + ay2, kus X, ¥) = 1 (@ - antud arv),

ja otsustada, millise kujuga algtegureid vbivad sisaldada
seda tuupi arvud. Selleks paneme tdhele, et vdrdusest (13)

jareldub arvu N iga algteguri p korral kongruents

252



s X2 = - ay2 (mod p)-
Kui (@, p) = 1, siis tingimuse (X, y) * 1 tottu (-ay2, p) =
3 1 3a kongruents (14) kehtib parajasti siis, kui

)"
Siit jareldub (kuidas?), et kui a 71> aiile 5 ei
ole esitatav kujul (13). Kui aga arv N on esitatav kujul

(13), siis ta ei saa sisaldada neid algtegureid p, mille

korral -1. Naiteks erijuhul a = 2 saame
1, kui p=8n+ 1voi p=28n+ 3
(f) -1, kui pa8n + 5voil p38n+7,
millest jareldub, et arvud kujul N = x + 2y , °(x, yJ = 1,
el saa sisaldada teguritena algarve p=8n + 5 jap =8n+7

(Uhegi  naturaalarvu n korral).

Naide 4. Arvu N a 112 + 2*302 * 1921 tegureid tarvit-
seb otsida arvust > 43,... vaiksemate algarvude hul-
gast, mille kuju ei ole p=8n + 5 ega p = 8n + 7, seega
arvude 2, 3, 11, 17, 19, 41 ja 43 hulgast. Kasutades nime-
tatud arvudega jagumise tunnuseid voi kontrollides otseselt,
leiame,et 1921 » 17*113-

Harjutusitlesandeid.
9.1. Kasutades teoreemi 9.1 tdestamise kaigus naidatud
meetodit, esitada kahe ruudu summana jargmised arvud:
a) 97, b) 197, ©) 1997, d) 2221.
9.2. Teoreemide 9.1 ja 9.2 alusel kontrollida, kas

jargmised arvud on esitatavad kahe ruudu summana, ja kui on,
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siis leida vastav esitus kdesolevas paragrahvis kirjeldatud
proovimise meetodil (on soovitav kasutada taisarvude ruutu-
de tabelit):
a) 1951, b) 3257, ©) 3521,
d) 3543, e€) 6824, f) 3590, g) 3592.

*9_3. Uurida, millise kujuga algtegureid ei sisalda ar-
vud N m x2 + 3y2» kus (X, y) = 1.
*9.4. Uurida, millise kujuga algtegureid ei sisalda ar-

wd 5 8 x° + 5y2, kus X, y) a 1.

82. NATURAALARVUDE ESITAMINE NELJA RUUDU
SUMMAHA

Nagu nagime eelmises paragrahvis, ei ole mitte iga na-
turaalarv esitatav kahe tédisarvu ruudu summana. Tekib kusi-
mus - Ulimalt mitu liidetavat kulub suvalise naturaalarvu
esitamiseks taisarvude ruutude summana ja kas liidetavate
arv on Uldse tokestatud? Vastuse annab allpool esitatav
Lagrange®i teoreem. Viimase tdestamisel on oluline téhtsus
jargmisel Euleri samasusel:

/2 . 2 . 2 . 2w,2 2 . .2 .bAM 2 .. 2. 2. 2
aj + + a3 " ad""@j + 3

kus
Cl = albl+ a2b2 + a3b3 + adb4”’
°2 A alb2” a2”1 + a3b4 ~ a4b3*
c3 = alb3* a3bl + ad4b2 " a2b4’
c4 = alb4 “ a4bl + a2b3 “ a3b2*

Samasuse kehtuvust on voimalik vahetult kontrollida.

254



Asume niidd kaéesoleva paragrahvi pbhilise védlte tbesta-

misele.

Teoreem 9.4 (Lagrange. 1770). lga naturaalarv on esi-

tatav nelja tdisarvu ruudu summana.

TOestus. ToOestame alguses vaite mistahes a l g ar -

P + 1p + Op + OIO , Siis tarvitseb piir-

Vv u jaoks. Kuna 2 =1
duda vaid paaritute algarvudega (teoreemi 9.1 téttu vdib
piirduda isegi vaid algarvudega kujul 4n + 3. kuid jargne-
vas tdestuses pole algarvu p kuju oluline). Parema jalgita-
wuse huvides jaotame tdestuse mitmeks osaks.

1. Naitame, et iga algarvu p>2 jaoks eksisteerivad

M
taisarvud m, xQ, yQ, nii et 1™ m < P ja

mp = x2+y2+ 1, *

a.t. et algarvu p teatav kordne on esitatav kolme ruudu sum-
mana, kus Uks liidetavatest on 1.

Vaatleme taisarvude slsteemi
(@) 02,12,22..... (1=1f
jJa sellest aaadavat susteemi
(2) 021, <121, - 221 - -«
Teoreemi 7.2 tdestamise kaigus naitasime, et siUsteemis (1),
millest on 0 valja jaetud, ei leildu paarikaupa kongruent-
seid modulo p. Kuid lihtne on ndha, et Ukski viimati nimeta-
tud arv ei ole kongruentne ka nulliga modulo p. Niisiis on
arvud (1) paarikaupa inkongruenteed modulo p. Siit jareldub,

et ka arvud (2) on paarikaupa inkongruentsed. SiUsteemides

@D ja (@ on kokku p + 1 arvu. See aga tahendab, et sistee-
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mis, mis saadakse slUsteemide (1) ja (2) Uhendamisel, ei saa
kolk arvupaarid olla inkongruenteed mod p. Sealjuures modu-
lo p kongruentsetest arvudest kuulub Uks slUsteemi (1), tei-

ne siusteemi (2). Seega leiduvad xQ, yQ, nii et

x2=-y2 - 1 (mod p)

ehk
(©) X2 +y2+ 1=np,
kus 0~ xQ~™ jJa 0”MyQ < Sealjuures

nm (o+a s DFUT{T) )
5 -P2—2rp+}<9
Seosest (3) ndhtub otseselt, et m/ 0, s.t. m ~ 1

2. Eeltdestatu pohjal saab algarvu p > 2 teatud kordse
mp, kus 1« m esitada nelja ruudu summana (seose (3)
vasakule poole lisame liidetava 02). Tahlstame mQ-ga
vah1lma sellise naturaalarvu @ » mQ < P\, mille kor-

ral mQp on esitatav nelja ruudu summana:
® mOp:a2+a§+2+a?‘.

Naitame, et siismoon paaritu. Oletane vastupidi,
et mQ on paarisarv, mQ = 2. Siis paaritute liidetavate arv
vOrduse (4) paremal poolel peab olema paarisarv, s.o. kas 0,
2 voi 4. Seega vdime arvud al# a2, &, a" jaotada kaheks
paariks nii, et uhte ja samasse paari kuuluvad kas ainult
paaritud v&i ainult paarisarvud. Uhte ja samasse paari kuu-

luvate arvude summa ja vahe on paarisarvud. Kui Uhte paari



kuuluvad arvud al ja a2, teise aga & ja &, siis viime seo-
se (4) esitada kujul

m.p=|@ij +aj +a ta]) =

=C")26(072)2 #(17i)2 ,

kus paremal seisvad liidetavad on kdik taisarvud ja
1~ m <mo. See on aga vastuolus eeldusega, et mQ on vahim
naturaalarv, mille korral mQp on esitatav nelja taisruudu

summana. Seega on mQ paaritu.

3. TOestame, et mQ = 1. Teades esialgu vaid seda, et
mQ on paaritu arv, vOtame absoluutvddrtuselt vahimad jaagic

r~, mille korral

O at = r+ (mod mQ), 1= 1,2,3.4.

m -1 m
Siis jrij~ —2— < ~2 * kongruentside (s) ja seose (4)
tottu kehtivad kongruentsid

n (o]
rl+ rp| + |E’\ +pr" :pal faz + a’\p+ ad = mQp = 0 (mod mQ),

mistottu leidub taisarv t, nii et

® mot=r2+r2+r2+r2,

millest

Korrutades vordused (4) ja (6) ning kasutades paragrah-

vi alguses esitatud Euleri samasust, saame



las seoste (5) tottu

®lL = aI*L a2r2 + a3r3 + adr4 =
n n P o
ay + & + a3 + a4 s 0 “mod mo~”

Cg=af2~az2rl as3rd — a4r3 — ® (mod &),
cj = 0 (mod mQ), =0 (mod mQ).
Seega cil em_ G = 1,2,3,4), s.t. I—i; on tgisarv. Vordu-

sest (7) saame

Kunambon vahim naturaalarv, mille korral
mQp on esitatav nelja ruudu summana, siin aga tp on nelja
ruudu summa, kusjuures 0 < t < mQ, siis t = 0. Seetfttu an-
nab vordus (6) r[i + IQZ +pr’\ E ™ =0, millest ri =0

(G = 1,2,3,4) ja seoste (5) tottu
ai = 0 (mod mQ) ehk mo |ai, i=1,2,3,4-

Siit ma Ja| + ab 2 an % an ?millgst seose (4) tottu

21
wo | mop ~a mOJP* Kuna p on alSarv Ja 1~ mO P. siis

mQ = 1 ja seega algarv p > 2 on esitatav kujul
p = a% + azm+t al'2 + af. 2

Sellega cn teoreem tdestatud kdikide algarvude korral.

4. Teoreemi tdestus mistahes naturaalarvu jaoks jarel-

dub vahetult Euleri samasusest (kuidas?).
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§ 3* ADITIIVSE ARVUTEOORIA TEISI PROBLEEME

1 Waringi probleem. Samal aastal (1770), kui Lag-
range tlestas, et iga naturaalarv on esitatav nelja taisar-
VU ruudu summana, pustitas inglise matemaatik E.Waring ul-
disema hipoteesi: iga naturaalarvu n jJaoks eksisteerib
selline naturaalarv r = r(n), nii et iga naturaalarv N
on esitatav arvult r mittenegatiivse taisarvu n-nda astme

summana, S.t.
(€)) N = x1! + + ...+ XE ,

kus r ei sb6ltu N-st. Probleemiks kujunes hipoteesi tdestami-

nre ja vahima [liidetavate arvu r = g(n) leidmine.
Waringi hipoteesi t6estu>s on antud 1909.a. Hilberti

poolt. Vahima liidetavate arvu g(n) kohta on teada, et

g(@ = 4 (Lagrange®™ teoreem), g(3) =9, 19 < g ™ 35,

3r£9(G) 40, g®) =73, g =143, 9@ =279, ...

Lihtne on tbestada jargmist vaidet.

Teoreem 9.5. Kehtib hinnang

@ g >zt £ - 2.

TOestus. Votame naturaalarvu

(©) N = 2n “éh -1
Selle arvu esitus kujul (1) vOib sisaldada vaid arvude 2 ja

1 n-ndaid astmeid, sest N < 3M- Arvu N kuju tdttu saab Iii-

detavaid kujul 2n olla kdige enam g - 1, ulejédanud lii-
n
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detavad on In. Kui votta liidetavaid 2n maksimaalarv, siis

liidetavaid kujul 1In on anwult

-ri B
N-2 gb.l =2 - 1

Liidetavate uldarv on sel korral

7\ r. +2-2.
@ 2nJ

MBne liidetava 2 asendamine Uhtedega suurendab liidetavate
arvu ja seega kujutab arv (4) endast vahimat liidetavate ar-
vu naturaalarvu (3) jaoks. Mone teise naturaalarvu N jaoks
voib vahim liidetavate arv olla suurem kui arv (4). Sellega
on teoreem tdestatud.

On huvitav mirkida, et kui mitte kdigil, siis vdhemalt
enamikul juhtudel vbib vlrratuse seoses (2) asendada vordu-
sega- Kehtib nimelt jargmine teoreem (vt. [I], k. 304),

mille me esitame toestuseta.

Teoreem 9.6. Kui n 4 4, n 4 5 ja kehtib vlrratus

3n - 2n < 2n -
® 2n .2°,
siis
®) gn) = 2n + - 2.

vorratust (5) pole Onnestunud kdikide n vaartuste kor-
ral tdestada, kuid on tdestatud, et eksisteerib Ng» millest
kdikide suuremate n vaartuste korral on vorratus (5) Oige.
Teiselt poolt on elektronarvuti abil kontrollitud, et vor-
ratus (5) kehtib iga n <200 000 korral. Seega vOib vahima
liidetavate arvu r = g(n) seoses (1) leida valemist (6) va-
hemalt kdikidel nendel n véaartustel, mis ei Uleta 200 000
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ja ei vordu 4 ega 5-ga.-

Nagu me markisime, on g(3) = 9. Sealjuures ainukesteks
arvudeks, mille esitamiseks laheb tarvis 9 kuubi summat, on
23 ja 239. Koik ulejaanud naturaalarvud on esitatavad mitte
rohkem kui 8 kuubi summana. Osutub, et iga n jaoks eksis-
teerivad suhteliselt vaikesed naturaalarvud N, mille esita-
miseks kulub mak8imaalarv liidetavaid. N suurematel vaar-
tustel asi enamasti paraneb. Seeparast pakub huvi veel va-
him liidetavate arv r = G(n) valemis (1) kd&ikide kullalt
suurest arvust Ng suuremate naturaalarvude N jaoks. Et lei-
dub kuitahes suuri arve, mis ei ole esitatavad vahema kui
nelja ruudu summana, siis G(2) = g(2) = 4» kuid on teada,
et G § 7< gB)» 9@ = 16< g(4), GB) * 23 < 9B,
G®) N 36 < g6), 67 z 52 < g, G(@B) $ 73 < g(8)-
Nagu naitab 1.M.Vinogradovi poolt saadud hinnang

G(n) = @ + £(n))nlnn (im £(n) = 0),

kasvab funktsioon G(n) marksa aeglasemalt kui funktsioon

a.-

2. Goldbachi-Euleri probleem. Peterburi akadeemik
H.Goldbach esitas 1742. a. kirjas L. Eulerile hipoteesi, et
iga taisarvu N 6 saab esitada kolme algarvu summana:

N = pl+ p2 + py
Euler omalt poolt avaldas vastuseks hipoteesi, et iga paa-
risarv, mis Uletab arvu 2, on kahe algarvu summa:
2N = pl + p2.

Eulleri probleemi lahendusest jarelduks Goldbachi prob-
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leemi lahendus, aest 2H + 1 =3 +2(U-1)=3+p1l+p2 ja
2N=2+2(N - 1) =2 + pl + p~. Vastupidi, kui iga paaris-
arv alates 6-st on kolme algarvu summa, siis peab Uks lii-
detav olema kindlasti 2 ja alates 4-st on siis kdik paaris-
arvud ka kahe algarvu summad.

Goldbachi-Euleri problsem on seni I6puni lahendamata.
On tlestatud rida ndrgemaid vaiteid, milledest moned esita-

me jargnevas teoreemidena (tdestuseta).

Teoreem 9.7 (Snirelman. 1930). Eksisteerib selline
konstant k, et iga naturaalarv N > 1 on esitatav mitte roh-
kem kui k algarvu summana, s.-t.

N=pl+p2+ ... +pk,
kus A (G = 1,2,...,k) on algarv voi O.
Kui piirduda arvudega N ~ kus on kallalt suur,

siis Snirelmani meetod vOimaldab votta k = 18.

Teoreem 9.8 (Vinogradov. 1934). Eksisteerib NQ, nii et
kdik paaritud arvud N, mis on suuremad kui NQ, on
esitatavad kolme algarvu summana.

Vinogradov tdestas oma teoreemi tema poolt kasutusele
voetud I8plike trigonomeetriliste summade meetodil. See on
vordlemisi vdimas meetod, mis on leidnud kasutamist ka pal-

jude teiste raskete probleemide lahendamisel. Teoreemis

} el6,038
voib votta N0 = e

Teoreem 9.9 (Buhstab. 1964). Iga kullalt suur paaris-
arv 2N on esitatav kujul

2N = p + n,
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kus p on algarv ja n - naturaalarv, mis sisaldab mitte roh-

kem kui kolm algarvulist tegurit.

Sageli vaadeldakse naturaalarvu esitamist mbnel teisel
kujul . Naiteks on tdestatud jargmine tulemus.

Teoreem 9.10 (Linnlk. 1959). Iga kullalt suur naturaal-

arv N on esitatav kujul N = p + K2 + 12, kus p on algarv, K

ja 1 - taisarvud.

/'-'\A 3 Fermat* probleem. Fermat* probleem seisneb diofan-

tilise vorrandi
(@) xn + ynl = zI1l

lahenduvuse kisimuses ja on arvuteooria Uks tuntumaid ja
kdige enam kdmu tekitanud probleeme. Ruigi diofantiliste
vorrandite lahenduvuse ja lahendamise kisimused moodustavad
arvuteoorias omaette haru, paigutame probleemi tinglikult
aditiivse arvuteooria probleemide hulka, sest nagu markisime
kédesoleva peatuki alguses, on diofantiliste vOrrandite la-
henduvuse kiusimused tihedalt seotud aditiivse arvuteooria
vastavate kiusimustega; diofantilistele vOrranditele me aga
omaette peatukki ei eralda.

Prantsuse juristi ja asjaarmastaja-matemaatiku Pierre
Fermat® (1601-1665) vaite kohaselt ei ole vérrand (7) n a -
turaalarvudes lahenduv Uhegi tai3arvulise asten-
daja n > 2 korral. Nimetatud vaide on tuntud Fermat* suure
teoreemi nime all.

Kuigi Fermat*It on sailinud kasikirjaline marge, et tal
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onnestus leida nimetatud teoreemile imetlusvédrne toestus,

pole tema toestust leitud (saadud teaduslikke tulemusi

Fermat ei publitseerinud). Ka hilisemad paljude matemaatiku-

te joOupingutused pole andnud probleemile taielikku lahendust.
Margime, et Fermat®™ teoreemi tarvitseb tdestada vaid

n = 4 ja algarvuliste n vaartuste korral, sest kui vdrrand

(? pole mingi n korral lahenduv, siis pole ta lahenduv ka

cotendaja kn korral. See jareldub asjaolust, et vérrandi
vkn + y1dl = z101 vBib esitada kujul N + (ykn = (@M)n.

Kdige lihtsam on Fermat®™ teoreemi tdestada n = 4 kor-
ral (tdestuse toome allpool). Toestuse n = 3 puhul esitas
Euler 1774, n = 5 puhul - Legendre ja Dirichlet 1823 - 27,

n = 7 puhul - G.Lame 1837. Uldisema léhenemise Fermat® prob-
leemile andis saksa matemaatik E.Kummer (1810-1893), kes
kasutades algebraliste arvude teooriat tdestas Fermat®™ vai-
te kdigi algarvuliste astendajate n < 100 korral. Tanapae-
val on Fermat®™ teoreem tOestatud juba kdikide algarvuliste
astendajate n < 6000 korral, millest omakorda jareldub vai-
te Oigsus kdigi nende kordarvuliste astendajate korral, mis
Jaguvad nimetatud algarvudega.

Huvi Fermat® probleemi vastu ka3vas eriti kaesoleva sa-
jJandi alguses» kui Saksamaal asutati suur rahaline preemia,
mis tuli valja maksta sellele, kes tbestab Fermat™ teoreemi
enne aastat 2007. Tohutu vigaste ""tdestuste” vool igasugus-
te elukutsete esindajatelt seadis matemaatika-alaste aja-
kirjade toimetused ja preemia komitee tdsistesse raskustes-

se (vt. nait. B. J/numaH. Teopema Muparopa, M., 1960, cCIp-
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101-104). Koik selliste "toestuste" saatjad kasutasid ele-
mentaarmatemaatika vahendeid ja olid arvamusel, et nad on
leidnud Fermat®™ probleemi tédieliku lahenduse. Ometi viis
toestuse otsimine juba erijuhtudel matemaatikud mbttele, et
Fermatl probleem ei ole lahendatav elementaarmatemaatika va-
henditega. Alles parast seda, kui preemia kaotas | maailma-
sOja ajal inflatsiooni téttu oma vaartuse, vahenes Fermat”
teoreemi '‘toestajate’ arv.

Diofantilise virrandi (7) erijuhuks on vorrand
® X2 +y2 =22,

millel on olemas positiivsed taisarvulised lahendid (naiteks
xa3. y»4, z=5 vwi x=5  y=1, z=13). Geo-
meetriliselt voib vorrandi (8) lahendamise nduet formuleeri-
da kui selliste taisnurksete kolmnurkade leidmist, mille
kdikide kulgede pikkused on taisarvud. Positiivseid taisar-
ve X, Y, z, mis rahuldavad vorrandit (8), nimetatakse
Pythagorase arvudeks, Uhistegurita Puthagorase arve nimeta-
takse pdhilisteks, Uhisteguriga arve aga tuletatud arvudeks.
On ilmne, et igast pohilisest Pythagorase arvude kolmikust
vOib saada Idpmata palju tuletatud kolmikuid, korrutades po-
hilise kolmiku kdiki komponente Uhe ja sama suvalise natu-
raalarvuga kK ~ 2. Pythagorase arvude kolmikuid, mis erine-
vad Uksteisest vaid komponentide jérjekorra poolest, me ei
loe erinevateks.

Jargnevalt leiame k&ik pohilised Pythagorase arvud.
Peatume vorrandi (8) lahendamisel esiteks sellepédrast, et

see pakub omaette huvi, ja teiseks selleparast, et teades
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vorrandi (8) lahendeid, saame lahendada Fermat* probleemi
n a 4 korral.

Tarvitseb vaadelda vaid neid lahendeid, mille kompo-
nendid x, y, zon paarikaupa Uhistegurita, sest
kui kahel neist oleks Uhine tegur, siis peaks ka kolmas
komponent jaguma sellega (seose (8) labijagamisel arvude
z, Y, z suurima Uhistegwriga saame juba seose, kus uued
arvud x1, y1f z1 on Uhistegurita). On lihtne ndha, et kui
X, ¥, Z on paarikaupa Uhistegurita ja rahuldavad vorrandit
(©), siis on arvudest x ja y uks paaris, teine paaritu.
Toepoolest, kui (X, y) » 1, siis nad ei saa olla mdlemad
paarisarvud; kui nad oleksid aga mélemad paaritud, s.t.

X a2kl+1, y=2k2 + 1, siis oleks z paarisarv ja saak-
sime, et x2 + y2a (2k1 + 1)2 + (2kg + 1)2= 2 (mod 4),

kuid 22 = (202 - 0 (nod 4), ais on vdimatu.

Rahuldagu Uhistegurita arvud X, y, z vorrandit (8).
Uldsust kitsendamata vdime eeldada, et x on paarisarv. Siis
y ja z on paaritud, nende summa ja vahe aga paarisarvud.

Seetdttu on vordus (8) samavaarne vordusega

® (ff -

kus nii vasak pool kui ka mBlemad tegurid paremal on tais-

arwud. Olgu ~Z * F j »d, siis d]z ja dly (naida-
tal ), mistéttu d * 1. Kuna seose (9) kohaselt on Uhistegu-
rita arvude 2 }i—’y— ja - korrutis taisarvu ruut, siis
peavad need arvud ka ise olema taisruudud (tbestadal), s.t.

leiduvad positiivsed taisarvud a ja b, nii et

266



2-8-2 . a2, 2.=)C.b2 Ja (Ff , azb2.

Siit saame

(€)) X a 2ab, yaa2-b2, zBa*+ P\.

Otsene kontroll naitab, et valemitega (10) defineeri-
tud X, y, z rahuldavad vorrandit (8 iga ajab korral.
On muidugi selge, et kui x ja y osad vahetada, siis saame
jalle lahendi.

Selleks et y ja z oleksid positiivsed paaritud tais-
arvud ja et oleks (X, y, 2) a 1, on tarvilik ja piisav, et
positiivsed taisarvulised parameetrid a, b valemites (10)
rahuldaksid jargmisi tingimusi:

1) Uks arvudest a, b on paarisarv, teine paaritu;

2)a>b>1;

3 (@ b =1

Seega oleme saanud tulemuse, mille vBime sbnastad?

jJargmise teoreemina.

Teoreem 9.11. 1) Kui X, Yy, z on paarikaupa Uhistegurita
arvud, mis rahuldavad vorrandit (8), siis arvudest x, y on
Uks paaris, teine paaritu.

2) Uhistegurita arvud X, vy, z >0,y 0, z> 0),
millest x on paarisarv, rahuldavad vorrandit (8) parajasti
sile, kui nad on defineeritud valemitega (10):

X = 2ab, yaag—bg, zaa§+b2,
kus a>b ?1, (@, b) al jaarvudest a, b on Uks paaris,

teine paaritu.
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Vorrandi (8) uksikud lahendid olid teada juba palju sa-
Jandeid enne meie ajaarvamist vanaaja matemaatikutele Egip-
tuses, Indias jm., uldlahend. (10) on aga antud Eukleidese
(umbes 300 a- e. m. a.) ja Diophantose (IIl saj. m. a. j.)
toodes.

Edasi tdestame jargmise teoreemi.

Teoreem 9.12. vdrrand

(11)
ei ole positiilvsetes taisarvudes lahenduv.

Toestus  (@jr blk. 309-310).Kasutame taieliku indukt-
siooni meetodit, andes z-le kdikvdimalikud naturaalarvulised
vaartused. Koik tdestuses esinevad sumbolid tahistavad
positiivseid taisarve.

Kui z a9 1, siis on vahetult naha, et diofantilisel Vvor-
randil x£Ic + j'ﬁ » 1 pole positiivseid lahendeid.

Oletame, et z < n puhul pole vorrandil (11) (& jay
suhtes) positiivseid lahendeid, kuid z s n korral on selli-

seks lahendiks x - x0, y » yQ, s.t.
(12)
Vaatleme kahte juhtu.
D Olgu (Q,yQ,n) ad> 1 Siis vorduse (12) vasak

ja jarelikult ka parem pool jagub d4-ga, mistdttu d2|n. Siis
aga
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mis on vastuolus eeldusega, sest taisarv a < n.

2 Olgu (xQ, yQ, n) = 1. Siis teoreemist 9.11 jarel-
dub, et kas 2Jxq voi 2|yQ. Kui 2]xQ, siis valemite (10) ko-
haselt

(13) x2* 2ab, y24aa2-b2, (@ b) =1 yQ - paaritu.

Paaritute arvude ruudud on kujuga 4k + 1, millest jareldub,
et kahe Uhistegurita arvu a ja b ruutude vahe saab vorduda
paaritu arvu yQ ruuduga vaid siis, kui a on paaritu ja b
paarisarv (veendudal).

Seosest a2 a y2 + b2, mis jareldub (13)-st, saame

teoreemi 9.11 tottu, et
a=u" +v°, b=2w, @, v) * 1

Kuna XS a a(2b) ja (@, 2b) = 1, siis tegurid a ja 2b peavad
olema tgisruudud: a=s 2 ja 2b = t2 - Kuna aga b = 2uv, siis
t2 8 4uv. Et (U, V) a4 1, siis vOrdus ~ = uv saab kehtida
vaid juhul, kui u ja v on taisruudud, s.t. u s xa., Vv A ya#

Asendades saadud vaartused vorduses a = u2 + v2

A n ? 0
(€Z)) X} + = s2.

M
Samasusest (12) on naha, et x8< n; peale selle saime, et

, Saame

s2 4 a ja 2alx2. Siis aga s”™ a< x2< n, mistéttu vordus
(14 on vastuolus eeldusega, et vorrandil (11) ei ole posi-
tiivseid taisarvulisi lahendeid (X ja y suhtes), kui z < n.
Kui 2|yQ, siis analoogilise arutlusega jouame samale
vastuolule.
Jareldus. Vorrand

A+ yi = 74
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J ei ole positiivsetes taisarvudes lahenduv.
Toepoolest, kui tal oleks lahend xQ, yQ, zQ (xQ > O,
>0, zQ > 0), siis oleks vorrandil (11) lahend xQ, yQ,

SR N0)
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X. ALGARVUDSB JAOTUMINE

Kaesolevas peatikis kasitleme algarvude jaotumist na-
turaalarvude jadas ja teistes aritmeetilistes progressiooni-
des ning uurime vastavate jaotusfunktsioonide mbningaid oma-
dusi. Margime, et kiUsimus algarvude jaotumisest on arvuteoo-
ria Uks raskemaid ja osalt veel lahendamata probleeme.

Kogu k&esoleva peatiki ulatuses tdhistagu pn jarjekor-

ras n-ndat algarvu, p aga mistahes algarvu.

§1. ALGARVUDE JAOTUSFUNKTSIOON

boliga n:(X) reaalarvu x mitteuletavate algarvude arvu, s.t.
*TOCY =271 *|(plp < X3H-
p*x
Seega on Tr(X) arvuteoreetiline funktsioon, mis on definee-
ritud koigi reaalarvude hulgal ja omandab vaid taisarvulisi
vaartusi. Nimetame teda algarvude jaotusfunktsiooniks.

Funktsiooni a:(x) definitsioonist jareldub, et

t0O) an, kui pn$ x< Pn+l;
eriti on
n(pn) m n.
Funktsioon rc(xX) on mittekahanev katkev funktsioon, kusjuu-
res algarvude hulga I8pmatuse tottu

limm®) s +o00.
X—=*00
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Juuresoleval joonisel on esitatud funktsiooni y = /r(x)
graafik x vaikestel positiivsetel vaartustel. Funktsiooni
katkevuspunktide ja koigi algarvude hulk on UksiUheses vas-

tavuses .

Kuigi *r(x) kasvab koos argumendiga piiramatult, lei-
dub arvtelje positiivses osas kuitahes pikki loike, kus rc(X)

on konstantne. See nadhtub jargnevast teoreemist.

. Teoreem 10.1. Iga tdisarvu n ™ 1 korral leidub natu-
raalarvude jadas vahemik, milles n jarjestikust naturaalarvu

on kordarvud.
J Toestus. Kirjutame véalja n jarjestikust naturaalarvu
(D) + 2, (n+tD)! + 3, (D! + (n+l).
Koik need arvud on kordarvud, sest esimene jagub vahemalt
arvuga 2, teine arvuga 3» eee* viimane arvuga n+l.
Algarvude tabeli vahetu vaatlus naitab, et olemasoleva-

te tabelite piirides leidub isegi vaga suurte algarvude paa-

re, kus algarvud erinevad teineteisest vaid 2 virra. Tabeli
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alguses on sellisteks arvudeks 3 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19;
29, 31. Niisuguseid algarvude paare nimetatakse kaksikuteks.
Esimese 30 miljoni naturaalarvu seas leidub 152 892 paari
kaksikuid. On pUstitatud hipoteese, et kaksikuid on Idpmata
palju, kuid senini pole dnnestunud seda toestada. Leidub ka
neljast jarjestikusest algarvust koosnevaid komplekse, mis
sisaldavad kaks paari kaksikuid. Kui selline kompleks koos-
neb algarvudest
p, p+2, pt6 ja pt8,

siis oOeldakse, et on tegemist nelikuga; naiteks 5, 7, 11,
13; 11, 13, 17, 19; 101, 103, 107, 109; 191, 193, 197, 199.
Esimese 10 miljoni naturaalarvu seas leidub 899 nelikut,
esimese 15 miljoni seas 1209. Koige kaugem teadaolev nelik
saadakse, kui p = 2 863 308 731. Arvatakse, et ka nelikuid
on I6pmata palju.

Kaksikute olemasolu suurte algarvude korral ja tdesta-
tud teoreem nditavad, et algarvud paiknevad naturaalarvude

jJadas vaga ebauhtlaselt.

2T Funktsiooni jt(x) arvutusvalemid. Funktsiooni ft(x)
jJaoks on teada mitmeid valemeid.

Paris lihtne on naiteks kontrollida, et

rcu) = 1+X 1- 1“1 1sin2
n=3 k=2

kus nurksulud margivad taisosa votmist. Siin

n-1 0, kui n on algarv,
1- :222 “inZ ¥w 1, kui n on kordarv.

273
35



Esitatud valemist pole rr(x) vaartuste praktiliseks
leidmiseks siiski suuremat kasu. Teatud mdaral praktilise
valemi annab Eratosthenese meetod (vt. | pt.,84). Nimelt
kui reaalarvu x mitte Uletavate naturaalarvude jadas maha
kriipsutada koik algarvud pi ™ Vx koos nende kordsetega,
silis jaab jadas esinenud naturaalarvudest jarele vaid
*T(x) - je(Vx) algarvu (need, mis on suuremad kui VX) ja
arv 1. See protsess viib valemini

r
(1) ~rx) - rtfvx) + 1=[x] - 2ZL\  +
1=1 LPi1J

P<P 1si <j<k«r PtPJPkJ
kus r on suurim jarjekorranumber, mille korral pr < Vx
(teisiti deldes r = AT(VX)).-
Toepoolest, naturaalarve on jadas kokku [x]- Algarvu
p* kordsete mahakriipsutamise tottu tuleb sellest jadast
dra jatta iga i korral arvu (vaatluse all olevas jadas

on px kordseteks pif 2p+, 3pt, ..., [Ffr]Pi * “PI® on arwlt
[F-1)” Seejuures Pi Pj Uhiskordsed, mida on arvult

[B*™> j*arya”akae maha kahekordselt. Seeparast tuleb lisada

[Fi.Pi] arvu iga ™ Ja ™ kombinatsiooni korral. Sealjuures

[p-PiPiJ;] arvu” m~s on PiPjPk kordsed, lisatakse juurde
kahekordselt ja seeparast tuleb nad uuesti ara jatta jne.

Selleks, et arvutada valemi (1) jargi jt(x) vaartust,

on tarvis teada kdiki algarve, mis ei Uleta Vx.
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Naide 1. Leiame A:(150).

Et 12< VI50 < 13» siia tuleb kasutada algarve = 2,
P2=3. P3=5, P4*7 jap5= 11. Seega r = 5, rr(VI50) =
= 5 ja valem (1) annab

jt(1s0) -5+ 1=150 - (/5 + 50 + 30 + 21 + 13) +
(25+15+10+6+10+7+4+4+2+1) -

+

5+3+2+2+1+0+ 1/+0+0+0)+
O+0+0+0+0) -0=150 - 189 + 84 - 14=

+

= 31,
millest rr(150) = 35. Saime, et 150-st vaiksemaid algarve

on 35.

Jt(x) vaartuse arvutamine valemist (1) nduab rohkesti
arvutusi, sest valemi parem pool sisaldab palju liidetavaid
Allpool tuletame valemi, mis vOimaldab 7C(x) vaartuste ar-
vutamist tunduvalt lihtsustada.

Tahistame sumboliga q?(x, r) reaalarvu x mitte uletava-
te ja algarvudega p”~ ..., pp mitte jaguvate naturaalarvu-
de arvu. Nouet, et naturaalarv n ei jagu algarvudega p"
= 1,2, ..., r) vbib valjendada nii: (n, p-j-..pr) = 1.

Seetdttu vdib cP(x, r) defineerida jargmiste valemitega:

Cp(x, ) = *>£x 1= {n] n$X, (n.pt.py) = 1}].
n
(n,pr .pr)=1

Teoreem 10.2. Kehtib valem

(2)

Toestus. Teoreemi 4.12 kohaselt
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riy, kui (0, pl...pr) =1,
u(d)
e et 0, kui (n, pr-..pr) 4 1.

Arvestades veel, et

1
[f1  nix
nid
Saame
1K@ 3. 51 "(0) b

d'ﬁ’l Pr dlpr o

7. * 1 = cfx, r).
n$x df(n’p[ "pr) (nﬂ)riif(pr)-l

Kui votta pr™ Vx < Pr+v su0 valem (2) annab valemi
(D). Toepoolest, tf(x, r) on algarvudega pi” VX (i =
a 1,2,...,r) mittejaguvate naturaalarvude n $ x arv. Natu-
raalarvudeks n ~ x, mis ei jagu algarvudega p”~ VX, on aga
algarvud poolldigust (Vx, x] jaarv 1 (1 pt., 84, punkt 2).
Seega vaadeldaval juhul

<pX, ) = fFU) - M(Vx) + 1L

Selleks et veenduda valemite (1) ja (2) paremate poolte Uh-
timises, tuleb arvestada jagajate d kuju ja Mobiuse
~N—funktsiooni definitsiooni (vt. 1V pt., §4).

1870. a. tdestas saksa matemaatik D.Meissel teoreenmi,
mis lubab arvutada 2T(X) vaartusi marksa vaiksema vaevaga

kui seda voimaldab valem (1).
Teoreem 10.3 (Meissel). Olgu tahistatud 5T( VX)) = r ja
Tz (Vx) = s. Siis
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@ ar(x) = cfx, N + S

tNs -THD@rT =D N () -

i=r+l
Toestus. Kasutatud tahistuste tottu on

@ pr hi <pr+lc Pr+2< ... < P3«< <P 3+r

Olgu M hulk, mille elementideks on naturaalarvud n ™ x, mis
ei jagu algarvudega p ™ vx. Siis hulka M kuuluvad: *) arv 1;
2) kdik algarvud poolldigust (&i, x]; viimaste arv on

7T(X) - rt{ \/3x) = r(X) - r; 3) teatud kordarvud, mille va-
himaks algarvuliseks teguriks on algarvud hulgast (vt. teor.
1.20)

([©) Pr+1” pr+2* ps*

Maarame hulka M kuuluvate kordarvude arvu. Kuna p},. > X,
siis (4) tdéttu sisaldavad hulka M kuuluvad kordarvud pera-
jJasti kaht algarvulist tegurit, s.t. nimetatud kordarvude! on
kuju Piﬂ?, kusjuures vahim neist, olgu see P;» kuulub kind-
lasti hulka (5). Sealjuures

(6) PiPj ~ x.

Tarvitseb leida kdigi selliste korrutis te arv. Vorratuse (6)

tottu on
(7) Pi * Pj * *-

lga p» korral, kus rc i $ s, on tingimust (7) rahuldavate

algarvude pj arv vOrdne

MNFr)- e +1.n[~) -1 *1

ja seega korrutiste p.pJ.ehk kordarvude arv hulga3 K vorduc
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k) -1 ")

- H f r.H cotorr an -
i=r+l 1 (

i=ri1 a1
Seega saame koigi hulka M kuuluvate naturaalarvude arvu
h(x, r) jaoks valemi

pX. rr-1 +X>) -re Xn(r) - @-,2r+2 -
1=+1

3

*a(x) + lA(p—)" o "r+1a+r - 2*
i=r+

Siit saamegi seose (3).
Margime, et viimast summat valemis (3) vOib esitada ka
kujul

9x<p<Vx 1)

Naide 2. Kasutades Meisseli teoreemi, leiame 1200 mitte
uletavate algarvude arvu.

Antud juhul x = 1200. Arvude \?IZUO = 10,6... ja
V12700 = 34,6... vahele kuuluvateks algarvudeks on 11, 13»
17, 19, 23, 29 Ja 31; r = (Y1200) = 4, s = /r(VT200) =
=1; Ms—-r+ 1D +r -2 an*8*13 = 52. Arvutame vii-
mase summa valemis (3):
z*(£) -3.21 n(f) =a(® . *a, M,

1=r+l - VX<p<Vx

+*(1220) + s (~) +/r (") +nolw) +

+TTMN) =29 + 24 + 19+ 18 + 15 + 13 + 12 =

= 130.
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Suuruse (X, ) = <p(1200, 4) arvutamiseks kasutame vale-
mit (@):

@200, 4= 227 (F2]~d =PFf22] "
d] 2-3*5*7

1f00], p200j _[ip].- [1]00] T 12001

-i[ 1 -|[ Pl (713

_ r12001

¢im * im i ffr] + YATN

1200 - 600 - 400 - 240 - 171 + 200 + 120 +
+ 8 + 80 + 57 + 34 -4 - 28 - 17 - 11 + 5 =
= 1781 - 1507 = 274.

Seega Tr(1200) = 274 + 52 - 130 = 196, s.t. 16igus [I, 12003

leidub 196 algarvu.

Valemi (3) kasutamisel on kdige enam vaevandudvaks
tooks <F(x, m) arvutamine (valemis (2) on liidetavate arv
2r). Selleks et suuruse ®¢(x, m) arvutamist lihtsustada,

vOib kasutada jargnevas tdestatavaid rekurrentseid seoseid.

Teoreem 10.4. Kui lugeda if>(x, 0) = [X]", siis iga

r = 1,2,... korral
(8) (I)(X, I’) = tp(x, r - 1) _ r - 1)*

Kui [X] = tplp2...pr + s, kus t ja s on mittenegatiiv-

sed taisarvud, siis
(©) p(x, r) = tif>lp2...pr) + p(3, 1)

ja valemis esinev Euleri cp-funktsioon
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~(p~g.-.py) A (PL- 1)(P2 - D...(Pr - A~
Toeatua (9], Ik. 61-63). Ekaiateerib (f(x, r - D
naturaalarvu n ~ x, mia on Uhistegurita algarvudega
P~, p2. ..., Pr 4" Neiat naturaalarvudeat tépaelt
, r - 1j jagub algarvuga pr, seat nimetatud
cp(X, r - D naturaalarvu hulka on arvatud pp kordaed hpr
"ME£h$ mille korral (h, P-|P2»e»Pp..”~) = 1* Seega keh-

tib valem (8).

Valemi (9) toeatamiaeka arveatame, et arvude
10) 1, 2, ...» PHP2*Pj» eeen tp™p2...p°,
hu.lgaa on tépselt t@@P-|P2»=*Pr) arvu, mis on Uhiategurita
korrutiaega p.|P2..»Pr, aeat iga taielik jadkide alateem
mod P~P2,**Pr aisaldab cp(plp2...pr) aelliat arvu (arvud
(10) vOib jaotada t téaielikuks jadkide susteemiks). Selleks

et arv
an tpip20..pr + u u=12,...,9
oleka Uhistegurita korrutisega pl...pr on tarvilik ja pii-
sav, et see omadus oleks arvul u. Uhiategurita arve (11) on
aeega <f(a, r). Saamegi valemi (9).

Kaide 3. Kasutades rekurrentaeid valemeid (8) ja (9,

leiame naitee 2 kaautatud auuruae g?(1200, 4):
<f(1200, 4) 5<Ff(2*3*5*7) + (F(150, 4) = 240 + <p(150, 4),

~(150, 4) CF(150, 3) - tF2L, 3) =
574 (30) - $(21, 3) = 40 - cp(2l, 3),
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tf21, 3) * <f, 2) - Cf4, 2 *
» 3iBER) + <FB, 2) - cf@, 2) - 6;
H(1200, 4) * 240 + 40 - 6 a 274.

Margime lopuks, et peale Melsseli valemi (3) on teada
valemeid ?r(X) arvutamiseks, kas n(x) avaldub suhteliselt
vaikeste rc(y) vaartuste ja <f(x, r) kaudu, r » \r/]Y) ja
n > 3. Sellised valemid nduavad vaiksema hulga algarvude ja
Tr(y) vaartuste teadmist, kuid on marksa keerukamad kui va-
lem 3)-

Valemi (3) abil on leitud /c(109) = 50 847 478.

Har lutusil esandeid ¢

10.1. Arvutada Meisseli teoreemi abil arvust 2000
vaiksemate algarvude arv. Valemis esinev suurus <f(x, r)
leida rekurrentsete seoste (8) ja (9) abil. Tulemust kont-
rollida algarvude tabeli jargi.

10.2. Kui palju liikmeid tuleks leida

a) fz(2000) arvutamisel valemist (1);

b) <F(2000, rc(\?ZoC)O)) arvutamisel valemist (2)?

10.3* Arvutada /r(3000).
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82_ JAOTUSFUNKTSIOONI HINNANGUD JA
ASUMPTOOTILISED VALEMID

Arvutamine eelmises paragrahvis toodud valemite jargi
muutub seda tulikamaks, mida suurem on x. Pealegi ei vOi-
malda nimetatud valemid uurida tapsemalt funktsiooni Tr(x)
kasvamise iseloomu, naiteks kasvamise keskmist kiirust. Sel-
les suhtes on mugavamad asiUmptootilised valemid, millest tu-
leb juttu kaesolevas paragrahvis. ToOestame eelnevalt jargmi-

se teoreemi.

Teoreem 10.5 (Tseb63Sov). Eksisteerivad konstandid a ja
b, kusjuures O <a”~1 ja b > 1, nii et iga x ™ 2 korral

kehtivad voérratused

(1) a Tn x A ,(X) b Tn— X_ -

Toestus ([1]1, 1k. 334-337). 1) Hindame kdigepealt
avaldist T(X) - 2T("), kus funktsioon T(x) on defineeritud

IV peatiki 2. paragrahvis, s.t.

(@) TX) = Inn = 1n[x)! =X (In P)f + 2+ ).
n8x p K p
Eeldame, et n ~ 3. Siis
2n n
T(2n) - 2T(n) = ~ Ink -7 1Ink-=
(j ) k=n+1 k=1
= 1In + In + ... + In SJ3S>(n+1)In 2,

sest In ~p-~In 4 - 2 In 2 ja lUlejaanud liidetavad

In a In(l + S) ™ in 2. Teisest kuljest
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ifSfi- - 0fn< 1 + Olj en + .+ 01”7 . (1 + 1)2n =220
ja seega

() T2n) - 2T(n) = In nlni < 2n In 2.

Votame suvalise x ™ 6 ja valime n nii, et 2n”™ x <
<2(n+l). Kuna T(X) on mittekahanev tikati konstantne funkt-
sioon, siis T(X) on vordne kas arvuga T(2n) voi on sellest
In(2n+1) vorra suurem ja T(™) = T(n). Seetdttu

T@) - 2T ~ TGY - 21D $ T@n) - 2T(n) +
+ In@2n+1).

Arvestades hinnanguid (3), (4 ja vOrratust n+l > ~ , saame
® T) - 2T(HD ~ (n+) In 2> X ,

® TC) -2T(D $ 2n In 2 + In(@2n+1) « x In 2 + In(x+1)<
c x(In 2 + D).

2) Hindame n(x) alt. Valemist (2) saame
@ T()-2T<8b P)((ff] -*feH[?]1-2["]1)*-)-
p$x F

Kui pk > x, siis liidetavad vorduvad nulliga.

" [T

Need liidetavad aga, kus p~ $ x, ei Oleta 1. Toepoolest, iga
reaalarvu oi korral oi - 1< ~Noc ja seega [@O] - 21y] <

<0C- 2(* - D a 2. Seega avaldises (7) on In p kordajaks
s

“p - é£ & ¢l - 2bppd 4B
kus liidetavate arv s on madratud- @ingimusega pa ™ x. Viima-

ee vOrratuse logaritmimisel saame, et sln p $ In x, millest

283



8M* . «p< J»

*) - 2™ 4 1H P peiInl ™~ 1m > In I
P<x psx

Arvestades hinnangut (5) saane silt

/T In x £ X,
Bete

2 2
/TX) > a , kus a--g- < L

VOrratus on tdestatud x ™ 6 korral. On selgt, et konstandi
a rahendamisega saab vorratuse muuta kehtivaks kolkide x » 2

korral .

3) Hindame rr(x) ulalt. Kuna vOrduse (7) paremal poolel
on kdik liidetavad mittenegatiivsed, siis jattes neist ara
need, kus p $ X , me el suurenda summat. Sealjuures Jlejaa—

nud liidetavatee on In p kordajaks

(@] - 2fel) +{[7] - 20i7D)+ eoe>d-

sest )—;<p< X, X >6 jJaseega 2p > X, p2>—21 >x ,
2p2> X, p%> X, ... Seosest (7) saame
T) -2T1(PD> 51 Inp>Inf y~ 1=
8§<P*x F<PSX
= (A:0 - /T(H)In] .
Liites viimase vOrratuse mdlemale poolele /r(x)In 2, mis on

vaiksem kui  x In 2, ja kasutades hinnangut (6), saame
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rtQGYIn X - rr(Plal < 7xX) - 2T(]) + xIn 2 <

< x(2 1» 2 + 1) m cx,
kus ca 2 In 2 + 1. Arrestadee, et kollalt suure s korral
mn = 0, saame viimast vOrratust korduvalt rakendades

rcIn x&ex + sHPINM 1 Y cex + € + /rpjin <...

(ro =

<ecx(1+MN+-lg+ ..) m2cx
Téhistades b = 2c = 22 In 2 + 1), saame x > 6 korral

N (xX)<bITI-
Eui konstanti b suurendada, hakkab vOrratus kehtiaa ju-
ba alates vaartusest x * 2. Teoreem on tdestatud.
Votnud T(X) - 2T(2) asemel avaldise

TCO - 1) -CD - TD +
toestas P.L.TsebdSov 1850.a., et teatud (killalt suurest) x
vaartusest alates kehtivad vOrratused (1), kus a = 0,921,
b = 1,106. Peale selle tbestas TsebdoSov, et kui eksisteerib

piirvaartus

AT gD
siis see vordub Uhega. Piirvadrtuse olemasolu ei 6nnestunud
tal aga naidata. Alles 1896.a. tdestasid J.Hadamard ja de la
Vall£e Poussin teineteisest sdoltumatult, et nimetatud piir-
vaartus eksisteerib. Tdestus nduab kompleksmuutuja funktsi-

ooniteooria kasutamist. 1949.a. andeid taani matemaatik
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A. Selberg ja ungari matemaatik P_Erdbs '"elementaarse” toes-
tuse, mis ei kasuta kompleksmuutuja funktsiooniteooriat. See-

ga kehtib asumptootiline valen’

1
(8) o .
Teisiti voib tulemust tolgendada nii: kullalt suures 1digus
[1,x] on algarve ligikaudu “fi'x °Sa kdikidest naturaalar-
vudest.

Suhet ”:)?(). , kus x on naturaalarv, voib nimetada
algarvude keskmiseks tiheduseks 1digus [1, Xj- Kuna vOr-
ratusest (1) jareldub, et

lim =0,
=00 X

siis algarvude keskmine tihedus kdigi naturaalarvude hulgas
on null.

Peale valemi (8) on teada ka teisi funktsiooni ~r(x)
asumptootilisi valemeid. 1808.a. leidis Legendre empiirilisel

teel, algarvude tabeli uurimisel, jargmise ligikaudse valemi:

~Inx - 1,08366 *
Samal viisil sai Gauss valemi
@ (
0 2
TSebdsov pdhjendas aastatel 1849-1852 nende valemite kehti-

vuse, tOestades uUhtlasi, et valem

(10) B k- a

Meenutame, et f(X) ~ g(xX) mingi piirprotsessi suh-

tes, kui selles piirproteessis lim X 3 1*
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on suurte x vaartuste puhul kdige tapsem siis, kui a = 1.
Lahtudes sellest, et valem (8) kehtib, naitame ka vale-

mi (9 kehtivuse, s.t. tlestame, et-
_ X _dt .
lin (¢ 5 jJpil- I
X—*00 >

Selleks tarvitseb naidata, et

X—» 00 2

Kasutades L"Hospitale*i votet saamegi

1 rn: = i —-L - 1In =
TN B ™ M G T T

LB Ry = L

Osutub, et Gaussi valem (9) on valemist (10) marksa tipsem.

Ulevaate valemite (8) ja (9) tipsusest annab juuresolev ta-

bel, mis on pohiliselt koostatud A.E.Inghami raamatus

X X
X A:09 S |gtt SiInt - In x
2 2
103 168 177 0,94 1,159
104 1229 1245 0,98 1,132
105 9592 9629 0,996 1,104
106 78498 78627 0,9983 1,084
5* 106 348513 348637 0,9996 1,075
107 664579 664917 0,9994 1,071
108 5761455 5762208 0,99986 1,061
104395301 6000000 6000535 0,99991 1,061
109 50847478 50849234 0,99996 1,053
1010 455052512 455055613 0,999993 1,048
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(A.E_VWHram. PacnpegeneHve HpOBTbIX uucen, M.-/1., 1936) too-
dud tabeli pdhjal; NI (1010) vaartos on vbetud W._Sierpinski
raamatust (B.CepwrackHini. Yto uh 3Haem n 4yero He 3HaeMm O
NPOCTHX wkcnax, M.-A., 1963) 1k. 29. Tuleb mérkida, et ni-
metatud raamatus, samuti Opikus [2], Ik. 274 on rr(10™)
vaartuseks margitud 50 847 534. Kaesolevas tabelis toodud
vaartus on antud peale Inghami raamatu ka naiteks raamatu-
tes [5] , bk. 105 ja [9] > Ik. 61. Tabeli kolmandas veerus
oleva integraali vaartused (Umardatuna taisarvudeks) on
1969.a. lle kontrollitud THO elektronarvutil Ural-4n. Alt
kolmandas reas on esitatud vastavad andmed suurima algarvu-

de tabeli viimase arvu kohta (vt. 1 pt., &4, punkt 2).
Margime, et valemist (8) vOib saada asiUmptootilise
valemi ka n-nda algarvu pQ jaoks. Selleks lahtume seosest

M Xy 14 crgo,

mis on I6pmata vaikese ot(xX) korral samavaarne valemiga (8)-

Logaritmimisel saame
1Ina(x) +In Inx - Inx = In@ + oc(x)),

millest

Infc(x) 1 In (1 +ot()) _ In In x
In x In x In x

Ja

Nuud leiame

lim "™-r4 v m lim ~r - 1.
X— ,0 H(X) In ﬂJ(—x) x—»oo B In x x-*00 In”"Cx)
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Kui vOtame siin x = pa, siis viimane vOrdus omandab kuju

lip, e =1
nitb ¥ h T
ehk |

611} L Pn—="n In n.

Tuleb mainida, et valem (11) ei ole eriti tapne. Tema
rakendusena arvutame naiteks algarvu pg 0Q0 00g ligikaudse
vaartuse. Naturaallogaritmide tabelist leiame

In 6 - 1, 791 759 47,
In 106 = 6 In 10 » 13,815 510 56.
Seega In 6 000 000 « In 6 + In 106 = 15,607 270 03 ja

n In n a 93 643 620.

Vorreldes saadud tulemust pg qO0Q Og tépse vaartusega
104 395 301 naeme, et relatiivne viga on ligikaudu 10 %. On
muidugi selge, et n piiramatul kasvamisel relatiivne viga

1aheneb nullile.

§ 3* EULERI VALEM. ALGARVUDE POORDVAARTUSTE
REA HAJUVUS

Kaesolevas paragrahvis esitame veel méningaid tulemusi,

mis on seotud algarvude jaotumisega, eriti aga iseloomusta-

vad algarvude "tihedust" naturaalarvude hulgas.

1 Eulerl tdestus algarvude hulga Idpmatuse kohta.
Euleri valem. | peatiki 4. paragrahvis tfestasime, et alg-
arve on lIdpmata palju (teoreem 1.21). Esitame nilid nimeta-

tud teoreemile Euleri tdestuse, mis kasutab matemaatilise
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anallidsi aparatuuri ja pani aluse analtiutilisele arvuteoo-

riale. .
.0
—jr koondub ja kehtib
k=0 P*
valem
1
(1) —n =1+" +4 +***“21“

277

t B 1

Oletame, et algarve on vaid 16plik hulk:

P-j» ?2» eee» Pn*
Kirjutame vélja valemid (1) kdikide algarvude jaoks ja kor-
rutame saadud n seose vastavad pooled. Vasakul saame

n

MNn 1T 71TX
A=1 Px

paremal aga absoluutselt koonduva korrutisrea, mille uld-

liikme voib esitada kujul

1
@)
J*1 *2 *n
P1 p2 e,,Pn
kus ], a2, o<n on suvalised mittenegatiivsed taisar-

wud. Kuid aritmeetika pdhiteoreemi (teoreemi 1.33) kohaselt

saab iga naturaalarvu esitada thesel viisil kujul

oL <2 d3 a
P1 p2 P3 -“Pn * sest nagu me eeldasime, leidub ainult n

algarvu pj, p2, ..., pQ. Jarelikult uldliikme (2) vOib esi-
tada ka kujul o kus m on mistahes naturaalarv. Et liikmed
kujul (@) on kdik Uksteisest erinevad, siis vdib ridade (@)

korrutise esitada kujul

8

3 X
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kusjuures meie arutluse kohaselt on see rida koonduv. Kuid
matemaatilises analllsis tdestatakse, et saadud harmoonili-
ne rida hajub. Jarelikult oletus, et algarvude hulk on 16p-

lik, el pea paika.

Teoreem 10.6. Kui s > 1, siis kehtib nn. Euleri valem

LUSLY Bt g

Toestus. Lahtume valemist
1 - 1 1 1
SR bt e
ja kirjutame ta valja kdikide algarvude plt p2, ..., Pn
jJaoks, mis ei Uleta mingit etteantud naturaalarvu N. Korru-
tame koikide saadud valemite (3) vastavad pooled. Kuna kor-
rutatavaid ridu on 18plik hulk, siis korrutisrida on abso-
luutselt koonduv ja tema liikmeid vOib valja kirjutada suva-
lises jarjekorras. Arvestades seda, paigutame korrutisrea
liikmed kahanevas jérjekorras. Saame tulemuseks seose

84 r~1 1 1 19 1 Z1 11 7
T = 14 4G 4 “E 4+ eee + 7B 473 4 N .
172 2" " 3 i8N T8
X—1 px
kus esimesed N liiget vorduse paremal poolel on jéarjestikus-

te naturaalarvude 1, 2, 3 4, ..., N pOordvaartuste s-ndad

astmed, sest naturaalarvud 1, 2, ..., N on kdik esitatavad

i < <n
kujul p?' p2 ...pn . Arvude N1> N + 1, Ng”™ N1+ 1, ...
seas ei esine enam koiki jarjestikuseid naturaalarve (nai-

teks ei esine Pn+l)- Kui s > 1, siis rida

1 1 1
**e
trmr i+
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koondub ja seeparast vdib iga kuitabee vaikese positiivse

reaalarvu 1 jaoks leida naturaalarvu H, nii et

1 1
(H+1)8 (H+2)8
Siis aga ammugi

Za + Ha + eee N N o
) 2 ~ B}
Seega valemist (4) jéareldub, et I6pmatu korrutis F---
1" Ta
koondub. Minnes valemis (4) lUle piirile n—*-00 ja arvestades,
et siis ka H—» 00, saamegi Euleri valemi. Euleri valemis
esinevat summat, vaadelduna s funktsioonina, nimetatakse

Riemanni dzeetafunktsiooniks ja tahistatakse ~(s). Seega

m=1
Euleri valemi abil ja ~-funktsiooni uurimise alusel on

saadud algarvude kohta Usna kaugeleulatuvaid tulemusi.

2. Algarvude poordvaartuste rea hajuvus. Kaesoleva pa-
ragrahvi 16pul tdestame veel algarvude jargmise téhelepanu-

vaarse omaduse.

I Teoreem 10.7. Algarvude poordvairtuste rida

?2+5+5+7+ /1 + eee
A=1 n
hajub.
Toestus. Valem (3) kehtib, kui s = 1. Seega kehtib
s « 1 korral ka valem (@), mis on esimesest tuletatud. Va-

lemist (4) jareldub, et
n N



tois n on naturaalarvu N mitteluletavate kolkide algarvude

Pi» e, pn arv. Laseme H piiramatult kasvada: N —meo; siis

fis n # 00. Bt harmooniline rida hajub ja tema summa on + 00,

siis hajub ka korrutis | | — — Jja tema vaartus on + 00 .

Nn-1 1~K
Siit jareldub, et hajub rida
06

X (InQ- J»inl‘lr V e

=1 X»1 1 “ px
kusjuures tema summa on + 00. Arendame — In(1 - ~) ritta,
arvestades, et e <1* Saame X
X e X
®©
Rea 2 liikmed on suuremad kui positiivsete liikme-
el x

tega hajuva rea vastavad liikmed. Seega hajub ka rida

K larl4a _
ToOestatud teoreemist jareldub naiteks, et kullalt suu-

red algarvud paiknevad reaalarvude hulgas marksa tihedamalt

kui naturaalarvude astmed reaalarvulise astpndajaga s > 1.

Toepoolest, rida koondub, kui s > 1.

84 . ALGARVUDE JAOTUMINE ARITMEETILISTES
PROGRESS IOONIDES

Analoogiliselt sellega, nagu uurisime algarvude jaotu-
mist koigi naturaalarvude hulgas, vOime uurida algarvude

Jaotumist aritmeetilistes progressioonides. Kaesolevas pa-
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ragrahvis aimame Ulevaate mdnedest sellel alal saadud tu-
lemustest.

Vaatleme jada {antb}, kus a ja b on Uhistegurita tais-
arvud (a > 0), n aga naturaalarvuline muutuja. Nagu marki-

sime juba 1 peatikis, tdestas Dirichlet (teor. 1.30), et

iga selline jada sisaldab 16pmata palju algarve.

Dirichlet kasutas oma teoreemi tdestamisel erilisi ar-
vuteoreetilisi funktsioone %(n), mida nimetatakse karakte-

riteks . ja neid funktsioone sisaldavaid ridu (Dirichlet”
L-read)

kus s on kompleksne argument (erijuhul, kui /£(n) = 1 iga
n korral, saame dzeetafunktsiooni £(s)).

Karakteriks mooduli a jargi nimetatakse funktsiooni
%(n), mis rahuldab jargmisi tingimusi:

D X(D * 1;

2 %(c) =0, kui (¢, @ > 1;

3 %d)a X(°)X(d) iga c ja d korral (tugev mul -
tiplikatiivsus);

4H X)) » %w(d), kui cs d (mod a).

Dirichlet* téestus kasutab asjaolu, et karakteritel
on Uks ja sama vaartus koikide arvude korral, mis on moodu-
li a jargi kongruentsed, s.t. kuuluvad Uhte ja samasse
aritmeetilisse progressiooni vahega a.

Uksikutel erijuhtudel (Jadad {4n-1}, 4n+1), (6Gn+l])

on Dirichlet” teoreemi tlestus lihtne (vt. nait. [1], Ik.
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356-358). 1949.a. leidis A.Selberg teoreemile ka uldjuhul

elementaarse tdestuse.

Analoogiliselt jaotusfunktsioonile sa(x), mis naitab
arvu x mitte Uletavate algarvude arvu kdigi naturaalarvude
jadas, vOib defineerida algarvude jaotusfunktsiooni arit-
meetilisel progressioonil {an+b}. Tahistame reaalarvu x
mitte Uletavate algarvude arvu aritmeetilises progressioo-
nis (antb), kus (a, b) =1, sumboliga n(x, a, b). Dirich-

let” teoreemist jareldub, et
7t(x, a, b) -» 0o , kui x -» 00 .

Ka siin huvitab meid jaotusfunktsiooni asUmptootiline

hinnang. On tdestatud, et

@D |

kus cp(@ on Euleri Cf-funktsioon. Arvestades funktsiooni

TC(X) asumptootilisi valemeid, vdime kirjutada:
C ncx. a, b)) ~-n~ j~
2

Ja
£ ftx. a, .

Valem (1) naitab, et fikseeritud a korral on kbéikides pro-

gressioonides {an+b}, mis erinevad Uksteisest vaid b poolest
ja milles (@, b) = 1, ligikaudu Uhesugune hulk arvu x mitte
uletavaid algarve - keskmiselt —1Q0- % koikidest algarvu-

dest Idigust [1, Xj-

Aritmeetiline progressioon kujutab endast lineaarse

funktsiooni f(t) = at + b vadrtuste jada argumendi jarjes-



tikustel nsturaalarvulistel vaartustel. Voib aga vaadelda

ka kdrgema astme polinoome, naiteks ruutpolinoomi
f() » at2 + bt + ¢

argumendi tdisarvulistel vaartustel, eeldades uUhtlasi, et
(@, b, c) * 1. Peab aga uUtlema, et pole dnnestunud tdesta-
da Uhegi kdrgema kui esimese astme polinoomi f(t) korral,
et jada (f(n)} sisaldaks Idpmata palju algarve. Pole ka
tdestatud, et ta sisaldab vaid I8pliku hulga algarve. See
on Uks seni lahendamata probleemidest. Isegi kdige lihtsa-
ma jada {n2+1} kohta el saa midagi Gelda. Véhemalt alguses
sisaldab ta Usna palju algarve: esimese 3000 liikme kohta
on neid loendatud 300.

Analoogilist huvi pakub ka naiteks lahendamata prob-
leem, kas leidub I6pmata palju algarve Fibonacci arvude ja-
das

1, 1, 2, 3, 5,8, 13, 21, 3#, ...,

kus iga jargnev arv on kahe eelneva summa (un+l » N+,
ul=u2m 1).

LOpetades kaesolevat peatikki ja Uhtlasi kogu kursust,
margime, et arvuteoorias leidub hulgaliselt lihtsalt sBnas-
tatavaid lahendamata probleeme, sealhulgas eriti ka neid,
mis on seotud algarvudega ja nende jaotumisega. Mdningate
lahendamata probleemide loetelu vdib leida dpikust [I], Bk.

367-368,ja Ulesannete kogust [2J, Ik. 57-60.
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HARJIJTUSUbESANNETE VASTUSED JA NAPUNAITED

1.1.ba 18, r = 115. 1.2.233* 1.3. Olgu vaadeldav
arv N a 0 4a + 103b + 102c + 10d + e. Parast Uhe numbri Um-
berpaigutamist saadav arv N = 104b + 103c + 102d + 10e + a
esitada kujul 10N - 99999a. 1.4. Esitada korrutis kujul
n(n+l)(n+2) + (—-1)n(n+l) ja naidata, et kumbki liidetav ja-
gub 6-ga. 1.6. nC— n = (n—l)n(n+1)(no+l) =
= (-2)(n-DHn(n+1)(n+2) + 5(n-1)n(n+1). Naidata, et kumbki
liidetav jagub 30-ga. 1.7. @ 17; b) 7429; c) 437; d) 1.
1.8. x = -6, y = 11. Seose saamiseks avaldada Eukleidese
algoritmi eelviimasest vordusest d. Sellele eelneva vorduse
abil avaldada d suuruste rk 2 ja kaudu jre., kuni 16-
puks d on avaldatud a ja b lineaarse kombinatsioonina.
1.9. Kasutada teoreemi 1.14. 1.10. a) 1 110 111; b)
b) 177 480 177; d) 96 577. 1.11. Kasutada taieliku Indukt-
siooni meetodit ja teoreemi 1.16. 1.12. Ngpundide: Esitada
arvud n kujul: n =3g+tr, r =0, 1, 2. 1.13« Tdestus on
analoogiline teoreemi 1.29 tlestusega. 1.14» 23*33*H54*73*
112 .17*23*37; jagajate arv on 7680. 1.15. 1, 2, 4, 8, 11,
22, 44, 88, 121, 242, 484, 968.

2.1. [1, 1, 2, 1, 1, 6, 1, 137, [, 1, 2, 1, 1, 6, 2].
2.2.[2, 2, 1, 4, 1, 1, 6, 20, 2]. 2~. iLA-
v Fh lefe %"’ Paaritu elementide arwu korral
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jJaab ara eelviimane lahismurd; Ulejdanud lahismurrud jéaavad
muutumatuks. 2.7. & x = 17 + 35t, y =44 - 97t; b) x =
=6+ 19t, y4a-2- 10t. 2.8. 31 raamatut 23 kop. tikk,

17 raamatut 38 kop. tukk. 2.9. 17, 111; 35, 86; 53, 61; 71,
36; 89, 11. 2.10. Kui x on kasutatavate pikemate torude arv
ja y lihemate torude arv, siis x = 8, 15, 22, 29 ja vasta-
valt y = 61, 49, 37, 25. Kui tahetakse sailitada voimalikult
palju pikemaid torusid, siis tuleb vitta x = 8 jJay = 61.
2J1. 8 1., 21, b 3., 1, 1, 1, 6)], o [65.(1, 1,
3,5 3,1, 1, 100], d[1.2, 2, 2, 1, 12, D)], e) [-1,
2,(31. 2n2. [1, 2,3, 1, ...]. 2.13.1l, \e -1l \ <

* 33™5 < 0,000031- iUi- f88. 211. &) b) -2+V3,
©) 9+V89, d) -5+V29, €) V57, ) V99- 2.19. a) [3,(l-
1, 4, 1)], b [0,@, 1, 4, D], o [-1,@, 1, 4, D].
2.20. 10,9, 2)1. 2.9, 2)]- 2.21. vahimad lahendid:
ax=2, y=1; b)x=17, ¥Y=3; © x =649, Y = 180;
d) x =500 001, y=53000; € x» 99, Y =10

3.1. a4, b) 3» ©) 2. 3.2. a) Tahistanud cos +
+ i1 sih—-=2z, saame zn = cos 1Z+ i1 sin/l = - 1 ehk
zn + 1= 0. b) Napuniide: kasutada seost sin 3ip = 3 sinif -

- 4 siep . 3.4. Napuniide: Votta £ = " ja valida b = —

* 23
edasine on analoogiline tekstis toodud naitega.

£J..18; 4836. 4 2. 201 110; 476 377. 1~. Erinevaid
jJagajaid on kas 28 voi 2. 4.4_ 18. 16 875. £13. Na-
pundide: uurida ndutud kujuga arve ot vaartustel O, 1, ...
iia- x =6, y=5, z» 4. 4.10. 165. 4.11. 2116.358.528.
«719%1110.139-177 «196 “235“294*313*373 .412 -432 “472 -532*61.
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«67«71.73-79*83*89%97*101.103«107*113.  4,12. 490. 4.14. 14B.
4054. 4.16. 999 . [222] - [0] * [22*] . 686. y b

400 - [400] - [470] + [100]1 = 133. 4.18. 400. 4.19. 500.

1120 8700. 4.21. 40 arw: 10, 30, 70, 90, ..., 970, 990.
42,3 cp(m). 4.24. Esimene juht leiab aset, kui (m, 2) « 1,
teine, kui (m, 2) * 2. 4.26. Napunidide: Kasutada <L(a) aval- -
diat kujul cp@m) a PAL"1@L-1)...Pon1~ (pn-1).

Is2- 83- 5.4. 70. 5.5. 61. 5.7. a) Tulemus on eba-
6ige. b) Tulemus on ebadige, kuid kontroll moodulite 9 ja
11 jargi seda ei avasta. 5.9. Jagub. 5.10. 56. Napunaide:
Siina=34, m= 110, (@, m) = 2. Et jagamisel tekkiv
jJaak on paarisarv, siis otsida teda kujul 2x. Parast kongru-
entsi 2»17.34”™ = 2x (mod 110) mdlemate poolte ja mooduli
Jagamist 2-ga saame juba rakendada Euleri teoreemi. 5.11.
Napunaide: Kasutades Euleri teoreemi nadidata, et kongruents
kehtib eraldi moodulite 37 ja 73 korral. Seejarel rakendada

teoreemi 5.14.

6.1. a) x=5 (mod 6); b) x=2 (mod 5) jax= -2
(mod 5). 6.2.a) x=-1 (mod 5) jaxs -2 (mod 5). 6.3.
a) x=30 (mod 77), b) xs 21 (@mod 67), ©) x= 7 (mod 25).
6.4. @) x= 8L (mod 337), b) x = 51 (mod 360). 6.5. x = 16
(mod 36). 676. a) x sk 200 (mod 551) enk x = 200, 751, 1302,
1853, 2404 (mod 2755); b) x "8 (mod 33). 6/£. a) x s
=283 (mod 385). 6/B. ¢) Xs 1157 (mod 1860). 6.10. 353 +
+390t, kus t=0,1,2, ... 6.11.a x=2 (nod 3); b) x=
=3,4 (mod 5); ©) x=2 (mod 7); €) Parast lihtsustamist:
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2x2 - X = 5r 0 (mod 11); lahendid: xr 2, 4 (mod 11);
Parast lihtsustamist: 2® + 4x™ + x + 5=0 (mod 11), lahen-
did: x = 3, 5 (mod 11). 6.12. a) x = -13, -10, -4, 2, 5, 11
(mod 30); ©) X HIN6 (mod 125); d) x =2102 (mod 74);

€) x =70, 124, 223 (mod 225); ) x =-757, -163, -1, 593,
1187, 1349 (mod 22-33*52).

7.6. =1, kui p- 12 + 1; = -1, kui p>12 % 5.

7.7. Jagajateks vdivad olla vaid algarvud 2, 3 ja algarvud
kujuga 12+1. 178. &) Ei ole, b) on, ©) on. 7.9. Napu-
naide: Asendada kongruents ekvivalentse slsteemiga algarvu-
liste moodulite jargi. O Lahenduv, b) lahenduv, c©) ei
ole, d) ei ole, ¢€) lahenduv, T) ei ole. 7.10. a) +l,

b) -1. 7.11. a) -1. 7.12.b) x« + 17 (mod 37); ©) x B
=437 (mod 97); d) x= t 30 (mod 67); e€) x =t 40

(nod 101); F) xB =50 (mod 113). 7.13. & x= + 37, t 91
(mod 256); b) xs + 32 (mod 125); ©) x B + 19 (mod 343);
d x*=+16, + 19, + 26, + 44 (nod 105); €) x B * 1, + 15F
+ 37, 41 (mod 104); ) xs = 17, + 37 (mod 90).

+

I+

8.1. Napunaide: Kasutada vastuvaitelist toestust. 8.9.
a 12; b) 36; ©) 1992. 8.10. Mooduli 13A jargi on algjuu-
reks arv 6 iga « £ 1 korral, mooduli 26 jargi on algjuu-
reks arv 19, mooduli 2*132 jargi arv 175. 8.14. lga arv on 5.
astme jJ&ak modulo p, kui algarv p on kujuga 5n+2, 5n+3 VoI
5nt4. Koik arvud ei ole 5. astme j&agid, kui p = 5n+l; vii-

masel juhul on taandatud jadkide slsteemis modulo p arvult

271 = n viienda astme jadki. 8.15. @) x = 2 (mod 23); b) ei
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°le lahenduv; ¢©) x=5,7, o, 1, 14, 15, 17, 19, 20, 21,
22 (mod 23); d) xw 6 (mod 11); e) x * 17 (mod 22). 8j I6.
23. 8.17. 3. 8.18. @ x = 17, 63,766 (mod 73); b) x =
=2, 3, 10, 1 (mod 13); c©) pole lahenduv; e) x s 13, 29,
31 (mod 73); g) xa t 15 (mod 37). 8.19. b) xs 74

(mod 79); d) x = 30 (mod 221). 8.20. a) x * 23 (mod 66),
X > 0; b) pole lahendit; c¢) x=7 (nod 9), x> 0; d) x=
-0 (mod 9), x>0; e x=1(C(od?2, x>0; ¥ xs F
(nod 44), x> 0. 8.21. b) x= -38c., + 39c2 (mod 13*19),
kus cl =4, 10, 12 ja c2 = 10, 13, 15 (kokku 9 lahendit).
8.24. Astendajale 7 kuuluvad arvud a =7, 16, 20, 23, 24,
25 (mod 29). 8.26. @) 3; b) 21; ©) 58; e) 44; g 6;

h) 6; 1) 16. 8.27.4a) 2; 2; b) 2; 22; ©) 4; 48. 8.28.
a 12; b) 14; ©) 58; e 1; g 10; h) 6; 1) 8. 8.30.

= 0,(105263157894736842) . 8.31. Napunaide: Esitada murd

kujul -0- =— = ja rakendada k-1 243 esitatud mot-
10  8n 5*

tekdiku. Vaadelda eraldi juhte Kk = 1 ja Kk > 1. Viimasel ju-
hul kasutada teoreemi 8.6. Vastus: Perioodi pikkus on
45*¢1. 8.32. Napunaide: Teisendada kimnendmurd eelnevalt

harilikuks murruks.

9.3. Ei sisalda algtegureid kujuga 6nmt5. 9.4. Ei si-
salda algtegureid kujuga 20n+11, 20n+13, 20n+17, 20n+19.
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p= 13, p— 1= 223, g-— 2
10 1 2 3456789 /jo 12 3 456789

0l 014295138 011248361195

1 107 6 1107

p—- 17, />-1=2«, g=3
NO123456 7809 / 0123456 7 829

0 0 41125 151102 0 13 9 10135 1511 1614
137 134096 8 187 41226

/>=19, —1= 232 g- 2

N 0 123456 7 89 / 0 1234567829

0 0 11321614 6 3 8 0O 12 481613714918
1 1712215571 410 9 1 17151 3612510
211, g=5

NOoO123 4567829 / 0 12 3456789

0 0 216 4 11819 610 0O 15 210 4208 171611
13 920142117 871215 1 921821 319315 6 7
2 5131 21

N

p=29 p- 1= 227, g-=2

N1c>123456789 / 0 123456789

0 0 15 22 612 310 0 124 81636122419
112325 718 1327 42211 9 1 9187 48275211326
2j24 1726 20 816191514 2 83175 102002215



p—3lp p- 1- 2¥3'5,

w 0 1 2 34567829

0 024 118202528122
1 1423191221 6 7264
2 829 1727 1310 5 316 9
3 15

S=%®
/ 0 12 3 456789
0 1 3 9 27192616172029

1 2513 8 2410302822 412
2 51514 11 2 61823 724

p-=37, p- 1= 23, g- 2
N O 1 2 34567289 / 0 1 2 3 4567829
0 0 126 2232732 316 0 1 2 4 816322717343
1 243028 113313 4 71735 1 25 13 26 153023 9183635
2 25223 15201012 63421 233292. 51020 3 61224
3 14 9 520 81918 3 112 7142819

P—=41, p- 1=1:2a5, g_=6
N O 1 2 3 4567389 |10123456789
0 026 15 1222 1393830 011 636 11 25273929 10 19
1 8 32731 2537243316 9 1 3228 42421 318263334
2 34142936 13 417 511 7 2 403 5301614 212312
3 2328 10 18 1921 23235 6 3 91337 17 20382315 8 7
4 20

A==8, p- 1=:2.37, g

0123456789 |1D123456789

0 027 11225283539 2 0 1 3 927 382841372532
1 1030 1332 2026243829 19 1 1030 4 123622232635 19
2 3736 1516 40 817 3 541 2 144240 34 16 515 2 618
3 1134 931 231814 7 433 3 113813393 7212017 8
4 22 624 4 24 29



0
1
2
3
4

U N W N R O

37

= B w o ~ O

N & 8 B 5 o

£m=5

123456789

5253142321 840

1 1213 18432741 1738 210
2 315 284R216BAB
3 3P 7HHP 420 6D
4 945 I M4R19

= 47, /?- 1=2-23,
VO 1234567809 / 0
1B20 3% 13832 840 0 1
0N 42126161245
558 20U23FH
M 2713 B4 173
24 134341 23
N B, p- 1= 2213
23 456789 110
117 2471814 3% 0 1
19241512 4103537 1 17
7 00422551646 2 24
52311 9363034 3 37
R 2 8NNMAB 4 4
26 5 40
p_=6, p 1= 2,
23456789 / 0
150 2 651 18 342 0 1
52451956 4404338 12
26 1553 1246 34 20 28 228
51741 24 44 55 30 37 3 57
11332748 162354 36 4 17
472363121309 5 3

a M W N R O

B o 9 o ~

305

g-_-_-2
1 23456789

2 4816N2MFB
#A 5D 748 3 612
48 4333 13265251 49 45
21 4231 91836193823
0 X044 5100
27

=2

123456789

2 48163 5102040
42 25504 234633 714
5% 8B47HBN2H42058
55 514327/544930 1938
3#A 91836136524531L
6 2244837 1530



/>s=61, p—- 1= 2*.a.6, f£=— 2

/10 1 23456789

1 2 481632 3 61224
48 B 91836BU 2421HA
47 3 51020401938 1530
60 59 57534529 8554937
13 26 2432550301734 7
14 28 56514121 42234631

AN WN RO

9= 7, />-1=2-5.7, g-7

306



N o U AN WNRO

S BB RG
R R LR

N O N WN R O
BN g R

<

® N O U AN WN R O
R8s BR

955
17 39

70
67

A&ERA8 LR o

SREEEB8B8Ro

P- 73, p-

2 3 456789

8B w8388 o

BREEN o »

14

ERRE8IRAB N

G52R8 o

16 1143324 12
4 732212062
30 267 184935
2934 2864 7065
71 1354 31 38 66
2656576843 5
48 60 69 50 37 52

p=™m, 0—-1

456789

862 55312 2
5763 1621 632
134638 361 11
2537 10 1936 35
76 64 30 59 17 28
7526533 1531
24 1873 48 29 27
23 47 40 43 39

0 =83, -

456789

22773 8 362
917 4566347
7554 7852 10 12
57 3564 20 48 67
26 7612376 16
5351 1137 1334
6 22 154558 50
21 44 49 32 68 43

1=2»3*, g-=5

0
1
2
3
4
5
6
7

&

N

N o 0N WN R O

2-4q.

N

0 ~N O U A WN R O

R 38

307

0 123 4567829

1 52552415 315 210
5031 945 630 4202762
18 17 1260 84054513634
24 47 16 7 3529726848 21
32 14 70 58 716323426428
67 43 69 53 46 11 5556 61 13
65 33 19 22 37 39 49 26 57 66

4

B8

13, _ 3

(%2}

0123 4567829

1 3 927 261854 412
36 29 8 24 7258 164865 37
32 17 51 74 643423694968
59 19 57 133938352678
76 70 52 77 7361 257567 43
50 71 55 7 21 6331 1442 47
62 28 5 15 45561030 11 33

60 22 66 404l 44 53
4 2

0 123 4567289

4 8 16326445 714
29 58 336649 1530 60
65 47 112244 51020
77 71 59357057 31 62
8l 79 7567 51 1938 76
27 54 2550 1734 68 53
9 18367261 397873
3 6 122448 132652

28
37

41
69

RS ARBRBRTE



= O ~NOUAWN RO

© 0 ~NO U~ WN R O

p—- 8, /?-1-23.11,

0 123456789

016 13270178148 2
EBEHUA BB 97164 618H
48 1257 9523 35580
731 VDSH2EBANSEA
021 1020 8B7273AB74
75 78 19664 367543
1569 47 83 513563838
79 62 50 20 275367 774042
46 4 37 6L 26 7645604

0
1
2

3
4
5
6
7
8

g-— >

0123456789

1392786175644
42 37 22 6 2060 2 618HA
73 41 34 133028847444 43
403 4123619578686
78 .5 79 50 8888062 824
23B 5764261236029
87 83 71 35 164855 765061
51545 46 495885775370
R 721631331030

P=97,p- . =28 ¢-=5

0123456789

03 7063 183 64
HHARB566714087881
6 52477 76 25918 313
94674 60 2732 1691 19%
78 39 4584515341462
% 63 B 10 528737 55 47 67
3648 75 1226A576L51
66 11 50 28 297253213330
41 88 23 17 73903883 R 54
795549 20 28248

/

0
1

© 0o ~NOoO O~ W

308 -

0 123456789

155284321 840 630
5371 64 29 484636832738
B77 AR 21366347374
™ 7357 2105056842
168 1260 94531586 R
72 89 54 76 895791 67 44 26
3B 6849 51 6l 4700 420
3157 8 326324231890
62 19 % 87 474 1581 17
8 37 88 52 6639



TABEL

ALQARVUDE ja nende vahimate algjuurte

NANON®M GONMLO ﬂ_3573 9237_“_ MOANNNM OMOMMON NNOLWn m26ﬂ_6

HHZRE BRRGY REREY dubbl BBEER BRNNE S3ERK Brkag
NONNN NONON GNONG GOMN NHOO N OONON NIDOMN WFNN
NRRAK RRAER ReHEE JhERE BE8YY Y885y Y85qY 5848y
NOLOM DONHM NGFOM® ONNMO HNIDMOL NN Ggy DB SN & OgamD
S8BEE #6885 9yE8Y SogkY BaEeY 85870 G855y 858

NONLOM™M 27_“_56 MUOMONO ﬂ_2223 MANMOANN ﬂ2325 N ANON ﬂ7352

gEG8E RRARE PREke BRRRE Zu8hY BELEE FE8kE F8888

22755 23323 2B327 LANMOANN ANNANM®M IDNMNN ONMONM 3.”522

99588 33000 b8 BRANE FhBAE GEBEE BE03E 2ETBE

22@52 MOANMNMNO© ONNOM O M 325W_m 23m22 MON~NO NN 52532

Baafh 88NN 8RRk B&xkd BRRAS FUBSS BARER 8RS

SAANNON NONN ONOMD ANANNN DOAMD NONOM MNOca N O D

NOw g ANARR HHYYT BBZLN RRYBS Z858Y NEKAS HhEER

309



BRERE CEREN HUREH BhERb o9HE 53348 o808 90det

93935 823%7 GRONE 29bBs BUERE RRAkY ERkhE BRRAR

38399 b358s 34889 vO5UR Bndek BRNNY 338Es BRASS

mmmmm RRARR mmmmm mmmmm mmmmm mmmmm mmmmm 53888
38R EhEnA AR ARk RRERER JERRE Brkik BEERE RARER
NGANM® QRDIN NNONNS NNONG NDNON ANORN NDODN ©HOM
ga558 5RRRY ARARE RAGRY ERRAY HRaRR RhERE RRRE

Heggk BEREE dhagl 3660E 8388 SRNEE EagEE Bey

2113
2129

310



N —
*

o © 0o N o o1 b w

[EEY

11.

12.

13.

14.

KIRJANDUS

. Byxwitab A.A. Teopus ymucen. M., 1966.

Mwuxenosuy LLLX.  Teopua uucen. M., 1967.
BuHorpagos .M.  OcHosbl Teopumn yucen. M., 1972.
Cywkesny A.K. Teopus uumcen, Xapbkos, 1954,

ApHonbg N,B. Teopua uucen. M., 1939.

. OkyHeB J1.A. KpaTkmii kypc Teopumn uyucen. M., 1956.

Xacce . Jlekuyn no Teopum uymcen. M., 1953.
bopesny 3.1N. un Ladapesny N.P. Teopusa ymcen. M., 1964.
Tpoct 3. Tlpoctble uncna. M., 1959.

. Nnuteep E.J1. Teopwusa uucen. MeTognyeckue ykasaHuA AN

CTY[leHTOB-3a04YHNKOB MEXaHUKO-MaTeMaTUYeCcKNX u
hr3nKo-MaTeMaTUYeCKNX (akybTeTOB rocyapCcTBEHHbIX
yHuBepcuTeToB. M., 1963.

[sseHnopT . Bbicwas apudmeTnka. BeegeHme B TeOpuio uyu-
cen. M., 1965.

Kygpesatos .A. C6OpHMK 3agay mMo Teopuun umcen. M.,
1970.

MpmnbaHoB B.Y., Tutos M./ COOPHUK YMNpPaKHEHWA MO Teo-
pym yucen. M., 1964.

CepnivHckuiA B. 250 3ajay Mo 3/1EMEHTApHOM Teopuu ducen.
M., 1968.

lopweHnH C.M. 3afavyHunK-NpakTukym ro
Teopum uncen AN CTYAEHTOB 3a04HbIX OTAENeHVn unan-
KO-MareMaTnyecknx akynibTeToB nefarornyecknx WHCTU-
TyTOoB. M., 1963.



AINEREGISTER

aditiivne arvuteooria 245
ahelmurd 39
ahelmurru elemendid 39
-—— lahismurrud 42
alataiuslik arv 108
algarvud 21
algarvude jaotumine 271
— - jaotusfunktsioon 271
-—— keskmine tihedus 286
-—— tabelid 23, 309
algebraline arv 85
--— téaisarv 89
algjuur 204
algjuurte arv 213
-—— leidmine 211, 233
-—— olemasolu 212
algtegurid 32
Archimedese aksioom 9
aritmeetika pohiteoreem 34
aritmeetiliste tehete kont-
roll 132
arvu algtegurid 32
-—— iIndeks 221
-—— Jagaja 10
-—— jagajate arv 105
summa 105
-—— tegur 10

--— taisosa 109
arvude kordne 10
—-—— suurim dhistegur 13

arvude vahim Uhiskordne 17
— Uhiskordne 17
— Uhistegur 12
arvuteoreetilised funktsioo

nid 103
astendaja, millele arv kuu-
lub 204

diofantiline vOorrand 47
Dirichlet’ L-read 294
— teoreem 32

eksponentkongruents 145
ekvivalentsed kongruent-
sid 145

Eratosthenese ''soel” 24
Eukleidese algoritm 13
Euleri samasus 254

—  teoreem 140

— valem 291

— df-funktsioon 113

Fermat” arvud 27

— probleem 263

— suur teoreem 263

— teoreem 141
funktsioon S(a) 105

— ] 100

— /(@ 119

— A 2711



funktsioon 7c(Xx,a,b) 295

— T1(a) 105
— Y@@ 113
— 4>, 275
—  XbH) 294

Gaussi lemma 182
Gelfondi teoreem 100
Goldbachi-Euleri probleem 261

indekseerimine 225

indeksid 221

indeksite taberlid 223. 302
induktsiooniaksioom 9
inkongruentsed arvud 121
irratsionaalarvu ahelmurd 53

Jacobi stumbol 188
Jagaja 10
jJagajate arv 105

— astmete summa 104

— summa 105
Jaguvuse omadused 10
Jaguvusteooria pohiteoreem 35
Jaguvustunnused 127
jJaagiklassid 135
Jaadkide susteemid 135

kaasarvud 86
kaheliikmeliste kongruentside
lahendamine 226

karakter 294
kongruents 121
kongruentsed arvud 121
kongruentsi lahend 143
—— omadused 122-127

313

40

kordarvud 21
kordne 10

Lagrange®™i teoreem 255

lahendamata probleeme 296

Legendre®i sumbol 178

— sumboli poorata-

vus 186

lineaarne diofantiline
vorrand 47

lineaarkongruentsid 147

lineaarkongruentside sis-
teem 152

Liouville™i transtsendent-
sed arvud 98

16pmatu ahelmurd 53

Keisseli teoreem 276
Mersenne®"i arvud 26
minimaalpolinoom 86
mitteruutjaak 171
moodul 121
modulo m (mod m) 121
multiplikatiivne funkt-
sioon 103
Mobiuse funktsioon 119

n-astme algebraline arv 85

— kongruents 143,158
naturaalarvu kanooniline
kuju 35

Pelli vOrrand 79
perioodiline ahelmurd 70
potentseerimine 225

puhtperioodiline ahel-
murd 70, 76



Pythagorase arvud 265

ratsionaalarvu ahelmurd 39
— ¢-ndmurru perioodi

pikkus 238
reaalarvu parim ratsionaalne
lahend 67

reaalne ruutirratsionaal 70

regulaarne ahelmurd 53

Riemanni dzeetafunktsioon 292

ruutirratsionaal 70

ruutjaak 171

ruutjaadkide podratavuse lau-
se 186

ruutkongruentsid 171

ruutkongruentside lahenda-
mine 193

314

suurim tUhistegur 13

taandatud jaakide slUsteem
138

tegur 10

transtsendentsed arvud 96

tundmatut sisaldav kongru-
ents 143

taiuslik arv 106

vahim Uhiskordne 17

Waringi probleem 259
Wilsoni teoreem 162

Uhistegurita arvud 13
uletaiuelik arv 108



SI1SUKORD

EESSONA o e e e e
SISSEJUHATUS o o e e e e e e e e e e e
I.  TAISARVUDE JAGUVUS - oo ce et

§ 1. Jagaja mdiste ja jaguvuse lihtsamad
11 7= Lo (1=

Harjutusilesandeid .................

§ 2. Suurim Uhistegur. Eukleidese algoritm.
Harjutustlesandeid ........ ... ......

8 3. Vahim thiskordne  ..... .. .. .. ......
Harjutusilesandeid ....... ... ._......

84. Algarvud. ... . ... ..

1. Naturaalarvude vahim Uhest erinev
Jagaja... ... ....o.oLLlo.

3. Erikujulisi algarve- ... ... .......
4. Algarvud aritmeetilistes jadades. .
Harjutusilesandeid .................

§ 5. Arvu lahutamine algteguriteks . . ..
Harjutusillesandeid .................

Il. AHELMURRUD ... .. . ...

8§ 1. Loplikud ahelmurrud .. .............
Harjutusilesandeid ......_......._.....

§ 2. Kahe tundmatuga lineaarne diofantiline
vlrrand . ... ...

Harjutusulesandeid ......_............

315

1k.

S8 8 88 8RR

RJEN



83. Irratsionaalarvu ahelmurd... ... ......... 52

Harjutusilesandeid — ... ... ... .. ...... .. 58
84_ Reaalarvu ratsionaalsed lahendid . . . . 59
1. Reaalarvu lahendamine ahelmurru
lahismurdudega ... ... ... .. ... ._..... 59
2T Reaalarvu léhendamine ratsionaal-
arvude I0pmatu jadaga -.------._... _. 65
3? Reaalarvu parimad ratsionaalsed
lahendid.. ... .. .. ... ... ... .. .. 67
Harjutusilesandeid ......_... . ... _......_.. 69
85. Reaalsed ruutirratsionaalid......... _. 70
1. Ruutirratsionaal ja perioodiline
ahelmurd. ... . .. ... ... . ... ... .. 70
2T Puhtperioodilised ahelmurrud . ... 76
3?2 Pelli vOrrand. ... ... . .. ..... -.79
Harjutusilesandeid ......... ... ......... 83
111. ALGEBRALISED JA TRANSTSENDENTSED ARVUD . .. 85
8§ 1. Algebraliste arvude korpus ........... .. 85
§ 2. Algebraliste arvude ratsionaalsed
lahendid  ....... e eeeeeaaos --90
8§ 3- Transtsendentsed arvud . ........ - ...... 9%
Harjutustlesandeid ... . ... ._.__._._.._.._.._. 101
IV. ARVUTEOREETILISED FUNKTSIOONID ........... .. 103
§ 1. Arvu jagajate summa ja jagajate arv. . . 103
1. Multiplikatiivsed funktsioonid . . . 103
2. Summad ule arvu jagajate......... 104
3? Taiuslikud arvud ............. ... 06
Harjutustilesandeid ..... ... ... _.._...... 108
82, ArvU TAEIS0SA .t u o m e ie e i i i c i ceaaaae o 109
Harjutusulesandeid ..................... 112

8§ 3* Euleri —-funktsioon. ... ... ... ... ... ...
Harjutustlesandeid ............c.cooo.o.. 118

316



84 . Mobiuse funktsioon p(a) ceeomommeaaaaan 119

Harjutusilesandeid. ... ... ... .. ......... 120
v— KONGRUENTSID ... iiiiiiiiiiiaas e e e 121
8 1. Kongruentside omadused ........_..... ... bl
1. Kongruentsi definitsioon ......... ... >

2. Omadused, mis ei ole seotud mooduli
MUUEUMISEdA - & oo i it i i i e e 122

3. Mooduli muutumisega seotud omadused 125
4. Jagamisel tekkiva jaagi leidmine ja

Jaguvustunnuste tuletamine ....... ... 127

5. Aritmeetiliste tehete kontroll . . ___ 132
Harjutusulesandeid ....._ ... ... ....._._ 134

§ 2. Jaakide susteemid . ..... ... ...i.ii.o... 135
1. Jadgiklassid ... ... ... ... _..... ...13%

2. Taielik jaakide susteem ._........ ... 137

3. Taandatud jadkide susteem _.._.__... ... 138

4. Euleri ja Fermat® teoreemid . .. . _. 140
Harjutusiulesandedid ... ... _._._.....__ 142

VI. TUNDMATUT SISALDAVAD KONGRUENTSID....... ... 143
8§ 1. oldisi teoreeme. .. ... ... ... ...... ...143
8§ 2. Lineaarkongruentsid ........ ... ... ...... 147

1. Juhtum, kus x kordaja ja moodul on
Uhistegurita ... .. ... ... ..... ... 147

2. Juhtum, kus x kordaja ja moodul on
Uhisteguriga..... .. ......... -

Harjutustlesandeid .................... 152
§ 3- Lineaarkongruentside ststeemid . . . . 152

Harjutustulesandeid ....... ... ... ....... 158
§ 4. Korgema astme kongruentsid algarvulise

mooduli jargh ... ... ... ..._.... ...158

Harjutusiilesandeid. .. ... ... ......... 164
8 5- Kongruentsid kordarvulise mooduli

JArgl o e 164

1. Kongruentsi asendamine sisteemiga. . 164

317



2. Kongruents algarvu astme jargi ... 167

Harjutusulesandeid ........_.._.._..... - 170

VIIL. RUUTKONGRUENTSID . . e i ie i iiiicicccec e e s -1
8l. Ruutjadagid. ... ... .o o.oo. 171
Harjutustulesandeid . ..._._._._.._._.._...._ 177
82. Legendre®i ja Jacobi siumbolid....... 178

1. Legendre®i sumbol ja selle omadused 178
2. Tarvilik ja piisav tingimus selleks,

et arv -1 oleks ruutjédak......... 179
3. Gaussi lemma ... ... ...... 180

4. Tarvilik ja piisav tingimus selleks,
et arv 2 oleks ruutjaak......... 183
5. Legendre®i sumboli pddratavus . . . 184
6. Jacobi sumbol ... .. .. ... ... ... 188
Harjutusulesandeid ..._._.__._.._._._..... - 192
§3? Ruutkongruentside lahendamine ....... - 193
Harjutusulesandeid ......_ .. _._........ - 197

84? Ruutkongruentsid kordarvulise moodul i
Jargr o e 197
Harjutustllesandeid ................. - 203
VIIl. ALGJUURED JA INDEKSID.. ... .. ... ... ..... 204

8l. Astendaja, millele arv kuulub. Algjuur. 204
Harjutustulesandeid ... .._.__._._._.._... - 212
8. Algjuurte olemasolu ...... .. ......... =212

1. Algjuurte olemasolu ja arv algarvu-
lise mooduli korral = _..._._.._ ..._. 212

2. Algjuured moodulite pG ja 2pd, jar-

o

3. Algjuurte olemasolu mooduli 2® ja
mistahes kordarvulise mooduli korral. 218

Harjutustulesandeid ....._..._ . ... _...... - 220
83. Indeksid. ... ... ... _221
1. Indeksi definitsioon ............ -221
2. Indeksite omadusi .. ......o..o..... - 224

318



3. Indeksite kasutamine kaheliikme-

liste kongruentside lahendamisel . . . 226

4. Astendajate ja algjuurte leidmine
indeksite tabelite abil ______._._._.... 233
Harjutusulesandeid ... .. ... ... ....... 235
§ 4? Ratsionaalarvu g-ndmurru perioodi pikkus. 238
Harjutusulesandeid ........ . ... ... ..... 244
IX. ADITIIVSE ARVUTEOORIA KUSIMUSE _.............. 245

8 1. Naturaalarvude esitamine kahe ruudu
LSTU 12111 = o - 245
Harjutusulesandeid ... ... ... ... ... ...... 253

82. Naturaalarvude esitamine nelja ruudu
LSTU 13111 F= o - 254
8§37 Aditiivse arvuteooria teisi probleeme . . 259
1. Waringi probleem ... . ... .. ... ._..... 259
2. Goldbachi-Euleri probleem . . . . .. 261
3. Fermatl probleem ... ... _ . ... .. ... ... 263

X. ALGARVUDE JAOTUMINE - oo e iieaa o 271

81. Algarvude jaotusfunktsioon............ 271
1. Jaotusfunktsiooni Tr(x) definitsioon.. 271
2* Funktsiooni ?r(X) arvutusvalemid . . . 273
Harjutustulesandeid .. ... ... ... ... ...... 281

8§ 2. Jaotusfunktsiooni hinnangud ja asumptoo-
tilised valemid ... ... . ... ... ... ... 282

8§ 3* Euleri valem. Algarvude poddrdvéartuste
rea ha JUVUS . ... e i e cieaaaann 289

1. Euleri tdéestus algarvude hulga I6pma-
tuse kohta. Euleri valem . . . . . _ . 289

2. Algarvude poodrdvaartuste rea hajuvus.. 292

8§ 4. Algarvude_ jaotumine aritmeetilistes
progressioonides . ... ... ..o .o-. - 293

HARJUTUSULESANNETE VASTUSED JA NAPUNAITED ....... - 297

319



INDEKSITE TABELID ... i iii e oo 302
ALGARVUDE JA NENDE VAHIMATE ALGJUURTE

TABEL - .. - 309
KIRJANDUS . ..o --31
AINEREGISTER .. . i -- 312

JNl. KuBuUCTUK, HA.laboBX4Y
TEOPVA UMCEN
BTopoB, nepepaboTaHHoe usgaHne
Ha 3CTOHCKOM AA3bike
TapTyCKuUil rocyapCTBeHHbIN YHUBEPCUTET
3CCP, r. Tapty, yn. lmkoorm, 18.
Vastutav toimetaja E. Tame
Korrektor L. Uba

Pal undamlsele antud 18.01 .74.Trukipaber
30*42. 1/4. Truklpaogaald 20.Ting-
truklpoognald 18,6. Arvestuspoognaid
12,4v Trikiarv  600.
MB 00167.  Teil. nx. 110.

Hind 43 kop.
TRU rotaprint 1974. KHSV, Tartu, Palsonl tn.14.



43 W«



	Eessõna
	Sissejuhatus
	I. Täisarvude jaguvus
	II. Ahelmurrud
	III. Algebralised ja transtsendentsed arvud
	IV. Arvuteoreetilised funktsioonid
	V. Kongruentsid
	VI. Tundmatut sisaldavad kongruentsid
	VII. Ruutkongruentsid
	VIII. Algjuured ja indeksid
	IX. Aditiivse arvuteooria küsimusi
	X. Algarvude jaotumine
	Harjutusülesannete vastused ja näpunäited
	Indeksite tabelid
	Algarvude ja nende vähimate algjuurte tabel 

	Kirjandus
	Aineregister
	Sisukord

