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Käesolev õppevahend sisaldab kogu materjali, mis on 

ette nähtud riiklike ülikoolide arvuteooria programmis. 

Samal ajal on aga enamikke küsimusi käsitletud põhjaliku- 

mait kui seda võimaldaks õppeplaanides arvuteooriale eral­

datud loengutundide arv. Paragrahvid ja punktid, mis sisal­

davad ainult programmivälist materjali, on märgitud tärni­

ga. Tärniga on märgitud ka mõned raskemad harjutus iil es an­

ded.

Võrreldes esimese trükiga on uues, ümbertöötatud trü­

kis tehtud rida täiendusi (näiteks lisatud III ja IX pt.), 

mis on peamiselt tingitud uue ametliku programmi kehtesta­

misest 1969. aastal, ümbertöötamisel on parandatud esimeses 

trükis avastatud trükivead ja ebatäpsused ning märksa suu­

rendatud harjutusülesannete arvu. Materjali esitamise jär­

jekorda on kohati muudetud, endine kongruentse käsitlev 

peatükk on jaotatud kolmeks omaette peatükiks.

Täiendused ja parandused on tehtud L.Kivistiku poolt.

E E S S Õ N A
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S I S S E J U H A T U S

Arvuteooria tekkis aritmeetika edasiarenemise tulemu­

sena ja tema aineka oli esialgu naturaalarvude spetsiifi­

liste omaduste uurimine. Käesoleval ajal haarab arvuteooria 

marksa laiema probleemide hulga. Arvuteoorias käsitletakse 

mitte ainult naturaalarve, vaid paljudel juhtudel täisarvu­

de ringi, ratsionaalšrvude ja isegi reaalarvude ning komp- 

1 eksarvude korpust.

Probleemid ja ülesanded, mis tekivad arvuteoorias, 

võib jaotada järgmisse nelja põhirühma.

1. Määramatute ehk diofantlliste võrrandite lahendami­

ne. Diofantilisteks (kreeka matemaatiku Diophantose nime 

järgi , kes elas III saj.) nimetatakse täisarvuliste kor­

dajatega algebralisi võrrandeid ja nende süsteeme, kus tund­

matute arv on suurem võrrandite arvust. Selliste võrrandite 

lahendamise all mõistetakse tavaliselt kõigi täisarvuliste 

lahendite leidmist.

Lineaarsete ja teist järku diofantiliste võrrandite 

teooria on põhjalikult välja töötatud. Kõrgemat järku dio­

fantiliste võrrandite lahendamiseks puudub aga üldine teoo­

ria. On teada vaid erivõtteid üksikute võrrandite lahenda­

miseks. Rida probleeme ootab veel lahendamist. Nii näiteks
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а A A A A
pole teada, kas vorrand x + у + z = t on lahenduv. Sa­

muti on tänapäevani lõpuni lahendamata kuulus Fermat' prob­

leem võrrandi x11 + = z11 (n^3) lahenduvuse kohta jne.

2. Diofantiline lähendamine. Siia kuuluvad reaalarvude 

ratsionaalarvudega lahendamise küsimused (näiteks arvu Jt 

ratsionaalsete lähismurdude leidmine), samuti võrratuste la­

hendamine täisarvudes (näiteks võrratus Jotx - y|^ “» kus 

dr on antud irratsionaalarv). Efektiivseks meetodiks nende 

probleemide lahendamisel osutub ahelmurdude algoritm.

Diofantilise lähendamise alla kuulub ka transtsendent­

sete arvude teooria, mille tekkimine 19. sajandil on seotud 

transtsendentsete arvude olemasolu tõestamisega ja arvude e 

ja TZ transtsendentsuse näitamisega. Selle teooria edasises 

arengus on eriti suur nõukogude matemaatikute osa (A.O.Gel- 

fond jt.).

3. Algarvude .jaotus. Juba Eukleidesel leiame tõestuse 

selle kohta, et algarvude hulk on lõpmatu. 19. saj. tekkis 

probleem algarvude jaotumisest aritmeetilistes jadades. 

Vastuse sellele küsimusele andis L.Dirichlet1 poolt tõesta­

tud tähtis teoreem: iga aritmeetiline jada (an + b], kus а 

ja b on ühistegurita arvud, sisaldab lõpmata palju algarve.

Rida algarvude jaotusega seotud küsimusi on tänapäeva­

ni veel lahendamata, näiteks pole teada, kas algarve kujuga

2*- 1 on lõpmata palju (nn. Mersenne*i arvud). Puudub ka

2
vastus analoogilisele küsimusele arvude kohta kujuga n + 1 

jne.
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4. Adltilvsed probleemid. Need probleemid on seotud 

naturaalarvude (tavaliselt suurte arvude) lahutamisega 

kindlat tuupi liidetavate summaks (näiteks naturaalarvude 

ruutude summaks, algarvude summaks jne.). Sealjuures püü­

takse kindlaks teha, milline on vähim vaadeldavat tüüpi 

liidetavate arv jne.

Kasutatavate meetodite poolest jaotatakse arvuteooria 

enamasti järgmisteks pohiharudeks (vt. näit. (2]).

1. Elementaarne arvuteooria. Siia kuuluvad loetletud 

põhiküsimustest ja probleemidest need, mis on lahendatavad 

peamiselt elementaarmatemaatika vahenditega, sealhulgas 

kongruentside teooria, mille loojaks oli saksa matemaatik 

C.P.Gauss (1777-1855), ahelmurdude teooria, mida arendasid 

L.Buler (1707-1783) ja prantsuse matemaatik J.Lagrange 

(1736-1813), ja paljud teised küsimused. Tuleb märkida, et 

arvuteooria meetodite elementaarsus ei tahenda veel nende 

lihtsust.

Arvuteooria elementaarsete meetodite loomisel on suu­

ri teeneid väljapaistval vene matemaatikul P.L.Tüebõftovil 

(1821-1894), prantsuse matemaatikutel J.Liouville'il (1809- 

-1882) ja C.Hermite*il (1822-1901), nõukogude matemaatikul 

L.G.Žnirelmanil (1905-1938) jt.

2. Analüütiline arvuteooria. Analüütiline arvuteooria 

kasutab matemaatilise analüüsi, reaal- ja kompleksmuutuja 

funktsioonide teooria, ridade teooria, tõenäosusteooria jt. 

matemaatika harude vahendeid. Arvuteooria selle haru loo­

jaks on L.Euler. Suurt mõju analüütilise arvuteooria aren-



gule avaldasid. C.P.Sattes! tood.

Reaalarvude piirkonnas arendasid analüütilisi meetodeid 

saksa matemaatik L.Dirlchlet (1805-1859) ja P.L.T&ebõ&ov. 

kompleksmuutuja funktsioonide teooriaga seotud analüütilist 

arvuteooriat arendas saksa matemaatik Tt-ftiemArm (1826-1666). 

Analüütilise arvuteooria edasiarendajatena tuleb veel marki- 

da saksa matemaatikut H.ffeyl’i (1885-1955), тепе matemaati­

kut G.F.Voronoid (1868-1908), india matemaatikut S.Ramanud- 

iani (1887-1920), inglise matemaatikuid G.Hardy*t (1877- 

-1947) ja J.Littlewoodi (sünd. 1885), saksa matemaatikut 

C.L.Siegellt. Võimsad analüütilised meetodid on välja töö­

tanud nõukogude matemaatikud I.M.Vinogradov (sünd. 1891), 

A.O.Gelfond (1906-1968) ja J.V.Linnik (1915-1972).

3. Algebraline arvuteooria. See teooria, mis lähtub al­

gebralise arvu mõistest, on loodud inglase J.Wallis*e (1616— 

-1703), J.L.Lagrange*i ja L.Euleri poolt. Eriti tähtsad on 

siin saksa matemaatikute C.F.Gaussi. K.Kimmftri (1810-1893), 

R.Dedekindi (1831-1916), L.Kroneсkeri (1823-1891) ja välja­

paistvate vene matemaatikute J.I.Zolotarjovi (1847-1878) ja 

G.F.Voronoi tõõd. Kaasaegsetest välismaa matemaatikutest 

tuleb märkida H.Hasset ja C.L.Siegellt. nõukogude matemaa­

tikutest N.G .Tžebotar.jovi (1894-1947), В.У.Venkovi (sünd. 

1900), I.R.Žafarevitšit (sünd. 1923).

4. Geomeetriline arvuteooria. Arvuteooria selles harus 

kasutatakse nn. ruumilisi võresid ehk täisarvuliste koordi­

naatidega punktide hulki. See teooria leiab rakendamist 

geomeetrias ja kristallograafias, arvuteoorias on ta seotud



täisarvuliste kordajatega ruutvormide teooriaga. Selle ar­

vuteooria haru rajajateks on G.Minkovski (1864-1909),

G.F.Voronoi ja F.Klein (1849-1925).

Käesolevas õppevahendis leiab vastavalt programmile 

käsitlemist peamiselt elementaarne arvuteooria. Mõningal 

maaral kasutatakse ka analüütilise arvuteooria meetodeid.
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I. T i l S A R V U D E  J A G Ü V U S

Käesolevas peatükis tähendagu sümbolid a, b, c, ...

..., x, 7 , ... täisarve. Nagu me varsti näeme, võime enamas­

ti piirduda mittenegatiivsete täisarvudega, s.o. arvu null 

ja naturaalarvudega. Esitamata naturaalarvude aksiomaati- 

list definitsiooni, märgime, et naturaalarvud rahuldavad 

kaht järgmist põhilist aksioomi.*

Induktslooniaksioom. Kui mingi naturaalarvude hulk si­

saldab arvu 1 ja koos iga naturaalarvuga ka temale järgne­

vat naturaalarvu, siis ta sisaldab kõiki naturaalarve.

Archimedese aksioom. Iga kahe naturaalarvu a ja b 

jaoks eksisteerib kolmas naturaalarv c, nii et bc>a.

Induktsiooniaksioomist järeldub hästi tuntud täieliku

induktsiooni printsiip.
/

§ 1. JAGAJA MÕISTE JA JAGUVUSE LIHTSAMAD OMADUSED

Olgu antud täisarvud a ja b. Kui leidub kolmas täisarv 

c, nii et а» bc, siis ütleme, et a jagub b-ga, ja kirjuta-

* Naturaalarvu mõiste range põhjendamine kuulub teoree­

tilise aritmeetika valdkonda. Naturaalarvude valla ja teis­

te arvuvaldade aksiomaatiline ülesehitus on esitatud näi­

teks raamatus J. H 1 о n. Elementaarmatemaatika kõrgemalt 

vaatekohalt, I. Algebra. TRÜ rotaprint, Tartu, 1962.
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me a • b, ehk b on a jagaja ja märgime b J а. Siinjuures ni­

metame arvu b ka arvu a teguriks ja arvu a arvu b kordseks. 

Asjaolu, et d ei ole a jagaja, märgitakse tavaliselt nii: 

dfa. Täisarvude jaguvusel on järgmised definitsioonist 

lihtsalt järelduvad omadused, mille kontrollimise jätame 

enamasti lugejale.*

Teoreem 1.1.

1° а • а ja а : 1 iga a korral.

2° 0 : а iga а korral.

3° Kui b • а
\

ja а : b., siis а =* t b.

4° Kui а * b ja b j с,, siis a i с.

5° Kui а * с, siis ab : с iga b korral.

6° Kui а ; b, siis ± а: (± b).

Märgime eriti, et omaduse 2° kohaselt 0 • 0 ja et omadus 

6° võimaldab jaguvusteoorias piirduda mittenegatiivsete täis­

arvudega.

Teoreem 1.2. Kui kehtib võrdus

c + d +  ... + f = p + q +  ... + s  

ja koigi liikmete kohta peale uhe on teada, et nad on arvu b 

kordsed, siis ka see ülejäänud üks on b kordne.

Teoreem 1.3. Kui a on b kordne ja |a|<|b|, siis а = 0.

Toepoolest, kui а =» bc, siis |a| = |b| • |c| -c, |b| , millest 

|с|«£1. Et с on täisarv, siis с = 0.

Teoreem 1.4 (teoreem jäägiga .jagamisest). Mistahes

---*------
Selleks et hõlbustada viiteid eespool esitatud tule­

mustele, on siin ja edaspidi ka üsna lihtsaid omadusi nimeta­

tud teoreemideks. Viimased on koik nummerdatud.
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täisarvude a ja b ^ 0 korral leidub parajasti üks täisarvu- 

de paar q, r, nii et

1) 0 ^ r < | b |  ja 2) а = qb + r.

Siin nimetatakse a jagatavaks, b - jagajaks, q - mitte­

täielikuks jagatiseks, r - jäägiks.

Toestus. 1) Eeldame algul, et a > b > 0 .  Vaatleme arvu b 

kordseid, s.o. arve 1b, 2b, 3b,... Archimedese aksioomi ko­

haselt leidub naturaalarv k, nii et kb>a. Järelikult leidub 

selline naturaalarv q, et

q b ^ a  ja (q+1)b>a.

Tähistame а - qb = r; siis r^O. Siit а = qb + r. Arvu q va­

liku tot tu

qb + b я (q+1)b>a = qb + r.

Seega b>r. Selle juhu jaoks on teoreem tõestatud.

2) Kui а = b> 0 ,  siis q => 1, r = 0.

3) Kui b > a > 0 ,  siis q = 0, r = a.

4) Kui a<0, b>0, siis on - a ^ O  ja eelenva tõttu 

-а я q^b + r 1# 0 ^ r 1 <.b; siit

а = (-q^)b - r 1.

Kui r 1 võrdub nulliga, siis teoreem on tõestatud. Kui aga 

r^ >0, siis tähistame

b - r 1 = r ja -q1 - 1 » q.

Nüüd 0 < r < b  ja а я (q+1)b - b + r => qb + r.

5) Kui b< 0 ,  siis on - b ^ O  ja seega а я (-b)q + r, 

0 ^ r < | b | ,  ehk а = (-q)b + r.

Tõestame lõpuks, et q ja r on üheselt määratud. Oletame,

et

а = bq + r = bq1 + r 1 ,
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kus 0 ^ r < | b l  ja 0 ^ r ^ < | b l .  Siis

b(q - q1) = r 1 - r, 

kusjuures |r1 - r|<lb|. Et võrduse vasak pool jagub b-ga, 

siis teoreemide 1.2 ja 1.3 põhjal |r^ - r\ = О ehk r^ = r. 

Seega ka = q.

Harjutusülesandeid.

1.1. Arv а =* 42 157 andis jagamisel teatud positiivse 

arvuga b mittetäielikuks jagatiseks q = 231. Leida jagaja b 

ja jääk r.

1.2. Täisarvu a jagamisel 13-ga saadakse mittetäielik 

jagatis 17. Leida jagatava a suurim võimalik väärtus.

1.3. Toestada, et kui viiekohaline arv jagub 41-ga, 

siis jaguvad 41-ga ka kõik arvud, mis saadakse antud arvust 

numbrite tsüklilise ümberpaigutuse teel.

1.4. Toestada, et iga naturaalarvu n korral jagub kor­

rutis n(n+1)(2n+1) arvuga 6.

—  1.5. Toestada, et n(n^+5) jagub arvuga 6.

1.6. Toestada, et n^- n jagub arvuga 30.

§ 2. SUURIM ÜHISTEGUR. EUKLEIDESE ALGORITM

Vaatleme vaid positiivseid arve ja nende positiivseid 

tegureid.

Arvude a^, ag, ..., an ühisteguriks nimetatakse iga ar­

vu b, millega jaguvad kÕik need arvud. Arvudel a^, a2 , ..., ar 

võib olla mitu ühistegurit, kuid ükski tegur ei saa olla suu-
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rem kui min{a.j, •••* an } • Koige vaiksem ühistegur on 

arv 1 . ühistegurite hulga suurimat elementi nimetatakse 

suurimaks ühisteguriks Ja tähistatakse

d = (a^, & 2» •••»

Arve, mille suurimaks ühisteguriks on arv 1, nimetatakse 

ühistegurita arvudeks. Märgime, et ühistegurita arvude hulga 

osahulgad võivad olla ühisteguriga. Nii on näiteks arvud 6,

10, 15 ühistegurita, kuid paarikaupa ühisteguriga.

Teoreem 1.5. Kui a on b kordne, siis a ja b xihisteguri­

te hulk ühtib b tegurite hulgaga, kusjuures

(a,b) = b.

Tõestus. Olgu a = bk. Siis a ja b iga ühistegur on ka b 

teguriks. Vastupidi, teoreemi 1.1 põhjal on arvu b iga tegur 

korrutise bk = a teguriks. Seega a ja b ühistegurite hulk üh­

tib b tegurite hulgaga. Siis ühtivad ka nende hulkade suuri­

mad elemendid.

Teoreem 1.6. Kui a = bq + r, siis a ja b ühistegurite 

hulk ühtib b ja r ühistegurite hulgaga ja

(a,b) = (b,r).

Tõestus. Teoreemi 1.2 kohaselt peab a ja b iga ühistegur 

olema arvu r teguriks, s.t. b ja r ühisteguriks. Vastupidi, 

b ja r iga ühistegur peab olema a teguriks, s.t. a ja b ühis­

teguriks. Ühtivad ka ühistegurite hulkade suurimad elemendid:

(a,b) = (b,r).

Edasi vaatleme Eukleldese algoritmi, mis seisneb järgne­

13



vas. Olgu a ja b täisarvud, kusjuures b > 0 .  Teoreemi 1.4 

kohaselt kirjutame välja vordused

a = bq1 + r 1 (0 <  r 1 b ) ,

b = r^q2 + r2 (О <  r2 С r ^ ,

(1) ГГ r2q3 + Г3 ( 0 < r 3 < r 2 ),

rk-2 = rk-1 qk+ rk rk ̂  rk-1^» 

rk-1 = rkqk+1 (rk+1 = 0)*

Võrduste ahelik (1) lõpeb, kui mingi jääk rk+1 = 0. Nulliga 

võrduva jäägi tekkimine on sealjuures moõdapaäsematu, sest 

b > r 1 >  r2 >  r3 >  ... sso

ja seega ei saa jadas b, r ^  r2t... olla rohkem kui b ele­

menti .

Märgime, et kuna r^ ^  г^_1, siis qk+1 ^  2.

Võrdustest (1) järeldub teoreemi 1.6 tõttu, et 

(a,b) = (b ,r.j) * (r^,r2 ) = ... * =

kusjuures a ja b ühistegurite hulk ühtib rk tegurite hulgaga. 

Saime järgmise tulemuse:

Teoreem 1.7. Arvude a ja b ühistegurite hulk ühtib Euk- 

leidese algoritmi viimase nullist erineva jäägi rk tegurite 

hulgaga ja

(a,b) = r^.

Järeldus. k|a ja k|b parajasti siis, kui k|(a,b), 

ehk teisiti: arvude a ja b ühistegurite hulk ühtib nende ar­

vude suurima ühisteguri tegurite hulgaga.

Teoreem 1.8. Kehtib valem: (am,bm) = (a,b)m.

Toestuseks tarvitseb kõik vordused (1) arvuga m läbi
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korrutada. Tulemus on samaväärne Eukleidese algoritmi raken­

damisega arvudele am ja bm. Siis aga

(am,bm) = r^m = (a,b)m.

Teoreem 1.9. Kui с on arvude a ja b mingi ühistegur,

siis

/a b) з (atb),
\ с * с/ с

Toestus. Eelmise teoreemi põhjal

(a»b) = (c.f, o-l) - c(f, I).

Järeldus, j) = 1* s«t. arvude jagamisel

nende suurima ühisteguriga saame uhistegurita arvud.

Teoreem 1.10. Kui (a,b) = 1, siis (ac,b) = (c,b). 

Toestus. Et b;(ac,b), siis bc:(ac,b). Kuna ka 

ac:(ac,b), siis с = (ac,bc):(ac,b). Järelduse pohjal teoree­

mist 1.7 saame

(b,c):(ac,b).

Vastupidi, b;(b,c) ja ac:(b,c); seega järelduse põhjal teo­

reemist 1.7 (b,ac):(b,c). Teoreemi 1.1 põhjal on siis

(ac,b) a (c,b).

Teoreem 1.11. Kui (a,b) = 1 ja acjb, siis c :,b.

Tõepoolest, eelmise teoreemi põhjal (ac,b) = (c,b). Et 

aga acjb, siis teoreemi 1.5 kohaselt (ac,b) = b ja seega ka 

(c,b) = b, s.t. с on b kordne.

Teoreem 1.12. Kui (a^b) = 1 (i=1,...,n), siis

(3^ 2*. *an ,b) — 1.

Tõestus. Teoreemi 1.10 põhjal (a^ag.^a ,b) =

15



= (a2••* вц,Ь) — ••• = (8^,b) = 1 *

Teoreem 1.13. Kui (ai ,bj) = 1, kus 1=1,2,...,m ja j= 

а 1,2,...,n, siis

(a1a2...am , b 1b2...bn ) = 1.

Teoreem 1.13 on järeldus teoreemidest 1.10 ja 1.12.

Rohkem kui kahe arvu

ö -j, a2 , ... , (n ^  2)

suurima ühisteguri leidmine taandub arvupaaride ühistegurite 

leidmisele:

Teoreem 1.14. Olgu

(a^ ,a2 ) => d^, (d^ ,a^) = d2 ,..., (^n—2*^n^ 3 ^n— 1*

Siis

dn_i = (a^,a2,...*an ).

Toestus. Järelduse põhjal teoreemist 1.7 ühtib arvude 

a 1 ja a2 ühistegurite hulk arvu d^ tegurite hulgaga; arvude 

a^, a2 , a^ ühistegurite hulk ühtib seega d^ ja a^ ühisteguri- 

te hulgaga, s.o. d2 tegurite hulgaga. Edasi, a.j, a2 , a^, a^ 

ühistegurite hulk ühtib d2 ja a^ tegurite hulgaga, s.o. d^ 

tegurite hulgaga jne. Lõpuks saame, et arvude a^, a2 , ..., an 

ühistegurite hulk ühtib dR_.j tegurite hulgaga. Nende hulkade 

suurimad elemendid on sealjuures võrdsed:

(a ̂ ,a2 ,...,a^) — d^_^.

Teoreemi 1.14 võib esitada ka kujul

(a^,a2 ,...,an_^,an ) = ((a^,a2 ,...,aQ_ ̂ ),an ).

Harjutusülesandeid.

1.7. Leida arvude järgmised suurimad ühistegurid:
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a) (6188, 4709);

b) (81 719, 52 003);

c) (81 719, 52 003, 33 649);

d) (42 914, 66 397).

1.8. On antud a * 899 ja b a 493* Leida d * (a,b) ja 

määrata x ja у nii,et d = ах + by.

1.9. Toestada teoreemide 1.8 ja 1.9 üldistused:

a ) (ma ̂ , ma2 , •«., ma^) = m( a ̂ , a2 , ..., a^);

( Hj а о а \ (а., a«, ..., a_)

Т±ЧГ......ja ) * - L - 25-------- ~

on arvude a ^  a2 , ..., ад mingi ühine tegur.

§ 3. VÄHIM ÜHISKORDNE

Olgu antud positiivsed täisarvud a.j, a2 , ..., a ^  Iga 

täisarvu, mis on kõikide nende arvude kordne, nimetatakse

arTOde a 1 * a2 ......an ühistordaeks. üheks Shiekordaeks on

korrutis a^a2...an . Kuid ka iga korrutis ka^ag.^.a^, kus к 

on täisarv, on nende arvude ühiskordne. Seega on arvude 

ühiskordseid lõpmata palju. Öhiskordseks on samuti arv 0. 

Järelikult eksisteerib vahim positiivne ühiskordne. Viimast 

nimetatakse arvude a^, a2 , ..., ад vähimaks ühiskordseks ja 

märgitakse

m — [a^, a2 , ..., an}.

On selge, et 0 <  m ^  a 1a2...en .

Teoreem 1.15. Arvude iga ühiskordne jagub vähima ühis- 

kordsega.

Toestus. Olgu M arvude a^, a2 , ..., ад mingi ühiskord-
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ne. Siis teoreemi 1.4 kohaselt

II = mq + r, O ^ r c m .

Viimasest võrdusest järeldub teoreemi 1*2 pohjal, et 

ka r peab olema nende arvude ühiskordne. Kuid r <  m ja m on 

arvude vahim ühiskordne. Järelikult г я 0 ja

U • mq.

Järeldus. Arvude a ja b ühiskordsete hulk {M } ühtib ar­

vu m kordsete hulgaga (mq).

Teoreem 1.16. Olgu antud n arvu a^, a2 , ..., ja olgu

m1 " Са1 » аг]* ®2 “ (m 1* аз1 * •••» “n-1 = 1 ^ - 2’ an V  

Siis

%_•! 3 I а 1 * a2 ’ * ’ *» anl *

Toestus. Järelduse pohjal teoreemist 1.15 ühtib a 1 ja 

a2 ühiskordsete hulk arvu m 1 kordsete hulgaga. Samal põhjusel 

ühtib a1, a2 ja a^ kordsete hulk m 1 ja a^ ühiskordsete hulga­

ga, s.o. m2 kordsete hulgaga. Edasi ühtib a ^  a2 , a^ ja a^ 

ühiskordsete hulk m2 ja a^ ühiskordsete hulgaga, s.o. m^ 

kordsete hulgaga jne. Lõpuks ühtib a1, a2 , ..., aQ ühiskord­

sete hulk kordsete hulgaga. Siis on aga võrdsed ka nen­

de hulkade vähimad elemendid, s.o.

[ ач * a2’ **•’ an) 3 m n- 1 *

Teoreemi 1.16 võib esitada ka kujul 

(a 1 * a2 , ..., an_.j, an ] a t [a -j, a2 * •••» an-lJ* an] * 

Teoreem 1.17. Kehtivad järgmised valemid:

(1) [a1, a2 , ..., an 3 (A^, A2 , ..., Aq ) = a ia2.•*an ,

(2) (a -j, a2 , ..., aQ ) t A ̂ , A2 , ..., A^ J = a ̂ a2... a^,
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kus

a 1a2* * *an 
1 ‘ ~  '

Toestus. Tõestame seose (1). Selleks tähistame A »

a 1a2 ***an' ^ я Â1 * A2* •••» ^n^ * ® я t®*)» ®2 ' **** an 3

ja x я 4 . Kuna 
а

A1 A2 An
x = a i г  » a2 Г г *” яапГ

Ai
ja j- (i=1 #2,... ,n) on taisarv, siis iga i korral xia^ ja 

x on arvude a^, a2 , ...» ад ühiskordne ning jagub nende vä­

hima ühiskordsega m, s.t.

АJ  я x » mq.

Siis aga

A1 m ^  m
ЭГ = ä<b • 3"  я ST q*1 n

Kuna viimaste vorduste vasakud pooled on ühistegurita, pare-

— А
matel on aga uhine tegur q, siis q = 1. Seega ^  » m, mida

oligi tarvis toestada.

L' Näidata analoogiliselt seose (2) kehtivus!

о Järeldus. Kehtib valem:

(3) (a,b)(a,b] = ab.

Toestuseks tarvitseb võtta valemites (1) või (2) n ■ 2. 

Et Eukleidese algoritmi abil on leitav iga kahe arvu 

suurim ühistegur, siis on seosest (3) leitav ka iga kahe ar­

vu vähim ühiskordne.

Teoreem 1.18. Paarikaupa ühisjagajata arvude vähim 

ühiskordne võrdub nende arvude korrutisega, s.t. kui

(a^, ) = 1 , i* j=»1 ,2 ,... ,n ja 1^j ,

19



siis

Cai* a2 » •••» 3 а1а2’**ап*

Toestus. Kui n =* 2, siis järeldub toestus seosest 

(3). öldjuhv.,

m-j — ta i* a2 1 = a-|a2 * * аз̂ ~

1&2 = (m ^» аз ] я a 1a2a3 * ^®2 » a4^ = 1» 

m^ я [mg» a^ ) e a 1a2a3a4 ’ a5  ̂ = ^»

“b-l 3 a 1a2* * ,an*

Järeldus. Kui с jagub arvudega a ^  a2 , ...» an ja vii­

mased on paarikaupa .ühisjagajata, siis с jagub korrutisega

a 1a2* * *an*
Toepoolest, с on arvude a ^  ..., an ühiskordne. Seega 

jagub ta vähima ühiskordsega а̂а2...ап.

Harjutusülesandeid.

1.10. Leida arvude järgmised vähimad ühiskordsed:

a) С 10 001, 8103);

b) (8407, 21 1 1 1 );

c) (511, 803, 1095);

d) (391, 437, 299).

1.11. Toestada seos:

(l,2,3 ,...,2n ) =  [n+1 , n+2, ..., 2n).

20



§ 4. ALGARVUD

1. Naturaalarvu vähim ühest erinev ,1aga.1a. Naturaalar­

vude hulgas on vaid arvul 1 üksainus positiivne jagaja, kõi­

gil teistel naturaalarvudel on vähemalt kaks jagajat: arv 1 

ja see arv ise. Naturaalarve, millel on parajasti kaks eri­

nevat jagajat, nimetatakse algarvudeks. Naturaalarve, mis 

peale ühe ja iseendnga jagumise jaguvad veel vähemalt mingi 

kolmanda naturaalarvuga, nimetatakse kordarvudeks.

Kordarv a on iseloomustatud sellega, et leidub arv b, 

kus 1 < b  < a ,  nii et a-b. Algarve tähistame tavaliselt süm­

bolitega p ja q, kasutades vajaduse korral veel indekseid.

I
l Teoreem 1.1Э. ühest suurema naturaalarvu vähim ühest 

erinev jagaja on algarv.

Tõestus. Olgu arvu a vähim ühest erinev jagaja b 

(1 <  b a),

a = bc.

Oletame, et b ei ole algarv. Siis on ta kordarv ja jagub 

mingi arvuga q,

b = qs, 1 < q < b .

Seega

a = q(cs), q <  b.

Et aga b on vahim uhest erinev jagaja, siis oletus, et ek­

sisteerib q, mis on nimetatud omadusega, ei pea paika.

|
| Teoreem 1.20. Kordarvu a vähim ühest erinev jagaja ei 

ületa reaalarvu Vä.

Toestus♦ Olgu p vähim jagaja. Siis a = pb. Et p on vä­

him jagaja, siis
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b ^  p.

Korrutame võrratust arvuga a = pb. Saame

2
ab ̂  p b,

millest

P £  V S .

Teoreemi abil saab kindlaks teha. kas antud arv a on 

algarv või kordarv. Selleks tarvitseb proovida, kas arvul a 

leidub jagajaid p ̂  Vä. Kui leidub, siis a on kordarv, kui 

ei, siis algarv. Samaaegselt saab jagajad leida. Näiteks 

selleks, et teha kindlaks, kas 337 on algarv või kordarv, 

leiame kõigepealt, et V 337 * 18,...., ja seejärel kontrol­

lime, kas 337 jagub algarvudega 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17. Osu­

tub, et ei jagu. Järelikult on 337 algarv.

2. Algarvude hulga lõpmatus. Algarvude tabelid. 

j Teoreem 1.21. Algarvude hulk on lõpmatu.
«

Vaatleme Eukleidese poolt umbes 2500 a. tagasi antud 

vastuväitelist tõestust.

Oletame, et algarve on lõplik hulk ja kirjutame nad 

kõik vaija kasvavas järjekorras:

(1) P-j * 2, p2 a 3, P^ э 5, ..., Рд. 

Moodustame naturaalarvu

(2) а = P-jP2***Pn + 1»

Et pn on suurim algarv ja а >  pn , siis a ei ole algarv. See­

ga peab a olema kordarv ja tal peab olema algarvulisi jaga­

jaid. Seetõttu

а’:Р±,

kus p̂  ̂ on mingi algarv jadast (1). Et võrduse (2) vasak pool
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ja esimene liidetav paremal jagub p^ga, siis peab jaguma 

Pj^-ga ka teine liidetav, s.t. 1 • p^. See on aga võimatu, 

sest p^ y- 1 . Vastuolu tuli oletusest, et algarve on lõplik 

hulk. Teoreem on tõestatud.

Järeldus. Arv kujul (2), kus p1t p2 , •••, Pn on n esi­

mest järjestikust algarvu, on kas algarv või tema vahini 

algarvuline jagaja on suurem kui pQ .

Praeguseni pole meetodit, mis lubaks iga antud arvu 

kohta praktiliselt õelda, kas ta on algarv või kordarv. Sel­

lise meetodi leidmine on arvuteooria üks raskemaid probleeme 

ja tema lahendamine oleks tõeliseks suursündmuseks. Väikse­

mate arvude puhul saab kasutada proovimismeetodit, kusjuures 

proovimist hõlbustavad algarvude tabelid.

Selleks, et küsimust lahendada arvu В kohta, on vaja 

tabelit, mis haarab algarvud kuni reaalarvuni V"N*

Käesolevaks ajaks on algarvude tabelid viidud üsna 

suurte arvudeni. Tuntuimad neist on ameeriklase D.N.Lehmeri 

poolt koostatud ja 19H.a. ilmunud tabelid, mis sisaldavad 

kõiki algarve kuni algarvuni 10 006 721. Märgime, et nimeta­

tud tabelid ilmusid 1967. aastal trükist venekeelse väljaan­

dena ( Д.Н.Лемер. Таблицы простых чисел от 1 до ю  ооб 721). 

1959.а. koostasid C.L.Baker ja F.J.Gruenberger algarvude ta­

beli, mis sisaldab kõiki algarve kuni arvuni

p6000000 3 10^ 395 301.

See tabel ei ole trükis avaldatud, vaid on paljundatud mik­

rofilmina.

Algarvude tabelite koostamiseks kasutatakse kuni täna­
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seni Eratosthenese poolt III sajandil e.m.a. väljatöötatud 

lihtsat meetodit (nn. Eratosthenese"söel") vöi selle meeto­

di modifikatsioone. Vaatleme Eratosthenese meetodit arvu N 

mitte ületavate algarvude tabeli koostamiseks.

Kirjutame välja köik naturaalarvud alates arvust 2 ja 

lõpetades arvuga N:

(3) 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, .... N.

Esimene arv 2 jagub ainult arvuga 1 ja iseendaga. Järelikult 

on 2 algarv. Kriipsutame jadas (3) läbi köik arvu 2 kordsed 

peale arvu 2 enda. Pärast 2 on esimene labikriipsutamata arv

3. See ei jagu 2-ga, sest muidu oleks ta labi kriipsutatud. 

Järelikult 3 jagub vaid 1 ja iseendaga ja on seepärast alg­

arv. Kriipsutame jadas labi köik arvu 3 kordsed peale 3» s.o. 

iga kolmanda arvu alates arvust 6. Sealjuures loendame ka 

juba läbikriipsutatud arve. Järgmine läbikriipsutamata arv on

5. Ta ei jagu algarvudega 2 ja 3 (muidu oleks ta läbi kriip­

sutatud). Järelikult jagub 5 vaid arvu 1 ja iseendaga ning on 

algarv. Nüüd kriipsutame läbi arvu 5 kordsed, s.o. iga viien­

da arvu alates arvust 10. Analoogiliselt toimime edasi. Lõ­

puks jadas läbikriipsutamata jäänud arvud ongi koik algarvud 

vahemikust 1 kuni N.

Märgime, et kui on juba läbi kriipsutatud köik algar- 

vust p väiksemate algarvude kordsed, siis köik allesjäänud 

arvud, mis on väiksemad kui p^, on algarvud. Toepoolest, iga 

kordarv a, mis on vaiksem kui p , on juba labi kriipsutatud, 

sest tal on algarvuline jagaja q ^  V"ä <  p ja q kordsed on 

köik läbi kriipsutatud. Siit järelduvad järgmised tulemused.
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„ Teoreem 1.22. Algarvude tabeli koostamisel Eratosthe­

nese meetodil võib järjekordse algarvu p kordsete läbi-
p

kriipsutamist alustada arvust p .

f Teoreem 1.23. Arvu N mitte ületavate algarvude tabeli 

koostamine on lõpetatud, kui on labi kriipsutatud arvu V n 

mitte ületavate algarvude kõik kordsed.

Niisiis, algarvude tabeli koostamiseks näiteks 100 

piires tuleb läbi kriipsutada arvude 2 , 3» 5 ja 7 kordsed. 

Tabeli koostamiseks ei tarvitse välja kirjutada kõiki natu­

raalarve 2 kuni 100. Piisab kui joonestame järgmise tabeli:

0 1 2 3 4
----
5 6 7 8 9

00 - 0 0 X 0 X о X X

10 x 0 X о X X X 0 X 0

20 X X X 0 X X X X X 0

30 X о X X X X X 0 * X

40 X 0 X 0 X X X 0 X X

50 X X X 0 X X X X X 0

60 X 0 X X X X X 0 X X

70 X о X 0 X X X X X 0

80 X X X о X X X X X 0

90 X X X X X X X 0 X X

Igale ruudule vastab tabelis parajasti üks 100-st väiksem 

naturaalarv. Arvu läbikriipsutamist võib markida ristikese- 

ga vastavas ruudus. 2 ja 5 kordsed võib läbi kriipsutada 

veergude kaupa. Tühjaks jäänud ruutudele vastavad nüüd alg­

arvud. Tähistame need ruudud ringikestega.
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3. Eriku.lulisl algarve. Peale suurte algarvude, mida 

võib leida koostatud algarvude tabelitest, on teada veel 

mõningaid eri kujulisi algarve, mis asuvad kaugel väljaspool 

olemasolevate tabelite piire. Selliseid suuri algarve on 

leitud Mersennft*i Arvude hulgast. Mersenne'i arvudeks - 

prantsuse matemaatiku M.Mersenne1i (1588-1648 ) nime järgi - 

nimetatakse arve

M » 2n -  1.
f

Teoreem 1.24. Selleks, et Mersenne’i arv oleks algarv, 
t. "

on tarvilik (kuid mitte piisav), et astendaja n oleks alg­

arv.

Toepoolest, kui n on kordarv, n = mk, siis

Мд - 2n - 1 - (2“)k - 1

jagub arvuga 2® - 1 > 1 ,  s.t. Мд on siis kordarv. Tingimuse 

mittepiisavus järeldub näiteks sellest, et M ^  = 2047 -

- 23*89.

Biisiis M^, Mg, Mg, Mg, ... on kordarvud. М2 , M ^ , 

Hf, ... võivad olla algarvud ja esimesed neist ongi: M2 s 3 , 

М3 - 7, M5 * 31, M? = 127.

Tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et Mersenne'i 

arv Mp oleks algarv, annab järgmine teoreem, mille tõestuse 

võib leida näiteks raamatust [9), lk. 43-46.

Teoreem 1.25. Arv Mp = 2P - 1 on paaritu algarvu p kor­

ral algarv parajasti siis, kui rekurrentse jada

28-, 3 4, s2 “ 14-, ••», Sjj - s - j  — 2 , ... 

element jagub arvuga Mp .
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Tuginedes sellele teoreemile kontrolliti 1971. aastaks 

elektronarvutite abil läbi koik 20 000-st väiksema indeksi­

ga Mersenne'i arvud. Osutus, et nende hulgas on vaid 24 alg- 

arvtl, mis saadakse järgmistel p väärtustel: 2, 3, 5, 7, 13,

17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 

3217, 4353, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937. Neist viimane, 

219937 _ 1 e 4315424797...0968041471 koosneb 6002-st numb­

rist ja oli 1971. aastaks suurim teadaolev algarv (numbrite 

arvu saab lihtsalt leida kumnendlogaritmide abil:

log 219937 = 19937 -log 2 * 19937*0,30103 - 6001,6).

Teiseks puudutame Fermat1 algarve. Fermat' arvudeks - 

prantsuse matemaatiku Pierre Fermat' (1601-1665) nime järgi

- nimetatakse arve kujul

2^Fk = 2C + 1 , к 0.

Fermat' arvude juurde jõuame, kui püüame leida tingimust, 

millise n korral 2й + 1 on algarv.

Teoreem 1.26. Arv 2n + 1 võib olla algarv vaid juhul, 

kui n я 2k .

Toestus. Kõigepealt märgime, et kui n on paaritu, jagub 

2n + 1 alati kolmega:

2° + 1 = (2+ 1 )(2n“ 1 - 211“2 + 2й"3 - ... + 1 ).

Niisiis juhul, kui 2° + 1 on algarv, on n paarisarv. Paaris- 

arv võib aga olla vaid kujuga 2k või 2 ^ ,  kus к > 0  Ja q on 

uhest suurem paaritu naturaalarv, Kui n » 2kq, siis lahu tub

2° + 1 teguriteks:
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2П + 1 з 2skq + 1 = (г2*) + 1 = Aq + 1 =

= (A+1)(Aq_1 - Aq”2 + Aq"3 - ... + 1),

pk
kus А я 2 . Seega voib 2n + 1 olla algarv vaid juhul, kui 

n = 2k.

Perxnat pani tähele, et esimesed arvud FQ = 3, F-j = 5, 

F2 = 17, F3 = 257, F4 = 65 537 on algarvud ja oletas, et 

koik F^ on algarvud. See hüpotees püsis ule 100 aasta, sest 

juba järgmine Fermat' arv

9 5
P5 = 2 + 1 = 4 296 961 297

on niivõrd suur, et tema alg- voi kordarvulisust oli vaga 

raske toestada. Alles Euler leidis, et F^ ei ole algarv, 

vaid avaldub algarvude 641 ja 6 700 417 korrutisena. Praegu­

seni pole teada ühtki Fermat' algarvu peale esimese viie. 

Mõnekümne kohta on teada, et nad on kordarvud. Tõestatud on 

see kõikide indeksite korral vahemikust 5 kuni 16, aga ka 

mõnede suuremate indeksite, näiteks 452 ja 1945 korral. La­

hendamata on küsimus, kas Fermat' algarve on lõplik voi lõp­

matu hulk. Ka Fermat' arve on viimasel ajal hakatud uurima 

elektronarvutite abil. Fermat' arvude tegurite leidmine tu­

gineb peamiselt järgmisele teoreemile.

Teoreem 1.27. Kui к :?»• 1, siis Fk iga algarvuline tegur 

on kujuga

_ 0k+2 . л p = m* 2 + 1.

Näiteks on tõestatud, et arvu F ^ ^  vähim jagaja on

P = 5-21^  + le

Teoreemi 1.27 tõestuse võib leida raamatust £9), lk. 47.
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Permat1 arvud esinevad ringjoone võrdseteks osadeks 

jaotamise probleemis. Nimelt tõestas Gauss, et sirkli ja 

joonlaua abil saab ringjoont jaotada n võrdseks osaks para- 

jasti siis, kui n = 2 P-jP2« • *Pn * kus k ^  0 3a P-j» Р2 » • • •» %  

on erinevad Fermat' algarvud.
pn

Peale ebaõnnestunud funktsiooni Pn = 2 + 1 on puutud 

leida ka teisi funktsioone, mis annaksid ainult algarve. 

Euler uuris sellest seisukohast polünoome. Ta leidis, et po­

lünoomi

n2 + n + 17

väärtusteks on algarvud, kui n = 0,1,...,16. Analoogiliselt

on polünoomi

2n2 + 29

väärtused algarvud, kui n = 0,1,...,28; polünoomi

n2 + n + 41

väärtused on algarvud, kui n = 0,1,...,40; polünoomi

n2 - 79n + 1601 

väärtused on algarvud, kui n = 0,1,...,79. Tekib küsimus, 

kas ei leidu polünoomi, mille väärtused on iga täisarvulise 

n korral algarvud. Euler tõestas, et sellist polünoomi ei 

leidu. Nimelt kehtib järgmine teoreem.

Teoreem 1.28. Ühegi taisarvuliste kordajatega kõrgema 

kui nullastme polünoomi väärtused ei ole argumendi taisarvu- 

listel väärtustel kõik algarvud.

Tõestus. Olgu

2 кf (n ) = aQ + a^n + a2n + ... + a^n ,

kusjuures f(c) olgu algarv:

2 к 
f(c) = aQ + a^c + a2c + ... akc = p.
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Arvu tame
P к

f(c+pt) з aQ + a^(c+pt) + a2(c+pt) + ... + ak (c+pt) .

Olles avanud sulud ja võtnud kokku liikmed, kus puudub p, 

saame f(c) = p. Ülejäänud liikmed annavad p sulgude ette 

võtmisel sulgudes naturaalarvu

N я a^t + 2a2ct + a2pt + ... = Nk (t),

s.o. t suhtes k-astme polünoomi väärtuse. Seega 

f(c+pt) 3 p(1+H^(t)).

Loeme t täisarvuliseks muutujaks. Et vasak pool ei ole kons­

tant, siis Hk (t) ei saa olla samaselt null. Seega on Nk (t) 

kõikidel t väärtustel nullist erinev, välja arvatud lõplik 

arv võrrandi Nk (t) а 0 juuri, kui viimaste hulgas on täis­

arve. Tegur 1+Nk (t) on aiis ühest erinev ja f(c+pt) on kord­

arv. Niisiis, kui f(c) 3 p on algarv, võib f(c+pt) olla alg­

arv vaid lõpliku arvu t väärtuste korral.

Väga oluline lahendamata probleem on sellise funktsioo­

ni f(x) leidmine, mille väärtus kohal n võrduks n-nda algar- 

vuga pD ehk teiste sõnadega n-nda algarvu valemi leidmise 

probleem. Poola matemaatiku f .Sierpinski poolt on kull tões­

tatud, et leidub reaalarv oi , nii et*

Pn - {« .О *) - 102П 1 [cC *102П”1 ] ,

mis nagu lubaks pQ arvutada, kuid oC täpne väärtus pole tea­

da. On teada selle reaalarvu (arvatavasti irratsionaalarvu) 

mõned esimesed kohad (vt. [2], lk. 239). On teada ka teisi

[a] tähistab arvu a täisosa.
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analoogilisi valemeid» kuid need on sama laadi puudustega.

4. Algarvud aritmeetilistes jadades. Algarvud on peale 

arvu 2 kõik paaritud. Seega saab kõiki algarve, vaija arva­

tud arv 2, esitada kujul 2n+1. Jada { 2n+1 } saab aga jaotada 

osajadadeks {4п+1 ) ja (4n-l):

3» 7» 11» 15» •••* 4n ■ 1» ••• »

5» 9» 13» 17» ...» 4n + 1» ...

Seega peituvad kõik paaritud algarvud jadades (4n-1) ja 

{4n+l}. Saab tõestada, et mõlemad osajadad sisaldavad lõpma­

ta palju algarve. Tõestame näiteks järgmise teoreemi.

Teoreem 1,29. Jadas (4n-1\ on lõpmata palju algarve. 

Tõestus. Oletame, et algarve kujuga 4n-1 on lõplik 

hulk. Olgu need

(4) Pf* P2 > •••* Pjc*

Moodustame naturaalarvu

4Pi?2* • »Pjj — 1 *
Et see arv on kujuga 4n-1 ja on suurem kõikidest sellekuju- 

listest algarvudest, siis peab ta olema kordarv. Järelikult 

avaldub ta paaritute algarvude korrutisena

( 5 )  4P-jP 2* • «Pfc “  1 * Ч 1 ^ 2 * * * ^ т  *

Algarvude q^» ...» qm seas peab olema vahemalt üks kujuga 

4n-1 , sest vastasel juhul oleks nende korrutis kujuga 4n+ 1 . 

Niisiis jagub võrduse (5) parem pool vahemalt ühega algarvu­

dest (4). Siit järeldub, et ka arv 1 peab jaguma ühega 

nendest arvudest, mis on aga võimatu. Vastuolu tuli oletu­

sest, et algarve kujuga 4n- 1  on lõplik hulk.

Jada {2n+1) võib jaotada ka kolmeks osajadaks; (6n-l],
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(6n+l),{бп+З). Viimane neist sisaldab vaid algarvu 3, osa- 

jada teised elemendid jaguvad sellega. Niisamuti voib väi­

ta, et koik paaritud algarvud peituvad jadades { 8n+l}, 

{&n+3}, {8n+5}, ^8n+7} voi jadades, milles n kordaja on 10, 

1 2 , 14, ..., vabaliikmed aga nendest väiksemad paaritud na­

turaalarvud. Sealjuures ei huvita meid need osajadad, mille 

üldelemendis on muutuja n kordaja ja vabaliige ühisteguriga, 

sest need osajadad võivad sisaldada ülimalt üht algarvu.

Analoogiliselt võib uurida kõigi naturaalarvude jada 

osa jadasid {3n+l}, {3n+2 ;̂ {5n+l\, {5n+2}, {5n+3}, -{5n+4} 

jne. 1837. aastal tõestas Dirichlet järgmise üldise teoree­

mi.

■ Teoreem 1.30. Kui (a,b) = 1, siis jada {an+b} sisaldab 
д <r

lõpmata palju algarve.

Teoreemi tõestus on komplitseeritud, seda me siin ei 

esita.

Algarvudega, eriti nende jaotumisega seotud probleeme 

käsitleme veel X peatükis.

Harjutusülesandeid.

1.12. Leida n väärtused, mille korral arvud n, n+10 ja 

n+14 oleksid kõik algarvud.

1.13. Tõestada, et algarve kujul 3n+2 on lõpmata palju.

§ 5. ARVU LAHUTAMINE ALGTEGURITEKS

i

Arvu algteguriteks nimetatakse selle arvu algarvulisi 

jagajaid.
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I Теогееи 1.31. Erinevata algarmde p ja q korral p Кq.

Toestue. Algarra q positliraoks teguriks on raid arvud 

1 Ja q. Et p jt 1 ja p + q, alia p fq .

Jareldua. Kni algarr q jagub algarruga p y alia q ■ p.

I
Teoreea 1.32. Kui korrutis a1a2...an jagub algarvuga p, 

siia jagub sella algarruga vahemalt uka tegur.

Toestus. Kni oletada, at ükski tegur a^ al jagu p-ga, 

siia (a1, p) » 1 (i » 1, 2, ..., n) ja teoreemi 1.12 poh­

jal ei jagu ka korrutis p-ga.
/

Markus. Teoreem ai kehti, kai jagaja on kordarr.

Teoreem 1.33. Iga ühaat suuremat naturaalarru aaab la­

hutada algarmde korrutiseks parajaati ühel viisil (teguri­

teks lahutusi, aia erinevad vaid tegurita jarjekorra poolest, 

loetakae identseteks).

Toestus. 1) Tõestame algul, et üheat sunrema naturaal­

arvu a jaoks leidub vahemalt üks algtaguriteka lahutus. Kui 

a on algarv, aiia koosneb teguriteks lahutus ühaat tegurlat. 

Kui a ei ole algarv, alle a - P-jÄi* kus p 1 on arvu a vahi* 

algarvuline jagaja. Kii a.( on algarv, aiia algtaguriteka la­

hutus on saadud. Kui a^ ei ole algarv, siia

»1 9 P2a2 *

kus p2 on arvu a 1 vahim algarvuline tegur. Kui a2 on algarv, 

siis

a 3 Pi?2a2

ja algteguriteks lahutus on saadud. Kui a2 ei ole algarv, 

siis

a2 - P3*3 
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jne. Proteese on lõplik, sest

a >  a 1 -> a2 >  ... >  1 .

Lõpptulemusena saame

® 3 P 1P2* * *Pk-1^k* kus p^ - ®]с_1 *

Siinjuures tegurid p^, p2 , ...» P^ ei tarvitse olla kõik 

üksteisest erinevad.

2) Tõestame algteguriteks lahutuse uhesuse. Oletame, et 

leidub vahemalt kaks algteguriteks lahutust (teine voib olla 

saadud mingil teisel teel):

® = P-|P2***Pk s q 1q2* * ,C!k* * *^m'

kus konkreetsuse mõttes olgu к ̂  m. Vorduse parem pool ja­

gub algarvuga Siis peab jaguma q-j-ga ka korrutis 

P 1P2«**Pk * Eelmise teoreemi põhjal peab siis vahemalt uks 

tegur jaguma q^-ga. Jagugu p 1 (tegurite numeratsioon on 

meie valida: siin ei pea tegurid olema kasvavas jarjekorras). 

Et p 1 ja q 1 on algarvud, siis p^ =» q 1 (teoreemi 1.31 järel­

dus). Jagame vorduse p^-ga läbi, saame

P2* * *?k * 42*,,<?k*,*qm*

Rakendame endist mõttekäiku, võttes q 1 asemel q2 jne. Lõ­

puks, kui k <  m saame, et

1 = qk+1 * * ,qm*

Viimane võrdus on aga võimatu. Järelikult к = m. Toestuse 

käigus saime, et

qjL = P » i “ 1 * 2 , ..., k.

Seega algteguriteks lahutus on ühene.

Teoreemi 1.33 nimetatakse aritmeetika põhiteoreemi v-a
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voi ka .laguvuateooria pohiten-naftiirtlcH.

Parast põhiteoreemi toestust võime kirjutada

a a  D  °*1 n 012 Tlы = р̂ P2 ••• Pn * 

kus Pĵ  ji Pj, kui i ^ j , ja oL'x on iga i korral naturaalarv. 

Viimast kuju nimetatakse naturaalarvu kanooniliseks kujuks.

On koostatud spetsiaalseid tabeleid, mis lihtsustavad 

naturaalarvu teguriteks lahutamist. Nii koostas D.N.Lehmer 

1909.a. tabeli, milles on toodud vähimad algtegurid kõikide 

naturaalarvude jaoks, mis ei ületa 10 miljonit ning ei jagu 

ühegagi algarvudest 2, 3, 5 ja 7 (viimaste tegurite leidmi­

ne on ka ilma tabelita lihtne). Märgime, et õpiku [5) lõpus 

on esitatud analoogiline tabel kõikide 10 000-st väiksemate 

arvude jaoks.

Teoreem 1.34. Olgu naturaalarvu n kanooniline kuju

järgmine:

/ л \ 0C4 C 2̂
(1 ) а = P-j P2 • • • Pn *

Selleks, et d oleks arvu a jagaja, on tarvilik ja piisav, et

(2) d = p/^pg^*... Pj/3",

kus 0 <  ß  ^ 3 "*» 2, ..., n.

Tõestus. Tarvilikkus. Olgu d|a ja pjd, kus p on algarv. 

Siis teoreemi 1.1 põhjal p|a. Jaguvusteooria põhiteoreemist 

järeldub, et p peab ühtima ühega algarvudest p1f p2 , pn.

Niisiis ei saa d kanoonilises kujus olla ühtki arvudest 

P-j* ?2 * •••» Pn erinevat algarvu. Seega d avaldub kujul (2), 

kus ^  0. Esitame a korrutisena а 3 bd ja asendame viima-

35



see seoeee a ja d nende kanooniliste teguriteks lahutustega

(1) Ja (2)s

cCj cLx _ v _

p2 **• Pn P1 p2 •” pn *

Kui nüüd oletada, et mõne i korral ß  i ^ 0^! ’ siia vorduse

labi Jagamisel teguriga р*; saaksime naturaalarvu — —

P i l

Jaoks Ь1гя teguriteks lahutust: uks ei sisalda p^, teine si­

saldab. Pohiteoreemi pohjal pole see võimalik. Seega

Pilsavus. Olgu arv d antud korrutisena (2). Näitame, et 

d|a. Selleks leiame Jagatise

а - d-rh p u *~ 
d P1 pn

Eelduse põhjal on kõik astendajad mittenegatiivsed. Seega ^
d

on naturaalarv ja teoreem on tõestatud.

Teoreemi põhjal võib välja kirjutada arvu a kõik jaga-
м 3 2 А

jad. Näiteks arvu 600 » 2^.3*5 koik jagajad on antud vale­

miga d » 2U  3? 5r , kus oc * 0, 1 , 2 , 3; j3- 0, 1 ; y* - 0, 1 , 2. 

Teoreemi põhjal võib lihtsalt saada naturaalarvu a kõigi ja­

gajate arvu Г̂(а):

C ( a )  -  ( « 1 + 1 ) ( « 2 + 1) . . .  («n + 1 ) .

Nagu näha, ei sõltu jagajate arv teguritest p ^  ..., p vaid 

sõltub ainult nende astendajatest oC-j, •••»<Xn .

Teoreemi järeldusena võib tuletada ka juba koolikursu- 

sest tuntud reeglid arvude suurima ühisteguri ja vähima 

ühiskordse arvutamiseks. Jäägu see lugejale.

Harjutusülesandeid.

1.14. Leida arvu 81 057 226 635 ООО kanooniline kuju ja
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jagajate arv.

1.15. Leida arvu 968 koik jagajad.

1 .16. On teada arvude a, b, ..., d kanoonilised kujud

oL,
® Pg •••Рд » ^  Р»

b » pf1' Р2̂ 2*“РпП » P i

S 2 г '»л
Р-j Р2 • • • Pjj * 6 ± ^  0 .

Kirjutada välja nende arvude suurim ühistegur ja vähim 

ühiskordne.
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II. a h e l m u r r u d

§ 1. LÕPLIKUD AHELMURRUD

Olgu antud täisarv a ja naturaalarv b. Rakendame neile 

Eukleidese algoritmi:

I  = aj + ^  ehk § = a1 + £-

r<

r” = a? + T" ehlc F- = a2 + r1  r 1 2 r 1 r 1 2

2r,

r 1 r3 r 1 1—  = a-> + ehk —  = a-, + —
r2 a3 r2 r2 3 r2

rT

r_ r_ r

^  = an 1 + ehk = an 1 + 7
n-2  n-2  n-2  f:

r.

r.

V i

'n-2
r_ . = V

Järkjärgulisel asendamisel leiame

I  ■ *1 + — Z 3
a2+ m u

•j.
*3+ •

4 4 J -
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Saadud murdu nimetatakse ratsionaalarvu Ц ahelmurruks. See­

juures a^, а2 » an kannavad aheImurru elementide ehk 

mittetäielike jagatiste nimetust. Ahelmurru elemendid on na­

turaalarvud, vaija arvatud a^t mis võib olla ka 0 või nega­

tiivne täisarv; viimane element an >  1 (miks?). Seega saame

Eukleidese algoritmi abil iga ratsionaalarvu £  arendada lõp-
b

likuke ahelmurruks.

Ahelmurdu (1) tähistatakse sageli ka kompaktsemalt;

a .j + 2 + ^ a  j + ... +

ehk

a„ + 1
1 аг+ a3+ ... an.1+ an

VOI

Ca 1 * a2 ’ •••» an] *

Oma kursuses kasutame neist tähistustest esimest ja viimast. 

Kuigi viimane sümbol ühtib eelmises peatükis kasutatud vähi­

ma ühiskordse sümboliga, ei tekita see asjaolu segadust, 

sest korraga vähimast ühiskordsest ja ahelmurdudest juttu ei 

tule.

Eukleidese algoritm annab ratsionaalarvu ^ jaoks vaid

ühe ahelmurru, aest ta määrab mittetäielikud jagatised ühe-
л а

selt. Ruid on mõeldav, et monel teisel teel on saadud —
b

jaoks teine ahelmurd, mis erineb Eukleidese algoritmiga 

saadud murrust. Näitame aga, et sellist olukorda ei saa esi­

neda, kui ahelmurru elemendid rahuldavad ülalpool märgitud 

tingimusi.
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Teoreem 2.1. Iga га t s ionaalarvu ^  jaoks eksisteerib 

vaid üks ahelmurd kujul (1 ), kus elemendid a2 » »3 * •••» ®n 

on naturaalarvud ja viimane element an on uhest suurem.

Toestus. Oletame, et eksisteerib kaks margitud omadu­

sega ahelmurdu, s.t.

S

* a 1 + + .. • + “ an “
1 2  

a a!j +• ^*>2 ■*■••• + "^®m * 

kus ^  1» aj ^  1» toi 1 * 2* 3, •••» n-1, j => 2 , 3,... 

.... n-1, aa >  1, a ^ >  1. Olgu m ^  n. Oletame, et ak ja 

a£ (k ̂  n) on esimesed üksteisest erinevad elemendid, 

s • *fc •

a 1 — a^, . • * f ®k—1 9 ®k- 1  * ®k ^ ^k (1 ̂  к ̂  n ). 

Lahutame ahelmordude vorduse (2) vastavatest pooltest võrd­

sed elemendid a^ ja aj. St saadavas võrduses murdude luge­

jad on võrdsed, siis on võrdsed ka nimetajad. Saame vorduse 

uute ahelmordude vahel

a2 + + ••• ♦ ^ an * a2 + ■̂/,&з + ••• + "^a^ .

Viimase vorduse vastavatest pooltest lahutame jalle võrdsed 

arvud a2 ja a£ ning võrdsustame nimetajad.

Nii toimime seni, kuni jõuame võrduseni

(3 )  <Xk= ak + ■i/ ak+1 + . . .  + - ^ a ^  a£ + ■l / a^+1 + . . .  + l / a^,

kus sümbolit on kasutatud viimati saadud ratsionaalarvu* 

tähistamiseks. Kui k <  n, siis

ak+1 + +

ja seetõttu
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О <  -L/ak+1 + ... + 1 .

Seega ak = (°̂k täisosa). Kui aga к = n, siis ak = od^

ja ikkagi ak = [o£k ]. Täpselt samuti näeme, et a£ = fo^k]* 

Saadud tulemus on vastuolus oletusega, et ak ^ a£. Seega 

a^ = a^, ..., aQ = a \  Kirjutades välja vorduse (3) к = n 

korral, s aame

an = aA + - ^ A + l  + • •. + , kus an = a^ .

Viimane võrdus saab kehtida vaid siis, kui n =» m. (Miks?) 

Seega on teoreem tõestatud.

Eukleidese algoritm annab viimaseks jagatiseks aQ ala­

ti ühest suurema naturaalarvu, samal ajal kui eelnevad mit­

tetäielikud jagatised a.̂  (i = 1 , 2, ..., n- 1 ) võivad ka 

ühega võrduda. Mõnikord osutub kasulikuks ahelmurd, kus 

viimaseks elemendiks on 1. Sellise ahelmurru saamiseks esi­

tatakse element an kujul (an - 1 ) + -j, millega ahelmurru 

elementide arv suureneb ühe võrra. Seega saab ratsionaalar­

vu £ esitada nii paaris- kui ka paaritu arvu elementidega 

murruna. Kaob küll ahelmurruks arenduse ühesus, kuid viima­

ne polegi tähtis. (Teha kindlaks, kus on teoreemi 2.1 tões­

tamise käigus kasutatud eeldust, et aa ? 1  ja > 1 ! Ühtla­

si veenduda, et ei esine kolmandat võimalust ^ esitamiseks 

ahelmurruna kujul (1), kus a^ ^  1, i = 2, 3» ..., n).

Märgime, et kogu alljärgnev mõttekäik ja saadavad tule­

mused ei sõltu sellest, kas ahelmurru viimane element on 1 

või mitte. Seepärast olgu edaspidi valemiga (1) antud ^ 

ahelmurd ükskõik kummal kujul.
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Ratsionaalarvu jj ahelmurruks arendamisel võime Euklei­

dese algoritmi rakendada järgmisel kompaktsel kujul (näites

.Щ и

134 51 32 19 13 6 1
on I = "5

Seega

2 1

1

2 +

= [2 , 1 , 1 , 1 , 2 , 6 ] = [2 , 1 , 1 , 1 , 2 , 5, 1].

Kui murru lugeja ja nimetaja on väikesed arvud, saab ahel­

murruks arendada ka peast:

X .  1 + 2 -I + - 1  .
5 5 2 + 1

Sealjuures on otstarbekae vaadelda Eukleidese algoritmi kui 

täisosa valjaeraldamise meetodit.

Vastupidi, kui ahelmurd on teada, saab arvutada tema 

väärtuse

1 + 1 /2  + I /3 + I /4  = 1 + l / 2 + ^_ = 1 + 1 2  = 42.

Allpool esitame mugava arvutusskeemi ahelmurru väärtuste 

leidmiseks. Nimetatud skeemi saamiseks toome sisse ahelmurru 

lähismurru mõiste ja tuletame rekurrentse seose lähismurdude 

arvutamiseks.

Ahelmurru (1) lähismurdudeks nimetatakse järgmisi ahel- 

murde:

1 _ . 1 1 / 1 -



voi nende avaldisi hariliku murruna. Tähistame i-ndat lä-
P,

hismurdu . Siis 
Qi

F, a,

^ ■ T  •

P2 а1а2+ 1
Q ~  ~  5  *W2 a2

®2a3 + 1 ^2a3 + Q-j

Üldiselt ei ole murruga veel tema lugeja ja nimetaja määra­

tud, sest murd ei muutu laiendamisel ja taandamisel. Olgu 

aga Pjl ja Qi nii valitud, et nad võrduvad vastavalt paremal 

pool võrdusmärki olevate murdude lugejate ja nimetajatega. 

Kui arvutarne järgmise lähismurru, siis saame

p4 РЗа4 + P2 

%  = 5354 Г52 '

Tõestame täieliku induktsiooni meetodil, et üldiselt võib

võtta

Pk * Pk-1ak + Pk-2  

Qk = Qk-1ak + Qk-2

Selleks oletame, et viimased valemid kehtivad, ja näitame, 

et nad jäävad kehtima ka siis, kui indeks к asendada 

(k+1)-ga. Kirjutame välja lähismurrud järjekorranumbritega



о

Selleks, et saada k-ndast lähismurrust lähismurdu järjekor- 

ranumbriga k+1 , tarvitseb asendada a^ summaga а̂ + ^  “j- *

Asendamise juures arvestame, et Рк-2’ ^к-1 ^а ^к-2 ei 

sisalda elementi а̂. Saame

Рк+1 Рк-1^ак+ ä^TT  ̂ + Рк-2 Рк-1^акак+1+1  ̂ + ак+1Рк-2

Qk+1 Qk-1 (ak+ ä^77) + Qk-2 Qk-1^akak+1+1) + ak+1Qk-2

 ̂Fk -1ak+Pk-2 ̂  ak+1 + Pk-1 Pkak+1 *  Pk-1

Q̂k-1ak+Qk-2^ak+1 + Qk-1 Qkak+1 + Qk-1

\ I Pk+1 3 Pkak+1 + Pk-1

Seega 

(4)

Qk+1 3 Qkak+1 + Qk-1

mida oligi tarvis naidata.

Saadud rekurrentseid valemeid kasutatakse lähismurdude 

järkjärguliseks arvutamiseks. Selleks, et neid valemeid 

saaks rakendada alates indeksist 1, toome sisee suurused

p_1» G_1» p0 ^a Q0’ nii et

P2 3 a 1a2 +  ̂ 3 Р1а2 + Po' ^2 3 a2 3 ^ 1a2 + ^ o’

P1 3 a1 = Poa1 + p- v  «i 3 1 3 V i  + Q- r

Siit

Po 3  ̂* P- 1 3 0, Q0 3 °* ■) = 1 • 

Arvestades seoseid (4), voib lahismurde arvutada järgmise 

skeemi jargi:

_____________a1 a2 a3 * * • an

0 1 Pt P2 P3 Pn

1 0 Q1 Q2 Q3 . . .  Qn
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Haide 1. Kasutades toodud arvutusskeemi, arvutame 

ahelmurru

[ 1 , 2 , 3, 4, 5, 6, 7] 1 +
1

2+
3+

1
4+

5+
6+

koik lahismurrud:

1 2 3 4 5 6 7

0 1 1 3 10 43 225 1393 9976

1 0 1 2 7 30 157 972 6961

Seega

.Я
-,
4

и 1 P2 
1’ 4 -h Ц II

5 f -

ш l
Ш *  l

и

s
p
i
t
?

9976 
6961 *

Näide 2. Arvutame kõik lähismurrud:

171 191 171 20 11 9 2 1

0 1 8 1 1 2

0 1 0 1 8 9 17 11 171

1 0 1 1 9 10 19 86 191

Seega

m -
[o, 1 ,8,1 ,4,2 ] ja

_
O

jj
T

>

ii о P2
1'

8
V k m -

P6 77 P7 171 
57 = 85-’ 5Г = # T

Tõestame nüüd järgnevas olulise valemi.

Teoreem 2.2. Kahe järjestikuse lähismurru lugejate ja
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<5) pA - i  - pk-i«t * (- 1)k-

Toestus. Kasutame täieliku induktsiooni meetodit. Kõi­

gepealt veendume, et valem (5) kehtib, kui к = 0:

Pq Q_1 - P_1Q0 = 1-1 - 0*0 = 1 = (-D°.

Edasi oletame, et valem kehtib kuni indeksini k, ja näitame, 

et ta kehtib ka indeksi k+1 puhul. Toepoolest,

Pk+1Qk " PkQk+1 = ^ak+1Pk+ Pk-1 )Qk “

“ Pk (ak+1Qk+ Qk- 1  ̂ = Pk-1Qk" PkQk- 1  = ~^“1 ̂

Seega valem kehtib iga к korral.

Järeldus. Iga ahelmurru kõik lähismurrud on taanduma-

tud.
pk

Toepoolest, kui ■*- oleks taanduv, siis lugejal ja nime- 
k

tajal oleks ühine jagaja. Siis peab aga jaguma ka vorduse

PA -1 -  pk - i« k  -  < -1>k

parem pool selle jagajaga, mis on võimatu.

Niisiis,

(Pk , V  =■ 1.

Ahelmurruks arendatav murd ^ võib olla taanduv. aga

saadud ahelmurru väärtus arvutada rekurrentsete seoste (4)
P

abil, siis saadav viimane lähismurd ehk murru ^ väärtus 

on taandumatu.

Harjutusülesandeid.

2.1. Arendada arv ahelmurruks, millel on

nimetajate vahel kehtib seos
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1 ) paarisarv elemente,

2 ) paaritu arv elemente.

2.2. Arendada ahelmurruks arv 2,3547 ja leida koik lä- 

hismurrud.

2.3- Leida arv, mille ahelmurruks on

[O, 1 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9].

2.4. Leida arv, mille ahelmurruks on

[1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , 1 , lj.

Leida koik lähismurrud. Kuidas muutuvad lähismurrud, kui sa­

ma arv on arendatud paaritu elementide arvuga ahelmurruks?

2.5. Tõestada, et kehtib järgmine valem:

Pk+1Qk- 1  “ Pk-1Qk+1 = (" 1 )к&к+Г

2.6. Olgu [a^, a2 , an J lõplik ahelmurd. Tõestada, 

et к ^ 2  korral

Pk f 1 ^k Г T
7 ^  = Lak* ak- 1  * alJ’ ^  = l ak’ a2j*

§ 2. KAHE TUNDMATUGA LINEAARNE DIOPANTILINE VÕRRAND

Olgu antud kahe tundmatuga täisarvuliste kordajatega 

lineaarvõrrand

ax + by = с.

Sellist võrrandit nimetatakse diofantiliseks võrrandiks, kus 

juures tema lahendamise all mõistetakse kõigi täisarvuliste 

komponentidega lahendite leidmist. Võrrandi kordajatel a ja 

b võib olla ühine tegur. Olgu

(a,b) = d > 1 .
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Siia a - a^d, b = b ^ ,  kuajuures (a^,b^) = 1. Parast asen­

damist saame võrrandi

a.,dx + b^dy = c.

Et võrduse vasak pool jagub d-ga, siis selleks, et võrrand 

oleks täisarvudes lahenduv, peab d-ga Jaguma ka parem pool, 

s.t. peab olema d|c. Niisiis juhul, kui (a,b)jc, puuduvad 

võrrandil lahendid.

Edasi vaatleme juhtu, kus (a,b)Jc. Siis с = c-jd ja pä­

rast asendamist võrrandisse ning d-ga läbijagamist saame 

eelnevaga ekvivalentse võrrandi

a.jX + b^y = c 1 ,

kus juba (a.pb.j) = 1. Allpool naeme, et vaadeldaval juhul on 

võrrand lahenduv, s.t. tingimus (a,b)|c on lahenduvuseks ka 

piisav. Selleks, et vabaneda kordajate indeksite kirjutami­

sest, vaatleme kohe algusest peale võrrandit

(1 ) ax + by = c, kus (a,b) = 1 .

Võrrandi lahendi saamiseks arendame ^ ahelmurruks ning leia-

Pn 1 a Pn
me eelviimase lahis murru . Et ^  ja (a,b) = 1,

siis Pn = а, Од = b. Asendame seoses

f. V t  - * <-1>n

pn ja Qq vastavalt väärtustega a ja b:

■ Vi - №n-i -

Korrutame võrduse mõlemat poolt teguriga (-1 )nc. Saame seose

+ b[(-1)n- 1cPn_1 J = c.

48



(

^  x0 * C^n-1 ’ Уо = ^"1^П 1cPn-1 * =-

Markus: Eelmises paragrahvis märkisime, et ratsionaal­

arvu ^ saab arendada kaheks erinevaks ahelmurruks, kusjuures 

ühe ahelmurru elementide arv erineb teise omast ühe võrra. 

Seetõttu võime alati arendada ^ paarisarvulise elementide 

arvuga ahelmurruks. Siis valemid (2) lihtsustuvad ja omanda­

vad kuju

xo = cQn- 1 ’ Уо * - сРп-Г 

Viimane lahend ei ühti üldiselt lahendiga (2).

Näitame, et lahendeid on lõpmata palju ja nad avaldu­

vad kõik ühe erilahendi kaudu. Olgu arvupaar xQ , yQ võrran­

di (1 ) erilahend (ükskõik, kas äsja leitud lahend või mingi 

teine), s.t. kehtigu samasus

(3 ) axQ + byQ = c.

Oletame, et leidub veel teisi lahendeid. Tähistame mistahes 

lahendi x, y. Siis kehtib ka samasus

(4) ax + by я с.

Lahutades võrdusest (4) võrduse (3) saame

a(x-xQ ) + b(y-yQ ) = 0

ehk

a(x-xQ ) = b(yQ- y).

Viimase võrduse parem pool jagub b-ga, järelikult peab jagu­

ma ka vasak. Et aga (a,b) = 1, siis peab b-ga jaguma x-xQ , 

s.t.

x - xQ= bt ehk x = xQ+ bt,

kus t on mingi taisarv. Asendamisel saame

Siit naeme, et võrrandit (1) rahuldavad taisarvud
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abt = Ь(у0- у ),

millest

У = У0- at.

Naltaae, et

x = x0+ bt,

(5) У » У0- at

on võrrandi (1) lahend iga t korral. Tõepoolest,

ax + by = a(xQ+ bt) + b(yQ- at) = axQ+ byQ = c.

Niisiis juhul, kui (a,b) = 1, on dlofantilisel võrran­

dil ax + by = с lõpmata palju lahendeid, mis avalduvad va­

lemitega (5), kus t .on suvaline täisarv ja xQ , yQ - mista­

hes erilahend.

Näide. Lahendame võrrandi 29x + 41y = 35.

Arendame ^  ahelmurruks ja leiame eelviimase lahismur­

ru (arvutuste õigsuse kontrollimiseks arvutame ka viimase 

lähismurru, mis peab võrduma Щ ).

29 41 29 12 5 2 1

0 1 2 2 2 2

0 1 0 1 2 5 12 29

1 0 1 1 3 7 17 41

Seega Pk- ■ 12, = 17, n = 6 ja üheks erilahendiks on 

x0= (-1)6.35*17 = 595, 

yo= (-1)5 .35.12 = -420. 

üldlahend avaldub aga järgmiselt:

x = 595 + 41 t, 

у = -420 - 29 t.
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Saadud üldlahendi kuju on ebasobiv, sest vabaliikmed on ab­

soluutväärtuselt liialt suured. Selleks et vähemalt üht va- 

baliiget vähendada, eraldame 595-st 41 teatud kordse (jaga­

me 595 41-ga nii, et saaksime absoluutväärtuselt vähima po­

sitiivse voi negatiivse jäägi):

595 = 41.14 + 21.

Seega

x = 21 + 41-14 + 41 t = 21 + 4 1(14+t) = 2 1 + 4 1  u, 

kus u = 14 + t. Nüüd

у a -420 - 29(u-14) = -420 - 29 u + 406 = -14 - 29 u.

Kui võrrandi kordajad on väikesed, saab erilahendi lei­

da ka lihtsa proovimise teel. Näiteks võrrandi

5x - 11y = 7 

lahendamiseks võib x avaldada у kaudu:

x -  1JX  7.
x 5

ja teha kindlaks, millise väärtuse peaks andma y-le, et 

11y + 7 jaguks 5-ga. Ilmselt sobib yQ= 3. Siis aga xQ= 8. 

Seega erilahendiks on xQ= 8, yQ= 3 ja üldlahendiks

x = 8 - 11 t,

У = 3 - 5 t.

Lõpuks märgime, et lihtne meetod lineaarse üldkujulise 

diofantilise võrrandisüsteemi lahendamiseks on esitatud 

R.Kulmeti artiklis "Diofantiliste võrrandisüsteemide lahen­

damine" kogumikus "Matemaatika ja kaasaeg", XVIII, 1972, lk.

23-30.
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Harjutusülesandeid.

2.7. Lahendada diofantilised võrrandid

a) 97x + 35y = 3189,

b) 30x + 57y = 66.
2.8. Lasteaiale osteti kaht liiki pildiraamatuid. Ühed 

maksid 23 kop. tukk, teised 38 kop. Kui palju osteti kumba-- 

gi liiki raamatuid, kui kokku maksti 13 rbl. 59 kop?

2.9. Leida võrrandi

25x + 18y = 2423 

positiivsed taisarvulised lahendid.

2.10. 523 m pikkuse taentraalküttesüsteemi soojustras- 

si rajamiseks on kasutada 30 12 m pikkust ja 70 7 m pik­

kust toru. Millised võimalused on torude valikuks, kui tahe­

takse labi saada torusid tükeldajata? Kui palju tuleb võtta 

kumbagi liiki torusid juhul, kui tahetakse säilitada võima­

likult palju pikemaid torusid?

j § 3. IRRATSIONAALARVU AHELMURD ® *

Näitame, et suvalist reaalarvu oi saab arendada ahelmur- 

ruks. Piirdume juhuga, kus ОС on irratsionaalarv, sest rat- 

aionaalarvu ahelmurruks arendamist me juba käsitlesime.

Olgu a-j.aföd], s.o. suurim taisarv, mis ei ületa Ос •

Siis

ОС = а 1  + kus OC 2 > 1 .

ОС2 on irratsionaalarv, sest juhul, kui o62 oleks ratsionaal- 

arv, oleks seda ka OC . Edasi olgu a2 =[oC2 ). Siis
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ОС2 = a2 1 » 15X13 063 ^  1 •

Analoogiliselt leiame

ОС kus >  1 jne

Üldiselt

kus an =(oCn ] ja oCn+1 on ühest suurem irratsionaalarv.

Vaadeldav protsess ei ole irratsionaalse oC korral lõp­

lik. Kui katkestame täisosade väljaeraldamise n-ndal sammul, 

siis saame ahelmurru

on ühest suurem irratsionaalarv.

Ahelmurdu, mille element a^ on täisarv, elemendid a^

(k = 2,3,.,.) aga naturaalarvud, nimetame regulaarseks. Ahel- 

murd (1) pole regulaarne, aest ocn+1 ei ole naturaalarv. Jät­

kates aga täisosade väljaeraldamise protsessi piiramatult, 

s.t. lastes n-+ oo, saame lõpmatu regulaarse ahelmurru

Lõpmatute ahelmurdude korral kasutame analoogilisi kompaktse­

maid tähistusi nagu lõplike ahelmurdude puhul.

Enne kui kirjutada, et ahelmurd (2) võrdub c*-ga, tu-

hes lõpmatut ahelmurdu kujul (2), kus a^ on täisarv ja

(1) oC = a .j + ~ ^ a 2 + + ••• +
1 / 1 / .
“ an + oCn+'\‘

Siin a 1 on täisarv, a2 * a^, ..., an on naturaalarvud,

( 2 )

leb defineerida lõpmatu ahelmurru väärtus ja naidata, et an­

tud juhul see väärtus võrdub OC -ga. Vaatleme esialgu mista-
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*1 ^ 1 » kui i ̂  2, eeldamata, et see ahelmurd on saadud an­
tud reaalarvust оС ülalkirjeldatud täisosade väljaeraldamise 
protsessi tulemusena. Võtame lõplike ahelmurdude jada

(3) v  щ  -  ai+ s p  Ц  -  “i+ ^  • •••’ 

p
= â  + + ”̂̂ 3 + * * * + * * * ’

mida nimetame ahelmurru (2) lahismurdude jadaks. Lõpmatut 
ahelmurdu (2) nimetatakse koonduvaks, kui eksisteerib lõp­
lik piirväärtus

P_
lim *- •

n —►OO Tl
Viimast piirväärtust nimetatakse lõpmatu ahelmurru (2) 
väärtuseks.

Teoreem 2.3. Iga lõpmatu ahelmurd koondub teatud 
reaalarvuks.

Toestus. Tõestame, et lähismurdude jada on fundamen- 
taaljada, s.t.

(4) lim ( тр- - ) = 0 iga m ̂  1 puhul, 
n oo \ n wn+m /

Kuna lahiswurrud (3) on lõplikud ahelmurrud ja igale ahelmur-
rule jadae (3) eelnevaid ahelmurde võib lugeda tema lahismur- 
dudeks, siis kehtivad §-s 1 leitud seosed. Eriti on

W „  - Pn«n+1 -
mllleet



Et Qn+1 = V n + 1 + V i  «1 3 1’ *2 - a2 >  1 ’

Q3 ^ Q 2 + Q1 ^ 2 , Q4 ^ Q 3 + Q2 ^3, Q5^ Q4 + Q3 ̂  5, Siis

alates n väärtusest 6 on kindlasti* ^  >  n. Niisiis saame 
n ̂  5 korral

1pa ja+m Pn Pn+1 pn+m-1 Pn+m
1 % ^n+m ^  " ^n+1

+ • • • +
^n+m-1 ^n+m

m-1 m-1

= Š i+ A + k + 1  U + k )(n + k + 1 ) = nTn+mT »

millest järeldubki võrdus (4). Et reaalarvude hulgas iga 
fundamentaaljada koondub, siis leidub reaalarv j3 , nii et

H m  - A 
n-»» 'n '

millega teoreem on tõestatud.
Edasi tõestame järgmise teoreemi.

Teoreem 2.4. Rui ahelmurd (2) on saadud irratsionaal- 
arvust oC täisosade väljaeraldamise protsessi piiramatul 
jätkamisel (nagu on kirjeldatud käesoleva punkti alguses), 
siis tema väärtus on оi .

Toestus. Seosest (l) näeme, et oC erineb lähismurrust
P 1
— - ainult selle poolest, et aQ+  ̂on asendunud c^n+ -̂ga.

Et
Pn+1 _ Pnan+1 + Pn-1 
^Пт1 ^nan+1 + Sl-1

* Tegelikult võib vaita, et ^ uQ, kus un on Fibo­
nacci jada n-es element. Fibonacci jada on defineeritud re- 
kurrentselt valemiga ид = + ^ „ 2* u0 = U1 “ 1 •
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p_
Leiame vahe - OC:

n

Fn . pn ^ “ n+l + Pn-1 pnQn-1 ~ У Л  _

(-1)n
'  V  W l  * V i ’

St oCn+1 > ■ ], siis lim (Qjj^n+i + ^n-1^ = + 00 Ja seegan —Ю О
pn(6) lim x— = oC, n —^ oO *n

mida oligi tarvis tõestada.
Tõestame lõpuks, et iga irratsionaalarvu jaoks eksistee­

rib vaid uks lõpmatu ahelmurd.
Teoreem 2.5. Kui kaks lõpmatut ahelmurdu kujul (2), kus 

ai ̂  1 (i = 2,3,4,...), on võrdsed, siis on võrdsed nende 
ahelmurdude kõik elemendid.

Toestus. Oletame, et leidub kaks lõpmatut ahelmurdu, 
miile väärtused on võrdsed, s.t.

(7) ai + ~^a2 + "^a3 + * * * = ai + ̂ a2 + ~^a3 + * * * ’ 
kuid mis erinevad vähemalt ühe elemendi poolest. Olgu к ele­
mentide esimene indeks, mille korral ak ji a£, s.t.

a1 - â , .... ak-1 = a£_v  ak ф a£.

Tähistame



Et ak+1 P  1» ak+2 1 • • • f

siis

ja seega

= K )
Kuna iga lõpmatu ahelmurd koondub, siis seoste (8) tottu on 

ja teatud irratsionaalarvud ning vorduse (7) voib kir­
jutada kujul

Et a.j = a!j , ..., * ak_ ,̂ siis toimime samuti nagu teo­
reemi 2.1 toestamisel: lahutame võrduse (9) pooltest vasta­
valt võrdsed elemendid â , aj ja võrdsustame saadavas võrdu- 
ses murdude nimetajad (arvestame, et mõlema murru lugejad

mis on vastuolus oletusega, et ak f a£ • Saadud vastuolu 
tõestabki teoreemi.

Esitame näite irratsionaalarvu ahelmurruks arendamise 
kohta.

Näide. Arendame ahelmurruks oC = VT.
Täisosade järkjärgulisel väijaeraldamisel saame

(9)

võrduvad ühega). Sellist protsessi korrates jõuame võrdluseni 
<*k • Sii3 aga

ak = [°̂ kl = t°̂ k] = ak ’

J___ V7 + 2
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Seega <*7 я o^, oCq = o^4 Jne. Siit järeldub ka vaadeldava­
te taisosade võrdus. Saame nn. perioodilise ahelmurru

V 7  = [2,1,1,1,4,1,1,1,4,... ) .

Viimast perioodilist ahelmurdu märgime lühemalt järgmiselt:

[2,(1,1,1,4)].

Põhjalikumalt käsitleme perioodilisi ahelmrurde paragrahvis 
5.

Eesoleva paragrahvi lopus märgime, et arvu JT ahelmur­
ru esimesed elemendid on järgmised:

Л  = [3,7,15,1,292,1,1,1,2,1,3,1,14,2,1,...],

arvu e ahelmurruks on aga

e - ^2,1,2,1,1,4,1,1,6,1,1,8,1,...],

s.t.

a1 - 2’ a2 я 1- a3n = 2n’ a3n+1 = a3n+2 = 1 (n=1,2,3,...). 
Valemite tuletuse arvu e ahelmurru elementide jaoks voib 
leida näiteks õpikust (l), lk. 221-223. Arvu e ahelmurd on 
leitud Euleri poolt.

Harjutusülesandeid.
2.11. Arendada ahelmurruks irratsionaalarvud



а) л/3 > Ь)ЛЛЗ, c)VTl, <1)^ 3* 2 , e) ̂ 6~"7 -

2.12. Leida irratsionaalarvu ^/3 ahelmurru mõned ele­
mendid.

§ 4. REAALARVU RATSIONAALSED LAHENDID

1. Reaalarvu lähendamine ahelmurru lählsmurdudega. 
Eelmise paragrahvi seosest (6) järeldub, et iga reaalarvu oC 

võib tema ahelmurru lahismurdudega kuitahes hasti lahenda­
da. Käesolevas punktis uurime sellise lahendamise viga ja

jada {q^I elementide arvule oC lähenemise iseloomu.

Vaatleme kõigepealt, kuidas toimub lähismurdude jada

elementide lähenemine arvule об. Selleks lähtume teo-
reemi 2,4 tõestamisel saadud seosest

Vorduse (1) paremal poolel esineva murru nimetaja on posi­
tiivne, lugeja aga paaritu n korral positiivne, paarisarvu-
lise n korral negatiivne. Seetõttu juhul, kui n on paaritu

P P
arv, on (X>^ , paarisarvulise n korral aga • Seega

P2k+1 . P2m(2) õ--- —  *42k+1 42m
Näitame, et sealjuures

P” OC ?n-1 - OC«n-1
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Selleks lahtume oL avaldisest (§1» valem (5))
ы fn * ?n-1

^n+l + V 1
millest avaldame 0С„.Л: n+I

*  y - « > -

Siit

sest

Niisiis

(3)

rn-1
n-1 - OL = oi.n+1

«П
"'n-l xn

cn+1
3 ^ 7 " “

-  ОС
'n-1

-  ОС
n-1

Arvestades võrratusi (2) ja (3) võime kirjutada

Pi < h  
Щ < 4

‘л • • • “C oC <C 4  Q2
Edasi hindame viga, mis tekib OC lähendamisel ratsionaalar- 

Pn
vude®a <3T* 7a^em^s't saadav tapne hinnang 

n I P_
(4) \0C - n

5”4n °п1о6п+1 ^n + ^n-1^ 
ei ole otseselt kasutatav, sest ta sisaldab tundmatut suu­
rust <#n+1. Paneme aga tähele, et

106n+1 = аn+1 OCn+2
>  a.n+1 *

Seega
'V^n+I Qn + Qn-1^ ^ Qn(an+1 Qn + Qn-1^ = ^n Si+1 »
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mistõttu

I(5)

Seos (4) võimaldab hinnata ka vea alammäära. Hinnangu saami­
seks arvestame, et

оС 1
n+1 n+1 OCn+2 < a n+1 + 1

ja

Seega

( 6 )

°<П+1 «n + 4n-1 <  < V i  4n+1 + V

p_П л/ к

Näeme, et vea ülemine ja alumine tõke erinevad suhteliselt 
vähe. Seepärast annab valem (5) väga tapse hinnangu.

Näide 1 . Leiame arvu fT mõned esimesed lähismnrrud ja
hindame nende erinevust arvust rc\

3 7 15 1 292 1 . . .

0 1 3 22 333 355 103993 104348
1 0 1 7 106 113 ЗЗЮ2 33215

Valem (5) annab
\*r 221Iя " Tl 1 „ 1

7• 106 700 ’ Ш \ < 1067713 < 0 '0001 ’

71 113 I <  113*33102 <  0,000  000 27 .

Eriti mugavaks lahendiks arvule Л" on neljas lähismurd

4 355 
<34 113 ’ mis suhteliselt vaikese nimetaja puhul annab suu­

re täpsuse. Viimane on tingitud sellest, et ahelmurru järg­
mine element â  = 292 on võrdlemisi suur ja selletõttu ka
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valemis (5) esinev nimetaja Qc on võrreldes eelneva nimeta-
355jaga Q„ = 113 järsult kasvanud. Märgime, et тс ja — —■ tege- 4 133

lik erinevus on 0,00000025... ; niisiis valemi (5) abil 
saadav veahlnnang peaaegu ühtib tegeliku veaga.

Kuna Qn+1 ^  Qn, siis valemist (5) järeldub hinnang

(7)

Siit omakorda järeldub, et ahelmurru lähismurrud on arvule 
üldiselt markaa paremad lahendid kui lõplikud kümnendmurrud, 
mis saadakse arvu kümnendmurruks arendamise protsessis. 
Tõepoolest, kui c^t Cg, ... on arvu об kümnendnumbrid pärast 
koma ja cQ ■» jot J , s.t.

C1 c 2
*  '  °o + iõ + ^ + "• •

siis võttes OC lähendiks kumnendmurru
°1 °n а с + —~ + ... + --  = -2—

0 10 ю п 10n
saame vea hinnanguks

I ы _ a I cn+1 °n+2
\ юп I

kusjuures seda hinnangut üldiselt parandada ei saa. Tähista­
nud 10n a b, võime kirjutada

(8)

Võrreldes hinnanguid (7) ja (8) naeme, et reaalarvu lähenda­
misel ahelmurru lahismurdudega ei ületa viga ratsionaalse 
lähendi nimetaja põõrdväärtuse ruutu, lähendamisel kümnend­
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murdudega voib aga viga ulatuda kümnendmurru nimetaja pöord- 
väärtuseni. Seeparast võib esimesel juhul raakida teist jär­
ku lähendamisest, teisel juhul vaid esimest järku lähendami-

§

sest.
Näide 2. Võrdleme irratsionaalarvu V 2 = 1,4142... ahel­

murru lähismurde selle arvu kümnendmurdudega 1,4 Is

9 •
10 " 5’

Arvu V2 ahelmurruks on [1, (2) ]. Leiame mõned lähismur-

1  a i  1 4 1 • 1  а л а  1414 707 1,41 s iõõ* 1,414 = lõõõ e 5ÕÕ

rud
1 2 2 2 2 2 2

0 1 1 3 7 17 41 99
11 0 1 2 5 12 29 70 169

и Б-, 7  ̂ „
Lähismurd ?> = — ühtib kümnendi ahi smurruga 1,4. Lahi smur rudЧ3 5

*4 17 *5 41 P6 99 
$4 = 12’ Q5 = 29’ = 70

on aga kõik paremad lähendid kui kümnendlähismurd 1,41 =
= kuigi nende nimetajad on vaiksemad kui viimase nime­
taja 100. Kui | V 2" - "Iqq j 3 0,0042..., siis 100-le lähedase

P6nimetajaga lahismurru vea hindamine annab:

l ^ - i h T õ v f e ^ 0’000085-
Analoogiline on olukord jargnevate lähismurdude korral.

Järgmine teoreem näitab, et ratsionaalmurd, mis teatud 
mõttes küllalt hästi aproksimeerib reaalarvu, ühtib tingima­
ta selle reaalarvu ahelmurru ühe 1ahismurruga. See teoreem 
leiab kasutamist Pelli võrrandi lahendusvalemite tuletamisel 
( §5, punkt 3).
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Teoreem 2.6. Kui täisarvude a ja b (b ̂ 0, (a,b) = 1) 
korral on täidetud tingimus

I < * - § ! < -2b
siis S on reaalarvu cc ahelmurru üks lähismurde.

Toestus. Eeldame, et oC / sest vastasel juhul oleks 
väide triviaalne. Arendame ratsionaalarvu S ahelmurruks,

D

- - Г 1b = L a1 ’ a2* •••• ak J a
vottes к paarisarvu, kui об - ^ < 0,ja к paaritu, kui 

а 
b

' гг* l-1'“ 'F-si* Iя-- ь

oC - § ̂ 0. Siis

ос - a . (_i)k~1L  _ f* I = (»i)k-i|oc- Si

Moodustame arvu со nii, et

Pk“  + Pl£-1 
*  ■ ok <o* ^  •

Selleks tarvitseb votta

/ \ ^k-1 — 1 
40 “ «5Г-' 5k----

Siis
,, , 4k-i pk-i -K9k-i , Qk-i pk-i«k - pA-i
“ v  v - v

(-Dk+1 1 1
■ vA - v = „г. rki= ж . 21 >2-

4 1 « - 1 ь
millest saame, et

QOO >  2 - 4 1.
к

Olgu oi arendatud ahelmurruks
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= tak+1 * ак+2* •••]•
Et со > 1, siis ак+1 ^  1 ja avaldis [а^ а2, ..., ак, ак+1, 
ак+2* • • • 3 -($ kujutab endast regulaarset ahelmurdu, mille 
väärtus on mingi reaalarv ß . Arvu ji võib esitada ka mit te­
re gul aarse lõpliku ahelmnrruna

ß я Са1» a2* •••». **0»
mistõttu eelmise paragrahvi valemi (5) kohaselt

Asendanud siia ы avaldise (9), saame lihtsustamisel, et CC. 

Seega on ratsionaalarv
[a1t a2, .... ak ) =» -

reaalarvu oC lähismurd.

2* Reaalarvu lähendamine ratslonaalarvude lõpmatu jada­
ga. Valemist (7) järeldub, et iga irratsionaalarvu jaoks ek-

A €t sisteerib lõpmata palju ratsionaalarve —, mis rahuldavadD
tingimust

(1°) I 06 - § | <  ̂  ,
S Mkusjuures murruks — sobib arvu oc ahelmurru iga lähismurd. 

Tekib küsimus, kas võib võrratuse (10) paremal poolel esine­
va murru lugeja 1 asendada arvuga с 1 , nii et ka võrratust

rahuldab iga irratsionaalarvu об korral lõpmata palju rat­
sionaalarve. Osutub, et see on võimalik, kusjuures vähimaks 
selliseks arvuks on

65
9



Teoreem 2.7. Iga irratsionaalarvu оС jaoks eksistee-
a 
b ’rib lõpmata palju ratsionaalarve mille korral

(12) I об - £l < -p1-̂  *I Ы  V5 b2
Teoreemi toestuse voib leida näiteks õpikust [1], lk.

233-234. Tõestamiseks näidatakse, et arvu ос ahelmurru
„ *• ?n— 1 Pn Pn-*’ 1igast kolmest järjestikusest lahismurrust -

— — в vahemalt uks sobib arvuks — .0
Edasi saab tõestada, et konstanti с võrratuses (11) ei

saa enam vähendada: väiksema с korral leidub oi , mille jaoks
saab eksisteerida veel vaid lõplik hulk ratsionaalarve, mis
seda võrratust rahuldavad. Kehtib nimelt järgmine teoreem.

Teoreem 2.8. Iga positiivse reaalarvu с <  —4=- ja arvuV5I+V5 аа  = jaoks eksisteerib vaid loplik hulk ratsionaalarve

^ (voi ei eksisteeri ühtki), mille korral
D

(13) Iе* - sl ^  •
Tõestus. Oletame, et ot = ja с <  korral leidub

lõpmatu hulk ratsionaalarve ^ , mis rahuldavad võrratust 
(13). Siis iga sellise ratsionaalarvu korral on rahuldatud 
võrratused

millest pärast oc asendamist ja b-ga korrutamist saame:



- д/5 с <  а2 — ab — b2 <■ + V*5 с . 
b v b

Kuna 0 с  V5 с <1, siis kullalt suure b korral
-1 < a2 - ab - b2 <  1

ja järelikult a2 - ab - b2 = 0, sest a2 - ab - b2 on täis-
а 1 ± V"s **arv. Siis aga — = — x— %  mis pole täisarvuliste a ja bD c.

korral võimalik. Saadud vastuolu näitab, et võrratus (13)
Д A Вvoib kehtida vaid lõpliku arvu ratsionaalarvude — korral.

Teoreemist 2.8 järeldub, et kui antud oC = 1 kor­

ra l võtta с kullalt väike, siis pole võrratus (1 3 ) täidetud 
enam ühegi ratsionaalarvu — korral, s.t. kullalt vaikese
positiivse reaalarvu с puhul kehtib iga ratsionaalarvu —b
korral võrratus

Siit saame ruutu tõstmisel:

3 * Reaalarvu parimad ratsionaalsed lahendid. Ratsio­
naalarvu S (b >  0) nimetatakse reaalarvu oc parimaks lä- 
hendiks. kui ei eksisteeri ühtki naturaalarvust b väiksema 
või temaga võrdse positiivse nimetajaga ratsionaalarvu ^ , 
mis erineks oc -st vähem kui erineb Seega on — reaalarvu 
oc parimaks lähendiks parajasti siis, kui iga teise ratsio-

X Аnaalarvu — korral, mis rahuldab võrratust

on у > b. Geomeetriliselt tähendab see seda, et kui võtta 
arvteljel punkt <x ja vahemik (oc - J^-oc), ot+|^-oc|),
kus S on oi parim lähend, siis kõigi selles vahemikus asu-b
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vate ratsionaalimrdude nimetajad on suuremad kui b. Tões­
tame järgmise teoreemi.

Teoreem 2.9. Reaalarvu oC ahelmurru iga lähismurd

Pn (n ^ 2) on arvu oi parimaks lahendiks.
Toestus. Votame mistahes ratsionaalarvu — , mis erinebJTl

^ — oCI < -о с I. Tarvitseb näidata, et siis у 5* Од . Eel-

oC-st vähem kui 7̂ , s.t. ratsionaalarvu, mille korral
Si

К
duse kohaselt

|f ! C i  _otl'

(p P \ 1P p I I p
5^—“» S” )» aü s л“ ~
Чп-'! чп / ,wn wn- 1  1

|ypn-1 - *«n-1 I 1 . I ypn-1 - * V l  
-----  ehk ^ -----

Siit

>|Урп-1 - l9n-1 I * ° -

Kui oleks уРп_, - *0 . . о, siis f * jüli . Viimane võrdus
p„ - 1  Гpole aga võimalik, sest ^  asub oC-st kaugemal kui ^  .

Et I Урп_1 “ xQn- 1  I on na‘t̂ ;,aalarv, siis ongi у >  Q .
Lähismurdude vahel kehtib seos 

(л а \ Pn+1 Pnan+1 + Pn-1 .
< 4) ■ 5 ^ n+1 ♦ 4 ^ ’ *n+i »  1-

Kui an+i ̂  aii0 saab rääkida veel nn. vahepealsetest mur­
dudest

Pnk + V 1Q 11" 1 T__ A Q — ЛОдк + Qn_1* k-1,2,...,an+1 - 1.
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Märgime toestuseta, et ka mõningad ahelmurru vahepealsed 
murrud osutuvad selleks ahelmurruks arendatud reaalarvu pa­
rimateks lahenditeks ja tema parimateks lahenditeks saavad 
olla vaid murrud (14) (vt. [1, 5]).

Vajadus reaalarvu parimate lahendite leidmiseks voib 
tekkida mitmetel juhtudel. Mainime näiteks hammasulekande 
projekteerimist. Kahe hammasseostusega ratta pöörlemise 
nurkkiirused on pöördvõrdelised hammaste arvuga. Hammaste 
arv hammasrattas saab aga olla vaid täisarv, kusjuures ham- 
masrattaid ei saa valmistada väga suure hammaste arvuga. 
Seega hammasrataste pöörlemise nurkkiiruste suhe on mitte 
väga suure lugeja ja nimetajaga ratsionaalarv. Kui nõutakse 
kahe võlli ühendamist hammasratta abil nii, et nende nurk­
kiiruste suhe oleks öC , siis juhul,kui оi on irratsionaalne 
(või on väga suure nimetajaga ratsionaalarv), ei ole nurk­
kiiruste suhe täpselt realiseeritav ja tuleb leppida oC rat­
sionaalse lähendiga, mille nimetaja ei ole eriti suur. Sel­
lise probleemi ees seisis muide 17. sajandi valjapaistev 
mehaanik, füüsik ja matemaatik C. Huygens (1629-1695) päi­
kesesüsteemi mudeli konstrueerimisel, kui oli tarvis reali­
seerida planeetide tiirlemisperioodide tegelikke suhteid 
hammasratasülekannete abil. Huygens kasutaski nimetatud su­
hetele sobivate parimate lähendite saamiseks ahelmurdude 
lähismurde.

Harjutusülesandeid.
2.13. Leida arvu e ahelmurru lähismurd, mille nimetaja 

ei uleta 100 ja erineb sealjuures arvust e kõige vähem.



Hinnata lahendi täpsust.
2.14. Leida arvu \/l3 ahelmurru esimene lähismurd, mis 

erineb antud arvust vahem kui 10” .̂
2.15. Leida arvu ]/ l vähima nimetajaga parim ratsionaal-
~ _4ne lahend, mis erineb sellest arvust vahem kui 10

382.16. Kontrollida teoreemi 2.6 abil, kas —  on irrat- 
sionaalarvu 1/5 ahelmurru uks lahismurde.

§5. REAALSED RUUTIRRATSIONAALID

1. Ruutirratsionaal ,ia perioodiline ahelmurd. Reaalseks
ruutirratsionaaliks nimetatakse täisarvuliste kordajatega
ruutvõrrandi reaalset lahendit, mis ei ole ratsionaalarv.
Seega avaldub reaalne ruutirratsionaal kujul

A +VD 
В

kus А, B, D on täisarvud, D > 0 ja D ei ole täisruut. Esita­
tud ruutirratsionaaliga ühist ruutvorrandit rahuldab tema 
kaasirratsionaal

A -Vd 
В

Ruutirratsionaalid on tihedalt seotud perioodiliste ahelmur- 
dudega. Ahelmurdu nimetatakse perioodiliseks. kui teatud ko­
hast alates tema elemendid hakkavad korduma, s.t. kui ta 
avaldub kujul

[av  a2* ai-l* ai * *•*’ ai+k-1’ ai’ * * * * ai+k-1’ •••]•
Viimast ahelmurdu tähistame lühidalt järgmiselt:

Car  a2’ ai_i * âi» •••» ai+k-1^*
Kui i = 1, siis nimetatakse perioodilist ahelmurdu puhtperj-
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oodiliseks. kui i >  1, eiis eegaperloodiliseks.
Kirjutame irratsionaalarvu oC kujul 

106 = a1
a0+2T a3+

<4+k-i + « * +к

Kui osutub, et siis ahelmurd on perioodiline,
kusjuures ot = [ a1, ai_1, (a, , ..., ai+k_-|)l- Toepoo­
lest,

U  i = ai + “i+1 .
• 1

+ ------— IE  *ai+k-1 + oi ±

Viimase nimetaja ahelmurruks arendamisel saame jälle 
sama tulemuse. On selge ka vastupidine: kui ahelmurd on pe­
rioodiline, siis mingist indeksist alates

°^i+k = °^i ’
kus к on kindel naturaalarv (perioodi pikkus), i voib aga 

id indeksist alates omandada kõiki väärtusi.
Teoreem 2.10. Reaalarv oC , mis annab arendamisel peri-

teatud indeksist alates omandada koiki vaartusi. 
1

oodilise ahelmurru, on ruutirratsionaal.
Tõestus. Kasutame seost oC^+^ = oC  ̂ja esitame oC kahel 

kujul:
P̂  лоСл ♦ P.i-2 

-2
r , 1 i - 1 1  i -06 ■ [a1f a2, ..., ai„i» °̂ i J * Qi_1OCi + 0j__

r ' л Pi+k-1°^i + fi+k-2 
об = [a1t a2, ..., ai+k.v^iJ* Qi+k_i°^i + Qi+k-2

Avaldame kummastki seosest oC^:
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Seega rahuldab oc järgmist taisarvuliste kordajatega ruutvor 
randit :

(Qi-1Qi+k-2 " Qi-2Qi+k-1)o^2 + (Qi+k-1Pi-2 + Qi-2Pi+k-1

Pi+k-2Qi-1 “ Pi-1Qi+k-2^°6 + Pi+k-2Pi-1 " Pi+k-1Pi-2 ” 0 
Teoreem on tõestatud.

Naide 1. Leida ruutirratsionaal, mis avaldub järgmise
p e r i o o d i l i s e a h e l m u r r u n a : * [ 4 , ( 1 , 3 , 1 , 8 ) ] .  S i i n  oC 2

S e e g a  i  *  2 , i + k

CC
V

*  6

P

E s i t a m e  oC o c 2  j a  O C g  k a u d u :  

1 ° C 2  +  P 0  p 5 ° ^ 6  +  P 4

A r v u t a a e  P i ,

J  <5
1 Ä 2 + « o " Q 5 * 6 ^ 5

4 1 3  1 8

0 1 4 5 1 9  2 4 2 1 1

1 0 1 1 4  5 4 4

S e e g a

oc 4  o d 2  + 1 2 1 1  o c 6  +  2 4

o C n
2

4 4  0 < 6  + ^  J

■ U l e e t

* 2

1
-  2A -  5 cc

■  a 6  ’oc -  4 oC -  2 1 1

4 4 O C  -  2 1 1  -  2 4 o C  -  9 6  -  5  o f  +  2 0 oC ,

5*? = 115, 
ос = д/23.

(Miks on a - V W .  mitte aga -V23 ?)
Muidugi võib leitud Pm ja ^  asendada kohe teoreemi 

tõestamisel saadud ruutvõrrandisse. Viimast on aga raske 
meeles pidada.



Kehtib ka tõestatud teoreemi poõrdteoreem:
^ Teoreem 2.11 (Lagrange). Iga ruutirratsionaal avaldub 

perioodilise ahelmumma.
Tõestus (vrd.[lo)). Olgu cc ruutirratsionaal, s.t. tais- 

arvuliste kordajatega ruutvõrrandi

(1) b.jX2 - 2c.jX + d^ а 0

irratsionaalne lahend (alati võib saavutada, et lineaarliik- 
me kordaja 2c1 on paarisarv; seeparast eeldame, et ka c1 on 
täisarv). Leiame võrrandid järjestikuste O^-de arvutamiseks. 
Kõigepealt

(2) o i = Sl + (oC2 > 1 ), 

mistõttu kehtib samasus

bi(ai + õ q )2 - 2ci(ai + + d! " o
ehk

2 2 (b-ja-i - 2c1al + ü ^ o i^  ~ 2(c-j - b ^ J o + b1 = 0.

Näeme, et OĈ  rahuldab ruutvõrrandit
p

(3) bgi * 2CgX + d2 3 0,

kus bg, Cg ja d2 on samuti taisarvud nagu võrrandi (1) kor­
dajad, kusjuures

2b2 = b1a1 - 2c1a1 + d1#

(4) Cg 3 c1 — b-jai, 
d2 = br

Sama tüüpi ruutvõrrandid saame 0C jt ..., , oi ̂ , ...
jaoks. Kui o i ■ =» a. + —  rahuldab ruutvõrrandit 1 x oti+1

IC
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(5) Ъ^х2 - 2c±x + а 0,

siis 0̂ i+1 rahuldab võrrandit

bi+ii2 - 2oitix + 4i+i 3 °>
kus
(6) bi+1 " V i
(7) ci+1 = ci -
(8) di+1 = V
Siinjuures bi+1* ci+1* di+1

'i“i

on taisarvud. Kõikide võrran­
dite diskriminandid ühtivad, sest

Di+1 = ci+1 " bi+1di+1 = ĉi “ biaî
P 2- bi(biai - 2ciai + d^ = ci - b^^ = Di.

Niisiis % +-| =» = ... = D1 = с2 - = D*

Vaatleme lõpmatut kordajate jada
(9) bg» b4* •••

Tõestame, et siin on lõpmata palju naaberelemente, mis on 
vastandmärkidega. Oletame vastupidi, et selliseid elemente 
on lõplik hulk. Siis alates teatud kohast on jada (9) ele­
mendid kõik ühe ja sama margiga. Olgu b.̂ >■ 0, kui i ^ k.
Siis seose (8) tõttu on positiivsed kõik kordajad di alates 
kordajast dk+1 = b̂ . Teiselt poolt näitab valem (7), et siia

(10) ck > ck+1 > ck+2 > ... ,

sest a^ >  0. Et kõik on taisarvud, siis teatud kohast 
alates on kõik negatiivsed. Seega alates teatud indeksist
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kehtivad võrratused
^  >  0, <  0, d̂  >  0.

Et о£± >  0, siis peab kehtima võrratus
\ °< -f - 2c1a:i + d± > 0.

Tulemus on vastuolus eeldusega, et oc ̂  on võrrandi (5) la­
hend. Analoogilisele vastuolule jõuame, kui oletame, et ja­
das (9) on teatud indeksist i alates kõik b̂  0. Ilmne on 
ka, et ükski b^ y£ 0. Seega on jadas (9) lõpmata palju vas- 
tandmargilisi naaberelemente. Olgu Ьш ja Ьщ+1 vastandmargili- 
sed. Ruutvõrrandi, mida rahuldab võib seose (8) tõttuШт I
esitada kujul

<11> V n * 2 - 2cm+1* + Ьш - °-
Nagu äsja tõestasime, on selliseid võrrandeid, kus esimene 
ja viimane kordaja on vastandmärgilised, lõpmata palju. Igal 
sellisel võrrandil (11) on üks positiivne ja üks negatiivne 
lahend. Positiivseks lahendiks on (miks?). Näitame, et
võrrandite (11) seas on erinevaid vaid lõplik hulk. Lähtume 
diskriminandist, mis on kõigil võrranditel sama:

<4l " bm+1bm = D > °*

Et bmbm+1 ̂  °* siis °ш-1<  D ehk icm+ll<Ä^ *  Samuti on 
|bm+ibm | < Täisarve, mis rahuldavad viimaseid võrratusi, 
on lõplik hulk. Järelikult lõpmata paljude võrrandite (11) 
hulgas on erinevaid vaid lõplik hulk. Olgu kaheks ühtivaks 
võrrandiks võrrandid

bx-n*2 - 2V m * + b -  0 
jR 2

V i x “ 2v m * + b = °*
7r>



Hende ainsad positiivsed lahendid peavad ühtima: о̂ л+1 s 
a0 >̂4+1 *See aga tahendab, et cL on perioodiline.

2* Puhtperioodilised ahelmurrud.Selgitame, missugused 
ruutirratsionaalid annavad arendamisel puhtperioodilise 
ahelmurru. Vastuse sellele küsimusele annab järgmine teo­
reem.

Teoreem 2.12. Ruutirratslonaali
А + Vüoc = 5-----

ähelmurd on puhtperioodiline parajasti siis, kui oC >1 ja 
kaasirratsionaal

—  A -Vü oc = — --

rahuldab tingimust -1 <  CC 0.
Toestus. Tarvilikkus. Olgu oc puhtperioodilise ahelmur­

ru väärtus, s.t. teatud indeksi к ^ 2  korral = оС, Siis 
al “ ak ^ 1• millest järeldub omakorda, et OC > 1. Seostest

Pk-1°^k + Pk-2 
“  = «Cl'<*k + «k-2 ’ “ k = *

saame, et oc rahuldab samasust

4k_,a2 + (Qk_2 - rk_1)« - Pk_2 = 0.
Arvutades ruutpolünoomi

f<*> - ek_1l2 + <4k-2 - Pk-1)x * ?k-2
väärtused kohal 0 ja -1 saame f(0) » -Pk_2 <  о ja f(-1) =
* 1 ~ ^k—2̂  P̂k—1 — Pk—2̂  ̂  millest nah tub, et 
polünoomi teine juur ОС rahuldab võrratust -1<<5 <  q .



Nagu nähtus teoreemi 2.11 toestamisel, on koik irratsionaal- 
arvud 0&n samuti ruutirratsionaalid, kusjuures ruutvorrandi- 
tel, mida nad rahuldavad, on ühine diskriminant D. Niisiis

a ^ V d  ad - V 5
<*n = — В—  . •

kus An, Bn on taisarvud. Tõestame täieliku induktsiooni mee­
todil, et iga n ^ 1 korral 
(12) 0.
Tingimus on täidetud eelduse kohaselt, kui n = 1, sest 

0(-j = oC. Oletame, et võrratus (12) kehtib mingi n ^ 1 kor­
ral ja näitame, et ta kehtib siis indeksi n+1 korral. Kuna

OC = a_ + T“ —  , siis kaasirratsionaalide vahel kehtib seos 
n a n+1

oCn = а + —  (kontrollidal), millest õc = — — I--- .°ti+1 n+1 ocu -  an
Et an ^  1 ja -1^ Õcn <  0, siis saamegi võrratused

4  0, Lagrange’i teoreemi kohaselt eksisteerivad i 
ja к nii, et <*i+k - ja järelikult <*i+k = & ± . Näitame, 
et siit järeldub vordus # k+1 ■ oĈ  => <X , mis tähendabki, et 

oc on puhtperioodiline. Seosest 3 ai-l + ÕTT
saame

^ i - i - ai-i+ * “ ^ 7 = ai-i+ (" ̂ - i )e

Et 0 <  -O6i-1 <1, siis al_1 a -sr̂ j (täisosa). Analoogi­
liselt seosest

oC. .. A = a,.. 4 + -=sr

saame
bi+k. ^i+k 
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°^i-1 = ai-1 + °^i+k-1 = ai+k-1 + 0с^+к

paremad pooled on võrdsed, siis on о б = Ja
°^i+k-1 = °̂ i-l * Tõestasime, et vordusest 0^i+k =» OĈ  järel­

dub vordus Oti+k_1 = Toestatu pohjal järeldub siit 
vordus (%k+1_2 = OCi-2 Jne., kuni jõuamegi võrduseni <^k+1 * 
= <x1 = (X .

Järeldus, ühegi ruutirratsionaali J\/~D (D > 1) ahel- 
i murd ei ole puhtperioodiline.

Toepoolest, - VI> <  -1.
„ ? + \PTNaide 2. Ruutirratsionaali oC * — -— L ahelmurd on

puhtperioodiline, sest oc > 1 ja об = - asub vahemikus 
(-1, 0). Ahelmurruks arendamisel saamegi

- 3 ^  = [(1, 1, 1,4)].

Teoreem 2.13. Olgu D mitteruutarv ja л/Õ > В >  0. Siis 
V druutirratsionaali —  ahelmurruks on3

Yjj
~В = Г ai* â2* •••» ak_i* 2â)].

Tõestus. Vaatleme ruutirratsionaali oi = a1 + ̂  , kus 

a 1 = [“b]* ^  ̂ » sü 0 oC > 1 ja oC = a-j - ^  asub vahe­
mikus (-1, 0). Seega on к ahelmurd puhtperioodiline. Et

[<X] => |̂ a1 + =» 2a^, siis
VD r

a1 + в = L2av  a2* •••» ak-1* 2a1’ a2’ ’**’ ak~1 * 2a-j »•••]»
millest

ja  et <*i+k = 0^, siis ai+}£>1 = ai_v Et vörduste
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“g 3 t a1 * (a2* a »̂ •••* a]c—1» 2â  )J .
Nalteks on

Vl3 = [3, (1, 1, 1, 1, 6)],
V43 = [6, (1, 1, 3, 1, 5, 1, 3, 1, 1, 12)],

'Щ  =. [1, (8, 2)) (kontrollida!).
~ А ДЖMargime toestuseta, et ruutirratsionaali —  korral alati13

ak-1 = a2* 
ak-2 = a3>

(vt. [7], lk. 336).

3? Pelli võrrand. Vaatleme diofantilise võrrandi
(13) x2 - Dy2 = 1
lahendamist. Euler nimetas seda võrrandit mingi arusaa­
matuse tõttu J.Pelli (1610-1685) nime jargi Pelli võrrandiks. 
See nimetus kandus Euleri töödest edasi ja on kirjanduses 
kasutusel senini. On selgunud, (vt. (l),lk. 314), et J.Pell 
ei tegelnud üldse võrrandiga (13), esimesena aga leidis ül­
dise lahendusmeetodi P.Fermat. Seepärast oleks õigem nimeta­
da võrrandit (13) Fermat' võrrandiks. Jääme siiski kirjandu­
ses üldiselt kasutatava nimetuse juurde.

ОKui D <  0 või D я d , siis on võrrandi (13) lahendamine 
triviaalne. Eeldame seepärast, et võrrandis (13) on D posi­
tiivne täisarv jaV"D irratsionaalarv. Olgu arvupaar (xQ, yo) 
võrrandi (13) lahend. Võime piirduda positiivsete lahenditega, 
sest kui (xQ, yQ) on lahend, siis on seda ka (ixo. iyo). Mär­
gime veel, et xQ, yQ on seose
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(14) x2 - Dy2 = 1о Jo

tõttu ühistegurita. Kirjutame samasuse (14) kujul

ehk
(xo “ У0 ч̂ )(хо + У0 VD) = 1

x„ _ 
T2 - V d* о

Kuna siit järeldub, et ~  ^1* süs
Jo

^  + Y b > 2VÕ > 2.
yo

Viimast võrratust arvestades saame, et

y° 2y2
X

Teoreemi 2.6 kohaselt peab siis —  olema ruutirratsionaali
yo

_  _ P
VC ahelmurru uks lahismurdudest kusjuures x^ = Pn,

у a Q̂ . Et siis indeks n peab olema paarisarv.
y °  _ 

Niisiis tuleb Pelli võrrandi koiki lahendeid otsida vaid VD 
ahelmurru paarisarvulise indeksiga lähismurdude lugejate ja 
(vaatavate) nimetajate hulgast.

Edaai uurime, millised lahismurrud võivad anda võrran­
di lahendi ja teeme kindlaks, kas Pelli võrrand on lahenduv 
iga 1) korral.

Avaldame J) suuruste PR ja ^  kaudu:

(15) ^ = * C !  •
Siit
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«  - Pn - 1  < V l V °  - Fn-1)(Pn *
n+1 = Pn - Pn - Ф

ehk arvestades, et n on paarisarv,
(16) oc = -S .+. ,

0+1

kus b = - ?n_i?n on täisarv.
Näitame, et b > 0. Selleks lähtume seosest

(17) b +VD = (Q^V d - Pn_i)(Pn .+ S/5*’
P P

Et n on paarisarv, siis ^  - < VÕ <  ̂  ja eelmise para­
grahvi valemist (6) (lk. 61 ) saame hinnangu

millest

V l ^ 5 - pn-1> 5 ^
ja seose (17) tõttu

b +V3 (Pn + (^Vd) = + V d )>Yd .

Seega tõepoolest b > 0.
P О Л АMarru (16) nimetaja P̂  - DC^ vordub võrrandi (13) va­

saku poolega, kus x = Pn ja у = Од. Täisarvude paar (Pn, 
on seega võrrandi (13) lahendiks parajasti siis, kui

(18) <*n+1 = b +VÕ.
Et seose (15) tõttu

л/D = [a.,, a2, ..., an, <*n+1].

siis võib avaldise (18) esitada kujul

°<n+1 = b +V^  = tb+a1* a2’ an’ <*п+И =
= £ b+a .j, a2» «•«, ад, b+a ̂, a2, ..., a^, .. .
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Kuna b + a.j >0, siis on £*n+-j regulaarne puhtperioodiline 
ahelmurd ja teoreemi 2.12 kohaselt

-1 <  £Xn+1 = b -VD < 0.
Siit y/l) - 1< b< Vd, mistõttu b = [V^ ) = а-p Niisiis on 
arvupaar (Pn, Qn) võrrandi (13) lahend parajasti siis, kui 
VÕ avaldub perioodilise ahelmurruna kujul

(19) V d — !_ a1, (sg, «»»t * 2a^)J,

kus perioodi pikkus n on paarisarv. Kujul (19) avaldub aga 
teoreemi 2.13 põhjal \fü iga positiivse täisarvu D korral, 
mis ei ole taisruut. Juhul kui irratsionaalarvu V^  ahelmur- 
ru perioodi pikkus n on paarisarv, on võrrandil (13) kind­
lasti lahend xQ = Pn, y0 = Qn> kus n on perioodi eelviimase 
elemendi indeks. Kui aga Vd ahelmurru perioodi pikkus on 
paaritu arv k, siis võib VÕ avaldada ikkagi kujul (19), kua 
n on paarisarv, kui vaid ühendada kaks perioodi:

Vd а [ a^, (&2» 2a^, , ^3» •••» 2â )J =

= I®1* ®з* •••» * 2a^)3, n = 2k.

Seega on võrrand (13) lahenduv ka juhul, kui V d ahelmurru 
vähima perioodi pikkus on paaritu arv k, kuid sel juhul on 
lahendiks arvupaar (Pgk* ^2k^* Kummalgi juhul saame niiviisi 
vähimad positiivsed lahendid. Glejäänud lahendid saadakse, 
kui peatuda mingi teise perioodi eelviimasel elemendil ja

S arvutada vastava lahismurru lugeja ja nimetaja. Seega on 
võrrandi (13) kõik lahendid antud arvupaaridega

(pk’ Qk^’ P̂2k’ Q2k^> P̂3k’ Q3k̂ » (P4k’ Q4k^» •••» 
kui V d" ahelmurru vahima perioodi pikkus к on paarisarv, ja
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(?2к’ Q2k^’ P̂4k’ Q4k^’ P̂6k’ Q6k̂ * •••• 
kui V d ahelmurru vähima perioodi pikkus к on paaritu arv.

•• а 2 2Waide 4. Lahendame võrrandi x - 2y = 1.
Kuna V2 = [1,(2)], s.t. vähima perioodi pikkus к = 1 on 

paaritu, siis lahenditeks on arvupaarid (P2, Q2), ( 4̂* Q4)* 
(P6, Q6), ..., s.o. (3, 2), (17, 12), (99, 70), ... .

Harjutusülesandeid.
2.1 7 . Leida ruutirratsionaalid, mille ahelmurrud on 

järgmised:
a) [(D), b) [-1,(1, 2)],
c) ((18, 2, 3, 3, 2)], d) [0,(2, 1, 1, 2, 10)3, 
e) [7,(1, 1, 4, 1, 1, 14)), f) [9,(1, 18)].

2.18. Kasutades teoreemi 2.12 teha kindlaks, kas 
järgmiste ruutirratsionaalide ahelmurrud on puhtperioodili- 
sed või mitte:

a) b) 1 ± V Ü .
4 3

2.19. Teades, et = [(1, 1, 1, 4)1, kirjutada 
välja järgmiste ruutirratsionaalide ahelmurrud:

a) 8_tvi _ b) , о) d L ^ a .

2.20. Teadea, et 2)], kirjutada välja 
ruutirratsionaalide

-3 + V11 . 3 + Vii . .—  ̂ ---  ja ^-----  ahelmurrud.3 3

arvupaaridega
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2.21. Lahendada järgmised Pelli võrrandid:
a) x2 - ЗУ2
b) X2 - 32y2

c) X2 - 13У2
d) X2 - 89y2
e) 2X - 98y2
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III. A L G E B R A L I S E D  
J A  T R A N S T S E N D E N T S E D  A R V U D

§ 1. ALGEBRALISTE ARVUDE KORPUS

Kompleksarvu (sealhulgas reaalarvu) 06 nimetatakse al­
gebraliseks arvuks, kui ta on mingi täisarvuliste kordajate­
ga mitte-nullpolünoomi

f(x) = aQxn + a ^ -1 + ... + an

juur, s.t. kui f(oO = 0. Kui об on täisarvuliste kordajate­
ga n-astme polünoomi juur, kuid ei ole ühegi madalama astme­
ga täisarvuliste kordajatega mitte-nullpolünoomi juur, siis 
arvu oi nimetatakse n-astme algebraliseks arvuks.

Antud definitsiooni kohaselt on ratsionaalarvud esimese 
astme algebralised arvud, ruutirratsionaalid aga teise astme 
algebralised arvud. Kolmanda astme algebralisi arve nimeta­
takse sageli kuupirratsionaalideks (näiteks v2 ).

On ilmne, et algebralise arvu definitsioonis võib luba­
da ka f(x) kordajate ratsionaalarvulisust - defineeritava­
te arvude klass sellest ei muutu.

Tõestame järgmise omaduse.
I Teoreem 3.1. Kui n-astme algebraline arv об on rat3io-
О

naalsete kordajatega n-astme polünoomi f(x) juur, siia f(x) 
on taandumatu üle ratsionaalarvude korpuse.

Tõestus. Kui oletada, et f(x) on taanduv üle ratsio-



naalarvude korpuse, siis f(x) » g(x)h(x), kus g(x) ja 
h(x) on mõlemad ratsionaalsete kordajatega madalama kui 
n-astme polünoomid. Siis aga 0 = f(oi )  я g(o6 )h(oC) ja 
seega kas g(ob) = 0 või h(o£ ) » 0. See on aga vastuolus 
n-astme algebralise arvu definitsiooniga.

Kui n-astme (n ^ 1) algebraline arv <x1 on ratsio­
naalsete kordajatega n-astme n o r m e e r i t u d  polü­
noomi*)

f(x) = Xй + b ^ -1 + ... + bn

juur, siis polünoomi f(x) nimetatakse arvu oĈ  minimaalpo- 
lünoomiks, selle polünoomi ülejäänud juuri c*2, ...» oCn 

aga arvu o i1 kaasarvudeks,
Teoreemist 3«1 järeldub, et arvu minimaalpolünoom on 

taandumatu üle ratsionaalarvude korpuse.

 ̂ Teoreem 3.2. Kui ot ja fi on algebralised arvud, siis 
o C + f i j  OC — j3, ocji ja juhul, kui [b ¥ 0, ka ~  , on al­
gebralised arvud; teisiti: kõigi algebraliste arvude hulk on 
korpus.

Tõestus. Olgu oĈ = cL n-astme algebraline arv ja jb̂  = 
= m-astme algebraline arv. Olgu f(x) ja g(x) nende 
arvude vastavad minimaalpolünoomid, <x2, ...» oCn ja /3 2, 

ß m  aga vastavad kaasarvud. Siis Vieta valemite koha­
selt

f(x) » xn - Sjx33'1 + &2x n~ 2 - ... +(-Dn 6’n , 

g(x) = xm - T-,*21-1 +'C2^ Ü~2 - ... + (-1)“ ^  ,

Normeeritud polünoomiks nimetame polünoomi, mille 
pealiikme kordaja on 1.
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kus 6^ (k*1,2,...,n) on sümmeetrilised pohipolünoomid 
polünoomi f(x) juurtest OĈ t oC^t •••» <Xn ja 'C’i  (!■ 
■1,2,...fm) on sümmeetrilised pohipolünoomid polünoomi 
g(x) juurtest f.b y  f i2♦ • ••• /3m* Kuna f(x) ja g(x) kor­
dajad on eelduse kohaselt ratsionaalarvud, siis on seda ka 
pohipolünoomide väärtused <Гк ja T'1.

Moodtxstame nm-astme polünoomi

P(X) a | || f (X - (C£ ± + ß . ) ) = 
i-1 j=1

=» (x-o(1 - /31)(x-<^1 - /32)...(x -CK!1 - ß m) *

• (x -  (X2 - -<*2 “ /52)»**(х -<X2 - /Зт)*

* (x -orn " P l )(x “ rtn - ^ 2 )“ *(x “ °̂ п " P m ) =
= x ™  - (m6^ + n'C^x11“”1 + ...

On lihtne kontrollida, et funktsioon

F(x) — P(x; oC-j» 0C2 « •••»<Хд»уЗ-)*^2»

on nii argumentide süsteemi oC-pO^» •••> otn kui ka argu­
mentide süsteemi 6-|*/32» suhtes sümmeetriline po- 
lünoom. Kasutame järgmist teoreemi (vt.A.T. К у p о и. Курс 

высшей алгебры, изд. 2 и 3, 1950, 1Э52, § 37 ), mis on kõr­
gema algebra kursusest tuttava sümmeetriliste polünoomide 
põhiteoreemi üldistuseks:

kui G (oc,1t . ,.,o£n, fbj, ..., fi>m) on kahe argumentide 
süsteemi о(^, . ..,o£n ja , • • •»ß m suhtes suinmeetrili” 
ne polünoom üle korpuse K, siis
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G(#1» • • •» 0Cn , = ф( ♦ • • •» 6"n» * * * * * ’
kus 4^(6^, ..., б'ц, .... T"m) on polunoom kordajatega
korpusest К, <ГГ  .... бд ja .....^  on aga eespool
defineeritud sümmeetrilised põhipolünoomid.

Võttes polünoomiks G(Äj, ...,Ocn , • • • * p> polü­
noomi F(x; oLv  •••»0«n»/31...../3m) ja korpuseks К rat-
slonaalarvude korpuse ning arvestades, et 6̂ , ...» 6"n ja 
T^, . Tm on ratsionaalsed, jareldame, et polünoomi 
F(x) kordajad on ratsionaalsed. See tahendab, et oĈ  + (ĥ  , 
sealhulgas ka oC + ß on algebraline arv, mille aste ei üle­
ta nm.

Analoogiliselt saab tõestada, et korrutis <xß on algeb­
raline arv. Selleks tarvitseb vaadelda polünoomi

F(x) = | | | | (x — Otj j i i )  t 1=1 j=i «■*
mille üheks juureks on oL̂  (b  ̂ = c t ß .

Kuna fh on polünoomi g(x) juur, siis - ß ja ^
(kui f i / 0 ) on vastavalt ratsionaalsete kordajatega polünoo­
mide g(-x) Ja xmg( i ) juured. See tähendab, et ka -  А

1Ja 'p on algebralised arvud.
Et об-^З = 06+ (— ̂3 ) ja ^  , siis eeltõesta-

tu põhjal on ka vahe Ja jagatis algebralised arvud.
Järeldus. Reaalsete algebraliste arvude hulk on korpus.
Tõepoolest, aritmeetilised tehted ei vii välja reaal­

arvude korpusest.
Märgime tõestuseta ära (komplekssete) algebraliste ar­

vude korpuse järgmise tähelepanuväärse omaduse.
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о Теогееш 3.3. Kui jbQ* n on algebralised ar­
vud, siis polünoomi

/V* + ft*““1 + • •• +/зп
iga juur 06 (kompleksarvude korpusest) on algebraline arv; 
teisiti: algebraliste arvude korpus on algebraliselt kinnine.

On selge, et r e a a l s e t e  algebraliste arvude 
korpus pole algebraliselt kinnine (miks?).

Teoreemidest 3.2 ja 3*3 järeldub, et iga arv, als on 
saadud algebralistest arvudest lõpliku arvu aritmeetillste 
tehete ja juurimiste tulemusena, on algebraline arv. Ill 
näiteks on algebralised arvud

2 ♦ 'V'STVt dB - + vTÕ ,
VV5  + vf * V5

kus i on imaglnaaruhik. Radikaalide abil el saa aga esitada 
kõiki algebralisi arve, sest teatavasti mitte kõigi kõrgeaa 
kui neljanda astme polünoomide juured ei ole avaldatavad ra­
dikaalide abil polünoomi kordajatest.

Peatume lühidalt veel algebralise täisarvu mõistel.
Arvu оi nimetatakse algebraliseks täisarvuks, kui ta on 

mingi t ä i s a r v u l i s t e  kordajatega n o r m e e ­
r i t u d  polünoomi
(1) x11 + a ^ " 1 + ... + ajj

juur.
Kõigi algebraliste täisarvude hulk on ring, mitte enam 

korpus, seat algebraliste täisarvude oC, /3 jagatia pole ala­
ti algebraline täiearv. On aga huvitav märkida, et kui polü­
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noomi (1) kordajad on algebralised taisarvud, siis on selle 
polünoomi juurteks Ikkagi algebralised täisarvud. Seega on 
algebraliste täisarvude ring algebraliselt kinnine'.

Algebraliste arvude teoorias on kaks suurt suunda.
Ob eks suunaks on algebraline arvuteooria, mis on loodud 
E.Knnmerl poolt eelmise sajandi keskel ja uurib algebraliste 
arvude omadusi. Ilmelt on algebralistel täisarvudel rida 
omadusi, mis on analoogilised tavaliste (ratsionaalsete) 
täisarvude omadustega. Peamine erinevus on aga selles, et 
arvu lahutamine algteguriteks pole uhene. Ohesuse saavutami­
seks kasutas Kummer nn. ideaalseid arve. Teiseks suunaks on 
algebraliste arvude lähendamine ratsionaalarvudega. Peatuma­
ta küsimustel, mis kuuluvad algebralise arvuteooria valdkon­
da, vaatleme järgmises paragrahvis algebraliste arvude lä­
hendamist ratsionaalarvudega.

§2. ALGEBRALISTE ARVUDE RATSIONAALSED LAHENDID

laga järeldasime teoreemist 2.8, kehtib 2. astme algeb­
ralise arvu a  « ja kullalt vaikese positiivse reaal- 
arvu о korral iga ratsionaalarvu*) ^ puhul võrratus

О6 -  4

Viimane võrratus näitab, et nimetatud arvu ot ei saa ratsio­
naalarvudega eriti basti lähendada. Osutub, et siin on tege-

*) Eeldame alati, et ratsionaalmurru nimetaja b on po­
sitiivne.
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mist reaalsete algebraliste arvude ühe üldise omadusega.
Kehtib nimelt järgmine teoreem.

Teoreem 3.4 (Liouville. 1844). Iga reaalse n-astme
(n ^  1) algebralise arvu oC jaoks leidub positiivne arv с ,
nii et kõikide ratsionaalarvude § Фсс) korral kehtibD 0
võrratus
CD I06 “ sl ^  ̂ n •

Toestus. Olgu f(x) = Aqx11 + A1xn“1 + ... + A^ taisar­
vuliste kordajatega n-astme polünoom, mille üheks juureks on 
n-astme algebraline arv CL (polünoomi f(x) voib saada ndni- 
maalpolünoomist ratsionaalsete kordajate ühise nimetajaga 
läbikorrutamise teel). Siis B^zout' teoreemi kohaselt 

f(x) » (x - oOg(x), 
kus g(x) on r e a a l s e t e  kordajatega (n-1)-astme 
polünoom. Fikseerime suvalise positiivse reaalarvu 5 ja 
vaatleme loiku fot - 5, oc +  5 ] . Kuna |g(x)| on igal loigul 
pidev ja seega ka tõkestatud, siis eksisteerib positiivne 
arv M , nii et |g(x)j ^  M, kui x £ (ot - 6 , oC + S ] • Valime 
positiivse reaalarvu с nii, et g ja с ^ 6 . Suvali­
se ratsionaalarvu ^ jaoks on kaks järgmist võimalust.

1) Arv ^ asub väljaspool loiku [oc - 5 » ot+8]* Siis

(<* - f | >  5 *  « >  ̂  •

2) Arv asub loigus, s.t. oC - 6 <  ^ < ot + 8 •

Siis j g(^) j ̂  M ja saame

|*Ф1e !l - o6|*|g(t) I - mI*- t|^ cla“ tl-
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Kpnfl f(x) on ratsionaalarvude korpueea taandumatu (teo­
reem 3.1)» eiis pole tal r a t s i o n a a l s e i d  juu­
ri, kui n ^2; kui n > 1, pole tal aga juuri, mis erinek­
sid об-st. Seeparast

, , |a a11 + A1an"1b + ... + АцЬ*1!|f(|)|. L £ ----- 3— 3--------- i _ L  4 0.

Kuna lugeja on positiivne täisarv, s.t.

|AQan + A.jan"1b + ... + ^  1,

siis saame

а I — « 11>/a\| с
Ъ \ * ^  bn

Teoreem on tõestatud.

Liouville'i teoreem naitab, et n-astme algebraliste
arvude lähendamine ratsionaalarvudega — on alt tõkestatudb

•* ^ 44suurusega jarku —r , ruutlrratsionaalide lahendamine seega 
bn

suurusega järku A*. Järgmine teoreem näitab, et peale ruut- 
b^

irratsionaalide leidub ka teisi lrratsionaalarve, mille kor-
H M 1rai lahendamine ratsionaalarvudega on jarku —* .

b
Teoreem 3.5. Kui irratsionaalarvu OC ahelmurru elemen­

did on tõkestatud, siis leidub positiivne reaalarv с , nii 
et iga ratsionaalarvu ^ korral kehtib võrratus

(2) \о С - ъ \ > ^ г -

Toestus. Olgu ОС » a1 + ^ а2 + + ••• tahistagu

Pk^  selle ahelmurru k-ndat lahlsmurdu. Eelduse kohaselt ek­
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sisteerib tõke M, nii et iga m = 1 ,2,... puhul on
am ̂  M. Võtame suvalise ratsionaalarvu jj . Selle nimetaja
rahuldab mingi s ^  2 puhul tingimust Qs - 1 ^  b <  Qs.
Et lahismurrud on arvule 06 parimad ratsionaalsed lahendid 
siis

Hindame nimetajas esinevaid suurusi:

QB = Qs-1as + Qs _2 ̂  ЬМ + b = b(M + 1),

«8+1 + «S - V . + l  + V i  + 9S - V 8e*1 + 1) + SB-1 ž  
^ b(H - bfM2 + 2M + 2).

Seega

1
s.t. kehtib vSrratus (2), kus с » -------- *----------  .

(M + 1)(ir + 2M + 2)

Teoreem 3.6. Kui reaalarvu oC ahelmurru elemendid ei 
ole tõkestatud, siis iga с > 0 korral eksisteerib lõpma­
ta palju ratsionaalarve ^ , nii et

Toestus. Võtame suvalise positiivse reaalarvu c. Eel 
duse kohaselt leidub ahelmurrul

06 = â  + + ^^З + * * *

lõpmata palju elemente a0+1 * m^s ratmldavad võrratust 
as+1 ̂  с * S^ s aSa *Sa sellise indeksi s korral
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s.t. ratsionaalarvudeks ^ sobivad kõik selliste indeksi-
Ps 1tega lahismurrud =̂-, mille korral a0+1 >  ̂  .

Järeldus. Positiivse arvu с e k s i s  t e e r i m i -  
n e, nii et i g a  ratsionaalarvu | korral kehtiks võr­
ratus (2), on tarvilik ja piisav selleks, et irratsionaal- 
arvu oC ahelmurru elemendid oleksid tõkestatud.

Tingimuse tarvilikkus on tõestatud teoreemis 3.5. Pii- 
savus järeldub teoreemist 3.6. Tõepoolest, eksisteerigu 
с >  0, mis iga ratsionaalarvu ^ korral rahuldab võrratust
(2). Kui arvu OC ahelmurru elemendid oleksid siiski tõkes­
tamata, siis teoreemi 3*6 kohaselt kehtiks i g a  с > 0 
puhul lõpmata paljude ratsionaalarvude ^ korral võrratu- 
sele (2) vastupidine võrratus. Eelduse tõttu pole see või­
malik. Järelikult on arvu oc ahelmurru elemendid tõkesta­
tud.

Liouville'i teoreem (teoreem 3.4) annab vahe |об - § j 
jaoks hinnangu (1). Algebraliste arvude jaoks, mille aste 
n >2, on teoreemi väidet korduvalt tugevdatud. Kehtib ni­
melt järgmine teoreem, mida seostatakse Thue, Siegel! ja 
Roth’i nimedega (esimene neist parandas teoreemi 1908.a., 
viimane 1955.a.) ja mille me esitame tõestuseta.

Teoreem 3.7. Kui oC on reaalne n-astme algebraline arv 
(n ̂  2), siis iga £ > 0  korral eksisteerib uldmalt lõplik



hulk rataionaalarve | , mis rahuldavad tingimast

Järeldus. I g a  n-astme (n ^  2) algebralise arvu 
Ja s u v a l i s e  £.>0 jaoks eksisteerib с >0, nii 
et iga ratsionaalarv ^ rahuldab võrratust

Algebraliste arvude jaoks, mille aste n ^ 3, on see 
tulemus marksa tugevam Liouville'i teoreemist. Teda loetak­
se algebraliste arvude teooria üheks sügavaimaks tulemuseks. 
Teoreemis 3.7 ei saa asendada vSrratuse (3) paremat poolt
suurusega ~  , sest leidub l õ p m a t a  p a l j u  arve 

b2
I (arvu OC ahelmurru kõik lahismurrud), mille korral

Iоб — §1 < (vt. II pt., К 4, valem (7)). Kuid pole valis-
1 D 1 b2
tatud võimalus, et peale teise astme algebraliste arvude ka 
mõne või isegi iga kõrgema astme algebralise arvu об korral 
eksisteerib с >  0, nii et i g a  ratsionaalarvu ^ korral 
kehtib võrratus

Kui nii, siis oleksid teoreemide 3.5 ja 3*6 järelduse põh­
jal arvu oc ahelmurru elemendid tõkestatud. Praegu on see 
küsimus lahtine, sest ühegi algebralise arvu kohta, mille 
aste n ^ 3, pole teada, kas tema ahelmurru elemendid on 
tõkestatud või mitte.
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§3. TRANSTSENDENTSED ARVUD

Mittealgebralisi arve nimetatakse transtsendentse­
teks. Pikka aega arvati, et kolk arvud on algebralised. Al­
les prantsuse matemaatik Liouville tõestas 1844.a., et ek­
sisteerib transtsendentseid arve, s.t. irratsionaalarve, 
mis ei rahulda uhtki täisarvuliste kordajatega algebralist 
võrrandit. Praegu on aga teada, et algebraliste arvude hulk 
on vaid loenduv, samal ajal kui transtsendentsete arvude 
hulk on kontiinuumi võimsusega.

f Teoreem 3.8. Algebraliste arvude hulk on loenduv.
о

Toestus (Cantor, 1874). Kolkide n-astme algebraliste 
arvude hulk on määratud täisarvuliste kordajatega, rateio- 
naalarvude korpuses taandumatute n-astme polünoomide hulga* 
ga. Igale täisarvuliste kordajatega polünoomile

f(x) - во1*1 + а1хП”1 + ••• + aa 
vastab naturaalarv

* • k l + K l + •••+ Isi-
On selge, et eksisteerib vaid lõplik hulk täisarvuliste kor­
dajatega taandumatuid n-astme polünoome, millele vastab üks 
ja sama N. Igal sellisel polünoomil on n erinevat juurt?^ 
Seega iga antud N jaoks eksisteerib vaid lõplik hulk 
n-aetme algebralisi arve. Andes H-le väärtused 1,2,3,... ja

Ratsionaalarvude korpuses taandumatui polünoomil ei 
saa olla kordseid juuri.
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vottes koik vastavate ratsionaalarvude korpuses taandumatu­
te n-astme polünoomide juured, saame n-astme algebraliste 
arvude hulga 1^, mis on esitatud loenduva hulga lõplike 
hulkade summana. Seega on loenduv. Kõikide algebraliste 
arvude hulk

м- £ л
on loenduv kui loenduva hulga loenduvate hulkade summa.

f .I Järeldus 1. Eksisteerivad transtsendentsed arvud. Nen-X "
de hulk on kontiinuumi võimsusega.

Tõepoolest, kuna loenduv algebraliste arvude hulk on 
kontiinuumi võimsusega kompleksarvude hulga alamhnlk* siis 
selle alamhulga täiend pole tühi ja on kontiinuumi võimsuse­
ga.

! Järeldus 2. Eksisteerivad transtsendentsed reaalarvud.
л ANende hulk on kontiinuumi võimsusega. (Põhjendada!)
Teoreemist 3.2 järeldub, et kahe nullist erineva arvu 

summa, vahe, korrutis ja jagatls, kus üks arvudest on algeb­
raline, teine aga transtsendentne, on transtsendentne arv. 
(Tõestada (vastuväiteliselt)!)

Järgnev teoreem, mis on otsene järeldus Liouville'1 
teoreemist (teoreem 3.4), võimaldab konstrueerida transtsen­
dentseid arve.

Teoreem 3.9. Olgu antud reaal arv oC • Kui i g a  natu­
raalarvu n ja i g a  reaalarvu с >  0 korral e k s i s ­
t e e r i b  kasvõi üksainus ratsionaalarv ^ 4 oi , mis ra- 
rahuldab tingimust
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(1) l * - f t l < £ .  
siis oi on transtsendentne.

Toestus. Olgu arvu oc jaoks teoreemi tingimused taide­
tud. Kui оС oleks algebraline» siis leiduks teoreemi 3.4 
kohaselt naturaalarv n ja reaalarv с > 0, nii et i g a  
ratsionaalarvu ^ korral oleks

И  - p  •
mis on vastuolus eeldustega. Järelikult on ai transtsendent­
ne.

Arve oc , mille jaoks Iga naturaalarvu n ja iga po­
sitiivse reaalarvu с korral on võrratusel (1) olemas 
täisarvuline lahend a, b, nimetatakse Llou ville 4  trarq- 
tsendentseteks arvudeks.

Kalde 1. Tõestame, et arv

ОС = ~ ~ч~т + % I + -4 t + ... = 0,11000100 ...101* к * - ioJ*
on transtsendentne.

Võtame suvalise naturaalarvu n ja suvalise reaalarvu 
с > 0 ning defineerime

а = 10k* ( — jr + —\ r + ... + — 1-гт ) , b = 10kI ,V 101* 102* 10k* /
к1 оkus к on valitud nii suur, et 10 ^ £ ja к ̂  n. Siis

I* - f| * 70TiTf)T + ••• <

< 10(fc+D! ( 1 + 5 + 5̂ + ••• ) -
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Teoreemi 3.9 kohaaelt on vaadeldav arv transtsendentne.

ahelmurruna, võttes ette mingid suvalised к elementi:

Naitame, et niiviisi lõpmatu ahelmurruna defineeritav 
reaalarv OC rahuldab teoreemi 3.9 tingimusi ja on seega 
transtsendentne.

Fikseerime suvalise naturaalarvu n ja reaalarvu 
с > 0. Valime nii suure indeksi s, et ^  c, s ^ k  ja 
s ^ n. Nuud

Seega eksisteerib iga naturaalarvu n ja iga reaalarvu

huldab võrratust (1). Järelikult on OC transtsendentne. Nii­
viisi saame konstrueerida lõpmata palju transtsendentseid 
arve.

Nai de 2. Konstrueerime irratsionaalarvu oc lõpmatu

а 1» ®2 * * * * * ®k * ai ̂  ̂  ’ kui i ̂  2.

ak+1 ̂  Qk . Nii valime järk-jargult ka kõik jargnevad elemen­
did:

- Pс >  0 jaoks vahemalt üks ratsionaalarv § = <3̂  » m*8 ra_
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Kasutades Liouville'i teoreemi asemel teoreemi 3»7 •> 
võime teoreemi 3.9 marksa tugevdada. Saame nimelt järgmise 
tulemuse.

Teoreem 3.10. Olgu oc reaalarv. Kui m i n g i  £ > 0  
korral i g a  с >  0 jaoks eksisteerib ratsionaalarv

f (§ ^cx)» mi-B rahuldab tingimust

I* —
siis оС on transtsendentne.

Toestus. Kui oc oleks n-astme algebraline arv, kus 
n > 2, siis leiduks teoreemi 3.7 järelduse põhjal iga £ > 0  

jaoks reaalarv с ;> 0, nii et iga ratsionaalarv ^ rahul­
daks võrratust | oc - ^ “2^7 • See on aga vastuolus eeldu-

b
sega. Teoreemi 3.4 põhjal (võttes seal n = 1 ) jareldame 
(kuidas?), et cC ei saa olla ka esimese astme algebraline 
arv.

Esitatud teoreemid ei võimalda kindlaks maarata kõiki­
de meid huvitavate reaalarvude iseloomu. Arvud e ja Л  on 
näiteks transtsendentsed, kuid selle tõestus nõuab omaette 
meetodeid (vt. näit. [1 ], lk. 273-276).

Märgime tõestuseta veel uhe olulise teoreemi.

Teoreem 3.11 (Gelfond, 1934). Kui <X on algebraline
arv, mis ei ole 0 ega 1 , ja ß on vahemalt teiee astme al-

/3gebraline arv, siis об on transtsendentne.
Selle teoreemi tõestamist nõukogude matemaatiku 

A.O.Gelfondi (1906-1968) poolt peetakse üheks tähelepanu­
väärseimaks saavutuseks algebraliste ja transtsendentsete

100



arvude teoorias. Vastav hüpotees oli pustitatud Hilberti 
poolt rahvusvahelisel matemaatikute kongressil 1900. aastal 
ja see oli üks 23-st Hilberti probleemist, mis seati 20. sa­
jandi matemaatikute ette.

Gelfondi teoreem võimaldab küllalt laia klassi arvude
M M « / Л i л / Q

kohta oelda, et nad on transtsendentsed (nait. 3 » 2 ,
52-iV2  ̂ = (-1Г 1 ) .

Järeldus. Algebralise arvu b logaritm algebralisel 
alusel c, kus с > 0 ja с 4 1> on kas ratsionaalarv voi

transtsendentne arv, s.t. ei saa olla algebraline irratsio- 
naalarv.

Toepoolest, olgu oC * 1°8С b ehk, mis on sama, с01 = b. 
Kui oc oleks algebraline irratsionaalarv, siis b oleks 
transtsendentne.

Harjutusülesandeid.

3.1. Teha kindlaks järgmiste algebraliste arvude aste:
3,а) V2 - V3 , b) V2 - 1, с) а + bi ,

kue a ja b on ratsionaalarvud.
3.2. Tõestada, et arvud

a) cos ~  + i sin —  , b) sin 10°n n
on algebralised.

3.3* Tõestada, et arv

TT + -2 2t# 2<x = —7T + -4r + —4tо 1 • •
on transtsendentne.
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3.4. Kasutades teoreemi 3.10 tõestada« et arv

/? . J :  x=i£
' n=õ 23“

on transtsendentne.
3.5. Kasutades teoreemi 3*10 konstrueerida ahelnrard, 

mille väärtus on transtsendentne.
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IV. A R V U T E O R E E T I L I S E D  
F U N K T S I O O N I D

Elementaarses arvuteoorias käsitletakse peamiselt funkt­
sioone, mille määramispiirkonnaks on naturaalarvude hulk, Ja 
funktsioone, mille väärtused on taisarvud. Järgnevas vaatle­
me mõningaid selliseid arvuteoreetilisi funktsioone.

§ 1. ARVU JAGAJATE SUMMA JA JAGAJATE ARV

1. Multiplikatiivsed funktsioonid. Funktsiooni ф(а), 
mis on defineeritud kõikide naturaalarvude hulgal ja mille 
väärtus on nullist erinev vähemalt ühe naturaalarvu korral, 
nimetatakse multiplikatiivseks. kui

^(a^g) = ф(а.,) {Ha2).

Kui viimane võrdus kehtib suvaliste naturaalarvude â  ja 
korral, siis nimetatakse funktsiooni tugevalt multiplika­

tiivseks; kui see võrdus kehtib kõigi ü h i s t  e g u r i -  
t a naturaalarvude korral, siis nõrgalt multiplikatiivseka.

Näiteks on tugevalt multiplikatiivne funktsioon 
'd'(a) = as iga reaalarvu s korral.

1° Multiplikatiivne funktsioon rahuldab tingimust 
ф(1) - 1.

Tõepoolest, ф(а0) = ф(1а0) = ф(1)‘ Ф(а0). Kui aQ 
on nüüd selline naturaalarv, mille korral l£Ka0) 4 0, siis 
järeldubki siit vajalik võrdus.
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1 2° Multiplikatiivsete funktsioonide korrutis on multi-
plikatiivne.

Toestus on triviaalne.
d<\ 2 °̂ k2. Sumad ule arvu jagajate. Olgu a =* p1 p2 ••• Pk

arvu a kanooniline kuju. Siis arvu a jagajad avalduvad

kõik kujul d я pf1 p22... Pkk . kus 0 < ß Tähistame
sümboliga ^  summat üle kõikide naturaalarvude d , ais on 

d|aa jagajad.

Teoreem 4.1. Kui <&(a) on nõrgalt multiplikatiivne 
funktsioon, siis kehtib valem

<1) 2 1  *&(d) . [1 + ^ p , )  + -&<p2) ♦ ... + -fr(p"1)] ... 
... [1 + %(pk) + ... + •Ö’tp^)] .

kusjuures juhul, kui а • 1, tuleb võrduse parem pool lugeda 
võrdseks iibega.

TÕestus. Avame sulud võrduse (1) paremal poolel. Siis 
saam* summa, mille üldliikmeks on (kasutame nõrka multipli- 
katilvsust)

(г) p^2 ... p^k).

kus 0 ̂  oc1. Siinjuures saame parajasti kõik vasakul 
esinevad liidetavad. Sellega ongi teoreem tõestatud.

Võtame *Ma) - a8. Siis valem (1) omandab kuju
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Viimane valem annab arvu a jagajate s-ndate aatmete sum­
ma. Erijuhul, kui s » 1, saame a jagajate summa, mida tä­
histatakse S(a),

Z <*1 Oiy
d = (1 + p1 + ... + p1 )...( 1 + pk + ... + pk )»

„ V 1 , л * 1 . - V 1 .
P1 ■ 1 . p2 " 1 pk " 1 3 — —■—■■■ ■ ■■■ ■ • ■' ■■■..... . • • • .... . ■■ #
P1 - 1 p2 - 1 pk - 1

M I p  ANäiteks arvu 720 = 2 »3 *5 koigi jagajate summa on 

3(720) = ^  ~ ~  • - j j = 2418.

Eriti on S(p) = p + 1, kui p on algarv.
Kui s = 0, saame valemist (3) arvu a jagajate arvu

Z(a),

*C (a) = 2 L  1 = (oC1 + 1)(oC2 + 1)...(<*k + 1). 
dja

Näiteks on T(720) » (4 + 1 )(2 + 1)(1 + 1) =* 30.

( Teoreem 4.2. Funktsioonid S(a) ja ’C(a) on nõrgalt
Гmultiplikatiivsed.

_л о1л dip <*n ßi ßp ßmToestus, oigu а = р^р^... pnn ja b - q'/q^2... q™ ,

kus (a,b) a 1. Siis kõik tegurid p̂ , q̂  on üksteisest 
erinevad ja seega

« V 1 . < v 1 , J 1+1 .p л — 1 p_ — 1 q — 1
S(a)S(b) = — -----  • •• — ------  • — ------  •••

qm - 1 Pn - 1 ^  - 1

• • • С  - 1 S(ab),
<*m - 1

'СЫ'ТСЪ) = (ot1 + 1)...(Än+l)( P 1 + 1)...( Р>ш+1) = 'Г (ab)
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Kui nüüd (a,b) > 1, aiie a ja b kanoonilises kujus lei­
dub vahemalt üks ühine tegur. Olgu näiteks » q̂ . Siis 
aga S(a)S(b) 4 S(ab), T(a)T(b) + Г (ab), sest ei kehti 
samasused

p^ + 1 - i Pfj+1 - 1  p ^ 1 -1-----------------  . -----------------  а -----------------------  ,
Pi “ 1 P± - 1 P± “ 1

(<*i + + 1) - Ofi + Pj + 1.
*
 ̂ 3* Täiuslikud arvud. Nimetame arvu päris.iaga.lateks 
kõiki jagajaid, mis on temast väiksemad. Arvu, mis võrdub 
oma pärisjagajate summaga, nimetatakse täiuslikuks arvuka. 
Sellisteks arvudeks on näiteks

6 = 1 + 2 + 3,
28 я 1 + 2 + 4 + 7 +  14.

Juba Eukleides leidis valemi, mis annab kõik täiuslikud 
paarisarvud. Ta näitas, et tema poolt leitud valem annab 
ainult täiuslikke arve, kuid ei tõestanud, et sellega on 
antud kõik täiuslikud paarisarvud. Viimase asjaolu tõestas 
L.Euler alles 2000 a. hiljem.

Teoreem 4.3. Paarisarv a on täiuslik parajasti 
siis, kui ta avaldub kujul

(4) а =» 2k“\  (k;>1),
]fkus Mersenne i arv = 2 - 1 on algarv.

Toestus. Kõigepealt paneme tähele, et a on täiuslik 
parajasti siie, kui S(a) = 2a. Arvutamegi S(a):

106



S(a) = S(2k~1(2k - 1)) = S(2k“1)S(2k - 1) =

= (2k - 1)2k = 2a.

Seega Eukleidese valem annab täiusliku arvu.
Tõestame ka vastupidi, et iga täiuslik paarisarv on 

antud valemiga (4). Olgu a täiuslik paarisarv, s.t.

a = 2k_1b, (b,2) = 1 ja S(a) = 2a. Teisiti,

S(2k~1b) a 2kb
ehk

S(2k"1)S(b) =. 2kb » (2kb - b) + b,
millest

S(b) = b + --  •
2k -  1

Tähistame -- ——  = c, siis S(b) a b + c. On selge, et с
2k -  1

on täisarv, sest S(b) ja b on täisarvud. Et b =
к а* c(2 - 1), siis c on b jagaja. Vorduses

S(b) = b + с
on vasakul arvu b kõikide jagajate summa, paremal aga 
kahe jagaja summa b + c. Võrdus kehtib parajasti siis, kui 
naturaalarvul b on täpselt 2 jagajat. Seega on b algarv 
ja с а 1. Siis aga b a 2k - 1 a eeldusel, et 2k - 1 
on algarv. Teoreem on tõestatud.

Nagu eespool mainitud (vt. I pt. §4), oli 1971. aas­
taks teada 24 Mereenne1i algarvu. Seega on ühtlasi teada 24 
täiuslikku arvu, millest esimesed on 6, 28, 496, 8128, suu­
rim teadaolev aga - 1). On muidugi lahtine 
küsimus, kes täiuslikke arve on lõplik või lõpmatu hulk,
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Л А ,sest pole teada, kas Mersenne'i algarve on loplik hulk voi 
lõpmata palju. Mis puutub paaritutesse täiuslikesse arvudes­
se, siis võib üsna suure toenaosusega õelda, et neid pole 
olemas. On tõestatud, et kui paarituid täiuslikke arve ek­
sisteerib, siis on nad väga suured, igal juhul suuremad kui 
e52729^ Sealjuures on nad siis kujuga p^k+1M2 , kus p =
= 4m + 1 on algarv, (M, p) = 1, ja nende erinevate algte- 
gurite arv ei ole vaiksem kui 2800 (vt. [2), lk. 233).

Arvu a nimetatakse alataiuslikuks. kui S(a) <  2a, ja
\uletaiuslikuks. kui S(a) >■ 2a.

Täiuslikest arvudest võib lugeda ka J.Gabovitsi artik­
list "Täiuslikud arvud" ("Matemaatika ja kaasaeg" VIII, lk. 
58-64).

Harjutusülesandeid.
4.1. Kui palju erinevaid jagajaid on arvul 2475 ja mil­

line on nende summa?
4.2. Leida arvu 36О kõigi jagajate ruutude summa ja ar-
л

vu 36О kõigi jagajate summa.
24.3. Arvul N on 15 erinevat jagajat. Kui palju erine-

3vaid jagajaid on arvul ür ? Leida vahim nimetatud omadusega 
arv.

4.4. Leida arv, mille kõigi jagajate korrutis on 5832.
4.5. Leida arv, mille kõigi jagajate korrutis on 

330.540.
466. Tõestada, et algarvude astmed on alataluslikud 

arvud.
4.7. Tõestada, et kahe algarvulise jagajaga paaritu 

arv on alatäiuslik.



4.8. Leida vähim naturaalarv kujul (P-| 3a 
on paaritud algarvud), mille jagajate summa on kaks korda 
suurem arvust endast (Fermat' ülesanne).

4.9. Leida arv kujul m = 2x»3y»5z * teades, et poolel 
sellest arvust on 30 jagajat vähem kui arvul endal, uhel 
kolmandikul arvust m on aga 35 jagajat vähem ja ühel viien­
dikul 42 jagajat vähem kui arvul endal.

§ 2. ARVU TÄISOSA

Arvu täisosa on funktsioon, mis on määratud reaalarvu­
de hulgal ja mille väärtused on täisarvud.

Kui m on täisarv ja kehtivad võrratused

m ^ x m + 1,

siis ütleme, et reaalarvu x täisosa on m, ja kirjutame 
[x] = m. Seega on

[x ] ^ x <  [x] + 1.

Siit järelduvad järgmised omadused (toestada!).
1° Kui a on täisarv, siis

[x + a] = [x] + a,

2° Kui a on täisarv ja kehtib võrratus a з , siis 
kehtib ka võrratus а < £х].

Teoreem 4.4. Reaalarvu x mitte ületavate ja natu-
Г x 1raalarvuga к jaguvate naturaalarvude arv on [vj •

Tõestus, Kirjutame vaija kõik arvu x mitteületavad 
naturaalarvud, mis on arvu к kordsed: 1k, 2k, ..., hk.

109



Et hk ^ x <  (h + 1 )k, siia h ^  ̂  < h + 1 ja seega h =

=  ( f l -

I'eoreem 4.5. Olgu x suvaline positiivne reaalarv ja 
a mistahes naturaalarv, siis

[ i ]  =  [ ¥ ) •

Toestus. Tähistame b = . Siis

b < I <  b + 1,

ab ^  x -C a(b + 1).

Omaduse 2° pohjal
ab •< [x ] <  x <  a(b + 1),

millest

Seega b = [ M  = [f]

Teoreem 4.6. Algarv p kuulub tegurina korrutisee
n! parajasti

й * М * М *  -

korda.
Toestuseks leiame korrutisest 1 * 2 « 3 . . . n  kõik tegu­

rid, mis on arvu p kordsed. Sellised on
”lp» 2p, 3Pt«..f hp = |jp]̂  *

Seega eaineb p korrutises n.' üldse teguris. Vottee 
igast eellisest tegurist valja p, saame p astmes 
Algarvu p kordsetest jaavad siis järele tegurid

1. 2, 3,..., [f].
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Ka mõnedes nendest arvudest voib p veel tegurina esineda. 
Arvu p kordsed on

lii 
P( 1) 1p, 2p,

Eraldades igast kordsest teguri p, saame siit p veel ast­
mes

■ n
(¥]-

JL
P ,=

n
.7.

Teguri p eraldamisel jäävad jada (1) elementidest järele 
tegurid

1» 2, •••*

Siit eraldame jälle välja p kordsed; saame lisaks p ast­
mes

mes
lP'

, jne. Seega esineb korrutises n! algarv p ast-

\ -
+ n + fa-l

Lp .P2 , .p J
Kui p >  n, siis liidetavad tulevad nullid. Seega nJ = 
= a.p°^ , kus

Ja
(2 )

OO
об = ja (a,p) = 1,

k=1 [pk ]

n ! .  n  + Ы

X peatukis kasutame funktsiooni

T(x) = 'У ln n я ln[x]! 
n^x

Valemi (2) ja teoreemi 4.5 tõttu võib selle funktsiooni 
esitada kujul
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(3) Т(зс) Un p)((f] + (f?] + •")
Naide 1. Mitmendas astmes esineb 7 arvu 6522 faktori- 

aalis?

[»*]Kasutame seost

4. 6:
[> ja rakendame teoreemi

Seega arv 7 esineb astmes 9 3 1 + 1 3 3 + 1 9 + 2 =  1085.

Naide 2. Leida 21! kanooniline kuju.
Arvus 211 esinevad algtegurid 2,3,5,7,11,13,17,19.

*1 • (r]+ (f]+ ( r b  № ) - 10 + 5 + 2 + 1 ■ ie-

оL, m *  [fl 7 + 2 = 9 ,  c*, (f ] ■ *•
0d4 * [y-]= 3, Od5 = [j y ] * 1* 1 Ä 7 ' Ä 0 * 1* 

Seega 21! - 218*3 9 »54*73-11«13»17*19.

Algarv p, kus n ̂  p >  ! , kuulub n! kanoonilisse ku­
jusse esimeses astmes.

Harjutusülesandeid.
4И0. Mitmendas astmes esineb 3 arvu 333 faktoriaalis?
4.11. Leida arvu 120! kanooniline kuju.
4.12. Mitme nulliga lopeb 1974! ?

Toestada, et | 21 a±l ^  21 Гa. 1 .
Li=1 1J i=1 L 1J
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4.14. Leida snurlm naturaalarv n, mille korral
H 3 101 * 1 0 2 . . .1 0 0 0  

7Пon taisarv.
с с4.15. Kui palju on 10 ja 10 vahel naturaalarve, mis 

on arvu 222 kordsed?
4.16. Kui palju on naturaalarve, mis on vaiksemad kui 

1000 ja ei jagu ei 5 ega 7-ga ?
4.17. Kui palju on naturaalarve, mis ei ületa 400 Ja 

on 36-ga ühistegurita?

§3. EULERI C0-FUNKTSIOON Z»

Euleri c|?-funktsioon cp(a) on defineeritud kõikide na­
turaalarvude hulgal järgmiselt:

cf(a) on naturaalarvu a mitteületavate ja arvuga а 
ühistegurita naturaalarvude arv.

Sama definitsiooni võib anda ka valemiga

tP(a) - 2 Z  1 b^a 
(b,a)=1

või valemiga

cp(a) a |{b| b < а, (a,b) ** 1 } | ,

kus üldiselt |H | tähendab lõpliku hulga H elementide 
arvu.

I I Teoreem 4.7. Kehtib valem

|{b| b ^  a, (a,b) = d}|=

Toestus. Vaatleme naturaalarve b, mis ei ületa arvu



a ja rahuldavad tingimust (a,b) = d. Koiki neid saab esi- 
tada kujul b » db^, kusjuures a ** da1 ja (a^»b1) =* 1. 
Siin a ja a-j on fikseeritud, b ja b-j aga mmituvad ar­
vud, kusjuures a^ Igale b-le, mis rahuldab tingi­
musi b ^  a, (atb) a d, vastab parajasti uks b-j, mis ra­
huldab tingimusi b-j ^  a.p (a-pb-j) =» 1. seega

| { b | b  <c a ,  ( a , b )  = d }  | = | { b 1| b 1 ^  a 1 , ( a ^ b ^  = 1 } | =

= <?<*-,>

Kaide 1. Olgu а = 60 ja d = 5. Siis

I (b i b <:60, (b,60) = 5) \ =<p(f^) = ф(Ч2) = 4.

I I Teoreem 4.8. Kehfcib valem f> "

'5E1 Cf>(d) = a. 
d j а

Toestus. Kirjutam8 kasvavas jarjekorras välja arvu а 
koik jagajad:

(1) d1t d2, d ,̂ ..., d^-(a) d T(a)=a^
Eelmise teoreemi põhjal

|{ b| b ^ a, (b,a) = d1} | = Cp (f-j-) ч

|{b|b$ a, (b,a) = d2 J| = Cf> (|-),
(2)  ^

H b|b S а, (Ъ,а) = ах(а)}| = ср(-^-- ).
а)

Liidame kõik vordused (2). Selleks et kindlaks teha, mil­
lega võrdub vasakul pool saadav summa, jaotame kõik natu­
raalarvud b, mis ei ületa arvu a, s.t. arvud 
(3) 1, 2, 3» .*., а,
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klassidesse, võttes uhte klassi kokku koik need arvud, *il- 
lel on arvuga a uks ja sama suurim ühistegur d^ (i •
= 1,2,..., r(a)). Selliste klasside arv on ilmseltT(a) ja 
arvude arv kõikides klassides kokku a , sest klassidesse 
jaotamisel ei jaa arvudest (3) ühtki üle, samuti ei kuulu 
üks ja sama arv kahte erinevasse klassi. Seega vorduste (2) 
vasakute poolte summa võrdub a-ga ja saame

*-<p(S;)*

Tähistame f” я ci* Siis а =■ c^d^, millest nähtub, et

on a jagaja. Sealjuures vastab igale jagajale d^ para­
jasti üks jagaja ĉ . Niisiis erinevaid jagajaid on täp­
selt niisama palju kui jagajaid d̂ ,, e.o. amltt(a). Et 
aga jagajatega d^ on ammendatud kõik a jagajad, siis on 
ka jadas

c1t c2* *•*» c*r(a) 
parajasti kõik a jagajad. Sealjuures on nad nüüd kahanevas
järjekorras. Seega =* dx4a)+1 i'
vajalik võrdus:

а = cp(dT(a)) + ... + Cp( d2) + <p(d.,).
(e Teoreem 4.9. Euleri cf -funktsioon on nõrgalt multipli- 

katiivne.

Tõestuseks kasutame täieliku induktsiooni meetodit.
Kui а = b = 1, siis kehtib võrdus

cf(D- cf (1) = cp(1); (1,1) = 1.

Oletame nüüd, et iga naturaalarvude paari об» korral, mis
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(od , ß ) = 1 ja ocfb ab,

kehtib võrdus cf(ocp) = <f (oi) (f ( ß ). Tarvitseb näidata, et 
(a,b) * 1 korral

Cp (ab) * Cf (a)tf(b).

Jaotame a ja b jagajad kahte ruhma: a ja kõik päris- 
jagajad oC ; b ja kõik päris jagajad p .

Teoreemi 4*8 kohaselt

a = Cp(a) + (oc ),
oc

b = Cf (b) + ^  <f ( ß ).
Г> J

Korrutame võrduste vastavad pooled. 3aame

ab = ^(a)cp(b) + Cf>(a) cf ( Л ) + ^  ц. (b) <f (ot ) +
P cx

+ 21 <f (oC)if ( Л ). 
ы.,р

Eelduse kohaselt (a,b) = 1, seega ka (a.̂ /fl) = (oi ,b) = 1. 
Et a{J <  ab, ctb < ab, o(j3< ab, siis võime saadud seose esi­
tada kujul

(4) ab = (f(a)if(b) + 2Z <f (a p>) +^_q'(ocb)' + tf (<* M.
P oc

Lähtudes seosest

ab = 2 Z  cp(d) 
d| ab

jaotame ab Jagajad nelja ruhma: 1) ab, 2) kõik jagajad 
kujuga ocb, 3) kõik Jagajad kujuga af\ , 4) kõik jagajad 
kujuga oLj) , kus OC Ja ^ on endise tähendusega. Sii3

(5) ab * cP(ab) + 2 1 ^  (a (S ) + Cf (oc b) + j, (с/.Л )
P Л. fy'
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Lahutades vordusest (4) võrduse (5) leiame, et О «
« cp(a)cf(b) - ф  (ab) ehk

Cf(ab) * <f(a)<f>(b).

Teoreem on tõestatud.

Selles, et cf-funktsioon ei ole tugevalt multiplika- 
tiivne, võib veenduda näite varal. Olgu а = 6, b = 2. 
Siis

Cf(a) - Cf(6) = 2, <f(b) = (f(2) = 1,
kuid

(f(ab) = Cf (12) = 4 4 (f(a).(f(b).

Tuletame valemi Euleri (f -funktsiooni väärtuste arvu­
tamiseks. Kõigepealt teame, et kui p on algarv, siis

cf(p) = p - 1.
л кTaieliku induktsiooni meetodil tõestame, et Cp(p ) = 

к k-1= p - p . Oletame, et iga j <  к puhul 

ЦЧрЗ) - pÕ - p^"1.

Siis

Pk = ^lZcf(d) = ф(рк) + q'(pk_1) + ... + Cf(p) +

+ (1) = 4-(pk) + (Pk"1 - Pk"2) + (Pk_2 - Pk_3> +
+ ... + ( p - 1 ) + 1 =  Cf (pk) + pk"1,

mille3t
,rfnk\ „к „k-1 _k/1 1\Cf (p ) = P - p  = p (1 - -).

Kasutades cf -funktsiooni multiplikatiivsust, rakenda­
me teda arvu a kanoonilisele kujule
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Haide 2. ср(ЗбО) = 23*32-5) =
= 360(1 -^)(1 - j)(1 - 5) - 96.

Harjutusülesandeid.
4.18. Кц-j palju on arvust 1000 väiksemaid naturaalarve, 

mis on temaga ühistegurita?
4.19. Kui palju leidub naturaalarve, mis on väiksemad 

kui 10 000 ja mille suurim ühistegur 10 000-ga on 8?
4.20. Kui pai jn leidub naturaalarve, mis on vaiksemad 

kui 10 000 ja mille suurim ühistegur 10 000-ga ei ületa 10?
4.21. Kui palju on 1000-st väiksemaid naturaalarve a, 

mille vähim ühiskordne 1000-ga on 100 a? Kirjutada välja 
viis esimest ja kaks viimast sellist arvu.

4.22. Arvutada а) cp(1000), b) q?(1001), с) ф(4б0).
4.23. Kui palju eksisteerib taandumatuid lihtmurde, 

mille nimetaja on m?
4.24. Toestada, et kas cf(2m) = Cf(m) või (f(2m) =

= 2ф(т). Leida kriteerium kummagi juhu jaoks.
4.25. Toestada, et

a) cf(4n+2) =» cf>(2n+1);
' 2 (f>(n), kui (n,2) = 1 
„ 2 Cf>(2n), kui (n,2) = 2.

4.26. Tõestada, et juhul, kui m ̂  3, on q?(m) paaris-

b) <f(4n)



§ 4. MÖBIUSE FUNKTSIOON pt(a)

Mobiuse funktsioon defineeritakse kõikide naturaalar­
vude hulgal järgmiste valemitega

1) ja(1) = 1,
2) )a(ab2) = 0,
3) ^C(P1P2 ••• Pn ) = (”D n * kui p1, p2 , ..., pn on

uksteissst erinevad algarvud.
Näiteks:

а 1 2 3

i 
'■
*

6 7 8 9 10 11 12 13

ju(a) 1 -1 -1 0 -1 1 -1 0 0 1 -1 0 -1

Niisiis voib Mobiuse funktsioon omandada vaid väärtusi 
-1, C, 1.

Teoreem 4.10. Funktsioon L̂l(a) on nõrgalt multipli- 
katiivne, kuid ei ole tugevalt multiplikatiivne.

Toestus. Olgu (a#b) = 1. Vaatleme erinevaid võimalu­
si.

1) Kui a või b sisaldab ruuttegurit, siis p(ab) = 
= 0 =  ju.(a)ju(b).

2) Kui а = p1p2 ... pn, b = q.jq2 ... qk , kus te­
guriteks lahutustes on kõik tegurid erinevad, siis

jx(a) = (-1)n, jA(b) = (-1)k.

Et (a,b) = 1, siis ükski p.̂ ei võrdu ühegi q^-ga. Seega

pi(ab) = (-1)n + k = (-1)n .(-1)k = цА(а)рс(Ь).

Seega nõrk multiplikatiivsus on tõestatud. Selle tõestami-
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seks, et t̂(a) ei ole tugevalt multiplikatiivne, võtame 
a > p1 ... p , b > q1 ... qk , kue (a,b) 4 1. Siis a 
Ja b teguriteks lahutuses leidub vahemait üks ühine te­
gur, näiteks =» q̂ . Siis aga

fX (а) /л(Ъ) =* (-1)n+k, kuid ju(ab) = 0.

Teoreem 4.11. Kui ф(а) on nõrgalt multiplikatiivne 
funktsioon ja

/„л *1 °̂ 2 Ä n(1) а * p1 p2 ... Pn , 

siis

(2) p(d)^(d) - (1 - fr(p.,)) ... (1 - $(pn)), d| а
kusjuures Juhul kui а = 1, tuleb võrduse parem pool lugeda 
võrdseks ühega.

Tõestuseks tarvitseb arvestada, et funktsioon 
дс(а)*{На) on nõrgalt multiplikatiivne,Ja kasutada §-e 1 
tõestatud võrdust (1).

Teoreemi 4.11 .järeldusena saame järgmise tulemuse.

Teoreem 4.12. Kehtib valem
0, kui а > 1,

kui а = 1.

Tõestuseks tarvitseb võrduses (2) võtta У̂(а) =  1.

2T/UW) = { ° ’d| а [1,

Harjutusülesandeid.
4.27. Arvutada ^(182), ^u.(183), д*.(184).
4.28. Kontrollida otseselt (vasakul seisva summa arvu- 

ramise teel) teoreemi 4.12 kehtivust а = 40 korral.



§ 1. KONGRUENTSIDE OMADUSED

1. Kongruentsi definitsioon. Olga antud fikseeritud 
naturaalarv m ja mistahes täisarvud a ja b. Siis teo­
reemi 1.4 kohaselt

a - + rv  О ̂  r1 с  я, 
b a qgffl + r2, О < r2 <  m,

kusjuures qp q2, r^ ja r2 on üheselt maaratud. Järgnevas 
uurime taisarve nende jääkide järgi, tuues selleks sisse 
kongruentsi moiste.

Definitsioon 1. Arve a ja b nimetatakse kongru­
entseteks modulo* m ja märgitakse

(2) a s b (mod m),

kui a ja b annavad jagamisel arvuga m uhe ja sama
jäägi.

Kirjutist (2) nimetatakse kongruentsiks. arvu m - 
mooduliks. Asjaolu, et a ei ole kongruentne b-ga mooduli 
m järgi, märgime nii:

а Ф b (mod m).

Arve a ja b nimetatakse sel juhul inkongruentse- 

♦ *• AModulo (lad. k.) - mooduli jargi. Monikord kasutame 
väljendi "modulo m" asemel ka eestikeelset nmooduli m jär­
gi".

7. K 0 I 6 R Ü E I I 3  ID
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teks modulo m.
Kui a = b (mod m), siis a = + r, b = q2m + T 

(0 $ г < m), millest a - b = (q^- s,t* (a ” b) : m.
Vastupidi, kui (a - b) * m, s.t. a - b - qm, siis vordus- 
test (1) järeldub, et r., = r2« Seega kehtib kongruents 
a = b (mod m) parajasti siis, kui (a - b) j m. Eriti on aga 
а = 0 (mod m) parajasti siis, kui a*m. Viimase asjaolu tot­
tu defineeritakse arvude kongruentsi sageli ka järgmiselt.

Definitsioon 2. Arve a ja b nimetatakse kongru­
entseteks modulo m, kui vahe a - b jagub arvuga m.

Et (a - b)jm parajasti siis, kui leidub täisarv t, 
nii et a = b + mt, siis voib kasutada ka järgmist definit­
siooni.

Definitsioon 3. Arve a ja b nimetatakse kongruent­
seteks modulo m, kui leidub täisarv t, nii et

(3) a = b + m t .

Arvude kongruentsuse definitsioonist järeldub rida 
lihtsal': kontrollitavaid kongruentsi omadusi, millest osa 
on analoogilised vorduse omadustega. Allpool on esitatud 
need omadused teoreemidena, kusjuures teoreemide toestami­
ne on mitmel juhul jaetud lugejale.

2. Omadused, mis ei ole seotud mooduli rmmtiimiяр я̂ _
Teoreem 5.1. Kongruents on refleksiivne, s.t. 

а г a (mod m),
sümmeetriline, s.t.

kui a = b (mod m), siis b = a (mod m),
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ja transitiivne, s.t.
kui a = b (mod m) ja b = с (mod m), siis a = с (mod m).

Teoreem 5.2. Kui â  = (mod m), a2 = b2 (mod m),
... t = bjj. (mod m), siis

a^+ a2+ ... + a^ = b^+ b2+ ... + b^ (mod m),

s.t. kongruentse ühe ja sama mooduli järgi võib liikmeti 
liita.

Teoreem 5.3. Kongruentsi iga liiget võib üle kanda 
kongruentsi teisele poolele, muutes liikme märgi vastupidi­
seks; näiteks

kui a + b = с (mod m), siis а =  с - b (mod m).

Teoreem 5.4. Kui a = b (mod m), siis mistahes täisar­
vude к ja n korral

a ±  km = b ± nm (mod m),

s.t. kongruents jääb kehtima, kui kongruentsi ühele või mõ­
lemale poolele liita (või nendest lahutada) mooduli kordne.

Teoreem 5.5. Kui a1 =  b1 (mod m), a2 s  b2 (mod m),

..., ak =  bk m̂od * sii8
a^a2 ... a^ —  b^b2 ... b^ (mod m),

s.t. kongruentse ühe ja sama mooduli järgi võib liikmeti 
korrutada.

Teoreem 5.6. Kui a = b (mod m), siis iga naturaalarvu 
n korral

a11 =  b* (mod m),
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e.t. kongruentei mõlemaid pooli võib aetendada ühe ja sama 
na tursalarvuga.

Teoreem 5.6 on järeldus teoreemist 5.5.
Teoreem 5.7. Kui a =  b (mod m), elle mistahes täisarvu 

к korral
k a =  kb (mod m),

s.t. kongruentsi mõlemaid pooli võib korrutada ühe ja sama 
taisarvuga.

Teoreem 5.7 on erijuht teoreemist 5.5.
Teoreem 5.8. Kui aQ =  bQ (mod m), a1 =  b1 (mod m), 

...» an = bQ (mod m), xg (mod m), siis

+ a^x^"^ + ... + an =  + Ь-jX̂ ”1 + ••• + (mod m).

Toestus. Teoreemide 5.6 ja 5.5 põhjal

e1x^"i =  b1x5”i (mod m) (1-0,1,...,n),

millest teoreemi 5.2 pohjal saamegi tõestatava kongruentsi.
Järeldus. Kui f(x) - aQxn + + ••• + aQ ja

(mod m), siis
f(x1) =  f(x2) (mod m).

Teoreem 5.9. Kui täisarvuliste kordajatega täisrat- 
Äonaalees funktsioonis

f<IV  X2.....*n> ■ 2 Z * « 1...0<k x“1 ... x*k

asendada arvud A ̂  ^ ja x^ ..., Xj£ vaetavalt moodu­

li m järgi kongruentsete arvudega В ̂  ^ y^...
• ••»Уъ. » ails saadud uus avaldis В , ^ v04“! - ^ k* ^  °V*.<*k y1 ***yk
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j on kongruentne esialgsega mooduli m järgi.
Toestus on analoogiline teoreemi 5.8 tõestusega.

j
Teoreem 5.10. Kui c|a ja c|b ning (c,m) я 1, siis 

kongruentsist
а =  b (mod m)

järeldub kongruents

- = — (mod m), c c  г
s.t. kongruentsi mõlemaid pooli võib jagada a ja b
ühise teguriga, kui see tegur on mooduliga ühisjagajata.

Tõestus. Olgu a = b (mod m) ja a = a^c, b =» b^c, 
kusjuures (c,m) = 1. Siis a - b = (a^- b^c = mt. Et 
(a-j- b^cjm ja (c,m) » 1, siis teoreemi 1.11 põhjal 
a^~ b-jjm ehk a^- b1 * mt. Seega â  = b̂  (mod m) ehk

§ = — (mod m). в с
Märgime eriti, et kongruentsi ei tohi jagada a ja 

b ühisteguriga, kui sel on ühine tegur mooduliga. Näiteks 
kehtib ilmselt seos

84 = 24 (mod 10).
Kui jagaksime kongruentsi mõlemaid pooli 4-ga, siis saak­
sime

21 = 6 (mod 10),
mis pole õige.

3. Mooduli muutumisega seotud omadused.

I I  Teoreem 5.11. Kongruentsi mõlemaid pooli ja moodulit 
võib korrutada ühe ja sama arvuga, s.t.
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 ̂ kui a — b (mod m), aiis ak =  bk (mod mk).

Teoreem 5.12. Kongruentsi mõlemaid pooli ja moodulit 
võib jagada iga nende ühi3e teguriga, s.t. kui a = b (mod m) 
ja a * a^d, b a b^d, m a m^d, aiis

a1 = b1 (mod m.,).
f' Teoreem 5.13. Kongruentsi

ac = be (mod m)

mõlemaid pooli võib jagada c-ga, kuid siis peab moodulit 
jagama с ja m suurima ühisteguriga (c,m).

Tõestus. Olgu (c, m) = d; siis с = c.jd, m = m^d, 
kusjuures (c-j, m^) а 1. Saame

ac^d s bc^d (mod m1d).

Teoreemi 5.12 põhjal järeldub siit kongruents

ac^ = bc1 (mod m^),

teoreemi 5.10 põhjal aga
a = b (mod m^).

Kui eelmise punkti lõpul toodud näites kongruentsi 
84 =  24 (mod 10) 

mõlemat poolt jagada 4-ga, siis peab moodulit jagama arvu­
ga (10, 4) = 2. Saame

21 S  6 (mod 5),
mis on juba õige.
I

Teoreem 5.14. Kui a = b (mod n^), a = b (mod m2),
..., a = b (mod m^), siis a = b (mod m), kus m =

126



я [^1* * **•* mk)*
Toestus. Vahe а - b jagub arvudega m^, m2, ..., m̂ . 

Seega on а - b arvude n^, m2, ..., mingi ühiskordne, 
s.t. nende arvude vahima ühiskordse kordne:

а - b = mt
ehk

a = b (mod m).

Teoreem 5.15. Kui kongruents kehtib mingi mooduli 
järgi, siis ta kehtib ka selle mooduli mistahes jagaja jär­
gi, s.t. kui a = b (mod m) ja d|m, siis a = b (mod d).

Toestus järeldub samasusest

a=»b + mt = b + dm-jt = b + dt^ 
kus t1 = m.jt on täisarv.

Teoreem 5.16. Kui kongruentsi üks pool ja moodul ja­
gub mingi arvuga, siis jagub selle arvuga ka kongruentsi 
teine pool.

Tõestus. Olgu a = b (mod m), kus d|a ja d|m. Siis 
a * b + mt ehk a ^  * b + m^t, millest teoreemi 1.2 põhjal 
järeldub, et d|b.

Teoreem 5.17. Kui a = b (mod m), siis 
(a, m) = (b, m).

Teoreem 5.17 järeldub teoreemist 1.6.

4. Jagamisel tekkiva .jäägi leidmine ja .jaguvus tunnus te 
tuletamine. Kongruentside omaduste rakendusena vaatleme, 
kuidas võimalikult lihtsalt leida jääki r, mis tekib mia-
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tahes täisarvu H jagamisel antud naturaalarvuga m. ühtlael 
saame arvuga m jaguvuse tunnuse, sest Ж jagub arvuga m pa­
rajasti siis, kui r m 0.

Vaatleme kõigepealt korraga juhte, kus m » 9 ja m = 3« 
Selleks esitame arvu N tema numbrite ац, a^-j, ..., a^ kau­
du kümnendsüsteemis:

(4) N - an-10n"1+ an-1«10n*’2 + ... + ag.10 + a.,.

Et 10 =  1 (mod 9 ja mod 3), eiis ka 10k =  1 (mod 9 ja 
mod 3). Järelikult

N = sn+ ап-1+ ... + a2 + a1 (mod 9 ja mod 3).

Seega arvu Я jagamisel 9-ga (3-ga) tekib jääk, mis ühtib 
arvu numbrite summa jagamisel 9-ga (3-ga) tekkiva jäägiga. 
Järelikult arv jagub 9-ga (3-ga)parajasti siis, kui jagub 
9-ga (3-ga) tema numbrite summa.

Edasi vaatleme juhtu, kus m а 11. Et 10 = -1 (mod 11), 
siis 10k =  (-1)k (mod 11) ja

N = (a.j + + ...) - (a2 + a^ + ...) (mod 11).

Järelikult arvu jagamisel 11-ga tekib jääk, mis ühtib selle 
arvu paaritutel kohtadel asuvate numbrite summa ja paaris- 
kohtadel asuvate numbrite summa vahe jagamisel tekkiva jää­
giga. Arv jagub 11>ga parajasti siis, kui nimetatud summa­
de vahe Jagub 11-ga.

101-ga jaguvuse tunnuse tuletamiseks esitame arvu H 
"aj andsüs te emis

N = bn*100n"1 + bn-l-100n“2 + ... + b2«100 + b1 a
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- (toa2n+ a2n_1)*100n”1 + ... + (a4*10 + a3>.100 +

+ (a2* 10 + a.j ).

Et 100 =  *-1 (mod 101), siis 100k =  (-1)k (mod 101) ja

N = (b1+b^+ ...) - (bg+ b^+ ...) (mod 101).

Seega Jagub arv 101-ga parajasti siis, kui 101-ga Jagub va­
he

(b-|+ •••) — (bg+ k^+ ...)
ehk summa

(b^— bg) + (b^- b )̂ + ... .
Näiteks arv 123456789Ю11 ei Jagu arvuga 101, sest (11-10)+ 
+ (89-67)+(45-23)+1 =» 1+22+22+1 =* 46 ei Jagu 101-ga.

Siin esitatud meetodi jäägi märamiseks Ja Jagu vustun­
nus te tuletamiseks soovitas prantsuse matemaatik B.Pascal 
(1623-1662). Üldjuhul voib Pascali meetodit kasutada mis­
tahes arvusüsteemis esitatud arvude korral. Vaatlemegi 
meetodit üldjuhul. Olgu arv N esitatud q-ndsüsteemis (q - 
arvusüsteemi alus):

(5) N = anqn-1+ an_i4n”2+ •••■*■ a24 + ai •
kus аА (0 i ai < q) on q-ndsüsteeml numbrid. Olgu 

qk = r^ (mod m), k=1,2,...,n-1.

Siis

(6) N = anrn-i + an-1rn-2 + ••• + а2г1 + ai (mod m).

Kongruents (6) näitab, et arv N annab Jagamisel m-ga sama 
jäägi, mis selle kongruentsi paremal poolel asuv avaldis.
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öhtlasi eaame siit Jaguvustunnuse: N jagub antud arvuga m 
parajasti siis, kui jagub paremal poolel seisev avaldis.

Selleks et kongruentsi (6) parem pool oleks absoluut­
väärtuselt võimalikult väike, valitakse arvuks r^ (k = 
=»1,2,... tn-1) absoluutväärtuselt vähim arv, mis on kongru- 
entne astmega qk. Kni kongruentsi (6) parem pool on ab­
soluutväärtuselt suurem kui q, võib ka selle asendada vaik­
semaga - samal viisil nagu toimisime arvuga N.

Saadud tulemuse rakendusena erijuhtudel tuletame veel 
7-ga jaguvuse tunnuse kümnendsüsteemis ja kaheksandsüstee- 
mis. Võtame alguses kümnendsüsteemi ja vaatleme arvu N ku­
jul (4). Koostame tabeli:

10° 2  1 (mod 7)
10 = 3 (mod 7)
102 =  З2 = 2 (mod 7)
103 = 3*2 = -1 (mod 7)
104 H 22 3  -3 (mod 7)
105 =  2-(-1) =  -2 (mod 7)
106 = 1 (mod 7)
107 2. 3 (mod 7)

Alates 10^-st hakkavad jäägid korduma. Seega

N = a ^  a2.10 + a3*102 + а^ЛО3 + ... = a1 + 3a2 +

+ 2a^- a^- 3a^- 2a^+ a^+ 3aQ+ 2a^ - ... (mod 7).

Järelikult kümnendsüsteemi arv N jagub 7-ga parajasti siis, 
kui 7-ga jagub algebraline summa
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a1+ За2+ 2аз“ a4~ 3a^- 2ag+ ... .

Viimast summat võib arvutada näiteks järgmise skeemi alusel:

N = 8 9 1 0 1 1 1 2 3 4 5 6 7 8  
kordajad: 3 1-2-3-1 2 3 1-2-3-1 2 3 1 

korrutised mod 7: +3+2-2+0-1+2+3+2-6+2-5-2+0+1 =-1 =6.

Näitena võetud arvu N jagamisel 7-ga tekib jääk 6, seega see 
arv ei jagu 7-ga.

Kaheksandsüsteemi arv N on esitatav kujul (5), kus 
0 < a ^ < 7  ja q = 8 (tegelikult esitatakse süsteemi alus 
8 kujul 10; numbrit 8 kaheksandsusteemis ei kasutata). Kuna 

8k = 1 (mod 7),
siis

N = an+ ап-1+ *•* + a2+ а1 (m°ä 7).

Seega kaheksandarv N jagub 7-ga parajasti siis, kui 
7-ga jagub selle arvu numbrite summa. Näeme, et 7-ga jagu­
vuse tunnus kaheksandsusteemis on täpselt samasugune nagu 
9-ga jaguvuse tunnus kümnendsüsteemis.

Vaatleme veel kongruentsi omaduste rakendusi järgmise 
näite korral.

Näide. Leida jääk, mis tekib korrutise

a = 141-263-843-721 
jagamisel arvuga 101.

Ölesanne on samavaärne arvuga a kongruentse vahima po­
sitiivse arvu x leidmisega:

141 • 263*843*721 s  зс (mod 101), 
kus 0 ̂  x < 101. Teoreemi 5.5 põhjal võib kõik tegurid
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x s 40-61*35*14 (mod 101).
Korrutist pole vaja leida. Voib leida kahe arvu korrutise 
ja jätta ära mooduli kordse (millise omaduse põhjal?), tu-

asendada kongruentsetega modulo 101:

mooduli kordse jne. Saame
40-61 » 2440 a 16 (mod 101),

40-61-35 г  16*35 = 560 = 55 (mod 101), 
40-61 »35* 14 = 55*14 = 770 s 63 =» x (mod 101).

Analoogiliselt võib leida jäägi, mis tekib antud astme 
jagamisel antud arvuga.

5. Aritmeetiliste tehete tulemuste kontroll.

Arvude täpsel liitmisel, lahutamisel ja korrutamisel 
kasutatakse sageli järgnevas kirjeldatavat kontrollimise 
võtet.

Olgu

lemuse võib korrutada kolmanda teguriga ja jätta jälle ära

Seega korrutis aimab jagamisel 101-ga jaägi 63.

(7)

Kui
Ni = (mod m), i=1,2,2,...,5,

siis

(8)

r1 + r2 = r3 (mod m),

r1 - r2 = r4 (mod m), 
r^rg =  r5 (mod m).
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Kui mõni viimastest kongruentsidest ei kehti, siis arvude­
ga N̂  Ja N2 sooritatud vastava tehte tulemus ei ole õige. 
Kui aga kongruentsid (8) kehtivad, siis võib loota, et ka 
võrdused (7) on õiged. Tulemuste (7) usaldatavuse tõstmi­
seks võib seoseid (8) kontrollida mitme erineva mooduli m 
korral. Arvutamisel kümnendsüsteemis valitakse tavaliselt 
mooduliks kas 9 või 11 või kontrollitakse tulemusi mõlema 
mooduli korral. Nimetatud mooduleid eelistatakse kontrolli 
lihtsuse tõttu. Arvestades eelneva punkti alguses saadud 
tulemust, võib mooduli m = 9 korral arvutada arvude N^ 
numbrite summad r^ ja kontrollida tehtele (7) vastava kon­
gruentsi (8) õigsust.

Kirjeldatud kontrollimeetod sobib ka siis, kui tule­
mus on saadud rohkem kui kahe arvuga sooritatud liitmiste, 
lahutamiste ja korrutamiste tulemusel, kusjuures neid teh­
teid on sooritatud suvalises järjekorras (põhjendadal).

Näide. Kontrollida tulemust:

(9765613 - 23-6217)-53 + 58796 = 5Ю057762.

Kuna mooduli 9 järgi

9765613 == 9+7+6+5+6+1+3 = 0-2-3+5-3+1+3 =1, 23 = 5, 
6217= -2, 53 = -1, 58796 = -1, siis vasak pool on kon- 
gruentne arvuga (1-5*(—2))•(—1)—1 = -12, parem pool on 
aga kongruentne arvuga 5+1+0+0+5+7+7+6+2 =  6. Et -12 = 6 
(mod 9), siis tulemuse õigsuse tarvilik tingimus on täide­
tud.

Kontrollida sama tulemust mooduli 11 järgi J
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Kontroll mooduli 9 järgi ei avasta vigu, mis seisne­
vad kahe numbri äravahetamises ja 0 voi 9 ärajätmises.

Harjutusülesandeid.
5.1. Esitades täisarvu tuhandendsüsteemis ja arvesta­

des, et 1001 ■ 7*11*13 ja 999 = 27*37, tuletada arvudega 
7, 11, 13 ja 37 jaguvuse tunnused.

5.2. Tuletada jaguvustunnused jagamiseks 4-ga, 8-ga, 
99-ga.

_ 675.3. Leida jaak, mis tekib arvu 5361 jagamisel
97-ga.

5.4. Leida jääk, mis tekib arvu (12371^ + 34)28 jaga­
misel 111-ga.

5.5. Lei^a arvu 321 kaks viimast numbrit.
5.6. KuŠŽfes kontrollida jagamist

a : b = с (jääk r)?
5.7. Kontrollida järgmiste aritmeetiliste tehete tu­

lemusi, kasutades mooduleid 9 ja 11:
a) 535738 + 678913 = 124165;
b) 3234653 - 817838 = 2614815;
c) 2543-783 - 1984122;
d) (213-93 + 31873)•11 = 568502;

/ e) 783897:3914 = 200 (jääk 1097).
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§2. JÄÄKIDE SÜSTEEMID

1. Jäägiklassid. Jagamisel arvuga m uht ja aama jääki 
andvate arvude hulka nimetatakse .jäägi kl ass iks mooduli m 
лärgi (ehk jäägiklassiks modulo m). Tähistame jäägiklassi, 
kuhu kuuluvad arvud, mis on kongruentsed r-ga mooduli m 
järgi, sümboliga r. Seega jäägiklass r modulo m on kongru­
entsi
(1) x = r (mod m)
rahuldavate kõikide taisarvude x hulk. Teisiti öeldes, kõik 
jäägiklassi r kuuluvad arvud saame, kui laseme avaldises

xm + r
muutujal x omandada kõik täisarvulised väärtused. Eriti 
r e r. Et täisarvude jagamisel m-ga võib mittenegatiivne 
jääk olla vaid

0, 1, 2, ... , m-1,
siis mooduli m järgi on olemas m erinevat jäägiklassi 

ff, T, 2, ... , iTT.
Teoreem 5.18. Võrdus a = r kehtib parajasti siis, 

kui a = r (mod m).

Tõestus. Kui a = r (mod m), s.t. kui a e r ,  siis 
kongruentsi transitiivsuse ja sümmeetria omaduae (teoreem 
5.1) tõttu järeldub kongruentsist (1) kongruents
(2) x == a (mod m)
ja vastupidi, kongruentsist (2) järeldub kongruents (1). 
Järelikult
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a = r.
Kui aga ä = r, aiis a ž г ja seega a = r (mod m).

Toestusest järeldub ühtlasi, et jäägiklass r on iga 
oma elemendiga üheselt määratud.

Teatavasti moodustab kõikide jaägiklasside hulk antud 
mooduli m jargi ringi, kui jäägiklasside summa ja korrutis 
defineerida valemitega

ä + b = a V b, äb = äb

(vt. näit. G.Kangro. Kõrgem algebra, Tln., 1962, lk. 145— 
-150, või (1), lk. 80-85). Sealjuures on selles ringis ole­
mas nullitegurid, kui moodul m on kordarv; nullitegurid 
puuduvad, kui moodul on algarv. Viimasel juhul on jäägi- 
klassiring ühtlasi korpus. Muide, sellise moodulist tingi­
tud erinevuse tõttu kaotavad mitmed kongruentside teooria 
teoreemid oma kehtivuse, kui neis algarvuline moodul asen­
dada kordarvuga. Olles defineerinud tavalisel viisil ringi 
elemendi kordse ja astme valemitega

n a » a + a + . . . + a ,  0*ä * 0, - nä = n(-ä),'------ v— — '
n liidetavat

(I)n > ä I ... ä, (ä)° » T,
--- v-- -
n tegurit

võime lihtsalt tõestada, et kehtib järgmine teoreem.

Teoreem 5.19. Iga täisarvuliste kordajatega polünoo­
mi

f(x) = Cq*11 + ClXn“1 + ..„ + Cn-1X + CnX° 

ja antud mooduli m korral kehtib valem
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f(ä) - ЛаУ.
Toestue. Kasutades jäägiklasside summa ja korrutise 

definitsioone,saame
ca » a + ... + a ■ a + ... + a ■ oa,Si- у- / s____  / '
/— —  nI fit/ * 8• ft • • • ft * fite • • • ft * ft •

Seetottu
f(a) « cQ(a)n + c.|(a)n~1 + ... + c^-, a + сд»1

*  с a +  c 1 a  +  . . .  +  e  4 a  +  с  « 1  »o l  n-1 n
ym. yk ̂  4* с a + c-a " + ... + c_ -a + cw » f(a).O I П— I n

2. Taielik .jääkide süsteem. Hagu nägime, on mooduli 
■ jargi oleaaa parajasti m erinevat jäägi kl assi. Tõttas 
igast klassist vabalt ühe elemendi ehk esindaja, saaae ar­
vude hulga, mida nimetatakse taielikuks .1 ääkide süsteemiks 
modulo m. Näiteks on täielikuks jääkide süsteemiks modulo 8 
arvude

0, -7, 10, 3, 4, -3, 14, 7 
hulk. Enamasti võetakse klasside esindajateks vähimad mit- 
tenegatiivsed jäägid

0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 (mod 8)} 
mõnikord on kasulik võtta aga absoluutväärtuselt vähimad 
jäägid. Näiteks modulo 8 on nendeks

-3, -2, -1, 0, 1, 2, 3, 4
või

-4, -3, -2, -1, 0, 1, 2, 3.
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О
(3) х0, xv  ..., xm_1

on taielik jääkide süsteem modulo m, siis iga fikseeritud 
täisarvu b korral on

( 4 )  M q + I ) ,  ax^+b, . . . ,  ax^-j+b

samuti täielik jääkide süsteem modulo m.

Toestus. Vastupidi väitele oletame, et arvud (4) ei 
moodusta täielikku jääkide süsteemi, s.t. süsteemis (4) 
leidub kaks arvu, mis on omavahel kongruentsed:

ax£+ b = axj+ b m).

Lahutades viimase kongruentsi mõlemalt poolelt arvu b,saa­
me

ах^^= ах̂  (mod m).

Et (a, m) = 1, siis teoreemi 5.10 põhjal on 
x^ = Xj (mod m).

Tulemus on vastuolus eeldusega, et (3) on täielik jääkide 
süsteem.

HaideJL Olgu m » 6 ja x - 6, -5, 2, 15, 4, -1, s.t.
0, 1, 2, 3, 4, 5 (mod 6); siis

5x - 3 = 27, -28, 7, 72, 17, -8 ,
s.o.

5 x - 3 = 3 ,  2, 1, 0, 5, 4 (mod 6).

3. Taandatud jääkide süsteem. Teoreemi 5.17 põhjal 
on ühte ja samasse jäägiklassi kuuluvatel arvudel mooduli-

Teoreem 5.20. Kui (a, m) = 1 Ja
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ga uks ja sama suurim ühistegur. Eriti tähtsad on need klas­
sid, mille puhul see suurim ühistegur on 1. Võttes igast 
sellisest klassist yabalt ühe esindaja, saame arvude hulga, 
mida nimetatakse taandatud .laakide süsteemiks modulo m.

Taandatud jääkide süsteemi võib seega koostada täieli­
ku jääkide süsteemi elementidest, võttes sealt kõik need, 
mis on mooduliga ühistegurita. Võttes eriti aluseks täieli­
ku jääkide süsteemi

1, 2, •*«, m—1, m  ̂
saame siit mooduliga ühistegurita arve

aj (a, m) => 1, a ̂  m\| я Cf(m) 
tükki. Seega on taandatud jääkide süsteemis mooduli m järgi 
cf(m) arvu.

 ̂ Teoreem 5.21. Kui (a, m) - 1 ja

(5) x1, x2, ..., x

on taandatud jääkide süsteem modulo m, siis ka

(6) axv  aXg, •••» ax q>(m) 

on taandatud jääkide süsteem modulo m.

Toestus. Olgu teoreemi eeldused täidetud. Kui süstee­
mis (6) oleks mooduli järgi kongruentseid, s.t.

ax^ = aXj (mod m), 

siis (a, m) * 1 tõttu järelduks siit 

x^ = Xj (mod m),

mis on vastuolus eeldusega. Seega kuuluvad arvud (6) erine­
vatesse jäägiklassidesse, mida on arvult ф(т). Tuleb veel

139



näidata, et (ax^, m) з 1. See aga järeldub sellest, et 
(a, m) - 1 Ja (x^ m) » 1.

Näide 2. Mooduli 8 järgi on taandatud jääkide süstee­
mis CfK8) ■ 4 elementi, kusjuures süsteem ise on järgmine:

1. 3, 5, 7.
Olgu a ■ 5, siis 5x omandab väärtused 5, 15, 25, 35, mis on 
kongruentsed vaetavalt arvudega 5, 7, 1, 3.

4. Bulerl .1a Permat' teoreemid.

Teoreem 5.22 (Euler). Kui (a, m) ■ 1, siis
9 .

a*̂ = 1 (mod m).

Toestus. Kirjutame välja taandatud jääkide süsteemi 
modulo m:

(7) г1» r2* r<p(m)‘
Siis teoreemi 5.21 põhjal ka

ar-|, “ *2, ...,

on taandatud jääkide süsteem sama mooduli järgi. See tähen­
dab, et

ar1 = ri (mod m),

ar„ = r. (mod m).
(8 ) 2 *2

ar =  r, (mod m), 
ф(т) <f(m)

kus kongruentside (8) paremad pooled on jäägid hulgast (7) 
ja sealjuures kõik erinevad. Korrutame kõik kongruentsid
(8) omavahel läbi; saame
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г.
*хр(т)

(mod. т)

Korrutis r^rg ... *ф(т) vasakul võrdub kongruentsi parema 
poolega. Et (r̂ , m) » 1 iga i korral, siis

Seega võime teoreemi 5*10 põhjal viimast kongruentsi korru­
tisega taandada ja saame

a<p(m) _ 1 m̂od m)'

Haide 3. Olgu m » 9, cf>(9) »6, а = 1, 2, 4, 5, 7, 8. 
Siis Euleri teoreemi pohjal

26 s  1 (mod 9), 76 =  1 (mod 9),
4 ^ = 1  (mod 9), 8^ =  1 (mod 9).
56 =  1 (mod 9),

Teoreem 5.23 (Fermat). Kui p on algarv, siis

Toestus. Vaatleme eraldi kahte juhtu, Olgu esiteks 
(a, p) * 1. Siis arvestades, et cf(p) 3 Р-1» voime Euleri 
teoreemi põhjal kirjutada

Kongruentsi mõlemate poolte korrutamisel arvuga a saamegi 
vaite.

Teiseks olgu p| a. Siis

(г^2 ... г ^ и)# m) = 1

ap =  a (mod p)

ap"1 = 1 (mod p).

a = 0 (mod p) ja ap = 0 (mod p). 
Seega kehtib väide ka sel juhul.
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Harjutusülesandeid.

5.8. Kirjutada vaija taandatud jääkide süsteem moo­
duli 30 järgi.

5.9. Kas arv 6 781 20724 - 1 jagub 39-ga?
*5.10. Kasutades Euleri teoreemi arvutada jääk, mis 

tekib arvu 34^9522 jagamisel 110-ga.
*5.11. Näidata, et 273*37“1 S  1 (mod 37*73).
5.12. Kui palju elemente on taandatud jääkide süstee­

mis modulo 78? modulo 178?
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VI. T U N D M A T U T  S I S A L D A V A D  
K O N G R U E N T S I D

§ 1. ÜLDISI TEOREEME

Kongruentsi
(1) f (x) =  О (mod m),

kus f(x) on täisarvuliste kordajatega polünoom

(2) f(x) = aQxn + a-jX11“1 + ... + an_.,x + an ,

nimetatakse tundmatut sisaldavaks kongruentsiks.
Kui sealjuures aQ ф. 0 (mod m), siis nimetatakse kong­

ruentsi (1) n-astme kongruentsiks.
Kui x asemele paigutada erinevaid täisarve, siis võib 

juhtuda, et mõned neist rahuldavad kongruentsi (1), s.t. 
nende korral f(x) : m.

Kui kongruentsi (1) rahuldab mingi x = x ^  siis jä­
relduse põhjal teoreemist 5.8 rahuldavad seda kongruentsi 
ka kõik arvud, mis on kongruentsed x^-ga modulo m. Seepa­
rast loetakse tavaliselt kongruentsi (1) lahendiks kogu 
jäägiklassi x1, lahendit märgitakse aga järgmiselt: 

x =  x.j (mod m).
Sellise kokkuleppe puhul on kongruentsil niisama palju la­
hendeid, kui palju jääke täielikust jääkide süsteemist te­
da rahuldab.

Kongruentsi (1) rahuldavate arvude leidmise ülesanne
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on вашаväärne võrrandit
(3) f(x) - Õ
rahuldavate jäägiklasside leidmise ülesandega. Toepoolest, 
kongruents f(x.j)=0 (mod m) kehtib teoreemi 5.18 kohaselt 
parajasti siis, kui 7Tx!jT » 0; teoreemi 5.19 tõttu on aga 
FGTjT * f(x.,).

Et mooduli m jargi on olemas m jäägiklassi, siis kongi 
ruentsi (1) (samuti võrrandi (3)) lahendamine on teostatav 
ülimalt m proovimise teel. Selleks et kontrollida, kas jää­
gi kl ass rahuldab kongruentsi (1), tarvitseb kontrollida, 
kas selle klassi mingi esindaja rahuldab kongruentsi (1). 
Kõikide lahendite leidmiseks tuleb labi proovida kõik ele­
mendid taielikust jääkide süsteemist modulo m. Kui moodul m 
on väike, on selline meetod praktikas hasti kasutatav.

Näide 1. Leiame kongruentsi
x2 + x + 1 = 0  (mod 7) 

lahendid. Täielik jääkide süsteem modulo 7 on järgmine:
—3» —2, —1, 0, 1, 2, 3*

Proovimine näitab, et neist rahuldavad kongruentsi -3 ja 2» 
Seega on kongruentsi lahenditeks

x =  -3 (mod 7) ja x =  2 (mod 7)
ehk

x =  4 (mod 7), x =  2 (mod 7).
Samu lahendeid võib esitada ka kujul

x » 4 + 7t ja x = 2 + 7t, 
kus t omandab kõiki taisarvulisi väärtusi.

Näide 2. Kongruentsil
x3 + t + 1 = 0  (mod 5)
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ei ole lahendeid, sest ükski arvudest 
-2, -1, 0 , 1, 2

ei rahulda teda.
Juhul kui moodul m on suur, on kongruentsi (1) prakti­

line lahendamine proovimise teel tulikas. Järgnevates parag­
rahvides vaatleme kongruentside lahendamise meetodeid, mis 
võimaldavad kindlaks teha lahendite arvu ja leida lahendid 
võimalikult väheste operatsioonidega. Lahendamisel tuleb 
mõnikord kongruents asendada temaga ekvivalentse kongruent­
siga. Sealjuures võivad kongruentsid esineda kujul 

f (x)=  g(x) (mod m),
kus f(x) ja g(x) on taisarvuliste kordajatega polünoomid. 
Kaht kongruentsi

f.,(x) =g.j(x) (mod m.|)
ja

f2(x) = g 2(x) (mod mg) 
nimetatakse ekvivalentseteks. kui arvude hulk, mis rahuldab 
üht kongruentsi, ühtib arvude hulgaga, mis rahuldab teist 
kongruentsi.
(e Teoreem 6.1. Kongruentsid

(4) bf(x) =bg(x) (mod m), (b,m) я 1,
(5) kf(x)=kg(x) (mod km),
(6) f(x) + aj(x)=g(x) + u>(x) (mod m),
kus cj(x) on suvaline polünoom, on kõik ekvivalentsed 
kongruentsiga
(7) f(x) =  g(x) (mod m).

Tõestus. Kui mingi xQ korral
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(8) f(xo) =  g(xQ) (mod m),
siis teoreemide 5.7, 5.11, ja 5.2 põhjal kehtivad kongruent­
sid , mis saadakse tundmatut sisaldavatest kongruentsidest
(4) - (6) x asendamisel xQ-ga. Vastupidi, viimastest järel­
dub kongruents (8) teoreemide 5.10, 5.12 ja 5.3 põhjal. 
Seega rahuldavad kongruentse (4) - (7) ühed ja samad arvud 
ning nad on ekvivalentsed.

Teoreemist järeldub, et kongruentsid f(x) =g(x)
(mod m) ja f(x) - g(x) = 0 (mod m) on ekvivalentsed.

Rakendustes kasutatakse peamiselt kongruentside liht­
sustamist, s.t. üleminekut kongruentsidelt (4), (5) või (6) 
kongruentsile (7), kuigi on muidugi õigustatud ka vastupi­
dine üleminek.

Teoreem 6.2. Kui aQ =  bQ (mod m), a1 =  b1 (mod m),
... , an = b n (mod m), siis kongruentsid

f(x) = aQxn + ... + an_^x + an =  0 (mod m)
ja

g(x) = bQxn + ... + bn-1x + bn = 0 (mod m) 
on ekvivalentsed.

Tõestus. Kui f(xQ) =  0 (mod m), siis teoreemi 5.8 
kohaselt g(xQ) =  f(xQ) =  0 (mod m). Kui aga f(xQ ) ф  0 

(mod m), siis ka f(xQ) =g(xQ) ^=0 (mod m). Teoreem on 
tõestatud.

Tundmatut sisaldav kongruents võib esineda ka (l)-st 
erineval kujul, näiteks eksponentkongruentsina 

ax =  b (mod m), 
kus a ja b on täisarvud. Osutub, et eksponentkongruentsi
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lahendeid ei saa esitada kujul x = c  (mod m), kuid neid 
saab esitada jäägiklassidena m-st erineva mooduli jargi.

Harjutusülesandeid.
6.1. Proovlmismeetodil lahendada järgmised kongruent­

sid:
a) x̂  + x4 + x + 1 =  0 (mod 6);
b) 3x4 + 2x2 - 1 = 0  (mod 5);
c) 4 X 3  - 7x2 + 10 =  0 (mod 11);
d) 3x = 1 3  (mod 11).
6.2. Asendanud kordajad eelnevalt väiksematega,lahen­

dada järgmised kongruentsid:
a) 90x12 + 46x2 - 52x - 48 = 0  (mod 5);
b) 25x3 - 36x2 + 18x + 13 = 0  (mod 9);
c) 53x4 + 9x3 - 19x2+25x + 17 =  0 (mod 5).

§ 2. L INEAARKONGRUENTS ID
о

1. Juhtum, kus x kordaja .ja moodul on ühistegurita. 
Lineaarkongruentsiks nimetatakse kongruentsi
(1) ax =b (mod m).
Käesolevas punktis vaatleme juhtu, kus (a, m) = 1. Näita­
me, et siis on lineaarkongruentsil parajasti üks lahend. 
Kongruentsi parem pool kuulub teatud jäägiklassi к , 
s.t. b £ к ehk b =  к (mod m). Kirjutame valja täieliku 
jääkide süsteemi modulo m:
(2) 0, 1, 2, 3.... m-1.

Siis teoreemi 5.20 kohaselt on
(3) a.O, a«1, a-2, ..., a(m-1)
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samuti taielik jääkide süsteem, kusjuures jäägiklassi к 
kuulub parajasti üks jääkidest (3). Olgu selleks axQ. See 
tähendab, et ax0 =  к (mod m), kusjuures ükski teine jääk 
süsteemist (3) ei ole kongruentne k-ga modulo m. Kongruent­
si (1) ainsaks lahendiks on seega

x =  xQ (mod m).
Eeldades endiselt, et (a, m) =* 1, vaatleme lineaar- 

kongruentsi (1) lahendamise meetodeid.
A. Mooduli kordse liitmise meetod. Kirjeldame meetodit

näidete varal.
Näide 1. Votame kongruentsi

5x =  4 (mod 7)
ja liidame paremale poolele või lahutame sellest arvu 7 
kordseid, kuni saame arvu 5 kordse:

5x = 4 - 2-7 = -10 (mod 7).
Jagamisel 5-ga saame lahendiks

x =  -2 (mod 7)
»hk

x =  5 (mod 7).
Meetodi rakendamise käigus voime kongruentsi pooli 

korduvalt jagada. Seda asjaolu kasutame järgmises näites. 
Näide 2. Kongruentsi

210x s  103 (mod 353), ((210, 353) » l) 
lahendamiseks liidame kõigepealt paremale poolele mooduli 
kordse:

210x =  456 (mod 353).
Nüüd jagame mõlemat poolt ühise teguriga 6:

35x =  76 (mod 353),

148



lahutame kahekordse mooduli:
35x =  76 - 706 = -630 (mod 353) 

ja jagamisel 35-ga saame vastuse
x =  -18 = 335 (mod 353).

В. Ahelmurdude meetod. Arendame - ahelmurruks. Sile 

, ■ %  -  ■» ■ ■ -  

Pn 3 m’ Qn " a’ siis

“V i  - аГп-1 * (-1)“
ehk

aPn-1 - + “«n-V
Nüüd aga

aPn_1 = (-Dn"1 (mod m),
и V) 1millest parast korrutamist arvuga (-1) “ b saame 

a(-1 )n_1bPn_1 = b  (mod m).
Seega kongruentsi (1) lahendiks on

x =  (-1)n"1bPn_1 (mod m), 
mis eeltõestatu põhjal on ainus.

Haide 3. Lahendame kongruentsi 97x =  53 (mod 149).

Arendame ahelmurruks ja arvutame suurused P̂ :
149 97 52 45 7 3 1

1 1 1 6 2 3
0 1 1 2 3 20 43 149

Et n * 6, Pn-1 - 43 ja b * 53, siis lahendiks on 
x =-53-43 - -2279 =  -44 =  105 (mod 149).

С. Lineaarkongruentsi lahendamine Euleri teoreemi alu 
sel. Teatavasti, kui (a, m) » 1, siis
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а =  -j (mod m).
Korrutame kongruentsi b-ga. Saame

a = b  (mod m)
ehk

a j a ^ ^ ^ b j s  b (mod m).
Siit näeme, et kongruentsi ax =  b (mod m) rahuldab 

x = a (mod m).
Halde 4. Lahendame kongruentsi 17x =  15 (mod 44). Siin 

(17, 44) - 1 ja Cf>(44) =» tf>(4)• (p( 11) => 2-10 = 20. Seega 
lahendiks on

x = 1719.15 =  19 (mod 44).

2. Juhtum, kus x kordaja ja moodul on uhiateguriga. 
Olgu (a, m) = d. Siis a = a^d ja m = m.jd, kusjuures 
(alf m ^  = 1. Pärast a ja m asendamist saame kongruentsile 
(1) kuju
(4) a^dx = b (mod m^d).
Kui kongruents (4) on lahenduv, siis teoreemi 5.16 pohjal 
peab b jaguma d-ga. Tingimus d|b on kongruentsi (4) ehk (1) 
lahenduvuseks tarvilik. Kui see tingimus ei ole täidetud, 
s„t. kui b ei jagu d-ga, siis konguents 

ax =  b (mod m)
ei ole lahenduv. Näiteks pole lahendeid lineaarkongruentsil 

15x = 7 (mod 21), 
sest 7 ei jagu arvuga (15, 21) = 3.

Olgu b a b.jd. Siis
da^x 5 db^ (mod dn^), 

millest peale jagamist d-ga saame esialgsega ekvivalentse
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kongruentsi
(5) a.|X =  b1 (mod n^), (a1§ m^  а 1.
Nagu eelmises punktis nägime, on viimasel kongruentsil moo­
duli m1 järgi parajasti üks lahend. Seega on tingimus

(a, m)|b
tarvilik ja piisav lahendi olemasoluks.

Teeme kindlaks vaadeldava kongruentsi lahendite arvu 
modulo m. Kongruentsil (5), samuti kongruentsil (1) on moo­
duli m1 järgi parajasti üks lahend, kuid modulo m on lahen­
deid rohkem.

Olgu с vahim positiivne jääk modulo m1, mis kongruent­
si rahuldab. Siis kõik arvud x, mis moodustavad lahendi mo­
dulo m.j, on antud valemiga
(6) x = с (mod m̂  ).
Kuid mooduli m järgi moodustavad need arvud mitte ühe jää- 
giklassi, vaid rohkem; nimelt nii palju, kui palju arve ku­
jul (6) leidub taielikus jääkide süsteemis modulo m:

0, 1, 2, ..., ш—1«
Arvudest (6) kuuluvad siia

c, c+m1, c+2m^, ..., c+(d-1)m^, 
s.t. d arvu. Järelikult on kongruentsil (1) mooduli m jär­
gi d lahendit:

x =  с (mod m), x = с + m̂  (mod m), ..., 
x =  с + (d-1)m.j (mod m).

Neid lahendeid on tavaks märkida järgmiselt:
(7) x s c ,  с + m^, ..., с + (d-1)m^ (mod m).

On arusaadav, et arvude hulgad (6) ja (7) ühtivad.
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Harjutusülesandeid.
6.3- Mooduli kordse liitmise meetodil lahendada line- 

aarkongruentsid
a) 30x s  53 (mod 77);
b) 42x =  11 (mod 67);
c) 27x =  14 (mod 25);
d) 6x == 1 (mod 37).

6.4. Ahelmurdude meetodit kasutades lahendada kongru­
entsid

a) 256x =179 (mod 337);
b) 221x =111 (mod 360);
c) 23x =  667 (mod 693).

6.5. Euleri teoreemi alusel lahendada kongruents
11x =  32 (mod 36).

Lahendi õigsust kontrollida asendamise teel.
6.6. Lahendada kongruentsid

a) 1215x =  560 (mod 2755);
b) 78xs 30 (mod 198);
c )  8 9 3 4 x  s  5 7 8 9  ( m o d  1 0 1 1 3 ) .

f
§3. LINEAARKONGRUENTSIDE SÜSTEEMID

м 'и
Kaesolevas paragrahvis vaatleme lineaarkongruentside

süsteemi
a^x = b1 (mod m^)
a0x =  b0 (mod m0)(1) 2 2 2

a^x = bk (mod mk)
lahendamist.
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1. Eeldame algul, et moodulid on paarikaupa ühistegu­
rita, s.t. iga i j korral, kus i ^ j, on (n̂ , m^) » 1, ja 
peale selle (â , m,) a 1. Siis on süsteemi (1) igal kongru­
entsil parajasti üks lahend:

x s c, (mod m1)
x = с« (mod m0)

(2 ) 2 2

x = (mod m^).
Ilmselt on süsteemid (1) ja (2) ekvivalentsed (neil on ühed 
ja samad lahendid). Süsteemi (1) lahendi saamiseks tuleb 
teatud mooduli järgi leida jäägiklass, mis rahuldab korraga 
süsteemi koiki kongruentse.

Teoreem 6.3. Kui (n̂ , m ̂) = 1 (i,j = 1,2,...,k; 
i 4 j) ja arvud M ,̂ (i = 1,2,...,k) on määratud tingi­
mustest

m^m2 ... = M^m^, =  1 (mod m̂ ),
siis süsteemi (2) ja seega ka süsteemi (1) lahendiks on
(3) x 5= + ... + (mod mim2 miP*
Mooduli m^g ... mk järgi on see lahend ainus.

Toestus. Kõigepealt märgime, et teoreemi tingimustes 
esinevad kongruentsid =  1 (mod m^) on M| suhtes ühe­
selt lahenduvad, sest (B̂ , m^) = 1. Edasi näitame, et arv 

+ M2M^c2 + ... + MkMkck rahulciab süsteemi i-ndat 
kongruentsi (i => 1,2,. ..,k). Toepoolest, кгша 
(j 4 i) ja =  1 (mod mi), siis

M1M!|c1 + ... + MiMlci + ... + MkMkcks M iMici =  ci (mod n̂ ). 
3eega süsteemi (2) üheks lahendiks on (3).
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Oletame, et peale lahendi (3) leidub veel arve, mis 
rahuldavad kongruentse (2). Rahuldagu süsteemi (2) arv c. 
Siis с =  (mod n^), i = 1,2....n ja seetõttu

с = + ... + (mod m^), i = 1,2,... ,n.
Teoreemi 5.14 põhjal on

с = + ... + (mod m^mg ... mk),
mis näitabki, et teisi lahendeid peale (3) ei ole.

Haide 1. Leida naturaalarv x, mis annab jagamisel 3-ga 
jäägi 1, jagamisel 5-ga jäägi 2, jagamisel 7-ga jäägi 3 ja 
jagamisel 11-ga jäägi 4.

ülesande tingimuste kohaselt peab x rahuldama kongru­
entside süsteemi

x =  1 (mod 3) 
x = 2  (mod 5) 
x = 3 (mod 7) 
x =  4 (mod 11).

Määrame ja М̂ . Seosest
3*5-7-11 = Mimi

saame

i 1 2 3 4
mi 3 5 7 11

Mi 385 231 165 105

M| leidmiseks tuleb lahendada abikongruentsid 
3 8 5  =  1 (mod 3 )  ehk M* =  1 (mod 3 ) ,  

2 3 1  M£ =  1 (mod 5 )  ehk M£ =  1 (mod 5 ) ,  

1 6 5  =  1 (mod 7) ehk 4ИЦ, =  1 (raod 7),
1 0 5  ~  1 (mod 1 1 )  ehk 6 M |  =  1 (mod 1 1 )



Lahendite jäägiklassidest võtame absoluutväärtuselt vähimad 
elemendid:

M' . 1, » 1, = 2, = 2.
Seega с - 385*1*1 + 231*1.2 + 165*2*3 + 105*2*4 » 2677 ja 
otsitav lahend on

x s 2677 as 367 (mod 1155), x >  0.
Nõutud omadusega on arvud

367 + 1155 k, s.o. 367, 1522, 2677, ... .

2. Vaatleme süsteemi (1) teist lahendusmeetodit. Eel­
dame esialgu ka siin, et iga i,j korral (m̂ , mj) “ 1 (i ^ j) 
ja (aif mi) = 1. Konstrueerime lahendi järk-järgult. Esi­
mest kongruentsi rahuldavad arvud

x = c1 + m1t1
iga täisarvu t̂  puhul. Asendame saadud x teise kongruentsi. 
Saame lineaarkongruentsi t ̂ suhtes

(4) a2c1 + a2m1t1 =  b2 (mod m2).

Kaht esimest kongruentsi rahuldavad arvudest x * c^+ m^t^ 
needy mille korral t̂  rahuldab teist kongruentsi. Et 
(a2mp m2) = 1, siis see kongruents on t̂  suhtes lahenduv. 
Olgu kongruentsi (4) lahendiks

t1 s d,j (mod m2) ehk t̂  = d-j + n>2*2*
Seega esimest kaht kongruentsi rahuldavad arvud

x = c.j + m^(d^ + п»2*2̂  3 e1 + ш1т2*2* 
kus ê  = + m^d^ s.t. esimesest kahest kongruentsist 
koosneva süsteemi lahendiks on

x = e1 (mod m̂ m,,).
Edasi toimime analoogiliselt. Asendame x kolmandasse kong-
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ruentsi
a^e1 + (mod m^),

millest lahendamisel saame

tg =  d2 (mod m^) ehk t2 * d2 + m^t^.

Seega kolme esimest kongruentsi rahuldavad arvud 
x = e1 + m1m2(d2 + m^t^) = e2 + m^m^t

ehk
x =  e2 (mod m-jî m̂ ).

Niiviisi saame lõpuks süsteemi (1) lahendi

(5) x =  е\а-1 m̂od т \̂л2 * * * mic)*
Et igal sammul lahendatavale kongruentsile saame parajasti 
ühe lahendi, siis valemiga (5) on antud kõik lahendid.

Juhul kui tingimused (n̂ , m ̂) = 1, (n̂ , a )̂ = 1 ei 
ole taidetud, on sama meetod ikkagi kasutatav, kuid siis 
võib juhtuda, et 1) mõnel sammul saab moodulit ja kongruent­
si mõlemaid pooli jagada ühise teguriga või et 2) mõnel sam­
mul saame lahendamatu kongruentsi. Esimesel juhul saame la­
hendi mooduli m jargi, mis on moodulite m^ m2, ..., m^ vä­
him ühiskordne. Mooduli m1m2...m̂  järgi on siis süsteemil 
rohkem kui üks lahend. Teisel juhul on juba esialgne süsteem 
vastuoluline, s.t. süsteemil puudub lahend.

Näide 2. Leida naturaalarv, mis lõpeb 37-ga, mille 
3-kordne annab jagamisel 16-ga jäägi 7 ja mis jagub 7-ga. 

Otsitav arv x peab rahuldama kongruentside süsteemi 
x s 37 (mod 100), 3x = 7 (mod 16), x =  0 (mod 7). 

Esimest kongruentsi rahuldavad arvud x = 37 + 100^. Asenda-



misel teise saame kongruentsi t1 suhtes

111 + 300t1=  7 (mod 16)
ehk

-1 + 12t1 =  7 (mod 16)
ehk

12t̂  =  8 (mod 16),
millest

3t̂  =  2 (mod 4)
ja

t̂  =  2 (mod 4).
Seega t., = 2 + 4t2 ja x = 37 + 100(2 + 4tg) = 237 + 400t2.

Edasi leiame t2, mille korral on rahuldatud ka kolmas 
kongruents:

237 + 400t2 e  0 (mod 7).
Asendades kordajad kongruentsetega mod 7 saame kohe lahendi 

t2 =  1 (mod 7) ehk t2 » 1 + 7t-j.

Seega x = 237 + 400(1 + 7t^) = 637 + 2800t^. Süsteemi la­
hendiks on

x m  637 (mod 2800) 
ja otsitavateks naturaalarvudeks arvud 637, 3437, 6237, ...

Otsene kontroll näitab, et need arvud rahuldavad toe­
poolest nõutud tingimusi.

Näide 3. Süsteemil
x =1 (mod 6), Зх Щ  4 (mod 10), 2x =  -1 (mod 15) 

ei ole lahendit, sest x = 1 + 6t asendamisel teise kongru­
entsi saame t suhtes lahendumatu kongruentsi.
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Harjutusülesandeid.
6.7. Kasutades esimest meetodit, lahendada järgmised 

kongruentside süsteemid:
a) 4x s  5 (mod 7), x = 3 (mod 5), 7x =  1 (mod 1 1);
b) x =  1 (mod 3)* 2x s  1 (mod 7), 3x =  1 (mod 8);
c) 5x = 4 (mod 9), Зх = 7 (mod 10), x =  1 (mod 11).

6.8. Kasutades teist meetodit, lahendada järgmised 
kongruentside süsteemid:

a) 3x =  7 (mod 10), x =  7 (mod 15). 3x =  1 (mod 18);
b) 4x =  5 (mod 7), x =  3 (mod 5), 7x s  1 (mod 1 1);
c) x =  17 (mod 60), x =  10 (mod 3 1), Зх =  1 (mod 10).
6.9. Leida vähim naturaalarv, mis annab jagamisel 2-ga 

jäägi 1 , jagamisel 3-ga jäägi 2, jagamisel 4-ga jäägi 3, 
jagamisel 5-ga jäägi 4, jagamisel 6-ga jäägi 5 ja jagamisel 
7-ga jäägi 6.

6.10. Leida naturaalarvud, mis lõpevad 3-ga, mille ja­
gamisel 15-ga tekib jääk 8 ja mille 7-kordse jagamisel 
13-ga tekib jääk 1.

§4. KÕRGEMA ASTME KONGRUENTSID ALGARVULISE 
MOODULI JÄRGI

Vaatleme n-astme kongruentsi
(1) f(x) = 0 (mod p),

kus f(x) я aQxn + a^xn  ̂+ ... + an, aQ^  0 (mod p) ja kus 
p on algarv.

Teoreem 6.4. Algarvulise mooduli korral saab kongru-
С»
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entsi, mille aste n on suurem kui moodul või vordub selle­
ga, asendada ekvivalentse kongruentsiga, mille aste on moo­
dulist väiksem.

Toestus. Olles jaganud f(x) vahega xp - x, voime kir­
jutada
(2) f(x) = g(x)(xp - x) + r(x),
kus polünoomi r(x) aste on väiksem kui p. Et Fermat' teo­
reemi kohaselt
(3) xp — x = 0 (mod p)
iga x korral, siis asendub kongruents (1) ekvivalentse 
kongruentsiga
(4) r(x) =  0 (mod p).
Toepoolest, kui x rahuldab kongruentsi (1), siis secste
(2) ja (3) tõttu on rahuldatud (4). Vastupidi, kui x ra­
huldab kongruentsi (4), siis kongruentsile (4) arvuga g(x) 
korrutatud kongruentsi (3) liitmisel saame, et on rahulda­
tud (1). Teoreem on tõestatud.

Nagu teoreemi tõestusest selgub, on kongruentsid 
f(x) = 0 (mod p)

j® nr.j(x) = f(x) - g(x)(x - x) =  0 (mod p) 
ekvivalentsed ka sel juhul, kui r^x) aste pole väiksem 
kui p. Seda asjaolu võib kasutada ekvivalentse madalama 
astme kongruentsi leidmiseks. Selleks tarvitseb asendada 
igas liikmes eraldi aste xa, kus s ̂  p, astmega 

XS-(P-1) . x3 _ u p . I)x0-p_

Kui veel s - (p - 1) ^  p, siis võib seda asendamist korra­
ta. See on aga samaväärne sellega, et juhul kui s =
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= (p-1)k + г, kus 1 ^ r ^ p-1, asendatakse aste xs astmega 
xr. Kui selline asendus teha läbi kõigi liikmetega, siis

M psaame sama tulemuse, nagu polünoomi jagamisel vahega x - x.
näide. Asendame kongruentsi 

x 18+ 2x15+3x12+ 4x10+ 5x7+ 3x6+ 8x3+ 9x2+ 10x +11 =  0 (mod 7) 
ekvivalentse madalama kui 7.astme kongruentsiga. Jagame as- 
tendajad, mis on suuremad kui 6, arvuga p - 1 = 6 ja asen­
dame nad jäägiga r, kus 1 ^ r ̂  6. Saame

x°+ 2x3+ 3x6+ 4x4+ 5x + 3x6+ 8x3+ 9x2+ 10x + 1 1 = 0  (mod 7)
ehk

4x4+ 3x3+ 2x2+ x + 4 =  0 (mod 7).
(Öl esanne: Teha sama asendus läbi, jagades polünoomi vahe-

7ga x' - x.)
/ Teoreem 6.5. Algarvulise mooduli p korral on n-astme
c

kongruentsil ülimalt n lahendit.
Toestus. Eelmise teoreemi põhjal võib piirduda juhuga, 

kus n p. Oletame vastupidi, et mingil n-astme kongruentsil 
f(x)=  0 (mod p)

on n + 1 lahendit:
x = x .j, Xg, • • •, xn, xn+ ̂ (mod p).

Lugedes arvud x1( x2, ..., хд interpolatsioonisõlmedeks,
esitame polünoomi f(x) = алхп + а л 11"1 + ... + а „х + аo i  n-1 n
Newtoni int-erpolatsioonivalemi abil kujul (vt. näit. G.Kang­
ro, Kõrgem algebra. Tln., 1962, lk. 236-240)
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f(x) = b0(x-x1)(x-x2) ... (х-х^нх-хд) +
(5) * ... (i-Ih., ) +

+ ........................ +
+ bn_2(x-xi)(x-x2) + bn_1(x-x1) + bn,

kus kordajad bi on üheselt määratud ja täisarvud, sest nad 
on arvutatavad Horneri skeemi abil polünoomi f(x) = aQxn + 
+ a^xn-  ̂+ ... + an esialgsete kordajate aQ, â , ...,

о
а.

kaudu, kusjuures bQ = aQ. Sealjuures, vastupidi, avalduvad 
kõik kordajad â  omakorda kordajate bQ, b̂ , ..., bn line­
aarsete homogeensete funktsioonidena. Toepoolest, kordaja­
te võrdlemine annab seosed

ao = V  ' 
a1 = b1 - b0 6 ^ ,  
a2 = b2 - b1 ^ n_1) + bQ б£п),

ъ  - b3 - ь2 б'-2’ ♦ Ь, - b0 6<“>,

an -  bn -  bn-1 5 11> + bn-2 S22) -  • ”  *  < -1)П bo <П)- 
kus

e ik) - Ii1 %  ••• Ч  -
1 < i1 < ... <̂ ij ̂  к 1 A 3

Tõestame, et b^ • p, s.t. =  0 (mod p) (i * n, 
n—1, n-2, ..., 1,0). Anname samasuses (5) x-le väärtuse 
x a X-. Saame f(x1) = bn. Et jäägiklass x1 on kongruentsi 
lahend, siis f(x^) = 0  (mod p), mistõttu 

Ьц =  0 (mod p).
Edasi anname x-le väärtuse x = x2. Siis f(x2) =  0 (mod p) 
ehk
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bn + bn-1*x2 “ x1*5  0 m̂0d p)*
Et eiin Ьд=  0 (mod p), x2 - x., ф  О (mod p) Ja p- on alg­
arv, eile

bn_1s  о (mod p).

Edasi anname x-le järjekorras väärtused X y  x^, ...» xQ. 
Viimasel juhul muutub f(x) avaldises (5) nulliks esimene 
liidetav. Arvestades aga, et

bn =  bQ_1 =  ... =  b2 =  0 (mod p),
saame

Ь^Хд- x1) ... (xn - xn_1) s  f(xn) =  0 (mod p).

Et koik arvud x2, ...» xn kuuluvad erinevatesse jäägi- 
klassidesse, siis b1 =  0 (mod p). Anname x-le väärtuse 
Arvestades, et *n+1 on lahend ja bn =  ... =  b̂  =  0 (mod p), 
saame siit

bo(xn+1 ” x1} ••• (xn+1 ’ xn) -  f(xn+1} - °  (mod p)* 
millest järeldub, et bQ =  0 (mod p). Tulemus on aga vastu­
olus eeldusega, et kongruentsi aste on n, s.t. et bQ =» aQ t 
фо (mod p).

Järeldus. Kui algarvullse mooduli korral kongruentsi 
lahendite arv ületab kongruentsi kõrgeima liikme astme, siis 
on selles kongruentsis esineva polünoomi kordajad kõik kong­
ruentsed nulliga modulo p.

Toepoolest, kuna â  ̂avaldub kordajate b̂  lineaarse kom­
binatsioonina ja bj =  0 (mod p) iga j korral, siis ka = 0 
(mod p) iga i korral.

Teoreem 6.6 (Wilson). Naturaalarv p 4 1 on algarv pa-
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rajaeti siis, kui
(6) (p-1)! = -1 (mod p).

Toestus. Tarvilikkus. Olgu p algarv. Võtame kongruent­
si

(x-1)(x-2) ... [x - (p-1)] - (xp“1 - 1) =  0 (aod p).

Selle kongruentsi aste on ülimalt p-2, sest astmed xp_! 
korrutises ja lahutatavas polünoomis koonduvad. Samal ajal 
rahuldavad kongruentsi arvud 1, 2, 3» .*.,p-1, mis kuulu­
vad kõik erinevatesse jäägi kl assidesse modp. Tõepoolest, 
need arvud muudavad nullike korrutiee ja rahuldavad Euleri 
teoreemi põhjal kongruente!

xp~1 - 1 = 0  (mod p), 
sest nad on mooduliga ühistegurita. Et lahendite arv üle­
tab kongruentsi kõrgeima liikme astme, siis on kõik korda­
jad kongruentsed nulliga. Eriti on kongruentne nulliga va- 
baliige, s.o.

(p-1).' + 1 =  0 (mod p).
Piisavus. Kehtigu konguents

(p-1)» =  -1 (mod p), 
kusjuures oletame, et p on kordarv. Siis on tal aga jagaja
d, 1 <  d <p, mis on üks arvudest 2, 3» p-1. Et vasak
pool ja moodul jaguvad d-ga, siis peab viimasega jaguma ka 
kongruentsi parem pool, mis on aga võimatu. Järelikult on 
p algarv.

Teoreetiliselt saab teoreemi abil kindlaks teha, kae 
antud arv on alg- või kordarv. Praktiliselt nouab see aga 
vähegi suuremate arvude korral tohutuid arvutusi.
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Kui n-astme kongruentsil

f(x) я aQxa + a1xn“1 + ... + an = 0  (mod p)

on n lahendit, siis võib teda esitada kujul

a^x-x-jKx-Xg) ... (x-xn) = 0  (mod p).

Toepoolest, kuna võrdus es (5) on b̂  =  b2 =  ... =  bQ=  0 
(mod p) ja bQ » aQ, siis saamegi margitud kuju.

Kõrgema astme kongruentside lahendamiseks ei ole ül­
dist meetodit. Algarvulise mooduli korral leitakse lahendid 
proovimise teel. Kordarvulise mooduli korral taandub lahen­
damine algarvuliste moodulitega kongruentside lahendamisele.

Harjutusülesandeid.
6.11. Lahendada järgmised kongruentsid, alandades eel­

nevalt nende astet:
a) x^ - 2x3 + x2 - 2 = 0 (mod 3);
b) x7 - x^ + 5x2 - 3 = 0  (mod 5);
c) x10 + x8 + x7 - x4 - x2 + 4x - 3 =  0 (mod 7);
d ) x 12 - 2x7 + x3 + 1 = 0  (mod 5);
e) x101+ 3x15 + x11 - 3x5 + 9x2 + 10x - 5 = o  (mod 11);
f) 2x35- 17x15 + 13x8 - 3x5 + 12x + 5 =  0 (mod 11).

§ 5. KONGRUENTSID KORDARVULISE MOODULI JÄRGI

1. Kongruentsi asendamine süsteemiga. Vaatleme n-astme 
kongruentsi
(1) f(x) =  0 (mod m)
lahendamist, kus mooduli m kanooniline kuju on
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Tähistame я n .̂ Siis (m̂ , m^) * 1 ja kongruente (1)
on esitatav kujul

(2) f(x) =  О (mod-jin, ... n̂ ).

| Teoreem 6.7. Kongruents (2) on ekvivalentne kongruent-
4side süsteemiga

f (x) =  0 (mod m1),
f(x) =  0 (mod m0),

(3) 2

f(x) =  0 (mod Шц), 
s.t. neid rahuldavate arvude hulgad ühtivad.

Toestus. Kui x rahuldab süsteemi (3)* siis teoreemi
5.14 kohaselt on rahuldatud ka kongruents (2). Vastupidi, 
kui x rahuldab kongruentsi (2), siis teoreemi 5.15 tõttu 
rahuldab x süsteemi (3) kõiki kongruentse. Teoreem on tões­
tatud.

Eeldades, et oleme leidnud süsteemi (3) ükeikute kong­
ruentside lahendid, avaldame süsteemi (3) ja sellega ka 
kongruentsi (2) lahendid. Olgu süsteemi (3) esimeae kongru­
entsi lahenditeks

x = x!j1\ ..., x^1^ (mod m^i
teise lahenditeks

T _  (1) (2) (k2) , . ч
x 2 * 2 * • • • t 2 (.иоц 2 *

n-nda kongruentsi lahenditeks

x = xn1)* xn2)* (mod mn)‘
Võtame esimese kongruentsi lahendite hulgast lahendi



( Ц )

hendi x =  Xg 2 (mod nig)» •••» n-nda kongruentsi lahendite
( V ,hulgast lahendi x =  xQ (mod n^). Saame lineaarse süsteemi

(i1>x = x1 (mod m^),

x =  x ^2} (mod iu)
(4̂  . . 7 ....... .

(in)x = Хд (mod Шц),

mille lahend ühtib süsteemi (3) ja seega ka kongruentsi (2)
ühe lahendiga. Teoreemi 6.3 kohaselt on nimetatud lahendiks

(ii) (in)
(5) x s  x., 1 + ... + xn n (mod m),

kus - m ja =  1 (mod ).

Teeme kindlaks kongruentsi (2) lahendite arvu mooduli 
m jargi. Kui muutuks vaid i^ siis oleks lahendeid k.,. Kui 
muutuks veel vaid 12, saaksime k^k2 lahendit, jne. üldiselt 
saame mooduli m jargi

к = k-jkg ...

lahendit. Eeldame, et к > 1 ja naitame, et need lahendid on 
kõik üksteisest erinevad. Võtame veel lahendi

(j,) (j_)i x, * ... * » («.d ,),

miil. kohta uldauBt kitsendamata Toime eeldada, et nälteke 
4 J1. Oletame, et need lahendid ühtivad, e.t.

(±1> (in)
«1»? *1 ♦ ••• ♦ V i * n  .

Ui) (jn)—  x^ + ... + x^ (mod m).

х =  (mod m^), teise kongruentsi lahendite hulgast la­
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Teoreemi 5.15 tottu kehtib siis see kongruents ka moo­
duli m1 järgi. Arvestades aga, et 1^= О (mod m.|), kui i>1, 
saame

(1-) (j,) x., 1 =  1ЦМ* x., 1 (mod iil,)
Ja =  1 (mod m ^  tõttu

(1J (j«)x1 г  (mod m^),

mis on vastuolus eeldusega.
 ̂ чъIt

^ 2. Kongruents algarvu astme iargj. Hagu nägime, taan­
dub kongruentsi lahendamine mistahes mooduli m järgi kongru­
entside
(6) f(x) —  0 (mod p°* )
lahendamisele. Kongruentsi (6) lahendamiseks lähtume kong-)
ruentsist
(7) f(x)=  О (mod p).
Iga x, mis rahuldab kongruentsi (6), rahuldab ka kongruentsi
(7), vastupidine väide üldiselt ei kehti.

Leiame (näiteks proovimise teel) kongruentsi (7) kõik 
lahendid. Olgu üheks lahendiks

x =  x1 (mod p),
s.t. x = x1 + pt rahuldab kongruentsi (7) iga täisarvu t kor­
ral. Asendame x » x1 + pt kongruentsis
(8) f(x) =  0 (mod p2) 
ja lahendame saadud kongruentsi
(9) f(x.j+ pt) s  о (mod p2)
t suhtes. f(x1 + pt) on t suhtes täisarvuliste kordajatega 
polunoom. Arendades ta Taylori ritta kohal x^,saame kongruent-
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f(x.,) + f'fx^pt + f"(x1)p2t2 + ... = 0  (mod p2)
ehk
(10) f(x1) + f’(x.j)pt s 0 (mod p2),

sest рк =  0 (mod p2), kui к ̂  2, ja f^(x.,) on täisarv.К •
Et x s x1 (mod p) on kongruentsi (7) lahend, siis f(x^) j p. 
Seega jagades kongruentsi (10) mõlemaid pooli ja moodulit 
ühise teguriga p, saame (lO)-ga ekvivalentse kongruentsi 

f (x1)
(11) — -—  + f'(x^)t =  0 (mod p).

Eeldame, et f'(x^)^0 (mod p). Siis (f'(x^), p)=1
ja lineaarkongruentsil (11) on parajast}, üks lahend. Olgu 
lahendiks

t =  t.j (mod p) ehk t = t̂  + ps.
Siis kongruentsi (7) rahuldavatest arvudest x * x1 + pt ra­
huldavad kongruentsi (8) iga s korral arvud x = x1 +
+ p(t1 + ps) a X2 + p S, kus X2 = X1 + pt-j.

Edasi vaatleme juba kongruentsi
(12) f(x)=  0 (mod p3).
Selle lahendamiseks tuleb leida s väärtused, mis rahuldavad 
kongruentsi

f(x2 + p2s)s о (mod p3).
Taylori valemi abil saame nagu ennegi viimase kongruentsi 
asendada ekvivalentse kongruentsiga

(13) f(x2) + f'(x2)p2s s o  (mod p-̂ ).

Et x2 on kongruentsi (8) lahend, siis f(x2) ; p2 ja kongru-

entsi (9) kirjutada kujul
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entsi (13) saame asendada omakorda ekvivalentse kongruentsi­
ga

f(x2)
(14)  ж— + f'(x?)a =  0 (mod p).

P
Eelduse kohaselt f'(x^) 0 (mod p). Et x2 =  (mod p) ja 
seega f'(x2) =  f'(x.|) (mod p), siis ka f’(x2) ^ 0  (mod p). 
Seetõttu on lineaarkongruents (14) s auhtes üheselt lahen­
duv. Olgu selle lahendiks 8 = 8 ^  (mod p) ehk s = s1 + pu. 
Siis kongruentsi (12) rahuldavad iga u korral x väärtused

2 Оx = x2 + p (a1 + pu) = x^ + pJu,

a.t. kongruentsi (12) lahendiks on
Оx = x̂  (mod p^),

2 *•кгш Xj > Xg + p 8^, Nii jatkates saame kongruentsi (6) la­
hendi .

Eelnevast mõttekäigust järeldub, et kui kongruentsil
(7) on к lahendit mod p ja iga lahendi x̂  korral f'(x^) ̂  0 
(mod p), siis ka kongruentsil (6) on к lahendit.

Näide. Lahendame kongruentsi
f(x) = x3 + x2 + 2 2= 0 (mod 343).

Arvestades, et 343 = 73, leiame kõigepealt proovimiameeto- 
dil kongruentai f(x) = 0 (mod 7) lahendid. Viimaae kongru- 
entai ainsaka lahendika on x = 2 (mod 7). Kuna f'(x) =

? *= 3x + 2x ja f’(2)^0 (mod 7), aiia ka lähtekongruentail 
on parajaeti üka lahend. Selle aaamieeks leiame järgmiael 
aammul kongruentai f(x) == 0 (mod 7 ) lahendi. Selleka la­
hendame t auhtea kongruentai (11) ehk

2 + 16t =  0 (mod 7).
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Lahendiks saame
t =  -1 (mod 7) ehk t = -1 + 7s.

Siis aga x = 2 + 7t = -5 + 49s. Edasi lahendame s suhtes 
kongruentsi (14) ehk

-2 + 65s = 0 (mod 7),
millest

s = 1  (mod 7) ehk s = 1 + 7u.
Seega esialgse kongruentsi lahendiks on

x = -5 + 49(1 + 7u) = 44 + 343u
ehk

x =44 (mod 343). 

Harjutusülesandeid.
6.12. Lahendada järgmised kongruentsid:
a) 6x3 - 3x2 - 13x - 10 s  0 (mod 30);
b) x5 + x4 + 7x3 + 6x2 + 5x + 1 = 0  (mod 420);
c) x3 + x + 3  =  0 (mod 125);
d) x3 + x2 + 2 = 0 (mod 74);
e) 4x3 + 7x2 - 7x - 10 s  0 (mod 225);
f) x3 + x2 + x + 1 =  0 (mod 22.33.52).
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§ 1. RUUTJÄÄGID [

Ruutkongruentsid on mittelineaarsete kongruentside liht­
saimaks erijuhuks. Ruutkongruentsi jaoks on olemas lahendus­
algoritmid, mis ei nõua kõigi jäägiklasside läbiproovimist. 
Samuti on võimalik juba enne lahendamisele asumist kindlaks 
määrata, kas antud ruutkongruents on lahenduv või mitte. 
Vaatleme kaheliikmelist kongruentsi

xn = a (mod m), (a, m) я 1.
Kui sellel kongruentsil on olemaa lahend, siis arvu a nime­
tatakse n-astme .jäägiks mooduli m jargi, vastasel juhul 
nimetatakse arvu a n-astme mitte.lääglks. Kui n я 2, siis 
räägime ruut.läägist ja mitteruut.läägist.

Käesolevas paragrahvis vaatlemegi Juhtu, kus n = 2. 
Siinjuures eeldame, et moodul on paaritu algarv (juhtu, kus 
p я 2, vaatleme 4. paragrahvis). Seega käsitleme kongruentse

(1) x2 =  a (mod p), (a, p) ■ 1, p ̂  2.
Sellisele kongruentsile saab taandada ka üldise ruutkongru­
entsi

bx2 + cx + d = 0 (mod p), (b, p) я 1. 
Tõepoolest, korrutades viimast kongruentsi teguriga 4b, saa­
me

4b2x2 + 4bcx + 4bd =  0 (mod p)
ehk 5 0

(2bx + c) =  с - 4bd (mod p).
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Olles tahlstanud у » 2Ъх + с ja а = с2 - 4bd, jõuame kong­
ruentsini

у = a (mod p).
Lähtekongruentsi lahendi saame sel teel, et leiame viimase 
kongruentsi lahendi у a yQ (mod p) ja lahendame x suhtes li- 
neaarkongruentsi

2bx = yQ - с (mod p).
Mooduli p järgi on erinevaid ruutkongruentse kujul (1) 

arvult p. Näiteks, kui p = 5. siis saame järgmised kongru­
entsid:

x2 = -2 (mod 5) , 
x2 = -1 (mod 5), 
x2 =  0 (mod 5), 
x2 S  1 (mod 5), 
x2 = 2 (mod 5)•

Kõik teised taanduvad nendeks.
Kuna me eeldame, et (a, p) = 1, siis jääb vaatluse
м 2 alt valja kongruents x =  О (mod p), millel on parajasti

üks lahend x s  0 (mod p) ja mis seetõttu lahendamise seisu­
kohalt edasist huvi ei paku.

Märgime, et kui x = x1 (mod p) on kongruentsi (1) la­
hend, siis (xp p) = 1. Tõepoolest, siis x2 =  a (mod p). 
Kui oleks (x^ p) = p, siis oleks ka (a, p) = p, s.t. a = 0 
(mod p), mis oleks vastuolus eeldusega.
| Teoreem 7.1. Kui a on ruutjääk mod p, siis on kongru­

entsil (1) parajasti kaks lahendit.
Tõestus. Kui a on ruutjääk, siis kongruentsil (1) on 

vahemalt üks lahend



P PKuid, et (-X.J) = x s i i s  on sellel kongruentsil ka lahend 
x = -x^ (mod p).

Need lahendid on erinevad, sest kui oleks 
x1=  -x1 (mod p),

siis saaksime, et
2x1=  0 (mod p), 

mis on aga võimatu, sest (2, p) я (x̂ , p) = 1. Näidatud ka­
he lahendiga on ammendatud kõik lahendid, sest teoreemi 6.5 
põhjal ei saa teise astme kongruentsil algarvulise mooduli 
jargi olla üle kahe lahendi.

Leidub ruutkongruentse, millel pole ühtki lahendit. 
Vaatleme näiteks kongruentse

x2 =  -2 (mod 5). 
x2 =  -1 (mod 5), 
x2 =  1 (mod 5), 
x2 =  2 (mod 5).

Lahenditena tulevad kõne alla jäägiklassid, mille esindaja­
teks on taandatud jääkide süsteemi elemendid

-2 , -1 , 1 , 2 .
Nimetatud arvude ruudud on

4, 1, 1, 4,
mis on mooduli 5 järgi kongruentsed vastavalt arvudega

-1, 1, 1, -1.
Seega kongruentsid

x2 = -1, x2 = 1 (mod 5) 
on lahenduvad, kusjuures esimese lahenditeks on x = -2 ja

x = x 1 (mod p).
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x =  2 (mod 5), teise lahenditeks on i =  -1 ja x  =  1 (mod 5)* 
Kongruentsid

x2 s  -2, x2 — 2 (mod 5) 
pole aga lahenduvad. Seega modulo 5 on taandatud jääkide 
süsteemis kaks ruut jääki (-1 ja 1) ning kaks mitteruut jaäki 
(-2 ja 2).

Teise näitena võtame jäägiklassid, mis vastavad taan­
datud jääkide süsteemile modulo 11:

x =  -5, -4, -3, -2, -1, 1, 2, 3, 4, 5 (mod 11).
Siis

x2=  1, 4, 9, 16, 25 (mod 11)
ehk

x2 š= 1, 4, -2, 5, 3 (mod 11).
Seega lahenduvad on viis kongruentsi:

x2 =  -2, 1, 3, 4, 5 (mod 11), 
mittelahenduvad samuti viis kongruentsi:

x2 =  -5, -4, -3, -1, 2 (mod 5).
 ̂ Teoreem 7.2. Taandatud jääkide süsteemis paaritu alg-
c
arvulise mooduli p järgi on olemas ruut jääki ja
mitteruutjaäki. Ruutjäägid on modulo p kongruentsed arvude­
ga
(2) 12, 22, ..., (£|1)2.

Tõestus. Igas taandatud jääkide süsteemis modulo p on 
ruutjääkideks parajasti need arvud, mis on kongruentsed 
taandatud jääkide süsteemi

(3) - •••» “2, -1» 1* 2, ...,

elementide ruutudega, s.o. arvudega (2). Niisiis tarvitseb
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näidata, et arvude (2) seas pole omavahel kongruentseid 
modulo p. Kui oleks

к2 =  l2 (mod p), 0 < к < 1 ž 
siis oleks ruutkongruentsil

x2 =  l2 (mod p) 
neli erinevat lahendit: x =  -1, 1, -к, к (mod p), mida ei 
saa olla. Teoreem on tõestatud.

Seega ruutkongruentsil x = a  (mod p), (a# p) = 1, 
on kas kaks lahendit või pole ühtki.

Teoreem 7.3. Arv a, mis on ühistegurita paaritu algar­
vulise mooduliga p, on ruutjääk parajasti siis, kui 

E=1
(4) a 2 s  1 (mod p) 
ja mitteruutjääk parajasti siis, kui

(5) a 2 =  -1 (mod p).
Toestus. Euleri teoreemi kohaselt

Ц 1  Ц 1
(а - 1)(a + 1) = ap_1 - 1 = 0  (mod p).

Et tegurid

a ^  - 1 ja a ^  ♦ 1 
erinevad teineteisest vaid 2 võrra, siis sellest, et nende 
korrutis jagub p-ga, järeldub p 4 2 tõttu, et parajasti üks 
teguritest jagub p-ga. Seega kehtib iga a korral, kus 
(a, p) a 1, parajasti üks kongruentsidest (4), (5). Edasi 
tarvitseb tõestada, et a on ruutjääk parajasti siis, kui 
kehtib tingimus (4).

Tarvilikkus. Olgu a ruutjääk modulo p. See tahendab,

\
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et leidub täisarv x, nii et
2

Võtame kongruentsi mõlemad pooled astmesse Saame
P-1

(6) xp'1 =  a (mod p).

Et aga (x, p) =» 1 ja Euleri teoreemi järgi

xp-1 =  1 (mod p), 
siis seosest (6) järeldubki (4).

Pilsavus♦ Olgu täidetud tingimus (4). Vaatleme kong­
ruentsi

Ef1
(7) z i - 1 =  0 (mod p),

millel ei saa olla rohkem kui ot = lahendit. Tingimuse
(4) tõttu rahuldab kongruentsi arv a. Näitame, et kõik 
kongruentsi (7) rahuldavad arvud on ruutjäägid modulo p.
Kui nii, siis on ka a ruutjaäk.

Ruutjääkide r^ r2, ..., vu  (ot= jaoks leidu­
vad taandatud jääkide süsteemis arvud x.j, x2, ...» x& , nii 
et kehtivad kongruentsid

px1 =  r1 (mod p),
2x1 = r2 (mod p),

xä = roc (mod Pb 
Tõstes kõik kongruentsid astmesse oc = ja arvestades 
Euleri teoreemi, saame

x =  a (mod p).
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r * =  xP-1 =  1 (mod p), 
r2 S x 2""1 “  1 (m°d p),

r£= x£~1 =  1 (mod p)
ehk

‘r* - 1 = 0  (mod p), 
i*2 - 1 = 0  (mod p),

— 1 = 0  (mod p).
Seega koik ruutjäägid modulo p rahuldavad kongruentsi (7). 
Et aga lahendite jäägiklasse ja ruutjääke on ühepalju, siis 
ka vastupidi, iga lahend on ruutjääk. Järelikult on a ruut- 
jääk.

Harjutusülesandeid.
7.1. Vaadelda kõiki kongruentse kujul x2 =  a (mod p)

a) p = 13 korral,
b) p e 17 korral

ja teha kindlaks, millised neist on lahenduvad, millised 
mitte. Leida vastavad lahendid.

7.2. Teoreemi 7.3 alusel kontrollida, millised arvu­
dest 3, 5, 7, 11 on ruutjäägid

a) modulo 19,
b) modulo 17.
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§2. LEGENDRE'I JA JACOBI SÜMBOLID 

 ̂ 1. Legendre*i sümbol ,1a eelle omadused. Tõestame koi- 
&gepealt jargnevas vajamineva abitulemuse.

Lemma. Kui £ = ♦{ (mod p)f P J 2 ja |£ | =* | “Ц | = 1, 
siis t * *[.

Toestus. Kul lemma eeldustel oleks £. 4 ,  siis kongru­
ents £ = r| (mod p) tähendaks, et 1 =  -1 ehk 2 = 0  (mod p), 
mis on võimatu, kui p 4 2.

Käesolevas paragrahvis tuletame praktilise võtte ruut- 
jääkide kindlakstegemiseks suurte moodulite korral (teoree­
mi 7.3 abil on ruutjääkide leidmine suhteliselt tulikas). 
Selleks lahendame teistsuguse probleemi: teeme kindlaks, 
milliste moodulite p korral on kongruents

2x =  a (mod p) 
lahenduv, kui a on antud arv.

Viimase probleemi lahendamine nõuab üsna suurt eel­
tööd. Sealjuures kasutame nn. Legendre * 1 aümbnli t 
mis defineeritakse juhul, kui p on paaritu algarv ja 
(a, p) = 1. Sümbolit loetakse "a p suhtes".

Definitsioon:
Cl

1, kui a on ruutjääk,
-1, kui a on mitteruutjääk.

Vaatleme Legendre’i sümboli o m a d u s  i.

1) Kehtib seos ( p j s a^" (mod p).
Tõepoolest, kui a on ruutjääk, siis a =  1 (mod p); 

178



kui a on mitteruut jaak, eiie a = -1 (mod p).

2) Kui a =  b (mod p), eiie
Toepoolest, kui a on ruutjääk, siis ka koik teised st- 

ша jäägiklassi elemendid on ruutjäägid, ja vastupidi, kui a 
pole ruutjaäk, siis ei saa ruutjääk olla ka ükski teine sa­
ma jaägiklaasi element.

3) Legendre'i sümbol on tugevalt multiplikatiivne, s.t,

•(?)(?) - ( M
Toestuseks kasutame omadust 1:
/ai>2 ... а ч  и  cl oc oc =
V p я 12 ••• an; a2 ••• %  “

• Ш -  •••$<■*»>
Saadud kongruentsist järeldub vordus kaesoleva punkti algu­
ses toodud lemma pohjal.

4) Kehtib võrdus 3
Viimane omadus järeldub sellest, et b2 on alati ruut- 

jääk. Voib aga kasutada eelmist omadust:
.2\ / v\ / v\ 2

(f) ■ (!)(» ■ ft) - (i1)2 - 1

№  - (§)•

(*£) - (f)(r) - (!)•

5) Kehtib valem
2 \ / _ \ /л_2 ’

2. Tarvilik .1a piisav tingimus selleks, et arv -1 
oleks ruut.laäk. Küsimusele, mille püstitasime eelmise punk-
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ti algal, saame nüüd vastata a » -1 когтей.. Niisiis teeme 
kindlaks, milliste algarvuliste moodulite p korral on kong­
ruente

x2 =  -1 (mod p) 
lahenduv. Selleks arvutame Legendre'1 sümboli [~pj väärtu­
se. 1. omaduse põhjal

V(— ) =(-1) " (mod p).

Lemma põhjal järeldub silt võrdus

i  w  • < - ’v  ■
Viimasest võrdusest näeme, et -1 on ruutjääk parajasti 
sile, kui ® 2n ehk algarv p on kujuga p » 4n + 1, ja 
mitteruutjääk parajasti siis, kui » 2n - 1 ehk algarv 
p on kujuga p * 4n - 1. Teisiti öeldes, ruutkongruents

P 2x =  -1 (mod p) ehk x ♦ 1 «  0 (mod p)

on lahenduv parajasti siis, kui algarv p avaldub kujul 
p ■ 4n + 1. ühtlasi järeldub siit, et arvu x2 + 1 algarvu- 
listeks jagajateks saavad olla vaid algarvud kujuga p =
= 4n + 1 ja arv 2. Tõepoolest, algarvulise mooduli 4n - 1 
puhul ei kehti kongruents

x2 + 1 = 0  (mod 4n-1) 
ühegi arvu x korral.

3* Gaussi lemma. Uurime edasi kongruentsi
2x =  a (mod p), (a, p) = 1 

lahenduvust sõltuvalt moodulist p.
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Koostam* kongruentsid modulo p: 
a =  61r1 ,

2a =  ̂ 2t2 ’
(1) 3a 55 £3*3 ,

ota = £ Ära (CC ■ ÎIp), 
kus paremad pooled £3?^ on absoluutväärtuselt vähimad taan­
datud jääkide süsteemi elemendid, ^  * 1 1 olenevalt nime­
tatud jäägi margist,

0 < r1 ^  Ejl .
Näitame, et jääkide r^ seas ei saa olla võrdseid arve. Kui 
oleks

siis kongruentsidest
ia * (mod p),
ja m  CjTj * (mod p)

saaksime
ia^ E  (mod p), 
jae^ = (mod p)

ehk
ia^ =  jafij (mod p) ehk 1СА в  j (mod p).

Et = 1 1 ja = ± 1, siis viimase kongruentsi tõttu 
peaks avaldis t i t j jaguma mooduliga p, mis on aga või­
matu, sest i ^ j j a O < i  + j < p .  Seega on r1t r2# ..., ти 
mingi permutatsioon arvudest 1, 2, .,.,ot. Korrutame kõik 
kongruentsid (1) omavahel läbi. Saame

а06 • ос! =  E* 0Cl (mod p),
kus
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(2) E = 61 C 2 ... £л - + 1.
Siit

aÄ —  E (mod p)
ehk

(f) =  E (mod p).
Punktis 1 esitatud lemma põhjal saame siit vorduse. Seega 
jõudsime järgmise tulemuseni.

Teoreem 7.4 (Gaussi lemma). Kehtib valem

(3) (!)-*. 
kus E on defineeritud võrdusega (2).

Anname E avaldisele teise kuju. Selleks lähtume seo­
sest

korrutame seda kahega ja võtame taisosa:

u > [¥] ■ [=#] + 2(t }] - 2(t ] + Nri)-
Edasi arvestame definitsiooni. Kui = 1» s.t. kui 
ia vähim positiivne jääk modulo p on vaiksem kui ^p, siis

on paarisarv  ̂(~p| ̂  \ J® vorduse (4 ) paremal poolel

f 2f~] J » O). Seega võime kirjutada
1 p J ' -ГШ1
(5) - (-lp p •
Kui = -1, siis arvu ia vähim p o s i t i i v n e  jääk 
modulo p on suurem kui ^p ja on paaritu arv ( > \

ja * l)* Seetõttu kehtib võrdus (5) ka antud juhul
ja järelikult on valem (5) õige iga i korral. Gaussi lemma
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Xfžis](6) ...I,
tottu saame nüüd seose

4. Tarvilik .1a piisav tingimus selleks, et arv 2 oleks 
ruutjääk. Olgu a paaritu arv, siis a+p on paarisarv. Valemi
(6) pohjal

*!)■

H)

±[lbaü) , f ( W t£ ,  
i*1 P J /_-| ji-1L P J i= 1

ehk teisiti

Ф
(7) lsllal 'n l '1l)(!)

■2-1

Kui valemis (7) võtta а « 1, siis saame

C8) . ( f ) - H )Nüüd võime otsustada, millise mooduli p korral on kong­
ruents

2
x = 2 (mod p)

lahenduv, millise korral mitte. Näiteks mooduli 13 puhul
168

( i f )  =  (  _1 J” 3 ”  “(_1 )21 =  -1 •

mistõttu 2 ei ole ruutjääk modulo 13. Seega kongruents
2

x =  2 (mod 13) pole lahenduv.
Selleks, et algarvu kuju järgi kindlaks teha, millise 

mooduli p korral on 2 ruutjääk, jaotame kõik paaritud arvud
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nelja rühma: 8n ± 1, 8n ± 3. Arvutame
/ , . , (en ; d 2-i ,
(srh)-H) 8 -(-Den 1 2n-

9 (Qn ± 3)2- 1 9
( в г г 7 ) - ( - 1 )  8 *<-i)8n t6n+1 = -i.

Seega, koi algarv p on kujuga 8n ± 1, on arv 2 ruutjääk, kui
aga algarv p on kujuga 8n ± 3, siis arv 2 on mitteruutjääk.

- 2 Järeldus. Arvu x - 2 paarituid algarvulisi jagajaid
tuleb otsida vaid algarvude hulgast, millel on kuju 8n ± 1.
Toepoolest, ühegi arvu x korral ei kehti kongruents

x2 =  2 (mod 8n t 3), 
kui 8n ♦ 3 on algarv.

Ka arvu -2 kohta võime nüüd öelda, kas ta on antud 
algarvu p korral ruutjääk või mitte. Tõepoolest,

Siit saame, et kui p я 8n + 1 või p = 8n + 3, siis -2 on 
ruutjääk, kui aga p =» 8n + 5 või 8n + 7, siis mitteruut-

2 A.jaak. Seega x + 2 algteguriteks võivad olla vaid algarvud 
kujuga p а 8n + 1 või p = 8n + 3 ja arv 2.

5. Legendre1! sümboli pööratavus. Jagades võrduse (7) 
võrdusega (8), saame paaritu arvu a jaoks valemi

OC

Ifis] ifilP J .(9)

OC

(p) e("l)i=1 ’ Ьш ot= V  .
Olgu q paaritu algarv. Siis saame valemist (9) järgmised 
seosed:
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(рЬО)

CC

t
, P-1 oC =  ~~2~  ■»

J-11
9

л Ч“1
г *  “ Г *  *

Korrutame saadud võrdused omavahel,

(10)

ja tõestame, et 
06

Selleks märgime xy-tasandil ara koordinaatide alguspunkti

у = 55 P
mis labib punkte 0 Ja C. Jagatis ^  võrdub sirge ordinaa- 

diga kohal i, täisosa [^] aga lõigul DE asuvate sisemiste
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täisarvuliste koordinaatidega punktide arvuga. Seega võrdub 
summa

Žl£] • (*M^J ♦ (¥1 ♦ -  ♦ ft*) i=1
kolmnurga OAC täisarvuliste koordinaatidega sisemiste punk­
tide arvuga.

РУVaadeldes sama] viisil sirget x = —  veendume, et sum-
1 _ J %

ma |~j vordub täisarvuliste koordinaatidega sisemiste 
j=1L 4 J

punktide arvuga kolmnurgas OBC.
Kuna loigul OC ei leidu täisarvuliste koordinaatidega 

sisemisi punkte, siis võrdub summa

i=1 j-1
ristküliku OACB täisarvuliste koordinaatidega sisemiste 
punktide arvuga.. Teiselt poolt on aga ristküliku OACB täis­
arvuliste koordinaatidega sisemiste punktide arv oC{$ • See- 
ka kehtib võrdus (11). Viimast arvestades saame valemi

Korrutame võrduse mõlemaid pooli teguriga 
saadava tulemuse järgmise teoreemina.

f Teoreem 7.5. Kehtib valem

(13) (p)"(-i f**3*"!!)-
Valem (13) on tuntud ruutjääkide pööratavuse lause 

nime all. Pööratavuse lause koos Legendre'i sümboli teiste
omadustega võimaldab sümboli väärtust arvutada iga algarvu- 
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lise nimetaja ja mistahes lugeja korral. Arvutuste lihtsus­
tamiseks paneme veel tähele, et kui p = 4n + 1, siis = 
a 2n, kui aga p = 4n + 3 , siis * 2n + 1. Seega, kui vä­
hemalt üks algarvudest p, q on.kujuga 4n + 1, on korrutis 
p-1 q-1
-5---2” paarisarv ja (-1) = 1; kui aga mõlemad

p—1 q— 1algarvud on kujuga 4n + 3 , siis korrutis -я- • -ж- on paa- 
E-l.äzl 2 2

ritu ja (-1) 2 =  - 1. Niisiis juhul, kui p = 1 (mod 4)
voi q =  1 (mod 4) on (p) = (q]» kui aSa P = q = 3 (mod 4),

(f) * - (*)•
•* 2 Naide 1. Teha kindlaks, kas kongruents x =  97 (mod 223)

on lahenduv.
Et 97 — 1 (mod 4), siis

( I L )  V 223 /
Edasi 223 = 97*2 + 29. Seega

( W ) * ($)= Ш ) * ( i ) '  (&)•

Leiame, et [Jiy] = - 1, sest 29 — - 3 (mod 8 ); ^ ^  j =

3 ̂  ̂ j = 1. Seega = - 1 ja vaadeldav ruutkongruents po­
le lahenduv.

~ ' 2 Näide 2. Teha kindlaks, kas ruutkongruents x = 265
(mod 353) on lahenduv (353 on algarv).

Arvutame Legendre*i sümboli väärtuse:

( » ) - ( i f e )- ( ^ ) ! ( з Ь ) - ( ¥ ) • ' ( 1 ) - ( f )  - - 1

( & )  = m - ( S ) *  ( ä ) • (&) '

( £ )  ' ( ¥ ) ■ (*) - - ’ • Ш  -
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Seega j» 1 d® kongruente on lahenduv.

\£. Jacobi sümbol. Legendre'i sümboli väärtuse arvuta­
mise ja seega kongruentsi

px =  a (mod p)
lahenduvuse üle otsustamise lihtsustamiseks kasutatakse Ja­
cobi sümbolit. Jacobi sümbol on Legendre'i sümboli üldistu­
seks juhule, kus nimetaja ei ole algarv. Kui P = 
kus plt p2, ..., pn on erinevad paaritud algarvud, ja 
(a, P) = 1, siis Jacobi sümbol (a P suhtes) defineeri­
takse võrdusega

<1«> (f)*(p*)(i£) — (£)•
Märgime, et Jacobi sümboli võrdumisest -1-ga järeldub 

kongruentsi

(15) x2 s  a (mod P)
mittelahenduvus, kuid juhul, kui ^ J  = 1, jääb küsimus lah­
tiseks. Toepoolest, kui p-j, p2, ..., Pn on erinevad algar­
vud, siis kongruents (15) on ekvivalentne süsteemiga

2(16) x =  a (mod pi), i=1,2,...,n
ja võrdusest = - 1 järeldub, et vähemalt üks (~) = - 1. 
Kui aga = 1 ja n >1, siis Legendre'i sümbolite 
seas võib ikkagi esineda neid, mis võrduvad -1-ga. Sel ju­
hul on aga süsteem (16) ja koos sellega kongruents (15) 
mittelahenduvad.

Jacobi sümbolil on formaalselt samad omadused mis Le­
gendre'i sümbolil. Järgnevas vaatlemegi Jacobi sümboli oma­
dusi.
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1) Kui a s b  (mod P), siia

2) (§-)= 1.

3) [t ) = (§)(!)’ eriti (t̂ ) T (?) •
Omadused 1 - 3  järelduvad Jacobi sümboli definitsioonist ja
Legendre'i sümboli vastavaist omadusist. (Veenduda!)

P-1
4) ( ^) - (-if5" .

Toestus. Definitsiooni (14) ja Legendre'i sümboli vas­
tava omaduse tottu saame

(=f) ■ (5})&)- (£)- ( - 1 )

p ,-i Pn-i
~r  . . . (-о- ^
n P4-1

■ H) 1'1Pi" 1 p-1 p-1Leiame seose 2_ v. ja —5— vahel. Selleks esitame —5— 
i=>1 2 *

järgmisel kujul: Ä
P-1 P1P2* **pn ” 1 .

2 2

( 1 + . 2 )( l  + Цг— • 2 ) . . .  ( 1 + . 2 ) -  1
2

Kasutades valemit

(x + 2a1)(x + 2a2) ... (x + 2aQ) * xn + 2 (a1 + ... + an)xn“1+ 

+ 4(a.,a2 + a^^ + ... )xn"2 + вСа^а^ + ...)xn“3 + ... ,
Pj" 1milles votame x = 1 ja a^ = —75— , saame 

P-1- ?̂”pi”^V -  = Z _ -%- + 2N,
* i=1 ^

kus N on täisarv. Seega
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I -jr j arvutamiseks on tai*vis kindlaks teha, kas paaritu 
arv P on kujuga 4n + 1 voi kujuga 4n + 3. Esimesel juhul

| “jr ) = 1, teisel juhul | ̂  j = - 1.

5) ( § -1)

P2-1

Toestus. Lahtume seosest
n n2 1P-i"1

Kasutades valemit

(x + ea.jMx + 8a2)...(x + 8an) = xn+ 8(a.j+ a^+ ... + a)xn_1+ 
+ 64(a.,a2+ a^a^+ ... + ап.^ад)^"2 + ••• 

ja seost
о гч2 n2P^-l _ P1 p2 pn ~ 1 _

- ' *8
saame

P2-1 = jr + on 
8 Ž i  ’ 

kus N on taisarv. Siit järeldubki omaduse kehtivus.
Märgime, et kui P =» 8m t 1, siis (§) “ 1» kui aga P =

3 8m i 3» siis (yj я “ 1*

6) Kui P ja Q on paaritud arvud, kusjuures (P, Q) » 1,
siis
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(§M-i)¥ '¥ (š)
(Jacobi sümboli pöoratavuse lause)-

Toestus. Olgu P = p^p2. • • Pn» *3 = * *qm* Kasutades
Jacobi sümboli definitsiooni, Legendre'i sümboli multiplika- 
tiivsust ning pöoratavuse lauset ja arvestades, et (p̂ , <!•})■ 
■ 1 (i = 1, 2, ..., n; j = 1, 2, ..., m), võime kirjutada:

(?) - (̂ )fc£) ••• ••• (^)‘

• № ) - ®  -  ( £ ) ( £ ) • • • ( £ )  ■ 
n ш
у  Pi.-1 V -  ini

• и -  ^  * ® © - ( ö -  

•ЙХ5|) •••(&■•• Ш - © -

±  ‘i-1 - r  V ’
1 (S).

Pj[~̂  P_1 -XT’ Q_ 1Et 2 -  -Ц- » Ч Л -  2N ja -V- = ^  - 2M, siis
i=1 d d j-1 * d

i=1 2 j=1 d 2 2  
kus L on taisarv. Viimasest seosest järeldubki pöoratavuse 
lause.

Nagu juba käesoleva punkti algul märgitud, võimaldab Ja­
cobi sümbol Legendre'i sümboli arvutamist lihtsustada. Seal­
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juures pease silmas, et Legendre’i sümbol on Jacobi sümboli 
erijuht.

Haide 3. Teeme kindlaks, kas kongruents x2 5= 265 
(mod 353) on lahenduv* Sama näidet vaatlesime eelmises punk­
tis.

Arvutame Legendre'i sümboli ( väärtuse. Kuna 265 
on kordarv, siis Legendre'i sümboli pöoratavuse lauset ei 
saa rakendada. Samal ajal võib aga sümbolit vaadelda ka Ja­
cobi sümbolina ja kasutada viImase pöoratavuse lauset. Seda 
märkust arvestades saame

{ Ш )  ■ ( Ш )  ■ (f&)" ( ä )  ■ (s§?)' (555) * (зйг) - 
* (W )e (тг) * 1-

Seega kongruents on lahenduv.

Harjutusülesandeid.
7.3. Teha kindlaks, kas p-1 on ruutjääk mod p, kui
a) p 3 19, b) p * 23, с) p = 29» d) p а 83.

7.4. Kontrollida kongruentside
a) x2 s 3 (mod 17),
b) x2 =  17 (mod 19),
c) x2 =  10 (mod 19)

lahenduvust Gaussi lemma põhjal ja seejärel Legendre'i 
sümboli abil.

7.5. Kirjutada välja arvude x2+ 1, x2+ 2, x2- 2 jaga­
jad x = 1, 2, ..., 10 korral ja jälgida nende kuju.

7.6. Kasutades Legendre'i sümbolit, leida algarvu p 
üldkuju, mille korral arv 3 on ruutjääk, ja p üldkuju,
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mille korral 3 on mitteruutjääk.
•* A 27.7. Millise uldkujuga võivad olla arvu x - 3 algar- 

vulised jagajad (kasutada ülesande 7.6 tulemusi)?
7.8. Teha kindlaks, kas järgmised ruutkongruentsid on 

lahenduvad (kõik moodulid on algarvud):
a) x2 =  111 (mod 271)*
b) x2 s  343 (mod 677),
c) x2 =  589 (mod 1283),
d) x2 =891 (mod 4441).

7.9. Teha kindlaks, kas järgmised ruutkongruentsid 
kordarvulise mooduli järgi on lahenduvad või mitt«:

a) x2 =  111 (mod 215);
b) x2 =  343 (mod 678);
c) x2 —  10 (mod 143);
d) x2 =  21 (mod 143);
e) x2 =  - 1 (mod 13*89);
f) x2=  - 1 (mod Ц.13‘89).

7*10. Arvutada Legendre'i sümbolite a) (|^-|),

b) (l?V) * о) ^ j  väärtused, kasutades 1) ainult Legend­
re'i sümboli omadusi ja 2) ka Jacobi sümbolit.

7.11. Arvutada Jacobi sümbolite a)  ̂ * b) (^Tt)*

c) [-ygjgf) väärtused. Kas saab midagi oelda vastavate ruut- 
kongruentside kohta?

X^3*. RUUTKONGRUENTSIDE LAHENDAMINE 

Ruutkongruentside px = a (mod p)
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lallend ami eeks pole ühtset meetodit, lahendusmeetod sõltub 
algarvu p kujust. Paaritu algarv võib olla kas kujuga p =
= 4m + 1 või p = 4m + 3-

a) Olgu p я 4m'+ 3 j# ] a 1« Lähtume sellest, et kui
“t1a on ruutjääk modulo p, aiis a =  1 (mod p) (vastasel 

Eri
juhul a 2 =  - 1 (mod p)). Antud juhul = 2m + 1. Seega

&2ш+1 _   ̂ (mod

ehk
(am  ̂1) =  a (mod p ).

Siit saamegi lahendid
- , 1 Vx =  t am+1 (mod d) ehk x =  t a (mod p).

Naide. Lahendame kongruentsi
x2 = 1 2  (mod 23).

Kuna

(8) - Ш  --(¥)- -(f)
ja 23 = 5*4+3, siis

x e  ± 126 =  t 1443 =  t 63 =  ± 6-13 ®  t 9 (mod 23).

Juhtu p = 4m + 1 ei saa korraga käsitleda. Jaotame jada
(4m + 1̂  osajadadeks (8m + 1) ja \8m + 5 }  ning vaatleme eral--- -
di algarve kujuga p = 8m + 5 ja p = 8m + 1.

b) Olgu p = 8m + 5 ja (J) = 1. Siis a4m+2 =  1 (mod p),

millest a^m + 1 == 1 (mod p) või a2m+ * == - 1 (mod p) (miks?). . . . 
Kuna üks ja sama arv a2m+1 ei saa kuuluda korraga kahte 
erinevasse jaägiklasai, siis arusaadavalt mõlemad kongru­



entsid korraga kehtida ei saa. Siit edasi
а*.:н-2 s  a (mo(j p) a2m+2 s  _  a (m0(j p )#

Kui esineb esimene juht, siis
E+l

x = ± a1̂ 5 (mod p) ehk x = ± a (mod p).

Kui esineb teine juht, siis arvestame, et

4=i
(§)- (-« = - ,• 

s.t. 2 ei ole ruutjääk modulo p ja järelikult 
24m+2 s _ 1 (mod p)>

Korrutame viimase kongruentsi kongruentsiga 
&2m+2 s _ a (mo<j p^

Saame
~4т+2 2m+2 / . \2 a = a (mod p),

millest ^
x = + г2"*1 am+1 (mod p).

c) Olgu lõpuks p = 8m + 1 ja » 1. Olgu N mingi mit- 
teruutjääk modulo p, mille võib leida näiteks proovimise 
teel. Märgime, et N ei maksa otsida arvude -1, 2, -2 seast, 
aeet need on mooduli 8m + 1 korral ruutjäägid. Niisiis on

(!) - - 1
N^m = - 1 (mod p).

Esitame p kujul p =» 2kh + 1, kus к £ 3 ja h on paaritu arv.
ik-1.fi-I

Kasutame jalle seost а = 1  (mod p) ehk a2 b =  1 (mod p), 
millest

k-2
a2 h=l 1 (mod p),
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leus juures esineb vaid üks märkidest, + voi - . Kui esineb 
+, voime analoogiliselt eelnevaga asendada kongruentsi ma­
dalama astme kongruentsiga, kui aga esineb -, siiš korruta­
me teda kongruentsiga

pk-1,
(1) N s —1 (mod p).
Tegelikult voib mõlemad juhud kokku võtta, kirjutades

о к— 2v̂ a 9 k— 1 
a h Ns2 h =  + 1 (mod p),

kus esimesel juhul s = 0 (või mistahes teine paarisarv),
teisel juhul aga s » 1 (või mistahes teine paaritu arv).
Viimasest kongruentsist saame

k-3 s 2.k_2
(2 ) a2 h N 2 =  + 1 (mod p), s2 = sh.

Juhul, kui esineb +, võime kongruentsi otsekohe asendada ma­
dalama astme kongruentsiga; kui esineb -, korrutame saadud
kongruentsi kongruentsiga (1), mida v£ib esitada kujul 

k-2
N2 u = - 1 (mod p), kus u = 2h.

Seega kongruentsist (2) järeldub kongruents
2k-3h s32k“2_  a N =  1 (mod p),

kus By on mittenegatiivne täisarv. Viimasest saame
2к-4г. s 2k~3 _
a N = + 1 (mod p) jne.

Lopuks jõuame kongruentsini
h sl-2a N = 1 (mod p),

millest peale a-ga korrutamist leiame, et
h+1 e

x =  ± a 2 N k (mod p).
Kogu konstruktsioon on vajalik vasakule täisruudu ja parema-



le a saamiseks.

Harjutusülesandeid.
7.12. Lahendada ruutkongruentsid

a) x2 =  11 (mod 59),
b) x2 = 30 (mod 37),
c) x2 =  11 (mod 97),
d) x2 =  29 (mod 67),
e) x2 = -16 (mod 101),
f) x2 =  14 (mod 113).

§4*. RUUTKONGRUENTSID KORDARVULISE MOODULI JÄRGI

Käesolevas paragrahvis järgime õpikus [4] toodud käsit­
lust. Alustame ruutkongruentsist

(1) x2 =  a (mod рл ), oc>1, (а, р) = 1,
•• 2 kus р on paaritu algarv. Tähistades f(x) = x -a ,  sasime

f'(x) = 2x. Olgu x =  ± x1 (mod p) kongruentsi
x =  a (mod p)

lahendid. Et ± x 1 Ф  0 (mod p) ja 2 #  0 (mod p), siis
f' (x.|) Ф  0 (mod p). Eelmise peatüki üldistest tulemustest
järeldub, et kongruentsil (1) on kas kaks lahendit voi ei
ole ühtki, olenevalt sellest, kas a on ruutjääk modulo p
või mitte. Lahendusmeetod on sama, nagu üldiselt n-astme
kongruentsi korral.

Edasi vaatleme kongruentsi

(2) x2 =  a (mod 2е*), ос ;> 1, (а, 2) = 1.

Siin f'Cx-j) = 2x1 = 0 (mod 2) ja eelmise peatüki üldised
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tulemused pole kasutatavad. Nüüd arutleme teisiti. Vaatleme 
eraldi järgmisi alajuhte.

a)oc= 1, s.o. x ^ = a  (mod 2). Kuna eelduse kohaselt 
(a, 2) = 1, siis a == 1 (mod 2). Seega vaatleme kongruentsi
О л

х*~ = 1 (mod 2), mida rahuldavad koik paaritud arvud. Viima­
sed moodustavad modulo 2 vaid ühe jaägiklassi.Et paarisar- 
vud kongruentsi ei rahulda, siis on kongruentsil parajasti 
üks lahend: x =1 (mod 2).

b) OC = 2, s.o, x2 = a  (mod 4). Et (a, 2) = 1, siis on 
võimalikud kaks juhtu: a = 1, 3 (mod 4). bähend x peab ilm­
selt olema paaritu, s.t. kujuga x = 4t t 1. Kuid siis x2 =

2= I6t ± 8t + 1 =1 (mod 8). Seega iga paaritu arvu ruut on 
kongrusntne 1-ga modulo 8, järelikult ka modulo 4. Niisiis, 
kongruents pole lahenduv, kui a = 3 (mod 4). Kui aga a = 1 
(mod 4), siis rahuldavad kongruentsi kõik paaritud arvud. 
Seega kongruentsil on kaks lahendit: x =1, 3 (mod 4) ehk 
x = t 1 (mod 4)•

2 лc) ос = 3» s.o. х = a (mod 8). Siin voib a omandada
järgmisi väärtusi: a s 1, 3, 5, 7 (mod 8), lahend x on aga

2paaritu. Kuid nagu nagime, on siis x =  1 (mod 8). Järeli­
kult juhtudel a = 3» 5, 7 (mod 8) pole kongruents lahenduv. 
Kui aga а r= 1 (mod 8), siis rahuldavad kongruentsi kõik paa­
ritud arvud. Seega on kongruentsil 4 lahendit:

x =  1, 3, 5, 7 (mod 8) ehk x =  i 1, ± 3 (mod 8).

d) оt >3* Kui kongruentsil
x2 a (mod 2й )



on lahendid olemas, siis need lahendid rahuldavad (teoreemi
5.15 pohjal) sama kongruentsi ka mooduli 8 järgi. Kuid siis 
peab lahenduvuseks olema täidetud tingimus
(3) a = 1  (mod 8).
Niisiis on viimane tingimus tarvilik kongruentsi lahenduvu­
seks, kui OC ̂  3. Allpool näeme, et ta on ka piisav. Erme aga 
teeme kindlaks, kui palju on kongruentsil (2) lahenduval 
juhul lahendeid.

Olgu b mingi kindel lahend ja x suvaline lahend. Jiis

b2 =  a (mod 2е* ) ja x£ =  a (mod 2“ ),
millest

у} - b2 з= 0 (mod 2Л )
ehk

(x - b)(x + b) =  0 (mod 2е* ).
Olgu

x - b = 2X k, x + b = 2 Л 1 ,

kus к ja 1 on paaritud arvud ja ak. + л  % ot . liites ja ja­
gades 2-ga saame siis

X = 2“-1 к + гх'1 .
Arvestades, et x kui kongruentsi (2) lahend peab olema paari­
tu, saame siit

kas <^-1 = 0 voi Л  - 1 = 0.
1) Olgu X -  1; siis - 1 ja x - b = s, kus -

on taisarv. Saame
x = b + 2a~ ‘s.

Kui a on paarisarv, siis x =  b (inod 2°^ ), kui aga о on pas- 
ritu, s.t. s - 1 + 2t, siis x = b + 2Ä_1 (mod 2U ). Esimene



jäägiklass rahuldab kongruentsi (2) eelduse kohaselt, s.t. 
b2 = a (mod 2е* ). Naitame, et kongruentsi rahuldab sellel 
eeldusel ka jaagiklass x =b + 2е*-1 (mod 204 ). Toepoolest, 
x2 = (b + 206“1)2 = b2 + 204 b + 22ot ~2 = b2 s a (mod 2* ).

2) Olgu #. = 1; siis X  ž cc - 1 ja x + b = 2 06 _1s. 
Analoogiliselt esimese juhuga saame lahendid

x = - b (mod 206 ) ja x = - b + 2 06 (mod 2е* ).

Viimast lahendit voib ilmselt esitada ka kujul x = - b - 
- 2a_1 (mod 206 ).

Seega lahenduval juhul on kongruentsil (2) neli erine­
vat lahendit

x 5  ± b, + (b + 2 * -1) (mod 2a ).

Tõestame lõpuks, et tingimusel (3) on kongruents (2) la­
henduv, s.t. et tingimus (3) on kongruentsi (2) lahenduvuseks 
piisav. Tingimuse (3 ) piisavus on teada juhul, kui oc = 3. 
üdasi kasutame taieliku induktsiooni meetodit. Olgu tingimus
(3) täidetud ja kongruents

(4) x2 =  a (mod 2е6-1) (ос ̂ 4)

lahenduv. Kagu eespool naidatud, on kongruentsil (4) siis ne­
li lahendit:

x =  ± с, ± (с + г00"2) (mod 206-1), 
kus с on mingi erilahend. Seega kehtivad kongruentsid

c2 =  a (mod 2е*"1) ja (с + 2 а "2)2 =  а (mod 2Й "1).
-Saimesel juhul

с2 = a - 2cc”1 к,
kus к on mingi kindel täisarv. Kui osutub, et к on paaris-
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arv, siis с2 = a (mod 2 a ), s.t. jäägiklassid x = ± с 
(mod 206) on kongruentsi (2) lahenditeks. Kui к on paaritu 
arv, siis arvutame kongruentsi (4) lahendi с + 2 ” ruudu

(с + г “ -2)2 = с2 + 2Ä-1c ♦ г2“ "4 =

» а ♦ 204,-1 к + 2“ -1с * 22“ -4 .
Et ос ̂ 4, siis 2а - 4 > ot ja seega

(с + 2*"2)2 г а + 2а_1 (к + с) (mod 2й ) .

Et к on paaritu eelduse kohaselt, с aga selletõttu, et ta on 
kongruentsi (4) lahend, siis к + с on paarisarv ja

(с + 2Ä_2)2 =  a (mod 206 ).
Niisiis ka sellel juhul on kongruents (2) lahenduv, kusjuu­
res tema lahenditeks on

x s + (c + 2cC~2) (mod 2* ).
Tingimuse (3) piisavus kongruentsi (2) lahenduvuseks on näi­
datud. Ühtlasi näeme, et kongruentsi (4) kaks lahendit, kas 
x =■ t с (mod 201-1) voi x =  ± (c + 2a-2) (mod 2 a_1), osutu­
vad ka kongruentsi (2) lahenditeks mod 2Л . Tähistame nimeta­
tud lahendid x s  t b (mod 206). Siis ülejäänud on x г  
= t (b + 2ой"1) (mod 2Ä ).

Saadud tulemused võtame kokku järgmiseks teoreemiks.

Teoreem 7.6. Kongruentsil
(5) x2 =  a (mod 2й )
on paaritu a korral 1) parajasti uks lahend, kui oc = 1;
2) kaks lahendit, kui a = 2 ja a = 1 (mod 4), mitte ühtki 
lahendit, kui cL = 2 ja a = 3 (mod 4), 3) neli erinevat la­
hendit, kui oc ̂ 3 ja а =  1 (mod 8), mitte ühtki lahendit, kui
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сС^З ja a (mod 8 ). Lahenduval juhul leidub fcongruentei
(5 ) lahendite hulgas ka kongruentsi x2 s a (mod 2 а + Ъ  la­
hendeid, ülejäänud lahendid avalduvad aga viimaste kaudu.

Haide♦ Lahendame kongruentsi
x2 = 17 (mod 64).

Et 17 s  1 (mod 8 ), siis kongruentsil on neli lahendit. 
Vaatleme kongruentse

x2 s  17 = 1  (mod 8 ), 
x2 == 17 = 1  (mod 16), 
x2 =  17 (mod 32), 
x2 =17 (mod 64).

2Kongruentsi x =  1 (mod 16) lahenditeks on ilmselt x s ± 1 
(mod 16). Seega on lahenditeks kax =  + ( 1 + 8 )  = ± 9  
(mod 16). Kuna kongruentsi x == 17 (mod 32) lahendeiks ei 
ole x =  ! 1 (mod 32), siis on lahenditeks x = +  9 (mod 32) 
ja x = i (9 + 16) a ± 25 (mod 32). Et 92 = 81 з= 17 (mod 64), 
siis lähtekongruentsi lahenditeks on

x = ± 9 (mod 64) ja 1 2 + 4 1  (mod 64).
Vaatleme lõpuks kongruentsi

2(6) x =  a (mod m), 
kus

tj 0C1 o'
m » 2 p1 ... Pn , (a, m) * 1.

Kasutades eelmise paragrahvi üldist tulemust, võime õelda, 
et selle kongruentsi lahendid ühtivad järgmise kongruentsi­
de süsteemi lahenditega:
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x2 = a (mod 2°* ), 
x2 = a (mod ,

x2 = a (mod P ^ n)*

Kui süsteemi üksikute kongruentside lahendite arv on vasta­
valt kQ, k1, k2, . kQ, siis teatavasti on süsteemil ja 
lähtekongruentsil modulo m arvult k0k1k2...kn lahendit. Kui 
süsteemis mõni kongruents osutub mittelahenduvaks (vaatav 
k. = 0), siis ka esialgsel kongruentsil pole lahendit. Nii­
siis on kongruentsi (6) lahenduvuse tarvilikud ja piisavad 
tingimused kokku võetavad järgmiseks teoreemiks.

Teoreem 7.7. Selleks, et kongruents (6) oleks lahenduv, 
on tarvilik ja piisav, et juhul, kui oC = 0 või oc = 1, oleks

<7> (рт) = 1- ( £ ) ' 1.........1i

juhul kui ОС а 2, oleksid taidetud tingimused (7) ja tingi­
mus а = 1 (mod 4); juhul kui oc ̂ 3, oleksid taidetud tingi­
mused (7) ja tingimus a s 1 (mod 8). Kui nimetatud tingimu­
sed on täidetud, siis lahendite arv on 2n, kui ос а 0 voi 
oc -= 1; 2n+1 , kui cc a 2; 2n+2, kui CC? 3.

Juhtu (a, m) 4 1 me ei käsitle. Ka sellel juhul on ter­
ve rida võimalusi (vt. näit. (43).

Harjutusülesandeid.
7.13. Lahendada ruutkongruentsid

a) x2 = 89 (mod 256); d) x2 = 46 (mod 105);
b) X2 — 24 (mod 125); e) x2 =17 (mod 104);
c) x2 s 18 (mod 343); f) x2 =19 (mod 90).
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VIII. A L G J U U R E D  J A  I N D E K S I D

&1. ASTENDAJA, MILLELE ARV KUULUB. ALGJUUR
Zt s

Olgu (af m) в 1. Siis Euleri teoreemi kohaselt rahuldab 
eksponentkongruentsi

(1) ax = 1 (mod m) (x > 0)

arv x a cf(m), samuti koik arvud ncf(m), kus n on mittenega- 
tiivne täisarv. Võib aga juhtuda, et kongruentsi (1) rahul­
dab ka mõni arvust cp(m) väiksem naturaalarv. Vähimat natu­
raalarvu & , mis rahuldab kongruentsi (1), nimetatakse aa- 
tenda.laks. millele kuulub arv a modulo m.

Definitsioonist järeldub, et 1 <£^<f(m).
Kui arv a kuulub astendajale cf(m), siis nimetatakse 

teda alg.luureks modulo m.
Saab tõestada, et kui (a, m) >-1, siis kongruentsi (1) 

rahuldab ainult arv 0 (vt. harjutusülesanne 8.1). Seepärast 
ei kuulu selline arv a ühelegi astendajale, eriti ei saa ta 
olla alg j uur modulo m. Seega kui a kuulub mingile astendaja­
le modulo m, sealhulgas kui a on algjuur modulo m, siis 
(a, m) в 1.

Näide 1. Teeme kindlaks, millistele astendajatele modu­
lo 7 kuuluvad taandatud jääkide süsteemi elemendid 

a ■ 1» 2, 3* 4, 5, 6,

ja leiame nende hulgast algjuured modulo 7 (kui neid eksis-
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teerib). Arvutuste tulemused on sobiv esitada tabelina, mil­
les vastavalt vaadeldavatele arvudele a ja x (1 ̂  x^c^(m)) 
on toodud astmed ax:

V-.. 1 2 3 4 5 6
1 1 2 3 4 5 6
2 1 4 2 2 4 1
3 1 1 6 1 6 6
4 1 2 4 4 2 1
5 1 4 5 2 3 6
6 1 1 1 1 1 1

Nagu siit naha, kuulub
arv 1 astendajale 1 (mod 7),
" 2 " 3 м ,
" 3 " 6 " ,
" 4 3 n
" 5 " 6 "
" 6  " 2 ”

Et cf(7) = 6, siis modulo 7 on algjuurteks arvud 3 ja 5.

* Teoreem 8.1. Kui (a, m) * 1 ja
О

b = a (mod m),
siis b ja a kuuluvad ühele ja samale astendajale modulo in.

Toestus. Kuulugu a astendajale 6. Siis eelduses esine­
va kongruentsi astendamisel saame

b̂  = â  =  1 (mod m).

Sealjuures ei saa olla b^ =  1 (mod m), kui 0<*]< о , sest
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*тsiis oleks ka а =1 (mod m), mis on vastuolus eeldusega*

Järeldus« Kui a on algjuur modulo m ja b = a (mod m), 
siis ka b on algjuur modulo m.
I
> Teoreem 8.2. Kui arv a kuulub astendajale 5 (mod m), 

siis on arvud
1« a, a , ••• I a

paarikaupa inkongruentsed modulo m.
A i к ••Toestus. Kui oleks a =  a (mod m), kus näiteks 0 ž k<

< i <  ̂  , siis saaksime

ai“k' =  1 (mod m) (1 < i - к < 8 ), 
mis on vastuolus eeldusega.

Järeldus. Kui g on algjuur modulo m, siis astmed

1, g. s2.....s ^ - 1
moodustavad taandatud jääkide süsteemi modulo m.

Toepoolest, nende arv on cf(m), nad on paarikaupa in­
kongruentsed ja (gk, m) = 1, sest (g, m) = 1.

/ Teoreem 8.3. Kui a kuulub astendajale S modulo m, siis

(2) a1 =  ay (mod m) 

parajasti siis, kui

(3) x = у (mod 5).

Toestus. 1) Näitame, et kongruentsist (2) järeldub 
kongruents (3). Selleks jagame x ja у arvuga S;

x я q.|S + r1, 0 ^ r 1 <6, 
у - q26 + r2, 0 sž- r2 S .

Seose (2) tottu kehtib kongruents
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Oletame nüüd, et x #  у (mod S), s.t. 4 r2. Siis teoreemi 
r1 r2

8.2 pohjal a ^  a (mod m). Seega peab olema r1 3 r^ ehk 
x =  у (mod 8).

2) Haitame, et kongruentsist (3) järeldub kongruents
(2). Olgu x =  у (mod 8 ). Siis x = + r^ у = q25 + r2

r 1 r 2 *  ja r^ « r2, а а а . Korrutades viimast vordust kongru-
q 1 —  q2 ___entsiga (a ) =  (a ) =  1 (mod m), saamegi (2).

gaide 2. Kas kehtib kongruents
253 =  28 (mod 7)?

Et 2 kuulub astendajale 3 modulo 7 ja 
53 =  8 (mod 3)» 

siis see kongruents kehtib.

Järeldus 1. Kui a kuulub astendajale 6 modulo m, siis 
selleks, et

ax в  1 (mod m), 
on tarvilik ja piisav, et

x s  0 (mod S ), s.t. x * к S .
Tarvitseb võtta teoreemis у = 0.
Järeldus 2. Astendaja 6 , millele arv a kuulub modulo

m , on jagaja.
cp(m)

Toepoolest, a = 1  (mod m) ja seetõttu 
Cf (m) в  0 (mod б ).

Seega antud mooduli m korral võivad arvud kuuluda vaid 
astendajatele, mia on cp(m) jagajad. Näiteks mooduli 7 järgi



võivad arvud kuuluda vaid arvu cp(7 ) » 6 jagajatele, e.o. 
astendajatele 1, 2 , 3 ja 6 . Kui m * p on algarv, siis cfKm) = 
= p - 1 ja arvud võivad kuuluda vaid astendajatele, mis on 
p - 1 jagajad.

Järeldus 3. Kui a kuulub astendajale 5 modulo m, siis
к 6 a kuulub astendajale 77— —г modulo m. Eriti kuuluvad a ja

’a ühele ja samale astendajale £ parajasti siis, kui 
(6 , к) - 1.

л кToestus. Kuulugu а astendajale у  modulo ш, s.t. у on 
vähim naturaalarv, mis rahuldab tingimust

(ak)^ =  1 (mod m) ehk ak^ =  1 (mod m).

Järelduse 1 kohaselt kehtib viimane kongruents parajasti 
siis, kui k-y = 0  (mod 5), millest teoreemi 5.13 tottu saame

У — 0 (mod ------ j . Vahim naturaalarv у , mis rahuldab vii­

mast kongruentsi, on ('k' "g*y • Seda tuligi näidata.

Esitame veel moned astendajate ja algjuurte leidmise
näited.

Näide 3. Olgu m = 11, siis cp(m) я Ю. Astendajateks, 
millele täisarvud kuuluvad modulo 11, saavad olla vaid 1, 2,
5 ja 10. Arvutame taandatud jääkide süsteemi elementide
1, 2, ..., 10 vastavad astmed. Tulemused esitame alljärgne­
vas tabelis.

208



<4
> 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2 4 9 5 3 3 5 9 4 1
5 10 1 1 1 10 10 10 1
10 1 1 1 1

>ega arvude kuuluvus astendajatele on järgmine:

а 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

s 1 10 5 5 5 10 10 10 5 2

Algjuurteks modulo 11 on 2, 6, 7 ja 8.

Näide 4. Olgu m » 10. Siia cf>(m) в 4 ja astendajateks, 
millele kuulub а, (а, 10) =* 1f saavad olla vaid arvud 1, 2 
ja 4. Tulemused on järgmised:

\a
x\ 1 3 7 9
1 1 3 7 9
2 9 9 1
4 1 1

а 1 3 7 9

s 1 4 4 2

Algjuured on seega 3 ja 7.

Haide 5. Olgu m = 15. Siis СрЫ) ■ 8, kusjuures taanda­
tud jääkide süsteem koosneb arvudest

а = 1, 2, 4, 7» 8, 11, 13, 14.
Astendajateks, millele need arvud kuuluvad, saavad olla 1,
2, 4 , 8. Arvutamine annab järgmised tulemused:
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a 1 2 4 7 8 11 13 14
s 1 4 2 4 4 2 4 2

Seega modulo 15 ei eksisteeri algjuuri.
Hiljem tõestame, et algjuured eksisteerivad vaid moo­

dulite
2, 4, p* ja 2p<*

puhul, kus p on paaritu algarv ja об - suvaline naturaal­
arv. Meid huvitavad eriti algjuured algarvulise mooduli 
järgi.

Anname suhteliselt lihtsalt kontrollitava tarviliku ja 
piisava tingimuse selleks, et antud arv oleks algjuur modu­
lo m.
( Teoreem 8,4. Kui m on moodul, mille korral algjuured 
ъeksisteerivad ja

/ \ °̂ 1 °*2 °̂ ntf>(m) = p1 p2 * ... pn
siis selleks, et mooduliga m ühistegurita arv g oleks alg­
juur modulo m, on tarvilik ja piisav, et oleksid rahulda­
tud tingimused

y(m)
(4) g Pl Щ  1 (mod m), i=1,2, ..., n.



Toestus. Tarvilikkus. Olgu g algjuur modulo m, s.t. 
g^m) ^   ̂ (mod m)

Ja
g^ 1 (mod m), kui 0 < '»'j <q?(m).

(P(m)Kuna <cf(m), siis tingimused (4 ) on rahuldatud.

Piisavus. Olgu tingimused (4 ) rahuldatud. Oletame, et 
g ei ole siiski algjuur. Siis ta kuulub mingile astendajale
& ccp(m): 

гg =  1 (mod m).
Teoreemi 8.3 järelduse 2 kohaselt on <5 arvu cf(m) jagaja. 
Seega

ф(т)
& = Piq

kus p̂  on cf>(m) kanoonilise kuju üks teguritest, q aga tea­
tud naturaalarv. Siis

cp(m) c
—  - Sq

^  ср(т)
g Pl g^q = (g^)4 =  1 (mod m),

mis on vastuolus eeldusega.
Teoreem 8.4 võimaldab algjuuri praktiliselt leida.

Näide 6. Olgu m » 31; siis cf(m) = 30 * 2*3»5. Ilmselt 
g = 2 ei saa olla algjuureks modulo 3 1, sest 2̂  =  1 (mod 31). 
Juhul g = 3 leiame kergesti, et 3̂  — -15, 3**0 = -6 ja 31  ̂=
--1 (mod 31). Seega tingimused (4 ) on täidetud ja arv 3 on 
algjuur modulo 31.



Наг .1u toa ul ев and. eld.
8.1. Toestada, et kui (a, m) >1, siis kongruentsi 

ax s  1 (mod m) ei rahulda ükski naturaalarv.
8.2. Teha kindlaks, millistele astendajatele modulo 9 

kuuluvad taandatud jääkide süsteemi elemendid. Millised vii­
mastest on algjuured modulo 9 ?

8.3. Kasutades näite 1 tulenusi,maarata, millistele
1 t

astendajatele modulo 7 kuuluvad arvud 10, 13, 27, 141, -5, 
-3, -1, Millised neist arvudest on algjuured modulo 7 ?

8.4. Millistele astendajatele modulo 31 võivad kuuluda 
arvud a, mille korral (a, 31) » 1 ?

8.5. Kas saab eksisteerida arvu, mis kuulub astendaja­
le 5 modulo 26 ? Põhjendada.

8.6. Kontrollida, kas 223 = 2̂  (mod 11)?
8.7. Teades, et 12 kuulub astendajale-6 modulo 19, lei-

3 4 5da astendajad arvude 12 , 12 ja 12 jaoks sama mooduli kor­
ral.

8.8. Kasutades teoreemi 8.4 leida kaks algjuurt modulo
43.

§ 2. ALGJUURTE OLEMASOLU

1. Algjuurte olemasolu .1a arv algarvulise mooduli kor­
ral . Järgnevalt näitame, et iga algarvulise mooduli p järgi 
eksisteerivad algjuured, ja teeme kindlaks, kui palju neid 
leidub taandatud jääkide süsteemis modulo p. Selleks tõesta­
me järgmise üldisema teoreemi.
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I Teoreem 8»5. Olgu p algarv. Arvu cf(p) * p-1 igale ja-О
gajale S kui astendajale kuulub cf(6) arvu taandatud jääki­
de süsteemist modulo p.

Järeldus. Et algjuur on arv, mis kuulub astendajale 
cf(p), siis leidub algarvulise mooduli korral igas taanda­
tud jääkide süsteemis cf(cf(p)) » cf(p-1) algjuurt.

Teoreemi 8.5 toestus. 1) Olgu 6 arvu p-1 jagaja. Eel­
dame esialgu taiendavalt, et taandatud jääkide süsteemis 
modulo p
(1) 1, 2, ...,p—1
leidub vahemait üks arv a, mis kuulub astendajale S modulo 
p, s.t. arvu a jaoks on 8 vähim naturaalarv, mille korral

= 1 (mod p).
Tehtud eeldusel leiame süsteemi (1) ülejäänud elemendid x* 
mis kuuluvad samale astendajale 6. Selleks lahendame kong­
ruentsi

(2) x^ =  1 (mod p).
Viimasel on S lahendit:

2 & — 1(3) x = 1 ,  a, a , . . . , a ” (mod p),
kus a on arv, mis eelduse kohaselt kuulub astendajale S .

Toepoolest, olgu x = ak (mod p) (k = 0, 1, ...,6-1); 
siis x^ = (а̂ )^ я (a^)k = 1  (mod p), s.t. jäägiklassid (3) 
on kõik lahendid; lahendite (3) erinevus üksteisest järeldub 
aga teoreemist 8.2. Et kongruentsi (2) aste on 8 , siis roh­
kem lahendeid olla ei saa. Teoreemi 8.3 järelduse 3 põhjal 
kuuluvad astendajale 8 arvude ak (k = 0, 1, ..., & -1) 
hulgast parajasti need, mille korral (k, 8) = 1. Selliseid
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astmeid on aga cp(S), sest taielikus jääkide süsteemis 
0, 1, ..., 6-1 modulo 5 on parajasti q?(S) elementi k, 
mis rahuldavad tingimust (k, 6) = 1. Et astmed 1, a, ...,
..., a^”  ̂on paarikaupa inkongruentsed modulo p, siis on nad 
vastavalt kongruentsed taandatud jääkide süsteemi (1) eri­
nevate elementidega. Teoreemi 8.1 ja eeltõestatu põhjal kuu­
lub siis astendajale 5 süsteemist (1) cp(6) arvu.

2) Näitame, et p-1 igale jagajale 6 kuulub taandatud 
jääkide süsteemist vähemalt üks arv, s.t. näitame, et toes­
tuse algul püstitatud täiendav eeldus on iseendast täidetud. 
Kirjutame valja kõik p-1 jagajad:

1̂ * 2̂ ’ ^3 * * * *' *
Siis cf-funktsiooni omaduse põhjal 

T
IEI cp(5.) = p - 1.
i= 1 ^ 1

Teoreemi 8.3 järelduse 2 põhjal kuulub taandatud jääkide 
süsteemi (1) iga element tingimata arvu p-1 mingile jagaja­
le. Kui sealjuures jagajale 6.̂ mingi arv kuulub, siis eel­
tõestatu põhjal kuulub talle üldse cf(6^) arvu hulgast (1). 
Kui oletada, et leidub jagaja S y  millele ei kuulu ühtki 
arvu süsteemist (1), siis p-1 jagajatele kokku kuulub mitte 
rohkem kui

c_p(S.j) + ... +<f(5j_1) +еф(5j + 1) + ... + ф(5X) <  p - 1

arvu. Et aga taandatud jääkide süsteemi iga element mingile 
astendajale kuulub, siis peaks mõni arvudest (1) kuuluma as­
tendajale, mis ei ole p-1 jagaja. See on aga vastuolus teo­
reemi 8.3 järeldusega 2.
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2. Algjuured moodulite p** ja 2p** järgi. Olgu g alg­
juur modulo p, mille olemasolu on eelmises punktis tõesta­
tud.

Teoreem 8.6. Kui g on algjuur algarvulise mooduli p >• 2 
korral, siis vähemalt üks arvudest g ja g + p on algjuur mo­
dulo p06 iga oc > 2 puhul. Sealjuures on g algjuureks moduT
lo p06 parajasti siis, kui

gP”1 ф. 1 (mod p2).

Toestus. Teeme kindlais, mis tingimusel on g algjuureks
2 e 2 Кmodulo p . Kuulugu g astendajale о modulo p. Siis g° =  1 

(mod p2) ja ammugi g ^ =  1 (mod p). Seega Sj(p-1). Teiselt 
poolt 6 on cf(p2) = p(p-1) jagaja. Seega kas 1 ) 5 =  p-1 
voi 2) 5 = p(p-1). Teisel juhul on g algjuur ka modulo p2,
esimesel juhul mitte. Teiste sõnadega: mistahes algjuur g

2modulo p on algjuureks ka modulo p parajasti siis, kui

gP”1 Щ 1 (mod p2).
Kui algjuur g viimast tingimust ei täida, s.o. kehtib 
gP-1 =  1 (mod p2), siis võtame arvu а я g + p, mis teoreemi 
8.1 järelduse põhjal on samuti algjuur modulo p, ja arvuta­
me ap_1:

ap"1 = (g+p)p_1 = gp"1 + (p-1)gP_2 p +

+ C2_1 gp“3 p2 + ... + pP"1 s  

= gp”1 + (p-DgP~2 P =

= 1 + (p-l)gP“2 p (mod p2).

Et (p-1)gp_2p ei jagu p2-ga, siis
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Järelikult, kui g ei ole algjuur modulo p2, siis on seda 
g + p. Selleks, et näidata, et leitud arv a (s.o. kas g voi 
g + p) on alg juur ka modulo p°* (oc>2), arvestame, et 

DP-1

ap" 1 1 (mod p2).

1 + t.jP,

t1 ei jagu p-ga (ap“1 = 1 (mod p), kuid ap“1 Ф  1kus
2(mod p )).

Konstrueerime jark-järgult а л , kus Op(p ) =
a p“-1(p-1). Saame

ap(p-1) = (1 + =■ 1 + t.jP2 +
n 2.22 . 2 
p 1P * * * s 2P *

p-1 2 / kus t2 = t1 + -g- t1 p + ... ei jagu p-ga (t1 ei jagu ja

koik järgnevad liikmed jaguvad);

aP (p-1) a (1 + t2p2)p = 1 + tgP"3 + CptgP^ + ... =

= 1 + t3p3,
2 2kus = t2 + Ср1*2р + ••• ei Jagu P-ga* Taieliku induktsi­

ooniga saame üldiselt
~*(p-1) _ 4ot+1aP <P-1) - 1 +

kus tÄ+1 ei jagu p-ga.
Kuulugu a mooduli pÄ järgi astendajale S . Siis

(4) a^ = 1 (mod p01).

Kongruents kehtib muidugi ka modulo p:

â  =  1 (mod p),
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mistõttu 5 on p-1 kordne. Et aga 6 on cpCp®4) ■ p04-̂  (p-1) Ja­
gaja, siis avaldub ta kujul

5 = pk~1 (p-1),
kus к on uks arvudest 1, 2, ..., oC . Asendame seoses (4), 
millel on nüüd kuju

apk"1(p-D = ,  (mod p«)>

vasaku poole tema avaldisega, mille me varem leidsime. Saa­
me

1 + tkpk = 1 (mod pÄ), 
kus tk ei jagu p-ga. Siit

р^ = 0 (mod p04).
Järelikult к = oc ja a kuulub astendajale p ^ ^ p - D  = ф(ра). 
Seega on a algjuur modulo p^ .

Järeldus. Et iga paaritu algarvu p korral leidub alg- 
juuri, siis leidub neid ka modulo p06 .

M M Q/Naide 1. Leida uks algjuur modulo 11 , kus cc % 2.
Varem leidsime, et modulo 11 on üheks algjuureks arv 2. 

Tõestatud teoreemi põhjal on siis modulo 11°° algjuureks kas 
arv 2 ise või arv 2 + 11 » 13. Et

210 = 1024 =56 Ž 1 (mod II2),

siis on 2 algjuur ka modulo 11°̂ .

Teoreem 8.7. Olgu p >2, Л  ?1 ja g algjuur modulo p®1. 
Siis arvude g ja g + pÄ hulgast paaritu arv on algjuureks 
ka modulo 2p06 .

Tõestus. Iga paaritu arv a, mis rahuldab ühte kongruent­
sidest
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a^= 1 (mod p04) ja a^= 1 (mod 2p04), 
rahuldab ka teist (vt. teoreemid 5.14 ja 5.15, pidades sil­
mas, et paaritu arv a^= 1 (mod 2)). Arvestades, et cffp04) = 
= cf (2p04), naeme, et iga paaritu arv a, mis on algjuur ühe 
järgi moodulitest p0̂ , 2p04, , on seda ka teise jargi.

ri CL ••Kahest algjuurest g ja g + pa modulo p on uks tingima­
ta paaritu ja on seega algjuureks ka modulo 2p04 .

Näide 2. Nägime (vt. näide 1), et 2 on algjuureks mo­
dulo 11** . Algjuureks modulo 2* 11е* on seega 2 + И 06 . Näi­
teks mooduli 242 järgi on algjuureks arv 2 + 121 = 123.

3. Algjuurte olemasolu mooduli 2cC ,1a mistahes kordarvu­
lise mooduli korral. Näitame, et enamiku kordarvuliste moo­
dulite korral algjuured puuduvad. Olgu moodul antud kanooni­
lisel kujul

CC л Обо
m = P1 P2 ... Pn 

ja olgu (a, m) =» 1. Siis Euleri teoreemi kohaselt

^ P1  ̂а = 1  (mod p̂  ),
/ cC2sq?(p2 oL2a = 1  (mod p2 ),

a = 1  (mod p ).

Olgu astendajate
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ОС л — 1
4?(p 1 ) =* p1 (p1 - 1),

ОС r, 06̂ -1
ф(рп n) = pn n (pn -1)

vahim ühiskordne s. Siis kehtivad kongruentsid

aa =  1 (mod p1 1), ..., as = 1 (m-od pQ n).

Et moodulid on ühistegurita, siis teoreemi 5.14 põhjal

as = 1 (mod m).

Juhul, kui iga a korral on s <cp(m), ei leidu algjuuri mo­
dulo m. Teeme kindlaks, millistel juhtudel s<cf>(m).

Arvude (5) vähim ühiskordne s on väiksem kui nende ar­

vude korrutis ф(р1°̂ 1) . ..<f(pn n) = cf(m) parajasti siis, 
kui arvude (5) hulgas leidub vahemait kaks ühisteguriga 
arvu. See on kindlasti nii, kui arvude p̂ , ..., pn seas 
leidub vahemait kaks paaritut algarvu p̂  ja p.., sest siis

Oi 4 O C j
tf(p̂  ) ja ^Pj ' on Paarisarvud. Samuti ei eksisteeri 
algjuuri modulo m, kui m sisaldab tegurina paaritut algar­
vu ja astet 2<X , kus oc > 1, sest siis Cp(2a) => 2е*-1 on paa­
risarv ja jällegi s < tf (m).

Jääb veel vaadelda juhtu m = 2Ä , mille korral <f(m) * 
= 2е*"1. Arv a, olles ühistegurita arvuga 2°^ on paaritu ja 
teda võib esitada kujul

а = ± 1 + 22t,
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kos t on taisarv. Tõstes järjest ruutu, saame
a2 = 1 + 23t1,
22 4a ■ 1 + 2 tg.

a2“"* . 1 + 2 * V 2 . 

kus t1f t2, t^g on taisarrud. Kuid 2*”2 - Ja Jä­
relikult iga a korral, mis täidab tingimust (a, 2) = 1, on

a S - a « 1 + 2^tÄ_g *  1 (mod 2Ä).

Seega arv a ei saa olla algjuur modulo 2U , kui oi > 2. Ju­
hul, kui ос ж 1 või oC » 2, algjuured eksisteerivad. Tõepoo­

lest, kui oc. * 1, siis m * 2 on algarv (algjuureks on arv 1); 
kui aga oc - 2, siis m = 4, <f (m) = 2 ja algjuureks on 3, sest
3*PU) я 32 ш 1 (mod kuid 31 ^ 1 (mod

Järelikult saavad algjuured eksisteerida vaid moodulite 
2» 4, p04ja 2pÄ järgi. Hendel juhtudel on aga algjuurte ole­
masolu ka tõestatud.

Harjutusülesandeid.
8.9. Kui palju algjuuri leidub taandatud jääkide süs­

teemis a) modulo 43, b) modulo 109, с) modulo 3989 ?
8.10. Teades, et modulo 13 on algjuureks arv 6 (kont-

2 оrollida seda! X, leida algjuured moodulite 13 , 13 , 26 ja 
2*132 järgi.

8.11. Milliste järgi järgmistest moodulitest eksistee­
rivad algjuured: a) 109; b) 115; c) 172; d) 226; e) 250;
f) 230; g) 32; h) 4 ?
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t^  1 .  I n d e k s i  d e f i n i t s i o o n .  O l g u  m  m o o d u l ,  m i l l e  p u h u l  e k ­

s i s t e e r i b  a l g j u u r i ,  g  a g a  o l g u  a l g j u u r  m o d u l o  m .  A r v u d e  a  

j a o k s ,  m i l l e  k o r r a l  ( a ,  m )  =  1 ,  t o o m e  s i a s e  i n d e k s i  m õ i s t e ,  

m i s  o n  a n a l o o g i l i n e  l o g a r i t m i  m õ i s t e g a .

D e f i n i t s i o o n .  K u i

a *  gf (mod m) ("f > 0), 
eiie as t enda j at ^ nimetatakse arvu a indeksiks alusel g (mo­
dulo m) Ja tähistatakse

у  = *  i n d g  a .

Juhul, kui aluseks on kogu aeg üks ja sama algjuur g, 
jäetakse ta tavaliselt märkimata ja kirjutatakse

"f = ind a.
Eespool käsitletud näidetes nägime, et näiteks modulo 11 

on algjuurteks 2, 6, 7, 8, kusjuures

2 5  =  6 5  =  7 5  =  8 5  s a  1 0  ( m o d  1 1 ) .

Seega
ind2 10 * ind£ 40 =» ind^ 10 = iadg 1.0 » 5.

Kuid
22 = 4, 62 =  3, 72 *  5, 82 = 9 (mod 11)

ja seega
2 я ind2 4 = 3 * indy 5 = ind3 9.

Teises näites leidsime, et modulo 10 on algjuured 3 ja 
7. Et 9 s 72 (mod 10), siis ind^ 9 * 2 .

Niisiis on arvu a indeks alusel g mittenegatiivne asten-

§ з .  INDEKSID
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daja, millega algjuurt g astendades saame arvuga a kongru­
entse arvu modulo m.

Igal elemendil taandatud jääkide süsteemist modulo m 
on olemas indeks.

Toepoolest, arvud

(1) g°, g1. g2, g ^ (m)"1 
moodustavad taandatud jääkide süsteemi modulo m (järeldus 
teoreemist 8.2). Seega mistahes teise taandatud jääkide 
süsteemi

ai» a2* •••» a (p(m) 
elemendi a^ jaoks leidub süsteemis (1) parajasti üks ele­
ment, nii et у .

ai г g 1 (mod m) ehk = indgai.

Märgime, et arvu indeks antud alusel pole üheselt mää­
ratud. Kuna iga täisarvu к ž 0 korral on Euleri teoreemi 
tõttu

.  g Y + kq><m) (m o 4 m )>  *

siis juhul, kui у = indga, on ka = "f + к ф(т) arvu а 
indeksiks alusel g modulo m. Sealjuures

Tk = T  (mod ^(m)).
T&vali.selt kasutatakse vahimaid indekseid

0, 1, 2, ..., q?(m)-1
või vähimaid naturaalarvulisi indekseid 

1, 2, <p(m).
Indeksid on tõhusaks vahendiks kaheliikmeliste kõrgema 

astme kongimecteide ja eksponentkongruentside lahendamisel.
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Seeparast on koostatud Indeksite tabelid algarvuliste moodu­
lite jaoks. Peaaegu iga opiku lopus leiduvad indeksite tabe­
lid moodulite Jaoks, mis ei ületa 100. Spetsiaalsed indeksi­
te tabelid on koostatud märksa suuremate algarvude jaoks. 
Käesoleva õppevahendi lõppu paigutatud indeksite tabelid on 
äratrükk õpikust [3]. Heis on aluseks vähim algjuur.

Koostame indeksite tabeli modulo 19. Leiame ühe algjuu- 
re modulo 19* Et Cp(p) = p - 1 = 18 = 2*32 ja p1 = 2, p2 = 3. 
siis tuleb algjuur g maärata tingimustest

18
g 3 = g^ ф  1 (mod 19),
18

g 2 = g9 0  1 (mod 19).
Proovime g = 2:

26 = 64 = 7 ^ 1 (mod 19)*»

29 = 26.23 =7*8 = 56 «  18 Ф  1 (mod 19).

Seega 2 on algjuur Ja võtamegi selle aluseks. Selleks 
et saada kõikide arvude 1, 3, 18 indekseid modulo 19,
tuleb arvutada algjuure 2 koik astmed 2°, ..., 2^:

2 ° = 1 (mod 1 9 ) , seega ind 1 = 0 (mod 1 3 ) ,

2 1 * 2 (mod 1 9 ) , 11 ind 2 = 1 (mod 1 8 ) ,

CVICM s 4 (mod 1 9 ) , If ind 4 5 2 (mod 1 3 ) ,

2 3 = 8 (mod 1 9 ) , И ind 8 5 3 (mod 1 8 ) ,

OJ == 16 (mod 1 9 ) , tl ind 16 2S 4 (mod 1 3 )  s

ro ЧЛ = 13 (mod 1 9 ) , It ind 13 3R 5 (mod 1 8 ) ,

2 6 as 7 (mod 1 9 ) , It ind 7 5 6 (mod 1 8 ) ,

27 = 14 (mod 1 9 ) , It ind 14 H 7 (mod 1 8 ) ,

ro C
D 3E 9 (mod 1 9 ) , - ind 9 2 8 (mod 1 8 )  i
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29 ■  18 (mod 19), seega ind 18 я 9 (mod 18),
210 s  17 (mod 19), n ind 17 Э 10 (mod 18),
211 *  15 (mod 19), n ind 15 s 11 (mod 18),
212 s  11 (mod 19), II ind 11 3 12 (mod 18),
213 * 3 (mod 19), 11 ind 3 5 13 (mod 18),

—
» s  6 (mod 19), 11 ind 6 3 14 (mod 18),

215 = 12 (mod 19), n ind 12 s 15 (mod 18),
216 = 5 (mod 19), II ind 5 s 16 (mod 18),
217 *  10 (mod 19), II ind 10 3 17 (mod 18).

Seega saame järgmised tabelid:
Algarv 19

N
l°

1 2 ’ 3 4
I
5 6 7 8 9

0
r—

0 1 13 2 16 14 6 3 8
1 17 12 15 5 7 11 4 10 9

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 8 16 13 7 14 9 18
1 17 15 11 3 6 12 5 10

Esimesest tabelist saab antud arvu N jaoks leida tema indek­
si, teisest aga indeksi I jargi vastava arvu N. Tegelikult 
piisab ainult esimesest tabelist, sest ka sealt saab indeksi
I järgi leida arvu N, teist tabelit on aga viimaseks otstar­
beks mugavam kasutada.

2. Indeksite omadusi. Olgu m nagu ennegi moodul, mille 
korral algjuured eksisteerivad, g aga algjuur modulo m. Mär­
gime kõigepealt ära järgipised vahetult definitsioonist järel-
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ind_ g =  1 (modcP(m)). s
Toepoolest

g° =  1 (mod m),
 ̂ g1 =  g (mod m).

^ Teoreem 8.8. Kongruents
(2) a s b  (mod m) 
kehtib parajasti siis, kui
(3) indt, a — ind b (modcp(m)).S ь ’

Toestus. Indeksi definitsiooni kohaselt
ind a b

a 2= g s , b = g s (mod m).
Kasutame teoreemi 8.3» arvestades, et algjuur g kuulub as­
tendajale ф(т). Seega kehtib kongruents

gind a _ giad b (m0(j m) e^  a = b (mod m)

parajasti siis, kui
ind„ a =  ind„ b (modCP(m)). g g T 

Üleminekut kongruentsilt (2) kongruentsile (3) nimeta­
takse indekseerimiseks. üleminekut kongruentsilt (3) kongru­
entsile (2) aga potentseerimiseks. Kui mooduliks on algarv 
p, siis CfKp) = p - 1 ja indekseerimisel moodul väheneb 
ühe võrra, potentseerimisel aga suureneb ühe võrra. Ana­
loogiline on olukord järgnevates teoreemides.

I Teoreem 8.9. Kui g on algjuur modulo m, siis
о

ind (ab) = ind„ a + ind^ b (mod if(m)). g g g 1

duvad omadused:

indg 1 * 0  (mod <p(m)),

29
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Toestus. Definitsiooni kohaselt
gind а ж & m̂od gind b = b (mod m).

^lnd a + ind Ъ s  ab _ glnd (ab) (e)d m)-

Яagu teoreemi 8.8 tõestamiselgi saame
ind а + ind b = ind (ab) (mod cf(m)).

I \ Teoreem 8.10. Kui g on algjuur modulo m, siis

I .. ind (a11) E n ind a (mod cp(m)).

Seega

Tõestus. Kongruentsi gind a = a (mod m) astendamisel 

g“ 104 * = an = gini <*“> (mod в).
Siit

n ind а = ind (an) (modcp(m)).

I f Teoreem 8.11. Olgu g ja h algjuured modulo m. Siis

ind^ a s indh g • indg a (mod qp(m)).

Toestus. Et (g, m) ■ 1, siis arvul g on olemas indeks 
alusel h. Seose

ind a
а з g 6 (mod m)

indekseerimisel alusel h saame

ind^ a s indg a • ind^ g (mod cp(m)).

3. Indeksite kasutamine kahelUkraaliste kongruentside 
^  lflJiendftmlflei. Vaatleme kongruentsi

(4) Xй s e  a (mod p).
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Teatavasti nimetatakse arvu a n-astme jäägiks modulo 
p, kui kongruents (4) on lahenduv. Kongruentsi (4) indek­
seerimisel saame ekvivalentse kongruentsi

\

(5) n ind x s ind a (mod p-1).

Tähistame siin (n, p-1) - d. Selleks, et ind x suhtes li­
neaarne kongruents (5) oleks lahenduv, on tarvilik ja pii­
sav, et

ind a • d.
St aga esialgne kongruents on saadud kongruentsiga ekviva­
lentne, siis ka kongruentsi (4) lahenduvuseks on tarvilik 
ja piisav, et
(6) ind a • (n, p-1).
Teisiti õeldes, tingimus (6) on tarvilik ja piisav sellekB, 
et arv a oleks n-astme jääk modulo p. Kui viimane tingimus 
on täidetud, siis lahendeid on arvult d * (n, p-1). Eriti 
kui d » 1, on kongruentsil (4) parajasti uks lahend.

Vaatleme veel erijuhte n * 2 ja n = 3. Kui n = 2 ja p 
on paaritu algarv, siis (2, p-1) = 2. Seega selleks, et arv 
a oleks ruutjääk modulo p, on tarvilik ja piisav, et ind a 
oleks paarisarv. Indeksite tabeli järgi on lihtne määrata, 
millised arvud on ruutjäägid, millised mitte. Nii on modulo
19 ruutjääkideks 1, 4, 5, 6, 7, 9, 11, 16, 17, sest nende 
arvude indeksid on paarisarvud; mitteruutjäägid on aga 2,
3, 8, 10, 12, 13, 14, 15, 18, sest nende arvude indeksid on 
paaritud arvud.

Kui p on paaritu algarv, n = 3 ja (3, p-O = 1t siis 
on iga arv kuupjääk modulo p. Kui aga (3» p-1) = 3. siis



tarvilikuks ja piisavaks tingimuseks selleks, et arv a oleks 
kuupjääk, on tingimus

ind a • 3.
Taandatud jääkide süsteemis on kuupjääke arvult p ^ - . 
Ilmselt on (3, p-1) = 1 parajasti siis, kui algarv p on 3 
voi kujuga 3n + 2; kui aga algarv p on kujuga 3n + 1, siis 
(3, P-1) = 3.

и уHaide 1♦ Lahendame kongruentsi x = 7 (mod 19).
Indekseerimisel saame

7 ind x s ind 7 (mod 18) 
ehk leides algarvu 19 indeksite tabelist ind 7 väärtuse,

7 ind x = 6 (mod 18).
Kuna (7, 18) = 1 , siis on kongruentsil parajasti üks lahend. 
Leiame selle:

7 ind x = 6 + 36 = 42 (ind 18), 
ind x = 6 (mod 18).

Tabelist leiame, et
x s= 7 (mod 19).

Näide 2. Lahendame kongruentsi
x8 = 78 (mod 89).

Indekseerimisel saame
8 ind x ̂  40 (mod 88).

Siin (8, 88) = 8, kusjuures 40 : 8. Seega on kongruentsil 8 

lahendit. Kongruentsi molema poole ja mooduli jagamisel 8-ga 
saame ekvivalentse kongruentsi

ind x = 5 (mod 1 1 ).
Selleks et kasutada indeksite tabelit, peab moodul olema 88.
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Mooduli 88 järgi on aga ind x suhtes lineaarsel kongruentsil
8 lahendit;

ind x s 5, 16, 27, 38, 49, 60, 71, 82 (mod 88).
Tabelist saame nüüd esiaigse kongruentsi lahendid: 

x s=65, 2, 74, 68, 24, 87, 15, 21 (mod 89)
ehk

x ■ + 2, ± 15, ± 21, ± 24 (mod 89).

Näide 3. Lahendame kongruentsi 4x^ =13 (mod 19). 
Indekseerimisel saame

ind 4 + 3 ind x sind 13 (mod 18),
3 ind x = 5 - 2 (mod 18), 

ind x s 1 (mod 6).
Minnes üle moodulile 18, saame

ind x = 1, 7, 13 (mod 18)
ja tabelist

x * 2, 14, 3 (mod 19).

Näide 4. Lahendame llneaarkongruentsi

43x = 65 (mod 79).

Indekseerimine annab
ind 43 + ind x = ind 65 (mod 78),

millest
ind x - 18 - 49 = - 31 — 47 (mod 78). 

Potentseerimisel leiame tabelist lahendi 
x = 75 (mod 79)•

Kõikide ülesannete lahendite õigsust saab kontrollida 
otsese asendamise teel.

•
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Haide 5. Lahendame eksponentkongruentsi 
3X = 13 (mod 23), x £ 0.

Indekseerimisel leiame
x ind 3 = ind 13 (mod 22)

ehk
1бх = 14 (mod 22)

ehk
8x = 7 = - 4 (mod 11).

Siit saame edasi
2x = - 1 =10 (mod 11)

ja
x = 5 (mod 11), x ? 5.

Haeme, et lahendiks on jäägiklassi 5 positiivsed elemendid 
mooduli 11 jargi. Teisiti võib lahendi esitada kujul 

x = 5 + 11t, t ̂  0.

Lahendi õigsuse kontrollimiseks esitame ta kahe jäägi- 
klaasina mod 22:

x = 5, 16 (mod 22), x > О
ehk teisiti:

x = 5 + 22t ja x = 16 + 22t, t £ 0.
Asendamine esialgse kongruentsi vasakusse poolde annab 
Euleri teoreemi alusel esimesel juhul

^5+22t _ 35.(34X23) ) ^  35 (mod 23)

ja teisel juhul
3l6+22t s 3 16 (mod 23)>

Jääb veel kontrollida, et kehtivad kongruentsid

35 s 13 ja 316 = 13 (mod 23).
230



5x9 = 14 (mod 418),

kui see on lahenduv.
Mooduli 418 järgi ei eksisteeri algjuuri, sest 418 = 

я 2-1 1»19- Sellele vaatamata saab kongruentsi lahendamisel 
kasutada indeksite tabeleid. Teatavasti on kongruents kord­
arvulise mooduli järgi ekvivalentne kongruentside süsteemi­
ga mooduli algarvuliste astmete jargi. Seega lahendame süs­
teemi

5x9 = 14 (mod 2)
5x9 = 14 (mod 1 1 )
5x9 s 14 (mod 19), 

mis on ekvivalentne süsteemiga
x9 = 0 (mod 2 )

5x9 s 3 (mod 1 1 )
5x9 -14 (mod 19).

Lahendame eraldi iga kongruentsi. Esimese ainsaks lahendiks 
on ilmselt

x = О (mod 2).
Teise lahendamiseks kasutame algarvu 11 indeksite tabelit. 
Saame

ind 5 + 9  ind x = ind 3 (mod 10)
ehk

9 ind x = ind 3 - ind 5 = 8 - 4 = 4 (mod 10).
Et (9, Ю) = 1, siis viimane kongruents on ind x suhtes la­
henduv. Siit

Halde 6. Lahendada kongruents

-Ind x = 4 (mod 10)
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ind x = - 4 = 6 (mod 10), 
x a 9 (mod 11).

Kolmanda kongruentsi lahendamiseks kasutame algarvu 19 
indeksite tabelit. Saame

ind 5 + 9  ind x = ind 14 (mod 18)
ehk

9 ind x = 7 - 16 = - 9 (mod 18).
Et (9, 18) = 9 ja -9 i 9, siis modulo 18 on viimasel kongru­
entsil ind x suhtes 9 lahendit. Edasi 

ind x = -1 s 1 (mod 2), 
ind x *1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, 15, 17 (mod 18), 

x г 2, 8, 13, 14, 18, 15, 3, 12, 10 (mod 19).
' Seega

x = C-j * 0 (mod 2) 
x = c2 = 9 (mod 11) 

x = c3 = 2, 3, 8, 10, 12, 14, 15, 18 (mod 19). 
Esialgsel kongruentsil mod 418 on seega 1.1*9 = 9 lahendit. 

Lahend avaldub kujul

x = с = (mod 418), .
kus
Mimi = m = 418 ja NL Sl* = 1 (mod mi), i = 1, 2, 3.

Leiame ja M£:

ehk

“i 2 11 19
M, 209 38 22

209 M* * 1 (mod 2), M* = 1;
38 = 1 (mod 11), = -2;
22 s 1 (mod 19), . -6. 
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x a -76*9 - 132 c3 (mod 418) = -684 - 132 c3 =
= 152 - 132 c3 (mod 418).

Parast c3 asendamist saame 
x = 306, 174, 348, 86, 240, 108, 394, 262, 284 (mod 418).

Seega

4. Astenda.late .1a alg.luurte leidmine indeksite tabelite 
abil. Indeksite tabeleid aaab kasutada ka näiteks järgmist 
tüüpi ülesannete lahendamiseks.

a) Maarata astendaja, millele kuulub antud arv a modu­
lo p.

b) Leida koik algjuured modulo p.
c) Leida kõik arvud, mis kuuluvad antud astendajale 8 , 

kus SIp—1 (p - algarv).

Kõikide nende ülesannete lahendamiseks lahtume kongru­
entsist

a^ s 1 (*aod p).

Esimese ülesande lahendamiseks tuleb leida vähim natu- 
raalarv 5 , mis seda kongruentsi rahuldab.

Indekseerimine annab
S ind а =  0 (mod p-1),

millest

S = 0 I mod --- -— ■— ■' (ind a, p-1)
Vähim naturaalarv, mis kongruentsi rahuldab, võrdub mooduli

I ga. Seega arv a kuulub astendajale
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Brijuhul, kui (ind a, p-1) - 1, kuulub arv a astendajale 
P-1 - Cp(p) ja oa järelikult algjuur. Viieiis kõigi algjuurte 
leidmiseks modulo p tuleb leida kõik arvud a, mille korral

(8) (ind a, p-1) - 1.

Lopaks шатай valemi (7) abil katte ka kõik arvud a, mis 
kuuluvad antud astendajale & , kus S on arvu p-1 jagaja. Na­
gu naha, kuuluvad astendajale S parajasti need arvud a, mil­
le korral

(ind a, p-1) = .

Erijuhul, kui 6 a p-1, saame siit valemi (8), mis annab tar­
viliku ja piisava tingimuse selleks, et arv a oleks algjuur.

J. Leiame astendajad, millele kuuluvad arvud 2,
3 ja 4 modulo 13, ning teeme kindlaks, kas nende arvude hul­
gas leidub algjuuri.

Tulemused saame otsekohe valemist (7), kui oleme indek­
site tabelist leidnud, et ind 2 » 1, ind 3 3 4, ind 4=2. 
Selleks aga, et valemit (7) mitte meeles pidada, vaatleme 
ülesande lahendamist astendaja definitsioonist lahtudes. Ar­
vu 2 korral leiame vahima naturaalarvu S , mille puhul

2S s 1 (mod 13).
Silt saame indekseerimisel

6 ind 2 e о (mod 12)
ehk

6 5 o (mod 12).
Vähim naturaalarv, mis seda kongruentsi rahuldab, on b = 12. 
Seega kuulub arv 2 astendajale 12 ja on järelikult algjuur.
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Astendaja leidmiseks, millele kuulub arv 3, 1ahendase 
kongruentsi

3^ = 1 (mod 13).
Indekseerimisel saame

8 ind 3 - 0 (nod 12)
ehk

46 50 (mod 12).
Viimase kongruentsiga on ekvivalentne kongruents

& =0 (mod 3).
Vähim naturaalarv, mis seda kongruentsi rahuldab, on 5 • 3* 
Seega kuulub arv 3 astendajale 3 modulo 13«

Analoogiliselt saame, et arv 4 kuulub astendajale 6.

Haide 8. Leiame kõik algjuured modulo 19.
Algjuurteks on koik need arvud a, mille indeks on arvu­

ga 18 ühistegurita. Sellisteks indeksiteks on

ind a =1, 5, 7, 11, 13, 17 (mod 18),
millest

a » 2, 13, 14, 15, 3, 10 (mod 19).

Kõik arvud a, mis neid kongruentse rahuldavad, on algjuured. 
Vähimatest naturaalarvudest koosnevas jääkide süsteemis 
mod 19 on algjuurteks seega 2, 3, 10, 13, 14 ja 15. Viimmata 
arv on Cp(18) * 6.

Harjutusülesandeid.
8.12. Modulo 13 on algjuurteks arvud 6 Ja 7 (kontrolli­

da!). Koostada indeksite tabelid mod 13 alusel 6 ja alusel 7.
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8.13. Koostada indeksite tabel modulo 10, valides alu­
seks vahima algjuure.

8.14. Milliste algarvu p üldkujude korral on iga arv 5. 
astme jäägiks modulo p, milliste p üldkujude korral mitte? 
Kui palju on viimasel juhul 5. astme jaäke taandatud jääki­
de süsteemis modulo p?

8.15. Kasutades indeksite tabelit modulo 23,lahendada 
järgmised kongruentsid:

a) 15x13 = 14 (mod 23); b) x10 = 10 (mod 23);
с) 12x11 в 1000 (mod 23); d) 13* = 6 (mod 23);

e) 5-173x+2 — 12 (mod 23).
8.16. Indeksite tabelite abil leida jääk, mis tekib ar­

vu 1 7 jagamisel 43-ga.
8.17. Leida jäak, mis tekib arvu 19810 000 jagamisel

97-ga.
8.18. Lahendada kongruentsid:
а) 37x15 я 62 (mod 73)
с) 27x5 =  25 (mod 31)
e) 23x3 s 15 (mod 73)
g) x2 — 3 (mod 37)

b) 2x8 = 5 (mod 13)
d) 8x26=37 (mod 41)
f) 37x8 = 59 (mod 61)
h) 2x2 = 57 (mod 71).

8.19. Lahendada lineaarkongruentsid:
a) 39x s 84 (mod 97); b) 125x s 7 (mod 79);
с) 4x s 13 (mod 37); d) 37x — 5 (mod 221);
e) 47x = 13 (mod 667).

8.20. Lahendada eksponentkongruentsid:
а) 2X = 7 (mod 67); b) 16х s 11 (mod 53);
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с) 5х ■ 16 (mod 19); d) г-З2̂ 1 е 6 (mod 37);

е) 35х+3 = 34 (mod 61); f) 79х -69 (mod 89).

8.21. Lahendada kongruentsid kordarvulise mooduli jär­
gi:

a) x2 s 3 (mod 13*23); b) x3 m 12 (mod 13-19);
с) x5 = 10 (mod 77); d) x4 s 7 (mod 29.31).
8.22. Leida koik algjuured

a) modulo 3 1»
b) modulo 29,
c) modulo 43*

8.23. Teha kindlaks, millistele astendajatele kuuluvad 
arvud 2, 11, 17, 77 ja 103 modulo 37. Kas moni neist arvu­
dest on algjuur modulo 37?

8.24. Leida koik arvud, mis kuuluvad astendajale 7 mo­
dulo 29.

8.25. Jaotada koik mooduliga 31 ühistegurita arvud 
klassidesse nende kuuluvuse järgi erinevatele astendajatele 
modulo 31 (ühele ja samale astendajale kuuluvad arvud pea­
vad kuuluma ühte ja samasse klasai, erinevatele astendajate- 
tele kuuluvad arvud aga erinevatesse klassidesse).
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§ 4? RATSIOIAALARVU q-MDMURHU PERIOODI PIKKUS

Hariliku marru teisendamisel kümnendmurruks saadakse 
kae lõplik kumnendmurd või lõpmatu perioodiline kumnendmurd. 
Sama juhtub murru teisendamisel 8-ndnrurruks (8-ndsüsteemi 
murruks) ja üldiselt q-ndmurruka (q - arvusüsteemi alus). 
Uonede käesoleva peatuki mõistete ja tulemuste rakendusena 
tõestame järgmise teoreemi.

 ̂ Teoreem 8.12. Kui (q, b) = 1 ja q kuulub astendajale
ry
h modulo b, siis taanduma tu lihtmorru — teisendamisel q-nd- 
murroks

C1 c2+ —n + -rf + ... ■ 0,е-СлС« ... q q qJ

saadakse lõpmatu puhtperioodiline (q-nd)murd, mille perioo­
di pikkus on 6.

Tõestus. Kasutades jäägiga jagamise algoritmi,võime 
kirjutada:

qa я bc1 + r^, 0 ̂  r-j < b.
Siinjuures (r^y b) ■ (qa, b) a 1, sest (q, b) = 1 ja 
(a, b) - 1. Seega r^ 4 0, s.t. 1 ^ r1 <  b Ja ^  on taandu- 
matu lihtmurd. liisiis on arvupaari r1, b jaoks täidetud 
samad tingimused, mis paari a, b jaoks. Seetõttu saame jää­
giga jagamise algoritmi korduval rakendamisel lõpmatu seos­
te jada:
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qa ■ bc^ + r^, 1 ^ < b 
qr1 ■ bCg + r2. 1 ^ r2 -c b

(1) qr2 ■ bc^ + Т у  ’1 ^ <  b

qrk-1 " bck + rk’ 1 ^ rk с  b

Siinjuures iga i » 1,2, ... korral
глn < r  qri-1 - ri qb - ri li ^ _

° ^ ci ь b 4 " b < q*
Seega kujutavad koik täisarvud ci endast q-ndsusteemi mab- 
reid. Jaganud vordused vastavalt suurustega qb, q2b, q3b,... 
..., qkb, ..., saame järk-järgult asendades

a P1 . r1 °1 , c2 , r2-B -- + —— а —  + —pr + 1 m . . . =
Ъ q qb q q2 q2b

C1 °2 c3 °k rk- — 1 + -f + -* + ... + “f + -f- • 
q q2 q3 q* q*b

Korrutades viimast võrdust suurusega q̂ b, saame

qka = ( Clqk_1 + c2qk”2 + ... + ck)b + r̂ .

Võtame к ■ S ja arvestame, et q kuulub astendajale 8 modu­
lo b, s.t. q^ к 1 (mod b). Seosest

q^a =  ̂c^q^ 1 + c2q̂  2 + ... + + r^
/

saame siis
r^ s q^a s a  (mod b).

Kuna aga 1 < a < b ja 1 ^ r^ < b, siis r̂  = a. Viimasest 
järeldub, et S sammu järel vordused (!) korduvad perioodili-
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selt. Sealjuures on 8 Ilmselt vähima perioodi pikkus 
(q^ ^ 1 (mod b), kui 1 ̂ -ц< S ). Seega on

^ = 0, (c-jOg...Cj),

kus c1t Cp, ..., Cg on q-ndsüsteemi numbrid (0 ̂  °±< ч)» 
Teoreem on tõestatud.

Teatavasti saab arv q kuuluda modulo b vaid cf(b) ja­
gajatele (teoreemi 8.3 järeldus 2). Seetõttu võib arvu b̂
q-ndmurru perioodi pikkus erinevatel q väärtustel olla ikka 
vaid cf(b) jagaja, näiteks võib see arvu — ■ korral olla kas 
1, 2, 5 või 10, sest cp(11) = 10.

Erijuhul, kui b on moodul, mille korral eksisteerivad 
algjuured (näiteks b on algarv), ja q on algjuur modulo b, 
siis sellises arvusüsteemis on arvu ~ q-ndmurru perioodi 
pikkus maksimaalne, nimelt cf(b).

Algjuured mod 11 on 2, 6, 7, 8, aga ka 13» 17, 18, 
19, 24, 28, 29, 30, ... Seetõttu on 2-nd-, б-nd-, 7-nd-, 
8-nd-, 13-nd-, 17-nd- jne. -süsteemis taandumatu lihtmurru 
a ..•̂j- perioodi pikkus 10, teistes arvususteemides (кгш q f 
t k-11) kas 1, 2 või 5 (10-ndsüsteemis näiteks 2, 12-ndsus-
teemis 1). Muide, lihtne on naha, et kui q = kb + 1, siis

а 1arvu — q-ndmurru perioodi pikkus on 1, s est siis q = 1D
(mod b) ja q kuulub astendajale 1. On ka selge, et teistel 
juhtudel on perioodi pikkus suurem, näiteks q = kb - 1 kor­
ral on see alati 2 (tõestada!).

Teoreem 8.13. Kui eelmise teoreemi tingimustel
I = 0, (c.^.. .c^) ja arvud c2, ..., cg ning r1, r2, ...
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* • • » r$ on määratud seostega (1), siis

(2)  ̂ 3 0| ( ^ с .j • • • с ̂ )) i = 0| 11 < • • j5“11 

kus rQ = a.

Toestus. Kuna r^ = rQ = a, r$+i = г1 » •••* siis voib 
vordused (1), alates i-ndast kirjutada kujul

qr± = bci+1 + r.+1,

(3) П - 1 - bcS + ro’ 
qrQ = bCl + rv

4ri_1 = bci + ri» 

kus 0 $ Cjj <  b, ^ ^ гк жг '̂ r̂i' 35 1 4 kuulub as­
tendajale 6 modulo b, siis eelmise teoreemi pohjal ^oodus-

c ritavad esimesed õ numbrit murru —  perioodi tema q-nd-
murruks arenduses, s.t. kehtib seos (2).

r 1 r 2 T& 1 Nagu naha, voib murdude — , — ..., — — - perioodili-
D D D

sed q-ndmurrud saada arvu ^ q-ndmurruat tsüklilise ülekan­
dega.

Kui q on algjuur modulo b ja b on algarv, siis perioo­
di pikkus on b-1 ja erinevate jääkide arv seostes (1) on 
b-1 (s.t. jaagid moodustavad modulo b taandatud jääkide
*• 1 О Ъ 1aueteemi). Siis saadakse kõikide lihtmurdude —, r-, ..., —d b D
q-ndmurrud ühest q-ndmurrust tsüklilise ülekande teel.

Näide 1. Olgu q = 10. Arvuaüsteemi alus 10 on algjuu­
reks mod 17. Teades, et

31
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~  =* 0,(0588 2352 9411 7647),

leiame Щ  kümnendmurru. Kuna otsesel jagamisel saame peri­
oodi esimesteks numbriteks Щ  =» 0,76..., siis Щ  =
= 0,(7647 0588 2352 9411).

Öid juhul, kui q ei ole algjuur, on 6 < cp(b) ja kõiki­
de taandumatute lihtmurdude ^ q-ndmurde ei saa ühest mur­
rust tsüklilise ülekandega.

Naide 2. Olgu q ■ 10 ja b = 13. Alus 10 ei ole alg­
juur modulo 13, vaid kuulub astendajale 6. Siin —  =

= 0,(076923) ja 3 0,(153846). Nendest kahest murrust saa­
dakse koik ülejäänud tsükliliste ülekannetega. Nimelt saa­

dakse esimesest murdude ~  ja Щ  kümnendmur­

rud, teisest ^ j a  -jj kümnendmurrud.

Märgime, et arv 10 on algjuur järgmiste 100-st väikse­
mate algarvuliste moodulite b korral:

7, 17, 19, 23, 29, 47, 59, 61, 97.
Seega on sellise nimetajaga hariliku murru ^ perioodi pikkusb
b-1.

Näide 3. Teeme kindlaks arvu ~  8-ndmurru perioodi 
pikkuse.

Leiame, millisele astendajale kuulub 8 modulo 97. Sel­
leks leiame vahima naturaalarvu & , mis rahuldab kongruentsi 

85 = 1 (mod 97).
Indekseerimisel saame

S ind 8 = 0  (mod 96)
ehk
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millest
6 = 0  (mod 16).

Seega arvu ~  8-ndmurru perioodi pikkus on 16.

Juhtu (q, b) >1 käsitleme lihtsuse mõttes vaid q = 10 
korral. Üldjuhul on käsitlus analoogiline.

Olgu taandumatu murru ^ nimetaja b = 2a 5^ b^ kus 
(b̂ , 10) = 1 ja b1 >  1 (kui b1 = 1, siis saame lõpliku küm­
nendmurru). Tähistame n = max {oc, ̂  V  Siis

ä - _1_ . a _ _ w  T + tl )
ь 10n ы  кя \ b1 / ’

kus T on täisarv, (â , b^) = 1 ja 1 ^ â  < b̂ . Taandumatu 
a1lihtmurd —  annab arendamisel puhtperioodilise kumnendmur- 
1ru, mille perioodi pikkus võrdub astendajaga 6 » millele 

kuulub 10 modulo b .̂ Sellele lisandub taisosa T ja lõpuks 
tuleb kogu murdu jagada 10n-ga, s.t. nihutada koma n koha 
võrra vasakule. Saame segaperioodilise kümnendmurru, mille 
perioodi ees on n kümnendkohta. Seega saame tulemuse järg­
miselt:

Г = ( т + ZT )- * T,(c1cp...c.) = b -|0n ' Ъ1 ' 10й ®
= t,t^t2...tn (c^c2*..c^).

Näide 4. Nagu ülal märgitud, on 10 algjuur modulo 7,
s.t. 10 kuulub astendajale cf(7) = 6 modulo 7. Seetõttu on
kõikide taandumatute murdude -- -— - kümnendmurdude perioo-

7-2“.5^
di pikkus 6, enne esimest perioodi on aga n kümnendkohta,

6 5 5 0 (mod 96),

243



kus n = шах (ос., (5 }. Näiteks saame = -л— —  korral ' 140 2*5*7

н 5  ■ ^ 2  • ¥  - ^ 2  (72 + ?) ■ ^  • 72.(142857) .

= 0,72(142857).

Harjutusülesandeid.
8.26. Leida numbrite arv perioodis taandumatute harili-

а •• Mke murdude — teisendamisel kumnendmurdudeks, kui b on järg­
mine: a) 37, b) 43, c) 59, d) 67, e) 89, f)97, g) 77,
h) 91, i) 51.

8.27. Leida numbrite arv kümnendmurru perioodis ja kum- 
nendkohtade arv enne perioodi, kui kümnendmurruks teisendata­
va hariliku taandumatu murru nimetaja on a) 220, b) 1150,
c) 2380.

8.28. Leida taandumatu murru ~ kahe ka andmurru perioodib
pikkus samadel b väärtustel, mis ülesandes 8.26.

9.29. Teha kindlaks, millistes arvusüsteemides on murru

±  perioodi pikkus 16, millistes 4.
8.30. Teades, et kümnendsüsteemis

^  = 0,(052631578947368421), leida JL , JS .

*8.31. Määrata taandumatu kümnendmurru —~  perioodi pik-
10kkus kaheksandsu3teemis.

*8.32. Leida kümnendmurru 0,(14634) perioodi pikkus ka­
heks andsüsteemis.
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П. A D I T I I V S E  A R V U T E O O R I A  
K Ü S I M U S I

Aditiivn,e arvuteooria on arvuteooria osa, mis käsitleb 
naturaalarvude esitamist etteantud tuüpi liidetavate summa­
na. Võidakse näiteks nõuda, et liidetavad oleksid algarvud, 
täisarvude ruudud, nende n-ndad astmed või ka muud tüüpi 
taisarvud. Taoliste esituste eksisteerimise probleemi võib 
vaadelda kui vastavate diofantiliste võrrandite lahenduvuse 
küsimust, esituste leidmist aga kui nende diofantiliste võr­
randite lahendamist.

§1. NATURAALARVUDE ESITAMINE KAHE RUUDU 
SUMMANA

On ilmne, et leidub lõpmata palju naturaalarve, rcie on 
esitatavad kahe täisarvu ruudu suinmana, kasvõi arvud

p pn + 1 , kus n a 0,1,2,... Aga juba esimeste naturaalarvude 
seas leidub selliseid, mida ei saa esitada kahe ruudu summa­
na (küll aga saab esitada suurema arvu täisarvude ruutude 
summana):

3 = 12 + 12 + 12,
6 = 22 + 12 + 12,
7 = 22 + 12 + 12 + 12 jne.

Käesolevas paragrahvis püüame lahendada küsimuse, millised
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naturaalarvud on esitatavad kahe täisarvu ruudu summana, 
millised mitte. Teisiti öeldes, püüame kindlaks teha, mil­
list«.- naturaalarvude N korral on diofantiline võrrand

x2 + y2 => N 
lahenduv, milliste korral mitte.

Olgu N = p esialgu paaritu algarv. Märgime kõigepealt, 
et kui mingite täisarvude x ja у korral

(1) x2 + у2 = p,
siis (x, p) = ty, p) = 1. Tõepoolest, kui oleks (x, p) = p,

psiis oleks ka (y, p) = p ja vasak pool jaguks p -ga, mis on

* 7 TOinatu'
i Teoreem 9«1. Selleks et paaritu algarv p oleks esita­

tav kahe naturaalarvu ruudu summana, on tarvilik ja piisav, 
et p oleks kujuga 4n + 1.

Toestus. Tarvilikkus. Võrduse (1) kehtivuseks on tarvi­
lik, et

x2 + у2 = 0 (mod p)
ehk
(2) x2 = - y2 (mod p).

2Kuna siin (-y , p) = (y, p) = 1, siis ruutkongruentsi (2) 
lahenduvuseks on tarvilik ja piisav (vt. VII pt. §2), et

Legendre 'i sümbol = 1* Kuid

1’ kulp = 4 n + l
\ Р / \ Р / \ P / \ P / \ / 1 “1 * ^ui P = 4n + 3•

Seega ükski algarv kujul 4n + 3 ei ole esitatav kahe tais-
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arvu ruudu summana. Selleks aga, et p oleks esitatav kahe 
taisarvu ruudu summana, on tarvilik, et tal oleks kuju 
p = 4n + 1.

Piisavus. Näitame, et iga algarv p = 4n + 1 on esita­
tav kahe naturaalarvu ruudu summana.

>-1
Et “1 '

p-1
(-1) = (-1 )2n = 1, siis on lahenduv

kongruents
(3) t2 = - 1 (mod p).
Kuna kongruentsil (3) on kaks lahendit, mis avalduvad kujul 

t s + t  (mod p), 
siis võib üldsust kitsendamata eeldada, et (miks?)

(4) 0 < tQ < I .
tGArendame ratsionaalarvu —  aheImurruks (taisosa a1 = 0):P '

tQ
— = [ 0, ag, â , ..., ад ]P

P1 0 P2 1ja arvu tame lahismurrud ту- * т » 7Г ~ ••• Kuna1 ' 42 a2
C Q 2 < ... < Q n-1 <-0^ Qt - 1 ja = p, siis leiduvad 

alati sellised naaberm 

Qs+1 • Kuna

P PS 3+1alati sellised naabermurrud —  ja -zr—  ♦ mille korral
Qs ŝ+1

*0 Ps 11 Q - pP !' 0 3 * s 1 <
PQg QsQs-4

siis

millest

(toQs " pPs)2 < <  p’
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(5) (t0Qe - pPg)2 + Qg < P + Qg < 2p.

Vorratuse (5) vasaku osa saame parast sulgude avamist esita­
da kujul

(6) (t2 + 1)Q2 + Np,
— 2. 2 kus N on taisarv. Et t' = - 1 (mod p), siis (tQ + 1) • p ja

seega avaldis (6) ehk vorratuse (5) vasak pool jagub p-ga.
Et ta on positiivne ja väiksem kui 2p, siis

(7) (t0«s - pPa)2 + Ч2 . p.

Sellega on näidatud, et algarv p = 4n + 1 on esitatav 
kahe naturaalarvu ruudu summana. Saab toestada, et see esi­
tus on ühene (vt. näit. [4], lk. 158).

Teoreemi 9.1 toestuse käigus saime ühtlasi meetodi alg- 
arvu p = 4n + 1 esitamiseks kahe ruudu summana. Kasutame se­
da jargnevas naites.

Näide 1. Esitame algarvu 89 = 4*22 + 1 kahe ruudu sum­
mana.

Kongruentsi
t2 = - 1 s 88 (mod 89) 

lahendamisel (näit. indeksite tabeli abil) saame t s t 34 
(mod 89). Seega tQ = 34 < rg- . Arendame murru ahelmurruks 
ja leiame lähismurrud:

34 89 34 21 13 8 5 3 2 1
| 0 2 1 1 1 1 1 1 2

0 1 | о 1 1 2 3 5 8 13 34
1 0 i 1 2 3 5 8 13 21 34 89
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Kuna V89 = 9,..., siis Qg * 8 ja Qg+1 = 13* Arvestades 
veel, et Pg я 3, saame valemi (7) abil esituse

89 = (34*8 - 89«3)2 + 82 3 52 + 82.
Praktiliselt saab tulemuse tavaliselt kiiremini proovi­

mise meetodil. Selleks tarvitseb arvust p lahutada järjesti­
kuste naturaalarvude ruute seni, kuni vahe tuleb taisruut.

Edasi käsitleme kordarvu lahutamist kahe täisarvu ruu­
du summaks.
f Teoreem 9.2. Selleks et naturaalarv U oleks esitatav 

kahe taisarvu ruudu summana, on tarvilik ja piisav, et ta 
ei sisaldaks teguritena algarve kujuga 4n + 3 paaritul ast­
mel.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu naturaalarv N esitatav kujul

(8) N = x2 + y2
ja sisaldagu ta algtegurit q = 4n + 3 teatud astmel (voib 
eeldada, et astendaja on vahemalt 1, sest muidu polegi mida­
gi toestada). Näitame, et siis N sisaldab seda tegurit paa- 
risastmel. Seose/ (8) tõttu kehtib kongruents

(9) x2 + у2 = 0 (mod q) 
ehk

x = -y (mod q).
2 лSiin ei saa olla (y , q) = 1, sest q = 4n + 3 tottu saaksi­

me siis Legendre*i sümboli väärtuseks

mis näitab, et kongruents (9) pole võimalik. Niisiis
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(У2. q) * q ehk у s o  (mod q), millest (9) tottu ka x s 0
(mod q). Siis aga x ja у jaguvad q-ga ja seoee (8) .tõttu N

2 •* jagub q-ga. Seega sisaldab N tegurit q vahemait astmel 2.
A 2  •* a  2 Seetõttu N ш qTJ^ ja parast võrduse (8) jagamist q -ga saa­

me, et N^ on jälle kahe ruudu summa. Kui sealjuures si­
saldab veel tegurit q, siis sama arutlus näitab, et ta si-

2saldab ka tegurit q . Niiviisi edasi minnes saame, et arv N, 
mis on esitatav kahe ruudu summana, sisaldab algtegureid 
kujul q =» 4n + 3 vaid paarisastmel.

Piisavus. Sisaldagu naturaalarv N teguritena arvu 2,
2paaritute algarvude p^ = 4m^ + 1 ja kordarvude q̂  astmeid, 

kus q̂  on algarvud kujul q̂  = 4n̂  + 3» Ilmselt on kõik need 
tegurid esitatavad kahe täisarvu ruudu summana:

P о p p 2 2 22 = 1 +  1 , Pi = xj + yj, qj = qj + 0*.

Teoreemi väide: "arv N on esitatav kahe täisarvu ruudu sum­
mana", järeldub nüüd järgmisest samasusest, kui seda kordu­
valt rakendada:

(10) (a2 + b2)(c2 + d2) = A2 + B24

kus А = ас - bd, В = ad + be.
Samasust (10) võib vahetult kontrollida, kuid ta jä­

reldub ka kompleksarvude a » a  + bi, p = с + di moodulite 
korrutise omadusest

lool2 ipl2 =1 |ap!2.

Järeldus. Ükski naturaalarv kujul 4m + 3 ei ole esita-
fe
tav kahe ruudu summana.

Tõepoolest, selline arv sisaldab vähemalt üht algtegu-
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rit q я 4n + 3 paaritul astmel.
Märgime, et järelduses sisalduva vaite võib tõestada 

ka otseselt: kui paaritu arv 4m + 3 oleks esitatav kahe 
ruudu summana, siis üks liidetavatest peaks olema paaris- 
arvu ruut, teine paaritu arvu ruut, s.t.

4m + 3 = (2k)2 + (21 + 1)2.

Viimane võrdus ei saa aga kehtida, sest 4m + 3 = 3  (mod 4) 
ja (2k)2 + (21 + 1)2 ■ 1 (mod 4).

Näide 2. Kordarv 319 ei ole esitatav kahe ruudu sum­
mana, sest 319 = 4*79 + З.
( Teoreemi 9.2 võib sõnastada veel teisiti: diofantili-
® a  2 2ne võrrand x + у = N on lahenduv parajasti siis, kui N ei 
sisalda algarvulisi tegureid q » 4n + 3 paaritul astmel.

Olukord muutub mõnevõrra, kui lubame vaid selliseid 
naturaalarvude esitusi kahe ruudu summana, milles liideta­
vad on ühistegurita, s.t.

(11) N = x2 + y2, (x, y) * 1.

Vorduse (11) kehtivusest järeldub kongruentsi

x2 + у2 — 0 (mod N), (x, y) =» 1, 
kehtivus, millest omakorda saame

(12) x2 + у2 э 0 (mod p), (x, y) ■ 1,

kus p on arvu N mistahes algtegur. Siin ei saa olla 
(x, p) 3 p egs (y, p) = p, sest vastasel juhul oleks 
(x, y) » p. Tingimusel (y, p) =■ 1 on aga kongruentsi (12) 
kehtivuseks tarvilik ja piisav, et (-£-) = (""p”) = 1’ 1013 °D
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võimalik vaid juhul, kui p = 4n + 1. Seega ei saa tingimusi
(11) rahuldav arv N sisaldada tegurina algarvu q » 4n + 3.
Ta ei saa jaguda ka 4-ga, sest jagumise korral oleksid lii­
detavad paarisarvud.

Arvestades veel teoreemi 9.2 oleme saanud järgmise tu­
lemase, 
f Teoreem 9.3. Võrrandil

x2 + y2 = H (N > 0) 
on olemas lahend ühistegurita täisarvudes parajasti siis, 
kui arvu N kanooniline kuju ei sisalda algtegureid p kujul 
4n + 3 ja kui 4 f N,

Teoreemi 9.3 võib kasutada arvude teguriteks lahutamise 
lihtsustamiseks. Kui naturaalarv N on esitatav kujul N =

2  2  л= x + у , kus (x, y) 3 1, siis voib ta sisaldada algteguri- 
tena arvu 2 ja algarve kujul p = 4n + 1, ei saa aga sisalda­
da tegureid kujul 4n + 3.

Haide 3. Arvu N = 202 + 172 * 689 algtegureid tarvit­
seb otsida arvust V689 = 26,... väiksemate algarvude p *
» 4n + 1 hulgast. Sellisteks algarvudeks on vaid 5, 13 ja 
17. Kontroll näitabki, et 689 =» 13*53-

Analoogiliselt eeltooduga võib uurida kusimust, milli­
seid arve N saab esitada kujul

2 2(13) N = x + ay , kus (x, y) = 1 (a - antud arv),

ja otsustada, millise kujuga algtegureid võivad sisaldada 
seda tüüpi arvud. Selleks paneme tähele, et võrdusest (13) 
järeldub arvu N iga algteguri p korral kongruents
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( f )

(14) x2 = - ay2 (mod p).
Kui (a, p) = 1, siis tingimuse (x, y) * 1 tottu (-ay2, p) =
3 1 3a kongruents (14) kehtib parajasti siis, kui

(=̂ -)* (?)" 1;
Siit järeldub (kuidas?), et kui я ”1> aiie 5 ei
ole esitatav kujul (13). Kui aga arv N on esitatav kujul
(13), siis ta ei saa sisaldada neid algtegureid p, mille

korral -1. Näiteks erijuhul а = 2 saame
1, kui p = 8n + 1 voi p = 8n + 3

-1, kui p я 8n + 5 voi p з 8n + 7,
—  2 2 millest järeldub, et arvud kujul N = x + 2y , (x, y) = 1,

ei saa sisaldada teguritena algarve p = 8n + 5 ja p = 8n + 7
(ühegi naturaalarvu n korral).

Näide 4. Arvu N а 112 + 2*302 * 1921 tegureid tarvit­
seb otsida arvust =» 43,... vaiksemate algarvude hul­
gast, mille kuju ei ole p = 8n + 5 ega p = 8n + 7, seega 
arvude 2, 3, 11, 17, 19, 41 ja 43 hulgast. Kasutades nime­
tatud arvudega jagumise tunnuseid voi kontrollides otseselt, 
leiame,et 1921 » 17*113-

Harjutusülesandeid.
9.1. Kasutades teoreemi 9.1 tõestamise kaigus näidatud 

meetodit, esitada kahe ruudu summana järgmised arvud:
a) 97, b) 197, c) 1997, d) 2221.

9.2. Teoreemide 9.1 ja 9.2 alusel kontrollida, kas 
järgmised arvud on esitatavad kahe ruudu summana, ja kui on,
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siis leida vastav esitus käesolevas paragrahvis kirjeldatud 
proovimise meetodil (on soovitav kasutada täisarvude ruutu­
de tabelit):

a) 1951, b) 3257, c) 3521,
d) 3543, e) 6824, f) 3590, g) 3592.

*9.3. Uurida, millise kujuga algtegureid ei sisalda ar­
vud N ■ x2 + 3y2» kus (x, y) = 1.

*9.4. Uurida, millise kujuga algtegureid ei sisalda ar-
2 2vud 5 я x + 5y , kus (x, у) a 1.

§2. NATURAALARVUDE ESITAMINE NELJA RUUDU 
SUMMAHA

Nagu nagime eelmises paragrahvis, ei ole mitte iga na­
turaalarv esitatav kahe täisarvu ruudu summana. Tekib küsi­
mus : ülimalt mitu liidetavat kulub suvalise naturaalarvu 
esitamiseks taisarvude ruutude summana ja kas liidetavate 
arv on üldse tõkestatud? Vastuse annab allpool esitatav 
Lagrange'i teoreem. Viimase tõestamisel on oluline tähtsus 
järgmisel Euleri samasusel:
/2 . 2 . 2 . 2w,2 .2 . . 2 . ь2ч 2 . 2 . 2 . 2ta.j + + a3 a4''®-j + 3 4 = 1 2 3 4*

kus
C1 = a1b1 + a2b2 + a3b3 + a4b4’
° 2  я a 1 b 2 ”  a 2 ^ 1  + a 3b 4 ~ a 4b 3 *

c 3 = a 1 b 3 “  а зЪ 1 + a 4 b 2 ”  a 2b 4 ’

c 4 = а 1 Ь 4 “  a 4 b 1 + a 2b 3 “  a 3b 2 *

Samasuse kehtuvust on võimalik vahetult kontrollida.
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Asume nüüd käesoleva paragrahvi põhilise välte tõesta­
misele .

I Teoreem 9.4 (Lagrange. 1770). Iga naturaalarv on esi­
tatav nelja täisarvu ruudu summana.

Tõestus. Tõestame alguses väite mistahes a 1 g а r -
p p p p v u jaoks. Kuna 2 = 1 + 1 + 0 + 0 , siis tarvitseb piir­

duda vaid paaritute algarvudega (teoreemi 9.1 tõttu võib 
piirduda isegi vaid algarvudega kujul 4n + 3. kuid jargne- 
vas tõestuses pole algarvu p kuju oluline). Parema jälgita­
vuse huvides jaotame tõestuse mitmeks osaks.

1. Näitame, et iga algarvu p>2 jaoks eksisteerivad
M ptaisarvud m, xQ, yQ, nii et 1 ^  m < - ja

mp = x2 + y2 + 1, '

a.t. et algarvu p teatav kordne on esitatav kolme ruudu sum­
mana, kus üks liidetavatest on 1.

Vaatleme täisarvude süsteemi

(1) 02, 1 2, 22.....(1=1 f

ja sellest aaadavat süsteemi

(2) - 02- 1, - 12- 1, - 22-1 ...........-[̂ r) - 1 ‘

Teoreemi 7.2 tõestamise kaigus näitasime, et süsteemis (1), 
millest on 0 valja jaetud, ei leidu paarikaupa kongruent­
seid modulo p. Kuid lihtne on näha, et ükski viimati nimeta­
tud arv ei ole kongruentne ka nulliga modulo p. Niisiis on 
arvud (1) paarikaupa inkongruenteed modulo p. Siit järeldub, 
et ka arvud (2) on paarikaupa inkongruentsed. Süsteemides 
(1) ja (2) on kokku p + 1 arvu. See aga tahendab, et süstee-
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mis, mis saadakse süsteemide (1) ja (2) ühendamisel, ei saa 
kolk arvupaarid olla inkongruent eed mod p. Sealjuures modu­
lo p kongruentsetest arvudest kuulub üks süsteemi (1), tei­
ne süsteemi (2). Seega leiduvad xQ, yQ, nii et

x2 = -y2 - 1 (mod p)
ehk

(3) x2 + y2 + 1 = mp,

kus 0 ̂  xQ ^  ja 0 ̂  yQ <: Sealjuures

m ■ ; (lo + 4  * 1) * Ц г { * г )  *  ' )-
. i . P2 - гр + } < g .p 2 2

Seosest (3) nähtub otseselt, et m / 0, s.t. m ^ 1.

2. Eeltõestatu põhjal saab algarvu p > 2 teatud kordse
mp, kus 1 « m esitada nelja ruudu summana (seose (3)

2 -vasakule poole lisame liidetava 0 ). Tahlstame mQ-ga
- / P \v a h 1 m a sellise naturaalarvu (1 ^ mQ <  , mille kor­

ral mQp on esitatav nelja ruudu summana:
2 2 2 2(4) m0p = â  + a2 + + â .

Näitame, et siis mo on p a a r i t u .  Oletame vastupidi, 
et mQ on paarisarv, mQ = 211̂ . Siis paaritute liidetavate arv 
võrduse (4) paremal poolel peab olema paarisarv, s.o. kas 0,
2 voi 4. Seega võime arvud a1# a2, â , â  jaotada kaheks 
paariks nii, et uhte ja samasse paari kuuluvad kas ainult 
paaritud või ainult paarisarvud. Ühte ja samasse paari kuu­
luvate arvude summa ja vahe on paarisarvud. Kui ühte paari



kuuluvad arvud a1 ja a2, teise aga â  ja â , siis võime seo­
se (4) esitada kujul

m.,p = |(aij + aj + aj t a|) =

= C-̂ )2 ♦ (b^2)2♦ (!^i)2 ,

kus paremal seisvad liidetavad on kõik taisarvud ja
1 ^ m̂  < m o. See on aga vastuolus eeldusega, et mQ on vähim 
naturaalarv, mille korral mQp on esitatav nelja täisruudu 
summana. Seega on mQ paaritu.

З. Tõestame, et mQ = 1. Teades esialgu vaid seda, et 
mQ on paaritu arv, võtame absoluutväärtuselt vähimad jäägic 
r̂ , mille korral

(5) a± = r± (mod mQ), i = 1,2,3.4. 
m -1 m

Siis | r i  j ^  — 2—  <  ~2 * kongruentside ( 5 )  ja seose (4) 
tõttu kehtivad kongruentsid

n p p p p p o pr1 + r| + r^ + r^ = a1 + a2 + a^ + a4 = mQp = О (mod mQ), 

mistõttu leidub täisarv t, nii et

(6) mot = r2 + r2 + r2 + r2 , 
millest

2

r4> < ",
3 .  t .

Korrutades vordused (4) ja (6) ning kasutades paragrah­
vi alguses esitatud Euleri samasust, saame



leus seoste (5) tõttu

®1 = a1**1 a2r2 + a3r3 + a4r4 =
л л p О

= а У + &2 + аз + a4 s 0 m̂od mo^’
Cg = а-|г2 ~ а2г1 азг4 — а4гз — ® (mod e^), 
с j = 0 (mod mQ), = 0 (mod mQ).

ci .iSeega c4 • m_ (i = 1,2,3,4), s.t. —  on täisarv. Vordu-1 О lÜQ

sest (7) saame

Kuna m0 on v ä h i m  n a t u r a a l a r v ,  mille korral 
mQp on esitatav nelja ruudu summana, siin aga tp on nelja 
ruudu summa, kusjuures 0 < t < mQ, siis t = 0. Seetõttu an-

p o p pnab võrdus (6) r1 + r2 + r^ + r^ = 0, millest ri = 0 
(i = 1,2,3,4) ja seoste (5) tõttu

ai = 0 (mod mQ) ehk mo | ai, i = 1,2,3,4-
2 i 2 2 2 2 Siit mQ J a,| + ag + a^ + a^ , millest seose (4) tõttu

2 Iшо I mop ^a m0|P* Kuna p on alSarv Ja 1 ~ m0 Р. siis 
mQ = 1 ja seega algarv p > 2 on esitatav kujul

2 2 2 2 p = a1 + a2 ■ + a^ + aj.

Sellega cn teoreem tõestatud kõikide algarvude korral.

4. Teoreemi tõestus mistahes naturaalarvu jaoks järel­
dub vahetult Euleri samasusest (kuidas?).
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§ 3* ADITIIVSE ARVUTEOORIA TEISI PROBLEEME

1. Waringi probleem. Samal aastal (1770), kui Lag­
range tõestas, et iga naturaalarv on esitatav nelja täisar­
vu ruudu summana, püstitas inglise matemaatik E.Waring ül­
disema hüpoteesi: iga naturaalarvu n jaoks eksisteerib 
selline naturaalarv r = r(n), nii et i g a  naturaalarv N 
on esitatav arvult r mittenegatiivse täisarvu n-nda astme 
summana, s.t.

(1) N = x1! + + ... + x£ ,

kus r ei sõltu N-st. Probleemiks kujunes hüpoteesi tõestami­
ne ja v ä h i m a  liidetavate arvu r = g(n) leidmine.

>
Waringi hüpoteesi tõestus on antud 1909.a. Hilberti 

poolt. Vähima liidetavate arvu g(n) kohta on teada, et 
g(2) = 4 (Lagrange' teoreem), g(3) =9, 19 < g(4) ̂  35,
37 £ g(5) 40, g(6) = 73, g(7) = 143, g(8) = 279, ... 
Lihtne on tõestada järgmist väidet.

Teoreem 9.5. Kehtib hinnang

- 2 .(2) g(n) > z “ t £.

Tõestus. Võtame naturaalarvu

-  1 .= ?n l £.(3) N = 2 2n
Selle arvu esitus kujul (1) võib sisaldada vaid arvude 2 ja
1 n-ndaid astmeid, sest N < 3П- Arvu N kuju tõttu saab lii- 
detavaid kujul 2n olla kõige enam £

2n
- 1, ülejäänud lii-
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detavad on 1n. Kui võtta liidetavaid 2n maksimaalarv, siis 
liidetavaid kujul 1n on arvult 

-.niN - 2 £oD -  1 = 2 - 1.

Liidetavate üldarv on sel korral

(4)
nJ

r.
2

+ 2 - 2 .

Mõne liidetava 2 asendamine ühtedega suurendab liidetavate 
arvu ja seega kujutab arv (4) endast vähimat liidetavate ar­
vu naturaalarvu (3) jaoks. Mone teise naturaalarvu N jaoks 
voib vähim liidetavate arv olla suurem kui arv (4). Sellega 
on teoreem tõestatud.

On huvitav märkida, et kui mitte kõigil, siis vähemalt 
enamikul juhtudel võib võrratuse seoses (2) asendada võrdu- 
sega. Kehtib nimelt järgmine teoreem (vt. [l], lk. 304), 
mille me esitame toestuseta.

Teoreem 9.6. Kui n 4 4, n 4 5 ja kehtib võrratus

(5) 3n 

siis

(6 )

- 2n < 2n -
2n .2°,

g(n) = 2n + -  2 .

võrratust (5) pole õnnestunud kõikide n väärtuste kor­
ral tõestada, kuid on tõestatud, et eksisteerib n , millestо
kõikide suuremate n väärtuste korral on võrratus (5) õige. 
Teiselt poolt on elektronarvuti abil kontrollitud, et võr­
ratus (5) kehtib iga n < 200 000 korral. Seega võib vähima 
liidetavate arvu r = g(n) seoses (1) leida valemist (6) vä­
hemalt kõikidel nendel n väärtustel, mis ei ületa 200 000
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ja ei vordu 4 ega 5-ga.
Nagu me märkisime, on g(3) = 9. Sealjuures ainukesteks 

arvudeks, mille esitamiseks läheb tarvis 9 kuubi summat, on
23 ja 239. Kõik ülejäänud naturaalarvud on esitatavad mitte 
rohkem kui 8 kuubi summana. Osutub, et iga n jaoks eksis­
teerivad suhteliselt väikesed naturaalarvud N, mille esita­
miseks kulub mak8imaalarv liidetavaid. N suurematel väär­
tustel asi enamasti paraneb. Seeparast pakub huvi veel vä­
him liidetavate arv r = G(n) valemis (1) kõikide küllalt 
suurest arvust Nq suuremate naturaalarvude N jaoks. Et lei­
dub kuitahes suuri arve, mis ei ole esitatavad vähema kui 
nelja ruudu summana, siis G(2) = g(2) = 4» kuid on teada, 
et G(3) š 7 <  g(3)» g(4) = 16< g(4), G(5) ^ 23 < g(5), 
G(6) ^ 36 < g(6), G(7) ž 52 < g(7), G(8) $ 73 < g(8). 
Nagu näitab I.M.Vinogradovi poolt saadud hinnang

G(n) ■< (2 + £(n))nlnn (lim £(n) = 0),

kasvab funktsioon G(n) marksa aeglasemalt kui funktsioon 
g(n).

2. Goldbachi-Euleri probleem. Peterburi akadeemik 
H.Goldbach esitas 1742. a. kirjas L. Eulerile hüpoteesi, et 
iga taisarvu N 6 saab esitada kolme algarvu summana:

N = p1 + p2 + pу  
Euler omalt poolt avaldas vastuseks hüpoteesi, et iga paa­
risarv, mis ületab arvu 2, on kahe algarvu summa:

2N = p1 + p2.
Euleri probleemi lahendusest järelduks Goldbachi prob­
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leemi lahendus, aest 2H + 1 = 3 + 2( U - 1 ) = 3 + p 1 + p 2 ja 
2N = 2 + 2(N - 1) = 2 + p1 + р̂ . Vastupidi, kui iga paaris­
arv alates 6-st on kolme algarvu summa, siis peab üks lii­
detav olema kindlasti 2 ja alates 4-st on siis kõik paaris­
arvud ka kahe algarvu summad.

Goldbachi-Euleri problsem on seni lõpuni lahendamata. 
On tõestatud rida nõrgemaid väiteid, milledest mõned esita­
me järgnevas teoreemidena (tõestuseta).

Teoreem 9.7 (Šnirelman. 1930). Eksisteerib selline 
konstant k, et iga naturaalarv N > 1 on esitatav mitte roh­
kem kui к algarvu summana, s.t.

N = p1 + p2 + ... + pk, 
kus Pĵ (i = 1,2,...,k) on algarv või 0.

Kui piirduda arvudega N ^ kus on küllalt suur, 
siis Snirelmani meetod võimaldab võtta к = 18.

Teoreem 9.8 (Vinogradov. 1934). Eksisteerib NQ, nii et 
kõik p a a r i t u d  arvud N, mis on suuremad kui NQ, on 
esitatavad kolme algarvu summana.

Vinogradov tõestas oma teoreemi tema poolt kasutusele 
võetud lõplike trigonomeetriliste summade meetodil. See on 
võrdlemisi võimas meetod, mis on leidnud kasutamist ka pal­
jude teiste raskete probleemide lahendamisel. Teoreemis 

el6,038voib votta N = e о
Teoreem 9.9 (Buhstab. 1964). Iga küllalt suur paaris­

arv 2N on esitatav kujul
2N = p + n,
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kus p on algarv ja n - naturaalarv, mis sisaldab mitte roh­
kem kui kolm algarvulist tegurit.

Sageli vaadeldakse naturaalarvu esitamist mõnel teisel 
kujul. Näiteks on tõestatud järgmine tulemus.

Teoreem 9.10 (Linnlk. 1959). Iga küllalt suur naturaal-
2 2arv N on esitatav kujul N = p + к + 1 , kus p on algarv, к 

ja 1 - täisarvud.

 ̂ 3« Fermat* probleem. Fermat* probleem seisneb diofan- Ä
tilise võrrandi

(7) xn + у11 = z11

lahenduvuse küsimuses ja on arvuteooria üks tuntumaid ja 
kõige enam kõmu tekitanud probleeme. Ruigi diofantiliste 
võrrandite lahenduvuse ja lahendamise küsimused moodustavad 
arvuteoorias omaette haru, paigutame probleemi tinglikult 
aditiivse arvuteooria probleemide hulka, sest nagu märkisime 
käesoleva peatüki alguses, on diofantiliste võrrandite la­
henduvuse küsimused tihedalt seotud aditiivse arvuteooria 
vastavate küsimustega; diofantilistele võrranditele me aga 
omaette peatükki ei eralda.

Prantsuse juristi ja asjaarmastaja-matemaatiku Pierre 
Fermat' (1601—1665) väite kohaselt ei ole võrrand (7) n а - 
t u r a a l a r v u d e s  lahenduv ühegi täi3arvulise asten- 
daja n > 2 korral. Nimetatud väide on tuntud Fermat * suure 
teoreemi nime all.

Kuigi Fermat*It on säilinud käsikirjaline märge, et tal
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õnnestus leida nimetatud teoreemile imetlusväärne toestus, 
pole tema toestust leitud (saadud teaduslikke tulemusi 
Fermat ei publitseerinud). Ka hilisemad paljude matemaatiku­
te jõupingutused pole andnud probleemile taielikku lahendust.

Märgime, et Fermat' teoreemi tarvitseb tõestada vaid 
n = 4 ja algarvuliste n väärtuste korral, sest kui võrrand 
(?) pole mingi n korral lahenduv, siis pole ta lahenduv ka 
cotendaja kn korral. See järeldub asjaolust, et võrrandi

vkn + у101 = z101 võib esitada kujul (x^)n + (yk)n = (z^)n.

Kõige lihtsam on Fermat' teoreemi tõestada n = 4 kor­
ral (tõestuse toome allpool). Tõestuse n = 3 puhul esitas 
Euler 1774, n = 5 puhul - Legendre ja Dirichlet 1823 - 27, 
n = 7 puhul - G.Lame 1837. Üldisema lähenemise Fermat' prob­
leemile andis saksa matemaatik E.Kummer (1810-1893), kes 
kasutades algebraliste arvude teooriat tõestas Fermat' väi­
te kõigi algarvuliste astendajate n < 100 korral. Tänapäe­
val on Fermat' teoreem tõestatud juba kõikide algarvuliste 
astendajate n < 6000 korral, millest omakorda järeldub väi­
te õigsus kõigi nende kordarvuliste astendajate korral, mis 
jaguvad nimetatud algarvudega.

Huvi Fermat' probleemi vastu ka3vas eriti kaesoleva sa­
jandi alguses» kui Saksamaal asutati suur rahaline preemia, 
mis tuli valja maksta sellele, kes tõestab Fermat' teoreemi 
enne aastat 2007. Tohutu vigaste ''tõestuste" vool igasugus­
te elukutsete esindajatelt seadis matemaatika-alaste aja­
kirjade toimetused ja preemia komitee tõsistesse raskustes­
se (vt. näit. В. Лицман. Теорема Пифагора, М., I960, стр.
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101-104). Koik selliste "toestuste" saatjad kasutasid ele- 
mentaarmatemaatika vahendeid ja olid arvamusel, et nad on 
leidnud Fermat' probleemi täieliku lahenduse. Ometi viis 
toestuse otsimine juba erijuhtudel matemaatikud mõttele, et 
Fermat1 probleem ei ole lahendatav elementaarmatemaatika va­
henditega. Alles pärast seda, kui preemia kaotas I maailma­
sõja ajal inflatsiooni tõttu oma väärtuse, vähenes Fermat' 
teoreemi "toestajate" arv.

Diofantilise võrrandi (7) erijuhuks on võrrand

(8) x2 + y2 = z2,

millel on olemas positiivsed täisarvulised lahendid (näiteks 
x я 3. у » 4, z = 5 või x = 5, у = 12, z = 13). Geo­
meetriliselt võib võrrandi (8) lahendamise nõuet formuleeri­
da kui selliste täisnurksete kolmnurkade leidmist, mille 
kõikide külgede pikkused on taisarvud. Positiivseid täisar­
ve x, y, z, mis rahuldavad võrrandit (8), nimetatakse 
Pythagorase arvudeks, ühistegurita Puthagorase arve nimeta­
takse põhilisteks, ühisteguriga arve aga tuletatud arvudeks. 
On ilmne, et igast põhilisest Pythagorase arvude kolmikust 
võib saada lõpmata palju tuletatud kolmikuid, korrutades põ­
hilise kolmiku kõiki komponente ühe ja sama suvalise natu- 
raalarvuga к ̂  2. Pythagorase arvude kolmikuid, mis erine­
vad üksteisest vaid komponentide järjekorra poolest, me ei 
loe erinevateks.

Järgnevalt leiame kõik põhilised Pythagorase arvud. 
Peatume võrrandi (8) lahendamisel esiteks sellepärast, et 
see pakub omaette huvi, ja teiseks sellepärast, et teades

265
34



võrrandi (8) lahendeid, saame lahendada Fermat* probleemi 
n a 4 korral.

Tarvitseb vaadelda vaid neid lahendeid, mille kompo­
nendid x, y, z on p a a r i k a u p a  ühistegurita, sest 
kui kahel neist oleks ühine tegur, siis peaks ka kolmas 
komponent jaguma sellega (seose (8) labijagamisel arvude 
z, y, z suurima ühistegvuriga saame juba seose, kus uued 
arvud x1, y1f z1 on ühistegurita). On lihtne näha, et kui 
x, y, z on paarikaupa ühistegurita ja rahuldavad võrrandit 
(Ö), siis on arvudest x ja у üks paaris, teine paaritu. 
Tõepoolest, kui (x, y) » 1, siis nad ei saa olla mõlemad 
paarisarvud; kui nad oleksid aga mõlemad paaritud, s.t. 
x a 2k1 +1, у = 2k2 + 1, siis oleks z paarisarv ja saak­
sime, et x2 + у2 a (2k1 + 1)2 + (2kg + 1)2 = 2 (mod 4),

2 2 akuid z = (2k) - 0 (mod 4), ais on võimatu.
Rahuldagu ühistegurita arvud x, y, z võrrandit (8). 

Üldsust kitsendamata võime eeldada, et x on paarisarv. Siis 
у ja z on paaritud, nende summa ja vahe aga paarisarvud. 
Seetõttu on võrdus (8) samaväärne võrdusega

(9) ( f f  -

kus nii vasak pool kui ka mõlemad tegurid paremal on täis­

arvud. Olgu  ̂Z *  f j =» d, siis d|z ja d|y (näida­
ta! ), mistõttu d * 1. Kuna seose (9) kohaselt on ühistegu-

2 + y Z — У ••rita arvude — jj-*- ja — korrutis taisarvu ruut, siis 
peavad need arvud ka ise olema täisruudud (tõestadal), s.t. 
leiduvad positiivsed täisarvud a ja b, nii et
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2-§-2 . a2, 2_=JC . b2 Ja (f f  , a2b2.

(Ю) x a 2ab, у а а2 — b2, z в а^ + Ъ̂ .
Otsene kontroll näitab, et valemitega (10) defineeri­

tud x, у, z rahuldavad võrrandit (8) i g a  a j a b  korral. 
On muidugi selge, et kui x ja у osad vahetada, siis saame 
jalle lahendi.

Selleks et у ja z oleksid positiivsed paaritud täis­
arvud ja et oleks (x, y, z) а 1, on tarvilik ja piisav, et 
positiivsed täisarvulised parameetrid a, b valemites (10) 
rahuldaksid järgmisi tingimusi:

1) üks arvudest a, b on paarisarv, teine paaritu;
2) а > b >  1;
3) (a, b) = 1.

Seega oleme saanud tulemuse, mille võime sõnastad? 
järgmise teoreemina.

Teoreem 9.11. 1) Kui x, y, z on paarikaupa ühistegurita 
arvud, mis rahuldavad võrrandit (8), siis arvudest x, у on 
üks paaris, teine paaritu.

2) ühistegurita arvud x, y, z (x > О, у 0, z > 0), 
millest x on paarisarv, rahuldavad võrrandit (8) parajasti 
sile, kui nad on defineeritud valemitega (10):

9 9 9 2
x = 2ab, у а а* - Ъ , z а а* + Ъ ,

kus а > b ? 1, (а, Ъ) а 1 ja arvudest а, b on üks paaris, 
teine paaritu.

Siit saame
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Võrrandi (8) uksikud lahendid olid teada juba palju sa­
jandeid enne meie ajaarvamist vanaaja matemaatikutele Egip­
tuses, Indias jm., uldlahend. (10) on aga antud Eukleidese 
(umbes 300 a. e. m. a.) ja Diophantose (III saj. m. a. j.) 
töödes.

Edasi tõestame järgmise teoreemi.

Teoreem 9.12. võrrand

ei ole positiiivsetes täisarvudes lahenduv.

Tõestus ( (lj r lk. 309-310). Kasutame täieliku indukt­
siooni meetodit, andes z-le kõikvõimalikud na turaal arvulised 
väärtused. Koik tõestuses esinevad sümbolid tähistavad 
p o s i t i i v s e i d  taisarve.

Kui z я 1, siis on vahetult naha, et diofantilisel võr-
Л Дrandil x* + jr » 1 pole positiivseid lahendeid.

Oletame, et z < n puhul pole võrrandil (11) (x ja у 
suhtes) positiivseid lahendeid, kuid z я n korral on selli­
seks lahendiks x - x0, у » yQ, s.t.

Vaatleme kahte juhtu.
1) Olgu (xQ, yQ, n) я d > 1. Siis võrduse (12) vasak

(11)

( 12 )

ja järelikult ka parem pool jagub d4-ga, mistõttu d2|n. Siis
aga
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mis on vastuolus eeldusega, sest täisarv ^  < n.
d

2) Olgu (xQ, yQ, n) = 1. Siis teoreemist 9.11 järel­
dub, et kas 2|xq voi 2|yQ. Kui 2|xQ, siis valemite (10) ko­
haselt

(13) x2 * 2ab, у2 я a2 - b2, (a, b) = 1, yQ - paaritu.

Paaritute arvude ruudud on kujuga 4k + 1, millest järeldub, 
et kahe ühistegurita arvu a ja b ruutude vahe saab võrduda 
paaritu arvu yQ ruuduga vaid siis, kui a on paaritu ja b 
paarisarv (veenduda!).

Seosest а2 я у2 + b2, mis järeldub (13)-st, saame 
teoreemi 9.11 tõttu, et

2 2а = u + v , b = 2uv, (u, v) * 1.
pKuna Хр я a(2b) ja (a, 2b) = 1, siis tegurid a ja 2b peavad
•* 2 2 olema taisruudud: a = s  ja 2b = t . Kuna aga b = 2uv, siis

t2 я 4uv. Et (u, v) я 1, siis võrdus  ̂ = uv saab kehtida
• *  2 2 vaid juhul, kui u ja v on taisruudud, s.t. u я x1, v я y1#

_ 2 2Asendades saadud väärtused vorduses а = u + v , saame
А Л “? О

(14) x} + = s2.
M pSamasusest (12) on naha, et xQ < n; peale selle saime, et 

s2 я a ja 2aIx2. Siis aga s ̂  a < x2 < n, mistõttu võrdus
(14) on vastuolus eeldusega, et võrrandil (11) ei ole posi­
tiivseid taisarvulisi lahendeid (x ja у suhtes), kui z < n.

Kui 2|yQ, siis analoogilise arutlusega jõuame samale 
vastuolule.

Järeldus. Võrrand
4 4 4x^ + y4 = z4
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О 
СЧ1 о

j ei ole positiivsetes taisarvudes lahenduv.
Toepoolest, kui tal oleks lahend xQ, yQ, zQ (xQ > 0, 

>0, zQ > 0), siis oleks võrrandil (11) lahend xQ, yQ,
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X. A L G A R V U D B  J A O T U M I N E

Kaesolevas peatükis käsitleme algarvude jaotumist na­
turaalarvude jadas ja teistes aritmeetilistes progressiooni­
des ning uurime vastavate jaotusfunktsioonide mõningaid oma­
dusi. Märgime, et küsimus algarvude jaotumisest on arvuteoo­
ria üks raskemaid ja osalt veel lahendamata probleeme.

Kogu käesoleva peatüki ulatuses tähistagu pn järjekor­
ras n-ndat algarvu, p aga mistahes algarvu.

§ 1. ALGARVUDE JAOTUSFUNKTSIOON

f 1. Jaotusfunktsiooni 3C(.x) definitsioon. Tähistame süm- 
G> --------------

boliga л:(х) reaalarvu x mitteuletavate algarvude arvu, s.t.

*T(x) =. 2 ^ 1  *|(p|p < x}|. 
p*x

Seega on тг(х) arvuteoreetiline funktsioon, mis on definee­
ritud koigi reaalarvude hulgal ja omandab vaid täisarvulisi 
väärtusi. Nimetame teda algarvude jaotusfunktsiooniks. 

Funktsiooni я:(х) definitsioonist järeldub, et

7t(x) a n, kui pn $ x < Pn+1;
eriti on

л(рп) ■ n.
Funktsioon rc(x) on mittekahanev katkev funktsioon, kusjuu­
res algarvude hulga lõpmatuse tõttu

lim тг(х) я + oo .
X —* oo
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Juuresoleval joonisel on esitatud funktsiooni у =* /г(х) 
graafik x väikestel positiivsetel väärtustel. Funktsiooni 
katkevuspunktide ja koigi algarvude hulk on üksüheses vas­
tavuses .

Kuigi *r(x) kasvab koos argumendiga piiramatult, lei­
dub arvtelje positiivses osas kuitahes pikki loike, kus rc(x) 
on konstantne. See nähtub järgnevast teoreemist.

Teoreem 10.1. Iga täisarvu n ^ 1 korral leidub natu-c*
raalarvude jadas vahemik, milles n järjestikust naturaalarvu 
on kordarvud.

j Toestus. Kirjutame välja n järjestikust naturaalarvu

(n+1)! + 2, (n+1)! + 3, (n+1)! + (n+1).
Koik need arvud on kordarvud, sest esimene jagub vahemalt 
arvuga 2, teine arvuga 3» •••* viimane arvuga n+1.

Algarvude tabeli vahetu vaatlus näitab, et olemasoleva­
te tabelite piirides leidub isegi väga suurte algarvude paa­
re, kus algarvud erinevad teineteisest vaid 2 võrra. Tabeli

272



alguses on sellisteks arvudeks 3» 5; 5, 7; 11, 13; 17, 19; 
29, 31. Niisuguseid algarvude paare nimetatakse kaksikuteks. 
Esimese 30 miljoni naturaalarvu seas leidub 152 892 paari 
kaksikuid. On püstitatud hüpoteese, et kaksikuid on lõpmata 
palju, kuid senini pole õnnestunud seda toestada. Leidub ka 
neljast järjestikusest algarvust koosnevaid komplekse, mis 
sisaldavad kaks paari kaksikuid. Kui selline kompleks koos­
neb algarvudest

p, p+2, p+6 ja p+8, 
siis öeldakse, et on tegemist nelikuga; näiteks 5, 7, 11,
13; 11, 13, 17, 19; 101, 103, 107, 109; 191, 193, 197, 199. 
Esimese 10 miljoni naturaalarvu seas leidub 899 nelikut, 
esimese 15 miljoni seas 1209. Koige kaugem teadaolev nelik 
saadakse, kui p = 2 863 308 731. Arvatakse, et ka nelikuid 
on lõpmata palju.

Kaksikute olemasolu suurte algarvude korral ja tõesta­
tud teoreem näitavad, et algarvud paiknevad naturaalarvude 
jadas väga ebaühtlaselt.

2T Funktsiooni jt(x) arvutusvalemid. Funktsiooni ft(x) 
jaoks on teada mitmeid valemeid.

Päris lihtne on näiteks kontrollida, et

rc U )  = 1 + X  1 -  1 “ I I sin2
n=3 k=2

kus nurksulud margivad taisosa võtmist. Siin

f 0, kui n on algarv,n— 1
1 - П  °in2 ¥ ■

k=2 1, kui n on kordarv.
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Esitatud valemist pole rr(x ) väärtuste praktiliseks 
leidmiseks siiski suuremat kasu. Teatud määral praktilise 
valemi annab Eratosthenese meetod (vt. I pt.,§4). Nimelt 
kui reaalarvu x mitte ületavate naturaalarvude jadas maha 
kriipsutada koik algarvud pi ̂  Vx koos nende kordsetega, 
siis jääb jadas esinenud naturaalarvudest järele vaid 
*T(x) -  jt ( V x ) algarvu (need, mis on suuremad kui Vx) ja 
arv 1. See protsess viib valemini

r
( 1 ) ^r(x) -  r t{  V x) + 1 = [x ]  -  ŽL \ +

i=1 LPiJ

PtPjPkJP<P 1 si < j <k«r
kus r on suurim järjekorranumber, mille korral pr < Vx 
(teisiti öeldes r = ЯТ(Vx)).

Tõepoolest, naturaalarve on jadas kokku [x]. Algarvu 
р̂  ̂kordsete mahakriipsutamise tõttu tuleb sellest jadast 
ära jätta iga i korral arvu (vaatluse all olevas jadas
on p± kordseteks pif 2р±, 3p±, ..., [fr]Pi * “i*1® on arvult

[f-])’ Seejuures Pi Pj ühiskordsed, mida on arvult

[p"*̂* j * агуа^акае maha kahekordselt. Seeparast tuleb lisada

[Pj,Pj ] arvu iga  ̂Ja  ̂kombinatsiooni korral. Sealjuures

[p-PjPjj;] arvu’ m^s on PiPjPk kordsed, lisatakse juurde
kahekordselt ja seeparast tuleb nad uuesti ära jätta jne.

Selleks, et arvutada valemi (1) järgi jt(x ) väärtust, 
on tarvis teada kõiki algarve, mis ei ületa Vx.
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Näide 1. Leiame я:(150).
Et 12 < Vl5Õ < 13» siia tuleb kasutada algarve = 2, 

P2 = 3. P3 = 5, P4 * 7 ja p5 = 11. Seega r = 5, rr( Vl5Õ) => 
= 5 ja valem (1 ) annab

jt(150) - 5 + 1 = 150 - (75 + 50 + 30 + 21 + 13) +

millest rr(150) = 35. Saime, et 150-st väiksemaid algarve 
on 35.

Jt(x) väärtuse arvutamine valemist (1) nõuab rohkesti 
arvutusi, sest valemi parem pool sisaldab palju liidetavaid 
Allpool tuletame valemi, mis võimaldab 7C(x) väärtuste ar­
vutamist tunduvalt lihtsustada.

Tähistame sümboliga q?(x, r) reaalarvu x mitte ületava­
te ja algarvudega p ^  ..., pp mitte jaguvate naturaalarvu­
de arvu. Nõuet, et naturaalarv n ei jagu algarvudega p^
(i = 1,2, ..., r) võib valjendada nii: (n, p.j...pr ) = 1. 
Seetõttu võib cf>(x, r) defineerida järgmiste valemitega:

+ ( 2 5 + 1 5 + 1 0 + 6 + 1 0 + 7 + 4 + 4 + 2 + 1 ) -
-  (5 + 3 + 2 + 2 + 1 + 0 + 1 /+ 0 + 0 + 0 ) +

+ (0 + 0 + 0 + 0 + 0) - 0 = 150 - 189 + 84 - 14 = 
= 31,

Cp(x, r) = *> 1 = |{n| n $ X, (n.p^.py) = 1} |.
n £ X

(n,pr ..pr )=1

Teoreem 10.2. Kehtib valem

(2 )

Tõestus. Teoreemi 4.12 kohaselt
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u(d) 
d  I ( n , p 1  . . . P r )

Г 1, kui (n, p1...pr) = 1,
0, kui (n, p^...pr) 4 1.

Arvestades veel, et

[f]
1

П й Х
n i d

saame

21 [j]K(d) 3 51 ^(d) ^d|p,...p jI n $x|P1 Pr d|pr ..pr nrd

f/.(d) * 1 = cf(x, r).
n$x df(n,pr ..p ) n * x

1 Г (nfPl...pr)-1

Kui votta pr^ V x < Pr+v s ü 0 valem (2) annab valemi
(1). Toepoolest, tf(x, r) on algarvudega pi ̂  V x ( i  = 
я 1,2,...,r) mittejaguvate naturaalarvude n $ x arv. Natu­
raalarvudeks n ̂  x , mis ei jagu algarvudega p ̂  V x , on aga 
algarvud poollõigust ( V x, x ] ja arv 1 (I pt., §4, punkt 2). 
Seega vaadeldaval juhul

<p(x, r) = fU(x) - /r( Vx) + 1.
Selleks et veenduda valemite (1) ja (2) paremate poolte üh­
timises, tuleb arvestada jagajate d kuju ja Möbiuse 
^-funktsiooni definitsiooni (vt. IV pt., §4).

1870. a. tõestas saksa matemaatik D.Meissel teoreemi, 
mis lubab arvutada 2T(x) väärtusi märksa vaiksema vaevaga 
kui seda võimaldab valem (1).

Teoreem 10.3 (Meissel). Olgu tähistatud 5T( V̂ x) = r ja 
TZ ( Vx) = s. Siis
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(3) яг(х) = cf(x, г) + S
+ ^(s - г + 1)(а + г - 2).- ^  ( р“) •

i=r+1
Toestus. Kasutatud tähistuste tõttu on

(4) pr h i  < p r+1 с  Pr+2 <  ... <  P3 <  < P 3+r  
Olgu M hulk, mille elementideks on naturaalarvud n ^ x, mis

3ei jagu algarvudega p ^ vx. Siis hulka M kuuluvad: *1) arv 1;
3

2) kõik algarvud poollõigust (Vx, x]; viimaste arv on 
37T(x) - rt{ Vx) = тг(х) - r; 3) teatud kordarvud, mille va- 

himaks algarvuliseks teguriks on algarvud hulgast (vt. teor. 
1. 20 )

(5) Pr+1’ pr+2* ps*
Määrame hulka M kuuluvate kordarvude arvu. Kuna p̂ ,. >  x,

X » I

siis (4) tõttu sisaldavad hulka M kuuluvad kordarvud pera- 
jasti kaht algarvulist tegurit, s.t. nimetatud kordarvude! on 
kuju P.:Pi, kusjuures vahim neist, olgu see p., kuulub kind-

J- J J

lasti hulka (5). Sealjuures
(6) PiP j  ^  x .

Tarvitseb leida kõigi selliste korrutis te arv. Vorratuse (6) 
tõttu on

(7 ) P i  *  P j *  *-  .

Iga p.̂ korral, kus г с  i $ s, on tingimust (7) rahuldavate
algarvude p. arv võrdne J

^ ( f r ) -  -"(р*) + 1 . n [ ~ )  - i * 1
ja seega korrutiste p.p . ehk kordarvude arv hulgaз К vorduсJ
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H k ) - 1 " ) '  S > ( f r H ° '  г ? Г a- ^  •i=r+1 1 i=r+1 4 1
Seega saame kõigi hulka M kuuluvate naturaalarvude arvu 
ф(х, r) jaoks valemi

<p(x. г Г - 1  + Ж >) - г ♦ Х л ( г )  - (3 - ■г^ г + -̂ -Ц
1=Г+1

3
* я(х) + ^ ( р - ) " "  г + 1^ а + г - 2)*2'

i=r+1

Siit saamegi seose (3).
Märgime, et viimast summat valemis (3) võib esitada ka

kujul

JT
3 i f ) -
V x < p <Vx

Näide 2. Kasutades Meisseli teoreemi, leiame 1200 mitte 
ületavate algarvude arvu.

3____Antud juhul x = 1200. Arvude V1200 = 10,6... ja 
V12'0Ö = 34,6... vahele kuuluvateks algarvudeks on 11, 13»
17, 19, 23, 29 Ja 31; r = Я(У1200) = 4, s = /r( VT2Õ0) = 
= 11; ^(s — r + 1)(s + r - 2) я ̂ *8*13 = 52. Arvutame vii­
mase summa valemis (3):

ž * ( £ )  - 3 . 2 1  n ( f )  = я ( ® . * я , М „
i=r+1 - Vx<p<Vx

+ *(1220) + я ( ^ )  + / г ( ^ )  + п О Ш )  +

+ TT(^I^) = 29 + 24 + 19 + 18 + 15 + 13 + 12 =

= 130.
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Suuruse cp(x, г) = <р(1200, 4) arvutamiseks kasutame vale­
mit (2):

Cp (1200, 4) = 2 Z  (-!F 2] ^ d) = Pf22] " 
d| 2-3*5*7

- i
[IfOO], p200 j

- i
[ i p ] . [1|00] t f12001 

[ 27T \

♦ Ii m * i m ♦ i f f r ]  +
Г12001 
Y ^ T \

= 1200 - 600 - 400 - 240 - 171 + 200 + 120 +
+ 85 + 80 + 57 + 34 - 40 - 28 - 17 - 11 + 5 =
= 1781 - 1507 = 274.

Seega тг(1200) = 274 + 52 - 130 = 196, s.t. lõigus [l, 1200J 
leidub 196 algarvu.

Valemi (3) kasutamisel on kõige enam vaevanõudvaks 
tööks <f(x, m) arvutamine (valemis (2) on liidetavate arv 
2r). Selleks et suuruse ф(х, m) arvutamist lihtsustada, 
võib kasutada jargnevas tõestatavaid rekurrentseid seoseid.

Teoreem 10.4. Kui lugeda if>(x, 0) = [x]', siis iga 
r = 1,2,... korral

(8) ф(х, r) = tp(x, r - 1) - r - 1)*

Kui [x] = tp1p2...pr + s, kus t ja s on mittenegatiiv- 
sed taisarvud, siis

(9) ф(х, r) = tif>(p1p2...pr ) + ф(з, r) 

ja valemis esinev Euleri cp-funktsioon
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^ ( p ^ g . - . p y )  Я ( P 1 - 1 ) ( P 2 - D . . . ( P r  - Я *

Toeatua ([9], Ik. 61-63). Ekaiateerib (f(x, r - 1) 
naturaalarvu n ^ x, mia on ühistegurita algarvudega 
P^, p2. ..., Pr_-j' Neiat naturaalarvudeat täpaelt

, r - 1 j jagub algarvuga pr, seat nimetatud 

cp(x, r - 1) naturaalarvu hulka on arvatud pp kordaed hpr 

 ̂1 £ h $ mille korral (h, P-|P2» • »Pp..̂ ) = 1* Seega keh­

tib valem (8).
Valemi (9) toeatamiaeka arveatame, et arvude

(10) 1, 2, ...» P-jP2***Pj.» •••» tp^p2...p̂ ,

hu.lgaa on täpselt t cp (P-|P2» • *Pr) arvu, mis on ühiategurita 
korrutiaega p.|P2..»Pr, aeat iga täielik jääkide aüateem 
mod P^P2,**Pr aisaldab ср(р1р2...pr) aelliat arvu (arvud
(10) võib jaotada t täielikuks jääkide süsteemiks). Selleks
et arv

(11) tp1p20..pr + u (u = 1,2,...,s)

oleka ühistegurita korrutisega p1...pr on tarvilik ja pii­
sav, et see omadus oleks arvul u. Ühiategurita arve (11) on 
aeega <f(a, r). Saamegi valemi (9).

Käide 3. Kasutades rekurrentaeid valemeid (8) ja (9), 
leiame näitee 2 kaautatud auuruae q?(1200, 4):

<f( 1200, 4) 5<f(2*3*5*7) + (f(150, 4) = 240 + <p(150, 4), 
^(150, 4) = Cf(150, 3) - tf(21, 3) =

= 5^ (30) - ф(21, 3) = 40 - cp(21, 3),
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tf(21, 3) * <f (21, 2) - Cf(4, 2) *
» 3 if>(2»3) + <f(3, 2) - cf(4, 2) - 6; 

lf( 1200 , 4) * 240 + 40 - 6 a 274.

Märgime lopuks, et peale Melsseli valemi (3) on teada 
valemeid ?r(x) arvutamiseks, kas л(х) avaldub suhteliselt

M n_väikeste rc(y) väärtuste ja <f(x, r) kaudu, r » vx) ja 
n > 3. Sellised valemid nõuavad väiksema hulga algarvude ja 
тг(у) väärtuste teadmist, kuid on märksa keerukamad kui va­
lem (3).

Valemi (3) abil on leitud /с(109) = 50 847 478.

Har .1 utusül es andeid ♦
10.1. Arvutada Meisseli teoreemi abil arvust 2000 

väiksemate algarvude arv. Valemis esinev suurus <f(x, r) 
leida rekurrentsete seoste (8) ja (9) abil. Tulemust kont­
rollida algarvude tabeli jargi.

10.2. Kui palju liikmeid tuleks leida
a) fZ(2000) arvutamisel valemist (1);

3
b) <f (2000, rc( VŽOÕO)) arvutamisel valemist (2)? 
10.3* Arvutada /r(3000).
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§2. JAOTUSFUNKTSIOONI HINNANGUD JA 
ASÜMPTOOTILISED VALEMID

Arvutamine eelmises paragrahvis toodud valemite järgi 
muutub seda tülikamaks, mida suurem on x. Pealegi ei või­
malda nimetatud valemid uurida tapsemalt funktsiooni тг(х) 
kasvamise iseloomu, näiteks kasvamise keskmist kiirust. Sel­
les suhtes on mugavamad asümptootilised valemid, millest tu­
leb juttu kaesolevas paragrahvis. Tõestame eelnevalt järgmi­
se teoreemi.

Teoreem 10.5 (Tsebõšov). Eksisteerivad konstandid a ja 
b, kusjuures 0 < a ^ 1  ja b > 1, nii et iga x ^ 2 korral 
kehtivad võrratused

(1) а — Я ’(х) b —  - - .In x ln x
Tõestus ([l], lk. 334-337). 1) Hindame kõigepealt 

avaldist T(x) - 2T(^), kus funktsioon T(x) on defineeritud 
IV peatüki 2. paragrahvis, s.t.

(2) T(x) = ln n = 1п[х)! = X  (ln P)f + “2 + ...) .
n§x p ■* ^p

Eeldame, et n ^ 3. Siis 2n n
T(2n) - 2T(n) = ^  l n k - 7  ln к =

(j ) k=n+1 k=1
= ln + ln + ... + ln SJS>(n+1)ln 2,

sest ln ^тр-^ln 4 - 2 ln 2 ja ülejäänud liidetavad 

ln я ln(1 + S) ^  in 2. Teisest kuljest
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i f S f i -  -  0 f n <  1 + 0l j  ... + . . .  + 0|” .  (1 + 1 ) 2n =220

ja seega

(4) T(2n) - 2T(n) = ln < 2n ln 2.nlni
Võtame suvalise x ^ 6 ja valime n nii, et 2n ̂  x < 

<2(n+1). Kuna T(x) on mittekahanev tükati konstantne funkt­
sioon, siis T(x) on võrdne kas arvuga T(2n) või on sellest 
ln(2n+1) võrra suurem ja T(^) = T(n). Seetõttu

T(2n) - 2T(n) ^ T(x) - 2T(|) $ T(2n) - 2T(n) +
+ ln(2n+1).

Arvestades hinnanguid (3), (4) ja võrratust n+1 >  ̂  , saame

(5) T(x) - 2T(|) ^ (n+1) ln 2 > x ,

(6) T(x) - 2T(|) $ 2n ln 2 + ln(2n+1) « x ln 2 + ln(x+1)<
с x(ln 2 + 1).

2) Hindame л(х) alt. Valemist (2) saame

(7) T(*)-2T<§b P)((ff] - * f e H [ ? ] - 2 [ ^ ] ) * - ) -
p$x F

Ы  ' 2[i7.
Kui pk > x, siis liidetavad võrduvad nulliga.

]f _ „Need liidetavad aga, kus p $ x, ei uleta 1. Toepoolest, iga 
reaalarvu oi korral oi - 1 < ^ oc ja seega [об] - 2[ту] <
<0C- 2(^ - 1) я 2. Seega avaldises (7) on ln p kordajaks 

s
“ p - Ž ( & e] - 2Ы ) 4 в ’2p‘

L tj
ee võrratuse logaritmimisel saame, et sln p $ ln x, millest

k= 1
kus liidetavate arv s on maäratud tingimusega pa ̂  x. Viima-
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8м * .  « р < J»

*(l) - 2*(^) Я  1н Р р ■ ln I ^  1 ■ >г(х) In I.
Р<х psx

Arvestades hinnangut (5) saane silt

в • t •
/Г (x) In x £ x,

2 2/Г(х) >  a , kus a - -g—  < 1.

Võrratus on tõestatud x ^ 6 korral. On selgt, et konstandi 
a гahendamisega saab võrratuse muuta kehtivaks kolkide x ^ 2 
korral.

3) Hindame rr(x) ülalt. Kuna võrduse (7) paremal poolel
on kõik liidetavad mittenegatiivsed, siis jättes neist ära

X ••need, kus p $  ̂  , me ei suurenda summat. Sealjuures ulejaa-
nud liidetavatee on ln p kordajaks

([f] - 2fel) + { [ ? ]  - 2li7l)+ •••ж 1- 
Xsest - < p < x, x > 6 ja seega 2p > x, p2 > ~  > x ,2 4

2 32p >  x, p^> x, ... Seosest (7) saame

T(x) - 2T(|) >  5 1  ln p > ln f  У ~  1 =
§<P*x f<PSX

= (я:(x) - /T(f))ln| .

Liites viimase võrratuse mõlemale poolele /r(x)ln 2, mis on 
väiksem kui x ln 2, ja kasutades hinnangut (6), saame
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rt(x)ln X - rr(|)la I < т(х) - 2T(|) + xln 2 <

< x(2 1» 2 + 1) ■ cx, 
kus с a 2 ln 2 + 1. Arrestadee, et kollalt suure s korral 

7Г ̂ = 0, saame viimast võrratust korduvalt rakendades

rc(x)ln x «ž cx + л-(|)1п I ^ cx + с + /r^pjln <...

(̂г8)111 2s
< cx( 1 + ^ + -lg + ...) ■ 2 cx.

Tähistades b = 2c = 2(2 ln 2 + 1), saame x > 6 korral

^ ( x ) < b I T I -
Eui konstanti b suurendada, hakkab võrratus kehtiaa ju­

ba alates väärtusest x * 2. Teoreem on tõestatud.
Võtnud T(x) - 2T(2) asemel avaldise

T(x) - 1(f) - C(|) - T(|) +

tõestas P.L.Tsebõšov 1850.a., et teatud (küllalt suurest) x 
väärtusest alates kehtivad võrratused (1), kus a = 0,921, 
b = 1,106. Peale selle tõestas Tsebõšov, et kui eksisteerib 
piirväärtus

lim (jT(x ) : t—-z) ,
X —  oo 111 X

siis see võrdub ühega. Piirväärtuse olemasolu ei õnnestunud 
tal aga näidata. Alles 1896.a. tõestasid J.Hadamard ja de la 
Vall£e Poussin teineteisest sõltumatult, et nimetatud piir­
väärtus eksisteerib. Tõestus nõuab kompleksmuutuja funktsi- 
ooniteooria kasutamist. 1949.a. andeid taani matemaatik
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A. Selberg ja ungari matemaatik P.Erdõs "elementaarse” toes­
tuse, mis ei kasuta kompleksmuutuja funktsiooniteooriat. See-

** уga kehtib asumptootiline valem 
i

(8 ) o •

Teisiti voib tulemust tolgendada nii: kullalt suures lõigus 
[l,x] on algarve ligikaudu 'fn"x °Sa kõikidest naturaalar- 
vudest.

Suhet ' W . , kus x on naturaalarv, voib nimetada x
я:(х) 
x

algarvude keskmiseks tiheduseks lõigus [1, xj. Kuna võr- 
ratusest (1) järeldub, et

lim = 0,
x-*-00 x

siis algarvude keskmine tihedus kõigi naturaalarvude hulgas 
on null.

Peale valemi (8) on teada ka teisi funktsiooni ^r(x) 
asümptootilisi valemeid. 1808.a. leidis Legendre empiirilisel 
teel, algarvude tabeli uurimisel, järgmise ligikaudse valemi:

~  ln x - 1,08366 *
Samal viisil sai Gauss valemi

(9) (
0 2

Tšebõsov põhjendas aastatel 1849-1852 nende valemite kehti­
vuse, tõestades ühtlasi, et valem

(10) /E(x) ln x - a

Meenutame, et f(x) ̂  g(x) mingi piirprotsessi suh-
f (x)tes, kui selles piirproteessis lim 3 1*
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on suurte x väärtuste puhul kõige tapsem siis, kui a = 1.
Lähtudes sellest, et valem (8) kehtib, näitame ka vale­

mi (9) kehtivuse, s.t. tõestame, et-

X dt
i2X —*oo

Selleks tarvitseb naidata, et

lim (л(*) : j jjpjl- 1-

2X —» oo
Kasutades L'Hospitale*i võtet saamegi

lim ( \ r——г1 : ) = lim ( — !—  : ln X ■-) =X - « \  j ln t ln X/ \ ln x ln2 X '

= lim r— I-D — у = 1. x-oc In x - 1
Osutub, et Gaussi valem (9) on valemist (10) märksa täpsem. 
Ülevaate valemite (8) ja (9) täpsusest annab juuresolev ta­
bel, mis on põhiliselt koostatud A.E.Inghami raamatus

X я:(х)
X
( dt
J ln t2

X

S ln t
2

rr(x): ln X

103 168 177 0,94 1,159
104 1229 1245 0,98 1,132
105 9592 9629 0,996 1,104
106 78498 78627 0,9983 1,084

5* 106 348513 348637 0,9996 1,075
107 664579 664917 0,9994 1,071
108 5761455 5762208 0,99986 1,061

104395301 6000000 6000535 0,99991 1,061
109 50847478 50849234 0,99996 1,053
1010 455052512 455055613 0,999993 1,048
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(А.Е.Ингам. Распределение нровтых чисел, М.-Л., 1936) too­
dud tabeli põhjal; ЛГ(Ю10) väär tos on võetud W.Sierpinski 
raamatust (В.Сершгаскнй. Что uh знаем и чего не знаем о 
простнх чжслах, M.-Д., 1963) 1к. 29. Tuleb märkida, et ni­
metatud raamatus, samuti õpikus [2], lk. 274 on rr(10^) 
▼äärtuseks märgitud 50 847 534. Kaesolevas tabelis toodud 
väärtus on antud peale Inghami raamatu ka näiteks raamatu­
tes [5] , lk. 105 ja [9] > lk. 61. Tabeli kolmandas veerus 
oleva integraali väärtused (ümardatuna täisarvudeks) on 
1969.a. üle kontrollitud THÖ elektronarvutil "Ural-4n. Alt 
kolmandas reas on esitatud vastavad andmed suurima algarvu­
de tabeli viimase arvu kohta (vt. I pt., § 4, punkt 2).

Märgime, et valemist (8) võib saada asümptootilise 
valemi ka n-nda algarvu pQ jaoks. Selleks lähtume seosest

7C(x)ln x--------  ■ 1 + ctQx),X
mis on lõpmata väikese ot(x) korral samavaärne valemiga (8). 
Logaritmimisel saame

1пя(х) + ln ln X - ln X = ln (1 + oc(x)),

millest
ln fc(x) 1 ln (1 + ot(x)) _ ln ln x
ln x ln x ln x

Ja

Nuud leiame
lim "'-г 4' ■ ■■ г ч я lim -—у  v ■ lim ^—r - 1.x— „о я(х) ln ff(x) x-»oo ln x x-*oo ln ^Cx)
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Kui võtame siin x = рд, siis viimane võrdus omandab kuju
p

lim — ■£—  = 1 n-oo n Ш  n
ehk I
/ \ frV11) Pn — ' n ln n.

Tuleb mainida, et valem (1 1) ei ole eriti tapne. Tema 
rakendusena arvutame näiteks algarvu pg 0Q0 00q ligikaudse 
väärtuse. Naturaallogaritmide tabelist leiame 

ln 6 - 1, 791 759 47,
In 106 = 6 ln 10 » 13,815 510 56.

Seega ln 6 ooO 000 « ln 6 + In 106 =■ 15,607 270 03 ja

n In n a 93 643 620.

Võrreldes saadud tulemust pg q0Q q0q täpse väärtusega 
104 395 301 näeme, et relatiivne viga on ligikaudu 10 %. On 
muidugi selge, et n piiramatul kasvamisel relatiivne viga 
läheneb nullile.

§ 3* EULERI VALEM. ALGARVUDE PÖÖRDVÄÄRTUSTE 
REA HAJUVUS

Käesolevas paragrahvis esitame veel mõningaid tulemusi, 
mis on seotud algarvude jaotumisega, eriti aga iseloomusta­
vad algarvude "tihedust" naturaalarvude hulgas.

1. Eulerl tõestus algarvude hulga lõpmatuse kohta. 
Euleri valem. I peatüki 4. paragrahvis tõestasime, et alg­
arve on lõpmata palju (teoreem 1.21). Esitame nüüd nimeta­
tud teoreemile Euleri tõestuse, mis kasutab matemaatilise
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analüüsi aparatuuri ja pani aluse analüütilisele arvuteoo­
riale.

■ ÜO
—jr koondub ja kehtib 

k=0 P*
valem

1 ° °  1
(1) — л  = 1 + ^  + 4 + ***“ 2 1 “ е -

t  р* кя0 л
Oletame, et algarve on vaid lõplik hulk:

P-j» ?2» • • •» Pn*
Kirjutame välja valemid (1) kõikide algarvude jaoks ja kor­
rutame saadud n seose vastavad pooled. Vasakul saame

n

П т т х
A = 1 Px

paremal aga absoluutselt koonduva korrutisrea, mille üld­
liikme voib esitada kujul

1
(2)

J*1 *2 *n 
Pi p2 e,,Pn

kus cC], a 2, o<n on suvalised mittenegatiivsed taisar-
vud. Kuid aritmeetika põhiteoreemi (teoreemi 1.33) kohaselt
saab iga naturaalarvu esitada ühesel viisil kujul
oL <X2 o£3 oL.
P1 p2 P3 -“ Pn * sest nagu me eeldasime, leidub ainult n

algarvu p-j, p2, ..., pQ. Järelikult üldliikme (2) võib esi- 
■1tada ka kujul — , kus m on mistahes naturaalarv. Et liikmed m

kujul (2) on kõik üksteisest erinevad, siis võib ridade (1) 
korrutise esitada kujul

ao

X i .m=1
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kusjuures meie arutluse kohaselt on see rida koonduv. Kuid 
matemaatilises analüüsis tõestatakse, et saadud harmoonili­
ne rida hajub. Järelikult oletus, et algarvude hulk on lõp­
lik, ei pea paika.

Teoreem 10.6. Kui s > 1, siis kehtib nn. Euleri valem
OO oo

Пттг -I3>-X = 1  ̂ _8 m= 1
Toestus. Lähtume valemist

1 . 1 1 1
1 1~* = + 72s + ~3s + * * *1 " T  Px Px Px Px

ja kirjutame ta välja kõikide algarvude plt p2, ..., Pn 
jaoks, mis ei ületa mingit etteantud naturaalarvu N. Korru­
tame kõikide saadud valemite (3) vastavad pooled. Kuna kor­
rutatavaid ridu on lõplik hulk, siis korrutisrida on abso­
luutselt koonduv ja tema liikmeid võib valja kirjutada suva­
lises järjekorras. Arvestades seda, paigutame korrutisrea 
liikmed kahanevas järjekorras. Saame tulemuseks seose
/j4 Г~1 1 1 1 1 1 1(4) ---- г- = 1 + “Si + “š + ••• + Zä + ”ä + Zš + *1 1 1 - ~  2 3 Л8 N® N®X = 1 px
kus esimesed N liiget võrduse paremal poolel on järjestikus­
te naturaalarvude 1, 2, 3» 4, ..., N põördväärtuste s-ndad 
astmed, sest naturaalarvud 1, 2, ..., N on kõik esitatavad 

cdi <*? <*nkujul p1 p2 ...pn . Arvude N1 > N + 1, Ng ̂  N1 + 1, ... 
seas ei esine enam kõiki järjestikuseid naturaalarve (näi­
teks ei esine Pn+1)- Kui s > 1, siis rida

1 1 1 
1 + -5' + 1Г + ~|э + **•2 3 4S
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koondub ja seeparast võib iga kuitabee vaikese positiivse 
reaalarvu l jaoks leida naturaalarvu H, nii et 

1 1

(H+1)8 (H+2)8
Siis aga ammugi

Za + Ha + ••• ^  ̂  •
' 2 nSeega valemist (4) järeldub, et lõpmatu korrutis | |----

1 ̂ " Га
xkoondub. Minnes valemis (4) üle piirile n-*-oo ja arvestades, 

et siis ka H —► 00, saamegi Euleri valemi. Euleri valemis 
esinevat summat, vaadelduna s funktsioonina, nimetatakse 
Riemanni dzeetafunktsiooniks ja tähistatakse ^(s). Seega

m=1
Euleri valemi abil ja ^-funktsiooni uurimise alusel on 
saadud algarvude kohta üsna kaugeleulatuvaid tulemusi.

2. Algarvude poordväärtuste rea hajuvus. Käesoleva pa­
ragrahvi lõpul tõestame veel algarvude järgmise tähelepanu­
väärse omaduse.

I Teoreem 10.7. Algarvude poordväärtuste rida

? + 5 + 5 + 7 + Л + ••• A= 1 л
hajub.

Toestus. Valem (3) kehtib, kui s = 1. Seega kehtib 
s « 1 korral ka valem (4), mis on esimesest tuletatud. Va­
lemist (4) järeldub, et

n N



tois n on naturaalarvu N mitteületavate kolkide algarvude 
Pi» • ••, pn arv. Laseme H piiramatult kasvada: N — ■ eo; siis 
fcs n -* oo. Bt harmooniline rida hajub ja tema summa on +00,

siis hajub ka korrutis | | --- —  ja tema väärtus on + oo .
Л-1 1 ~ К

Siit järeldub, et hajub rida
06  OO

X  (- ln(1 - J-» =■ ln П r - V  •
Л=>1 л X»1 1 “ px

kusjuures tema summa on + 00. Arendame — ln(1 - ~ )  ritta,
1 X arvestades, et ^“ <1* Saame

............
1

X
00

X
Rea 2 liikmed on suuremad kui positiivsete liikme­

e l  x
tega hajuva rea vastavad liikmed. Seega hajub ka rida

к  larl4a _
Tõestatud teoreemist järeldub näiteks, et kullalt suu­

red algarvud paiknevad reaalarvude hulgas märksa tihedamalt 
kui naturaalarvude astmed reaalarvulise astpndajaga s > 1.

Toepoolest, rida koondub, kui s > 1.

§4. ALGARVUDE JAOTUMINE ARITMEETILISTES 
PROGRESSIOONIDES

Analoogiliselt sellega, nagu uurisime algarvude jaotu­
mist koigi naturaalarvude hulgas, võime uurida algarvude 
jaotumist aritmeetilistes progressioonides. Käesolevas pa-

293



гagrahvis aimame ülevaate mõnedest sellel alal saadud tu­
lemustest.

Vaatleme jada {an+b}, kus a ja b on ühistegurita täis­
arvud (a > 0), n aga naturaalarvuline muutuja. Nagu märki­
sime juba I peatükis, tõestas Dirichlet (teor. 1.30), et 

| iga selline jada sisaldab lõpmata palju algarve.

Dirichlet kasutas oma teoreemi tõestamisel erilisi ar- 
vuteoreetilisi funktsioone %(n), mida nimetatakse karakte­
riteks . ja neid funktsioone sisaldavaid ridu (Dirichlet' 
L-read)

kus s on kompleksne argument (erijuhul, kui /£(n) = 1 iga 
n korral, saame dzeetafunktsiooni £(s)).

Karakteriks mooduli a jargi nimetatakse funktsioöni 
%(n), mis rahuldab järgmisi tingimusi:

1) X ( D  * 1;
2) %(c) = 0, kui (c, a) > 1;
3) % (cd) a X(°)X(d) iga с j a d korral (tugev mul - 

tiplikatiivsus);
4) X(c) » %(d), kui с s d (mod a).

Dirichlet* tõestus kasutab asjaolu, et karakteritel 
on üks ja sama väärtus kõikide arvude korral, mis on moodu­
li a jargi kongruentsed, s.t. kuuluvad ühte ja samasse 
aritmeetilisse progressiooni vahega a.

üksikutel erijuhtudel (jadad {4n-1}, (4n+l), (6n+1|) 
on Dirichlet’ teoreemi tõestus lihtne (vt. näit. [1], lk.
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356-358). 1949.a. leidis A.Selberg teoreemile ka üldjuhul 
elementaarse tõestuse.

Analoogiliselt jaotusfunktsioonile я(х), mis näitab 
arvu x mitte ületavate algarvude arvu kõigi naturaalarvude 
jadas, võib defineerida algarvude jaotusfunktsiooni arit­
meetilisel progressioonil {an+b}. Tähistame reaalarvu x 
mitte ületavate algarvude arvu aritmeetilises progressioo­
nis (an+b), kus (a, b) =* 1, sümboliga n(x, a, b). Dirich- 
let' teoreemist järeldub, et

7t(x, a, b) -► oo , kui x -► oo .

Ka siin huvitab meid jaotusfunktsiooni asümptootiline 
hinnang. On tõestatud, et

I(1)

kus cp(a) on Euleri Cf-funktsioon. Arvestades funktsiooni 
TC(x) asümptootilisi valemeid, võime kirjutada:

( лСх. a, b ) ~ - ^  j ^
i c  2
Ja

| £ ft(x. a, .

Valem (1) näitab, et fikseeritud a korral on kõikides pro­
gressioonides {an+b}, mis erinevad üksteisest vaid b poolest 
ja milles (a, b) = 1, ligikaudu ühesugune hulk arvu x mitte 
ületavaid algarve - keskmiselt —1QQ— % kõikidest algarvu- 
dest lõigust [1, xj.

Aritmeetiline progressioon kujutab endast lineaarse 
funktsiooni f(t) = at + b väärtuste jada argumendi jarjes-



tikustel nsturaalarvulistel väärtustel. Voib aga vaadelda 
ka kõrgema astme polünoome, näiteks ruutpolünoomi

f(t) » at2 + bt + с

argumendi täisarvulistel väärtustel, eeldades ühtlasi, et 
(a, b, с) * 1. Peab aga ütlema, et pole õnnestunud tõesta­
da ühegi kõrgema kui esimese astme polünoomi f(t) korral, 
et jada (f(n)} sisaldaks lõpmata palju algarve. Pole ka 
tõestatud, et ta sisaldab vaid lõpliku hulga algarve. See 
on üks seni lahendamata probleemidest. Isegi kõige lihtsa­
ma jada {n2+l} kohta ei saa midagi õelda. Vähemalt alguses 
sisaldab ta üsna palju algarve: esimese 3000 liikme kohta 
on neid loendatud 300.

Analoogilist huvi pakub ka näiteks lahendamata prob­
leem, kas leidub lõpmata palju algarve Fibonacci arvude ja­
das

1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, ..., 

kus iga järgnev arv on kahe eelneva summa (un+1 »  ̂+ u^, 
u1 = u2 ■ 1).

Lõpetades käesolevat peatükki ja ühtlasi kogu kursust, 
märgime, et arvuteoorias leidub hulgaliselt lihtsalt sõnas- 
tatavaid lahendamata probleeme, sealhulgas eriti ka neid, 
mis on seotud algarvudega ja nende jaotumisega. Mõningate 
lahendamata probleemide loetelu võib leida õpikust [l], lk. 
367-З68, ja ülesannete kogust [12J, lk. 57-60.
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HAßJIJTUSÜbES ANNETE VASTUSED JA NÄPUNÄITED

1.1. b a 182, r = 115. 1.2. 233* 1.3. Olgu vaadeldav 
arv N а Ю 4а + 103b + 102c + 10d + e. Pärast ühe numbri üm­
berpaigutamist saadav arv N̂  = 104b + 103c + 102d + 10e + а 
esitada kujul 10N - 99999a. 1.4. Esitada korrutis kujul 
n(n+1)(n+2) + (n—1)n(n+1) ja näidata, et kumbki liidetav ja-

С Оgub 6-ga. 1.6. n - n = (n-1)n(n+1)(n +1) =
= (n-2)(n-1)n(n+1)(n+2) + 5(n-1)n(n+1). Naidata, et kumbki 
liidetav jagub 30-ga. 1.7. a) 17; b) 7429; c) 437; d) 1.
1.8. x = - 6, у = 11. Seose saamiseks avaldada Eukleidese 
algoritmi eelviimasest vordusest d. Sellele eelneva võrduse 
abil avaldada d suuruste rk_2 ja kaudu jne., kuni lõ­
puks d on avaldatud a ja b lineaarse kombinatsioonina.
1.9. Kasutada teoreemi 1.14. 1.10. a) 1 110 111; b)
b) 177 480 177; d) 96 577. 1.11. Kasutada täieliku Indukt­
siooni meetodit ja teoreemi 1.16 . 1.12. Näpunäide: Esitada 
arvud n kujul: n = 3q+r, r = 0, 1, 2. 1.13« Tõestus on 
analoogiline teoreemi 1.29 tõestusega. 1.14» 23*33*54*73*
•112.17*23*37; jagajate arv on 7680. 1.15. 1, 2, 4, 8, 11,
22, 44, 88, 121, 242, 484, 968.

2 . 1 . [ 1 ,  1 ,  2 ,  1 ,  1 ,  6 ,  1 ,  1 J , [ 1 ,  1 ,  2 ,  1 ,  1 ,  6 ,  2 ] .  

2 . 2 . [ 2 ,  2, 1, 4, 1, 1, 6, 20, 2 ] .  2 ^ .  iLA-

v  f- h  !• f • % ' Paaritu elementide arvu korral
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jääb ära eelviimane lähismurd; ülejäänud lähismurrud jäävad 
muutumatuks. 2.7. a) x = 17 + 35t, у = 4-4 - 97t; b) x =
= 6 + 19t, у я -2 - 10t. 2.8. 31 raamatut 23 kop. tükk,
17 raamatut 38 kop. tükk. 2.9. 17, 111; 35, 86; 53, 61; 71, 
36; 89, 11. 2.10. Kui x on kasutatavate pikemate torude arv 
ja у lühemate torude arv, siis x = 8, 15, 22, 29 ja vasta­
valt у = 61, 49, 37, 25. Kui tahetakse säilitada võimalikult 
palju pikemaid torusid, siis tuleb võtta x = 8 ja у = 61. 
2J1. а) [1,(1, 2)], b) [3,(1, 1, 1, 1, 6)], с) [5,(1, 1,
3, 5, 3, 1, 1, 10)], d) [1,(2, 2, 2, 1, 12, 1)], e) [-1,
2,(3)]. 2Л2. [ 1, 2, 3, 1, ...]. 2.13. Щ ,  \e - Щ \ <

* 33^15 < 0,000031 • iUi- f§§. 2И1. a) b) -2+V 3 ,
c) 9+V89, d) -5+V29, e) V57, f) V99- 2.19. a) [3,(1.
1, 4, 1)], b) [0,(1, 1, 4, 1)], c) [-1,(1, 1, 4, 1)].
2.20. [0,(9, 2)], [2,(9, 2)]. 2.2 1. Vähimad lahendid:
a) x = 2, у = 1; b) X = 17, У = 3; с) x = 649, У = 180;
d) x = 500 001, у = 53 ООО; e) x » 99, У = 10.

3.1. а) 4, b) 3» с) 2. 3.2. a) Tähistanud cos +
+ i sin — - = z, saame zn = cos 1Z + i sin /Г = - 1 ehk
zn + 1 = 0. b) Näpunäide: kasutada seost sin 3ip = 3 sin if -
- 4 sin̂ cp . 3.4. Näpunäide: Votta £ = ^ ja valida b = —

* 23 edasine on analoogiline tekstis toodud naitega.
£J.. 18; 4836. 4_2. 201 110; 476 377. 1^. Erinevaid 

jagajaid on kas 28 või 22. 4.4. 18. 16 875. £ЛЗ. Nä­
punäide: uurida nõutud kujuga arve ot väärtustel 0, 1 , ... 
iiä- x = 6, у = 5, z » 4. 4.10. 165. 4.11. 2116.358.528. 
•719*1 1 10.139-177•19б‘235‘294*313*373.412-432‘472-532*б1.
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•67«71.73-79*83*89*97*101.103«107*113. 4,12. 490. 4.14. 14в. 
4054. 4.16. 999 . [222] . [ ф ]  * [22*] . бвб. у ь

400 - [400] . [4^0] + [100] = 133. 4.18. 400. 4.19. 500.

ii20* 8700. 4.21. 40 arvu: 10, 30, 70, 90, ..., 970, 990.
4*2,3« cp(m). 4.24. Esimene juht leiab aset, kui (m, 2) « 1, 
teine, kui (m, 2) * 2. 4.26. Näpunäide: Kasutada <{7(a) aval— - 
diat kujul cp(m) а Р^1"1 (Р1-1 )...РдП’ (pn-1 ).

Is2- 83- 5.4. 70. 5.5. 61. 5.7. а) Tulemus on eba­
õige. b) Tulemus on ebaõige, kuid kontroll moodulite 9 ja
11 jargi seda ei avasta. 5.9. Jagub. 5.10. 56. Näpunäide: 
Siin а = 34, m = 110, (a, m) = 2. Et jagamisel tekkiv 
jääk on paarisarv, siis otsida teda kujul 2x. Pärast kongru­
entsi 2»17.34”̂ =  2x (mod 110) mõlemate poolte ja mooduli 
jagamist 2-ga saame juba rakendada Euleri teoreemi. 5.11. 
Näpunäide: Kasutades Euleri teoreemi näidata, et kongruents 
kehtib eraldi moodulite 37 ja 73 korral. Seejärel rakendada 
teoreemi 5.14.

6.1. a) x = 5 (mod 6); b) x = 2 (mod 5) ja x = -2  

(mod 5). 6.2. a) x = - 1 (mod 5) ja x s -2 (mod 5). 6.3.
a) x = 30 (mod 77), b) x s 21 (mod 67), c) x = 7 (mod 25). 
6.4. a) x =  81 (mod 337), b) x =  51 (mod 360). 6.5. x =  16 

(mod 36). 6^6. a) x sk 200 (mod 551) ehk x =  200, 751, 1302, 
1853, 2404 (mod 2755); b) x ^ 8  (mod 33). 6/£. a) x s  
= 283 (mod 385). 6ЛЗ. с) X s  1157 (mod 1860). 6.10. 353 +
+ 390t, kus t = 0, 1 , 2, ... 6.1 1. a) x = 2 (mod 3); b) x =
= 3, 4 (mod 5); c) x = 2 (mod 7); e) Pärast lihtsustamist:
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2x2 - x - 5 г 0 (mod 11); lahendid: х г  2, 4 (mod 11); f) 
Parast lihtsustamist: 2x® + 4x^ + x + 5 = 0  (mod 11), lahen­
did: x = 3, 5 (mod 11). 6.12. a) x = -13, -10, -4, 2, 5, 11 
(mod 30); с) x н Ю б  (mod 125); d) x =2102 (mod 74);
e) x =70, 124, 223 (mod 225); f) x =-757, -163, -1, 593, 
1187, 1349 (mod 22-33*52).

7.6. = 1, kui p - 12 ± 1; = -1, kui p => 12 ± 5.

7.7. Jagajateks võivad olla vaid algarvud 2, 3 ja algarvud 
kujuga 12+1. 1^8. a) Ei ole, b) on, c) on. 7.9. Näpu­
näide: Asendada kongruents ekvivalentse süsteemiga algarvu- 
liste moodulite järgi. О  Lahenduv, b) lahenduv, c) ei 
ole, d) ei ole, e) lahenduv, f) ei ole. 7.10. a) +1,
b) -1. 7.11. a) -1. 7.12. b) x « ± 17 (mod 37); с) x в 
= ±37 (mod 97); d) x= t 30 (mod 67); e) x = t 40 
(mod 101); f) x в ± 50 (mod 113). 7.13. a) x = + 37, t 91 
(mod 256); b) x s + 32 (mod 125); с) x в ± 19 (mod 343);
d) x * ± 16, ± 19, ± 26, ± 44 (mod 105); e) x в ± ц, + 15f 
± 37, ± 41 (mod 104); f) x s ± 17, ± 37 (mod 90).

8.1. Näpunäide: Kasutada vastuväitelist toestust. 8.9. 
a) 12; b) 36; c) 1992. 8.10. Mooduli 13Ä jargi on algjuu­
reks arv 6 iga «X £ 1 korral, mooduli 26 järgi on algjuu-

2reks arv 19, mooduli 2*13 jargi arv 175. 8.14. Iga arv on 5. 
astme jääk modulo p, kui algarv p on kujuga 5n+2, 5n+3 või 
5n+4. Koik arvud ei ole 5. astme jäägid, kui p = 5n+1; vii­
masel juhul on taandatud jääkide süsteemis modulo p arvult

2^1 = n viienda astme jääki. 8.15. a) x =  2 (mod 23); b) ei
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°le lahenduv; с) x = 5, 7, Ю, 11, 14, 15, 17, 19, 20, 21,
22 (mod 23); d) x ш 6 (mod 11); e) x *  17 (mod 22). 8j_l6.
23. 8.17. 35. 8.18. a) x = 17, 63,'66 (mod 73); b) x =
= 2, 3, 10, 11 (mod 13); с) pole lahenduv; e) x s  13, 29,
31 (mod 73); g) x a t 15 (mod 37). 8.19. b) x s 74 
(mod 79); d) x = 30 (mod 221). 8.20. a) x * 23 (mod 66), 
x > 0; b) pole lahendit; с) x = 7 (mod 9), x > 0; d) x =
- 0 (mod 9), x >0; e) x = 1 (mod 2), x >0; f) x s  37 
(mod 44), x > 0. 8.21. b) x = -38c., + 39c2 (mod 13*19), 
kus c1 = 4, 10, 12 ja c2 = 10, 13, 15 (kokku 9 lahendit).
8.24. Astendajale 7 kuuluvad arvud a = 7, 16, 20, 23, 24,
25 (mod 29). 8.26. a) 3; b) 21; с) 58; e) 44; g) 6; 
h) 6; i) 16. 8.27. a) 2; 2; b) 2; 22; c) 4; 48. 8.28. 
a) 12; b) 14; c) 58; e) 11; g) 10; h) 6; i) 8. 8.30.

= 0,(105263157894736842). 8.31. Näpunäide: Esitada murd

kujul -Д- = —  • ja rakendada lk-1 243 esitatud mot-
10* 8n 5*

tekäiku. Vaadelda eraldi juhte к = 1 ja к > 1. Viimasel ju­
hul kasutada teoreemi 8.6. Vastus: Perioodi pikkus on 
4»5*c“1. 8.32. Näpunäide: Teisendada kümnendmurd eelnevalt 
harilikuks murruks.

9.3. Ei sisalda algtegureid kujuga 6n+5. 9.4. Ei si­
salda algtegureid kujuga 20n+11, 20n+13, 20n+17, 20n+19.
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INDEKSITE TABELID

p =  3, p — 1 =  2, g = 2

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1

I j 0 I 2 3 4 5 6 7 8 9

.1. 2

p — b, p — l= 2 a, £ =  2

N 0 l 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 3 2 »
/f° 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 4 3

p —7, p — 1=2-3, ^  =  3

ЛГ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 1 4 5 3

/ j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

o|. 3 2 6 4 5

/>=11, p — 1 =  2-5, g = 2

yv 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 8 2 4 9 7 3 6
1 5

' 1° 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 1 2 4 8 5 10 9 7 3 6
1___ 1_

3 oe



p =  13, p —  1 =  22-3, g —  2
*  10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 0 1 4 2 9 5 11 3 8
1 10 7 6

/ j 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 1 2 4 8 3 6 12 11 9 5
1 10 7

p —  17, />-1=2«, g = 3

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 14 1 12 5 15 11 10 2
1 3 7 13 4 9 6 8

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 3 9 10 13 5 15 11 16 14
1 8 7 4 12 2 6

/>=19, — 1 =  2-32, g — 2

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 113 2 16 14 6 3 8
1 17 12 15 5 7 11 4 10 9

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 4 8 16 13 7 14 9 18
1 17 15 11 3 6 12 5 10

2 1 1 , g == 5

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 5 2 10 420 8 17 16 11
1 9 22 18 21 13 19 3 15 6 7
2 12 14

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 2 16 4 118 19 6 10
1 3 9 20 14 21 17 8 7 12 15
2 5 13 11

p =  29, p -  1 =  22.7, g-=2

N 1°1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 5 222 6 12 3 10
1 1 23 25 7 18 1327 421 11 9
2 j 24 17 26 20 8 16 19 15 14

/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 4 8 16 3 6 1224 19
1 9 18 7 14 28 27 25 21 1326
2 23 17 5 10 20 11 22 15

- :>IA5



p —— 31 p p —  1 —  2*3*5, S = ‘ ®

w 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0
1
2
3

14
8
15

0
23
29

24
19
17

1
11
27

18
22
13

20
21
10

25
6
5

28
7
3

12
26
16

2
4
9

0
1
2

1
25
5

3
13
15

9
8
14

27
24
11

19
10
2

26
30
6

16
28
18

17
22
23

20
4
7

29
12
21

P-=37, P — 1 = 2*3*, g — 2

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 26 2 23 27 32 3 16 0 1 2 4 8 1632 27 1734 31
1 24 30 28 11 33 13 4 7 1735 1 25 13 26 15 30 23 9 1836 35
2 25 22 31 15 29 10 12 6 34 21 2 33 29 21 5 1020 3 6 1224
3 14 9 5 20 8 19 18 3 11 22 7 14 28 19

lo —= 41, P — 1 = :2я 5, g-= 6

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 '1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0 0 26 15 1222 13938 30 о 1 1 6 36 11 25 27 39 29 10 19
1 8 3 27 31 25 37 24 33 16 9 1 32 28 4 24 21 3 1826 33 34
2 34 14 29 36 13 4 17 5 11 7 2 40 35 5 30 16 14 2 1231 22
3 23 28 10 18 1921 232 35 6 3 9 13 37 17 20 38 23 15 8 7
4 20

/1 == 43, P — 1 = :2.3.7, g _;

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
' 1 ° 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 27 l 12 25 2835 39 2 0 1 3 9 27 38 28 41 37 25 32
1 10 30 13 32 20 26 24 38 29 19 1 10 30 4 12 36 22 23 26 35 19
2 37 36 15 16 40 8 17 3 5 41 2 14 42 40 34 16 5 15 2 6 18
3 11 34 9 31 23 18 14 7 4 33 3 11 33 13 39 31 721 20 17 8
4 22 6 21 4 24 29



/> =  47, /?- 1 =2-23, £■= 5
iV 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1820 36 13832 840 0 1 5 25 31 142321 11 840
1 19 7 10 11 421 26 16 1245 1 12 13 18 432741 1738 2 10
2 37 6 25 5 28 229 142235 2 3 15 28 464222 16332426
3 39 3 44 2734333042 1731 3 36 39 7 353429 420 630
4 6 15 24 134341 23 4 9 45 37 4432 19

/у — 53, P — 1 = 2a-13, g == 2
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I I0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 48 0 1 17 247 18 14 334 0 1 2 4 8 1632 11224435
1 49 6 19 24 15 12 4 103537 1 17 34 1530 7 1428 3 6 12
2 13 31 7 3920 422551 1646 2 24 48 4333 13265251 4945
3 50 33 5 23 11 936303841 3 37 21 4231 9 1836 193823
4 43 45 32 22 829404421 28 4 46 39 25504741 29 5 1020
5 27 26 5 40 27

P - = 69, P 1 = 2-29, S'-= 2

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 150 2 651 18 342 0 1 2 4 8 1632 5 1020 40
1 7 25 52 45 1956 44043 38 1 21 42 25 50 41 23 46 33 7 14

2 8 10 26 1553 1246 34 20 28 2 28 56 53 47 35 11 22 44 29 58

3 57 49 5 1741 24 44 55 39 37 3 57 55 51 43 27 54 4939 1938

4 9 14 11 33 27 48 1623 54 36 4 17 34 9 1836 1326 5245 31

5 13 32 47 22 35 31 21 30 29 5 3 6 1224 48 37 1530
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/>s= 61, p — 1 =  2*.a.6, £•—  2
/ 1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 4 8 1632 3 6 1224
1 48 35 9 1836 И 22 442754
2 47 33 5 102040 1938 1530
3 60 59 57534529.5855 4937
4 13 26 5243255039 1734 7
5 14 28 5651 4121 42234631

Я =  71, />- 1 =2-5.7, g - 7
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P -  73, p -  1=2»3*, g-=5
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 8 6 16 1 1433 24 12
1 9 55 22 59 41 7 32 21 20 62
2 17 39 63 46 30 267 1849 35
3 15 11 40 61 29 34 28 64 7065
4 25 4 47 51 71 1354 31 38 66
5 10 27 3 53 26 56 57 68 43 -5
6 23 58 19 45 48 60 69 50 37 52
7 42 44 36

P = 79, o -- 1
N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 4 1 8 62 5 53 12 2
1 66 68 9 34 57 63 1621 6 32
2 70 54 72 26 13 46 38 3 61 11
3 67 56 20 69 25 37 10 1936 35
4 74 75 58 49 76 64 30 59 1728
5 50 22 42 77 7 52 65 33 1531
6 71 45 60 55 24 1873 48 29 27
7 41 51 14 44 23 47 40 43 39

0 = 83, —
Л/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 1 72 2 27 73 8 3 62
1 28 24 74 77 9 17 456 63 47
2 29 80 25 60 75 54 78 52 10 12
3 18 38 5 14 57 35 64 20 48 67
4 30 40 81 71 26 761 23 76 16
5 55 46 79 59 53 51 11 37 13 34
6 19 66 39 70 6 22 15 45 58 50
7 36 33 65 69 21 44 49 32 68 43
8 31 42 41

I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 5 25 52 41 59 3 15 2 10
1 50 31 9 45 6 30 4 20 27 62
2 18 17 12 60 8 40 54 51 36 34
3 24 47 16 7 35 29 72 68 48 21
4 32 14 70 58 71 63 23 42 64 28
5 67 43 69 53 46 11 55 56 61 13
6 65 33 19 22 37 39 49 26 57 66
7 i38 44
• 3.13, S  — 3
/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 3 9 27 2 6 1854 4 12
1 36 29 8 24 72 58 1648 65 37
2 32 17 51 74 64 34 23 69 49 68
3 46 59 19 57 1339 38 35 26 78
4 76 70 52 77 73 61 25 75 67 43
5 50 71 55 7 21 63 31 14 42 47
6 62 28 5 15 45 56 1030 11 33
7 20 60 22 66 40 41 44 53
2-41. 4 2
/ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 1 2 4 8 1632 64 45 7 14
1 28 56 29 58 33 66 49 1530 60
2 37 74 65 47 11 22 44 5 1020
3 40 80 77 71 59 35 70 57 31 62
4 41 82 81 79 75 67 51 1938 76
5 69 55 27 54 25 50 1734 68 53
6 23 46 9 18 36 72 61 39 78 73
7 63 43 3 6 12 24 48 13 26 52
8 21 42
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p —  89, /?-1-23.11, g —  Ъ

N 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 I 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 16 1 3270 1781 48 2 0 1 3 9 27 81 65 1751 64 14
1 86 84 33 23 971 64 6 1835 1 42 37 22 66 2060 2 6 1854
2 14 82 12 57 495239 32559 2 73 41 34 13 3928847444 43
3 87 31 80 85 226334 115124 3 40 31 4 12 36 1957826826
4 30 21 10 29 287273546574 4 78.56 79 59 88868062 824
5 68 7 55 78 196641367543 5 72 38 25 75 475267236929
6 15 69 47 83 5 13563858 6 87 83 71 35 164855765061
7 79 62 50 20 275367774042 7 5 15 45 46 495885775370
8 46 4 37 61 2676456044 8 32 7 21 63 1133 1030

P-=  97, P — 1  = 26 •3, g-= 5

N. 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 / 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9

0 0 34 70 68 1 831 644 0 1 5 25 28 4321 840 630
1 35 86 42 25 6571 40897881 1 53 71 64 29 484636832738
2 69 5 24 77 76 259 18 3 13 2 93 77 94 82 22 1365347374
3 9 46 74 60 2732 1691 1995 3 79 7 35 78 2 10505686 42
4 7 85 39 4 5845 1584 1462 4 16 80 12 60 94531 589692
5 36 63 93 10 528737554767 5 72 69 54 76 895791 674426
6 43 64 80 75 1226945761 51 6 33 68 49 51 61 147059 420
7 66 11 50 28 297253213330 7 3 15 75 84 32632423 1890
8 41 88 23 17 739038839254 8 62 19 95 87 4741 115581 17
9 79 56 49 20 228248 9 85 37 88 52 6639
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ALQARVÜDE ja nende vähimate algjuurte
TABEL

p g p g p g p g P g p g p g

2 1 179 2 419 2 661 2 947 2 1229 2 1523 23 2 181 2 421 2 673 5 953 3 1231 3 1531 25 2 191 19 431 7 677 2 967 5 1237 2 1543 57 3 193 5 433 5 683 5 971 6 1249 7 1549 211 2 197 2 439 15 691 3 977 3 1259 2 1553 3
13 2 199 3 443 2 701 2 983 5 1277 2 1559 1917 3 211 2 449 3 709 2 991 6 1279 3 1567 319 2 223 3 457 13 719 11 997 7 1283 2 1571 223 5 227 2 461 2 727 5 1009 11 1289 6 1579 329 2 229 6 463 3 733 6 1013 3 1291 2 1583 5
31 3 233 3 467 2 739 3 1019 2 1297 10 1597 1137 2 239 7 479 13 743 5 1021 10 1301 2 1601 341 6 241 7 487 3 751 3 1031 14 1303 6 1607 543 3 251 6 491 2 757 2 1033 5 1307 2 1609 747 5 257 3 499 7 761 6 1039 3 1319 13 1613 3
63 2 263 5 503 5 769 11 1049 3 1321 13 1619 959 2 269 2 509 2 773 2 1051 7 1327 3 1621 261 2 271 6 521 3 787 2 1061 2 1361 3 1627 367 2 277 5 523 2 797 2 1063 3 1367 5 1637 271 7 281 3 541 2 809 3 1069 6 1373 2 1657 11
73 5 283 3 547 2 811 3 1087 3 1381 2 1663 379 3 293 2 557 2 821 2 1091 2 1399 13 1667 283 2 307 5 563 2 823 3 1093 5 1409 3 1669 289 3 311 17 569 3 827 2 1097 . 3 1423 3 1693 297 5 313 10 571 3 829 2 1103 5 1427 2 1697 3
101 2 317 2 577 5 839 11 1109 2 1429 6 1699 3103 5 331 3 587 2 853 2 1117 2 1433 3 1709 3107 2 337 10 593 3 857 3 1123 2 1439 7 1721 3109 6 347 2 599 7 859 2 1129 11 1447 3 1723 3113 3 349 2 601 7 863 5 1151 17 1451 2 1733 2
127 3 353 3 607 3 877 2 1153 5 1453 2 1741 2131 2 359 7 613 2 881 3 1163 5 1459 5 1747 2137 3 367 6 617 3 883 2 1171 2 1471 6 1753 7139 2 373 2 619 Ž 887 5 1181 7 1481 3 1759 6149 2 379 2 631 3 907 2 1187 2 1483 2 1777 5
151 6 383 5 641 3 911 17 1193 3 1487 5 1783 10157 5 389 2 643 П 919 7 1201 11 1489 14 1787 2163 2 397 5 647 5 929 3 1213 2 1493 2 1789 6167 5 401 3 653 2 937 5 1217 3 1499 2 1801 11173 2 409 21 659 2 941 2 1223 5 1511 11 1811 6

309



о g р g р о А' g р е р g р g

1823 5 2131 2 2437 2 2749 6 3083 2 3433 5 3733 2
1831 3 2137 10 2441 6 2753 3 3089 3 3449 3 3739 7
1847 5 2141 2 2447 5 2767 3 3109 6 3457 7 3761 3
1861 2 2143 3 2459 2 2777 3 3119 7 3461 2 3767 5
1867 2 2153 3 2467 2 2789 2 3121 7 3463 3 3769 7
1871 14 2161 23 2473 5 2791 6 3137 3 3467 2 3779 2
1873 10 2179 7 2477 2 2797 2 3163 3 3469 2 3793 5
1877 2 2203 5 2503 3 2801 3 3167 5 3491 2 3797 2
1879 6 2207 5 2521 17 2803 2 3169 7 3499 2 3803 2
1889 3 2213 2 2531 2 2819 2 3181 7 3511 7 3821 3
1901 2 2221 2 2539 2 2833 5 3187 2 3517 2 3823 3
1907 2 2237 2 2543 5 2837 2 3191 11 3527 5 3833 3
1913 3 2239 3 2549 2 2843 2 3203 2 3529 17 3847 51931 2 2243 2 2551 6 2851 2 3209 3 3533 2 3851 21933 5 2251 7 2557 2 2857 11 3217 5 3539 2 3853 2
1949 2 2267 2 2579 2 2861 2 3221 10 3541 7 3863 51951 3 2269 2 2591 7 2879 7 3229 6 3547 2 3877 21973 2 2273 3 2593 7 2887 5 3251 6 3557 2 3881 131979 2 2281 7 2609 3 2897 3 3253 2 3559 3 3889 111987 2 2287 19 2617 5 2903 5 3257 3 3571 2 3907 2
1993 5 2293 2 2621 2 2909 2 3259 3 3581 2 3911 131997 2 2297 5 2633 3 2917 5 3271 3 3583 3 3917 21999 3 2309 2 2647 3 2927 5 3299 2 3593 3 3919 32003 5 2311 3 2657 3 2939 2 3301 6 3607 5 3923 22011 3 2333 2 2659 2 2953 13 3307 2 3613 2 3929 3
2017 5 2339 2 2663 5 2957 2 3313 10 3617 3 3931 22027 2 2341 7 2671 7 2963 2 3319 6 3623 5 3943 32029 2 2347 3 2677 2 2969 3 3323 2 3631 15 3947 22039 7 2351 13 2683 2 2971 10 3329 3 3637 2 3967 62053 2 2357 2 2687 5 2999 17 3331 3 3643 2 3989 2
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