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Liithikokkuvote

To6s kirjeldatakse ja vorreldakse kolme suboptimaalset meetodit jadade joon-
damiseks ja nende sarnasuse mootmiseks kahetéhelise tdhestiku puhul. De-
fineeritakse joondus, skoor, pikim tihisjada, l1opmatute jadade soltumatus ja
1.7.d. jada. Voetakse kasutusele jadade blokkide kaupa esitus, blokipikkuste
jada, blokipaaride pikkuste jada, blokipaaride skooride jada ning toestatakse
nende olulisemad omadused. Seejérel toestatakse Hammingu joonduse, bloki
kaupa Hammingu joonduse ja jarjestikuse joonduse keskmiste skooride piir-
vaartuste koondumised vastavateks konstantideks. Lopetuseks koostatakse
simulatsioon, vorreldakse teoreetilisi tulemusi simulatsiooni tulemustega ning
vorreldakse vélja arvutatud pikima iihisjada pikkust iga meetodi skooriga.
CERCS teaduseriala: P160 Statistika, operatsioonianaliiiis, programmee-
rimine, finants- ja kindlustusmatemaatika.

Marksonad: Jadade sarnasus, skoor, pikim iihisjada, Hammingu joondus.

SUBOPTIMAL METHODS FOR COMPARING THE SIMILARITY
OF SEQUENCES FOR A TWO-LETTER ALPHABET
Bachelor thesis
Kristjan Vimm

Abstract

This thesis focuses on three suboptimal methods of aligning sequences and
measuring their similarity for a two-letter alphabet. The definitions of align-
ment, score, longest common subsequence, independence of infinite sequences
and i.7.d. sequence are given. Tools like the block representation of a sequence,
block length sequence, block-pair length sequence and block-pair score sequence
are implemented and their most important properties are proven. Then the
convergence of the limits of the average scores of Hamming’s alignment,
block-by-block Hamming’s alignment and consecutive alignment are proven.
Finally, a simulation is conducted and the results for every alignment are
compared to their respective theoretical results and also to the longest com-
mon subsequence calculated during the simulation.

CERCS research specialisation: P160 Statistics, operations research,
programming, financial and actuarial mathematics.
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Sissejuhatus

Mitmes valdkonnas on oluliseks uurimisobjektiks jadad ning nendevaheline sarna-
sus. Seetottu on loodud iildine teooria suvaliste jadade sarnasuse vordlemiseks ning
meetodid nagu naiteks Needleman-Wunschi diinaamilise planeerimise algoritm, mis
suudavad seda sarnasust tdpselt hinnata. Need on laialdaselt kasutatavad meetodid,
aga pikkade jadade korral on nende t66maht dérmiselt suur, mistottu on uuritud ka
suboptimaalseid meetodeid, mis ei anna kiill tdpset infot jadade sarnasuse kohta,
kuid toimivad palju kiiremini. (Barder et al., 2012)

Selles t66s vordleme Bernoulli jaotusega juhuslikest suurustest koosnevaid jadasid
X = X1Xs... jaY = Y1Y5... ning vaatleme kolme suboptimaalset meetodit.
Tépsemalt uurime, milline nendest kolmest meetodist annab koige parema tulemuse
Bernoulli jaotuse parameetrite p* ja pY muutudes ning kas leidub meetod, mis ei
ole kunagi parem kui teised.

Esimeses peatiikis tutvustame jadade vordlemise tildisi moisteid, votame kasutuse-
le abivahendid vaadeldavate meetodite uurimiseks ning toestame iga meetodi jaoks
koondumise tema keskmise skoori piirviaartuseks. Mainitud abivahendid peavad ra-
huldama kindlaid tingimusi, mille toestamiseks kulub suur osa esimesest peatiikist.
Teise peatiiki alguses tiritame ennustada iga meetodi kditumist kindlatel erijuhtudel
ning vordleme oma ennustusi teoreetiliste tulemustega. Lopetuseks viime 1dbi simu-
latsiooni, mis voimaldab meil juhuslikult genereeritud jadade jaoks vélja arvutada
tdpse sarnasuse skoori ning vorrelda seda suboptimaalsete meetodite skooridega.



1 Teoreetiline taust

Selles peatiikis tutvustame {ildisi moisteid, mida ldheb vaja jadade vordlemiseks
ning votame kasutusele ka spetsiifilised abivahendid nende jadade vordlemise mee-
todite jaoks, mida hakkame uurima.

1.1 Determineeritud jadad

Selle alapeatiiki definitsioonid ning arutelu on kirjutatud bakalaureuset66 Toots
(2008) pohjal.

Definitsioon 1. Loplikku hulka 3 nimetatakse tihestikuks ning selle elemente ni-

metatakse tahtedeks.

Niide. Selles t60s kasutame Bernoulli jaotusega jadasid, mille elemendid on tahes-
tikust
¥ ={0,1}.

Definitsioon 2. Olgu n € N fikseeritud naturaalarv. Hulga
Y ={(z1,x2,...,zp) tx; €X jal <i<n}
elementi nimetatakse n-elemendiliseks jadaks ning tdihistatakse x = x1xs ... T, V0L
T =1T1,22,--.,Tn.
Niide. z = 01100100 on jada téhestikul ¥ = {0,1} ning z € X8.

Definitsioon 3. Olgu © € X mingi l6plik véi l6pmatu jada tihestikul ¥, kus
K € NU{oo}. Jada y € ©F, kus R < K, nimetame jada x osajadaks, kui leidub
hulk

{ni,n9,...,np}t C{1,2,..., K} nii,et

1<m<m<...<nrp<K jay, =z,,vi€1,2,...,R korral
Ndide. Jada x = ABCDEFGH osajadad on muuhulgas AB, BC, ABGH, ACEG.

Vaib moelda, et osajada saadakse algse jada mingi (kasvoi tithja) hulga elementide
drajatmisel, aga elementide jarjekord peab jadma samaks.

Definitsioon 4. Olgu x € XX ja y € ¥ mingid loplikud véi lopmatud jadad
tihestikul 22, kus K € NU{oo} ja L € NU{oco}. Jada z € ©F, kus R < min(K, L),
nimetatakse jadade x ja y tihisjadaks, kui leiduvad hulgad

{n1,ne...,np} C{1,2,...,K} ja
{m1,ma...,mr} C{1,2,..., L} nii,et
1<nm<ne<...<npr<K,1<m<me<...<mpr<Lja

2i = Tp; = Ym,;, Vi€ 1,2,..., R korral.
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Ndide. Téhestiku ¥ = {AT,C,G} korral on jadadel x = AGGCATA ja y =
ACCAGGTA, kus z € Y7,y € X8, iiheks iihisjadaks jada z = ACT, sest leidu-
vad indeksid

ny=1,ne=4,n3=06jam; =1,me =3,m3 =7 nii, et
1<n;<ng<n3 <7 1<m; <moe <ms < 8 ning
21 =Tp, =Ym; = A, 22 =2Tp, =Ymy, =Cjazzs=2Tp; =Ymy; = 1.
Definitsioon 5. Jadade z ja y pikimaks thisjadaks nimetatakse sellist x ja y tihis-

jada, mille pikkus on maksimaalne.

Naide. Kasutades eelmise néite jadasid ndeme, et jada z = AGGTA on jadade x ja
y pikim iihisjada, sest molema jada puhul saame valida indeksid nii, et moodustub
osajada z ehk z on nende {ihisjada ning ei leidu z ja y iihisjada, mis kuuluks hulka %6
voi 7. Paneme tihele, et pikim iihisjada ei pruugi olla iiheselt médratud. Jadadel
z ja y leidub ka pikim iihisjada w = ACATA. Neid iihisjadasid saab visualiseerida
jargnevalt:

A---GGCATA AGG-CA--TA
ACCAGG--TA > A- -CCAGGTA

Siin votsime juba kasutusele siimboli —, mida nimetatakse indeliks. See tuleneb
ingliskeelsetest sonadest insertion ja deletion ehk sisestamine ja kustutamine, mis
valjendavad seda, kuidas néditeks DNA ahelas voib mutatsioonide tottu moni téht
vahelt dra jadda voi juurde tekkida.

Votame kasutusele moned definitsioonid sellise visualiseerimise vormistamiseks.

Definitsioon 6. Tdhestiku X laienduseks ehk laiendatud tahestikuks nimetatakse
tahestikku ¥4 =X U {—}.

Definitsioon 7. Olgu meil jada x € 5. Siis jada = laiendatud jadaks nimetatakse
jada y € Zi, kui K < L ning lesdub hulk

{ni,na,...,ng} C{1,2,..., L} nii,et
1<nmi<na<...<ng <L jax;=yp,Vi€l,2,...,K korral ja
yi =—,Vj€{1,2,...,L}\ {ni,n9,...,ng}
Ndide. Toome moned jada x = ABCDEFG laiendatud jadade néited:

e A—BCDEFG
e — — —ABCD-E-F-G——



e — — —ABCDEFG— — —.

Definitsioon 8. Olgu = ja y jadad. Paari (z*,y*) nimetatakse jadade x ja y joon-
duseks, kui

1. x* on jada x ja y* on jada y laiendatud jada.
2. x* ja y* on molemad pikkusega n € N.

3.Viel,2,....,n:[(xf =—) AN (yf = —)], s.t kaks indelit ei asu kunagi
vastakuti.

Niide. Jadade = ABCDEF ja y = GHIJKL joondus on néiteks

AB-CDE-F 1. ~ABCDEF
G-H-IJKL @M a1 IK-L

Votame kasutusele kaks laensona inglise keelest, et kirjeldada joonduses esinevaid
olukordi. Kui mingi i € {1,2,...,n} korral on kohakuti asuvad téhed laiendatud
jadades x* ja y* vordsed ehk z] = y, siis iitleme selle kohta match. Kui aga
kohakuti asuvad tédhed on erinevad ning kumbki neist pole indel ehk — # z} #
y; # —, siis iitleme selle kohta mismatch.

Definitsioon 9. Olgu X tdhestik ja ¥ tema laiendatud tihestik. Funktsiooni s :
Y1 x Xt — R nimetame sarnasusfunktsiooniks.

Olgu p,0 € R, 1 > 0,5 > 0. Uks tiiiipiline viis sarnasusfunktsiooni defineerida on

1,  kuiz =y (match)
s(wi,y;) = —p, kui — # af #y # — (mismatch) .
-0, kuizl=—voiy =—
Definitsioon 10. Olgu meil jadad x ja y. Joonduse (x*,y*) skoori defineerime
jargnevalt
n
s(z*,y*) = Z sz}, y’), kus n on joonduse (z*,y*) pikkus.
i=1
Skoor aitab kvantifitseerida seda, kui sarnased voi erinevad on vorreldavad jadad

ldhtudes valitud sarnasusfunktsioonist. Sarnasust viljendab koige paremini opti-
maalne skoor.

Definitsioon 11. Kahe jada z ja y optimaalseks skooriks S = S(x,y) nimetatakse
maksimaalset skoori tle kéigi joonduste:

S(x,y) = max{s(z*,y") : (*,y") on jadade x ja y joondus}.

Joondust, mis maksimeerib skoori, nimetame optimaalseks joonduseks.



Ndide. Kasutame iihe varasema néite jadasid x = AGGCATA jay = ACCAGGTA

ning nende iithte voimalikku joondust

A--GG-CATA
ACCAGG--TA

Thitipilise sarnasusfunktsiooni péhjal on selle joonduse skooriks
s(@*,y") = s(A,A) + s(—,C)+ s(—,C) +s(G,A) + s(G,G)+
s(—,G)+s(C,—) +s(A, =) +s(T.T) + s(A,A) =4 — p — 54.

Loomulikult soltub sellist tiilipi sarnasusfunktsiooniga leitud skoor konstantide
>0 jaé > 0 valikust. Uks eriline juht on sarnasusfunktsioon, kus p = 1 ning
0 = 0 ehk mismatch on sama kaaluga kui match, aga negatiivse vadrtusega ning
indel on n-0 tasuta. Sellisel juhul ei sisalda iikski optimaalne joondus mitte {ihtegi
mismatch’i ning optimaalne skoor on iihtlasi ka pikima tihisjada pikkus. Selle né-
gemiseks eeldame, et leidub optimaalne joondus, mis sisaldab mismatch’i ehk selles
leiduvad kaks indel’ist erinevat téhte, mis on kohakuti. Olgu need B ja C. Lisame
kummalegi jadale iihe indel’i nditeks nii:

AABAA . AA-BAA
AACAA AAC-AA

Sellise muudatuse korral suureneb joonduse skoor iihe vorra, sest me asendasi-
me iithe mismatch’i kahe indel’iga. Joudsime vastuoluni eeldusega, et joondus oli
optimaalne, seega kehtib, et sellise sarnasusfunktsiooni puhul ei leidu iiheski op-
timaalses joonduses mismatch’e. Siit jareldub, et kui a on match’ide arv, b on
mismatch’ide arv ning ¢ on indel’ite arv, siis sellise sarnasusfunktsiooni puhul on
optimaalne skoor alati

Sy )=a-1—-b-p—c-d=a—-0-1—c-0=a.

Kuna a peab olema optimaalne, siis see on suurim voimalik match’ide arv ehk
ka pikima {ihisjada pikkus. Margime, et optimaalne skoor on alati {iheselt méaéra-
tud nagu ka pikima iihisjada pikkus, aga optimaalne joondus, mis annab vastava
optimaalse skoori, ei pruugi olla {iheselt méaratud nagu ka pikim iihisjada ise.

Edaspidi kasutamegi sarnasusfunktsiooni

1,  kuiz} =y} (match)
s(xi,y;) = —1, kui — # x} #y; # — (mismatch) ,
0, kui zf = — voi yf = —

seega optimaalse joonduse leidmiseks tuleb vaid leida joondus, mis moodustab iihe
pikima iihisjada. See on kasulik, sest hiljem tahame teada, kas vaadeldavad su-
boptimaalsed joondused annavad héid skoore ja selleks vordleme neid optimaalse
skooriga, milleks piisab selle sarnasusfunktsiooni korral leida pikima tihisjada pik-
kus.



1.2 Juhuslike suuruste jadad

Enne kui saame suboptimaalsete meetodite skoore omavahel vorrelda, tuleb téap-
sustada, millised on need kaks juhuslike suuruste jada X ja Y, mida me omavahel
vordleme ning toestada tulemusi, mis aitavad hinnata nende meetodite skoore.

Edaspidi vaatleme l6pmatuid juhuslike suuruste jadasid tahestikul ¥ = {0,1}. See
tdhendab, et vaadeldavad jadad on X = X1X5... jaY = Y1Y5..., mille liikmed
on Bernoulli jaotusega, kusjuures X (n) tahistab jada X esimest n liiget.

Definitsioon 12. Lopmatu jada X = X1, Xo... on i.i.d. jada (independent and
identically distributed), kui koik jada X litkmed on

e sama jaotusega, s.t Vi, j,k € N,P(X; = k) = P(X; = k) ja
e omavahel soltumatud s.t Vn, ki,. .., kn,

P(X1=ky, Xo=ky,...,Xpn=1kn)=P(X1=k1)...P(Xp = k).

Loplik jada X (n) = X1,..., X, on i.i.d. jada, kui kéik jada X (n) litkmed on sama
jaotuseqga ja omavahel soltumatud.

Jada X sama jaotuse ja soltumatuse tingimustega on samavéarne tingimus Vn, k1,

P(Xy=ki,...,Xp =ky) = P(X; = k1) P(X1 = ky) ... P(X1 = ky,),

sest sama jaotuse omaduse abil saame soltumatuse tingimuses iga X;,i =1,2,...,n
asendada juhusliku suurusega X;.

Definitsioon 13. Utleme, et lopmatud jadad X = X1, Xo,... jaY =Y1,Ys,... on
omavahel séltumatud, kui koigi naturaalarvude n, k1, ..., kn,l1, ..., 1, korral kehtib
vordus

P(X1=k,.... Xn=ko,Yi=1,....Y, =1,) =
=P(Xy=k)...P(X, = ko) P(Y1 =11)... P(Y, = I,).

Olgu meie 16pmatud, Bernoulli jaotusega juhuslike suuruste jadad X ja Y ka oma-
vahel soltumatud i.i.d. jadad, kus P(X; =1) =p*, P(X; =0)=1—-p", P(Y1 =
1) =pY, P(Y1 =0) =1 — pY. Piisab vélja tuua ainult esimeste liikkmete X; ja Y3
jaotused, sest X1 on sama jaotusega, mis X;, Vi € 1,...,n ning samuti ka jada Y
puhul.

Kaks joonduse meetodit, mida me edaspidi uurime, ei joonda jadasid ainult tédhte-
de kaupa, vaid koondavad jarjestikused vordsed tdhed blokkidesse ning joondavad
saadud blokke omavahel voi kasutavad jada blokkide esitust skoori leidmiseks.



Ndide. Vaatleme jada x = 0011101111000. Loomulik viis jaotada see jada blok-
kideks oleks nii, et esimene on nullide blokk pikkusega 2, teine on iihtede blokk
pikkusega 3, kolmas on nullide blokk pikkusega 1, neljas on iihtede blokk pikkuse-
ga 4 ning viimane on nullide blokk pikkusega 3. Kui tahaksime seda jada vorrelda
jadaga y = 10000110011, mille blokkide esitus on 10101 ning blokkide pikkused on
vastavalt 1, 4, 2, 2 ja 2, siis voiksime valida blokkide kaupa joonduse

-01010
10101~

millele vastav tdhtede joondus on olenevalt indel’ite paigutusest néiteks

~00--1110-1111000 _. ———00111-01111000
1000011-0011————— Yol 10000-1100--11———

Jargmine definitsioon on voetud magistritoost Toots (2012) ning kohandatud prae-
guseks juhuks.

Definitsioon 14. Olgu meil jada X(n) = X1, Xs,..., X, jaoks antud sellised
indeksid 0 =: g < i1 <io < ... <1y :=n, et

e igal € {1,...,m} korral leidub sellinev € X, et kui i € {iy_1 +1,...,4;},
sits X; =, s.t indeksid ig < 11 < ... < iy, jaotavad jada X blokkideks,

e igal € {1,...,m — 1} korral kehtib X;, # X;
et koosne samadest tahtedest.

s.t kaks jarjestikust blokki

I+17

Jada

L*=L7,L5,...,L,, =11 —%0,%2 — %1, -, %m — tm—1

nimetame jada X bloki pikkuste jadaks.

Ndide. Tépsustame eelmise néite jada x = 0011101111000 indeksid uue definitsioo-
ni jaoks:

10=0, i1 =2, 12 =05, 13 =06, 14 =10, 5 = 13.
Blokkide arv on m = 5 ning bloki pikkuste jada on L = 23143.

Definitsioon 15. Olgu meil antud jadad X (n), Y (n) ja nende bloki pikkuste jadad
Lo(t) = L¥LE ... L¥ ja LY(s) = LYLY... LY. Olgu

. {t/2, kui t on paarisarv, . | {3/2, kui s on paarisarv,
1= ja

(t—1)/2, kuit on paaritu (s—1)/2, kui s on paaritu arv.



Jada
Z%i)=27,25,..., 2y = L7+ L5, L5+ Ly,...,L5_; + L3;

nimetame jada X blokipaaride pikkuste jadaks ning jada
ZY(j) = Zly,Zg,...,Z]y =LY+ LY LY —I—LZ,...,LZQ’]-_1 + L3;

nimetame jada Y blokipaaride pikkuste jadaks.

Jada § = &1,&2, ..., &inj nimetame jadade X ja'Y blokipaaride skooride jadaks, kus
iga k € {1,...,i A\ j} korral

§k = 0 kui Xy # Y1,
o L NLS, o+ Ly ALY, kui Xi =Y.

Ndide. Kasutame jille jadasid x = 0011101111000 ja y = 10000110011. Jada «
blokipaaride pikkuste jada elemendid on Zf =243 =5,25 = 1+4 = 5 ning jada
ypuhul Z{ =1+4=5,7Z) =2+ 2 = 4. Jadade z ja y blokipaaride skooride jada
on praegusel juhul & = 0 = &, aga kui jataksime jada Y esimese bloki &ra, siis
saaksime £ =2A44+3A2=4jaé&=1A2+4AN2=23.

Jadade X ja Y bloki pikkuste jadad L*, LY, blokipaaride pikkuste jadad Z%, ZY ja
nende blokipaaride skooride jada & on vahendid, mille abil saame toestada tulemu-
sed vaadeldavate meetodite keskmiste skooride koondumise kohta, kuid enne seda
tuleb néidata, et nendel vahenditel on kindlad omadused.

Teoreem 1. Olgu meil lopmatu, Bernoulli jaotusega i.i.d. jada X = X1Xo....
Stis jada L* juhuslikud suurused on tinglikult soltumatud tingimusel X1 = 0 ja ka
tingimusel X1 = 1 ning jada L* paarisarvulised liskmed on sama jaotusega ning ka
paarituarvulised litkmed on sama jaotusega.

Toestus. Koigepealt naditame, et jada L® juhuslikud suurused on tinglikult soltuma-
tud tingimusel X; = 0. Analoogne toestus kiib juhu X; = 1 kohta. Definitsiooni
kohaselt tahame néidata, et suvaliste naturaalarvude n > 2,kq, ko, ..., k, korral
kehtib

P(LY = k1, L§ = ky, ..., L% = kn| X1 = 0) = [[ P(LY = k;| X1 = 0).
j=1

Olgu n, k1, ..., k, nouetekohaselt, aga suvaliselt fikseeritud. Kuna me eeldame, et
X1 =0, siis on iga LY, % < n puhul teada, mis véarvi blokiga on tegu. Kui votta ette
suvaline blokk L7, ¢ < n, siis

kui 4 on paarisarv, siis P(L¥ = k;| X, = 0) = (p®)F~1(1 — p%) ja

kui 7 on paaritu arv, siis P(L¥ = k;| X1 = 0) = (1 — p®)*~1(p®).
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Paneme tahele, et iga L® liige soltub erinevatest jada X elementidest, seega, kui n
on paarisarv, saame kirjutada, et

P(LY = ky, LE = ko, ..., L"

n

n|X

=k 1
= [(1=p") " p7 )" (1= p")]. . (") (1= p")]

0) =
[1PE; =kix1=0).
j=1

Kui n on paaritu, siis tuleb viimastesse kantsulgudesse korrutis (1 — p®)*»~1(p?®).
Seega jada L7 liikmed on tinglikult séltumatud tingimusel X7 = 0.

Kuna jada L* paarituarvuliste indeksidega liikmed on 0- voi 1-blokid ja paarisar-
vuliste indeksidega liikmed on vastavalt 1- voi 0-blokid, siis saame néidata, et koik
paarituarvulised liitkmed on sama jaotusega ja koik paarisarvulised liikmed on sama
jaotusega. Votame kahe suvalise paarituarvulise bloki pikkused L3, _, ja L3,_;, kus
k,l € N ja k # [. Need on sama jaotusega, kui iga m € N korral kehtib

P(Lag—y =m) = P(Ly_y = m).

Kuna L3, ; loetleb mitu jarjestikust tdhte v esines vastavas blokis enne jargmise
bloki algust ehk enne esimest |v — 1|-téhte ning L3, , loetleb sama asja, aga erineva
bloki kohta, siis

P(Ly_y=m)= Y P(L3_y=m|X1 = j)P(X1=j) =
j={0,1}
= Y P(Lg_y=m|Xi = j)P(Xi =j) = P(L§_, = m).
j={0,1}
Seega jada L* paarituarvuliste indeksidega liikmed on koik sama jaotusega. Ana-

loogne toestus kehtib ka paarisarvuliste indeksidega liikmete kohta.

O

Teoreem 2. Olgu meil lopmatu, Bernoulli jaotusega i.i.d. jada X = X1 Xo....
Siis jada X blokipaaride pikkuste jada Z* on i.i.d. jada.

Toestus. Teoreem 1 titleb, et jada L® litkmed on tinglikult soltumatud tingimusel
X1 = 0 ja tingimusel X; = 1. Naitame, et jada Z% lilkmed on soltumatud. Kuna
juhuslikud suurused Z7,Z3,... koosnevad koik nii iihest O-blokist kui ka iihest
1-blokist, siis iga j, k € N korral

P(ZF =k) = P(Z% = k|X, = 0) = P(Z = k|X; = 1) (*)
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ehk ei ole vahet, kas me teame esimese bloki varvi ning kui teame, siis ei ole
vahet, kas see on 0 voi 1. Fikseerime n > 2,kq,...,k, suvaliselt ning niitame
tiistéendosuse valemi abil, et P(ZT = ki, ..., Zy = k) = [[j_; P(Z] = k;):

P(Z{ =ki,..., 2y = kn) =

S P(Zf =k = kX = P =j) = Y P(X1 =)
je{o,1} je{0,1}

1 1
o) P =1Ly =1,... L5, | =1}, L5, =15|X, =j) =
Bil=ky 17413 =ky,

= Y PXi=j) Y ... Y PELi=If,L5=5X1=j)...
j€{0,1} U+li=k IR HB=kn
P(L3, =11, L3, = l5|X1 = j) =

= S P(Xy = HP(ZF = kil X1 = ) ... P(ZE =kl X1 = j) &

~

je{0,1}

= Y PX1=§)PZ{=k)...P(Z =k,) =
je{o,1}

=P(Z{ =k1)...P(ZL =kn) Y P(X1=j)=

je{0,1}
=P(Z{ =k1)...P(Z; = ky).
Niilid naitame, et Z7 liikkmed on koik sama jaotusega ehk iga naturaalarvu i, j, k >
2,i # j korral kehtib P(Z] = k) = P(Z] = k), teades, et L” paarisarvulised
liikmed on sama jaotusega ning ka paarituarvulised lilkmed on sama jaotusega.

Fikseerime 1, j, k suvaliselt nii, et ¢ # j ja k > 2. Teame tdnu L* liikmete tinglikule
soltumatusele, et

P(Z} = k) Z Z P(L3; 1 =15, L3; = 15| X1 = m)P(X1 =m) =
m={0,1} 15;_,+5,=k

= Z P(X1=m) Z P(L3;_1 = l5;1| X1 =m)P(L3; = 13| X1 =m)

m={0,1} 13,1 +H5;=Fk

ning analoogselt

P(ZF = k) =

= P(X1=m) Z P( %j—l = lgj—1|X1 =m)P( gj = l§j|X1 =m).
m={0,1} l§j71+l§j:k

12



Kuna nii Z7" kui ka Z7 puhul summeeritakse iile kahe muutuja, mille summa peab
olema k, siis saame nende kahe summa liidetavatest moodustada paarid

P(Ly;_y = l5;4|X1 = m)P(Lg; = 15| X1 = m),
P( %j—l = lgj—1|X1 =m)P( gj = §j|X1 =m),
kus 15, ; = 13;_; ja l3; = [5;. Kuna jada L* paarituarvulised liilkmed on sama jao-
tusega ning paarisarvulised liikmed on sama jaotusega, siis iga paari puhul kehtib
P(L3;_y = 15,4| X1 =m) = P( gj—l = lgj—l‘Xl =m) ja

P(L3; = l3;| X1 =m) = P( gj: gj’Xl =m)
ning jarelikult ka
P(L3;_y =15 4|X1 =m)P(Lg; = 15| X1 =m) =
= P( gj—l = lgj—1|X1 =m)P( %j = l§j|X1 =m)
ning saame, et

P(Zf =k)= )  P(X;=m)
m={0,1}

Z P(L3; 1 =15 4|Xa =m)P(L3; = 15| X1 =m) = Z P(X1 =m)
5 1 H5=k m={0,1}

Z P(L3;_y = l5; 1| X1 = m)P(Ly; = I5;| X1 = m) = P(Z§ = k).
15, +g,=k

Seega juhuslike suuruste jada Z7,Z3,... on 4.2.d. jada.
Teoreem 3. Olgu meil lopmatud, Bernoulli jaotustega, omavahel séltumatud i.i.d.

juhuslike suuruste jadad X ja Y. Siis nende blokipaaride skooride jada & = &1, &a,
. on i.i.d. jada tingimusel X1 = Y1, s.t iga n,ki,...,k, € N puhul

P(flzlﬁ,,fn:kn]Xl:Yl):
= P(& = k1| X1 = Y1)P(&1 = ko| X1 = Y1) ... P(&1 = ku| X1 = 11).
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Toestus. Naitame, et £ rahuldab seda tingimust. Selleks fikseerime naturaalarvu n
ning defineerime jadade X ja Y blokipikkuste jadade pohjal juhuslikud vektorid

Ur = (Li, L3, LY, L3), Up = (L3, LY, Ly, L), ..., Un = (L3, 1, L3, Ly, L5,,)-

Olguuy = (I8, 15, 14,18), ... un = (18, _1,15 15 1,15 ) € N* suvalised. Niitame, et
vektorid Uy, ..., U, on i.i. d tingimusel X; = Y; = 0. Teoreem 1 vaidab, et jada L*
litkmed on soltumatud tingimusel X; = 0 ning ka jada LY litkmed on soltumatud
tingimusel Y7 = 0. Kuna jadad X ja Y on omavahel soltumatud, siis saame, et ka
jadad L® ja LY on omavahel séltumatud. Kirjutame vektorid U;,i € N* lahti ja
kasutame tingliku ja tingimatu soltumatuse omadusi:

P(Ur =u1,Uz = ug,...,Up = up| X1 =Y1 =0) =
=P(L{=1{, L5 =15, LY =14, LY =18, L5 =15,...,Ly =15 |X1=Y1=0)=
=P(Ly=1{, L5 =15, LY =1, LY = 15| X1 =Y, =0)

P(L3 :l3, 1= L= L =X, =Y1=0)...

P(Lgn—l - l2n 1 l2n’Lgn 1= l2n 17Lgn = lgn’Xl = Yl = O) =
Teoreem 1 viidab, et jada L* paarisarvulised liikmed on sama jaotusega ning iit-
leb sama jada L* paarituarvuliste lilkmete ning jada LY paaris- ja paarituarvuliste

liikmete kohta. Kasutades neid teadmisi ja jélle soltumatuse omadusi, saame kir-
jutada

=P(Ly=1], L5 =15, LY =1, L = 15| X1 =Y, =0)
P(LY =13, Ly =15, L{ =I5, L = l{|X; = Y1 =0) ...

P(LY =15, 1, L5 =15, LY =15 |, L§=15|X1=Y1=0)=
=PU=uw|X1=Y1=0)PU; =uz2|X;1 =Y1=0)... P(U1 = u,| X1 =Y1 =0).
Sama arutelu kehtib tingimusel X; = Y7 = 1, kus saame suvaliste u1,...,u, € N4
korral, et

PU; =u,Uy=wug,...,U,=up| X1 =Y1=1) =
:P(Ulzul\Xlelzl)P(Ulzun\Xlelzl)

Olgu f : N* — N defineeritud kui f((a,b,c,d)) = a Ac+bAd. Seega f(U;) =

L ANLY, |+ L3, ALY, = &,i = 1,2,.... Niitame, et ka jada &,...,&, on
tingimusel X; = Y7 = 0 4.i.d.. Fikseerime ki,...,k, € N suvaliselt ja kasutame
eelnevat i.i.d. jadaks olemise tingimust, teades, et jada Uy,...,U, on tingimusel

X1 = Yl =0 4.1.d. jada:
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P =k1,....6n=kn| X1 =Y1 =0) =
P(f(U1) =k1,..., f(Un) = kp| X1 =Y1 =0) =
=P(U € f'(k1),....Un € [ (kn)| X1 =Y1 =0) =
=PU e f k) X1=Y1=0)...P(U, € fHkp)| X1 =Y, =0) =
=PU € fH k)| X1=Y1=0)...PUL € f k)| X1 =Y =0) =
=P(f(Uh) =k|X1=Y1=0)... P(f(Uh) = kx| X1 = Y1 = 0)
=P =k|X1=Y1=0)...P(& =k, | X1 = Y1 =0).

Analoogselt saab néidata, et jada &1,...,&, on i.i.d. tingimusel X; = Y; = 1 ehk

Paneme téhele, et juhusliku suuruse &;,7 € N jaotus ei soltu sellest, kas me teame,

milline on jada X esimene liige voi mitte ning kui teame, ei ole vahet, kas esimene
liige on 0 voi 1. S.t iga i € {1,...,n} ja suvalise k € N korral

P& =kX =Y1=0)=P&=klX; =Y, =1) = P(& = k| X1 = V7).

Vordused kehtivad, sest iga tingimuse korral soltub &; {ihest 0-blokkide paarist ja
iihest 1-blokkide paarist ning nende paaride skoorid liidetakse kokku, mis on stim-
meetriline tehe. Kokkuvottes saame, et suvaliste naturaalarvude k1, ..., k, korral

P(gl - kl,---,fn = kn’Xl = Y1> =
=P =ki|X1=Y1)P(& =kl X1 =Y1)... P& = kp| X1 =11).
]

Vormistame eraldi tulemuse jadade Z%, ZY ja £ liikmete keskvéartuste leidmiseks.

Teoreem 4. Olgu meil lopmatud, omavahel soltumatud, Bernoulli jaotustega i.i.d.
jadad X ja'Y, kusjuures P(X1 = 1) = p* ja P(Y1 = 1) = pY ning eeldame, et
X1 =Y. Siis jadade X ja'Y blokipaaride pikkuste jadade ning nende blokipaaride
skooride jada litkmete keskvdadrtused avalduvad jdrgnevalt:

o u¥:=FE(Z}) = W ja W = E(Z]) = py(llfpy)’

o mi= E(&|X1 = Y1) = ey +
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Toestus. Leiame vaartused u”®, p¥ ja m. Kuna teoreemid 2 ja 3 vaidavad, et jadad
Z* 7Y ja £ on i.i.d. jadad, siis piisab iga jada puhul leida vaid esimese liikme
keskvaartus.

Ei ole teada, mis on jada X esimene varv, aga teame, et Z{ koosneb iihest 0-blokist
ja iihest 1-blokist, seega tema keskvaartuse saame arvutada liites kokku iihe 0-bloki
keskvadrtuse ning {ihe 1-bloki keskvéartuse. Kuna suvalise 0-bloki pikkus on geo-
meetrilise jaotusega juhuslik suurus parameetriga p® ja suvaline 1-blokk vastavalt
parameetriga 1 — p*, siis

pt = EZ7 = E(L7|X1 = 0) + E(L3[ X1 = 0) =

Analoogselt saame jada Y kohta, et

1
pY(1—pY)
Juhusliku suuruse &; keskvéartuse m leiame sarnasel moel. Kuna me eeldame, et
joondatavate jadade esimesed liikmed on iihte virvi, siis teame, et iga ¢ € N korral

koosneb &; lihest joondatud 0-blokkide paari skoorist ja {ihest joondatud 1-blokkide
paari skoorist, mistottu

W =EZ} =

E&| X1 =Y1)=E([L{ANL{+ L5 AL§|X1 =Y1) =
— B(L® ALY|X; = 0) + E(LE A LY|X; = 0) =
= B(LY ALY|Xy = 1) + B(LE A LY X = 1).

Néitame, et kui Xy =Y; = 0, siis LY A L} ~ Geom(1 — (1 — p*)(1 — p¥)). Selleks
piisab néidata, et

PLINLY > kX1 =Y1=0=(1-(1-(1-p"(1 — ).
Kuna X ja Y on soltumatud, siis
P(LY ALY > k| X1 =Y, =0) = P(LY > k| X1 = 0)P(LY > k|Y; = 0).
Kasutades jillegi teadmist, et L] ja LY on geomeetrilise jaotusega, saame, et
P(LY > k| X1 = 0)P(LY > k|Y; = 0) = (1 — p*)F(1 —p¥)F =
=((1=p")(1=p))=1-(01-0-p")1-p"))"
Analoogselt saame, et kui X1 = Y7 = 0, siis L3ALY ~ Geom(1—p*p¥). Kokkuvottes

1 1 1 1
Blali=n) =y (1-p")(1—pY) N T g

O]
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Sellega on toestatud vajalikud omadused meie abivahendite kohta ning niiiid toes-
tame iildisema tulemuse, mis aitab hiljem leida bloki kaupa Hammingu meetodi ja
tahe kaupa jarjestikuse meetodi keskmise skoori piirvaartuse.

Teoreem 5. Olgu Z = Z1,Zs,... i.i.d. juhuslikud suurused, kusjuures P(Z; >
1) =1 ja EZy = p < o0. Defineerime

To=0, Tpy=Z1+...Zk, k=1,2,...

ja
M(n) =max{k=0,1,2,...: T <n}.

Kui n — o0, siis kehtib koondumine

Toestus. Alustuseks néditame, et kui n — oo, siis M(n) — oo, p.k.. Ndeme, et n
kasvades kasvab ka M (n), sest viimane on defineeritud kui suurim indeks k nii, et
T}, on iilalt tokestatud arvuga n. Ainus juhus, mille korral M (n) on tokestatud on
see, et leidub selline Z;, mille vaartus on I6pmatult suur. Sel juhul kehtiks piisavalt
suure n korral T;_1 < n, aga T; > n ehk M (n) oleks iilimalt i. Selline juhus esineb
toendosusega 0, sest K7y = u < 00 ja Z1,Zs,... on i.i.d. juhuslikud suurused.
Seega kehtib p.k. koondumine M (n) — oo.

Tugevast suurte arvude seadusest saame, et kui k& — oo, siis

T},
— k.
k — W, D

ja, et lim M(n) = oo p.k., siis kehtib ka koondumine
n—oo

Thr(n)
M(n)

—u, pk.

Kuna M (n) valib vélja sellise indeksi k, et kehtiks T}, < n, siis teame, et Tarm)y <
ning kuna M (n) valib vélja suurima indeksi, mis seda tingimust rahuldab, siis
teame, et n < Thy(n)41- Neid vorratusi muutujaga M (n) 1abi jagades saame

Thr(n) <" Trr(n)+1
Kuna j]:f;((:)) — 1, p.k. ja koondumise nlingo MAEJZ;)FI =1, p.k., abil teame, et
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Ty Trrmy+1 M(n)+1y
nh—%o M(n) _nh—>oo<M(n)+l M (n) >_
o Thi(n)+1 L Ty
=t (5o 1) = i Gy ) = 0

siis voileivateoreemi abil teame, et kehtib ka W — 1, p-k., millest jareldub

1.3 Joonduste skoorid

Selles peatiikis vaatleme kolme joondust, mida on uuritud magistritoés Toots (2012).
Nendeks on Hammingu joondus, bloki kaupa Hammingu joondus ja tdhe kaupa
jarjestikune joondus. Iga joonduse puhul defineerime selle skoori ning toestame
tulemuse selle keskmise skoori piirvaartuse leidmiseks, mis on saadud Tootsi ma-
gistritoo eeskujul.

1.3.1 Hammingu joondus

Joondused, mida selles t60s uurime, on naiivsed ja mitte eriti rafineeritud. Kuid
neist koige naiivsem on Hammingu joondus, sest aktiivset joondamist ei toimu-
gi - vorreldavad jadad asetatakse iiksteise kohale ning loetakse kokku match’id
ja mismatch’id. Tootsi magistritoos vaadeldi sellist Hammingu joondust, kus loeti
kokku ainult match’id, kuid ka mismatch’ide arvestamine annab parema arusaama
jadade sarnasusest. Hammingu joondus on huvitav mé6dupuu teistele joondustele,
sest kui mone teise joonduse skoor ei ole palju parem Hammingu joonduse omast
voi see annab lausa halvema skoori, siis voime 6elda, et tegu ei ole hea joonduse-
ga. Teisisonu moodustab Hammingu joondus alumise piiri koigile joondustele, sest
Hammingu joondus annab selle skoori, mille saaksime ilma igasuguse pingutuseta.

Definitsioon 16. Olgu X = X1Xo... ja Y = Y1Ys... lopmatud jadad. Jada-
de X ja'Y Hammingu joonduseks nimetatakse nende joondust ehk paari (X,Y).
Hammingu joonduse skoori saame leida vorduse

n
By =) Llix-v)
=1

abil, kus
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; 1 kixi=Y
P T 21, ki X £ Y

gat €1,... n.

Teoreem 6. Olgu X = X1 X5... jaY =Y1Ys... lopmatud, omavahel séltumatud,
Bernoulli jaotustega i.i.d. jadad, kusjuures P(X; = 1) = p* ja P(Y1 = 1) = p¥. Siis
jadade X ja'Y Hammingu joonduse skoori B,, kohta kehtib jirgnev p.k. koondumine

B

n

ning keskmise skoori pitrvddartus on
vH = (2p" —1)(2p¥ - 1).

Toestus. Leiame Hammingu joonduse korral {ihe joondatud elementide paari skoori
keskvéartuse, teades, et X ja Y on omavahel soltumatud:

E(Lix,—y;)) =

=1-pp'+1-(1-p") 1 —-p")+ (1) -p*(L —p") +(-1)- (1 —p*)p" =
=p'p’+(1-p")1—pY) - (A -p")+ (1 -p")p") =

=p'p! +1—pY —p* +p"pY — (p* —p"p¥ +p¥ —p"p) =

=4p"p¥ —2p" = 2pY +1=2p"(2p" — 1) — (2p¥ — 1) =

= (2p" —1)(2pY - 1).

Kuna X jaY on i.i.d. jadad, X ja'Y on omavahel soltumatud ja E(1x,—y;}) < oo,
siis tugeva suurte arvude seaduse abil teame, et

B _ i ey (

2p" —1)(2p¥ — 1) = vu, pk.
mn mn

1.3.2 Bloki kaupa Hammingu joondus

Hammingu joonduse ideed saab rakendada ka jadadele, mis on esitatud blokkidena.
Kuna kahetéhelise tahestiku puhul on mittetriviaalne juhtum vaid see, kus esime-
sed joondatud blokid on sama vérvi, siis vaatleme sellist bloki kaupa Hammingu
joondust, kus teisel jadal jadetakse vajadusel esimene blokk algusest dra. Edasi ase-
tame kummagi jada k-ndad blokid vastavusse, lithemale nendest lisame loppu nii
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palju indel’eid, et saadud blokid oleksid vordse pikkusega ning skoori saamiseks
loeme kokku blokipaaride lithema bloki pikkuse. Kui jadadel on erinev arv blok-
ke, siis joondame kuni viaiksema blokkide arvuga jada viimase tervikliku blokini ja
ilejadnud elemendid selles jadas joondame teise jada jargmise blokiga ehk viikse-
ma blokkide arvuga jada kasutame no tervikuna ara. Jargnevalt votame kasutusele
tdahised, et defineerida bloki kaupa Hammingu joondus.

Olgu Sf =LY+ L5+ ...+ L§, S} := LY+ Ly + ...+ L} ning K*(n) := max{k €
N : S¢ < n} ja KY(n) := max{k € N : S} < n}. Ehk K®(n) téhistab jada X
taisblokkide arvu kuni indeksini n. Olgu

Km(")7
MI (n) = KI2(TL)71
2

kui K*(n) on paarisarv,
, kui K*(n) on paaritu arv
ehk M*(n) tahistab jada X téisblokipaaride arvu ja olgu MY(n) defineeritud K¥(n)
pohjal analoogselt. Olgu Lgoolik(n) = n — Ske(n) ja Lgoolik(n) i=n — Sky(n), Mis
tahistavad vastavate jadade viimaste ehk lopetamata blokkide pikkust.

Niide. Olgu z = 000111100111100111 ja n = 11. Siis K*(11) =3, M*(11) =1 ja

L3 ooiir(11) = 2. Kui n = 13, siis ikkagi K*(13) = 3, aga L, (13) = 4.
Olgu 7 := min{k € N : Y = X1} ja defineerime uue jada Y’ = Y/, Yy, ... selli-
selt, et Y/ = Y451, k € N ehk Y’ on jada Y, millel jétsime vajadusel esimese

bloki dra. Tahistagu L' = L), L}, ... jada Y’ bloki pikkuste jada, K'(n) selle tais-
blokkide arvu indeksini n, M'(n) selle téisblokipaaride arvu indeksini n, L}, ;1 (1)
selle 16petamata bloki pikkust indeksini n ja £ = £{,&, ... olgu jadade X ja Y’
blokipaaride skooride jada.

Ndide. Kasutame eelmise néite jada x = 000111100111100111 ning jada y =
110011000011000011. Nende jadade puhul on 7 = 3 ning saame uue jada 3y’ =
0011000011000011, mille puhul K'(13) = 4, M'(13) = 2, L}, ;. = 1. Jadade x ja /
blokipaaride skooridest on defineeritud ainult esimene ja §§ =3 A2+ 4 A2 =4.

Definitsioon 17. Vaatleme jadade X = X1 Xo... jaY =Y1Ys... esimest n ele-
menti. Kui T > n, siis nende bloki kaupa Hammingu joonduse skoor on B*(Xy, ...,
Xn,Y1,...,Y,) =0, sest jadas Y ei leidu tihtegi tdisblokki, mida joondada. Kui aga
T < n, siis skooriks saame

BH(Xy,. .. X, Y1,...,Y,) =
K(n)
= BY(Xy,. . X0, YY) = Y LEA L+ V(n),
i=1

kus K(n) := K*(n) AK'(n— (1 — 1)) ja
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Lgoolik(n) A L;oolik(n)’ kui Kx(n) = K/(’I’L - (T - 1))7
Vi(n) = q Lypux(n) A L;C(n)—i-l’ kui K*(n) < K'(n — (1 — 1)),

LY A Lyporir(n)s ki K'(n — (7 = 1)) < K*(n).

(n)+1
Ndide. Kasutame eelmise néite jadasid

z =000111100111100111
y' = 0011000011000011

ja olgu n = 13. Néeme, et K£(13) = K*(13) AK'(13 - (3—-1)) = 3A4 =3
ning kuna praegusel juhul K*(13) < K'(11), siis V/(13) = L7, ;1 (13) A L;C(13)+1 =
L3 ooiir(13) A Ly = 4 A2 = 2. Niilid saame arvutada skoori, milleks tuleb

BH(000111100111100111, 0011000011000011) =3 A2+4A2+2AN4+2=28.

Toestame abitulemuse, mida ldheb vaja jargmises lemmas.

Lemma 1. Olgu antud i.i.d. jada Ay, As, ..., kusjuures E(A1) < oo. Siis piirprot-
sessis n — oo kehtib koondumine

A,
— = 0,p.k..
n

Toestus. Kasutades eeldust, et F(A;) < oo ja tugevat suurte arvude seadust saa-
me, et

ﬁ_ (Ar+As+.. . +A,) — (A + A+ ...+ A1)
n o n
_A1+A2—|—...+An_n—1.A1+A2+...+An_1

n n n—1
— E(Al) -1 E(Al) = 0,p.]€..

O

(X (n).Y'(n—(7-1))

Me tahame teada, milliseks konstandiks koondub B piirprotsessis
n — oo ning selleks me néitame algul jirgmises lemmas, et meid huvitav koon-
dumine on ekvivalentne {ihe lihtsama koondumisega ja seejarel toestame tulemuse
selle lihtsama koondumise kohta.

Lemma 2. Olgu meil lopmatud, omavahel séltumatud, Bernoulli jaotusega i.i.d.
juhuslike suuruste jadad X ja Y. Siis piirprotsessis n — oo on koondumine

BH BH(Xy,....X,.Y1,....)Y,
Tn:: ( 1, 7nna 1, ) n) —>VBH,P-kw (1)
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ekvivalentne koondumisega

BE  BB(Xy,...,X,,Y{,....Y))

— = _>’YBH7p'k'7 (2)
n n

M= (n)AM'(n)
kus BB(X1,..., Xn,Y{,...,Y)) = 21 ¢! jaypm on reaalarvuline konstant.
i=

Toestus. Naitame koigepealt, et koondumine (1) on ekvivalentne koondumisega

BHY(Xy,..., X0, Y1, Yorr1)  BE(Xy,...,X,,Y],....Y))

n

= — ’}/BH,p.k..
n n
(3)

Kuna koondumises (3) kasutatakse skoori leidmiseks 7—1 rohkem elementi, siis voib
7 > 2 korral olla see skoor suurem, kuid paneme téhele, et skoor saab suureneda
vaid 7 — 1 vorra. Kuna uued elemendid tekivad jada Yi,...,Y, loppu juurde, aga
joondamine algab jada algusest, siis teame, et esimesed n elementi joondatakse ka
uute elementide lisamisel endist viisi. Ja kuna elemente lisatakse juurde 7—1 tiikki,
siis ei saa skoor suureneda rohkem kui 7 — 1 vorra. Jarelikult

0<BI(Xy,...,X,,Y{,....Y)=BH(Xy,...,X,,,Y1,...,Y,) <7 — 1

Jagades ldbi muutujaga n saame, et piirprotsessis n — oo kehtib

o< BY(Xy, .. Xn, Y, Yy)  BI(X L X h L Y) T_l,p.k;..
n n n

Kuna 7 — 1 on arv, siis teame, et kehtib p.k. koondumine

T—1

— 0,p.k..
Jarelikult on koondumised (1) ja (3) ekvivalentsed.
Néitame niiiid, et ka koondumised (3) ja (2) on ekvivalentsed. Olgu
M= (n) M'(n)
R*(n) :=n— Z Zija R'(n):=n— Z Z,
i=1 i=1
kus jada Z' = Z{, Z}, ... on defineeritud jada L’ pohjal. Kehtivad vorratused

M*(n

) M®(n)+1
S ziens Y 7
=1 =1
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millest saame
0<R*(n) < wa(n)ﬂ.

Paneme tahele, et
BB(Xy,..., Xn,Y],....Y) < BH(Xy,..., X,,Y{,...,Y)),

sest BH skoor kujuneb alguses tépselt samamoodi nagu B? skoor kuni blokkideni
() I8 Z§\4(n)7 M(n) := M®(n) A M'(n). Aga secalt edasi lisatakse B skoorile
voimalusel juurde iihe téisblokipaari skoor, kui M (n) on paaritu arv ning kindlasti
lisatakse juurde V' (n). Naitame, et

BH(Xy,..., Xn, Y{,....Y) < BB(X1,...,X,,,Y],...,Y)) + R®(n) V R (n).

Olgu tldisust kitsendamata M (n) = M*(n). Suurus R*(n) tahistab seda, mitu ele-
menti jaab iile kuni indeksini n, kui oleme koik jada X taisblokipaarid dra joonda-
nud ehk mitu elementi saaksime veel kasutada skoori B¥ arvutamiseks, kui skoori
BPB osa on arvutatud. Siit ndemegi, et skoor B ei saa olla skoorist B suurem roh-
kem kui R*(n) vorra, sest tdpselt nii palju on meil elemente, mida kasutada skoori
arvutamiseks pérast taisblokipaaride skooride arvutamist. Juhul M(n) = M'(n)
on tilemiseks tokkeks R'(n), mistottu saame tildjuhul skooride vahet hinnata nende
kahe maksimumiga. Seega teame, et

BB(X1,..., X, Y{,....Y) < BI(Xy,...,X,,,Y{,...,Y) <
<BB(Xy,...,X,,Y{,....,Y)) + R®(n) vV R (n),
millest BZ skoori lahutades saame
0<BH(Xy,..., X, Y{,....,Y)=BB(X1,...,X,,,Y{,....,Y)) <

Rx(n) V R’(n) S Z]a\}m(n)Jrl V Z, ’(n)+1 S Z];‘UJ’I‘(TL)+1 + Z/ /(n)Jrl,
millest omakorda

BH(Xy,..., X, Y!,....Y)) = BB(Xy,...,X,,Y{,....Y) -

n

- Zyremyer Y Zarmysr sy N 2y (my41

n n n
Teoreemis 5 négime analoogses olukorras, et kui n — oo, siis ka M*(n) — oo ja
M'(n) — oo, mistottu saame lemma 1 abil, et

Z/

Zh M'(n)+1

M= (n)+1
n

—-04+0=0,p.k..

Jarelikult on koondumine (3) ekvivalentne koondumisega (2).
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Niiiid saame néidata, et skoori Bf keskmine koondub konstandiks vpz ning lemma
2 pohjal teame, et siis koondub ka skoori B keskmine samaks konstandiks.

Teoreem 7. Olgu X = X1 X5... jaY =Y1Ys... lopmatud, omavahel séltumatud,
Bernoulli jaotustega i.i.d. jadad, kusjuures P(X1 = 1) = p* ja P(Y1 = 1) = pY.
Stis kehtib p.k. koondumine

=y
T

BE(Xy,... X, Yi,... Y M) 11

— f— — =

" n ( )m YBH,
1
p*+pY—p*pY

kus p* = E(Z7) =

1
+ 1-p¥p¥ "

= E(Z]) =

= m ning m = E(&) =

_ 1
p*(1—p%)

Toestus. Siin kasutame jada Y = Y7,Ys,... asemel jada Y/ = Y/, Y], .... Kuna
Y] = X, siis on Y]/ sama jaotusega, mis X, kuid ikkagi Vi = 2,3,....Y/ ~ Y7.
Lisaks on jada Y liikmed ikkagi omavahel soltumatud. Meie jaoks on oluline, et
ka jada Y’ kohta kehtiksid teoreemide 1, 2 ja 3 tulemused. Esimene neist kehtib
selle pérast, et teoreemi 1 toestuses ei ole oluline, et esimene liige Y{ oleks sama
jaotusega, mis koik teised, sest L] arvutades me eeldame, et esimene liige on juba
kindlaks méératud. Ehk ikkagi L] ~ L%, ;,l € N.

Teoreem 2 tugineb teoreemile 1, seega selle viide kehtib ka jada Y’ kohta. Teoreemis
3 eeldame, et X7 = Y7, aga kui rakendada seda teoreemi jadadele X ja Y”, siis kehtib
X7 =Y/ ka ilma eelduseta. Teisisonu ei ole juhuslike suuruste X; ja Y{ soltuvus
teoreemis 3 piiranguks ning tdnu sellele soltuvusele saame, et jada & = £},&,. ..
on tingimatult i.7.d..

Teoreemi 2 pohjal teame, et Z* on i.i.d. jada. Lisaks teame, et P(Z7 > 1) =1 ja

teoreemi 4 pohjal, et EZ} < oo ehk kokkuvottes on teoreemi 5 eeldused taidetud.
k

Defineerime jada Z{,Z3,... pohjal iga k € N jaoks T}) =

J

1L§ ning M?*(n) =
max{k € N|T} < n} ja u* = E(Z]). Saame, et

M* 1
(n) - —, pk.
n u

Samamoodi rahuldab teoreemi 5 tingimusi jada Z’, seega saame analoogselt de-
fineerida jada Z1,Zj,... pohjal iga k € N jaoks T}, M'(n) ja y ning teame, et
kehtib

M’ 1

W 1
n u

Defineerime M (n) = M*(n) A M'(n) ning saame
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x /
M) = M*(n) A M(n) — i A i/, p-k..
n n n [V}

Kuna teoreemi 4 pohjal m = E(&]) < oo ja teoreemi 3 ja toodud selgituste pohjal
on ¢ i.i.d. jada, siis tugeva suurte arvude seaduse abil teame, et kui k — oo, siis

k
Z —m, pk.

Teoreemiga 5 analoogselt teame, et kui n — oo, siis kehtib ka koondumine

k\r—‘

M(n)

Z & —m, pk.

1 M(n) / .. . . .
Vaatleme summat - > °."1" & piirprotsessis n — oo ning saame koondumise

BB(Xi,...,Xp,Y{,....Y]) 1M§(§§

n

M(n) 1 11
_ . (LAY k..

Teoreemi 4 pohjal teame, et

o = (A 2 ) o= (0 =p) A=) (b ),

H pr4pY —ptp¥ 1 —ptpl

O]

1.3.3 Jarjestikune joondus

Edasi uurime jarjestikust joondust, mis on kujunenud Hammingu meetodi laien-
dusena. Kui vaatleme jarjestikust joondust jada X pohjal, siis seisneb idee selles,
et

1. joondame jada X esimese litkme jada Y esimese sama vérvi litkmega,

2. joondame jada X teise liikkme jada Y jargmise ettetuleva sama varvi liikkmega
nii, et eelnevaid joondamisi ei muudaks,

3. jatkame, kuni jadas Y ei leidu enam liikmeid, mida saaks joondada.
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Seda meetodit saab rakendada ka blokkide korral, kuigi kaheté&helise tdhestiku tottu
el erine see juba defineeritud bloki kaupa Hammingu meetodist.

Ndide. Vaatleme jadasid

z = 0001100011110110000 ja
y = 00001100001000110.

Nende jadade téhtede kaupa jérjestikune joondamine (jada x pohjal) on indel’ite
paigutuse tapsusega naiteks selline:

000-11000-1-—11-10110000
00001100001000110—————— ’

Defineerime jarjestikuse meetodi skoori.
Definitsioon 18. Olgu meil lopmatud jadad X ja Y ning olgu Cy =0 ja
Crp=min{i >1:Ys, 4, =Xy}, k=1,2,...,

kus S = Zle C;. Jada Cy,Cq,... nimetame jada Y (tihe kaupa jarjestikuse
joonduse) sammude jadaks. Jada X pohjal tihtede kaupa jarjestikuse joonduse skoor
on

B(X), =max{k >1: S, <n},

Niide. Eelmise néite jadade tahtede kaupa jarjestikuse joonduse skoor on B(x)17 =
11, sest S11 = 17, aga S1o2 > 17.

Jargnevalt toestame tulemuse (jada X pohjal) jarjestikuse joonduse keskmise skoori
piirvéértuse kohta, mida tahistame o4 (ingl consecutive alignment).

Teoreem 8. Olgu X = X1 Xs5... jaY =Y1Ys... lopmatud, omavahel séltumatud,
Bernoulli jaotustega i.i.d. jadad, kusjuures P(X; = 1) = p* ja P(Y1 = 1) = p¥. Siis
on X ja'Y sammude jada C1,Cy, ... i.i.d. jada ning jirjestikuse joonduse keskmise
skoori kohta kehtib p.k. koondumine

B(X),, 1 1

- = 7 = YCA
n EC) L+ Liy

Toestus. Naitame, et jada C1,Co, ... on i.i.d. jada. Selleks piisab niidata, et iga
naturaalarvu n, kq, ..., k, korral kehtib

P(Cy =k, Co = kg, ...,Cp = kn) = P(Cy = k1)P(Cy = ks) ... P(Cy = k).

Kuna iga naturaalarvu i ja j korral kehtib P(C; = j) =

= Z P(X’L = a¢Y5¢_1+1 # a, YSz'—1+2 Fa... 7YSZ-_1+(j—1) # a, YSi_1+j = a)>
a=0,1
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siis saame suvaliselt fikseeritud n, k1, ..., k, € N korral, et

P(Cy=k1,Cy=ko,...,Cp=k,) =
= § § E P(Xi=a,Y1# a1, Ya #ay,..., Y1 # a1, Yy, = ag;
a1=0,1 a2=0,1 an=0,1
Xo=a2, Yy 41 # a2, Y42 # a2, ..., Y thy1 7# 02, Vi, 4hy = Q25 . ..
Xp = an7Yk1+..A+kn,1+1 # Gy, ... 7Yk1+...+kn—1 # an7Yk1+...+kn = an) =...

Kuna X ja Y on omavahel soltumatud ning 4.7.d. jadad ja eelmise téendosuse sees
esineb iga juhuslik suurus iilimalt iihe korra, siis saame edasi kirjutada, kasutades
koigepealt soltumatuse ja seejirel sama jaotuse omadusi, et

=) Y P =aYi£aYa a1 # a1, Yy = a1)

a1=0,1 a2=0,1 an=0,1

P(Xo =a, Y41 # a2, Y42 # a2, ..., Y 1ho—1 7 02, Yig ko = G2) . ...

P(Xn - anv Yk‘1+...+k‘n,1+1 7& a?’L7 LR 7Yk1+...+knfl 7é anv Yk1+...+k‘n = an) =

= Z Z Z P(Xl:algyl#ahYQ?ﬁalw"aYIﬂ—l#al?ykl:al)

a1=0,1 a5—=0,1  an—=0,1
P(Xi =a2,Y1 #az,YaFag,..., Y51 # a2, Y, =a2)...
P(Xi=ap, Y1 #an,YoF# apn,.... Y5, 1 #FaYy, =ay) =

P(Cy =k1)P(C1 =ko)...P(C1 = ky).

Leiame definitsiooni pohjal juhusliku suuruse C; keskvéaartuse:

E(C1) =) i-P(C1=1) =

s
Il
—

=p" il Q=)+ (=) Y )T - ) =

i=1 i=1
= p"E(L{[Y1 = 0) + (1 - p") E(L{[Y1 = 1).

Kuna nendel tingimustel on juhuslik suurus LY geomeetrilise jaotusega, siis saame
kokkuvottes, et
T 1 —p®
By =2 U=
o 1=pY
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Teoreemi 5 eeldused on jada C4,Co, ... korral tdidetud, seega teame, et

B(X), M(n) 1 1

= — = — - —. z , k
n n E(Cl) p——F}_—p Yca, P

O

Kui joondamine kaib jada Y jargi, siis tuleb tavaliselt erinev keskmise skoori piir-
vadrtus, sest {ildjuhul

1 1

P T T

— Y
Py 1—pY _/YCA
p* o 1-p®

See vordus kehtib vaid siis, kui p* = pY voi 1 — p*¥ = pY.

Jada X pdhjal vs. jada Y pdhjal

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Joonis 1: Jarjestikune joondus jada X pohjal vs. jada Y pohjal

Joonisel 1 on helerohelisega margistatud alad, kus v¢& 4 > 'y% 4 hing tumerohelisega
alad, kus kehtib vastupidine vorratus.

2 Jadade vordlemine

Selles peatiikis uurime vaadeldud kolme meetodi kditumist parameetrite p® ja pY
muutumisel. Alustuseks teeme monel erijuhul ennustusi selle kohta, kui héisti need
meetodid tootavad, seejirel vaatame, kuidas nad peaksid teoreetiliselt kiituma ning
lopetuseks teeme simulatsiooni, kus vordleme meetodite skoore pikima iihisjadaga
konkreetsete genereeritud jadade korral.
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2.1 Meetodite kiitumine erijuhtudel

Meie eesmérk on vilja uurida, milline nendest meetoditest to6tab antud para-
meetrite p* = P(X; = 1) ja p¥ = P(Y; = 1) korral kdige paremini ja milline neist
ldhendab koige paremini optimaalset skoori koigi vidrtuste ulatuses. Vordleme Ber-
noulli jaotusega, omavahel soltumatuid i.:.d. jadasid X ja Y, kusjuures parameetrid
p® ja pY muutuvad vahemikus (0;1), sest kui p* € {0,1} voi p¥ € {0,1}, siis on
vahemalt iiks jadadest determineeritud ja tulemus on triviaalne.

Parameetrite vahemikke saab veel kitsendada, sest jadade X ja Y kohti saame
vabalt vahetada ning tédhtede 0 ja 1 kohti samuti. Piisab vaadata vahemikke p* €
(0;1) ja p¥ € (0;0,5), sest kui tahame teada, kuidas kiituvad meetodid vahemikes
p* € (0;0,5), p¥ € (0,5;1), piisab vahetada jadade X ja Y kohad ning vaadata
vahemikke p® € (0,5;1), p¥ € (0;0,5). Samuti on iilejadnud kaks veerandit ruudus
p* € (0;1), p¥ € (0;1) siimmeetrilised punkti (0,5;0,5) suhtes, kui defineerime
parameetrid iimber kui p* = P(X; = 0),p¥ = P(Y1 = 0).

Vaatame nelja erijuhtu:

1. ~ 1,pY =~ 0 ehk jadas X on palju iihtesid, jadas Y on palju nulle.

px
p* = 0,pY =~ 0 ehk molemas jadas on palju nulle.
3. p* =~ 0,5,pY =~ 0,5 ehk molemas jadas on vordselt iihtesid ja nulle.

4. p® = 1,pY =~ 0,5 ehk jadas X on palju iihtesid, aga jadas Y on vordselt
iihtesid ja nulle.

Analiiiisime iga erijuhu korral koigi kolme meetodi kiitumist, arvutame koigi pa-
rameetrite korral vélja, milline meetod annab koige parema tulemuse ning milline
annab paremuselt teise. Kuna pikima iihisjada leidmiseks ei ole iildisel juhul vale-
mit, siis saame teoreetiliselt vorrelda vaid meetodite omavahelisi suhteid.

1) Esimesel erijuhul koosneb jada X pikkadest 1-blokkidest ning liihikestest 0-
blokkidest ja jada Y vastupidi lithikestest 1-blokkidest ning pikkadest 0-blokkidest.
Sellisel juhul on parim, mida saab loota, see, et molema jada koik lithemad blokid
joondatakse vastavate pikkade blokkidega teisest jadast. Vaatleme jadasid

x=111111111111101111111110111111
y =000000000100000000001000000000

Kui me joondame koik jada x nullid mingite nullidega jadast y ja koik jada y
ithed mingite iihtedega jadast x, siis ei ole voimalik rohkem match’e saada ehk
oleme saanud pikima iihisjada. Uks viis, kuidas seda saavutada on bloki kaupa
Hammingu joondus, mis on praeguse néite puhul
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0000000001 00000000001 ———————~ 000000000~ ’

mistottu voib arvata, et bloki kaupa Hammingu joondus annab pikimale iihisjadale
ldhedase skoori. Jarjestikune joondus jada x pohjal oleks aga

- 1 1 -111111111101111111110111111
000000000100000000001000000000

ehk joondasime ainult jada x lihed, aga mitte iihtegi jada y nulli. Seetottu voiks
arvata, et jarjestikune joondus annab esimesel erijuhul halvema tulemuse kui bloki
kaupa Hammingu joondus. Nagu teooriaosas mainitud, oleneb jérjestikuse joonduse
skoor sellest, kas see on leitud jada x pohjal voi jada y pohjal, aga praeguse naite
puhul annavad nad vordse skoori.

Tavaline Hammingu joondus annab hea skoori siis, kui vorreldavates jadades on
ilma indel’eid lisamata palju match’e ja vihe mismatch’e, kuid ebasiimmeetrilisel
juhul on vastupidi palju mismatch’e ja vihe match’e. Meie néite puhul on match’e
4 ja mismatch’e 26, mistottu Hammingu joonduse skoor on —22. Ka iildjuhul tuleb
see skoor arvatavasti negatiivne.

Kolme meetodi vordlus
0.5

0.4 A

0.3

0.2

0.1

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Joonis 2: Iga meetodi alad, kus selle keskmise skoori piirvadrtus on suurim

Joonisel 2 on iga meetodi jaoks margistatud ala, kus selle keskmise skoori piirvaér-
tus on teistest suurem. Tumerohelisega on téhistatud see ala tavalise Hammingu
meetodi jaoks, helerohelisega bloki kaupa Hammingu meetodi jaoks ning kollasega
alad jarjestikuse meetodi jaoks. Kui vorrelda jooniseid 1 ja 2, siis ndeme, et vasak-
ja parempoolne kollane ala on leitud jarjestikuse joondusega jada X pohjal ning
alumine kollane ala jada Y pohjal.
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Intuitiivse analiiiisi pohjal vois arvata, et bloki kaupa Hammingu joondus annab
erijuhul (1) paremaid tulemusi kui jéarjestikune joondus, aga jooniselt 2 ndeme, et
see kehtib ainult kitsal alal. Lisaks sellele iitleb joonis 4, et sellel kitsal alal on bloki
kaupa Hammingu joondus vaid moénevorra parem kui jéarjestikune joondus.

Keskmiste meetodite alad

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 10

Joonis 3: Iga meetodi alad, kus selle keskmise skoori piirvadrtus on teisel
kohal

Joonisel 3 on iga meetodi jaoks kujutatud need alad, kus see meetod andis keskmise
tulemuse ehk oli skoori piirvadrtuse poolest arvuliselt teise kahe meetodi vahel.
Kasutatud on samu véarve, mis joonisel 2 ehk Hammingu meetod on tumeroheline,
bloki kaupa Hammingu meetod on heleroheline ning jarjestikune meetod on kollane.

2) Teine erijuht on vorreldavate jadade vahel siimmeetriline, aga téhtede suhtes
ebastimmeetriline ning praegusel juhul on moélemas jadas palju nulle ning véhe
ithtesid. See tdhendab, et ilma indel’eid lisamata on jadadel palju match’e ning
vahe mismatch’e ehk indel’eid lisades on suurem voimalus, et kaotame match’i kui
kaotame mismatch’i. Vaatleme naiteks jadasid

x =000001000000000100000000010000
y =000000000100000000001000000000

Tavaline Hammingu joonduse skoor tuleb nende jadade jaoks @mmatch — Gmismateh =
25 — 5 = 20. Kuna molemas jadas on pikad 0-blokid, siis annab bloki kaupa Ham-
mingu joondus

00000----1000000000-100000000010000
000000000100000000001000000000—————
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siin suhteliselt hea skoori. Jadade pikkus on 30 ja indel’eid on kummalgi real 5 ehk
skooriks saame 25. Jada x pohjal leitud jarjestikune joondus on selle néite puhul
tapselt sama, mis bloki kaupa Hammingu joondus, aga jada y pohjal on selleks

000001000000000100000000010000—————————~
00000-0000————— 1000000000-0---1000000000

ning skoor on 30 — 10 = 20. Seega voiks arvata, et ka iildjuhul annavad bloki
kaupa Hammingu ja jéarjestikune joondus ligikaudu sama tulemuse ning tavaline
Hammingu joondus on mismatch’ide tottu nendest kehvem.

Jooniselt 2 ndeme, et meie intuitiivne eeldus ei pidanud paika, sest all vasakus
nurgas ei ole ala, kus bloki kaupa Hammingu joondus annaks parima tulemuse.
Lisaks sellele ndeme jooniselt 3, et erijuhul (2) on véga kitsas ala, kus bloki kaupa
Hammingu joondus on skoori piirviartuse poolest teisel kohal ja joonis 4 iitleb,
et valjaspool seda kitsast ala on jarjestikune joondus mérgatavalt parem kui blo-
ki kaupa Hammingu joondus. Tavalise Hammingu joonduse skoori piirvaartus on
paljude vaartuste puhul esimesel kohal ehk parem, kui ennustasime.

Bloki kaupa Hamming vs. jarjestikune

0.5 l

0.2
0.4

- 0.0

0.3 F-0.2
0.2 r—0.4

-0.6
0.1

-0.8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Joonis 4: Vahe vgr — (V&4 V 7 4) VAdrtused

Joonisel 4 on kujutatud bloki kaupa Hammingu joonduse ja jarjestikuse joonduse
omavahelist suhet. Tépsemalt on punasega tahistatud alad, kus vy on suurem
kui v, V 'yzé 4 hing sinisega alad, kus ypy on viiksem.

3) Nii jadade kui ka tédhtede suhtes siimmeetrilisel juhul vaatame néiteks jadasid

x =000000011111000011111100000000
y =000001111110001111110000001111
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Hammingu joonduse skooriks saame praegusel juhul 19 — 11 = 8. Bloki kaupa
Hammingu joondus on nende jadade puhul

000000011111-000011111100000000————
00000--111111000-111111000000—-1111

ning skoor on jadade pikkus miinus indel’ite arv ehk 30 — 5 = 25. Jarjestikune
joondus jada x pohjal on

00000~ 00-11111-0000--11111100000000
ooooo111iiioooriiilioooooor1ll————-

ning jada y pohjal

000000011111000011111100000000
00000—-11111--+-1-— 000———— 1111110000001111°

Nende skoorid on indelite arvu jargi vastavalt 30 — 10 = 20 ja 30 — 16 = 14. Selle
néite abil voiks arvata, et siimmetrilisel juhul saab bloki kaupa Hammingu joondus
iisna hea skoori, kuid jéarjestikune joondus voib terveid blokke vahele jatta, mistottu
tema skoor on halvem.

Seekord pidasid ennustused paika, sest jooniste 2 ja 3 pohjal on erijuhul (3) bloki
kaupa Hammingu joondus koige edukam ning jarjestikune joondus on teisel kohal.

4) Viimane erijuht on esimesega sarnane, aga praegu jouame pikima tihisjada pik-
kusele koige ldhemale siis, kui saame jada X koik lithikesed 0-blokid joondatud
keskmise pikkusega 0-blokkidega jadast Y ning jada Y koik keskmise pikkusega
1-blokid joondatud pikkade 1-blokkidega jadast X. Kuna jadal Y on 1-blokid pi-
kemad kui need olid esimesel juhul, siis peaks pikim {ihisjada ise olema ka pikem.
Vaatleme jargimisi jadasid

x=111111111111101111111110111111
y=111110000111110000011111000111"

Hammingu joonduse skooriks saame G,nqtch — Gmismateh = 16 — 14 = 2. Bloki kaupa
Hammingu joondus tuleb seekord

ning skooriks saame indel’ite jargi 30 — 11 = 19. Néeme, et jada y jargi leitud
jarjestikune joondus annab skooriks koigest 7 ning leiame jarjestikuse joonduse
jada x pohjal, milleks on
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1111111111+ 111--0--1111111110111111
111110000111110000011111000111 - ’

skooriga 17.

Hammingu joondus annab seekord toenéoliselt parema skoori kui erijuhul (3), sest
jadas X on rohkem iihtesid, mistottu mismatch’e on vahem. Teised kaks meetodit
andsid praegu umbes sama skoori, aga voib arvata, et bloki kaupa Hammingu
meetod annab pikemate jadade korral halvema skoori. Jadas X on pikemad 1-blokid
kui jadas Y, mistottu on neid vihem kui jadas Y. See aga tdhendab, et kui me
joondame blokkide haaval, siis saavad jadast Y blokid enne otsa kui jadast X ehk
mingi osa 1-blokke jaab jadast Y joondamata. Jada X pohjal leitud jarjestikuse
joonduse puhul saame aga peaaegu koik 1-blokid jadast Y joondatud, mistottu
peaks see andma parema skoori.

Néeme jooniste 2 ja 4 pohjal, et jarjestikune joondus annabki erijuhul (4) parema
tulemuse kui bloki kaupa Hammingu meetod.

2.2 Simulatsioonid
2.2.1 Simulatsiooni kirjeldus

Tahame uurida, kui héid tulemusi annavad vaadeldavad meetodid erinevate para-
meetrite viartuste korral, kuid teooriaosas leitud keskmiste skooride piirvaartused
YH,YBH Ning v A,v% 4 €l anna meile infot selle kohta, mis on antud parameetri-
te korral iilemine toke vorreldavate jadade skoorile ehk mis on optimaalne skoor.
Teooriaosas néitasime, et kui kasutada sarnasusfunktsiooni

1,  kuiz =y’ (match),
s(zi,y;) = —1, kui — # af #y; # — (mismatch),

sk Sk
0, kui 7 = — voi y; = —,

siis tdhendab optimaalse skoori leidmine iihtlasi pikima tihisjada pikkuse leidmist.
Viimase jaoks on vaja teada iihte pikimat iihisjada, mille saab leida laialdaselt
kasutatava Needleman-Wunschi algoritmi abil (Barder et al., 2012). Simulatsiooni
idee seisneb jargnevas:

e Koostame parameetrite p* ja p¥ jaoks vorgustiku, mis katab terve vaadeldava
ala, nimelt p* € {0,1;0,2;...;0,9} ja p¥ € {0,05;0,1,...;0,45}.

e Iga punkti (pf,pY) korral genereerime juhuslikult jadad z ja y pikkusega
2500. Jada x elemendid on saadud Bernoulli katsega, kus tdhe 1 saamise
toendosus on pf ning jada y elementidel on tidhe 1 saamise toendosus py.
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e Iga genereeritud jadade paari jaoks leiame nende Hammingu joonduse skoori,
bloki kaupa Hammingu joonduse skoori, jarjestikuse joonduse skoori jada x
pohjal ja jada y pohjal ning nende pikima iihisjada pikkuse ehk optimaalse
skoori Needleman-Wunschi algortmi abil. (Graafikutes kasutame kas jada x
voi jada y pohjal leitud jarjestikuse joonduse skoori, olenevalt sellest, kumb
tuli suurem.)

e Saadud info salvestame failidesse, et seda hiljem joonistel kujutada.

Oleksime valinud tihedama punktide vorgustiku ning genereerinud pikemaid jada-
sid, aga Needleman-Wunschi algoritmi jooksutamise mahukus seadis nendele {ile-
mise piiri. Needleman-Wunschi algoritmi koodi saime Internetist ning kohandasime
seda praegusel juhul skoori leidmiseks (Slowikowski, 2020). Simulatsiooni t66ks oli
tarvis programmeerida ka kolme meetodi skoori arvutamise funktsioonid, mis on
koos simulatsiooniga toodud lisas 1.

2.2.2 Simulatsiooni analiiiis

Jargneva nelja joonisega on vélja toodud simulatsiooni tulemused, kus igal joonisel
on toodud iihe meetodi skoori suhe jadade pikkusega n = 2500. Jooniselt 5 née-
me, et Hammingu joondus to6tab koige paremini toepoolest erijuhul (2) ning selle
iimbruses, nagu jooniste 2 ja 3 pealt saab naha.

Hammingu joondus
1.0

0.45

0.40
0.8

0.35

0.30 4 L 0.6

0.25

0.20 1 0.4

0.15 A

0.10

0.05

0.0

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Joonis 5: Simulatsiooni tulemus Hammingu meetodi jaoks

Nagu ennustasime, on skoor erijuhul (1) negatiivne, kuid jatsime Hammingu joon-
duse graafikul negatiivsed vaartused vélja, et seda saaks holpsamalt teiste graa-
fikutega vorrelda. Toome eraldi vélja, et Hammingu joonduse tulemus punktis
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(0,9;0,05) oli —0,7312 ning punktis (0,9;0,45) oli selleks —0,0976 ehk skoor eri-
juhul (4) oli parem kui erijuhul (1), nagu ennustasime.

Bloki kaupa Hammingu joondus

1.0
0.45 +
0.40

0.8
0.35 4
0.30 1 0.6
0.25
0.20 0.4
0.15 4

0.2
0.10
0.05

0.0

01 02 03 04 05 06 07 08 059

Joonis 6: Simulatsiooni tulemus bloki kaupa Hammingu meetodi jaoks

Simulatsioon kinnitab joonistega 6 ja 7, et bloki kaupa Hammingu joondus annab
erijuhul (3) paremaid tulemusi kui jérjestikune joondus ning et erijuhul (2) on
samuti kitsas ala, kus bloki kaupa Hammingu joondus on parem. Lisaks ndeme, et
genereeritud jadade puhul jii kehtima see, et punktide (0,5;0) ja (0;0,25) timbruses
annab jarjestikune joondus paremaid tulemusi.

Jarjestikune joondus

1.0
0.45 4
0.40 4
0.8
0.35 1
0.30 1 L 0.6
0.25 1
0.20 1 0.4
0.15 -
0.2
0.10 -
0.05 +
T T T . . ‘ . 0.0

Joonis 7: Simulatsiooni tulemus jérjestikuse meetodi jaoks
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Jooniselt 8 ndeme, et genereeritud jadade puhul kiditub pikima iihisjada pikkus nii,
nagu voiks arvata. Seal, kus jadad on stimmeetrilised ehk p* =~ p¥, on optimaalne
skoor suurem ja seal, kus jadad on ebaslimmeetrilised ehk 1 — p* =~ p¥%, on opti-
maalne skoor viiksem. Nédeme ka seda, et erijuhul (1) on pikima iihisjada pikkus
vaiksem kui erijuhul (4), nagu ennustasime. Lisaks ndeme joonist 8 eelmistega vor-
reldes, et jarjestikune joondus imiteerib pikima iihisjada pikkuse graafikut koige
paremini ehk tildjuhul tasub nende kolme meetodi vahel valides eelistada jarjesti-
kust joondust (nii jada X kui ka jada Y pohjal, olenevalt parameetritest). Erijuhul
(2) tasub valida Hammingu joondus, sest see annab koige parema tulemuse ja ei
noua indel’ite lisamist ja erijuhul (3) tuleks eelistada bloki kaupa Hammingu joon-
dust, sest see annab pikima iihisjada pikkusele lahedasema skoori kui teised. Seega
igal meetodil on viahemalt mingi erijuht, kus see annab vorreldes teistega parema
skoori.

Pikima Uhisjada pikkus

1.0
0.45
0.40

0.8
0.35
0.30 0.6
0.25
0.20 0.4
0.15

0.2
0.10
0.05

0.0

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Joonis 8: Simulatsiooni tulemus pikima iihisjada pikkuse jaoks
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Kokkuvote

To66 kiigus vormistasime ranged toestused iga meetodi keskmise skoori piirvaar-
tuse koondumiseks ning kontrollisime nende kehtivust simulatsiooni abil. Uhtlasi
saime simulatsiooni kdigus natuke parema arusaama sellest, kuidas pikima iihisjada
pikkus parameetritest (p®,p¥) soltub.

To606 tulemusena saame vastata ka piistitatud uurimiskiisimustele. Leidsime, et koik
kolm suboptimaalset meetodit annavad parameetrite (p”, p¥) mingite vaértuste kor-
ral paremaid tulemusi kui teised kaks meetodit ehk mitte {ihtegi neist ei tasu kor-
vale jatta. Lisaks saime simulatsiooni abil teada, et vaadelduna terves parameetrite
vaartuste ulatuses, ldhendab jérjestikune joondus nendest meetoditest koige pare-
mini pikima iihisjada pikkust.

Meetodite véaikse arvu tottu ei anna kéesolev t66 head iilevaadet koigist subopti-
maalsetest meetoditest, mida on uuritud (Klement ja Lember, 2017; Barder et al.,
2012). Edasi saaks vorrelda nende meetodite t66d rafineeritumate suboptimaalsete
meetoditega, mis annavad arvatavasti paremaid tulemusi. Kuna kitsendasime selle
t60 kahetéhelisele tahestikule, siis saaks edaspidi uurida ka koigi nende meetodite
kaitumist koigis parameetrite vaartustes ja suurema téhestiku korral.
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Lisa 1. Skooride arvutamise programmid ja si-
mulatsioon

import numpy as np
import pandas as pd

def gener(px, py, n): # jadade x ja y juhuslik genereerimine
X = np.random.binomial(l, px, n)
y = np.random.binomial(1l, py, n)
return x, y

def ham_skoor(x, y, n): # Hammingu joonduse skoori leidmine
vahe = abs(x - y)
mismatch = sum(vahe)
match = n - mismatch
return match - mismatch

def blokham_skoor(x, y, indeks):
# jatame vajadusel y-st esimese vale bloki ara

if indeks == 2: # rekursiivsuse tdkestamiseks kahele korrale
return 0O

Xx_esimene_t&ht = x[0]

y_algus = 0

# leiame jadast y esimese tdhe, mis on x esimese tdhega sama
for i in range(0, len(y), 1):

if y[i] == x_esimene_t&ht:
y_algus = 1
break # kui terve jada y on iiks blokk, siis
if i == len(y)-1: # vahetame x ja y &ra ning proovime uuesti

indeks += 1 # indeks ilitleb meile, kui mdlemad jadad
return blokham_skoor(y, x, indeks) # on ainult iiks blokk
y = yly_algus:] # saime vajaliku y-i

skoor = 0

x_blokk = 0 # salvestame x-i ja y-i k&esoleva bloki pikkused
y_blokk = 0

x_eelmine = 0 # salvestame x-i ja y-i eelmise bloki 1dpu indeksi

y_eelmine = 0
while (x_eelmine < len(x)) & (y_eelmine < len(y)):
for j in range(x_eelmine, min(len(x)+1, len(y)+1), 1):
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try:
if x[j] '= x[j+1]: # otsime bloki 1dppu
x_blokk = (j+1) - x_eelmine
x_eelmine = j+1
break
except IndexError: # kui joudsime jada x 1dppu
x_eelmine = len(x)+1 # et while-tsiikkel 13ppeks
x_blokk = O # et ei liidetaks rohkem skoori juurde
break
for j in range(y_eelmine, min(len(x), len(y)), 1):
try:
if y[j] !'= y[j+1]: # otsime bloki 1dppu
y_blokk = (j+1) - y_eelmine
y_eelmine = j+1
break
except IndexError: # kui jdudsime jada y 1ldppu
y_eelmine = len(y)+1 # et while-tsiikkel 13ppeks
y_blokk = O # et ei liideks rohkem skoori juurde
break
skoor += min(x_blokk, y_blokk)
return skoor

def jarj_skoor(x, y): # jarjestiku joonduse skoori leidmine
skoor = 0
y_eelmine = 0 # salvestame eelmise y indeksi
naitaja = 0 # kasutame siis, kui jada y saab labi vaadatud
for i in range(0, len(x), 1):

if n&ditaja == 1: # kui jduame jada y 1ldppu, ldpetame
break

for j in range(y_eelmine, len(y)+1, 1):
try:

if y[j] == x[i]: # otsime jadast y jargmist
skoor += 1  # kattuvat tahte
y_eelmine = j+1
break
except IndexError: # jdudsime jada y 1ldppu
naitaja = 1 # et valimine tsiikkel 1d8ppeks
return skoor

def nw(x, y, match=1, mismatch=1, gap=0): # kood on veebilehelt
return # skoor
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# simulatsioon

x0 = np.linspace(0.1, 0.9, 9) # koostame vdrgustiku
yO = np.linspace(0.05, 0.45, 9)

ham_maatriks = []  # tihjad jdrjendid, kuhu hakkame
bham_maatriks = [] # simulatsiooni tulemusi lisama
jarjx_maatriks = []

jarjy_maatriks = []

nw_maatriks = []

recur_index = 0

n = 2500 # genereeritavate jadade pikkus

for i in range(0, len(x0), 1):

ham_maatriks.append([])

bham_maatriks.append([])

jarjx_maatriks.append([])

jarjy_maatriks.append([])

nw_maatriks.append([]

# genereerime juhuslikult kaks jada ning

# leiame skoorid ja lisame need maatriksisse

for j in range(0, len(y0), 1):
X, y = gener(x0[i], yO[j], n)
ham_maatriks[i] .append(ham_skoor(x, y, n)/n)
bham_maatriks[i] . append(blokham_skoor(x, y, recur_index)/n)
jarjx_maatriks[i] .append(jarj_skoor(x, y)/n)
jarjy_maatriks[i] .append(jarj_skoor(y, x)/n)
nw_maatriks[i] .append(nw(x, y)/n)

jarjmax_maatriks = np.maximum(jarjx_maatriks, jarjy_maatriks)
# kasutame jada x pdhjal ning jada y pdhjal leitud
# skoori maksimumi

df = pd.DataFrame(data=ham_maatriks) # salvestame info failidesse
df .to_csv(’ham.csv’, header=False, index=False)

df = pd.DataFrame(data=bham_maatriks)

df .to_csv(’bham.csv’, header=False, index=False)

df = pd.DataFrame(data=jarjmax_maatriks)

df .to_csv(’jarjmax.csv’, header=False, index=False)

df = pd.DataFrame(data=nw_maatriks)

df .to_csv(’nw.csv’, header=False, index=False)
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