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I. GEOMEETRILISED TEISENDUSED
TASAPINNAL.

§ 1. GEOMEETRILISE TEISENDUSE MOISTE.

Geomeetrilise teisenduse moiste selgitamiseks lahendame jéarg-

mise iilesande.
Arvteljel ¢ on antud rida punkte A, B, C, D,..., igaiiks oma

abstsissiga, néditeks
A(=3); B(—1); C(2); D(3);...

Tihistame abstsisse iildiselt tdhega x. Noutakse leida mingil

teisel teljel ¢ uus rida punkte A’, B’, C’, ... nii, et nende abstsissid
x" oleksid méaidratud mingi valemiga, néiteks
x'=3x—1.

Ulesande lahendamlseks arvutame antud abstsisside x jérgi
neile vastavad abstsissid x/, kasutades antud valemlt Saame jarg-
mise tabeli:

Sl

Kujutades antud punktid teljel # ning neile vastavad punk-
tid teljel ¢/, saame joonise 1.

A 8% ¢ D 4
0 8 6 4 =2 g 2 4 6 8
A' B' ; v C: Dr
SR i S ST S TR P G e R
Joon. 1



Me iitleme, et arvtelje ¢ punktid on teisendatud telje ¢ punk-
tideks; lilhemalt — arvtelg f on teisendatud teljeks #. Saadud
punkte nimetatakse antud punktide teisenditeks. On kerge niha,
et antud juhul telje ¢ igale punktile M (x) on voimalik leida teisen-
dit M’(x’) ja, iimberpoordult, telje ¢’ iga punkt M’(x’) on. telje ¢
iihe punkti M (x) teisendiks.

Et leida, missuguse punkti teisendiks on niiteks telje ¢ punkt
abstsissiga x'=—10, asendame antud teisendusvalemis

x' =3x—1

suuruse x” arvuga —10 ja lahendame saadud vorrandi. Saame:
x=—3. Niisiis, telje ' punkt M"(—10) on telje ¢t punkti M(—3)
teisendiks.

Oletame niiiid, et teljed ¢ ja ¢’ on vordsete iihikutega (nagu
joonisel 1). Paigutame teljed teineteise peale nii, et koik vastavad
jaotuspunktid iihtivad (joon. 2). Siis antud punktid ja nende tei-
sendid asetsevad iihel ja samal sirgel (mida peame moétlema kahe-
kordsena). Sel juhul Geldakse, et arvtelje punktid A, B, C,...

A B A 8 P £ 0 t

0 -8 6 4 2 0 2 4 6 8 t
Joon. 2.

on teisendatud s am a telje punktideks A’, B’, C’...; lihemalt —

arvtelg on teisendatud iseendaks (kuigi punktid pole
jddnud samadeks).
Teisendamisel voib juhtuda, et punkt ja tema teisend iihtivad.

Punkti, mis iihtib oma teisendiga, nimetatakse selle tei-
senduse kahekordseks punktiks.

Leiame joonisel 2 kujutatud teisenduse kahekordsed punktid.
Selleks asendame teisendusvalemis tdhe x” tdhega x (sest kahe-
kordses punktis x"=x) ja lahendame saadud vorrandi

x=3x—1.
Sel vorrandil on tiksainus lahend x= % Jarelikult antud teisen-

‘ duse ainsaks kahekordseks punktiks on punkt P(%); tema teisen-

diks on punkt P'=P.

Jargmistes paragrahvides ifldistame siin arendatud mottekdiku
nii, et punkte votame mitte ainult {ihelt sirgelt, vaid kogu tasapin-
nalt, ning teisendame need sama tasapinna punktideks. Sel juhul
oeldakse, et tasapind teisendatakse iseendaks. Tei-
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senduseeskirjana kasutame seejuures harlllkult geomeetri-
list konstruktsiooni, mitte valemit.

Tasapinna teisendamisel iseendaks teisendub selle tasapinna
iga kujund sama tasapinna teatud kujundiks. Kui kujundi iga kahe
punkti vaheline kaugus on vordne tema teisendi vastavate punk-
tide vahelise kaugusega, siis kujund ja tema teisend on vordsed.
Sellise omadusega teisendust nimetatakse liikumisteisenduseks
ehk liikumiseks.” Esimeses jarjekorras ongi meie {ilesandeks vaa-
delda litkumisteisendusi tasapinnal ja analiilisida litkumise liike.
Teisenduste kisitlusel ldhtume l6ikude, nurkade ja kolmnurkade
vordsuse moistest, kasutamata liikumise moistet, mis on meile
veel tundmata, ja tuletame neist liikumise moiste.

Ei tule arvata, et iga teisendus on liikumine. Niiteks joonisel 2
kujutatud teisendus pole liikumine, sest 16ik AB ei vordu temale
vastava loiguga A’B’. Liikumisteisendused moodustavad koige -
lihtsama (kuid vdga tdhtsa) geomeetriliste teisenduste rithma.
Peale liikumisteisenduste vaatleme kiesolevas peatiikis veel homo-
teetsust, s. o. teisendust, mis voimaldab antud kujundist saada
temaga sarnast kujundit.

Ulesandeid.

1. Arvtelje punktid M (x) on teisendatud sama telje punkti-
deks M’ (x”) valemi jargi x"=3—2x. Leia:
1) punktide x=—2, 0 ja 3 teisendid;
2) punktid, mille teisenditeks on punktid x'=9, —5 ja 0;

3) antud teisenduse kahekordne punkt;
4) punkti x=>5 teisend ja punkt, mille teisend on x —5.

2. Abst51sste1j'e punktid on teisendatud ordinaattelje punkti-
deks valemi jargi y=0,5x2. Leia punktide x=2, —3 ja 4 teisen-
did. Missuguse punkti teisendiks on punkt y=18? Milliseks y-telje
osaks teisendub kogu x-telg?

3. On antud ringjoon ja selle mingi puutuja. Uhendame
puutuja mingi punkti M ringjoone keskpunktiga O ning loeme
punktile M vastavaks ringjoone selle punkti M’, milles ringjoon
ja 1oik OM loikuvad. Tee joonis ja selgita selle abil, mis kujund
ringjoonel vastab

‘1) puutuja mingile 1digule AB;
2) puutepunktile;
3) kogu puutujale.

Kas see teisendus on liikumine?



§ 2. TELJELINE SUMMEETRIA,

I. Telje suhtes siimmeetrilised punktid. Olgu antud mingi
sirge ¢ ja valjaspool seda punkt M (joon. 3). Leiame punkti M’
nii, et sirge ¢ jaab 16igu MM’ keskristsirgeks. Selleks joonestame

Joon. 3. Joon. 4.

sirge MM’ L¢ ja votame sellel punkti M’ nii, et M'My=MM,, kus
M, on sirgete MM’ ja t l6ikepunkt. Niisuguse omadusega punkti
M’ nimetatakse antud punktiga M sirge ¢ suhtes siimmeetrili-
seks punktiks. Lauset «Punkt M” on sirge ¢ suhtes siimmeetriline
punktiga M» kirjutame lithidalt kujul: M= {(M).

On selge, et kui M= {(M), siis ka M= {(M’); seega voOime
konelda kahest teineteisega (sirge ¢ suhtes) siim-
meetrilisest punktist. Sirget ¢/ nimetatakse nende punktide
siimmeetriateljeks.

Niisiis:

tasapinna kaks punkti on sellel tasapinnal asetseva sirge
suhtes siimmeetrilised, kui see sirge on nende punktide
ithendusloigu keskristsirgeks.

Kui punkt asetseb siimmeetriateljel, siis loeme ta siimmeetri-
liseks iseendaga; igal muul juhul on punkt ja tema teisend kaks
erinevat punkti (joon. 4).

2. Siimmeetriliste punktide pohiomadus. Anname telje suhtes
simmeetriliste punktide pohiomaduse jargmise teoreemi néol:

16igud, mis iithendavad siimmeetriatelje punkti kahe selle
telje suhtes siimmeetrilise punktiga, on omavahel vordsed
ning moodustavad teljega vordsed nurgad,

Toepoolest, kui siimmeetriatelje £ mingi punkti A {ithendame
punktidega M ja M’= t(M) (joon. 5), siis saame kaks tdisnurkset
kolmnurka AMeM ja AMyM’, mis on vordsed tunnuse knk pdhjal.
Kolmnurkade vordsusest jareldubki, et

AM=AM’ ja a=d'.



Kehtib ka p6ordteoreem:

kui mingi punkt on kahest punktist vordsetel kaugustel,
siis asetseb ta nende punktide siimmeetriateljel.

Toesti, kui AM=AM’ (joon. 5), siis kolmnurk AMM’ on vord-
haarne ning jarelikult tema korgussirge AM, poolitab aluse MM’,
olles seega punktide M ja M’ siimmeetriateljeks.

Joon. 5. Joon. 6.

Vaadeldud teoreem voimaldab lahendada jargmise konstrukt-
siooniilesande (kasutades ainuiiksi sirklit):

leida antud punktiga antud telje suhtes siimmeetriline punkt.

Votame teljel ¢ vabalt kaks punkti (P ja Q) ning tombame
kummagi timber ringjoone, mis ldbib antud punkti M (joon. 6).
Otsitav punkt M’ peab asetsema kummalgi ringjoonel, jarelikult
on ta nende teine l16ikepunkt.

Kui keskpunktid P ja Q votta teljel mitte vabalt (nagu jooni-
sel 6), vaid vordsetel kaugustel antud punktist M (nagu jooni-
sel 7), siis punktide P, M, Q ja M’ jarjestikusel ithendamisel saa-
dakse romb; igal muul juhul aga tekib romboid (joon. 6), s. o.
nelinurk, mille kahe vastastipu ldhiskiiljed on paariti vordsed.

oM
AV /12
A '
oM*
Joon. 7. Joon. 8.

Poordteoreemi alusel laheneb jargmine iilesanne:

leida kahe antud punkti siimmeetriatelg.

Konstruktsioonis leitakse kaks niisugust punkti 7, ja T, mis
asetsevad antud punktidest (M ja M’) vordsetel kaugustel (joon.
8). Neid ldbiv sirge ¢ ongi otsitav siimmeetriatelg.



3. Telje suhtes siimmeetrilised kujundid defineeritakse jargmi-
selt:

kujundid k ja K’ on telje ¢ suhtes siimmeetrilised, kui
kummagi kujundi iga punkt on selle telje suhtes siimmeet-
riline teise kujundi mingi punktiga.

Lauset «Kujund &” on telje ¢ suhtes siimmeetriline kujundiga 4»
kirjutame edaspidi lithidalt nii:

k= t(k).
Antud definitsioonist ldhtudes toestame jirgmise teoreemi:

SIrgega antud telje suhtes siimmeetriliseks kujundiks on
sirge; molemad snrged Ioikavad summeetrlatelge iihes ja
samas punktis voi on teljega paralleelsed.

Toestamisel eeldame esmalt, et antud sirge s 16ikab telge ¢,
naiteks punktis P (joon. 9). Votame sirgel s mingi punkti A,
leiame teisendi A’={(A) ning veendume, et sirge A’P -ongi antud
sirge s stimmeetriliseks teisendiks. Selleks nditame, et kummagi
sirge iga punkt on telje ¢ suhtes siimmeetriline teise sirge mingi
punktiga. Punkti P kohta on see ilmne: P’=P. Votame niiiid iihel
sirgetest, nditeks sirgel s, mingi punkti B ning tombame BByl ¢
kuni 16ikumiseni sirgega A’P punktis B’. Siis

: ABPB():AB,PB(),

sest neil on ithise kiilje PB, juures vastavalt vordsed nurgad
(£BPBy= £B’PB, siimmeetriliste punktide pohiomaduse alusel,
§ 2, p. 2). Kolmnurkade vordsusest jareldub, et BBy=B’B,. Et iiht-
lasi BB’ _1t, siis on toestatud, et B’=t(B).

Niisamuti saab toestada, et sirge A’P iga punkt on summeet-
riline sirge s mingi punktlca

Joon. 9. Joon. 10.

Kui sirge s on paralleelne teljega ¢ (joon. 10), siis joonestame
labi punkti A’=t(A) sirge s’ |l s ning néditame, et endisel viisil
leitud punkt B’ on siimmeetriline punktiga B. Kolmnurkade' vord-
suse asemel tuleb niiiid kasutada ristkiilikute vastaskiilgede vord-
sust: BB()=AAO=A,A0=B/BO.
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Joon. 11.

\[/
i\

Toestatud teoreemist jareldame (joon. 11), et

kiirega siimmeetriline kujund on kiir, 16iguga siimmeetri-
line kujund on 16ik, kolmnurgaga siimmeetriline kujund on
kolmnurk, hulknurgaga siimmeetriline kujund on antud
hulknurgaga samanimeline hulknurk.

4. Siimmeetriliste kujundite vordsus. Niitame, et

iga kaks teineteisega mingi telje suhtes siimmeetrilist
kujundit on vordsed.

| Vaatleme esmalt 10ikusid. Kui teineteisega siimmeetrilised
1oigud on omavahel paralleelsed (joon. 10), siis nad on vordsed
kui ithe ja sama ristkiiliku vastaskiiljed.

Kui stimmeetrilised 16igud pole paralleelsed ega 10ika telge
(nagu AB ja A’B’ joonistel 12, I ja 12, II), siis pikendame neid
kuni teljega l6ikumiseni mingis punktis P. Siimmeetriliste punk-
tide pohiomaduse pohjal on siis AP=A’P ja BP=B’P. Esimese
vorduse pooltest teise vorduse pooli lahutades saame, et AB=A’B’".

Lopuks, kui kahel siimmeetrilisel 16igul AB ja A’B’ leidub tel-
jega iihine punkt P (joon. 13, I, II), siis saame endisel viisil vor-
dused AP=A’P ja BP=B’P, millede vastavate poolte liitmine
naitab, et AB=A'B’.

Siimmeetriliste 16ikude vordsusest jdreldub (tunnuse kkk
pohjal) kahe siimmeetrilise kolmnurga vordsus ja kolmnur-
kade vordsusest kahe siimmeetrilise nur g a vordsus. Siimmeetri-
liste 16ikude ja nurkade vordsusest aga saab juba jareldada iga
kahe siimmeetrilise kujundi vordsust.

A A
/ l
8
4 t
B'
- B'
' A'
% A

r l

Joon. 12. Joon. 13.



5. Iseendaga siimmeetriline kujund. Leidub kujundeid, mis
on mingi ithe (voi mitme) sirge suhtes siimmeetrilised iseendaga.
Iseendaga siimmeetrilised kujundid (joon. 14) on ndiiteks: vord-
haarne kolmnurk (iikks stimmeetriatelg), vordkiilgne kolmnurk
(kolm siimmeetriatelge), romb (kaks siimmeetriatelge), romboid
(iiks siimmeetriatelg), ruut (neli siimmeetriatelge), korrapirane
kuusnurk (kuus siimmeetriatelge). Ringjoon aga on siimmeetriline
iga sirge suhtes, mis ldbib tema keskpunkti; seega

ringjoonel on lopmata palju siimmeetriatelgi.

Joon. 14.

Iseendaga siimmeetrilise kujundi paljud omadused jarelduvad
kergesti tema siimmeetriast. Teades néiteks, et romb on siimmeet-
riline oma diagonaalsirge suhtes, jdreldame kohe, et rombi dia-
gonaal poolitab rombi nurga ning et rombi diagonaalid on oma-
vahel risti ja poolitavad teineteist (pohjenda neid viiteid!).

Iseendaga siimmeetrilised on ka paljud looduslikud vormid ja
inimese poolt valmistatud esemed (joon. 15).

T T

i R TR

Joon. 15.

6. Peegeldus siimmeetriateisendusena. Uleminekut antud
kujundilt temaga mingi sirge suhtes siimmeetrilisele kujundile
nimetatakse antud kujundi peegeldamiseks (antud sirgest). Sir-
get nimetatakse siis peegeldusteljeks, peegeldamisel saadavat
kujundit aga antud kujundi peegelduseks.
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LY YV =ds 7y

et ey
va \_/C

Joon. 16. Joon. 17.

Eespool ndgime (vaata § 2, p. 4), et kujund ja tema peegel-
dus on vordsed, seega peegeldamine sirgest on iiks liikumis-
teisendus. Seda liikumist iseloomustab kolmnurga (iildiselt hulk-
nurga) tippude ringjirjestuse ehk kolmnurga orientat-
siooni muutumine. Toepoolest, niiteks joonisel 11 on kolm-
nurga ABC orientatsioon positiivne (nagu joonisel 16, a), kuid
peegeldatud kolmnurgal A’B’C’ on see negatiivne (joon. 16, b).

Kujund ja tema peegeldus on teineteisest saadavad ka tasa-

| pinna po6ramise teel 180° vorra iimber peegeldustelje (joon. 17);

seega siimmeetriateisendus ehk peegeldamine asendab geomeet-
rias tasapinna podramist samal tasapinnal asetseva sirge iimber

| sirgnurga vorra. See tasapinna timberpéoramine kutsubki esile

orientatsiooni muutumise.

7. Samasus kahekordse peegeldusena. Olgu antud kujund &
ja telg ¢t. Leiame peegelduse #’=¢(k). Niiiid votame peegelduse
k' lihtekujundiks ning endist telge kasutades leiame tema peegel-
duse £”. Ilmselt saame teise peegeldamise tulemuseks tagasi ldhte-
kujundi k; seega k"= k:

peegelduse peegeldamisel samast teljest saame tulemu-
seks lahtekujundi. -

Teisendust, mis annab tulemuseks ldhtekujundi, nimetatakse
samasuseks. Nii siis oleme leidnud, et

sama telje korral kahest siimmeetriateisendusest koosnev
teisendus osutub samasuseks.
Ulesandeid.

4. a) Antud on kaks loikuvat sirget. Leia nende siimmeetria-
teljed.

b) Antud on kaks paralleelset sirget. Leia nende siimmeetria-
teljed. Kui palju neid on?
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5. a) Antud on kolmnurk ja seda mitteloikav sirge. Leia
selle kolmnurgaga antud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.

b) Antud on kolmnurk ja seda lbikav sirge. Leia selle kolm-
nurgaga antud sirge suhtes siimmeetriline kolmnurk.

6. Joonesta antud ringjoone mingi koolu suhtes siimmeetri-
line ringjoon. Mis tingimusel need kaks ringjoont iihtivad?

7. Kus asetsevad stimmeetriateisenduse kahekordsed punktid?

8. a) Missugused ringjooned vastavad siimmeetriateisenduses
iseendale?

b) Missugused sirged vastavad siimmeetriateisenduses ise-
endale?

9. Loika kahekorra murtud paberilehest mingi siimmeetri-
line puulehe kujutis.

10. a) Loika paberist vdlja mingi teravnurkne kolmnurk ja leia
kolmnurga voltimise teel selle iimberringjoone keskpunkt.

b) Loika paberist vdlja mingi vordhaarne kolmnurk ja leia
kolmnurga voltimise teel selle siseringjoone keskpunkt.

11. Neljakordselt kokkumurtud paberilehe murdenurgast Ioiga-
takse dra tdisnurkne kolmnurk. Milline kuju on é&raloigatud lehe-
osal avatult? :

12. a) Leia punktidega
(0: 3), (=2:5), (4 —1), (=6; —4)

x-telje suhtes siimmeetrilised punktid. -
b) Leia punktidega

(8; 0), (2; 3), (—6; 5), (0; —3)

y-telje suhtes stimmeetrilised punktid.

13. Leia punktiga (2; 5) siimmeetriline punkt 1) x-telje
suhtes, 2) y-telje suhtes ja 3) sirge y=x suhtes.

14. Leia jargmiste sirgetega x-telje suhtes siimmeetrilised
sirged: 1) y=2x+1; 2) y=1,5; B =1 8% 4) x=3;
9) y=—x+a. ,

15. Kasutades siimmeetriat toesta, et kooluga ristuv diameeter
poolitab koolu, sellele vastava kesknurga ja kaare.

16. Kasutades siimmeetriat toesta, et kui kahel ringjoonel lei-
dub iithine punkt véaljaspool nende keskpunkte ldbivat sirget, siis
neil leidub veel teine iihine punkt.

17. Kasutades siimmeetriat toesta, et vordhaarse trapetsi haa-
rade pikendused loikuvad aluse keskristsirgel.

§ 3. ROOPLUKE.

1. Korduv peegeldamine. Olgu antud kujund %k ning kaks
telge ¢, ja t,. Peegeldame kujundi 2 esmalt teljest f; ning siis
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saadud peegelduse teljest #;. Esimene peegeldus olgu &’ ja teine
k”. Siis voime lithidalt kirjutada nii:

K=t (k); k'=ts(k').

Analoogiliéelt voiksime kolmanda peegelduse (kolmandast teljest
t3) siimboolselt avaldada kujul

Ly B = ts (k”) :

Mottekdigu jatkamisel voime nii jouda kuitahes suurele peegel-
duste kordusarvule.

Jargnevalt hakkame uurima kujundite 2 ja k” (s. t. antud
kujundi ja tema kahekordse peegelduse) vastastikust asendit sol-
tuvalt peegeldustelgede vastastikusest asendist. Et iga peegeldus
muudab kujundi orientatsiooni vastupidiseks, siis kahekordne pee-
geldus on alati sama orientatsiooniga mis antud kujund.

2. Roopliike kahe peegelduse tulemusena. Olgu peegeldustel-
jed t; ja t» omavahel paralleelsed (joon. 18). Kujundite £ ja &”
vastastikuse asendi uurimiseks votame kujundi & kolm punkti A,

A A, AT 50 4, A"
k kl BI 5” k"
8

Ja P

c & c"
d
f ~ 5 g
Joon. 18.

B ja C ning leiame neile vastavad kujundi £” punktid A”, B” ja
C”. Et sirged ¢, ja t» on paralleelsed, siis nende ristsirged AA’ ja
A’A” iihtivad; jarelikult punktid A, A" ja A” asetsevad iihel sirgel.
Niisamuti asetsevad iihel sirgel punktid B, B” ja B” ning ka punk-
tid C, C’ C”. Uhtlasi on AA”[|[BB”||CC” kui iihe ja sama sirge rist-
sirged.

gEdasi naitame, et 16igud AA”, BB” ja CC” on vordsed ja sama-
suunalised. Selleks avaldame need 16igud telgede vahelise kau-
guse d abil (joon. 18):

AA"=AA +AA + A" Ay + A, A" =
—24,A" +24"A;=2A,A;=2d.

Niisamuti saaksime, et BB”=CC”=2d. Et esitatud tuletus

kehtiks antud kujundi ja telgede igasuguse vastastikuse asendi.
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puhul, tuleks l6ike AA,, A;A’, ... vaadelda suunaga ldikudena.
Meie juhul on vordsete 16ikude

AA"=BB"=CC"= ...

ithiseks suunaks suund telje #, poolt telje 7> poole.

Nii on selgunud, et paralleelsete telgede korral kahe peegelduse
jarjestikune rakendamine annab teisenduse, milles vastavate punk-
tide tihendusloigud on paralleelsed, vordsed ja samasuunalised.

Teisendust, milles vastavate punktide ithendusldigud on
paralleelsed, vordsed ja samasuunalised, nimetatakse
roopliikkeks (voi lithemalt lihtsalt litkkeks).

Roopliikkel sirge teisendub temaga paralleelseks sirgeks
voi samaks sirgeks.

Toepoolest, kui sirge on liikkke sihiline (nagu sirge AA” jooni-
sel 18), siis ta teisendub samaks sirgeks; kui ta pole liikke sihi-
line, siis ta teisendub temaga paralleelseks sirgeks (néiteks joo-
nisel 18 AB|A”B”, sest ABB”A” on roopkiilik).

On ilmne, et roopliikkel iga kujund teisendub temaga vordseks
kujundiks. Tdhendab réopliike on ka liikumisteisendus.

Roopliikke kui teisenduse kirjeldamisel on otstarbekohane kasu-
tada vektori moistet. Vektor on suunaga loik. Vektorit, mis on
paralleelne, samasuunaline ja pikkuselt vordub punktide nihetega
roopliikkel, nimetatakse litkkke vektoriks ning teda tédhistatakse

—

siimboliga v. Téhistades telgedevahelist vektorit (s. t. vektorit,
-

mis ldheb teljelt #, risti teljeni #;) siimboliga d, voime kirjutada:

> ->

v=24.

— -
kus 2d tahendab vektorit, mis on vektoriga d samasuunaline, kuid
temast 2 korda pikem. Niisiis voime oelda, et

paralleelsete telgede korral kahest peegeldusest koosnev
teisendus osutub roopliikkeks, mille vektor vordub peegel-

dustelgede vahelise vektori kahekordsega.
>

Rooplitke kui teisendus on médratud, kui tema vektor v on

antud. Seepérast voib kujundi & roopliiket méarkida lihtsalt siim-
S0 =

boliga v(k), kus v tdhendab liikkke vektorit. Téahistades antud
kujundist £ roopliikkel saadava kujundi (ehk antud kujundi liikke-
teisendi) tdhega k’, voime lithidalt kirjutada:

_a

k'=uv(k),

._)
s. t. kujund &” on kujundi & roopliike, kui litkkke vektoriks on v.
. ’
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Eespool arendatud mottekdik on pdoratav, s. t. iga rooplike
on vaadeldav peegelduse peegeldusena, kusjuures peegeldusteljed
on omavahel paralleelsed ja sihilt risti liikke vektoriga. Vastavas
konstruktsioonis votame esimese peegeldustelje risti litkke vekto-
riga (kuid muidu vabalt); teise telje aga joomestame esimesega
paralleelselt nii, et see paikneks esimesest teljest liikke vektoriga
madratud suunas ja sellest kaugusel, mis vordub poolega liikke
vektori pikkusest.

3. Rooplukke konstruktsioon. Olgu antud kujund & ja liikke
vektor v (joon. 19). Liikkekujundi &’ -—v(k) saame Jargmlselt

Kujundit £ méaravatest punktidest tombame liikke vektori v paral-
leelid ning kanname neile, alates kujundi punktidest, liikke vek-

Joon. 19, Joon. 20.

tori suunas loigud, mis vorduvad selle vektori pikkusega. Nende

16ikude lopp -punktid maidravadki otsitava litkkekujundi k_v(k)
Rakendame niiid antud ku]undlle k jarjestikku kaks roop-

luket vektoritega vastavalt Ui ja 02 Olgu esimene tulemus

k——v,(k) ja teine k”——u (k). Vordleme teise liikkke tulemust &”
lahtekujundiga %2 (joon. 20). Selleks vaatleme kujundi 2 mingit
16iku AB ja sellele kujundeis &’ ja k” vastavaid l1oike A’B’ ja
A”B”. Et roopliikkel 16ik teisendub temaga paralleelseks (erijuhul
samasihiliseks) ja vordseks 16iguks, siis

AB# A’B’ ja A’B’#A"B".

Kuid siis AB# A”B”, mistottu ABB”A” on roopkiilik ja jarelikult
AA” ##BB”. Nii selgub, et kujund k2” on saadav kujundist £ ainsa
-> =,
roopliikkega, mille vektor vs=AA”. Viimase vektori loeme vekto-
- 3

rite v; ja vo summaks ning avaldame kujul:

-> > >
V3=U;+ Us.
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> >
Jooniselt 20 ndhtub, et kahe vektori v; ja wvs liitmiseks tuleb
rooplitkke abil teise liidetava alguspunkt teha iihtivaks esimese lii-
detava 16pp-punktiga (A’) ning saadud murdjoone (AA’A”)
alguspunkt lugeda vektorite summa alguspunktiks, murdjoone
Lopp-punkt aga summa 10pp-punktiks. Niisiis on selgunud, et

kahest roopliikkest koosnev teisendus osutub rodpliikkeks,
mille vektor vordub antud litkete vektorite summaga.

Nimetades antud lilkked komponentideks ning neist saadava
fiikke resultandiks, toestame 16puks jargmise teoreemi:

resultantliike ei sdltu komponentliikete jdrjekorrast.

_)
Toesti, liites vektoriga vy vektori
->
v,, saame summaks endise vektori

je
vs (joon. 21). Sellest jareldame, et
vektorite liitmiseks eespool antud
kolmnurga-reegli asemel voib kasu-
tada ka jargmist nn. roopkiiliku-
reeglit: kui liidetavad vektorid on
~ roopkiiliku iithest tipust lahtuvateks
; -kiilgvektoriteks, siis samast tipust
Joon, 21. lahtuv diagonaalvektor osutub nende
liidetavate summaks.

Ulesandeid.

18. Antud on kaks paralleelset sirget ja nende vahel mingi
kolmnurk. Joonesta kolmnurga peegeldus esmalt iihest sirgest,
siis saadud peegelduse peegeldus teisest sirgest. Kas tulemus
soltub peegeldustelgede kasutamise jérjekorrast?

19. Pohjenda viidet, et kolmnurk ja tema lilke on vordsed.

20. Kas kolmnurga peegeldus ja likke on vordsed voi mitte?
Mille poolest nad siiski erinevad?

21. Liida kaks wvabalt voetud vektorit.

22. On antud kahe vektori summa ja iiks liidetav. Konst-
rueeri teine liidetav.

23. Pohjenda vaidet, et roopliikkel kui teisendusel ei leidu
kahekordseid punkte. -

24. Milleks teisendub roopliikkel likkevektori sihiline sirge
ja milleks iga muu sirge?
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§ 4. TSENTRAALSUMMEETRIA,

|. Tsentraalsiimmeetria kahe peegelduse liitteisendusena. Pee-
geldame antud kujundi & teljest ¢, ning saadud peegelduse £’ oma-
korda teljest #;, mis on risti teljega ¢, (joon. 22): Viimasel peegel-
damisel saame kujundi &”.

If: 2
"l /,,’
: -
.
A k'
”
oZT. MR
W—— ST < JOR Y
~ ” ¥ f
.SI «@\\ 2 r g
‘ . k”
~
| ‘JA"
Joon. 22.

Toestame, et kujundite & ja £” vastavaid punkte iihendavad
1oigud labivad telgede 16ikepunkti S ning poolituvad selles
punktis. -

Selleks iihendame kujundi £ mingi punkti A, samuti tema tei-
sendid A’ ja A” telgede 16ikepunktiga S (joon. 22). Edasi niitame,
et nurk ASA” on sirgnurk. Toesti:

ZASA"=a+d’ +B'+B" =20 +2p'=
=2(a’+p’) =2 - 90°=180°,

Siin kasutasime tosiasja, et nurgad, mis tekivad siimmeetriatelje
punkti S ithendamisel kahe siimmeetrilise punktiga, on vordsed
(a=a’ ja p’=p"). Et nurk ASA” on sirgnuck, siis punktid A,
S ja A” asetsevad iihel ja samal sirgel. Uhtla§ on punkt S 16igu
AA” keskpunktiks, sest siimmeetria tottu AS=A’S=A"S. Analoo-
giliselt kehtib see kujundite £ ja £” iga kahe teineteisele vastava
punkti kohta. Sellega on viide toestatud.

Tédhendatud omaduse alusel 6eldakse, et kujundid nagu & ja 2"’
{joon. 22) on punkti S suhtes siimmeetrilised; seejuures punkti S
nimetatakse siimmeetriakeskpunktiks. Teljelisest siimmeetriast
eristamiseks nimetatakse siimmeetriat punkti suhtes tsentraalsiim-
meetriaks ning selles teineteisele vastavaid kujundeid tsentraal-
siimmeetrilisteks kujunditeks. Kahest tsentraalsiimmeetrilisest
kujundist kumbagi v6ib nimetada ka teise peegelduseks (siimmeet-
riakeskpunktist). Siimmeetriakeskpunkti voib sel. puhul nimetada
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ka peegelduskeskpunktiks ja kirjeldatud teisendust tsentraalpée-
gelduseks. Esitatud arutlusi kokku vottes iitleme, et

ristuvate peegeldustelgede korral kahest peegeldusest
koosnev teisendus osutub tsentraalsiimmeetriaks, mille
keskpunktiks on telgede l0ikepunkt.

Umberp6ordult: tsentraalsiimmeetriat saab alati asendada kahe
peegeldusega, mille teljed on omavahel risti ning ldbivad siim-
meetriakeskpunkti. Vastavas konstruktsioonis voetakse iiks pee-
geldustelg (nditeks #;) vabalt 14bi keskpunkti S (joon. 22). Antud
tsentraalsiimmeetrilised punktid A ja A” on sellest sirgest vérd-
setel kaugustel (pohjenda seda!), mistottu ka A’=t¢,(A4) ja A” on
sellest vordsetel kaugustel. Kuid siis on sirge A’A” paralleelne
sirgega f, ja punktide A’ ja A” siimmeetriatelg seega risti selle
sirgega. Viimaste punktide siimmeetriatelg 14bib iihtlasi punkti S,
sest A’'S=A"S.

Kujundi % tsentraalsiimmeetrilist teisendit ehk peegeldust
punktist S mérgitakse siimboliga S(k); seega kirjutus =S (k)
asendab lauset «Kujund £ on kujundi £ peegeldus punktist S».

On kerge pohjendada, et kujund ja tema peegeldus mistahes
punktist S on vordsed: k=S (k). See niditab, et ka peegeldus
punktist on liikumisteisendus: ta on tasapinna pooramine peegel-
duskeskpunkti iimber sirgnurga vorra.

2. Tsentraalpeegelduse konstruktsioon. Kujundi tsentraalpee- .
geldus on maératud, kui peegelduskeskpunkt on antud. Konst-
ruktsioonis tombame antud kujundit mairavatest punktidest A,
B, ... sirged ldbi peegelduskeskpunkti S (joon. 23) ning mérgime
igal sirgel punkti, mis on punktist S sama kaugel kui kujundi vas-
tav punkt. Saadud punktid A’, B’, ... médaravadki otsitava peegel-
duskujundi.

Kirjeldatud viisil saame igale peegelduspunktist erinevale
punktile vastavaks iiheainsa punkti. Peegelduskeskpunkti loeme
vastavaks iseendale, mistottu see on vaadeldava teisenduse kahe-
kordne punkt. Sellest jareldub, et iga sirge, mis labib peegeldus-
keskpunkti, on selle teisenduse kahekordne sirge (vastab ise-
endale).

Joon. 23. Joon. 24.
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Iga sirge s, mis ei 1dbi peegelduskeskpunkti, teisendub temaga
paralleelseks 31rgeks (s" Il s, jOOI‘l 24). Toesti, sirge u, labldes pee-
gelduskeskpunkti (mistottu u'=u), loikab sirgeid s ja s’ nii, et
tekib paar vordseid poiknurki (iga nurk teisendub temaga vord-
seks nurgaks, joon. 24).

3. Iseendaga tsentraalsiimmeetriline kujund. Kujund voib olla
mingi punkti suhtes siimmeetriline iseendaga. Sellise kujundi
kohta Oeldakse, et tal leidub siimmeetriakeskpunkt ehk et ta on
tsentraalsiimmeetriline. Kindlasti on tsentraalsiimmeetriline iga
kujund, millel leidub kaks teineteisega ristuvat siimmeetriatelge;
sddrase kujundi stimmeetriakeskpunktiks on telgede l6ikepunkt.
Néiteks ristkiiliku siimmeetriateljed (kiilgede keskristsirged) on
teineteisega risti, mistottu nende 16ikepunkt S on ristkiiliku siim-
meetriakeskpunktiks (joon. 25): iga sirge labi selle punkti Ioikab:
ristkiiliku kiilgi kahes punktis A ja A’, mis on siimmeetrilised
punkti S suhtes.

Kuid ristuvate siimmeetriatelgede olemasolu on piisav, mitte
aga tarvilik tingimus siimmeetriakeskpunkti olemasoluks. Néiiteks

A I A\

Joon. 25. Joon. 26. Joon. 27.

on roopkiilik tsentraalsiimmeetriline oma diagonaalide 16ikepunkti
S suhtes, sest see punkt on vastastippude iithendusloikude iihiseks
keskpunktiks, kuid roopkiilikul ei leidu iihtki siimmeetriatelge
(joon. 26).

Tsentraalsiimmeetria leiab laialdast rakendamist tarbeesemete
kujundamisel, eriti kaunistusmotiivides (joon. 27).

4. Kahest tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus. Kui pee-
geldame mingi kujundi esmalt punktist S ja siis saadud peegel-
duse veel kord samast punktist S, siis saame tulemuseks ldhte-
kujundi. Niisiis:

sama keskpunkti korral kahest tsentraalpeegeldusest
koosnev teisendus osutub samasuseks.

Edasi uurime teisendust, mis koosneb kahest tsentraalpeegel-
dusest, kusjuures peegelduskeskpunktid on erinevad. Selleks toes-
tame jdrgmise teoreemi:

erinevate keskpunktide korral kahest tsentraalpeegeldu-
sest koosnev teisendus osutub roopiiikkeks, mille vektor
vordub esimesest keskpunktist teise viiva vektori kahe-
kordsega.

o
*
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Toestus. Peegeldame antud kujundi 2 esmalt keskpunktist
S| ning saadud peegelduse &' =S, (k) omakorda teisest keskpunk-
tist So (joon. 28). Joonisel on vastavad teisenduskonstruktsioonid
l1dbi viidud punktidega A ja B:

A'=S8,(4); B = 81(8B);
A" = S,(A"); B"=S;(B’).

Uhendades punkti A punktiga A” ja punkti B punktiga B
saame kaks kolmnurka AA’A” ja BB’B”, milledel on iiks ja sama
keskloik S§,S;. Toesti, konstruktsiooni Jargl AS=AS) ia
A’S;=A"S; ning samuti BS;=B’S; ja B’S;=B"S;. Kolm-
nurga keskloigu omaduste tottu kumbki 1oikudest AA” ja BB” on
paralleelne loiguga S:S» ning vordub tema kahekordsega. Lisaks
sellele on 16igud AA” ja BB” samasuunalised, sest kumbki neist
on samasuunaline 16iguga S,S;. Sellega ongi toestatud, et vaadel-
dav liitteisendus osutub toesti réopliikkeks vektoriga

U AA” B” 5 =28182.

Teoreemist jareldame, et

kahe tsentraalpeegelduse tulemus soltub peegeldamiste
jarjekorrast.

Joon. 28. Joon. 29.

Toesti, kui peegeldame enne punktist Sy ja parast punktist S,,
siis tulemuse kui roopliikke vektoriks saame endise vektori vas-
tandvektori (joon. 29):

— -

2 ——
U|=2S2S]= —2 SISQ-: e
Teiseks jdareldame (joon. 28), et

roopliikkest (vektoriga AA’”) ja tsentraalpeegeldusest
(keskpunktiga S,) koosnev teisendus osutub tsentraal-
peegelduseks (meie joonisel keskpunktiga S,).
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Ulesandeid.

25. Naita joonise abil, et kahe peegelduse puhul, miliede tel-
jed on teineteisega risti, tulemus ei soltu peegeldamiste jirje-
korrast. i

26. Koordinaatteljestikus on antud punktid A4 (3;2), B (—4;3),
C(—1; —2) ja D (5; —3). Leia neile koordinaatide alguse
suhtes stimmeetrilised punktid.

27. Koordinaatteljestikus on antud kolmnurk tippudega
A(—2; 3), B(2; 1) ja C (4; 5). Leia sellele alguspunkti suhtes
siimmeetriline kolmnurk.

28. Koordinaatteljestikus on antud sirge y=3—2x. Joonesta
sellele koordinaatide alguse suhtes siimmeetriline sirgé ja anna
viimase vorrand. :

29. Joonesta punktiga A (1; 2) punkti S (4; 3) suhtes siim-
meetriline punkl ja méaara selle koordinaadid.

30. Missugusel korrapérasel hulknurgal leidub siimmeetria-
keskpunkt ja missugusel ei leidu?

31. Veendu konstruktsiooni abil, et neljast tsentraalpeegel-
dusest koosnev teisendus, milles keskpunktideks on iihe réop-
kiiliku jérjestikused tipud, on samasus.

32. Joonesta vordkiilgsele kolmnurgale tema keskpunkti suh-
tes siimmeetriline kolmnurk. Mitu, siimmeetriatelge on tekkinud
tdhtkuusnurgal?

33. Mis on ringjoone siimmeetriakeskpunktiks?

34. Kasutades roopkiiliku tsentraalsimmeetriat, toesta, et
roopkiiliku vastasnurkade poolitajad on paralleelsed.

§ 5. POORE.

1. Pdore kui kahe peegelduse tulemus. Peegeldame kujundit
k jarjestikku kahest teljest 7, ja o (joon. 30), millede vaheline
suunaga teravnurk on a (suunaga esimese telje poolt teise poole).
Saadud kujundid olgu k'= f,(k) ja k"= t;(k"). Viimast kujun-
dit ” nimetatakse kujundi 4 poordeks ja iileminekut kujundilt %
kujundile £” kujundi & pooramiseks (lithemalt — pGordeks) punkti
O imber. Punkti O nimetatakse poordekeskpunktiks. Seega

p65re on kahe peegelduse tulemus Idikuvate peegeldus-
telgede korral; seejuures peegeldustelgede 1oikepunkt on
poordekeskpunktiks.

Vaadeldav teisendus on liikumine, sest ldhtekujund ja tema
teisend on vordsed.

2. Poorde pohiomadus. Poorde pohiomadust vidljendab jarg-
mine teoreem:
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kujundi punkti ja tema poordeteisendit keskpunktiga
ithendades saadakse vordsed 10igud, millede vaheline
suunaga nurk vordub peegeldustelgede vahelise suunaga
teravnurga kahekordsega.

Toestuseks votame kujundil £ mingi punkti A (joon. 30) ja
leiame tema teisendid A’= ¢, (A) ja A”= t;(A’). Siis on
OA=0A" kui loigud, mis iithendavad siimmeetriatelje ¢, punkti
O telje suhtes kahe siimmeetrilise punktiga. Niisamuti OA’=0A".
Neist kahest vordusest jareldub, et OA=0A", millega viite esi-
mene pool on toestatud.

A”

Joon. 30. Joon. 31.

Viite teise poole toestamisel vaatleme eraldi kolme voima-
likku juhtumit.

1) Punktid A, ja A,, milledes sidejooned AA” ja A’A” l6ikavad
vastavaid siimmeetriatelgi, asetsevad telgedevahelise teravnurga
haaradel (joon. 30).

2) Punktid A, ja A, asetsevad telgedevahelise niirinurga haa-
radel (joon. 31).

3) Uks punktidest A; ja A, langeb iihte keskpunktiga O
(joon. 32).

Igal juhtumil saab suunaga nurga AOA” avaldada suunaga
nurkade summana

LAOA"=ZAOA'+ LA'0A”

olgu kiire OA” asend milline tahes.
Juhtumeil 1 ja 2

ZAOA'=2LA,0A" ja LA'OA"=2LA"0A,,

sest A’= t,(A) ja A”= {,(A’). Asendamisel ja iihise teguri 2 sul-
gude ette toomisel saame nurga AOA” avaldada niiiid kujul:

ZLAOA”"=2(£LA\0A"+ LA'0A;) =2£A,0A,.

Juhtumil 1 nurk A,04; on q, nii et vdide on toestatud.
Juhtumil 2 nurk A{OA; on telgedevaheline niirinurk ja
nurk AOA” on sirgete OA ja OA” vahel olev sirgnurgast suurem
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nurk. Mdistes aga ka siin nurga AOA” all sirgnurgast védiksemat
nurka nimetatud sirgete vahel, voime kirjutada:

ZAOA”=360°-2|Z£A,0A4,|=360°—2(180°—a) =2a.
Juhtumil 3, kus punkt A, {ihtib punktiga O -(joon. 32), on
nurk AOA’ sirgnurk ning véide jareldub niiiid jérgmiselt:
ZAOA”"=180°—2|£A’0A;|=180°—2(90°—a) =
Toestatud teoreemi vonb kokkuvotlikumalt sonastada ka jargmi-

selt:
kujundi podramisel tema tasapinna mingi punkti timber

poordub kujundi iga punkt iihe ja sama nurga, nn. poor-
denurga ¢=2q vorra.

Kujundi & pooret, mille mdaravad keskpunkt O ja poérdenurk
@, margime lithidalt kujul O, (&).

Joon. 32. ‘ Joon. 33.

Kui poéordenurk ¢=180° siis poore osutub peegelduseks punk-
tist O, sest peegeldusteljed on siis teineteisega risti.
3. Jareldusi poorde pohiomadusest.
1) Kujundi ja tema poorde iga kahe teineteisele vastava punkti
siimmeetriatelg ldbib poordekeskpunkti,
sest viimane on neist punktidest vordsetel kaugustel (kahest
punktist vordsetel kaugustel asetsev punkt on teatavasti nende
punktide siimmeetriateljel).
2) Sirgjoone ja tema poorde kaugused poordekeskpunktist on
vordsed,
sest see kaugus ei muutu kummalgi peegeldusel, mllledest koos-
neb antud poére (OM=OM,, joon. 33). Teisiti:
sirgjoone ja tema poorde siimmeetriatelg 1dabib poordekesk-
punkti.
3) Sirgjoone ja tema pdéorde vaheline nurk, mille poolitaja ei
labi poordekeskpunkti, vordub podrdenurgaga,
sest vorreldavaid nurki nurgaga MPM,; liites saame sirgnurga
(joon. 33).
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4. Poorde konstruktsioon. Poordekeskpunkti O ja poordenurga
¢ andmisega on kujundi poore kui teisendus iiheselt mdairatud.
Poorde konstrueerimisel tombame kujundi punktidest kaared
iimber keskpunkti ja margime igal kaarel kujundi punktile vas-
tava punkti, kasutades antud poordenurka ¢. Leitud punkte Gigesti
tthendades saamegi pooratud kujundi (joon. 34).

Iga pooret, mis on antud oma keskpunkti ja nurgaga, saab
mitmeti esitada kahe peegelduse niol, kusjuures peegeldusteljed
labivad poordekeskpunkti. Selleks votame iihe telje (nditeks )
vabalt 1abi keskpunkti, teise telje aga nii, et telgede vaheline

Joon. 34. Joon. 35.

suunaga teravnurk (suunaga esimese telje poolt teise poole) vor-
duks poolega antud pdordenurgast (joonised 30 ja 31).

5. Pohiiilesanded poordest.

Ulesanne 1. Antud on kaks punkti A ja A’. Leida. mingi
poore, mis teeks ithe punkti teisega iihtivaks.

Lahendus. Otsitav péordekeskpunkt peab asetsema punk-
tide A ja A’ siimmeetriateljel (§ 5, p. 3, jareldus 1). Selle siim-
meetriatelje ¢ iga punkt O kolbab poordekeskpunktiks, kui poorde-
nurgaks voetakse nurk 9= ZAO0A’ (joon. 35). Ulesandel on seega
lIopmata palju lahendeid.

See lahendus nditab, et kahe punkti siimmeetriatelg on iihte
punkti teiseks teisendava poorde keskpunkti geomeetriliseks
kohaks.

Ulesanne 2. Antud on kaks vordset 1oiku. Leida poore, mis
teeb iihe 10igu teisega iihtivaks.

Lahendus. Olgu esimene 16ik AB, teine CD (joon. 36).
Leiame punktide A ja C siimmeetriatelje ¢ ning punktide B ja D
siimmeetriatelje. u. Kui teljed ¢ ja u ldikuvad, siis otsitavaks
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poordekeskpunktiks on nende telgede loikepunkt O ning poorde-
nurgaks ¢=ZAOC. Selle nurgaga vordub nurk BOD, sest kumbki
neist koosneb nurgast BOC ja veel vordsete kolmnurkade AOB
ja COD iihest nurgast (pohjenda nende kolmnurkade vordsust,
kasutades tunnust kkk). ]

Teise voimaliku lahenduse puhul saaksime keskpunktiks
punkti, milles punktide A ja D siimmeetriatelg 16ikab punktide B
ja C siimmeetriatelge. Seega on sel iilesandel iildiselt kaks
lahendust. Neist {ihe puhul langeb punkt A iihte punktlga C, teise
~ puhul punktiga D.

Joon. 36. Joon. 37.

Kui punktipaaride A ja C ning B ja D (voi A ja D ning B ja
C) siimmeetriateljed ei 10iku, siis nad on paralleelsed voi iihtivad.
Saab toestada, et kui iiks paar neist siimmeetriatelgedest on
paralleelsed (néiteks fllu, joon. 37), siis vastav poore asendub

roopliitkkega (mille vektor joonisel 37 on AC BD)

Kui iiks paar neist siimmeetriatelgedest iithtivad (néiteks
{=u, joon. 38), siis loigud AB ja CD on siimmeetrilised selle
ihise stimmeetriatelje suhtes. Kui 16igud AB ja CD ei ole paral-
leelsed selle teljega, siis nende 16ikepunkt teljega on iiheks poor-
dekeskpunktiks (joon. 38, a ja ¢). Kui aga AB ja CD on paralleel-
sed teljega siis poore asendub ]a]legl roopliikkega, mille vektor on

AC BD (joon. 38, b).

t:0 f=u
8. P
lo
A 8¢ D
e |
A C |
0 b 4

Joon. 38.



Ulesanne 3. Antud on kaks vordset ja sama orientatsioo-
niga kolmnurka. Leida poore, mis teeb iihe kolmnurga teisega
ithtivaks.

Lahendus. Antud vordsed ja sama orientatsiooniga kolm-
nurgad olgu ABC ja A’B’C’ (joon. 39). Kolmnurkade vastavad .
kiiljed AB ja A’B’ on vordsed. Kui need kiiljed pole paralleelsed,
siis leiame eelmise iilesande eeskujul poorde, mis teeb punkti A
ithtivaks punktiga A’ ja punkti B iihtivaks punktiga B’. Et kolm-
nurgad on sama orientatsiooniga, siis punkt C satub leitud poorde
puhul sirgest A’B” samale poole, kus on punkt C’, ning kolm-
nurkade vordsuse tottu iiks kolmnurk iihtibki teisega (joon. 39).

Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja samasuunalised, siis ei leidu
pooret, mis teeks kolmnurgad iihtivaiks, kiill aga leidub selleks
sobiv réoplitke (joon. 40).

Joon. 39. Joon. 40.

Kui AB ja A’B’ on paralleelsed ja vastandsuunalised, siis
iilesanne lahendub tsentraalpeegelduse abil.

Esitatud tilesannetest jareldame, et ka kahte vordset ja sama
orientatsiooniga hulknurka saab poorde (voi erijuhtumil
roopliikke) abil teha iihtivaiks:

Ulesandeid.
35. Antud on vordkiilgne kolmnurk ja valjaspool seda N-tdhe
kujuline kujund. Peegelda kujundit jérjestikku kolmnurga kahest

kiiljest ja méddra saadud poorde keskpunkt ja poordenurk.
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36. Joonesta mingi ruut ja selle poore ruudu keskpunkti
timber 45° vorra.

37. Mingisuguste nurkade vorra saab iga jargnevat kujundit
poorata tema keskpunkti iimber nii, et. pooratud kujund iihtiks
antud kujundiga: a) vordkiilgne kolmnurk, b) ruut, c¢) korra-
pdrane kuusnurk, d) korrapédrane viisnurk?

38. Antud on kaks loikuvat sirget ja kummalgi iiks punkt.
Leia poore, mis teeb iihe sirge ja sellel antud punkti vastavalt
iihtivaks teise sirge ja sellel antud punktiga.

Ndapunédide. Poordekeskpunktiks on punkt, kus loikuvad
antud punktide siimmeetriatelg ja antud sirgete (iiks) siimmeet-
riatelg. Ulesandel on kaks lahendust.

39. Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolm-
nurka ABC ja A’B’C’, mille vastavad kiiljed AB ja A’B’ on paral- |
leelsed ja vastandsuunalised. Leia poore, mis viib kolmnurga
ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse.

40. Antud on kaks vordset ja sama orientatsiooniga kolm-
nurka ABC ja A’B’C’ nii, et nende tipud B ja C’ iihtivad. Leia
poore, mis viib kolmnurga ABC kolmnurga A’B’C’ asendisse.

41. Leia podrded, millega vordhaarse kolmnurga iihe haara
saab teha teisega iihtivaks (kaks lahendust).

42. Leia poorded, millega vordhaarse trapetsi iihe haara
saab teha teisega iihtivaks (kaks lahendust).

43. Antud on kaks vordset nurka. Leia poore, millega neid
saab teha iihtivaiks,

44. Antud on vordhaarne kolmnurk. Leia poore mis teeb iihe
alusnurga teisega iihtivaks.

§ 6. LIIKUMINE TASAPINNAL,

Eespool tutvusime lihtsamate liikumistega tasapinnal, nimelt
peegeldusega sirgest, roopliikkega, peegeldusega punktist ja poor-
dega. Seejuures liikumiseks tasapinnal nimetasime niisugust selle
tasapinna teisendamist iseendaks, mille puhul selle tasapinna
mistahes kujund teisendub temaga vordseks kujundiks. Et koige
lihtsam kujund, mille abil saab méidrata teiste kujundite vordsust,
on kolmnurk, siis voime liikumiseks nimetada ka niisugust tasa-
pinna teisendust iseendaks, mille puhul mistahes kolmnurk tei-
sendub temaga vordseks kolmnurgaks. Seega iga paar vordseid
kolmnurki madérab iihe liikumise tasapinnal. Uhenduses .sellega
tekib kiisimus, kas {ilalnimetatud liikumistega on ammendatud
koik litkumise liigid tasapinnal voi mitte. Vastuse annab jargmine
teoreem:

iga liikumist tasapinnal saab vaadelda koosnevana iili-
malt kolmest peegeldusest.
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Eespool nagime, et antud vordseid ja sama orientatsiooniga
kolmnurki saab viia iihtivusse kas roopliikke voi poorde abil (§ 5,
p. 5, iilesanne 3). Et molemad nimetatud teisendused koosnevad
vaid kahest peegeldusest, siis on viide toestatud kdigi niisuguste
lilkumiste kohta, mis on maaratud kahe sama orientatsiooniga
kolmnurga abil.

Eeldame niilid, et antud vordsetel
kolmnurkadel ABC ja A’B’C’ on orien-
tatsioonid vastandlikud (joon. 41). Pee-
geldame iiht neist, nditeks kolmnurka
ABC, sirgest f, mis on iihe paari vasta-
vate tippude, néiteks B ja B’ siimmeet-
riateljeks. Siis kolmnurga tipu B pee-
gelduseks on tipp B’, aga tippude A
ja C peegeldused olgu vastavalt 4, ja
Co. Kolmnurk A¢B’Cy on vordne kolm-
nurgaga ABC, kuid vastandorientat-
siooniga, s. t. ta on vordne kolmnur-
gaga A’B’C’, millel on temaga {ihine
orientatsioon. Seetottu voib juhtuda, et
kolmnurgad A¢B’Co ja A’B’C’ iihti-
vad. Sel juhul oleks vaide toestatud,
sest liikumine, mis teeks antud kolm-
nurgad iihtivaiks, oleks peegeldus sir-

Joon. 41. gest ¢. Kui aga kolmnurgad AoB’C,
ja A’B’C’ ei {ihti, siis saab neid
panna iihtima poorde abil dmber

tipu B’, sest nad on vordsed ja sama orientatsiooniga. Et poore
koosneb kahest peegeldusest, siis kuluks niiiid antud kolmnurkade
tihteviimiseks kokku kolm peegeldust. Sellega on viide tdielikult
toestatud.

Ulesandeid.

45. Antud on kaks sama orientatsiooniga vordset kolmnurka.
Leia kaks jérjestikust peegeldust, mis teevad need kolmnurgad
iihtivaiks.

46. Antud on kaks erineva orientatsiooniga vordset kolm-
nurka, mis pole siimmeetrilised sirge suhtes. Leia kolm jirjesti-
kust peegeldust, mis teevad need kolmnurgad iihtivaiks.

47. Leia, missuguse lihtsama liikumisega saab asendada

a) kahte roopliiket;

b) roopliiket koos tsentraalpeegeldusega;

c) kahte tsentraalpeegeldust;

d) nelja peegeldust, kui peegeldustelgedeks on vaheldu-
misi kaks ristuvat sirget.
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§ 7. LHUKUMISTEISENDUSTE KASUTAMINE KONSTRUKTSIOON-
ULESANNETE LAHENDAMISEL.

Liikumisteisendusi saab kasutada paljude teoreemide toes-
tamisel ja konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vaatleme
monda ndidet viimaselt alalt. .

Teisenduste kasutamise meetod konstruktsiooniilesannete
lahendamisel seisneb selles, et vaadeldav kujund voi selle mingi
osa teisendatakse nii, et otsitav lahend (voi lahendusviis) muu-
tuks holpsamalt leitavaks. Selle meetodi sisu selgitavad ldhemalt
jargmised naited.

Ndide 1. Uhel pool sirgest u on antud kaks punkti A ja B.
Leida sirgel u punkt C nii, et Ioikude summa (tee pikkus)
AC+CB oleks minimaalne (v6imalikult viike).

Lahendus. Olgu ACB otsitav murdjoon (joon. 42). Tema .
pikkus ei muutu, kui 16ik CB asendada sirge u suhtes siimmeetri-
lise 16iguga CB’. Niiiid peaks lithima pikkusega olema murdjoon
ACB’. Ta on seda siis, kui punkt C asetseb sirgel AB’. Siit selgub,
et otsitav punkt on sirgete u ja AB’ l6ikepunkt, kus B’=u(B).

B |
|
|
|
|

: |
. ” //_,63'
u l' //f,/-"/‘/
d M emss

G~ | -
i /
\\ F | “,'
e 2l
\63'

Joon. 42, Joon. 43.

Miarkus. Jooniselt selgub, et leitud punkti C puhul on vordsed need
ieravnurgad, mis AC ja CB moodustavad sirgega u, s.t. lithim tee'on see,
mida modda liigub valgus punktist A punktini B, peegeldudes sirgest w.

N dide 2. Uhel pool paralleelsete kallastega kanalit on kiila
A, teisel pool kiila B. Ule kanali tuleb ehitada -sild niisuguses
~ kohas, et tee iihest kiilast teise oleks minimaalse pikkusega.

Lahendus. Oletame, et MN on noutud silla asukoht, nii et
murdjoon AMNB on voimalik lithim tee, mis kiilasid iihend_a)b

(joon. 43). Anname teeosale BN roopliikke, mille vektor on -NM,
ning vaatleme uut murdjoont AMB’B, mille pikkus on vordne
endise murdjoone pikkusega. Et see pikkus oleks minimaalne,
peaksid punktid A, M ja B’ asetsema iihel sirgel. Siit selgub, et
punkt M peab asetsema kohal, kus punkti A poolne kanali kallas
16ikab sirget AB’.
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Ndide 3. Konstrueerida ruut, mille kaks vastastippu aset-
sevad antud sirgel ja iilejddanud tippudest iiks asetseb iihel ja
teine teisel antud ‘*ringjoonel.

Lahendus. Olgu antud sirgjoon s ja ringjooned u ja- v
(joon. 44). Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et ABCD on
otsitav ruut, mille tipud B ja D asetsevad antud sirgel s, tipp A
ringjoonel u ja tipp C ringjoonel v. Siis punktid A ja C on siim-
meetrilised sirge s suhtes, sest ruudu diagonaalid ristuvad ja
poolitavad teineteist. Et punkt A asetseb ringjoonel u, siis temaga
sirge s suhtes siimmeetriline punkt C asetseb ringjoonega u sirge
s suhtes siimmeetrilisel ringjoonel «’. Siit selgub jargmine konst-
ruktsioon: 1) leiame ringjoone u’=s(u); 2) margime, kui see on
olemas, punkti, nditeks C, milles loikuvad ringjooned v ja u’;
3) leiame punkti A=s(C); 4) joonestame ruudu, mille diagonaa-
liks on 16ik AC, jirelikult on ruudu keskpunktiks sirgete s ja AC
1oikepunkt O. Selle ruudu tipud B ja D satuvad sirgele s, sest
nad on punktidest A ja C vordsetel kaugustel. Ruut ABCD rahul-
dabki iilesande koiki noudeid.

Ulesande lahendite arv on vordne ringjoonte u’ ja v iihiste
punktide arvuga. Kui need ringjooned ei 16iku, siis iilesandel pole
lahendit; kui ringjooned puudutavad voi loikavad teineteist, -siis
iilesandel on vastavalt iiks lahend voi kaks lahendit; kui ringjoo-
ned v ja u’ langevad iihte, siis on lahendeid 1opmata palju.

Joon. 44.

Niadide 4. Konstrueerida viisnurk kiilgede antud keskpunktide
jargi.

Lahendus. Olgu antud punktid M, M, Ms; M, ja Ms
(joon. 45). Kui otsitava viisnurga esimest tippu A; peegeldada
punktist M,, siis saadakse teine tipp As, seda peegeldades punk-
tist M, saadakse kolmas tipp As jne.; 10puks tipu As peegeldami-
sel punktist M5 saadakse uuesti tipp A,. Nii selgub, et punkt A,
on viiest tsentraalpeegeldusest koosneva teisenduse kahekordne
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punkt, kui peegelduskeskpunktiks on punktid M,, ..., Ms;. Et
kahest tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus on roopliike, roop-
lilkkest ja tsentraalpeegeldusest koosnev teisendus aga jille tsent-
raalpeegeldus (§ 4, p. 4), siis neljast tsentraalpeegeldusest koos-
nev teisendus on taas roopliike, viiest tsentraalpeegeldusest koos-
nev teisendus aga — tsentraalpeegeldus. Viimasé teisenduse ainus
kahekordne punkt on peegelduskeskpunkt. Tdhendab, punkt A; on
viiekordsel tsentraalpeegeldusel saadava tsentraalpeegelduse kesk-
punkt. Tema leidmiseks votame tasapinna mistahes punkti B,
peegeldame seda punktist M,, saadud peegeldust By uuesti punk-
tist M, jne., kuni saame punkti Bs. Et punktid B; ja Bs on peegel-
duses teineteisele vastavad punktid, siis 10igu B;Bgs keskpunkt ongi
selle peegelduse keskpunkt, iihtlasi otsitav punkt A,. Viisnurga iile-
jaanud tipud leiame peegeldamise teel antud punktidest.

Ulesandeid.

48. Tasapinnal on antud kolm sirget: s, # ja u. Leia sirgel
s punkt S, millega sirge ¢ suhtes siimmeetriline punkt S’ asetseb
sirgel u.

49. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest iihel pool punktid
A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et sirged AM ja BM moodus-
taksid sirgega s vordsed nurgad.

50. Tasapinnal on antud sirge s ja sellest teine teisel pool
punktid A ja B. Leia sirgel s punkt M nii, et loikude AM ja
BM pikkuste vahe oleks voimalikult suur.

51. Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja sirge ¢. Ehita ruut,
mille kaks vastastippu asetsevad sirgel ¢ ja tilejddnud tipud antud
nurga haaradel voi nende pikendustel iile tipu A.

52. Tasapinnal on antud nurk tipuga A ja selle sees punkt .
S. Joonesta ldbi punkti S sirge nii, et tema 16ik nurga haarade
vahel poolituks punktis S.

53. Tasapinnal on antud sirgjoon, ringjoon ja punkt. Joo-
nesta 1dbi antud punkti sirge, mille 16ik antud sirgjoone ja ring-
joone vahel poolituks antud punktis.

54. Joonesta tasapinnaline seitsenurk kiilgede antud kesk-
punktide jargi.

55. Joonesta labi kahe antud ringjoone loikepunkti sirge, mis
ei ldbi ringjoonte teist 16ikepunkti ja millest need rmgjooned 16i-
kavad vilja vordsed koolud. :

§ 8. HOMOTEETSUS TASAPINNAL.

1. Homoteetsuse modiste, Homoteetsuseks tasapinnal nimeta-
takse jargmiste omadustega vastavust tasapinna punktide vahel:
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1) iga punkti ja sellele vastava punkti ithendussirge 14bib iiht
ja sama punkti O, mida nimetatakse homoteetsuskeskpunktiks.

2) iga kaks teineteisele vastavat punkti asetsevad homoteetsus-
keskpunktist kas iihel pool (péripidine homoteetsus, joon. 46) vai
teine teisel pool (vastupidine homoteetsus, joon. 47); _

3) kui M ja M’ on kaks teineteisele vastavat punkti, siis 16ikude
suhe OM”: OM=Fk on jaav tasapinna koigi punktide puhul. See
jaav suhe, mida nimetatakse homoteetsusteguriks, on péripidise
homoteetsuse korral positiivne ja vastupidise homoteetsuse korral
negatiivne, sest esimesel juhtumil on 16igud OM ja OM’ samasuu-
nalised, teisel juhtumil aga vastandsuunalised.

OA': 08 =0B':0B=06":-0C=.. =k B'
C)
A A
A
B a8
fard
Joon. 47.

Homoteetsusteguri definitsioonist jareldub, et -
OM’'=Fk-OM,

millest ndhtub, et keskpunkti O ja teguri 2 andmisega
on homoteetsus maaratud, sest nende andmete kor-
ral saab igale punktile M leida temale vastavat punkti M’. Kui
punkt M iihtib keskpunktiga O, siis iihtib viimasega ka teisend

M’; jarelikult on keskpunkt homoteetsuse kahekordne punkt. Saab
" toestada, et ta on homoteetsuse ainus kahekordne punkt.

2. Homoteetsuse tiahtsamad omadused.

1) Homoteetsuskeskpunkti ldbiva sirge teisendiks on seesama
sirge, iga muu sirge teisendiks aga tema paralieel.

Homoteetsuskeskpunkti ldbiva sirge kohta on viide ilmselt
oige, sest homoteetsuse definitsiooni jargi on selle sirge punk-
tide teisenditeks sellesama sirge punktid. Vdite toestamiseks
homoteetsuskeskpunkti mitteldbiva sirge AB kohta eeldame, et
homoteetsus on antud keskpunktiga O ja teguriga k& (joon. 48).
Leiame sirgel AB asetseva punkti, nditeks punkti A teisendi A’,
ning joonestame temast ldbi sirge, mis on paralleelne sirgega AB.
Loigaku sirge OB joonestatud sirget punktis B’. Siis Kkiirteteo-

reemi pohjal
OB’ : OB=0A’:0A.
32



SR
Kol

Joon. 48. Joon. 49,

Et viimane suhe vidljendab homoteetsustegurit, siis teeb sedasama
ka esimene: OB’: OB=~Fk. See néitab, et sirgel AB asetseva punkti
B homoteetseks teisendiks on punkt B’ sirgel A’B’. Ilmselt kehtib
see nende sirgete koigi punktide kohta.

2) Paralleelsetele sirgetele vastavad paralleelsed sirged,

sest kui kaks sirget on paralleelsed, siis ka iihega ja teisega :
vastavalt paralleelsed sirged on omavahel paralleelsed (joon. 49):
kui ullv ja w'llu, v'llv, siis @’llv’.

3) Iga nurk teisendub temaga vordseks nurgaks,

sest teisendatud nurga haarad on antud nurga haaradega vas-
tavalt paralleelsedja samasuunalised (joon. 50) voi vastavalt
paralleelsed ja vastandsuunalised (joon. 51).

Joon. 50. Joon. 51.

4) lIga kahe teineteisele vastava 16igu suhe vordub homoteet-
susteguriga,

sest kolmnurkade OAB ja OA’B’ sarnasuse tottu (poh]enda
seda, joon. 52) voime kirjutada:
A’B’ :AB=0A’: OA=k.
5) Iga kolmnurk (iildiselt iga kujund) teisendub temaga sar-
naseks kolmnurgaks (kujundiks),

sest viimase kahe omaduse jdrgi nende nurgad on vastavalt
vordsed ja koik vastavad 16igud on vordelised (joon. 53).

Viimase omaduse tottu nimetatakse homoteetsust ka sarnasus-
teisenduseks ning kahte homoteetset kujundit perspektiivsarnas-
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tek§ kujunditeks (ehk sarnasteks kujunditeks sarnasusasendis).
Kui ithega kahest perspektiivsarnasest kujundist teostada mingi
likkumisteisendus, siis nende eriline vastastikune asend kaob ja
me saame lihtsalt kaks sarnast kujundit. Seega voime delda, et

!(:lj}ll’ldjte sarnasus on homoteetsuse ja liikumisteisenduse
jarjestikusel rakendamisel piisima jidiv kujundite omadus.

BI

Joon. 52. Joon. 53.

Lopuks olgu margitud, et kui homoteetsustegur k=1, siis
homoteetsus osutub samasuseks (sest igale punktile vastavaks
on siis see punkt ise); kui aga k= —1, siis homoteetsus osutub pee-
gelduseks homoteetsuskeskpunktist. >

Ulesandeid.

56. Homoteetsus on antud keskpunkti ja iihe paari: vastavate
punktidega. Leia mootmise teel homoteetsustegur. Vaatle kaht
juhtumit: kui homoteetsus on péripidine ja kui ta on vastupidine.

57. Homoteetsus on antud keskpunkti ja iihe paari vastavate
pun'll:tidega. Leia konstruktsiooni teel mingile punktile vastav
punkt.

58. Homoteetsus on antud keskpunkti ja iihe paari vastavate
punktidega. Konstrueeri vabalt voetud kolmnurgale vastav kolm-
nurk. :
59. Pohjenda viidet, et ringjoonega, mille raadius on r,
homoteetseks kujundiks on ringjoon raadiusega kr, kus k& on
homoteetsustegur. (Kasuta omadust 4!)

60. Pohjenda vdidet, et vastupidine homoteetsus koosneb
pdripidisest homoteetsusest ja tsentraalpeegeldusest.

§ 9. HOMOTEETSUSE KASUTAMINE KONSTRUKTSIOONULESANNETE
LAHENDAMISEL.

Nagu liikumisteisendusi, nii ka homoteetsust saab kasutada
konstruktsiooniilesannete lahendamisel. Vastav nn. sarnasus-
meetod seisneb selles, et esnralt konstrueeritakse otsitava
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kujundiga sarnane kujund ja siis homoteetsust kasutades otsitay
kujund. Vaatleme. selle meetodi rakendamist monede niidisiiles-
annete lahendamisel.

Ndide 1. Antud sektorisse MON joonestada ruut, mille kaks
tippu asetsevad sektori raadiusel OM, kolmas tipp raadiusel ON
ja neljas tipp kaarel MN (joon. 54).

Lahendus. Joonestame algul min gi ruudu A’B’C’D’ (joon.
54), mille tipud A’ ja B’ asetsevad antud sektori raadiusel OM ja
tipp D’ sektori raadiusel ON (kuidas seda teha?). Pikendame
16iku OC” kuni I6ikumiseni sektori kaarega punktis C, kui ta juba
ei 1oika seda kaart. Teisendame ruutu A’B’C’D’ homoteetselt, vot-
tes keskpunktiks punkti O ja iiheks paariks vastavateks punkti-
deks punktid C’ ja C (k=0C: 0C’). Teisendamisel saame ruudu
ABCD, mis taidab {ilesande tingimusi. Lahend on iihene. :
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Joon. 54. Joon. 55.

Nidide 2. Joonestada kolmnurk, mille tipud asetsevad antud
kolmnurga ABC kiilgedel ja kiiljed on vastavalt paralleelsed teise
antud kolmnurga DEF kiilgedega.

Lahendus. Votame kiiljel AC vabalt punkti K’ ja joones-
tame esmalt otsitava kolmnurgaga KLM sarnase kolmnurga
K'L’M’, mille tipp L” asetseb kiiljel AB ja mille kiiljed on vasta-
valt paralleelsed kolmnurga DEF kiilgedega (joon. 55). Kolm-
nurka K'L’M’ teisendame homoteetselt, vottes homoteetsuskesk-
punktiks punkti A ja {iheks vastavate punktide paariks punktid M’
ja M, kus M on sirgete AM” ja BC loikepunkt. L%

Nidide 3. Konstrueerida kolmnurk, mille kaks nurka a ja B
ning nurga a tipust tommatud mediaani ja korguse summa on
antud. ; e
Lahendus. Konstrueerime otsitavaga sarnase kolmnurga
AB’C’ (joon. 56), milles £A=a, £ZB’=f ja kiilg _AB’ on vzaba}t
voetud. Edasi leiame tipust A tommatud mediaani AM’ ja
korguse AH’ ning kanname korguse mediaani pikendusele. Nii
saame tipust A tommatud mediaani ja korguse summaks 10igu
AD’.
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Joon. 56.

Samale sirgele AD’ kanname alates punktist A otsitava kolm-
nurga mediaani ja korguse summa, saades 16igu AD. Otsitava
kolmnurga ABC saame, kui kolmnurga AB’C’ teisendame homo-
teetselt, vottes keskpunktiks A ja iiheks vastavate punktide paa-
riks D’ ja D. Punktid B ja C leiame paralleelide joonestamise
teel: DB||D’B’ ja DC||D’'C’". ;

Ulesandeid.

61. Joonesta antud kolmnurka ruut, mille kaks tippu asetse-
vad kolmnurga iihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja neljas tipp
kolmandal kiiljel.

62. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kol-
manda nurga tipust tommatud mediaan.

; 63. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja nende
nurkade tippudest tommatud mediaanide summa.

64. Joonesta kolmnurk, millest on antud kaks nurka ja kol-
manda nurga tipust tommatud korguse ja bisektori summa.

65. Antud on kaks loikuvat sirget ja viljaspool neid punkt.
Joo(;le_sta ringjoon, mis ldbib antud punkti ja puudutab antud sir-
geid.

66. Joonesta antud kolmnurka ristkiilik, mille kaks tippu
‘asetsevad kolmnurga iihel kiiljel, kolmas tipp teisel kiiljel ja nel-
jas tipp kolmandal kiiljel, kui ristkiiliku kiiljed suhtuvad nagu 3:2.

67. Antud on ringjoon ja sellel punkt A. Leia punktist A vil-
juva antud ringjoone koolu keskpunkti geomeetriline koht.

68. Joonesta antud segmenti ruut, mille kaks tippu asetsevad
segmendi alusel ja kaks segmendi kaarel.



1. SIRGED JA TASAPINNAD.
§ 10. TASAPIND JA SELLE KUJUTAMINE.

Geomeetria esimeses osas — planimeetrias ehk tasapinnageo-
meetrias Opitakse tundma tasapinnaliste kujundite omadusi.
Geomeetria teise osa — stereomeetria ehk ruumigeomeetria iiles-
andeks on uurida ruumilisi kujundeid, s. o. kujundeid, mis ei
asetse koigi oma punktidega iihel ja samal tasapinnal. Iga kujundi
uurimisel on eeskdtt vaja saada kujundist 6ige kujutlus ning
osata teda kujutad a joonise abil.

Koige lihtsamad kujundid on punkt, sirgjoon ja tasapind; neid
nimetatakse pohikujunditeks. P6hikujundeid me ei defineeri. Nende
abil uurime koiki teisi kujundeid.

Punkti ja sirge omadused on tuttavad planimeetria kursusest.
Tasapinda iseloomustab tema jargmine omadus, nn. tasapinna
pohiomadus: |

kui tasapinnal ja sirgjoonel on kaks iihist punkti, siis
sirgjoone koik punktid asetsevad sellel tasapinnal.

Sel juhul Geldakse, et sirge asetseb tasapinnal ehk tasapind
1dbib sirget.

Tasapindu tdhistatakse viikeste kreeka talhtedega néiteks «a,
B, € jm.

Mingist ruumiobjektist tasapinnalise kujutise saamiseks toi-
mime jargmiselt. Valgustame objekti {ihest punktist védljuvate voi
paralleelsete valguskiirtega ja joonestame tekkiva varju piir-
joone mingil tasapinnal. Niisugust varjujoonist nimetatakse
objekti pro;ektsmomks ehk kujutiseks tasapinnal ning tasapinda,
millel saadakse see joonis, projektsioonipinnaks ehk ekraaniks.
Kiired, mis tekitavad kujutise, on kujutamiskiired ehk pro;ekteerl-
vad kiired.

Soltuvalt kujutamiskiirte vastastikusest asendist eristatakse
kahesuguseid projektsioone, nimelt tsentraalprojekt-,
sioone ja paralleelprojektsioone.

Tsentraalprojektsiooniks nimetatakse kujundi projekt-
siooni juhul, kui kujutamiskiired lahtuvad iihest punktist.

37



Joon. 57.

Joonis 57 kujutab kolmnurkse piiramiidi OABC tsentraal-
projektsiooni O’A’B’C’ tekkimist ekraanil e. Projekteerivad Kkii-
red SA, SB,... viljuvad siin iihest ja samast punktist S, mida
nimetatakse silmapunktiks.

Kui, silmapunkt S on lopmata kaugel esemest ja ekraanist, siis
kujutamiskiired on omavahel paralleelsed.

Projektsiooni, mis saadakse paralleelsete kujutamiskiir-
tega, nimetatakse paralleelprojektsiooniks.

Et péikesekiired on Pdikese vdga suure kauguse tottu prakti-
liselt paralleelsed, siis voib nende poolt mingil tasapinnal tekita-
tud varjusid lugeda paralleelprojektsioonideks (joon. 58). See-
vastu on fotograafilised {ilesvotted tsentraalprojektsioonid. Tsent-
raalprojektsioonis tehtud kujutist nimetatakse sagedasti ka
perspektiiviks! See kujutamisviis leiab rakendamist pea-
miselt maalikunstis ja arhitektuuris, sest ta voimaldab kujutada
esemeid nii, nagu neid ndeb meie silm. Kehade kujutamine paral-
leelprojektsioonis aga leiab rakendamist tehnikas ja teaduses, sest
ta voimaldab kergesti keha mootmete kindlakstegemist.
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Joon. 58. Joon. 59. Joon. 60.

1 perspicere (lad.) — ldbi vaatama.
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Ruumis oleva tasapinna kujutamiseks eraldame temast mottes
tiki, harilikult ristkiilikukujulise, ning joonestame selle tiiki
paralleelprojektsiooni. Selleks on {ildiselt roopkiilik; seepadrast
kujutataksegi tasapindu harilikult réopkiilikutena. Nii kujutab joo-
nis 59 kahte rohttasapinda ja joonis 60 iiht roht- ja iiht piisttasa-
pinda. Tasapinna asendi selgitamiseks antakse monikord ré6p-
kiiliku need kiiljed tugevamalt, mis on vaatlejale ldhemal; samal
pohjusel esitatakse [6igud, mis jddvad teise tasapinna varju, kas
kriipsjoonega (nagu tasapinna B puhul joonisel 59) voi jaetakse
need loigud iildse joonestamata (nagu joonisel 60). Viimasel juh-
tumil tekitab joonis kujutluse tasapindadest, mis on ldbipaistma-
tud.

Oige kujutluse saamiseks ruumilistest kujunditest nende joo-
niste jargi peame oskama ndha jooniseid n. 6. «ruumilistena».
Selle kergendamiseks on kasulik korvuti joonistega vaadelda ka
vastavaid mudeleid. Mudelite ehitamisel kasutame tasaseid
vineeri- voi papitiikke (ka joonestuskolmnurki) tasapindadena
ning mitmesuguseid vardaid (ka pliiatseid) sirgetena.

Ulesandeid.

69. Kuidas saab joonlauaga kontrollida, kas laua pind on
tasane?

70. Esita joonisel tasapind iihes sellele kuuluva kahe 16i-
kuva sirgega.

71. Kujuta joonisel kaks l6ikuvat piisttasapinda.

72. Mitu tasapinda ldheb labi iithe punkti, 14bi iihe sirge?

73. Esita joonisel kolm tasapinda ldbi iithe sirge.

§ 11. TASAPINNA MAARAMINE PUNKTIDE
JA SIRGETE ABIL.

1. Tasapinna mdiramine kolme punkti abil. Tasapinna méaa-
ramine punktide ja sirgete abil pohineb jargmisel aksioomil
(joon. 61, a):

1abi kolme punkti, mis ei asetse iithel ja samal sirgel,
laheb iiks ja ainult iiks tasapind.

Sama tosiasja viljendatakse veel kujul:

tasapind on maidratud oma kolme punktiga, mis ei asetse
ithel ja samal sirgel.

Sellest aksioomist jdreldub nn. tasapindade iihtivuse
teoreem:
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kui kahel tasapinnal on kolm iihist punkti, mis ei asetse
iihel ja samal sirgel, siis need tasapinnad iihtivad,

sest nende kolme punktiga on méidratud ainult iiks tasapind.

Tasapinda, mis on mairatud punktidega A, B ja C, nimetame
tasapinnaks ABC. Lauset «Tasapind a on méairatud punktidega
A, B, ja C» kirjutame liihidalt kujul -

“a=ABC.

Joon. 61. N

2. Tasapinna muud mairamise viisid. Kolme punktiga mia-
ramise viisi korval leidub veel kolm tasapinna mairamise viisi.
Esitame need koik korraga jargmise teoreemi néol:

tasapind on miiratud:

1) iihe sirge ja viljaspool sirget asetseva punktiga;
2) kahe l6ikuva sirgega;

3) kahe paralleelse sirgega.

Toestus. Kui on antud kas sirge ja véljaspool seda asetsev
punkt voi kaks loikuvat sirget voi kaks paralleelset sirget, siis
saab neil kujunditel ikka valida kolm punkti A, B ja C, mis ei
asetse tihel sirgel (joon. 61, b, ¢, d). Need kolm punkti maéaira-
vad iihe tasapinna, millel asetsevad antud sirgete iilejadnud
punktid. Kui viimaste hulgast valiksime mingi muu mitte iihel
 sirgel asetseva punktide kolmiku A;, B,, C,, siis nendega méira-
tud tasapind iihtiks tasapinnaga ABC, sest neil tasapindadel oleks
kolm iihist punkti, mis ei asetse iihel sirgel. Seega on nende and-
metega maaratud ikka ainult {iks tasapind. Seda aga oligi vaja
toestada.

Jooniselt 61 selgub iihtlasi, kuidas kolmest punktist kui tasa-
pinna mdaramisandmete baasist saab iile minna muudele maéra-
misandmetele.
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Soltuvalt tasapinna médidramise viisist saab tasapinda peale
ithe kreeka tdhe tihistada ja nimetada ka kas kolme punkti, kahe
sirge voi punkti ja sirge tdhiste abil. Nii néiteks tasapind st on
maédratud sirgetega s ja f, tasapind Ms on mairatud punktiga M
ja sirgega s jne. Kui tasapind a on méidratud niiteks sirgetega s
ja t, siis margime seda lithidalt nii:

a=si.

Ulesandeid.

74. Sirged a ja b loikuvad punktis C, sirged a ja ¢ punktis
B ning sirged & ja ¢ punktis A, kusjuures A, B ja C on erinevad
punktid. Naita, et need kolm sirget asetsevad iihel ja samal tasa-
pinnal, ja anna tasapinna koik médaramisviisid nimetatud kolme
punkti ja kolme sirge abil. :

75. On antud mittetasane nelinurk ABCD, s. o. nelinurk,
mille koik tipud ei asetse ithel ja samal tasapinnal. Mitu tasa-
pinda ja millised nimelt, on méiiratud selle nelinurga tippudega?
Mitmel ja missugustel tasapindadel nimelt asetseb selle nelinurga
kumbki diagonaal? :

76. On antud neli punkti, mis ei ole iihel ja samal tasa-
pinnal. Kas voib leiduda nende hulgas kolm punkti, mis asetse-
vad iihel ja samal sirgel? Mitu sirget ja mitu tasapinda on maa-
ratud nende nelja punktiga?

77. Mitu sirget on maidratud n punktiga (n>2), kui iikski
punktide kolmik pole iihel ja samal sirgel?

78. Mitu tasapinda on mairatud n punktiga (n>3), kui
itkski punktide nelik pole iihel ja samal tasapinnal?

79. Paljude aparaatide toeks, nagu fotoaparaat, pikksilm,
teodoliit jm., tarvitatakse kol me jalaga statiivi. Selgita, miks.

§ 12. KAHE SIRGJOONE VASTASTIKUSED ASENDID.
KIIVSIRGED.

Uhe ja sama tasapinna kaks sirget teatavasti kas loikuvad
voi on paralleelsed. Umberpoordult, kui mistahes kaks sirget 16i-
kuvad voi on paralleelsed, siis saab neist ikka 14bi panna tasa-
pinna.

Néiitame niiiid, et kahel sirgel ruumis on veel kolmas vas-
tastikuse asendi voimalus. Selleks votame tasapinnal a sirge AB
ja viljaspool seda punkti C (joon. 62). Kui niiiid vdljaspool tasa-
pinda a asetsevast punktist D tombame .sirge CD, siis viimane
pole sirgega AB iihel ja samal tasapinnal. Toepoolest, kui leiduks
tasapind B, mis ldbiks sirgeid AB ja CD, siis punkte A, B ja C
peaks ldbima kaks mitteiihtivat tasapinda, nimelt tasapind a, mis
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ei sisalda sirget CD, ja tasapind B, mis sisaldab sirge CD. Et
punkte A, B ja C labib ainult iiks tasapind, milleks on a, siis tasa-
pinda B pole olemas.

Kahte sirget, mida ei saa ldbida iiks ja sama tasapind, nime-
tatakse kiivsirgeteks. ;

D
B
c e
A /
2
4
Joon. 62. : Joon. 63.

Seega on ruumis kaks mittelihtivat sirget kas 16ikuvad,
paralleelsed voi kiivsed.

Kahe kiivsirge kujutamisel joonestatakse see sirge katkesta-
tult, mis jdab teise alla voi taha (joon. 63). Paralleelseid sirgeid,
mis pole joonisepinnal (ekraanil), kujutame. jooniselgi paralleel-
setena. See on oigustatud eeldusel, et kujutamine toimub paral-
leelsete kiirte abil.

Ulesandeid.

80. Mitu kuubi serva l6ikuvad iihe servaga? on paralleelsed
ithe servaga? on kiivsed iihe servaga?

81. Mitu risttahuka serva loikuvad, mitu on paralleelsed ja
mitu on kiivsed risttahuka iithe diagonaaliga?

82. Kui palju on horisontaalseid ja kui palju vertikaalseid
sirgeid, mis ldbivad antud punkti?

83. Mitu horisontaalset sirget saab joonestada antud verti-
kaalsel tasapinnal 1dbi antud punkti?

84. Kuidas asetsevad teineteise suhtes mittetasase nelinurga
. diagonaalid? :

§ 13. KAHE TASAPINNA VASTASTIKUSED ASENDID.
Kui kahel tasapinnal on iihiseid punkte, aga tasapinnad ei iihti,
siis Oeldakse, et nad 16ikuvad. Meie kujutluse jargi kahel 16i-

kuval tasapinnal ei saa olla ainult iiksikuid iihiseid punkte, vaid
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neil peab olema iihine joon. Viimast nimetatakse tasapindade
1oikejooneks. Toestame, et

kahe tasapinna l6ikejoon on sirge,

Toestus. Kui kahe tasapinna a ja p loikejoon ei oleks sirge
(joon. 64), siis peaks ta olema kover. Koverjoonel on voimalik
valida kolm punkti K, L ja M nii, et nad ei asetse iihel sirgel.
Need kolm mitte {ihel sirgel asetsevat punkti oleksid siis tasapin-
dade a ja P tihised punktid ning jarelikult peaksid need tasapinnad
ithtima. Et antud tasapinnad eelduse jérgi ei iihti, siis ei saa nende
Ioikejoonel olla kolme punkti, mis ei asetse iihel sirgel; jarelikult
peab loikejoon olema sirge Sellega on teoreem toestatud. -

Toetudes iilalantud teoreemile saab nédidata, et nii tsentraal-
kui ka paralleelprojektsioonis

sirgjoone kujutis on iildiselt sirge, erijuhul aga punkt.

Kujutamiskiired AA’, BB’, CC’, mis ldbivad sirge s punkte A,
B, C, kas viljuvad koik iithest punktist voi on paralleelsed (joon.
65). Nii tihel kui teisel juhul asetsevad nad koik {iihel ja samal
tasapinnal B, s. t. sirge s kujutamiskiirte tasapinnal, mis on méaa-
ratud sirgega s ja iihe kiirega, néiteks kiirega AA’. Sirge s kujuti-
seks ekraanil e on tasapindade B ja e 10ikejoon s/, mis teatavasti
on sirge.

%
LR
%

Joon. 64. Joon. 65.

Kui sirge s iihtib {ihe kujutamiskiirega, siis selle kiire ja
ekraani 10ikepunkt on sirge koigi punktide kujutiseks.

Kui kahel tasapinnal pole iihtki iihist punkti, siis deldakse,
et need tasapinnad on paralleelsed. Niisiis, kaks mitteiihti-
vat tasapinda kas l6ikuvad voi on paralleelsed.

§ 14. SIRGE JA TASAPIND.

L. Sii'ge ja tasapinna vastastikused asendid. Tasapinna pohi-
omadusest selgus, et kui sirgel on tasapinnaga kaks iihist punkti,
siis sirge koik punktid on tasapinnal. Kui sirgel ja tasapinnal
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on iiksainus ihine punkt, siis Geldakse, et sirge ja tasapind
loikuvad. Kui neil aga pole iihtki iihist punkti, siis deldakse,
et sirge ja tasapind on paralleelsed. Muid voimalusi ilmselt
olla ei saa. Niisiis on ruumis igal sirgel iga tasapinna suhtes iiks
jargmisest kolmest asendist: sirge kas asetseb (ehk on) tasa-
pinnal, 16ikab tasapinda voi on tasapinnaga paralleelne.

Joon. 66.

Nende tosiasjade markimiseks kasutame siimboleid < (aset-
seb), o (ldbib), X (ldikab) ja [l (on paralleelne). Nii kirjutame
allantud lauseid lithidalt jargmiselt:

sirge s asetseb tasapinnal a s'ea;
sirge ¢ labib punkti M toM;
sirge u loikab tasapinda B uXB;

sirge v on paralleelne tasapinnaga y vl y.

Kahe kujundi, néiteks sirge u ja tasapinna B l16ikumise iiles-
kirjutust «Xp kasutame iihtlasi ka nende 16ikekujundi markimi-
seks. Nii kirjutame lauset «Sirge u ja tasapinna B loikepunkt on
A» kujul

uXp=A
ja lauset «Tasapinnad « ja B loikuvad mdéoda sirget s» kujul
aXp=s.

Eelneva pohjal kirjutus
(aXp)o M
tahendab, et tasapindade a ja B l1oikesirge 1dbib punkti M.

2. Sirge ja tasapinna paralieelsuse tunnus. Sirge ja tasapinna
vastastikuse asendi uurimisel on otstarbekohane kasutada jarg-
mist teoreemi, mida nimetatakse ka sirge ja tasapinna
paralleelsuse tunnuseks:
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sirge, mis pole tasapinnal, on siis tasapinnaga paral-
leelne, kui ta on paralleelne sirgega, mis asetseb sel
tasapinnal.

Eeldus. s ei asetse tasapinnal o; tca; s [I'¢ (joon. 66).
Viide. sl a. 7

Toestus. Sirged s ja f mddravad tasapinna B, mis Ioikub
tasapinnaga @ mooda sirget ¢. Kui sirge s 1oikuks tasapinnaga «a,
siis nende loikepunkt X oleks nii tasapinnal p kui ka tasapinnal «,
jéarelikult asetseks ta nende tasapindade l1oikesirgel ¢. Seega oleks
punkt X sirgete s ja t ihine punkt. Kuid eelduse jérgi neil sirgeil
tthist punkti pole ning seepérast ei saa sirge s loikuda tasapin-
naga a, vaid on temaga paralleelne.

Sellest teoreemist jareldame, et

sirge, mis on paralleelne kahe tasapinna lmkejoonega
ega asetse kummalgi tasapinnal, on mdélema tasapin-
naga paralleelne,

sest ta on paralleelne sirgega, mis asetseb nii ithel kui ka teisel
tasapinnal.

Ulesandeid.

85. Kuidas voib asetseda tasapinnaga paralleelne sirge sel-
lel tasapinnal antud sirge suhtes?

86. Mitu sirget saab panna ldbi antud punkti paralleelselt
antud tasapinnaga?

87. Naita, et risttahuka iga serv on paralleelne kahe tahuga.

88. Antud on tasapind ja sellega paralleelne sirge. Toesta, et
seda sirget libiva tasapinna ja antud tasapinna l6ikejoon on
paralleelne antud sirgega. -

89. Tasapinnast  iihel pool on antud punkt A ja teisel pool
punkt B. Ldbi nende punktide on pandud kaks paralleelset sirget,
mis loikavad tasapinda a vastavalt punktides A, ja B; (joon. 67).
Leia punkt, kus sirge AB Ioikab tasapinda a.
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90. Joonisel 68 on antud kahe
tasapinnatiiki kujutiste piirjooned {a
nende tasapindade I6ikejoone kaks
punkti. Esita joonisel nende tasapin-
dade l6ikumine, s. t. joonesta nende
l16ikejoon ja tomba tugevamalt kum-
magi tasapinnatiikki piirjoone need
osad, mis on néhtavad (iillesandel on
kaks lahendust).

91. Piiramiidi SABC tahul SAB on
antud punkt M ja tahul SBC punkt
N (joon. 69). Tee joonis ja esita sel-
lel:

1) tasapindade SMN ja SAB Ioike-
Joon. 69. joon;

2) tasapindade SMN ja SBC loike-

joon; ;

3) tasapindade SMN ja ABC loikejoon;

4) sirge MN ja tasapinna ABC loikepunkt;

5) tasapindade SMN ja SAC ldikejoon;

6) sirge MN ja tasapinna SAC 16ikepunkt.

92. Piiramiidi SABC serval SA on antud punkt M, serval S3

punkt N ja serval SC punkt P. Tee joonis ja leia sellel:
(l:) punktid, kus sirged MN, NP ja PM Iloikavad tasapinda

25 tasapindade ABC ja MNP loikejoon.

§ 15. KAHE TASAPINNA PARALLEELSUS.

1. Kahe tasapinna paralleelsuse definitsioon ja tunnus. Kaks
tasapinda on paralleelsed, kui neil ei ole iihtki tihist punkti. Et
tasapinnad voivad olla paralleelsed, seda niditab jargmine teo-
reem:

kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihg tasapinna kahest
16ikuvast sirgest kumbki on paralleelne teise tasapinnaga.

Eeldus. sXt; ae=st; sl p; tllp (joon. 70).

Viide. allB.

Toestus. Tasapinnad a ja p ei iihti, sest sirged s ja f on
tasapinnal a, kuid mitte tasapinnal B. Kui tasapinnad o ja B 16i-
kuksid, siis nende loikesirge x, olles tasapinnal a, 16ikuks vahe-
malt ithega sirgetest s ja #, kuna teisega neist ta voib olla paral-
leelne. Loikugu ta néiteks sirgega s punktis X. See punkt X oleks
siis sirge s ja tasapinna p loikepunkt. Kuid eelduse jérgi on sirge
s paralleelne tasapinnaga f. Jarelikult ei saa tasapinnad a ja P
Ioikuda, vaid peavad olema paralleelsed. Seda oligi vaja toestada.

Selles teoreemis eeldasime, et s || p ja 7 || B. Eelmises paragrah-
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vis toestatud teoreemi jargi on aga niisugused eeldused tédidetud,
kui sirged s ja ¢ on vastavalt paralleelsed kahe 16ikuva sirgega
u ja v, mis on tasapinnal B, s. t. kui s |l « ja ¢ || v. Kasutades neid
tingimusi vasttoestatud teoreemi eelduses, voime sonastada nn.
tasapindade paralleelsuse tunnuse jargmiselt:

kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihe tasapinna kaks
Ioikuvat sirget on vastavalt paralleelsed teise tasapinna
kahe sirgega.

2. Paralleelsete tasapindade pohiomadus.

Paralleelsete tasapindade loikamisel tasapinnaga tekivad
paralleelsed loikesirged.

Eeldus. allB; aXy=s; pXy=t
(joon. 71).
Viide. sl t

Toestus. Sirged s ja ¢, olles iihel
ja samal tasapinnal vy, kas loikuvad voi
on paralleelsed. Kui sirged s ja ¢ 10i-- 5
kuksid, siis nende loikepunkt X oleks a

tasapinnal a, sest sirge s koik punktid
asetsevad tasapinnal a; samuti asetseks {
punkt X tasapinnal B, sest sirge ¢ koik B

punktid asetsevad tasapinnal B. Seega
oleks X tasapindade a ja B iihine punkt. V

Kuid iihist punkti neil tasapindadel olla
ei saa, sest all B. Jérelikult s ja ¢ ei o
16iku, vaid on paralleelsed. Joon. 7.

Ulesandeid.

93. Toesta, et risttahuka vastastahkude tasapinnad on
paralleelsed.

94. Eeldades, et ruumis saame igal antud voi vabalt voetud
tasapinnal teostada planimeetriast tuntud konstruktsioone,
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koosta kava jargmiste konstruktsiooniilesannete lahendamiseks
ruumis: :
1) ldbi antud punkti panna mingi sirge, mis on paralleelne
antud tasapinnaga;
2) 1abi antud punkti asetada tasapind, mis ofi paralleelne
antud tasapinnaga (mis ei l1dbi antud punkti);
3) ldbi iihe kahest antud kiivsirgest panna tasapind, mis on
paralleelne teise antud sirgega.

§ 16. KOLME TASAPINNA VASTASTIKUSED ASENDID.

Kolm tasapinda voivad asetseda nii, et

1) neil pole iithtki loikesirget (joon. 72); sel juhul tasapin-
mad on paralleelsed;

2) neil on ks loikesirge (joon. 73); sel juhul need tasapin-
wad kuuluvad iihte tasapindade kimpu;

3) neil on kaks loikesirget (joon. 71); sel juhul kaks tasa-
pinda nende hulgast on paralleelsed;

4) neil on kolm loikesirget (joonised 74 ja 75).

A | W,

y & A @a
/ 4 A \

Joon. 72, v Joon, 73. V

s ]

Viimasel juhul on kolme tasapinna loikesirgetel kaks vastas-
. fikuse asendi voimalust, nagu selgub jargmisest teoreemist.

Kolme tasapinna loikesirged on kas paralleelsed voi 10i-
kuvad iihes ja samas punktis.

Eeldus. aXp=c; BXy=a; aXy="b (joonised 74 ja 75).

Viaide. 1) Kui aXb= P, siis ¢co P (joon. 74).
2) Kui a ja b ei 16iku, siis all b, all ¢ ja bl ¢ (joon.
75).

Toestus. Sirgetest @, b ja ¢ saab koostada kolm sirgete
paari, nimelt paari a ja b, paari a ja ¢, paari b ja c. Neist esimene
paar on tasapinnal vy, teine tasapinnal B ja kolmas tasapinnal a.
Jarelikult pole nende sirgete hulgas kiivsirgeid.

Kui iiks paar sirgeid, nditeks a ja b, 16ikuvad (joon. 74), siis
nende 10ikepunkt P on nii tasapinnal a, kus asetseb sirge b, kui ka
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Joon. 75.

tasapinnal B, kus asetseb sirge a. Niisiis on punkt P tasapindade
a ja B iihine punkt ja jarelikult asetseb nende tasapindade loike-
sirgel ¢. Sel juhul sirged a, b ja ¢ 16ikuvad {ihes ja samas punk-
tis P.

Kui a ja b ei 16iku, siis a |l b, sest nad ei ole kiivsirged. Kuid
siiskaallcjabllc sest ajacvoib ja cl6ikumise puhul jérel-
duks toestuse eelmise osa pohjal, et ka a ja b l6ikuvad.

Ulesandeid.

95. Paiguta kolm papitiikki kui tasapinna mudelid {iksteise
suhtes niisugusesse asendisse, et nende loikesirgete hulgas on iiks
paar, kaks paari, kolm paari ristuvaid sirgeid.

96. On antud kiivsirged x ja y ning esimesel neist punktid
A ja B, teisel C. Missugused tasapinnad on médaratud nende punk-
tide ja sirgetega? Kuidas asetsevad nende tasapindade loikesirged
iiksteise suhtes?

§ 17. KOLM PARALLEELSET SIRGET.

Toetudes eelmisele teoreemile saab ndidata, et ruumigeomeet-
rias jdab oigeks jargmine tasapinnageomeetriast tuntud teoreem:

kui kumbki kahest sirgest on paralleelne mingi kol-
manda sirgega, siis nad on ka teineteisega paralleelsed.

Eeldus.all¢; bl ¢ (joon. 76).
Viide. all b.

Toestus. Sirged a ja ¢ miaaravad tasapinna B, sirged b ja
¢ tasapinna a. Need tasapinnad ei saa olla paralleelsed, sest neil
on tiihine sirge c¢. Seega tasapinnad a ja f kas iihtivad voi I6iku-
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vad. Kui a ja p iihtivad, siis on sirged a, b ja ¢ tihel ja samal tasa-
pinnal ning vastav teoreem on toestatud planimeetria kursuses.
Kui aga tasapinnad a ja B loikuvad (joon. 76), siis votame sirgel
a mingi punkti A; koos sirgega b mairab see tasapinna y= Ab.
Tasapindade a, B ja vy loikesirgetest iiks paar sirgeid on paralleel-
sed, nimelt b || ¢. Kuid siis on eelmise teoreemi pohjal ka tasapin-
dade vy ja P loikesirge paralleelne sirgega c, jarelikult iihtiv sir-
gega a, sest ldbi punkti A ldheb tasapinnal B ainult iiks sirge
paralleelselt sirgega c. Sama teoreemi pohjal on tasapindade B ja
y l6ikesirge a iihtlasi paralleelne sirgega b, jarelikult a | b.

i A
M Ve]
b
b -

¢

Joon. 76. Joon. 77.

Ulesandeid.

97. Toesta, et risttahuka iga serv on paralleelne kolme ser-
vaga.

g98. a) Toesta, et risttahuka iga diagonaalipaar asub {ihel
tasapinnal, nn. diagonaaltasapinnal;, jarelda, et rist-
tahuka diagonaalid l6ikuvad koik iihes ja samas punktis, mis poo-
litab diagonaale.

b) Joonesta risttahuka loige tasapinnaga, mis on maératud
diagonaalipaariga.

§ 18. VASTAVALT PARALLEELSETE HAARADEGA NURGAD,

1. Toestame, et

vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega nur-
gad on vordsed.

Eeldus.sllu; tllv; sXt=K; uXv=L (joon. 77).
Viide Zst=ZLuv

Toestus. Votame kiirel s vabalt punkti A ja kiirel ¢ vabalt
punkti D. Sirgetega s ja u méaratud tasapinnal su joonestame ldbi
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punkti A sirge AB paralleelselt sirgega KL; samuti joonestame
sirgega KL paralleelse sirge DC tasapinnal fv. Tekkinud nelinur-
gad ABLK ja DCLK on roopkiilikud. Et roépkiiliku vastaskiiljed

on vordsed, siis
AB=KL=DC.

Sirged AB ja DC, mis on paralleelsed sirgega KL, on ka teinetei-
sega paralleelsed. Seega ka nelinurk ABCD on roopkiilik, sest tal
on uks paar paralleelseid ja vordseid vastaskiilgi. Roopkiiliku
vastaskiilgede vordsuse tottu

AK=BL, KD=LC ja AD=BC.
Kolmnurkade vordsuse tunnuse kkk jdrgi seega

AAKD=ABLC,
millest jareldub, et
LK=ZL,
mida oligi tarvis toestada.

2. Kahe kiivsirge vaheline nurk. Eelmine teoreem voimaldab
defineerida nurka kahe kiivsirge vahel: kahe kiivsirge s ja ¢ vahe-
liseks nurgaks nimetatakse nurka kahe l6ikuva sirge s” ja ¢’ vahel,
kui need sirged on vastavalt paralleelsed antud kiivsirgetega s ja
t (voi itks neist iihtib iithega sirgetest s ja ¢). Niisiis (joon. 78),
kui

s'lls, Il t jas"Xt'=P,
siis
L5 L st

Joon. 78. V

Nii defineeritud nurga Zs’t’ sﬁurus ei soltu nurga tipu P asu-
kohast, sest vottes nurga tipuks mingi teise punkti Q ja joonesta-
des 14dbi Q kaks sirget s” ja t” nii, et

s”"lls jat’lt,
saame eelnenud teoreemi pohjal toestada, et
g Ls"t'=Ls't.

Kui kahe kiivsirge vaheline nurk osutub tdisnurgaks, siis oel-
dakse, et kiivsirged ristuvad. Nende sirgete puhul jadb kehtima pla-
nimeetriast tuntud teoreem:

kui sirge on risti iihega kahest paralleelsest sirgest, siis
ta on risti ka teisega.

-

4 51

TRU Raamatskogu




3. Paralleelprojektsiooni omadusi. Naitame, et ruumikujun-
dite paralleelprojektsioonidel on jargmised omadused.
1) Sirged, mis on paralleelide projektsioonideks, on paral-
leelsed.
Paralleelsete sirgete s ja # kujutamiskiirte tasapinnad B ja vy
on paralleelsed, sest sirge s ja teda l6ikav mingi kujutamiskiir u

tasapinnal p on vastavalt paralleelsed sirgega f ja teda loikava
mingi kujutamiskiirega v tasapinnal y (joon. 79). Paralleelsete

B
0
Lt 8" oo
y A C
P Y /
_ : A ¢

- Joon. 79. Joon. 80.

tasapindade B ja y loikamisel tasapinnaga e tekivad paralleelsed
loikesirged s’ ja ¢/, mis ongi sirgete s ja ¢ kujutiseks.

2) Paralleelsed sirgloigud on vordelised oma paralleelpro-
jektsioonidega.

Olgu A’B’ ja C'D’ paralleelsete 16ikude AB ja CD kujutised
tasapinnal & (joon. 80). Votame kiirel BB’ punkti B” .nii, et
AB” || A’B’, ja kiirel DD’ punkti D” nii, et CD” || C’D’. Et eelmise
teoreemi jargi A’B’ || C’D’, . siis ka AB” || CD”; seega kolmnurga
ABB” koik kiiljed on vastavalt paralleelsed kolmnurga CDD” kiil-
gedega. Kuid siis nende kolmnurkade nurgad on vastavalt vord-
sed ning kolmnurgad ise sarnased; seetottu

AB:AB”=CD :CD”.
Et nelinurgad AB”B’A’ ja CD”D’C’ on roopkiilikud, siis
AB”"=A'B’ ja CD”"=C'D’,
Neid vordusi eespool leitud vordes arvestades saamegi, et
AB::A'B’=CD : C'D"

Erijuhtumil, kui AB || e, nelinurk ABB’A’ osutub roopkiilikuks
ning siis A’B’=AB ja A’B’ || AB. Sellega oleme toestanud, et

3) ekraaniga paralleelne 16ik on vordne ja paralleelne oma
paralleelprojektsiooniga.
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Ulesandeid.

99. a) Too risttahuka servade juurest niiteid I6ikuvatest rist-
sirgetest ja kiivsetest ristsirgetest.

b) Pohjenda vaidet, et ristkiiliku paralleelprojektsioon on iildi-
selt roopkiilik.

c) Pohjenda vaidet, et korrapédrase kuusnurga paralleelpro-
jektsioonil on vastaskiiljed vordsed ja paralleelsed ning vastas-
tippe tihendavad diagonaalid poolituvad nende 16ikepunktis.

d) Nimeta moni korraparase kuusnurga omadus, mis jdib
paralleelprojektsioonis piisima, ja moni omadus, mis ei jdd pilisima.

§ 19. KAHETAHULINE NURK.

Kahe tasapinna loikumisel tekib neli kahetahulist nurka.
Kui korvaldada teisele poole tasapindade loikesirget jadavad peol-
tasapinnad, siis saame 1 he kahetahulise nurga. Tasapindade 10i-
kesirget nimetatakse selle kahetahulise nurga servaks ja kaheta-
hulist nurka moodustavaid pooltasapindu — selle nurga tahku-
deks.

Kahetahuline nurk on kujund, mille moodustavad kaks
iithest ja samast sirgest viljuvat pooltasapinda.

Kahetahulise nurga suurust moodetakse tema joonnurga abil.
Selleks on nurk kahe kiire vahel, mis molemad on tommatud
kahetahulise nurga serva ithest ja samast punktist risti kahetahu-
lise nurga servaga ning milledest iiks on iihel tahul,.teine teisel
tahul. Niisiis, joonestades kahetahulise nurga serva s mingist
punktist tahul « kiire « nii, et u Ls, ja tahul § kiire v nii, et v Ls,
saamegi kahetahulise nurga joonnurga uv (joon. 81).

Kahetahulise nurga joonnurga suurus ei soltu nurga tipu
asukohast kahetahulise nurga serval.

Selle toestamiseks vordleme kahetahulise nurga joonnurki,
mille tippudeks on mingid kaks punkti A ja B (joon. 82). Et joon-

I
<

Joon. 81.
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nurkade haarad on risti kahetahulise nurga servaga, siis nurgad
A ja B on vastavalt paralleelsete ja samasuunaliste haaradega
nurgad. Seega LA=ZB.

Nii on siis iitkskoik, missuguse punkti kahetahulise nurga ser-
val votame joonnurga tipuks.

Vastavalt oma joonnurga suurusele on kahetahuline nurk kas
tdis-, terav- voi niirinurk. Kahetahulised nurgad on vordsed, kui
nende joonnurgad on vordsed.

Kui kahetahulise nurga joonnurk on taisnurk, siis oeldakse, et
tasapinnad ristuvad,; lihidalt (joon. 81):

kui Zuv=90° siis a Lp.

Kui kaks loikuvat tasapinda ei ristu, siis nende Ioikumisel
tekkinud kahetahulistest nurkadest kaks nurka on teravnurgad ja
kaks niirinurgad. Siis loetakse kahe tasapinna vaheli-
seks nurgaks harilikult nende 16ikumisel tekkinud terav-
nurka. Sama nurka nimetatakse ka {ihe tasapinna kaldenur -
gaks teise tasapinna suhtes.

Ulesandeid.

100. Toesta, et tasapind, mis on risti {thega kahest paralleel-
sest tasapinnast, on risti ka teisega. :

101. Selgita, missuguseid nurki voiks nimetada kahetahulis-
teks korvunurkadeks, missuguseid kahetahulisteks tippnurkadeks.

§ 20. RUUMINURK.

1. Ruuminurga moiste. Kui kolme tasapinna loikesirged ldbi-
vad iihist punkti, siis tekib selle punkti juures kaheksa kolme-
tahulist nurka (joon. 84).

Uhes punktis voib l6ikuda ka enam
kui kolm tasapinda — iildiselt n tasa-
pinda. Kujundeid, mis tekivad tasapin-

2 dade 16ikumisel iihes punktis, nimeta-
takse ruuminurkadeks. On loikuvaid
tasapindu néiteks viis, siis tekib viie-
tahuline nurk (joon. 84). Ruuminurga
igal tahul asub kaks nurga serva, mil-
lede vahel on ruuminurga iiks tasanurk.
On selge, et n-tahulisel nurgal on n

- serva ja n tasanurka.

Kui ruuminurga loikumisel tasapin-
naga, mis loikab koiki servi, saadakse

Joon. 83. kumer hulknurk, nagu joonisel 84, siis



nimetatakse ruuminurka kumeraks. Kumera ruuminurga iihegi
tahu tasapind ei l6ika seda nurka; mittekumera ruuminurga mone
tahu tasapind aga 16ikab seda nurka (joon. 85).

Ay T ih 0

Joon. 84. Joon. 85.

2. Teoreem kolmetahulise nurga tasanurkadest.

Kolmetahulise nurga iga tasanurk on vidiksem kui kahe
iillejaanud tasanurga summa.

Olgu kolmetahulise nurga Oabc tasanurkadest nurk ab koige
suurem (joon. 86); toestame, et

Zab< Zac+ Zcbh.

Kui see vdide on Oige koige suurema tasanurga kohta, siis on
ta kindlasti cige ka teiste tasanurkade kohta.

Toestuseks joonestame tipust O tahul ab kiire d nii, et
Zad= Zac, ja votame kiirtel ¢ ja d vastavalt punktid C ja D nii,
‘et OC=0D. Loikame niiiid kolmetahulist nurka tasapinnaga, mis
laheb 14bi punktide D ja C ning 16ikab servi a ja b. Loige on kolm-
nurk ABC. Selles

AD+DB<AC+CB.
Et kolmnurkadel AOD ja AOC peale iihise kiilje AO on veel
iiks paar vordseid kiilgi, nimelt OD=O0C, ning iithed nurgad on

vordsed, nimelt £LAOD=ZAOC, siis on need kolmnurgad vord-
sed; seega ka nende kolmandad kiiljed on vordsed:

AD=AC.
Lahutades iilalsaadud vorratuse pooltest Q6r‘ds_ed liilkmed AD
ja AC, leiame, et
DB<CB.
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Edasi vaatleme kolmnurki DOB ja COB. Neil on peale iihise
kiilje BO veel iiks paar vordseid kiilgi, aga kolmandad kiiljed DB
ja CB ei ole vordsed. Teatavasti kahe vordse kiiljepaariga kolm-
nurgas suurema kiilje vastas on suurem nurk, seega

Zdb< Zcb.

Joon, 86, Joon. 87.
Liites selle vorratuse vasaku poolega nurga ad ja parema
poolega niisama suure nurga ac, saame
Zad+ Zdb< ZLac+ Zcb

ehk
Zab< ZLac+ Zcb,

mida oligi tarvis toestada.

Jiareldus. Kolmetahulise nurga iga tasanurk on suurem
kui kahe iilejianud tasanurga vahe,

sest kui Lab< Zac+ Zcb, siis Zab— Zac< Zcb.
3. Teoreem ruuminurga tasanurkade summast.

Kumera ruuminurga tasanurkade summa on viiksem
kui tdispoore.

Olgu Oabcedef mingi kumer ruuminurk, Toestame, et
Zab+ ZLbc+ ZLed+. . .+ £fa<360°
Toestuseks loikame ruuminurka mingi tasapinnaga. Loige on
kumer hulknurk ABCDEF (joon. 87). Selle iga tipu juures lei-
dub kolmetahuline nurk, mis asub piiramiidi OABCDEF sees. Et
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kolmetahulise nurga iga tasanurk on viaiksem kui kahe ﬁléjéénud
tasanurga summa, siis tipu A juures

ZFAB< LFAO+ Z0AB,
tipu B juures
ZABC< ZABO+ ZOBC jne.,

16puks tipu F juures
ZEFA< ZEFO+ ZOFA.

Nende vorratuste vasakute poolte summa on hulknurga
ABCDEF sisenurkade summa, seega (n—2) - 180° kus n on hulk-
nurga tippude arv. Vorratuste paremate poolte summa on kolm-
nurkade OAB, OBC, ..., OFA sisenurkade summa ilma tipu O
juures olevate nurkade summata. Tihistame viimase summa
tahega x; siis vorratuste poolte liitmisel 'saame, et

(n—2)-180°<n-180°—x
ehk
x+n-180°—360°<n - 180°
ehk
x<360°.

Et x on antud ruuminurga tasanurkade summa, siis on teo-
reem toestatud.

Kaks ruuminurka on vordsed, kui neid saab teineteise sisse
mahutada nii, et koik iihe ruuminurga servad {ihtivad teise vasta-
vate servadega. Vordsete ruuminurkade. koik tasanurgad ja koik
kahetahulised nurgad on vastavalt vordsed ja iihteviisi asetatud.

Ulesandeid.

102. Kolmetahulise nurga iiks tasanurk on 75° ja teine 126°
Missugustes piirides on kolmanda tasanurga suurus?

103. Kolmetahulise nurga Oabc serval a on antud punkt P,
serval b punkt Q ja tahul ac punkt R. Esita joonisel kolmetahu-
lise nurga loige tasapinnaga PQR.

104. Kolmetahulise nurga Oabc serval a on antud punkt P,
tahul.ab punkt Q ja tahul ac punkt R. Esita joonisel kolmetahu-
lise nurga loige tasapinnaga PQR. :

105. Kolmetahuline nurk QOabc on loigatud kahe tasapinnaga,
milledest iiks l16ikab servi a, b ja ¢ vastavalt punktides A, B ja C,
teine vastavalt punktides K, L ja M. Esita joonisel tasapindade
ABC ja KLM loikéjoon.
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106." Mitu kahetahulist ja  mitu kolmetahulist nurka on kuu-
bil? Kui suur on kuubi kolmetahulise nurga tasanurkade summa?

107. Kolmetahulise nurga kaks tasanurka on 45° ja nende
kahe tahu vaheline nurk on tdisnurk. Kui suur on kolmas tasa-
nurk? :

Nédpundide. Joonesta antud kahetahulise nurga joonnurk
ja uuri tekkinud kolmnurki. :

108. Kolmetahulise nurga kaks tasanurka on molemad 30° ja
nende kahe tahu vaheline nurk on tdisnurk. Kui suur on kolmas
tasanurk? ; :

109. Kolmetahulise nurga koik tasanurgad on 60°. Arvuta
kahetahuliste nurkade suurused.

§ 21. TASAPINNA NORMAAL.

Loigaku sirge s tasapinda a punktis A (joon. 88). Votame
tasapinnal a mingi sirge ¢ ja leiame sirgete s ja ¢ vahelise nurga
Zst. Kui sirge ¢ ei 1dbi punkti A, siis sirged s ja f on kiivsirged
ja nendevahelise nurga leidntiseks votame 1abi punkti A sirge
tillt (§18; 2.

Kui Zst on tdisnurk ja jdab tdisnurgaks ka sirge ¢ mistahes
asendi puhul tasapinnal a, siis iitleme, et tasapind a ja sirge s on
teineteisega risti (joon. 89). Tasapinnaga ristuvat sirget nime-
tatakse ka tasapinna normaaliks. Niisiis,

sirget nimetatakse tasapinna normaaliks, kui ta on risti
koigi seile tasapinna sirgetega.

Joon. 88. - Joon. 89.

Sirget, mis tasapinda 16ikab, kuid ei ole sellega risti, nimeta-
takse selle tasapinna suhtes kaldsirgeks.

Tasapinna normaali olemasolu selgub jirgmisest teoreemist,
mida nimetatakse ka sirge ja tasapinna ristseisu
tunnuseks.

Kui tasapinda ldikav sirge on risti selle tasapinna kahe
l16ikuva sirgega, siis see sirge on tasapinna normaal.
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Eeldus. sl stu; tXu; tu='a (joon. 90).
Viide sla.

Toestus. Sirge s ristumiseks tasapinnaga ‘@ on antud defi-
nitsiooni jargi tarvis, et sirge s ristuks i g a sirgega, mis asetseb
tasapinnal a. Ilmselt sirge s ristub iga sirgega, mis on paralleelne
sirgega ¢ voi u. Toestamiseks votame seeparast tasapinnal a mis-
tahes kolmanda sirge v, mis l6ikab sirgeid ¢ ja u, ja nditame, et
sLov. Kui sirge v ei libi punkti O=sXa, siis votame l4bi punkti O
sirge v, H v ja naitame, et sl v;. Sellest jareldub siis, et s_Lv. Kui
sirged # ja u ei ldbi punktl 0, siis votame 1abi punkti 0 sirged £, ja
wy nii, et 411z ja u; | u Eeldusest jéreldub, et siis s11, ja sluy.
Edasi tdiendame joonist veel jargmiselt:

1) mairgime sirgel s punktid M ja N nii, et OM=O0N,

2) votame sirgetel ¢, ja u; punktid A ja B nii, et sirge AB
16ikab sirget v,; tahistame 16ikepunkti tahega C;

3) tthendame punktid A, B ja C punktidega M ja N.

Nii saadud kolmnurkadest on

AOAM=AOAN ja AOBM=AO0OBN,

millest jareldub, et
AM=AN ja BM=BN.
Kuid siis t
AABM=AABN,

sest ithe kolmnurga kiiljed on vastavalt vordsed teise kolmnurga
kiilgedega. Sellest ndeme, et ZCBM=ZCBN. Vorreldes niiiid
kolmnurki CBM ja CBN, selgub, et ka need on vordsed, millest
omakorda jareldub, et CM=CN. Kuid siis kolmnurk MNC on
vordhaarne ja tema aluse MN mediaan CO on risti alusega; nii-
siis, sLov; ja seega sluo.
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Et sirge s on eelduse jargi risti tasapinna a kahe loikuva
sirgega ¢ ja u ning toestuse jargi risti ka mistahes kolmanda sir-
gega v, mis asetseb tasapinnal a, siis on ta risti selle tasapinna iga
sirgega; jarelikult s on tasapinna a normaal.

Ulesandeid.

110. Pohjenda vdidet, et kahetahulise nurga serv on risti
tema joonnurga tasapinnaga.

111. Teades, et risttahuka iga tahk on ristkiilik, pohjenda
viidet, et risttahuka iga serv on risti kahe tahuga.

112. Pohjenda véidet, et risttahuka Idige tasapinnaga, mis
ldabib tema kaht diagonaali, on ristkiilik.

113. a) Risttahuka servade pikkused on 10 cm, 12 cm ja
16 cm. Arvuta risttahuka diagonaali pikkus.

b) Kuubi serva pikkus on @ cm. Kui pikk on kuubi diagonaal?

114. a) Sirge s on paralleelne tasapinnaga a. Kas leidub
tasapinnal a sirgeid, mis on risti sirgega s? Kuidas need sirged
asetsevad iiksteise suhtes?

by Sirge s on tasapinna a suhtes kaldu. Kui palju on tasa-
pinnal a sirgeid, mis on risti sirgega s? Mitu neist lo6ikuvad
sirgega s? ,

§ 22. TASAPINNA NORMAALI OMADUSI.

Tasapinna normaalil on rida omadusi, milledest tdhtsamaid
viljendavad jargmised teoreemid.

1. Iga punkti labib ainult iiks sirge, mis on risti antud tasa-
pinnaga.

Toepoolest, kui punkti P labiks mitu sirget, mis on risti tasa-
pinnaga a, niiteks sirged PA ja PB (joon. 91), siis nende kahe
sirgega maaratud tasapinnal B ldheks ldbi punkti P kaks sirget

i

Joon. 91.
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(PA ja PB), mis on molemad risti sirgega s=aXp. Et see
pole aga voimalik (nagu teame planimeetria kursusest), siis
jarelikult 1dbib punkti P ainult {iks sirge, mis on risti tasa-
pinnaga a.

Et toestamisel polnud oluline, kas punkt .P on tasapinnal a
voi véljaspool seda (joon. 91, b), siis on viide oige iga punkti
kohta.

2. Kui kahest paralleelist iiks on risti mingi tasapinnaga, siis
ka teine on risti selle tasapinnaga.

Toestuseks vaatleme tasapinna a mistahes normaali p ja selle
paralleeli g. Loigaku need tasapinda a vastavalt punktides P ja
Q (joon. 92). Joonestame tasapinnal a kaks sirget labi punkti P |
ning kaks nendega vastavalt paralleelset sirget 1dbi punkti Q.
Siis sirge p on risti ldbi punkti P joonestatud sirgetega, sest p
on tasapinna a normaal. Et vastavalt paralleelsete haaradega
nurgad on vordsed, siis sirge ¢ on risti 1dbi punkti Q joonesta-
tud kahe sirgega tasapinnal a, jérelikult ¢ L a.

3. Koik tasapinna normaalid on iiksteisega paralleelsed, sest -
kui p ja g on tasapinna a kaks normaali ning Q on teise nor-
maali iiks punkt, siis esimese teoreemi jargi saab ldbi punkti Q
minna ainult iiks sirge, mis on risti tasapinnaga a, teise teoreemi
jargi aga on selleks sirge p paralleel 14bi punkti Q, seega pllg
(joon. 92).

q : _ :
: o 4 S

q \l\

Joon. 92. Joon. 93.

4. Tasapinna normaali ldbiv tasapind on risti esimese tasa-
pinnaga.

Toestuseks vaatleme tasapinna o normaali n ldbiva tasa-
pinna B ja tasapinna o vahelise nurga joonnurka (joon. 93),
mille tipuks on punkt M=nXa loikesirgel s=aXp. Selle joon-
nurga iiheks haaraks on normaal n, sest normaali definitsiooni
jargi on nls. Kuid samal pohjusel on n risti ka joonnurga teise
haaraga t; seega

Znt=90°s. t. B Lla.
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5. Viimasest teoreemist jareldub, et
tasapind, mis on risti kahe tasapinna Ioikesirgega, on
risti ka nende tasapindadega.

Toepoolest, kui tasapind y on risti tasapindade a ja B loike-
sirgega s (joon. 94), s. t. sirge s on tasapinna y normaal, siis
seda normaali ldbivad tasapinnad a ja p on viimase teoreemi
jargi risti tasapinnaga y.

6. Kui ithei kahest ristuvast tasapinnast on voetud punkt ja

sellest on tommatud teise tasapinna normaal, siis see nor-
maal asetseb esimesel tasapinnal.

Toestuseks eeldame, et tasapinnad a ja B ristuvad (joon. 93)
ning iihel neist, néditeks tasapinnal B, on voetud punkt Q. Viima-
sest tombame tasapinnal f sirge n risti tasapindade a ja B loike-
sirgega s. Punktist M=nXs tombame tasapinnal a sirge ¢
risti sirgega s. Siis nL{, sest Znt on ristuvate tasapindade a ja
p vahelise nurga joonnurk. Et iihtlasi nls, siis n on tasapinna a«
normaal, sest ta on risti tasapinna a kahe 16ikuva sirgega s ja 7.
Et punktist Q saab tasapinnale a tommata ainult iih e normaali

"ning selleks osutus meie poolt tasapinnal f tommatud sirge n,
siis ongi toestatud, et normaal n asetseb tasapinnal B.

Joon. 94. Joon. 95.

7. Viimati toestatud teoreem voimaldab toestada teoreemi

5 poordteoreemi:
tasapind, mis on risti kahe l6ikuva tasapinnaga, on risti
ka nende tasapindade lGikesirgega.

Toepoolest, kui yLa ja yLp ning aXp=s (joon. 94), siis
selle loikesirge mingit punkti ldbiv tasapinna y normaal peab
teoreemi 6 jargi asetsema nii tasapinnal a kui ka tasapinnal B,
seega iihtima nende tasapindade loikesirgega s.

Ulesandeid.

115. Kaks vordset vordkiilgset kolmnurka kiiljepikkusega a
asetsevad nii, et neil on iiks kiilg iihine ning kolmnurkade tasa-
pinnad ristuvad. Avalda mitteiihiste tippude vaheline kaugus.
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116. Pohjenda viidet, et kahetahulise nurga joonnurga tasa-
pind on risti kahetahulise nurga tahkudega. :

117. Toesta, el antud punktist paralleelsetele tasapindadele
tommatud normaalid iihtivad.

§ 23. PUNKTI JA SIRGE RISTPROJEKTSIOON, N

1. Punkti ristprojektsioon. Punkti P ristprojektsiooniks tasa-
pinnal a nimetatakse punktist P tasapinnale o tommatud nor-
maali ja tasapinna a loikepunkti (punkti P” joonisel 95).

Punkt, mis ise on tasapinnal (ekraanil, projektsioonipinnal),
ithtib oma ristprojektsiooniga sellel tasapinnal (punkt Q jooni-
sel 95). ;

Punkti ja tema ristprojektsiooni vahelist kaugust nimetatakse
punkti kauguseks tasapinnast. Niisiis, punkti kau-
gust tasapinnast tuleb moota mooda tasapinna normaali.

2. Sirgjoone ristprojektsioon.

Sirgjoone ristprojektsiooniks tasapinnal nimetatakse sirg-
joone punktide ristprojektsioonide kogumit sellel tasapinnal.

Kui sirge s on risti ekraaniga & (joon. 96), siis selle sirge
mistahes punkti A ldbiv ekraani normaal iihtib sirgega s ning
seetottu sirge koigi punktide ristprojektsioonid iihtivad sirge ja
ekraani loikepunktiga L; jarelikult

ekraaniga ristuva sirge ristprojektsiooniks on punkt.

Kui sirge s pole risti ekraaniga & (joon. 97 ja 98), siis tema
punkte projekteerivad ekraani normaalid asetsevad iihel ja samal
tasapinnal B, mis on risti ekraaniga e. See nn. projekteeriv tasa-
pind B on méiratud sirgega s ja tema mingit punkti projektee-
riva normaaliga, niiteks normaaliga AA’. Sirge s koigi punktide
ristprojektsioonid ekraanil e asetsevad tasapindade fB ja & loike-
sirgel s’; jarelikult

ekraaniga mitteristuva sirge ristprojektsioon on sirge.

Joon. 96. Joon. 97. Joon. 98.
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Ekraaniga mitteristuv sirge s ja tema ristprojektsioon s’ on
tihel ja samal tasapinnal § ning jarelikult nad kas l6ikuvad voi
‘on paralleelsed. Esimesel juhul on sirge ekraani suhtes kaldu
(joon. 97), teisel juhul paralleelne (joon. 98).

Ekraaniga paralleelne sirge on paralleelne oma ristpro-
jektsiooniga,

sest nende l0ikumise korral antud sirge 16ikuks ekraaniga
(joon. 98).

3. Teoreem tidisnurga ristprojektsioonist.

Tédisnurga ristprojektsiooniks voib soltuvalt haarade asendist
ekraani suhtes tulla kas Kkiir, sirge, teravnurk, niirinurk voi
taisnurk. Praktika seisukohalt on tédhtis silmas pidada just vii-
mast juhtumit.

Toestame jargmise teoreemi:

kui tdisnurga iiks haar asetseb ekraanil voi on sellega
paralleelne ja teine haar pole ekraaniga risti, siis tdis-
nurga ristprojektsioon on jille tdisnurk.

Toestus. Olgu £BAC tiisnurk, mille haar AC on paral-
leelne ekraaniga & ja haar AB pole risti selle ekraaniga
(joon. 99, a). Téhistame punktide A, B ja C ristprojektsioone
tasapinnal e vastavalt A’, B’ ja C’. Siis sirged AC ja A’C’ on
paralleelsed kui ekraaniga paralleelne sirge ja tema ristprojekt-
sioon. Sellest jareldub, et kiivsirged A’C’ ja AB on teineteisega
risti, sest nendevaheline nurk vordub tdisnurgaga BAC (§ 18, 2).
Uhtlasi sirge A’C’ on risti tasapinna & normaaliga n = A’A, mis
16ikab sirget AB. Kuid siis on A’C’ risti tasapinnaga p= BAA’
(§ 21), seega risti ka sirgega A’B’c p. Sellest ndhtubki, et antud
taisnurga ristprojektsioon £B’A’C’ on téisnurk.
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Kui tdisnurga BAC haar AC asetseb ekraanil & (joon. 99, b),
siis toestus lihtsustub, sest niiiid AC = A’C’ ja endiste kuv51rgete
AB ja A’C’ vaheline nurk asendub antud nurgaga BAC.

Samal viisil saab toestada, et

kui nurga ristprojektsioon on tdisnurk ja tema iiks haar
asetseb ekraanil voi on sellega paralleelne, siis see nurk
on tdisnurk. ;

4. Loigu ristprojektsioon.

Kaldsirge ja tema ristprojekisiooni vahelist teravnurka nime-
tatakse sirge ja ekraani vaheliseks nurgaks ehk sirge kalde-
nurgaks (ekraani suhtes).

Tahistame sirge s kaldenurga, s. o. nurga APA’ ]oomsel 100
tahega ¢. Kolmnurgast APA’ saame siis, et

A’P=AP - cos ¢
ehk -
1oigu ristprojektsiooni pikkus vordub 10igu pikkuse ja
tema kaldenurga koosinuse korrutisega,

See seos kehtib ka siis, kui loigu
molemad otspunktid on véljaspool pro-
jektsioonipinda, nagu 16igul AB joonisel
100. See selgub, kui labi 10igu iihe ots-
punkti A tombame 16igu projektsioonile
paralleeli AB,. Seega iildiselt 1oigu AB
ristprojektsioon A’B’=AB - cos ¢.

Kui =0, siis A’B’=AB, s.t. P

ekraaniga paralleelne 10ik on vordne oma ristprojekt-
siooniga.

Ulesandeid. .

118. Joonesta kuubi diagonaali ja tahu vaheline nurk loomu-
likus suuruses. Kui suur on see nurk?

119. Risttahuka mootmed on 7 cm, 4 cm ja 5 cm. Kui suur on
nurk risttahuka diagonaali ja koige vidiksema tahu vahel?

120. Kui suur on nurk kuubi diagonaali ja selle otspunktist
lahtuva serva vahel?

121. Punktist véljaspool tasapinda on tasapinnani tommatud
kaldloik, mille pikkus on 35 cm; 16igu ristprojektsiooni pikkus on
12 cm. Kui suur on 1oigu kaldenurk tasapinna suhtes?

122. -Kaldloigu pikkus on 13,4 m; loigu kaldenurk tasa-
pinna suhtes on 63°36". Arvuta 16igu ristprojektsiooni pikkus.
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123. Punktist, mille kaugus tasapinnast on 12 c¢m, on tom-
matud tasapinnani 20 cm pikkune kaldl6ik. Leia kaldloigu rist-
projektsiooni pikkus ja kaldenurga suurus.

124. Loigu otspunktid on tasapinnast 3 dm ja 6,3 dm kaugu-
sel. Leia 10igu ristprojektsiooni pikkus, kui 16igu pikkus on 6,5 dm.

125. Loiku pikkusega 20 cm 16ikab tasapind nii, et 16igu ots-
punktid on tasapinnast 4 cm ja 6 cm kaugusel. Kui suur on 16igu
ja tasapinna vaheline nurk?

126. Ruudu kiilje pikkus on 20 cm. Ruudu keskpunktist O on
piistitatud 15 cm pikkune 16ik OP risti ruudu tasapinnaga. Punkt
P on iihendatud ruudu kiilje keskpunktiga C. Arvuta loigu PC
kaldenurk ruudu tasapinna suhtes.

127. Téisnurkses kolmnurgas kaateti a ldhisnurk B=36°48".
Kaatet a on tasapinnal a ja kaatet b moedustab tasapinnaga a
‘nurga 52°44’. Arvuta hiipotenuusi kaldenurk tasapinna a suhtes.

128. Punktist A ndhakse torni olevat pohja suunas; ta tipp
~ paistab korgusnurgas 17°. Liikudes 70 m vorra ida poole —

punkti B, nahakse torni nihkununa 40° vorra pohjast ladne poole.
Arvuta torni korgus.

129. Madidra kahetahulise nurga suurus, kui punkt, mis aset-
seb tihel tahul, on nurga servast 2 korda kaugemal kui teisest
tahust.

130. Kahetahulise nurga iihel tahul on véetud punkt, mis on
¢ cm kaugusel teisest tahust. Leia selle punkti kaugus servast,
kui nurk tahkude vahel on 45°

131. Kahetahulise nurga iihel tahul on véetud  punkt 25 cm
kaugusel nurga servast. Kui kaugel on see punkt teisest tahust,
kui kahetahulise nurga suurus on 50°? F

132. Toesta, et punktist véljaspool tasapinda selle tasa-
pinnani tommatud vordsetel kaldloikudel on vordsed ristprojekt-
sioonid ja vordsed kaldenurgad.

133. Kaks vordset vordhaarset kolmnurka, mille alus on a ja
tipunurk on 40° asetsevad nii, et nende alused iihtivad ja aluste
vastastippude vaheline kaugus on samuti a. Kui suur on kolm-
nurkade tasapindade vaheline nurk?

134. Vordkiilgse kolmnurga iiks kiillg asetseb tasapinnal ja

. . . U .
teine moodustab tasapinnaga nurga 7 - Kui suure nurga moo-
dustab kolmnurk selle tasapinnaga?

Kordamiskiisimusi.

135. Mida nimetatakse peegelduseks sirgest? Mida voib
delda kolmnurga ja tema peegelduse orientatsiooni kohta?

136. Mida nimetatakse roopliitkkeks? Kuidas roopliike -avaldub
peegelduste kaudu?
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137. Mida nimetatakse peegelduseks punktist? Kuidas peegel-
‘dus punktist avaldub teljelise siimmeetria kaudu?

138. Missugust teisendust nimetatakse poordeks punkti ﬁmber’
Missuguste andmetega on poéére madratud?

139. Missugust teisendust nimetatakse homoteetsuseks’ Mis-
sugune seos on homoteetsuse ja sarnasuse vahel?

140. Nimeta homoteetsuse tdhtsamaid omadusi.

141. Kuidas teisendub tdisnurkne kolmnurk, kui teda peegel-
dada esmalt iihest kaatetist ja siis saadud peegeldust peegeldada
teisest kaatetist?

142. Kuidas teisendub tédisnurkne kolmnurk, kui teda peegel-
dada esmalt iihe teravnurga poolitajast ja siis saadud peegeldust
peegeldada teise teravnurga poolitajast?

143. Kuidas teisendub vordkiilgne kolmnurk, kui teda peegel-
dada esmalt kolmnurga iihest kiiljest ja siis saadud peegeldust
peegeldada teisest kiiljest?

144. Joonesta vabalt voetud isekiilgse kolmnurga peegeldus
esmalt ithe nurga poolitajast, siis saadud peegelduse peegeldus
teise nurga poolitajast ja 10opuks viimase peegeldus kolmanda
nurga poolitajast.

145. Missuguse kujundi moodustab tdisnurkne kolmnurk koos

a) tema peegeldusega iihe kaateti suhtes;

b) tema peegeldusega hiipotenuusi keskpunkti suhtes?

146. Kas ruudu paralleelprojektsioonil leidub siimmeetria-
keskpunkt? siimmeetriatelg?

147. Mitu siimmeetriatelge on korrapérasel viisnurgal? selle
viisnurga paralleelprojektsioonil?

148. Missugustel korrapdrastel hulknurkadel leidub stim-
meetriakeskpunkt ja missugustel ei leidu?

149. Mida nimetatakse punkti kauguseks sirgest, mlda punkti
kauguseks tasapinnast?

150. Mida nimetatakse punkti ristprojektsiooniks sirgel, mida
ristprojektsiooniks tasapinnal?
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- III. FUNKTSIOONIDE UURIMINE.
§ 24. FUNKTSIOONI ULDTAHIS.

Oleme tuttavad mitmete funktsioonidega, niiteks y=ax+0b,
y=ax?+bx+c, y=sin x, y=tan x. Kuidas nimetatakse neid funkt-
sioone? ~

Seame niitid tilesandeks leida iildised tunnused, mis voimal-
davad mistahes funktsiooni puhul leida nditeks need argumendi
vdaartused, mille korral funktsiooni vdartus on maksimaalne voi
minimaalne, need argumendi vaartuste piirkonnad, kus funktsioon
on kas kasvav voi kahanev jne. Vastavate tunnuste tuletamiseks ja
tulemuste fikseerimiseks vajame iildist funktsiooni siimbolit, s. o.
niisugust siimbolit, mis tahistab funktsiooni, kuid jatab lahtiseks,
missuguse konkreetse funktsiooniga on tegemist.

Konkreetse funktsiooni defineerimisel tugineme vastavale
matemaatilisele avaldisele; nditeks binoom ax+b6 defineerib
lineaarse funktsiooni, sin x siinusfunktsiooni jne. Kui aga on
tegemist min gi funktsiooniga, mille konkreetne kuju meid para-
jasti ei huvita, siis funktsiooni avaldise asemel kasutame siimbo-

leid
f(x), g(x), F(x) jne.,.

kus sulgudes olev tdht niitab, mis on argumendiks, sulgude ees
olev tdht aga mérgib tosiasja, et tegemist on just selle argumendi
funktsiooniga.

Olgu mingi funktsiooni {ildtdhiseks néiteks f(x). Sama siim-
bolit kasutatakse siis ka selle funktsiooni konkreetsete vdirtuste
illeskirjutamisel; néiteks kirjutused

[(2); f(=4) ja f(a)

tdhendavad funktsiooni f(x) védartusi, mis vastavad argumendi x
vaartustele 2, —4 ja a. ;

Kui f(x) tahistaks funktsiooni f%, % ¢
241
f(x) & i__'i"

68



siis

f@) =33 =5 f(—4= 0~ 52

Ulesandeid.
151. Antud on funktsioon
f(x)=2x2—3x+1.

Leia f(0); f(3); f(—2); [(23); F(— %)
152. Antud on funktsioon

F(u)=u®—1.
Leia F(1); F(a); F(a+1); F(a—1); 2F(2a).
153. Antud on funktsioon

2
gty=20+2+2 45t
Niita, et g(f) =g(lt).
154. Antud on funktsioonid
ik 2
f() x+l]a (x)—x—l°

Leia f(—x); [(1); @(—3); @(a); f(4) +o(1).

§ 25. PAARISFUNKTSIOON JA PAARITU FUNKTSIOON,

Olgu mingi funktsiooni graafik simmeetriline y-telje
suhtes (joon. 101). y-telje suhtes-on-stimmeetrilised ka “naiteks
ruutfunktsiooni y=x2 ja koosinusfunktsiooni y=cos x graafikud

(joon. 102 ja 103). Selh_g;t_ﬁl_rrmmemhsusgsl_;amldub, et_nende

funktsioonide vaartu ed.
Funktsiooni, mille vdirtused kohtadel x ja —x on vord- .
sed, ni jooniks.

Kasutades funktsiooni iildtéhist, vGime paarisfunktsiooni defi-
nitsiooni iiles kirjutada vordusena

f(x) =f(—x) V

Teame, et
x2=(—x)2 ja cosx=cos(—x).
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Y
Y
\ Jy=x*
-a 5 \
X
1
Joon. 101. s Joon. -102.

Seega on x? ja cos x paarisiunktsioonid.

Joonisel 104 ndeme mingi funktsiooni graafikut, mis on siim-
meetriline koordinaatide alguse O suhtes. Koordinaa-
tide alguse suhtes on siimmeetrilised nditeks ka kuupfunktsiooni
y=x% ja siinusfunktsiooni y=sin x graafikud (joon. 105 ja 132).

Yy
05 x

N bz e e

-

_270"\—180“/—90“ 0 %'\rw/zm- 360°

Joon. 103.

Sellisest stimmeetrilisusest jér.eldub, et nende funktsioonide véartu-
sed kohtadel x ja —x erinevad ainult margi poolest.

Funktsiooni, mille vdartused kohtadel x ja —x erinevad
ainult margi poolest, nimetatakse paarituteks funktsioo-
nideks.

Kasutades funktsiooni iildtdhist, voime paaritu funktsiooni
definitsiooni iiles kirjutada jargmiselt:

f(x) = —f(—x)
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Y
Y gext
a 0 a 1 [
i
Joon. 104. Joon. 105.
Teame, et x3=—(—x)® ja sinx=—sin(—x). Seega on x® ja

sinx paaritud funktsioonid.
Olgu tdhendatud, et paljud konkreetsetest funktsioonidest pole

ei paaris- ega paaritud funktsioonid.

Ulesandeid.

155. Missugused jargmistest funktsioonidest on paarisfunkt- -
sioonid, missugused paaritud funktsioonid?

Py g=x* 6) y=xt—2x2+5
2y y—x5 7). y=tanx
3) y=x2+x 8) y=sin x+cosx
4) y=xl"’+x 9) y=x

o+ oy O egy

156. Selgita, kas-funktsioonid
Fi(x) =[(x) +f(—x) ja Fa(x)=f(x) —F(—%)
on paaris- voi paaritud funktsioonid, kui :

1) f(x) on paarisfunktsioon;
2) [(x) on paaritu funktsioon.

§ 26. FUNKTSIOONI MAARAMISPIIRKOND.

Argumendi vaidrtuste hulka, kus argumendi igale vaar-
tusele vastab kindel funktsiooni vaartus, nimetatakse
funktsiooni maaramispiirkonnaks.
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a) Funktsiooni y=x-t maa-
ramispiirkond.
Astmefunktsioonil y=x-! (joon.
106) puudub vaartus, kui x=0, sest
nulliga jagada e€i saa. Seega pole
antud funktsioon madratud kohal
X x=0. Kiill on aga vo6imalik leida
sellele funktsioonile vaadrtusi argu-
- mendi koigi teiste védartuste korral.
Utleme, et funktsioon y=x-! on
madratud, kui x>0 ja kui x<0; lihi-
dalt, kui xz20.
Funktsiooni y=x-' maddramis-
~ Joon. 106. piirkonna moodustavad argumendi
x need vddrtused, mis rahuldavad
tingimusi x<0 voi x>0. -
Geomeetriliselt kujutame maaramispiirkonda arvteljel. Jooni-
sel 107 on kujutatud funktsiooni y=x-! madramispiirkond.
nd .

0

Joon. 107.

b) Funktsiooni y=x%— madramispiirkond.

1
Astmefunktsioon y=x2 (joon. 108) pole maidratud argumendi
x negatiivsete vdirtuste korral, sest ei leidu arve, mille ruut oleks
negatiivne. Kiill on aga voimalik leida sellele funktsioonile vaar-
tusi, kui x on positiivne voi 0. Seega,

£

funktsiooni y=x2 maddramispiirkonna moodustavad argu-
mendi x need vddrtused, mis rahuldavad tingimust x>0
(joon. 109). -

NE£S
A SRR o 1 RN
[ ; X ; 0 ;

Joon. 108. ‘ 2 Joon. 109.

¢) Lineaarse funktsiooni ja ruutfunktsiooni
maaramispiirkond. R :
On funktsioone, mille véirtused on maarat.ud "a_.rgumendn
koigi véirtuste korral. Nii on naiteks iikskoik, mis véartuse me
anname argumendile x, ikka saab leida vastavat vaartust line-
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aarsele funktsioonile y=ax+b ja samuti ruutfunktsioonile
y=ax?+bx+c. Seega, s

lineaarse ja ruutfunktsiooni maddramispiirkonnaks on kogu
reaalarvude hulk. 3

: caxdtbrte oL - B,
d) Funktvsxoonldx,_'_eﬂ_f middramispiirkond.

Murruna avalduva funktsiooni méddramispiirkonda ei kuulu
niisugused argumendi vaidrtused, mille korral nimetaja saab vord-
seks nulliga.

Leiame funktsiooni y—%‘f madramispiirkonna.
Nimetaja nullkohtade leidmiseks lahendame vorrandi
3x2—2x—1=0.
///////// ////////// ///////////// 3
Joon. 110.
Lahenditeks on x;=1 ja xo=— % : Seega,
antud funktsioon on mdadratud: 1) kui x ——;—;

2) hui —5 <x<l;
3) kui x>1 (joon. 110).

e) Funktsiooni Vax?+bx+c¢ madramispiirkond.
Et ruutjuurt saab leida ainult mittenegatiivsetest arvudest, siis

antud funktsiooni maaramispiirkonnaks on see x viartuste hul'k
mis rahuldab tingimust

ax?+bx+c > 0. y

Leiame  funktsiooni y=

=V2x24+3x—5 maaramispiir-
konna.

Ulesande lahendamlseks tu-

leb leida ruutfunktsiooni 2x24
+3x—5 positiivsuspiirkond koos

nullkohtadega. Lahendades
ruutvorrandi 2x2+3x—5=0, 3 o] | X
saame lahendeiks x;=— i; ja

xo=1. Et ruutliikme kordaja on
positiivne, siis saame positiiv-
suspiirkonnaks kaks piirkonda

e .
x<_-?]a x>1 (joon. 111). Joon. 111.
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1)
2)
3)

1)
2)
3)
4)

74

$€2 !
Joon, 112s

Et ka nullkohad kuuluvad maéadramispiirkonda, siis koosneb
antud funktsiooni maéddramispiirkond jargmisest kahest piirkon-
nast: ‘

x{——%ja x>1 (joon. 112).

Ulesandeid.

157. Leia jargmiste funktsioonide maéramispiirkonnad.

K, 2—x
3x

Y=311
2x—1

y= 3x+2

. 3 38

f) =gy ") Y® asere
8% 4x2—-20

5) y= 2+ 4x 8 jonir ¥ rrac g

2x—3 o 2x3—3x+-2
6) y= x2—2x+1 2= 2x2—3x+1

158. Leia jargmiste funktsioonide madramispiirkonnad.

y=vVx
y=Vx+2
y=V3x
y=V4ax+2

1
2

5) y=(—2x+1) 9) y=v—x2—2x+8
b P Sl LR e
6) y=(x2—9)* 10) y=v2x2—4x—1
1 PR, . e
7) y=(2x2—3x)* 11) y=v—3x2-5

8) y=(2—4x+3)" 12) y=|/5—Fx4

ol

§ 27. TOKESTAMATULT KASVAVAD JA TOKESTAMATULT

KAHANEVAD SUURUSED.

Muutuvat suurust, mille vdartustele vastavad punktid
arvteljel nullpunktist jarjest kaugenevad (kas positiivses
voi negatiivses suunas), nii et see kaugus saab suure-
maks igast kuitahes suurest arvust, nimetatakse tokes-
tamatult kasvavaks suuruseks.

Muutuvat suurust, mille véirtustele —vastavad punktid
arvteljel nullpunktile jdrjest lahenevad, nii et see kau-
gus_saab vidiksemaks igast kuitahes viikesest arvust,
nimetatakse tokestamatult kahanevaks suuruseks.



a) Kolmnurga elementide tokestamatu kasva-
mine ja kahanemine.

Tombame ldbi kolmnurga ABC tipu C kiiljega AB paralleelse
sirge s. Sellel fikseerime rea punktist C jérjest kaugenevaid punkte
C,, Gy, Cs jne.

Jilgime kolmnurga ABC kiilgede AC ja BC muutumist, kui
tipp C hakkab liikuma mooda sirget s joonisel 113 noolega néi-
datud suunas. -

Joon. 113.

Kanname kiilje AC pikkused AC;, AC,, AC;, ... arvteljele, nii
et punkt A langeks nullpunkti (joon. 114).

Kuhu langeksid sellel arvteljel punktid Cs, C7 jne.?

‘Missugust suurust esitab siin kiilje AC pikkus?

Missugust suurust esitab siin kiilje BC pikkus?

Mooda jooniselt malli abil nurgad tippude C,, C; ja Cs juures.
Kujuta nende nurkade suurused arvteljel, nii et 16igule OC, vas-

a Cy €. Cs Cq Cs
s

Joon. 114,

- taks nurga C, suurus radiaanides, 16igule OC, vastaks nurga C;
suurus radiaanides jne.

Kuhu langeksid siin punktid Cs4 Cs jne.?

Missugust suurust esitab siin nurk C?

b) Funktsiooni y=x"!' muutumine ' argumendi
tokestamatul kasvamxsel ja tokestamatul kaha-
nemisel. :

1) Jilgime funktsiooni y=x-! muutumist argumendi positiiv-
sete vadartuste muutumisel, kasutades graafikut joonisel 106.
Paneme tdhele, et argumendi kasvamisel funktsiooni vdirtused

{ 4 i 1 D
aina vahenevad. Toepoolest, murd ; saab seda vdiksemaks, mida
suurem on x. Seejuures ei saa selle murru viartus, kuigi ta vihe-

75



neb, kunagi vordseks nulliga, iikskoik kui suure vaartuse me x-ile
ka ei annaks. Olgu néiteks x vdartused

100, 1000, 1000000,
siis funktsiooni védartused on vastavalt

0,01; 0,001; 0,000001.
Seega ;
argumendi tokestamatul kasvamisel funktsioon x—' on tokes-
tamatult kahanev suurus.

2) Jélgime niilid funktsiooni x~! muutumist argumendi posi-
tiivsete vadrtuste muutumisel vastupidises suunas, s. t. nende ldhe-
nemisel nullile.

Olgu naiteks x védartused

©0,01; 0,001; 0,000001,
siis vastavad funktsiooni vdartused on

100, 1000, 1000000.

Seega

argumendi tokestamatul kahanemisel funktszoon x~! on tokes-
tamatult kasvav suurus.

3) Jirgnevalt vaatleme funktsiooni x—! muutumlst argumendi
negatiivsete vaartuste muutudes.

Kui argumendi x negatiivne véartus oma absoluutvidirtuse
poolest suureneb, siis funktsiooni x~! absoluutvddrtus vdheneb,
saades seejuures kuitahes viikeseks. Nditeks, kui x védartused on

—10, —1000, —1000000,
siis ~;— vaartused on
" —0,1; —0,001; —0,000001.

Seega voime Oelda, et

argumendi absoluutvidrtuse tokestamatul kasvamisel funkt-
siooni x=1 absoluutvddrtus on tokestamatult kahanev suurus.

4) Kui argumendi x vdartus negatiivselt poolelt tokestamatult
laheneb nullile, siis funktsiooni x~! absoluutvdirtus jarjest kasvab.

Niiteks, kui x vaidrtused on

-0,1; —0,001; —0,000001,
o e
siis - vaértused on
—10, —1000, —1000000.
Seega
argumendi absoluutvddrtuse tokestamatul kahanemisel funki-
siooni x~! absoluutvddrtus on tokestamatult kasvav suurus.
Niisiis, kui x vdartustele vastavad punktid nullpunktist kauge-
nevad, siis osutub funktsioon x~! tokestamatult kahanevaks suu-
ruseks; kui aga x védartustele vastavad punktid nullpunktile ldhe-
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. nevad, siis osutub funktsioon x—! tokestamatult kasvavaks suuru-
seks.

Kasutades absoluutvidirtuse moistet, voib tokestamatult kasva-
vat ja tokestamatult kahanevat suurust defineerida ka jargmiselt.

Muutuvat suurust, mille absoluutvdaartus saab ja siis ka
jddb suuremaks igast kuitahes suurest etteantud positiiv-
sest arvust, nimetatakse tokestamatult kasvavaks suu-
ruseks.

Muutuvat suurust, mille absoluutviirtus saab ja siis ka
jddb viiksemaks igast kuitahes vdikesest etteantud posi-
tiivsest arvust, nimetatakse tokestamatult kahanevaks ehk

nullile Tahenevaks suuruseks. .

c) «Lahenemine l6pmatusele».

Kasutades siimbolit c© , mis ndiitab tokestamatut kasvamist
ning mida loetakse harilikult sonaga «lopmata», voime eespool
. kasitletud neli juhtu iiles kirjutada jargmiselt:

1) kot x>+ oo, siis =1 —>0;

2) ‘kui x—>—oo0, siis x~! = 0;

3) kui x—>0 (vasakult), siis x~! = — o0 ;

4) kui x >0 (paremalt), siis x~!—= + oo.

Loetakse neid kirjutusi harilikult (lihtsustatult) nii:

1) kui x ldheneb pluss lopmatusele, siisi x~! ldheneb nullile;

2) kui x ldheneb miinus lopmatusele, siis x~! ldheneb nullile;

3) kui x laheneb (vasakult) nullile, siis x~! ldheneb miinus
lopmatusele;

4) kui x ldheneb (paremalt) nullile, siis x~! ldheneb pluss 10p-
matusele.

Neid véljendeid kasutatakse eespool siimbolites iileskirjutatud
muutumisprotsesside lugemiseks nende lithiduse tottu. Otsene
tdhendus neil aga puudub, sest 16pmatusele lihenemihe on voi-
matu.

Tapsemalt aga véljendatakse nende siimboolsete kirjutuste
taga peituvaid motteid jargmiselt:

1) kui x positiivsena kasvab tokestamatult, siis x~! samuti
pos:tlii\;sena kahaneb tokestamatult (ehk ldheneb tokestamatult
nullile) ;

2) kui x negatiivsena kasvab tokestamatult, siis x~! samuti
neiglaltii)vsena kahaneb tokestamatult (ehk laheneb tokestamatult
nullile);

3) kui x negatiivsena kahaneb tokestamatult, siis x~! samuti
Qegatiivsena kasvab tokestamatult; _

4) kui x positiivsena kahaneb tokestamatult, siis x~! samuti
positiivsena kasvab tokestamatult.
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Ulesandeid.

159. Uuri funktsioonide y=x-2 y=x-3 tokestamatut kas-
wvamist ja kahanemist.

160. Leia funktsmomde y=x2:y=x3 ja y=x midramis-
piirkonnad.

§ 28. LOPLIKULE VAARTUSELE LAHENEVAD SUURUSED.

Muutuvat suurust, mille vidartustele vastavad punktld
arvteljel jarjest Iahenevad ithele kindlale punktile, nii
et kaugus selle kindla punktini on nullile lihenev suurus,
nimetatakse loplikule vddrtusele ldhenevaks suuruseks.

Et tokestamatult kahaneva suuruse viartustele vastavad punk-
tid ldhenevad arvteljel nullpunktile, siis on ka tokestamatult kaha-
nev suurus 10plikule véddrtusele 1dhenevaks suuruseks.

Moobda jooniselt 113 nurgad ABC,, ABC,, ABCj; ja kujuta nende °
murkade suurused arvteljel nii, et 16ikudele OC,;, OCj, OC3 vastak-
sid neile vastavate nurkade suurused radiaanides. Fikseeri samal
arvteljel arv m tdhega P!

Kuhu langeksid sellel arvteljel nurkadele ABCy, ABCs jne. vas-
tavad punktid C4, Cs jne.?

Missugust suurust esitab tipu B juures olev nurk?

Kujuta arvteljel kaugused PC,, PC,, PCj, nii et tipp P langeks
mullpunkti. Kuhu langeksid siin punktid C4, Cs jne.?

Missugust suurust esitab sirgnurga ja tipu B juures oleva
nurga vahe?

Niisiis, kui CC;— oo, siis ZB—xn ehk, teisiti, £B—x—0.

Kasutades viimast tdhelepanekut voib Ioplikule vaartusele
fdhenevat suurust defineerida ka jargmiselt: |

Muutuvat suurust nimetatakse loplikule vaartusele ldhe-
nevaks suuruseks, kui selle muutuva suuruse vaartuste ja
1opliku vadrtuse vahe on tokestamatult kahanev suurus.

Sellele loplikule vdértusele on antud ka oma erinimetus —
muutuva suuruse piirvddrtus. Et 16plik vairtus pole midagi muud
kui arv, siis

arvu, millele ldhenevad 16plikule vidadrtusele ldheneva
suuruse vairtused, nimetatakse tema piirvaartuseks.

Nii on nurga B piirvdirtuseks sirgnurk, nurga A ja nurga C
piirvdartuseks aga 0.

Joonisel 115 on naidatud 3 voimalikku juhtu muutuva suuruse
x véartustele x,, xp, x3,. .. vastavate punktide paigutuse kohta 16p-
likule vaartusele vastava punkti A suhtes.
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A

x
'?) 0 4 X, X3X48
A
o) - X
0 CRE UL T X
A X
® 0 X, X3 a X Xy
Joon, I'15.

Joonesta vihikusse loikudena muutuva suuruse véartustele
vastavate punktide kaugused punktist A.

Nieme, et 1oplikule vaidrtusele ldhenevate suuruste korral selle
suuruse vaartustele vastavate punktide ja 16plikule védartusele vas-
tava punkti vaheline kaugus ldheneb nullile. Muutuva suuruse
vaartusele vastavad punktid voivad 16plikule védrtusele vastavast
punktist asetseda kas paremal (juht a) voi vasakul (juht b) voi
kord paremal, kord vasakul (juht c).

Seega, juhul a) on x;—a<0,

. juhul b) on x;—a>0,
juhul ¢) on kord x;—a>0, kord x;—a<0.

Vaadeldav kaugus avaldub vastavate koordinaatide vahe
ab?;)luutvéiéirtusena. See kaugus aga ldheneb koigil kolmel juhuf
nullile.

c'
0 A
(4 8
A 8
CI
Joon, 116.
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Kiisimusi ja iilesandeid.

161. Missuguseid suurusi nimetatakse tokestamatult kasvava-
teks, missuguseid tokestamatult kahanevateks suurusteks?

162. Joonisel 116 on esitatud kahe kolmnurga muutumine
tipu C nihkumisel mééda joonisel naidatud sirget. Tee kindlaks,
missugused elemendid osutuvad seal tokestamatult kasvavaiks,
missugused tokestamatult kahanevaiks ja missugused neist oma-
vad nullist erinevat- piirvaartust.

§ 29. FUNKTSIOONI PIIRVAARTUS.

1) Piirvaartuse moistet rakendatakse funktsioonide uurimisel.

Olgu naiteks teada, et argument x - 2 ja meid huvitab, mis-
sugusele vidartusele ldheneb sel juhul funktsioon 2x—1.

Selleks kirjutame vilja rea 2-le ldhenevaid argumendi vaar-
tusi ja leiame neile vastavad funktsiooni vaartused.

Koostame tabeli iga § 28 vaadeldud juhu kohta eraldi.

# | I s 1285 U %7 bas Pis ot 195 1 108
a) :

9x—1 i ‘ 1,4 \ 2 o4 | 26 | 28 | 29 | 296

x 3 | 98 | 26 | 24 | 23 | 22 |21 | 205
b) . :

2 —1 5 \ 46 \ 42 | 38 ] 36 | 34 |32 |31

5 i ’ g9 Foz lieboas baslis ] 195
)

2r=1 | ‘ 48 ‘V4,4 1.8 ‘ 4 22 .| 26 | 29

Nieme, et koigil juhtumeil, kui argument laheneb 2-le, ldheneb
funktsiooni vaartus 3-le. :

Mille poolest erineb siin esitatud juht c) joonisel 115 esitatud
‘juhust ¢)?

Koostame niiiid iga vaadeldud juhu kohta uue tabeli.

) Je=21 | 1 ‘ 0,8 l 0,5 l 0,3 \ 02 | o1 \ 005 | 0,02

a

[2e—1)—3][ 2 i 1.6 \ 1 ‘ 0,6 ‘ 0.4 ‘ 02 | o1 | oo4

.l 1 l 08 ‘ 06 l 0,4 l 03 | 02 | o1 | 005

) N
lex—1)-3] | 2 \ 1,6 \ 1,2,[ 08 | 06 | 04 ‘ 02 | o1
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[x—2] “ 1 ]’0,9 0,5 04 ' 0,2 \0.05

©)

7 {aa]
|(2—1)—3| ” 2 \ 18 \'1,4 I .

12 \ 08 l 0,4 [o,l

Nendest tabelitest nieme, et sdltumata se]lest kuidas argu-
mendi vadartused ldhenevad kahele ikka on taidetud tingimus :

{(2x—1) =8| =0, kui |x—2|—0.

See tdhelepanek voimaldab funktsmom piirvdartust defmeerlda
jargmiselt:
Arvu b nimetatakse funktsiooni f(x) piirviirtuseks argu-
mendi x lihenemisel arvule a, kui koos |x—a| laheneml-
sega nullile ldheneb ka [f(x) — b| nullile.

Ulesandeid.

163. Koosta tabel, mis iseloomustaks jargmiste funktsxoomde
muutumist argumendi ettéantud muutumise korral:

a) —x+3,kui x> 1; d) log x, kui x— 10;
b) 5;1_2 kui . x = —1; e) Vx, kui x—9;
c) x2+2x=1, kui x> 2; i) 2%, Kuisx 7> 3

#

2) Edaspidisel iilesannete lahendamisel me ei koosta enam
tabeleid, vaid kalkuleerime Jargmlselt

Niide 1. Leida funktsxoom5 purvaartus kui x— 0.

Lahendus. Arutleme nii. Ku1 x—>0 siis ka x2—0 ja samuti

5x2—>0. Kui aga 5x?—0, siis 5x2—1——1. Kui x—0, siis
3 —_ 2 R

x+171 ja seega -5———);_%11 s ~1—1=—l. See tidhendab, et-‘r)fH_l1 =
—(—1) =0 ja seega —1 on antud funktsiooni piirvéértuseks kui
x 0.

Esitatud arutlusest ilmneb, et piirvaartuse 1e1dmlsel kasuta-
takse lauseid:

1) summa piirvddrtus vordub liidetavate purvaartuste sum-
magas

2) korrutise piirvddrtus vordub tegurite piirvddrtuste korru-
tisega,;

3) jagatise piirvddrtus vordub jagatava piirvddrtuse ja jagaja
piirvddrtuse jagatisega, kui jagaja piirvddrtus ei ole 0.

Nende lausete toestusi me ei esita. _

Toodud néites .argument ldhenes nullile. Laused kehtivad, kui
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argument ldheneb mistahes loplikule védartusele ja ka siis, kui
argument kasvab tokestamatult.

Need laused aga ei kehti, kui vastavat piirvdartust pole ole-
mas. Néiteks ei kehti 3. lause, kui tuleb lahendada iilesanne:

x2+l

lm Pt

x—>oo
sest nii lugejal kui ka nimetajal puudub 16plik piirvdartus. Raken-
dades sellele iilesandele 3. lauset saaksime tulemuseks z—:, mil-
lel puudub arvu tdhendus.
Nidide 2. Leida funktsiooni
laheneb nullile.

li 5 piirvédartus, kui argument
Kui x = 0, siis ka x2—0 ja 1+x%~ 1 ning seega
1
e
Ulesandeid. *

164. Leia jargmiste funktsioonide piirvaartused, kui x— 0.

b 4 e xX24x+1

a) —4x+3 ) x+6 ) 3—2%
3—x : —x2—x+5
T+3x 2 31on—x

4+2x 3x—2)2

- X24+2x—3 3%—5 (——“6—3,\:)

. l-x—6
(2x—1)2 =8 0,14x—2,8) 2

3— % > 0,7+86x

3) Funktsiooni piirvaartuse iilesmirkimiseks kasutatakse siim-
bolit lim, mis tuleneb ladinakeelsest sonast limes (pur) Nii kirju-
tame:

i 1
x-l—r>no b

— l’
Uldiselt,

kui funktsiooni f(x) piirvddrtuseks argumendi ldhenemisel a-le
on b, siis kirjutame seda iiles jargmiselt:

lim f(x) =

X—a
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Ulesandeid.

165. Leia piirvaartused.

g 2 i | 3
a) lim (2x—3 lm g oy o 5
)x—>4( ) e) ; 3 l)x—];r}? ( = l—x) %
b) lim (4 F e O 1T B P i) fitn ( Sl gy
x——1 X 1 3—x X241
X—
2
im (x—x2 (4-x)2 _ 3
C)xl_t)m1 (xt—x2+1) k) lmg[ 5 4_x]
x—)a {

d) lim (3x2—2x2—1) h) lim SEZ=L }) lim (3x2—4x3+1)3
PRt .

x2 2x+1

x—0 x—2
166. Leia jargmised piirvdartused.
. X245 -3 Lo X2—4x4 |
o P 23 o li/mx_‘-f-x‘*‘—l o 4
l+sm2x . sinx+4tanx v e08 2¥
d) lim —cos 4x e)x_l_l)rg cos x f) lm:t sin x
X —> '4— X— a

*

4) Vaatleme niiiid néiteid piirvaartuse arvutamise kohta juhtu-
meil, kui eespool toodud laused piirvddrtuse arvutamiseks ei kehti.

1° lim li—

xr=al .

Kui x— 1, siis 1 —x—0; seega murru nimetaja ldheneb nullile
ja lugeja iihele. Et praegusel juhul murru nimetaja osutub tokes-
tamatult kahanevaks suuruseks, samal ajal kui lugeja jdab 1opli-
kuks, siis on murd tokestamatult kasvav suurus. Seega puudub

temal loplik piirvddrtus. Seda tosiasja margime iiles jargmiselt.

lxm lx——oo
=

(loeme: argumendi ldhenemisel 1-le kasvab funktsioon’l_x—x tokes-
tamatult voi: funktsiooni l—i; piirvddrtuseks on lopmatus).
1 2 .
2 Mmoo
X—> 00 l+x2 .
Et siin murru nimetaja on tokestamatult kasvav suurus (kui
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X —oo | siis ka 14+x2 o) ja murru lugeja on 1oplik arv, siis on
murd tokestamatult kahanev suurus:
1
14-x2

lim =;
X —> 0o

=% x2—-9

3° lim i

xr— -3

Siin on nii murru lugeja kui ka nimetaja piirvddrtus 0. Et
x;é 3, siis tuleb avaldist nii teisendada, et saaksime teguri x+3,
mis liheneb nullile nii lugejas kui ka mmeta]as, taandada.

Seega lahendame selle iillesande jargmiselt:

i (x+3) (x—3)

s S Tl o
R L e s e O
K X241 ;
4xl_1£noox3+l.

Selles iilesandes pole lugejal ega nimetajal piirvaartust — nad
molemad on tokestamatult kasvavad suurused. Et x omab 16plikke
vadrtusi, mis jarjest suurenevad, siis tuleb siin lugeja ja nimetaja
nii tegureiks lahutada, et saaksime x korgeima astendajaga ast-
mega taandada. Antud iilesande lahendame jargmiselt:

l 1 1
sfbed) | Tek

: 2 k% T 0
li x3+l = i} = lim T =7
X —> 00 x—)oox3(1+_—) x—-)ool_*__d
Ulesandeid.
167. Leia piirvdadrtused.
hoady e
&) Hmy == d) slim-=
%<l 5x x—)oosx
x2 x2
b) lim: = e) lim zo
i 3x By oon
y 2 5 2x
¢) lim x—f i) lim &
x—0 : X—> 00

168. Leia jargmiste funktsioonide piirvdaartused, kui x=>00.
1

a) 3+x b) x2+5 o s
B 16 —x 3+%
x® 28—1 x+%
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169. Leia piirvairtused.

b fim S g gim Sorolte
C),xli_r)nl ﬁ:f g)ximl ;:_—:ilz_:;
PRt P

170. Leia piirvaadrtused.
; e
a) lim #—2c+1 ¢) lim _X4y—-2

x3—x x—x2—x+1

x—1 x—1
2 X34 3x242x : 8x3—1
bl—lam—]2 %6 d) hml 6x2—5x+1
xX— &
2
171. Leia piirviirtused.
.. 3x—1 i 4x*—5x
a) lim 5— ey
x__)oox2+l : x_)ooxz—3x+l
. 3x—1 ; 1+x—3x3
by -l S d) lim ——5——
x__)oqx2+1 x__)ool+x’2+3x3

172. Leia jargmiste funktsioonide piirvdirtused, kui x—> 0 ja
kui x = oo.

2x—5 3x24-5x—2
) b) Za—axri
173. Leia piirvaartused.
k sin x g 1+tanx
a)xl_l_)mo g c) 1an1t T g
xX— &
‘ 2
Z l—cosx AR tan x—sin x
b)xh_r>n0 sin x d) xl_l_r)no tan x+sin x

§ 30. FUNKTSIOONI -PIIRVAARTUSE RAKENDUSI,
RINGJOONE PIKKUS, :

a) Ringjoone pikkuse maoiste.
Ringjoon on koverjoon, pikkusiihik aga sirgloigu pikkus (néi- -
teks 1 mm, 1 em, 1 dm jne.), seetottu ei ole voimalik ringjoone

pikkust otseselt moota ja on vaja defineerida, mida mbista ring-
joone pikkuse all.
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Kui ringi sisse joonestada korraparane hulknurk, siis tema
iimbermoot, mida saab pikkusiithiku abil moota, on lithem ring-
joone pikkusest, sest hulknurga kiiljed on liihemad neile vastava-
test ringjoone kaartest. Kui hulknurga tippude arvu kahekordis-
tada, saame uue hulknurga, mille {imbermoot on pikem. eelmise
hulknurga timbermoodust ja lithem ringjoone pikkusest. Miks?
Seda kahekordistamise protsessi jdtkates saame hulknurgad, mil-
lede imbermo6odud ikka enam ja enam ldhenevad ringjoone pikku-
sele. Tee vastav joonis! |

Seda tdhelepanekut aluseks vottes defineeritaksegi ringjoone -
pikkus jargmiselt.

Ringjoone pikkuseks nimetatakse ringi sisse joonestatud korra-
paraste hulknurkade iimbermootude piirvddrtust, kui hulknurga
tippude arv tokestamatult kasvab.

Olgu ringi sisse joonestatud korra-
parane n-nurk (joon. 117). Uhendades
hulknurga tipud ringi keskpunktiga, te-
kivad vordhaarsed kolmnurgad alusega
a, ja haaraga r. Selle kolmnurga tipu-

nurk on :}i_o' Tombame hulknurga apo-

teemi, mis on ka vaadeldava vord-
haarse kolmnurga korguseks. See apo-
teem jaotab antud kolmnurga OAB
kaheks vordseks taisnurkseks kolmnur-
gaks OAC ja OBC. Nendes kolmnurka-

des on iiks nurk 3—2?; ja selle nurga

vastaskaatet %‘ Taisnurksest kolm-
nurgast OBC voime kirjutada:

Joon. 117,

)

i w360°
3 Pl
ehk
a, % SORk
5 =Sin o

Korrutades niiiid vorduse molemad pooled arvuga 2rn, saame

o

: o080
n-a,,_—2r-n-sm B

Et n-a, esitab ringi sisse joonestatud korrapdrase hulknurga
{imbermdotu, siis on ringjoone pikkuseks

: s . 360°
lim(n - a,)=lim (2r *n - sin <= )
n— oo n— o



b) Arv =
Vaatame, kuidas muutub avaldis n - sin%)l—, kui n kasvab. Sel-
leks koostame alljargneva tabeli.

fetapt e 360° . 360° . 360°
2n sin _2—,?‘ n-.sin 7,1—’
3 60° 0,8660 2,5980
6 30° 0.5 30
12 15° 0,2588 3,1056
24 7°30/ 0,1305 31320
48 3°45/ 0,0654 3,1392

Selle tabeli jatkamiseks ei piisa enam neljakohalisest siinuste
tabelist. Kui aga kasutada jarjest suurema arvu kohtadega tabe-
leid, siis voib tdhele panna, et peale 3,1, mis jdi juba antud tabelis

o

Bt . 360 i Sy i :
piisima n-sin 5 - vdartusena, jddvad edaspidi n suurenemisel

piisima
3,14; -3,141; 3,415; 3,14159; jne.
Avaldise n-sin%wri; piirvdirtust tihistatakse kreeka keele

tdhega = (loe: pii).
 m lahisvdidrtusena on kdige enam kasutusel arv 3,14.

c) Ringjoone pikkus.

3600) =x ja ringjoone pikkus on

Et lim (n-sin %

n— oo
lim ‘(2r-n- sina-g%—) , siis tdhistades ringjoone pikkuse tihega c,
n—> 00 2
voime kirjutada

c=nli‘i>n((xr)1 - a,) =n[imoo[2r . (n . siné%)] =92r-n |

ehk, jattes vahepealsed kirjutused éara,

c=2nr

'Et 2r=d, siis ka

87



Avaldades sellest vordusest M, saame

==,

h.lts

mis iitleb, et iga rmg]oone pikkuse ja liabimoodu suhe on kons-
tantne ja vordub n-ga.

d) Ringi pindala.

Ringi pindala S all méistame ringi sisse joonestatud korra-
pdraste hulknurkade pindalade S, piirvddrtust, kui hulknurga tip-
pude arv tokestamatult kasvab, s. t.

S=hm.S;:

n— oo

Teades, et korrapéarase hulknurga pindala avaldub tema timber-
moodu ja apoteemi poole korrutisega, voime kirjutada (joon. 117):

Sn= (n‘an) & _kf'
ja | :
S=lim [(n-a,) - 2]

n-—oo

Et lim (n- a,) =2nar ja lim k,=r, siis
n— oo n.—>00"

S=2xnr - 5’ =nr?

ehk, jdttes dra vahepealse avaldise,

S=nr?

Ulesandeid.

174. Ringi raadius on r.

a) Kui suur on 1° kesknurgale vastava kaare pikkus?

b) Kui suur on 1° kesknurgale vastava sektori pindala?
175. Ringi raadius on 10 cm.

a) Kui suur on 15° kesknurgale vastava kaare pikkus?

b) Kui suur on 100° kesknurgale vastava sektori pindala?
176. Sonasta ringjoone kaare pikkuse leidmise eeskiri.
177. Sonasta ringi sektori pindala leidmise eeskiri.
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178. Mis on ringi segment? Sonasta ringi segmendi pindala
leidmise eeskiri.

179. Ringi raadius on 15 cm. Leia 25° kesknurgale vastava
segmendi pindala.

Joon. 118,

N 1

180. 1 meeter on ligikaudu 26000 000
kui Maad vaadelda kerana. Kui pikk on Maa raadius?

181. Kui pikk on meridiaani kraad, kui Maa raadius on
6370 km?

182. Meridiaani minuti pikkust
nimetatakse meremiiliks. Leia
meremiili pikkus meetrites, kasu-
tades eelmise iilesande andmeid.

183. Mitu pooret teeb vaguni-
ratas minutis, kui tema diameeter
on 0,85 m ja rong sodidab kiirusega
80 km tunnis? .

184. Poiss kdib tiimber ringi-
kujulise tiigi 7 minutiga. Kui suur
on tiigi pindala, kui poiss kdib 10
minutiga 900 m?

185. Sportlane ei jookse 100
" meetrit mitte oma raja keskjoont Joon. 119.

Maa iimbermoodust,
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mooda, vaid joonisel 118 ndidatud kolme vordse ringjoone kaart
mooda, kusjuures vastavate ringide raadiused on 231,8 m ja kaar-
tele vastav kesknurk 8,25°. Kui pika maa jooksis sportlane tege-
likult? Kui palju kaotas sportlane aega, kui sirgjoont moédda joos-
tes oleks ta labinud 100 m 11 sekundiga?

: 186. Vordkiilgsesse kolmnurka, mille kiilg on a, on joonesta-

tud kolm vordset ringi, mis puudutavad iiksteist ja kolmnurga
kiilge (joon. 119). Leia nende ringide vahele jdava koverjoonse
kolmnurga pindala.

’

§ 31. FUNKTSIOONI PIDEVUS.

’

Mitmetes seni lahendatud funktsiooni piirvdartuse leidmise
iilesannetes, osutus funktsiooni piirvadrtus vordseks funktsiooni
enda vadrtusega vastaval kohal, s. t. et

lim f(x) =f(a).
X—>a
Selliseid funktsioone nimetatakse kohal a pidevaiks.
Seega ‘
funktsioon f(x) on kohal a pidev, kui
1) tal on kohal a vddrtus olemas, s. t. eksisteerib f(a),
2) tal on olemas loplik piirvddrtus, kui x—>a, s t. eksisteerib

limf(x),

X—>a

3)xli)ﬂzf(x) =f(a).

Joon. 120.
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Kui need tingimused kehtivad
argumendi koigi vaartuste kohta
vahemikus c¢-st kuni d-ni, siis
oeldakse, et funktsioon on pidev
vahemikus c<x<d.

Kui need tingimused kehtivad
aga koigi mdaaramispiirkonda
kuuluvate véaartuste korral, siis
oeldakse, et funktsioon on pidev.

Funktsiooni graafikul kajas-
tub pidevus joone katkematuses
(joon. 120). Seni tundma opitud
funktsioonidest on lineaarne, ruut-
ja kuupfunktsioon, samuti sii-
nus- ja koosinusfunktsioon pide-
vad, s. t. et nditeks lineaarne
funktsioon y=ax+b on pidev
vahemikus — co <x< oo, logaritm-
funktsioon y=Ilogx on aga pidev
vahemikus 0<x< co.

X

Joon. 12F.

Funktsidoﬁ'y=%on kohal x=0 katkev, sest 0-ga jagada ei
saa, ja seega puudub funktsioonil vdartus kohal x=0 (joon. 121).
Samuti puudub vdirtus tangensfunktsioonil, kui x=%+kn,

kus % on tdisarv (joon. 122).

S
2}
1
Nl
=
=
~lN

Joon. 122,

NIl

91



§ 32. FUNKTSIOONI UURIMISE SKEEM., -

Funktsiooni uurimine tdhendab saada antud funktsiooni esitu-
sest tdielik iilevaade funktsiooni vadrtuste muutumise kohta vas-
tavalt argumendi vdartuste muutumisele.

Et funktsiooni esitusviisidest on koige tdielikum analiiiitiline
esitusviis, siis koige tdielikuma iilevaate funktsiooni véaartuste
muutumise kohta saame, kui uurime tema analiiiitilist esitust.

Funktsiooni uurimine tema analiiiitilisele esitusele tuginedes
eeldab muuhulgas ka funktsiooni tuletise moiste tundmist. Sellega
tutvume aga hiljem. Seetottu. kasutame jargnevas funktsioonide
uurimisel ka punktide jargi joonestatud graafikut.

Funktsiooni uurimisel tehakse kindlaks:

1) mddramispiirkond;

2) kas antud funktsioon on paaris- voi paaritu funktsioon véoi

ei kumbki;

3) ekstreemumpunktid;

4) kasvamis- ja kahanemispiirkonnad;

5) nullkohad;

6) positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad;
7) funktsiooni muutumine argumendi tokestamatul kasvamisel
(ménikord ka argumendi tokestamatul kahanemisel).

§ 33. LINEAARSE .FUNKTSIOONI UURIMINE.

Olgu antud lineaarne funktsioon y=3x—4. See funktsioon on
madratud kogu arvtelje ulatuses.

Pannes funktsiooni avaldisse x asemele —x ndeme, et antud
funktsioon pole ei paaris- ega paaritu funktsioon.

Y

>
3
S

h=}
wla!

Joon, 123.
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Edasi teeme kindlaks nullkoha.
Selleks tuleb lahendada vorrand
3x—4=0. Siit x= .

Kui x—>00, siis (3x—4) > o0;
kui aga X—>— 00, siis
(3x—4)—>— o0, s. t. et kui argu-
ment positiivsena kasvab tokesta-
matult, siis ka antud funktsioon
kasvab positiivsena tokestamatult,
ning kui argument negatiivsena
kasvab tokestamatult, siis ka an-
tud funktsioon kasvab negatiiv-
sena tokestamatult.



Funktsiooni graafikult (joon. 123) ndeme, et
3r—4>0, kui x> 5 ja 3r—4<0, kui x< 3.

Samuti ndeme, et antud funktsioon on kogu ulatuses kasvav.
Uurime niiiid lineaarset funktsiooni tema iildises kujus.

l. Lineaarne funktsioon ax+b on méératud argumendi iga
viartuse korral, s. t. piirkonnas — o0 <x< oo,

2. Lineaarne funktsioon pole iildiselt ei paaris- ega paaritu
funktsioon, ainult erijuhul, kui =0, esitab ta paaritut funktsiooni.

3. Lineaarsel funktsioonil ei ole maksimum- ega miinimum-
punkti.

4. a) Lineaarne funktsioon on kasvav, kui a>0 (joon. 124).
b) Lineaarne funktsioon on kahanev kui a<0 (joon. 125).
5. Lineaarse funktsiooni nullkohaks on xo=— —a-.
6. a) Kui a>0, siis on lineaarse funktsiooni positiivsuspiir-
konnaks x>x, ja negatiivsuspiirkonnaks x<x,.
b) Kui a<0, siis on lineaarse funktsiooni positiivsuspiir-

o ol S
a/, 0 x\
/ ;

Joon. 124, Joon. 125.

konnaks x<xo ja negatiivsuspiirkonnaks x> x.
7. a) Kui a>0 ja x— oo, siis (ax+b) —co;
kui a>0 ja x = —oo, siis (ax+b) —> —oo.
b) Kui a<0 ja x = oo, siis (ax+b) 2 — oo;
kui a<0 ja x> — o0, siis (ax+b) > .
Mirgime funktsiooni y=3x—4 uurimise tulemused tabelisse

Funktsioonid
2 4 A 2
3x—4 — i 24 =t
i ki
1. Médramispiirkond — 00 L x< 00
2. Kas paaris- voi paaritu
funktsioon ei kumbki
3. a) Maksimumpunkt puudub
b) Miinimumpunkt puudub
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Funktsioonid

2 4 2
3x—4 i N <, 0
3 x4 5 2x +' 3
4. a) Kasvamispiirkond — oo <x< o0
b) Kahanemispiirkond puudub
5. Nullkoht = —;
6. a) Positiivsuspiirkond x>%
b) Negatiivsuspiirkond X< k&
7. a) Kui x—> oo, siis (3x—4)—>o00
b) Kui x— —o0, siis (8x—4)— — co

Téida tabel ka funktsioonide %‘ xeh % ja —2x+—§~ osas!

Kiisimusi ja iilesandeid.

187. Missugust funktsiooni nimetatakse lineaarseks funktsioo-
niks.

188. Mis on sirge tous?

189. Millal nimetatakse funktsiooni kasvavaks (kahanevaksP

190. Mis on funktsiooni positiivsuspiirkond (negatiivsuspiir-
kond)?

191. Kasutades tabeleid, tee kindlaks, kui suure nurga moo-
dustavad x-teljega jargmised sirged:

a) y=2,13x—5; c) y=1,6x+3;
b) y=-=0421x+1; d) y=—"5,2x=—4.

192. Leia eelmises iilesandes -antud sirgete (a) ja (b) vahe-
line ning (c) ja (d) vaheline nurk.
193. Uuri jargmisi funktsioone.

a) 3x+42 ¢) 5 (¥+2). e) 12x—64
b). 22 d) —3,22x—156 ) 2,14—2x

Skitseeri uurimistulemuste pohjal vastavad graafikud!

§ 34. RUUTFUNKTSIOONI UURIMINE,

Uurime néiteks funktsiooni 3x2—4x—4. _
1. Et antud funktsioon on ruutfunktsioon, siis on tema maa-
ramispiirkonnaks — co<x<co,
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2. Asendades antud funktsiooni avaldises x (—x)-ga, saame
3x24+4x—4. Kui antud funktsiooni tahistada f(x)-ga, siis ei
kehti siin vordused: f(x)=f(—x), f(x)=—f(—x). Seega antud
funktsioon pole ei paaris- ega paaritu funktsioon.

3. Haripunkti koordinaadid leiame tdisruuduks teisendamise
votte abil jargmiselt:

3
Safiap aor

Selle ruutfunktsiooni graafiku haripunktiks on seega punkt

3 —53)-

4. Et siin a>0, siis on kahanemispiirkonnaks x<§ ja kasva-

3xi—dx—4=3 (x? —;x) —4=3(x —§x+§)—4—§=

mispiirkonnaks x>§.
5. Nullkohtade leidmiseks lahendame ruutvorrandi

3x2—4x—4=0,

mille lahendid on:
2 2
xl——é, X2=2.

6. Teades kasvamis- ja kahanemispiirkondi ning nullkohti,
saab kohe vilja kirjutada positiivsus- ja negatiivsuspiirkonnad.

Vaadeldaval juhul
3¢ —4r—4<0, kui — > <x<2;

312 —4x—4>0, kui x<—2 ja kui x>2.

7. Et a=3>0, siis x tokestamatul kasvamlsel kas positiivses
voi negatiivses suunas osutub funktsioon ‘ikka tokestamatult
kasvavaks positiivses suunas.

Uurimise tulemused paigutame tabelisse

Funktsioonid
3x2—4x—4 2x2—3x —x2+4
1. Méidramispiirkond — 00 <xL 0
2. Kas paaris- voi paaritu
funktsioon ei kumbki
3. a) Maksimumpunkt puudub
b) Miinimumpunkt (g, —53



. Funktsioonid
3x2—4x—4 - 2x2 —3x —x24 4

4. a) Kasvamispiirkond p ] g

b) Kahanemispiirkond x<§
5. Nullkohad x'=_§; T2
6. a) Positiivsuspiirkonnad XL — g; x>2

b) Negatiivsuspiirkond g g <x<2
7. a) Kii x>0, siis x

b) Kui x——o00, siis }(3x2_4x_4~)_)°°

Tiida tabel ka funktsioonide 2x2—3x ja —x2+4 osas!
Uurime ruutfunktsiooni tema {ildises kujus.

1. Ruutfunktsioon ax?+bx+c¢ on maidratud argumendi iga
vaartuse korral, s. t. piirkonnas — co<x<co.

2. Ruutfunktsioon pole iildiselt ei paaris- ega paaritu funkt-
sioon. Erijuhul, kui b=c¢=0 esitab ta paarisfunktsiooni.

3. Ruutfunktsiooni ekstreemumkohaks on x.= e

~ 74
4. a) Kui a>0, siis ruutfunktsioon on kasvav piirkonnas
x>Xx. ja kahanev piirkonnas x<x, (joon. 126). ;
b)- Kui a<0, siis ruutfunktsioon on kasvav piirkonnas
x<x, ja kahanev piirkonnas x>x, (joon. 127).
5. Ruutfunktsiooni nullkohtadeks onm ruutvérrandi
ax?+bx+c=0 lahendid x, ja x,, kusjuures :
a) tal on kaks erinevat nullkohta (x;5£x,), kui b2—4ac>0;
b) tal on kaks iihtelangevat nullkohta (x;=x,), kui
b2—4ac=0;
c¢) tal pole nullkohti, kui 62—4ac<0.
6. Ruutfunktsiooni positiivsus- ja negatiivsuspiir-
konnad on nullkohtadega médératud jargmiselt:
a) kui a>0 ja nullkohtadeks on x; ja x,, kusjuures x;<xs,

siis ax2+bx+c¢>0 piirkondades x<x, ja x>x; ning
ax?+bx+c<0 piirkonnas x;<x<xs;

b) kui a>0 ja nullkohad on iihtelangevad, s. t. x;=x2=xq,
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Joon. 126. Joon. 127.

siis ax?2+bx+c¢>0 koikjal, valja arvatud punkt, kus
x=xo; negatiivsuspiirkond sel juhul puudub; . .

¢) kui a>0 ja nullkohad puuduvad, siis ax?24+bx+c¢>0
koigi’ x véartuste korral; negatiivsuspiirkond sel juhul
puudub; :

d) kui a<0 ja nullkohtadeks on x, ja xo, kusjuures x;<xs,
siis ax?+bx+c¢>0 piirkonnas x,<x<x, ja ax*+
bx+c<0 piirkondades x<x; ja x>xy;
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e) kui a<0 ja nullkohtadeks on x; ja xp kusjuures x,=
=Xo=Xp, siis ax?+bx+c<0 koikjal, vélja arvatud
punkt, kus x=uxo; positiivsuspiirkond sel juhul puudub;

f) kui a<0 ja nullkohad puuduvad, siis ax?4+bx+4c<0
koigi x vaartuste korral; positiivsuspiirkond sel juhul
puudub.

7. a) Kui a>0 ja x—oo, siis (ax2+bx+c) 0,
kui a>0 ja x = —oo, siis (ax2+bx+4c) oo,

b) Kui a<0 ja x —>oo, siis (ax?+bx+c) > —;

kui a<0 ja x—= —oo, siis (ax?+bx+c) > —oco.

Kiisimusi ja iilesandeid.

194. Missugust funktsiooni nimetatakse ruutiunktsiooniks?

195. Missuguseid funktsiooni graafiku punkte nimetatakse
maksimumpunktideks, miinimumpunktideks, ekstreemumpunkti-
deks? .

196. Missuguseid argumendi vdartusi nimetatakse funktsiooni
maksimumkohaks, miinimumkohaks, ekstreemumkohaks? !

197. Kuidas tehakse kindlaks, kas parabooli haripunkt on
maksimumpunktiks vo6i miinimumpunktiks?

198. Uuri funktsioone ja esita tulemused tabelis.

a) 2x2—5x+3 e) x(2x+3)+1

b) -—3x%43 f) (x—=3)(x—1)=—15
c) x2—24x+ 144 g) 2x2—13x+15

d) 0,2x2+2,6x h) —=3x2—-8

Skitseeri uurimistulemuste pohjal ka vastavad graafikud.

199. Ristkiilikukujulise muruplatsi mootmed on 20 m ja 36 m.
Selle iimber rajatakse iihelaiune lillepeenar, mille pindala on 12%
muruplatsi pindalast. Kui lai on rajatav lillepeenar?

200. Koolipeoks miiiidi kahesuguse hinnaga pileteid, kokku
400 piletit. Opilaspilet oli 20 kopikat odavam tdiskasvanu piletist.
Opilaspiletite miiligist laekus 60 rubla ja muude piletite miiiigist
40 rubla. Kui kallid olid piletid?

201. Kui kuubi iiht moodet védhendati 2 cm vorra, teist 3 em
vorra, kolmandat aga suurendati 4 cm vorra, siis vdhenes ruum-
ala 216 cm?® vorra. Leida kuubi serva pikkus.

202. Kolhoosikeskusest raudteejaama on maanteed mooda
24 km, metsavaheteed mooda aga 15 km. Rong viljub kell 14.38.
Autobuss ja hobusoiduk asuvad rongileminejatega teele vastavalt
kell 13.50 ja 13.20; autobuss s6idab modda maanteed, hobusoiduk
mooda metsavaheteed. Autobuss soidab tunnis 28 km rohkem kui
hobusodiduk ja jouab jaama 9 minutit varem kui hobusoiduk. Kas
koik joudsid rongile?
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203. Raudteejaama veetorni paak tditub peapumba kaudu 3,5
tunni vorra lithema ajaga kui tagavarapumba kaudu. Molema
pumba tootades tditub paak 6 tunni jooksul. Leia aeg, mis on
tarvilik paagi tditmiseks peapumba kaudu.

204. Missuguste ruutfunktsioonide nullkohtade leidmisele
taandusid tilesanded 199—203? Kas iihe ja sama iilesande lahen-

damine voib taanduda erinevate funktsioonide nullkohtade leidmi-
sele? Too néiteid. :

§ 35. ASTMEFUNKTSIOONI UURIMINE.

Tunneme astmefunktsiooni y=x" astendaja n jirgmistel viir-
tustel: a) n=1;2;3; b) n=—1; =2, +3;¢c) n= %; %
: Joonistel 128, 102, 105, 106, 129, 130, 108 ja 131 on esitatud
nende funktsioonide graafikud.

Y
Yy=x
X
1
X
Joon. 128. Joon. 129,
Y
y=x
, o
X Y p
3 y=x3
1 -
X
1 32
Joon. 130. Joon. 131.



‘Uurime funktsiooni y=x-% (joon. 130).

I. See funktsioon ei ole maaratud, kui x=0. Tema méairamis-
piirkonnaks on seega: —co<x<0 ja 0<x<co.

2. Asendades x (—x)-ga, saame (—x)%=—x-3 Seega vaa-
deldav funktsioon on paaritu funktsioon. Graafik on tsentraal-
siimmeetriline, kusjuures siimmeetria keskpunktiks on koordinaa-
tide alguspunkt.

3. Sellel funktsioonil ei ole maksimum- ega miinimumpunkti.

4. Vaadeldav funktsioon kahaneb nii vahemikus —eco<x<0
kui ka vahemikus 0<x<oo.

5. Funktsiooni graafik ei loika x-telge, sest ei leidu niisugust
vaartust, mille puhul kehtiks v6rdus%, =() .

6. Vahemikus —oo <x<0 on funktsiooni vdartused negatiiv-
sed, sest negatiivse arvu kuup on negatiivne, ja vahemikus
0<x< « positiivsed, sest positiivse arvu kuup on positiivne.

T Kl mdoar . slis X320 jat ki x> —loo, .. sHs “Samuti
x—0. Kui aga x—0 (vasakult), siis . x3—> — oo, ja kui x>0
(paremalt), siis x3—>co . ot

Votame uurimistulemused | kokku tabelisse. -

Funktsioonid
x—1 x—2 x—3

1. Méédramispiirkond —00<x< 0 ja 0<x<o0o -
2. Kas paaris- voi paaritu funkt-

sioon paaritu
3. a) Maksimumpunkt puudub

b) Miinimumpunkt puudub
4. a) Kasvamispiirkond puudub

b) Kahanemispiirkond —00 <x<0 ja 0<x< oo
5. Nullkohad puudub
6. a) Positiivsuspiirkond 0<x<oo

b) Negatiivsuspiirkond =00 <x<D
7. Kui x—>o0, siis | ~5.50

Kui x—>—o0, siis f S

Kui x—0 (v), siis x—3—>— o0

Kui x—0 (p), siis x—3%> 0o

Ulesandeid.

205. Joonesta vihikusse ja tdida eelnev tabel ka funktsioonide
¥l da L4 0548

206. Uuri funktsioone y=x", kus n=1, 2 ja 3, ning koosta
vastav tabel.
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207. Uuri funktsioone y=x", kus n=%ja %, ning koosta vas-
tav tabel.

§ 36. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE UURIMINE,

Oleme tuttavad trigonomeetriliste funktsioonidega: sin x, cosx

ja tan x.
Uurime funktsiooni y=sinx, tuginedes tema graafikule
(joon. 132). - -
Y
1
S x
-210° -180° -90° 0 90° 180"\2-70"/360’
Joon. 132.

[—

sinx on maiiratud argumendi iga vaidrtuse korral.

2. sin x on paaritu funktsioon (§ 25).

dn . 7 O 9 .

Frgr el g%
Uldiselt, x= % +2nm, kus'n on mistahes taisarv.

b) sinx miinimumpunktideks on x=—%; 3—;; z2’—'jne.

Uldiselt, x= —% +2nrn, kus n on mistahes tédisarv.

3. a) sin x maksimumpunktideks on x=—

4. a) Vastavalt maksimum- ja miinimumpunktide asukohta-
dele on sin x kasvav vahemikkudes: ( —) (2 L 7
jne. Uldiselt, (—%+2nn, g +2nm), kus n on mistahes

tdisarv (joon. 132).
b) Kahanemnspurkondadeks on vahemikud: (— I, 2)

5 5 %] jne. Uldiselt, {5 +2mr : a+2nn), kus n on
(5 27 (2 )

mistahes taisarv.
5. Nullkohtadeks on x=—m, 0, @, 2m jne. Uldiselt, x=nam,
kus n on mistahes taisarv.
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6. a) sinx on positiivne vahemikkudes: (—2x, —xn), (0, =),
(2w, 3x) jne. Uldiselt, (2nx, (2n+1)x), kus n on mis-
tahes téisarv.

b) sin x on negatiivne vahemikkudes (—a=, 0), (&, 2n), (3=,
47t) jne. Uldiselt, ((2n—1)n, 2nn), kus n on mistahes
tdisarv.

7. Kui x kasvab tokestamatult kas positiivses voi negatiiv-
ses suunas, siis sin x ei ldhene mingile kindlale viartusele ega
kasva ka tokestamatult, vaid tema vaartused vonguvad —1 ja 1
vahel. R

1
Kanname uurimistulemused tabelisse.
Funktsioonid
sin x cos X tan x
1. Miédramispiirkond —00 <x< 00
2. Kas paaris- v0i paaritu funkt-
sioon paaritu
3. a) Maksimumpunktid g—+2n:t
n N
Miinimumpunktid EEY, ¥ +2n5w
k4 7
4. a) Kasvamispiirkonnad TH +2nn.5+2nn)
T £ 7 3
b) Kahanemispiirkonnad (—2— +2nm, —2—n+2nn
5. Nullkohad nm
~ 6. a) Positiivsuspiirkonnad (2nw, (2n+1)xw)
b) Negatiivsuspiirkonnad ((2n—1)m, 2an)
7. Kui x—>o0, siis } vongub
Kui x——00, siis
Ulesandeid.

208. Uuri funktsioone cos x ja tan x ning esita tulemused tabe-
lis.
209. Uuri funktsioone sin 2x ja cos —;— ning esita tulemused

tabelis.
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§ 37. POORDFUNKTSIOONI MOISTE.
POORDFUNKTSIOONI GRAAFIK.

Olgu antud lineaarne funktsioon y= 2x+4 Avaldades sellest
vordusest argumendi x, saame

1

Kui loeme selles vorduses y argumendiks, siis vorduse vasak
pool on funktsioon, mille tdhiseks on x. Nii moodustatud uut funkt-
siooni nimetataksegi antud funktsiooni y=2x-$4 poordiunkt-
siooniks.

Uldiselt, kui on antud mingi funktsioon y=f(x), siis aval-
dades siit x ja lugedes y argumendiks, saame antud funktsiooni
poordfunktsiooni, mille tahiseks on x, s. t. x=g(y).

Et meil seni on x olnud ikka argumendi tdhiseks ja y funkt-
siooni tédhiseks, siis on otstarbekohane votta saadud poordfunkt-
siooni esitises samuti x argumendi tdhiseks ja y funktsiooni
tdhiseks. Seega on funktsiooni y=2x+4 poordiunktsiooniks

y=%x—2

Uurime niiiid poordfunktsiooni graafikut, vorreldes teda antud
funktsiooni graafikuga. Selleks esitame antud funktsiooni y=
=2x+4 ja tema poordiunktsiooni y=%x—2 graafikud {ihes ja

samas teljestikus (joon. 133). Tombame ka I ja III veerandi poo-
litaja, s. t. joonestame samas teljestikus veel funktsiooni y=x
graafiku. Ndeme, et funktsiooni ja tema pdérdiunktsiooni graafi-
kud on sirge y=x suhtes siimmeetrilised; toepoolest, murdes joo-
nise modda sirget y=x kokku, langevad funktsiooni ja tema po6rd-
funktsiooni graafikud iihte.

Y L y=2x+4

Joon, 133.
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Vordust y=2x+4 rahuldab arvupaar (1; 6). Sama arvupaar
rahuldab ka vordust x=% y—2. Kui viimases vorduses vahetame

tdhised x ja y, s. t. esitame selle vorduse kujus y= %x—2, siis

seda vordust rahuldab arvupaar (6; 1).

Rahuldagu vordust y=f(x) arvupaar (a; b). Teisendame selle
vorduse kujule x=g(y) ja vahetame siis selles tdhised x ja y.
Saame vorduse y=g(x), mida rahuldab arvupaar (b; a).

Seega leidub igale punktile (a; b) antud funktsiooni graa-
fikul temale vastav punkt (b; a) poordfunktsiooni graafikul.

Toestame niiiid, et

iga funktsiooni graafik ja tema poéordfunktsiooni graafik
on siimmeetrilised sirge y=x suhtes.

Olgu funktsiooni y=f(x) graafikul
mingi punkt A (a; b), siis tema poord-
funktsiooni y=g(x) graafikul .on punkt
B(b; a).

Naitame, et punktid A ja B on stim-
meetrilised sirge y=x suhtes. Selleks
peab AE=EB ja ABLOE (joon. 134).
Molemad tingimused jarelduvad kolm-
nurkade AOE ja BOE vordsusest. Nende
kolmnurkade vordsus jareldub aga
kolmnurkade ACO ja BDO vordsusest.
Seega kulgeb toestus jargmiselt. ;

Vaatleme kolmnurki ACO ja BDO.
Need on tdisnurksed kolmnurgad vas-
tavalt vordsete kaatetitega: AC=BD=qa

Joon. 134.

ja OC=0D=b. Seega
AACO=ABDO.

Edasi vaatleme kolmnurki AOE'ja BOE. Nendel on iihine kiilg
OE ning kiiljed AO ja BO on vordsed (kui vordsete tdisnurksete
kolmnurkade ACO ja BDO hiipotenuusid); edasi

LEOA=2E£QB:

sest lahutades vordsetest nurkadest

L COE=ZDOE
vordsed nurgad
ZGCOA=rBOD:
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saame vordsed nurgad

ZEOA= £EOB.
Seega tunnuse knk jargi
DNAOE=ABOE.

Siit jareldub kohe, et AE=EB ja LAEO= ZBEO. Et need vord-
sed nurgad kokku moodustavad sirgnurga, siis on nad mole-
mad tdisnurgad. Seega AB L OE ning jarelikult punktid A ja B
on toesti siimmeetrilised sirge OF suhtes.

§ 38. RUUTFUNKTSIOONI POORDFUNKTSIOON.

Vaatleme ruutfunktsiooni tema koige lihtsamas kujus y=x2
Kui siit avaldada x, saame kaks vordust
x=\/_y jax=—\@; y
vahetades neis tahised, saame vordused \
kujul

:y=X2
/

y=Vvxja y=—-vVyx,
millest kumbki osutub ruutfunktsiooni
poordiunktsiooniks.

Antud ruutfunktsiooni = graafikuks
on teatavasti parabool, mille haripunkt
on koordinaatide alguspunktis ning
mille siimmeetriateljeks on y-telg
(joon. 135). Peegeldades seda graafi- Joon. 135.
kut sirge y=x suhtes, saame para-
booli, mille siimmeetriateljeks on x-telg.

Selle parabooli .iilemine osa on graafikuks funktsioonile y=v/x

ja alumine osa on graafikuks funktsioonile y=— V/x.

Ulesanne.
210. Uuri funktsiooni y=—Vx.

§ 39. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE
POORDFUNKTSIOONID.

a). Siinusfunktsiooni p66rdfunktsi‘oo'n (ehk
arkussiinusidnktsioon).

Nurga leidmisel sino antud véartuse jargi tutvusime ka
arkussiinuse moistega: kui sina=m, siis véikseima absoluut-
vdartusega nurka a, mis seda vordust rahuldab, tdhistasime stim-
boliga arcsin m.

105



Matemaatikas on kasutusel veel siimbol
Arcsin m, mis erineb eelmisest oma suure
J/ algustihe poolest ja millega tahistatakse
/ koigi nende nurkade hulka, mis antud vordust
\ sin a=m rahuldab.

. Olgu niitid antud funktsioon y=sinx. Kui
N vaatleme siin suurust x otsitavana, siis sellel
5 vorrandil on lopmata palju lahendeid, mille
R . koguhulga voime iiles kirjutada siimboliga

y 757=x Arcsin y.

Seega
4 x=Arcsin y.

,y=Arcsin x

R

Vahetades tdhised, saame siinusfunktsiooni
T2~ poordfunktsioonina funktsiooni

y=Arcsin x.

NS Joonestame selle funktsiooni graafiku siim-
N meetrilisena siinusfunktsiooni graafikuga sirge
\ y=x suhtes (joon. 136). Jooniselt naeme, et
\ igale x véaartusele vahemikus (—1; 1) vastab
e lopmata palju funktsiooni vaartusi.
’ Kui ruutfunktsiooni podrdfunktsioon esitus
v kahe funktsioonina (§ 38), siis siinusfunkt-
/ siooni poordfunktsioon esitub lopmata paljude
funktsioonidena. Et siinusfunktsiooni poo6rd-
Joon. 136. funktsioone on lopmata palju, siis tahista-
taksegi neid iihise siimboliga Arcsin x. Votame
neist ainult ithe ldhemale vaatlusele. Selleks
voetakse tavaliselt see funktsioon, mille graafik on joonisel 136
kujutatud pideva joonena. Tema tdhistamiseks kasutatakse siim-
bolit.

y=arcsin x.

b) Funktsiooni y=arcsinx uurimine.

1) Jooniselt 136 ndeme, et funktsioonide y=Arcsinx graafi-
kud asuvad ribas —1 kuni 1. Seega on ka y=arcsin x maai-
ratud, kui —1<x< 1.

2) Et arcsin (—x)=—arcsin x, siis on ta paaritu funktsioon.
=87 Sellel funktsioonil on miinimumpunktiks (—I; —%) ja

maksimumpunktiks (l; —;—)

4) Funktsioon y=arcsinx on kasvav kogu ulatuses.
5)arcsinX=0. kui x=0Q
6) arcsin x>0, kui 0<x<1;

arcsin x<0, kui —1<x<0.



7) Et argumendi védartused on piiratud —1 ja 1-ga, siis pole
motet uurida funktsiooni, kui x— oo v6i x>—o00.
Joonesta vastav tabel ja esita uurimistulemused tabelis!

c) Koosinusfunktsiooni po6rdiunktsioon (ehk
arkuskoosinusfunktsioon).

Analoogiliselt arkussiinusfunktsiooni tuletamisega voime koo-
sinusfunktsioonist y=cosx lahtudes saada poordfunktsioonina
arkuskoosinusfunktsiooni

y=Arccos x,

mille graafik (joon. 137) osutub koosinusfunktsiooni graafiku
peegelduseks sirgest y=x. Sellest graafikust kasutatakse hari-
likult ainult seda osa, mis joonisel on es‘tatud pidevjoonega ja
mis on funktsiooni

y=arccos x
graafikuks.

Graafikule tuginedes uuri selle funktsiooni kditumist ja kanna
tulemused tabelisse!

y \y=Arccos x Yy -

$ 7
/ 7

/ 7~
/ e

’ i g
Zﬂ

% -

k y=arctanx

p
"
/
.
n L/
el Lt =
iy i
A I =X
Yex Vit o T Z/y A
T/
A
&
/
/
/

K o B
d
\ //
\ //
\\! "”/
\\ ot -3”” ’.:_‘_—
\ 2 ™
\ 5
- § s
] /
i v
.
Joon, 137. Joon. 138.
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¢c) Tangensfunktsiooni poédérdiunktsioon (ehk
arkustangensfunktsioon).

Eestpoolt tuttavate mottekdikudega saame tangensfunktsioo-

nist y=tan x ldhtudes tuletada poordiunktsioonina arkustangens-
funktsiooni

y=Arctan x,

mille graafik (joon. 138) on tangensfunktsiooni graafiku peegel-
duseks sirgest y=x. Vaatleme jéllegi ainult graafiku seda osa, mis
joonisel on esitatud pidevjoonega. See on funktsiooni

il y=arctan x
graafik.

Uuri seda funktsiqpni ja esita tulemused tabelis!

Ulesandeid.

211. Leia jargmiste funktsioonide poérdiunktsioonid.

a) y=3 -5 d) y=3x2 g) y=3at+3x—2
3—x :

b) y=——§x+l5—3 e) y=—4x24+6  h) y—-4+x

c) y=352x+176 1) y=222=3x ‘i) y=x—2+l

212. Uuri jargmiste antud funktsioonide pooérdfunktsioone.

. SOOI
a) y=x® b) y=—-2x% c) y=v?

Selleks: 1) joonesta antud funktsiooni graafik;

2) joonesta peegeldusteisenduse abil poordfunktsmom
graafik;

3) uuri poordiunktsiooni tema graafikule tuginedes.
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IV. EKSPONENTFUNKTSIOON
JA LOGARITMFUNKTSIOON.

§ 40. EKSPONENTFUNKTSIOONI MOISTE.

Ulesanne. Paberipoognast valmistatakse viikesi kaardikesi.
Selleks murtakse poogen pooleks, saadud pooled omakorda pooleks
jne. Kokku poolitati 8 korda. Mitu kaardikest saadakse? Mitu kaar-
dikest saadakse parast x-kordset poolitamist?

1. poolitamise tulemusena saadakse 2! kaarti;
” ”» b2 22 ”

23 ”»

gur

BRoy S

Seega parast 8-kordset poolitamist saadakse 28=256 kaarti
ja parast x-kordset poolitamist 2* kaarti.

Kui paberipoognaid on nditeks 5, siis saadakse pérast 8-kord-
set poolitamist 5-28 ja pdrast x-kerdset poolitamist 5-2¢ kaarti.
Kui antud paberipoognaid on 10, saadakse kaarte vastavalt 10 - 2%
ja 1025

Kui paberipoogen ja tema osad tiikeldatakse iga kord kolmeks,
siis pdrast x-kordset kolmeks jaotamist saadakse 3* kaarti. Kui
tiikkeldusarv oleks 5, siis saadakse 5* kaarti jne.

Ulesande lahendamisel saadud tulemused on erijuhud nn. ek s-
ponentfunktsioonist

k. a*

8RN

kus x on argument, 2 ja a aga konstandid.

Funktsiooni y=k- ax, kus x on argument nmé k ja a on
konstandid (a=0 ja k—ZO), nimetatakse eksponentfunkt-
siooniks.

7£Konstandi a suhtes kehtestatakse sageli tingimused a>0 ja°
a1l

109



T

ds
sesses

oy

sse

o
oS

e

semuws

188 aeas
T

1

bt
1T

@
T
1
g

HHH

S8 e8¢

4

>

PSS

-

139.

Joon.



Tingimuse a>0 pohjustab asjaolu, et negatiivse a korral argu-
mendi x teatud véartuste puhul funktsioonil vdédrtus puudub;

nditeks, kui a=—4 ja x=-, siis saame funktsiooni véartuse
arvutamisel avaldise

(-9 =v=3,

millel ei ole reaalset vaartust.
Juhul, kui a=1, taandub eksponentfunktsioon lihtsalt kons-

tandiks &, sest 1*=1 iga x korral.
Eksponentfunktsiooni uurimisel piirdumegi

funktsioonidega,
kus nimetatud tingimused on tdidetud.

§ 41. EKSPONENTFUNKTSIOONI UURIMINE.

Vaatleme eksponentfunktsiooni juhul, kui 2=1 ja a=2. Vas-
tava eksponentfunktsiooni y=2* graafiku joonestamiseks (joon.
139) koostame tabeli:

x\—sl—z\—1\0|1l2 3

4

2% 2 4 8

.Y
8

|
7“

Saadud graafikule tuginedes uurime funktsiooni y=2* ja esi-

tame tulemused tabelis.

Funktsioonid
9* 3*

1. Médramispiirkond —00 <x< 00
2. Paaris- voi paaritu funktsioon ei kumbki
3. a) Maksimumpunktid

b) Miinimumpunktid puuduvad
4. a) Kasvamispiirkond —00 <x<L 00

b) Kahanemispiirkond puudub
5. Nullkohad puuduvad
6. a) Positiivsuspiirkond —00 <X

b) Negatiivsuspiirkond puudub
7. Kui x—o00, siis 2% — oo

Kui x —>—o00, siis 2x—0

3 1 R, 1
Koostame niiiid funktsioonide y=3% y= (7):: ja y= (_3_)"

vaartuste tabelid
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ning esitame ka vastavad graafikud (joon. 140, 141, 142).
Nende funktsioonide uurimistulemused paiguta tabelisse!
Uurimistulemused lubavad teha moningaid uldtsn Jareldus:
eksponentfunktsiooni y=a* kohta.

. 1) Eksponentfunktsioon on maéaratud argumendl iga vaartuse
orral.

X

y=3

Joon. 140. Joon. 141.
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2) Eksponentfunktsioon  pole e
ei paaris- ega paaritu funktsioon. y=(3)

3) Eksponentfunktsioonil ei ole 4
maksimum- ega miinimumpunkte.

4) Eksponentfunktsioonil ei
ole nullkohti.

5) Eksponentfunktsioon on po-
sitiivne. :

6). Kui x=0, siis a*=1.

7) Kui a>1, siis eksponent-
funktsioon on kasvav.

8) Kui a>1 ja x—>— oo, siis
eksponentfunktsiooni vaartused 3
kahanevad tokestamatult.

9) Kui a>1 ja x>+ oo, siis
eksponentfunktsiooni viartused

kasvavad tokestamatult. !

10) Kui 0<a<l, siis ekspo- \ x
nentfunktsioon on kahanev. IED IS Sy

11)° Kuii- 0<a<]. ja x>~ 09;
siis eksponentfunktsiooni véaartu- Joon. 142,

sed kasvavad tokestamatult.
12) Kui 0<a<l ja x—>+ oo,
siis eksponentfunktsiooni viddrtused k&hanevad tokestamatult.

§ 42. LOGARITMFUNKTSIOON.

a) Logaritmi .m\(')iste. Tunneme juba kiimnendlogaritme
jargmise definitsiooni alusel:
antud arvu kiimnendlogaritmiks nimetatakse astendajat,
millega arvu 10 astendades saame antud arvu.
Nii on
log 100=2, sest 102=100;
log 0,0001 = —4, sest 10-*=0,0001 jne.
Analoogiliselt defineeritakse logaritme ka arvust 10 erineval
alusel. Néiteks defineerime logaritme alusel 2 voi nn, kahend-
logaritme jargmiselt:
antud arvu kahendlogaritmiks nimetatakse astendajat,
millega arvu 2 astendades saame antud arvii. -

Et eristada erineva alusega logaritme, selleks mérgitakse alus
logaritmisiimboli juurde indeksina. Nij néiteks

loge 8=3, sest 23=8;
1 1
logs1g=—4, sest 274=1%.

8 Matemaatika X—XI kl. . 3



Analoogiliselt vdib defineerida logaritme niiteks alusel 3, 5,
: % jne. Tee seda!

COl

Defineerime 16puks logaritmid alusel a:

antud arvu logaritmiks alusel a nimetatakse astendajat,
millega tuleb alust a astendada, et saada antud arvu.

Kui b on antud arv ja a logaritmide alus, siis

log; b=c:kut ac=b;
millest

alog,b ek §

Viimast definitsiooni nimetatakse logaritmi i{ildiseks
definitsiooniks.

Ulesandeid.
213. Leia:

a) log749;  b) logsgy. c) logs216;  d) logs8l:
e) logs625; ) 10g25625; @) loge729; h) log,64.

214. Leia x, kui

a) logs x="5; b) log, 4=x; ¢) log,2=2;
d) log x==3; ¢) logeg =x; ) logs 0,125= —2;
g) logax=4; h) logo, 10=x; i) log.8=1.

215. Leia:

a) 2log28; b) 3log39; C) 3610g52; d) 2510g53;
e) 8How7,

*

b) Logaritmfunktsiooni mdiste. Leiame ekspo-
nentfunktsiooni y=10* poordfunktsiooni. Selleks vaatleme antud
vordust vorrandina, milles tundmatuks on x; tundmatu x avalda-
misel saame:

x=log y.

Kui lugeda siin .x funktsiooniks ja y argumendiks, siis esitab see:
vordus antud eksponentfunktsiooni poéordiunktsiooni. Vahetades.
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tdhised, saame sellest logaritmfunktsiooni (alusel 10, mis jée

takse markimata)
y=log x.
Analoogiliselt voime tuletada teiste eksponentfunktsioonide

poordfunktsioonid. Olgu antud niiteks eksponentfunktsioonid
25 3 (o) i (5"
Vastavad poordiunktsioonid on ;
=logs x, y=log%x ja y=log lx.

i . Tema

y=logs x,
Olgu niiiild antud eksponentfunktsioon kujus y=a*

poordfunktsiooniks on siis

kus

y=log, x.

Funktsiooni y=1log,x, kus a0 nimetatakse logaritm-

Et uurisime ainult neid eksponentfunktsioone, kus a>0 ja a1
imi nendega,

funktsiooniks
siis piirdume ka logaritmiunktsioonide uurimisel
samad tingimused on tédidetud.

c) Logaritmfunktsiooni graafik. Lahtudes ekspo-

nentfunktsioonide 1
2% 08t (5) ja (3
on holbus saada nende po6ordiunkt-

l)x
graafikuist (joon. 139—142)
sioonide ehk vastavate logaritmfunktsioonide
y=logs x, y=logsx, y—log X4 y—log X
143—146), kasutades peegeldamlst sirgest y=x

N\

Uuri neid funktsioone ja esita tulemused tabelis!
ly=3x

I

graafikud (joon.
Y
819 1y=2" 9 ','
y=x (i
ll A 1/ /
s g : . ]
£ / y=log, x ///
21// ; 14 y=logz x
4//‘ / X ___/// : £ G ¢
/ /
e i
Joon. 144,
115
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o o]
\

\ \
: T X L X
B - L 3 $ _2' N
/ 21 / -2 /
: y=logy x
y=logs 3
z
Joon, 145, Joon. 146,

Logaritmfunktsiooni omadused votame lopuks kokku jargmi-
selt.

1) Logaritmfunktsioon -on maératud argumendi koigi “posi-
tiivsete vdartuste korral. : :

2) Logaritmfunktsioonil ei ole maksimum- ‘ega miinimum-
punkte.

3y log, x=9, kui-x=*F

4) Kui a>1, siis logaritmfunktsioon on kasvav.

5) Kui a>1, siis logaritmfunktsiooni positiivsuspiirkonnaks on
x>l

6) Kui a>1, siis logaritmfunktsiooni negatiivsuspiirkonnaks
of <7l '

7) Kui 0<a<], siis logaritmfunktsioon on kahanev.

8) Kui 0<a<, siis logaritmfunktsiooni positiivsuspiirkon-
naks on x<I.

9) Kui 0<a<l, siis logaritmfunktsiooni negatiivsuspiirkon-
naks on x>1.

10) Kui x—0, siis logaritmfunktsiooni absoluutvaidrtus kasvab
tokestamatult: juhul, kui a>1, f(x) = —oco ning juhul, kui 0<a<1,
f(x) = + oo

11) Kui x—> 4 oo, siis logaritmfunktsiooni absoluutvédartus
kasvab samuti tokestamatult: juhul, kui a>1, f(x) = 4 co ning
juhul, kui 0<a<l1, f(x)— — oo. ’

§ 43. LIHTSAMAID EKSPONENTVORRANDEID,

Olgu iilesandeks leida argumendi x vaartus, mille korral funkt-
sioon ka* on b, s. t. leida x, mis rahuldab vorrandit

ka*=b.
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Seda vorrandit nimetatakse eksponentvorrandiks.

Kui vastava eksponentfunktsiooni graafik on olemas, siis saab
antud iillesande vastuse leida selle graafiku abil. Joonisel 139 on
esitatud funktsiooni y=2* graahk Sealt leiame néiiteks, et vor-
randi

2x=5
lahendiks on x=23.

Kui funktsiooni graafik puudub, siis kasutame selle vorrandi
lahendamiseks nn. logaritmimise votet.

Selleks logaritmime antud vorrandi molemaid pooli, saame

o xlog 2=logb
ja sii
Iog5__
X= 53 2,32.

Monikord on taoliste tilesannete puhul voimalik kasutada loga-
ritmimise votte asemel nn. aluste vordsustamise votet.
Néiteks olgu lahendada vorrand

2%=8;
Et 8=23, siis
: BEER T8
Kui astmed on vordsed ja astme alused on vordsed, siis pea-
. vad ka astendajad olema vordsed.

Jérelikult
=0

Ulesandeid.
216. Kasutades joonisel 139 esitatud graafikut leia lahend
vorranditele:
« a) 2¥=3, b) 2*=1.5, c) 2*=6

217. Lahenda jdrgmised vorrandid, kasutades aluste vordsus-
tamise votet:

a) 2¢=64 d) 2¢= T g) 22:=128
b) 3*=81 e) 3= h) 3%¢=243
¢) 5°=625 f) 5=15 - i) 5%=3125

218. Lahenda jargmised vorrandid, kasutades logaritmimise
votet:
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a) =t ) ( J'=2 ) 13,45=219

by P (13) a5 h) 3,62¢=427

¢) 3*=5 i) 24¢=6,7 i) 0,872:=0,761
219. Lahenda jargmised vorrandid.

a) 3*=9 d (5)'=16

E gy e) 3,42:=1,38

¢) i) 67:=22

*

Uldiselt,

eksponentvorrandiks nimetatakse niisugust vorrandit,
kus tundmatu esineb astendajas.

Seega on eksponentvorrandiks néiteks ka

3% —3*=702.

Sellise vorrandi lahendamiseks kasutatakse asendusvote t
Asendame 3*=z, siis 32*=2? ja lahendame vorrandi

22—z=702.

Selle ruutvorrandi lahendeiks on z;= —26 ja z2o=27. Tundmatu
x leidmiseks tuleb lahendada vorrandid:

3= —26, 3-=27.

Et 3*>0 x iga véirtuse korral, siis esimesel vorrandil puudub
lahend. Teisest vorrandist saame, et

¥ =

mis rahuldab ka antud vorrandit.

Ulesandeid.
220. Lahenda vorrandid:
a) 72*—6-7*+5=0 c) 1 22tk x+2= 16
b) 32\_5,3\+6=0 d) 32.\'+5_3x+2=2
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Nii on néiteks logaritmvorrandid:
log x=2;

log (x+6) —3 log (2x—3) =2 log 25.

Vorrandit log x=a saame lahendada, kui kasutame logaritm-
funktsiooni graafikut voi antilogaritmide tabelit.

Analiiiitilisel lahendamisel kasutatakse sama alustega
logaritmide vordsustamise votet ja asendus-
v:otet

Nédide 1. Lahendada vorrand
log (x+6) — log (2x—3) =2—log 25.
Teades, et logaritmide vahe on jagatise logaritm ja et 2=
=log 100, voime antud vorrandi esitada kujus
Xk Bis 100
log o g L log 5=-

Kui sama alusega logaritmid on vordsed, siis on ka logaritmi-
tavad vordsed. Jarelikult

x+6
V2x—3

=4.

Selle juurvorrandi lahendeiks on x,=6 ja xo=14, mis molemad
rahuldavad antud vorrandit.

N aide 2. Lahendada vorrand
1 1 1
rplog’x= g3 —zlogx.

Asendame log x=z, saame vorrandi

1—1222=%—%2.
See vorrand on teisendatav kujule
224+32—4=0,
mille lahendeiks on z;=—4 ja z,=1.
Seega
log x,=—4,
X3 =107%
ja
: log xo=1,
Xo= 10.

Molemad lahendid rahuldavad antud vorrandit.
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Ulesandeid.

221. Lahenda vorrandid:

a) logx=2—logb c) log (%—i—x):log%—logx
logx 1 200 b
b) l—log2_2 d) 5—logx+l+logx_l
222. Lahenda vorrandid:
ay x9e*+2=1000 c) 100 loe (x+2) =10 000
log x
b) x*" 2 =100 d) (0,1)-(=5x+8 =100

GEOMEETRILINE PROGRESSIOON.
§ 45. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI MOISTE,

Eksponentfunktsiooni y=kax vairtuste jada, mis on saa-
dud argumendi vairtustel 1, 2, 3, 4,..., nimetatakse geo-
meetriliseks progressiooniks,

Néiteks saame eksponentfunktsioonist 5* geomeetrilise prog-
ressiooni:
5, 28,125, 625, .. .

Analoogiliselt saame funktsioonidest (‘;)x ja 0,3-2* progres-

sioonid:
S et

3’ 16’ 64’ 256’ "
Q6 k224 48

Geomeetrilise progressiooni arve nimetatakse vastavalt tema
esimeseks, teiseks, kolmandaks jne. liikmeks.

Toodud néidete juures voime tdhele panna, et igas geomeetri-
lises progressioonis saadakse jargnev liige ee!mlsest tema korru-
tamisel iihe ja sama konstandiga.

Nii on esimeses naites
5eb=28 5+ 25=12654125=625,
teises naites

& satoord €.
16 64’ 464 256

| -

Ll
=16’

FN
| —

ja kolmandas néites
2.06=12, 2.12=24, 2-24=48.

120



Seda igale geomeetrilisele progressioonile omast konstanti

nimetatakse vastava progressiooni teguriks. Nii on esimeses néi-
% )
tes teguriks 5, teises % ja kolmandas 2.
Paneme tdhele, et tegur on vordne vastavas eksponentiunkt-
siooni avaldises oleva astme alusega.
See omadus on iildine koigile geomeetrilistele progressiooni-
dele.

Olgu eksponentfunktsioon -antud iildises kujus
ka*,
siis saadakse sellest geomeetriline progressioon
ka, ka?, kad, ...; ka* ka“t!, i,
kus teguriks on a.
Et geomeetrilise progressiooni tegurit tédhistatakse sageli

tdhega g, siis
g=a.

Edaspidi kirjutamegi eksponentiunktsiooni sageli kohe kujus
kq*.

§ 46. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI ULDLIIKME VALEM,

Olgu antud geomeetriline progressioon
—1,2 —4,8 —16, ....

Leiame eksponentfunktsiooni, mille vaartuste jadaks see geomeet-
riline progressioon osutub. :

Eksponentiunktsiooni iildine kuju on kg* Seega tuleb maia-
rata konstandid 2 ja g. Progressiooni tegur g=—2. Kordaja k
madramiseks esitame otsitava eksponentiunktsiooni tabeli kujul:

x]12345...

k9= [, =172 -4 8 -16

Selle tabeli mistahes veeruga maaratud arvupaar pekab rahul-
dama vordust

y=k(—2)*~ :
Kasutades nditeks esimese veeruga méaratud arvupaari, saame
vorrandi
—1=k(-2)},"
millest
1
k= 5.
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Seega on otsitavaks eksponentiunktsiooniks
1
y=5+(=2)~

3 Kontrolli, kas tabeli muud vaértuspaarid rahuldavad seda vor-
ust!

Lahendame oma iilesande ka iildkujul.
Olgu antud geomeetriline progressioon

Qi 9y @y 2y s

Otsitava eksponentfunktsiooni tabelikujuline esitus on jérg-
mine:

x|123...n

kgx 6 [y @3 ... @

Kordaja & mddramiseks rakendame endisel viisil vordust

y=kqx'

mida peab rahuldama tabeli mistahes veerus leiduv vairtuspaar.

Niiteks esimest védartuspaari (l; @;) kasutades saame vorrandi
a;=kgq,

millest

a;

q’ A

s. t. et £ leidmiseks tuleb progressiooni 1. liige jagada teguriga.

Seega otsitav eksponentiunktsioon on

e/
et 2
ehk
: y=a\g*".

Et koik tabelis antud védartuspaarid rahuldavad seda vordust,
siis rahuldab seda ka paar (n; a,), s. t. kehtib seos

an:alqn“1

Seda vordust nimetatakse geomeetrilise progressiooni iildliikme
valemiks. Andes siin n-ile mingi naturaalarvulise vdartuse, voime
leida progressiooni selle liikme, mille jarjekorranumbriks on antud
naturaalarv. =

Nii on geomeetrilise progressiooni
206,08, "84y -
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iildliikme valemiks
a,=2-3""1

Kui tahame leida selle progressiooni kiimnendat liiget, siis
votame viimases valemis n=10 ja saame

a;0=2-3%=2-19683=239 366.

~ Ulesandeid.

223. Leia eksponentiunktsioonidele

. (3 4 20- 020

vastavate geomeetriliste progressioonide neli esimest liiget.
224, Leia alljargnevatele progressioonidele vastavad ekspo-
nentfunktsioonid.

P D L e EVE T i L
b) 64, 32, 16, 8 MR S T
10,2, %, 2, . f) 0,7; 0,07; 0,007; 0,0007; . ..

225. Leia eelmises {ilesandes toodud progressioonide iild-
liikme valemid.

226. Tee kindlaks, missugused jargmistest arvude jadadest on
aritmeetilised ja missugused geomeetrilised progressioonid.

A S R e 6)76:.0; —6. 3513,
b)2a 8 16 .o £ =80 16,1682,
o R R g) M, =7, 35 ~L,

2 1 1 1
Q)es e e ) 0, U0, =S

227. Leia geomeetrilise progressiooni noutud elemendid.

a) 5. liige, kui a,=3 ja ¢=2;
b) 4. liige, kui az=35 ja g= 5

c) 6. liige, kui ag= g jad=~ 2 3
d) 1. liige, kui ag=256 ja g=4;
e) 13. liige, kui a7=0,2187 ja q=l%,
f) 6. liige ja tegur, kui as=4 ja a;=169;
g) 9. liige ja tegur, kui ag=64 ja a;0=09.
228. Leia geomeetrilise progressiooni esimene liige a;, kui
a) ag=640 ja ¢=2;
b) as=500 ja g=1,2;
c) as=3125 ja ¢g=2,5.
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229. Leia geomeetrilise progressiooni tegur g, kui
a) a=g ja ai=2187;
b) a,=6,25 ja a;=0,0256;
C) a = E)-‘i ja 013=64.
230. Leia geomeetrilise progressiooni liikmete arv n, kui
a) a;=6, a,=96 ja g=4;
b) a,=0,3, a,=0,108 ja ¢=0,6;
c) a,=74,67, a,=2,333 ja ¢=0,5.
231. Arvuta logaritmide abil
a) ay, kui ¢=0,75 ja as=1,9; -
b) a,, kui ¢g=1,083 ja a4 =239,6;
C) Ay, kui a1=2 ja q=l,229,
d) Aos, kui 01=I ja q=1,334

§ 47. GEOMEETRILISE PROGRESSIOONI SUMMA VALEM.

Olgu antud geomeetriline progressioon
R el T e
noutakse leida summat
Sp=a,+ax+az+ ... +a,.

Kui liikmeid on véhe, siis on seda summat lihtne leida otsese
liitmise teel. Nditeks

5425+ 125+625="780.

Kui liikmeid on palju, siis otsene liitmine oleks tiilikas ja aega-
noudev. Seepdrast on otstarbekohane siin samuti nagu aritmeeti-
lise progressiooni puhulgi tuletada valem, mis holbustab otsitava
summa arvutamist.

Kasutades iildliikme valemit, esitame summa S, koik liideta-
vad progressiooni esimese liikme ja teguri kaudu:

S,=a1+ag+a;g®>+ ... +a,g"L.
Korrutades selle vorduse molemad pooled g-ga, saame vorduse
Sng=a1g+a1g>+a1g*+ ... +a,q9".

Lahutades teise vorduse pooltest esimese vorduse vastavad
pooled, saame

“Spg—Sp=(a1g+a1¢?+a,g°+ ... +a,q") —
—(a+aig+a1g>+ ... +ag" ).
Avades sulud, saame parast koondamist
Sng—Sn=a1q"—a,
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ehk
. Sn(g—1)=ai(¢g"—1),
millest .

a(qn—1)

Sn: q-—l

Saadud valem ongi geomeetrilise progressiooni summa valem.
Leiame selle abil nditeks progressiooni

A R b 7 e
itheksa esimese litkme summa.
Siin on a;=2, ¢g=3 ja n=9. Seega
So= T2 30 1-19683—1=19682.

Missuguses kujus on otstarbekohane esitada geomeetrilise
progressiooni summa valemit juhul, kui 0<g<1? Miks?

Geomeetrilise progressiooni summa valemile voib anda ka
teistsuguse kuju, Selleks avame kodigepealt lugejas sulud:

agn—a
Sn= lq_l ‘1

rakendades saadud murru lugeja esimeses liikmes progressiooni
ildliikkme valemit a,=a,¢"!, saame selle liikme kirjutada kujul
a,q ning summa valemi kujul:

a,q—a;

Sn: q—l

Viimast summa valemi kuju kasutame juhul, kui on teada
progressiooni viimane liige a,.
Ulesandeid.

232. Leia geomeetrilise progressiooni summa valemi abil jarg-
mised summad.

a) 34-+68-+136+2724 54441088
1 & T 7 7

b) T+H+ i+t tm

¢) 2—10+50—250+1250—6250

d) 15—12+9,6—7,68+6,144
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233. Joonesta alljargnev geomeetrilise progressiooni elemen-
tide tabel vihikusse ning tdida liingad.

a; RS n W S,
2 3 15
4 5 1562 500
1 9 . 6725 601
6 11 241 864 704
—2 262 144 174 763
1 : 20 —524 288
1
£ 5187
32 2 D) 3
3 10 3 280@
2 13 64
/.
2187 3 12
1 1
1§ 13 132 8602
— 0,0256 —2,5 —11,1534
6,25 7 0,0256
0,5 : 6,25 51193,75

234. Alljdargnevate summade liidetavad moodustavad geo-
meetrilise progressiooni. Leia igal antud juhul: 1) progressiooni
tegur, 2) puuduvad liidetavad, 3) liidetavate arv ja 4) summa.

a) a'%+a°b+a®h?+ ... +0b1°
b) a’—afb+a%b?—a'bd+ ... —b7

Box e
c) a+vatb+vadh2+ ... +b
Paiar ol
d) a+Vvabb+va%b*+ ... +0b
B 8 8 | P
e) va'+Vatb+vah?i+ ...+ Vb

235. Aednik tellis endale haruldase taime 20 seemet. Ta kiil-
vas esimesel ja igal jargmisel kevadel koik seemned ja sai igal
siigisel igalt taimelt 7 seemet. Oletades, et iikski seeme ei ldhe
kaduma, leia, mitmendal aastal saab aednik 5 kg seemneid, kui
40 seemet kaalub 1 g.

236. Paevalill annab aastas keskmiselt 2 000 seemet. Oletame,
et kasvutingimused on péevalillele iithesugused iile kogu maa-
kera, et iga taim vajab joudsaks arenemiseks 1 m? pinda, et iikski
seeme ei ldhe kaduma, vaid idaneb ja annab uue taime, ning et
taim annab aastas iithe 16ikuse. Mitu aastat kuluks, et {ihest pdeva-
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lille-seemnest arenenud taimed kataksid planeet Maa kogu mais-
maa osa? Maakera raadius on 6400 km ja mered moodustavad
72% maakera pinnast.

237. Geomeetrilises progressioonis on 20 liiget. Paarisarvulise
indeksiga kohtadel olevate liikmete summa-on a ja paarituarvulise
indeksiga kohtadel olevate liikmete summa on b. Leia esimene
liige ja progressiooni tegur.

238. Geomeetrilises progressioonis on 40 liiget. Esimese kahe-
kiimne liikkme summa on a ja viimase kahekiimne liikme summa
on b. Leia esimene liige ja progressiooni tegur.

239. Keegi rdadgib uudise kahele tuttavale. Need rddgivad selle
edasi kumbki omakorda kahele tuttavale jne. Oletame, et edasi-
rdakimine toimub veerand tunni jooksul ja ainult neile, kes seda
uudist veel ei tea. Mis kella ajaks on see uudis 7-miljonilise elanik-
" konnaga linnas koigile teada, kui esimene rddkimine toimub kell 7
hommikul?

240. Kolhoos suurendab igal aastal oma p(")llupindaflg osa

vorra eelmise aasta pinnast. Mitmendal aastal iiletab pollupinna
kogukasv 509% ldhtepinnast?

241. Positiivsete liikmetega geomeetrilise progressiooni kolme
esimese lijkme summa on 221. Selle progressiooni kolmanda ja
esimese liikme vahe on 136. Leia selle progressiooni kuue esi-
mese litkme summa.

242, Toesta, et geomeetrilises progressioonis on iga liige
(vélja arvatud esimene) temale eelneva ja jargneva liikme geo-
meetriline keskmine.

243. Toesta, et kui kolm arvu x, y ja z moodustavad geomeet-
rilise progressiooni, siis

(x+y+2) (x—y+z)=x2+y?+22

244. Toesta, et iga geomeetrilise progressiooni algusest ja
1opust vordsetel kaugustel seisvate liikmete korrutis on jddv ning
vordub darmiste liikmete korrutisega.

245. Kasutades eelmises iilesandes leitud omadust, tuleta geo-
meetrilise progressiooni n liikme korrutise valem.

246. Leia progressiooni 1, 4, 16, ... kuue esimese liikme kor-
rutis.

247. India prints Schiram oli malemadngust nii vaimustatud,
et lubas miangu leiutajale Sissa Ibn Dabhirile autasuna iga summa,
mille see peaks kiisima. Midngu leiutaja palus endale autasu nisu-
terades ja nimelt: 1 tera malelaua esimesele ruudule, 2 tera tei-
sele, 4 tera kolmandale, 8 tera neljandale jne. Mitu tera palus
endale Sissa Ibn Dahir?

Terade hulgast kujutluse saamlseks olgu antud jargmised and-
med: 1 kott (70 kg) sisaldab ligikaudu 1,6 - 10® tera; iihe kauba-
vaguni kandejoud on 16 tonni.
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§ 48. TOKESTAMATULT KAHANEVA GEOMEETRILISE
PROGRESSIOONI MOISTE.

Eksponentfunktsiooni a@* uurimiskdigust teame, et kui
0<a<l, siis argumendi tokestamatul kasvamisel eksponent-
funktsioon osutub tokestamatult kahanevaks suuruseks. Sellest
jareldub, et kui geomeetrilise progressiooni tegur on lihtmurd,
s. t. |g|<1, siis liilkmete arvu tokestamatul kasvamisel geomeet-
rilise progressiooni liikmed kahanevad tokestamatult. Nditeks
progressiooni ;

1 | 2UET By ! 1 1
1.9 Z; 82X gl 3970

puhul tegur g= % ning seetottu, kui n—> % siis a,—0.

Sama voib Oelda progressiooni

1 1 1 1
3, —l, 5: _“'gr 2_7: —ﬁy"'

kohta, milles tegur on negatiivne, kuid absoluutvairtuselt viiksem

kui 1 (antud juhul q=—%).

Progressiooni nimetatakse 16 pmatuks, kui tema liikmete
arv n on tokestamatult kasvav suurus, s. t. kui n—> o . Geomeetri-
list progressiooni nimetatakse kahanevaks, kui tema teguri ¢
absoluutvdartus |g|<1.

Paragrahvi algul toodud arutluse pohjal voime niiiid Gelda,
et Iopmatu ja kahaneva geomeetrilise progressiooni {ildliige on
tokestamatult kahanev suurus. Siimboleis:

kui n—> e jalq] < 1, siis @, 0.

Seepérast voib lopmatut ja kahanevat geomeetrilist progres-
siooni nimetada ka tokestamatult kahanevaks geo-
meetriliseks progressiooniks. Seega,

16pmatu geomeetriline progressioon osutub tokestamatult
kahanevaks, kui teguri absoluutvéirtus on vdiksem kui 1.

§ 49. TOKESTAMATULT KAHANEVA GEOMEETRILISE
PROGRESSIOONI SUMMA,

Olgu vaja leida Iopmatu geomeetrilise progressiooni
2l DB 095 SO I2R:

koigi liikkmete summa. Eespool tuletatud summa valemeid ei saa
niiiid kasutada, sest need kolbavad ainult siis, kui liikmete arv
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n on 16plik. Seeparast votamegi liikmete arvu esialgu 16pliku
ning uurime summa muutumist liikkmete arvu jarsul suurenemisel.
Naiiteks kiimne, saja ja tuhande esimese liikme summa arvutami-
sel saaksime valemi pohjal:

S =g =4(1-059);
i —4(1-0,5%);
S —4(1—0,5!000)

Mirkame, et liikmete arvu kasvamisel antud progressiooni
summa jarjest vdhem erineb viirtusest 4, sest kui n—o0 | siis
0,57 = 0. Nii jouame otsusele, et antud lopmatu progressiooni
koigi liikkmete summa peaks olema nimelt 4.

Seetottu on loomulik, et

tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni sum-
maks S loetakse selle progressiooni n esimese liikme
summa S, piirvadrtust, kui n tokestamatult kasvab, s. t.

S=lim S,
E s 0%
t
¢ Sn=%)—, kus | g|<]1,
siis
=iy a(l—qgn)y @
S;-I—me T
Pohjenda saadud tulemust!
Seega
Ml
S= s

mis ongi tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni
summa valemiks. Valemi rakendamise nditena arvutame jargmise
l6pmatu progressiooni summa:

1 1 1 1
-1+ 5y —g+g—gt-

Siin a,=3 ja g=—-3, seega

3 9 1
3
Olesandeid.

248. Leia iga jargmise Iopmatult kahaneva geomeetrilise
progressiooni summa.
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REPTIT R R
b) 16-+4+14 ++... d) 3es424 34

249. Joonesta tabelid vihikusse ja tdida tithjad kohad, kui a,
on tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni esimene
liige, ¢ — tegur ja S — summa.

a I q l S a, | q S
1 :
7 5 117 90
2 3
e 5 0,96 250
1
5 7—2— 0,88 0,5
14 e %— 0,94 0,53
0,2 15 —0,1 1,2

250. Leia tokestamatult kahaneva geomeetrilise progressiooni
esimene liige ja tegur, kui summaks on:

SO % Todb v
a) 375+ Dggi Vg

Missugust viirtust ei tohi |y| iiletada?

Nidide. Olgu S—8+3y Et S= 1—:’_—‘q— , siis tuleb antud murd
teisendada niisugusele kujule, kus nimetajas oleks esimeseks liik-
meks 1. Selle kuju saame murru luge]a ja mmetaja jagamisel
8-ga: 3

1
s=—L

55 37

Siit voime kirjutada, et al—% ja q———y Et rahuldada tin-

gimust |g|<1, peab olema 1y|<§.

251. 45°se nurga haaral on voetud punkt, mis on nurga tipust
kaugusel a. Sellest punktist on ehitatud ristloik teisele haarale,
selle ristloigu aluspunktist. on ehitatud ristloik esimesele haara]e
jne. 16pmata. Leia nende ristloikude pikkuste summa.
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Joon. 147

252. Sirgel s kujutatud .16iku AB=a (joon. 147) pikenda-
takse tema poole vorra ja saadakse punkt C. Loiku BC pikenda-
takse omakorda tema poole vorra jne. Koigile nii saadud 16iku-
dele kui diameetritele joonestatakse poolringjooned vaheldumisi
iiks tihele, teine teisele poole sirget s. Leia tekkiva koverjoone
kogupikkus p ning koéigi poolringide pindalade summa S.

§ 50? HARILIKU MURRU TEISENDAMINE KUMNENDMURRUKS,

Hariliku murru. teisendamisel kiimnendmurruks jagatakse
murru lugeja murru nimetajaga. See jagamine annab tulemuseks
kas tdpse arvu, nagu niiteks

5

= =15,

voi saame tulemuseks loputu perioodilise kiimnendmurru, nagu
néiteks :

4

3=13333..,
mida liihemalt kirjutatakse nii:

==1,(3).

Wl

Et kiimnendmurd on vordne hariliku murruga, mille nimeta-
jaks on kiimne aste, siis 16pliku kitmnendmurruna avalduvad need
harilikud murrud, mille nimetajas ei ole teisi tegureid-peale 2 ja 5.
Pohjenda seda!

Kui murru lugeja ei jagu tdpselt nimetajaga, siis tekib jaik.
Jéddgile kirjutatakse juurde 0, saadud arv jagatakse uuesti nime-
tajaga, tekib uus jdik jne. Kui. nimetaja teguriks on arv, mis
ei ole 2 ega 5, siis jatkub jagamise protsess loputult. Jagatiseks
saame loputu kiimnendmurru. Jddk on alati vaiksem kui nimetaja.
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Naiteks, kui on antud murd ;3, siis jadkideks voivad olla arvud

1,2, ..., (b—1), s. t. voimalik jadkide arv on Ioplik ja vordub
(b—1)-ga. Niisiis, kui jagamise protsess on 16putu, siis arv, mis
on kord olnud jaagiks, kordub hiljem jille jidigina. Siis kordu-

vad aga ka temale jargnevad jddgid. Niiteks teisendame 377 ja

) S
1% kumnendmurruks.

37 |7 19 |14
20 [5,285714 . .. 50 |1,3571428. ..
60 80
40 100
50 80
10 60
30 40 :
20 120
80

Siin saime esimese iilesande jadkideks arvud 2, 6, 4, 5, 1, 3 ja
siis tuli jaagiks jélle 2, millele jargnevad uuesti 6, 4, 5, 1, 3 ning
jéllegi 2. Nii kordub see loputult.

Jaikidele 2, 6, 4, 5, 1, 3 vastavad jagatises numbrid 2, 8, 5, 7,
1, 4, mis samuti hakkavad korduma. Need numbrid, mis jagatises
hakkavad korduma, moodustavad jagatise perioodi. Et jaga-
tiseks on Ioputu kiimnendmurd, siis ei saa seda tdielikult f{iles
kirjutada. Seetottu on kokku lepitud kirjutada jagatises ainult iiks
periood ja eraldada see sulgudega.

Nii kirjutame

3 —5,(285714) ja 13 =1,3(571428).

Kui periood algab kohe pérast koma, siis nimetatakse seda arvu
16putuks puhtperioodiliseks kiimnendmurruks. Kui aga periood ei
alga kohe pédrast koma, siis nimetatakse seda arvu loputuks sega-
perioodiliseks kiimnendmurruks. Seega esimene toodud niidetest
on Ioputu puhtperioodiline ja teine Ioputu segaperioodiline kiim-
nendmurd.

Ulesandeid.
253. Missugused jargmistest murdudest on esitatavad lopliku
kiimnendmurruna:

2 6 4 12 11 14 121 104,
5° 25' 35’ 17" 8’ 15’ 16’ 625
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254. Esita jargmised murrud kiimnendmurdudena:

9 29 13 17 35 16 8
BT 647 95 % '8 32901 63

§ 51. LOPUTU PERIOODILISE KUMNENDMURRU ESITAMINE
HARILIKU MURRUNA,

Olgu antud loputu perioodiline kiimnendmurd

4,5(62).
Vaatleme seda arvu summana
4,5+0,0(62).
Esitame teise liidetava harilike murdude abil:
62 62 62
0,0(62) = 1566 + 160000 T 10000000 T - -

Tulemuseks on tokestamatult kahaneva geomeetrilise progres-
siooni summa, kus a,=

valemit, leiame, et

1ouu jag:== wo Kasutades vastavat summa

62
1000 62.100 62
0,0(62) = 1 ~1000-99 ~ 990°

100

Seega

4455462 _ 4517

4,5(62) = 45+990 wf"@%: 990 990

Olesandeid.

255. Esita hariliku murruna jargmised 16putud puhtperioodi-
lised kiimnendmurrud: 0,(9); 0,(23); 0,(061); 2,(71); 63,(418).
256. Tuginedes eelmise iilesande lahendustele, sonasta eeskiri

1oputu - puhtperioodilise kiimnendmurru teisendamiseks harilikuks
murruks.

257. Esita hariliku murruna jirgmised l6putud segaperioodi-
lised kiimnendmurrud: 0,2(8); 0,3(54); 0,13(9); 2,65(15).
258. Tuginedes eelmise iilesande lahendustele, sonasta ees-

kiri 1oputu segaperioodilise kiimnendmurru teisendamiseks hari-
likuks murruks.

259. Niita, et
0,11...4+0222...40,333...4+...40,999...=5.
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§ 52. LITINTRESS.

Hoiukassasse hoiule antud rahasummale, nn. hoiusele, arves-
tatakse iga aasta I6pul juurde teatud kindel osa hoiusest. Niiteks,
kui aasta algul anti hoiule 50 rubla ja juurde arvestatakse 2%
hoiusest, s. 0. 1 rubla, siis on jirgmise aasta algul hoiul 51 rubla.

Juurdearvestatud summat nimetatakse intressiks ja arvu, mis
nditab, mitmendik osa hoiusest kuulub juurdearvestamisele, nime-
tatakse intressimidraks.
002Seega on toodud ndites intressiks 1 rubla ja intressimdéraks

Ulesanne 1. Aasta algul 6n hoiul 60 rubla ning intressi-
maéar on 3%. Kui suur on hoius jargmise aasta algul? =

Lahendus. Aasta jooksul kasvab hoius 3% vorra 60-st rub-
last, s. 0. 1,8 rubla; seega jargmise aasta alguseks on hoiul 61,8
rubla.

Ulesanne 2. Aasta algul viiakse hoiule 2 rubla; intressi-
madar on pY%. Leida hoiuse vaartus teise, kolmanda, ..., n+1 aasta
alguseks, kui intressi arvestatakse ainult esialgu hoiule viidud
summalt.

Lahendus.

k;

Esialgne hoiusumma:

teise aasta algul: kY- aom 100'

kolmanda aasta algul: 1uu+1k:0 =k+2- luo'
neljanda aasta algul:' k+3 - 1kupo’

n+1 aasta algul: - k+n- wo

-Nieme, et sel viisil intressi arvestades moodustavad hoiuse
vaartused aritmeetilise progressmom mille vaheks on aastaint-

Tess w'—u
nimetatakse lihtintressiks.

nk
Sel viisil n aasta jooksul saadavat kogumtressn 'lTﬁ

Ulesanne 3. Aasta algul viiakse hoiule & rubla; intressimaar

on p%. Leida hoiuse véaartus n+1 aasta algul, kui 1gal aastavahe-
tusel liidetakse intress hoiuse senisele vdartusele juurde, s. t. kui
intressi arvestatakse ka intressilt.

Lahendus.
Esialgne hoiusumma: k;

teise aasta -algul: gy Tom 100 (-1 +1%));
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kolmanda aasta algul: k(l +l—g~0) +k(l 4 T{)’—o) 1—‘8—0=
—. P | g R p 2‘
“k(l‘*'xod)(? ‘*‘1‘0‘0)—’“(1 +W)) ’
: p\3
neljanda aasta algul: k(l +m) ¢
n+1 aasta algul: k(l +ﬁ)n. 3
Kirjeldatud viisil arvestatavat intressi nimetatakse liitintres-

siks. Kirjutades sel viisil arvutatud hoiuse viirtused aastate jargi
ritta, saame geomeetrilise progressnoom

ks k(l+m); k(1+m—0),..., k(1+,~gio)".

Selle progressiooni tegunt g=1+ L

100 nimetatakse intressite-
guriks. Niisiis,

liitintressi korral kasvab hoiule viidud rahasumma k
n aasta jooksul intressiteguri n-nda astme kordseks.

: Siimboleis:

L=k(l+%

- kus L on hoiuse loppvaartus.

Kui hoiusummat tahetakse aasta késkel suurendada voi tahe-
takse osa summat vilja votta, siis on tarvis arvutada intressi ka
kuude ja pdevade eest. Rahanduslikes kiisimustes loetakse aasta

pdevade arvuks 360. Seega, kui iihe aasta intress on % rubla,

$3 s . k s i s
siis ithe kuu intress on 555 rubla ja iihe pédeva intress on

3'60kfj—loo rubla.

Hoiukassades makstakse hoiustelt, milliseid voib vilja votta
itkskoik millal, nn. noudmiseni-hoiustelt, 2% intressi ja tahtaja-
listelt homstelt s. o. hoiustelt, mis on antud hoiule kuni kindla
tahtajani, 3% intressi.

Kui hoiustusaeg on iile iihe aasta siis arvestatakse intressi
ikka liiteviisil, s. t. igal aastavahetusel liidetakse aastaintress
hoiusummale ]uurde 1
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§ 53. SUURUSTE LIITPROTSENDILINE MUUTUMINE.

Liitintressiga analoogilise mottekdigu juurde jouame mitmeté
muude iilesannete lahendamisel. Need iilesanded kuuluvad suu-
ruste liitprotsendilise muutumise valdkonda. Toome
moned ndited.

Nédide 1. Kolhoosi aastast piimatoodangut & liitrit otsustati
suurendada igal aastal p% vorra. Kui suur on kolhoosi piimatoo-
dang m aasta pérast?

Esimese aasta jooksul suureneb piimatoodang T%% liitri vorra
seega:
esimese aasta jooksul toodetakse piima & (l—l—wo) liitrit;

teise aasta jooksul toodetakse piima k(l—f- m) liitrit.

m-nda aasta jooksul toodetakse piima & (l+ ﬁ)mliitrit.

Nédide 2. Ohurchu kohta kehtib seadus: 100-meetrilisele
tousule vastab ohurchu viahenemine 1,2% vorra. Arvutada oOhu-
rohk 400 m korgusel, kui merepinnal valitseb normaalrohk
(760 mm).

Kui ohurohk merepinnal tdhistada a;, 100 m korgusel ap jne.,
siis rohud 100-meetriliste korgusvahede tagant moodustavad geo-
meetrilise progressiooni:

12

760; 760 (1 15)
Selle progressiooni tegur

g=1-0,012=0,988.

Vastuseks on progressiooni viies liige 760« 0,988¢~724 (mm).
Seega on ohurchk 400 m korgusel 724 mm.

N édide 3. Rahvaarvu aastane juurdekasv olgu 1%. Kui suur
peab olema pollumajandussaaduste toodangu aastase juurdekasvu
protsent, et 15 aasta pédrast tuleks iihe elaniku kohta pollumajan-
dussaadusi 2 korda rohkem kui praegu?

Eelkoige tuleb leida, mitmekordseks kasvab elanikkond 15
aasta jooksul.

Loeme praeguse elanike arvu tihikuks, siis a;=1. Aastase

juurdekasvu tegur q’“H'loo_l'Ol‘ Otsitav on progressiooni
kuueteistkiimnes liige.

Qig=a; - l]‘s"‘l 10115 116

2

3 760 (1= 35) oo
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Seega kasvab elanikkond 15 aasta jooksul 1,16 kordseks. Pol-
lumajandussaaduste toodang peab sama aja jooksul kasvama 2
korda suuremaks, s. 0. 2,32 kordseks.

Kui praegune pollumajandussaaduste toodang lugeda iihikuks,
siis a1=1 ja a)6=2,32. ; ;

2,32=1.¢

~106—1+100

Piistitatud noue on seega taidetud siis, kui pollumajandussaa-
duste toodangu aastane juurdekasv on 6%.

Ulesandeid.

260. Opilane pani 31. aucqustil oma suvisest teenistusest

25 rbl. hoiukassasse hoiule «noudmiseni». Kui suur oli opilase

hoius jargmise aasta 31. augustiks?

: 261. Tooline kogus raha moobli ja televiisori ostmiseks. Sel-
leks pani ta iga aasta algul hoiukassase hoiule «noudmiseni» oma
ithe kuu palga 95 rubla. Hoiukassa arvestab liitintressi madraga
2%. Kui suur oli toolise hoiusumma teise aasta algul, kolmanda
aasta algul? Kui suure summa vois tooline védlja votta viienda
aasta algul?

262. Opetaja viis hoiukassasse hoiule «ndudmiseni» iga kuu
12% oma palgast. Kui suur oli opetaja hoiusumma 1 kuu pérast,
2 kuu pdrast, 12 kuu pérast (koik enne jarjekordset sissemaksu),
kui opetaja kuupalk on 85 rubla?

263. 3. septembril 1963. a. toimunud raha- ja asjade loterii
jarjekordsel loosimisel voitis 8. klassi Opilane 65-rublase kiilmu-
tuskapi. Ta vottis eseme vaidrtuse vilja rahas ja andis hoiukas-
sasse tdhtajaliselt hoiule kuni kooli 16petamiseni, s. o. 3. juulini
1967. a. Hoiukassa maksab liitintressi mairaga 3%. Kui suur on
tdhtpdeval viljavoetav summa?

264. Isa pani temale makstud preemiast 249 tdhtajaliselt
(liitintressimdaraga 3%) hoiule oma pojale, kes hakkas parajasti
oppima 1. klassis. Kui suure summa saab poeg pérast kooli 16pe-
tamist (11 aastat hiljem), kui isale makstud preemia oli 50 rubla?

265. Toostuse sisseseade maksis uuena 15000 rubla. Tema
vadrtuse iga-aastasel hindamisel kustutatakse sisseseade vanane-
mise ja kulumise tottu 8% eelmise aasta vadrtusest. Kui suur on
sisseseade véddrtus 10 aasta parast?

266. Ameerika Uhendriikide president ja teadlane Benjamin
Franklin parandas oma testamendiga 1790. aastal Bostoni linnale
1000 naela tingimusel, et see kapital liitintressi kandes kasvaks
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tahtajaliselt 100 aastat. Saadud summast, 130000 naelast, kuulus
100 000 naela linnale, jadk tuli aga jitta uuesti sajaks aastaks
tahtajaliselt hoiule. Missugust intressimdéira arvestas Franklin?

267. Puu korguse iga-aastane juurdekasv on 809% eelmise
aasta juurdekasvust. Mitme sentimeetri vorra kasvab puu teisel
aastal, viiendal aastal, kui ta esimesel aastal kasvas 25 cm vorra?

268. Toostuse toodangut kavatsetakse suurendada igal aastal
15% vorra vorreldes eelneva aastaga. Mitme protsendi vorra
suureneb t6ostuse aastatoodang seitseaastaku jooksul?

269. Radioaktiivse aine aatomeist laguneb 066pédeva viltel
2,8%. Mitme G66pdeva viltel laguneb pool selle aine aatomeist?

270. Toas, mille temperatuur on 20° on keha, mille tempera-
fuur on 100°. Olgu keha soojusisolatsiooni tingimused sellised, et
keha temperatuur langeb igas minutis 2% vorra keha tempera-
tuuri ja toa temperatuuri vahest Leia keha temperatuur poole
tunni pérast.

271. Kuumutamisel laguneb vesinikiilihapend (HyO) veeks
ja hapnikuks. 10 minutit pérast reaktsiooni algust oli vesinikiili-

hapendi kontsentratsioon STE ja 10 minutit hiljem 4,8%. Arvuta :

vesinikiilihapendi esialgne kontsentratsioon eeldusel, et kontsent-
ratsioon viheneb iga minuti jooksul sama protsendi vorra minuti
algul olnud kontsentratsioonist.

272. Kinnises anumas on vedela véavli kohal esialgu 1 g
vesinikku. Reaktsiooni tottu vaheneb vesiniku hulk 12 tunni jook-
sul 0,832 grammini. Arvuta, kui palju vesinikku'on anumas 24
tunni parast, arvestades, et vesiniku hulk viheneb iga tunni jook-
sul sama % vorra tunni algul olnud hulgast.

Kordamiskiisimusi.

273. Mis on funktsioon?

-274. Mis on funktsiooni méddramispiirkond?

275. Missugust funktsiooni nimetatakse paarisfunktsiooniks?

276. Mis on funktsiooni negatiivsuspiirkond?

277. Mis on funktsiooni y=3x positiivsuspiirkonnaks?

. 278. Kas lineaarne funktsioon y=2—x on kasvav voi kaha-
nev?

279. Millal on ruutfunktsiooni graafikul maksimumpunkt?

280. Kuidas avaldub funktsiooni y=-—345—x poordfunkt-
sioon?

281. Missugune joon on funktsiooni ja tema poéordfunktsiooni
graafikute siimmeetriateljeks?

282. Missuguses vahemikus asetsevad funktsiooni y=arctan x
vdidrtused?

283. Mida nimetatakse arvu a logaritmiks alusel 5?
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284. Missugust funktsiooni nimetatakse eksponentfunktsioo-
niks? :

285. Mis on aritmeetiline progressioon?

286. Mis on geomeetriline progressioon?

287. Kuidas avaldub aritmeetilise .progressiooni n litkme
summa valem? :

288. Kuidas avaldub geomeetrilise progressiooni {ildliikme
valem?

289. Missugust geomeetrilist progressiooni nimetatakse tokes-
tamatult kahanevaks?

290. Kuidas defineeritakse tékestamatult kahaneva geomeet-
rilise progressiooni summa?

291. Mis on 16putu segaperioodiline kiimnendmurd?

292. Mis on liitintress?

293. Kuidas teostatakse tehteid harilike murdudega?

294, Missugust vorrandit nimetatakse eksponentvorrandiks?

295. Mlssugust vorrandit nimetatakse logaritmvérrandiks?



V. FUNKTSIOONI TULETIS JA SELLE RAKENDUSL
§ 54. KEHA LIIKUMISE HETKELINE KIIRUS,

Liikugu keha seaduse jargi s=#>—2¢, kus ¢ on mdddetud sekun-
dites ja s sentimeetrites. Kui tahame teada, kui pika tee on see
keha labinud néiteks ajamomentideks ¢=3 sek., 5 sek., 10 sek., siis
leiame neile ¢ vairtustele vastavad s védartused, saame vastavalt
3 ¢m, 15 cm, 80 cm.

Leiame selle keha liikumise keskmise kiiruse v ajamomen-
tide ;=3 ja t,=>5 vahel. Et

So—S8)
tz—tl .

U=
siis otsitav keskmine kiirus
— 156-3 cm
V= 53 =6 (T) .
Seame niiiid endale eesmairgiks leida vaadeldava keha liiku-
mise kiiruse ajamomendil ¢#,=3. Et seda leida, avaldame keskmise

kiiruse ajavahemikuks #;-st kuni t2=4, t:=35, t2 =32, £y =31,
t3=3,06. Esitame tulemused tabelis:

% 5 4 3,5 3,2 3,1 3,06

fy1y 2 1 0,5 0,2 0,1 0,06
§2 15 8 5,25 3,84 3,41 3,2436

S2—8) 12 5 2,25 0,84 0,41 0,2436
v 6 5 4,5 4,2 4,1 4,06
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Paneme tihele, et mida lithem on #,-st m66dunud ajavahemik

cm

(tabelis to—t,), seda enam ldheneb keskmine kiirus v 4-le v

Keha liikumise hetkeliseks kiiruseks ajamomendil t, nime-
tatakse tema keskmise kiiruse piirvdartust, kui t,—t,.

Liikugu keha seaduse jargi s=s(f). Tdhistame hetkelist kii-
rust ajamomendil t téihega v. Siis

=s(f) ja s;=s(t)
fz‘—)t

ehk
So— 8y
—45

v=Ilim :
(ta—t;)> 07

Kasutades muudu tahist A, voime kirjutada, et
se—81=As ja ta—t,=At
ja
v=Ilim 4
At—0 At°
Seega voime keha liikumise hetkelist kiirust defineerida ka °
jargmiselt:
keha liikumise hetkeliseks kiiruseks nimetatakse tee

pikkuse muudu ja aja muudu suhte piirvddrtust, kui aja
muut ldheneb nullile.

M édrkus. Defineerimisel muutude kaudu jdetakse réhutamata
«antud ajamomendil», sest muutu arvutatakse ikka teatud kohast
alates.

Ulesandeid.

296. On antud punkti sirgjoonelise liikumise vorrand
§=5t+6.

Leia liikkumise keskmine kiirus:

a) esimese kuue sekundi jooksul;
b) ajavahemikus kolmanda sekundi I6pust kuni kuuenda
sekundi Iopuni. S %

297. Punkt M kaugeneb liikumatust punktist A nii, et kaugus
AM kasvab vordeliselt aja ruuduga. 2 minutit pérast liikumise
algust oli kaugus AM 12 meetrit. Leia liikumise keskmine kiirus:

a) esimese viie minuti jooksul;

b) ajavahemikus #,=4 min. kuni f=7 min.
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298. On antud sirgjoonelise liikumise vorrand
s=13+ —;:— ;

Leia liikumise keskmine kiirus ajavahemikus ¢ =4 Kkuni
to=4+ At. Kui suur on keskmine kiirus, kui At=2; 1; 0,1; 0,03?
299. Vabalt langev keha liigub seaduse jargi

s=8 kus g=980 2.

Leia liikumise keskmine kiirus ajavahemikus ¢,=5 sek. kuni
to=(5+At) sek. Kui suur on keskmine kiirus, kui Af=1 sek;
0,1 sek.; 0,05 sek.; 0,001 sek.? Leia langeva keha Kkiirus:

a) 5. sekundi lopul;

b) 10. sekundi -lopul.

Leia langeva keha kiiruse valem mis tahes ajamomendi ¢
jaoks.

300. Leia seniitkahurist otse iiles lastud kuuli kiirus 3 sekun-

dit parast lasku, kui kuuli algkiirus on 200 ?.

Nédpunédide. Ulesande lahendamiseks leia kuuli keskmine
kiirus ajavahemiku At jooksul, vottes Af=I1; 0,1; 0,01 ja 0,001

ning gle - . Tee pikkuse leiame valemist s=uvof— gz_ ¢

301. Ku1 kova keha poorleb iimber telje, siis poordenurk ¢ on
aja t funktsioon: ¢=f(¢). Avalda:

1) poorlemise keskmine nurkkiirus ajavahemiku Af jooksul;

2) poorlemise hetkeline nurkkiirus ajamomendil £.

302. Soojushulk Q, mis on vajalik anda kehale, et kuumutada

_ teda mingilt algtemperatuurilt ©, temperatuurini ©, on tempera-

tuuri © funktsioon: Q=g (0). Avalda:
1) keha keskmine soojusmahtuvus keha kuumutamisel tempe-
ratuurilt © kuni temperatuurini ©+A®;
2) keha soojusmahtuvus temperatuuril ©.

§ 55. JOONE PUUTUJA TOUS.

Teame, et

joone puutuja on joone Idikaja piirseis, kui iiks IGike-
punkt ldheneb teisele.

Joonisel 148 on esitatud funktsiooni y=f(x) graafik. Punktis P
tommatud puutuja on piirseisuks - kooludele PP,, PP,, PPj; jne.
Punktide P, Py, P,, P; Jne koordinaadid olgu P(x y) Py(x1541):
P (x2; y2); Pa(xs. ys),
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Avaldame joonisel esitatud k6olude tousud:

tan al—y:_

X
yzy’

tan ap= e
-~y
tan az= 2% 3_x

jne.
Puutuja tous on tan .
Et koolu teise otspunkti P; l1dhenemisel punktile P kd6lu tousu-

nurk a; ldheneb nurgale B, siis ka koolu tous laheneb puutuja

tousule.
5 E/
F/ p /
% a
P Yy
P
4
///% ' ¢ /%y {
0/ T T B M =
l X X+4%

Joon. 148. Joon. 149.

Joonisel 149 'on koolu otspunktideks punktid P (x; y) ja

Q(x+Ax; y+Ay). Selle koolu tousuks on

Y ]
tana= =

Paneme tihele, et kui Q= P, siis Ax = 0.
Eelnenud mottekiigust teame, et _ X0
limtana=tan g

—P

ehk

lxm— =N
4x—0 A p.

Seega voime joone puutuja tousu defmeenda piirvdartuse
kaudu jargmiselt.

joone puutuja tousuks nimetatakse ordinaadi muudu ja
abstsissi muudu suhte purvaartust kui abstsissi muut

liheneb nullile.

Leiame parabooli y=x? puutuja tousu iildavaldise.
Olgu argumendi muut Ax ja sellele vastav funktsiooni muut Ay
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Siis
y+Ay=(x+Ax)?

ehk
Y+ Ay=x24+2x - Ax+ (Ax)2
Siit
Ay=x2+2x-Ax+ (Ax)2—y
ehk
Ay=x242x - Ax+ (Ax)2—x%=
=2x« Ax+ (Ax)2.
Lei tid Ay
eiame niiiid £ .
—= =2x+F Ax.

Ja puutuja tousu iildavaldiseks on

lim — —11m 2x+Ax
ot A" ( b

Kui meid huvitab niitid néiteks, kui suur on parabooli puutuja
tous kohal x=1,5, siis paneme selle vidédrtuse parabooli tousu iild-
avaldisse ja saame, et parabooli puutuja tous kohal x=1,5 on 3.

Kui tahame leida selle puutuja tousunurka, siis vaatame tabe-
list, missuguse nurga tangens on 3. See nurk on 71°33".

Olesandeid.

303. Joonesta ruutfunktsiooni y= =42 graafik. Leia jooniselt

mootmise teel puutuja tousunurk ja seejdrel tabeleid kasutades
puutuja tous, kui x=-—1; 1; 1,5;

304. Joonisel 150 on esitatud monede funktsioonide graafikud.

Leia mootmise teel puutuja tousunurk ja seejirel tabeleid kasuta-
des puutuja tous kohal x=1.

305. Leia parabooli y=x? puutuja tous ja tousunurk

1) koordinaatide alguspunktis;
2) kohal x=3;
3) kohal x=-2.

%

Joon, 150,
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306. Leia kuupparabooli y=x® puutuja tousu iildavaldis.
307. Leia kuupparabooli y=x3 puutuja tous ja tousunurk

1) kohal x=—1;
2) kohal x=22;
3) kohal x= .

308. Missugustes punktides on paraboolile y=x* tommatud
puutuja tousunurga tangens 3.
309. Kui suur voib iilimalt olla sirge tousunurk?

§ 56. FUNKTSIOONI TULETIS.

Hetkelise kiiruse leidmine viis piirvdartusele
lim o
Af—)OAt

ja joone puutuja tousu avaldamine piirvdartusele

lim
Ax—>0Ax
Esimesel juhul s avaldus ¢ funktsioonina s=s(f) ja teisel juhul
oli vaadeldav joon funktsiooni y=f(x) graafikuks.
Mbolemal juhul on seega tegemist funktsiooni muudu ja argu-
menc}i muudu suhte piirvddrtusega, kui argumendi muut ldheneb
nullile.

Sellel piirvdartusel on funktsioonide uurimisel viga suur
tahtsus. Teda on hakatud nimetama funktsiooni tuletiseks.

Seega,

funktsiooni tuletis on funktsiooni muudu ja argumendi
muudu suhte piirvddrtus, kui argumendi muut ldheneb
nullile.

Olgu antud funktsioon y=f(x). Tema tuletist tdhistatakse siim-
boliga y’ ehk [’(x). ;

Seega E
y'=lim —A%:.
Ax—0
Et Ay=f(x+Ax)—f(x), siis
;. F(x+Ax) —f(x)
=lim =——————
yAx—)O A_x
ehk
y . [(x4+Ax) —f(x)
X) =l e
A )Ax-—>0 ax
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§ 55 négime, et lim % esitab joone puutuja tousu. Seega
Ax—0

funktsiooni tuletise geomeetriliseks tolgenduseks on selle
funktsiooni graafiku puutuja tous.

§ 57. MONEDE FUNKTSIOONIDE TULETISED,

a) Funktsiooni y=x% tuletis.
Anna selgitused jargnevale tuletuskiigule!
y+Ay=(x+Ax)3
Ay=(x+Ax)*—y;
Ay= (x+Ax)3—x3
Ay=x3+3x2+- Ax+3x - (Ax)2+ (Ax)3—x3;

& _30043x . Ax+ (Ax)%

Seega

(x?) = 3x2

b) Funktsiooni y=tuletis.
Anna selgitused jargnevale tuletuskﬁigule!

S
x+Ax?

y+Ay=

1
AR

1
Ay =3

= XirxdAx . x4 xeax’

Ay_x—x—Ax Ax

Seega

¢) Funktsiooni y=vx tuletis.
Anna selgitused seal, kus need puuduvad!

146



- y+HAy=Vi+Ax
Ay=Vx+Ax—Vx;
Ay o Vx+ Ax—]/},
Ax Ax

Et ldhenemisel nullile nii lugeja kui ka nimetaja ldhenevad
nullile, siis tuleb saadud avaldist teisendada nii, et saaksime taan-
dada lugejast ja nimetajast nullile ldheneva teguri Ax. Selleks

laiendame murdu avaldisega Vx+Ax+V/x.

Ay _ (Vx+Ax—Vx) (Vx+Ax+Vx)
Ax Ax(VX+Ax+Vx)

X4Ax—x 3 Ax 1 5
A(VX+AX+VX) Ax(VX+AX+Vx) Vx+Ax+Vx'

li Ay % 1 1
My oo . li —_— . —,
Ax—08% AcsoVx+Ax+vVx 2V x

Seega

(Vzy= ——

2)x

d) Funktsiooni y=x tuletis.
Siin y+Ay=x+Ax ja seega Ay=Ax. Jarelikult
Ay
ig =l
Ax muutumine, sealjuures ka tema lihenemine nullile, seda tule-
must ei muuda, s. t. et
: Ay ; ;
lim = =liml=1.
Ax—0 Ax Ax—>0

Seega
argumendi tuletis on 1,

=1

Kuidas asetseb sirgele mistahes tema punktis tommatud puu-

tuja selle sirge suhtes? :
Selgita argumendi tuletise vordumist iihega joonise 151 abil.
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e) Funktsiooni y=c tuletis

Funktsiooni y=c graafik on paralleelne x-teljega (f'oon. 152).
Soltumata argumendi muudu Ax suurusest on siin funktsiooni
muut Ay alati 0.

J y

e

y oy

0 T X+qx

Joon. 151. . Joon. 152
Jarelikult
Ny s
35 =0, sest Ax#0
ja
i Ay i
lim — =1lim 0=0.
Ax—>08% Ax0
Seega

konstandi tuletis on 0.
—

o

i m—

c=0

§ 58. FUNKTSIOONIDE SUMMA, KORRUTISE JA JAGATISE TULETISED.

a) Summa tuletis.
Olgu- antud funktsioonid f(x) ja g(x). Ulesandeks on leida

funktsiooni
y=[(x)+g(x)
. tuletis. :

Kui argument muutub Ax vorra, siis funktsioon muutub Ay
vorra, s. t. et

Y+ Ay=f(x+Ax) +g(x+Ax).
Avaldame Ay:
= Ay=f(x+Ax) +g(x+Ax) —y
i Ay=F(x+Ax) +g (x+Ax) = (x) —g (x).
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Rithmitame ja jagame vGrduse molemad pooled Ax-ga, saame

Ay _ [(x+Ax) —f(x) +g(X+AX) —g(x)
AR Ax Ax ¢

Tuletise leidmiseks votame piirvdartuse, kui Ax— 0:

tim 22 —iim [f(x+Ax)—f(x)+g(x+Ax)—g(x)]'

Ax—-:.OAx feab Ax Ax

Et summa piirvdartus on vordne liidetavate piirvaartuste sum-
maga, siis

lim A—'Y=hm f(x+Ax)—Nx)+lim g(x+Ax)—g(x)..

Ax—;OAx Ax—0 ax Ax—0 ax
Et
lim f(x+Ax)—f(x)=fl(x)
Ax—0 Ax
ja
lim g(x+Ax)—g(x) =gl(x)'
BEERO . T
siis
: y'=[(x)+g'(x)
ehk

[f(x)+g(x)I'=1(x)+g'(x)

Kui oletada, et kumbki liidetavatest funktsioonidest vo6i vahe-
malt iiks neist avaldub ise kahe funktsiooni summana, néiteks

f(x) =h(x) +k(x)
y=h(x) +k(x) +g(x),
7 (x) =1’ (x) + & (x)

ja seega

siis toestatu pohjal

ja
y'=H(x) +k (x) +g'(x)
ehk
[h(x) +g(x) +k(x)]’ = h'(x) +g’(x) + K’ (x)
Niisiis,

summa tuletis on vordne liidetavate tuletiste summaga.

Kuidas avaldub kahe funktsiooni vahe tuletis?
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by Korrutise tuletis.

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x). Ulesandeks on leida
funktsiooni

: y=f(x) -g(x)
tuletis.

Rakendame siingi juba tuntud skeemi.
Muutugu argument Ax vorra ja selle tagajarjel funktsnoon Ay
vorra, s. t.

Yy+Ay=f(x+Ax) - g(x+Ax).
Siit :

Ay=f(x+Ax) - g(x+Ax) —f(x) - g(x).

Valemi tuletamiseks lahutame vorduse paremalt poolelt
f(x)-g(x+Ax) ja et vordus jadks kehtima, siis ka liidame sama
avaldise. Niisiis,

Ay=[(x+Ax) - g(x+Ax) —f(x) - g (x+Ax) +
+f(x) -g(x+Ax) —f(x) - g (x).

Rithmitame ja lahutame liidetavad tegureiks:
Ay=[f(x+Ax) —f(x)]- g (x+Ax) +f(x) - [g (x+Ax) —g(x)].

Jagame niiiid vorduse molemad pooled Ax-ga ja vGtame piir-
vadrtuse, kui Ax— 0:

By AN 1) g (5.4 Ax) +f (x)

“Et summa- piirvdértus on vordne liidetavate piirvdédrtuste sum-
maga ja korrutise piirvdartus on vordne tegunte piirvdartuste kor-
rutisega, siis

¥4 gx+A1) —g(x)
) .

y= lim 2= lim lim g(x+Ax)+

Ae-s0 2% Aris Ax—0

_+. lim f(x) lim M_).__g_(ﬂ
Ax—0 Ax—0 Ax

Fe+an) —f(x)
Ax

Siit s'aame. et

y'=¥(x) - g(x) +1(x) - g'(x)

Kahe funktsiooni korrutise tuletis on vordne esimese
teguri tuletise ja teise teguri korrutise ning teise teguri
tuletise ‘ja esimese teguri korrutise sumrmaga.
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Nidide.
(x: VX)'=x'+ Vitx (VX)'=1- Vx+x. ;V—_=
= Vit Vi=j Vi
e) Konstandi ja funktsiooni korrutise tuletis
Olgu korrutises iiks tegureist konstant, siis

[ef () =¢"-[(x) +c-['(x)

ja et ¢’=0, siis

[c-F(x)) =c-T(x)

Konstandi ja funktsiooni korrutise tuletis on vdrdne
konstandi ja selle funktsiooni tuletise korrutisega.

f)y Jagatise tuletis.

Olgu antud funktsioonid f(x) ja g(x). Ulesandeks on leida
funktsiooni
f(x)
I=e@)
tuletis.
Eeldame, et g(x)# 0. Miks?
Korrutame vorduse molemad pooled g(x)-ga ja Iexame funkt-

siooni
; f(x)=y-g(x)
tuletise.
Korrutise tuletise definitsiooni pdhjal

F(x)=y" -gx)+y-g'(x).

Siit avaldame y”:
r M) —y-g(x)

AT
A o o f(®) %
sendame siin y= 2w @ Saame
, f(x)
=f(X) o x) g’()'
¥ 2(x)

millest

y' = —F(x)- g(x)—f(x)- g(x)
, [g(x))?
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Jagatise tuletis on vordne murruga, mille lugejaks on
jagatava tuletise ja jagaja korrutise ning jagaja tuletise
ja jagatava korrutise vahe ning nimetajaks on jagaja
ruut,

Nédide.

—l: cx2—2%. VX

(V_E_)'__ (VE) 22— Vx- ()’ _ 2Vx

X3} (x2)2 x4 o
TNt NNt
Ve gV T o o T

§ 59. FUNKTSIOONI y=xn TULETIS.

. ra) Funktsiooni x*tuletis, kui n on naturaalarv
Eespool leidsime, et
X=h==l
(x2)’ =2x!;
{x3)/ =322

Leiame veel funktsioonide x* ja x5 tuletise, kasutades korrutise
tuletise leidmise eeskirja

(x4) /= (x3+x)"=3x2 - x+x3. 1 =3x3+ x3 =445
(25)"="(x3+x2)"=3x2 . x2+x3 . 2x =3x*+ 2x4 =5x*.
Vaadeldes neid tuletisi, paneme tidhele huvitavat seaduspéra-
sust, mille jargi voiks oletada, et
(x*)’=n.x"-! kus n on mistahes naturaalarv.
Toestame, et see vordus toepoolest kehtib. Toestamiseks kasu-

tame nn. matemaatilise induktsiooni votet.
Toodud néidete pohjal eeldame, et kehtib vordus

(x*)'=Fk - x*=1, kus k on iiks kindel naturaalarv.
]
Viidame, et kehtib vordus

(x£+1)’ = (h+1) x*.

Toestuseks vaatleme astet x**! kui korrutist x*- x ja leiame selle
tuletise: .
(xFR1) = (ko x) /= (xR} x4 Xk o !

Eelduse pdhjal on (x*)'=k-x*-! ja seega

(xk+1) =k xk-1 . xt+xk=Fk xk 4+ xk= (R+1)x~
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Seega on viide tdestatud.

Teame, et eeldus kehtib, kui £=5. Toestatu pohjal kehtib seos
ka siis, kui 2=6.

Niiiid teame, et eeldus kehtib, kui k-—G Toestatu pohjal kehtib
seos ka siis, kui k=7.

Nii voime seda ahelat jatkata mxstahes naturaalarvuni. Seega

(x*)’=n-x""', kus n on mistahes naturaalarv.

b) Funktsiooni x* tuletis, kui n on negatiivne
tarsary
Tédhistame n= —m, kus m on naturaalarv. Saame

1

b ok
x~m= .

Tuletise 1eidmiseks rakendame jagatise tuletise leidmise ees-
kirja:

l' xm—1.(xm)"  —m.xm-!
xm (xm)?2 SiE x2m

Seega :
(") =(x")=—m+x 1 =p.xn-1

ehk jédttes vahepealsed kirjutused dra, saame
(x")"=n-+x"-1, kus n on negatiivne tiisarv.

Astme tuletise leidmise eeskiri on {ihesugune nii positiivse kui
ka negatiivse tdisarvulise astendaja korral, s. t.

tdisarvulise astendajaga -astme tuletis on vordne asten-
daja ja sama alusega, kuid iihe vorra vihendatud asten-
dajaga astme korrutisega.

Saadud valem kehtib ka siis, kui n=0. Kontrolli seda!
Seega

(xm)’=nx"-!, kus n on mistahes tdisarv.

§ 60. NAITEID FUNKTSIOONI TULETISE ARVUTAMISEKS.
N dide 1. Leida funktsiooni 2x3.tuletis.

Etc.f(x)=c-['(x) ja (x*)'=n.x""! siis

(2x3)*=2 . 3x2=06x2.
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Nadide 2. Leida funktsiooni y=x*—x2 tuletis.

Et summa tuletis on vordne liidetavate tuletiste summaga ja
(x8) =n %1, siis

Yy =4x3—2x.

Nidide 3. Leida funktsiooni

f(x) =x*+3x3—2x2+x—-5

tuletis kohal x=1.
Rakendame summa, korrutise, astme ja konstandi tuletise leid-

mise eeskirju:

154

310.

311.

312.

313.
314.

315.

1<tx) =4x3+3 3x2—2.2x+1=4x3+9x2—4x+1;
ff(1)=4:-149-1—4-141=10.

Ulesandeid.
Leia jargmiste funktsioonide tuletised.
a) 3x—7 ' e) mx+n
b) x2—3x+5 f) c———Z—x
c) —;—x3—5x2+x g) ax?+bx+c

d) 4x*43x2—5x+6 h) ax+—;

Leia jargmiste funktsioonide tuletised.

a) x(x+1) , d) x%(a%+x2)
b) (x+2) (x~3) &) % (1-¥)
¢) (x=5)(x+5) f) x (2-3)

F(x) =2 Leia ['5); F(~2); F/(~3).

g(x)=x*—6x2+2. Leia g(0); g(2); g'(0); g’'(4); g'(=3).
Leia jargmiste funktsioonide tuletised.

e : “ &
a) Vx+v2 d) a7 & a3
“b) \/_x(xa \/';:'_1) ) . d h) 2
e B :
0,8 1 AL 8.
O 0%-iztaa s B B BT
Keha massiga 3 kg liigub 'sirgjooneliselt seaduse jérgi
s=1+41t+12,



kus s on avaldatug sentimeetrites ja ¢ sekundites. Leia keha kinee-
tiline energia (%) 5 sekundit pédrast liikumise algust.

316. Ratas pdorleb nii, et podrdenurk on vordeline aja ruu-
duga. Leia nurkkiirus o 32 sekundit pérast liikumise algust, kui
on teada, et esimese poorde tegi ratas 8 sekundiga.

§ 61. TRIGONOMEETRILISTE FUNKTSIOONIDE TULETISED.

sinx

a) lim =].

Ax—0

Jooniselt 153 ndeme, et téis-
nurgast vdiksema positiivse kesk-
nurga puhul on kolmnurga ADC
pindala viiksem kui sektori ADC
pindala ja see omakorda vdiksem kui
kolmnurga ADE pindala, s. t.

SA apc<Sy apc<Sp k.

Avaldame kolmnurkade pindalad
aluse ja korguse kaudu. Sektori pind-
ala_avaldub aga kesknurga (radiaa- . Joort.. 153
nides) ja_ raadiuse poole korruti-
sena. Kesknurga suurus radiaanides olgu x. Ringi raadius olgu I,
I

AD=AC=1.
Seega saame vorratused

AD.BE AD % .. AD VDB
¥ 9 N

ja siit
: BC<x<DE,

Et f—g=sinx ja AC=1, siis BC=sin x.
Et 2% _tanx ja AD=1, siis DE=tanx.

Seega
sint<x<tanx.

Jagame saadud vorratused sinx-ga. Et meid huvitab juhtum,
kus x positiivselt poolelt ldheneb nullile, siis sinx>0 ja vorratuse-
margid jadavad samapidisteks.
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Saame

3 tan x
gine- camx

1<

tan x gsine = .1} £
Et ——= — = —=_sii§
sinx — cosx-sinX  cosx

% 1
sinx cosx

1<

Antud arvude podrdarvude vordlemisel muutub vorratuse mark
vastupidiseks. Niiteks 3<5, aga %>% . Seega

sin x
x

> >c08 X,
Kui niitid x — 0, siis cos x = 1.

Et s";x jaab 1 ja cosx vahele, siis peab x = 0 korral ka

sinx
X

2l

Seega

fim sin x 3

X >0

b) sinx tuletis.

On antud funktsioon y=sin x. Muutugu argument Ax vorra ja
funktsioon selle tagajérjel Ay vorra. Saame

Yy+Ay=sin (x+Ax).
Siit :
Ay=sin (x+Ax) —sin x. '
Kasutame siinuste vahe korrutiseks teisendamise valemit:

Ax

Ay=2 sin-2—-- cos (x+ A?i) g

Moodustame jagatise:

o M_) in A%
Ay 2.sin 2 .cos(x+ 2 _sm ) 2 (x+A£
AT Ax T e g
2
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Kui niiid Ax = 0, siis saamegi otsitava tuletise:

sin —

e :
lim £ =lim

Ax
-cos(x-!-——)-
Ax->OAx Ax—0 _g_x_ : 2

Ax
% Ax " . oo

Kui Ax =0, siis ka 5-—=>0 ja lim —= =1 ning
Ax—0 5

lim cos( g)_'
A% -5 D x+‘ 5 | =COS X. A
lim E{-=l-cosx.
Ax—0
Niisiis,

(sin x)’=cos x

c) cosx tuletis.

On antud funktsioon y=cosx. Kui argumendi muutumisel Ax
vorra funktsioon muutub Ay vorra, siis

y+Ay=cos (x+Ax).
Siit
Ay=cos (x+Ax) —cos x.
Kasutades koosinuste vahe korrutiseks teisendamise valemit,
saame
c i A% 3 Ax
Ay=—2sin 5 +sin (x+ 3—) >
Moodustame jagatise

P - o Ax
A 25m2—-sm(x+5—)
AX T Ax A

mille kirjutame kujus

zz'nAJE
’A_!i____ 1
Ax . Ar
-
Kui niiid Ax— 0, siis saamegi otsitava tuletise:
lim % = — sin x,
Ax—0

+ sin (x+ 92’5).

Sk

(cos x)’=-—sin x

>
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d) tanx tuletis.

M* | siis kasutame
(07 9 2

otsitava tuletise leidmiseks jagatise tuletise leidmise eeskirja.
Saame :

sinx)'_cosx-cos x—sinx(—sinx) _ cos?r+sin’x _ 1
cosx/| cos2x : cos?2x ~ cos’x
Seega
{(tan-x) = il 2
cos?x
Ulesandeid.

317. Leia jargmiste funktsioonide tuletised.

a) sin?x e) sin2x
b) cos?x f) cos2x
¢) sinx—=cos x g) tan2x
d) sinx-cosx h) tan?x

318. Teades, et

ja cosec x=

cot x= e

tan x cos x sinx ’
leia funktsioonide cot x, sec x ja cosec x tuletised.
319, Leia jdrgmiste funktsioonide muutumise hetkelised kii-

rused antud kohtades:

a) sinx, kui x=3; dy sin 3x, kui x=%;
b) cosx, kuix=—%; e) = +2 cos 2x, kui x .-‘(—;—
c) 2x3+43 sin 2x, ku1 x= 4 : f) ;?1522 kui x—-i—n.

320. Leia jargmlste funktsioonide tuletised.

S tan x
a) \/x Slnzx C) ot
VXx-.cosx
 x2. sinx
b) 3x2.cos?x —
Vx-cosx
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§ 62. TULETISTE TABEL.

Funktsioon Tuletis
X 1
e 2x
x3 3x’
x?, kus n on
taisarv s
& s
x X2
= 1
b, 2Vx
€ 0
sinx cos x
cos x —sinx
1
tan x oo e
f(x)+g(x) F (x) +&’ (x)
f(x) - g(x) F(x) - g(x)+g"(x) - [(x)
f(x) ['(x) - g(x)—g’(x) - F(x)
gx’ ku,s gl EP

§ 63. FUNKTSIOONI EKSTREEMUMID.

Vaatleme funktsiooni y=f(x) graafikut joonisel 154. Argu-
mendi véartusel x; on funktsiooni vadrtus suurem kui tema naab-
ruses asuvate argumendi vidartuste korral. Sel juhul iitleme, et

Y

§
& ;

Joon. . 154.
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funktsioonil on kohal x, maksimum. Argumendi védirtust x,
nimetatakse sel juhul ka funktsiooni maksimumkohaks.

Missugusel argumendi vadartusel on funktsioonil f(x) jooni-
sel 154 veel maksimum?

Argumendi védirtusel x, on funktsiooni viirtus viiksem kui
tema naabruses asuvate argumendi véirtuste korral. Sel juhul
titleme, et funktsioonil on kohal x, miinimum. Argumendi vaér-
tust x, nimetatakse sel juhul ka miinimumkohaks.

Missugusel argumendi védartusel on funktsioonil f(x) jooni-
sel 154 veel miinimum?

Funktsiooni maksimumi ja miinimumi nimetatakse iihise nime-
tusega funktsiooni ekstreemumiteks, Vastavaid argumendi véar-
tusi nimetatakse ekstreemumkohtadeks ja vastavaid punkte funkt-
siooni graafikul — ekstreemumpunktideks.

Seega,

funktsioonil on maksimum niisugusel argumendi vadr-
tusel, millele vastav funktsiooni vdartus on suurem naab-
ruses asuvatele argumendi viartustele vastavatest funkt-
siooni vddrtustest
ja
funktsioonil on miinimum niisugusel argumendi vadrtu-
sel, millele vastav funktsiooni vddrtus on vdiksem naab-
ruses asuvatele argumendi vdirtustele vastavatest funkt-
siooni vaartustest.

Jédlgime kovera puutuja asendit ekstreemumpunktides.
~ Joonisel 155 ndeme, et ekstreemumpunktides on puutuja x-tel-
jega paralleelne, s. t. et ekstreemumpunktides on puutuja tousu-
nurk 0 ja seega ka puutuja tous 0.
See tosiasi voimaldab meil funktsiooni avaldisest maérata,
millistel argumendi véartustel on funktsioonil ekstreemum.

y

N /
77-1\\_ hé

Joon. 155.
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‘Teatavasti avaldub puutuja tous tuletisena (vt. § 56).
Seega, kui on antud funktsioon y=f(x), siis ekstreemumkoh-
tade leidmiseks tuleb lahendada vorrand

[ (x) =0.
Nédide 1. Olgu antud funktsioon y=x®-3x2—9x+5. Leida

selle funktsiooni graafiku ekstreemumpunktid.
Ulesande lahendamiseks leiame antud funktsiooni tuletise

y' =3x2—6x—9
ja lahendame vorrandi
3x2—6x—9=0.
Lahenditeks on
xi=—1 ja xp=3.

Seega, antud funktsiooni ekstreemumkohtadeks on argumendi
vadrtused —1 ja 3.

Leitud arvud on ekstreemumpunktide abstsissideks. Ordi-
naadi vdadrtused leiame funktsiooni avaldisest:

y1=3—3:32-9.3+5=—22;

yo=(—1)3-3. (—-1)2-9. (—1)+5=10.
Seega on ekstreemumpunktideks E; (—1; 10) ja E; (3; —22).

Ndide 2. Leida funktsiooni y=x® ekstreemumkohad. Ulesande
lahendamiseks leiame tuletise

: Yy =3x2
ja lahendame vorrandi
3x2=0.

Lahendiks on x=0.

Seega peaks funktsioonil y=x% olema kohal x=0 ekstreemum,
kuid teame, et antud funktsiooni graafikul (joon. 105) pole iildse
ekstreemumpunkte.

Jooniselt ndeme, et puutujal on kohal x=0 eriline asend. Ta
on kiill paralleelne x-teljega, kuid 16ikab funktsiooni graafikut.

Niisugust punkti, kus puutuja 16ikab puutepunktis funkt-
siooni graafikut, nimetatakse kaanupunktiks. _
Seega vorrandi ' (x) =0 lahenditeks voivad peale ekstreemum-
kohtade olla ka kdanupunktide abstsissid.

Edaspidi (§ 68) néditame, missugune tingimus peab veel olema
tdidetud, et vorrandi f'(x) =0 lahend oleks ekstreemumkohaks.
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Kiisimusi ja iilesandeid.

321. Missugune joon on ruutfunktsiooni graafikuks?

322. Kuidas asetseb parabool koordinaatteljestikus, kui ruut-
lilkme kordaja on positiivne? negatiivne?

323. Missuguse ruutliikme kordaja puhul on parabooli hari-
punkt maksimumpunktiks? miinimumpunktiks?

324. Leia funktsiooni y=3x2 — 12 ekstreemumkoht. Kas see
on maksimum- voi miinimumkoht? i

325. Leia funktsiooni y=—4x2 — 16 ekstreemumkoht. Kas see
on maksimum- v6i miinimumkoht?

326. Leia jargmiste ruutfunktsioonide graafikute haripunktid.

a) x2—-3x+5 e) (x+2)(x—3)

b) —2x2+4x—1 f) (3x+1) (2—x)

c) 3—6x+5x2 g) (2—1t)2— (2t+1)2

d) 8x—%x2+1 h) (0,3t+2,1)2—(2,7t—3,5)2

327. Leia jargmiste funktsioonide voimalikud ekstreémum-
kohad.

a) 2x3—3x2—36x+19 e) x3—9x2+15x+1

b) x3—3x24-2 f): x*-12x2 +36x—15
c) 4lx‘—8x g) x*—4x®+4x2—13
d) sinx—l—%cost h) tanx—8 sinx

FUNKTSIOONIDE UURIMINE TULETISE ABIL.

§ 64. FUNKTSIOONI TEINE JA KOLMAS TULETIS.

Ulesandeid.

328. Leia jiargmiste funktsioonide tuletised.

a) y=3x2+3x+3 d) y=sinx+cosx
b) y=5-—-6x2+7x e) y=tanx—

&) y:3x5—3x2’+x§2 f) y=4x+3x-5

sin x

329. Vaatle iilesandes 328 saadud tulemusi funktsioonina ja
leia nende tuletised.

330. Vaatle iilesandes 329 saadud tulemusi jéllegi funktsioo-
nina ja leia nende tuletised.

Funktsiooni teiseks tuletiseks nimetatakse funktsiooni
tuletise tuletist.
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_ Teist tuletist tdhistatakse y” voi f”(x). Nditeks kui y=cos’s,
siis
—2 cos x - sin x;
—2(—sin?x+cos?x).

#
y

Kuidas saab leitud y” ja y” avaldisi liihemalt iiles kirjutada?
Missuguste funktsioonide teisi tuletisi tuleb leida iilesan-
des 329?

Funktsiooni kolmandaks tuletiseks nimetatakse funki-
siooni teise tuletise tuletist.

Kolmandat tuletist tahistatakse y”’ voi f”/(x). Naiteks kui
y=4x443x3+4+2x24+x—1,
siis
Yy =16x3+9x2+4x+1,

y" =48x2+ 18x+4,
y"' =96x+18.

Missuguste funktsioonide kolmandaid tuletisi tuleb leida iiles-
andes 330?

Kiisimusi ja iilesandeid.

331, Leia jargmiste funktsioonide tuletis, kui x=1.

a) y=4x?+3x ¢) y=2\/?_%

b) y=>5x"—3x°+x3 d) g=x"34x"2+x1
332. Leia jargmiste funktsioonide kolmandad tuletised.

a) y=x3+4x24+3x—10 ¢) y=sin®x

b) y=>5x3—6x2—4x+17 d) y=cosx—sinx

333. Kuidas leida funktsiooni neljandat tuletist y®?

334. Kuidas leida funktsiooni n-ndat tuletist y?

335. Leia funktsiooni y=2x3—4x2+3x+5 esimesed neli tule-
tist. Mida voib 6elda koigi jargmiste tuletiste kohta?

336. Leia funktsiooni y=-—4x*+3x3—2x2+1 esimesed neli
tuletist. Mida voib Gelda jargmiste tuletiste kohta?

337. Leia funktsiooni y=sin x esimesed neli tuletist. Mida
voib Oelda jargmiste tuletiste kohta?

338. Leia funktsiooni y=cos x esimesed neli tuletist. Mida
voib oelda jargmiste tuletiste kohta?
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§ 65. FUNKTSIOONI KASVAMINE JA KAHANEMINE.

Teatavasti nimetatakse funktsiooni

antud kohas kasvavaks,

kui positiivsetele argumendi muutudele vastavad positiivsed funkt-
siooni muudud, ja kahanevaks, kui positiivsetele argumendi muu-
tudele vastavad negatiivsed funktsiooni muudud.

Joonisel 156 on esitatud kasvava funktsiooni graafik ja jooni-
sel 157 kahaneva funktsiooni graafik. Nendel graafikutel on nime-
tatud tingimused muutude kohta kehtivad iga punkti suhtes.

i64

Yy
x>0
dy>0
X
0 Ax
dy
//

Joon. 156

y
Ax>0
4y dy<0
Ax
X \ 0 x
Joon. 157.

Jooniselt 158 paneme tahele, et piirkonnas, kus funktsioon on
kasvav, on tema graafiku puutuja tousunurk teravnurk ja seega
puutuja tous positiivne, ning piirkonnas, kus funktsioon on kaha-
nev, on tema puutu]a tousunurk niirinurk ja seega puutuja tous
negatiivne.

/X

Joon.
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Et puutuja tousu on voimalik leida funktsiooni avaldisest tule-
fise leidmise teel, siis

funktsiooni kasvamise tunnuseks on y’ >0
ja :
funktsiooni kahanemise tunnuseks on y’<70.
Kui funktsioon on iihes piirkonnas kasvav ja teises kahanev,
nagu nditeks ruutfunktsioon, siis on- vorratus y’ >0 rahuldatud
kasvamispiirkonnas ja y’<0 kahanemispiirkonnas.

Funktsiooni kasvamispiirkonna leidmiseks tuleb seega lahen-
dada vorratus y’>0 ja kahanemispiirkonna leidmiseks vorratus
ey

Nadide 1. Leida funktsiooni y=x2—3x+5 kasvamis- ja kaha-
nemispiirkond. ;

Ulesande lahendamiseks leiame funktsiooni tuletise:

y' =2x—3.
Kasvamispiirkonnas on y">0, s. t. 2x—3>0. Siit x> %
Kahanemispiirkonnas on y’<0, s. t. 2x—3<0. Siit x<§.

Seega on funktsioon y=x2—3x+5 piirkonnas x>; kasvav ja
piirkonnas x<gl kahanev.

Selles naites saadud tulemusi oskame leida ka tuletist kasuta-
mata (vt. ruutfunktsiooni uurimine § 34).

Nadide 2.. Leida funktsiooni y=x3—2x?2—4x—1 kasvamis- ja
kahanemispiirkond.
Ulesande lahendamiseks leiame antud funktsiooni tuletise:

y =3x2—4x—4.
Kasvamispiirkonnas on y’>0, s. t. 3x2—4x—4>0, ja kahanemis-

piirkonnas on y'<0, s. t. 3x2—4x—4<0.
Nende vorratuste lahendamiseks leiame funktsiooni 3x2—4x—4

nullkohad, milleks on vorrandi 3x2—4x—4=0 lahendid: x;= — % ja
xy=2. Et siin x2 kordaja on positiivne, siis

32— 4x—4>0, kui x< — = ja kui x>2,
3—4xr—4<0, kui —3 <x<2
Seega on antud funktsioon Rasvav, kui x<—%j'a kui x>2,

ning kahanev, kui — 32—<x<2.
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Jooniselt ndeme, et

punktid,  kus kasvamine ldheb iile kahanemisele voi
kahanemine ldheb iile kasvamisele, on ekstreemum-
punktid.

Kummal nimetatud juhtudest on tleminekupunkt mak51mum-
punktiks ja kummal miinimumpunktiks?

Ulesandeid.

339. Naita, et funktsioon y=x3+x on kogu ulatuses kasvav.
340. Missugustel x vadartustel on funktsioon y=x3—3x247
kahanev?
341. Leia jdargmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemis-
piirkonnad.
a) y=x3—5x24+3x—5 .
b) y=2x8—15x2+36x—24
c) y=2x3—6x2—18x+7
d) y=x*—2x2—5
e) Yy=x>—bxt+5x%+1

342. Selgita, kas funktsioon
y=sinx+cos x

on kohtadel x;=0, xo=— 33 ja X3= g kasvav voi kahanev.
343. Selgita, kas funktsioon
Yy=sin 2x+cos 2x

on kohtadel x;,=0, x,=

kasvav voi kahanev.

344. Leia jargmiste funktsioonide kasvamis- ja kahanemispiir-
konnad ning ekstreemumpunktid.

a) x2—x—2 f) x2<x?

b) —%x2+2x——g— g) ‘x2=3x342

kL % kLS
o [+ A e by 4 R Al g

E;i-‘-\

c) %x2+2x+—g— h) %x3—x2+ —:1,;
d) x3—3x i) 0,1x%—1,3x24+3,6
e) %x‘—Sx i) —1—‘.13—x3+x—1

§ 66. FUNKTSIOONI KUMERUS JA NOGUSUS.

Joonisel 159 on esitatud monede funktsioonide graafikud, mis
on koik kumerad koverad, ja joonisel 160 monede funktsioonide
graafikud, mis on koik nogusad koverad.
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Joon. 159.

" 0\7

Joon. 160.

Paljude funktsioonide graafikud on aga iihes vahemikus kume-
rad, teises nogusad (joon. 161).

Millal on ruutfunktsiooni graafikuks kumer parabool, millal
nogus?

Seame niiiid iilesandeks leida tunnused, mille jargi voib funkt-
siooni graafikut ndgemata, ainult tema analiiiitilisele esitusele
tuginedes, leida piirkonnad, kus funktsiooni graafik on kumer ja
kus nogus. Vastavalt nimetatakse ka funktsiooni nendes piirkon-
dades kumeraks ja nogusaks.

a) Kumerus.
Olgu antud koordinaatteljestikus kumer kover (joon. 162).
Ehitame sellele koverale mitmes tema punktis puutujad. Kanname
need puutujad paralleelliikke abil
punkti P, millest 1 iihiku kaugusel y
on vertlkaalne sirge s. Paralleelliikke
abil iilekantud puutujad loikavad
seda sirget s vastavalt punktides

A], Az, A3' A4, As, As. L(-)lgl.ld OA],

OAz, OA3, 0A4, OAs, 0145 esitavad /
vastavate puutujate touse. Miks? 7 0 g x
Nieme, et nendel tousudel on kindel \-/
suurusjarjestus:

OA[>OA2>OA3>OA4>OA5>OA5 Joon 161.
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ﬁ\ A
Xy /r XG AJ
Xz X3 X5 X5 X ) A‘
As

% A ;

A6'

e
z

Joon. 162.

Need tousud vastavad argumendi vidrtustele
X <X < X3 <Xy <Xx5<Xg.

Kui tousu vairtusi vaadelda mingi funktsiooni vdartustena, siis
argumendi suurenedes selle funktsiooni vdartused kahanevad, mis
aga tahendab, et see funktsioon on kahanev (joon. 163).

Olgu funktsioon, mille graa-
3 fikuks on eespool antud kumer

: kover (joon. 162), y=f(x). Sellele
graafikule tommatud puutujate
tousude védartused on aga funkt-
siooni f’(x) vaartusteks. Arutluse
tulemusena joudsime jareldusele,
o R et funktsioon f’(x) - on kahanev.

Kahanemise tunnuseks on tema
tuletise negatiivsus, s. t. f”(x) <O0.

Niisiis,

X, X X3

Joon. 163. funktsioon on kumer seal,
kus §7(x)<0.

Funktsiooni kumeruspiirkonna maaramiseks tuleb seega
lahendada vorratus y”<O0. '

Naxde 1. Leida funktsiooni y= 3x8—x?+1 kumeruspiirkond.
Et y’=9x2—2x ja y”=18x—2, siis iilesande Iahend1 saame vOr-

ratuse 18x—2<0 lahendamise tulemusena, s. o. x<—

Niide 2. Kas funktsioon y=x*—x? on kohal x—l kumer?
Leiame jille esimese ja teise tuletise:

Yy =4x3—2x;, y"=12x2-2.

Et 4’| x=1=10>0, siis funktsioon y=x*—x? ei ole kohal x=1
kumer.
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b) Nogusus.

Olgu antud koordinaatteljestikus nogus kover (joon. 164).
Ehitame sellele koverale mitmes tema punktis puutujad. Kanname
need puutujad paralleellitkke abil punkti P, millest 1 {ihiku kau-
gusel on vertikaalne sirge s. Paralleelliikke abil iilekantud puutu-
jad 16ikavad seda sirget s vastavalt punktides Ay, As, A3, A4, As, As.
Loigud OA,, OA,, OA;, OA,, OAs, OAg esitavad vastavate puutu-
jate touse. Miks? Ndeme, et nendel tousudel on kindel suurusjar-

jestus:
0A,<0A;<0A3<0A,<0A5<0As.

)A\

3
h).

Joon. 164.

Need tousud vastavad argumendi vaartustele
X <X <X3< X3 < X5< Xe.

Kui tousu vairtusi vaadelda jalle mingi funktsiooni vaartus-
tena, siis on see funktsioon kasvav, sest argumendi suurenedes ka
funktsiooni vdartused suurenevad (joon. 165).

Kui antud nogus kover
(joon. 164) on funktsiooni f(x)
graafikuks, siis on tousude ¥
vddrtused funktsiooni  f'(x) i
vadrtusteks ja et see funktsioon :
on kasvav, siis peab [”(x)>0. /

Niisiis,

funktsioon on ndgus seal, %
kus 17(x)>0. ;

Kuidas saab leida funktsioo-
ni nogususpiirkonda?

Kuidas saab kindlaks teha,
kas funktsioon on etteantud
kohas nogus? Joon. 165.

X, X3 - Xs  Xg
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Ulesandeid.

345. Niita, et funktsioon x*+x2 on x iga vaartuse korral
nogus.

346. Missugustel x vdirtustel on funktsioon x%—2x24x—1
kumer?

347. Missugustel x vdirtustel on  funktsioon 3x%+4x2—5
nogus?

348. Leia jargmiste funktsioonide kumerus- ja nogususpiir-
konnad.
1

a) y=~3- +-2—x2+x—1

b) y=3,6x3—2,4x24+1,2x+0,5
c) y=5xt 3x2+l

d) y=2x*=-3x34x2—x

e) y=—x5—;-x4

§ 67, KAANUPUNKT.

Jooniselt 166 ndeme, et punktides, kus puutuja I6ikab puute-
punktis funktsiooni graahkut toimub kumeruselt iileminek nogu-
susele ja vastupidi.

¥

Joon. 166.

Seega,

punkte, kus kumerus ldheb iile nogususeks voi kus nogu-
sus ldheb iile kumeruseks, nimetatakse kdanupunktideks.

Kus asub joonisel 161 kddnupunkt?
Et kumeruspiirkonnas .y”<0 ja nogususpiirkonnas y”>0, siis
kddnupunktide abstsissid on vorrandi
yII=0
lahenditeks.
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Naide. Leida kovera y=x3'—4x2+3x-—4 kaanupunktid.
Ulesande lahendamiseks leiame antud funktsiooni esimese ja
teise tuletise:

Yy =3x2—8x+3;
y”"=6x—8.
Kéddnupunkti abstsissi saame vorrandist
6x—8=0,
kust
BN
x= 7.
Kadanupunkti ordinaadi leidmiseks asetame x=% funktsiooni
avaldisse:
4\3 4\2 4 128
y=(3)' -4 (3) +3-5 —4=—F ~—47.
Ulesandeid.

349. Leia jargmiste funktsioonide kdadnupunktid.

a) 10x3—15x2—11 c) (x—3)2(x—10)
b) x*—x242x+1 d) (x—1)(x—7)(¥+5)

§ 68. MAKSIMUM- JA MIINIMUMPUNKTID.

Maksimum- ja miinimumpunktide tunnused.

Olgu antud funktsioon y=f(x).

Teame, et tema ekstreemumkohad saadakse kidtte vorrandi
j’(x) =0 lahendamise teel. Jdib aga madidramata, kas need on
maksimum- v6i miinimumkohad vo6i on need hoopis kddnupunkti
abstsissid. Seda saame kindlaks teha, kui kasutame tosiasja,
et maksimumkohal on funktsioon kumer ja miinimumkohal
nogus.

Olgu vorrandi f'(x) =0 lahenditeks néiteks o 1l 0 N
f'(x1) =0 ja [’ (xz) =0.

Osutugu niiiid, et f”(x }>0 fa. ] (x:) <0, st kohal x; on funkt-
sioon nogus ja kohal x; kumer. Seega on funktsioonil f(x) kohal
Xx; miinimum ja kohal x, maksimum.

Kui aga néiteks kohal x, on kdanupunkt, siis f”(xk) 0.

Seega tingimuseks, et vorrandi ['(x) =0 lahend x, oleks eks-
treemumkohaks, on :

[” (xm) #0.

Olgu margitud, et selleks, et kohal x, oleks funktsioonil f(x)
kadnupunkt, peab olema tididetud tingimus " (x;)>20.
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N adide. Leida funktsiooni y=x3—25x?—12x+5 maksimum- ja
miinimumkohad.

Ulesande lahendamiseks leiame koigepealt ekstreemumkohad.
Selleks tuleb lahendada vorrand

3x2—5x—12=0.

Lahenditeks on x;=— % ja Xa=3:

Et kindlaks teha, kumb neist on maksimum‘, kumb miinimum-
kohaks, selleks leiame teise tuletise

y’=6x—5
ja kontrollime selle marki, kui x=—% ja x=3:
" 4 S :
oL =6-(~ 3) —5=—13<0;
3
y” =6-3—-5=13>0.
x=3
Seega on x;=— g maksimumkohaks ja x,=3 miinimumkohaks.
Ulesandeid.

350. Leia jargmiste funktsioonide maksimum- ja miinimum-
kohad.

a) x¥2—3x+2 d) x¥®*—4x24+2x—1
b) 3x2+4x—1 e) x¥+x2—x+1
c) 2x3—3x2+x f) 2x4+3x*—5

351. Leia jargmiste funktsioonide nullkohad, ekstreemum-
kohad ja kdanupunktid.

a) 2x3—3x d) (x~1)(x+2)
b) 3x2—4x—3 e) (x+1)(x—3)2
c) 3xt+42x3 f) (2x—1) (3x+2) (x+1)

352. Leia jdrgmiste funktsioonide nullkohad, positiivsus- ja
negatiivsuspiirkonnad, ekstreemumpunktid, kasvamis- ja kahane-
mispiirkonnad, kddanupunktid ning kumerus- ja nogususpiirkonnad.
Saadud andmete jargi skitseeri vastavad koverad.

a) (x+2)(2x—1) d) x3—3x
b) (x—1)(x—2)(x+3) e) xt—4x2
c) 3x3—2x2>x f) 2x2—xt—1

172



b) Suurima ja vdhima vddrtuse leidmise iiles-
anded.

Funktsiooni véartus, mis vastab ekstreemumkohale, on suu-
rem voi viiksem ekstreemumkoha naaberpunktldele vastavatest
funktsiooni vaartustest.

Et ekstreemumkohti saab kergesti tuletise abil leida, siis pal-
judes probleemides kasutatakse tuletist funktsiooni suurima voi
vdhima véartuse leidmiseks.

Toome moned néited.

Nidide 1. Jaotada arv 70 kaheks osaks nii, et nende korru-
tis oleks suurim.

Olgu iiks arv x, siis teine on 70—x. Funktsioon, mxlle maksi-
mumkoht tuleb lelda on

=x(70—x)
ehk
y=70x—x2.
Leiame tuletise ja vordsustame selle nulliga:

Yy'=70—-2x; - 70—2x=0,
millest
X=35.

Et antud funktsioon on ruutfunktsioon negatiivse ruutliikme
kordajaga, siis haripunkt on maksmumpunktlks ja seega kor-

rutis
3+ 35=1225
on suurim. )

Nidide 2. Missuguste mootmete korral on silindrikujulise
konservitoosi valmistamiseks kulutatud vdhim hulk plekki, kui
konservitoosi ruumala on V.

Téahistame silindri pohja raadiuse tdhega r, korguse tdhega h
ja tdispindala tahega S. Siis

S=2nrh+2nr?,

millele lisandub iilesande andmete kohaselt tingimus mr’h=V,
mis voimaldab meil S avaldada kas r v6i A funktsioonina.

Avaldame vordusest V=nr2h naiteks h:
v
h=n

ja asetame selle S avaldisse:

%4
S=27r- = +2mr2.
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Pérast taandamist saame
2
= —r‘i + 2mtr2.

Et leida, missuguse r véartuse korral on S véaartus vaikseim,
selleks leiame tuletise r jargi ja vordsustame selle 0-ga:

S§'=~— 271;— +4ar;
——; +4nr=0.

Lahendame selle vorrandi:

—V+2nr¥=0;

ST Ve L

Parema iilevaate saamlseks konservitoosi kujust leiame suh-
4

Et h=

te Bt
%V
Foox 2::_ Vn_‘|3/l__l_
R Y av 21 .4V B2
7

s. t. et konservitoosi korgus peab olema kaks korda suurem kui
raadius ehk, teisiti, konservitoosi pohja 1abimoot ja korgus peavad
olema vordsed.

Tekib kiisimus: kas leitud tulemuste korral kulub konservi-
toosi valmistamiseks vdhim voi suurim hulk plekki.

Selleks leiame S”:
[ 0—4Vr
S

+4n=2" +an.
Et V>0 ja r>0, siis ka S”>0 ja seega r~V~ on miinimum-
kohaks.
Ulesandeid.
353. 20 cm pikkune 16ik on jaotatud kahte ossa. Uks osa voe-
takse ristkiiliku aluseks, teine korguseks. Missuguse aluse puhul

on ristkiiliku pindala suurim?
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354. Ristkiiliku pindala on 100 cm? Missuguste mootmete
korral on selle ristkiiliku timbermdo6t suurim?

355. Kolmnurga pindala on 18. Ehita see kolmnurk nii, et
tema aluse ja korguse summa oleks viikseim. Mitu lahendit on
sellel iilesandel? :

356. Ruudukujulise plekitahvli killg on 60 cm. Plekitahvli
nurkadest tuleb I6igata dra 4 ruutu nii, et jirelejdinud osast
saaks servi iiles péorates suurima ruumalaga karbi (joon. 167).
Leia viljaloigatavate ruutude kiilje pikkus.

357. Ristkiilikukujulisest papitiikist,
mille mo6otmed on 3 dm ja 5 dm, tuleb
valmistada kaaneta karp. Selleks 1oiga-

takse papitiiki nurkadest dra vordsed ruu- |p—t-—eeeeoe-
dud ja murtakse servad iiles. Kui suur
peab olema viljaloigatavate ruutude kiilg,
et karbi ruumala oleks suurim?

358. Mooda mone konservitoosi korgus
ja pohja 14bimoot ning leia, kui palju oleks

saanud plekki kokku hoida:

a) ihe sama ruumalaga konservitoosi
valmistamisel; Toon. 167

b) 100000 sellise konservitoosi valmis-
tamisel (vt. ndide 2).

359. "Mooda tikutoosi mootmed. Kui suur on tema ruumala?
Missugused peavad olema tikutoosi mootmed, et tema valmistami-
seks kuluks vdhim hulk materjali, eeldades, et toosi pikkus on tiku
pikkusega méidratud ja iihte toosi pandavate tikkude arv jaab
samaks? (Arvutuste holbustamiseks loeme toosi kesta ja sahtli
ristloike mootmed vordseteks.)

360. Kuidas tuleb valida silindrikpjulise (pealt lahtise) liitri
mootmed, et tema valmistamiseks kuluks vahim hulk plekki? '

361. Soovitakse valmistada 1000-liitriline silindrikujuline boi-
ler. Kiilje materjali ruutdetsimeeter maksab 50 kop., otste mater-
jali ruutdetsimeeter 1 rbl. Missuguste mootmete korral on boileri
materjalikulud vaikseimad? ;

362. Risttahukakujulise paagi pohjaks on ruut. Paagi pindala
ilma kaaneta on 108 dm? Missugused peavad olema paagi moot-
med, et paagi ruumala oleks suurim?

363. Tuleb valmistada pealt lahtine risttahukakujuline anum,
mille pohjaks on ruut ja mille ruumala on 32 . Millised peavad
olema anuma mootmed, et selle:valmistamiseks kuluks vdhim hulk
materjali? :

364. Soovitakse valmistada 100-liitriline risttahukakujuline
ruudukujulise pohjaga akvaarium. Kuidas tuleb valida akvaa-
riumi mootmed, et

a) punasest vasest servad maksaksid voimalikult vihe?

b) pohi- ja kiilgpind tuleksid voimalikult odavad?
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365. Aken koosneb ristkiilikust ja sellele asetatud poolringist.
Akna {imbermoot on p. Kuidas tuleb valida akna laius ja korgus,
et akent 1dbiv valgushulk oleks suurim?

366. Raamatu lehekiiljele soovitakse mahutada S cm? teksti
ja jatta selle iimber / cm laiused &ddred. Missugused mootmed
peavad olema lehel, et raamatu valmistamiseks kuluks voimalikult
vahe paberit? ' :

367. Lahenda eelmine iilesanne juhul, kui /=15 ja
S=196 cm?. Kui palju on voimalik kokku hoida paberit, kui raa-
matu lehekiiljel on teksti 11X17,8 cm?, raamatus on 400 lehekiilge
ja raamatu tiraaz on 30000 eksemplari?

368. Veeanum koosneb lahtisest silindrist ja selle otsa kinni-
tatud poolkerast. Missugused peavad olema selle anuma moot-
med, et tema valmistamiseks kuluks voimalikult vdhe materjali,
kui anuma ruumala on V m3?

369. Vordhaarse kolmnurga aluse ja korguse summa on .
Kolmnurk poorleb oma korguse iimber. Missugune seos peab olema
aluse ja korguse vahel, et tekkinud poordkeha ruumala oleks
maksimaalne?

TULETISE MOISTE KASUTAMINE VORRANDITE
LIGIKAUDSEL LAHENDAMISEL,

§ 69. VORRANDI LIGIKAUDNE LAHENDAMINE.

Lineaarsete ja ruutvorrandite lahendamine toimub kindlate
eeskirjade kohaselt ja tulemuseks saadakse alati tdpne lahend.

Naiteid.

1) 3x—1=7; 2) 2x2—3x+1=0;
3x=8: - 3:\;9—8;
8 4
T ey
X2—-T——2-.

Kui ruutvorrandi lahend avaldub irratsionaalarvuna, siis leides
ruutjuure kas algoritmi abil teatud tdpsusega voi kasutades tabe-
leid, saame ruutvorrandi lahendid ligikaudselt kiimnendmurdu-
dena.

Nédide.

2x24+x—2=0;
—1xVI1+16
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Siin on lahendid antud sajandiku tdpsusega.

Paljudel juhtumitel, eriti korgema astme vorrandite puhul,
pole aga voimalik anda vorrandi lahendamiseks kindlaid eeskirju.
Sel juhul kasutatakse vorrandi lahendamiseks nn. ligikaudseid
meetodeid.

Nende meetodite abil tdpsustatakse esialgseid proovimise teel
voi graafikult leitud ldhendeid.

Olgu antud nditeks vorrand

—3x—5=0.

Tahistame vorrandi vasaku poole f(x)-ga, s. t.

f(x) =x3—3x—35.
Kui' x=1, siis f(1)=-7;
" x=2; ) f(2)=_ 5
w X=3, ,, (3)=13.

Saadud tulemuste pohjal voib 6elda, et antud vorrandil on
iiks lahend 2 ja 3 vahel. Miks? Seega voib arve 2 ja 3 vaadelda
lahendi esimeste ldhenditena.

Kui lahendit pole vaja leida suure tidpsusega, siis voime oelda,
et vorrandi x®*—3x—5=0 lahendiks on x=2.

Kui soovime lahendit saada kiimnendiku tdpsusega, siis tuleks
proovida, missugune arvudest

242220 .12 2O

rahuldab koige paremini antud vorrandit.

On moeldav proovimise votet kasutada ka sajandike, tuhan-
dike jne. madramiseks, kuid arvutustehniliselt on see viga tiili-
kas.

Seetottu ongi tuletatud valemeid, mille abil saab vorrandi
lahendeid kergemini tapsustada.

§ 70. NEWTONI VOTE VORRANDI LAHENDI TAPSUSTAMISEKS.

Olgu antud vorrand f(x)=0, s. t. iilesandeks on maarata
funktsiooni y=f(x) nullkoht. Esitagu joonisel 168 kujutatud kover
funktsiooni y=f(x) graafikut. Tdhistame selle funktsiooni null-
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koha tidhega xo, mis aga tdhendab,
et xo on antud vorrandi tdpne lahend.
Oletame, et proovimise teel on
leitud antud vorrandi lahendi esi-
meseks lahendiks xi, s. t. xo=x;
ehk
Xo=X1+a,

kus @ on nn. parandus, mis néi-
tab ligikaudse lahendi erinevust tép-
sest lahendist.

Fetor. 1 968 ; Abstsissile x, vastab graafikul
punkt P;. Labi selle punkti koverale
tommatud puutuja moodustab x-tel-

jega nurga a;. Selle puutuja tous k2 =f"(x,) =tan a;. Puutuja ja
x-telje loikepunkt maédrab antud vorrandi lahendile marksa parema
ldhendi x; kui seda on x;.

Kasutades joonisel esitatud kolmnurka, voime kirjutada

) =tana
. -.t XI_x2 1
ja sii
e f(x1)
1=K = bana,
Et
5 tan a,=f"(x1),
S118
D f(x;)
Xo=X{— f,(xl)

Kui tahame saada veel tdpsemat lahendit, siis ehitame koveral
punkti Pa(x2; y2) ja ldbi selle punkti tombame puutuja, mis 16iku-
misel x-teljega madédrabki antud vorrandi lahendile tapsema
ldhendi x;. Et siin on probleem tédpselt samasugune nagu x, mda-
ramisel, siis voime kohe kirjutada, et

f(xz)
S Y T Y

X3

Kui ka sellest tédpsusest ei piisa, siis tuleb analoogilise motte-
kdigu abil leida jargmine ldhend:

Xy=X§+ s

N dide. Olgu tarvis leida vorrandi
S—x— 5 0

lahendi 6iged numbrid kuni tuhandlkem
Antud iilesandes on f(x) =x3—x—35. Proovimise teel leiame, et
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f(1)=—5 ja f(2) =1. Seega on lahend 1 ja 2 vahel. Olgu x;=2.
Newtoni votte rakendamiseks on vaja teada f(x) tuletist:
f’(x)=3x2—l._
Niiiid voime avaldada xs:

A ¢ SR e |
Xo= —f—,-(‘Q—)'—Z 1 ~1,909

Analoogiliselt leiame x; ja x4

2 L0 L i & !
x3=1,909 0.035 ~ 1,909 —0,005=1,904;

0,002 &
x4=1,904 — 0.878 =~ 1,904 —0,0002 = 1,904.
Et koik kohad kuni tuhandikeni jdid piisima, siis voime oelda,
et saadud lahend x=1904 esitab antud vorrandi lahendi 6iged
numbrid kuni tuhandikeni.

Ulesandeid.

370. Lahenda jargmised ruutvorrandid, leides lahendid sajan-
diku tdpsusega. ‘

a)=r—4al d) x®2—3x—3=0
b) 3x2=78 e) ¥°+x—8=0
c) 2,3x2—46,1=0 f) 2x2—5x+1=0

371. Leia, missuguste tdisarvude vahel on jargmistel vorran-
ditel lahend. - :

a) x*-3x—1=0 ‘d) B24x2-1=0
b) x¥—5x—10=0 e) x*—3x242x—1=0
c) x*+2,5x+40=0 f) x3+4+2x2—3x+1=0

372. Leia jargmiste vorrandite lahenditele tdisarvulised lahen-
did ja tdpsusta neid Newtoni vottega.

a) X*—4x+7=0 d) ¥¥+6x24+5=0
b) x3—6x+3,5=0 e) x*—2x+18=0
c) x3—2x—5=0 i) xt—x—4=0"

373. Vorrandi x3+px+g=0 lahendid on samad, mis vorran-
dil x¥3=—px—¢q. Seega on antud vorrandi lahenditeks funkt-
sioonide . i
y=x*jay=—px—q

graafikute 10ikepunktide abstsissid. Kasutades seda tosiasja,
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kontrolli tilesande 370 ja iilesande 371 kahe esimese vorrandi
lahendeid graafiliselt. '

374. Pane avaldises x®+bx2+cx+d tahe x asemele (x+a).
Missugune véartus tuleb anda a-le, et parast asendamist poleks
avaldises enam x2-ga liiget?

375. On antud vorrand x3—3x%242x—1=0, Teisenda selle vor-
randi vasak pool niisuguseks, et sealt puuduks x2-ga liige (vt.
eelmine iilesanne). Kas antud vorrandil ja saadud vorrandil on
ithesugused lahendid? Mille vorra need lahendid erinevad?

376. Lahenda vorrandid jargmise skeemi kohaselt:

1) kasuta ruutliikmest vabastamise teisendust;

2) leia saadud vorrandile ligikaudsed lahendid, kasutades
funktsiooni y=x® graafikut; :

3) tdapsusta saadud lahendeid Newtoni vottega sajandikeni.

a) x*+x2—1=0 . d) x¥4+3x2—x—3=0
b) x®*—6x2—10=0 e) x3—3,9x2—3,9x4+10,8=0
c) x3+2x2—3x+1=0 f) x3—4,2x2—12,6x+45,9=0

NEWTONI BINOOMVALEM.
§ 71. BINOOMI x+1 ASTMETE ARENDID.

Summa ruudu ja summa kuubi valemite jargi voime kirjutada:

(x+1)2=x2+2x+1;
(x+1)3=x343x24+3x+1.

Kasutades neid valemeid voime jatkata x+1 astmete vilja-
kirjutamist:.

(x+1)¢=(x+1)38(x+1) =x*+4x34+6x2+4x+1;
(x+1)5=(x+1)4(x+1) =x5+5x+10x3+ 10x2+5x + 1
jne. j :
Nende vorduste paremaid pooli nimetatakse lithidalt binoomi
x+1 astmete arenditeks.
Esitame binoomi.x+1 astmete arendite kordajad tabelina:

| R ST o S R R |

Seda tabelit nimetatakse Pascal’i kolmnurgaks.
Pascal’i kolmnurgast nideme, et binoomkordajate kohta keh-
tivad jargmised seaduspérasused:

-
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a) binoomkordajad asetsevad arendis siimmeetriliselt, s. t.
arendi algusest ja [opust vordsetel kaugustel asetsevate liik-
mete kordajad on vordsed;

b) esimese ja viimase litkme kordaja on I;

c) teise ja eelviimase liikme kordaja on vordne binoomi asten-
dajaga.

Edaspidi néditame, et need omadused kehtivad 1ga naturaal-

arvulise astenda]aga binoomi arendi kohta.

Ulesandefd.

377. Esita binoomide (x- }-l)6 (x+1)7, (x+1)8 arendid ja
tdienda nende kordajatega Pascal’i kolmnurka.

378. Leia Pascal’i kolmnurga abil, kuidas saab teise astme
binoomi arendi kordajate kaudu vélja kirjutada kolmanda astme
binoomi arendi kordajaid, kolmanda astme bioomi arendi kor-
dajate kaudu neljanda astme binoomi arendi kordajaid jne.

379. Sonasta Pascal’i kolmnurga“jatkamise reegel ja tdienda
selle abil Pascal’i kolmnurka binoomide (x+1)° ja (x+1)10 kor-
dajatega.

§ 72. FUNKTSIOONI {"(x) TULETIS.

f2(x) tuletis.
Et f2(x) =[f(x)P=f(x) - f(x), siis kasutame siin korrutise tule‘
tise leidmise eeskirja. Saame
[PP()Y =F (x) - F(x) +[(x) -] (x) =2[ (x) - [ (x).

b) fé(x) tuletis.
Kasutades eelmist tulemubt ja jallegi korrutlse tuletise leid-
mise eeskirja, voime kirjutada::

[P () =[2(x) - ()Y =[R()Y - F () +[2(x) - F'(x) =
=2f(x) - [ (x) - [ (x) +12(x) - ' (x) =3f*(x) - [’ (x).
c)y A tuletis
Leitud tulemuste pohjal voib oletada, et
" (x)Y =nf*-1(x) - ' (x).

Kasutame selle vorduse toestamiseks matemaatilise indukt-
siooni meetodit.
Oletame, et teatud naturaalarvu k& korral kehtib seos

[/ (%)Y =kf*=1(x) - ' (x).

Toestame niiiid, et
[fer1 () = (R+ 1) f*(x) - [/ (x).
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Et
P (%) =F4(x) - [ (x),

P Y =7 () « F)Y =174 ()T - F(x) +F*(x) -/ (x) =
=kfE1(x) < (x) - Fe) +2 (x) - (%) =
=(k+1)f*(x) - f'(x).
Et k=3 puhul see valem kehtib (vt. punkt b), siis toestatu

pohjal kehtib ta ka #=4 puhul. Kui valem kehtib aga k=4 puhul,
siis toestatu pohjal kehtib ta ka £=5 puhul jne.

Seega olemegi toestanud, et

~ siis

[ (x)} =nfr-1(x) - ¥(x).

Ulesandeid.

380. Leia jargmiste funktsioonide tuletised.

a) (x+1)5 f) (3x2+2x—1)6
b) (2x—3)7 g) (sinx+tanx)!®
c) (2—§x)6 h) (x+ 5 +x)"

d) (—4+3,72x)° i) (3cosx—2sinx)7?
) (x+1)» D (3x+3)

§ 73. BINOOMI (x+1)n AREND.

a) Binoomkordajate mddramine.

Tuginedes binoomi astmete leitud arenditele, voime analoogia
pohjal kirjutada n astme binoomi arendi korrastatud hulkliikmena
x astmete suhtes. Meil pole ainult teada, kuidas avalduvad arendi
kordajad astendaja kaudu. Nii voime kirjutada, et

(x+1)"=Cox*+Cix"~ '+ Cox"2+ (I)
+.. .+C,,-2x2+C,.-1x+C,,,
kus nn. bioomkordajad Co, Ci, Cz, ..., Cps, C,, C, tuleb

maarata. :
Binoomkordajate mairamiseks kasutame tosiasja, et esitatud
vordus peab kehtima x iga védartuse korral.

Kui x=0, siis
(0+1)*=Co-0"+C, - 0" 14C,- 0724
4+ ... 4+Cprs:-02+Cp—y - 0+C,
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ja siit
1n=C,, s. 1 et C,=il.
See tulemus on tdiesti kooskdlas varem vaadeldud juhtumi-
tega, kus binoomi arendi viimaseks liikmeks oli alati 1.
Jargmised kordajad médarame tuletise kaasabil. Selleks votame

vorduse (I) molemast poolest tuletise. Teades, et [(x+1)"] =
=n(x+1)"-1, saame uue vorduse

n(x+1)""1=nCex"-14+ (n—1)Cix"~2+4 (n—2) Cox"—34

= e A +2C,,_2x+Cn_1. (II)
Vottes niilid selles vorduses x=0, saame, et
Ci=th

~ Jéargmise kordaja mddramiseks votame tuletise vordusest (II),
saame

n(n—1) (x+1)"2=n(n—1)Cox" 2+ (n—1) (n—2)C\x" 3+
+ (n—2) (n—3)Cox™4+ ... +2C,-.

Kii x=0, 'siis

n(n—l)'

Cro2=—"3 /
—
Nii edasi talitades leiame, et

Cram2o=lD),

_ n(n=1)(n-2)(n—3) .
Cn-4—' 2.3.4 * ’

C = n(n=1)(n—=2)(n=3)-...-(n<k+1) .
b 2.3-4.... -k :

Sape o= 1
Cin=Co= Q.34 . . on =1

b) Faktoriaali moiste.

Jéarjestikuste naturaalarvude korrutist, milledest viikseim on
1, kirjutatakse iiles eri stimboliga, nn. faktoriaali abil.
Nii tdhistame g
1-2:3:4: ... “n=nl,

kus siimbolit n! loeme «n faktoriaal».
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¢) Binoomkordajate iildavaldis.

Laiendades binoomkordaja C,-, avaldises lugejat ja nimetajat
korrutisega

(n—k) (n—k—1)(n—k—2) - ...-2.1=(n—k)!,

saame
C._, - Mr=1)(n=2) (n=3)-...-(n—k+1) (k) (n—k=1) (n—k—2)-.. .- 2.1
o 2:3.4%... k(n=k)(n=k=T) (n=k=2) -...:2-1 :
Selle murru voime hoopis lithemalt iles kirjutada, kui kasutame
faktoriaali siimbolit:

n!
ki (n—k)!"

Seega oleme saanud binoomi (x+1)" arendi kordajate iild-
liikme, mis voimaldab leida koiki teisi bioomkordajaid, kui £=0,
e e

Cn—lz i

d) Binoomkordajate omadused.

Kasutades binoomkordajate iildavaldist, leiame binoomkorda-
jaq Cl, CQ, C3, sl Ck:

n! e (1) S0
Ci=Cha = (n—Dl(a—n+ Dl (a=1)1 b
n! n! n(n—l)
Co=Cr—(n—2y= n—)l(n—nt2)!  (n=2)1.21 2 °
% nl %5 nt .__n(n—1)(n—2),
Co==Cyi gy = (323U (a=3)Bl & 3! :
Ce=Cn—n—n= : g

(n—k)!(n—n+k)! — (n—k)1k!"
Vorreldes kordajat C, kordajaga C,-, ndeme, et

Ce=Cp.
Seega,

1° binoomi (x+1)" arendis on algusest ja l6pust vordsetel kau-
gustel seisvate liikmete kordajad vordsed. :

Siis on Co=Cn, C|=C,,_1, Cz=Cn—2 jne.

Eespool veendusime, et C,=1. Niiud teame, et C,=C,. Sellest
jareldub, et

2° binoomi (x+1)* arendts on esimese ja viimase liikme kor-
dajad vordsed iihega.

Nigime ka, et C,-,=n. Et aga C,-=C,, siis
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3° binoomi (x+1)" arendis on teise ja eelviimase liikme korda-
jad vordsed binoomi astendajaga.

e) Binoomi (x+1)” arend.

Esitame niiiid binoomi (x+1)” arendi, asendades méadramata
kordajad mairatud kordajatega.

n(n 1)

(x+])n_xn+nxn l+ xn—2+n(n_l)'(n_2) xn—3+
i +mx"—k+ +”‘” D eeqnxt1. (11T)
Ulesandeid.

381. 1) Esita binoomide (x+1)8 ja (x+1)'% arendid.
2) Esita binoomi (x-+1)8 arend juhul, kui x=2.
3) Esita binoomi (x+1)5 arend juhul, kui x=3.

§ 74. BINOOMI (a+b)n AREND.

Tuginedes (x+1)" arendile leiame niiiid (a+b)" arendi.
Lihtume samasusest

(a+6)n=[6(5+1)] =0 (3 +1)"
Eda}si rakendame valemit' (IIT):

e[ 5 4255

n(n~1)(n 2) ( )ﬂ 3 k'(nn!k)l( )n-k

L W,

n(n—l)(

% T) +”'7+1]'

Avades sulud ja taandades, saame

(

(a+b)r=ar+na*-b+ —— )an-2p2.4

+____‘__n(n & l;(n )a"‘3b3+ e +kl(nn_~k)‘ a"—“bk+

n(n—1)

8 a’bn—~24nabn-14bn,

e i

Viimast valemit nimetatakse Newtoni binoomvalemiks.

185



§ 75. NEWTONI BINOOMVALEMI OMADUSI.

Et Newtoni binoomvalemi kohaselt on binoomi (a+0b)" aren-
dis kordajad samad mis binoomi (x+1)" arendis, siis kehtivad siin
needsamad juba tdhele pandud omadused kordajate kohta.

1° Binoomkordajad on esitatavad Pascal’i kolmnurgana.

2° Binoomi arendi algusest ja lopust vordsetel kaugustel aset-
sevad kordajad on vordsed.

3° Binoomi arendi liikmete arv on binoomi astendajast iihe
vorra suurem. :

Vottes binoomvalemis a=b=1, saame, et

4° bioomkordajate summa on 2".

Kontrolli seda omadust!

Kasutades vordust (a—b)*=[a+ (—b)]", saame binoomva-
lemi vahe jaoks. Tee seda!

Vottes niiiid a=b=1, jouame omaduseni

5° paarituarvulistel kohtadel seisvate binoomkordajate 'summu
vordub paarisarvulistel kohtadel seisvate binoomkordajate sum-
maga. :

Kontrolli seda omadust!

Ulesandeid.

382. Esita jargmiste binoomide arendid.

a) (1—s)* d) (2—a)®
b) (p+4)° &) (3v+dy)°
o) (ut) 0) (224247

383. Leia jargmised astmed kuni neljanda kohani pérast
koma, kasutades selleks binoomi arendist vajalikku arvu liikmeid.

a) (1,1)® d) (0,95)°
b) (1,09)"2 e)’ (0,99)°
c) (1,002)1° f) (0,998)2°
384. Leia jargmised astmed,; kasutades Newtoni binoomvale-
mit. :
a) 29° c) (4+3)8 e) (a+b)*

b) 993 d) (6—52)° f) (a~b)*

§ 76. LIGIKAUDNE VALEM (1+x)n~1+nx.
Seame iilesandeks esitada funktsioon (1+4x)" ligikaudu
lineaarse funktsioonina, eeldades, et - n on naturaalarv ja x on
absoluutvidartuselt viike arv.
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Kasutades Newtoni binoomvale- y
mit voime kirjutada:
(1+x)"=14nx+ ... +x8
Et x on absoluutvidirtuselt viike

arv ja seega tema astmed veelgi
vaiksemad, siis voime kirjutada:
(1+x)*=14nx.
Funktsiooni y=(1+x)" graafi-
kuks on parabool, mis 1abib iga n
korral punkte (—1; 0) ja (0; 1)
(joon. 169). )
Leiame selle parabooli puutuja /

S —

J(X’U-A

s~s-~y-(74-x)3

tousu punktis (0; 1). Selleks aval- /
dame funktsiooni tuletise ja leiame "
selle védartuse, kui x=0: !
y=n(x+1)""1
% o Joon. 169.
L=o .

Seega on parabooli y= (1+x)" puutuja tous kohal 0 vordne
n-ga.

Sirge y=1+nx tous on samuti n ja ta 1dbib punkti (0; 1).
Seega on sirge y=14nx parabooli y= (14+x)" puutujaks kohal 0.

Kasutades valemit (1+x)?~1+nx, asendame punkti (0; 1)
ladhemas iimbruses parabooli kaare tema puutuja 16iguga.

§ 77. VALEMI (14x)n~1+nx VIGA,

Newtoni binoomvalemi kohaselt

(1+x)"=1+nx+a,
kus
a=Cox2+C3x3+. ..+ C,x".

Asendame siin koik x astmed x2-ga, siis
a< (C2+C3+ 3 .+Cn)x2.

Et binoomkordajate summa on 27, s. t.

C0+C1‘+. . .+Cn=2",
siis

a<(2"—n—1)x2

Suurendades x? kordajat 1 vorra, saame
a< (2"—n)x2.
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Seda vorratust kasutataksegi vea hindamiseks. Selle vorra-
tuse abil méaaratakse, missuguste x véartuste korral on ligi-
kaudne valem kasutatav.

‘Olgu meil néiteks ligikaudne valem

(1+x)6~1+6x.
Siin on
+ L < (28 =6)x2=58x2

Huvitagu meid, missuguste x véartuste korral annab valem
kolm oiget kiimnendkohta. Selleks tuleb lahendada vorratus

58x2<0,0005,

1<]/°L‘"’—5-' ~0,003.

kust

Ulesandeid.

385. Leia, missuguste x vaartuste korral annab

a) ligikaudne valem (l+x)*=1+4x kaks oiget kiimnendkohta,
b) ligikaudne valem (1+x)8~1+8x neli diget kiimnendkohta,
¢) ligikaudne valem (14x)5=1+5x kolm oiget kiimnendkohta.

FUNKTSIOONI DIFERENTSIAAL.
§ 78. FUNKTSIOONI DIFERENTSIAALI MOISTE.

Joonisel on esitatud funktsiooni y=f(x) graafik. Kohal x on
sellele graafikule tommatud puutuja. Teame, et selle puutuja tous
on vordne antud funktsiooni f(x) tuletisega, s. o. f'(x)-ga.

Olgu argumendi ¥ muuduks Ax, mille tagajérjel funktsioon
muutub Ay vorra. Joonisel on esitatud veel 16ik BC, mis on téahis-

tatud siimboliga dy. Kui Ax viaheneb,
c siis vaheneb ka erinevus Ay ja dy
y=ft0) vahel. Kiillalt vaikeste Ax korral on

6 s. t. funktsiooni muut on ligikaudu
vordne muuduga kuni puutujani.
/ e Suurust dy nimetatakse funkt-
/ 0 x x  siooni diferentsiaaliks.

Joonisel 170 esitatud kolmnurga
ABC abil pohjenda, et kehtib seos

Joon. 170. dy=f’ (x) - Ax.
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§ 79. FUNKTSIOONI y=x DIFERENTSIAAL.

Kui y=x, siis y’=1. Jarelikult
) dy=1-Ax.
Et y=x, siis dy=dx, millest jareldub, et
. dx=Ax.
Seega,
argumendi diferentsiaal on vordne argumendi muuduga.

Saadud tulemuse pohjal voib funktsiooni diferentsiaali esitada
kujus

dy =¥ (x)dx.

§ 80. FUNKTSIOONI DIFERENTSIAALI KASUTAMINE
LIGIKAUDSEL ARVUTAMISEL.

Nagu juba nimetatud, kasutatakse funktsiooni diferentsiaali
funktsiooni muudu ligikaudse véddrtusena. Seda pohjustab peami-
selt funktsiooni muudu avaldise keerukus vorreldes diferentsiaali
avaldisega. Toome moned ndited.

Ttai Funktsiooni Funktsiooni
Funkisioon muut diferentsiaal
1 _ 2xAx+(Ax)? Do
x2 x?(x+Ax)2? x3
Lt sin Ax dx

cos x - cos (x+Ax) cos?x

Kasutades seda tabelit, arvutame naiteks, kui suur on funkt-
siooni xiz muut, kui argument muutub véaartuselt 1 kuni vaartu-

seni 1,01.
Arvutame funktsiooni muudu:
2xAx+ (Ax)? :'2- 1-0,00+ (0,01)2 =0,0201 z0’0197.
AE+An? | - (1+000)2 ~ 1,0201
Ax=0,01
Arvutame funktsiooni diferentsiaali:
2dx " 2.00r
—=3 g =0,02.
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Nagu nédeme, erineb funktsiooni diferentsiaal funktsiooni
muudu vairtusest 0,0003 vorra, mis praktiliselt ei oma mingit
tahtsust. :

Ulesandeid.

386. Avalda jargmiste funktsioonide muut ja diferentsiaal.

1
2 e il
2y x d) i,
b) 4x2—3x+2 ejx—8
c) sinx 1yt +x?

387. y=x%—x. Leia Ay ja dy, kui x=2 ja Ax=1; 0,1; 0,01.

388. Leia funktsiooni y=sin x muudu ligikaudne véartus, kui
x muutub 30° kuni 30°1”. Millega vordub sin 30°1’? Vordle tule-
must tabelist saadava tulemusega,

389. Leia funktsiooni y=tan x muudu ligikaudne véartus, kui
x muutub 45° kuni 45°10’. Vordle tulemust tabelist saadava véar-
tusega. :

390. Leia ligikaudne vaartus: sin 60°3’, sin 60°18’, cos 45°2/,
cos 30°4”. Vordle tulemusi tabelist saadavate vaartustega.

391. Arvuta funktsiooni diferentsiaali abil:

V4,03, V25,1, V48,97, 1/0,98.



VI. INTEGRAAL.

§ 81. KOVERJOONSE TRAPETSI PINDALA (I).

Iga kinnise koveraga piiratud pinnatiikki (joon. 171) saab
tilkeldada nn. koverjoonseteks trapetsiteks. Need on tdisnurksed
trapetsid, mille iiks haar on koverjoon, ja kolmnurgad, mille iiks
kiilg on koverjoon. Et kolmnurka vo6ib vaadelda trapetsi erijuhuna
(iiks alus on kodunud nulliks), siis nimetataksegi neid kujundeid
iihise nimetusega koverjoonseteks trapetsiteks.

Paigutame koverjoonse trapetsi koordinaatteljestikku, nii nagu
naidatud joonisel 172.

SR
% o] =

Joon. 171. Joon. 172.

Et koverjoonsel trapetsil on iiks kiilg koverjoon, siis tuleb
trapetsi pindala defineerida piirvddrtusena, nii nagu me seda
ringi puhul tegime. '

Koverjoonse trapetsi koverjoonne haar on osa mingi funkt-
siooni y=f(x) graafikust. Trapetsi alused on seega f(x;) ja f(x2)
(joon. 173). Kui vordleme koverjoonse trapetsi pindala S rist-
kiiliku pindalaga f(xi)- *(x2—x1), siis S>F(x1): (xo—x1), kui [(x)
on selles vahemikus kasvav, ja S<f(x1) (xe—xy), kui f(x) on sel-
les vahemikus kahanev.

Joonisel 174 on antud koverjoonne trapets tiikeldatuna kitsama-
teks koverjoonseteks trapetsiteks. Kui neid vorrelda ristkiiliku-
tega, nii nagu joonisel 174 nididatud, siis antud koverjoonse tra-
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petsi pindala on ikkagi kas suurem voi vdiksem nende ristkiilikute
pindalade summast, kuid erinevus on juba marksa viiksem.

On ilmne, et mida kitsamateks koverjoonseteks trapetsiteks me
antud koverjoonse trapetsi jaotame, seda vdiksema vea me teeme,
kui ldhendame antud koverjoonse trapetsi pindala ristkiilikute
pindalade summaga.

Defineerimegi

koverjoonse trapetsi pindala on vordne temasse kujun-
datud ristkiilikute pindalade summa piirvddrtusega, kui
n—>oo:

S=lim [f(x;) (x2—x1) +f(x2) (x3—x2) +.. .+

n— oo
+f (xn—l) (xn —Xn—l)]'

Kandilistes sulgudes on summa, mille liidetavad erinevad iiks-
teisest ainult indeksite poolest. Sellist summat saab iiles kirjutada

lithemalt, kasutades selleks nn. summa marki

= lim Z f(xl er xx)

n—>00 j=
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Loeme: koverjoonse trapetsi pindala on vordne piirvdadrtusega
summast, mille liidetavaiks on korrutised f(x;) (xs1—x;), kus £
omab jdrjest tdisarvulisi vaadrtusi 1-st (n—1)-ni, kui n kasvab
tokestamatult.

Ulesandeid.

392. Esita jargmised summad summa margi abil.

a) f(x1) +[(x2) +F(xs) +](xa) +F(xs)

b) x1+x2ﬂ-x3+...+xn

C) X Axs X3+, 1t

d) (JC|+X2) 4 (X2+X3) - (X3+X4) +...4+ (x;,+xk+,)

a,+ a. az+a a4 a ik a
e) 12z+a24+ "!2'6+".+‘1_n_l2+n

393. Esita jargmised summad summa margita.

2

Mm

4
a) 2‘, (@i+by) b)

0) Zf—ﬁ ) |

d) (ﬁ+m+n f)
i=l1 =

.._
Il
0

=

/()P (Xe 41 —x1)

-~
-

a 'l

l [f(x.-) -;-f(x,-ﬂ) ]2

§ 82. PINDALA TULETIS.

Joonisel 175 on koordinaatteljestikus esitatud funktsiooni
=f(x) graafik ja sellel ordinaatloik kohal a. Olgu see 16ik
koverjoonse trapetsi iiheks aluseks, tema {iheks nn. ddrordi-
naadiks. Vottes niiiid x {ikskoik millise vaartuse, mis kuulub
antud funktsiooni f(x) méidramispiirkonda, ja kujutades sellel

4 y=1lx)
__y=ft

A4S (f(x+4x)
Ax

flx)

7Aa 0 X ) / 0 ¥

Joon. 175. Joon. 176.
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kohal ordinaatloigu, esitab see kOverjoonse trapetsi teist alust,
tema teist dirordinaati. Igale x vidartusele vastab niiiid kindel
koverjoonse trapetsi pindala (joon. 175). Seega voime oelda, et
koverjoonse trapetsi pindala on argumendi funktsioon.
Téhistades koverjoonse trapetsi pindala tidhega S, voime Kkir-
jutada, et S=S(x).
; Muutugu argumendi vadrtus x Ax vorra, selle tagajarjel muu-
tub koverjoonse trapetsi pindala AS vorra. Jooniselt 176 ndeme, et

f(x) Ax<AS<[(x+Ax)Ax.

Jagame need véartused Ax-ga. Et Ax>0, siis jddvad vorratuse
margid samapidisteks:

f(x)< <f(x+Ax) iy
Seega jddb suhe .%g vaartuste f(x) ja [f(x+Ax) vahele
(joon. 177). '
45
Ox
0 flx) flxsdx)
Joon. 177.

Kui Ax—>0, siis f(x+Ax)—+f(x). Et suhe :?78 jaab f(x) ja

f(x+Ax) vahele, siis ka %;*f(x

AS
Y = eef(x),
Av sl Ax
Vorduse vasakul poolel on funktsiooni S(x) tuletis. Seega,
8’ (x) =f(x).
Koverjoonse trapetsi pindala tuletis on vordne selle tra-
petsi ddrordinaadiga kohal x,
§ 83. ALGFUNKTSIOON.

Antud funktsiooni f(x) algfunktsiooniks nimetatakse
niisugust funktsiooni F(x), mille tuletis on vdrdne
f(x)-ga, s. t. F/(x)=1(x).

Olgu niiteks f(x) =3x2, siis F(x) =x3; kui aga
f(x) =cos x, siis F(x)=sinx.
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Funktsiooni x® nimetatakse funktsiooni 3x? algfunktsiooniks
ja funktsiooni sin x funktsiooni cos x algfunktsiooniks.

§ 84. MAARAMATA INTEGRAAL.

Funktsioonil 3x2 on aga veel teisi algfunktsioone peale x8.
Niiteks ka funktsioonide x3—3, x3+100 tuletised on vordsed
avaldisega 3x2. Uldiselt on koigi kujus x*+C avalduvate funkt-
sioonide tuletis 3x2, kus C on konstant, millel voib olla mistahes
reaalarvuline védirtus. Seda konstanti nimetatakse middramata
konstandiks.

Koigi niisuguste funktsioonide tuletised, mis on vordsed
costx-ga, avalduvad kujus sinx+C, kus C on mddramata kons-
tant.

Avaldisi 3+ C ja sin x+C nimetatakse vastavate algfunkt-
sioonide iildavaldiseks.

Et antud funktsioonil on algfunktsioone l16pmata palju, seda
saab ndidata ka geomeetriliselt. Nagu teada, tdhendab funktsiooni
tuletis geomeetriliselt tema graafiku puutuja tousu vastavas punk-
tis. Samal argumendi vdartusel on aga koigi niisuguste funktsioo-
nide nagu x3+ C voi sin x+ C graafikute puutujate tousud vordsed,
s. t. et algiunktsioonide graafikud on argumendi iga védirtuse
korral n. 6. paralleelsed. Joonisel 178 on esitatud iihe funktsiooni
algfunktsioonide graafikuid.

Vorduse S’(x)=f(x) tuletamine ei ole seotud kdoverjoonse
trapetsi esimese aluse asukohaga. Seetottu ei méaragi seos
S’(x) =f(x) koverjoonse trapetsi pindala funktsiooni S(x) iihe-
selt, sest ta sisaldab liidetavana iihe méairamata konstandi.
Koverjoonsete trapetsite pindalad erineva esimese aluse asu-
kohaga erinevad iiksteisest konstantse pindala vorra, mis on
vordne nende esimese aluse asukohtade vahelise koverjoonse tra-
petsi pindalaga. Joonisel 179 on esimene alus fikseeritud kohal
a; ja ap. Need kaks trapetsit erinevad teineteisest joonisel viiruta-
tud pindala vorra. Seni, kui esimese aluse asukoht pole fikseeri-
tud, on see konstant méairamata.

/ Z
s 7

0 é, a; 0 X %

¥

\
\\‘

N-

—

Joon. 178. Joon. 179,

18* 195



Tahistame funktsiooni f(x) algfunktsiooni F(x)-ga, siis on
algfunktsioonideks ka funktsioonid F(x) +C, kus C on mairamata
konstant. Avaldist F(x)+C nimetatakse iunktsiooni f(x) alg-
funktsioonide iildavaldiseks ehk middramata integraaliks. Siim-
bolites kirjutatakse see iiles jargmiselt:

[f(x)dx=F(x) +C,

mida loetakse «miadramata integraal funktsioonist f(x) on
F(x)+C» voi «mddramata integraal diferentsiaalist f(x)dx on
F(x)+C».
Nii kirjutame
f3x2dx=x3+C
ja
fcos xdx=sin x+C.

OUlesandeid.

394, Leia jargmistele funktsioonidele kolm algfunktsiooni.

. : 1
a) sinx c)-x £) T

, x? 1
b) 3 d) T f) sin%x
395. Lahenda médramata integraalid.
a) fo"’dx d) fi—;— , g) fx"dx
dx dx
b) fx2dx e) fé_\_/? h) f?{

d.
c) fxadx f) ;,% i) fsinxdx

396. Lahenda maddramata integraalid.

a) f4xdx d) f(x+sinx)dx
b) f—,_‘,—x2dx e) f(1+x’—2)dx
c) f%‘f}— f) f(sinx+cosx)dx
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397. Lahenda miidramata integraalid, teisendades enne
integreeritavat avaldist.

a) f(v}+1)(x—v}+1)dx d) f"“*'

Vu+1
1—2\2 2
o [ o [,
{1=%)"
o) e Lot s f) fl+2x

§ 85. MAARATUD INTEGRAAL.

Olgu koverjoonse. trapetsi esimene alus fikseeritud kohal
x=a. Niilid vastab igale argumendi vairtusele kindel kover-
joonse trapetsi pindala, s. t. et konstant, mis enne oli mddramata,
peab olema niiiid médaratav. Leiame selle.

Konstandil on niiiid tiks kindel vdartus so6ltumata sellest, mis-
sugusel argumendi véartusel on voetud teine alus. Valime koigist
voimalikest x vaartustest selle, millele vastavat pindala suurust
me teame. See on, kui teine alus {ihtib esimesega, s. t. kui x=a.
Siis on koverjoonse trapetsi pindala 0, s. t. et

F(a)+C=0

C=—F(a).

Mirgime integraali siimboli otste juurde need argumendi
viartused, millele vastavate ordinaatloikude vahel asub vaadel-
dav koverjoonne trapets. Neid vaartu51 nimetatakse ka integraali
rajadeks. Seega

ja siit

ff(x)dx=F(x)—F(a)

ehk
S(x)=F(x)—F(a).

Anname niiiid ka x-le kindla vaartuse. Siis peab vastava kover-
joonse trapetsi pindala avalduma samuti kindla vdartusena. Toe-
poolest, asendades viimastes vordustes x=»b, saame

b
[ 1) dx=F(6) =F(a),

ehk
S(b)=F(b) —F(a).

Integraale, milledel on fikseeritud rajad, nimetatakse midra-
tud integraalideks.
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§ 86. NEWTON-LEIBNIZI VALEM.

Seost
b

[ 1(x)dx=F (b) —F(a),

a

kus F’(x) =f(x), nimetatakse Newton-Leibnizi valemiks. See valem
annab mdédratud integraalide arvutamise eeskirja. Algfunktsiooni
jarel kasutatakse rajade markimiseks piistkriipsu. Nditeks

3 3

3
2 X
fxdx 3

1 1

mis tdhendab, et parabooli y=x? alune pindala argumendi vair-
tustele 1 ja 3 vastavate ordinaatloikude vahel on 8 gruutﬁhikut‘

Olesandeid.
398. Arvuta jargmised integraalid.

TR a
: d
) Ofxdx @ 6/‘.(3x2—x+l)dx e [ %

a 2,5
b [ed o [ (@e+nux b [ VE(1+ VE)dx
H i a !
3 2 : 3.2
c) fﬁxdx f) fx3dx i) f(x2+3x+——)dx
2 0 038

§ 87. KOVERJOONSE TRAPETSI PINDALA (II),

Eespool oleme kaht erinevat teed méoda joudnud koverjoonse
trapetsi pindalani. Joonisel 180 esitatud koverjoonse trapetsi
pindala avaldub piirvddrtusena

n—t
lim Z f (%)) (%41 —x3)
n—>00 ;T

(vt 1k. 192) ehk tdhistades vahesid x;;—x; lithemalt siimbo-
liga Ax;
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n-\;l
lim Z f(x:) Ax,.

n— 00 ;T

Sama pindala avaldus ka méaratud .integraalina

b
[ixax

Seega

b n—1
f Fx)dx= lim )| f(x)Ax
a n—3>00 =]

Selle seose tundmine osutub edaspidi vdga kasulikuks, sest
mitmed kiisimused, nditeks ruumala valemite tuletamisel, taan-
duvad niisugusele summa piirvadrtusele. Teades, et see on vordne
maéiratud integraaliga, jouamegi kiiresti vastuseni.

Viimasest vordusest tuleneb ka iitks omadus, mida méaratud
integraalide arvutamise juures tuleb arvestada siis, kui integree-
rimisrajade vahelises piirkonnas funktsiooni graafik 16ikab x-telge.
Nimelt, kui funktsiooni graafik on allpool x-telge, siis on funkt-

y y=f ) y v :
. /\’1 5 *o*
/

// ' -2

X
0 X X X XpagXy ¢

Joon. 180. Joon. 181.

siooni vaadrtused negatiivsed; kui funktsiooni graafik on iilalpool
x-telge, siis on funktsiooni vairtused positiivsed. Vastavalt sellele
tulevad negatiivsed voi positiivsed ka korrutised f(x;) - Ax;. Nende
korrutiste summaks ja selle summa piirvdartuseks saame siis mitte
selle kovera ja x-teljega médidratud pindalade summa, vaid vahe

3 3
xt 1_9 40
f’“”‘—T ol B Skt &
=) G
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Jooniselt 181 nédeme, et S%on positiivse osa pindala ja 2 nega-

tiivse osa,pindala. Nii et integreerimise tulemusena saame nende
pindalade vahe.

Juhul, kui funktsiooni graafik 16ikab x-telge, siis on otstarbekas
maéédrata pindala eraldi allpool x-telge ja {ilalpool x-telge ning siis
tulemused liita.

Olesandeid.

399. a) Leia kujundl.pmdala mida piiravad funktsiooni
y=x2—4x+5 graafik, x-telg ja sxrgedx 3 ja x=5.

b) Leia parabooliga y= = . sirgetega x=3 ja x=6 ning

%- teliega piiratud kujundi pmdala

400. a) Leia segmendi pindala, mille sirge y=2x+3 loikab
~ paraboolist y=x2.

b) Leia parabooli y=x2 segmendi pindala, kui-segmendi
korgus on 8.

401. Leia koveratega y=%x2 ja y=3—%2 piiratud pindala.
402. Leia koveratega y=x% ja y=vV/x piiratud pindala.

Kordamiskiisimusi.

403. Mis on kovera puutuja?

404. Mis on keha liikumise hetkeline kiirus?

405. Mis on funktsiooni tuletis?

406. Mis on funktsiooni ekstreemumid?

407. Kuidas leitakse antud funktsiooni miinimumkohta?

408. Kuidas leitakse antud funktsiooni kasvamispiirkond?

409. Kuidas leitakse antud funktsiooni nogususpiirkond?

410. Kuidas saab kindlaks teha, et ekstreemumkoht on mii-
nimumkohaks?

411. Missugust punkti nimetatakse kddnupunktiks?

412. Missugusele valemile vub Newtom vote vorrandi lahendi
tdpsustamiseks?

413. Esita Newtoni bmoomvalem

414. Mis tihendab siimbol 4!?

415. Kuidas avaldub funktsiooni f7(x) tuletis?

416. Nimeta Newtoni binoomvalemi omadusi.

417. Mis on funktsiooni diferentsiaal?

418. Mis on algfunktsioon?

419. Mis on maédramata integraal?

420. Mis on médratud integraal?
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VII. HULKTAHUKAD JA POORDKEHAD.
PRISMA.

Kédesoleva peatiikiga alustame stereomeetriliste, s. o. ruumiliste
kujundite ja nende omaduste kéisitlemist. Tunneme kiill juba pris-
mat, piiramiidi, silindrit, koonust ja kera, kuid niiiid seame ees-
margiks anda neile kehadele tdpne definitsioon, toestada nende
kehade mitmesuguseid omadusi ja osalt juba tuttavate pindala ja
runmala valemite kehtivust. :

§ 88. PRISMALINE PIND.

Olgu antud tasapinnal a kinnine murdjoon ABCDEA ja veel
sirge s, mis loikab seda tasapinda (joon. 182). Vaatleme niiiid
teist sirget ¢, mis 16ikab antud murdjoont ABCDEA ja on paral-
leelne sirgega s. Paneme sirge ¢ liikuma nii, et ta kogu aeg 16i-

Joon. 182. Joon. 183.

!

kab antud murdjoont ABCDEA ja on paralleelne sirgega s. Olles
ldbinud koik murdjoone 16igud on sirge ¢ kujundanud iihe pinna.
Seda pinda nimetame prismaliseks pinnaks (joon, 183).

Murdjoont ABCDEA nimetame prismalise pinna juhtjooneks
ja sirget / — moodustajaks.

201



§ 89. PRISMA.

Loikame prismalist pinda kahe paralleelse tasapinnaga, mis
pole paralleelsed moodustajaga. Saame kinnise pinna, millega
piiratud keha nimetatakse prismaks (joon. 184).

Seega,

prisma on keha, mis tekib prismalise pinna I6ikamisel
kahe paralleelse tasapinnaga, mis pole paralleelsed selle
prismalise pinna moodustajaga.

Prismat piiravat prismalise pinna osa nimetatakse prisma
kiilgpinnaks ja paralleelsete tasapindade osi prisma pohjadeks.

Joon. 184. Joon. 185.

Kui prismalist pinda l6ikavad tasapinnad on risti prismalise
pinna moodustajaga, siis tekkinud prismat nimetatakse piist-
prismaks (joon. 185), vastupidisel juhul aga kaldprismaks
(joon. 186). 2

Prismat piirav kinnine pind koosneb hulknurkadest. Niisugust
keha, mille pind koosneb hulknurkadest, nimetatakse hulktahu-
kaks; teda piiravaid hulknurki nimetatakse tahkudeks. Prisma
kiilgpind koosneb nelinurkadest. Neid nimetatakse kiilgtahku-
deks, pohju nimetatakse aga pohitahkudeks,

Ay

Joon. 186. Joon. 187.
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Sirgloike, mida mooda I6ikuvad prisma kiilgtahud, nimeta-
takse prisma kiilgservadeks ja sirgloike, mida mooda l6ikuvad
kitllgtahud pohitahkudega, pohiservadeks. Servade 15ikepunkte
nimetatakse prisma tippudeks.

Joon. 188. Joon. 189.

Prisma tippe tédhistatakse suurte tdhtedega. Nii nagu hulk-
nurki kirjutasime iiles nende tippude jargi (nelinurk ABCD), nii
kirjutame ka prismasid iiles nende tippude jérgi. Joonisel 187 on
esitatud prisma ABCDEA,B,C,D\E,. Lithemalt kirjutatakse ka nii:
prisma AE,.

Prisma pohjade vahelist ristloiku nimetatakse prisma kor-
guseks.

Kaht mitte iihel tahul asetsevat tippu iihendavat sirgldiku
nimetatakse prisma diagonaaliks. Niiteks on joonisel 188 prisma
diagonaalideks l1oigud AC,, BD,; CA, ja DB,.

Prisma kaks loikuvat diagonaali méiravad prisma diagonaal-
I16ike (joon. 189).

Mitu diagonaallbiget saab kujutada joonistel 188 ja 189 esita-
tud prismadesse?

Mitu diagonaali saab kujutada joonisel 185 esitatud prismasse?

§ 90. PRISMA OMADUSED.

1¢ Prisma kiilgtahud on réopkiilikud.

Prisma kiilgtahkudeks on nelinurgad. Nendel nelinurkadel on
vastaskiiljed paralleelsed: iiks paar vastaskiilgi (prisma kiilgser-
vad) on paralleelsed prismalise pinna konstruktsiooni pohjal, teine
paar vastaskiilgi (prisma pohiservad) on aga paralleelsed see-
tottu, et nad on kahe paralleelse tasapinna 16ikamisel kolmandaga
Le_}(lklim(;d loikesirgete 16igud. Seega on prisma kiilgtahud roop-

itlikud.
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2° Prisma pohjad on vordsed hulknurgad.

Et prisma pcohjade vastavaid tippe ithendavad 16igud AA,, BB,
jne. on:

a) paralleelsed (prismalise pinna konstruktsiooni pohjal),

b) vordsed (kui paralleelsete tasapmdade vahelised paralleel-

sete sirgete l16igud) ja

¢) samasuunalised,
siis saab prisma pohjasid rooplitkkke abil iihtimisele viia, sest nii
nagu tasapinnal, nii teisendub ka ruumis iga kujund réopliikkel
temaga vordseks kujundiks. Seega on prisma pohjad kongruent-
sed hulknurgad.

Piistprismat, mille pohjaks on korraparane hulknurk, nimeta-
takse korrapiraseks prismaks.

Prismat nimetatakse kolmnurkseks, nelinurkseks, iildiselt
n-nurkseks, kui tema pohitahud on vastavalt kolmnurgad, nelinur-
gad, n-nurgad.

Kiisimusi ja {ilesandeid.

421. Missugust pinda nimetatakse prismaliseks?

422, Missugust keha nimetatakse prismaks?

423. Nimeta prisma omadusi.

424, Missugust prismat nimetatakse pustprlsmaks>

» 425. Mis on prisma diagonaal? diagonaallGige?

426. Missugust prismat nimetatakse korrapiraseks?

427. Missugust hulknurka nimetatakse korrapiraseks?

428. Naita, et piistprisma kiilgserv on vordne tema korgu-
sega.

429. Niita, et piistprisma kiilgtahud on ristkiilikud.

430. Missuguse nurga moodustab piistprisma kiilgserv pohi-
servadega? Miks?

431. Joonesta kaldprojektsioonis kaldprisma, mille pohjaks
on ristkiilik kiilgedega 5 cm ja 6 cm ning mille korgus on 4 cm,
kui iilemise pohja iihe tipu normaalprojektsioon alumisele pdoh-
jale langeb selle diagonaalide 16ikepunkti ((o=60°; qg= ,i—,)

432. Joonesta korrapirase kuuetahulise prisma kaksvaade,
kui prisma pcéhiserv on 2,5 cm ja kiilgserv on 4 cm: a) kui lei-
dub esipinnaga paralleelseid pohiservi; b) kui ei leidu esipin-
naga paralleelseid pchiservi.

§ 91. ROOPTAHUKAS.

Prismat, mille pohjaks on roopkiilik, nimetatakse réoptahu-
kaks (joon. 1990).

Piistrooptahukat, mille pohjaks on ristkiilik, nimetatakse rist-
tahukaks (joon. 191).
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Joon. 190. Joon. 191.

Risttahukat, mille iihest tipust véljuvad servad on vordsed,
nimetatakse kuubiks (joon. 192).

Rooptahuka koik tahud on réopkiilikud, risttahuka kdik tahud
on ristkiilikud ja kuubi koik tahud on ruudud.

Rooptahuka neid kiilgtahke, millel pole iihiseid servi, nime-
tatakse vastastahkudeks, Nii on néiteks joonisel 190 tahud
AA,D\D ja BB,C,C vastastahkudeks.

|
!
i
|
| ISR e
, .

’
P

Joon. 192.

§ 92. ROOPTAHUKA OMADUSED.

1°-Rooptahuka vastastahud on paralleelsed.

Selle omaduse pohjendamine tugineb kahe tasapinna paralleel-
suse tunnusele: kaks tasapinda on paralleelsed, kui iihe tasapin-
na kaks loikuvat sirget on paralleelsed teise tasapinna kahe 16i-
kuva sirgega. Toesta see rooptahuka vastastahkude omadus!

2° Rooptahuka vastastahud on vordsed.

Réoptahuka vastastahud on roopkiilikud. Roopkiiliku diagonaal
poolitab roopkiiliku kaheks vordseks kolmnurgaks. Seega, kui
tahame toestada kahe roopkiiliku vordsust, siis tiikeldame kum-
magi roopkiiliku diagonaaliga kaheks vordseks kolmnurgaks ja
toestame vastavate kolmnurkade vordsuse.

Tuginedes kolmnurkade vordsuse lausetele voime sealt jérel-
dada roopkiilikute vordsuse tunnused. Niiteks: kaks roopkiilikut
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on vordsed, kui ithe roopkiiliku ldhiskiiljed on vordsed teise roop-
kiiliku 1dhiskiilgedega ja nurgad nende kiilgede vahel on vordsed.

Sellele lausele tuginedes saabki toestada rodptahuka vastas-
tahkude vordsuse. Tee sedal .

3° Rooptahuka diagonaalid 16ikuvad koik iihes punktis, mis
on iihtlasi nende poolituspunktiks.

Toestame selle omaduse, tuginedes joonisele 193.

Vaatleme diagonaali B\D ja tdhistame tema poolituspunkti
tdhega O. Nditame, et ka roéptahuka teised diagonaalid BD;, A,C
ja AC, labivad seda punkti O ja poolituvad selles punktis.

Rooptahuka servad BB, ja DD, on vordsed (miks?) ja paral-
leelsed (miks?). Seega on nelinurk BDD,B, ro6pkiilik. Selle réop-
kiiliku diagonaalideks on rooptahuka diagonaalid BD, ja B\D. Et
roopkiiliku “diagonaalid 16ikuvad ja loikepunktis poolituvad, siis
peavad diagonaalid BD; ja B;D loikuma punktis O, milles pooli-
tub ka diagonaal BD,.

Nelinurgad A,B8,CD ja B,C,DA on samuti roopkiilikud (miks?).
Neil mdlemal on iitheks diagonaaliks B;D, mis poolitub punktis O.

~

™~
o
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L\

Joon. 193. / Joon. 194.

Et roopkiilikute AB,CD ja B,C,DA teisteks diagonaalideks on vas-
tavalt AC ja AC,, siis peavad ka nemad ldbima punkti O ja seal
~ poolituma (miks?).
4° Nimetades risttahuka pohiservade ja kiilgservade pikkust
tema mootmeteks, saab Piitagorase teoreemile tuginedes néidata,
et
risttahuka diagonaali ruut vordub tema kolme mddtme
ruutude summaga

ehk, tuginedes joonisel 194 toodud tahistustele,

d?>=a%+b?+c?
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Et kuubi servad on koik vordsed, s. t. a=b=c, siis kuubi dia»
gonaal

d=aV/3,

kus a on kuubi serva pikkus.

Kiisimusi ja iilesandeid.

433. Missugust hulknurka nimetatakse roopkiilikuks?

434. Nimeta roopkiiliku omadusi.

435. Missugust roopkiilikut nimetatakse ristkiilikuks?

436. Nimeta ristkiiliku omadusi.

437. Mis on romb?

438. Nimeta rombi omadusi.

439. Mis on ruut?

440. Nimeta ruudu omadusi.

441. Tuginedes kolmnurkade vordsuse lausetele, soOnasta
roopkiilikute vordsuse tunnused.

442. Mis on rooptahukas? risttahukas? kuup?

443. Nimeta rooptahuka omadusi.

444. Sonasta risttahuka diagonaali omadus.

445. Sonasta koosinusteoreem ja siinusteoreem.

446. Leia risttahuka diagonaali pikkus, kui tema mo6tmed on:

a) lcm, 2 cm. ja 2 cm;
b) 6 m, 60 dm ja 700 cm;
¢) 8 dm, 90 cm ja 1,2 m.

447. Risttahuka pohiservad-on 7 dm ja 24 dm ning korgus
on 8 dm. Arvuta diagonaalloike pindala.

448. Risttahuka kiilgserv on 5 c¢cm, diagonaalldike pindala on
205 cm? ja pohja pindala on 360 cm? Leia pohiservad.

449. Korrapérase nelinurkse prisma pohja pindala on 144 cm?
ja korgus on 14 cm. Arvuta prisma dnagonaal

450. Arvuta korrapdrase nelinurkse prisma diagonaal, kui
pohja diagonaal on 8 cm ja kiilgtahu diagonaal on 7 cm.

451. Prisma pohjaks on korraparane kuusnurk kiiljega a.
Prisma kiilgtahud on ruudud. Leia prisma diagonaalide pikku-
sed ja diagonaalldigete pindalad.

452. Korrapdrases kuusnurkses prismas, mille kiilgtahud on
ruudud, pannakse tasapind 1abi alumise pohja iithe serva ja tema
vastas asetseva iilemise pohja serva. Pohiserv on a. Leia saadud
diagonaallGike pindala.

453. Leia kuubi diagonaalide vaheline nurk.

454. Risttahuka mootmed on 3, 4 ja 5. Leia diagonaalide-
vaheline nurk.
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455. Leia piistrooptahuka diagonaallGike pindala, kui réop-
tahuka korgus on vordne pohja lithema diagonaaliga ja pohi-
servad on 3,4 ja 5,7 ning nendevaheline nurk 62°10’.

456. Leia risttahuka diagonaalloike pindala, kui pdohiservad
on 182 cm ja 31,6 cm ning selle diagonaalloike diagonaalide
vaheline nurk on 32,1°.

457. Risttahuka diagonaal moodustab risttahuka servadega
nurgad a, p ja y. Toesta, et cos?a+cos? f+cos?y=1. Leia a, B ja
v, kui risttahuka mootmed on 8,5 cm, 7,2 cm ja 4,8 cm.

458. Risttahuka diagonaal moodustab iihe otspunkti juures
tahkudega nurgad a, B ja y. TGesta, et sin? a+sin? B+sin2y=1.

§ 93. PRISMA KULGPINDALA,

Prisma kiilgpindalaks nimetatakse tema kiilgtahkude
pindalade summat.

Piistprisma kiilgtahkudeks on ristkiilikud, mille {iheks kiiljeks
on pohiserv ja teiseks prisma korgus.
Niita, et

piistprisma kiilgpindala Sy, on vordne pohja iimbermdddu
ii, ja korguse h korrutisega, s. t.

Sk=ﬁp ® h

Kaldprisma kiilgpindala leidmiseks
Ioikame prismat tasapinnaga, mis on
risti kiillgservadega (joon. 195). Prisma-
lise pinna poolt sellest tasapinnast
eraldatud hulknurka nimetatakse prisma
ristloikeks,

Kaldprisma kiilgtahud on roopkiili-
kud. Vaadeldes Kkiilgservi roopkiiliku
alusena ja ristloike serva roopkiiliku
korgusena, saab néidata, et

kaldprisma kiilgpindala S, on vordne ristlike iimber-
moodu ii, ja kiillgserva | korrutisega, s. t.

Sk=ii -1

Tee seda!
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§ 94. PRISMA TAISPINDALA,

Prisma tidispindalaks nimetatakse tema kiilgpindala ja
pohjade pindalade summat.

Téhistades tdispindala siimboliga :é, ja pohja pindala siimbo-
liga S,, voime kirjutada

S,=S,+2S,

Kiisimusi ja iilesandeid.

459. Kuidas avaldub korrapédrase hulknurga pindala kiilg-
serva kaudu?

460. Kuidas avaldub kolmnurga pindala

a) kolme kiilje jéargi?
b) kahe kiilje ja nendevahelise nurga jargi?
c¢) iihe kiilje ja selle ldhisnurkade jéargi?

461. Kuidas avaldub rombi pindala

a) kiilje ja sellele vastava korguse kaudu?
b) diagonaalide kaudu?

462. Kuidas avaldub korrapdrase prisma kiilgpindala? tiis-
pindala?

463. Korrapidrase kolmnurkse piistprisma korgus on 12 c¢cm ja
pohiserv 3 m. Leia prisma tédispindala.

464. Risttahuka tdispindala on 1714 m2. Pohja ldhisservade
pikkused on 25 m ja 14 m. Arvuta kiilgpindala ja kiilgserv.

465. Kuubi diagonaal on 10 cm. Leia kuubi tédispindala.

466. Kolmnurkse piistprisma pohiservad on 6 c¢m, 7 cm ja
8 cm ning korgus 5 cm. Leia tdispindala.

467. Korrapdrase viisnurkse prisma pohiserv on 3 cm ja kor-
gus 4 cm. Leia tdispindala.

468. Kolmnurkse kaldprisma kaks kiilgtahku on teineteisega
risti; nende iihine serv on 24 cm ning asetseb teistest kiilgserva-
dest 12 cm ja 35 cm kaugusel. Arvuta prisma kiilgpindala.

469. Risttahuka pohiservad on 36 cm ja 15 ‘cm. Risttahuka
diagonaal moodustab pohitahuga 38°-se nurga. Leia risttahuka
kiilgpindala.

470. Piistprisma pohjaks on romb kiiljega 4 c¢cm ja teravnur-
gaga 36°15’. Leia prisma tdispindala, kui prisma korgus on vordne
rombi pikema diagonaaliga. .

471. Piistréoptahuka pohjaks-on romb, mille kiilje pikkus on
58 cm ja teravnurk on 63°. Rooptahuka pikem diagonaal moodus-
tab pohitahuga 52°-se nurga. Leia tédispindala.
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§ 95. RISTTAHUKA RUUMALA.

a) Olgu antud risttahukas R, modtmetega a, b ja ¢ ning rist-
tahukas R, mootmetega na, b, c, kus n on naturaalarv. Nagu joo-
nisel 196 ndeme, on risttahukas Ry saadav n risttahukast R,. Tahis-
tades esimese risttahuka ruumala V, ja teise oma Vs, voime Kkirju-

tada
V2=n . V}.
Seega,
kui risttahuka moode suureneb naturaalarv n korda, siis
suureneb ka tema ruumala n korda.

.b) Vaatleme niiiid korvuti risttahukaga R, risttahukat Rs, mille
mootmed on g- g;°b-ja‘e, kuss on positiivne murdarv (joon. 197).
Jaotame esimese risttahuka paralleelsete tasapindadega ¢ vord-

Ra

Ry
of F———--I £
/ b o b
b gt 3 :

Joon. 196. Joon, 197.

seks risttahukaks R4, mille mootmed on ;I-a, b ja c. Risttahukaid

R4 mahub risttahukasse R; tédpselt p tiikki. Tédhistades risttahuka
R; ruumala siimboliga V3 ja risttahuka R4 ruumala siimboliga Vs,
saame

V3=p . V4‘

_ Et risttahukaid Ry mahub risttahukasse R, parajasti ¢ tiikki,
siis
V; =q> Vq.
Avaldades sellest vordusest Vi:

1

v4-_-; WV
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ja asendades eelmises vorduses Vs saadud avaldisega, saame

V_g— Sy V =; V[.
Seega,
kui risttahuka moode suureneb murdarv —g korda, siis
-~
suureneb ka tema ruumala sama murdaryv I‘; korda.

c) Vaatleme niilid veel risttahukat R,
mille mootmed on ea, b, ¢, kus & on irratsio-
naalarv (joon. 198). Irratsionaalarvu saab /
ldhendada kuitahes suure tdpsusega ratsio-.
naalarvu abil. Olgu & mingiks ldhisvaartu-
seks puuduga e, ja liiaga g, s. t. g,<e<e,.

Seega sulgub risttahuka Rs ruumala Vs 353
oma. suuruselt risttahukate Rs, ja R ruum- |7
alade Vs, ja Vs, vahele: lj ! b
c
Vs, <Vs< V5. Joon. 198

Juhu b) pohjal teame, et
V5p=8p » V] ja V5'=81 . Vl
ja seega '
: g Vi< Vs<g - Vy. :
Teiselt poolt 1dhtudes vorratustest

g<e<e
saame
€p* V1<6" V1<8[ . Vl.

Et mdlemad vorratuste read jddvad kehtima, kui ¢, ja ¢ esitada
jarjest suurema arvu kohtadega pérast koma, siis
V5=8' V].

Kui risttahuka mdode muutub irratsionaalarvu ¢ kord-
seks, siis muutub ka risttahuka ruumala & kordseks.
Vaadeldud kolm juhtu v6ib kokku votta lausega:

kui risttahuka iiht moddet suurendada mingi arv korda,
siis suureneb risttahuka ruumala sama ary korda,

Sh '
risttahuka ruumala on vdordeline ithe oma mootmega, kui
teised mootmed ei muutu.

Olgu risttahuka mootmed a, b ja ¢, siis voime kirjutada, et
V==rkabc.
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Toepoolest, kui b ja ¢ ei muutu, siis
kbc=k, ja V=FRka;
kui a ja ¢ ei muutu, siis
kac=Fk; ja V=Fksb;
kui a ja b ei muutu, siis
" kab=ks ja V=~ksc.
Seega tuleb risttahuka ruumala valemi saamiseks mairata
vorduses V==kabc vordetegur k.
Et see konstant peab olema sama iga a, b ja ¢ védartuse korral,
siis mddrame & védirtuse niisuguse risttahuka abil, mille ruumala

me teame. Ruumala moo6tmise ithikuks on iihikkuup, s. o. niisugune
risttahukas, milles koik mootmed on vordsed {ihikuga, seega

l=k-1-1-1
ja siit-R=1;
Seega risttahuka ruumala

V=abc

Risttahuka ruumala on vérdne tema kolme mdotme kor-
rutisega

ehk, vaadates niiteks tahku mootmetega a ja b pohjana,

risttahuka ruumala on vordne pohja pindala ja korguse
korrutisega.

Ulesandeid.

472. Leia risttahuka ruumala, kui tema mootmed on

a) 1,03 m, 2,45 m, 0,67 m;
b) _3% cm, 5—;— cm, 7%cm
a

vi'

473. Risttahuka mootmed suhtuvad nagu 4:5:6. Risttahuka
taispindala on 592 cm2 Kui suured on risttahuka mootmed? Kui
suur on risttahuka ruumala?

474. Kahe risttahuka vastavad mootmed suhtuvad nagu m: .
Kuidas suhtuvad nende risttahukate tdispindalad? Kuidas suhtus-
vad nende risttahukate ruumalad?

475. Risttahuka mootmed suhtuvad nagu 1:2:3. Kui suured
peavad olema need mootmed, kui risttahuka ruumala on 1 mé.

476. Risttahuka diagonaalloikeks on ruut pindalaga 100 m?2.
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Leia selle risttahuka tdispindala ja ruumala, kui pShiservad suh-
tuvad nagu 3: 4.

477. Risttahuka mootmed suhtuvad nagu 12:16:21. Rist-
tahuka diagonaal on 87 cm. Kui suur on selle risttahuka ruumala?

478. 1,5 cm paksustest laudadest tehti kast, mille vilimised
mootmed on 1,6 m, 95 cm ja 50 cm. Kui palju kulus kasti val-
mistamiseks puitu ja kui suur on kasti sisemine ruumala?

479. Hobepaber (stannioolpaber) pikkusega 24 cm ja laiu-
sega 15 cm kaalub 6,561 grammi. Kui paks on see paber, kui
stanniooli erikaal e=7,29. ;

480. Risttahukakujulisest paagist pikkusega 4% m, laiusega

2,4 m ja Ak(')rgusega ]% m, mis on tdidetud veega, lastakse éra

joosta 96 hl vett. Kui korgel on niiiid paagis veesammas?

481. Viikese risttahukakujulise klaasvanni vilised mootmed
on: pikkus 8 cm, laius 5 cm ja kdorgus 4 cm. Klaasi paksus on
6 mm. Leia klaasvanni raskus ja sellesse vanni mahtuva elav-
hébe%aﬁkaal, kui klaasi erikaal e;=2,4 ja elavhobeda erikaal
es=1 Be S

482. Risttahuka mootmed on 3 cm, 4 cm ja 5 cm. Kui iga
tema serva suurendada x cm vorra, siis suureneb tdispindala
54 cm? vorra. Mitu korda suureneb ruumala?

483. Ristlahuka kolme tahu pindalad on 2 m? 3 m? ja 6 m2
Leia ruumala. :

484. Leia risttahuka ruumala, kui tema diagonaal moodustab
pohitahuga nurga «, suurema kiilgtahuga aga nurga B. Rist-
tahuka diagonaali pikkus on d. Uuri saadud valemit.

485. Risttahuka pohja diagonaal on d, pohja diagonaalide
vaheline nurk on a ning risttahuka suuremat pohiserva ldbiva
diagonaaltasapinna ja pohitahu vaheline nurk on B. Leia rist-
tahuka ruumala. Arvuta ruumala, kui d=7,5; a=43° ja p=>57°

§ 96. PUSTPRISMA RUUMALA,

a) Kolmnurkse piistprisma ruumala.

Joonisel 199 on risttahukas loigatud moéoda diagonaalldike
tasapinda kaheks osaks. Saadud kolmnurksetel piistprismadel on
pohjadeks vordsed tdisnurksed kolmnurgad ning: samuti on neil
kolmnurksetel piistprismadel vordsed korgused. Podrates iiht pool-
test, néditeks prismat DC, iimber serva CC, 180° vorra, on voima-
lik neid prismasid paralleelliikke abil {iksteise sisse asetades viia
iihtimisele, s. t. need kolmnurksed piistprismad on ruumvordsed.
Tahistame tihe kolmnurkse piistprisma ruumala V-ga, siis

2V =abc
ja

V=5abc.

DO

213



D c 0 »8
I
]
Af—r B 25 AN RU
|
|
i I8
D, —-—-————Cr ,Loy
£ & \\\\ "
A; > 81 Al ! ~ B, 1

Joon. 199.

Et % ab on vaadeldava kolmnurkse piistprisma pohja pindala

ja ¢ korgus, siis tidhistades pohja pindala S,-ga ja korguse h-ga,
saame :
V=S,-h.

Olgu niiiid kolmnurkse piistprisma pohjaks mistahes kolmnurk
(joon. 200). Loikame seda prismat niisuguse podhjadega ristuva
tasapinnaga, mis ldbib iiht kiilgserva ja on risti selle serva vas-
tastahuga. Saame kaks kolmnurkset piistprismat, mille pohjadeks
on tdisnurksed kolmnurgad. Tihistame antud prisma podhja pind-
ala S,-ga ja ruumala V-ga. Loikamise tulemusena saadud kolm-
nurksete prismade pohja pindalad tdhistame S,-ga ja S.-ga ning
ruumalad V,-ga ja Vj-ga. Siis

S,=51+8; ja V=V, +Va.

{34
Vl=Sl-h ja V2=Sz'h,
siis
V==S,-h+32'h=(81+82)h=8,,-h.
7 i
‘ B F\I ‘ ,I/
NI Tt
A i .
—’/L‘u
B, < ok
JNJ
D, \\UJNJ
A
Joon. 200. Joon. 201.
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V=S, h

Kolmnurkse piistprisma ruumala on vordne pohja pind-
ala ja korguse korrutisega. -

b) Piistprisma ruumala.

Olgu niiiid piistprisma pohjaks mingi hulknurk. Loikame seda
prismat niisuguste pohjadega ristuvate tasapindadega, mis on
médratud kahe mitte {ihel tahul asetseva kiilgservaga. Selle taga-
jarjel antud prisma tiikeldub kolmnurkseteks prismadeks
(joon. 201). Kolmnurkse prisma ruumala valemi tuletamisel kasu-
tatud mottekdiku jargides saab siingi nédidata, et

iga piistprisma ruumala on vordne pohja pi'ndala ja
korguse korrutisega.

Naita seda!
Kaldprisma ruumala valemi tuletame hiljem, kasutades selleks
piiramiidi ruumala valemit.

OUlesandeid.

486. Arvuta korrapidrase kuusnurkse prisma ruumala, kui
prisma koik servad on vordsed a-ga.

487. Arvuta korrapdrase kuusnurkse prisma ruumala, kui
prisma korgus on 12 m ja pohiserv 35 cm.

488. Piistprisma korgus on 1,8 m ja ruumala 0,54 m3. Leia-
prisma pohiservad, kui prisma -pohjaks on tédisnurkne kolmnurk,
mille kaatetite pikkused erinevad 70 cm vorra.

489. Leia nelinurkse piistprisma ruumala ja taxspmdala kui
prisma pohjaks on romb, millé diagonaalid on 8 cm ja 6 cm ja
kui prisma korgus on 10 cm.

490. Piistprisma pohjaks on vordkiilgne kolmnurk kiiljepikku-
sega 0,8 m. Prisma korgus on 1,5 m. Leia ruumala.
~ 491. Majale pikkusega 18 m ja laiusega 12 m on ehitatud
60°-se nurga all katus. Kui suur on p&oning? :

492. Pustprisma pohjaks on kolmnurk kiilgedega 6,5 cm,
7,2 cm ja 4,8 cm. Leia prisma ruumala, kui korgus on 60 cm?

493. Maantee rajamiseks tuleb ehitada teetamm, mille rist-
Ioikeks on vordhaarne trapets iilemise alusega 8 m, haardega
2,6 m ja korgusega 2,4 m. Mitu m® pinnast tuleb vedada kohale
niisuguse teetammi iga 10 m pikkuse 16igu ehitamiseks?

494. Kanal on alt 20 m ja vee pinnalt 25 m lai. Vee siigavus
on 3,5 m. Mitu kuupmeetrit vett voolab 1 tunni jooksul 1dbi kanali,
kui veevoolu kiirus on 40 cm sekundis?
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495. Risttahuka diagonaal d moodustab pohjaga nurga a.
Pohja diagonaali ja pohiserva vaheline nurk on B. Leia rist-
tahuka kulgpmdala tdispindala ja ruumala, kui B=21°30",
a=54°20" ja d=17,9 m.

496. Pustrooptahuka pohjaks on romb, mille vidiksem diago-

naal on d ja teravnurk on a. Rodptahuka korgus on E— Leia

rooptahuka tédispindala ja ruumala, kui d=25,8 ja a-—75°20'

497. Piistprisma pohjaks on kolmnurk ABC, mille kiilg
AC=38,1 dm, kiillg BC=34,8 dm ja nurk ABC=58°20". Prisma
kiilgserv vordub kolmnurga ABC kiiljele AB tommatud korgu-
sega. Arvutada prisma ruumala.

498. Piistprisma korgus =20 dm. Prisma poh]aks on ringi
timber kujundatud tdisnurkne trapets, mille teravnurk a=45°30";
ringi raadius r=6 dm. Arvuta prisma ruumala.

499. Piistprisma pohjaks on vordhaarne kolmnurk, mille haar
on a ja tipunurk a, Ulemise pohja tipust on tommatud vordsete
kulgtahkude dlagonaalld millede vaheline nurk on B. Leia prisma
tdispindala ja ruumala, kui a=97,84 cm; a=63°30" ja B=239°40’".

PUORAMIID JA TUVIPURAMIID.

§ 97. PURAMIIDILINE PIND.

Olgu tasapinnal « antud kinnine murdjoon ABCDEA
(joon. 202) ja viljaspool seda punkt 7.

\\\L
™
=) \
=~ <
o

Joon. 202. Joon. 203:
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Vaatleme sirget s, mis ldbib punkti T ja antud murdjoone
iiht punkti, nditeks punkti A. Paneme sirge s liikuma nii, et ta
kogu aeg loikaks murdjoont ABCDEA, kusjuures punkt T jdiks
paigale. Kui sirge s on ldbinud koik murdjoone ldigud, siis on ta
kirjeldanud pinna, mida nimetatakse- piiramiidiliseks pinnaks
(joon. 203).

Murdjoont ABCDEA nimetatakse vaadeldava piiramiidilise
pinna juhtjooneks ja sirget s moodustajaks.

Punkti T nimetatakse piiramiidilise pinna tipuks. Tipp jaotab
piiramiidilise pinna kaheks vordseks ruuminurgaks.

§ 95. PORAMIID.,

Loikame piiramiidilist pinda tasapinnaga B, mis ei 1dbi tippu
ja mis pole paralleelne piiramiidilise pinna moodustaja iihegi
asendiga. Piiramiidiline pind moodustab koos selle tasapinnaga B
kinnise pinna. Saadud kinnise pinnaga piiratud keha nimetatakse
piiramiidiks (joon. 204). Seega,

piiramiid on keha, mis tekib piiramiidilise pinna Idika-
misel niisuguse tasapinnaga, mis ei ldbi tippu ja mis
pole paralleelne piiramiidilise pinna moodustaja iihegi
asendiga. '

2

Piiramiidi piiravat piiramiidilise pinna osa nimetatakse piira-
miidi kiillgpinnaks. Kiilgpind koosneb iihise tipuga kolmnurkadest,
milliseid nimetatakse piiramiidi
kiilgtahkudeks. Kiilgtahkude iihist
tippu nimetatakse piiramiidi ti-
puks. Peale kolmnurkade on piira-
miidi piiravas kinnises pinnas
veel iiks hulknurk, mida nimeta-
takse piiramiidi pohitahuks ehk
pohjaks. Sirgloike, mida mooda
loikuvad kiilgtahud, nimetatakse
piiramiidi ~ kiilgservadeks ning
sirgloike, mida mooéda l6ikuvad
kiilgtahud ja pohi, piiramiidi
pohiservadeks.

Piiramiidi tipust pohitahule
tommatud ristloiku nimetatakse
piiramiidi korguseks. Korguse ja
pohja iihist punkti nimetatakse
korguse aluspunktiks.

Piiramiidi tipu ja pohja diago-
naali poolt méairatud tasapinda
nimetatakse piiramiidi diagonaal-
tasapinnaks. Diagonaaltasapin- Joon. 204.
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