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Abstrakt

Black holes, horizons and tetrads in New General Relativity

Due to General Relativity’s (GR) age as a theory, many coordinate systems have been developed
for it, each of which is specialized for some particular application. However, extensions of GR
often lack these coordinate systems, as the GR ones are not trivially generalizable. In this thesis,
we seek to develop such coordinate systems for New General Relativity (NGR), specifically in
the context of black hole analysis and taking inspiration from known systems in GR. By making
use of such coordinate systems, one may gain better insights into the geometric properties of
black holes, such as the properties of horizons. In addition, one may analyze the mathematical
properties of the tetrad of the black hole spacetime, which, as the basic dynamical object of
NGR, opens up more avenues of research into black holes in NGR. We develop three coordinate
systems for 1-parameter NGR, based on the Kruskal-Szekeres (KS), Eddington-Finkelstein (EF)
and Gullstrand-Painlevé (GP) coordinates from GR. We find that the IPNGR version of the KS
metric can be obtained both through a coordinate transformation of a known Schwarzschild-like
solution and also from a completely new “KS-like” solution, the tetrad of which is non-singular
at the horizon under a certain choice of parameters. However, this solution is asymptotically
complex and therefore the corresponding spacetime cannot be defined on the entire coordinate
space. For the EF and GP coordinates, we find that the same is possible, but the new tetrads
do not satisfy the field equations, except for zero-mass cases. In addition, the tetrads in these
coordinates are inevitably singular at the horizon. Due to the possibility of these coordinate

transformations, all systems present a Killing, Cauchy, and apparent horizon at r = 2.

CERCS: P190 - Mathematical and general theoretical physics, classical mechanics, quantum

mechanics, relativity, gravitation, statistical physics, thermodynamics.

Keywords: Modified gravity, teleparallel gravity, black holes, coordinate transformations.



Mustad augud, horisondid ja tetraadid uues iildrelatiivsusteoorias

Uldrelatiivsusteooria (URT) vanuse iiks tagajirgedest on, et selle viljavorrandite lahendamiseks
ning lahendite kirjeldamiseks on loodud mitmeid erinevate otstarvetega koordinaatsiisteeme.
Samas pole iildiselt voimalik sama viita URT-jirgsete teooriate kohta. Lisaks pole URT raames
loodud koordinaadid muutmata kujul sobilikud nendes teooriates kasutamiseks. Kéesoleva to6
eesmirk on luua uued koordinaatsiisteemid kasutamiseks uues iildrelatiivsusteoorias (UURT),
tdpsemalt mustade aukude analiilisi otstarbeks ning vottes aluseks moned teadaolevad koor-
dinaadid URT-st. Selliste koordinaatide abil on vdimalik saada terviklikum iilevaade musta-
de aukude geomeetrilistest omadustest, nt. horisontidest. Samuti saab analiilisida musta augu
aegruumi tetraadi, mis on UURT diinaamiline alusobjekt ja seega voib valgustada uusi suundi
mustade aukude analiitisimisel UURT-s. Selles t66s konstrueerime kolm koordinaatsiisteemi
nn. 1-parameetri UURT-s, mis pohinevad URT-st tuntud Kruskal-Szekeres’i (KS), Eddington-
Finkelstein’i (EF) ning Gullstrand-Painlevé (GP) koordinaatidel. Leiame, et KS meetrika ana-
loogi 1PUURT:-s v&ib tuletada nii teadaoleva Schwarzschildi-sarnase lahendi koordinaatteisen-
dusest kui ka tédiesti uuest ,,KS-sarnasest* lahendist, mille tetraad on kindla lahendi parameet-
rite valikuga horisondil mittesingulaarne. Samas on see lahend asiimptootiliselt kompleksne,
mistottu pole sellel pdhinevat aegruumi véimalik kogu koordinaatruumis defineerida. EF ja GP
koordinaatide puhul leiame, et ka nende meetrikaid saab kahel viisil leida, kuid uued tetraadid
ei rahulda teooria viljavorrandeid, v.a. massita juhul. Lisaks on nendes koordinaatides tetraadid
horisondil alati singulaarsed. Kuna kdik lahendid on seotud koordinaatteisendustega, siis on

koigil Killingi, Cauchy ja niiline horisont kohal » = 2.

CERCS: P190 - Matemaatiline ja iildine teoreetiline fiiiisika, klassikaline mehaanika, kvant-

mehaanika, relatiivsus, gravitatsioon, statistiline fiiiisika, termodiinaamika.

Marksonad: Modifitseeritud gravitatsioon, teleparalleelne gravitatsioon, mustad augud, koor-

dinaatteisendused.
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Sissejuhatus

Uks iildrelatiivsusteooria (URT) kdige tuntumaid ning omapirasemaid ennustusi on mustade
aukude olemasolu - objektid, mille gravitatsioon on nii tugev, et see vOib ka valguse endasse
tdommata. Kuigi esimene neid kirjeldav URT lahend tootati vilja Karl Schwarzschildi poolt
(mis sai ka tema nime), siis nende olemasolu Kinnitati alles aastal 1972 [1]. Alates 1960ndatest
on mustade aukude uurimine olnud pidevalt aktiivne. Nt. avastati, et mustadel aukudel voib
olla elektrilaeng ning need voivad ka poorelda [2]. Samuti ilmes, et Schwarzschildi lahend on
sobilik ka muude kehade, nt. tdhtede, kirjeldamiseks.

Musti auke iseloomustav omadus on horisont. Uldiselt kujutatakse seda kui piiri, millest
sisse langenud keha voi valgus kunagi vilja ei saa, kuid nt. poorlevate ning laenguga mustade
aukude uurimine on nididanud, et mustal augul on mitu horisonti, mis ainult kindlatel juhtudel
kokku langevad. Igal horisondil on erinevad omadused, mistdttu on mustast august tervikliku
pildi saamiseks vaja neid koiki eraldi uurida. Kdige tuntum, nn. stindmuste, horisont asub
Schwarzschildi lahendis kaugusel r;, = 2G'M/c* musta augu keskpunktist, kus M on musta
augu mass. Samuti on selle puhul tegemist nn. koordinaatsingulaarsusega. Nagu nimetus viitab,
on see seotud koordinaatidega ning URT avaldamisest ei ldinud kaua, et see fakt avastataks
[3]. URT jaoks on niiiidseks teada mitu koordinaatsiisteemi, mis eemaldavad Schwarzschildi
lahendi koordinaatsingulaarsuse. Nende abil on Schwarzschildi lahendit d4drmiselt pohjalikult
uuritud, kuid URT-st vilja kasvanud teooriatele need ilma muutusteta ei laiene, mis motiveerib
uute koordinaatsiisteemide vilja tootamist.

Kuigi URT on empiiriliste ennustuste suhtes Airmiselt edukas teooria, on sellel siiski ndrgad
kohad, mistottu on sajandi jooksul alates selle avaldamisest vilja tootatud palju edasiarendusi
ning alternatiivseid teooriaid, sealhulgas ka Einsteini enda poolt. Uks nendest on nn. tele-
paralleelne formalism, mille pakkus Einstein vilja katsena tihendada gravitatsioon ning elektro-
magnetism. See katse luhtus, kuid moned aastakiimned hiljem taaselustati teleparalleelsuse idee

alternatiivina URT-le. Sellest alates on teleparalleelseid teooriaid laialdaselt uuritud. Nagu ka



teised URT alternatiivid, on iiks téhtis uurimissuund URT empiiriliste ennustuste jiljendamine
ning iiletamine. Sellel eesmirgil on palju erinevaid teleparalleelseid teooriaid vélja arendatud
ning iiheks potentsiaalseks URT-i asendavaks teooriate klassiks on osutunud uus iildrelatiivsus-
teooria (UURT), mis to6tati vilja 1970ndate 16pus [4]. Kuna UURT on seega iipris vana, on
mitmeid selle omadusi juba uuritud, néiteks gravitatsioonilaineid [5, 6], post-Newtoni piiri [7],
potentsiaalseid ebastabiilsusi [8] ning viljateoreetilist Iihenemist [9].

Selle t66 eesmirk on kasutada tuntud koordinaatsiisteeme URT-st, et todtada vilja uusi
lahendeid iihe UURT erijuhu, nimega 1-parameetri UURT (1PUURT), jaoks, mis jagavad oma
aluseks olevate koordinaatsiisteemide peamisi omadusi, nt. horisondi koordinaatsingulaarsuse
puudumine. Samuti saame neid vorrelda olemasoleva sama teooria lahendiga, mis on analoog
Schwarzschildi lahendile. T60 esimeses osas tutvustame hiljem kisitletavate fiilisikaliste ning
matemaatiliste objektide olemusi ning nende kdesoleva uurimisteema kontekstis tdhtsamaid
omadusi. Samuti toome sisse t66s kasutatavate koordinaatsiisteemide URT erijuhud. Teises
osas arvutame nende koordinaatsiisteemide eeskujul vilja mdned erinevad 1PUURT lahendid,
mis saavad musti auke kirjeldada. Kolmandas osas uurime neid lahendeid ldhemalt, fookusega

vastavate aegruumide tetraadide ning horisontide omadustel.



Sonavara

Jiargnev sonavara pohineb peamiselt allikatel [10] ja [11].

Koordinaadid ning iihikud selles t60s lihtuvad esialgu sellest, et koik kisitletavad aegruu-
mid on sfédriliselt siimmeetrilised. Kasutame sama siimmeetriaga koordinaate, mistdttu saame
koikides koordinaatsiisteemides kasutada samu nurgakoordinaate: polaarnurk i) ning asimu-
taalnurk . Aja- ning radiaalkoordinaadid muutuvad vastavalt kasutatava koordinaatsiisteemi
eripdrale. Samuti kasutame geomeetrilisi tihikuid, kus valguse kiiruse vaakumis ning Newtoni
gravitatsioonikonstandi vdirtused on (iihikuta) 1, ehk ¢ = G = 1. Selle valikuga on arvutused
oluliselt lihtsamad ning tulemusi saab alati dimensionaalse analiiiisi abil SI iihikutesse tagasi
teisendada. Viimaks on gravitatsioonifiilisikas voimalik valida, kas ajasarnase vektori pikkus
on negatiivne ja ruumisarnase oma positiivne voi vastupidi, kusjuures valikud on fiiiisikaliselt
ekvivalentsed. Edaspidi médrame ajasarnase vektori pikkuse negatiivseks, mis vastab meetrika
signatuurile (—, +, +, +).

Einsteini summeerimiskokkulepe on tensorvorrandite kirjutamisviis, mille raames summee-
rimisindeksitele vastavad summeerimismérgid jdetakse kirjutamata. Selle asemel on ,,paaris,
ehk kaks sama tidhega indeksi, iiks iileval e. kovariantne, teine all e. kontravariantne, loetud
summeeritavaks, ning ,,paaritud,* ehk koik teised indeksid, on vabad. Nt. kirjutatakse Cartesiuse

koordinaatides kahe vektori skalaarkorrutis jairgmiselt:
a'b:Zaib"Eaibi, (D

kus a; ja b’ on (kaas)vektorite komponendid. Selles niites on s summeerimisindeks ning vabasid
indekseid ei ole. Selles to0s eristame ka koordinaatindekseid, mis tdhistavad aegruumi koordi-
naate ja milleks kasutame kreeka tédhti, ning Lorentzi indekseid, milleks kasutame ladina téhti.
Tetraad on n-dimensioonilisel muutkonnal asuv n vektorvilja kogumik, mis igas muutkonna

punktis miirab sealse puutujaruumi vektoritele baasi. Tetraadide abil on seega vdoimalik iildisel



viisil erinevaid puutujaruumi baase kujutada. Fiiiisikaliselt mingib tetraad teleparalleelsetes
teooriates gravitatsioonivilja geomeetrilise kirjelduse rolli, nagu meetrika URT-s. Selles to0s
kasutame kaasvektori kujul tetraade, mille iildine kuju on 6% = 0, dz".

Meetrika g,,, on teist jirku siimmeetriline tensor, mis Kirjeldab aegruumi geomeetriat. Uldiselt
on meetrika komponendid koordinaatide funktsioonid. Teleparalleelsetes teooriates moodusta-
takse suvaline meetrika Minkowski meetrika pohjal vastava tetraadi valikuga (kusjuures see

valik ei pruugi olla unikaalne). Soovitav meetrika arvutatakse jargmiselt:

G = nabgauebm (2)

kus Minkowski meetrika on selles toos kujuga n,, = diag(—1, 1, 1, 1). Sageli on kasulik esitada

meetrika ka joonelemendi kujul:
ds® = Gudatdr” = nabeaeb, 3)

Selles t60s kasitleme meetrikat joonelemendina voi maatrikskujul komponentidena ning jdatame

baasivektorid kirjutamata. Defineerime ka podordmeetrika ning meetrika determinandi:

(g)", g =det(gu). (4)

g
Viimaks on meetrika tédhtis indeksite tostmisel ja langetamisel teistes objektides:
At =g A, A, =g.A". (5)

Viidne 7%, on teleparalleelsetes teooriates, nagu UURT, gravitatsioonivilja tugevust kirjeldav
matemaatiline objekt. Geomeetriliselt mdddab see, kui palju jddb kahe vektori tiksteist méoda

transportimisel tekkiv roopkiilik avatuks (vt. joonis 1). Uldiselt koosneb viine kahest osast:
Taw/ = aueal/ - augau + wabuebu - wabugbua (6)

kus 9, = % tdhistab siin ja edaspidi osatuletist koordinaadi z* suhtes ning w“y,, on nn. spinn-
seostus, mis hoiab vididnde Lorentzi teisenduste all invariantsena. Konkreetse spinn-seostuse
valik on teleparalleelsete teooriate kalibratsiooni valik ning selles t60s valime nn. Weitzenbocki

kalibratsiooni, kus w?,, = 0.



\3 Ta;u/

The non-closure of parallelograms formed when two The rotation of a vector transported along a closed

vectors are transported along each other is given by the curve is given by the curvature: General Relativity.
torsion: Teleparallel Equivalent of General Relativity.

Joonis 1: Viinde ning kdveruse geomeetriline tihendus. Pohineb joonisel allikast [12].

Seostuse kordajad I'”,, on funktsioonid, mis mééravad, kuidas ortonormaalne baas muutub
punktist punkti muutkonnal. Seostus méirab {ildiselt aegruumi kdveruse, vddnde ning mitte-
meetrilisuse. Kus selles t60s on seostuse kordajad otseselt vélja toodud, siis peame silmas Levi-

Civita seostuse kordajaid (nn. Christoffeli siimboleid), mis on iiheselt defineeritud kui

1
Fp/u/ = égpa (augau + 8p,gcw - 6(19/11/) . (7)

Rohutame, et sellel seostusel ei ole vddnet ega mittemeetrilisust. Toos tldiselt kisitletaval
seostusel on aga viine, ehk see ei ole Levi-Civita seostus.

Kovariantne tuletis (liihidalt kov. tuletis) V,, kus indeks p tdhistab koordinaati z#, mille
suhtes tuletis vOetakse, on osatuletise iildistus, mis vOtab arvesse aegruumi geomeetriat tensorite
muutumisel. Uldise tensorvilja A, millel on p kontravariantset ja ¢ kovariantset indeksit, on:

KA... KA... K ogA... A KO...
V,A ap.. = 0,A aﬁ,,_+\F on A7 g F TG A 0

J/

indeksit . > e
pindeksit o i geksit p liiget
A A ®)
o KA. o KA.
e P e R T
N ~~ e
q liiget

Selles t60s kasutame Levi-Civita seostusega konstrueeritud kov. tuletist, mistdttu on vastav
operaator vaid meetrika komponentidest soltuv. Paneme ka tdhele, et skalaari puhul on kov.

ja osatuletis vordsed, e. V, A = 9, \.



Lie tuletis £ x A on operaator, mis mdddab, kuidas tensorvili A muutub vektorvilja X = X*0,

suunas. Uldise tensorviilja Lie tuletise saab kirja panna kujul

(ACXA)MIWHTV - :XpapA/“muer--'Vr

1.V

N apXulApug...uermyr - = 8pXM1AM1---Mr71/’V1mVT (9)

+ O XP A o o O XPAR

Killingi vektor on vektorvili, mille suhtes on meetrika Lie tuletis 0, ehk kui

ﬁXguu = V}LXV + VVXM = 07 (10)

siis X on Killingi vektor. Killingi vektorid médravad liikumiskonstante geodeetilistel trajek-
tooridel, nt. URT Schwarzschildi lahendis on aja vektorvili 0, Killingi vektor, millega seotud
liikkumiskonstant on energia.

Lamberti W funktsioon JV(z), kus z on kompleksarv, on iildiselt kompleksvairtuseline funkt-
sioon, mis on defineeritud kui f(W) = We" poérdfunktsioon [13]. Wolfram Mathematica
stintaksis kirjutatakse seda funktsiooniga ProductLog|z].

Levi-Civita siimbol ¢,,,, ., on matemaatiline objekt, mille védrtuse n-dimensioonilises vek-
torruumis midrab naturaalarvude 1,2, ... n permutatsiooni mirk. See tihendab, et Levi-Civita

stimboli voib defineerida jirgmiselt:

)
+1 kui (ay,as,as,...,a,)on (1,2,3, ... n) paarispermutatsioon,

8a1a2a3...an -

—1 kui (ay,as,as,...,a,)on (1,2,3,...,n) paaritu permutatsioon, (11)

0 muudel juhtudel.
\

Et saada sellest kovariantne tensor, tuleb Levi-Civita siimbol korrutada ruutjuurega meetrika

determinandist. Toome vilja niite neljas dimensioonis:

g;wap =V |g|5uuap~ (12)

10



1 Teoreetiline iilevaade

Selles peatiikis anname iilevaate t60s késitletavatest matemaatilistest ning fiitisikalistest objekti-
dest. Alapeatiikis 1.1 kirjeldame musti auke ning nende peamisi fiiiisikalisi/matemaatilisi oma-
dusi. Alapeatiikis 1.2 tutvustame lihemalt 1PUURT-i ning alapeatiikis 1.3 peatiikis 2 kasuta-
tavaid koordinaatsiisteeme: Kruskal-Szekeres, Eddington-Finkelstein ning Gullstrand-Painlevé
koordinaadid. Viimaks tutvustame alapeatiikis 1.4 allikas [14] leitud IPUURT Schwarzschildi

lahendi analoogi, mida kasutame peatiikis 2 koordinaatteisenduste arvutamiseks.

1.1 Mustad augud ning horisondid

Mustad augud on taevakehad, mis koosnevad aegruumi singulaarsusest ning seda limbritsevast
horisondist, kusjuures horisondist sissepoole langenud keha véi kiirgus, sealhulgas valgus, ei
saa sealt enam viljuda. Seni avastatud mustad augud on ddrmiselt suurte massidega, mis on
koondatud singulaarsusesse. Mustade aukude suurtest massidest tuleneb ka neile iseloomulik
tugev gravitatsioonivili. Uldrelatiivsusteoorias kirjeldab kdige lihtsamat e. ilma elektrilaengu
ega impulsimomendita musta auku Schwarzschildi meetrika, mis on tavalistes sfiirilistes (edas-
pidi Schwarzschildi) koordinaatides (¢, r, ¥, ) kujul:

ds® = — (1 — ¥> dt® + (1 — %) B dr? 4 r?d¥* + r? sin® 9dp?. (1.1)
Sellest meetrikast ndeme, et ajakoordinaadi osa on singulaarne, kui » = 0, ning radiaalkoordi-
naadi osa on singulaarne, kui » = 2M. Esimene vastab musta augu keskel olevale ,toelisele*
singulaarsusele, kuid teine vastab horisondile. Horisondi puhul on tegemist koordinaatsingu-
laarsusega, mis tihendab, et selle saab sobiva koordinaatteisendusega eemaldada. Muuhulgas
saab seetOttu musta auku sisse langev keha horisondi ilma probleemideta iiletada, kuid véline

vaatleja aja dilatatsiooni tottu seda kunagi ei nie.
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Gravitatsioonifiilisika kontekstis holmab sona ,horisont” mitut erinevate definitsioonidega
moistet (tdpsemalt hiiperpinda), mis ei pruugi iildse samas aegruumi piirkonnas asuda. Kes-
kendume vaid nendele, mis puudutavad musti auke, kuigi on olemas ka nt. kosmoloogilised
horisondid, millel on eraldi definitsioonid [15]. Mustade aukude puhul on mdned sagedasemad

horisontide tiiiibid, mida késitleme selles tG0s:

* Killingi horisont, mis on defineeritud kui hiiperpind, millel mingi Killingi vektori, defi-

neeritud vorrandiga (10), pikkus on 0 [10].

* Cauchy horisont, mis eraldab suletud aja- ning ruumisarnaseid geodeetilisi jooni. See

tdhendab, et Cauchy horisondi ,taga“ asuvaid siindmusi ei ole voimalik ennustada [16].

* Niiline horisont (apparent horizon), mis on defineeritud kui musta augu koige vilimine
kinnine pind (trapped surface) ning on iihtlasi see piir, millest sissepoole langenud valgus
enam mustast august vilja ei pédédse [10]. Kinnine pind on omakorda hiiperpind, mille
sees on geodeetide hajuvusskalaar (expansion scalar), mis kirjeldab geodeetiliste joonte
hajumise ulatust ja on defineeritud kui © = V,k*, kus k* on valguskiirte puutujavektor,
negatiivne. Seega on niiline horisont hiiperpind, kus hajuvusskalaar on 0 ning mille sees

on see negatiivne [10].

* Absoluutne horisont, mis on defineeritud kui tuleviku valgussarnase 1opmatuse minevi-
ku valguskoonus, ehk teisisonu see hiiperpind, millest seespool asuvad valguskiired ei
saa liikkuda 16pmatult kaugele (mujale Universumisse). Uldiselt mdeldakse ,,siindmuste
horisondi* all just seda horisonti. Samuti on téhtis, et aegruumi 1dpmatust ja seega seda

horisonti ennast on véimalik defineerida vaid astimptootiliselt tasases aegruumis [17].

Nt. on elektrilaenguga mustadel aukudel URT-s (nn. Reissner-Nordstromi mustad augud) kaks

erinevat horisonti: vélimine siindmuste (absoluutne) horisont ja sisemine Cauchy horisont [18].

1.2 Uus iildrelatiivsusteooria (UURT)

Uus iildrelatiivsusteooria (UURT) tootati vilja iildistusena iildrelatiivsusteooria (URT) tele-
paralleelsele ekvivalendile [4], kus gravitatsiooni vahendajaks on aegruumi kdveruse asemel
selle viine, olles samas URT-ga (ddreliikme tipsusega) ekvivalentne [11]. Teooria lagranZiaani
tihedus on:

3 2 2

LTEGR =-T= _§Taxi - gﬂen + gTveca (12)

12



mis koosneb nn. vektor-, telgvektor, ja tensorvdinde skalaaridest 7)., T,.; ning Tj.,, mille
definitsioonid toome vilja jirgmises 18igus. UURT on aga URT teleparalleelse ekvivalendi

tildistus, kus arvulised kordajad skalaaride ees on suvalised:
LNGR - CaziTazi + Ctenﬂen + Cvechec' (13)

Nagu mainitud sissejuhatuses, on seda teooriat pdhjalikult uuritud. Uks nende uuringute tule-
mustest on, et kummituste véltimiseks peab kehtima c;.,, = —c,e. [19]. Sellest saab jidreldada,

et UURT-i vdib iimber parametriseerida kujul

3
Cten = —Cpec = §7 Cazi = 5 + €, (14)

kus nieme, et teooriat iseloomustab parameeter ¢ ning URT piirjuhu annab ¢ — 0. Sellest

konstruktsioonist tuleb ka selles to6s kasutatava teooria nimi ,,1-parameetri UURT* (1PUURT).

1.2.1 Viljavorrandid

Kuna 1PUURT-s on gravitatsiooni vahendajaks viine, siis on vaja konstrueerida seda viljendav

tensor. Kasutame Weitzenbocki kalibratsiooni ning ahendame vilja Lorentzi indeksi:
T, = 60,00 — 0,0%,). (1.5)

Defineerime niiiid vektor-, telgvektor-, ja tensorviindeid:

1 1 1 1
Uy = TVVM, a, = ggm,ngVUp7 tu;u/ = §<Ta,uu+Tuau)+é(guavu+guuva)_gga/ﬂ]ua (16)
Kasutades dsja arvutatud vddndeobjekte ning vidndeskalaaride definitsioone:
Towi = auau> Thee = quua Tien = ta;u/tgwja (L.7)

saame koostada 1PUURT lagranZiaani tiheduse:

3 2 3 2
LlPNGR = - (5 + 6) Ta:ci+ g(Tvec_Een) = - (5 + 6) auau+ g(’UM’UM _taul/taul/)a (18)
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ning teooria mojuintegraali:

1 3 2
Sipncr[0,) = 2—1%2/d4£13 det (6,,) [— <§ + E) a,a” + g(vﬂv“ — tout™) + Lm] , (1.9

kus % = 8::_4(; = 8 ning L,, on aine lagranZiaani tihedus. Vastavad viljavorrandid vaakumis

(L,, = 0) on: [14]

R 1 4 o 2 s 1 "
EHV = ij — ng, + € (éapa(pgw,) — 55,,&57& tuﬁfy — 58“1,[,0&[)@ - ggﬂypgvpa ) = 0,
(1.10)
kus 2, ning IR on vastavalt Ricci tensor ja skalaar, mis on defineeritud Riemanni tensori

ahendustena, mis on omakorda defineeritud Levi-Civita seostuse kordajate (7) kaudu:

Ry =R, R=g¢g"Ru=R"Y Rs,=201%-0,% +I% I, -5, (111)

Au~ ov vt oops

1.3 Koordinaatsiisteemid

Selles t60s kisitleme kolme koordinaatsiisteemi: Kruskal-Szekeres (KS), Eddington-Finkelstein
(EF) ning Gullstrand-Painlevé (GS) koordinaadid. Need koordinaadid on loodud URT Schwarz-
schildi lahendi jaoks ning seega ei ole vdimalik neid muutmata kujul 1PUURT-s rakendada.
Selle asemel tootame peatiikis 2 vilja neile ,,sarnased,* ehk samade omadustega, kuid IPUURT-

ga kokku sobivad, koordinaadid, kuid siin toome vordluseks vilja originaalsed URT versioonid:

* KS koordinaadid [20] (T, R, 1, ) on defineeritud erinevalt soltuvalt vastavalt sellest, kas

asume slindmuste horisondi sees (0 < r < 2M) voi sellest viljas (r > 2M):

r r t
_ 0 r/AM v _ __r/AM v
T 1 e cosh ( ) , R 1 2M€ sinh (4]\/[) ,  (1.12a)

e g _ T pram b
T Wi le smh(4M , R Wi le cosh o) (1.12b)

kus M on aegruumi keskel olev mass. Need vOrrandid saame ka iimber podrata:

2 2
- (B T?) = 2 {HW(RTT)}, t = (T, R) = 2Mn (gf;)
(1.13)
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kusjuures paneme tihele, et kombinatsioon

R2—T?— (ﬁ — 1) ¢r/2M (1.14)

on (pooratav) r funktsioon, ehk sdltuvust r-st saab viljendada soltuvusena R? — T2-st.

Selles koordinaatsiisteemis on Schwarzschildi meetrika

= &]\43677'/2]\4
T

ds? (—=dT? + dR?) + r?d?, (1.15)

kus siin ja edaspidi on d2? = d? + sin® ¥dp? 2-sfiiri meetrika.

* EF koordinaadid [10] (7', 7, ¥, ¢) on samuti kahe erineva definitsiooniga, sdltuvalt sellest,

kas vaatleme musta auku sisenevaid voi sellest eemalduvaid osakesi:
T
T:tj:< 2M1 )——1‘), 1.16
r—+ n Wi ( )

kus + tihistab sisenevaid ja — eemalduvaid koordinaate. Schwarzschildi meetrika on

nendes koordinaatides:

ds? = — (1 — ﬂ) dT? + 2dTdr + r?d$?, (1.17)

,
kus =+ tidhendus on sama kui koordinaatide definitsioonis.

* GP koordinaadid [10] (7', 7,9, ¢) on sarnased EF omadele, eristudes T" kuju poolest:

r 1 —/r/2M
2\/577 +1n (imﬂ , (1.18)

kus esimese + tdhendus on EF koordinaatidega vorreldes vastupidine, ehk + tédhistab

T=t+2M

viljuvat ja — sisenevat lahendit. Logaritmi sees asuv £ on positiivne, kui » < 2M ja

negatiivne, kui r > 2M . Schwarzschildi meetrika on nendes koordinaatides:

oM [oM
ds® = — (1 — —> dT? + 24/ =—dTdr + dr® + r2dO>. (1.19)
T T

kus + tdhendus on sama kui definitsiooni (1.18) esimesel +£-1.
Néeme, et EF ja GP koordinaadid teisendavad vaid ajakoordinaati ning katavad kogu aegruumi
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erinevalt KS koordinaatidest, mis teisendavad nii aja- kui radiaalkoordinaati ning vajavad kahte
paari koordinaate, et kogu aegruumi katta. See-eest on meetrika KS koordinaatides diagonaalne,

kuid EF ja GP koordinaatides mitte.

1.4 1PUURT Schwarzschildi lahend

Toome hilisema vordluse eesmirgil vilja ka IPUURT analoogi URT Schwarzschildi lahendile
Schwarzschildi koordinaatides, mis leiti allikas [14]. Selles allikas uuriti kolme lahendit, mis
erinesid iihe tetraadifunktsiooni poolest. Valime neist teise, mis selles to0s vastab tetraadi-

funktsiooni valikule 5(¢,7) = b = const., sinb # 0. Sellel juhul on tetraadil jirgmine kuju:

0 _ oM h [4hcos?b(yM2 +1)2
0 —2\/Ecosb(1+ " )dt—i-\/r_QM{ ol r|dr,  (1.20a)

M2\?*  2M 2h cos b(yo M>
6! :\/4h cos? b (1 + % ) + — — 1sinv cos pdt + s (%;M +r) sin ¥ cos @dr
r r r—

+ 7 (cosbcos v cos p — sinbsin @) d — rsindd (cos bsin ) + sin b cos ¥ cos ) dy,
(1.20b)

M2\? 2M 2h cos b(~ M2
6? :\/4hcosz (1 el ) + — — 1sindsin pdt + oo (%;M ) sin ¥ sin @dr
r r r—

+ 7 (cosbcos ¥ sin g + sinbcos ) dd + rsin g (cos b cos ¢ — sin b cos VI sin ¢) dyp,

(1.20¢)

M2\*  2M 2h cos b(~o M2

0% =1/ 4hcos? b (1 + il ) + — —lcos¥dT + cosb(yoM” + 1) cos vdr
r r r—2M (1.20d)
— rcos bsin¥dd) + rsin bsin® Idep,
kus yp = const. ja h = (1 + Sesin®b) !, Vastav meetrika on kujul:
oM oM\
ds® = — (1 - —> dt* + h (1 - —) dr® + r2dQ?. (1.21)
r r

Sellest avaldisest ndeme, et, nagu URT juhul, on ka selles lahendis horisont kohal r = 2.
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2 Lahendid

Selles osas kirjeldame erinevatel koordinaatidel pohinevaid 1PUURT lahendeid, mis arvutati
programmi Wolfram Mathematica [21] abil. Alustame KS koordinaatidel pohineva lahendiga,
siis liigume edasi EF ning GP koordinaatidel pohinevate lahendite juurde. Esiteks kisitleme
iga lahend-tetraadi esialgset kuju, siis rakendame sellele Lie tuletist ja lahendame tulemuse
pohjal viljavorrandid. Viimaks leiame lahend-tetraadide koordinaatteisendused Schwarzschildi
koordinaatidesse. Igal juhul lihtume iildisest staatilisest sfédriliselt siimmeetrilisest tetraadist

[22], mis on Schwarzschildi koordinaatides (¢, r, 9, ¢) kujuga
0° = Cy(r)dt + Cy(r)dr, (2.1a)

0r =[Cs(r)dt + Cy(r)dr] sin ¥ cos ¢
+ [C5(r) cos ¥ cos o — Cg(r) sin p|dV (2.1b)
— [C5(r) sin g + Cg(r) cos ¥ cos | sin Vdep,
0 =[Cs(r)dt + Cy(r)dr] sin ¥ sin ¢
+ [C5(r) cos ¥ sin ¢ + Cg(r) cos @|dv (2.1c)
+ [C5(r) cos o — Cg(r) cos ¥ sin ] sin vdp,
0 = [C(r)dt + Cy(r)dr] cos 9 — Cs(r) sin 9dd) + Cg(r) sin® Ide, (2.1d)

kus funktsioonid C;(r), ¢ = 1,...,6 on (hetkel) suvalised radiaalkoordinaadi funktsioonid.

Sellele tetraadile vastav joonelement (iihtlasi meetrika) on kujuga

ds? = (C2 — C2)dt* + 2(C5Cy — CLCo)dtdr + (C2 — CHdr? + (C2 + C2)d?.  (2.2)
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2.1 KS koordinaadid

Selles alapeatiikis leiame KS koordinaatidel pohineva lahendi. Koostame sobiva tetraadi, siis

lahendame véljavorrandid ja arvutame koordinaatteisenduse Schwarzschildi koordinaatidesse.

2.1.1 Esialgne tetraad

Viljavorrandite lahendamise esimese sammuna kirjutame tetraadi (2.1) iimber hiipoteetilistes
,KS-sarnastes* koordinaatides (7', R, ¥, @), kusjuures paneme téhele, et nurgakoordinaadid ei

ole muutunud. Uus tetraad tuleb kujul
0" = K\(T, R)dT + K»(T, R)dR, (2.3a)

0' =[K3(T, R)dT + K4(T, R)dR] sin 9 cos ¢
+ [K5(T, R) cos ) cos p — K¢(T', R) sin ¢|dd (2.3b)

— [K5(T, R) sin ¢ + K¢(T, R) cos ¥ cos ¢| sin ddp,

0> =|K3(T, R)dT + K4(T, R)dR] sin 9 sin ¢
+ [K5(T, R) cos¥sin p + Kg(T, R) cos p|dv) (2.3¢)
+ [K5(T, R) cos p — Kg(T, R) cos ¥ sin ] sin ddp,
0> = [K3(T, R)dT + K4(T, R)dR] cos¥ — K5(T, R) sin9dv + K¢(T, R) sin® 9dy, (2.3d)
kus paneme tihele, et praktiliselt on tetraadi kuju sama kui enne, kuid oleme sisse toonud uued

funktsioonid K;(T, R), i = 1,...,6.! Seega on ka selle tetraadi meetrika analoogne meetrikale

(2.2). Teise sammuna valime funktsioonid K; niimoodi, et saadud meetrika oleks kujul
ds® = F*(T, R)(—dT? + dR*) + r*(T, R)d?, (2.4)

milleks sobiv valik on:

K\(T, R) =F(T, R) cosh I'(T, R), Ko(T,R) =F(T, R)sinh (T, R),  (2.5a)
Ks(T, R) = — K,(T, R), Ku(T,R) = — K\(T, R), (2.5b)
K5(T,R) =r(T, R) cos B(T, R), Ke(T,R) =r(T, R)sin 5(T, R). (2.5¢)

!Sama kehtib ka EF ja GP koordinaatide juhul.
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Et nende funktsioonide kuju veel kitsendada, peame rakendama staatilisuse nduet. Matemaati-

liselt tihendab see, et tetraadi Lie tuletis aja suunas peab olema 0, ehk

L50" =0, i=0,...,3. (2.6)

Lie tuletise arvutamiseks peame teadma, kuidas kirjutada 0; uutes koordinaatides. Eeldame, et

,,KS-sarnased* koordinaadid on kujuga

T = f(r)cosh (é) , R = f(r)sinh (é) , 1T <2M, (2.7a)
T = g(r) sinh (E) , R =g(r)cosh (z) , r>2M, c=const, (2.7b)

nagu tavalistes KS koordinaatides. Niilid saame teisendada aja vektorvilja:

or OR 1
at — E@;p + E(‘)R = E (R@T + T@R) 5 (28)

soltumata sellest, kas » < 2M voi r > 2M. Kuna Lie tuletis on vektorvilja suhtes lineaarne,
siis voime korvale jitta iildkordaja 1/c ning votta 9, = ROr + TOg. Tetraadi kui kaasvektori

Lie tuletise saame niilid vorrandiga (9) kirjutada (komponent)kujul:
Ly,0', = ROp0',, + TOgO', + 050, T + 00, R. (2.9)

Kirjutades tetraadi vorrandite (2.3) ning (2.5) abil lahti, saame 16 erinevat vorrandit (lisa B rida

21). Nendest saame tuvastada 3, mille samaaegsel kehtimisel on Lie tuletis O:
TOrF + ROrF =0, TOrB+ ROrfS =0, TOrl'+ ROyI' = —1. (2.10)

Esimesed 2 vorrandit saab lahendada, kui vdtame vastavalt F(T, R) = F(R? — T?) ning
B(T, R) = B(R? — T?). Viimase vorrandi lahendiks saame:

I(T, R) = y(R* — T?) — arctanh (%) : (2.11)
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Et viltida probleeme horisondil, kus 7" = R ja seega ['(T, R) on singulaarne, siis kirjutame

tetraadis olevad cosh I' ja sinh I" iimber mugavamal kujul:

Rcoshy(R? —T?) — Tsinhy(R? — T?)

coshI(T, R) = , (2.12a)
RZ _ T2
inh y(R% — T?) — T cosh y(R% — T?
sinh (T, R) = Zsinho (R ) — Tcoshy(R ), (2.12b)
R2 _ T2
Kokkuvottes saame niitid funktsioonid K; kujul:
h~(R? — T?%) — T'sinh~(R2 — T?
KT, R) = p(R? — 72y Feosha (R ) — Tsinhy(R ), (2.13a)
R2 _ T2
h~(R? — T?%) — T cosh~v(R2 — T?
Ko(T, R) = P(R? — 72y sinho (e ) — Tcoshn(R ), (2.13b)
RQ _ T2
K3(T, R) = —Ky(T, R), (2.13¢)
K4(T,R) = —K\(T, R), (2.13d)
Ks5(T,R) = r(R* — T?) cos B(R* — T?), (2.13e)
Kg(T,R) = r(R* — T?)sin B(R? — T?). (2.13f)

Paneme tihele avaldist ?? — T2 nendes funktsioonides. Tavaliste KS koordinaatide puhul on see
puhtalt radiaalkoordinaadi r funktsioon, vastavalt vorrandile (1.14). Eeldame ka ,, KS-sarnaste*
koordinaatide puhul sama, kusjuures peale viljavorrandite lahendamist ndeme, et see eeldus

vastab toele. Kuna see avaldis ilmub hiljem veel, siis kasutame edasipidi lilhendina a = R?—T">.

2.1.2 Viljavorrandid

Kuna teooria mitte-vaakumjuhul oleks viljavorrandites nullist erinev energia-impulsi tensor,
mis peab olema stimmeetriline [23], siis peab ka vaakumjuhul viljavorrandite antisiimmeetriline

osa kaduma. See pole samaselt tdene kahe komponendi puhul:
Eirg) o f'(a)v/asin f(a) sinhy(a) =0, (2.14)

Fio ox 2r(a) {\/aF(a) sin B(a) cosh(a) + 2¢'(@)F'(a) + r(a) [8"(a) + (a)]}
F(a)sin (a) {2r'(a) coshy(a) 4+ r(a) [29/(a) sinhy(a) + coshy(a)]}
Ja (2.15)

B 4r2%(a)F'(a)f' (a) 2(q) sin a)| =
o + F*(a)sin[25(a)] = 0,
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kus iilakoma tdhistab tuletist funktsiooni argumendi suhtes ning eeldasime, et ¢ # 0. Esimese
vorrandi saab lahendada, vottes kas 5'(a) = 0 véi sin 5(a) = 0 = ((a) = nm, n € Z. Kuna
teine valik hdlmab ka esimest (nm = const.), siis valime 3(a) = b = const. Hiljem ka nideme,
et ¢ ilmub siimmeetrilistes viljavdrrandites vaid avaldise € sin® b osana, ehk valik sinb = 0 on
samavairne valikuga e = 0. Kuna ndudsime, et € # 0, siis peame seega ka ndudma, et sin b # 0.

Sellega saame vorrandit (2.15) lihtsustada ning F'(a) suhtes lahendada. Tulemuseks on:

Fla) var(a) coshv(a)

¢y —acosb

, €1 = const. (2.16)

Niiiid saame kisitleda véljavorrandite stimmeetrilist osa. Esiteks arvutame 77" ning RR vilja-

vorrandite lineaarkombinatsioonid:
Err + Erg = F(a)r"(a) = 2F'(a)r'(a), (2.17a)

Err — Err = F?(a) = 4h{a[r'(a)]* + r(a)[r'(a) + ar”(a)]}. (2.17b)

Paneme tihele, et teise vorrandi saab F'(a) suhtes lahendada. Sobitades sellest saadud avaldise

F(a) jaoks kokku vorrandiga (2.16), saame avaldise y(a) jaoks:

v(a) = + arccosh { 2\/E(Cl — acosb) \/[r’(a)]2 +7(a) {r’(a) + r”(a)] } . (2.18)

r(a) a

Ulejiinud viljavorrandites esineb 7(a) vaid avaldises cosh y(a), seega pole nende lahendamisel
~(a) mirgivalik tihtis. Tetraad sisaldab aga ka sinh v(a)-ga liikmeid, mis ilmuvad ka véindes.

Seda tuleb arvestada nt. hdiritusarvutustes. Asendades F'(a) ja y(a) vorrandisse (2.17a), saame:
2[7(a)? + ar” (a){2[r'(a)]* — r(a)r"(a)} + r(a)r'(a)[r"(a) + ar” (a)] = 0. (2.19)

Wolfram Mathematica pole voimeline seda vorrandit iildisel kujul lahendama. Votame seega
inspiratsiooni KS koordinaatidest, et pakkuda vilja kuju r(a) jaoks: r(a) = dy + d2WV (dsa).
Sel juhul on vorrand (2.19) ning ka iilejddnud viljavorrandid lahendatud, kui d; = d, (lisa B

read 76-80). Et parameetrid tipsemalt mérata, vaatame F'(a) véirtust piirjuhul € — 0:

_ dhdidye TR S6didie T g i TR (g 90)
(@ (9 + Besin® r(a) r(a)

F*(a)
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32M3e—T(a)/2M
r(a)

Vordlusest saame, et peab kehtima d; = 2M ja d3 = 1/e. Sellega saame r(a) 16pliku kuju:

Teame, et see peaks vastama URT piirjuhule, kus KS koordinaatides on F2(a) =

r(a) = 2M [1 W (g)] . 2.21)

,KS-sarnane* tetraad on niiiid tiielikult médératud jargmiste funktsioonide ja parameetritega:

2M3
F(a) = ue_’"(“)/4M7 (2.22a)
r(a)

AM~h(cy — acosbh), /1 — 2L

v(a) = £ arccosh ) : (2.22b)
ar(a)
r(a) = 2M [1 LW (9)} . B(a) = b= const., (2.22¢)
(&
] —1
a=R*-T% h= (1 + §esin2 b) , c1 = const., (2.224d)

kusjuures meetrikas y(a) otseselt ei ilmu. See tdhendab, et (a) méngib rolli vaid teooria
lahendamisel ning selle lahendi URT-st erinevates osades. Nt. ilmub (a) viindes, mida tuleb

hiiritusarvutustes arvestada. Kirjutame tetraadi ka tdies mahus vilja:

0° = —[Tfi(r) + Rfo(r)]dT + [Rfi(r) + T fo(r)] dR, (2.23a)

0 = — [Rf1(r) + T fo(r)] sind cos odT + [T f1(r) + Rfs(r)] sind cos pdR
+ 7 (cosbcos v cosp — sinbsin ) d} — rsin ¥ (cos bsin ¥ + sin b cos ¥ cos @) dp,
(2.23b)

0? = — [Rf1(r) + T fo(r)] sind sin pdT + [T f1(r) + Rfs(r)] sind sin pd R
+ 7 (cosbcos¥sinp + sinbcos ) dd + rsind (cos b cos ¢ — sinbcos V¥ sin @) dyp,
(2.23¢)

0° = — [RfL(r) + T fo(r)] cos 0dT + [T f1(r) + Rfs(r)] cos 9dR (2.23d)

— 7 cos bsin ¥dv + rsin bsin® Vdip,
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kus = r(a) ning defineerisime abifunktsioonid, millest esimene sisaldab ka -y(a) mérgivalikut:

N 8€_T/2MM2\/E

fl (T) = r2
(2.24a)
64e="/M M*hc? 4e=r/2M M e, s
16M2h b b— —
X\/ (r — 2M)? * o8 (COS r—2M ) r—2M’
32e~"/2PM \[3h 2eT2PM \f ¢
fg(T’) = T (COS — 70_—2]\41> . (224b)

2.1.3 Koordinaatteisendus

Arvutame niiiid selle lahendi koordinaatteisenduse Schwarzschildi koordinaatidesse. Selleks
koostame meetrika teisenemiseeskirja pohjal vorrandisiisteemi:

ox* Oz

gull// = WWQWM

(2.25)

kus tilakomaga koordinaadid olgu ,,KS-sarnased.* Kirjutades niiiid osatuletised ning meetrikad

vorrandite (1.15), (2.4) ning (2.22) abil lahti, saame kaks vOrrandit:

32M3he /M T? 2M
- M ) =(1-" t(T, R)]? 2.2
32M3he"/M R? 2M
(=M ) = (1-="2=)[0st(T, R 2.26b
r (e +T/2M—1> ( 7")[R(’ ) ( )
Lahendi leidmiseks pakume jille tavaliste KS koordinaatide pdhjal vélja kuju ¢(7', R) jaoks, mis
olgu t(T,R) = toln (%). Sellega saame vorrandid (2.26) lihtsustada ning leiame, et nende

lahendamiseks piisab valikust ¢, = +2M +v/h. Valime siin +-miirgi, et ajakoordinaat oleks alati

positiivne. Niiiid on ,,KS-sarnased* koordinaadid seotud Schwarzschildi koordinaatidega seoste

2 2
r(T,R) = 2M {1 +W (#H . HT,R) =2Mvhn (g J_r ;) (2.27)
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kaudu. Ndeme samuti, et need koordinaadid erinevad tavalistest KS koordinaatidest vaid ¢

tmber skaleerimise vorra. Poorates seosed iimber, saame:

T t
T =,]1— —¢"/*Mcosh ( ) ,
V' oM AMVh

(2.28a)
R = 1—Ler/4Msinh( t ) O<r<2M
2M AMVR)
T = L—16’”/4Msinh( t >
\/ 2M ’
AMV R (2.28b)

T t
R = ——167”/4Mcosh( ), r>2M.
VoM AMVh

Paneme tihele, et piirjuhul ~ — 1, millele vastab ¢ — 0, saame ootusparaselt tavalised KS
koordinaadid (1.13). Peame aga meeles, et tetraadis on rohkem vabadusastmeid kui meetrikas.
Nimelt ilmub 7(a) vaid tetraadi tasemel, mistottu peame eraldi kontrollima, kas see teisendus

sobib ka tetraadi jaoks. Tetraadil on iiks koordinaatindeks, seega teiseneb see jargmiselt:

i 0L (2.29)

(& et
N

Kasutame isja leitud koordinaatteisendust ning tetraadi (2.23). See viib tetraadi kujule:

P =2 p(r) ()

4 — d 2.30
8VhM? shz (230
r/2M(,. _ 2M r/2M
ol — _ € (;n\/EMQ)fI (T) sin 9 cos odt + 68—]\2};2@ sin ¥ cos wdr
+ 7 (cosbcos ¥ cosp — sinbsin ) d} — rsind (cos bsin ¥ + sin b cos ¥ cos @) dyp,
(2.30b)
r/2M —9M r/2M
R Z\/EMQ)JCI (r) sin ¥ sin pdt + 68—]\;];2(” sin ¥ sin pdr
+ 7 (cosbcos ¥ sinp + sinbcos ) dd + rsind (cos b cos ¢ — sinbcos V¥ sin @) dep,
(2.30c)
r/2M —9M r/2M
0= : (gﬂM2)f1 (r) cos vdt + 68—]\?;2@ cos ¥dr —r cos bsin ¥dv 47 sin bsin® 9dp,

(2.30d)
kus kasutasime samu abifunktsioone fi(r) ja fo(r). Paneme tihele, et seda tetraadi pole aga

voimalik tetraadiga (1.20) kokku viia, st. ei eksisteeri sellist ¢; viirtust, mis sobiks kokku
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tetraadiga (1.20), ning vastupidi; tetraadi (1.20) koordinaatteisendusel (kasutades vorrandeid
(2.27)) saadud tetraad ei viljenda sama lahendit kui iilal esitatud tetraad. Samuti pole vdoimalik
neid lahendeid globaalse Lorentzi teisendusega siduda, kuna lahendite vaheline erinevus ei
viljendu konstandina. Seega tuleb jareldada, et selles peatiikis leitud tetraad (2.23) on uus ja

eraldiseisev staatiline ja sfasriliselt simmeetriline lahend 1PUURT viljavérranditele.

2.2 EF koordinaadid

Liigume edasi EF koordinaatidel pohinevale lahendile. Tegutseme samamoodi kui eelnevas

16igus, ehk alustame tetraadist, siis lahendame véiljavorrandid ja leiame koordinaatteisenduse.

2.2.1 Esialgne tetraad

Vorreldes meetrikaid (1.17) ning (2.2) saame, et sobiv funktsioonide valik EF koordinaatidele
analoogse meetrika saamiseks (peale tetraadi teisendamist ,,EF-sarnastesse* koordinaatidesse

(T, 7,9, p) analoogselt , KS-sarnastele” koordinaatidele) on:

K\(T,r)=F(T,r)coshy(T,r), Ky(T,r)=F F(T,r)sinh (T, 1), (2.31a)
KS (Tu T‘) :F(Tu T) Sinh’y<T7 T)? K4(T7 T) :K2 (Ta T)’ (231b)
K5(T,r) =rcos B(T,r), Ke(T,r) =rsin (T, 1), (2.31c¢)

kus mérgivalik miirab, kas tegemist on siseneva (—) voi viljuva (+) lahendiga. Samuti paneme
taheme, et selle valiku saab votta a7, r) definitsiooni sisse, kuid jitame selle siinkohal eraldi.

Meetrika votab niitid kuju
ds®* = —F2dT? £ 2(F?e™" sinh a)dTdr + r*dQ?, (2.32)

kus mirgivaliku tdhendus on niilid iimber podratud. Lie tuletise arvutamine toimub samamoodi
kui ,,KS-sarnaste* koordinaatide puhul, kuid niiiid on (konstandi tdpsusega) 0, = Jr, kuna

eeldame, et ,,EF-sarnane* ajakoordinaat on kujuga

T=Ct+ f(r), C =const., (2.33)
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nagu tavalised EF koordinaadid. Seega L5,6",, = 0, kui nduame, et:

F(Tv T) = F(’l“), O./(T, T) = Oé(’l“), 7(T7 7“) = ’Y(T% B(Ta ’l“) = B(T) (2.34)

2.2.2 Valjavorrandid

Alustame viljuvast lahendist. Esimene antistimm. viljavdrrand on:
Ep, o< F(r)p'(r)sinhy(r) sin 8(r) = 0. (2.35)

Néeme, et selle lahendamiseks sobib jille valik 5(r) = b = const. Asendame selle teise

antisimm. viljavorrandisse:

o e esch afr r) —rE'(r)] coshvy(r) + rF(r)d/(r) coth a(r) sinh v(r
Ey, ha(r) {[F(r) — rF'(r)] coshy(r) + rF(r)a’(r) coth a(r) sinh y(r) } 236
— 2cos(b)F*(r) = 0.

Jatame hetkel selle vorrandi lahendamise korvale ja liigume edasi stimm. viljavorrandite juurde.
Neist esimene tuleb kujul:

F(r)® + he®™ csch? a(r) {2rF'(r) + F(r) [2rd/(r) cotha(r) — 2ry/(r) — 1]} =0 (2.37)

mille saame lahendada F'(r) jaoks, et saada:

/ h
1

Teise siimm. viljavorrandi saame niitid séltumatult F'(r) mérgivalikust viia kujule

2 -1
(7" + r_) —a/(r) cotha(r) ++'(r) =0, (2.39)
hCl

mille lahendame «(r) jaoks?, et saada:

ec2t(r)

Oé(?") = 4+ arcsinh [m

1 , Co = const.. (2.40)

2Saaksime selle lahendada ka ~(r) jaoks, kuid jérgneva analiiiisi tulemused sellest ei muutu.
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ning kolmas siimm. véljavorrand on nende funktsioonidega automaatselt lahendatud. Tuletame
meelde, et a(r) mirgivalik médrab selle, kas lahend on sisenev voi viljuv. Et kumbki sobib
viljavorrandite lahendiks, siis on nii sisenev kui véljuv juht lubatud. Jiéb iile vorrand (2.36).

Eelnevad funktsioonid sisestades saame selle viia kujule:

3
—2+/hr(r + hecy) cos b+ (r + §hcl) cosh y(r)+hey sinhy(r)+r(r+hey )y (r) sinhy(r) = 0.
(2.41)
Saadud vorrandit ei ole voimalik iildjuhul lahendada, kuid iiks lahendatav erijuht on siis, kui

c1 = 0. Sellisel juhul saame:

v(r) = + arccosh (9 +2vh cos b) »  C3 = const, (242)
r

kuid see lahend on problemaatiline. Et seda niha, kirjutame meetrika selles lahendis:

h

6202

ds* = —

2
dT? + —thdT + r2dQ2. (2.43)
ec2?

Nieme, et d7” komponent on konstantne. Selles aegruumis ei ole horisonte ega singulaarsusi,

mistottu ei kirjelda see musta auku ning seega voime selle kdesoleva to6 raames korvale jatta.

2.2.3 Koordinaatteisendus

Kuigi viljavorrandid on jiddnud tdies mahus lahendamata, on siiski voimalik leida meetrika
pohjal koordinaatteisendus Schwarzschildi koordinaatidesse. Esiteks kirjutame meetrika ,,EF-

sarnastes‘ koordinaatides:

h 2h
dsp = — (1 + ﬁ) dT? + =——dTdr + r*dQ?, (2.44)
e

ec2?

millest ndeme, et konstant —hc; méngib siin horisondi raadiuse 7, rolli. Kuna teistes koordi-
naatides on r, = 2M, siis nduame, et ¢; = —2M /h. Samuti saame konstandi ¢, eemaldada

ajakoordinaadi timber skaleerimisega 7" — %T. Sobitades niitid meetrikad (2.44) ning (1.21)

kokku meetrika teisenemiseeskirja abil, saame jirgmise vorrandisiisteemi:?

Vh

(9,5T(t, 7") = 1, @T(t, 7’) = im

(2.45)

3Esimeses vorrandis ilmub ka +, kuid selle eemaldame eeldusega, et ajakoordinaat T voiks tavalise aja t
liikumise suunas kasvada.
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Neid vorrandeid integreerides saame koordinaatteisenduse, mille abil saame teisendada lahendi

Schwarzschildi koordinaatides (1.20) ,,EF-sarnastesse* koordinaatidesse:
T(t,r):ti\/ﬁ<fr+2Mln‘ﬁ—1D, (2.46)

kus mirgivalik soltub sellest, kas tegemist on siseneva (+) voi viljuva (—) lahendiga. Viimaks
paneme tetraadi kirja. Kuna tetraad (1.20) ei soltu ajakoordinaadist ¢, siis peame leidma vaid,

kuidas dt teiseneb. Selleks kasutame 1-vormi teisenemiseeskirja dy* = %dw”:

T T
dT:a_dtJra_dT:dtiﬂédt:dT:FM'
1—2M/r

ot~ " or 1—2M/r 247)

Tetraadi (1.20) teisendatud kuju toome tdies mahus eraldi vilja lisas A.

2.3 GP koordinaadid

Viimaks kisitleme GP koordinaatidel pohinevat lahendit. Tegutseme jélle samamoodi kui eel-

nevate lahendite puhul.

2.3.1 Esialgne tetraad

Tegutseme analoogselt EF koordinaatide juhule. Vorreldes meetrikaid (1.19) ning (2.2) saame,

et sobiv funktsioonide valik peale tetraadi teisendamist on:

Ky(T,r) =F(T,r)cosh~(T,r), Ky(T,r) =F sinh (T, 1), (2.48a)
K3(T,r) = F(T,r)sinhy(T,r), Ky(T,r) =cosha(T,r), (2.48b)
K5(T,r) =rcos (T, 1), Ke(T,r) =rsin (T, r), (2.48¢)

kus F médrab, kas tegemist on siseneva (—) voi véljuva (+) lahendiga. Meetrika kujuks saame
ds® = —F2dT? + 2[F sinh(o — ~)]dTdr + r2dQ>. (2.49)

Nieme, et lahendite vahe viljendub niitid +[«(r) — 7(r)] mérgivalikuna, kusjuures valiku
tdhendus on jdlle timber pooratud. Lie tuletise arvutamise protsess ei muutu, sest eeldame, et

uus ajakoordinaat on samuti iildise kujuga (2.33). Seega 9; = Jr ning L5,0", = 0, kui nduame

28



tingimuste (2.34) analoogset kehtivust.

2.3.2 Valjavorrandid

Viljavorrandite lahendamisel alustame jélle antisimm. osaga, millest esimene on sama kui

(2.35), e. lahendiks sobib 3(r) = b = const. Asendame selle teise antisiimm. véljavorrandisse:

Ey, o< F(r){2cosb — sech[a(r) — v(r)][coshy(r) + ra/(r) sinhy(r)]}

(2.50)
+ F'(r)r cosh a(r) sech?[a(r) — ~y(r)] = 0.
Jatame jille selle vorrandi korvale ja vaatame siimm. viljavorrandeid. Esimene neist on:
—h 4+ cosh? §(r) 4 2hrd'(r) tanh 6(r) = 0,  d(r) = a(r) — y(r). (2.51)

Selle vorrandi saame lahendada 6(r) jaoks:

/ h / h
d(r) = £ arccosh m = «(r) = L arccosh m%_wr)’ ¢ = const.,

(2.52)
kus peame meeles, et §(r) midrk méddrab siseneva ja viljuva lahendi valiku ning seega on
kumbki viljavorrandite poolt lubatud. Asendame tulemuse teise viljavorrandisse, et (sdltumata

mirgivalikust) saada vorrand F'(r) jaoks:

F /1
F’<(:’>) = -2r(1+e*r) = F(r) = ¢ s esher ¢y = const.. (2.53)

Vorrandite (2.52) ja (2.53) sisestamisel on kolmas siimm. viljavorrand automaatselt lahendatud.

Vorrand (2.50) omandab niiiid jargneva kuju:

0 =4e*"hr (1 + regclh) -1+ (h— 1)7’6801h] cosb

h
———— +h—1lsinh
T+ revh sinh(r) (2.54)

—2e* /] [ (14 T€8clh)}3/2 [—1+ (h — 1)re* "] /() sinh (r)

+ (1 +re®™) [1+ (1 = 2h)re®"] \/—

— et hr (1 + refeih) (3+ Qresclh) -1+ (h— 1)7“6801h] coshy(r).

Nagu (2.41), pole see vorrand iildjuhul lahendatav, kuid sarnaselt vorrandi (2.41) erilahendile

saame nduda, et e "1 = —(2M)~! ning seejirel votta M = 0, millisel juhul on lahend sama
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kui (2.42).* On selge, et sellel juhul on meetrika singulaarne, sest F'(r) on singulaarne. Vdime

aga valida ¢y = c3v/—2M (= 0), millega saame, et F'(r) = —c3. Meetrikal on siis jirgnev kuju:
ds* = —c3dT? £ /h — 1dTdr + dr* + r*dQ*,  c3 = const., (2.55)

mis on ilma horisontideta ega singulaarsusteta aegruumi meetrika, nagu oli (2.43). Seega pole

ka see lahend sobilik mustade aukude kirjeldamiseks.

2.3.3 Koordinaatteisendus

Kuna ,,GP-sarnastes* koordinaatides meetrika funktsioonist () ei soltu (seal ilmuv kombinat-
sioon a(r) — v(r) on vorrandist (2.52) teada), siis saame leida selle meetrika ning (1.21) vahel

koordinaatteisenduse. Meetrika ,,GP-sarnastes‘ koordinaatides on:

1 1
dstp = —c3 <- + eg’wl> dT? + 2c, \/ =+ edher(h — 1)dTdr + dr® +r?dQ*.  (2.56)

T T

Rakendame niitid koordinaatteisendust Schwarzschildi koordinaatidesse. Vorreldes meetrikaid

(2.56) ning (1.21), saame:

0= (1+er) B[0TI (t,r))* +2M —r, (2.57a)

0= (1+ ") 0, T(t,7) F /1 [e¥her(h — 1)r — 1]. (2.57b)
Lahendame esimese diferentsiaalvorrandi 7' = T'(¢, r) suhtes:

t | r—2M

kus C(r) on integreerimisfunktsioon. Ka siin eeldasime, et 7" vdiks ¢ suunas kasvada. Niitid

eeldame, et sarnaselt GP koordinaatidele URT-s on 0,0, = 0. See fikseerib ¢; viirtuse:

—on 1 4+ 2Medher In(—2M
Ot | — - +ele 0o o = m(2M) (2.59)
L+ eSherr o /TN (1 + eShery)3/? 8h

Siit on niiha, et ¢; on kompleksne (sest M > 0), kuid ¢3¢t = —(2M)~! on reaalne. Asendame

selle teise koordinaatteisenduse vorrandisse ning integreerime, et leida C'(7):

,.,EF-sarnastes” koordinaatides oli sarnane valik samuti ekvivalentne néudmisega, e = 0. Siinkoha
4 EF tes” koordinaatid 1 lik ti ekvivalent d ga, et M 0. Siinkohal
kirjutasime konstandi e ~"¢1 enne M = 0 votmist vilja, et viltida singulaarsusi.
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s 1=\ s
iy =+ Y2 L T+ oMV [+ Gl

/ h
“ L+ h—1+2M]r (2.60)

2M(2h — 1) \/1 N (hQ—Ml)r . \/(hz—Ml)r] } |

h—1
Teises liikkmes ilmneva + mérgi peab valima nii, et C'(r) oleks reaalne. Sellest saame, et kui

In

r < 2M, siis on mérk positiivne ning kui » > 2M ja h > 1, siis negatiivne. Kui aga h < 1
ning r > % > 2M, siis on vorrandis (2.60) ruutjuurte all olevad avaldised negatiivsed. Seega
lahend selles piirkonnas ei kehti ning peame ,,GP-sarnaste* koordinaatide kogu aegruumi peal

defineerimiseks ndudma, et 4 > 1. Samuti saame aja liikkme vorrandiga (2.59) lihtsustada:

cy V 1+ eBhery Co

¢ oM oM
! _ VoM, (2.61)

Néeme, et koordinaadil 7" on niiiid tildkordaja v/ —2M /cy. Soovime, et T' oleks reaalne, mille

tagamiseks valime ¢, = +/—2M . Niiiid on koordinaatteisendus tédielikult médratud:

1 - h— " r
T(t,r) = t+ { r/Th — 1+ 2MJr + 2M v/ In | +— H;M/
L+ \/ h—142M]r (2.62)

2M(2h — 1) (h—1)r (h—1)r
+—h—1 hl[\/—ZM +\/1+—2M ]},

kus esimene maérgivalik soltub jille sellest, kas tegemist on siseneva (—) vOi viljuva (+) lahen-

diga. Niieme, et erinevalt teistest koordinaatidest on see URT juhuga véorreldes palju keerulisem.

Kui aga arvestada, et:

In (x +1+ xz) Y arcsinh x . (2.63)
= ]1m —- = 5 .

z—0 X xz—0 x

siis ndeme peale veidi lihtsustamist, et URT piirjuhul A — 1 saame tavalised GP koordinaadid.

Viimaks leiame tetraadi. Tegutseme analoogselt ,,EF-sarnaste* koordinaatide juhule:

T or h—11oM
ar = L 4 g — g+ +2M/r

ot or 1—2M/r

h—1+2M]r
1—2M/r

dr=dt =dI'F dr. (2.64)

Kas selle tetraadi toome tdies mahus vilja lisas A.
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3 Lahendite analiitis

Paneme tihele, et kuigi koik kolm eelnevas peatiikis esitatud lahendit on tetraadi tasemel erine-

vad, siis meetrika tasemel on need lahendi (1.21) koordinaatteisendused. See tihendab, et kdik

ainult meetrikast sdltuvad omadused on lahenditel samad, mis arvutati meetrika (1.21) jaoks
allikas [14]. Nt. on koik lahendid astimptootiliselt mittetasased, sest nende Ricci tensoritel on

piirjuhul » — oo kaks nullist erinevat komponenti:
Rep = Rygsin®d = (1 — k") sin® 0. (3.1)

Lahendite meetrikate korrektse signatuuri ning v/h-i sisaldavate avaldiste reaalsuse kogu aeg-

ruumi ulatuses sdilitamiseks peame ka ndudma, et:
8 .\ 9
h= 1—|—§esm b >O:>e>—§csc b. 3.2)

Osakeste trajektoorid aegruumis on miiratud geodeetiliste joontega. Kuna nende kuju méaérab
nn. geodeetilise joone vOrrand, mis ise sOltub Levi-Civita seostusest (ja seega meetrikast) [10],
siis on koik selles t60s leitud lahendite geodeetilised jooned seotud allikas [14] esitatud lahen-

diga vastavate koordinaatteisenduste kaudu, mis eelnevas peatiikis vilja arvutati.

3.1 Horisondid

Uurime, mis tiitipi horisondid esinevad selles t60s esitatud lahendites. Kuna koik lahendid on
meetrika tasemel koordinaatteisenduse tidpsusega samad ning horisontide olemasolu on koor-
dinaatidest soltumatu, siis peame vilja selgitama koik horisondid vaid iihe lahendi jaoks, et
need oleks ka iilejadnud kahe jaoks teada. Et ,, KS-sarnaste* koordinaatide lahend oli ainus, kus
oli voimalik viljavorrandid ilma koordinaatteisenduseta arvutada, siis kasutame seda lahendit.

Alustame Killingi horisondiga, milleks peame leidma Killingi vektori. Definitsiooni (10) kasu-
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tades saame 10-st! vorrandist koosneva siisteemi (lisa B rida 315), mille iiheks lahendiks on:

X = ROr +TOg. (3.3)

Seda vektorvilja oleme juba ndinud, nimelt esines see 16igus 2.1.1 koordinaataja vektorvilja
esitusena ,,KS-sarnastes koordinaatides. Seda on ka oodata, sest vastav meetrika on staatiline,
jarelikult eksisteerib koordinaatsiisteem, kus meetrika ei soltu ajast (Schwarzschildi koordinaa-

did). See omakorda tihendab, et 9, on Killingi vektor [17]. Leiame selle vektori pikkuse:

3 2
B2MOh oy o _ pay _ L6M2

| X| = g X'"X" =
r r

(2M — 7). (3.4)
Néeme, et | X'| = 0, kui r = 2M. Jarelikult on hiiperpind kohal » = 2M Killingi horisont. Kuna
,KS-sarnastes* koordinaatides vastab r = r(R? —T?) Schwarzschildi radiaalkoordinaadile, siis
saame Oelda, et ka teistes lahendites on samal kohal Killingi horisont. Lisaks, kuna koik siin
késitletud aegruumid on staatilised, siis saame Oelda, et nende Killingi ja Cauchy horisondid
asuvad samas kohas. Edasi uurime ndilist horisonti, milleks peame leidma hajuvusskalaari.
Meetrikast (2.4) on niha, et radiaalsed valguskiired (mille jaoks d)> = ds?> = 0) peavad

litkuma trajektooridel, kus 7' £ R = const. Sobiv puutujavektor (tdpsemalt selle kaasvektor)

on seega k, = —0,(T = R). Arvutame niitid hajuvusskalaari:
T+R
pumy M == —
O =V,k i (3.5)

Nieme, et © = 0 siis, kui 7" = £ R, mis vastab hiiperpinnale » = 2. Et see vastaks kinnisele
pinnale, peab hajuvusskalaar olema selle sees alati negatiivne, mille tagame ndudega 7'+ R > 0.

Teisendame seda vOrratust:

T+R>0=T>+R=T*>R*=R*-T%*<0. (3.6)

Tuletame meelde seost (1.14), mis kehtib ka , KS-sarnastes‘ koordinaatides. Sellest ndeme, et
R?* — T? < 0 siis, kui 7 < 2M. Jirelikult on r = 2M sees hajuvusskalaar alati negatiivne ning
kuna r = 2M pinnal on 7" = R = 0 ja seega © = 0, siis asub seal lisaks Killingi horisondile
ka ndiline horisont. Viimaks méargime, et kuna kisitletud aegruumid on asiimptootiliselt mitte-

tasased, nagu arutlesime selle peatiiki alguses, siis ei saa neis defineerida absoluutset horisonti.

'V&rrandeid on rangelt vottes 16, kuid meetrika stimmeetria tottu on vaid 10 sdltumatut vorrandit.
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3.2 Tetraad ja vaane

Teame, et URT-s on KS, EF ning GP koordinaatide iiks tdhtis omadus, et meetrika on horisondil
mittesingulaarne. Eelnevas peatiikis nigime, et 1IPUURT-s on nende sarnastes koordinaatides
meetrikal sama omadus. Uurime niiiid, kas see kehtib ka tetraadi jaoks, alustades ,,KS-sarnasest
tetraadist. Vaadates funktsioone (2.24) ndeme, et kui nduame c¢; = 0, siis on voimalik monest
horisondil singulaarsest liikkmest lahti saada ning tagada, et f>(r) ei ole singulaarne. J4ib aga

3

liige —5+;

funktsioonis f;(r). Sellest lahti saamiseks paneme tihele, et koordinaadid 7" ja R,

defineeritud vorranditega (2.28), sisaldavad tegurit \/sgn(r — 2M)(r — 2M). Kirjutades niiiid
T ja R lahti funktsioonides f1(r) ja fo(r) ndeme, et viimane singulaarne liige funktsioonis f;(r)
taandub vilja, kuid singulaarne liige funktsioonis f»(r) ei taandu, mistdttu on siiski ka vaja
nduda, et ¢; = 0. Seega saame, et ,,KS-sarnane* tetraad on horisondil mittesingulaarne vaid
siis, kui ¢; = 0. Sama ei saa aga 6elda vidnde kohta, mis jaab horisondil alati singulaarseks.
Uurime ka, kas tetraad on reaalne vdi kompleksne. Ndeme funktsiooni fi(r) definitsioonist,
et tetraad on kompleksne, kui f;(r)-s ruutjuure all olev avaldis, nimetame selle fy(r)-ks, on
negatiivne. Kui » > 2M, e. asume kaugel mustast august, siis selles avaldiseks domineerib
viimane liige, mis on negatiivse mérgiga. See tihendab, et mustast august piisavalt kaugel on
fi(r), ning seega ka tetraad, alati kompleksne. Vorrandit fo(r) = 0 ei ole vdimalik iildjuhul
analiiiitiliselt lahendada, kuid toome vélja erijuhu, kus ¢; = 0. Sellel juhul saame kuupvorrandi
3

TQM +16M2hcos?b = 0 = —13 + 16M2hcos? b(r — 2M) =0,  (3.7)
—

fo(r) = —

millel on vihemalt 1 reaalne juur, millest suurema r puhul on tetraad kompleksne. Et vorrandis

(3.7) esinev konstant 16k cos® b on alati positiivne?

, siis on selle vdikseim reaalne juur alati
negatiivne. See tdhendab, et tetraad on alati mingis osas aegruumist kompleksne. Tdpsemalt
oeldes on tetraad kogu aegruumis kompleksne, kui 16k cos? b < 27, ning muudel juhtudel on
jargmise kahe (niiiid positiivse véirtusega) juure vahel ,reaalsuse saar,* kus tetraad on samuti
reaalne. Nt. kui 16h cos’b = 32, siis asub see saar vahemikus 2(v/5 — 1)M < r < 4M.
Kokkuvottes on ,,KS-sarnane* tetraad mittesingulaarne horisondil, kui valime ¢; = 0, kuid sel
juhul on tetraad ka mingis koordinaatruumi ulatuses kompleksne. Kuna véljavorrandid on aga

tuletatud reaalse tetraadi eeldusel, siis ei ole kompleksse tetraadi puhul lahend fiitisikaline.

Viidnde puhul on olukord natuke erinev. Seal esineb kuupvdrrand (3.7) (voi selle analoog

ZMe ei arvesta massikonstanti M, sest selle saab radiaalkoordinaadi iimber defineerimisega alati dra kaotada.
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muu c¢; véirtuse korral) koos lisakordajaga sgn(r — 2M), mis pirineb jille ,, KS-sarnastest™
koordinaatidest. See tagab, et kui » < 2M, ehk kui asume horisondi sees, siis on véédne alati
reaalne. Nagu ka tetraad, on véédne juhul » > 20/ alati kompleksne. Nagu enne mainisime, ei
ole vdimalik kompleksse tetraadiga aegruumi defineerida. Uks vdimalus seda siiski teha oleks
aegruum enne kompleksseks muutumist ,,dra 16igata“ ning sobitada kokku teise reaalse aegruu-
miga, nt. dhukese kihi (thin-shell) formalismi abil. Selleks on eelnevalt vaja leida 1PUURT
pidevustingimused (junction conditions), mida on tehtud nt. f(7") teooriate klassi puhul, kus 7'
on URT teleparalleelse ekvivalendi viindeskalaar, mida nigime vérrandis (1.2) [24].

EF- ja GP-sarnaste koordinaatide puhul on teisendused tetraadist (1.20) {ipris sarnased (lisa
A), ehk saame neid koos késitleda. Esiteks ndeme, et osa singulaarsetest liitkmetest saab eemal-
dada valikuga vy = —2/M, kuid jille ja4b alles singulaarne liige tetraadi dr-ga liikmetes. Seda
liiget ei ole vdimalik eemaldada, ehk EF- ja GP-sarnased tetraadid ja vddnded on horisondil
alati singulaarsed. Samas on need ka alati reaalsed, kui on tdidetud allikas [14] kirjeldatud
lahendi jaoks vilja toodud reaalsuse tingimused. GP-sarnase tetraadi reaalsuse tagamiseks tuleb

ka tdiendavalt nouda, et h > 1.

35



Kokkuvote

Kiesoleva too eesmirk oli leida iildistused URT-st tuntud KS-, EF- ja GP-koordinaatidele, mis
oleks sobivad kasutamiseks 1-parameetri UURT-s mustade aukude omaduste uurimiseks. Neid
koordinaatsiisteeme oli vdoimalik meetrika tasemel iildistada, kusjuures leidsime iildistatud ,,GP-
sarnaste* koordinaatide n#ol, et uued koordinaadid vdivad oma URT erijuhtudest iisna palju eri-
neda. Koikides koordinaatsiisteemides on meetrikast horisondi koordinaatsingulaarsus eemal-
datud, nagu nende URT erijuhtudel. Samuti on need vastavate koordinaatteisenduste kaudu
seotud 1PUURT Schwarzschildi lahendi analoogiga, ehk kdik meetrikast tulenevad omadused
on kiesolevas to0s leitud lahenditel samad, kui sellel lahendil.

Konstrueerisime nende koordinaatide pohjal uued tetraadid, millest vaid ,,KS-sarnane* tet-
raad osutus voimeliseks véljavorrandeid rahuldama nii, et uuritava aegruumi keskmass ei oleks
0. Samuti leidsime, et ,, KS-sarnast“ tetraadi ei saa koordinaatteisendada teadaoleva 1PUURT
Schwarzschildi lahendi analoogi kujule, mis tdhendab, et see on tiiesti uus selle teooria lahend.
Kindla lahendi parameetrite valikuga oli ka voimalik tagada, et tetraadist on horisondi koordi-
naatsingulaarsus korvaldatud, kuid sama ei olnud vdimalik teiste selles t60s leitud lahenditega.
,KS-sarnase* lahendi norkuseks osutus see, et selle tetraad ja vddne on asiimptootiliselt komp-
lekssed, mistdttu ei ole vdimalik lahendit kogu koordinaatruumis defineerida. Uks vdimalik
uurimissuund oleks seega leida koordinaatsiisteem ja/voi kalibratsioon, milles tetraad on kogu
koordinaatruumis reaalne ning mittesingulaarne. Samuti v3ib olla voimalik leida erinev tetraad,
millel on need omadused, kuid mis méiirab sama meetrika kui ,, KS-sarnane‘ tetraad.

Uurisime ka leitud lahendites esinevaid horisonte ja leidsime, et igas lahendis esinevad
Cauchy, Killingi ja niilised horisondid samal kohal kui URT Schwarzschildi lahendis, ehk
radiaalkoordinaadi » = 2M juures. Vorreldes URT-ga on puudu aga absoluutne horisont,
mida pole vdoimalik aegruumide asiimptootilise mittetasasuse tottu defineerida. Kuna koik seni
avastatud mustad augud on poodrlevad [25], siis oleks kasulik ka leida 1PUURT Kerri lahendi

analoog ning uurida selle omadusi, mida saaks omakorda vorrelda vaatlusandmetega.
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A EF- ja GP-sarnased tetraadid

Esiteks defineerime paar abifunktsiooni:

2h cos b(yoM? + 1)
r—2M '

fa(r) = 2Vhcosb (1 + %M2) o Jalr) = (A.1)

r

Niilid paneme nende abil kirja tetraadi (1.20) koordinaatteisendused, alustades ,,EF-sarnastest*

koordinaatidest:

= f3(r)dT +

2 h f3(r)Vh
\/f4(r) - 1—2M/7~$1—2M/7~] dr, (A.2a)

2M
:\/f3(7’)2 + — — 1sind cos pdT

fa(r) 1—2M/ \/fg ——1] sin ¥ cos pdr

+ 7 (cosbcos v cosp — sinbsin ) d — rsind (cosbsin ¥ + sin b cos ¥ cos @) dyp,

(A.2b)

2M
:\/fg(r)2 + — — 1Isin¥sin pdT

Ja(r) 1—2M/ \/f3 +——1] sin ¥ sin @dr

+ 7 (cos bcos ¥ sin p + sin b cos ) d) + rsin ¥ (cos b cos ¢ — sinbcos I sin ) dyp,

(A.2¢)

:\/fg(’f')2 + % — 1cosvdT

fa(r) 2M/ \/fg —|— — - 1] cos ddr (A.2d)

— 7 cos bsin ¥dd) + r sin bsin® Idep.
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Niilid paneme kirja koordinaatteisenduse ,,GP-sarnastesse‘ koordinaatidesse:

h fs(r)x/h —14+2M/r
= 2 _
f3(r)dT + \/f4(r) =20/ F =20/ dr, (A.3a)
\/fg —i———lsmﬂcosgodT
h—14+2M
+ | falr) F \/ + /T\/fg ——1] sin ¥ cos pdr
+ 7 (cosbcos ¥ cosp — sinbsin ) d — rsind (cosbsin ¥ + sin b cos ¥ cos @) dp,
(A.3b)
\/fg +——1Sln1981ncpdT
Vh—1+ 2M/r\/
fa(r) F =20 fa(r ——1 sin ¥ sin pdr
+ 7 (cosbcossing + sinbcos ) dd + rsind (cos b cos ¢ — sinbcos v sin @) dyp,
(A.3¢)
:\/fg(fr)Q + % — 1cosddT
far) ¥ 2M/r fa(r 1] cos vdr

— rcos bsin ¥dd + rsin bsin® Idep.
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B Wolfram Mathematica kood

Selles t60s kasitletud arvutuste 1dbi viimiseks koostasime jargneva Wolfram Mathematica 14.0
koodi. Koodi sees asuvad mirkide ,,(**)* vahel tdiendavad kommentaarid. Lisaks mirgime, et
Wolfram Mathematica siintaksis koosneb kood plokkidest (cells), mis voivad hoida nii sisendit
kui ka véljundit. To0s viitame kdikidele plokkidele kui ,,ridadele,* kusjuures rea arvu arvestame

ploki jarjekorranumbri jirgi koodi vasakus déres.
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inis:=  (*Funksioon kov. tuletise arvutamiseksx)
Cov[A_,i_: {"@"}] :=
D[A, {{T, R, 6, ¢}}] +Sum[If[ifk] == "d", -Transpose[Ct, 1 «> 3].A, If[i[k] = "u",
Transpose[Ct, 2 < 3].A, 0]]1, {k, ArrayDepth[A, AllowedHeads - List]}]
GeneralRound[x_, i_:7] :=If[x# "", Round[1071i » x] *10~ (-1), ""];

7= (*Schwarzschildi koordinaatide lahendi tetraad ja vadnex)
ArticleTet =

4hCos[b]~2 (BM 2 +r) A2 ]
-r,

r-2M r-2M
Sin[e] Cos[¢] Sqrt[4hCos[b]~2 (BMA2+r)~2+r (2M-r)]

0, e}, { - ,

2hCos[b] Sin[6] Cos[¢] (BMA2 +r)

{{z sqrt[h] Cos[b] (BMA2+r) /1, Sqrt[ ] Sqrt[

, P (Cos[b] Cos[6] Cos[¢] -Sin[b] Sin[¢]),

2M-r
-rSin[e] (Cos[©] Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Sin[qb])},
{Sin[e] Sin[¢] Sqrt[4hCos[b] *2 (BM~2+r)~2+r (2M-r)]
r

2hCos[b] Sin[6] Sin[¢] (BM~ 2 +r)

, P (Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Cos[6] Sin[¢]),

2M-r
rSin[e] (Cos[b] Cos[¢] - Cos[6] Sin[b] Sin[¢])},
{Cos[e] Sqrt[4hCos[b] "2 (BM*2+r)"*2+r (2M-1r)]
r

2hCos[b] Cos[6] (BM*2 +r)

, -rCos[b] Sin[e],
2M-r

rSin[b] Sin[e]z}il // PowerExpand // FullSimplify;
GToruddArt =
Table[Sum[Inverse[ArticleTet] [a, as] * (D[ArticleTet[as, c], {{T, R, 6, ¢}[b]}] -
D[ArticleTet[as, b]l, {{T, R, 6, ¢}[cl}1),
{as, 4}1, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}] // Simplify;

KS koordinaadid

nfol:= (*Tetraadi kuju madravad funktsioonidx)
K1[T, R] = F[T, R] Cosh[¥[T, R]11];

K2[T, R] = F[T, R] Sinh[¥[T, R]1;
K3[T, R] = -K2[T, R];

K4[T, R] = -K1[T, R];

K5[T, R] = r[R*2-T"2] Cos[B[T, R]1];

K6 [T, R]

r[R"2-T72] Sin[B[T, R1];
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2 | Kood.nb

n[1s:= (*Tetraadidx+)
Tet® = K1[T, R] dT +K2[T, R] dR // Simplify;
Tetl =
(K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Sin[6] Cos[¢] + (K5[T, R] Cos[©] Cos[¢] -K6[T, R] Sin[¢]) de -
(K5[T, R] Sin[¢] +K6[T, R] Cos[6] Cos[¢]) Sin[©] d¢p // Simplify;
Tet2 =
(K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Sin[6] Sin[¢] + (K5[T, R] Cos[©] Sin[¢] + K6[T, R] Cos[¢]) do +
(K5[T, R] Cos[¢] - K6[T, R] Cos[6] Sin[¢]) Sin[e] d¢ // Simplify;
Tet3 = (K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Cos[6] -
K5[T, R] Sin[©] d6 + K6 [T, R] Sin[e]~2d¢ // Simplify;

o= (*Tetraadi maatriks ja poordmaatriksx)
GTet = Table[Coefficient[{TetO, Tetl, Tet2, Tet3}[i], {dT, dR, de, d¢}[jl, 1],
{i, 4}, {j, 4}] // Simplify;
GTetI = Inverse[GTet] // FullSimplify;

n(211:= (*Lie tuletisx)
Simplify[R * D[GTet, T] + T » D[GTet, R] +
Table[- (D[GTet[a, 11, {T, R, 6, ¢}[bI] *R+D[GTet[a, 2], {T, R, 6, ¢}[b]] *T) +

D[R, {T, R, 6, ¢}[b]] » GTet[a, 1] +
D[T, {T, R, 6, ¢}[b]] » GTet[a, 2] + D[GTet[a, 1], {T, R, 6, ¢} [b]] *R +
D[GTet[a, 2], {T, R, 6, ¢}[bl] » T, {a, 4}, {b, 4}1];

LDEq = Simplify[Table[%[a, b] == @, {a, 4}, {b, 4}]1;

Do [Print[%[n] ], {n, 4}]

(*Vajadusel prindime iilaloleva kdsuga vdljundi ridade kaupa,

et see hiljem lehele mahuksx)
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Kood.nb | 3

{Cosh[¥ [T, R]] (TF®Y [T, R} + RF®HO [T, R]) +
F[T, R} Sinh[y [T, R]] (1+ Ty @Y [T, R] +Ry? [T, R]) =0,
Sinh[y [T, R]] (TF@Y [T, R} + RFEO [T, R]) +
Cosh[y[T, RI]F[T, R} (1+Ty®Y [T, R +Ry™®® [T, R]) =0, True, True}

{Cos[o] sin[e] (slnh[ [T, R}] (TF®Y [T, R] +RF®O [T, R]) +
Cosh[¥[T, R] (1+Ty @Y (T, R] +Ry 29 (T, R])) =@,
Cos[¢] Sin[6] (Cosh[ [T, RI] (TF®Y [T, R} +RF®O [T, R]) +
F[T, R] Sinh]| 11+ Ty @Y [T, RI+ Ry [T, R])) =0,
r[R* - 1?] (Cos[B[T, R]] sln[¢] +Cos[6] Cos[¢] Sin[B[T, R]]) (TR [T, R} +RB™® [T, R]) =0,
r[R® - T?] sin[e] (Cos[e] Cos[¢] Cos[AB[T, R]] -Sin[¢] Sin[B[T, R]])

(TB®Y [T, R] +RB™ [T, R]) =0}

{sin[e] sin[¢] (slnh[ [T, R]] (TF @1,
Cosh[y[T, R] |
Sin[©] Sin[¢] (cOsh[ (T, R] )
F[T, R] Sinh|[ ] ))
r[R* - T?] (Cos[¢] COS[B[T, R]] - Cos[©] Sin[¢] Sin[A[T, R]]) 5‘9 YVIT, R +RBMY [T, R]) =0,
r[R* - T?] sin[e] (Cos[6] Cos[B[T, R]] Sin[¢] + Cos[¢] Sin[B[
(TR@Y (T, R] +RB™M® [T, R]) =0}

[
[

] (TFBI [T, R] +RFM® [T R]
[

{Cos[o] (Sinh[y[T, R]] (TF®Y [T, RI +RF™®O [T, R]) +

Cosh[¥[T, RI]F[T, R} (1+Ty®Y [T, R] +Ry? [T, R])) =0,
Cos[6] (Cosh[y [T, R]] (TF®Y [T, R] +RF®O [T, R]) +

F[T, R} Sinh[y [T, R]] (1+ Ty @Y [T, R} +Ry™® [T, R])) =0,
r[R?-T?] sin[e] Sin[B[T, R]] (TR@Y [T, R} +RB™® [T, R]) =0,
Cos[B[T, R]] r[R*-T?] sin[e] (TR®Y [T, R] +RB™? [T, R]) =@}

in[24]:= (*Lie tuletise vorrandisiisteemi lahendx)
F[T_, R_] :=F[R*"2-T"2];
BI[T_, R_] :=B[R"2-T"2];
LDEg2 = Simplify[LDEq, Assumptions » F[R"2-T"2] # 0] ;
Do [Print[%[n] ], {n, 4}]
FullSimplify [DSolve [LDEq2[1, 1], ¥[T, R], {T, R}], ExcludedForms » (R*-T?)]
Clear|[F, B]
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{sinh[y [T, R]] (1+ Ty @Y [T, R} + Ry [T, R]) =
Cosh[y[T, R]] (1+T7/(e’1) [T, R} +Ry®® [T, R]) =@, True, True}

[Cos[¢] Cosh[¥ [T, R]]Sin[6] (1+ Ty @Y [T, R] +Ry™? [T, R]

o] (1+ )
Cos[¢] Sin[o] Sinh[y ] (14T @b 17, R] +Ry ™9 [T, R]) =@, True, True}
] (1+ )
)

[Cosh[¥[T, R]] Sin[6] Sin[¢] (1+ Ty @Y [T, R] +Ry™® [T, R]

Sin[e] Sin[¢] Sinh[y [T, R]] (1+Ty @Y [T, R] +Ry™® [T, R]) =0, True, True}

{Cos[o] Cosh[¥ [T, R]] (1+ Ty @Y [T, R] +Ry™® [T, R]) =0,
Cos[0] Sinh[¥ [T, R]] (1+ Ty @Y [T, R] +Ry™® [T, R]) =@, True, True}

-« Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution

information.
out[28]=

[T Ry >0, {vT, R - ArcTanh[:] +c1[i (R-12) ] ifrR<0 |,

{y[T, R] - —Ar‘cTanh[;] +«:1[i (RZ-TZ)} if R >0 }}

nzol:= (*Uued tetraadi funktsioonid peale Lie tuletise lahendamistx)
K1[T, R] =
F[R*"2-T~2] (R*Cosh[y[R*"2-T~2]] -T*Sinh[¥[R"2-T~2]]) /Sqrt[R"2-T"2];
K2[T, R] =
F[R*"2-T~2] (R*Sinh[y[R"2-T~2]] - T*Cosh[¥[R"2-T~2]]) /Sqrt[R*2-T"2];
K3[T, R] = -K2[T, R];
K4[T, R] = -K1[T, R];
K5[T, R] =r[R*"2-T"2] Cos[B[T, R]11;
K6 [T, R] = r[R*"2-T~2] Sin[B[T, R]1;

nizel:= («xDefineerime tetraadi uuesti, et Lie tuletis arvesse vottax)
Tetd = K1[T, R] dT +K2[T, R] dR // Simplify;
Tetl =
(K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Sin[6] Cos[¢] + (K5[T, R] Cos[6] Cos[¢] - K6[T, R] Sin[¢]) de -
(K5[T, R] Sin[¢] +K6[T, R] Cos[8] Cos[¢]) Sin[e] d¢ // Simplify;
Tet2 =
(K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Sin[6] Sin[¢] + (K5[T, R] Cos[6] Sin[¢] + K6 [T, R] Cos[¢]) de +
(K5[T, R] Cos[¢] -K6[T, R] Cos[6] Sin[¢]) Sin[6] d¢ // Simplify;
Tet3 = (K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Cos[6] -
K5[T, R] Sin[6] d6 + K6 [T, R] Sin[e]~2d¢ // Simplify;
GTet = Table[Coefficient[{TetO, Tetl, Tet2, Tet3}[i], {dT, dR, de, d¢}[jl, 1],
{i, 4}, {j, 4}]1 // Simplify;
GTetI = Inverse[GTet] // FullSimplify;

inf42):= (*Tetraadi determinantx)
DetTet = Det [GTet] // Simplify

out[42]=

~F[R*-T?]*r[R*-T?]*Sin[o]
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Valjavorrandid

In[43]:=

Out[43]=

In[51]:=

(*Meetrika ja sellest tuletatud suurusedsx)
g = Table[Sum[DiagonalMatrix[{-1, 1, 1, 1}][as, bs] * GTet[as, a] = GTet[bs, b],
{as, 4}, {bs, 4}1, {a, 4}, {b, 4}] // Simplify
gl = Inverse[g];
gD =D[g, {{T, R, 6, ¢}}1;
Ct = Table[1 /2 Sum[gI[k] [il] » (gD[11 il [m] + gDOmI [il [1] - gPM1D OmI [il), {i, 4}1,
{k, 4}, {1, 4}, {m, 4}];
DCt =D[Ct, {{T, R, 6, ¢}}];
RieT = Table[-DCt[k] [1] Im] [n] + DCt[k] [11 InI Im] +
Sum[-Ct[i] [1] [m] * CtIk] [i] [n] + CtIil [11In] * CtIkIIilMmI, {i, 4}1,
{k, 4}, {1, 4}, {m, 4}, {n, 4}1;
RicT = TensorContract [RieT, {{1, 3}}1;
RicS = Simplify [Sum[Sum[gI[k] [1] » RicTrkI (11, {k, 4}1, {1, 4}11;

({-F[R*-T2]%, 0, 0, 0}, [0, F[R*-T?]%, 0, 0],
(0, 0, r[R2-T%]%, 0], {0, 0, 0, r[R2-T?]*sin[0]?})

(*Vadndetensor ja sellest tuletatud suurusedsx)
GTorudd = Table[Sum[GTetI[a, as] *
(D[GTet[as, cl, {{T, R, 6, ¢}[b]}] - D[GTet[as, b], {{T, R, 6, ¢}[cl}1),
{as, 4}1, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}] // Simplify;
GTorV = TensorContract[GTorudd, {{1, 2}}];
GToruuu = Table [Sum[GTorudd[a, bs, cs] » gI[bs, b] * gI[cs, c], {bs, 4}, {cs, 4}],
{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}1;

GTorA =

1

g Table[Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4] [a, bs, cs, ds] * GToruuu[[bs, cs, ds],

{bs, 4}, {cs, 4}, {ds, 4}], {a, 4}1;
GTorddd = Table[Sum[GTorudd[as, b, c] » g[as, al, {as, 4}1, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}1];
GTorT = Table[
1 1
— (GTorddd[a, b, c] + GTorddd[b, a, c]) + — (gllc, a] * GTorV[b] + glc, b] » GTorV[a]) -
2 6

1
= glla, b] «GTorV[cl, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}];
3

GTorAu = Table[Sum[GTorA[as] * gI[as, al, {as, 4}1, {a, 4}];

GTorVu = Table[Sum[GTorV[as] * gI[as, al, {as, 4}]1, {a, 4}];

GTorTduu = Table[Sum[GTorT[a, bs, cs] » gI[bs, b] * gI[cs, c], {bs, 4}, {cs, 4}],
{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}1;

3 2
GTorScalar = — Sum[GTorAu[a] » GTorA[a]l, {a, 4}] - — Sum[GTorVu[a] = GTorV[a], {a, 4}] +
2 3

2
— Sum[GTorT[a, b, c] * GTorTduu[d, b, c] = gIfa, dI,
3

{a, 4}, {b: 4}, {c, 4}, {d) 431 // Simplify;

47

| 5



6 | Kood.nb

inf61]:= (*Valjavorrandidx)

RicS 1 1
FEq = Table[RicT[[a, b] - —— glla, b] +e * (— Sum[GTor‘Au[[as]] * =
2 2 3

(GTorA[as] * g[a, bl + GTorA[a] » g[b, as] + GTorA[b] * g[as, all), {as, 4}] -

4
— Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4] [b, as, bs, cs] = GTorAu[as] =
9

GTorTduu[a, bs, cs], {as, 4}, {bs, 4}, {cs, 4}] -

2
— Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4] [a, b, as, bs] * GTorAu[as] *
9

1
GTorVu[bs], {as, 4}, {bs, 4}] - — Sum[Sqrt[-Det[g]]
3
LeviCivitaTensor([4][a, b, as, bs] » gI[as, cs] * Cov[GTorAu[bs], {"u"}][csI,

{as, 4}, {bs, 4}, {cs, 4}]], {a, 4}, {b, 4}] // Simplify;

in62]:= (*Antistimm. vorrandid, kasutame esimese lahendamiseks B=b=const.x*)
FEqDiagl = Simplify [FEq[1, 2] - FEq[2, 1] =0 /. B » (b &),
Assumptions - { e F[R2 - Tz] #0, r‘[R2 - Tz] #0}]
FEgDiag2 = Simplify[FEq[3, 4] - FEq[4, 3] =0 /. B> (b &),
Assumptions -» {€ *Sin[©] # @, Sin[b] # 0}]
out[62]=

True

Out[63]=

2 Cos [b] F[R? - T2] + ———— (2 (R~ T2 Cosh[y[R - T2] | ' [R2 - T2]
R2 _ T2
r[R? - T2] (Cosh[y[R?-T2]] +2 (R* - T2) sinh[y[R? - T2] | ¥/ [R* - T?]) ) =

2 \/R* - T? Cosh[y[R*-T?| | r[R? - T?| F'[R? - T?]

F[R?-T2]

in[64]:= (*Arvutame teise vorrandi péhjal Fx)
FSol = DSolve [FEquagZ /.RPsa+T*/.

/ T2 T2
{R 1-— ->Sqr~t[a],1/ [R 1——]—>1/Sqrt[a]},F[a],a] // Simplify
R? R?

FEqDiag2Sol = % /. a » R* - T?;
FEQDiag2SolD = D[% /. R*-T? > a, a] /. a»R*-T? // Simplify;
FEQDiag2S0l1DD = D[% /. R®-T?* > a, a] /. a » R* - T? // simplify;

Oout[64]=

{{F[a] R +a Cosh[y[a]] r[a] H

ci1-aCos[b]
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ines]:= (*Asendame saadud tulemuse iilejdadanud vdljavorranditessex)
FEq2 = Simplify[{FEq[1, 1], FEqI2, 21, FEq[3, 31} /.
Flatten[{B -» (b &), FEqDiag2Sol, FEqDiag2SolD, FEqDiag2SolDD}] /. R*"2 s a+T"2];
FEq2 =
Simplify[{FEq[1, 11, FEq[2, 2], FEq[3, 3]} /. Flatten[{B8 » (b&)}] /. R*2 > a+T"2];
% // Simplify // MatrixForm
Out[70]//MatrixForms=

72 (a+2T%) rla] F'[a] r
?)

(9+4e-4eCos[2b]) Fla]?+ SIS ar’[a]?+r[a] (r'[a]+2 (a+T?) r”[a]
Fla

9rfa)?

72 (a+27?) r(a] F'[a] [

(-9-4e+4€eCos[2b]) F[a]%+ . 2,36 (ar'[a]?+r[a] (r'[a]-2T2r"[a]))

9rfa)?
4rla] (-ar[a] F'[a]?+F[a] r[a] (F'[a]+aF”[a])+F[a]? (r'[a]+ar”[a]))
Fraj*

n(711:= (*Arvutame esimese kahe vdljavorrandi lineaarkombinatsioonidx)
FEq3 = Simplify[Table[FEq2[1] + {1, -1} [i] » FEq2[2], {i, 2} ], Assumptions » r[a] # 0] ;
FEQ3[1] = FEQ3[1] * F[a] ~r[a] / (-8 (a+2T?)) ;
FEq3[2] = FEq3[2] » (-9r[al~2) /2 /. (-9-4e+4€Cos[2b]) » - (9+8eSin[b]2);
FEQ3 // MatrixForm

Qut[74]//MatrixForm=

-2F[a]r'[a] +F[a] r’[a]
F[a]® (-9-8eSin[b]?) +36 (ar'[a]®+r[a] (r'[a] +ar”[a])) )

in[7s1:= (*Leiame valjavorrandite omavahelisest vordlusest yx)
FSol2 = SolveValues[FEq3[2] == @, F[a]] // Simplify;
Solve[FSol272 == F[a]”~2 /. FSol, y[a]] /. C[2] -» @ // Simplify // Flatten;
¥S010 = {%[3], %[4]}

out[77]=

{ (a] ArcC h{S(cl—aCos[b]) \/ar"[a}2+r‘[a} (r'[a] +ar”[a]) ]
y[a] » -ArcCos )
\Jar[a] 4/9+8e5Sin[b]?

6 (c;-aCos[b]) \/ar"[a]2+r*[a] (r'[a]l +ar’”[a])
ArcCosh
vialm Arctos [ \a ria] /9 +8€eSin[b]2 H

(7= (*Vordlusest KS koordinaatteisendusega leidsime vy,
asendame selle vdljavorranditessex)
(»y leidmisel tekkis 2 voimalust, peame iihe valimax)
¥Sol = ySole[2, 2];
y[a_] :=¥Sol
FEQ4 = FEq3 *r[a]”~2 /2 // FullSimplify;
FEq4 = FEQ3 /. Flatten[{FSol, D[FSol, a]}] // FullSimplify;
% // MatrixForm

Out[82]//MatrixForm=
6 (2r'[a]?+2ar'[a)?r’[a]-ar[a] r'[a]?+r[a] r'[a] (r”[a]+ar® [a]))
y/9+8esin[b]? ~Jar'[a]?+r[a] (r[a]+ar’[a])
(7]
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In[83]:=

Out[84]=

Out[85]=

Out[86]=

Oout[87]=

In[88]:=

Out[91]=

out[92]=

(*Mathematica ise ililejdanud vorrandeid lahendada ei suuda,

kuid voime KS koordinaatide pohjal r jaoks kuju vdlja pakkudax)
r[a_] := (d1+d2ProductLog[a/E])

FEq2[3] /. Flatten[{FSol, D[FSol, a], D[FSol, a, a]}] // Simplify

% /. dl - d2

FEQ4[1] // Simplify

% /.dl > d2

(*Ndeme, et valjavorrandite lahendamiseks on vaja nduda, et dl=d2x)

a
- [((dl—dZ) (-9-4e+4eCos[2b]) (d1+d2 Pr‘oductLog{f]
e

a aq2
(—2d12+d1 (d1 - 5d2) Pr‘oductLog[f] +4 (d1-d2) d2 ProductLog[—] +
e e

a ]4 ]/
a aq2

(dl +2d2ProductlLog { — | +d2ProductLog [ — }
e e

aq3
d2 (3d1+d2) Pr‘oductLog[f ] +2d2? ProductLog[
e e

)

a
(9 d2 (1 + Pr‘oductLog[f }
e

0
12 (d1 - d2) d22 Productlog|? ]’
R d2 Pr‘oductLog[f} (d1+2d2 Pr'oductLog[f]+d2 Pr‘oductLog[f}z) -
a®> (1+Productlog|*]) < — < 9+8¢Sin[b]?
e a (1+Pr~oductLog[;])
0

(*Vaatame meetrikatx)

r[a_] :=d (1 +ProductLog[a/E])

(F[a] /. FSol) ~2 // Simplify // Together;

% /. (1+ProductLog[a/E]) » rse1[a] /d /. ProductLog[a/E] »

a/E
/. ProductLog[a/E] » rge1[a] /d-1// Simplify;

Exp [ProductLog[a / E]]
% // Flatten // DeleteDuplicates
(*Et saada piirjuhul GR, peab kehtima d=2Mx)
% /. {d>2M, € » 0}

r'so1[a]

36d3e ¢

{ (9+8eSin[b]?) ree1[al

I'so1[a]

32¢ an M3

J

Mso1 (3]
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Koordinaatteisendus

ino3l:= (*Koordinaatteisenduse vorrandidx)

a
rla_] :=2M (1+ ProductLog[—])
]
ﬂ
12 42 e an M3/2
Fla_] :=
V9 /h +lria]
2M
gEql = - [1-—] «D[t[R, T], T] 2+
P[RA2-TA2]
2M
h [1-—]'\(-1) #D[P[RA2-T~2], T]~2+F[RA2-TA2]"2 /.
PIRA2 - TA2]
R? - T2 r r
{ProductLog[ ] 5 — -1, (RA2-T"2) (— -1) Exp[r/ (2 M)]} // Fullsimplify
e 2M 2M
2M
gEq2 = - [1-—] «D[t[R, T], R]1 2+
PIRA2-TA2]
2M
h [1-—]'\(-1) #D[P[RA2-T~2], R]*2-F[R"2-T"2]"2 /.
FIRA2 - TA2]
RZ_T2 r r . .
{ProductLog[ ] 5> — -1, (RA2-T"2) - (— -1) Exp[r/ (2 M)]} // Fullsimplify
e 2M 2M

Clear[r, F]

out[95]=

. e 2MT? 2M
32e nhM - +(—1+—Jt(e’l>[R, 1k
r 2Mr - r? r
out[96]=
. e 2MRZ 2M
32ewnhM |- - +[—1+—)t<1’e)[R, T2
r 2Mr - r? r
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infogl:= (*Pakume t jaoks kuju valjax)

R+T
tR, T_] :=te*Log[R_T]

Simplify[gEql - gEq2] //.
r
{(R—T) - (R*2-T"2) / (R+T), (R*2-T"2) > (— -1] Exp[r/ (2M)]} // FullSimplify
2M
Simplify[gEql + gEq2] //.
r
{(R—T) > (R*"2-T"2) / (R+T), (R*2-T"*2) > (— -1] Exp[r/ (2 M)]} // FullSimplify
2M
(*Kummalgi vorrandil on sama lahend. Jatame negatiivse d vdartuse korvale,
et r jadks positiivseksx)
Solve[% == 90, t0]
Clear[t]

Out[99]=

ge M (4hm? - te?)

r

out[100]=

16 & n M2 (R? +T2) (4 hM? - te?)

(2M-r) r

out[101]=

{{te > -2+hm}, {te»2+/hm}}
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(*Tetraadi mugavamaks teisendaminex)

rfa_] :

a
2M (1 + ProductlLog [— ] )
e

12 2 e~ M2

Vo /h +rral

12M (c; -aCos[b]) A/-2M+r[a]
a+9/h rra]3? ]

RZ_TZ

Fla_] :

yla_] := Ar'cCosh[

r
GTet /. 8- (b &) /.Pr'oductLog[ ]_>—_1/.

e 2M

(R*2-T"2) » Exp[r/ (2M)] (L —1);
2M

GTet2 = FullSimplify[% // PowerExpand, Assumptions -» {r >0, M>0}] /.

8 e Ah M
_p32, e V_ c1_4»\/FM\/_2M+r‘ Cos[b]
\/-2M+r'

8 e h M
pr2, 28 Vh O _ahmA-2Mer Cos[b] >
V-2M+r

, 64en hM c? R s
P +——— 416 h M Cos[b] (—4ce 2 Mg+ (-2M4r) Cos[b]);
-2M+r

% /. '\/—r'3/2—4'\/FM A -2M+r Cos[b] '\/r'3/2—4'\/FM\/—2M+r‘ Cos[b] -

v-r®+16hM (-2M+r) Cos[b]? // Expand;
% /. {T>TxSqrt[Sign[r-2M] (r-2M)], R-> R*Sqrt[Sign[r-2M] (r-2M)]} //
PowerExpand;
Collect[GTet2, {T, R}] /.

, 64e’m hM c? R o
P4 ——— " 4116 h M Cos[b] (—4e 2 Mg+ (-2M+1) Cos[b]) N
-2M+r

r -2+ ﬁ
fl[r] ————— // FullSimplify;

8 e an ,\/F M3/2

- -r2 (-2M+1r)3/2
GTetShort =% /. (2 Mcy+em (2M-r) Cos[b]) - f2[r] . // Simplify;

32 n hM/? 1/-z+r—:

Do[Print [%[n]], {n, 4}]
{-Tf1[r] -Rf2[r], Rf1l[(r] +Tf2[r], 0, 0}

{-Cos[¢] (Rf1l[r] +Tf2[r]) Sin[e], Cos[¢] (TFf1[r] +Rf2[r]) Sin[6o],
r (Cos[b] Cos[O] Cos[¢] -Sin[b] Sin[¢]), -rSin[©] (Cos[©] Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Sin[¢])}

{-((Rf1[r] +Tf2[r]) Sin[©] Sin[¢]), (Tf1l[r] +Rf2[r]) Sin[6] Sin[¢],
r (Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Cos[©] Sin[¢]), rSin[©] (Cos[b] Cos[¢] - Cos[O] Sin[b] Sin[¢]) }

{-Cos[e] (Rf1[r] +Tf2[r]), Cos[o] (Tf1l[r] +Rf2[r]), -rCos[b] Sin[e], rSin[b] Sin[e]z}
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In[113]:=
(xTetraadi koordinaatteisendus Schwarzschildi koordinaatidessex)
ConvTet = Table[GTetShort[i]. {dT, dR, de, d¢}, {i, 4}];
tSqrt[9/ h] ]
i2M
tSqrt[9/ h] ]

12 M

R[t_, r ] := Sqr‘t[— (1-2—:")] EXp[r/ (4M)] Cosh[

TIt,r ] := Sqr‘t[- (1-L)] EXp[r/ (4M)] Sinh[
2M

D[T[t, r], t] // PowerExpand;

4 «;FM] —>R/ (Sqr‘t[—(l—%’l)] EXp[r / (4M)])5

D[T[t, r], r] // PowerExpand;

4 '\/FM] ->T/ (Sqrt[-(l-i’l)] Exp[r / (4M)]);

D[R[t, r], r] // PowerExpand;

4 «;FM] ->R/ (Sqrt[—(l—i’l)] Exp[r / (4M)]);

D[R[t, r], t] // PowerExpand;

t ] ->T/ (Sqrt[-(l-iq)] Exp[r/ (4M)])3

DTt =% /. Cosh[

DTr =% /. Sinh[

DRr = % /. Cosh[

DRt = % /. Sinh[
4+hm

Clear [T, R]

dT = DTt dt + DTrdr // Simplify;

dR = DRt dt + DRr dr // Simplify;

Table[Coefficient [ConvTet[i] // Simplify, {dt, dr, do, d¢} [j11, {i, 4}, {j, 4}1 /.

r
RA2 5> TA2+Exp[r/ (2M)] (— - 1) // FullSimplify;
2M
Do[Print[%[n]], {n, 4}]
Clear[dT, dR]

r

{eTM (2M-r) f2[r] ezfrm rfl[r]
8 +/h M2 ’ 8 M2
{eer (2M-r) Cos[¢] f1[r] Sin[O] ez*rm rCos[¢] f2[r] Sin[6]
8 \/FMZ ’ 8 M2 ’

r (Cos[b] Cos[O] Cos[¢] -Sin[b] Sin[¢]), -rSin[©] (Cos[©] Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Sin[m)}

, 0, e}

r

{eﬁ (2M-r) fl[r] Sin[6] Sin[¢] ezLM rf2[r] Sin[&] Sin[¢]
8 vh w2 ' 8 M

r (Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Cos[6] Sin[¢]), rSin[6] (Cos[b] Cos[¢] - Cos[O] Sin[b] Sin[d)])}

k)

r r

e (2M-r) Cos[6] f1[r] e2nrCos[O] f2[r]

{ 8\/FM2 ’ g M2

, —-rCos[b] Sin[6], rSin[b] Sin[e]z}
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Vaane
In[130]:=

(xKS-sarnaste koordinaatide lahendi Ricci tensor ja vaanex)
. a

(*r[a_] ._2M(1+ProductLog[e])

L_12 V2 e% m3/2

Fla_]:= A9/h 4/r[a]

12 M (ci-a Cos[b]) +/-2 M+r[a]
a :=Ar‘cCosh[ ]
Y[ _] a ,\/m r[a]B/Z *)

BIT_,R_]:=b

R? - T? r
] -» — -1 // PowerExpand // FullSimplify;
e 2M
r
%/. (R*-T%) > Exp[r/ (2M)] (— - 1) // FullSimplify
2M

RicT /. ProductLog[

RZ -T2 r
-» — -1 // PowerExpand // FullSimplify;
e 2M

GTorudd /. ProductLog [

r
% /. (R*-T%) > Exp[r/ (2M)] (— -1) // Fullsimplify;
2M

FullSimplify[% /. C[1] »@ /. (R-T) (R+T) » (R*-T%) /. (R*-T?) 5a/. (-R*+T?) > -a,
Assumptions » {M > @, r > @, b € Reals, h > 0} ];

Fullsimplify[
8ae 2w M Cos[b] 8ae zn M? Cos[b] 64a’e n hM* Cos[b]?
% /. |-1- 1- s [-1- -
r (<2 M+r) P (=2 Mer) (2M-r) r
\ h \ h
8ae zn M? Cos[b] 8ae 2w M Cos[b]
-1- 1- A(-1) »

r3 (-2 M+r) r3 (-2 M+r)
h h

64a2e'T:hM4Cos[b]2 4M A/h (-2M+r) Cos[b]
1/ | J-1- L

(2M-r) rd r3/2

3/2 3

r r

\/ aM+/h (-2M+r) Cos[b] \/ 16 hM? (-2M+r) Cos [b]?
1- - -1+ /

r
a-Exp[r/ (2M)] (— —1), Assumptions -» {M >0, r > 0, b € Reals, h >0}];
2M

Do[Print[%[n]], {n, 4}]
out[132]=

-1+h (-1+h) Sin[o]?

R

[te,e,0,0), (6,0, 0,0, {0, 0,
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r 3/2
-— r°/¢R 4h (3M-r) TCos[b]
8 e 2m M3 — +
_ 2 (—2M+ 2
2M-r h (—2M+r) ,1+w
r
{{@’ 72 B @, 0})
r?/
r 3/2
" r3/2R 4h (-3M+r) TCos[b]
8 e 2m m3 +
~2Msr P ,1+M
r
{ — .0, 0,0},
r?/

(4M+/h (-2M+r) TCos[b] +R \J-r¥+16 hM (-2M+r) Cos[b]?) sin[b] Sin[e]

{e, 0, 0,

b
ol

2M+/h (-2M+r)

(4M +/h (-2M+r) TCos[b] +R A-rdi16hM: (2M 1) Cos[b]*) Sin[b] Sin[©]

{e, 0, -
2MAh (—2M+r)

r3/2T N 4h (3M-r) RCos[b]

2M-r 16hM? (-2Mir) Cos[b]?
h (—2Mer) 4f-1 om0 sl

{{0, 7/2 : > 8 0},

8e M3

r
- 3/2 .
8 e an M3 r2/eT + 4h ( 3M+r‘)RCSs[b] :
-2M+r h(—2Mer) 71+16hM (—ZM;P, Cos[b]
r
{ , 0, 0,0},
7/2

r

(4M+/h (-2M+r) RCos[b] +T AorPi16h M (-2M+r) Cos[b]?) Sin[b] Sin (o]

{e, 0, 0,

]
o)

2M+/h (-2M+1r)

(4M +/h (-2M+r) RCos[b] +T A-r¥i16hM: (-2M 1) Cos[b]?) Sin[b] Sin[©]

{e, 0, -
2MAfh (2M+ 1)
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1 r
{{e, 0, — 8¢ M
(2M-r) r3

(r‘(—2M+r‘)T+4hM(2M—r‘)TCos[b]2— h (-2M+r) RCos[b] 4/-r’ +16hM2 (-2M+ 1) COS[b]z),

8 e n M2 (4M +/h (-2M+r) TCos[b] +R A-rdi16h M (-2M+r) Cos[b]?) Sin[b] Sin[&] }

r13, -2M+r
N h

1 = 3/2
0,0, -————8e 2v M

3 /245
M

(-r 2M+r R+4hM+/-2M+r RCos[b]2+TCos| \/h r‘3+16hM2(—2M+r‘)Cos[b]2)),

1
T gewmAhm (4(M _2M+r) RCos[b] + —2M+r‘T\/—r‘3+16hM2(—2M+P)Cos[b]2)
(2M-r) r3
1 o
sin[b] Sin[e}}, {77&; an M3/2

32412
M

(—r‘ 2M+r T+4hMA/—2M+r TCos[b]?+RCos[b] \/h (- +16h M (-2M+r) Cos[b]?) )

1 r
8 e an M (r (-2M+r)R+4hM (2M-r) RCos[b]? -

(2M-r) r3

h (-2M+r) TCos[b] A/-r®+16hM (-2M+r) cOs[sz), 0, e}, { (8e W h M
(2M-r) r

(4\/7M 2M+r) TCos[b] + —2M+r‘R\/—r‘3+16hM2(—2M+r‘)Cos[b]Z)Sin[b]Sin[e],

8e i \h M2 (4nM@2M-r)RCos[b] - \/-2M+r T+/-r>+16hM (-2M+r) Cos[b]2) Sin[b] Sin[6]

(2M-r) r3

o.0))
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1
{{e, ° (2M-r) r3

8e zn \h M (4\EM (-2M+r) TCos[b] + V-2M+r R/-r®+16hM (-2M+r) Cos[b]>

1 r
Csc[6] Sin[b], ———— 8¢ zn M? (r (=2M+r) T+4hM (2M-r) TCos[b]? -
(2M-r) r?

h (—2M+r) RCos[b] 4/-r’ +16hM2 (-2M+ ) Cosmz)}, {e, 0,

8e i A/h M (4 vhm@2M-r)RCos[b] - V-2M+r T+/-rP+16hM (-2M+r) Cos[b]?) Csc[6] Sin[b]

(2M-r) r3

1 r
, - ———8 e 2n M3/2

r3 4l—2+£
M

(4" N-2M+r R+4hMA/—2M+r RCos[b]%+TCos[b] \/h (-r>+16h M (-2M+r) Cos[b]?) )},

8 ¢ an M2 (4M+/h (-2M+r) TCos[b] +R Aorii16h M (—2M 1) Cos[b]?) Csc[e] Sin[b]

r‘3 -2M+r
N h

k)

1 .
— = gewmAhM (4 VA M (-2M+pr)RCos[b] + /- 2M+r T+/-r>+16hM2 (-2M+ r) Cos[b]>
(2M-r) r3
1 o
Csc[e] Sin[b], @, 0}, {-7% 2n M3/2
P -2+ 7

(-r- N-2M+r T+4hM~/-2M+r TCos[b]?+RCos[b] \/h (-r®+16hM* (-2M+r) Cos[b]?) ),

1 3
———8e M (r (-=2M+r)R+4hM (2M-r) RCos[b]? -
(2M-r) r3

h (-2M+r) TCos[b] A/-r>+16hM (-2M+r) Cos[b}z), 0, e}}
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In[138]:=

Out[139]=
out[141]=
Out[143]=
In[144]:=

Out[144]=

In[145]:=

Kood.nb

(xVadnde skalaaridx)

RZ -T2 r
Sum[GTorVu[a] * GTorV[a], {a, 4}] /. ProductLog[

e 2M

r
a- Exp[r/ (2M)] (— - 1) // PowerExpand // Simplify;
2M
r
FullSimpli-Fy[% /. TA25-a+R"2 /. a->Exp[r/ (2M)] (— -1),
2M
Assumptions - {r>0, M > 6}]

R? -T2 r
Sum[GTorAu[a] * GTorA[a], {a, 4}] /. ProductLog[

e 2M

r
a- Exp[r/ (2M)] (— - 1) // PowerExpand // Simplify;
2M

r
Fullsimplify[% /. T"2 5 -a+R"2 /. a-»>Exp[r/ (2M)] (— —1),
2M

Assumptions - {r>0, M > 0}]

RZ -T2 r
]->——1/.T"2->—a+R"2/.
2M

GTorScalar /. ProductLog [
e

r
a- Exp[r/ (2M)] (— —1) // PowerExpand // Simplify;
2M
r
Fullsimplify[% /. T*"2 > -a+R"2 /. a->Exp[r/ (2M)] (— —1),
2M
Assumptions - {r >0, M 0}]
1 3 -
- (78M+ (2+7) r-16 e z» M ¢y Cos[b] +2 (-4M+r) Cos[2b] +
r h
(r‘2 (7eir‘ (—3M+1r)2-16 h M* (6M+1r) c;12+32 e h M (~3M+1) o cOs[b}))/
(h (64 h M* c,% + 64 e h M? (2M-r) c; Cos[b] +
en (2M- 1) (8hM2 (2M-r) +r®+8hM? (2M-1) cOs[2b1)))]
16 Sin[b]?2
9r?

2 —%)r‘erSMCos[b] e (2M+r) c1+2MCos[b]))

r\4

(xKontrollime, et tetraadi determinant on reaalnex)
R? -T2 r
] » — -1 // Simplify
2M

DetTet /. ProductlLog [
e

-32e 2n hM rsSin[o]

Clear[F, B, ¥, r]

59

»>—-1/.T"2>-a+R"2/.

]—»——1/.T"2—>—a+R"2/.
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EF

In[146]:=

In[152]:=

In[156]:=

In[158]:=

koordinaadid

(xTetraadi kuju mddravad funktsioonidx)
K1[T, R] = F[T, R] Cosh[¥[T, R]1;
K2[T, R] = F[T, R] Sinh[a[T, R]];

K3[T, R] = F[T, R] Sinh[¥[T, R]1];

K4[T, R] = K2[T, R];

K5[T, R] =RCos[B[T, R11;

K6[T, R] = RSin[B[T, R]1];

(xTetraadidx)

Tet® = K1[T, R] dT +K2[T, R] dR // Simplify;
Tetl =

(K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Sin[6] Cos[¢] + (K5[T, R] Cos[©] Cos[¢] -K6[T, R] Sin[¢]) de -
(K5[T, R] Sin[¢] +K6[T, R] Cos[©] Cos[¢]) Sin[©] d¢p // Simplify;
Tet2 =
(K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Sin[6] Sin[¢] + (K5[T, R] Cos[©] Sin[¢] +K6[T, R] Cos[¢]) d6 +
(K5[T, R] Cos[¢] -K6[T, R] Cos[©] Sin[¢]) Sin[6] d¢ // Simplify;
Tet3 = (K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Cos[6] -
K5[T, R] Sin[6] de + K6 [T, R] Sin[e]~2d¢ // Simplify;

(*Tetraadi maatriks ja podrdmaatrikss)

GTet = Table[Coefficient[{TetoO, Tetl, Tet2, Tet3}[i], {dT, dR, de, d¢}[jl, 1],
{i, 43, {j.v 41 7// Simplify}

GTetI = Inverse[GTet] // FullSimplify;

(*Lie tuletisx)
Simplify[1+D[GTet, T] + @ * D[GTet, R] +
Table[- (D[GTet[a, 1], {T, R, 6, ¢}[b]] *1 +D[GTet[a, 2], {T, R, 6, ¢}[b]] *0) +

D[1, {T, R, 6, ¢}[b]] * GTet[a, 1] +
D[O®, {T, R, 6, ¢} [b]] * GTet[a, 2] + D[GTet[a, 1], {T, R, 6, ¢}[b]] 1+
D[GTet[a, 2], {T, R, 6, ¢}[bl] 0, {a, 4}, {b, 4}11;

LDEq = Simplify[Table[%[a, b] == @, {a, 4}, {b, 4}17;

Do[Print[%[n]], {n, 4}]

(xLie tuletise lahendx)

LDEq /. {a > (a[R] &, B> (b[R] &), ¥ » (c[R] &), F > (f[R] &)} // FullSimplify //

MatrixForm

60



[Cosh[¥ [T, R1] F™®® [T, R] + F[T, R] Sinh [y [T, R1] ¥™® [T, R] =0,
Sinh[a[T, R]1] F™® [T, R] + Cosh[a[T, R]] F[T, R] a'»® [T, R] =@, True, True}

{Cos ] sin[e] (Sinh[y[T, R]] F™® [T, R] + Cosh[y [T, R]] F[T, R] ¥ [T, R]) =,
Cos[¢] Sin[e] (Sinh[a[T, R]] F™® [T, R] + Cosh[a[T, R]] F[T, R] «>® [T, R]) =@,
R (Cos[B[T, R]] Sin[¢] +Cos[ ] Cos[¢] Sin[B[T, R1]) B*® [T, R] =0,

RSin[e] (Cos[6] Cos[¢] Cos[B[T, R]] -Sin[¢] Sin[B([T, R1]) BH? [T, R] =0}

{sin[e] sin[¢] (Sinh[¥ [T, R]] F™"® [T, R] + Cosh[¥[T, R]] F[T, R] ¥»® [T, R]) =@,
Sin[e] Sin[¢] (Sinh[a[T, R]] F™® [T, R] + Cosh[a[T, R]] F[T, R] «*® [T, R]) =@,
R (Cos[¢] Cos[B ] —COS[ 1 Sin[¢] Sin[B[T, R]]) 822 [T, R] =0,

) 1

[T, R }
RSin[o] (Cos[©] Cos[B[T, R]] Sin[¢] +Cos[¢] Sin[B[T, R]]

{Cos[o] (Sinh[y[T, R]] F™® [T, R] + Cosh[¥ [T, R]] F[T, Rl y*»® [T, R]) =0,

RSin[e] Sin[A[T, R]] s ® [T, R] == 0, RCOS[B[T R]] Sin[e] g% [T, R] =0}

Qut[161]//MatrixForm=

In[162]:=

In[168]:=

True True True True
True True True True
True True True True
True True True True

(*Tetraadi funktsioonid peale Lie tuletise lahendamistx)

K1[T, R] = F[R] Cosh[¥[R]];
K2[T, R] = F[R] Sinh[a[R]];
K3[T, R] = F[R] Sinh[¥[R]];
K4[T, R] = K2[T, R];

K5[T, R] = RCos[B[R]];
K6[T, R] =RSin[B[R]];

(xDefineerime tetraadi uuesti, et Lie tuletis arvesse vottax)
Tetd = K1[T, R] dT + K2[T, R] dR // Simplify;
Tetl =

Kood.nb | 19

(K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Sin[6] Cos[¢] + (K5[T, R] Cos[6] Cos[¢] -K6[T, R] Sin[¢]) do -

(K5[T, R] Sin[¢] +K6[T, R] Cos[6] Cos[¢]) Sin[6] d¢ // Simplify;
Tet2 =

(K3[T, R]1 dT +K4[T, R] dR) Sin[6] Sin[¢] + (K5[T, R] Cos[©] Sin[¢] + K6[T, R] Cos[¢]) de +

(K5[T, R] Cos[¢] -K6[T, R] Cos[6] Sin[¢]) Sin[6] d¢ // Simplify;

Tet3 = (K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Cos[O] -
K5[T, R] Sin[6] d6 +K6[T, R] Sin[6]~2d¢ // Simplify;

GTet = Table[Coefficient[{TetO, Tetl, Tet2, Tet3}[i], {dT, dR, de, d¢}[jl, 1],
{i, 4}, {Jj, 4}]1 // Simplify;

GTetI = Inverse[GTet] // FullSimplify;
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Valjavorrandid

In[174]:=
(*Meetrika ja sellest tuletatud suurusedx)

g = Table[Sum[DiagonalMatrix[{-1, 1, 1, 1}][as, bs] * GTet[as, a] » GTet[bs, b],
{as, 4}, {bs, 4}1, {a, 4}, {b, 4}] // Simplify
gI = Inverse[g];
gD =D[g, {{T, R, 6, ¢}}1;
Ct = Table[1 /2 Sum[gI[k] [i] + (gD[1][i] [m] + gDOm] [il [1] - gPM1D OmI [il), {i, 4}1,
{k, 4}, {1, 4}, {m, 4}];
DCt =D[Ct, {{T, R, 6, ¢}}];
RieT = Table[-DCt[k] [1] [m] In] + DCt k] [1] [n] [m] +
Sum[-Ct[i] (1] [m] * CtLk] [il In] + Ct[i] (11 [n] » CtIkI [il ImD, {i, 4}1,
{k, 4}, {1, 4}, {m, 4}, {n, 4}1;
RicT = TensorContract [RieT, {{1, 3}}1];
RicS = Simplify [Sum[Sum[gI[k] [1] * RicTrkI (11, {k, 4}1, {1, 4}11;

out[174]=
{{-F[R]?, F[R]?Sinh[a[R]] (-Cosh[¥[R]] +Sinh[¥[R]]), @, @},
{F[R]?Sinh[a[R]] (-Cosh[¥[R]] +Sinh[¥[R]]), @, @, @},
{e,0,R?, 0}, {0,0,0,R*Sin[6]?}]
In[182]:=

(xVaandetensor ja sellest tuletatud suurusedx)
GTorudd = Table[Sum[GTetI[a, as] *
(D[GTet[as, cI, {{T, R, &, ¢}[b]}] -D[GTet[as, b], {{T, R, 6, ¢}[cl}]),
{as, 4}1, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}] // Simplify;
GTorV = TensorContract[GTorudd, {{1, 2}}];
GToruuu = Table [Sum[GTorudd[a, bs, cs] » gI[bs, b] * gI[cs, c], {bs, 4}, {cs, 4}],
{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}1;
GTorA =

1
— Table[Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4][a, bs, cs, ds] * GToruuu[bs, cs, ds],
6

{bs, 4}, {cs, 4}, {ds, 4}]1, {a, 4}];
GTorddd = Table[Sum[GTorudd[as, b, c] » g[as, al, {as, 4}1, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}1];

GTorT = Table [

1 1
— (GTorddd[a, b, c] + GTorddd[b, a, c]) + — (glc, a] * GTorV[b] + g[c, b] » GTorV[a]) -
2 6

1
- glla, b] «GTorV[cl, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}];
3

GTorAu = Table[Sum[GTorA[as] * gI[as, all, {as, 4}1, {a, 4}1;

GTorVu = Table[Sum[GTorV[as] * gI[as, al, {as, 4}1, {a, 4}1;

GTorTduu = Table[Sum[GTorT[a, bs, cs] » gI[bs, b] * gI[cs, cl, {bs, 4}, {cs, 4}],
{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}];

3 2
GTorScalar = — Sum[GTorAu[a] » GTorA[a], {a, 4}] - — Sum[GTorVu[a] » GTorV[a], {a, 4}] +
2 3

2
— Sum[GTorT[a, b, c] * GTorTduu[d, b, c] = gI[a, d],
3

{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}, {d, 4}]1 // Simplify;

62



Kood.nb | 21

In[192]:=
(*vValjavorrandidx)
RicS 1 1
FEq = Table[RicT[[a, b] - —— gla, b] +e * (— Sum[GTorAul[as]] * —
2 2 3

(GTorA[as] * g[a, bl + GTorA[a] = g[b, as] + GTorA[b] * g[as, all), {as, 4}] -
4
— Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4] [b, as, bs, cs] * GTorAu[as] =
9

GTorTduu[a, bs, cs], {as, 4}, {bs, 4}, {cs, 4}] -

2
— Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4] [a, b, as, bs] * GTorAu[as] *
9

1
GTorVu[bs], {as, 4}, {bs, 4}] - — Sum[Sqrt[-Det[g]]
3
LeviCivitaTensor[4][a, b, as, bs] » gI[as, cs] * Cov[GTorAu[bs], {"u"}][csI,

{as, 4}, {bs, 4}, {cs, 4]‘]): {a, 4}, {b, 4}] // Simplify;

In[193]:=
(*Antisiimm. valjavorrandid. Jalle valime B=const=bx)

FEgDiagl = FullSimplify[FEq[1, 2] - FEq[2, 1] ==©0 /. B » (b &), Assumptions -» {e # 0}]
FEgDiag2 = FullSimplify[FEq[3, 4] - FEq[4, 3] =0 /. B> (b &),
Assumptions -» {e *»Sin[©] # @, Sin[b] # 0}]
out[193]=
True
out[194]
2Cos[b] F[R] ==
e"® Cschla[R]] (Cosh[¥[R]] (F[R] ~RF’[R]) +RCoth[a[R]] F[R] Sinh[y[R]] o’ [R])

F[R]
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In[195]:=

Out[195]=

out[196]=

out[198]=

out[199]=

Out[201]=

In[202]:=

out[202]=

Out[203]=

(*Siimm. valjavorrandidx)

9 (-1+h) Csc[b]?
FEQI1, 1] /. B> (b&) /. e > - // FullSimplify
8h

DSolve([% == @, F[R], R] // Simplify
& b VR

(R+h ¢;) Sinh[a[R]]?

F[R_] =

Simplify[FEq[2, 2] /. B~ (b &)]
DSolve[% = @, a[R], R]
e%2+¥[Rl p

a[R_] := ArcSinh
R+h C1

Simplify[FEQ[3, 3] /. B~ (b &)]

FIR]®+e?¥Rl hCsch[a[R]]? (2RF'[R] +F[R] (-1+2RCoth[a[R]] a’[R] -2R ¥ [R]))

hR?F[R]

ev[R] \/F \/E

(R+h ¢1) Sinh[a[R]]?

eY[R] \/F \/E

(R+h c1) Sinh[a[R]]

J)

{{F[R]a\/ 2}, {F[R}e\/

2 (& “RCoth[a[R]] & [R] +Ry’[R])

R+h ¢,

R2
.=+ Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution

information.

HO([R] »ArcSinh{mH}

(*Viimane antisiimm. vdljavorrand ei ole iildiselt lahendatavx)
FEgDiag2 // PowerExpand // FullSimplify

DSolve[% /. C[1] » @, ¥[R], R]

Clear[F, a]

1
?e‘cz (-4 vh VR yR+hc; Cos[b] + (2R+3 h ¢;) Cosh[y[R]] +
R

2 hcy Sinh[y[R]] +2 R (R+h c;) Sinh[¥[R]] ¥'[R]) =@

-+« Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution

information.

e © e ©

+2 \/F Cos[b}”, {y[R] eAr‘cCosh[—

+2\/FCos[b}H}

{{y[R] - —-ArcCosh [—

R R
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Koordinaatteisendus

In[205]:=
(*Meetrika koordinaatteisendusx)

gEq = Table[Sum[D[{T[t, r], R[t, r], 6, ¢}[as], {t, r, 6, ¢}[al] *
D[{T[t, r]l, R[t, r], 6, ¢}[bs], {t, r, 6, ¢}[b]] » (glas, bs] /. R>R[t, r]),
{as, 4}, {bs, 4}1, {a, 4}, {b, 4}] // Simplify;

e 4/h R

F[R_] .=
v (R+h c;) Sinh[a[R]]?
e®2+¥[Rl p
a[R_] := ArcSinh
R+h C1

R[t_, r_]:=r
gEq // PowerExpand // FullSimplify // Together // MatrixForm;
% // Simplify

Out[210]//MatrixForm=
e2¢ p (eCZ r+(r+h c;) T@,1) [t,r‘]) T(1,0) [t,r]

_e?%h (r+hcy) T [t,r)2 _ 0 9
r r
e 2 h (e2r+(r+h cq) TOY [t,r]) T [t,r) e 22 h 7OV [t,r] (2e2r+(r+h cq) TOY [t,r]) 0 0
r r
0 0 r? 0
0 0 @ r?sinf[e)?

In[211]:=

(xKoordinaatteisenduse vorrandid koos parameetri valiku ja T lmber skaleerimisegax)
DSolve[e°2r+ (r+hcy) T®YV[t,r] =0/.C[1] »-2M/h /.

C2

@
TOU[E, p] > ——— TOU [, r], T[t, r], {t, r}] // Simplify

Sqrt[h]
e?2% h (r+h cq) T®? [t, r]? he,
DSolve[ =1+ /.C[1] » -2M/h /.
r r

e
TOO 0L, r] > ———— T®O [, r], T, ], (t, r‘}] // Simplify
Sqrt[h]

out[211]=

{{Tit, r1 > -+/h (r+2MLog[-2M+r]) +c3[t] }}

out[212]=

H{Tlt, r] > —t+ca[r]}, {T[Lt, r] >t+cy[r]}}
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Vaane

In[213]:=

(*Tetraad ja vadne Schwarzschildi koordinaatidesx)
T[t_, r_] :=t+Sqrt[h] (r+2MLog[r-2M])
ArticleTetEF =

Table[Sum[ArticleTet[a, as] *D[{T[t, r], r, 6, ¢}[as], {t, r, 6, ¢}[cl], {as, 4}1,

{a, 4}, {c, 4}] // PowerExpand // FullSimplify;
Do[Print[%[n]], {n, 4}]

Table[Sum[Inverse[ArticleTetEF] [a, as] * (D[ArticleTetEF[as, c], {{T, r, 6, ¢}[d]}] -

D[ArticleTetEF[as, d], {{T, r, 6, ¢}[cl}l),
{as, 4}], {a, 4}, {d, 4}, {c, 4}] // FullSimplify;

4h (r+M2 )% Cos[b]?

% /. (-2M+r) \/(ZM—r') r+4h (r+M )*Cos[b]? \/-f‘+
-2M+r
NV-2M+r ((2M-r) r+4h (r+M2 )% Cos[b]?) // FullSimplify;
Do [Print[%[n] ], {n, 4}]
Clear[T, R, F, a]

4h (r+M? B)2 Cos[b]2

2+h (r+M2g) Cos[b] 2h (r+M2p) Cos[b] “ﬁ;J‘"+‘J‘?£?EL*
, + 1910
{ r -2M+r \V-2M+r }

\/(ZM—r‘) r+4h (r+M p)?Cos[b]? Cos[¢] Sin[6]

B

r

(Zh (r+M?B) Cos[b] - vJh \/(ZM—r‘) r+4h (P+MZB>2Cos[b]2) Cos[¢] Sin[o]

)

2M-r

-

r (Cos[b] Cos[O] Cos[¢] -Sin[b] Sin[¢]), —rSin[e](Cos[e}Cos[¢}Sin[b]+Cos[b]Sin[¢})}

\/(ZM—r') r+4h (r‘+MZB>2Cos[b}2 Sin[©] Sin[¢]

El

r

(2h (r+M?>B) Cos[b] - vJh \/(ZM—r‘) r+4h (r‘+M2/3>2Cos[b]2) Sin[©] Sin[¢]

)

2M-r

r (Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Cos[6] Sin[¢]), rSin[6] (Cos[b] Cos[¢] - Cos[O] Sin[b] Sin[d)])}

\/(ZM—r‘) r+4h (r+M g)?Ccos[b]? Cos[o]

3

r

(Zh (r+M2B) Cos[b] - </h \/(zm-m r+4h (r‘+MZB>2Cos[b}2)Cos[e]

)

2M-r
-rCos[b] Sin[6], rSin[b] Sin[e}z}
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4h (r+M* )2 Cos[b]?
2\/EP\/—2M+r‘(r‘+M(—M+r‘)B>Cos[b]+r‘(—2M+r‘) \/r‘+ ( ) +

-2M+r

M

e

4hMB (r+M ) Cos[b]? {\/—2M+r‘ \/(ZM—r‘) r+4h (r‘+M2/3)2Cos[b]2 +

4h (r+M?*B)%Cos[b]?
(-2M+r) \/—r‘+ ( ) /

-2M+r
4hr -2M+r <P+MZB)2COS[b]2 \/(ZMfr‘) r+4h <P+MZB)2Cos[bJ2 +

4h (r+M2g)?cos(b)?

r(-2M+r) ((2M-r)r+4h (P+M2/3)2Cos[b]2) \/r‘+ , 0, 0},

-2M+r

4h (r+M* )% Cos[b)]>

Zx/ﬁr‘\/2M+r‘(r‘+M(M+r‘)B)Cos[b]+(2Mr‘)r‘\/r‘+ -

-2M+r

M

{

4hMB (r+M ) Cos[b]? [\/—2M+r‘ \/(ZM—r‘) r+4h <P+M2/3)2C05[b]2 +

4h (r+M?*B)%cCos[b]?
(—2M+r) \/—r‘+ ( ) /

-2M+r
4hr /-2M+r (r‘+M2/3)ZCos[b]2 \/(ZMfr') r+4h <P+M2/3)2Cos[b]2 +

4h (r+M2p)?cos(b)?

P (-2M+r) ((2M-r) r+4h (r+M B)%Cos[b]?) \/—r‘+ , 0,0, 0},

-2M+r

Y. Sin[b] Sin[©]

212 [2\/3 V-2Mir (reMB) Cos[b] + (-2M+r) \/_Hw

eJ e) e) )
{ V-2Msr ((2M-r)r+8h (r+M ) Cos[b]?) }
e
9,

2r?
-2M+r

2+h V2Mir (r+M2B) Cos[b] + (-2M+ 1) quw J Sin[b] sin[6]

k)

V-2M+r ((2M-r)r+8h (r+M 3)*Cos[b]?)
o}
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{{e, (2M (-2M+r)¥2 (creM (M- 1) B) COS[b])/

4hr-2M+r (P+MZB)ZCos[b]2 \/(ZMfr') r+4h <P+M2/3)2Cos[b]2 +

4h (r+M2p)?Cos(b)?

r(-2M+r) ((2M-r)r+4h (P+M2/3)2Cos[b]2) \/—r‘+
-2M+r

0, 0, {(2M (-2M+r)> (raM (-Msr) B) Cos[b])/

4hr-2M+r (r‘+M2/3)ZCos[b]2 \/(ZMfr') r+4h <P+M2/3)2Cos[bJ2 +

4h (r+M2 )2 Cos(b)?

P (-2M+r) ((2M-r) r+4h (r+M B)%Cos[b]?) \/—r‘+ , 0,0, 0},

-2M+r

2r (-2M+r) (r+M?B) Sin[2b] Sin[6]

{e, 0,0, - },
(2M-r)r+8h (r+M ) Cos[b)>

9]

H Cos[b]\/(ZMfr‘)r‘+4h(r‘+M2/3’)2C0$[b]2
0, 0, - s
r‘2

\/(ZMfr‘) r+4h (r+M p)°Cos[b]? Sin[b] Sin[6]
— r‘z )

2r (-2M+r) (r+M? g) Sin[2b] Sin[e]

{e, 0,
(2M-r) r+8h (r‘+M2/3)2Cos[b]2

2M-2hM? 3Cos[b]2 + +/h Cos[b] \/(ZM—r') r+4h (P+M2/3)2Cos[b}2 -r(1+h+hCos[2b])

{0, 0, ,
(2M-r) r

“+h \/(ZMfr‘) r+4h (r+M g)?Cos[b]? Sin[b] Sin[e] +h (r+M?3) Sin[2b] Sin[e]

r(-2M+r)

Cos[b] \/(ZM—r‘) r+4h (r‘+M2/3>2Cos[b}2

3

I"Z

2M+r+hr+2hM B3Cos[b]2 - +/h Cos[b] \/(ZM—r‘) r+4h (P+M2/3)2Cos[b]2 +hrcCos[2b]

k)

(2M-r) r

\/(ZM—r‘) r+4h (r+M g)*Cos[b]? Sin[b] Sin[e]
0, 0}, | ;
|"2
sin[e]
- .0, 0}}
\/(ZM—r‘) r+4h (rsM? g)2 Cos [b]? Csc(b]

Vn

2 (r+M*B) Cot[b] +
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\/(2M7|~> r+4h (r+M ) Cos[b]? Csc[o] Sin[b]

{{e, o, ,
2

r

Cos[b] \/(ZMfr‘) r+4h (r‘+M26)2Cos[b]2
_ - ,

~/h \/(ZM—r‘) r+4h <P+M2/3)2C05[b]2 Csc[e] Sin[b] +h (r+M? ) Csc[©] Sin[2b]

{e, 0, )
(2M-r) r

2M+r+hr+2hM23Cos[b]2- +/h Cos[b] \/(2M—r‘) r+4h <P+MZB)ZCos[b]2 +hrcCos[2b]

r(-2M+r)

\/(ZM—r‘) r+4h (r+M* )% Cos[b]? Csc[o] Sin[b]

{- - :

r

Csc[O]

.0, 0},

\/(ZM—r') r+ah (r«M )2 Cos[b]? Csc[b]

Vh

2 (r+M*B) Cot[b] +

Cos[b] \/(ZM—r‘) r+4h (r+Mg)?cos(b)?

{ - ,

r

2M+r+hr+2hM?3Cos[b]2- +/h Cos[b] \/(ZM—r‘) r+4h <P+MZB)2Cos[b]2 +hrCos[2b]

)

(2M-r) r

o,

GP koordinaadid

In[220]:=
(xTetraadi kuju mddravad funktsioonidx)

K1[T, R] = F[T, R] Cosh[¥[T, R]1;
K2[T, R] = Sinh[a[T, R]];
K3[T, R] = F[T, R] Sinh[¥[T, R]];
K4[T, R] = Cosh[a[T, R]];
K5[T, R] = RCos[B[T, R1];
K6[T, R] = RSin[B[T, R1];

In[226]:=

(xTetraadidx)
Tet® = K1[T, R] dT +K2[T, R] dR // Simplify;
Tetl =

(K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Sin[6] Cos[¢] + (K5[T, R] Cos[©] Cos[¢] -K6[T, R] Sin[¢]) de -
(K5[T, R] Sin[¢] +K6[T, R] Cos[6] Cos[¢]) Sin[©] d¢ // Simplify;
Tet2 =
(K3[T, R] dT + K4[T, R] dR) Sin[6] Sin[¢] + (K5[T, R] Cos[©] Sin[¢] + K6 [T, R] Cos[¢]) do +
(K5[T, R] Cos[¢] -K6[T, R] Cos[@8] Sin[¢]) Sin[6] d¢ // Simplify;
Tet3 = (K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Cos[6] -
K5[T, R] Sin[6] d6 +K6[T, R] Sin[e]~2d¢ // Simplify;
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In[230]:=
(*Tetraadi maatriks ja podrdmaatrikss)
GTet = Table[Coefficient[{Teto, Tetl, Tet2, Tet3}[i], {dT, dR, de, d¢}[jl, 1],
{i, 4}, {j, 4}]1 // Simplify;
GTetI = Inverse[GTet] // FullSimplify;
In[232]:=
Simplify[1+D[GTet, T] + @ * D[GTet, R] +
Table[- (D[GTet[a, 1], {T, R, 6, ¢}[[b]] * 1 +D[GTet[a, 2], {T, R, 6, ¢}[b]] *0) +
D[1, {T, R, 6, ¢}[b]] * GTet[a, 1] +
D[O®, {T, R, 6, ¢} [b]] * GTet[a, 2] + D[GTet[a, 1], {T, R, 6, ¢}[b]] 1+
D[GTet[a, 2], {T, R, 6, ¢}[b1]1 * 0, {a, 4}, {b, 4}11;
LDEq = Simplify[Table[%[a, b] == @, {a, 4}, {b, 4}117;
Do[Print[%[n]], {n, 4}]
LDEq /. {a - (a[R] &), B> (b[R] &), ¥ - (c[R] &), F > (f[R] &)} // FullSimplify //
MatrixForm

{Cosh[y[T, R]] F™® [T, R] + F[T, R] Sinh[y[T, R]] ¥»® [T, R] =0,
Cosh[a[T, R]] a'™® [T, R] =, True, True}

{Cos[¢] Sin[e] (Sinh[y[T, R]] F™® [T, R] + Cosh[y [T, R]] F[T, Rl y»® [T, R]) =0,
Cos[¢] Sin[6] Sinh[a[T, R]] a'*® [T, R] =0,

R (Cos[B[T, R]] Sin[¢] + Cos[6] Cos[¢] Sin[B[T, R]1) 19 [T, R] == 0,

RSin[e] (Cos[6] Cos[¢] Cos[B[T, R]] -Sin[¢] Sin[A[T, R1]) B [T, R] =@}

{sin[e] Sin[¢] (Sinh[y [T, R]] F™™® [T, R] + Cosh[¥[T, R]] F[T, R] ¥»® [T, R]) =@,
sin[©] Sin[¢] Sinh[a[T, R]] a*® [T, R] =0,

R (Cos[¢] Cos[B[T, R]] -Cos[6] Sin[¢] Sin[B[T, R]]1) 3@ [T, R] =0,

RSin[e] (Cos[6] Cos[A[T, R]] Sin[¢] + Cos[¢] Sin[B[T, R1]) B? [T, R] =0}

{Cos[o] (Sinh[y [T, R]] F™® [T, R] + Cosh[¥ [T, R]] F[T, Rl y*»® [T, R]) =0,
Cos[6] Sinh[a[T, R]] a'¥*® [T, R] =0, RSin[6] Sin[B[T, R]1] p? [T, R] =0,
RCos[B([T, R]] Sin[e] p»® [T, R] =0}
Qut[235]//MatrixForm=

True True True True

True True True True

True True True True

True True True True

In[236]:=
(xTetraadi funktsioonid peale Lie tuletise lahendamistx)

K1[T, R] = F[R] Cosh[¥[R]];
K2[T, R] = Sinh[a[R]];

K3[T, R] = F[R] Sinh[¥[R]];
K4[T, R] = Cosh[a[R]];
K5[T, R] = RCos[B[R]];
K6[T, R] =RSin[B[R]];
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(xDefineerime tetraadi uuesti, et Lie tuletis arvesse vottax)
Tetd = K1[T, R] dT + K2[T, R] dR // Simplify;
Tetl =
(K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Sin[6] Cos[¢] + (K5[T, R] Cos[6] Cos[¢] - K6[T, R] Sin[¢]) de -
(K5[T, R] Sin[¢] +K6[T, R] Cos[6] Cos[¢]) Sin[6] d¢ // Simplify;
Tet2 =
(K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Sin[6] Sin[¢] + (K5[T, R] Cos[6] Sin[¢] + K6 [T, R] Cos[¢]) de +
(K5[T, R] Cos[®#] -K6[T, R] Cos[©] Sin[¢]) Sin[©] d¢ // Simplify;
Tet3 = (K3[T, R] dT +K4[T, R] dR) Cos[6] -
K5[T, R] Sin[©6] d6 +K6[T, R] Sin[6e]~2d¢ // Simplify;
GTet = Table[Coefficient[{TetO, Tetl, Tet2, Tet3}[i], {dT, dR, de, d¢}[jl, 1],
{i, 4}, {J, 4}]1 // Simplify;
GTetI = Inverse[GTet] // FullSimplify;

Valjavorrandid

In[248]:=

Out[248]=

(*Meetrika ja sellest tuletatud suurusedx)
g = Table[Sum[DiagonalMatrix[{-1, 1, 1, 1}][as, bs] * GTet[as, a] » GTet[bs, b],
{as, 4}, {bs, 4}1, {a, 4}, {b, 4}] // Simplify
gI = Inverse[g];
gD =D[g, {{T, R, 6, ¢}}1;
Ct = Table[1 /2 Sum[gI[K] [i] » (gD[1] il [m] + gDOm] [il (1] - gPM1D m] [il), {i, 4}1,
{k, 4}, {1, 4}, {m, 4}];
DCt =D[Ct, {{T, R, 6, ¢}}];
RieT = Table[-DCt[k] [1] [m] [n] + DCt k] [1] [n] [m] +
Sum[-Ct[i] [1] [m] * CtLk] [il In] + CtIi] [11 [n] » CtIk] [il ImI, {i, 4}1,
{k, 4}, {1, 4}, {m, 4}, {n, 4}];
RicT = TensorContract [RieT, {{1, 3}}1;
RicS = Simplify [Sum[Sum[gI[k] [1] * RicTrkI (11, {k, 4}1, {1, 4}11;

{{-F[R]?, -F[R] Sinh[a[R] - ¥[R]], @, @},
{-F[R] Sinh[a[R] - ¥[R]], 1, @, @}, {0, @, R?, @}, {e, @, 0, R*Sin[6]?}}
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In[256]:=

In[266]:=

(xVadndetensor ja sellest tuletatud suurusedsx)
GTorudd = Table[Sum[GTetI[a, as] *
(D[GTet[as, c], {{T, R, 6, ¢}[b]}] -D[GTet[as, b], {{T, R, 6, ¢}[cl}]),
{as, 411, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}] // Simplify;
GTorV = TensorContract [GTorudd, {{1, 2}}];
GToruuu = Table [Sum[GTorudd[a, bs, cs] » gI[bs, b] * gI[cs, c], {bs, 4}, {cs, 4}],
{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}1;
GTorA =

1
— Table[Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4][a, bs, cs, ds] * GToruuu[bs, cs, ds],
6

{bs, 4}, {cs, 4}, {ds, 4}]1, {a, 4}];
GTorddd = Table[Sum[GTorudd[as, b, c] * g[as, all, {as, 4}]1, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}];
GTorT = Table[
1 1
— (GTorddd[a, b, c] + GTorddd[b, a, c]) + — (glc, a] * GTorV[b] + glc, b]] » GTorV[a]) -
2 6

1
~ glla, b] «GTorV[cl, {a, 4}, {b, 4}, {c, 4}];
3

GTorAu = Table[Sum[GTorA[as] * gI[as, all, {as, 4}1, {a, 4}1;

GTorVu = Table [Sum[GTorV[as] * gI[as, al, {as, 4}1, {a, 4}1;

GTorTduu = Table [Sum[GTorT[a, bs, cs] » gI[bs, b] * gI[cs, cl, {bs, 4}, {cs, 4}1,
{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}];

3 2
GTorScalar = — Sum[GTorAu[a] * GTorA[a], {a, 4}] - — Sum[GTorVu[a] * GTorV[a], {a, 4}] +
2 3

2
— Sum[GTorT[a, b, c] * GTorTduu[d, b, c] = gIfa, dI,
3

{a, 4}, {b, 4}, {c, 4}, {d, 4}] // Simplify;

(*Valjavorrandidx)

RicS 1 1
FEq = Table[RicT[[a, b] - —— gfa, b] +e * (— Sum[GTor‘AulIas]] * —

2 2 3
(GTorA[as] * g[a, b]] + GTorA[a] » g[b, as] + GTorA[b] * g[as, all), {as, 4}] -

4
— Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4] [b, as, bs, cs] * GTorAu[as] =
9

GTorTduu[a, bs, cs], {as, 4}, {bs, 4}, {cs, 4}] -

2
— Sum[Sqrt[-Det[g]] LeviCivitaTensor[4] [a, b, as, bs] * GTorAu[as] *
9

1
GTorVu[bs], {as, 4}, {bs, 4}] - — Sum[Sqrt[-Det[g]]
3
LeviCivitaTensor[4] [a, b, as, bs] » gI[as, cs] * Cov[GTorAu[bs], {"u"}][csI,

{as, 4}, {bs, 4}, {cs, 4}]], {a, 4}, {b, 4}] // Simplify;
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Oout[267]=

out[268]=

In[269]:=

out[271]=

out[272]=

In[274]:=

out[275]=

out[276]=

Kood.nb

(*Antisiimm. valjavorrandid, valime B=const=bx)

FEqDiagl = Simplify[FEq[1, 2] - FEQ[2, 1] ==0 /. 3 » (b &), Assumptions -» {e€ # 0}]

FEgDiag2 = FullSimplify[FEq[3, 4] - FEq[4, 3] =0 /. B » (b &) // TrigExpand,
Assumptions -» {e€ »Sin[©] # @, Sin[b] # 0}]

True

RCosh[a[R]] Sech[a[R] - ¥[R]]12F [R]
2Cos[b] + _
F[R]

Sech[a[R] -¥[R]] (Cosh[y[R]] +RSinh[¥[R]] & [R])

(xEsimene siimm. vdljavorrandsx)

a[R_] :=6[R] +¥[R]

9 (-1+h) Csc[b]?
8h

FullSimpli-Fy[FEq[[l, 11 /.B-» (b&) /. € » - ]|16]] // TrigExpand //

Together;
% // FullSimplify
DSolve[% == @, 5 [R], R]
Clear[a]

1-2h+Cosh[25[R]] +4hRTanh[&[R]] & [R]

.=+ Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution

information.

{{6[R] e—Ar‘cCOSh[—mH’ {6[RJ %Ar‘cCosh[—mH,

{5[R] > —Ar‘cCosh[
1+e¥ha R

(xTeine siimm. vdljavorrandx)

e4hcc1 ,\/F ,\/E
Vis+e®he R

alR_] := Ar‘cCosh[ ] + ¥ [R]

9 (-1+h) Csc[b]?

FEQL2, 2] /. B~ (b&) /. € > -

] } {5 [R] - ArcCosh[

8h
DSolve[% == @, F[R], R] // Simplify

1 2RF[R]
1+e® M R F[R]

R2
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1+e®" R

// PowerExpand // FullSimplify
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In[277]:=
(*Kolmas siimm. valjavorrandsx)
Vl + e8 he R Cy
F [R_] o=
vR
9 (-1+h) Csc[b]?
FEqQ[3,3] /. B> (b &) /. € » - // PowerExpand // FullSimplify
8h
Out[278]=
0
In[279]:=
(*Ulejasnud antisiimm. vdrrandit jille iildiselt lahendada ei saax)
FEgDiag22 =
FullSimplify[SubtractSides [FEqDiag2, FEqDiag2[[2] ] [1] // PowerExpand // TrigExpand,
Assumptions -» Sin[b] # 0] ;
FullSimplify[FEqDiag22 // PowerExpand, Assumptions - {r >0, M >0}];
FEgDiag23 = Collect([%, {Sinh[¥[R]], Cosh[¥[R]]1}]
1
_ . Log|- 5]
Fu1151mp11fy[Together‘[FEqD1ag23] (71 /.R->r /. ¢cg » —— // PowerExpand,
8h
Assumptions -» {r >0, M2 0}];
Simplify[% // Expand, Assumptions -» {r >0, M > 0}] // Together;
%[4] /. M-> 0 // PowerExpand // Simplify
DSolve[% == @, ¥ [r], r]
Clear[a, F]
out[281]=
et (342 8" R) Cosh[y[R]]
2Cos[b] - +
2 4/h R Y1+edha R
_1+eahq\/F,\/ﬁ 1+€4hc;,\/F,\/E
1 1ie8 @ R J1ief P o R
— Sinh[y[R]] |- -
2 ~1+e®he (—1+h) R
efhe yetha h YR-1ref " R (et " yh YR+ Tref PR
hR yJ1+e®Mhe R
2e*he R y1+ef" 9 R y[R]
vh
Out[284]=
~i (-1+h) v/h r*? (=2 +/h Cos[b] + Cosh[y[r]] +rSinh[y[r]] ¥ [r])
-=+/ Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution
information.
Out[285]=
e—cl @*01
{{y[r‘] e—Ar‘cCosh[— +2\/FCos[b}H, {y[r‘] eAr‘cCosh{— +2\mCos[b}H}
r r
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Koordinaatteisendus

In[287]:=

(*Meetrika koordinaatteisendusx)

4 h cy ,\/F ,\/E

a[R_] := Ar‘cCosh[e ] +¥[R]

Vi+e®he R

V1+68hc1 R Cy
VR

gEq = Table[sum[D[{T[t, r], R[t, r], 6, ¢}[as], {t, r, 6, ¢}[a]] *
D[{T[t, r]l, R[t, r], 6, ¢}[bs], {t, r, 6, ¢}[b]] » (g[as, bs] /. R-»>R[t, rl),
{as, 4}, {bs, 4}1, {a, 4}, {b, 4}] // Simplify;

R[t_,r_]:=r

gEq // PowerExpand // FullSimplify // Together;

Do [Print[%[n] ], {n, 4}]

Clear[a, F, R]

F[R_] o=

(1+<e8 he r') cy? TH® [, r‘]2

- ,

r
\/F \/te“hCl \/F \/F—\/1+e8h‘clr‘ \/ceAhcl \/F \/F+\/1+e8hclr‘ +

CzT(e’l) t, r +e8 h ¢y roc, T(O,l) [t, I"J] T(l,e) [t, r], O, 0}

1
-—cy
r

\/F \/e4hc1 \/F \/——\/1+68h“r‘ \/e4h‘°1 \/F \/F+\/1+<e8h°1r‘ +

GTO®Y [, r]+e® " r e, T®Y [, r]

1
(e
r
TLO 1t ),

-r+2 \/F \/e4h‘°1 \/F \/F—\/1+e8h“ r \/ce4hc1 \/F \/F+\/1+<e8hc1 roc, T®Y[t, r]+

HATOY [, r12+e® " p 2 TOY [, r‘}z), 0, e}

1
r

{0, 0, r*, 0}

{0, @, @8, r’sin[o]?}
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In[294]:=
(*Koordinaatteisenduse vorrandidx)
1+e® " r) e T®O[t, r)? M
DSolve[ = (1— —], T[t, r]l, {t, r‘}] // Simplify //
r r
PowerExpand
-2M+r t
Solve[D[- +c3[r], t, r] =0, C[1]]
Vl + e8 he r c;
Nr oyt g Ar - Viee o r et Ah r e 1ee o
TO®Y t, r1+e® "% pr ¢, T®Y[t, r] == 0 // PowerExpand // FullSimplify;
5/, et "o Al Ar-A1ee e eths Al Ar 1 Er o
\/r' (-1+e®" (<1+h) r);
Log -5, ] -
DSolve[% /. c1- , Tt P, {t, r}] // PowerExpand // FullSimplify;
% // PowerExpand // FullSimplify // PowerExpand;
FullSimplify[% // Expand, Assumptions - {M>9, r > 0}] // PowerExpand // TrigToExp
out[294]=
-2M+r t -2M+r t
{{T[t, P - +c3[r]}, {T[t, r - +<c3[r‘]}}
\/1+eghclr‘c2 \/1+e8h“r‘c2
-=+/ Solve: Inverse functions are being used by Solve, so some solutions may not be found; use Reduce for complete solution
information.
Out[295]=
Log[- 2 |
2M
e —n 1)
8h
Out[300]=

1
{{T[t, Pl > —i 2 M |[Ar A2Ms ((11h) P -

C2

A

LRGN

2+/h M —Log[l— }+Log{1+
2M+ (-1+h) r 2M+ (-1+h) r
2 (—1+2h)MLog[7W+ 1+%§“]
+¢3[t]}}

AV-1+h
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Vaane

In[301]:=

Tt ,r_]:=t+

Vh e
A2M+ (-1+h) r

AV-1+h

Vh e
A2M+ (-1+h) r

Ar A2M+ (c1+h) P +2 «/FM[Log[L

] —Log[1+

IE

ArticleTetGP =
Table[Sum[ArticleTet[a, as] *D[{T[t, rl, r, 6, ¢}[as], {t, r, 6, ¢}[cl]l, {as, 4}1,
{a, 4}, {c, 4}] // PowerExpand //
FullSimplify // Together // PowerExpand // FullSimplify;

%/. 2M+ (-1+h) r \/(zm-r-) r+4h (r+M?)*Cos[b]? -

\/(2M+ (-1+h)r) (2M-r) r+4ah (r+Mg)*Cos[b]?) ;
Do [Print [%[n] ], {n, 4}]
Table[Sum[Inverse[ArticleTetGP] [a, as] * (D[ArticleTetGP[as, c], {{T, r, 6, ¢}[d]}] -
D[ArticleTetGP[as, d], {{T, r, 6, ¢}[cl}1), {as, 4}1,
{a, 4}, {d, 4}, {c, 4}] // PowerExpand // FullSimplify;

ah (r+M2 )2 cos[b]?
% /. (~2M+r) \/(ZM—r‘) r+4h (r+M2 ) Cos[b]? \/—r‘+ ( 2M) -
-2M+r

vV-2M+r ((2M-r)r+4h (r+M?8)*Cos[b]?) // FullSimplify;
Do [Print[%[n] ], {n, 4}]
Clear [T, R, F, a]

4h (r+m?5)% Cos[b]?
{2 Vh (r+M ) Cos[b] 2+/2M+ (-1+h) r (r+M?B) Cos[b] e }
, Vh + , 0,0
r e o(2Mer) NET

\/(ZM—r') r+4h (r‘+MZB>2Cos[b]2 Cos[¢] Sin[O]

il

r

(—Zh \r (r+M?B) Cos[b] + \/(2M+ (-<1+h)r) ((2M-r)r+4h (P+MZB)2Cos[b}2) ) Cos[¢] Sin[o]

e o(—2M+r)

r (Cos[b] Cos[O] Cos[¢] -Sin[b] Sin[¢]), -rSin[©] (Cos[©] Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Sin[m)}

3

\/(ZM—r') r+4h (r‘+MZB>2Cos[b]2 sin[o] Sin[¢]

k)

r

(—Zh NG (r+M?B) Cos[b] + \/(2M+ (-<1+h)r) ((2M-r)r+4h (P+MZB)2Cos[b}2) ) sin[©] Sin[¢]

e o(—2M+r)

r (Cos[¢] Sin[b] + Cos[b] Cos[©] Sin[¢]), rSin[6] (Cos[b] Cos[¢] - Cos[©] Sin[b] Sin[cz)])}

3
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\/(ZM—r‘) r+4h (r+M p)?Ccos[b]? Cos[O]

B

r

(—Zh NG (r+M?B) Cos[b] + \/(2M+ (-1+h)r) (2M-r)r+4h (r+M25)ZCos[b]2) ) Cos [0]

Vr o(-2M+r)

E)

_rCos[b] Sin[6], rSin[b] Sin[e}z}
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M{2r V-2M+r A2M+ (-1+h)r (P+M (-M+r) B) Cos[b] +

e

V-2M+r

4h (r+M )% Cos(b]?
r(-2M+r) .|-r+ +4hMB (r+M g) Cos[b]?
-2M+r

4h (r+M )% Cos[b]?

\/(ZM—r‘) r+4h (P+MZB)2Cos[b]2 + (=2M+ 1) \/r+

V

-2M+r

4hr~2M+r (r+Mp3)%Cos[b]? \/(ZM—r‘) r+4h (r+Mg)?Cos[b]? +

4h (r+M )% cCos(b]?

P (-2M+r) ((2M-r) r+4h (r+M B)*Cos[b]?) \/—r‘+ , 0, e},

-2M+r

M|-24r V-2M+r 42M+ (-1+h)r (P+M (-M+r) B) Cos[b] +

{

4h (r+Mp)%cos[b]?
(2M—r‘)r'\/—r'+ ( ) -4hMB (r+M ) Cos[b]? | -2M+r
-2M+r

4h (r+M )% Cos[b]?

\/(ZMfr‘) r+4h (P+MZB)2Cos[b}2 + (=2M+p) \/r‘+

V

-2M+r

4hr~/-2M+r (r+Mp3)%Cos[b]? \/(ZM—r‘) r+4h (r+Mg)?Cos[b]? +r (-2M+ 1)

4h (r+M )% Cos[b]?

((2M-r) r+ah (r+M )% Cosib]?) \/m , 0,0, e}, {e, 0, 0,

-2M+r

2r,3/2

2/-2Mr A2M4 (-1h) P (reM2B) Coslb] + \r (-2M+1) \/—r‘+
-2M+r

4h (r‘+MZB)2Cos[b]2]

Sin[b] Sin[©]

/(\/—2M+r‘ ((2M-r)r+8h (r«Mp) cosb]?))},

{e, 0, - 2+v-2M+r 2Ms (-1 h)r (r+M ) Cos[b] +

[2 I"3/2

4h (r+Mp)%Cos(b]?

Sin[b] Sin[@]

\/F (-2M+r) \/rw

-2M+r

(V-2Mer ((2M-r)r+8h (rem?p)*Cos(b]?)) |, o} ]
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{{e, (2M (-2M+r)¥2 (creM (M- 1) B) COS[b])/

4hr-2M+r (P+MZB)ZCos[b]2 \/(ZMfr') r+4h <P+M2/3)2Cos[b]2 +

4h (r+M2p)?Cos(b)?

3

r(-2M+r) ((2M-r)r+4h (P+M2/3)2Cos[b]2) \/—r‘+

-2M+r

0, 0, {(2M (-2M+r)> (raM (-Msr) B) Cos[b])/

4hr-2M+r (r‘+M2/3)ZCos[b]2 \/(ZMfr') r+4h <P+M2/3)2Cos[bJ2 +

4h (r+M2 )2 Cos(b)?

P (-2M+r) ((2M-r) r+4h (r+M B)%Cos[b]?) \/—r‘+ , 0,0, 0},

-2M+r

2r (-2M+r) (r+M?B) Sin[2b] Sin[6]

{e, 0,0, - },
(2M-r)r+8h (r+M ) Cos[b)>

9]

Cos[b] \/(ZMfr‘) r+4h (r‘+M2/3’)2C0$[b]2

{{e, 0, - - ,

r

2r (-2M+r) (r+M? g) Sin[2b] Sin[e]

{e, 0,
(2M-r) r+8h (r‘+M2/3)2Cos[b]2

\/(ZMfr‘) r+4h (r+M p)°Cos[b]? Sin[b] Sin[6]

5 )
r

1

{e, 0, (7 2M+ (-1 +h) r Cos[b] \/(ZMfr‘) r+4h (r+M*g)?Cos(b]? +

r3/2 (22M+r)

VP (-2MershrshM Beh (rMB) COS[Zb})),

(Zh \r (r+M?B) Cos[b] - y2M+ (-1+h) r \/(ZM—r‘) r+4h (P+MZB)2COS[b]2> Sin[b] Sin[©]

)
r¥2 (-2M+r)

Cos[b}\/(ZM—P)r‘+4h(r+MZB)2Cos[bJ2 1

{

2

bl
r r3/2 (22M+r)

( 2M+ (-1 +h) r Cos[b] \/(ZM—M r+4h (r+M25)2cOs[b]2 -

Vr (-2MsrchrehMB+h (reMB) COS[Zb])), 0, e},

\/(szm r+4h (r+M p)°Cos[b]? Sin[b] Sin[6]

{ . ,

R
(72h Vr (r+M ) Cosb] + Y2M+ (-1 +h) r \/(ZMfr‘) r+4h (r+Mg)?Ccosib)?

r3/2 (_2M+r)

Sin[b] Sin[e]

o5))
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{{ \/(ZMfr*)r‘+4h(P+M2/3)2Cos[bJ2Csc[e]Sin[b]
0) e) 2
r‘2

Cos[b] \/(ZMfr‘) r+4h (r‘+M26)2Cos[b]2
- }> {e. e,
PZ

(—Zh \r (r+M?B) Cos[b] + 2M+ (-1+h)r \/(ZM—r‘) r+4h (P+M25)2Cos[b}2) Csc[O] Sin[b]

r3/2 (_2M+r)

k)

1
3/27(7 2M+ (-1 +h) r Cos[b] \/(ZMfr‘) r+4h (r+Mg)°cosib]? +
r (-2M+r)

P (2MershrehM Beh (reMg) Cos[Zb}))},

\/(2M—r‘) r+4h (r+M g)?Cos[b]? Csc[o] Sin([b]
_ . ,

(Zh \r (r+M?B) Cos[b] - y2M+ (-1+h) r \/(2M—r‘) r+4h (r‘+MZB)2COS[b]2> Csc[©] Sin[b]

r¥2 (-2M+r)

3

Cos[b]\/(ZM—r)r‘+4h(r‘+M2/3)2Cos[b]2 1

o, |

( 2M+ (-1 +h) r Cos[b] \/(ZM—M r+4h (r+M25)2cOs[b]2 -

3
r? r¥2 (22M+r)

Vr (-2MsrchrehMBeh (P M B) cOs[zbJ)), 0, e}}

Killingi vektorid

In[309]:=
(*Arvutame KS-sarnase lahendi Killingi vektoridsx)

rfa_] :

a
2M (1 + ProductLog [— ] )
(]

r[a]
12 42 e wn M3/2

4/9/h 4/r[a]
g={{-F[R*-T?]%, o, 0, 0}, {0, F[R2-T?]%, 0, @},
{0, 0, r[R2-T%]%, @}, {0, 0, 0, r[R*-T]*sin[6]}};
gl = Inverse[g];
gD =D[g, {{T, R, 6, #}}1;
Ct = Table[1/2Sum[gI[k] [i]l » (gDI11 il [m] + gDOmI [il 1] - gPM1D OmI [il), {i, 4}1,
{k, 4}, {1, 4}, {m, 4}];

Fla_] :
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In[315]:=
(*Killingi vektori vorrandsx)
KV = {KVO[T, R, 6, ¢], KV1[T, R, 6, ], KV2[T, R, 6, ¢], KV3[T, R, 6, ¢]1}.8;
KV = {KVO[T, R], KV1[T, R], KV2[T, R], KV3[T, R]1}.g;
Table[Cov[KV, {"d"}][a, b] + Cov[KV, {"d"}]1[b, a], {a, 4}, {b, 4}] // PowerExpand //
Simplify;
KVEq =
R? - T2 r y o r
% /. ProductLog[ ] »—-1/. (R2-T%) > (— -1) Exp[r/ (2M)] // FullSimplify;
e 2M 2M
Do[Print[%[n]], {n, 4}]
64 nhM (—2M (2M+r) (TKVO[T, R] —RKV1[T, R]) - ean 2 Kvo (10) [T, R]
r3 ’
32 ¢ 30 h M3 (-kve®Y [T, R] + Kv1 @ [T, R])
, P2kv29 T R], r?Sin[e]2kv3 9 [T, R]}
r
32 e i h M3 (-kve®Y [T, R] +Kv1™:® [T, R])
P )
64 e h M3 (ZM (2M+r) (TKVG[T, R] - RKVL[T, R]) + ez r2kv1(@®D [T, R])
r3 ’
r2kv2 @Y [T, R], r2Sin[6]2KV3 (@Y [T, R}}
{r‘z Kv2:® (1, R], r2kv2®Y [T, R], 16 e M2 (-TKVO[T, R] + RKV1[T, R]), e}
{r‘z sin[e1?2kv3®® 1, R], r?sin[e]?kv3®V [T, R], 0,
2sin[o] (r'2 Cos[0] KV2[T, R] s 8o M (-TKVO[T, R] + RKV1[T, R]) Sin[e])}
In[320]:=
(xLahendame saadud vorrandisiisteemi, koik liikmed peaks ©-d olemax)
KV3[T ,R_]:=cl
KV2[T , R_] :=c2
Solve[-TKVO[T, R] + RKVL[T, R] = 0, KV1[T, R]]
out[322]=

TKVO[T, R]
—}}

{{KVl[T, R] - -

In[323]:=
TKVO[T, R]
R
KVO[T_, R_] := c[R]
KVEq // FullSimplify // MatrixForm

KV1[T_, R_] :

Qut[325]//MatrixForm=

32 2 h 3 %:{]—c’[R]

0 . 0
- c[R , r
32ewmhi ‘R “CIRI) 6aean hM T (~c[R]+RC'[R])
2 0 0
r rR
0 0 0 0
) 2 0 c2r?sin[20]
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In[326]:=
DSolve[-c[R] +RC’ [R] == @, c[R], R] /. C[1] » C[3]
c[R_] :=R c3
c2=0;
(*Normeeritud Killingi vektorsx)
gI.KV/.C[3] >1
(*Killingi vektori pikkusx)
KVLen =
R2 - T2 r r
gI.KV.KV /. ProductLog[ ] b— -1/.R25T%+ (— -1) EXp[r/ (2M)] /. C[3] » 1 //
e 2M 2M
FullSimplify
(*Nouame c1=0, vastasel juhul on lahendi sfddriline siimmeetria rikutudx)
KVLen /. cl1 - ©
(xKontrollime, et tegemist on ikka Killingi vektorigax)
KVEq // FullSimplify // MatrixForm
Clear[c, c2, r, F]
Out[326]=
{{c[R] =R c3}}
Oout[329]=
{R, T, 0, c1}
out[330]=
2
6hW 2h-r) +c1?r?sin[e]?
r
Out[331]=

16 hM? (2M-r)
r

Qut[332]//MatrixForm

OO0

0
0
0
0

o000
OO0
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