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!1д»едмел<>в1е. 

Многіе нѣмецніе педагоги старались приспособить [оенова-

нія Геометріи Лежа ндра къ употреблению въ школахъ и изъ 

всѣхъ ихъ К. Гехель, но отзыву знатоковъ дѣла, удачнѣе про-

чихъ выполнилъ эту задачу. Отбросивъ многія теоремы, состав-

ляющія скорѣе роскошь, чѣмъ необходимость при томъ количеетвѣ 

времени, которое назначается для Геометріи въ школахъ, оиъ 

выбралъ самое существенное, чтобы сосредоточить на немъ все 

вниманіе у чаща го ся. Простота и изящность нѣкоторыхъ новыхъ, 
упрощенныхъ и не встречающихся въ нашихъ рѵсекихъ рѵко-

водствахъ къ Геометріи рѣшеній, сжатость и въ тоже время 
ясность изложеиі я составляютъ главный достоинства этого 
учебника. Краткость изложенія даеть возможность ученику 
схватить самую сущность и ходъ доказательства, и не развле-
каеть его массою послѣдовательныхъ выводовъ и слишкомъ частымъ 
повторен]емъ иройденнаго, недостатокъ, которымъ страдаютъ 
многіе учебники. Всѣ повторен!я здѣсь замѣнены ссылками. 

Этотъ учебникъ разпространенъ во многихь училищахъ Герма-
ui и, а также введенъ въ употребленіе въ гимназіяхъ и другихъ 
учебныхъ заведеніяхъ ГІрибалтійскихъ Губериій. 



Въ предлагаемый нереводъ вошли иѣкоторыя пзмщеиія 
сравнительно съ послѣднимъ нѣмецкимъ изданіемъ. Вслѣ\ъ за 
выходомъ ІІланиметріи будетъ напечатана Стереометрія, а въпо-
слѣдствіи будутъ переведены и остальныя сочинешя того же автіра, 

а именно: Ариѳметика, Алгебра, плоская и сферическая Трч-

гонометрія, Аналитическая Геометрія и Стереометрическія задачи, 

что составігп, полный курсъ магематическихъ наукъ, препода-
ваемыхъ въ гимиазіяхъ и соотвѣтствующихъ имъ другихъ учеб-

ныхъ заведеніяхъ. 

РИГА, 7, Августа 1869. 
II. Шижовъ. 
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В в е д е н і е. 

§  ! •  1 )  Г е о м е т р и ч е с к и м ъ  т ѣ л о м ъ  н а з ы в а е т с я  п р о с т р а н с т в о ,  
ограниченное Со всѣхъ сторонъ и имѣющее длину, ширину и высоту 
(иди глубину). Предѣлъ тѣла называется поверхностью, которая 
имѣетъ два измѣренія: длину и глубину. Предѣлъ поверхности есть 
л и н і я ,  и м ѣ ю щ а я  т о л ь к о  о д н у  д л и н у ,  а  п р е д ѣ л ъ  л и н і и  —  т о ч к а ,  н е  
имѣющая никакого измѣренія. 

Изученіе свойствъ тѣлъ, поверхностей и линій составляетъ предметъ 
Г е о м е т р і и .  

2 )  П р я м а я  л и н і я  е с т ь  к р а т ч а й ш е е  р а з с т о я н і е  м е ж д у  д в у м я  т о ч 
ками, а потому между двумя точками можно провести только одну 
прямую. 

Линія, составленная изъ двухъ или нѣсколькихъ прямыхъ, не слива
ющихся въ одну прямую, называется ломаною. Линія, которая никакою 
с в о е ю  ч а с т і ю  н е  м о ж е т ъ  с л и т ь с я  с ъ  п р я м о ю ,  н а з ы в а е т с я  к р и в о ю .  

Двѣ ограниченный прямыя называются равными, когда при на-
ложеніи одной на другую сливаются оконечностями, а потому и всѣми 
промежуточными точками. 

3) Поверхность называется плоскостью въ такомъ случаѣ, когда 
прямая, соединяющая двѣ произвольный точки поверхности, совпадаетъ 
съ нею. Кривою поверхности) называется такая, которая никакою 
своею частію не совпадаетъ съ плоскостью. 

4) Разсматриваніе свойствъ плоскости и различныхъ сочетайій линій 
и точекъ, находящихся въ одной плоскости, составляетъ первую часть 
Г е о м е т р і и  и л и  П л а н и м е т р і ю .  

§ 1) Если двѣ прямыя выходятъ изъ одной точки, то ве
личина пространства, на которое онѣ отклоняются одна отъ другой, назы
в а е т с я  у г л о м ъ .  П р я м ы я ,  о б р а з у ю щ і я  у г о л ъ ,  н а з ы в а ю т с я  е г о  с т о р о 
нами, а точка пересѣченія сторонъ — вершиною угла. 

J 



2 

Величина угла не зависитъ отъ величины сторонъ, но отъ ихъ 
взаимнаго отклоненія. Два угла равны, если при наложеніи совпадаютъ 
своими вершинами и сторонами. 

А-——— И одну прямую, то такіе углы называются смежными. 

Если смежные углы равны между собою, то каждый изъ нихъ 
называется прямымъ. Прямой уголъ будемъ означать буквою R. 

Уголъ, который меньше прямаго, называется острымъ, а кото
р ы й  б о л ь ш е  п р я м а г о ,  —  т у п ы м ъ .  

3) Если двѣ линіи образуютъ прямой уголъ, то онѣ называются 
перпендикулярными одна къ другой. 

4) Двѣ прямыя при пересѣченія образуютъ 4 угла, изъ которыхъ 
кяждые два противоположные называются вертикальными. Стороны 
одного изъ двухъ вертикальныхъ угловъ служатъ продолженіемъ сторонъ 
другаго. (На примѣръ въ § 5, 6 2С А ЕС и 2С BED.) 

5) Двѣ прямыя называются параллельными, если онѣ, находясь 
въ одной и той же плоскости, никогда не встрѣчаются, какъ бы ихъ ни 
продолжали. 

§ 3. Аксіомы. 

1) Цѣлое болѣе своей части и равно всѣмъ своимъ частямъ. 

2) Двѣ величины, порознь равныя третьей, равны между 
собою. 

3) Двѣ прямыя могутъ пересѣкаться въ одной только точкѣ; 
если же онъ имѣютъ больше одной общей точки, то сливаются. 

4) Чрезъ данную точку можно провести только одну прямую 
параллельно данной прямой. 

2) Если два угла ACD и BCD имѣютъ одну общую 
сторону CD, а двѣ другія стороны АС и ВС составляютъ 

I. Основныя предложенія. 
§ 4. Всѣ прямые углы равны. 

С Если станемъ раздвигать стороны прямаго угла ABC 
до тѣхъ поръ, пока одна изъ нихъ (ВС) сдѣлается про" 

А j- D долженіемъ другой (ВА), то получимъ уголъ ABD, кото-
раго стороны ВА и BD составятъ одну прямую. Изъ 
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в 

самаго опредѣленія прямаго угла (§ 2, 2) видно, что онъ равенъ поло-
винѣ угла ABD, и такъ какъ всѣ углы, у которыхъ стороны состав-
ляютъ одну прямую, равны между собою. (§ 3, 4), то и всѣ прямые 
углы должны быть такъ же равны. 

П р я м о й  у г о л ъ  п о  п р и ч и н ѣ  с в о е й  п о с т о я н н о й  в е л и ч и н ы  
с  л у ж и т ъ мѣрою в с ѣ х ъ о ста льны хъ угловъ. Онъ дѣлится на 
90 равныхъ частей, называемыхъ градусами; каждый градусъ (1°) дѣ-
лится на 60 минуть, а минута (!') на 60 с е к у н д ъ (60"). 

§  1) С у м м а  д в у х ъ  с м е ж н ы  х ъ  у г л о в ъ  D  F-

АСЕ и ECB равна двумъ прямымъ. 
Проведемъ изъ точки С линію CD [ AB, тогда 

ACE -f ECB — ACD + DCE + ECB = A CD + DCB = 2 R. 

2 )  Е с л и  д в а  у г л а  A B C  и  a b c  р а в н ы ,  т о  С у  
и  и х ъ  с м е ж н ы е  у г л ы  C B D  и  c b d  р а в н ы .  \  

Такъ какъ ABC -j- CBD — 2R = abc -j- cbd, ^ В ^  
и  A B C  =  a b c ,  т о  и  C B D  =  c b d .  C \  

3) И з ъ  д в у х ъ  н е р а в н ы х ъ  у г л о в ъ  б о л ь ш і й  а ^ d 
и м ѣ е т ъ  м е н ь ш і й  с м е ж н ы й  у г о л ъ  и  н а  о б о р о т ъ .  

Е с л и  о д и н ъ  и з ъ  с м е ж н ы х ъ  у г л о в ъ  о с т р ы й ,  
т о  д р у г о й  т у п о й ,  и  е с л и  о д и н ъ  п р я м о й ,  т о  и  
д р у г о й  п р я м о й .  

4 )  С у м м а  в с ѣ х ъ  у г л о в ъ  B A D ,  D A E . . . ,  л е *  в  

ж  а  щ и  х ъ  п о  о д н у  с т о р о н у  п р я м о й  В С  и  и м ѣ ю -  \  / F  
щ и х ъ  о б щ у ю  в е р ш и н у  в ъ  т о ч к ѣ  А ,  р а в н а  д в у м ъ  — с  
п р я м ы м ъ ,  п о т о м у  ч т о  с у м м а  и х ъ  р а в н а  д в у м ъ  с м  е ж -  ^  
нымъ угламъ BAD и DAC. 

5 )  С у м м а  у г л о в ъ  В А С ,  C A D ,  D A E  .  .  . ,  л е  -  ®  j )  
ж а щ и х ъ  о к о л о  т о ч к и  А ,  р а в н а  ч е т ы р е м ъ  п р я -  \  
м ы м ъ .  С т о и т ь  т о л ь к о  п р о в е с т и  ч р е з ъ  т о ч к у  А  п р о и з 
вольную прямую, тогда по каждую сторону прямой сумма ** 
угловъ равна 2R, следовательно по обѣ стороны пря
мой, т. е. около точки А, эта сумма будетъ равняться 4 R. 

О )  В е р т и к а л ь н ы е  у г л ы  А Е С  и  B E D  р а в н ы .  ^  ^  

Такъ какъ АЕС -j- AED = 2 ß = BED -j- AED 
и AED = AED, то АЕС = BED. 

в 

§ 6. Если двѣ прямыя линіи AB и CD (параллельныя или не 
параллельныя) пересѣкаются третьею EF, то при точкахъ пересѣченія 
образуется 8 угловъ, которые получаютъ особое названіе. 

I *  
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Четыре угла а, b, g, h называются внѣшними, а 
/ К  ч е т ы р е  у г л а  с ,  d ,  е ,  f  в н у т р е н н и м и .  

с уа 1)1 Два не смежные угла, лежащіе по одну сторону 
А —  В  пересѣкающей прямой, изъ которыхъ одинъ внѣшній, а 

f другой внутренній, называются соотвѣтствующими, 
напр. а, е; с, g; b, f; d, h. 

Два внутренніе, не смежные угла, лежащіе по разнымъ сторонамъ 
сѣкущей, называются углами накрестъ лежащими. Таковы с, f; d, е. 

Два внутренніе по одну сторону сѣкущей лежащіе угла называются 
односторонними. Таковы с, е; d, f. 

§ 1. Двѣ линіи AB и CD, пересъченныя третьего EF, 
параллельны, 

1) если два накрестъ лежащіе угла (m = n) равны, или 

2) если два соотвѣтствуюіціе угла (ш = г) равны, или 

3) если сумма двухъ одностороннихъ угловъ (п + о) рав
няется двумъ прямымъ. 

1) Предподожимъ, что AB и CD 
не параллельны, слѣд. по доста-

д/ ">Сг точномъ протяженіи пересекутся въ 
0 (хѵ какой нибудь точке G. Представимъ 

себѣ, что Фигура EGF положена такъ 
по другую сторон}7 линіи EF, что рав

ные углы m и п, о и р покроютъ другъ друга, тогда линія FD пойдетъ 
по линіи EA, а линія ЕВ по линіи FC, и потому линіи EA и FC должны 
встретиться въ той ТОЧКѢ Н, въ которую упадетъ точка G. Въ такомъ 
случаи две прямыя AB и CD будутъ пересекаться въ двухъ точкахъ, 
что невозможно (§ 3, 3), и потому и предположеніе, что линіи AB и 
CD встретятся, также невозможно, слѣд. эти линіи параллельны. 

2) Если m = r, тогда и m =п (§5, 6), след. AB || CD. 
3) Если n -f о - 2 R, то найдемъ, такъ какъ и m -f- о = 2R, 
что m = п, слѣд. AB || CD. 

С л ѣ д с т в і е .  ДВѢ п р я м ы я ,  п е р п е н д и к у л я р н ы я  к ъ  о д н о й  
и  т о й ж е  п р я м о й ,  п а р а л л е л ь н ы  м е ж д у  с о б о ю .  

§ 8. Если двъ параллельныя AB и CD пересѣкаются 
третьего линіего EF, то 

1) накрестъ лажащіе углы равны, 
2) соотвѣствующіе углы равны, 
3) сумма двухъ одностороннихъ угловъ равняется двумъ 

прямымъ. 
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-В 

D 

1) Положимъ, что AEF не равенъ 2l. m, 
но более его, такъ что часть GEF = т. Тогда 
линія GE II CD (§ 7) и чрезъ точку Е прой-
дутъ двѣ линіи AE и GE, параллельныя CD, что 
невозможно (§3,4}. По той же гіричинѣ А ЕЕ не 
можетъ быть меньше І+. га, а потому 2С. А ЕЕ == т. 

2) Такъ какъ 2L AEF — га и въ то же 
в р е м я  A E F  =  о ,  т о  и  m  = =  о .  

3) Такъ какъ о -j- п = 2 R и п = га, то и m -f- п = 2 R. 

С л ѣ д с т в і е .  П р я м а я  л и н і я ,  п е р п е н д и к у л я р н а я  к ъ  о д н о й  
и з ъ  д в у х ъ  п а р а л л е л ь н ы х ъ ,  п е р п е н д и к у л я р н а  и  к ъ  д р у г о й .  

§ 9. Если двѣ линіи параллельны третьей, то онѣ парал
лельны между собою. 

Если проведемъ перпендикуляръ къ третьей линіи, то онъ будетъ 
въ то же время перпендикуляромъ и къ каждой изъ остальныхъ линій 
(§ 8), слѣд. обѣ остальныя будетъ параллельны (§ 7). 

§ 10. Два угла ABC и DEF равны, если ихъ стороны 
параллельны и отверстія обращены въ одну и туже сторону. 

Продолжимъ сторону DE до пересѣченія со стороной ВС / / 
въ точкѣ G тогда получимъ ABC — DGC = DEF (§ 8, 2). /Е/_—F 

В Е 

D 

-В 

§ 11. Изъ данной точки С можно провести только одинъ 
перпендикуляръ къ линіи AB. 

1) Точка С лежитъ внѣ прямой AB. Предполо-
жимъ, что кромѣ перпендикуляра CD изъ точки С 
опущенъ еще перпендикуляръ СЕ. Тогда CD и СЕ 
должны быть параллельны (§ 7); но онѣ пересѣкаются А— 
въ точкѣ С, слѣд. наше предположеніе невозможно. 

2) Точка С лежитъ на прямой AB. Предполо-
жимъ, что чрезъ точку С проходятъ двѣ линіи CD 
и СЕ перпендикулярный къ AB. Тогда 2£ DCB=R 
—ECB, что невозможно (§ 3, 1). 

§ 13. 1) Плоскою Фигурою называется часть плоскости, огра
ниченная со всѣхъ сторонъ линіями. Если фигура ограничена только пря
м ы м и ,  т о  о н а  н а з ы в а е т с я  п р я м о л и н е й н о ю  и л и  м н о г о у г о л ь н и к о м ъ ,  
а  с у м м а  в с ѣ х ъ  с т о р о н ъ  п е р и м е т р о м ъ .  

Е 

-В 
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2) Прямыя линіи, ограничивающія многоугольникъ, образуютъ сто
роны, а точки пересѣченія двухъ смежныхъ сторонъ -вершины мно—ка. 
Д в ѣ  с м е ж н ы й  с т о р о н ы  п е р е с ѣ к а я с ь  с о с т а в л я ю т ъ  в н у т р е н н і е  у г л ы  
мно—ка. Уголъ, образованный стороною мно—ка и продолженіемъ приле
жащей къ ней другой стороны, называется в нѣшнимъ; онъ служитъ 
дополненіемъ до 2 R прилежащаго къ нему внутренняго угла мно—ка. 

3) Прямая, соединяющая двѣ вершины мно—ка и не совпадающая 
с ъ  о д н о ю  и з ъ  е г о  с т о р о н ъ ,  н а з ы в а е т с я  д і а  г о  н а л ь ю .  

4) Мно—къ называютъ р а в посторонни мъ , когда всѣ стороны 
равны, и правильнымъ, когда кромѣ того и всѣ углы равны. 

По числу угловъ (или сторонъ) мно—ки раздѣляются на треуголь
н и к и ,  ч е т ы р  е у г о л ь н и к и  и  т .  д .  

5) Треугольникъ называется равносто р оннимъ, если всѣ сто
роны его равны; р авнобедр еннымъ, если двѣ только стороны равны; 
разностороннимъ, если всѣ стороны различной величины. 

Въ равнобедренномъ тре—кѣ обыкновенно сторону, не имѣющую себѣ 
равной, называютъ основаніемъ, а точку пересѣченія прочихъ сторонъ 
— -  в е р ш и н о ю .  

6) Тре-—къ называется прямоугольнымъ, тупоугольнымъ или 
остроугольнымъ, смотря по тому, имѣетъ ли онъ прямой или тупой 
уголъ или всѣ острые углы. 

Въ прямоугольномъ тре—кѣ сторону, противолежащую прямому углу, 
н а з ы в а ю т ъ  г и п о т е н у з о ю ,  а  д в ѣ  д р у г і я  с т о р о н ы  к а т е т а м и .  

7) Четыреуголышкъ, въ которомъ только двѣ стороны 
параллельны, называется трапе ці ею (ФИГ. 1), а въ 
которомъ каждыя двѣ противолежащія стороны параллельны, 
параллелограмомъ (ФИГ. 2—5). 

Параллелограмъ, имѣющій прямые углы, называется 
прям о уг о ль ник о мъ (ФИГ. 3), имѣющій же равныя сто
роны, -— ромбомъ (ФИГ. 4). 

Параллелограмъ, въ которомъ всѣ углы прямые и всѣ 
стороны равны, называется квадратомъ (ФИГ, 5). 

ш  
з. 

4, 

5. 

8) ГІлоскія Фигуры называются равными (2§), если они при нало
жен іи другъ на друга совпадаютъ всѣми своими частями. 

Изъ этого слѣдуетъ, что въ равныхъ мно—-кахъ стороны и углы 
одного мно —• ка по одиначкѣ равны сторонамъ и угламъ другаго. Вер
шины равныхъ угловъ, также и стороны и діагонади, соединяющія 
в е р ш и н ы  р а в н ы х ъ  у г л о в ъ ,  н а з ы в а ю т с я  с о о т в е т с т в у ю щ и м и .  
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§ 13. Сумма угловъ треугольника равна двумъ прямымъ. 
Если продолжимъ одну сторону В А тре — ка и про-

ведемъ изъ А прямую AD || ВС, то 2С В — DAE 
и 2Г С = ВАС (§ 8), слѣд. 2С САЕ = В + С. Е _ 
Н о  т а к ъ  к а к ъ  2 £ .  С А Е  - J -  В А С  =  2 R ,  т о  и  
2 Г  В  +  С  +  В А С  =  2  R .  

§ 14. С  л ѣ д с т в і я .  1 )  В н ѣ ш н і й  у г о л ъ  ( С А Е }  т р е  —  к а  р а в е н ъ  
с у м м ѣ  в н у т р е н н и х ъ  с ъ  н и м ъ  н е  с м е ж н ы х ъ  у г л о в ъ ,  с л ѣ д .  
о н ъ  б о л ѣ е  к а ж д а г о  и з ъ  п о с л ѣ д н и х ъ  у г л о в ъ .  

2 }  Е с л и  д в а  у г л а  о д н о г о  т р е  —  к а  р а в н ы  д в у м ъ  у г л а м ъ  
д р у г а г о ,  т о  и  т р е т і й  у г о л ъ  р а в е н ъ  т р е т ь е м у .  

3 }  Е с л и  т р е — к ъ  и м ѣ е т ъ  о д и н ъ  п р я м о й  и л и  т у п о й  у г о л ъ ,  
т о  о с т а л ь н ы е  у г л ы  д о л ж н ы  б ы т ь  о с т р ы м и .  

4 )  В ъ  п р я м о у г о л ь н о м ъ  т р е — к ѣ  к а ж д ы й  о с т р ы й  у г о л ъ  
д о п о л н я е т ъ  д р у г о й  о с т р ы й  д о  п р я м а г о .  

§ 15. Сумма угловъ многоугольника равна двумъ пря
мымъ, умноженнымъ на число сторонъ, безъ четырехъ прямыхъ. 

Означимъ число сторонъ мно—ка чрезъ п и про- В 
ведемъ изъ точки G, внутри его произвольно взятой, / V'f \ 
прямыя къ вершинамъ всѣхъ угловъ. Тогда обра- \/ \/ 
зуется п треугольниковъ, сумма угловъ коихъ равна 2 n R. 
Если мы отнимемъ 4 R около точки G, не принад
лежащее къ угламъ мно—ка, то останется (Я* 11—4) R* 

§ 16. С л ѣ д с т в і я .  1 )  С у м м а  у г л о в ъ  в ъ  ч е т ы р е у г о л ь н и к ѣ  
— 4 R, въ пятиугольникѣ = 6 R, въ шестиугольник* — 8 R и т. д. 

2} Если въ мно—кѣ всѣ углы равны, что бываетъ въ правильномъ 

мно—то каждый уголъ равняется суммѣ всѣхъ угловъ, раздѣленной 
на число угловъ. Слѣд. каждый уголъ 

<8 i i —• 41 4L 
въ прав. И — угольникѣ = ^ = 56-
въ прямоугольник* = f = 1 R = 90° 
въ прав. 5 — угольникѣ = | R — 108° 
въ прав. 6 — угольник* = f R = 120° и т. д. 

§ 17. (I). Два треугольника равны, если уголъ и двѣ цри-
лежащія къ нему стороны одного равны порознь гѣмъ-же частямъ 
другаго. 
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Пусть 2С А = а, AB = ab, АС = ас. 
J. Наложимъ Д abc на Д ABC такъ, что бы точка 

^ \k) а упала въ точку А, а линія ab на Aß, тогда 
точка b упадетъ въ точку В, а по равенству 

угловъ А ~ а и сторонъ АС — ас точки с и С совпадутъ. Слѣд. сто
роны b с и В С совмѣстятся, а потому Д abc Д ABC. 

С л ѣ д с т в і е .  Д в а  п р я м о у г о л ь н ы е  т р е —  к а  р а в н ы ,  е с л и  
и м ѣ ю т ъ  р а в н ы е  к а т е т ы .  

§ 18. (II.) Два треугольника равны, если сторона и два 
прилежащіе къ ней угла одного тре—ка равны порознь тѣмъ—же 
частямъ другаго. (Фиг. § 17). 

Пусть AB = ab, 2С А = а, 2С В = Ь. Наложимъ сторону ab 
на AB такъ, чтобъ точка а упала въ А, и точка b въ В. Тогда по ра
венству угловъ стороны ас и Ьс примутъ направленія АС и ВС. Но какъ 
двѣ прямыя могутъ пересѣкаться только въ одной точкѣ, то точка с упа
детъ въ С и посему тре-ки совершенно совмѣстятся. 

С л ѣ д с т в і я .  1 )  Д в а  т р е — к  а  р а в н ы ,  е с л и  и м ѣ ю т ъ  п о  р а в 
ной сторонѣ и по два равные угла (§ 14, 2). 

2 )  П р я м о у г о л ь н ы е  т р е  —  к и  р а в н ы ,  е с л и  и м ѣ ю т ъ  р а в н ы  я  
г и п о т е н у з ы  и  п о  р а в н о м у  о с т р о м у  у г л у ,  и л и  п о  р а в н о м у  к а т е т у  
и  п о  р а в н о м у  о с т р о м у  у г л у .  

§ Ю. 1) Если въ треугольникѣ двѣ стороны равны, то 
и противолежащіе имъ углы такъ же равны, и обратно, 2) если два 
угла равны, то и противолежащія имъ стороны равны. 

1) Если AB = ВС и прямая BD дѣлитъ 2С ABC 
пополамъ, тогда Д ADB 25 CDB (§ 17), слѣд. X к = С. 

2) Если 2С А = С, и прямая BD дѣлитъ ABC 
пополамъ, тогда Д ABD 25CBI) (§ 18, 1), и потому АВ = ВС. 

§ 30. С л ѣ д с т в і я .  1 )  В ъ  р а в н о с т о р  о  н н е м ъ  т р е — к ѣ  
всѣ углы равны, и потому каждый изъ нихъ = | R = 60°. 

2 )  В ъ  р а в н о б е д р е н н о м ъ  п р я м о у г о л ь н о м ъ  т р е — к ѣ  к а ж д ы й  
изъ острыхъ угловъ равенъ ^ R = 45°. 

3 )  Т р е  —  к ъ ,  и м ѣ ю щ і й  р а в н ы е  у г л ы ,  и м ѣ е т ъ  и  р а в н ы я  
с т о р о н ы .  

§ 31. Если въ равнобедренномъ тре—кѣ проведенная изъ 
вершины линія выполняетъ одно изъ трехъ условій; 
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1) дѣлитъ уголъ цри вершинѣ пополамъ, или 

2) дѣлитъ оспованіе пополамъ, или 

3) перпендикулярна къ основанію, то она выполняетъ 
и оба остальныя условія (ФИГ. § 19). 

Пусть въ Д ABC сторона AB = СБ, и потому 2С А — С, 
1) Если 2Г ABD = CBD, то Д ABD ̂  CBD по § 17 или § 18; 
2) Если AD = CD, то Д ABD ^ CBD по § 17; 
3) Если BD 1 АС, то Д ABD ^ CBD по § 18, 1. 

Изъ этого слѣдуетъ, что при каждомъ изъ нашихъ условій 
Д ABD 25 CBD, и потому въ одно и тоже время ABD = CBD, 
AD = CD, BD J_ АС. 

§ 33. Въ треугольникѣ ABC 1) большей сторонъ проти-
волежитъ болыпій уголъ, и обратно, 2) большему углу противо-
лежитъ большая сторона. 

1) Если AB > АС, то и 2С АСВ долженъ быть > В. q 
Отложимъ на сторонѣ AB линію AD = АС, тогда въ 
равнобедренномъ Д ACD будетъ га = п (§ 19). 
Уголъ п, какъ внѣшній въ Д CBD, болѣе угла В, по- Az— ^ В 
тому и ŽL га > В; слѣд. и 2f АСВ > В. 

2) Если АСВ > В, то и AB > АС. Если бы была сторона 
AB ^ АС, то былъ бы и 2С АСВ <! В (§ 19 и § 22, 1). Но такъ какъ 
это противорѣчитъ нашему условію, то AB > АС. 

§ 33. С л ѣ д с т в і я .  1) Г и п о т е н у з а  п р я м о у г о  л ь н  а г о  
т р е — к а  е с т ь  с а м а я  б о л ь ш а я  и з ъ  в с ѣ х ъ  с т о р о н ъ .  

2 )  В ъ  т у п о у г о л ь н о  м ъ  т р е  —  к  ѣ  с т о р о н а ,  п р о т и в о л е ж а щ а я  
т у п о м у  у г л у ,  е с т ь  н а и б о л ь ш а я .  

§ 34. (III.) Два треугольника равны, если всѣ стороны 
одного порознь равны сторонамъ другаго. 

Пусть AB = ab, АС = ас, ВС = Ьс. Приложимъ 
тре — ки другъ къ другу большими ихъ сторонами 
такъ, чтобы точки а и с упали въ точки А и С,Ъ< 
а уголъ abc принялъ положеніе А DC. Если про-
в е д е м ъ  B D ,  т о  в ъ  р а в н о с т о р о н н и х ъ  т р е — к а х ъ  B A D  
и BCD уголъ га = п и о = г (§ 19), слѣд. 
га -j- о = n -f- г, потому Д ABC £2 ADC 22 abc (§17). 

Ли It'x 
О Г/ 

§ 35. (IV.) Два треугольника равны, если двѣ стороны 
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и уголъ противолежащій большей изъ этихъ сторонъ одного 
соотвѣтственно равны тъмъ-же частямъ другаго. (Фиг. § 24). 

Пусть ab = AB, ас = АС, Ь — В и кромѣ того ас > ab и 
АС > A ß .  П р и л о ж и м ъ  о б а  т р е — к а  д р у г ъ  к ъ  д р у г у  т а к ъ ,  ч т о б ы  б о л ь ш і я  
изъ данныхъ сторонъ ас и ^С совпали своими оконечностями, а 
уголъ abc принялъ положеніе ADC. Тогда 2£ ABC — ADC и AB = AD. 
Если проведемъ BD, то въ равностороннемъ /\ ВАР уголъ m = п, слѣд. 
и ŽL ABC — m — ADC — п или о = г, по этому въ Д В CD сторона 
ВС = DC (§ 19, 2), то (§24) Д ABC ̂  ADC^ abc. 

Если углы А и а, заключающіеся между равными сторонами, будутъ 
тупые, то прямая BD угіадетъ по другую сторону вершины А, и вмѣсто 
вычитанія равныхъ угловъ изъ равныхъ придется употребить сложеніе. 

С л ѣ д  с т в і е .  Д в а  п р я м о у г о л ь н ы е  т р е  —  к  а  р а в н ы ,  е с л и  
и м ѣ ю т ъ  р а в н ы  я  г и п о т е н у з ы  и  п о  р а в н о м у  к а т е т у .  

§ 36. Изъ доказанныхъ случаевъ равенства тре—ковъ слѣдуетъ, 
ч т о  т р е  —  к ъ  в п о л н ѣ  о п р е д ѣ л я е т с я :  

1 )  д в у м я  с т о р о н а м и  и  з а к л ю ч а ю щ и м с я  м е ж д у  н и м и  
у г л  о м ъ ,  

2 )  о д н о ю  с т о р о н о ю  и  д в у м я  у г л а м и ,  
3 )  т р е м я  с т о р о н а м и ,  
4 )  д в у м я  с т о р о н а м и  и  у г л о м ъ ,  п  р о т  и в  о л е ж а щ и м ъ  б о л ь 

ш е й  и з ъ  э т и х ъ  с т о р о н ъ .  
И такъ тре—къ определяется тремя своими частями, въ числѣ 

к о т о р ы х ъ  д о л ж н а  б ы т ь  н е п р е м ѣ н н о  х о т я  о д н а  с т о р о н а .  
Такъ какъ въ прямоугольномъ тре—кѣ одинъ уголъ всегда нз-

в ѣ с т е н ъ ,  т о  д л я  о п р е д ѣ л е н і я  п р я м о у г о л ь н а г о  т р е — к а  д о с т а т о ч н о  

1 )  д в у х ъ  к а т е т о в ъ ,  
2 )  г и п о т е н у з ы  и  о с т р а г о  у г л а ,  
3 )  к а т е т а  и  о с т р а г о  у г л а ,  
4 )  г и п о т е н у з ы  и  к а т е т а .  

§ 37. Сумма двухъ сторонъ*'треугольника всегда болѣе 
третьей. 

С Такъ какъ прямая AB есть кратчайшее разстояніе 
между точками А и В, то ломаная ABC — АС -j- СВ 

^ в должна быть болѣе AB. 

Изъ AB <Г АС -f- СВ слѣдуетъ, что AB — АС С СВ, т. е. раз
н о  с т ь  м е ж д у  д в у м я  с т о р о н а м и  т р е — к  а  м е н ь ш е  т р е т ь е й  е г о  
с т о р о н ы .  
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§ 28. Если изъ какой нибудь точки С, внѣ прямой ЕВ, 
опустимъ на нее перпендикуляръ CD и проведемъ иѣсколько на-
клонныхъ СВ, CA, СЕ , то 

1) перпендикуляръ короче всякой наклонной, 

2) двѣ наклонныя CA и СВ, равно удаленныя (DA — DB) 
отъ основанія (D) перпендикуляра, равны; 

3) изъ двухъ наклонныхъ CA и СЕ болѣе удаленная отъ 
основанія (D) длиннѣе другой. 

1) Въ тре—кахъ CAD и CED сторона CA .> CD 
и СЕ > CD (§ 23, 1). 

2) Если DA = DB, то Д CAD ̂  CBD (§ 17), 
слѣд. CA — СВ, Е 

3) Такъ какъ CAD острый, слѣд. 31 САЕ тупой, 
въ Д СЕА сторона СЕ > CA (§ 23, 2). 

§ 20. Слѣдствія. 1) Изъ одной точки нельзя провести 
б о л ь ш е  д в у х ъ  р а в н ы х ъ  л и н і й  к ъ  д а н н о й  п р я м о й .  

2 )  К р а т ч а й ш а я  и з ъ  в с ѣ х ъ  л и н і й ,  п р о в е д е н н ы х ъ  и з ъ  

т о ч к и  С  к ъ  п р я м о й  Е В ,  п е р п е н д и к у л я р н а  к ъ  э т о й  п о с л ѣ д н е й  
и служитъ мѣрою разстоянія точки С отъ прямой ЕВ. 

§ 30. Если изъ средины прямой AB возставимъ къ ней 
перпендикуляръ DC, то 1) всякая точка С этого перпендикуляра 
будеть равно удалена отъ концовъ прямой AB, напротивъ того 

2) всякая точка G, взятая внѣ перпендикуляра, будетъ ближе 
къ тому концу его, съ которымъ она лежитъ по одну и ту-же 
сторону перпендикуляра. (Фиг. § 28.) 

1) Такъ какъ AD = BD, то CA = СВ (§ 28, 2). 

2) Если проведутся AG, GB, КВ, тогда К А = КВ, и такъ какъ 
GK + KB > GB, то и GA > GB. 

§ 31. Если въ треугольникахъ ABC и abc двѣ стороны 
одного равны порознь двумъ сторонамъ другаго, а заключающіеся 
между ними углы не равны, то большему углу противолежитъ и 
большая сторона. 

Если AB = ab, АС — ас, А > а, то ВС > Ьс, 
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Ііриложимъ оба тре — ка Другъ къ 
другу такъ, чтобъ стороны АС и ас сов
пали и Д а°Ь принялъ положеніе АСЬ. 
Если раздѣлимъ 2С В Ab пополамъ прямою 
AD и проведемъ bD, тогда Д BAD 25 bAD 
(§ 17), следовательно BD = bD. Но такъ 
к а к ъ  в ъ  Д  b C D  b D  - j -  D C  Ь С ,  т о  и  
BD -f DC > ЬС, т. е. ВС > bc. 

§ 32. Если въ двухъ треугольникахъ двѣ стороны одного 
равны порознь двумъ сторонамъ другаго, а третьи стороны не 
равны, то большей сторонѣ противолежитъ и болыній уголъ. 
(Фиг. § 31.) Если AB = ab, АС = ас, ВС > Ьс, то А а. 

Положимъ, что А = а, тогда Д ABC 22 abc (§ 17), слѣд. 
ВС = bc; а если положимъ, что 2С А < а, тогда и сторона ВС должна 
быть < Ьс. То и другое противоречить нашему условію, слѣд. А Z> а. 

§ 33. Въ параллелограмѣ ABCD противолежащія сто
роны и углы равны. 

С- Р Если проведемъ діагональ AD, тогда Д ABD 2g DC А 
\L--' /ц (§ 8 и § 18), слѣд. AB = CD, BD = АС, В = С и 

31 ВАС = CDB. 

С л ѣ д с т в і я .  1 )  Д і а г о н а л ь  д ѣ л и т ъ  п а р а л л е л о г р а м ъ  н а  д в а  
р а в н ы е  т р е  —  к а .  

2 )  П а р а л л е л ь н ы я  л и н і и ,  з а к л ю ч а ю щ і я с я  м е ж д у  д в у м я  п а 
р а л л е л ь н ы м и ,  р а в н ы .  

3 )  П а р а л л е л ь н ы я  л и н і и  в о  в с ѣ х ъ  с в о и х ъ  ч а с т я х ъ  о д и 
н а к о в о  у д а л е н ы  д р у г ъ  о т ъ  д р у г а .  

§ 34. Если въ четыреугольникѣ 1) каждый двѣ противо-
лежащія стороны равны, или 2) двѣ противолежащія стороны 
параллельны и равны, — тогда четыреугольникъ есть параллело
грамъ. (Фиг. § 33.) 

1) Если AB = CD и АС = BD, то Д ABD 29 DCA (§ 24), а по
тому 2С ADB = DAC и 2С BAD = CDA, слѣд. АС || BD и AB || CD. 

2) Если AB ф CD, тогда Д ABD 22 DCA (§ 17), а потому 
2С ADB = DAC, слѣд. АС || BD. 

а 

Ъ в 
А 

В 
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§ 35. Въ параллелограмѣ ABDC діагонали дѣлятъ другъ 
друга пополамъ. 

Такъ какъ АС = BD, 2£ АСЕ = DBE, 2L САЕ = BDE, *ГуР~f 
то Д ACE 25 DBE, сдѣд. AE = DE и СЕ = ВЕ. а'-——-*'• --Лі 

§ 36. Д і а г о н а л и  в ъ  п р я м о у г о л ь н и к *  р а в н ы ,  в ъ  к о с о  -
у г о л ь н о м ъ  п а р а л л е л о г р а м ѣ  н е р а в н ы ,  в ъ  р о м б ѣ  и  к в а д р а т *  
п е р п е н д и к у л я р н ы  д р у г ъ  к ъ  д р у г у .  

Доказательства слѣдуютъ изъ § 17, § 19 и § 31. 

II. О кругѣ. 
§ 37. 1) К р у г о м ъ  н а з ы в а е т с я  п л о с к а я  Ф и г у р а ,  о г р а н и ч е н н а я  к р и 

вою линіею, вс* точки которой равно удалены отъ внутренней точки, на
з ы в а е м о й  ц е н т р о м  ъ .  

Кривая, ограничивающая кругъ, называется окружностью иди 
к р у г о в о ю  д и н  і  е ю .  

Если въ плоскости обращается прямая динія около одной изъ ея 
точекъ, то всякая другая точка этой линіи опишетъ круговую линію. 

2) Прямая, проведенная отъ центра круга къ точкѣ, лежащей на 
окружности, называется радіусомъ иди полупоперечникомъ, а прямая, 
проходящая чрезъ центръ и ограниченная съ об*ихъ сторонъ окруж
ностью, называется діаметр омъ иди поперечникомъ. Такъ какъ въ 
одномъ и томъ же круг* вс* радіусы равны, то и вс* діаметры, какъ 
двойные радіусы, должны быть равны между собою. 

3) Всякая часть окружности называется дугою, а прямая, соеди
н я ю щ а я  е я  о к о н е ч н о с т и ,  х о р д о ю .  К а ж д о й  д у г *  с о о т в ѣ т с т в у е т ъ  о д н а  
хорда, но каждой хорд*-д в * дуги, а именно т*, которыя имѣютъ общія 
съ хордою оконечности и взаимно дополняютъ другъ друга до цѣлой 
окружности. 

4) Неограниченная прямая, проходящая чрезъ кругъ такъ, что 
о д н а  ч а с т ь  л е ж и т ъ  в н у т р и ,  а  д р у г а я  в н *  к р у г а ,  н а з ы в а е т с я  с * к у щ е ю .  

5) Если прямая имѣетъ только одну общую точку съ окружностью, то 
о н а  н а з ы в а е т с я  к а с а т е л ь н о г о ,  а  о б щ а я  т о ч к а - т о ч к о ю  п р и к о с н о в е н і я .  

Два круга касаются, если ихъ окружности им*ютъ только одну 
общую точку. 

6) Если уголъ образуется двумя радіусами и слѣд. имѣетъ вершину 
въ центр* круга, то его называютъ центральнымъ угломъ; если же 
уголъ убразуется двумя хордами, и вершина его находится на окружности, 
т о  о н ъ  н а з ы в а е т с я  в п и с а н н ы м ъ  у г л о м ъ .  
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Центральные и вписанные углы опираются на соответствующую 
имъ дугу, т. е. на ту часть окружности, которая заключается между ихъ 
сторонами. 

7) Часть круга, заключающаяся между дугою и двумя радіусами, 
пр о в е д е н н ы м и  к ъ  о к о н е ч н о с т я м ъ  д у г и ,  н а з ы в а е т с я  с е к т о р  о м ъ  и л и  в ы -
рѣзкомъ, а часть круга, заключающаяся между дугою и ея хордою — 
с е г м е н т о м ъ  и л и  о т р ѣ з к о м ъ .  

8) Многоугольникъ вписанъ въ кругъ, если все стороны его 
составляютъ хорды этого круга. Въ такомъ случае говорятъ, что кругъ 
описанъ около мно—ка. 

Многоугольникъ описанъ около круга, если все стороны его каса-
тельныя къ окружности. Въ такомъ случае кругъ вписанъ въ мно—къ. 

§ 38. Всякій діаметръ AB дѣлитъ кругъ и окружность 
на двѣ равныя части. 

§ 39. Діаметръ AB болѣе всякой хорды DE (ФИГ. § 38.) 

Если проведемъ радіусы CD и СЕ, тогда DC-f-CE>DE, след. 
и AB > DE. 

§ 40. Прямая линія можеть нересѣкать окружность не 
болѣе какъ въ двухъ точкахъ. 

Еслибы обе линіи имели более двухъ общихъ точекъ, тогда мы 
могли бы отъ центра къ прямой провести более двухъ равныхъ линій, 
что не возможно (§ 29.) 

§ 41. Въ одномъ кругѣ или ВЪ равныхъ кругахъ 1) рав^-
нымъ центральнымъ угламъ соотвѣтствуютъ равныя дуги и хорды, 
и обратно, 2) равнымъ дугамъ соотвѣтствуютъ равныя центральный 
углы и хорды. 

Ііредставимъ себе, что Фигура будетъ перегнута по 
линіи AB, тогда кривыя ADEB и AFB совпадутъ, потому 
что все точки ихъ равно удалены отъ центра. 

F 

1) Если С = с, то по равентву радіусовъ одинъ 
кругъ можно такъ наложить на другой, что точки А, В, С, 
совпадутъ съ точками а, Ь, с, а отъ того хорды и дуги, 
соответствующія угламъ С и с, сольются. 

2) Если дуга AB = ab, то и хорды ихъ также равны 
и потому Д ABC 25 abc (§ 24), след. 2С С = с. 
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§ 42. С л ѣ д с т в і я .  1 )  Р а в н ы я  х о р д ы  с т я г и в а ю т ъ  р а в н ы я  
д у г и ,  е с л и  о б ѣ  д у г и  б о л ь ш е  и л и  о б ѣ  д у г и  м е н ь ш е  п о л у 
о к р у ж н о с т и .  

2 )  Р а в н ы м ъ  ц е н т р а л ь н ы м ъ  у г л а м ъ  и л и  р а в н ы м ъ  д у г а м ъ  
с о о т в ѣ т с т в у ю т ъ  р а в н ы е  с е к т о р ы  и  с е г м е н т ы .  

3 )  Б о л ь ш е м у  и з ъ  д в у х ъ  ц е н т р а л ь н ы х ъ  у г л о в ъ  с о о т -
вѣтствуетъ большая дуга и обратно, какъ видно изъ наложения 
одной Фигуры на другую. 

§ 43. Въ одномъ кругѣ или въ равныхъ кругахъ 1) боль
шей дугѣ соотвѣтствуетъ большая хорда, и на оборотъ, 2) боль
шей хордѣ соотвѣтствуетъ большая дуга, — если сравниваемыя 
дуги менѣе полуокружности. 

1) Пусть дуга AGB > AG. Если проведутся ра-
діусы FA, FB, FG, тогда тре—ки AFB и AFG имѣюгъ 
по двѣ равныя стороны, которыя образуютъ не. 
равные углы, 2L.AFB>AFG; слѣд. AB > AG (§ 31). 

2) Если AB>AG, тогда изъ тѣхъ же тре—ковъ 
слѣдуетъ, что AFB j> AFG (§ 32), и потому дуга 
A G B > A G .  

Е с л и  р а з с м а т р и в а е м ы я  д у г и  б о л ѣ е  п о л у о к р у ж н о с т и ,  т о  
б о л ь ш е й  д у г ѣ  с о о т в ѣ т с т в у е т ъ  м е н ь ш а я  х о р д а .  

§ 44. Радіусъ ЕС, перпендикулярный къ хордѣ AB, 
дълитъ хорду и дугу ея АСВ пополамъ. 

Такъ какъ Д ADE 22 BDE (§ 25), то AD = BD, 
а потому АС = ВС (§ 28, 2), следовательно и дуга 
АС = ВС (§ 42, 1). 

§ 45. Слѣдствія. 1) Центръ круга, средина хорды и 
с р е д и н а  е я  д у г и  л е ж а т ъ  н а  о д н о й  п р я м о й ,  п е р п е н д и к у л я р н о й  
к ъ х о р д ѣ ,  т а к ъ  ч т о  п р я м а я ,  п р о х о д я щ а я  ч р е з ъ  д в ѣ  и з ъ  э т и х ъ  
т о ч е к ъ ,  д о л ж н а  п р о й т и  и  ч р е з ъ  т р е т ь ю .  

2 )  П е р п е н д и к у л я р ъ  в о з с т а в л е н н ы й  к ъ  х о р д ѣ  в ъ  с р е д и н ѣ  
е я ,  п р о й д е т ъ  ч р е з ъ  ц е н т р ъ  к р у г а  и  с р е д и н у  д у г и ,  с т я г и в а е 
м о й  х о р д о ю .  
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§ 46. 1) Равныя хорды AB и DC равно удалены отъ 
центра круга. 2) Изъ двухъ неравныхъ хордъ, AB и DE, 
большая DE ближе къ центру. 

1) Возставимъ изъ срединъ хордъ AB и DC 
перпендикуляры КО и FO, и проведемъ радіусы 
OA и OD, тогда Д АОК 22 DOF (§ 25), а потому 
OK = OF (§ 29, 3). 

2) Если AB, С DE, то и дуга AB <С DCE (§ 43, 2). 
Отложимъ на дугѣ DCE часть DC = AB, проведемъ 

У хорду DC и опустимъ OF _L DC и OHJADE, тогда 
O F > O G > O H  ( §  2 8 ,  1 ) ,  и  т а к ъ  к а к ъ  D C = A B  
(§ 41, 2), то и OF = 0К, слѣд. OK > ОН. 

§ 47. 1 ) Д в ѣ  х о р д ы  A B  и  D C  р а в н ы ,  е с л и  о н и  р а в н о  
удалены отъ центра круга. (§ 17 и § 44.) 

2 )  Ч ѣ м ъ  м ё н ѣ е  р а з с т о я н і е  х о р д ы  о т ъ  ц е н т р а ,  т ѣ м ъ  б о 
л е е  х о р д а .  

Еслн ОН «С OK, то должна быть DE>AB, потому что принимая 
DE<;AB получимъ (§ 46) ОН^>ОК, что противно нашему условію. 

§ 48. 1) Прямая, перпендикулярная къ радіусу въ его 
конечной точкъ, есть касательная къ окружности, и обратно; 

2) Касательная перпендикулярна къ радіусу, проведенному 
чрезъ точку прикосновенія. 

1) Если прямая AD AB въ точкѣ А, лежащей на 
/ Я окружности, то всякая другая точка, напр. Е на прямой 
^ D CD, отстоитъ далѣе отъ центра В, нежели А, потому что 

А Е ВЕ > ВА (§ 28, 1). Слѣд. CD, имѣя только одну точку, 
общую съ окружностью, будетъ касательного къ кругу. 

2) Если CD касательная къ кругу въ точкѣ А, то всѣ другія точки 
ея находятся внѣ окружности; слѣд. разстоявіе ихъ отъ центра болѣе 
нежели радіусъ ВА, напр. ВЕ > ВА. Такъ какъ AB есть кратчайшее 
разстояніе центра В отъ CD, то ВА CD (§ 29, 2). 

§ 49. С  л  ѣ  д е т  в  і  я .  1 )  Ч р е з ъ  д а н н у ю  т о ч к у  о к р у ж н о с т и  
м о ж н о  п р о в е с т и  т о л ь к о  о д н у  к а с а т е л ь н у ю .  

2 )  П е р п е н д и к у л я р ъ ,  в о з с т а в л е н н ы й  и з ъ  т о ч к и  п р и к о с н о -
в е н і я  к ъ  к а с а т е л ь н о й  г і р о й д е т ъ  ч р е з ъ  ц е н т р ъ  к р у г а .  

3 )  П е р п е н д и к у л я р ъ ,  о п у щ е н н ы й  и з ъ  ц е н т р а  н а  к а с а т е л ь  
н у ю ,  п р о й д е т ь  ч р е з ъ  т о ч к у  п р и к о с н о в е н !  я .  

Доказательства выводятся изъ § 11. 

/ В 

А Е 



п 

§ 50. Дуги круга, заключаю[діяся между параллельными 
линіями, равны между собою. 

Если хорды ВС и DE параллельны, то радіусъ КА, 
проведенный _|_ ВС, также будетъ J DE (§ 8 слѣд), 
и потому ' AB = -—<• АС , *> AD = AE, слѣд. и 
^ BD —^ СЕ (§ 44). 

Если касательная FG || DE, то проведенный къ точкѣ 
прикосновенія радіусъ КА будетъ J FG и J DE, слѣд. 

D A  —  ̂  E A .  

Если касательный FG и HI параллельны, то проведя хорду 
ВС jj FG по предъидущему, будемъ имѣть : w ВА = CA и 

BL — ^ CL, слѣд. и ^ ABL = Л CL. 

§ 51. Если разстояніе ab между центрами двухъ круговъ 
А и В равно суммѣ или разности ихъ радіусовъ, то окружности 
касаются соотвѣтственно извнѣ или внутри. 

1) Если ab равна суммѣ радіусовъ ас и Ьс, то 
всякая точка (I круга А, за исклгоченіемъ точки с, ле
жащей на прямой ab, находится внѣ круга В, потому 
что ad -j- bd > ас -j- Ьс, слѣд. bd > bc. 

"2) Если ab равна разности ас — Ьс, то всякая 
точка d круга А, за исключеніемъ точки с, находится 
внѣ круга В, потому что ab-j-bd > аа, но ad = ab -J- bc, 
слѣд. ab 4- bd > ab -f- bc или bd :> bc. 

§ 53. Слѣдствія. 1) Если два круга соприкасаются, 
т о  и х ъ  ц е н т р ы  и  т о ч к а  с о п р и  к  о  с н  о в е н і я  л е ж а т ъ  н а  о д н о й  
п р я м о й .  

2 )  Д в а  к р у г а  п е р е с ѣ к у т с я ,  е с л и  р  а  з  с  т  о  я  н  і  е  м  е  ж  д  у  ц е н 
т р а м и  м е н ѣ е  с у м м ы ,  и  б о л ѣ е  р а з н о с т и  и х ъ  р а д і у с о в ъ .  

3 )  В с ѣ  к р у г и ,  и м ѣ ю щ і е  ц е н т р ы  н а  о д н о й  п р я м о й  л и н і и  и  
п р о х о д я щ і е  ч р е з ъ  о д н у  и  т у ж е  т о ч к у  э т о й  п р я м о й ,  с о п р и к а 
с а ю т с я  в ъ  э т о й  т о ч к ѣ  и  и м ѣ ю т ъ  в ъ  н е й  о б щ у ю  к а с а т е л ь н у ю .  

§ 53. Въ одномъ кругѣ или въ двухъ равныхъ кругахъ 
центральные углы АСВ и acb относятся какъ дуги AB и ab, 
заключающаяся между ихъ сторонами. 

Положимъ, что ,'f. ACD можно оттожить 5 разъ въ 2С АСВ и 
4 раза въ 2С acb. Такъ какъ равнымъ угламъ соотвѣтст*вуютъ равныя 
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дуги (§ 41), то и AD отложится 5 разъ на w AB и 
4 раза на ^ ab. Отсюда видно, что если углы относятся 

li между собою какъ два цѣлыя числа, то и соотвѣтствующія 
имъ дуги будутъ относиться, какъ тѣже числа. 

Каково бы ни было отношеніе между углами, во 
всякомъ случаѣ они будутъ относиться какъ дуги. По
ложимъ, что пропорція 31 АСВ: 31acb = AB: ab не су
ществуетъ, а существуетъ пропорція 

31 А С В :  31 acb = AB: ad, 
гдѣ ad > ab. Представимъ себѣ, что AB раздѣлена на столь малыя рав
ныя части, что каждая изъ нихъ меньше дуги bd; тогда при н ал о жен і и 
этихъ частей на дугу ad какая нибудь точка дѣленія е непремѣнно упадетъ 
между 1) и d. Такъ какъ AB и ае относятся какъ цѣлыя числа, то по 
предъидущему будемъ имѣть 

3. АСВ : 31 асе = AB : ae. 
Изъ обѣихъ пропорцій получимъ 

31 acb : 31 асе = ad : ae, 
что не возможно, потому что acb <С асе, а ad > ае. Точно такимъ же 
образомъ можно доказать, что четвертый членъ пропорции не мо
жете бытъ менѣе ab; слѣд. во всѣхъ случаяхъ существуетъ пропорція 
31 АСВ -. 31 acb = AB s ab. 

§ 54. Соответственно раздѣленію прямаго угла на 90 угловыхъ 
градусовъ и четверть окружности, лежащая между сторонами прямаго 
угла, дѣлится на 90 (слѣд. цѣлая окружность на 360) дуговыхъ градусовъ, 
каждый градусъ на 60 минуть, а минута на 60 секундъ. Такъ какъ 
центральный уголъ заключаетъ въ себѣ столько угловыхъ градусовъ 
с к о л ь к о  е г о  д у г а  д у г о в ы х ъ ,  т о  з а  м ѣ р у  у г л а  п р и н и м а е т с я  д у г а ,  
о п и с а н н а я  п  р  о  и  з  в о л ь  н  ы  м  ъ  р  а  д  і у с о м ъ  и з ъ  в е р н г и н ы  у г л а  
между его сторонами, что однакожъ всегда надобно принимать въ 
такомъ смыслѣ, что дуга, соответствующая углу, показываетъ, сколько 
угловыхъ градусовъ заключается въ углѣ. 

§ 55. Вписанньй уголъ ABC вдвое менѣе центральнаго 
угла, оішрающагося на туже самую дугу. 

1) Если центръ D лежитъ на одной изъ сторонъ 
даннаго угла, то (§19) 31 В — С и 2£ ADC = B -j- С — 2 В 
(§ 14, 1), слѣд. 31В = і ADC. 

2) Если D лежитъ внутри угла ABC, то проведя діа-
метръ ВЕ имѣемъ 31 АВЕ = \ ADE 
слѣд. 31 ABC —• ADC. 

СВЕ CDE, 
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3) Если D лежитъ внѣ угла ABC, то проведя діаметръ 
ВЕ получимъ 2С СВЕ = ̂  CDE и АВЕ = £ ADE, слѣд. 
СВЕ — АВЕ = і (CDE — ADE) или 2С ABC = | ACD. 

§ 56« Слѣдстві я. 1) Вписанный угол7. измѣряется 
п о л о в и н о ю  д у г и ,  з а к л ю ч а ю щ е й с я  м е ж д у  е г о  с т о р о н а м и .  

2 )  В  с  ѣ  у г л ы ,  в п и с а н н ы е  в  ъ  о д н о м ъ  и  т о м ъ  ж е  к  р  у  г  ѣ  и  
о п и р а  ю щ і е с я  н а  о д н у  и  т у ж е  и л и  н а  р а в н ы  я  д у г и ,  р а в н ы  
м е ж д у  с о б о ю .  

3 )  В п и с а н н ы й  у г о л ъ ,  о п и р а ю щ е й с я  н а  п о л у о к р у ж н о с т ь ,  
е с т ь  п р  я м о й .  

4 )  В о  в г і и с а н н о м ъ  ч е т ы р е у г о л ь н п к ѣ  с у м м а  д в у х ъ  п р о 
т и в о л е ж а  щ и х ъ  у г л о в  ъ  р а в н а  д в у м ъ  п р я м ы м ъ .  

§ 57. Уголъ ABC, образованный касательного и хордою, 
измѣряетея половиною дуги ВС, заключающейся между его 
сторонами. 

Если проведемъ изъ точки прикосновения діаметръ j, 
В Е ,  т о г д а  2 L  А В Е  и з м ѣ р я е т с я  д у г о ю  ^  В С Е ,  а  С В Е  
дугою ^ СЕ, слѣд. АБС = АВЕ — СВЕ будетъ измѣ-
ряться дугою \ (ВСЕ — СЕ) ~ ^ ВС. — ГІодобнымъ 
образомъ мѣрою для тупаго угла CBF будетъ дуга СЕВ. 

В 

§ 58. Уголъ ВАС, образованный прямыми, пересека
ющимися внутри круга или внѣ его, измеряется соотвътственно 
полусуммою или полѵразностыо дугъ, заключающихся между его 
сторонами, т. е. ^ (ВС ± ED). 

Если провести изъ точки D хорду DC, тогда 
2£ВАС = .2£ BDC^2£1ECD (§ 14, 1). 'Гакъ какъ 
2CBCD измѣряется дугою ^ ВС, а J5L ECD дугою 
I ED, то ВАС измѣряется дугою \ (ВС ED). 

III. Задачи. 
§ 59. Раздѣлить прямую AB пополамъ. 
Изъ концовъ А и В данной прямой опишемъ дуги, 

которыя нересѣкутся въ точкахъ С и D. Прямая CD раздѣ-
литъ данную линію AB въ точкѣ Е пополамъ, потому что 
Д А CD ̂  BCD (§ 24), слѣд. 2С х = у и Д АСЕ ̂  ВСЕ, 
а потому АЕ = ВЕ. 

S., 
/х 

А L 

ж 

жДі 
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§ 60. Изъ данной точки С, лежащей внѣ прямой AB, 
опустить на эту прямую перпеидикуляръ. 

у Изъ точки С опишемъ дугу, которая бы пере
секла прямую AB въ точкахъ I) и Е. Раздѣлимъ DE по
поламъ, тогда прямая CF, соединяющая данную точку 
съ точкою дѣлеиія, будетъ искомый перпеидикуляръ; ибо 
Д CDF ̂  CEF (§ 24), слѣд. 2С CFD — CFE. 

§ 61. Изъ данной точки С, лежащей на прямой AB, воз-
ставить къ ней перпеидикуляръ. 

_ р _ Возьмем г> ди в точки D и Е въ равномъ разстояніи 
отъ С, и опишемъ изъ нихъ дуги, пересѣкающіяся 
въ точкѣ F, тогда прямая CF будетъ искомый перпеиди
куляръ, потому что Д CDF ^ CEF (§ 24), а посему 
il FCD = FCE. 

D V Е 

§ 62. Изъ конца прямой AB возставить къ ней перпеи
дикуляръ, не продолжая прямой. 
^ Изъ произвольной точки С, внѣ прямой AB, опи-
/ \ Л  I I I  ем ъ радіусомъ CA окружность, которая пройдетъ чрезъ 

j; ТОЧКИ А и D прямой AB. Если теперь проведемъ чрезъ 
D и С прямую, и соединимъ точку Е пересѣченія ея съ 

окружностью съ точкою А, тогда ЁА будетъ требуемый перпеидикуляръ, 
по тому что уголъ EAD прямой (§ 56, 3). 

§ 63. IIa прямой AB при данной точкѣ С отложить уголъ, 
равный данному углу F. 

Изъ точки F опишемъ произвольнымъ радіусомъ 
ДУГУ» которая пересѣчетъ стороны угла въ точкахъ 

G G и К. Опишемъ изъ С тѣмъ же радіусомъ дугу, 
которая пересѣчетъ AB въ точкѣ Е, и изъ Е радіусомъ 

В GK проведемъ вторую дугу, которая пересѣчетъ пер
вую въ точкѣ D, тогда ŽC- ECD = «2С F, потому что 
Д CDE ̂  FKG (§ 24). 

§ 61. Раздѣлить данную дугу или уголъ пополамъ (ФИГ. §44). 
1) Чтобы раздѣлить дугу АСВ пополамъ, должно изъ средины ея 

х о рды AB возставить перпеидикуляръ DC, тогда ^ АС = w ВС (§45, 2). 
2) Чтобы раздѣлить уголъ АЕВ пополамъ, опишемъ изъ вер

шины Е дугу АСВ, отыщемъ ея средину С и проведемъ СЕ, тогда 
2С АЕС = ВЕС (§ 41). 
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С УІ ѣ д с т в і е, Повторивъ подобное строеніе надъ каждою поло
виною , можно раздѣлнть уголъ на 4, 8, 16,.. равныхъ частей, По 
способами элементарной гёометріи, т. с. только съ помощію линейки и 
циркуля, нельзя дѣлить произвольный уголъ на 3, 5, 6, 7, 9 . . . рав
ныхъ частей. 

§ 05. Чрезъ данную точку С провести прямую, парал
лельную данной прямой Aß. 

Проведемъ чрезъ С прямую CD, пересѣкающую AB, и Е 

отложимъ на ней при точкѣ С уголъ ECD равный CDA, X, 
тогда сторона СЕ будетъ искомая параллельная линія (§ 7,1). 

§ 66. Построить треуголышкъ по даннымъ двумъ сто-
ронамъ а и Ь, и углу С, лежащему между ними. 

На сторонахъ угла С отложимъ CD = а, а Б/ 
СЕ — b и проведемъ DE; CDE будетъ иско- | ь . \ 
мый тре—къ. ® 

§ 67. Построить треуголышкъ по данной сторопѣ m и 
п р и л е ж а щ и м ъ  к ъ  н е й  у г л а м ъ  х н у .  

Отложимъ на сторонѣ m при ея оконечностяхъ Д 
углы А = х и В = у. Если продолжимъ стороны этихъ //тп \ 
угловъ, сумма которыхъ должна бытъ <Г 2 R, то онѣ пере
секутся въ точкѣ С и дадутъ требуемый тре—къ ABC. хХ 

§ 68. Построить треуголышкъ по даннымъ 
ронамъ а, Ь, с. 

Изъ оконечностей прямой а опишемъ радіусами 
b и с дуги, пересѣкающіяся въ точкѣ С, и проведемъ 
АС и ВС, тогда ABC будетъ искомый тре—къ. 

§ 69. Построить треуголышкъ по даннымъ двумъ сто-

ронамъ ui и п, неравнымъ между собою, и углу А, противо
лежащему одной изъ этихъ сторонъ, 

1) Если уголъ А противолежитъ большей сторонѣ п, то сдѣлаемъ, 
какъ видно въ первой Фигурѣ, одну сторону AB даннаго угла А рав-

тремъ сто-

С ( с 
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ною m, и изъ точки В раді. 
усомъ равнымъ и огшшемъ 
дугу, которая пересѣчетъ 
другую сторону въ точкѣ С. 
Тре-къАВС будетъ требуемый. 

'2) Если уголъ А гіро-
тиволежигъ меньшей сторонѣ 
m, то при построен!и тре—ка 
стоитъ только перемѣнить 

m на п. Смотря по величинѣ линіи tn могутъ образоваться или два 
тре —ка ABD и ABC, удовлетворяющіе требованіямъ задачи, какъ во 
второй Фигурѣ, или одинъ прямоугольный тре—къ, какъ въ третьей ФИ-
гурѣ, гдѣ m равно перпендикуляру ВС изъ В на линію АС, или наконецъ 
не образуется ни одного тре—ка, какъ въ четвертой Фигурѣ, гдѣ in 
менѣе перпендикуляра ВС. 

§ ТО. Найти центръ даннаго круга или данной дуги 
(ФИГ. § 71). 

Возьмемъ на окружности или на дугѣ три произвольным точки 
А, В, С, проведемъ хорды AB и ВС и возставимъ изъ срединъ этихъ 
хордъ перпендикуляры D0 и F0, тогда точка ихъ гіересѣченія будетъ 
составлять искомый центръ (§ 45, 2). 

С л ѣ д с т в і я ,  1 )  Т о  ж е  с а м о е  п о с т р о е н і е  с д у ж и т ъ  р ѣ ш е н і е м ъ  з а д а ч и :  
П р о в е с т и  о к р у ж н о с т ь  ч р е з ъ  т р и  д а н н ы я  т о ч к и  А ,  В ,  С ,  н е  
д е ж а щ і я  н а  о д н о й  п р я м о й .  

2 )  Ч р е з ъ  т р и  т о ч к и ,  н е  л е ж а щ і я  н а  о д н о й  п р я м о й ,  м о ж н о  
провести только одну окружность, потому что предъидущимъ 
рѣшеніемъ опредѣляетсн только одинъ центръ и одинъ радіусъ. 

3 )  Д в ѣ  о к р у ж н о с т и  м о г у т ъ  п е р е с ѣ к а т ь с я  т о л ь к о  в ъ  
д в у х ъ  т о ч к а х ъ .  

§ 71. Описать окружность около даннаго треугольника A BC. 

Возсгавленные изъ срединъ двухъ сторонъ 
тре—ка перпендикуляры DO и ЕО опредѣляюгъ 
центръ О искомаго круга, потому что ВО == АО = СО 
(S 28, 2). 

С  л  ѣ  д  с  т  в  і  е .  Т р и  п е р п е н д и к у л я р а ,  в  о  з  -
с т а в л е н н ы е  и з ъ  с р е д и н ъ  с т о р о н ъ  т р е  —  к а ,  
п е р е с ѣ к а ю т с я  в ъ  о д н о й  г о ч к ѣ ,  р а в н о  у д а 
л е н н о й  о т ъ  т р е х ъ  в  e p  I I I  и  н ъ  т р е — к  а .  

В 

<пг 
А 

ti 

m 
А 
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Въ остроугольномъ тре—кѣ эта точка лежитъ внутри его, въ тупо
угольно мъ тре—кѣ внѣ его, а въ прямоугольномъ на гипотенузѣ (§ 56). 

§ 72. Вписать кругъ въ данный треуголышкъ ABC. 
Если два угла А и В тре—ка раздѣлятся 

пополамъ прямыми AG и BG, то точка G пере-
сѣченія ихъ будетъ центромъ, а разстояніе этой 
точки отъ какой-нибудь стороны тре—ка радіу-
сомъ требуемаго тре—ка. — Если проведемъ 
G D J _ A B ,  G E J  A C ,  G F J  В С ,  т о г д а Д  A D G S  A E G  
и Д BDG^BFG (§ 18 2), слѣд. GE = GD = GF, 
а потому описанная изъ точки G радіусомъ GD 
окружность должна касаться сторонъ тре—ка. 

С л ѣ д с т в і е .  Т р и  л и н і и ,  р а з д ѣ л я ю щ і я  у г л ы  т р е  —  к а  и  о  п  о  -
л  а  м  ъ ,  п е р е с ѣ к а ю т с я  в  ъ  о д н о й  т о ч к е ,  р а в н о  у д а л е н н о й  о т ъ  
т р е х ъ  с т о р о н  ъ  т р е  —  к  а .  

§ 73. Изъ точки А, лежащей внѣ круга, провести къ нему 
касательную. 

Соединимъ точку А съ центромъ С даннаго круга, 
и изъ средины Е линіи АО опишемъ окружность, 
пересекающую данный кругъ въ точкахъ В и D, 
тогда прямыя AB и AD будутъ искомыми касатель
н ы м и .  —  Е с л и  п р о в е д е м ъ  л н н і и  С Б  и  C D ,  т о  
2f ABC = R — ADC (§ 56, 3) слѣд. AB и AD касательныя. 

Е с л и  д в ѣ  к а с а т е л ь н ы я  к р у г а  п е р е с ѣ к а  ю т с я ,  т о  и х ъ  о т р ѣ з к и  
л е ж а щ і е  м е ж д у  т о ч к о ю  п е р е с ѣ ч е н і я  и  т о ч к а м и  г і р и к о с н о -
в е н і я ,  р а в н ы  м е ж д у  с о б о ю .  

§ 74. Провести касательную къ двумъ даннымъ 
Р и Q. 

Если центры обоихъ круговъ должны 
лежать по одну сторону касательной, какъ 
въ первой Фигурѣ, то изъ центра А ббльшаго 
круга радіусомъ, равнымъ разности радіу-
совъ данныхъ круговъ, описывается воспомо-
гательный кругъ. Если же центры должны 
лежать по разнымъ сторонамъ касательной, 
какъ во второй Фигурѣ, то воспомогательный 
кругъ описывается изъ центра котораго нибудь 
круга радіусомъ, равнымъ суммѣ радіусовъ 
данныхъ круговъ. Далѣе въ обоихъ случаяхъ 
проведемъ изъ центра В касательную ВС къ 

кругамъ 

Р , 
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воепомогательному кругу, потомъ изъ центра А чрезъ точку касанія С пря
мую AD и наконецъ радіусъ ВЕ || CD. Соединивъ точки Е и і>, получимъ 
требуемую касательную. Гакъ какъ ВЕ 4^ CD и 1ВСІ) = В (§ 48, 2), 
то BODE есть прямоугольникъ, след. DE должна быть касательною обоихъ 
круговъ (§ 48, 1). 

§ 75. На данной лннін Aß описать сегментъ, вмѣщающій 
данный уголъ х. 

При точке А на прямой AB отложимъ уголъ BAD = x, 
и проведемъ изъ А линію AG j AD, и изъ средины Е 
прямой AB линію ЕС I AB. Точка пересѣченія С обоихъ 
перпендикуляровъ «Зудеть центромъ, а CA радіусомъ 
круга, въ которомъ сегментъ AFB есть искомый, потому 

что AD касательная и всѣ въ AFB вписанные углы, огіирающіеся на 
концы линіи AB, равны углу BAD=x (§ 57). 

§ 76. Найти отношеніе между двумя данными прямыми 
Aß и CD. 

^ ?-ів Будемъ накладывать меньшую линію CD 
| | на большую AB столько разъ, сколько она 

уместится; иоложимъ что она отложилась '2раза, 
и за тѣмъ получился еще остатокъ ЕВ. Этогъ остатокъ будемъ накладывать 
на меньшую линію CD столько разъ, сколко это будетъ возможно, напр. 
одинъ разъ съ остаткомъ FD. Наложимъ потомъ второй остатокъ FD на 
первый ЕВ, напр. одинъ разъ съ остаткомъ GB. Если наконецъ положимъ, 
что GB умѣстится на FD ровно 2 раза, тогда GB будетъ общею мѣрою 
между данными линіями AB и CD, отношеніе коихъ теперь легко можно 
определить, 

FD = 2GB 
ЕВ = FD + GB = 3 GB 
CD = ЕВ + FD = о GB 
AB =2 CD -f ЕВ —13 GB. 

Такъ какъ GB содержится ГІЪ AB 13 разъ, а въ CD 5 разъ, то 
получимъ: 

A B  :  C D  = 1 3 : 5  и л и  A B  =  V  C D  и  C D  —  T \  A B .  

Здѣсь мы разсматривали случай, когда двѣ данныя линіи имѣютъ 
общую мѣру и потому называются соизмеримыми. Но могутъ быть 
линіи, при когорыхъ, сколько бы мы ни продолжали наложеніе послѣ-
довательныхъ остатковъ другъ на друга, никогда не получимъ такого 
остатка, который бы уложился въ предшествующемъ цѣлое число разъ. 
Такія линіи называются несоизмеримыми, и отношеніе между ними 



не можетъ оыть выражено ни цѣлымь числомъ, ни дрооою, а есть вели
чина ирраціональная. Но такъ какъ остатки будутъ становиться все 
менѣе и менѣе, то при достаточномъ продолженіи вышеизложеннаго 
иріема мы можемъ съ незначительною иогрѣшностію отбросить иослѣдній 
остатокъ и предшествующ!!! ему принять за общую мѣру. Такимъ образомъ 
получимъ приближенное отношеніе, и оно тѣмъ гочнѣе, чѣмъ далѣе будетъ 
продолженъ описанный пріемъ. 

§ 11. Задачи безъ ръшенія. 
1) Чрезъ точку С, данную внѣ прямой AB, провести прямую, которая 

оы составила съ линіею AB уголъ, равный данному углу т. 

2) Раздѣлить прямой уголъ на три равныя части, 

3) Построить параллелограмъ, если даны двв смежныя стороны 
а и Ь, и уголъ гп, заклочающійся между ними. 

4) Построить тре—къ по данной сторонѣ а, прилежащему ей углу х 
и противолежащему углу у. 

5) Провести къ данному кругу двѣ касательныя, которыя бы пересѣклись 
подъ даннымъ угломъ ш. 

6) Построить равнобедренный тре—къ по данной высотѣ с и одной 
изъ равныхъ сторонъ Ь. 

7) Построить ромбъ по даннымъ діагоналямъ. 

8) На данной прямой AB найти точку, равно удаленную отъ данныхъ 
точекъ С и D, лежащихъ внѣ прямой. 

9) Чрезъ точку А провести сѣкущую къ двумъ гіараллельнымъ ВС и 
DE, такъ, чтобы часть сѣкущей, заключающаяся между этими параллель
ными, равнялась прямой ш. 

10) Построить прямоугольный тре—къ 1) по данной гипотенузѣ а, и 
одному катету Ь, 2) по данной гипотенузѣ а, и одному острому 
углу т. 

11) Чрезъ точку А внутри угла BCD провести прямую такъ, чтобы 
она пересѣкла стороны угла въ равныхъ разстояніяхъ отъ его 
вершины. 

12) Даньт двѣ непараллельныя линіи, которыя не могутъ быть продол
жены до пересѣченія по недостатку мѣста. Провести линію такъ, 
чтобы она по достаточномъ продолженіи дѣлила пополамъ образуе
мый этими прямыми уголъ. 

13) Построить тре—къ по данному основанію а, высотѣ 1), и углу m 
при вершинѣ. 
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14) Построить тре — къ по даннымъ отрѣзкамъ а и b основанія, и углу 
m при вершинѣ. 

15) Въ прямоугольномъ тре—кѣ ABC вписать квадратъ, такъ чтобъ 
онъ имѣлъ съ тре—комъ одинъ общій уголъ, а вершина противо
лежащего угла упала на гипотенузу АС. 

16) Построить тре—къ по данной сторонѣ а, прилежащему къ ней углу 
iii и суммѣ (или разности) прочихъ сторонъ. 

17) Найти отношеніе между двумя данными углами. 

18) Раздѣлить уголъ, равный двумъ гірямымъ, въ три равныя части. 

19) Между сторонами даннаго угла А провести прямую такъ, чтобы она 
была равна прямой in, а параллельна прямой п. 

20) Построить равнобедренный гре — къ по данному периметру а 
и высотѣ b. 

21) Построить тре—къ, котораго периметръ р и всѣ углы а, Ь, с даны. 

22) Провести кругъ, который бы касался даннаго другаго круга А и 
данной прямой В въ точкѣ С. 

23) Между сторонами даннаго угла А описать даннымъ радіусомъ г 
окружность, касающуюся сторонъ угла. 

24) Описать окружность, которая бы прошла чрезъ данную точку d, и 
касалась данной прямой DF (или дуги В) въ данной точкѣ е. 

25) Построить тре—къ по данной сторонѣ а, прилежащему углу ш, и 
радіусу г вписаннаго круга. 

26) Чрезъ точку А внѣ даннаго круга В провести сѣкущую такъ, чтобы 
внутренній ея отрѣзокъ равнялся прямой ш. 

27) Изъ точки А, лежащей на данной окружности, провести хорду такъ, 
чтобы она находилась отъ центра на разстояніи, равномъ прямой ш. 

28) Въ данномъ кругѣ провести хорду, равную линіи in, и параллельную 
къ линіи AB. 

29) На прямой AB найти такую точку, чтобы прямыя, проведенныя изъ 
ней къ даннымъ двумъ точкамъ С и 1), составили уголъ т. 

30) Построить прямоугольный тре—къ 1) по данной гипотенузѣ а и 
суммѣ S катетовъ, 2) по данному периметру р и одному острому 
углу in. 

31) Построить тре—къ по данному углу гп, противолежащей ему сторонѣ 
а и суммѣ s прочихъ сторонъ. 
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32) Внутри даннаго тре—ка найти такую точку, чтобы три ирямыя, про-
веденныя изъ ней къ вершинамъ тре—ка, образовали три равные 
угла около этой точки. 

IV. Объ отношеніяхъ прямолиней
ных!» Фіігуръ. 

часть плоскости, ограниченная сторонами Фигуры. 

2) Фигуры равновелики или равномѣрны, если онѣ имѣютъ 
равныя площади, независимо отъ ихъ вида, такъ что напр. тре—къ 
можетъ быть равновеликъ четыре-угольнику. 

3) Двѣ прямолинейный Фигуры подобны, если ихъ углы порознь 
равны и одинаковымъ образомъ расположены, а соотвѣтствующія стороны 
пропорціональны. — Двѣ равныя Фигуры всегда и равновелики и подобны, 
но двѣ подобный Фигуры могутъ быть и не равновелики. 

Въ разныхъ кругахъ дуги, секторы и сегменты подобны, если 
они соотвѣтствуютъ равнымъ центральнымъ угламъ. 

4} Въ тре—кѣ каждую сторону можно принять за его основаніе. 
Перпеидикуляръ, опущенный изъ противолежащей вершины на основаніе 
или его продолженіе, называется высотою тре—ка. 

Въ параллелограмѣ перпеидикуляръ, опущенный изъ какой нибудь 
его стороны на противолежащую, называютъ высотою, а обѣ стороны, 
и е р г і е н д и к у л я р н ы я  к ъ  в ы с о т ѣ ,  п р и н и м а ю т ъ  з а  о с н о в а н ! я .  

Въ трапеціахъ параллельныя стороны называются основаніями, 
а п е р п е и д и к у л я р ъ ,  о п у щ е н н ы й  о т ъ  о д н о г о  о с н о в а н і я  н а  д р у г о е  —  в ы с о 
тою трапеціи. 

5) Если изъ концовъ прямой линіи опустимъ перпендикуляры на 
другую линію, то часть второй линіи заключающаяся между перпендикуля
рами, называется проэкціею первой линіи на вторую. Въ томъ случаѣ, 
когда конецъ первой линіи лежитъ на второй, проэкціею будетъ разсто-
яніе этого конца отъ основанія перпендикуляра, опущеннаго изъ дру-
гаго конца. 

6) Измѣрить какую нибудь Фигуру значитъ опредѣлить, сколько разъ 
въ площади ея заключается другая извѣстная площадь, принятая за еди
ницу мѣры. За эту единицу принимаютъ квадратъ, котораго сторона 
есть какая нибудь линейная мѣра, напр. Футъ; въ такомъ случаѣ 
квадратъ называется квадратнымъ Ф у т о м ъ. Измѣреніе площади 
производится не чрезъ непосредственное наложеніе квадрата, а съ по-

1) Подъ площадью какой нибудь Фигуры разумѣется 
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мощію измѣренія линіи, отъ которыхъ зависитъ величина площадей. Въ вы 
ч и с л е н і е  п л о щ а д и  в м ѣ с т о  л и н і и  в х о д я т ъ  ч и с л а ,  т а к ъ  ч т о  и о д ъ  п р о и з в е 
ден іемъ двухъ іиній нужно подразумевать произведеніе чиселъ, ко
торыя показывают!, величину этихъ шнііі. выраженныхъ въ однѣхъ и 
тѣхъ же единицахъ длины. 

§ 79. Параллелограмм ABCL) и ABEF, имѣющіе равныя 
основанія и равныя высоты, равновелики. 

I) F С Е D СГ ED CF Е ^',а параллелограма могутъ 
1 1 А 7 \ У 7 быть наложены другъ на друга 

j 1 / \/ \ \ / такъ, что нижнія основанія совпа-
211 В А В дутъ, а верхнія составятъ одну 

прямую, при чемъ они могутъ принять три различныя положенія. Во вся-
комъ случаѣ AD = ВС, и AF — ВЕ (§ 33) и 2L DAF = СВЕ (§ 10), а 
потому Д ADF ^ ВСЕ, слѣд. 

ABCD = ABED — Д ВСЕ = ABED — Д ADF = ABEF. 

С л ѣ д с т в і е .  П а р а л л е л о г р а м ъ  р  а  в  и  о  в  е  л  и  к ъ  п р я м о у г о л ь 
н и к у ,  и м ѣ ю щ е м у  с ъ  н и  м ъ  т о ж е  о с н о в а н і е  и  т у ж е  в ы с о т у .  

§ 80. Всякій треуголышкъ АБС есть половина параллело
грамма, имѣющаго съ нимъ тоже основаніе и туже высоту. 

р .jj Проведемъ изъ В и С прямыя BD || АС и CD [j AB, 
/ тогда получимъ парал—мъ AD, имѣющій одинаковыя съ 

'У тре—комъ основаніе и высоту. Такъ какъ Д ABC 55 DCB 
( §  1 8 ) ,  т о  Д  A B C  =  4 - A D .  

С л ѣ д с т в і е .  Т р е у г о л ь н и к и ,  и м ѣ ю щ і е  р а в н ы я  о с н о в а н і я  и  
в ы с о т ы ,  р а в н о в е л и к  и .  

§ 81. Два прямоугольника ABCD и abcd, имѣюіціе рав
ныя основанія AB и ab, относятся между собою какъ ихъ вы
соты AD и ad. 

Если высоты AD и ad со измѣ р им ы, и ихъ 
g общая мѣра содержится m разъ въ AD, и п разъ 

въ ad, тогда получимъ AD : ad = m : п. Представимъ 
себѣ, что чреззз всѣ точки дѣленія, образовавшіяся отъ 
наложенія общей мѣры на высотахъ AD и ad, будутъ 
проведены линіи, параллелныя основанію, тогда ABCD 

раздѣлигся на m, а abcd на п равныхъ прямо—ковъ (§ 79), такъ 
что ABCD : abcd = m : п. Изъ обѣихъ иропорцій слѣдуеть, что 
ABCD : abcd = AD : ad. 

(!  
f 
e. d 

Ii а 
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Если высоты AD и ad несоизмѣримы, то все таки эта пропорція 
будетъ справедлива. Предположимъ, что 

ABCD : abcd = AD -. af, 
гдѣ af > ad, и раздѣлимъ высоту AD на столько равныхъ частей, 
чтобы каждая изъ нихъ была меньше df. Если части эти станемъ откла
дывать по af, начиная отъ точки а, то одна точка дѣленія должна упасть 
между d и f. Проведя чрезъ е прямую eg |j ab, получимъ 

ABCD : abge — AD : ae, 
потому что высоты AD и ae соизмѣримы. Изъ обѣихъ пропорцій слъ-
дуетъ, что 

abcd : abge = af: ae. 
Но это невозможно, потому что abcd <С abge, а af > ae. Равнымъ образомъ 
четвертый членъ пропорціи не можетъ бытъ меньше ad, а потому про
порция ABCD : abcd = AD : ad всегда должна быть справедлива. 

С л ѣ д с т в і е .  Д в а  п р я м о у г о л ь н и к а ,  и м ѣ ю щ і е  р а в н ы я  в ы 
соты, относятся между собою какъ ихъ основанія, такъ какъ 
каждая изъ сторонъ прямо—ка можетъ быть принята за основаніе и за 
высоту. 

§ 82. Площадь прямоугольника АС равняется произведе
на его оенованія на высоту, т. е. если какая нибутъ линейная мѣра 
заключается въ основаніи га разъ, а въ высотѣ и разъ, то соотвѣтстуюіцая 
квадратная мѣра будетъ заключаться въ прямоугольник* ran разъ. 

Пусть линія L будетъ единицею линей
ной мѣры, а Q построенный на ней квадратъ. ^ ^ 
Положимъ, что L заключается га разъ въ AB, 
и п разъ въ AD, гдѣ m и п могутъ быть М 
ЦѢЛЬІЯ , дробныя или ирраціональныя числа. 
Если сдѣлаемъ AM = L и проведемъ МР || AB, 
то будемъ имѣть (§ 81). 

АР : 0 = AB : L = ш : 1, 
или АР = niQ. Точно также 
АС : АР = AD : AM = П: 1, 

сдѣд. АС = nAP = mn. О или ^ = ran. 

Если напр. основаніе будетъ составлять 5, а высота 3 оута, то 
прямо—къ равенъ 15 квадратнымъ Футамъ. 

§ 83. С л ѣ д с т в і я .  1) П л о щ а д и  п р я м о  —  к о в ъ  о т н о с я т с я  
к а к ъ  п р о и з  в  е д е н  і я  и х ъ  о с н о в а  н і й  н а  в ы с о т ы .  

2 )  П л о щ а д ь  к в а д р а т а  р а в н а  в т о р о й  с т е п е н и  ч и с л а ,  в  ы  р  а  -
ж  а  ю  щ  а  г  о  д л и н у  е г о  с т о р о н ы .  

А В 
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я 

3 )  П л о щ а д ь  г т а р а л л е л о г р а м а  р а в н а  п р о и з в е д е н і ю  е г о  
основа нія на высоту (§ 79, слѣд.) 

4 )  П л о щ а д ь  т р е у г о л ь н и к а  р а в н а  п о д о в и н ѣ  н р о и з в е д е н і  я  
основанія на высоту (§ 80). 

5 )  Т р е у г о л ь н и к и ,  и м ѣ ю щ і е  р а в н ы я  о с н о в а  н і я ,  о т н о с я т с я  
к а к ъ  в ы с о т ы ,  а  и м ѣ ю щ і е  р а в н ы я  в ы с о т ы ,  к а к ъ  и х ъ  о  с  н  о  в  а  н  і  я .  

6 }  К в а д р а т ъ  A C D E ,  п о с т р о е н н ы й  н а  с у м м ѣ  
д в у х ъ  л и н і й  A B  =  а  и  В С  - =  I i ,  р а в е н ъ  с у м м ѣ  
к в а д р а т о в ъ  A I  и  D I ,  п о с т р о е н н ы х ъ  н а  к а ж д о й  
и з ъ  д а н н ы х ъ  л и н і й ,  с л о ж е н н о й  с ъ  д в о й н ь т м ъ  
п р я м о у г о л ь н и к о м ъ  B G ,  с о с т а в л е н н ы м ъ  и з ъ  т ѣ х ъ  
же линій, соотвѣгственно алгебраическому выраженію 

(а + b) 2 = а 2 -}- 2 ab + b2. 

7 )  К в а д р а т ъ  A B I F ,  п о с т р о е н н ы й  н а  р а з н о с т и  д в у х ъ  л и н і й  
А С  =  а  и  В С  =  Ь ,  р а в е н ъ  с у м м ѣ  к в а д р а т о в ъ  A D  и  D I ,  п о с т р о е н 
н ы х ъ  н а  к а ж д о й  и з ъ  д а н н ы х ъ  л и н і й ,  б е з ъ  д в о й н а г о  п р я м о 
угольника BD, составление г о изъ тѣхъ же линій, соотвѣтственно 
выражении (а — Ь)2 == а 2 — 2 ab -j- b2. 

§ 84. Въ прямоугольномъ треугольпикѣ ABC квадратъ 
гипотенузы равенъ суммѣ квадратовъ катетовъ, т. е. АН = AE -j- CF. 
(Пиеагоръ.} 

Если проведемъ изъ вершины прямаго угла В 
прямую ВК _]_ АС и продолжимъ до точки I, потомъ 
проведемъ DC и BL, тогда Д DAC = \ АЕ и 
/\ BAL = \ AI (§ 80). Такъ какъ 2С DAC = BAL, 
A D  =  A B ,  А С  =  A L ,  т о  Д  D A C ^  B A L ,  т .  е .  

А Е  =  4 "  A I ,  с л ѣ д .  A E  =  A I .  Т а к и м ъ  ж е  о б р а -
зомъ можно доказать , что CF = КН, слѣд. 
AI + КН = АН = АЕ + CF или АС2 —AB2-f ВС2. 

іЛ 

к 

/ 1 
' 

§ 85. Слѣдствія. 1) Квадратъ одного катета равенъ 
к в а д р а т у  г и п о т е н у з ы  б е з ъ  к в а д р а т а  д  р  у  г  а  г  о  к а т е т а .  

Означая гипотенузу чрезъ а, и катеты чрезъ b и с, имѣемъ 
а  2  = r  b  2  с  2 ,  Ь  2  =  а  2  —  с 2 ,  с  2  =  а  2  —  b  2 .  

2 )  К в а д р а т ъ  г и п о т е н у з ы  о т н о с и т с я  к ъ  к в а д р а т у  о д н о г о  
к а т е т а ,  к а к ъ  г и п о т е н у з а  к ъ  с в о е м у  о т р ѣ з к у ,  п р и л е ж а щ е м у  
к ъ  э т о м у  к а т е т у .  

Такъ какъ АЕ ~ AI и АН : AI = АС : АК (§ 81), то и 
АН : АЕ = АС : А К. 
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3 )  К в а д р а т ы  к а т е т о в ъ  о т н о с я т с я  к а к ъ  п р и л е ж а щ і е  к ъ  
н и м ъ  о т р ѣ з к и  г и п о т е н у з ы .  

Такъ какъ АЕ = AI, CF = НК и AI : НК = AK : CK, то и 
АЕ : CF = АК: CK. 

4 )  К в а д р а т ъ ,  п о с т р о е н н ы й  н а  д і а г о н а л и  д р у г а г о  к в а 
д р а т а ,  в д о е  б о л ѣ е  п о с л ѣ д н я г о .  

5 )  Д і а г о н а л ь  к в а д р а т а  н е с о и з м ѣ р и м а  с ъ  с т о р о н о ю  е г о .  

Пустъ а будетъ стороною, а d діагональю квадрата, то мы будемъ 
d2 d 

имѣть d2 = а2 4- а2 = 2а2, и потому —или— = 1/2, слѣд. Cracau а 
шеніе между d и а ирраціональное. 

§ 86. Въ треугольникѣ ABC квадратъ какой либо стороны 
(ВС = а), смотря по тому, противолежитъ ли она острому или 
тупому углу (А), равенъ суммѣ квадратовъ прочихъ сторонъ 
(АВ = с, АС = Ь), уменьшенной или увеличенной ѵдвоен-
нымъ произведеніемъ одной изъ этихъ сторонъ (AB) и проэкціи 
(AD = m) на нее другой стороны (АС), т. е. 

ВС2 = АС2 + AB2 2AB.AD или а2 = b2 -+- с2 2cm. 

1) Если уголъ А острый, то перпеидику
ляръ CD можетъ упасть внутри или внѣ тре—ка, 
такъ что на первой Фигурѣ B D  =  с— t n ,  а  на 
второй BD = tn — с, слѣд. въ обоихъ случаяхъ 
BD2 = с2 — 2 cm -f~ ги2. Такъ какъ 

а2 = BD2 -j- CD2 = с2 — 2 cm -j- tri2 + CD2, 
но CD2 = b2 — tn2, то имѣемъ 

2 cm -f- m2 -j- li- itv b2 -j- c2 — 2 cm. 

2) Если А тупой, то CD упадетъ внѣ тре—ка, такъ 
что BD = с -(- т, слѣд. 

а2 == CD2 -f- (с tn)2 = CD2 -j- с2 -j- 2cin -j- m2, 
но такъ какъ CD2 тл, то 

b2 — m2 -j— c2 -f- 2cm -j- m2 = b2 + c2 +• 2cm. 

§ 87. Если въ тре-кѣ АВЕ соединимъ вершину В съ 
срединою С противолежащей стороны линіею ВС, то сумма ква
дратовъ двухъ другихъ сторонъ будетъ равна удвоенному квадрату 
проведенной линіи и удвоенному квадрату половины разделенной 
стороны. 
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D С 

Проведя ВТ) J AE получимъ изъ тре—ковъ ABC и ВЕС 
AB2 = АС2 -f ВС2 — 2 АС. DC 
ВЕ2 = СЕ2 + ВС2 + 2 СЕ. DC. 

Сложивъ эти уравнеиія и замѣтпвъ, что АС = СЕ, получимъ 
AB2 + ВЕ2 = 2 ВС2 -f 2 АС2. 

§ 88. Линія ВЕ, проведенная въ тре—кѣ ABC парал
лельно одной сторонѣ ВС, дѣлитъ другія стороны на части ітро-
порціональныя. 

А 
Если проведемъ CD и ВЕ, то получимъ (§ 83, 5) 

Д  A D E  :  Д  B E D  —  A D  :  B D  
Д ADE : Д CDE = АЕ : СЕ. 

Такъ какъ Д BED = Д CDE (§ 80, слѣд.), то 
AD : BD = АЕ: СЕ. 

С л ѣ д с т в і е .  В ы в е д е н н у ю  п р о п о р ц і ю  м о ж н о  и з м ѣ н и т ь  т а к ъ :  
AD 4- BD : BD = АЕ 4- СЕ : СЕ, т. е. AB : BD = АС : СЕ. 
AD 4- BD : AD = AE 4- СЕ : АЕ, т. е. AB : AD = АС : AE. 

§ 80. Линія DE, дѣляющая двѣ стороны тре'—ка ABC на 
пролорціопальиыя части, параллельна третьей сторонѣ ВС. 

А По нашему условію AB : DB = АС : ЕС. Положимъ, что 
D E  н е  I I  В С ,  т о г д а  и з ъ  т о ч к и  D  м о ж н о  п р о в е с т и  D P 1  | |  В С ,  

г такъ что (§ 88) будетъ 
AB : DB = АС : FC. 

По причинѣ равенства первыхъ трехъ членовъ обѣихъ пропорціи, должно 
бы быть ЕС = FC, что не возможно, слѣд. DE || ВС. 

§ 00. Двѣ прямыя AB и CD дѣлятся нѣсколькими парал
лельными АС, EF, GH ... на пропорціональныя части. 

к 
Если AB и CD пересѣкутся вт> К, то (§ 88) 

с КЕ : KF = AE : CF, и 
г КЕ : KF = EG : FH, слѣд. 
л АЕ : CF — EG : FH. 
D Подобнымъ образомъ EG : FH — GB : HD. В/ 

§ 01. Прямая BD, дѣлящая въ тре—кѣ ABC уголъ В по
поламъ, дѣлитъ противолежащую сторону АС на части, пропор-
ціональныя прилежащимъ сторонамъ тре—ка. 
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Если проведемъ СЕ || BD и продолжимъ AB до гіере-
сѣченія съ СЕ въ точкѣ Е, то (§ 88) будетъ 

AD : DC == AB : ВЕ. 
Но такъ какъ 2Lz = x = y = E (§ 8), а потому (§ 19, 2), 

ВЕ = ВС, то и 
AD : DC = AB : ВС. 

§ (I.) Два треугольника подобны, если они имѣютъ 
ПО два равные угла. Если Л". А а, 2СЪ = Ь, то Д ABC ос abc. 

Уголъ С = с (§ 14, 2). ОТЛОЖИМЪ AD = ab и 
проведемъ DE || ВС, тогда будетъ AD : AB = АЕ : АС 
(§ 88), или такъ какъ Д А DE abc (§ 18), 

ab : AB = ас : АС. 
Проведя изъ Е прямую EF || AB, получимъ АЕ: АС 
= BF:BC, и такъ какъ (§ 33) BF = DE = с, то и 

ас : АС = Ьс : ВС, 
слѣд. ab : AB — ас : АС = Ьс : ВС. 

Данные тре —к и подобны, потому что углы ихъ равны и стороны про-
порціональны. 

§  С  л ѣ д с т в і я .  1 )  Д в а  т р е  —  к  а  п о д о б н ы ,  е с л и  и х ъ  
с т о р о н ы  п о п а р н о  п а р а л л е л ь н ы ,  п о т о м у  ч т о  в ъ  т а к о м ъ  с л у ч а ѣ  и х ъ  
углы равны (§ 10.) 

2 )  Д в а  г р е  к  а  A B C  и  a b c  п о д о б н ы ,  е с л и  с т о р о н ы  о д 
н о г о  п о п а р н о  п е р п е н д и к у л я р н ы  к ъ  с т о р о н а  м ъ  д  р  у  г  а  г  о .  

Пусть ab J AB, ас j АС, 
bc J ВС. Если въ первой 
Фигурѣ продолжимъ стороны 
тре—ка abc, тогда въ четыре 
угольникѣ А агор сумма у г- Аі 

ловъ равна 4 В (§ 10), и такъ 
какъ 2£ р -j- m = 2R, то и 211 А -\- pani = 2Н, но такъ какъ и 
2С ba c-f-pam = 2В, то 2С А = b а с. Точно также можно доказать, что 
•X В = abc, слѣд. Д ABC oo abc. — Продолженіемъ сторонъ одного 
тре—ка, можно также получать треугольники, какъ во второй Фигурѣ. 
Такъ какъ Д В ху счэ bxz, слѣд. 2CyBx = zbx, то и 2£l ABC = аb с, 
Подобнымъ образомъ можно доказать, что 2СА = а, откуда слѣдуетъ, 
ч т о  / \  A B C  o o  a b c .  

3 )  П а р а л л е л ь н ы я  и л и  в з а и м н о  п е р п е н д и к у л я р н ы я  с т о р о н ы  
д в у х ъ  п о д о б н ы х ъ  т р е — к о в ъ  —  с о о т в ѣ т с т в у ю щ і я .  
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§ 94. (И.) Два тре—ка подобны, когда имѣютъ по рав
ному углу, заключающемуся между пропорціональными сторонамъ. 

с Если 2С А = а, и AB : ah = АС : ас, то А ABC oo abc. 
Отложимъ AD = ab и -AE = ас, тогда /\ ADE — abc 

\ \j. (§ 17). Такъ какъ по условію AB : ab == АС : ас, то и 
A B :  A D  =  А С :  А Е ,  с л ѣ д .  D E  | |  В С  ( §  8 9 )  и  2 С  В  =  А І ) Е ,  

\ъ а потому (§ 92) Д ABC счэ ADE или Д ABC со abc. 

§ 95. (III.) Два тре—ка подобны, если и\ъ стороны про-
порціональны. Если AB : ab — АС : ас = ВС : Ьс, то Д ABC oo abc. 
(Фиг. 1, § 94.) 

Отложимъ AD — ab и AE = ас, тогда по условію будемъ имѣгь 
AB : AD = АС : АЕ, слѣд. Д ABC счэ ADE (§ 94), а потому 

AB : AD = ВС : DE. Но такъ какъ 
AB : ab —. ВС : Ьс, и AD == ab, 

то и DE = Ьс, слѣд. Д ADE 25 abc (§ 24), а посему и Д ABC oo abc. 

§ 96. Площадь трапеціи ABCD равняется произведенію 
высоты EF на полусумму параллельныхъ сторонъ AB и CD или 
на линію GK, соединяющую средины непараллельныхъ сторонъ. 

л я Проведемъ діагональ BD, тогда Д А BD = \ AB. EF 
J К I, и Д BCD = i CD. EF, СЛѢД. 

/ ! \ ABCD = { (AB + CD). 
А . 

F Если точки G и К средины сторонъ AI) и ВС, то 
GK И AB и lj DC (§ 89). Такъ кaкъДABD^GHD, и ДСВІ)соКВН (§ 92), 
то GH = i AB и КН = iCD, слѣд. GK =^(AB+CD) а посему и ABCD=EF.GK. 

§ 97. Если изъ вершины прямаго угла тре—ка ABC опус-
тимъ перпеидикуляръ AD на гипотенузу, то 1) каждый катетъ 
будетъ среднею пропорціональною между гипотенузою и приле-
жащимъ къ нему отрѣзкомъ гипотенузы, 2) перпеидикуляръ бу
детъ среднею пропорціональною между отрѣзками гипотенузы. 

Тре—къ ABC oo DBA, потому что 2С В общій, 
а 2С ВАС = R = А 1)13; точно также Д ABC OD DAC, 
слѣд. и Д DBA oo DAC. 

x (' 1) Такъ какъ Д ABC oo DBA и Д ABC oo РАС, 
то будетъ 

ВС : AB = AB : BD и ВС : АС = АС : CD. 
2) Такъ какъ Д DBA оо РАС, то ВР : Аі) = AD : CD. 
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§ 98. Слѣдствіе. Если посредствомъ измѣренія какою нибудь 
единицею линейной мѣры найдено будетъ, что ВС = а, АС = Ь, АВ = с, 
BD = m, CD r=n, то получимъ 

а : b — b : п, слѣд. h2 = an 
а : с = с : rn, слѣд. с2 = am, 

а посему b2 -f- с2 = а (m -j- n) — а2, слѣд. 
а = ] / b 2 ^ f c 2 ,  b = ]/а2— с2, с = ]/а2—Ь2. 

Такимъ образомъ зная двѣ стороны гірямоугольнаго тре — ка можно 
о п р е д ѣ л и т ь  т р е т ь ю  с т о р о н у .  

Прямоугольные тре—ки, которыхъ стороны измеряются цѣлыми 
числам и  л и н е й н о й  м ѣ р ы ,  р а в н о  к а к ъ  и  с а м ы я  ч и с л а ,  н а з ы в а ю т с я  П  и в а -
гор овыми. Таковы числа 3, 4, 5 или 5, 12, 13 или 8, 15, 17 и т. д. 

§ 99. Площади двухъ тре—ковъ А BD и А ЕС, имѣющія 
по равному углу А, относятся какъ произведенія ихъ сторонъ, 
заключающихъ этотъ уголъ. 

Если проведемъ ВС, то (§ 83, 5) будетъ 
Д ABC : Д ABD = АС : AD ц/ 
Д  А Е С  :  Д  A B C  =  А Е  :  A B ,  с л ѣ д .  
Д AEC : Д ABD = АС.АЕ : AD.AB 

§ 100. 1) Два многоугольника подобны, если они состоятъ 
изъ равнаго числа подобныхъ и подобнымъ образомъ расположен-
пыхъ треугольниковъ. 2) Если два много—к а подобны, то ихъ 
можно раздѣлить на равное число подобныхъ и подобнымъ обра
зомъ расположенныхъ тре—ковъ. 

1) Пусть Д ABC oo abc, ДА CD oo aed, Д ADE oo ade. 
Изъ этого условія слѣдуетъ, что углы обоихъ много—ковъ 
попарно равны, и такъ какъ AB : ab = ВС : Ьс (—CA: са) 
= CD : cd (=DA : da) DE : de . . . , то ABCDEooabcde. 

2) Если ABCDEooabcde, то проведя изъ угловъ 
А и а діагонали, мы раздѣлимъ оба мио—ка на равное 
число тре—ковъ. Изъ подобія мно—ковъ слѣдуеть, что 
2С В = Ь и AB : ab = ВС : Ьс, слѣд. Д ABC со abc. 
Изъ подобія этихъ тре —ковъ слѣдуетъ 

-X В CA = Ьса и ВС : Ьс — CA : ca, и такъ какъ 
X BCD — hed и ВС : Ьс = CD : cd, то и 
2£ А CD — aed и CA : ca = CD : cd, 

слѣд. Д ACD oo aed. Подобнымъ образомъ Д ADE со ade. 
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§ 101. Площади подобныхъ тре—ковъ, а также и подоб
ныхъ мно—ковъ, относятся какъ квадраты сходственныхъ сторонъ-

1) Если 2£. А = а, то (§ 99) 
Д АБС AB. АС. 

Такъ какъ 

В &L 

a b . a c  

то оказивается, что 

тре-

А abc 
АС _ AB, 
ас ab, 
Д ABC _ АВ.АВ _ AB2 

А abc ab.ab ab2 

2) Если (ФИГ. § 100) ABCDE OD abcde, то изъ подобія отдѣльныхъ 
-КОВІЭ выходитъ, что 

ABC : abc — AB2 : ab2 

ACD : acd  =  А С 2  :  a c 2  =  A B 2  :  a b 2  

ADE : ade = AE2 : ae2 = AB2 : ab2. 
Сложивъ всѣ эти тре—ки, получимъ 
ABCDE : abcde = AB2 : ab2. 

§ 103. Периметры подобныхъ много—ковъ относятся какъ 
двѣ сходственныя стороны (Фиг. § 100). 

Такъ какъ AB : ab = ВС : Ьс = CD : cd . . . ., то и 
(AB В С  - j -  C D  .  .  . )  :  ( a b  - f -  b c  - j -  c d  .  .  . )  =  A B  :  a b .  

§ 103. Если сходственныя стороны трехъ подобныхъ много-
угольниковъ х, у, z, совмѣщаются со сторонами прямоугольнаго 
тре—ка ABC, то площадь мно—ка z, поетроеннаго на гииоте-
нузѣ, равна сѵммѣ площадей двухъ прочихъ мно—ковъ х, у. 

По § 101 
X  _  A B 2  у  _  В С 2  

z  ~  А С 2  И  z  ~ ~  А С 2 '  
Сложивъ эти два равенства, получимъ 

х 4-у AB2 -j- ВС2 

z АС2. 
Но AB2 -j~ ВС2 = АС2, слѣд. х -f- у — z. 

§ 104. Если двѣ прямыя, пересѣкающіеся въ точкѣ А, бу-
дутъ пересѣкаться кругомъ въ четырехъ точкахъ В, С, D, Е, то 

разстоянія точки А отъ этихъ точекъ пересѣченія об
ратно пропорціональны, т. е. AB: AD = AE : АС. 

Точка А можетъ быть внѣ или внутри круга. Про
ведемъ ВЕ и CD, тогда /\ АВЕ OD А DC, потому что 

jD 2л.. А — А и .231 Е = С (§ 50, 2); слѣдовательно 
AB: AD = АЕ: АС. 



37 

§ 105. Касательная AB есть средняя пропорціональная 
между всею сѣкуіцею АС, проведенною изъ той же точки А, и 
внѣшнею ея частію AD. 

А 
Если проведемъ ВС и BD, тогда Д ABl) OD ABC, 

потому что 2L А. А и 2L ABI) = С (§ 57 и § 56, 1); 
слѣд. АС : AB = AB : AD. BF 

§ 106. Въ втшсанномъ четыреугольникѣ ABCD произве
дете діагоналей равно суммѣ гіроизведеній противолежащихъ 
с т о р о н ъ ,  т .  е .  А С  .  B D  =  A D  .  В С  - j -  A B  .  C D .  ( П т о л о м е й . )  

Отложимъ дугу СЕ = AD и проведемъ ВЕ, тогда р 
2 t  A B D  =  С В Е  и  2 С .  A D B  =  В С  А  ( § 5 6 ,  2 ) ,  с л ѣ д .  
/ \  A B I )  о с  B C F ,  о т к у д а  

AD : CF = BD : ВС или AI). ВС = CF. BD. 
Далѣе 2С АВЕ = DBC (ибо ѵ—' АЕ — ' CD), 
2$L ВАС = В DC, слѣд. Д ABF ос DBC, откуда 

AB : BD = AF : CD или AB. CD = AF. BD. 
Сложивъ оба равенства, получимъ 

A D .  В С  +  A B .  C D  =  ( C F  +  A F ) B D  =  A C  .  B D .  

П  и  ѳ  а  г  о  p  о  в  а  т е о р е м а  ( §  8 4 )  с о с т а в л я е т ъ  т о л ь к о  ч а с т н ы й  с л у ч а й  
выведенной нами теоремы. Положимъ что ABCD прямоугольникъ, тогда 
AB = CD , AD = ВС, АС = BD и тре — къ ABD прямоуголенъ при А, 
слѣд. полученное нами выше уравненіе приметь видь : AD2 -j- AB2 == BD2. 

§ 107. Для точнѣйшаго измѣренія прямой какого нибудь едини
цею длины употребляется масштабъ. Употребленіе масштаба будетъ по
нятно изъ слѣдующаго. Возмемъ принятую за единицу линію ab и изъ 
ея конца возставимъ неопредѣленную прямую ас, на которой, начиная отъ 
точки а, отложимъ 10 равныхъ прямыхъ одна возлѣ другой до какой ни
будь точки с, проведемъ прямую Ьс и изъ точекъ дѣленія пря- <? 
мой ас проведемъ параллельныя къ ab : dm en тогда 
видно, что Д с dm OD cab, а посему cd : ca = dm : ab, то есть 
1 : 10 — dm: ab, слѣд. dm = ТѴ, ab. Подобнымъ же образомъ 
будетъ еп = т2о ab, fo = Т3Т ab и т. д., такъ что эти парал
лельныя прямыя представляютъ десятыя части данной прямой 
ab. Чтобы найти сотыя части принятой единицы ab, нужно только съ ли-
ніей dm сдѣлать тоже, что мы сдѣлали съ ab. ІІостроеніе масштаба про
изводится такимъ образомъ. Берутъ прямоугольную линейку и отклады-
ваютъ на ея верхнемъ и нижнемъ основаніяхъ, начиная съ гіраваго конца, 
10 разъ принятую единицу ab; положимъ, что она отложится на верху до 
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точки а и иа низу до точки с; потомъ, начиная отъ точки а влѣво 
откладываютъ несколько разъ линію ad и при каждимъ отложеніи изъ 

а I, конца этой линіи опу-
-|<> скаютъ перпеидикуляръ на 
JJy нижнее оенованіе; потомъ 
+],і вдоль линейки на равномъ 
pjf разстояніи другъ отъ друга 

2<> AO с 1 ^345GYS9 и отъ основаній линейки, 
проводятся девять параллельныхъ основаніямъ линій 1, 2, 3 . . . . и нако
нецъ точки дѣленія верхняго основанія, зяключающіяся между а и d, 
соединаются, какъ показано на чертежѣ, съ точками дѣленія нижняго ос-
нованія 1, 2, 3 Тогда ясно, что ро = 1 Зт'у ab, qx = 13т% ab; 
г у = 13Т3Т ab, vz •-= 16Т7Г) ab. Если за единицу мѣры мы примемъ линію 
ad, то съ помощію этого масштаба можно измѣрять прямыя съ точностію 
до 0,01 принятой единицы. Тогда rnn = 2,83 ad, vz= 1,(>7 ad и. т. д. 

V*. Задачи. 

§ Ю8. Раздѣлить прямую АЕ на части, которыя относи
лись бы какъ данныя линіи. 

j3t^\ 1) Проведемъ чрезъ конецъ А линіи АЕ нео-
у З \ \  \  \  г р а н и ч е н н у ю  п р я м у ю  F G ,  о т л о ж и м ъ  н а  н е й  д а н н ы я  
А В С D Б линіи' F, HI, IK, KG, соединимъ точки G и Е, 

потомъ изъ точекъ К, I, Н проведемъ линіи, параллельный прямой GE, 
тогда части прямой АЕ будутъ относиться, какъ данныя линіи (§ 90). 

2) Чтобы раздѣлить АЕ напр. на 4 равныя части, отложимъ на 
неограниченную прямую FG четыре равныя, произвольной величины, прямыя, 
соединимъ конецъ четвертой прямой съ Е, и будемъ поступать какъ въ 
первомъ случаѣ. 

§ Ю9. Къ тремъ даннымъ линіямъ а, Ь, с найти четвер
тую пропорціональную. 

На сторонахъ произвольнаго угла А отложимъ 
•ь; , 1 AB — а, ВС = b, AD = с, проведемъ BD и изъ С линію 
( 1  С Е  И  B D ,  т о г д а  D E  б у д е т ъ  и с к о м а я  4 а я  п р о п о р ц і о -
А — 0  н а л ь н а я ,  п о т о м у  ч т о  ( §  8 8 )  A B  ?  В С  =  A D  :  D E  и л и  

а : b = с : DE» 
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§ 110. Найти среднюю пропорціональную между данными 
линіями m и п. 

1) На неограниченной прямой откладываемъ AB —т, ВС = tl, и 
описываемъ на АС, какъ на діамегрѣ, полуокружность; тогда пер пен-
дпкуляръ ВІ), возставленный изъ точки В къ АС 
и продолженный до окружности, будетъ искомая нро-
порціональная, потому что (§ 56, 3 и § 97, 2) 

A B  :  B D  =  B D :  В С  и л и  H f l  :  B D  =  B D  :  П .  
-2) Можно также отложить на большей линіи EG=m 

меньшую EF = n, потомъ на EG описать полуокруж
ность и провести изъ F линію FH J EG, тогда хорда 
Eil будетъ искомая иропорціональиая, потому что (§97,1) 

EG : EH = EH : EF или m : EH = EH : п. 

§ 111. Раздѣлить данную линію AB въ крайнемъ и сред-
немъ отношеніи, т. е. на такія двѣ части, что бы большая была 
среднею пропорщональною между всею линіею и ея меньшею 
частію. 

Возставимъ на AB въ В перпеидикуляръ ВЕ = ̂  AB, 
опишемъ изъ Е окружность радіусомъ ЕВ, проведемъ 
чрезъ точки А и Е прямую AF и отсѣчемъ отъ AB часть А 

АС = AD, тогда С будетъ искомая точка дѣленія. Такъ 
какъ AB есть касательная къ кругу, то (§ 105) 

AF : AB = AB : AD, а потому 
AF — AB : AB = AB — AD : AD или 
AF — DF : AB = AB — АС : АС, т. e. 

AC : AB = ВС : АС или AB : АС = АС 
С л ѣ д с т в і е .  С ѣ к у щ а я  A F  в ъ  т о ч к ѣ  D  д ѣ л и т с я  в ъ  к р а й н е м ъ  

и среднемъ отношеніи. Такъ какъ AB = DF, TO'AF : DF = DF : BD. 

v \ 

ВС. 

Kr 

>в т 

iH 

r, 

§ 112. Данный нараллелограмъ АС или тре—къ J ABC 
обратить въ квадратъ. 

1) Найдемъ среднюю пропор- с 

ціон а л ь н у ю  F G  м е ж д у  о с н о в а н і е м ъ  D _ — — р  
AB и высотою DE иараллелограма, /j /. / j 

V т? ^ р тогда квадратъ, построенный на ь 

FG будетъ равновеликъ параллелограму АС, потому что 
AB : FG = FG : DE или AB. DE = FG2. 

2) Если возьмемъ среднюю прогіорціональную FG между основа-
піемъ AB тре—ка ABC и половиною высоты СЕ, то она будетъ сторона 
искомаго квадрата, потому что 

AB ; FG = FG : v СЕ или ^ СЕ, AB = FG2. 
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§ ИЗ. Данный много—къ А ВСІ)Е обратить въ треуголь
ны къ. 

Отрѣгнемъ отъ много—ка діагоналыо СЕ тре—къ С DE и проведемъ 
У изъ точки D прямую DF || СЕ до иересѣченія съ про-

долженіемъ стороны АЕ въ точкѣ F. Если проведемъ 
CF, то Д CDE = CFE (§ 80 слѣд.), и прикладывая 
къ каждому изъ этихъ тре—ковъ Фигуру А ВСЕ, полу

чимъ ABCDE — ABCF. Точно также можно обратить четыреугольникъ 
ABCF въ тре—къ. 

Такъ какъ всякій мно—къ можно обратить въ тре—къ, а всякій 
т р е — к ъ  в ъ  к в а д р а т ъ ,  т о  и  в с я к і й  м н о  —  к ъ  м о ж н о  о б р а т и т ь  
в ъ  к в а  д  р а т  ь .  

§ 114. Построить квадратъ, равный суммѣ или разности 
двухъ данныхъ квадратовъ. 

Построммъ прямоугольный тре—къ, у котораго въ Іомъ случаѣ 
оба катета, въ 2омъ гипотенуза и одинъ катетъ равнялись бы сторонамъ 
данныхъ квадратовъ, тогда квадратъ гипотенузы будетъ равенъ суммѣ, 
а квадратъ другого катета равенъ разности данныхъ квадратовъ (§ 85, I). 

Такимъ образомъ можно найти сумму произвольнаго числа квадратовъ 
или мно—ковъ. 

§ 115. I Іостроить квадратъ, который бы относился къ дан
ному квадрату Р2, какъ линія m къ линіи п. 

На прямой линіи возьмемъ DF — m и FE — п, 
с / [ опишемъ на DE полуокружность, возставимъ изъ 

точки F перпендикулярь FA, проведемъ хорды AD 
и АЕ, отложимъ на АЕ или на ея продѳлженіи 

линію АВ — Р, сгоронѣ даннаго квадрата, и проведемъ ВС || ED, тогда 
АС, будетъ сторона искомаго квадрата. — Такъ какъ 

AD : АЕ = АС : AB или AD2: АЕ2 = АС2: AB2, 
и (§ 85, 3) AD2 : АЕ2 = in : п, то и 
АС2 : AB2 = m : п или АС2 : Р2 = in : П. 

§ 116. На данной линіи ab построить много—къ, подоб
ный данному много—ку ABCDE (Фиг, § 100). 

Проведемъ діагонали АС и AD, отложимъ при точкѣ а уголъ 
Ьас — ВАС, и при гочкѣ b уголъ abc = ABC, тогда Д abc со ABC. Точно 
также построммъ на ас тре—къ aed oo ACD и т. д., тогда abede ос ABCDE 
(S 100, 1). 

Г 
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§ 117. Построить много—къ, который бы былъ нодобенъ 
данному много—кѵ Р и равновеликъ данному квадрату N2. 

Обратимъ (§ 113) мно—къ Р въ квадратъ М2, и огъищемъ чет
вертую проиорціональную AB къ линіямъ М, N и одной изъ сторонъ ab 
мно—ка Р. Если мы построммъ на AB мно—къ х, подобный данному 
Р и при томъ такъ, чтобы ab и AB были сходственным стороны, то 
мно — къ х будетъ требуемымъ. — Такъ какъ (§ 100) 

р : X = ab2 : AB2, и 
М: N = ab : AB или М2 : N2 = ab2 : AB2 го 
Р : х — М2 : N2. Но такъ какъ 
В М2, го и х = N2. 

§ 118. По даннымъ тремъ стороиамъ ВС ™ а, АС — Ь, 
AB — с, тре—ка ABC найти высоту CD и площадь F тре—ка. 

Перпеидикуляръ CD можетъ упасть внутри С С 
или внѣ тре—-ка. Назовемъ въ обоихъ случаяхъ / |\ 

И AD чрезъ ш, тогда на первой оигурѣ BD — с — tn, у j j \ 
а на второй BD = in — с, слѣд. въ обоихъ с л у- D іі 
чаяхъ BD2 — с2 — 2сгп -J- tn2. Въ тре—кахъ ACD и BCD имѣемъ 

CD2 — Ь2 — tn2, CD2 = а2 — с2 -{- 2cm — tn2, слѣд. 
b2 — tn2 = а2 — с2 -J- 2cm — m2, и потому 

b2 4- с2 — а2 
m = — Теперь найдемъ 

/ 1,2 _L С2 А2 \ : 
CD2 = b2 — Г ^ j 

4b2 с2 — (b2 + с2 — а2)2 

4с2 

CD — j >2bc 4- b2 -L с2 — a2) (2bc — b2 — с2 + а2) 

CD = ~l/W+ с)2 -^~a2] [а2 - "(¥=^ 

CD = (a 4- b -j- c) (b -f- с — а) (а 4- с •— b) (а 4~ b — с), 

Такъ какъ F = CD, то 

г J К(»4" h г г) (Ь 4- с — а) (а + с - Ь) (а 1 Ь - «). 

Если обозначимъ чрезъ s полусумму сторонъ тре—ка, то 
а 4- Ь 4" с = 2 s, b 4- с — а — 2 (s — а), и -j- с — b = 2 (s — b), 
а 4- b — с 2 (s — с), слѣд. 

CD = Ks (s — a) (s — b) (s — c) 

F = \Zs (s — a) (s — b) (s — c). 
Если а = 3(5, l) — 29, с — 25 оутъ, то найдемъ CD 284 Футъ и 

F = 360 • футъ. 
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§ 119. Задачи безъ рѣшенія. 
1) Построить квадратъ, который былъ бы равновеликъ половинѣ 

даннаго квадрата. 

2) Обратить Данный квадратъ пли данный треуголышкъ въ равно
бедренный треуголышкъ. 

3) Данный тре—къ ACH) обратить въ другой тре—къ, который бы 
имѣлъ стороною лииію III. 

4) Чрезъ точку I) внутри даннаго угла АБС провести между его 
сторонами прямую такъ, чтобы она раздѣлилась этою точкою пополамъ 
или въ отношеніи ш : п. 

5) Транецію обратить въ параллелограмъ той же высоты. 

()) Данный параллелограмъ ABCD обратить въ такой, который бы 
имьлъ стороною данную линію а. 

7) Разделить треугольникъ на три равныя части, а) линілми, про
веденными, изъ вершины какого нибудь угла, Ь) линіями, параллельными 
основанію. 

8) Описать кругъ, который бы проходилъ чрезъ двѣ данный точки 
С и D, и касался данной прямой AB. 

9) Даны два подобные много—ка; построить много—къ подобный 
имъ и равный ихъ суммѣ или разности. 

10) Въ данную полуокружность вписать квадратъ, такъ чтобы одна 
сторона его совпала сь діаметромъ. 

1 1 )  П о с т р о и т ь  п р и м о у г о л ь н и к ъ ,  р а в н о в е л и к і й  д а н н о м у  к в а д р а т у  Q ,  
такъ чтобы сумма или разность смежныхъ сторонъ прямоугольника была 
равна данной линіи AB. 

12) Выразить отношеніе а) между двумя квадратами, построенными 
на линіяхъ m и п, Ь) между двумя прямоугольниками, стороны которыхъ 
m, п и р, q, — гюсредствомъ отношенія двухъ гірямыхъ. 

13) Построить два квадрата, которые бы относились одинъ къ дру
гому какъ ш : п. 

14) Данный квадратъ обратить въ два равные квадрата. 

15) Построить гре—къ, который бы былъ гюдобенъ данному 
тре — ку ABC и имѣлъ высоту а. 

1 6 )  Н а й т и  п л о щ а д ь  т р е у г о л ь н и к а  п о  д а н н о м у  п е р и м е т р у  р  и  р а д і у с у  
г круга вписаинаго. 

1 7 )  Р а з д ѣ л и г ь  т р е у г о л ы ш к ъ  A B C  н а  д в ѣ  р а в н о в е л и к і я  ч а с т и  л и н і е ю ,  
проходящею чрезъ данную точку D, лежащую на одной изъ его сторонъ. 

18) Описать кругъ, который бы касался сторонъ даннаго угла 
АБС и проходилъ бы чрезъ точку D, лежащую внутри этого угла. 
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VI. О правильным» іиим оугольнн-
кахъ и ішіѣ|іеніи круга. 

§ 130. 1) Около всякаго правильнаго мно — ка ABCDE 
молено описать кругъ. 2) Во вся к iii правильный мно—къ можно 
вписать кругъ. 

1) Чрезъ три точки А, В, С, опишемъ кругъ, коего 
ц е н т р ъ  о у д е т ъ  О ,  п р о в е д е м ъ  п р я м ы м  А О ,  В О ,  C O . .  .  
и опустимъ изъ О на стороны мно—ка перпендику
л я р ы  O F ,  O K  .  .  .  Т а к ъ  к а к ь  A B  =  C D ,  B F  —  C F  
(% 44), 2jL ABF — DCF, 2t BFO — CFO, то че-
тыреугольникъ 0DCF ^2 OABF, слѣд. OD — OA и 
точка D будетъ лежать на окружности, проходящей чрезъ точки А, В, С. 
Точно также можно доказать, что и точка Е л ежить на той же 
окружности. 

2) Всѣ стороны AB, ВС, CD . . . какъ равныя хорды, равно уда
лены отъ центра О (§ 46), потому и кругъ, описанный изъ точки О 
радіусомъ OF коснется каждой стороны мно—ка. 

Н р и м ѣ ч а н і е .  Т о ч к а  о ,  о б щ і й  ц е н т р ъ  о п и с а н  н а г о  и  в п и с а н н а г о  
к р у г а ,  м о ж е т ъ  б ы т ь  р а з е м а т р и в а е м а  к а к ъ  ц е н т р ъ  м н о — к а .  В с ѣ  ц е н 
т р а л ь н ы е  у г л ы  А О В ,  В О С . . .  м н о — к а  р а в н ы  м е ж д у  с о б о ю .  

В ъ  п р а в и л ь н о  м ъ  п — - у г о л ь н и к ѣ  к а ж д ы й  и з ъ  н и х ь  ~ —  R .  

§ 121. Площадь правильнаго мно—ка ABCDE рявнястся 
иоловинѣ произведенія изъ его периметра на радіусъ круга 
вписаннаго (ФИГ. § 120). 

Площадь каждаго изъ тре—ковъ АОВ, ВОС... равна иоловинѣ 
произведенія основанія на апоѳему правильнаго мно—ка, т. е. на радіусъ 
круга вписаннаго, на прим. Д АОВ = ̂  AB.GO, слѣд. сумма всѣхъ тре—ковъ 
или площадь мно—ка ABCDE — ^ (AB -f- ВС -j- CD -j- DE -j- EA) GO. 

§ 122. 1) Правильные мно—ки ABCDEF и abcdef одина-
коваго числа сторонъ подобны. 2) Въ двухъ такихъ мно—кахъ 
периметры относятся какъ радіусы круговъ вгшеанныхъ или опи-
санныхъ, а площади какъ квадраты этихъ радіусовъ. 
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1) Углы такихъ мно—ковъ равны, потому что 
во всякомъ правильном ь н — угольникѣ каждый 

4 
ѵ г о л ъ  = 2 —  К  ( §  1 0 ,  * 2 ) .  т .  е .  з а в и с и т ъ  т о л ь к о  

п 
отъ числа сторонъ; пропорціональиость же сторонъ 
слѣдуетъ изъ того, что въ каждомъ мно—кѣ всѣ 
стороны равны, слѣд. мно— ки подобны (§ 78, 3). 

2) Обозначимъ периметры мно—ковъ чрезъ U и tv 
тогда (§ 102) U: u = AB : ab. Пусть АО п ао 
будутъ радіусы оппсанныхъ, GO и go радіусы 

вписанныхъ круговъ, то по равенству угловъ Д ЛОВ со а ob и 
/\ АОСт ос aog, слѣд. 

AB : ab — АО : ao = GO : go или 
U : и — АО : ao — GO : go. 

Площади мно — ковъ относятся (§ 101) какъ AB2 : ab2, слѣд. и какъ 
АО2 : ao2 или GO2 : s>o2. 

§ 133. 1) По данному правильному мно—ку вписанному 
описать ОКОЛО круга подобный ему МНО — КЪ, и обратно, 2) по 
данному описанному мно—к у найти подобный ему вписан
ный мно—къ. 

1) Пусть abcde будетъ данный вписанный 
мно—къ. Если чрезъ средины F, G, Н .. дугъ ае 
a b ,  а с  .  .  .  г і р о в е д е м ъ  к а с а т е л ь н ы я  A E ,  A B  .  . . ,  т о  
онѣ образуюгъ требуемый мно—къ ABCDE. — 
Прямая OG перпендикулярна къ AB и къ ab 
(§ 4о, 1), слѣдовательно AB || ab. Точно также и 

ВС jj bc, CD II cd и т. д. По этому въ много — какъ ABCDE и abcde 
всѣ углы равны. Изъ равенства тре—ковъ теперь легко доказать, что 
AB = ВС = CD . . . Следовательно мно—къ ABCDE правильный и 
имѣетъ одиннаковое съ abcde число сторонъ, откуда ясно, что 
ABCDE со abcde (§ 122, 1). 

2) Если ABCDE будетъ правильный описанный мно—къ, то для 
полученія подобнаго ему вписаннаго мно—ка стоить только провести 
ирямыя OA, OB, ОС.. ., и соединить точки пересѣченія этихъ линій 
съ кругомъ. Полученный такимъ образомъ мно—къ abcde будетъ тре
буемый Всѣ углы мно—ка abcde равны, потому что они измеряются 
полусуммою равнаго числа равныхъ дугъ, а равенство сторонъ видно 
изъ равенства гре—ковъ aob, с ob, и т. д. 

Можно также получить вписанный мно—къ abcde , со един я точки 
касанія F, G, Н и т. д. 
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С  л ѣ д  с т в і  е .  О к о л о  д а н н а г о  к р у г а  м о ж н о  о п и с а т ь  в с ѣ  п р а 
в и л ь н ы е  м н о — к и ,  к о т о р ы е  м о г у т ъ  б ы т ь  в п и с а н ы  в ъ  к р у г ъ ,  и  
н а  о б о р о т ъ .  

§ 124. По данному радіусу (AB =r г) круга и сторонѣ 
(ВС — а) правильнаго вписаннаго мно—ка вычислить сторону 
(EF — А) подобнаго ему мно—ка огіисаннаго. 

Проведемъ AG J_ EF, тогда BD — ^ а, 
EG — ^ А, и 

AD =^/// г2 — I = \ У 4г2—а2. 

Изъ подобія тре — ковъ EAG и BAD слѣдуетъ j, 
AD^ BD = AG : EG или 

^ J/4 r2 — а2: ^ а = r : ^ А, слѣд. 
2ar 

При r 
у 4r2— 

1 будемъ имѣть 

А = 28 

I 4 

§ 125. По данному радіусу (AE — г) круга и сторонѣ 
(AB = а) вписаннаго правильнаго мно — ка вычислить сторону 
(АС = Ъ) вписаннаго правильнаго же мно—ка, имъющаго вдвое 
болѣе сторонъ. 

Положимъ, что дуга AB раздѣлена въ точкѣ С 
пополамъ, тогда AD = ̂ а и линія АС (= ВС) будетъ 
сторона b искомаго мно—ка. Изъ тре—ка ACD имѣемъ 

I)2 = \ ъ< + CD5 

I)2 = I а2 + (г—DE)2, 
а2 + г2 — 2r . DE 4- DE2. 

•2 — ^ а2, слѣд. DE = ̂  ]/ 4г2 

Ь2 

Но DE2 = г* — ^ а% слъд. uu = % у 4г- — а^ 
Вставивъ эту величину въ выраженіе Ь2, получимъ 
Ь2 = | а2 -t-

b2 

V 2r5 

2 г2 

b = 

г2 — г j/z4r2 

г ]/4г2 

а2 + ѵ2 

а2, слѣдовательно 

г 4г2 

§ 126. С л ѣ д с т в і я .  1 )  Если г= 1 ,  то 

b = % |/ 4 — а 2 

2) Эта Формула, рѣшенная относительно а, даетъ 

а — b j/4 —b2. 
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П  о  с  р  е  д  с  т  в  о  м  ъ  э т о г о  в ы р а ж е н і я  п о  д а н н о й  с  т о  р  о  н  ѣ  в п и 
с а н н а г о  м н о  — к а  м о ж н о  н а й т и  с т о р о н у  в п и с а н н а г о  ж е  м н о  —  к а ,  
и м ѣ ю щ а г о  в д в о е  м е н ѣ е  с т о р о н ъ .  

§ 121. Въ кругѣ вписать правильные мно—ки, имѣющіе 
4, 8, 16,. . . сторонъ. 

Проведемъ два перпендикулярные діаметра АС и 
В1) и соединимъ ихъ оконечности, тогда ABCD и будетъ 
требуемый квадратъ, потому что углы ABC, BCD . . . 
прямые (§ 56, 3), а стороны AB, ВС . . . равны по ра 
р а в е н с т в у  г р е  —  к о в ъ  А В Е ,  С В Е  . . .  

Раздѣлимъ пополамъ дуги AB, ВС . . . и соединимъ 
точки дѣленія, тогда получимъ правильный 8—угольникъ. Если будемъ про
должать далѣе дѣленіе, то получимъ мно—ки, имѣющіе 16, 32 ... сторонъ. 

§ 128. Для выражения стороны квадрата въ единицахъ радіуса 
круга описаннаго имѣемъ уравненіе AB2 = AE2 -f- BE2 = 2AE2, слѣд. 
AB = AE ]/2, и если радіусь AE = 1, то AB = j7 2. 

Если мы вставимъ въ Формулу § 126, 1 вмѣсто а величину j 2, то 
получимъ сторону 8—угольника вписаннаго, выраженную въ единицахъ 

радіуса, = J/2 — j/2. 
Вставивъ эту послѣднюю величину вмѣс-то а въ туже самую Фор

мулу, получимъ сторону 16—угольника = ~\/ 2 — j/ 4 — (2 — )/ 2) 

== \/ 2 — J 2 -j- |/ 2. 

§ 129. Въ крѵгѣ вписать правильные мно—ки, имѣющіе 
3, 6, 12, сторонъ. 

ц (, Засѣчемъ на окружности С) разъ хорду, равную ра-
діусу АО, и соединимъ точки дѣленія А, В, С..., тогда 

)JD получимъ правильный шестиугольникъ ABCDEF. Потому 
что въ равностороннемъ тре—кѣ А OB каждый уголъ 

Ьѵ К равеиъ или | R, т. е. уголъ А OB измѣряется шестою 
частью цѣлой окружности, потому и радіусъ АО = AB составляет!, хорду 
шестой части цѣлой окружности, слѣд. отложится на этой последней 
() разъ. Всѣ углы ABC, BCD .... равны, какъ измѣряемые полусуммою 
равнаго числа равныхъ дугъ. 

Если проведемъ линіи АС, СЕ, то получимъ правильный тре къ. 
Хорда, соответствующая половинѣ дуги AB, будетъ сторона правильнаго 
12—угольника и т. д. 
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§ 130. Если принять радіусъ за единицу, то сторона 6—уголь
ника вписаннаго = 1. 

Положивъ b  = 1  въ Формулѣ §  1 2 6 ,  2 ,  получимъ сторону прав, 
тре—ка вписаннаго = }/3. 

Положивъ а = 1 въ Формулѣ § 126, 1, получимъ сторону прав. 
12—угольника = ~[/ 2 — |/3. 

Если это послѣднее выраженіе вставимъ опять въ туже Формулу вмѣсто 

а, то получимъ сторону прав. 24—угольника = \/ 2 — \/2 -f- |/3. 

§ 131. Въ кругѣ вписать правильные мно—ки, имѣющіе 
5, 10, 20 . . . сторонъ. 

Если раздѣлимъ радіусъ CA въ среднемъ и крайнемъ 
отношеніи въ точкѣ D и возмемъ хорду AB, равную /W\ 
большему отрѣзку CD, то AB будетъ сторона десятиуголь- ^/ х /р«і\]д 
ника. Проведемъ СВ и BD, тогда имѣемъ (§ 109) D j 

АС : CD = CD : AD или 
АС : AB = AB: AD, 

и такъ какъ тре—ки ABD и АСВ кромѣ того имѣютъ уголъ q общій, то 
они подобны (§ 93), слѣд. 2Lz. = х. Но какъ Д АСВ есть равнобед
ренный, то и въ Д ABD должно быть BD = AB = CD, а посему 
2Cp = q, у = x = z. Внѣшній уголъ р = х -f~ у = 2 х, слѣд. и 2С q = 2 х. 
Въ Д АСВ имѣемъ (§ 13) 

x - } - y - f - z  +  q  =  2 R  и л и  
х  - j —  х  - j -  х  — f - 2 x  =  2 R ,  т .  e .  5 x  =  2 R ,  

слѣд. x = fR = T%R. Изъ этого слѣдуетъ, что соотвѣтствующая углу х 
дуга AB есть т!^ цѣлой окружности и потому и AB будетъ хорда де
сятой части окружности. 

Если въ правильном!) 10—угольникѣ соединимъ вершины чрезъ 
одну, то получимъ прав. 5—угольникъ. Чрезъ послѣдовательное же дѣ-
леніе дугъ, стягиваемыхъ сторонами 10—угольника, получимъ мно—ки 
о 20, 40, 80 ... . сторонахъ. 

§ 133. Чтобы выразить сторону прав. 10—угольника въ единицахъ 
радіуса, стоить найти болыпій отрѣзокъ радіуса, раздѣленнаго въ сред
немъ и крайнемъ отношеніи. Положивъ, что болыиій отрѣзокъ = х и 
радіусъ = I, получимъ пропорцію 

1 —х : х = х : 1, откуда х = ̂  (]/ 5— 1). 
Если мы вставимъ это выраженіе вмѣсто 1) въ Формулу § 126, 2, то 

получимъ сторону прав. 5—угольника 4 (J 5 — 1) 1^4—\ (|/ 5 — 1)или 

і ( Г я - 1 )  Vi ( 5  +  У З )  =  
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§ 133. Въ кругѣ вписать правильные мно—ки, имѣющіе 
15, 30, 60 . . . сторонъ. 

Засѣчемъ на кругѣ отъ точки А по 
одному и тому же направленію хорду AB, 
равную сторонѣ прав. 6 —угольника, и хорду 
АС, равную еторонѣ прав. 10—угольника: 

д тогда разность СГ) соотвѣтствующихъ дугъ 
равняется ^= т'3- цѣлой окружности, 

слѣд. хорда ВС будетъ сторона прав. 15—угольника. 
Дѣля дугу ВС послѣдовательно пополамъ мы найдемъ стороны 

мно—ковъ, имѣющихъ 30, 60 .... сторонъ. 

§ 134. Для выражеиія стороны ВС прав. 15—угольника въ еди
ницахъ радіуса имѣемъ Aß — 1 и АС ^ (]^5 — 1) (§ 132); и такъ 
какъ 2L ACD = ABD = R, то (§ 84) получимъ 

B D  =  y z  и  C D  =  J V-j  CK 5 — l ) 2  =  1 J / l O  +  2  f j ]  
no § 105 AD . ВС 4- АС . BD = AB . CD, т. е. 

2. ВС + 1 (f 5-1) У3=і |/Ю -j 2 j' 5. слѣд. 

ВС = і (У ТО 4 2 J 5 — Y15 4- КЗ) = 0,4158234. 

§ 135. Съ умноженіемъ числа сторонъ периметръ 
в п и с а н н а г о  п р а в ,  м н о  —  к  а  у в е л и ч и в а е т с я ,  а  о  п  и  с  а  н  н  а  г  о  
у м е н  ь -  u i  а  е т  с  я .  

j) Пусть будетъ AB сторона какого-нибудь 
вписаннаго прав, мно—ка, а АЕ и ВЕ стороны впи-

р саннаго мно—ка двойнаго числа сторонъ, тогда 
X АЕ 4* ßE -> А В, изъ чего слѣдуетъ, что периметръ 

втораго вписан, мн—ка болѣе периметра перваго. Далѣе, если AD и BD 
будетъ половины двухъ сторонъ описан, мн — ка, а СЬ сторона описан, 
мн — ка двойнаго числа сторонъ, то CD DF > CF , слѣд. периметръ 
втораго описаннаго мн—ка менѣе периметра перваго 

'Гакъ какъ съ умноженіемъ числа сторонъ вписанныхъ п оппсан-
ныхъ мн—ковъ ихъ периметры все болѣе и болѣе приближаются къ окруж
ности, то можно получить такіе два мн—ка, одинъ вписанный, а другой 
описанный, что разность ихъ перимегровъ будетъ менѣе всякой данной 
величины, какъ бы мала она ни была. Следовательно величина окруж
ности, заключавшейся между периметрами соотвѣтствующихъ вписанныхъ 
и описанныхъ мн—ковъ, еще менѣе будетъ различаться отъ периметра 
одного изъ этихъ мн—ковъ, нежели периметры самыхъ мн—ковъ между 
собою. Посему всегда возможно будетъ найти такой вписанный или опи
санный мн къ, что разность между его периметромъ и окружностью 
будетъ менѣе всякой данной по произволу величины. 

D 
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§ 130. Окружности круговъ относятся какъ ихъ радіусы 
или діаметры. 

Периметръ вписаннаго мно—ка будетъ увеличиваться съ увели-
ченіемъ его сторонъ, между тВмъ какъ периметръ описаннаго мно—ка 
аь томъ же случав «Зудеть уменьшаться, но первый всегда менВе, 
а второй болВе окружности. Чрезъ последовательное увеличеніе числа 
сторонъ одного изъ этихъ мно—ковъ величину его периметра можно такъ 
приблизить къ величинВ окружности, что разность между ними можетъ 
о ы т ь  с д В л а н а  м е н В е  в с я к о й  д а н н о й  в е л и ч и н ы ;  п о т о м у  к р у г ъ  м о ж н о  р а з 
о м  а  г  р  и  в  а  т  ь  к а к ъ  п р а в и л ь н ы й  м н о  — к ъ  с ъ  б е з к о н е ч н о  б о л ь -
шимъ числомъ оезконечно малыхъ сторонъ. Если мы предста-
вимъ два круга какъ два правильные мно—ка одинаковаго числа сторонъ, 
то къ нимь можно приложить теорему ^ 122, 2, а именно, что периметры 
иравилыіыхь мно—ковъ одинаковаго числа сторонъ относятся какъ радіусы 
круговъ вписанныхъ или описанныхъ, слВд. и круги будутъ относиться 
какъ ихъ радіусы, или тоже самое, какъ ихъ діаметры. 

Д р у г о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  П о л о ж и м ъ ,  ч т о  п р о -
иорція окр. AB : окр. ab = AB: ab не справедлива, 
а будетъ существовать пропорціа 

окр. Ali : окр. ab =s Ali: ас, 
гдв ас > ab. Виишемъ въ кругВ радіуса ас прав. 
мно—къ по какому ішбудь вышеописанному спосооу. 
Чрезъ иосл Вдовагелыюе дѣленіе дугъ, стягиваемыхъ 
сторонами, МОЛІНО наконецъ получить мно—къ съ такими 
малыми сторонами, что онь не оудегъ достигать круга 
ab. Обозначишь периметръ этого мно—ка чрезъ р и 
виишемъ въ круги AB подобный ему мно—къ, кото р а го периметръ назо-
вемъ чрезъ F, тогда по § 122, 2 оудемъ имѣтъ 

F : р •--- AB : ас, 
Изъ этихъ двухь иропорціи слВдуетъ, что 

окр. AB ; Р = окр. ab : р, 
что невозможно, потому что окр. AB > Р, а окр. ab С р, слѣд. и наше 
предположение, что четвертый членъ пропорціи окр. AB : окр. ab = AB : ab 
оолѣе ab, не возможно. Гочно также можно доказать, что этоть членъ 
не можетъ быть менве ab. 

§ 137. С л В д с т в і е .  Д у г и  A B  и  a b  р а з н ы х ъ  к р у г о в ъ »  
с о о т в е т с т в у ю  щ і я  р а в н ы м ъ  ц е н т р а  л  ь  н  ы  м  ъ  у  г л а м ъ ,  о т н о с я т с я  
КАК ъ ихъ радіусы АО и а о (ФИГ. § 122). 

По § 53 АСВ : 4 R = дуга AB : окр. АО 
и 2С acb ; 4 В — дуга ab : окр. ао, 
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но такъ какъ 2С АОВ = aol), то 
дуга AB : дуга ab = окр АО : окр. ао = АО ; ао. 

§ 138. Площадь круга равна половин ѣ п р о и з й е д е н і я 
о к р у ж н о с т и  н а  р а д і у с ъ .  

Если будемъ разсматривать кругъ какъ прав, мно—къ безчисленнаго 
множества безконечно малыхъ сторонъ, то предложеніе § 121, по которому 
площадь прав, мно—ка равняется половинѣ произведен!я его периметра 
на радіусъ вписан, круга, можетъ быть применено и къ самому кругу, 
коего площадь слѣд. будетъ равняться половинѣ гіроизведенія окружности 
на радіусъ. 

Д р у г о е  д о к а з а т е л ь с т в о .  

В Пусть АС X окр. CA не будетъ выраженіемъ 
_>ч. площади круга CA, а мѣрою большего круга СВ, такъ 

х. \ что 
К '• ^ АС X окр. CA = площ. кр. СВ. 
/ / Опишемъ около круга CA прав, мно—къ съ такимъ 

у— / числомъ сторонъ, чтобы онѣ не касались круга ВС, и 
обозначимъ периметръ этого мно—ка чрезъ Р, тогда 

площадь его будетъ равна ^ АС X Р. Такъ какъ окр. CA С Р, то 
^ CA X окр. CA с ̂  CA. Р слѣд. и 

площ. кр. СВ <с % CA X Р» 
т. е. площадь круга СВ менѣе площади мно—ка, заключающагося внутри 
его, что невозможно, а потому не можетъ быть чтобы ^ АС X окр.CA 
была больѣе площади круга CA. ГІодобнымъ образомъ можно доказать, 
что АС X °КР- CA не можетъ быть меньше площади круга CA, а потому 
\ АС X окр. CA = площ. кр. CA. 

§ 139. Площадь сектора АОВ равняется гюловинѣ произ-
веденія его дуги AB на радіусъ АО. (Фиг. § 129). 

Такъ какъ секторъ относится къ площади круга, какъ его дуга къ 
цѣлой окружности, то мы имѣемъ 

сект. АОВ : ^ АО X окр. О А = дуга AB : окр. ОА, 
слѣд. сект. АОВ = ̂  АО X Дуга AB. 

§ 140. 1 )  В о  в с ѣ х ъ  к р у г а х ъ  о т н о ш е н і е  о к р у ж н о с т и  к ъ  
д і а м е т р у  е с т ь  в е л и ч и н а  п о с т о я н н а я .  

Означивъ окружности двухъ круговъ чрезъ Р и р, и ихъ радіусы 
чрезъ R и г, будемъ имѣть (§ 136) 

Р : р = 2 В : 2 г, слѣд. и Р : 2 R = р : 2 Г. 
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2 )  П о с т о я н н о е  о  т  н  о  ш е  н  і  е  о к р у ж н о с т и  к ъ д і а  м е т р у  о б о з 
начается чрезъ л, такъ что, если р будетъ окружность какого нибудь 
круга, а г его радіусъ, то 

и = і .  
<шѴ 

3) Изъ сего слѣдуетъ Формула 

I» = 9 г ІЖ3 

т .  е .  о к р у ж н о с т ь  к р у г а  р а в н а  у д в о е н н о м у  р а д і у с у ,  у м н о 
женному на постоянную величину л. 

4) Если діаметръ круга будетъ = 1, то окружность равна величинѣ л, 
потому что, вставивч» въ предъидущей Формулѣ 2г = 1, получимъ р = л. 

5) Если обозначимъ чрезъ F площадь круга, чрезъ р его окруж
ность, а чрезъ г радіусъ, то (§ 138) F = ̂  р г. Но такъ какъ р = 2г7і, то 

F = г2 JTZ, 

т .  е .  п л о щ а д ь  к р у г а  р а в н я е т с я  к в а д р а т у  р а д і у с а ,  у м н о 
ж е н н о м у  н а  п о с т о я н н у ю  в е л и ч и н у  п .  

6) Если обозначимъ чрезъ d діаметръ круга и вставимъ въ предъ-
идущую Формулу вмѣсто г величину 4чІ, то получимъ F = {d 2 я,-

§ 141. Площади круговъ относятся какъ квадраты ихъ 
радіусовъ или діамегровъ. 

Если F и f будутъ площади двухъ круговъ, R и г ихъ радіусы, 
D и d діаметры, то 

F = R2 л — \ D2 л, f — г2 л = ̂  d2 л, слѣд. 
F : f = R2 : Г2 •= D2: d2. 

§ 14*Z. Секторы ABC и DBE разныхъ 
круговъ, имѣющіе равные центральные углы, 
относятся какъ квадраты радіусовъ круговъ. 

Такъ какъ ABC : DBE — | AB X АС : DB X DE, 
но ^ АС : 'ч-ѵ DE = AB : DB, то 
ABC : DBE = AB2: DB2. 

§ 143. Найти приближенное отношеніе П окружности 
къ діаметру. 

Вычисляя последовательно периметры вписанныхъ и описанныхъ прав, 
мно—ковъ все съ большммъ и ббльшимъ числомъ сторонъ въ единицахъ 
радіуса, мы получимъ два ряда чиселъ, изъ когорыхъ одни будутъ менѣе, 
а другія болѣе окружности, Съ увеличеніемъ числа сторонъ мно—ковъ 

4* 
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эти ряды сб читаются все более и б о іѣе. Если начнемъ съ прав. 6—уголь
ника вписаннаго, то получимъ сторону его а = I, а сторону описаннаго 

2 
6—угоіьника по § 124 А = ^ ^ Следовательно периметръ вписан. 

12 
6—угольника = Г), а периметръ описан. 6—угольника = — 6, 9282 . .. 

Между этими двумя числами содержится величина окружности. Чтобы 
получить болѣе тѣсные пределы, перейдемъ къ мно—камъ о 12, 24 . . . 
с т о р о н а х ъ .  П у с т ь  б у д у т ъ  а ' ,  а " ,  а ' " . .  .  с т о р о н ы  в п и с а н н ы х ъ  1 2 ,  2 4 ,  4 8  . . .  
угольниковъ, и А', А", А'" . . . стороны с о от в ѣ т с т в у ЮІЦ и X ъ мно—ковъ опи-
санныхъ. Если въ Формулу § 125 вставимъ а = 1, тогда а/ ~ |/ 2 — |/ 3, 
и когда эта величина будетъ вставлена въ Формулу § 124, то получимъ 

А' — . г Продолжая такимъ образомъ будемъ иметь следующую 
J 4 — а'2. 

таблицу: 
С т о р о н ы .  П е р и м е т р ы ,  

а' = |/2 — 1?3 =0,517638090205 12 а' =6,2116571 

А ' = -  z  а  =  0 . 5 3 5 8 9 8 3 8 4 8 2 6  1 2  А '  =  6 , 4 3 0 7 8 0 6  
J/4 __ а'2 

а" =1/2 — р 4 — а'2 = 0,261052384440 24 а" = 6,2652572 

А" = . /2а == 0.263304995174 24 А" = 6.3193199 
1/4 а 

Продолжая вычисленіе такимъ образомъ напр. до 12288—угольника, 
найдемъ, что периметръ вписан. 12288—ка = 6,2831852 

периметръ описан. 12288—ка = 6,2831854. 
Изъ этого видно, что разность между периметрами вписанныхъ и опи-
санныхъ мно—ковъ становится менѣе и менѣе, такъ что периметры 
12288—ка различаются между собою только двумя десяти—милліонными 
долями. Первыя семь циФръ 6.283185, общія обѣимъ числамъ, будутъ 
выражать самую окружность въ единицахъ радіуса. При этомъ ясно, что 
продолжая вычислен!е еще далѣе, мы могли бы определить величину 
окружности гораздо точнее. 

Взявъ за окружность среднее арифметическое между периметрами 
12228—угольниковъ вписанныхъ и описанныхъ, мы получимъ для ней 
6,2831853. Такъ какъ мы приняли сторону вписаннаго 6—угольника 
или радіусъ круга = 1, то діаметръ круга =2; след. приблизительно 
7і = 6,2831853 : 2, т. е. 

Л  =  з . і 4 і . ж в  9 0  

А р х и м е д ъ  в ы ч и с л и в ъ  п е р и м е т р ъ  9 6 — у г о л ь н и к а ,  н а ш е л ъ  п  =  
355 '• 

Более точно отношеніе я = новейпіее время отношеніе п вы

числено Клаусеномъ (въ ДерптЬ) съ точностію более 500 десятич-
ныхъ знаковъ. 
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§ 144. Задачи безъ рѣшенія. 
1) Построить тре—къ по двумъ даннымь сторонамъ а, b и перпен

дикуляру р, опущенному изъ конца первой изъ этихъ сторонъ на другую. 

2) Построить тре—къ по данному основанію AB, противолежащему 
ему углу а, и отношенію m : п между другими сторонами. 

3) Построить кругь, пшщадь котораго равнялась бы площади, за
ключающейся между двумя данными концентрическими кругами. 

4) Доказать, что три прямыя АН, BE,CF, С 
соединяющія вершины тре—ка ABC съ сре
динами гіротиволежащихъ сторонъ, пересе
каются въ одной и той же точкѣ О, удаленной 
отъ каждой вершины на | линіи, соогвѣт- -А 
ствующей вершинѣ. 

о) Раздѣлигь данный треугольникъ на четыре равный (~) треу
гольника. 

6 )  Д а н ь  к р у г ъ ,  р а д і у с ъ  к о т о р а г о  R ,  и  в н у т р и  к р у г а  д а н а  т о ч к а  А .  
Описать радіусомъ г окружность, которая проходила бы чрезъ точку А 
и касалась даннаго круга изнутри. 

7) Найти отношеніе между гипотенузою прямоугольнаго тре—ка и 
прямою, соединяющею ея средину съ вершиною прямаго угла. 

8) Въ данный секторъ вписать кругъ. 

9) Описать кругъ радіусомъ г такъ, чтобы онъ отеѣкалъ отъ сторонъ 
даннаго угла а хорды, равныя линіи m. 

10) На окружности даны двѣ точки А, В. Найти на ней третью 
точку х, которой разстоянія отъ двухъ первыхъ относились бы какъ Ш: il

li) Радіусомъ R описать окружность такъ, чтобы она отстояла отъ 
точки А на разстояніе m, и отъ точки В на разстояніе п. 

12) Внутри тре—-ка найти точку, чтобы прямыя, проведенныя отъ 
ней къ вершинамъ угловъ раздѣлили тре — къ на три равновеликіе 
тре—ка. 

13) Найти на данной прямой AB точку, чтобы проведенная изъ 
ней касательная къ данному кругу равнялась линіи m. 

1 4 )  Н а  д а н н о й  л и н і и  A B  п о с т р о и т ь  ч е т ь т р е у г о л ь н и к ъ ,  р а в н о в е л и к і й  
данному. 

15) Превратить прямоугольникъ, имѣющій стороны а, Ь, въ другой 
гірямоуго тьникъ, котораго стороны относились бы между собою какъ m : п. 

16) Раздѣлить тре—къ попоіамъ линіеот, перпендикулярною къ одной 
изъ его сторонъ. 

4 
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1 7 )  П о с т р о и т ь  т р е — к ъ  п о  д а н н о м у  у г л у  а ,  п р и л е ж а щ е й  к ъ  н е м у  
сторонѣ AB и перпендикуляру р, опущенному изъ вершины данного угла 
на противолежащую сторону. 

18) Построить тре—къ по данному углу а и перпендикулярамъ m и п, 
опущеннымъ изъ концовъ прилежащихъ къ нему сторонъ другъ на друга. 

19) Радіусомъ г описать окружность такъ, чтобы она отстояла отъ 
данной точки Р на разстояніе р, и отсѣкала отъ данной линіи AB 
хорду m. 

20) Секторъ, котораго центральный уголь прямой, превратить въ 
полукругъ. 

2 1 )  П о с т р о и т ь  п р я м о у г о л ь н ы й  т р е — к ъ ,  к о т о р а г о  г и п о т е н у з а  р а в 
нялась бы линіи in, а площадь — квадрату р2. 

22) Построить тре —къ по данной сторонѣ а, и перпендикулярамъ 
m и п, опущеннымъ изъ ея концовъ на противолежащія стороны. 

23) Чрезъ точку А привести прямую, которая бы отрѣзала въ дан-
номъ круге дугу, b вмещающую уголъ m. 

24) Изъ точки А данной окружности провести такую хорду, чтобы 
соотвѣтствующій ей центральный уголь бьыъ равенъ углу а. 

25) Построить прямоугольный тре—къ по данной гипотенузе m и 
условію, чтобы одинъ изъ острыхъ угловъ бы ль вдвое болѣе другаго. 

26) По данной суммѣ S двухъ смежиыхъ сторонъ построить прямо-
угольникъ, равновеликій данному квадрату т2. 

27) Разносторонній треугольникъ превратить въ равносторонній. 

28) Въ данный тре—къ вписать квадратъ 

29) Построить тре—къ по тремъ перпендикулярамъ а, Ь, с, опущен
нымъ изъ вершинъ тре—ка на противолежащія стороны. 

30) Изъ точки А провести къ данной окружности сѣкуіцую гакъ, 
чтобы она раздѣлилась окружностью пополамъ. 

3 1 )  И з ъ  т о ч к и  А  ( ФИГ. § 111) провести къ данной окружности се
кущую (AF) такъ, чтобы она разделилась окружностью въ крайнемъ и 
среднемъ отношеніи, и именно хорда (DF) была большая часть разделен
ной линіи AF. 

32) Данъ уголъ ABC и внутри его точка М. На стороне АС найти 
точку, равно отстоящую отъ стороны AB и данной точки М. 

33) Провести линію, которая бы отсекала отъ двухъ данныхъ 
окружностей дуги, вмбщающія первая уголь in, а вторая уголъ п. 
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Въ изданіи Ш н а к е н б у р г а  въ Дерптв кромв того 
вышли слъдуюіція книги: 

Обозрѣніе русской исторіи отъ начала Руси до нащихъ 
временъ. Въ переплети і руб. 20 коп. 

Предлежащая книга одобрепа утвержденнымъ Г. Товарищемъ 
Министра Пароднаго Просввщенія отъ 5го I юыя 1878 г. за No. 11 
въ качествъ руководства или учебнаго пособія по русской 
исторіи, а учвержденнымъ Г. Попечителемъ Дерптс наго Учебнаго 
Округа постановленіемъ Попечительскаго Совъта отъ 19го Октяб. 
1878 г. рекомендована къ уповребленію въ качествъ руководства 
по русской исторіи для учебныхъ заведеній округа. 

Гехель, Дръ. Карлъ, Ііланиметрія по системе Лежандра для 
употребления въ гимназіяхъ и реальныхъ училищахъ 
2-ое изданіе Въ переплета 60 коп. 

— Стереомегрія по Лежандру для употребленія въ 
гимназіяхъ и реальныхъ училищахъ. 2-ое изданіе 

Въ переплет® 60 коп. 

— Плоская Тригонометрія для употребленія въ гимна-
зіяхъ и реальныхъ училищахъ. 2-ое изданіе. 

Въ переплета 60 коп. 

Шрекникъ, Евг., Этимологія нъмецкаго языка для русскаго 
юношества. Въ переплета 90 коп. 

Разговоры русско-нъмецко-эстскіе. Бъ переплета 60 коп. 

Благовъщенскій, В., Русская азбука и книга для чгенія 
для нвмецкаго юношества. 8-ое изданіе. 

Въ переплета 50 коп. 

Генерть, К., Таблица отношеній Русскихъ и иностранныхъ 
I 

зодотыхъ монетъ на уплату таможенныхъ пошдинъ. 
25 КОП. 

Печатано въ типографіи Шнакенбурга въ Дерпта. 
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