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MXXZRAMATA INTEGRAAL

&
»

"§ 1. Algfunktsioon ja maaramata integraal

Diferentsiaalarvutuse pohiilesandeks on funktsiooni F(x)
tuletise leidmine, s.0. niisuguse funktsiooni f(x) leidmine,
mis rahuldab tingimust £(x) = P'(x).

Pustitame nuud vastupidise ulesande: antud on  funkt-
sioon f£(x); leida funktsioon F(x), mille tuletis F'(x)=f(x).

Definitsioon., Funktsiooni F(x) nimetatakse
funktsiooni f(x) algfunktsiooniks 15igul [a,b], kui selle
10igu igas punktis F'(x) = f£(x). -

P Te or e e m. Kui funktsioonid F1(x) Ja Fz(x) on funkt-
siooni f(x) slgfunktsioonid 18igul [a,b], siis vrdub nende
vabe konstandiga.

"T 8 es tus. Definitsiooni jargi F1(x) = £(x) ja
Fz(x) = £(x) igas 15igu [a,b] punktis. Olgu F,(x) - Fy(x) =
= Y(x).

Et aga, ¥ '(x) = F1(x) - Fa(x) = £(x) - £(x) = 0, siis
'{ (x) = Co.

Jareldu s, Punktsiooni f(x) algfunktsioonid erine-
vad teineteisest konstandi vorra.

Niiteks funktaioon F(x) = x° on fumktsiooni £(x) = 2x
algfunktsioon, sest F (x) = (x°)' = 2x. Samuti on aga ka
F,(x) = x° + 7 funktsiooni £(x) = 2x algfunktsioon, gsest
Ppx) = (x® + 7)'= 2x + 0 = 2x.

Nii v0ib uhel funktsioonil olla 13pmata palju algfunktsi-
oone. ;

Definitsioon. Kui P(x) on funktsiooni £(x)
_algfunktsioon, siis avaldist P(x) + c, kus ¢ on suvaline kons-
tant, nimetatakse funktsiooni f(x) maaramata e. uldintegraa-

liks ja tahistatakse sumboliga |f£(x)dx = F(x) + c.
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Antud. funktsioonile f(x) algfunktsiooni F(x) leidmist

nimetatakse funktsiooni f(x) integreerimiseks.

Funktsiooni £(x) nimetatakse integreeritavaks funktsi-
ooniks (integrandiks), f(x)dx - integreeritavaks avaldiseks,
marki f - inteéraali margiks, ¢ - integreerimiskonstandiks.
Seega avaldis, mida tuleb integreerida, on algfunktsiooni
F(x) diferentsiaal, sest d F(x) = F'(x)ax = £(x)dx. Et y=F(x)
on mingi tasapinnaline joon, siis maaramata integraali
JAf(z)dx = F(x) + ¢ geomeetriliseks vasteks on Jjoonteparv,
mille iga joon on teise suhtes paralleelselt nihutatud piki:
y-telge.

§ 2. Maaramata integraali omadusi

1. a. Maaramata integraali tuletis vordub integreerita-
va funktsioonigas

;d Jt@ax=F @@ +0) = f;x). ’

b, Maaramata integraal mingi funktsiooni diferentsiaa-
list vOordub selle funktsiooniga pluss integreerimiskonstants
JdF(x) = F(x) + c.
2. Maaramata integraal 15pliku arvu funktsioonide sum-
mast vordub nende funktsioonide integraalide summaga:
JI24) + 250 + con + 2,0 ax -

= If1(x)dx~+ Itz(x)dx + oo + ffk(x)dx.

T3estuseks tarvitseb vaid diferentseerida vorduse mdle-
maid pooli, rakendades omadust 1.

3. Konstantse kordaja voib tuua integraali margi ette:
jkf(x)dx =k J f(x)dx.
Vorduse Jigsus selgub kohe, kui omaduses 2 lugeda
£4(x) a'fz(x) = eeo = £,(X) = £(x), seega £,(xX) + £5(X) +...

+ £,.(x) = kf(x), paremal pool virdusmarki on aga k vdrdse in-

tegraali summa.
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§ 3. Integraalide tabel

Et funktsiooni f(x) integreerimine tahendab selliss funkt-~
siooni F(x) leidmist, mille tuletis vordub integreeritava
funktsiooniga f£(x), siis saab tuletiste tabeli abil kergesti

‘koostada integraalide tabeli.
1
1. Ixndx-r +¢, (n£-1).

n+ 1

2, jd—x-=1nlx|+c.
X
3 Isin)tdx:—coax+c.

4.lcosxdx=sinx+c.

S.I dx = tan X + c.

OOB%

6.] ax
= =-cot X + c.
sin®x

y Itanxdx

- 1ln jcos x| + c.

8. fecot xax = lnlsin x|+ c.

9. ]oxdxg s,

x
100 ]‘xd-x:_‘—*cc
ln a

1. 4X __ - arctan x + c.
T4 ¢ X

12. _21__221 erctan X 4 c.
4a2+r ®
[ - e

13. -l 1n 84X, o,
4.5_;5 2a a-x

1w, | %X . ercsinx +c.
34 -xe




16. J———‘E—— = 1n
L

Valemite 1 - 16 Jigsust saab kontrollida diferentseeri-
mise teel. Valemeid 2 ja 13 kontrollime naiteks niis

a. Bt |x| = { x, kui x > 0
-x, kui x € 0,

siis
d 1
= Inx = = , kui xH0
8 auisied Ly ¢
'd—x" nix| =
%; In(-x) = = » (1) = % , kui x<o0.
Nii siis
ISE =1n|x|+c.
x
1 a+X a+x
1n — ki == )0
b. A4, L"EI: R ax >
2a i o b a+Xx o | .+x a4+
P 1n(- E) S8 In = ,kui ——x-a_x< 0.
Et
(=1 1n &#Xy'. 1, &X  a-x-(-1)(a+x) _ a-xsax 1
2a -X s e P
a 2a a+x (a_x)z 2a(a 2) :z:;z
ja
11p 8¢xy'_ 1, X-a  x-a-(a+x) _1 -2a
e ln e — P mm— " = —— -
£ X-a) =28 asx (a ¥ -~ Eh - S
= 1 = 1
’
x° - a2 a2 -x2
siis



§ 4. Otseselt integreeritavad funktsioonid

Kui mOnede hiljem esitatavate integreerimismeetodite pu-
hul on maaravaks votete ja vahendite Oige valik, siis otsest
integreerimist iseloomustab konstateerimine: kas integreeri-
tav funktsioon vastab vajalikele tingimustele voi mitte.

a. Kui integreeritav avaldis on esitatav kujul
[£x)]™® « £'(x)dx, integreeritakse teda astmenas :

1 +1
I[t(x)]n £'(x)dx = [t%:_]_;:_ +c, sest Ed : +n:‘ =

= [£@]® . £'(x).

1
Naide. Hu 5 2 h . % I(u + 5x2)2 10x dx =

=%(4+5x2)£--§-+c=:“—54(4+5x§)3+c.

b. Kui integreeritav funktsioon on esitatav murruna,mil-
le lugeja on nimetaja tuletis, vordub integraal nimetaja loc-
muliku logaritmigas

t' (= d £'(x
I;Ef;z dx = 1n | £(x)| + ¢, sest Elln £(x)| = f—é-’-z.

Naide 1. Arvutame tabeliintegraali nr. 8
Icotxd.xavl-c"'—xdxs in|sin x|+ c.
sin x

Analoogiliselt arvutatakse ka tabelintegraal 7.

-~

Naide 2.

3
~22 X axailnllnzxl+e.
x Inx jlnx

Naide 3. —
dx j dx J 2 cos o, J
= — = =
sin X X x X
Zlinzos 3 'ta.n.-;

= ln,,tan-g |+ c.



§ 5. Integreerimine asendusvottega

Juhul kui funktsiooni f£(x) algfunktsiooni ei Onnestu lei-
da vahetult, voib integreeritava avaldise teisendada sobiva
asendusega kujusse, mille integraal on teada. Selleks asenda-
me mtesroeritavas avaldises f£(x)dx sdltumatu muutuja x =¥(t),
siis dx '( (t) dt ja

jf(x) ax = [2[€o)]er (trat.

Saadud valemi digsust on kerge kontrollida, leides tu-
letise x jargi nii vasakust kul ka paremast poolest. 1

Vorduse vasaku poole tuletis on £(x), paremat poolt di-
ferentseerime kui liitfunktsiooni, arvestades, et kui

E; =\Q (t), siis %; =QT1(F)' . Seega

If[{ ] ($)at = — e[ew)] € (v)as - g—: .

= e ()] € (v) - ’F(-t_)' = £[(6)] = £2(x).

Vahel on integreerimisel otstarbekam teha asendus mitte
kujul x = Q(t), vaid knjul t = ¥ (x).

Naide 1. Arvutame tabelintegraali nr.15.

I " S | I dx__ | asendame x = at, siis
a

iy Xy2
-x 1-(3)

ax = adt Ja 1] T g]_eit_
) o1& 1-¢2

= arcsin ¢ ¢ ¢ = arcsin fq-c.

Analoogiliselt arvutatakse ka tabelintegraal 12,

Naide 2.

'3 2

Integraalis I = Ix e~ dx asendame -8 t, siis
xdx = dt



Ja

Iglodt e B e 8:

§ 6. Ositi integreerimine :

Eui u(x) ja v(x) ehk luhemalt u ja v on diferentseeruvad-
funktsioonid, siis du = u'dx . ja dv = v'dx ning
(uv)' = u'v + uv'. JErelikult -

I(uv)'dx = I(u'v + uv')dx.
Seega
jvu dx + Iuv dx,
millest

juv ax = uv-jvu dx

ehk luhemalt ]udv = uv - ]vdu.

Saadud valemit nimetatakse ositi integreerimise valemiks.

Valemi rakendamisel on eesmargiks integreeritav evaldis
esitada sellise korrutisena udv, mis integraalis Jvdn annab
uue, eelmisest lihtsama v3i vahemalt mitte keerulisemn imbeg-
reeritava avaldise. Oskus integreeritava avaldise ksbeks tegu-
riks lshutamiseks kujuneb valja kogemuste najal, kuid B8ldi-
selt voib markida, et kui esineb astmefunktsiooni (v6i polu-
noomi) korrutis funktsioonidega sin ax, cos ax v8i %, tu-
leb teguriks u valida aste (poliincom), kui age sstwefumktsioon
(polunoom) on korrutatud fumktsiconidega arcsim x, arceos x,
arctan x, arccot x voi ln x, lulitatakse aste (polm) to—

gurisse dv.

Naide 1.
Islleinadx.Vdilcnnxz,“muaax.u'
dv = sin 2x ax, v=-RLE 4 I,_ngoaa+

+ I x cos 2x dx.
Nuud integreerime uuesti ositi valides u = x, seega du = dx

8in 2x je I'_xzcost+xaian_
2 2 2

-%-jm&dx--—-z—-"zu'k -——x‘?214~—9———°22‘+c=

dv = cos 2x dx, Vv =



=%[(1 - 2x°)cos 2x + 2x sin 2x) + c.
Naide 2.

= I (x2 + 5)ln x dx. Valime u = ln x, seega du = % .

3
3 3
-Jx—}-xﬁzdx=(;—3+5x)lnx-€—-51+c.

2 -]
=(x2+5)dx, v=2 45 ja I:(%-q-Sx)lnx-

Kui on tegemist kahe transtsendentse funktsiooni  kor-
rutisega, integreeritakse antud avaldist kaks korda jarjest
ositi, eesmargiga saada integraalina Ivdu uuesti antud in-
tegraal.

Naide 3.

I= Ieaxcos 3x dx. Funktsiooniks u v0ib siin valida

fikskSik kumma teguri, naiteks u = e-~, siis du = 2e>Xax,

dv = cos 3x dx, v:ﬂ%.z'. ja I:%ezxsian-

- % J esin 3x dx. Nuud tuleb aga kindlasti uuesti valida
u= eax, ja seega du = 292xdx dv = sin3x dx, v = =008 Jx
Jja I=% 2xsin31+;23-e cos 3!--[0 cos 3x dx.
Seega I = %(5 sin 3x + 2 cos 3x) e -% I, millest

?I:%(B 8in 3x + 2 cos 3x) P 331:?‘—5(3ain3x+
+ 2 cos 3x) = 4 c.

~

Eordamiskusimusi

1. Kuidas kontrollida, kas maaramata integraal on diges-
ti avaldatud voi mitte?

2. Kuidas leida funktsiooni tuletise jargi funktsiooni
ennast?

3. Kuidas avaldub [f(ax + b) dx, kui [ f£(x)dx = F(x)+c?

S
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4, Kui integraali ] sin 2x dx avaldamiseks teha muutuja

'
asendus 2x = u, aam[aiandx=%Jsinudu=-%coau+

...c=-12cos 2x + c. Kui aga votta sin x = v, saame
Isiandx;ZJsinxcosxdxazjvdv:vz

Naidata, et mdlemad tulemused on diged.

+ C= sin2x+c.

5. Otsustada, milliste integraalide puhul on sobiv ka-
sutada muutuja asendamist, ositi integreerimist v6i otsest
integreerimist:

]earctan Xax I§1 + 1ln X5 Iarcsin X dx
’ ’

1+ x2 “ 2 :

x
4 2 x
sin“x cos x dx, cos X ln sin x dx, |x"e dx.

6. Avaldada J arcsin x dx + Jarccos x dx, Millega vor-
dub arcsin x + arccos x?

7. Leida joonteparvest y = jszd.x joon, mis labib punk-

t1 P(y3, 593). ‘

M&rku s: nduda, et punkti P, koordinaadid rahuldak-
sid funktsiooni 5x° uldintegraali avaldist.
Vastused on antud alates 61. lehekuljest.

§ 7. Murdratsionaalsete funktsioonide integreerimine

Kshe polinoomi P (x) = B,x® + B,x™ " 4...4B_ Ja

P, (x)

Q(x)

nimetatakse

Qn(i) = Aor“ + L1xn'1 +..o¢A, jagatist

murdratsionaalseks funktsiooniks

-1
P, (x) 3 Box. + B,‘x' +...+B!

Q® a2 e 4 el :

1



Fee

Kui m»n, siis saasb murdratsionaalset funktsiooni kir-

2 ' F
jutade summana —!(i) = M(x) + k(x) s kus M(x) ja P (x)
Q,(x) Qp(x)

on polumoomid (v3i konstandid) ja F,(x) aste on vaiksem kui

n, k¢n. Polunoom M(x) on kergesti liihet% .'(Lngegreeritav,
(=
(x)

mille t3ttu edaspidi vaatleme ainult murru integree~
vimist, , . :
Nagu keskkoolist teada, on iga polunoom lshutatav te-

1 *(x- by 2 » 5 4
gureiks Qn(x) = (x~8) (x=Db) ...( +P4X4q, ) .oo(x +px+q? 5
kus a on polunoomi 'Q,(x) & ~kordne nullkoht, b tema ( ~kordne
nullkoht jne., aga x2 + D4X + Qpy ey x2 4+ px + q on trinoo-
uid komplekssete nullkohtadega, kordisegs vastavelt mi,..e, ,

mille juures o + B+ oot 2 M+ 0042 ? = n.
F (x) *
Iga murdratsionaalne funktsioon P (kus k< n) on
x 3
Fk(x) 01 Ca g
esivatav osamurdude summanss ——— = + et
Q) (x-a)* (x-a "
Ca, Dy D D K L
FENes.c 8L S 2 L * +
I + Hooot Fooot +
- ~ = -b
x-a (x0)F 7 Gy A . (apqxegy
Kx + L ' Eux + L x4+ N
S ey = ST S SRl
(r“4paxiqy w XT4p4E+q, (x“4px+q)

Hx + N Hyx + Ny
by -—2;———%1—-1- #osot —3——— , kus Cy, C5y..4.Cy, Dy, Dy,

(x“4pxaq)’ XX + q

s DP’ K oKpgeees Bpar Lgy Lpgeeey Ly, My, Mp,eee, My,
Nay Ny ccsy By on konstandid. Need leitakse jargmisel vii-
z8ils

a) viime ulaltoodud osamurdude summa thisele nimetajale

ja korraldame tema lugeja x astmete jargi,
b) et saadud "uuc" lugeja ¢ k(X) pead vorduma endise

lugejaga By (x), viime vérdsustada kordajad nende polimoomide -
thesugusie x astmete ees,



¢) lahendame nii saadud lineaarse vorrandisiusteemi, kus
otsitavateks on osamurdude kordajad. 3
Kui poliunoomi Qn(x) nullkohad on enamuses reaalsed ja
erinevad, voib vahemalt osa kordajaid leida kergemini sel
teel, et samasuses ¢k(x) = Fk(x) anname tundmatule x jarje-
korras vaartusi X = a, X = D, ...

Osamurdude integreerimine

Nagu nagime, voib esineda uldse nelja liiki osamurde

Ca &9 Exs+L j, _MxsX
g = ey B
. (x-a)* ’ x2+p1x+q,‘ (x“+px+q)

kus 2 - 4q € 0, pf-‘l»q,‘(o.

Nende integreerimine toimub jargmiselts

Cot ax
1) I-ﬁ-d:ucd 72=C lalx-al.

¥p ax
=§1nlx2+p1x+q1| N W > i
2 = 2
x2+2-p—1! + 21 + - p_1
2 B Y 4
K xz Kp dx
==1n +P A X+ + (L - =%) =
P I PX+ l 2 I S p,‘?
(x457)° + (g~ )
oL - 2x+p
= -g- in |x2+p1x+q,.,j + = arctan ——i— + C.
*91-p4 ‘ 4~Pq
4) Teisendame osamurrus -—M—-—; dx trinocomi
(x2+px+q)

x°4px+q hujule X° 4 22 nii, negi p.3 naidatud, kusjuures

13



lk‘ -p
2 :
kus Ny = N - 22 ja seega vaatleme edaspidi osamurdu

X=X+

nio

Ja A =

.lumlugejalx+ll=l!+l1 e

MX + lLI ‘
—_— dX.
(22+A2)‘
MX + N
o |——hax-¥ | Z& g | 1 oax.
x%et®) kot (x%442)

-V 4+
> SM; N i ax.
B et (X2442)!

(M1 4

b) Osamurru integreerimiseks korrutame ja

8, SIS
(x2 +42)?
jagame teda arvuga a2 ning liidame ja lahutame lugejas suu-
ruse X°

(T i o5
-t | AL ax = 15 . - L ax .
a2 ] 2] @ty 42 I(_xzuz)

(;2+A= »n A
Esimene liidetav on jalle (b) tuupi osamurd, kuid nime-
taja aste on endisest uhe vorra vaiksem. Nimetaja astmenaite-
ja edasiseks vahendamiseks tuleb korrata votet (b).

¢) Osamurdu L‘ integreerime ositi, valides l.lsz ’
(X%+42) =
ax 2xax W i
seega du = = , dv = b 2 A i
3 2 T "ty -1

. x e J ..
@) 201- D@D 21-7) ) @B

Viimane liidetav on 33110 (v) tﬁﬁpi osamurd, mille nimetaja
astmenaitaja on esialgsest the vorra vaiksem.
EKorrates votteid (b) ja (¢) teisendame nimetaja astme-

naitaja 13puks Uheni, viimane integraal j %—1 .—1‘ arctan fwc
+A

(tabelintegraal nr.12).
. 14



4
Fatmng ]&;&M -
xtexd-2x?sx-24

Kuna lugeja aste on suurem kui nimetajal, jagame esimese tei-
segas

20 = x¥ 4 630 - 202% = 1x - 9 | xX'-xD-2x°-tix-24
2x + 1 + P1(x)
ox” —2x* - 4x7 - Bx° - 48x .

xt 410x° - 12x° + 3x - B
- x- 2. ax-os

Mx> - 10x° + #1x - 70

20 -x* 463720 X _ oy g, MXO-10xP4B1x-70
X -x2-2xPhx -2k x ' -xO-2x°lx-24

L, 0x2
fs I (2x+1)dx + I Mx7-10x" +41%-70 4y ,
xtox3_2xP ax-24

Seega

Jarelikult esimene integraal on j (2x+1)dx = x° + x, teise

integraali peame aga osamurdudeks lahutama. Nimetaja tegureiks
lahutamisel arvestame, et nimetaja nullkohtade korrutis on 24,
seega taisarvuliste nullkohtadena voivad tulla kdne alla ¥1,
2, ¥3 %4 %6, Esimesed neist ilmselt ei sobi, jargnevaid aga
kontrollime Horneri skeemi abil:

: ar (e ehp T
4 g g -2 =k
9 1 0 -2 =28 Seega 2 ei ole nimetaja nullkoht.

1 =1 <2 =4 =24
=2 -2 6 -8 24
1 =3 4 =12 0 Seega -2 on nimetaja nullkoht.

1 =3 & =12
3 2.0 99
< S 0 Seega 3 on nullkoht.

15



Teguril x° + 4 ei ole reaalseid nullkohti, mille tottu

-x - 2P - dx - 28 = (X + 2) (x = 3)(x" ¢+ 8).
Lahutame jagamisel saadud murdratsionaalse funktsiooni osa-
murdudeks ja maarame kordajad:

11x2-10x°+41x=70 _ _ 4 B

+ +
x*xP-2x% ux-24 x+2 x-3

D
+ 4

Nlﬂ'

= Alx ~ 3)(x® + 4) + B(x + 2)(x° & #)+(Cx + D)(x° -~ x - 6) :
(x # 2)(x - 3)(x° + &)
Kuna kaks nullkohta on reaalsed, kasutame vorduses
11x” - 10x° 4 #1x = 70 = A(x = 3)(x° + &) + B(x + 2)(x° + &)+

+ (Cx + D)(x2 - X - 6) tundmatute A, B, C, D maaramiseks te-
ma samssust iga x vaartuse puhul. Kui x = 3, saame

65B = 1127 = 109 + 41°3 = 70,
* B =4,
Kui x = -2, sasme =40A = -88-40-82-70,
A=17.
Kui x = O, sasme =124 + 8B - 6D = =70.
D = -3,
Kui x = 1 (voi.malik lihtsaim vaartus parast eelnevaid),
siis ~-10A + 15B - -6D=-28, C =0,

= A .
Seega teine integraal on j - ax + =3 ax +

j—E}—dx ‘71n(x+2)+41n(x-5)+§arctan-§+0,

x= + 4

JaI=!2+I+ln(x+2)7(!-3)4+garctan§+0.

§ 8. Monede irratsionaalsete funktsioonide intgroernine

Fpnamik irratsionaalseid funktsioone ei 1nte51'-eeru ele-
mentaarfunktsioonides. Allpool esitatakse mOned liitfunktsi-
oonid, millede valine funktsioon on ratsionaalne, sisemine

aga irratsionasalne ja mis integreeruvad elementaarfunktsioo-
nides.

16



Siin ja edaspidi tshistatakse ratsionaslseid funktsioco-
ne tahega R: seega R(Y X) tahendsb funktsiooni, kus sise-
mise funktsiooniga 'f; sooritatakse ainult ratsionaalseid ten-
teid.

. m z
1 fma P M.
Olgu k murdude 2 ,..., : £ Ghine nimetaja. Kasutades

asendust x = t° ja dx = Kkt 'dt selgub, et integreeritav

avaldis on argumendi t ratsionaslne funktsicon, sest mautu-
ja x iga murruline aste avaldub muutuja + talsastmena.

2
Sama kehtib ka integraali R [x, (¢ d)’“,

o

: r
+ by8
ceey (&) ]dx kohta, kui asendad. %:—;—a = t .

o X = 1 ,x - ?
Naide. I = IIF dxa‘;(—x—i) dx.  Asendame
_ 2 6t dt
!;lst,IOOSI x‘:ZE jadx=(1-t2)2
. 1"’2”‘5“41::2]—2"2 dt=zj(—1+ 1yat =
3(1 - t9) 1-t 1-82

tepecnnidE oy
=2(-t+ in m—’qg-a = +C=
b 4

sln—{_—:ﬁ- "+c.

Jl‘i(x,'{akx§ + bx + c)ax.
'l‘eisendame juuritava avaldise kujule ax2+bx+c-a(x¢2—)‘+
+ (¢ - ).
vass b2 2 - o,
‘!“ahiatadea niiid ¢ - 3= = 8%, v0ib esineda iiks kolmest

voimalusest:

17 :



I. Kui a)o0, siis 'Juxa +bx +c =-Ja(x + %;)2 +m =

b m '
= So5§ @esenduse X + 3= = -~ tan t abil, millest

d
ugﬁcost

II. Kui a >0, siis -Jaxz +bx +c =-Ja(x+%a-)2 o

=m tan t asenduse X + bz s =B abil, millest
-‘:cos t
Ao sint 4t
a coazt

ITI. RKui a0, siis ax2+bx+c= n° - a(xb)za
*2a

= m cos t asenduse X + l’; = ~2= gin t abil, millest

dx = 2= cos t dt.

Va

EKOigil kolmel juhtumil teisendub irratsionaalne avaldis
Ja integreeritav funktsioon tervikuna ratsionaalseks avaldi-
seks argumentidest sin x, cos x ja tam x.

Naide.
- [=xax i
7-x2-6x-5

Teisendame ruuttrinoomi kujule

“2P6x-5 = ~(x46x + 9 = 9 + 5) = - [(@3)24] = & - (3)?
Vastavalt juhtumile III asendame X + 3 = 2 sin ¢,

dx = 2 cos t dt.

Seega I =I (2sin ta:'oz)ic“ 4% L 2008 t-3tsca

e 2-J1 B i -{-xz-sx-s -3arcsin "—3—1 .

18



§ 9. MOnede trigonomeetriliste funktsioonide integreerimine

5 j R (sin x, cos x, tan x) dx.

Kasutades asendust tan% = t, millest x = 2 arctan t,

teisendub :l.ni;egreeritav avaldis ratsionaalseks, sest

X X x
a) 28in 3 cos 3 2tan 3 =
sin x = > :

TEEES————————— R -
cos %o-sinzg 1+tm2§ 1+ ¢

2

b) cosaf—sinag 1-tan2§ 1 =%
Co8 X = e 2x= 2x= 29
2 2 1 1+ ¢
cos 2+sin > 1 + tan >
8in x _ 2t
P Eiens 1w
£ dt
Jja d)2=arctant, dx=21*t2-
2 dt
HE;de. dx = 1+ &
5~-48inx+ 3co8x 5.4, 2t +5.1-§2
1482 1482

- j 2 at - I n . j it
5.4 5t° - 8t 43 - 3t° ¥4t + 4 (8-2)2

+ C= 3

X
2-% 2tan2

+ C.

2. IR(sinax, cosax, sin x cos x, tan x) dx.
Integreeritav avaldis teisendub ratsionaalseks asenduse-
ga tan x = t, sest

%: 1 = 1 »
R e A
b) 8in’x = cos°x tan’x = ——?—2 .

. 1+ ¢
t

¢) 8in x cos x =ﬁ§ ja
+

19



d) x = arctan t: ,dxs-L:z.
1+

n&“ d -I = dx = I dx =>
) J tan x cos 2x tan x(co?; - 8inx) :

rJ‘?,j

i+ b

5 -

win rte

at =JA B ¢ ot
(1 - )1 + 8) - Grr1 e

Kordajate maaramiseks saame samasuse

1
t(1=t) (1+%)

’%*Tg?”l%f , millest

1 = A(1=t2)+B(t+52)4C(t~2).
2B: Bad s
2

Kui t =1, 1
1
k\lit:-", 1 = =203 03-51

kui t = O, 1

]
¢

Seega I = 1n ¢

% 1n(1 - ¢) - % In(1+%t)+1lncs=

il SR oy S RRX 1 S MRE
,{1 - $ \]1 - kamtor Veos 2x
3, Jeos'x sin®™x ax. g :

&) EKui vahemalt Uks taisarvudest m voi n on positiiv-
ne ja paaritu, naiteks n = 2k + 1, teisendatakse integreeri-
tav funktsioon summakss

coa™ ainak'mx = cos'&(sinzx)kainx = cos™x(1 - coaax)klin =

mille liksikud liikmed kujutavad endast parast sulgude ava-
mist otseselt integreeritavaid funktsioome (vt. § 4, a).

Naide. J' sindx 5. _ Ig‘l - cos®x) sin x g

cos X co8s X
= | (oos™x o1n x - cos2x s1n x)ax = ees— sos’’x
1 1

> 500.3! cos X

+ Co



b) Kui mOlemad arvud m ja n on positiivsed paarisarvud
(voi ks neist on null), asendatakse

cos®x = cosEx (cosax)k ;-(m;M)k

sin®x = ainzrx

1 - cos 2x.\r
=5 )
se sulud. Saadud avaldise liikmete edasine teisendamine toi-
mub jallegi kaesoleva punkti juhise a voéi b jargi. :

_ xiide. jcossx il ax s J (deeos 22,3 1= co8 2% 4 .

= %3 J (1 + 2cos 2x - 200352x - cos“&) dx =

, misjarel avatak-

43 J [1 + 2cos 2x - 2(1 - sin®2x) eos 2x - (——_—1*";5 4")%,_

2
1 250 + 2 ¢ . _ cosThxy,
=16] (2+sin2x 2 cos 2x - cos 4x 3 Jix =
3

cd [ o= _sinax 2 :
=g [4x+ B - B (1+c098x)dx]..
T By sinzzx_sin 4x _ sin 8x

=71g (g + i 4 e A

¢) Kui uks taisarvudest m v0i n on positiivne paaris-

arv ja teine negatiivne, tuleb avaldist S:L—E dx voi
sin

2p v
j'_s;g__x dx ositi integreerida valides
cos =
dv = £08.X% gx v5i av = SMB.X 5y,

sin cos
: sin’x
Naide. dx = I
lcoa x
Valime u = sin x: du = cos x dx, ja dv = _____sin3x ax .
cos’x
1
vs= —2-‘ .
2 cosXx
‘ dx sin x | x &
Seega I=LTnx _I____z_cosx - - 5 1n | tan(3g)|+c.
. 2 cos'x 2 cos'x 2008’4 e | ?“Si



d) Kui mélemad arvud m ja n on negatiivsed (v8i  lks
neist on null), on ménikord véimalik avaldist | 94X

: sin™x cos™x
lihtsustada samuti ositi integreerimise teel.
l’“;do. I
= I.
sinix cosax
‘Valime

u = ain'Bx, du = -3 sin~*x cos x dx,

dv = coa-zx dx, v = tan x.
Seega 1-taax, 5 j fan x cos X 4. -
linsx sin‘x
. =
a:lnzx cos X x;in3

Tihti aitab negatiivsete a astmenaitajate puhul avaldist
lihtsustada lugeja (arvu 1) asendamine avaldisega ain2x+coaax,
nagu naitekss

dx =I sin’x + coszx I s x eoszx

sin’x 51n3x sinx
alnt&n'-x-l Imdxa
2 sinzx sin®x
1 Xl 1 p 4
=1ntan|¥| --S00 X --1ntan|-=-1ntan—-9-l—1-,
2 28in®x 2 2' 2 2 28in’x

2
kus avaldise °°°3: integreerimine toimub analoogiliselt
8in

naitega punktist c.

Seega I=——1—+§ 1n tan !_lﬂ_x’c.
sinzxeoax g Zninzx

4, Iainkxcos mx dx, Isinkxs:lnnxd.x voi

jcos kx cos mx dx.
Korrutised toisendatakse trigonomeetria valemite abil
funktsioonide summaks v3i vaheks:
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sin kx cos mx -% [’lin(k - m)x + sin(k + n)x] 3
sin kx sin mx a% [coa(k - m)x - cos(k + n)x] g

cos kx cos mx :% [eos(k-i) + cos(k + l)x].

Naide.
j sin(2x - !) cos(3x + 5 x)elx =

= 1 I - -“ - - - - .-I ..’t =
‘ sin(2x >x ) + sin(2x + 3x + I)]dx
= _l E 2. .—I: =
j sin(x + t) + 8in(5x + )] dx

5x + —
:'% [cos(x-r%—z-f)-c“ b i¢c.

§ 10. Ratsionasalselt eksponentfunktsioonidest sdltuva aval-

dise integreerimine

Kui integreeritav funktsioon kujutab endast ratsionaal-

set avaldist eu, obx,..., o= suhtes, sobib asendus

exst, dx:%—t,

bx

ningsoosa o"xxt', B :tb,..., en

= 5,

Néide. I

: I _dt 5 I ik
e=s o - 2 (6% & = 20t (1) (be2)E

] I o t . 2 j-—-i— = 3 ln (1) + 2 1n(t+2)q.m.t+c.
o |
53

in (e -1)+gln(e +2)-§+c.
Kordajate arvutamiseks (vt. § 7) saame samasuses

—1 . A LB R
(t=1)(t+2)8 &1

A(t + 2)t + B(t = 1)t + C(t - 1)(t + 2) =« 13

- 23



»

kui t = 0, siis -2 =1, C =~

=
o

kui t =1, siis 3A =1, A=

o= Wi

kui t = -2, siis 6B = 1, B =

§ 11. Naiteid integraalidest, mis ei avaldu elementaar-

funktsioonides

Nagu juba § 8 oli margitud, ei integreeru enamik ir-
ratsionaalseid funktsioone elementaarfunktsioonides. Sama
kehtib suurel maaral trigonomeetriliste ja teiste  transt-
sendentsete funktsioonide kohta, eriti aga nende jagatiste
kohta astmefunktsiooniga. See ei tahenda muidugi, et neid
inbegraale ei saaks avaldéda, seda enam, et nad sageli esi-
nevad mitmesugustes rakendustes. Siin lihtsalt elementaar-
funktsioonide klass osutub liiga kitsaks ja meil tuleb ka-
sutusele vOtta uusi mitteelementaarseid funktsioone. Nende
funktsioonide kohta on koostatud tabelid ja laialdaselt
uuritud nende omadusi. Allpool esitame moned naited sellis-
test funktsioonidest,

1)[%—’6:

si x - integraalsiinus,

2) I 225—5 dx = ci x - integraalkoosinus,
oX
3) j 3 dx = Ei x - integraal-eksponentfunktsioon,
dx
—— = 1i X - integraallogaritm [ kus 11 x = Ei(1nx)f,

j dx 4) (x) - Gaussi funktsioon,

I = F(k,®)
-k sin Y elliptilised

int 1id.
?2) H1-k2s1n2'f af = B(k, Q) ooy
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]  Sageli on voimalik kindlaks teha; kas antud funktsioon
avaldub elementaarfunktsioonides voi mitte, rakendades TSe-
boSevi teoreemi:

Teoreem Diferentsiaalbinoom x"(a+bx?)P on integ-
reeruv elementaarfunktsioonides ratsionaslsete my, n ja p
puhul, juhul kui

1) p on taisarv,

2) & on taisarv (asendus a + - tr, kus r on murru

P nimeta;ja) ja
3) ""1 + p on taisarv (asendus s+

Naide.
I“sin £ .dx s I,
Kasutame asendusi § 9 p.1, kus sin x = 2% ja dx = Zd; a
1+t2 Ladd
seega I = % . - 2'{? t (1+t )- 2dt.
1+t 1 + &
Integreeritav avaldis on diferentsiselbinoom, kus
m= % , D=2 jap =~ g . Seega TSebddevi teoreemi  jargi
2e1 3 m+ 1 TS T ].,"‘—‘
g ja P egEeg 28 8in x dx ei avaldu

elementaarfunktsioonides.

Kordamiskusimusi

)
1. Kas on mdistlik integraalis [ = - & lahutada
4 (x41)

integreeritav funktsioon osamurdudeks? Milline asemdus voi-
maldab seda funktsiooni kohe liikmeti integreerida?

2. Kuidas integraalis ud-x lahutada integreeritav
X + 4

funktsioon osamurdudeks?



3. Mida tuleb kéigepealt teha integraali I ‘z—"ﬁ- ax’

;
avaldamiseks? ¥

4, Milline on uUks polunoomi nullkohtadest, kui tema
kcrdajate summa on null?

5. Kas on véimalik avaldada integraali ‘H 20x-2x°-51 dx?

Miks?
X . 2x
6. Kas integraal e e~ dx on avaldatav elemen-
e +
taarfunktsioonides? -
7. Millise vottega on avaldatav integraal j dx ‘;
sinzx cos2x

8. Milliste m vaartuste puhul avaldub 1ntegraa1‘J
elementaarfunktsioonides? 14x° .

9. Tuletada valem integraali I = j dx_ (n)2) aval-
i
= kaudu. s

demiseks integraali I _

»

MEXRATUD INTEGRAAL

§ 1. Masratud integraali mdistega seotud ulesandeid

a. Kdvertrapetsi pindala

Elementaarmatemaatika ei suuda anda meetodeid tasapinna-
liste kujundite pindalade arvutamiseks, kui kujund kas voi
osaliselt on piiratud mingi kdveraga. Tési kull, elementaar-
matemaatikas kasitletakse ringi ja tema osade pindalade ar-
vutamist, kuid seda tehakse korgema matemaatika meetodite- 4
abil, piirvaartuse mdiste kasutamisega.

Vaatleme kovertrapetsi pindala arvutamise vdimalusi.

Definitsioon, Kdvertrapetsiks nimetatakse
tzsapinnalist kujundit, mis on piiratud abats}aateljo, kahe
sirge X = a Ja x = b ning kdveraga y = £(x) .

- * Funktsioon f£(x) on iihene ja pidev.
26



Pindala arvutamiseks jaotame 13igu [a,b] n osavehemi-
kuks & x, = X5=X4 a X, = x3- Xy eeey

) Xy = X4 = X4y ecey s X,= X 4~ X, vabalt valitud punk-
tide a = Xys Xpgeees Xy, b= x, 4 abil (joon. 1). Fuud on

osavahemikes véimalik mitmel viisil moodustada ristkulikuid,
millede pindalade summa ligikeudu vi'l;lendeb kovertrapetsi -
pindala. Naiteks vOib iga osavahemikku moodustada ristkuliku
alusega A Xy, BXp5eeey A X4, o0vy BX Ja kérgusega f£(x,),

£(X5)y eoey f(xi), eeey E(x,).

)

y=f()
/ 7/
7/

x3 -'iti.’iﬂ iIn L= b

Rllnn

n

£
o
®

Joon. 1.

Nende ristkulikute pindalade summa (joon. 1 viirutatud
n

ela) 8 = 121 £(x;) 8 x; vordub ligikeudu kévertrapetsi
=

pindalaga, sest olenevalt kovera kujust, voib teatav hulk
ristiilikuid olla pindalalt vaiksemad vastavatest osa-kdver-
trapetseist (vahemiku algus- _ja 10pposa joonisel 1), teine
osa aga suuremad (sams vahemiku keskosa).

Kuid ristkulikute kdrguseks voib valida ka iga osavahe-
miku 10ppordinaadi £(x,), f(xB), ceny B(Xg )y ooey £(xp )5
sel juhul on nende pindalade summa

8y = é f(xi+1)(xi+1'xi)
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(joonisel 1 jameda joonega piiratud ala), mis samuti ligi-
kaudu vastab kdvertrapetsi pindalale, kuigi S, # 8 .

Lopuks voib igas osavahemikus vabalt valida punkti
§1. §2' iy t greces §n ja moodustada ristkulikud korgu-

sega f( §1), f(ta), seeh t(ti), iy f(kn) (joon. 1 on

naidatud kahekordselt viirutatuna ainult uks selline ristku-

lik alusega A xi). Ka nende x:j.stkﬁlikute pindalade summa
n £ 5

S, = Z f(/f 1) A x; vastab teatava tapsusega kdvertrapet-
=1

si pindalale.

Olenevalt kdvera kujust valjendab igaﬁks neist summadest
seda tapsemalt kovertrapetsi pindala, mida suurem on osavahe-
mike arv n ja mida vaiksem i g a osavahemiku pikkus Axi.
On ilmne, et kui osavehemike arvu jarjest suurendada, ligine-
vad kdik need summad uhele ja samale suurusele, milleks on
kovertrapetsi pindala vgl;jendav arv.

Definitsioon. Koveraga y = f£(x) piiratud
kovertrapetsi pindalaks S nimetatakse piirvg"artust, millele
ligineb selle kovera pdhjal konstrueeritud n ristkulikust koos-
neva kujundi pindala‘ kui ristkulikute (osavahemike) arvu
1dpmatult suurendada s 3

S=1im S =1im 2. £(§f,)Ax,, kus x <#(x :
n i v fi i IS (i iv

n»00
Kuigi me oleme eespool pahjal:lkult tutvunud funktsiooni- .
de piirvaartuste arvutamisega, ei tule me toime uut tuupi

muutuva suuruse piirvédidrtusega
n
lim S_ = 1lim ; O 8. YAy L
nso =2 n+0 i= §i 1
Seda laadi piirvz?artuaed ei teki aga ainult pindalade
probleemi puhul.

3 Tingimusele n-»o0 kaasneb, et suurim osavahemikest
Axs-)O, s.t. osavahemike arvu suurenemine toimub kogs iga
ogavahemiku pikkusg¢ lahenemisega nulljle. Seega on valistatud
vgimalus, et .n lopmatul kasvamisel uhe osavahemiku pikkus
jaaks konstantseks.
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b Poo

Liikugu mingi keha sirgjooneliselt punktist M punkti N
muutuva jou 3 toimel, mille projektsioon tee s suunale ol-
gu P = f£(s). Tehtud t00 arvutamine elementaarmatemaatika va-
henditega ei ole voimalik, sest joukomponent P muutub pide~
valt teepikkuse s muutumisel.

T60 ligikaudseks arvutamiseks jaotame teepikkuse 8 osa-
deks As,, As,, «cs,4s,, ..., B s, ja maarame jou 'P'i
iga osavahemiku mingis punktis 6 i kus juures sy £ ‘1‘°1+1
(joon. 2).

S &80 - S 6 S S 6n Seey
o AT o B AR b
.R—S‘ 85, 21 ASe
Joon. 2.

Lugedes jou Py = b 4 ¢ G‘i) iga osavahemiku ulatuses kons~

tantseks, vOrdub kogu liikumisel tehtud t66 ligikaudu suuru-

sega
n

s J T,
i=1

kusjuures A  vastab seda tapsemalt tegelikult tehtud toole
A, mida suurem on osavahemike A s; arv n, s.o. mida vaik~
sem on jou P, muutumine osavahemiku ulatuses. Jallegi vdib
loogiliselt jareldada, et tehtud tGo tapseks vaartuseks tu-
leb lugeda n

A=1lin A = lin 2_ £(€,)As,.

n-»co n*oc0 i=1

Viimane avaldis kui matemaatiline probleem ei erine mil-
legi poolest eelmises punktis saadud S avaldisest. Kuna sa-
masugused piirvaartused tekivad veel paljude oluliste geo-

meetriliste ja fuusikaliste probleemide uurimisel, tuleb
piirvaartus

lim i (L. )AX

n=+00 i=1 }i i

defineerida uue matemaatilise moistena.

29



§ 2. Maaratud integraali definitsioon ja omadusi

Olgu funktsioon £(x) pidev 18igul a{x&£b. Votame entud
16igul a{x4b suvalised punktid X, nii, et & = x,{x,&...
IR E X & T aTe (*n<‘n+1 = b. Sellega jaotub antud 10ik
osavahemikeks pikkusega

Ax, = x,-x,, Ax, = Ay em Xy, coayAXy = ii+1 = Xgy ees

eney A X, =X, q = %o Votame igas osavahemikus suvalise punk-
61§, mil, et x; & };$x;,q» arvutame funktsiooni vaarvuse
£(f4) ja moodustame korrutise £( }i)A x,. K3igi sellise n
korrutise sumnat I, = £(},)8x, nimetatakse funkt-

siooni £(x) integraalsummaks 13igul [ a,b].

i s T 08 G e ;a i 0o ¢cn. EKui eksisteeridb integraalsum-
ma I, piirvaartus suurima osavahemiku pikkuse & A lahenemi-

sel nullile (kusjuures n-»w )

I=1m I, = lim i £( ti)Axi,
ax =0 Ax >0 i=1

siis seda piirvaartust nimetatakse funktsiooni f(x) maaratud
integraalike 13igul [a,b].
Maaratud integraali tahiseks on

e s j y |
I i (x) dax sz-:: Z: .« 4 §1)Axi,
kus £(x) nimetatakse integreeritavaks funktsiooniks (inte-
grandiks), x integreerimismuutujsks, f(x)dx integreeritavaks
avaldiseks, a alumiseks ja b ulemiseks rajaks, ning 10iku
[a, b] integreerimisvahemikuks.

Kui £(x) on pidev 13igul afx$b, siis on olemas maa-
ratud integraal f£(x)dx.

Seega on masratud integraal mingi kindel arv, mis e i
86ltu integreerimismuutugja ta-

hises t, vaid ainult rajadest ning integreeritavast funkt-
sioonist.

30



I= } £(x)dx = } f(s)ds = oo = 3 f£(t)at.

a a
Maaratud integraali omadusit:

1. Maaratud integraal 13pliku arvu funktsioonide  sum-
mast vordub nende funktsioonide maaratud integraalide summa-

ga:
j[u(x) + ¥(X)+...42(x)] dx = ] u(x)dx + ] v(x)dx+...
a a

-

csot I z(x)dx {1

T3 es tus., Maaratud integraali definitsiooni jargi
}[u(xh V(X)4eoot s(x)]dx = 11- g[u( fi)q»v( ti)-ﬁ-...
"“"(fi) ]Axi = lin i n(§i)Ax1 + 11- t v(§i)Ax @ des

eeet lim z(}i)A x; = I u(x)dx + v(X)Axt.. .4 J z(x)dx.

n-s-oo'y
a a

2, Integreeritava funktsiooni konstantse kordaja vdib
tuua integraali margi ette.

TOestuseks loeme vorduses (1), et u = Vv =...=2
(vordsete funktsioonide arv on k), seega

I udx = k _[ udx.

Olgu margitud, et see kehtib ka juhul, kui k ei ole naturaal-
arv,

3. Kui mearatud integraalis vshetada omavahel ulemine
ja alumine raja, muutub ainult integraali ees olev mark:

} f(x)dx = ~ i £(x)dx.

by



a
Integraalis f f(x)dx on integreerimispiirkonna algus-
b
punktiks punkt b ja 10pp-punktiks punkt a, integraalis

b
| f(x)ax aga alguspunktiks a ja 13pp-punktiks b.
a

Seega, kui uhes integraalis on osavahemiku pikkus
Ax; = X, 4 - %20, siis teises integraalis tuleb sama vahe-
miku pikkuseks Ry x1+1< o, ti ar (‘f 1) on aga molemas

integraalis samade vﬁﬁrtustega. Seega on kummagi integraali -
integraalsummad teineteise vastandarvud, jarelikult on ka
nende piirvaartused ehk maaratud integraalid teineteise vas—
tandarvud.
Jareldus. Vordsete rajadega maaratud integraal
vordub nulliga. a
Teoreemi jargi j f(x)dx = - I £{x)ax; s.o.
a a

[+

a a
2 | zx)ax = o, J £(x)dx = O.
a a

4, Kui integreerimisvahemik jaotada kaheks osaks [a, cl
ja [c, b), siis kehtib vordus

b c b 2
j f(x)dx = J £(x)dx + J £(x)ax.
a a c

TOestuseks juhul a<c<b tarvitseb vaid in-
tegraalsumma valja kirjutada kujul

i f(}i)Axi = i f(fi)z\xi + _f_ £( }j)ij,

i=1 i=1 J:k-lii
kus punktid X;, XpyeesyXgyecsy X, kuuluvad 13iku[a, cl,aga
PUNKEId Xy qyeeey Xypeeey Xy 18iku[c, b], jatle minna
piirvaartusele tingimusel k—00 ja n (samuti Ax;0 ja
A xj—-)O).
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Peatume ligemalt ainult juhul, kui ¢ ei kuulu 138iku
[a, 6], ja naitame, et 4. omadus kehtib ka sel juhul.

Olgu a<b<{c, seega

b c
T'  f(x)dx = j £(x)dx + j f£(x)ax, siis
b

av\.. a
b » c . 3
I £(x)dx = f £(x)dx - J f(x)dx = j f£(x)ax + ; £(x)dx.
a a b a c

5. Kui a{x€b ja integreeritav funktsioon ei muuda
integreerimisvahemikus marki, on masratud  integraalil
b
J £(x)dx sama mark mis integreeritaval funktsioonilgi.
a
Tdestus. Rajade a{ b puhul on osavahemikud & x;

alati positiivsed. Seega on korrutis f(t 4)84x, sama mar-

gige kui f(ti), sama kehtib ka nende korrutiste summa I,

ja selle piirvaartuse I (s.o. maaratud integraali) kohta.

§ 3. Masratud integraali hindamine

Teoreem: Kui m ja M on vastavalt funktsiooni f(x)
vahim ja suurim vaartus 10igul ag&x€b, siis
u(b-a) £ ] £(x)dx € M(b-a).
a
TGoes tus. Etvastavalt teoreemi tingimustele:

M- f(x)20 ja mn-f(x)<£ 0,
siis viienda omaduse pohjal

L
i [u-2x)] ax20 ja J [m - £(x)] ax<o.
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Esimese omaduse pohjal aga

b
I M dx - T £(x) ax30 ja T m dx - 3f(x)dx$0, millest
a a a a

B

b
on nsha, et Indx $j £(x) dax ‘zldx ehk
a a

B
0 by, &
[
£ Sy, TT

ax £ f(x)ax M¢) ax.
Et
b
jdx: lim Axi=b-a, siis
a axg?0 T
b

m(b-a) £ I £(x)dx £ M(b-a).
a

kdvertrapetsi aABCDb pindala

Eriti lihtne on toodud tepreemi geomeetriline tolgendus:
i f£(x)dx ei ole suurem rist-

kuliku aEFb pindalast M(b-a) ega vaiksem ristkuliku aGHb
pindalast =m(b-a) (joon.3).

4

i’ Joon. 3.



§ 4. Integraalarvutuse keskvaartusteoreem

Kui f£(x) on pidev 13igul [a,b], siis leidub sellel 13i-
sulniiaugnnearvt,ota‘t £ b ja
b

j £(x)ax = :(} )(b-a).

a
T3 es tus. Eelmise teoreemi pohjal

b %
J £(x)dx jf(x)dx
m g '—:—_—;—— (§'N L(:-_al— =M

Bt m { M €M ja £(x) on pidev 13igul [ a,b], siis peadb £(x)
1abima koik vaartused m ja M vahel, sealjuures ka vaartuse
ge,.iLeidku see aset punktis x = E . s.o./ﬂ = £( E), mille
arg

b
| eeoax - 2(f)(o-a).
a

Ka keskvaartusteoreemil on ilmekas geomeetriline in-
terpretatsioon (joon.4). Punkt § tuleb nii valida, et temale
vastav ordinaat oleks ristkuliki aDEb selliseks kdrguseks,
mille puhul ristkuliku pindala vérdub kdvertrapetsi  aABCh
pindalaga, s.0. mille puhul "araldigatud™ osa pindala 8,
vordub "juurdetuleva™ osa pindalaga Sy.

1

Ao

Joon. 4.
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§ 5. Msaratud integraali tuletis Ulemise raja jargi

Maarastud integraasli definitsiooni ja tema geomeetrilise
tahenduse jargi on selge, et integraali vaartus séltub ra-
jade valikust. Seega integraal

b 4
J £(t)as,
a

kus tulemiseks rajaks on muutuv suurus x, on selle muutuja
funktsioon x
I(x) sJ' £(t)dt.
a

Selguse mottes tahistame siin integreerimismuutuja t-ga,
et seda mitte ara segada Ulemise raja tahisega x.

T e ore e m Maaratud integraali tuletis tema ulemise
raja jargi vordub integreeritava funktsiooniga.

T3 e s tus. Andes sdltumatule mutujale x juurdekasvu
A x, on funktsiooni I(x) juurdekasv

X+A X
BI = I(x+AX) - I(x) = J £(t)at - j £()at =
a a
a X+ AX X+AX
> J £(t)at + f £()dt = J £(t)dt.
X a b 4

Rakendades keskvaartusteoreemi saame
I= f(} )[(x+8x) - x]) = f(k)Ax, kus x s}snAx.
Tuletise definitsiooni pdhjal saame

I'(x) = 1n2I. 15a £(§) = £(x), sest kui & x=0,
ax*0 8T Ax90

siis t > x.



§ 6. Newton-Leibnizi valem

Teoreemes Kui integreeritav funktsioon on pidev
integreerimisvahemikus ag{ x£b, vordub maaratud integraal
integreeritava funktsiooni mistahes algfunktsiooni vaartuste
vahega Ulemise ja alumise raja kohal, s.o.

b &
J £/x)dx = F(b) - F(a), kus F'(x) = £(x).
a

T Ges tus, Vastavalt eeldusele on F(x) funktsiooni
£(x) algfunktsioon. Kuid eelmise teoreemi pohjal on ka
x
j £(t)dt funktsiooni f£(x) algfunktsioon ja erineb seega

a
funktsioonist F(x) suvalise konstandi C vorra.

x
j £(x)ax = ¥(x) + 6.
a

Kui x = a, siis j £(x) dx = F(a) + ¢ = O,
a

seega F(a) + C = 0, millest
x
C = -F(a), ja I £(x)dx = f?;) - F(a).

Olgu nuud x = b, siis i £(x)dx = F(b) - F(a).
a

Markus 1.
Newton-Leibnizi valemit margitakse luhendatud kujul

ka alljargnevalt:
b b

j £(x) dx = F(x) :
a
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Markus 2.
Kui F'(x) = £(x), siis F(x) + ¢ = I £(x)dx.

b
Bt (F(x) + ¢) = (F(b)+c) - (F(a)+c) =
a
b
= F(b)+c-F(a) - ¢ = F(b)=F(a) = j f(x)ax,
a
b : b
siis I f(x)ax = Jf(x)d.x B
a a

§ 7. Maaratud integraali arvutamine ositi ja asendusvottega

I. Ositi integreerimise valemi Iudv = uv —Jvdu pohjal
on vorduse parem pool integreeritava funktsiooni Uheks alg-
funktsiooniks ja seega kehtib vordus: y

b b b b
fudv:(uv-vdu) = uv -jvdu.
a a a a

Jarelikult ei pruugi ositi integreerimist viia uldkujul
10puni ja siis asendada x rajade a ja b-ga, vaid avaldise
paremal poolel voib vahendatavas kohe teha sama asenduse.

e2 ’
Naide. J x 1n x dx arvutamiseks valime
e -~
r-4
w lu X ja 4y = x 4x, ;jarelikult du=g-—x Jav:-’zc—.
e2 >
Seega Jxlnxdx:%- j x_.d_g =
e e 2 &
_ilnez_ﬁlne_l.x_a ' -04-£-£+2§_
T 2 92 % R ¥
& -
e 2
= = -1).
3 (3 )



II. Teoreem Kui funktsioonid x =@ (t), ¢ '(%)
ja £[¢ (+)] on pidevad 13igul [ t,, t,] ja a = € (t;) ning
= ¥ (t,), kehtib vordus

b tz
j £(x) dx = f £ ()] '(v) at.
a t1 X

Toestus., Olgn F(x) funktsiooni f£(x) algfunktsioon,
jf(x)dx = P(x) +c, siis

fele ¢ ®ae = 2L )] + .

b
Seega j £(x)dx = F(b) - F(a)
a
ty :
ja samuti I L€ ()] < '(t)at = F[‘f (ta)] ~ P[‘f (t1)]=
: ¥4 = F(b) - F(a).

Niisiis maaratud integraali puhul parast muutuja asen- ™

damist ja integraali avaldamist ei pruugi saadud avaldist
uuesti teisendada esialgse muutuja funktsiooniks, vaid sel-
lesse avaldisse voib vahetult asetsda rajad t, ja t,, mis
kujutavad endast vorrandite a = € (t) ja b = ¢ (t) lahendeid.

Tihti on otstarbekam kasutada asendust t = Y'(x), nagu
oli largitud ka maaramata integraali puhul. Uued rajad saa-
dakse vahetult asendustegas

t1 =*(a) Ja tz = Y(b).

Asendus t = 4 (x) on iuhatav, kui fuhktsioonr (x). on
vahemikus (a,b) monotoonne ja tema tuletis ei vdrdu vahemiku
theski punktis nulliga.

2
Naide. Integraali I x° dx arvutamine asendusega =x
-1

annsb vale tulemuse:
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W

2 dt 9 t 3
: = ¢ ————m = s = == (8-1) =
l X "dx j t % 3 ( )
2

sest punktis X = O on funktsiooni t tuletis null, samuti ei
ole t = x° vahemikus (-1,2) monotoonne. Oige on 1digu [-1,2)
jaotemine kaheks osaks [-1,0] ja [0,2], kus need nduded
on taidetud:

2 0
I x° ax = j x° ax + J x2dx = J g(- 2t ’ + I g d”
-1 0 1

='% -! ¥t at + .I i3

Muidugi on naide mdeldud illustratsioonina, sest muutu-
Jja vahetuseks ei ole siin mingit tarvidust, kuna

2 2
j xzdx = x—j T
&
> -1 -1

§ 8. Paratud integraalid

Maaratud integraali puhul eeldasime, et integreerimisva-
hemik [a, b] on 13plik ja funktsioon £(x) on pidev 15igul
[a, b). Teatavatel tingimustel voib nendest nduetest vabane-
da, defineerides paratu integraali mdiste, mis on maaratud
integraali uldistuseks. Paratuid integrasle on ksht liikis
integraalid katkevast funktsioonist ja 1opmatute rajadega in-
tegraalid.

Io TR CegrTraesl o katkevast
Fenkiagioontiast

Definitsioon. Kui integraalis I.f(x) dx
a
funktsioon f£(x) ei ole tdkestatud punkti b umbruses, kuid
40



eksisteerib piirvsgrtus lim f(x) dx, siis nimetatakse
k-b-
a

seda piirvaartust funktsiooni f(x) paratuks integraaliks 15i-
gul [a,b], S.0.

b k
I £(x) dx = 1lim £(x) dx.
a P -

Paratuks integraaliks nimetatakse samuti avaldist

b
j f(x) dx, kui funktsioon f£(Xx) on tOkestamata punkti a umb-
a
ruses, kuid eksisteerib piirvaartus lim Py 4%,  #.0.

k-»a+ k

b
J £(x) dx = lim ? £(x) dx.
k-»a+

a

Kui margitud piirvaartused eksisteerivad, siis oeldakse,

et integraal ? f(x)dx koondub, vastasel korral nimetatakse
a
integraali hajuvaks.

Juhul kui funktsioon on tOkestamata mdlema raja umbru-—
ses voi kui katkevuskoht on 1digu [a,b] sees, saab rakenda-
da eeltoodud definitsioone, jagades integreer imisvahemiku
osavahemikkudeks.

2
Naide. Integraali j 23X #2 4y ei saa arvutada naare-
-1 3",2 o
tud integraalina, sest punktis x = O funktsioon x 12 on

}J;E

tokestamata. Avaldame integraali kahe integraali summana ja
rakendame eeltoodud definitsioone:

? }z_aﬁgx:i 222 4., j 282 5 .
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k 4 g 8 4 e
= lim I (5x3+2x.3)dx+ lim I(5x3+2x 3)dx=
k-0~ 1 k-»0+ 4

L s X3
i AN s e 206 4 11-(3.1as+6-2-3» -6k
k=20 7 7 k=0 7

U5, 1152 6 -
7+7 +128185§0

II. Lopmatute rajadega inte g~
raestd

Definitsioon. EKui funktsioon f£(x) on pidev
vehemikus [, ® ) ja eksisteerib piirvaartus lim If(x)dx’
k- +00

siis nimetatakse seda piirvaartust funktsiooni f(x) p;ratuka
integraaliks vahemikus ra, ®) ning tahistatakse lﬁnbolisa

® k
! f(x)dx =h-];+1:> ! £{x) &x.

Paratuks integraaliks nimetatakse ka integraali

b
] f(x) dx = 1lim i £(x) dx, kui see piirvaartus eksis-
- k- -00 o

teerib, samuti ka aval’diat

+00 ¥, a - +@®
J £(x) ax = I £(x)dx + j £(x)dx,

- =

kui eksisteerivad mdlemad piirvaartused. Koigil neil juhtu-
del Geldakse, et vastav ldpmatu rajaga integraal koondub,.Kui
nimetatud piirvaartused ei eksisteeri, celdakse, et vastav
integraal hajub.



00 k
*
I Az _ lim I-SL= lim arctan k - 1im arctan n =
X 1422 < e 51”2 k% . s
+!=
2

Ngide 2. Integraalis é katkeb fhnktnioen-} alumi-

"I

se raja pubul, peale selle on ulemine raja ldpmatu. Seega saa-
me I ja II liiki paratute integraalide definitsioonide jargis

k
jd-‘ - j &.lin Ink-1tn nn=m,
k-»oo 2 k++00 n-*0+

integraal hajub.

§ 9. Maaratud integraali ligiksudne arvutamine

Nagu eelmise peatiki § 11 margitud, ej ole paljude trans-
tsendentsete ja irratsionaalsete funktsioonide maaramata in-
tegraalid avaldatavad elementaarfunktsioonides. Maaratud in-
tegraali arvutamisel voib sel juhul kasutada mitmesuguseid
ligikaudseid meetodeid, millede koikide ithiseks printsiibiks
on integreeritava funktsiooni asendamine mingi teise lihtsa-
ma, kuid antud vahemikus sellele funktsioonile lahedase funkt-
siooniga. Nii oma ideelt lihtsaimate kui ka ajalooliselt va-
nimatena esitame alljargnevalt kaks sellist meetodit.

1. Trapetsvalem

Eui j £(x)dx ei ole avaldatav elementaarfunktsioonides
v8i kui vastav algfunktsioon on arvutamiseks liiga keeruline,
asendatakse funktsiooni £(x) graafik murdjoonega, mis uhen~
dab 131gul[ a,b] ordinsatide f(x,), £(x,)000, £(x,) 15pp-
punkte (joom. 5). Kuna integreerimisvahemik [a, b) on jaota~
tud n vordseks osaks A x = b—;ﬁ , on igas osavahemikus tekki-
nud trapetsite pindaladekss
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£(x,) + £(x,)
R 2 bx,
2
flx.) » £(x)
A u 2. ax,
2
&
I(x. ) 4 £Cx
453 = 3 > 4 A x,
fi(x _1) - 20x 9
ASn__1 = 2 . a Ax,
f(xn) + f(xn+1)
Asn = > AX.

’u
TN

/

| o)
e
43¢
3 a4, a$,
031‘ “ ’3 t‘ # xn-a '-n ‘;KM‘ -
Joon. 5.
Nende trapetsite pindalade summa
8y = EX [2(x)e2e(x Y422(x5) +.u0t 268(x,)+2(x, 1))
1= 1 > 3 cee n n+1
b
on ligikaudu vordne kovertrapetsi S =j £(x)dx pindalaga.
a

Seega on maaratud integraali ligikaudseks vaartuseks
3 f(x)dx = %ﬁ [ f(x1 )+2_f(x2)+2f(x3)+. ok 2f(xn) + t(:l:!“1 )] £

o



2, Paraboolse kdvertrapetsi pindala

Arvutame parabooliga y = ax® + bx + ¢ piiratud kéver-
trapetsi pindala S 18igul [ 0,2h] (joon.6):

2h 28 g
s=J (ax2+bx+c)dx=a£+b’—‘—+cx =
3 2

0 0
8 .. 2 =
= = ah” + 2bh“ + 2¢ch =
3 4
=-§(8ah2+6bh+60). .

Moodustame summa S1=y°+4x +¥ o= \

=c + 4(ah®+bh4c)+4ah>+2bhsc =
= 8ah? + 6bh + 6c.

ho
Seega S = 334_ % ) v
= -% (T, + 434 + ¥2)- Iy A »
Joon. 6.

3. Simpsoni valem

Jaotame integraali J £(x)dx integreerimisvahemiku [a,b)
a
n osaks (n on paarisarv) ja kujutleme, et paarikaupa voetud
osavahemikele vastavaid kovertrapetseid ei piira mitte Joon
f£(x), vaid parabool, millega piiratud pinnatuki pindala ar-
vutamiseks tuletati 'a'sja valem. Seega joon. 7 kujutatud ko~
vertrapetsite pindalad avalduvad ligikaudu alljargnevalts

5, + szzﬂ; [ 2(xp) + a2(xy) + 2(x)],
S5 + 5, ~0X [ f(x3) + 40(x,) + f(xs)] 9

Sn—'l + S Py [f( 1) + 4f(§1) * I(x +1)] *
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(%)

Et aga kOvertrapetsite pindalade summa vordub
8 =845, + 33 +ecet S 4 + 5 =

2 [20xy) + 82Gee 200xg)0ener 200xy ) + 42CE,) + [
siis maaratud integraal vordub ligikaudu arvuga St

} £(x)axms 28 [ £0xy) o2 (xp) 428 (x5) 488 (2, )40 0 422(x, o) +
a

+ 4t(xn)+f(xh+1)] g
Seda valemit nimetataksegi Simpsoni valemiks.

Naide. Arvutada trapetsvalemi ja Simpsoni valemi abils
3
I= [ *-ex® 4 t8xP)ax.
= : g

Jagame integreerimisvahemilu -1§x<3 kaheksaks vord-
seks osaks (n=8) ning koostame tabeli, kus x tahendab abst-
sisstelje jaotuspunkte, y nendele jaotuspunktidele wvastavaid
ordinaate, k1 trapetsvalemi ja kz Simpsoni valemi kordajaid:



* y ky Ky k> k¥
-1 27 1 27 1 27
i g 1 ¢
-3 51—2 2 1 4 221

0, 0 2 0 2 0
i § 1

2 16 . s b N

1 1 2 22 2 22
2 1 v 1

2 [wd | 2 || s |

2 24 2 48 2 48

2 262 2 1 1067

2 16 7 o .
3 27 1 27 1 27

Summa 232,5 340

Et

T 3R . e TR TR WU |
». e ok et = T &

siis vordub otsitava integraali ligikaudne vaartus trapets-.
valemi jargi
’ I=252,5 ¢ % 258,12
ja Simpsoni valemi jargi
T 2340 - % =56,67.

Integraali tapne vaartus on

5

1=-’55--2x4+6x5 =3‘§‘1-162+.152+-;-+2+6=56,8.

-1

Nagu naeme, annab Simpsoni valem tunduvalt tapsema tule-
muse kui trapetsvalem. :

Peale siintoodute on veel suur hulk teisi tﬁpsemaid mee—
todeid maaratud integraali ligikaudseks arvutamiseks.
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Kordamiskusimusi

- 1. Kuidas saab integreerida funktsiooni, millel on in-

tegreerimisvahemikus huppekoht?

2. Milline on keskvaartusteoreemi geomeetriline tahendus?

3. Milliseid tingimusi peab t;1tma funktsioon, millega
asendatakse muutuja maaratud integraalis?

4, Kasutades muutujate vehetust, naidata, et
a
f(x)dx = 2 j f(x)dx, kui f(x) paarisfunktsioon, ja-
(o}

f(x)dx = 0, kui f(x) on paaritu funktsioon.

éﬁ———\@ ;‘ »

. 5. Missuguste k vaartuste puhul koondub paratu integraal

Sl g
"R
)

6. Missuguste k vaartuste puhul koondub paratu integraal

? g
! (b-x)k

7. Milline on paratu integraali koonduvuse vo0i hajuvuse
geomeetriline tahendus?

8. Millal annab trapetsvalem maaratud integraalile tap-
sema vaartuse: kas siis, kui integreeritav funktsioon on in-~
tegreerimisvahemikus monotoonne, voi siis, kui ta seda ei ole?

MZEAXRATUD INTEGRAALI RAKEN-
DUSI

§ 1. Tasapinnalise kujundi pindala

a) Kui £(x)3) O on pidev 15igul af{x€Db, siis joontega
= f(x), x=8, x=b jay=0 piliratud kujundi pindala,
nagu teada, on
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b
8= I f£(x)dx.
o )

Kui £(x)<€ 0, siis j £(x)ax< 0, mille tdttu
a

b
S = IJ f(x)dx |= 3 |f(x) dax I (joon.8a).
a

L
. e lr’.q

y=p C yr

a) . b)
Joon. 8.

Kui £(x) muudab marki punktis ¢, a{c<b (joon. 8b),

siis B

j £(x)dx

a

S = +

b
J f(X)dxl S
c

Naide. Arvutada pindala joone y = x° - 2x°> - 5x + 6 Ja
x-telje wvahel,
On ilmselt naha, et polunoomi iuheks nullkohaks on 1
(kordajate summa vordub nulliga). Seega
L}

(x5-2x2 - 5% + 6)8(x=1) = 2 -x-6= (x+2) (x~3),

millest naeme, et kdver 18ikub x-teljega punktides -2, 1 ja
30
Arvutame pindalss

2
8% j (x2-2x°-5x + 6)dx |+ I (x2-2x°~5%+6 )ax l %
-2 1
4 518 il 57 g 2
g & G ) o x__2x° _Oox = 6
= |5 3 > +6x_2+4 3 %+6x A %}4' 3_31%.
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b) Kui joone y = £(x)»O vorrand on antud parameetrili-
sel kujul y =¥ (t) ja x = € (%), kusjuures a = ¥ (t,) ja
b =¥ (tz), siis asendusega y = £(x) =4 (t) ning ¢ (t)dt=x dt
saame pindala S avaldada parameetri t kaudu:

b 2 t
8 = j f(x)dx = J ¥ (t) (t) at = ] y x dt.
a t1 . t1

Naide. Leida tsukloidi x = a(t - sin t)
y = a(1 = cos t)°
ja x-telje vaheline pindala punktist t = O punktini t = 2f.
(joon. 9).

a Ka A%a
Joon. 9.

x
S = y x dt = T a(1-cos t)a(1-cos t)dt =
0

0
2%
= a2 (‘I—Zcosttrlﬂ?ﬁ)dtsazJ(g—2c05t+
0 0

2%
= 3“ aa.

+ 208 2)a4 = a%(2t - 2 sin ¢t + 2B-2E)
0

c) Eahe joonega piiratud kujundi pindala. Olgu antud
kaks joont y = ¥ (x) ja y = £(x), mis 10ikuvad punktides 4
ja B (joon.10).

Loikepunktide abstsissid, mis saadakse nende joonte vor-
= f(x)
= ¢(x),

randite koos lahendamisel {’ on integreerimisrajadeks.



1 n y= o)
y=f(x)

P e
byt ok e b
e

Joon. 10.

Kdvertrapetsite aAMBD ja aANBb pindalade vahe ongi otsitav
pindala S, mis vordub

b b
8 e j £(x)ax - T Q (x)ax = j [2x) -e@)] ax.
a a

d)Koversektori pindala. Koversekto-
riks nimetatakse kujundit, mida piiravad joon. f =£(Q) Jja
kaks poolust labivat sirget (joon.11). Jaotades koversektori
n osasektoriks ja asendades 1gaﬁhe neist ringisektoriga, ‘mil-
le raadius on Pi ja kesknurk A'ei, on iga osa pindala

1 2
8s, =3 91 avy 5-

Moodustame summa

Sn=§%r

= N
>

&
(=

Joon. 11,
Selle summa piirvaartust, kui AY¥ 190, nimetataksegi
sektori pindalaks S,

A
> ’id
S=11nt l¢ A’{islj 2ag= 1 | £2(¢)a¥.
il 271 2 )f c
afiso &
Naide. Leida joonega P= a cos 3¢ piiratud kujundi
pindala.

by

TRU Reematukog: ;'




Antud vorrand esitab nn. kolmelehelist roosi (joon.12).
Arvestades summeetriat on
kogu pindala
T

a2 g 2
S=6--2— I cos“3¢dy¥ = b
0 f
Y
6
= 382 j l"-'%-éi- a¥= Joon. 12.
0 g :
SE s s sin 6¢ Sikas
= 3a°(3 + T s S Y
0

§ 2. Keha ruumala

Olgu teada uhe koordinaatteljega, naiteks x-teljega (joon.
13) risti oleva tasapinna ja antud keha 1G6ikepindala, s.t. on
tuntud funktsioon S(x), mis valjendab 1dikepindala muutumist
seoses x muutumisega. Asendame iga kahe ldiketasapinna vahe-
lise keha osa silindriga, mille pdhjaks on S(x;), kdrguseks
Xj,q - X; = A x; ning ruumalaks AV; = S(x;)4x,.

Nende silind-

riliste ruumalade
n

summa V, = EI s(xi)lxi

valjendab ligikaudu
antud keha ruumala.
Kui 13ikeid teha tihe-
damalt, siis suureneb Joon. 13,
osakeste A V arv ja liuheneb iga osakese korgus 8x, summa %
aga valjendab uha tapsemalt keha tdelist ruumala.

Keha ruumalaks V loetakse integraalsumma V, piirvaar-
tust, kui n+o (8.0. maksimaalne A x=0),

n-boo i=1

b
= lim i S(xi)axia- j S(x) dx.
a
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Naide, Leida ellipsoidi _x_;‘_ é + 1; = 1 ruumala
(joon.14). = b

Tasapinna xy
vorrand on z=0,seega
tema 18ikejoon ellip-

soidiga on =1,
& b
millest
® ’ -
KL = a a X~
Ellipsoidi 13ige

xz-tasapinnaga on Joon. 14.

2 2
ellips Z5 + 25 2 1, millest KM = fvaz-xa.
e

Seega on ellipsoidi je punkti K labiva je x-teljega ris-
ti oleva tasapinna 10ige ellips, mille pindala on

8(x) = —t-? (32 - 2), ja
a

ellipscidi ruumala

a
Vars(x)dx=2 It%(aa_ s o

-8 0 &
a
2%be |2 _ x> | _2%¥be, 3 _a’ _ 2¥bc - 28>
e ot o ":2—(‘ ) So?
=-§1abc.

Poordkeha ruumala. Keha, mida piiravad joone y = £(x)
poorlesisel Umber x-telje tekkinud poordpind ja  tasapinnad
X = a ning x = b, nimetatakse poordkehaks (joon.15). Selle
poordkebe ja x~teljega risti oleva tasapinna 13ige om ring,

lle raadius on y = £(x). Seega ldikepindala on

s(x) =% 12 = xfz(x)
ja poordkeha ruumala

b b
v=j S(x)dx:ti y° dx = xj £2(x)ax.
a a8 &

]
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b
9
6
3
ey x
Joon.15. Joon.16.

Naide. Leida joontega y = (3—:)2, y=0jax=0 pii-
ratud kujundi poorlemisel umber Ox-telje tekkiva keha ruum-
ala.

Et joonte y = (3-x)2 ja y = O uhiseks punktiks on (3,0),
siis on integraali rajadeks a = O ja b = 3 (joon.16) ja poord-
keha ruumala

b 5 I3
x] yzdx =a:j (3—:)“ax=-$25£Lx 5 %ng 4a§ﬁ:.

-

s

M arkus: Eui ;oone ¥y = £(x) vorrand on antud para—
meetri t kaudu x =@ (t), y =%(t), siis dx’= % dt =¢ "(b)at
Jja keha ruu-ala

vags y2ax = xf 7ok dt = j'f 2(t)-e’ (t)dt,

3 % b
kus t, ja t, on vorrandite a =¥ (t) ja b =\¢(t) lahendid..

§ 3. Joone kaare pikkus

Vaatleme joone y = f£(x) kaart punktide A ja B vahol
(joon.17), kusjuures funktsioon f(x) ja tema tuletis £ (x)

olgu pidevad 13igul [a,bl. 2



.-

Jaotame 13igu
[a,b] n osaks,kus- Y foo
juures igale osa~ - 5 \'*
vahemikule
ot = %4 *AT,

vastab joone y=f(x)

k831 PyPy 4. K351~ R, o
nur‘d;jooq,e ‘pikkus Y

punktide A ja B

vahel ons e 5 % % bt X

Ln=AP2+P2PB see

eeetPi Py a4.. 4P B = JAx +Ay «n/Ax% +A;72 +ooe
.-..4-‘45:2 +Ay2 +...+'\,Ax +Ay = x 2
4 i n n 3 +‘yi -

n n
= Z-"h(ﬂ)zgxi - Z-\/ 1+r'2(§)'Axi,
= o | =

gest Lagrange'i tegreemi pohjal on ——-j‘ =t £ }i)'

%
e x; & }14‘“1 .

Selle kodlumurdjoone pikkuse piirvasrtust, kus n-»co
(suurima osavahemiku Ax lahenemisel nullile), nimetatakse
joone y = £(x) kaare AB pikkuseks.

Seega kaare AB pikkus

-Jnr'acf D ax; = ‘f-\’ 142 2(x)dx = Ij, Tay “ax.
a a

Markus 1. Integreeritav avaldis on kaare y = f(x)
diferentsiaal ds ='41+ [ @] 2 ax.

Markus 2, Kui joony = £(x) on antud p a r a-
meetrilisel kujul x=(t) jay=N(t),
siis

y = ¥, ax=xat

Helde
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ja sy 2ax = 1+(.{.)2i at = Vi2+52 as,
M

seega

kus t, ja t, on virrandite a = ¢ (t) ja b=@ (t) lshendid.
_Naide. Leida astroidi

xs\acosat, y=asin3t

pikkus. Et astroid on stummeetri-

line nii x- kui ka y-telje suhtes,

I veerandis aga paiknevad k8ik

astroidi punktid punktide (a,0),

seega t,=0 ja (0,a), s.t. %, :g

(o)

vahel (joon.18), on astroidi pik- Joon. 18.
kuﬂ’ta %
S = I { £ . 5‘2 at = 4 j'{(—Bl cos®t d.nt)2+(3a sin’t cos)adt=
t, o :
T ? T
2 2 e 8 21: -
= 12a I sin t cos t{cost-o-sin_t dt=1ZaJéL- =
0 0

=12&-%=6&.

_§ 4. Poordkeha pindala

Olgu funktsioon £(x) ja tema tuletis £ (x) pidevad 13i-
gul agxgb.

Laseme joone y = f(x) kaart punktist A = [az r(a)] punk-
tini B = [bs £(b)] poorelda umber x-telje ning leiame tekki~
nud poordpinna pindala. Selleks jaotame 13igu [a,b] n osa-
vahemikuks, leiame igale :jaotusphnktile vastava kaarepunkti
ning Gheadame jarjestikku seisvad kaarepunktid kd3ludega.Sel-
le tulemusena tekib ksarele AB vastav kddlmurdjoon, mille
iga kd51lu poorlemisel umber x-telje tekib koomiline pind
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(joon.19). Vaadeldes osavshemikule [x,;, x; 4] vastavat koo-
lu, naeme, et tegemist on tuvikoonusega, mille kdrgus on
Ax; =x 4 -X, pohjade raadiused ¥y = f(xi) ja
Y341 = £(x; +4x,;) ning kilgpindala seega:

£(xg) + £(x5 +48x3)
, = 2% (xg : (xg 1

= t[f(xi)q-f(xi +4 xi)] J 1+f'2( fi) Ax, (vastavalt § 3).

Nende tuvikoonuste kulgpindalade summa

RE =

n
¥ =5tZ_ [f(xi) + 2(x; +Axi)] 14+ 2'% f ax; valjendab
121

ligikaudu poordpinna
pindala P, ja seda tap- "
semalt, mida suurem on P
osavahemike arv n (s.o.
mida vaiksem on iga tu-
vikoonuse korgus Ax).
Poordkeha  pind-
alaks P nimetatakse in-
tegraalsumma Pn piir-

t

'

L)

\

)
[l
1
1
i
'
t

(22 A:

vaartust, kui n-o
(maksimaalse A x lahe-
nemisel nullile), seega .

Joon. 19,
ni:: tié [f(xi)-o-f(x +4 xi)] -\/ 142" (}1) ax; =
b
= 2‘!; f(x)41+f z(x) dx = 2K [ ¥ 1+y
a i

M&ar kuss Kui joon y = f(x) on antud parame e t
rilisel kujul x=9(t), y=Y(t), siis, kasutedes
eelmises paragrahvis toodud teisendusi, saame:

t
o2kl 7Y 52452
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Naide. Leida poordparaboloidi y2 + 2°

sapindade x = O ja x = 8 vahel.
Vaatleme antud.paraboloidi pinda péordpinnana, mis tekib
xy-tasapinnal oleva Jjoone y 18x poorlemisel Umber x-telje

15igul 0 x¢8. Bt y' = 3{2 * o St

2-4"
8 3/2 |8
=ex| sV & dx’=erj{a:+9dx=3(2*-9%—‘2 .

0 0 0

= 18x pindala ta-

= 2% (125-27) = 196% .

§ 5. Tasapinnalise kujundi masskese

Kui on antud teatav arv materiaalseid punkte P1(x1,y1),
Pz(xa,yz),..., Pi(xi,yi),..., Pn(xn,yn) massiga vastavalt

Dy yBopeesyBygeeel, OO selle punktidesusteemi masskeskme

koordinaadid

Korrutisi lyi = xymy Ja lxi = yymy nimetatakse staa-

tilisteks momentideks vastavalt y-telje ja x-telje suhtes
(kuna x; on punkti P kaugus y-teljest ja b £ kaugus x-tel-
jest). o

Seega on masskese punkt, kuhu nagu oleks koondatud kogu
susteemi mass, mille staatiline moment mingi telje suhtes
vordub susteemi Uksikute punktide staatiliste momentide sum-
maga.

Kovertrapetsi masskese. Vaatleme homogeenset thtlase

paksusega tasapinnalist kOvertrapetsi-kujulist plaati, mille
tihedus on d (joon.20).

Jaotame 13igu [a,b] n osavahemikuks ning moodustame riss-
kulikud, mille kdrguseks om funktsiooni f(x) vaartus iga
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osavahemiku keskel Y
X, +X
171
‘1 = > . Iga o )
vaadeldava ristkuli- R E : : | 5
ku masskeskme koor- : 1: = ! : I
dinsadid on Ld b e bt
1ecky) BB aut
[gi' 2 f(ti) ’ S e S B |
. X; %, b= : 3
mass aga Lo B t‘ . !‘f‘ = g
o, =(ff( k 1)A X, Joon.20.
Koondades iga ristkuliku massi tema masskeskmesse, on nende
punktide (ristkulikute masskeskmete) susteemi masskeskme
koordinaadids
n 5 :
Z x.0 £( Jax 2 ££ )y £¢( )8 x
e faE m 34 e foex
X, = —n ’ yc = ;
A

Parast lihtsustamist ja Uleminekut piirvaartusele tin-
gimusel nsoco (maksimaalse A x-50) saame nende integraalsum-
made asemel Vastavad masratud integraalid ja kdvertrapetsi
masskeskme koordinsatideks ons

ixi 2t dax K x £(x) ax lfxydx
x¢=:|.1.li'E - =2 - ’
n$00 zr(¥1)621 ? £(x) dx tfydx
i=1 a a
B s e gt e
o ~i=1 W el B e ¥
Te nl-oi:o b el
i f(}i)dxi [ 2() ax f yax
i=1 a a

Kasutades sama méttekaiku on kerge tuletada valemid ka
poordkeha ja tasapinnalise joone masskeskme arvutamiseks.
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"g; « Joontega y = 1ln x, y =0 ja x = e piiratud pin-
natikk poorleb umber x-telje. Leida poordkeha masskese, kui
keha ruumtihedus Jd =konst.

Sumneetriatelae olemasolu tdttu (joon.21) on selge, et
Yo = 0. Loigates poordkeha risti x-teljega viiludeks ja ku-
Jutledes iga viilu silindrina, on viilu i mass mi =% (fi)axi
ja staatiline moment yftelae suhtes Mi = xiff (ki)‘ x

Kujutledes, et iga viilu mass on koondatud tema mass-
keskmesse ( §i,0), on viimaste kui sUsteemi masskeskme abst—
siss -

xitfa(gi)uié‘

xén) . i=

Z’mz(hnxid' 3

i=

J

Summeerides ja ile minnes piirvaartusele n-w (max Ax->0)
saames

b e
xt?(x) ax [ xy° ax 1[xlnzxdx
£ ]
P il A = = =
< b, b e >
‘f(x)dx Iy dx glnxdx
a a 1’
2 e
X = o2
=E (2ln%: 2 inx %) - _1~222
X" -2 Ik ¥ 2) - 1, A=)

Kordamiskusimusi

1. Kas kahe joone vahelise

pinnatiki pindala arvutamisel on =

oluline, et kumbki funktsioon ei ﬂ\
muudaks integreerimisvahemikus wa X
marki voi mitte?|

2. Kuidas arvutatakse kover-
trapetsi pindala joone ja Oy-tel-
je vahel? Joon.21.
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3. Kuidas avaldub poordkeha ruumala, kui joon poorleb
Oy-telje Umber? sirgete y = ¢ ja X = a umber?

4, Miks ei voi poordkeha pindala arvutamisel kahe 18i-
ke vshelist keha vaadelda silindrina, nsgu me seda tegime
poordkeha ruumala arvutamisel?

5. Tuletada valem homogeense pinnatiki raskuskeskme ar-
vutamiseks, kui pinnatilkk on piiratud kshes punktis 18ikuva-

te joontega y = £(x) ja y =¥ (x). .
6, Kui k3vertrapetsi raskuskeskme ordinaadi avaldise
1 } y2ax : ;
Yo = 2 8 udlemaid pooli korrutada 2% -ga, saame
b
8
a

b b
g 2iyc i yd.x:tl yzdx.
S a a

Selgitada integraalide geomeetriline tahendus ja so-
nastada saadud tulemus.

Vestused kordemisktusimustele

Lk.40 ja 44
1. Seda, kas integraal on O0igesti avaldatud voi mitte,
saab kontrollida tulemuse diferentseerimise teel. Saadud

avaldise tuletis peab vdrduma integrecritava funktsiooniga.:
2. Eui on teads funktsiooni tuletis, saab leida funktsi-

ooni enda antud avaldise integreerimise teel.

3. Teeme integraalis Jf(ax+b)dx asenduse ax+b=u, dx:-g‘-’

Siis J(f(axf-b)dx = if(u)du = % F(u)+c = % F(ax+b)+c.

4, Esimesena saine algfunktsiooni - % ces 2x ja teisena

sin%. Need aga erinevad teinotoiseat ainult konstand.l poo=-
lsst, sest - % cos 2x = - 2(1 ~'2 81a%) = ~ E + sin’x.

61

N



arctan *ax u u arctan x

5. Integraal —-—-—-2—- je du=z=e+c=e +C

asendusega u = arctan x.

|

Integraal

4
ax = [(wmx)3 -1 ax

4
= % (1 + 1n x).3 + ¢ on otseselt integreeritav, sest
ST,
(1 4+ 1nx) = T
Integraal I = jgcs%x_dx avaldatakse ositi:
x

dx

u = aresin x, du = jadv-%,v:—%,
31— 2 x
arcsinx
x-J‘I-xz

teeme asenduse x = % y X = - =5 , seega I,=

seega I = - Viimases integraalis

at at l 1{_—2"
= - = - ==1n}t +Yyt°=1} =
FHETE ey Ve
t e
- 1"1"“3-1 ln, -amselax,

1"‘ 1x

Integraal S'J linz’x cos x dx = j (8in x); cos x dx =
10

=£ sin 74- ¢ on otseselt integreeritav, sest (sin x)'zcos X.

Intograaljco-xlnlmxdxgjlntdt=
=tlnt~t%t+c=s8in x(ln sin x - 1) + ¢ asendusega

sin x = t, cos x dx = dt. 1nt.g~n1jlntdt.t1nt-]dt-
=tlnt-t+c on leitud ositis u = 1n ¢, du:%—t:

d'sdt,!’:t.
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Integraali I = ]xzexdx avaldamiseks tuleb  teda kaks
korda jarjest ositi integreerida, valides mdlemal korral

- av = exd.x, millest v = e*. Seega I = xzex-zj x e¥ax =

= x%e% - 2[x ex-Sexdx]= ex(x2 -2X + 2) + c.

6. jarcain x dx + [arccos X dx = ‘(arcsin X 4+ arccos x)dx=
= I% dx = :—x. Sama argumendiga arkus-siinuse ja arkus-koosii_'
nuse summa on konstant 3 (samuti ka arctan x + arccot x = E)'

Selles voib veenduda ka avaldiste ]arcsin x dx Jja

Sarccoa x dx ositi integreerimisel, valides vastavalt
a = arcsin x vo6i u = arccos x, dv = dx.

7. Valime joonteparvest y =]512dx = % 13 + C¢ joone,mis
Labib punkti P,
- 2 . — - 3
5{;_3 3y + ¢, ¢c = O3 aeesay-%x.

Lk. 25 ja 26
*1. Tuleb teha asendus x + 1 = &, seega
3 5
x -1 1 1
dx = dat = ("' - + - '-)dt =
“(x-o-‘l)“' ‘ t [ t %2 i’ g
ln(x+1)+-L— 524- 3 + C,
: x+1  2(x+1)°  3(x+1)3
2. 1 = = 1 ]
“TaRek XMW - BX" (3% 4 2)° a3

A _ Ax + B Cx + D
2 2 el o S ’
(35 32+ 2)(x° $2=-2X%) X" +22+2 X -2+ 2

millest (A + C)x” + (-2A + B+ 2C + D)x° + 2(A - B+ C + D)x +
+ 2B + 2D =1 ja susteemi

3 A+ c =0

-2L+B+2C +D=0

A-B+ C+D=0

2B +2D- = 1
lahendidonsA:%,B:%,C:-% ,jaD:;l-.
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gt 4 i SR
Seega]dx =[§ .. dx+"2B L o=
e n (x2+21+2) J(x—2x+2)
2
=-1-—]_n5§1—2x—"-'—-2-+1arctan (x+1)+-1arc1;an (x=1) + c.
16 X° 2% 4.2 8 8

- =
3. Integraalis I =]—:——"——8- dx tuleb koigepealt lugeja
x° + 4x »

jagada nimetajaga (x3 - 8):(:2 +4x) =X -4 + lex -8 =
x2+ll—x
seejarel lahutada murd osamurdudeks: Xx=8 =2, 8
x(x+4) x X+ 4

2
b g--ux -~-21nx+18 1n(x + 4) + c.

4, Kui polinoomi kordajate summa on null, on tema null-
kohaks arv 1.

Se ]JZOx-ZxZ—S’l dx = 11-2(1—5)2-1 dx, millest nah-

tub, et integreeritav funktsioon ei ole maaratud uhegi x
veaartuse puhul.

6. Valime asenduse e* = t, seega dx = %t- ja
x } -3
I=|y52—eFax= jJ-= 2 E (+3) 2at  on
e+ 3 t+3
diferentsiaalbinoom, kus m = % ,a=13jap =‘-% .
Seega Eﬁl +. P = g - % = 2 Jja integraali I avaldamiseks tu-

leb valida asendus. t + 3 = u’t, millest & = —2— ja
u =1

6u du
dt = - —3*— du, I=-18 | -S—.
T j (u®-1)

u“=1 g
2 2
7. Kasutame asendust tan x = ¥, s8in"x = 1—? Ja
+
2
dt dx 1+ &
x = —— seega = it =
14+6° J sin% cos 2x ] t2(1 - tz)
¥ ) 1+ ten x
R 1n(1 1:)+1n(1+f:)+c=-cotx+ln1_mx+c.
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8, Integraal !% ava;ldub elementaarfunktsioonides
1+

T8ebdSevi teoreemi pohjal (n = 3, p = - Jé-), kui

a) 4'-‘-—:7—1 = 3—;—-1- on taisarv, seega m = 3k-1 v0i m=-3k+2,
kusjuures k = 0, %1, 2, %3 .,
b)!i—"-+p=l-;—-1--%=2m6'1 on taisarv, seega
_ 6k + 1
&5 e
ot w Falt . InSE ey o bt .
» sin™x sin®x sin®™2x

cos’x .
——= dx. Kasutades ositi integreerimist u = cos x,

sin™x
dv=mdx, du=—sinxdx;jav=_1\-—q-

sinBx (-n + 1)sin®" x
saame
I =1 £ cos X e L J dx o
a n~2 (n-1)sin® 'x 21 sinn'g
cos x - n-=2
= + o= In_Z.

(n-1 )sinn"1x

Lk, 48

1. Kui integreeritaval fumnktsioonil on huippekoht punktis
x = ¢ (a<c<{b), tuleb integraal arvutada kahes osass

b c b
] £(x)dx = I f(x)ax + j £(x)dx.
a a c

2. Keskvaartusteoreemi geomeetriliseks tahenduseks on
b

kdvertrapetsi l £(x)dx pindvordsus ristkulikuga, mille alu-

seks on 10ik b-- a ja .karsuseka ordinaat f(;), mis tuleb
valida nii, et ristkulikust valjaulatuv kdvertrapetsi osa
vorduks pindalaga ristkuliku ja kdvertrapetsi vahel (joon.4).

3. Asendades maaratud integraalis x =\ (t), peavad (%),
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€' (t) 3a £ [€ ()] olema pidevad 13igul [t,, t,] ja a= €(t,),
b =‘((t2)-

4, Kui f(x) on paarisfunktsioon, siis

s £(x)dx = ] £(x)dx + [ £(x)dx. ™)

Asendades esimeses liidetavas x = ~t, dx = -dt, saame

0 a 0 a
I £(x)dx + j £(x)dX = - I £(~t)at + I £(x)dx =
-a ) a o :

a a a
I £(t)at + [ £(x)dx = 2 ] £(x)ax, sest £(x)=£(-x).
4] (4] ]

Kui f£(x) on paaritu funktsioon ja summa (1) esimeses
liidetavas teha asendus x = -t, dx = -dt, saame
0
l £(x)dx = l £(x)dx + I f(x)dx = - j f£(~-t)dt +
-a -a o : a

+ j f(x)dx = - 1 £(t)dt + ] f£(x)dx = 0, sest -t(x) = £(=x).
o ) o

5. Paratu integraal

® N N
] dx l dx 1 .
= lim = lim e ——
1 ? Neo 3 Feoo (=k+1)x 1
1 1 1
= lim = 1) koondub, kui k >1, sest lim =0
-k Neco NET = 4 ; Foo NE)
ainult sellel tingimuselj ] g = ﬁ- .
i o
6. Paratu 1ntosru1 o
b b-£

1
— 1im ——— =
(b-X)k ggo ] (\»—x)k k—1 ¢s0  (b-x)
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1 1 1
= — lim (. - ) koondub, kui k{1 sest
k-1 t‘o ‘k-1 (o= a)k-1 4 b L

S 1
lim = 0 ainult sel tingimuselj I = -
Evo E ; , (-0 (1-k)(b-a)k1
©
7. Paratu integraal I f(x)dx avaldab joonte y = f(x),
a
X = a ja abstsisstelje vahele jaava tokestamatu (18pmatu) -

piirkonna pindala. Kui 1lim f(x) = O, ei tahenda see alati,
X -0

et nimetatud pindala laheneks kindlale piirvaartuselez nai-

m-x,

teks lim =0 Jja lim '? = 0, kuid ] = 00, « 8aga
X< 00 X400

[+ o}
j 2 ax = 1 (vt. p.5).

12 ! b
~ Kui 1lim £(x) = @, avaldab paratu integraal J £(x)dx
X0
a

joonte . y = £f(x), y = a, y = b ja abstsisstelje vahele
jaava tdkestamatu (16pmatu) piirkonna pindala. ;

8. Trapetsvalem annab maaratud integraalile tapsema tu-
lemuse enamasti siis, kui integreeritav funktsioon ei ole
integreerimisvahemikus monotoonne,sest sel juhul on igale
osavahemikule vastava trapetsi pindala kord suurem, kord vaik-
sem samale osavahemikule vastava kavertrapetai pindalast (vt.
joon.5). Vastupidi, kui integreeritav funktsioon naiteks
ainult kasvab ja ta graafik on ndgus, on kdik trapetsid suu-
remad vastavaist kSvertrapetseist ja viga integraali arvuta-
misel v4ib tulla kullalt suur.

Lk, 60 ja 61
1. Kalie joone y = f£,(x) ja y = £,(x) vahelise pinnati-

ki pindala arvutamisel ei ole oluline kummagi funktsiooni
£,(x) ja £,(x) mérk. Kui naiteks mingil 13igul [c,d)
(agc<a<b) £,(x)>0 ja £,(x)€0, siis nende vahel oleva
pindala
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d a d
S = ‘ [fz(x)—f,‘ (x)] ax = J £,(x)ax + [ 1£,(x)] ax, sest
c (]

c
d ; d d
I £,(x)ax<0, integraalide summa I £,(x)dx + j {2, GO ax
c ¢ c

valjendab aga tdepoolest otsitavat pindala.
2. Kovertrapetsi pindala joonte y = ¢, y = d, kusjuures
d>c, x = £(y), ja ordinaattelje vahel avaldub all;jsrgnevaltz
d
55 I £(y)dy.
c

3. Kui joon x = f£(y) poorleb ordinaattelje umber tasa-
d vahel, on poordkeha ruumala

]

pindade y = ¢ ja y
d

V=% j £2(y)ay.
c

Kui joon poorleb sirge x = a umber, on tekkiva poordke-
ha iga Oy-teljega risti olevaks 13ikeks ring raadiusega f(y)-a
ja seega poordkeha ruumala

4 2
V=% I £(»-a) ay.
[+

Kui joon y = f(x) poorleb sirge y = c umber 1digul [a,b},
on Ox-teljega risti olevaks 10ikeks ring raadiusega f(x)-c ia
poordkeha ruumala b
v =% | [2-c)? ax.

a

4, Poordkeha pindala arvutamisel tuleb kahe Ox-tel jega
risti oleva 13ike vahelist keha vaadelda tuvikoonusena, sest
nimelt kdikide tuvikoonuste kulgpindalade summa laheneb poord-
keha pindalale tapsalt samuti, kui kO00lumurdjoone pikkus 1&-
heneb n-po0 puhul joone kaare pikkusele (vt.joon.17). Osava-
hemike pikkuste #Xx summa vordub aga alati (ka n-co punul)
poordkeha korgusega b-a.

5. Joonte y = £(x) ja y =¥ (x) vorrandite koos lahendami-
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A
sel saame nende ldikepunktide abstsissid x = a ja x = b, Jao-

tades pinnatuki kahe joone vahel n ribaks, voib iga riba mass-
£ !
keskme koordinsatidena vaadelda [}, G QY estavars
2

§ 5 (1k.59), riba massina aga my= J[f(fi)- f(fi)]Axi.
Seega kogu pinnatuki massikeskme koordinaadid on:

b
S x[f(x)-f(x)] dx 7
a

X = ’

b %
[[reo-t@] ax

15 [fz(::)— )] ax

Vs =

[ [ e e

j e -]
a

6. Kui joon y poorleb 13igul [a,b] Umber Ox-telje, on
2ch ringjoone pikkus, mille moodustab joonega y = f(x) pii-
ratud kovertrapetsi raskuskese poorlemisel ‘mber Ox-telje,
b b
Iy dx sama kdvertrapetsi pindala ja § I y2dx selle kdver-
a a
trapetsi poolt poorlemisel moodustatud poordkeha ruumala.See-
ga vordub 13igul [a,b] joone y = f(x) poorlemisel umber Ox-
telje tekkinud poordkeha ruumala sama joonega piiratud kover- .
trapetsi pindala ja selle raskuskeskme poolt kujundatud ring-
joone pikkuse korrutisega (Guldini 2.teoreem).
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