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EESSÕNA

Käesolev väljaanne sisaldab matemaatika prosemlnarl 

üht osa - planimeetriat. Esitatakse planimeetria mõis­

teid, teoreeme, valemeid ning näitülesandeid koos la­

hendustega. Näitüleöanded on valitud nii, et nad süven­

daksid keskkoolis Õpitut Ja oleksid kasutatavad ka mate­

maatikaõpetaja töös.



§ 1 . SIRGED JA NURGAD

1, L 3 i к, k i i r  Ja s i r g e .  Punktihulka, mil­

le elementideks on kaks punkti A Ja В koos kõigi nende va­

hel asetsevate punktidega nimetatakse s i r g l õ i g u k s  

ehk l õ i g u k s  (Joon. 1 a).

А Ь A ß A *
?------ 1 1-------1---  -- '----- 1-

a) b) c)

Joon. 1

К i i r on punktihulk, mis tekib lõigu pikendamisel 

üle ühe otspunkti (Joon. 1 b ) . S i r g e  on punktihulk, mis 

tekib lõigu pikendamisel üle mõlema otspunkti (joon. 1 c).

Iga punktihulka nimetatakse g e o m e e t r i l i ­

s e k s  k u j u n d i k s .

Kaht lõiku, üldiselt kaht geomeetrilist kujundit, mida 

saab ühitada, nimetatakse k o n g r u e n t s e t e k  s.Kui 

lõigud on kongruentsed, siis on neil ka võrdsed pikkused. 

Järgnevas mõistame võrdsete lõikude all võrdse pikkusega lci- 

ke.

Punkte, lõike, kiiri, sirgeid Ja teisi kujundeid kujut­

leme asetsevana tasasel pinnal ehk t a s a n d i l ,  mis 

igas suunas ulatub kuitahes kaugele*

2. N u r k. Tasandi osa koos kahe ühest punktist välju­

va kiirega nimetatakse n u r g a k s  (Joon. 2).
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Et kahe kiire vahel tekib üldiselt kaks nurka, siis 

vaadeldavat nurka märgitakse vajadusel kaarega. Kiiri QA ja 

OB nimetatakse nurga haaradeks, alguspunkti О nurga tipuks. 

Nurka tähistatakse kas i ,  AOB või BOA ja sama nurga suu­

rust AOB. Praktikas sageli ei eristata nurka (kui punkti­

hulka) ja nurga suurust.

Nurkade liigitus sõltub sellest, mida võtta ^aluseks. 

Kui aluseks võtta nurga suurus, siis pälvivad termini:

a) teravnurk; b) täisnurk; c) nürinurk; d) sirgnurk.

K õ r v u n u r k a d e k s  nimetatakse kaht nurka, 

millel on üks ühine haar ja teised haarad moodustavad sirge 

(joon. 3 ).

K õ r v u n u r k a d e  s u m m a  o n  180°.

T i p p n u r k a d e k s  nimetatakse kaht nurka, mis 

on ühe ja sama nurga kõrvunurkadeks (joon. 4 ) . Nurgad ja

V on tippnurgad, sest nad on nurga ß> kõrvunurkadeks (jom. 

4 ). Tippnurki võib vaadelda kui nurki, mis tekivad kahe sir­

ge lõikumisel.

Vastavalt paralleelsete (ristuvate) haaradega nurgad

on

1 ) võrdsed, kui mõlemad nurgad on teravnurgad vol 

mõlemad nurgad on nürinurgad (joon. 5 ) või

2) nende nurkade summa on sirgnurk, kui Uks on te­

rav- ja teine nürinurk (joon. 6 ).

Joon. 3 Joon. 4

2 5



< 90е ; (ь 4 90* 
8 1\ 0; Ъ II d 

ос = (Ь

90° < ос <  180°
90° < (Ь <  180°
а П с; Ъ 11 d 

о(. = |Ъ

оС< 90е; р< 90*

a i d ;  b _L с 
оС = (Ь

90° < ос. < 180° 

90° < р < 180е 

а X  с; . b i d  

d. = (Ь

Joon. 5
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a ____2r_

ОС < 90°; 90° p> < 180°

a II d ; b II с 
ос + p = 180°

ос < 90°v 90° 4 (b < 180° 

a J. c; b i. d

oL + p> = 180°

Joon. 6

3. К a h e s i r g e  l õ i k a m i s e l  к о 1 -

Lisaks kõrvu- Ja tippnurkadele tekivad kahe sirge lõikami­

sel kolmandaga veel nurgad, mida vaadeldakse paarikaupa.

1. Kaht nurka, mille sisepiirkonnad on ühel pool lõi­

kajat Ja mille haarad lõikajatel on samasuunalised, nimeta­

takse k a a s n u r k a d e k s  (Joon. 7)*

2. Kaht nurka, mille sisepiirkonnad on ühel pool lõi­

kajat Ja mille haarad lõikajal on vastassuunalised, nime­

tatakse l ä h i s n u r k a d e k s  (Joon. 8) .

3. Kaht nurka, mille sisepiirkonnad on teine teisal

"  7

m a n d a  s i r g e g a  t e k i v a d  n u r g a d .

Joon. 7 Joon. 8
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pool lõikajat ja mille haarad lõikajal on vastassuunalised, 

nimetatakse p õ i k n u r k a d e k s  (joon. 9)*

Joonistel 10 ja 11 on

kaasnurkadekas ja ^  .j, ß ja (b ^ , I f j a ^ ^ ,  О ja О

lähianurkadeks: j a c f ^ ,  fb ja ^  ja p ^ ,  cT ja ^

põiknurkadeks: ötja']f'1 , (b ja jfjaoc^ , <f ja (b ^

4. S i r g e t e  v a s t a s t i k u n e  a s e n d  

Maht sirget, millel on üks ja ainult üks ühine punkt, nime­

tatakse l õ i k u v a t e k s  sirge-Uuks. Lõikumise eri ju­

huks on ristumine. R i s t u v a d  on sirged, mille lõi­

kamisel tekivad sirgete vahel täisnurgad. Kaht sirget, mis 

ei lõiku, nimetatakse p a r a l l e e l s e  t e k s  sir­

geteks.

Iga kaks sirget tasandil kas lõikuvad või un paralleel

sed.
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Kahe sirge p a r a l l e e l s u s e  t u n n u s .

Kaks sirget on paralleelsed siis ja ainult siis, kui 

nende lõikumisel kolmanda sirgega on täidetud üks tingi­

mustest:

1 ) üks paar kaasnurki on võrdsed;

2) üks paar põiknurki on võrdsed;

3 ) ühe paari lähisnurkade summa on sirgnurk.

Et joonisel-11 a II b, siis

Л =Г1 Л + <Г1 =-180"
(Ъ = (Ьл р = <Г 1 р ♦ )f1 = 160»
Г -  U  1 f  (Ь-1=180*

<Г = сГ̂  <Г= (Ъ , <Г* «с1 = 180"
Näide. Arvutada kõik nurgad, mis tekivad paralleelsete 

sirgete a ja b lõikamisel kolmanda sirgega с (joon, 1 2 ) .

Joon. 12

$ 2. KOIÜNURGAD

1 . K o l m n u r k .  K o l m n u r k a d e  l i i ­

g i d .  Punktihulka, mille elementideks on kolme punktiga 

määratud kinnise murdjoone sees olevad punktid koos murd- 

joone punktidega, nimetatakse k o l m n u r g a k  8. Kolm­

nurki liigitatakse: 1 ) külgede järgi erikülgseteks, võrd­

haarseteks ja võrdkülgseteks; 2) nurkade järgi teravnurk­

seteks, täisnurkseteks ja nürinurkseteks.

2. K o l m n u r k a d e  k o n g r u e n t s u s .  

Kaht kolmnurka nimetatakse k o n g r u e n t s e t e k s ,  

kui nad sobival viisil teineteisele paigutatult Ühtivad.

3
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Kui kaks kolmnurka on kongruentsed, siis Uha kolmnur­

ga küljed on vastavalt võrdsed teise kolmnurga külgedega 

ja nurgad on vastavalt võrdsed teise kolmnurga nurkadega. 

Kolmnurkade kongruentsust tähistatakse sümboliga r: . Kolm­

nurkade kongruentsust on võimalik tuvastada kõiki vasta­

vaid külgi ja nurki võrdlemata, kasutades kongruentsuse 

tuimuseid.

A. K o l m n u r k a d e  k o n g r u e n t s u s e  

t u n n u s e d .  Kaks kolmnurka on kongruentsed siis, kui:

1 ) ühe kolmnurga kaks külge ja nendevaheline nurk on vas­

tavalt võrdsed teise kolmnurga kahe külje ja nendevahe­

lise nurgaga (KNK);

2 ) ühe kolmnurga külg ja selle lähisnurgad on vastavalt 

võrdsed teise kolmnurga külje ja selle lähisnurkadega 

(NKN);

3 ) ühe kolmnurga kolm külge on vastavalt võrdsed teise 

kolmnurga kolme küljega (KKK);

4) ühe kolmnurga kaks külge ja neist pikema külje vastas- 

nurk on vastavalt võrdsed teise kolmnurga kahe külje ja 

pikema külje vastasnurgaga (KKN).

B. T ä i s n u r k s e t e  k o l m  n u г к a d e 

k o n g r u e n t s u s e  t u n n u s e d .  Need tunnu­

sed tuletuvad kolmnurkade kongruentsuse tunnustest, kui 

arvestada täianarka.

Kaks täisnurkset kolmnurka on kongruentsed, kui:

1 ) Ühe kolmnurga kaatetid on vastavalt võrdsed teise kolm­

nurga kaatetitega;

2 ) ühe kolmnurga kaatet ja selle teravnurkne lähisnurk on 

vaetavalt võrdsed teise kolmnurga kaateti ja selle te­

ravnurkse lähisnurgaga;

3 ) ühe kolmnurga hüpotenuua ja kaatet on vastavalt võrdsed 

teise kolmnurga hüpotenuusi ja kaatetiga;

4) ühe kolmnurga hüpotenuua Ja teravnurk on vaatavalt võrd­

sed teise kolmnurga hüpotenuuai ja teravnurgaga.

3. K o l m n u r g a  n u r g a p o o l i t a j a .  

Kolmnurga nurki nimetatakse ka s i s e n u r k a d e k s .  

Kolmnurga v ä l i s n u r g a k s  nimetatakse siaenurga
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kõrvunurka.

Kolmnurga välisnurk võrdub nende sisenurkade summa­

ga, mis ei ole tema kõrvunurgad.

Lõiku, mis jaotab kolmnurga sisenurga pooleks, nimeta­

takse kolmnurga n u r g a p o o l i t a j  a k s  ehk 

b i s e k t o r i k s .

Nurgapoolitaja iga punkt asetseb nurga haaradest 

võrdsel kaugusel.

Kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab vastaskülje 

osadeks, mis suhtuvad nagu selle nurga lähisküljed.

Jooniselt 13
С

BF AB AD AB
Fü = lü» ТЕ = 5Ü;

AE AC 
ES ~ ÜE*

Kolmnurga sisenurkade pooli­

ta jad lõikuvad ühes punktis, 

mis on kolmnurga siseringjoo- 

ne keskpunkt.

Kolmnurga (ABC) välisnurga (BCE) poolitaja (CD) lõikab 

vastaskülje pikendust niisuguses punktis (D), mille kaugu­

sed selle külje otspunktidest (DA, DB) suhtuvad nagu vasta­

va sisenurga lähisküljed (АС, ВС).

£ Jooniselt 14
N

DA CA 
Ш  = ÕE*

Joon. 13

Joon. 14

3*
11



Näide 1 . Arvutada joonisel 15 märgitud nurgad.

a) b)

c) d)

Joon. 15

V a s t u a . a ) e d  = 4}e; b) = 71°; c) f  = 33e; d)cT = 23°.

Näide 2» Kolmnurga külgede pikkused on 12 cm, 18 cm ja 

20 cm. Missugusteks lõikudeks jaotab nurgapoolitaja pikema 

«iilje?

0

Joon. 16
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L a h e n d u s  .

Antud: AB = 20 cm; ВС = 18 cm; AC = 12 cm (joon. 16 ). 

Leida: AD; DB.

Kandes joonisele mõõtmed ning tähistades AD = x, saa­

me kolmnurga sisenurga poolitaja omadusest

AD AC ^  x 12
DB = BC* £Õ - x = TS*

millest 18х = 12(20 - x); 30x = 240; x = 8 . DB = 20 -8  =12.

V a s t u s .  Otsitavad lölgud on 8 cm ja 12 cm.

Näide 3. Kolmnurga ABC külje AB pikendusel asub punkt 

D. Arvutada lõik BD, kui CD on nurga С välisnurga poolitaja 

ja AB = 6 cm, BC = 9 cm ning AC = 10 cm (joon. 17).

L a h e n d u s  .

Antud: AC = 10 cm;

BC = 9 cm;

AB = 6 cm.

Leida: BD.

Välisnurga poolitaja

omaduse tõttu

AD AC 
Ш5 ~ T3Ü*

Olgu BD = x, siis

Joon. 17 

6 + x 10, millest x = 54.
x - T  

V a s t u s .  Lõik BD = 54 cm.

4. K o l m n u r g a  m e d i a a n .  Lõiku, mis 

ühendab kolmnurga tippu vastaskülje keskpunktiga, nimeta­

takse m e d i a a n i k s  .

Mediaanid lõikuvad ühes punktis ja see lõikepunkt 

jaotab mediaani osadeks, mis suhtuvad nagu 2 : 1 , läh­

tudes tipust.

Olgu kolmnurga küljed a, b ja c, siis küljele a joo­

nestatud mediaani mg pikkus

тя = S'/2(Ъ2 + с2) - а2 .-а - 2

Näide. KoLnnurga küljed on 18 cm, 16 cm ja 26 cm. Arvu­

tada suurimale küljele joonestatud mediaani pikkus. 

L a h e n d u s .

Antud: a = 18 cm; b = 16 cm; с = 26 cm.

13



Leidas m
с

Valemi

põhjal

mc = J^2(182 + 162) - 262 = 11.

V a s t u s .  Mediaani pikkus on 11 cm

5 . K o l m n u r g a  k e s k l õ i k .  Kolmnurga ka­

he külje keskpunkte ühendavat lõiku nimetatakse kolmnurga 

k e s k l õ i g u k s .

Kolmnurga kesklõik on paralleelne kolmanda küljega 

ja võrdub poolega sellest.

Näide. Kolmnurga küljed suhtuvad nagu 3 : 4 : 6 .  Joo- 

nestanud kõikide külgede kesklõigud, tekib kolmnurk, mille 

ümbermõõt on 5»2 m. Arvutada antud kolmnurga küljed.

ja AB = 2 ,4 , BC = 3 ,2 , AC = 4 ,8 .

V a s t u s .  Antud kolmnurga küljed on 2,4 m, 3,2 m

ja 4 ,8  m.

6 . V õ r d e l i s e d  l õ i g u d .  Lõikude võrdeli- 

sus eeldab vähemalt nelja lõigu olemasolu.

K i i r t e t e o r e e m .  Kui nurga haarad on lõî - 

gaXud paralleelsete sirgetega, siis ühel haaral tekki­

nud lõigud on võrdelised teise haara vastavate lõikudega.

L a h e n d u s  .

Antud: AB : BC : AC = 3 : 4 : 6 ;

FE + ED + DF = 5,2 m (joo­

nis "%&).

Leida: AB; BC; AC.
A P &

Joon. 18

Olgu AB = 3x, 

siis BC = 4x, 

AC = -6x.

Järelikult DE = 1,5x 

DF = 2x 

EF = 3X

6,5x = 5,2 

x = 0,8
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Jooniselt 19

OA _ AC _ CE 
ТШ _ Bl) - W

о ОС _ ОБ 
- 0Б - ÕF

Joon. 19

Nurga haarade lõikamisel paralleelsete sirgetega te­

kivad võrdeliste külgedega kolmnurgad.

Näide 1 . Trapetsi ABCD haarad AB ja CD on pikendatud 

lõikumiseni punktis M (joon. 20). Arvutada:

1) lõik CM, kui A B = 1 m ,  C D = 1 5 d m j a B M = 8  dm;

2) Antud: AB = 1,2 m; CD : CM = J : 0,25.

Leida: BM.

Võrdeliste Mikude omaduse põhjal

CD CM 
AB = Ш *

Vahetades võrde siseliikmed ja asendades antud suurused

saame, et

и nTs . . OA OB AB 
Et AB Ц CD, s u s  oc = 0D -

2) lõik BM, kui AB = 1,2 m ja CD : CM = ^ : 0,25;

3) lõik CD, kui AB 
/Л

: BM = 17 : 9 ja CD - CM = 1,6 m. 

L a h e n d u s  .

1 ) Antud: AB = 1 m = 10 dm;

CD = 15 dm; BM =8 dm 

Leida: CM.

Л

Trapetsi alused 

AD ll BC.

Joon. 20

Edasi kasutame võrdeliste lõikude omadust

iS  = ül* Antud Juhul Ш  ~ Щ  ja CM = 12

4*
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3) Antud: AB : BM = 17 : 9; CD - CM = 1,6 m.

Leida: CD.

Et Ш  = Ü1» siis 4  = С 'Ь -~ Т$ da CD = 3 »^*

V a s t u s: 1) CM = 12 dm; 2) BM = 1,8 m; CD ш,

Näide 2 . Trapetsi aluste pikkused on 1,8 m ja 1,2 m; 

tema 1 ,5  m Õa 1 ,2  m pikkused haarad on pikendatud lõikumi­

seni. Arvutada, kui palju on haarasid pikendatud.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 1,8 m; DC = 1,2 m; 

AD = 1,5 m; CB = 1,2 m 

(joon. 2 1).

Leida: DE; CE.

Nurga haarade lõikamisel pa­

ralleelsete sirgetega tekivad 

võrdeliste külgedega kolmnurgad:

DE CE DC 
ÄI = BE = ÄI*

Esimesest ja kolmandast suhtest moodustatud võrdest 

DE 1,2. ^
1-,yV"BE = TfT’

Analoogiliselt ka

CE = 2 ,4 .

V a s t u s .  Trapetsi haarasid tuleb pikendada 3 m ja 

2 ,4  m võrra.

7. K o l m n u r k a d e  s a r n a s u s .  Kaht kolm­

nurka nimetatakse s a r n a s t e k s ,  kui ühe kolmnurga 

nurgad on vastavalt võrdsed teise kolmnurga nurkadega ja 

võrdsete nurkade lähisküljed on võrdelised.

Sarnasust tähistatakse sümboliga rsj .

Kahe sarnase kolmnurga vastavate külgede suhet nimeta­

takse nende kolmnurkade s a r n a s u s t e g u r i k s .

A.  K o l m n u r k a d e  s a r n a s u s e  t u n ­

n u s e d .  Kaks kolmnurka on sarnased, kui:

1 ) ühe kolmnurga kaks külge on vastavalt võrdelised

E
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teise kolmnurga kahe küljega ja nende külgede va­

helised nurgad on võrdsed;

2) ühe kolmnurga kaks nurka on vastavalt võrdsed 

teise kolmnurga kahe nurgaga;

3 ) ühe kolmnurga küljed on võrdelised teise kolm­

nurga külgedega;

4) ühe kolmnurga kaks külge on võrdelised teise 

kolmnurga kahe küljega ja neist pikema külje vas- 

tasnurk on võrdne vastava nurgaga teises kolmnur­

gas.

B. T ä i s n u r k s e t e  k o l m n u r k a d e  

s a r n a s u s e  t u n n u s e d .  Kuna täisnurgad on 

alati võrdsed, siis täisnurksete kolmnurkade sarnasuse 

tunnused võib sõnastada ka nii.

Kaks täisnurkset kolmnurka on sarnased, kui:

1 ) ühe kolmnurga kaatetid on võrdelised teise kolm­

nurga kaatetitega;

2) toe kolmnurga teravnurk võrdub teise kolmnurga te­

ravnurgaga.

3) ühe kolmnurga hüpotenuus ja kaatet on võrdelised 

teise kolmnurga hüpotenuusi ja kaatetiga.

Näide 1. Trapetsis ABCD (BC \[ AD), mille diagonaa­

liks on BD, on nurgad ABD ja BCD võrdsed. Arvutada AB ja 

AD, kui BC = 10 cm, DC = 15 cm ja BD = 20 cm.

L a h e n d u s  .

Antud: BC = 10 cm; DC =15 cm 

BD = 20 cm;

L ABD = L  BCD 

(joon. 22).

Kolmnurgad ABD ja BCD on 

sarnased, sest neil on kaks

paari vastavalt võrdseid nurki ( L ABD = L BCD kui võrdse­

tena antud nurgad ja ADB =£CBD, kui põiknurgad parallee­

lide juures). Paigutame need kolmnurgad nii, et vastavad 

elemendid oleksid kergesti jälgitavad.



Et sarnaste kolmnurkade küljed on võrdelised, siis 

AB BD AD
TSS = Ш  = ВЪ'

Asendades arvud, saame 

20x у
T5 "  10 "  25*

Verratest leiame, et x = 30 ja у = 4-0.

V a s t u s .  Lõigud AB = 30 cm ja AD = 40 cm.

Näide 2 . Kolmnurgas ABC on joonestatud lõik BD nii, 

et L BDC = L ABC; küljel AC tekivad lõigud AD = 7 cm ja 

DC = 9 cm. Arvutada külg BC ja suhe BD : BA.

L a h e n d u s  .

Antud: AD = 7 cm; DC = 9 cm.

L BDC = /- ABC 

(joon. 23).

Leida: BC; BD : BA,

Kolmnurgad ABC ja DCB on 

sarnased, sest nurk С on mõle-Joon. 23

mai kolmnurgal ühine ja lähteandmete põhjal on veel paar 

võrdseid nurki. Abijooniselt

6  e

Otsitav suhe

kolmnurkade sarnasuse tõttu 

= §§ ehk BC2 = AC

BD BC 12 
Ш  = Xü = TS =

CD, ВС = \/l6 . 9 = Л .3= 12.
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V a a t u s .  Külg BC = 12 cm ja BD : BA = 3 : 4*

Näide 3» Kolmnurgas ABC nurk A on kaks korda suurem 

nurgast B. Antud külgede b ja с põhjal avaldada külg a.

L a h e n d u s  .

Antud: L A = L2S>\ AC = b;

AB = с; ВС = a 

(joon. 24).

Leida: a.

Joonestame nurga A poolita- 

Joon, 24 ja AD. Nurgapoolitaja omadu­

sest
CD b 
Ш  “ c*

Kolmnurkade ABC ja ACD sarnasusest (kaks paari võrd­

seid nurki: nurk С ühine, L В = L CAD = L ^) järeldub vas­

tavate külgede võrdelisus:

АС BC b a
ÜT5 = АС VÕ1 ЪЪ = b'

Süsteemi

CD _ b 
1Ш “ с

b а
ÜT5 = Ъ

esimesest võrdekujulisest võrrandist

DB с DB „ с л 
ÜT5 = CT5 + 1 = Б + 1

Ч

DB + CD с + b 
--ÜIT“ = ~~Ъ *

Kuna DB + CD = a, siis ^  ja CD =

Asendus teise võrrandisse annab a =\fb  ̂ + bc, 

V a s t u s .  Külg а = J b^ + bc.

Näide 4 . Täisnurkse trapetsi 

aluste suhe on к ja diagonaa­

lid ristuvad. Avaldada diago­

naalide suhe.

L a h e n d u s  •

Antud: AC _]_ BD; BC : AD = к 

(joon. 25).
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Leida: AC : BD.

Nurgad L ВАС = L ADB kui ristuvate haaradega terav­

nurgad, Kolmnurgad ABC ja DAB on sarnased (täisnurksetes 

kolmnurkades on üks paar võrdseid teravnurki). Seega

AC BC AC AB
Ш5 = AB 3 Bl) "  ÄT>*

Korrutades võrrete vastavad pooled, saame

AC2 _ BC . AB _ BC
= AB . AD “ AD *

Otsitav suhe AC : BD = -/к".

V a s t u s  . Diagonaalide suhe on</k".

8 . T e o r e e m e  s a r n a s t e  k o l m n u r  

k a d e  k o h t a .

1. Sarnaste kolmnurkade küljed on võrdelised vasta­

vate kõrgustega.

Jooniselt 26

AB _ h _ ■.

А1 Й1 ~ аЛ 

kus к - kolmnurkade sarnasustegur.

Et sarnaste kolmnurkade vastavad küljed on võrdelised,

siis
AB BC AC _ CD h .

= Tfö - tTjTEj’ -
2. Sarnaste kolmnurkade ümbermõõdud suhtuvad nagu 

nende vastavad küljed.



3. Sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu vas­

tavate külgede ruudud.

SABC / AB >2 , ВС ч2 , AC ^2 ,2- <ад  - - а д >  - •

Näide 1. Kolmnurka, mille alus on 48 cm ja kõrgus on

16 cm, on joonestatud ristkülik mõõdete suhtega 5 : 9» kus­

juures pikem külg asub kolmnurga alusel. Arvutada ristküli­

ku küljed.

L a h e n d u s  ,

Antud: AB = 48 cm; CD= 16 cm; 

KE : EF = 5 : 9 

(joon. 27).

Leida: KE; EF.

'Olgu KE = 5x ja EF = 9*. 

Kolmnurkade ABC ja KLC sar­

nasuse tõttu kasutame lauset vastavate kõrguste ja külgede 

võrdelisusest

KL CM. 
ÄI “ ÜT5*

16 - 5x
ra  =  — T b *

x = 2.

Siis KE = 10 ja EF = 18.

V a s t u s .  Ristküliku küljed on 18 cm ja 10 cm.

Näide 2 . Kolmnurgas ABC on AB = 24 cm. Antud küljele 

on joonestatud kolmnurga teisi külgi lõikav paralleelne sir­

ge nii, et tekkinud trapetsi pindala on 25 % esialgae kolm­

nurga pindalast. Arvutada trapetsi lühem alus.

L a h e n d u s .

Antud: AB = 24 cm; AB ll DE ;

SABED = 0,25 SABC 

(joon. 28).

Leida: DE.

Et Д  ABC~ADEC, siie kolm­

nurkade pindalad suhtuvad nagu 

vastavate külgede ruudud

S A™  .r,2
ABC

5DEF

AB

DE*
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Olgu SABC = x, siia = 0*75* ja

x -2
0,75x

2 £

DE‘

Siit EE2 = 432 Ja DE = 12^3.

V a s t u s .  Trapetsi lühem alus on 12^3 cm«

Näide 3» Kolmnurga kõrgus on 4 cm ja jaotab aluse ka­

heks osaks, mis suhtuvad nagu 1 : 8. Arvutada sellise lõi­

gu pikkus, mis on paralleelne kõrgusega ja jaotab kolmnur­

ga kaheks pindvõrdseks osaks.

L a h e n d u s .

Antud: CD = 4 cm; AD : DB = 

= 1 : 8  (joon. 29). 

Leida: FE.

Olgu AD = x, siis DB = 8x

ja

A DC
x • CD 

--- ' DCB
8x • CD 
--- 2--- »

millest

~ADC, s 1 #

SDCB 5 *

Kuna kolmnurga ABC pindala S on 9 osa, siis

’DCB

Kolmnurkade CDB ja EFB sarnasusest

'DCB

3EBF

C D

f e£

8
ehk - F  ■1 О f e£

millest FE = 3.

V a s t u s .  Kolmnurka jaotav lõik on 3 cm.

9. M e e t r i l i s e d  s e o s e d  k o l m n u r  

g a s . Meetrilisteks seosteks on valemid, mis väljendavad 

kujundite joonelementide mõõtmistulemustega seotud omadusi.

P y t h a g o r a s e  t e o r e e m .  Täisnurkse 

kolmnurga kaatetite ruutude summa võrdub hüpotenuusi ruudu­

ga.
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Jooniselt 30

С

Joon. 30

E u k l e i d e s e  t e o r e e m .  Täisnurkse kolm­

nurga kaateti ruut võrdub hüpotenuüsil võetud selle kaate­

ti projektsiooni ja hiipotenuusi korrutisega.

Kasutades joon. 30 sümboolikat

2 ' 
а = а ’с,

b2 = b 'c .

K õ r g u s e  t e o r e e m .  Täisnurkse kolmnurga 

hüpotenuusile joonestatud kõrguse ruut võrdub kaatetite 

projektsioonide korrutisega

2 ' 
h = a*b».

K o l m n u r g a  t e r a v n u r g a  v a s t a s  

k ü l j e  r u u t  võrdub kahe teise külje ruutude sum­

maga, millest on lahutatud kahekordne ühe külje korrutis 

teise külje projektsiooniga sellel küljel. Joonise 31 põh­

jal
? 2 2 

a = b + с - 2cb'.

к
\o>

ySu С с ft\

Joon. 31 Joon. 32

K o l m n u r g a  n ü r i n u r g a  v a s t a s -  

k ü l j e  r u u t  võrdub kahe teise külje ruutude sum­

maga, millele on liidetud kahekordne ühe külje korrutis 

teise külje projektsiooniga sellel küljel (joon. 32) 

a2 = b2 + c2 + 2cb '.
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Kasutades nurga U. koosinust on võimalik ühendada

eelmised kaks valemit, ning saame
2 , 2  2 

а = Ъ + с - 2bc cos оС^

mis on nimetatud k o o s i n u s t e o r e e m i k s  .

Näide 1 . Täisnurkse kolmnurga kahe antud elemendi jär­

gi arvutada ülejäänud neli:

1 ) a = 6 , а» = 3 , 6 ;

2 ) а = 136 , h = 120 ;

3 ) а' = 2 , Ъ» = 18;

4) с = з, Ъ» = 2;
5 ) с = 26, h = 1 2 .

УА СО

С

Joon. 33

L a h e n d u s e d .  Kasutame Pythagorase je Euklei- 

dese teoreeme ja joonist 33 .

1 . Antud: a = 6 ; a'  = 3 ,6 »

Leida: Ъ, с* Ъ1,h.

с = 10*
Ъ = v/100 - 36 = 8,

Ъ» = 10 - 3 ,6  = 6 ,4 ,

h = \/3,6 . 6 ,4  = 4 ,8 . 

V a s t u s .  Ь = 8 , с = 10, Ъ’ = 6 ,4 , h = 4 ,8 .

2 . Antud: а = 136 ; h = 120 .

Leida Ъ, с, а 1, Ъ'.

(а 1) 2 = а2 - h2.

а2 II 0со
Ь2 II 2 2 

с - а ,

о* II гоIо

h2 II а’Ь»,

а ’ = >/ 1362 - 1202 = 64, 

, , 12Q2
Ъ* = = 225 ’

tr = b ’с,

с = 64 + 225 = 289,

Ъ = ,/225 • 289 = >/225 • у/289 = 

= 15 . 17 = 255.

V a a t u s . Ь =  255» с = 289, а' = 64, Ъ* = 225.

3. Antud: а* = 2 ;  Ъ' = 18. 

Leida: s, "b, с, h.
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h 2  =  a  ' b ' ,  h  =  J 2  • 1 8  =  6 ,

2 = (a*)2 + h2, а = / а ^ Г б 2 = 2 jiÕ,

2 = (b *)2 + h 2 ,  b = >/l82 + 62 = 6 JlÕ,

c2 = a2 + b2 , с = У (2 /1 O)2 + (б /iõ )2 = 20.

V a s t u s .  a = 2/IÖ, b = 6^10, с = 20, h = 6.

4. Antud: с = 3; b* = 2.

Leida: a, b, a ', h.

b2 = b»c, b = Уз . 2 = 6,

а2 = с2 - b2 , а = /з2 - ( Гё)2 = 3,

2  3
а = a fc, а 1 = ^  =г 1,

h^ = a'b», h = 7l • 2 = / 2 .2

V a s t u s .  а = / 3 , b = /б", a ' = 1, h = / 2".

5. Antud: с = 26; h = 12. \ \

Leida: a, b, a*, b 1.

h2 = a»b', a 'b * = 144

a' + b' = с, a» + b' = 26.

Süsteemi lahendamisel kasutame V i e t e ' i  t e o ­

r e e m i  ja abitundmatut t. Siis lahendatav võrrandi- 

siisteem on samaväärne võrrandiga

t2 - 26t + 144 '= 0.

Viimase lahendid on t  ̂ = 8 ja - 18 ning kaatetite 

projektsioonid on 8 ja 18. Olgu a 1 = 8 , siis b* = 18 (võib 

valida ka vastupidi, kuid tulemuseks saame ikkagi üAe täis­

nurkse kolmnurga). Kaatetid

a2 = a 'c , a 8 . .26 = 4Я3 ,

b2 = b 'c , b = y/18 . 26 = 6^ 3 .

V a s t u s .  a = 4^13, b = 6 JT3 , а* = 8 , b* = 18 

või а = 6 f i j ,  b = 4 /it , a* = 18, b* = 8,

Näide 2 . Kolmnurga üks külg on 60 cm. Sellele küljele 

joonestatud kõrgus on 12 cm ja mediaan 13 cm. Arvutada tei-
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sed küljed.

L a h e n d u s  .

Antud; AB = 60 cm; CD= 12 cm;

CE = 13 cm (joon. 34). 

Leida: AC ja BC.

Täisnurksest kolmnurgast 

DEC kaatet

joon. 34 DE _ Усе2 _ cd2 =

= / 13 2 - 1 22 = 5 .

Et mediaan poolitab vastaskülje, siis

AD = 2 AB - DE = 30 - 5 = 25.

Lõik DB = DE + EB = 5 + 30 = 35.

Pythagorase teoreemi põhjal

AC = J 252 + 122 = J ?69 ^  27,7,

ВС = Уз52 + 122 = 37 cm.

V a s t u s .  Kolmnurga teised küljed on 27,7 cm ja 

37 cm.

Näide 3 . Võrdhaarse kolmnurga alus on 4/2 cm, haara me­

diaan 5 cm. Arvutada haara pikkus.

L a h e n d u s  .

Antud: AC = CB; AB = 4^2 cm;

AD = 5 cm (joon. 35). 

Leida: АС, CB.

Võrdhaarse kolmnurga kõr­

gus on ka mediaaniks. Seega 

F on mediaanide lõikepunkt

ja

- AF = | • AD = | • 5 = 3^ ning CE = 3FE.

Täisnurksest kolmnurgast AFE

FE = 7 aF2 - AE2 = У (3з )2 - (2V2)2 = .

Siis CE = 3 • = J 28 ja kolmnurgast АСЕ



AC = / AE2 + CE2 = >/(2/2)2 ♦ ( /2 8 )2 = 6.

V a s t u s .  Kolmnurga haarad on 6 cm.

Näide 4 . Kolmnurgas ABC AB = 2 cm, AC = 5 cm, BC =6 cm. 

Arvutada tipu В kaugus kolmnurga ABC kõrguste lõikepunktist.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 2 cm; AC = 5 cm;

BC = 6 cm (joon. 36). 

Leida: BD.

Täisnurksetes kolmnurka­

des AEC ja BDE on L ВDE =

= АСЕ (kui ristuvate haa­

radega nurgad). Vaadeldud 

Joon. 36 kolmnurkade saranusest

BD
AC

BE
AE’

millest BD = AC • BE 
А

Lõigud BE ja AE määrame täisnurksetest kolmnurkadest AEC 

ja ABE:

Siit

Siis

AE2 = AC2

AE2 = AB2

AC2 - ВС2

BE =
AB2 ■

2
BC^
Ж

AE
2 2 

AB - BE =

ja

-l

V a s t u s .  Tipu В kaugus kõrguste lõikepunktist on 

Щ 139 cm.

Näide 5» Täisnurkse kolmnurga Ümbermõõt on 132, külgede 

ruutude summa 6050. Arvutada küljed.
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L a h e n d u s  .

Antud: a + b + с = 132;

а2 + Ъ2 + с2 = 6050 

(joon. 37) »

Leida: a, b, с ►

Pythagorase teoreemi põhjal

Siis asendades 

saame 2c^ = 6050, millest

с = \[ 3025 = 55. Lähte andmete st pärast asendamist а + b = 77
2 2

ja а ♦ b = ЗО25 . Tõstes esimese võrrandi ruutu ja lahuta­

des sellest teise võrrandi saame, et ab = 1452. Kasutades 

Viete’i lauset ja abitundmatut t

2 ' ,2  2 
a + b = с

millest

\T - 771 + 1452 = 0,

t1 = 33, t2 = 44.

V a s t u s .  Täisnurkse kolmnurga kaatetid on 33 da 

44, hüpotenuus 55 pikkusühikut.

Näide 6 . Arvutada täisnurkse kolmnurga kaatetite suhe, 

kui täisnurga tipust joonestatud kõrguse ja mediaani suhe on 

40 : 4*.

L a h e n d u s .

Antud: CD : CE = 40 : 41 (joon.38). 

Leida: а : b.

Olgu CD = 40x, siis CE = 4lx.Et 

/JABC'V д ADC (sest täisnurksetes 

kolmnurkades on üks ühine nurk 

CAB), siis

a
=

№  - « л 2

82x 
= T “ *

Äärmistest suhetest moodustatud võrdest 

ab = 40 82x , millest x2 = gg .

Teisest ja kolmandast suhtest saadud võrdest
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Jy2 . „ 2 . 2
b = 82x •v/b - 40 x

I

asendamist

Viimast võrrandit astendades vabaneme juurest ja peale x
2

=(82^  • г д г Ь г  - 822 • ад2 • , J b" a25 I'- ь4

. _ 82 b а2 
п = 40 а "

Tähistades ^ = t, saame ruutvõrrandi

40t2 - 82т: + 40 = 0,

millest

= Ь  *2 = 5*

V a s t u s .  Kaatetite suhe on 5 : 4 või 4 : 5*

Näide 7 . Nurga sees, mille suurus 60°, on võetud punktf 

mille kaugused külgedest on a ja b. Arvutada punkti katkus 

nurga tipust.

L a h e n d u s .

Antud: АС = а; ВС = b;

/.BOD = 60° (joon.39). 

Leida: CO.

Vaatleme täisnurkset 

kolmnurka BOD, millest

Joon. 39 cos 60° = ja OD = 20B.

Samast kolmnurgast

BD2 = OD2 - OB2 = 40B2 - OB2 = ЗОВ2 .

Kolmnurgas ACD L ACD = 60° ( ristuvate haaradega nurgaš 

BOD ja ACD on võrdsed), siis cos 60° = millest 

CD = 2AC = 2a. 1

Teiselt poolt

DB = BC + CD = b + 2a
2

ja asendades BD avaldis9e saame

(b ♦ 2a)2 = ЗОВ2, millest OB = 2a * Ъ .
f3

Kolmnurgast OBC

ОС2 = OB2 + BC2 = -l-?a + b2 = | (a 2 ♦ ab ♦ b2)

й
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ja ОС = 1 ' fs  *f ab + Ъ •

V a s t u s .  Punkt on nurga tipust kaugusel

a2 + ab + b2 .

10. K o l m n u r g a  ü m b e r m õ õ t  j a  

p i n d a l a  . Kolmnurga ü m b e r m õ õ d u k s  on kolm­

nurga külgede pikkuste summa. Jooniselt 40

P = a + b + c.

Kasutatakse ka tähistust
Л

2p = a + b + c, siit p = ^(a + b + c).

Joon. 40

Kolmnurga p i n d a l a  on võrdne kolmnurga aluse ja 

kõrguse poole korrutisega.

-SiBC = 5aha - 2bhb = 2 ° V
/

Sõltuvalt lähteandmete st on mõnikord otstarbekas kasutada 

teisi pindala valemeid:

S = J p(p - a)(p - b)(p - c), (Heroni valem)

S = pr,

C abc
s = зпг*

kus r - kolmnurga siseringjoone raadius,

R - limberringjoone raadius.

Kui kasutada kolmnurga nurkade trigonomeetrilisi funkt­

sioone, siis kolmnurga pindala avaldub

Л Л Л
S = ^ab sin f  = ,jac sin (b = jbe sin a. ,
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Q a2 sin p> sin t  
~ Й  s i n o c  *

2
S = 2R sin oL • sinp>- sin .

Näide 1 . Arvutada kolmnurga kõige pikem kõrgus, kui 

kolmnurga küljed on 13 cm, 14 cm ja 15  cm.

L a h e n d u s  .

Antud: AC = 13 cm;AB*14 cm;

BC = 15 cm (joon.41). 

Leida: BD.

Kõige lühemale küljele 

vastab kõige pikem kõrgus. 

Pindala S = .jAC • kuid 

Joon. 41 Heroni valemi põhjal

S = ^21 . 8 * 7 * 6  =\/3 . 7 * 4 .  2 - 7 .  2 . 3  = 

= 3 * 7 * 4 =  84.  I

Siis

ЛТ1 2S 2 . 84 „12 
DB = ÄC = T T ~  = 12i3*

12
V a s t u s .  Kolmnurga pikim kõrgus on 12^j  cm.

Näide 2. Kolmnurga küljed suhtuvad nagu 3 J 25 : 26 ja 
2

pindala on 144 cm . Arvutada ümbermõõt.

L a h e n d u s  .

Antud: Külgede suhted 3 * 25 : 26 ja S = 144 cm2.

Leida: Р»

Olgu kolmnurga küljed 3x, 25x ja 26x. Siis 

p = 3» Щ  ♦ 2б* = 27x

ning

S = J 27x • 24x • 2x • x = 3 • 2 • 2 • 3x2 .

Võrrandist 36 x2 = > x = 2. Siia p = 27 • 2 = 54 

ja P = 2p = 108.

V a s t u s .  Kolmnurga ümbermõõt on 108 cm.

Näide 3. Täisnurkse kolmnurga kaatetite summa on m ja 

hüpotenuus c. Kaateteid leidmata avaldada kolmnurga pindala. 

L a h e n d u s  .

Antud: а + b = m; c.
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Leida: S.
P P P

Lähtudes Pythagorase teoreemist с = a + b ja  te isen­

dades seda ava ld is t 

с2

m ille s t

с2 = а2 + b2 + 2ab - 2ab, с2 = (а + Ъ)2 - 2ab,

2ab = (а ♦ Ъ)2 - о2, ab = Ü . + )Z - с2. ab = Д

Kolmnurga p indala
2 2 c aD m -  с

s = T  = — T ~  *

V a s t u s .  S =
„2 2 
m — с

Näide 4. Teades kolmnurga kõrgusi hgf h^, hc , avaldada 

tema p inda la .

L a h e n d u s .

Antud: ha# h^, hc .

Leida: S.

Kolmnurga p indala valemeist

s = 2aha = 5b tb * h \  

saab avaldada e, b ja  c, mis asendame Heroni valemisse

kus

S = J p(p -a)(p - b)(p - c),

p - ^(a + b + c) = S(^- + + j^-).
a b c

s = s2̂ i+ к * k^k* к  ~ k ^k  * к '  к?
V a s t u s .

3 ♦ ž j  * ^  ♦ %  - a - K j-  + ž- - j j ) .

Näide 5. Arvutada võrdhaarse kolmnurga p indala , kui 

alus on 12 cm ja  alusele joonestatud kõrgus võrdub aluse ja

haara keskpunkte ühendava 

lõiguga.

L a h e n d u s .

Anfcufl: AB = 12 cm; DC =DE =

= 2ac (joon. 42). 

Leida: S.
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Kolmnurk ACD on täisnurkne, seega 

sin CAD = —  = \ ja  L CAl> 30°.

Samast kolmnurgast

^  = tan 30°, CD = AD . tan 30° = 6 . Щ  = 2^J.

S = JAB . CD = J • 12 • 2 /J  = 12^3.

V a s t u s .  Võrdhaarse kolmnurga pindala on I 2V3 cm2.

Näide 6. Arvutada kolmnurga pindala , kui üks külg on 

27 cm ja teine 29 cm ning kolmnda külje  mediaan on 26 cm.

L a h e n d u s  .

Antud: AC = 27 cm; BC = 29 cm;

CD = 26 cm (joon. 43). 

Leida:S.

Pikendades mediaani CD oma 

pikkuse võrra saame punkti E, 

m ille  ühendame antud kolmnurga 

tippudega. Tunnuse KNK põh ja l 

A ACD « Д DEB (AD = DB, CD= DE, 

Joon. 43 tippnurgad).

Kongruentsed kolmnurgad on ka pindvõrdsed ning S^g^ 

asemel leiame SCBE. Heroni pindala valemist

S = \ 54 • 2 . 25 • 27 = V2 • 27 • 2 .25 *27 = 2 . 27.5 =270.
2

V a s t u s .  Kolmnurga pindala on 270 cm .

§ 3. HULKNURGAD

I . H u l k n u r g a  m õ i s t e .  Punktihulka, m il­

le elementideks on tasandi osa koos seda p iirava kinnise 

murdjoonega, nimetatakse h u l k n u r g a k s .  Hulknurki 

l iig ita ta k se  tippude (külgede) arvu jä r g i .  Hulknurka, mis 

sisaldab iga oma d iagonaali, nimetatakse k u m e r a k s  

h u l k n u r g a k s  . Hulknurka, m il le l  on võrdsed küljed 

ja  võrdsed nurgad, nimetatakse k o r r a p ä r a s e k s  

h u l k n u r g a k s  . Ig a l korrapärasel hulknurgal leidub 

sise- ja  timberringjoon. Hulknurka, m ille  tipud asuvad ring­

joonel, nimetatakse k õ õ l h u l k n u r g a k s .  Neli­

nurga ümber saab joonestada ringjoone s i is ,  ku i nelinurga

33



vastasnurkade summa on sirgnurk. Ümberringjoon on r is t k ü l i ­

ku l, ruudul ja  võrdhaarsel tra p e ts il , ümberringjoont ei ole 

rööpkülikul ja  rombil. Hulknurka, m ille  kõik kü ljed  on ring­

joone puu tu ja te l, nimetatakse p u u t u j  a h u l k n u r -  

g а к s . Puutujanelinurga vastaskülgede summad on võrdsed.

Kumera n-nurga:

1 ) diagonaalide arv on Žl ;

2) ühest tip us t lähtuvad diagonaalid jaotavad hulknur- 

ga n - 2 kolmnurgaks;

3) sisenurkade summa on (n - 2) . 180';

4) välisnurkade summa on 360°.

Näide 1. Mitu külge on korrapärasel hulknurgal, m ille  

sisenurk on 150°?

L a h e n d u s  .

Antud: Sisenurk on 150°

Leida: n.

Kuna n-nurkse hulknurga sisenurkade summa on (n-2).l80°,

s i is

150° n = 180°(n - 2), 

m ille s t n = 12.

V a s t u s .  Korrapärasel hulknurgal on 12 külge.

Näide 2. Mitu külge on korrapärasel hulknurgal, m ille  

vä lisnurk on 24°?

L a h e n d u s .

Antud: Välisnurk on 24°.

Leida: n.

I  võimalus. Kasutades välisnurkade summat:

24n = 360°; n = 15.
»

I I  võimalus; Sisenurk on 180° - 24° = 156° ja  sisenur­

kade summest

156° n = 180°(n - 2) ja  n = 15.

V a s t u s .  Korrapärasel hulknurgsl on 15 külge.

2 . H u l k n u r k a d e  s a r n a s u s .  Kaht hulk— 

nurka nimetatakse s a r n a s t e k s ,  kui ühe hulknurga 

nurgad on vastavalt võrdsed teise hulknurga nurkadega ja  vas­

tavad küljed on võrdelised.
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Satnaste hulknurkade ümbermõõdud suhtuvad samuti kui 

vastavad küljed (sarnasustegur k).

Sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad nagu vastava- 

te külgede ruudud (k ).

Korrapärased ühenimelised hulknurgad on sarnased ja  

nende küljed suhtuvad nagu apoteemid vSi ümberringjoonte, 

raadiused.

Korrapäraste ühenimeliste hulknurkade pindalad suh­

tuvad nagu nende külgede ruudud või ümberringjoonte raa­

diuste ruudud või apoteemide ruudud.

Näide 1. Kahe sarnase hulknurga suurimate külgede pik­

kused on 35 m ja  14 m ning ümbermõõtude vahe on 60 m. Ar­

vutada ümbermõõdud.

L a h e n d u s  .

Antud: a^ = 35 m; b^ = 14 m; P^ - P2 = 60 m.

Leida: P^; P2.

Et sarnaste hulknurkade ümbermõõdud suhtuvad nagu vas­

tavad kü ljed , s i is

?1 P2 + ^0 55
= ^-L-, antud juhu l p-—  = m ille s t P2 = 40,

P1 = 1.00.

V a s t u s .  Sarnaste hulknurkade ümbermõõdud on 

40 m ja 100 m.

2
Näide 2. Kahe sarnase hulknurga pindalad on 180 cm ja
2

80 cm . Arvutada suurema hulknurga ümbermõõt, ku i väiksema 

hulknurga ümbermõõt on 48 cm.

L a h e n d u s  . 2 2
Antud: S^ = 180 cm ; S2 = 80 cm ; P2 = 48 cm.

Leida: P^.

Saraeste hulknurkade pindalad suhtuvad nagu vastavate 

külgede ruudud, ümbermõõdud suhtuvad nagu vastavad kü ljed . 

Seega

s ;  - ^  - *2s k = b  ä  “ b  ■ \ • 48 * 72.

V a s t u s .  Suurema hulknurga ümbermõõt on 72 cm.
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Näide 3. Korrapärase n-nurkse hulknurga külgede kesk­

punktid ühendatakse. Tekib uus korrapärane hulknurk, mis 

asub eelmise sees. Avaldada nende hulknurkade pindalade su­

he .

L a h e n d u s  .

Antud: n-nurkne hulknurk. 

Leida: : S2 .

Korrapäraste samanimelis­

te hulknurkade pindalad suh­

tuvad nagu -ümberringjoonte 

raadiuste ruudud (joon, 44)

Joon* 44

Täisnurksest kolmnurgas OAD

S2 = OD 0A‘

OD 180c
ÜI = cos ~n~ OD = OA cos 180c

ja  asendades

: S2 = cos2 180°

V a s t u s Pindalade suhe on cos
2 180°

3. R ö ö p k ü l i k ,  r i s t k ü l i k ,  r o m b ,  

r u u t .  Nelinurka, m ille  vastasküljed on para llee lsed , n i­

metatakse r ö ö p k ü l i k u k s .

Rööpküliku omadusi:

1 ) vastasküljed on võrdsed;

2) vastasnurgad on võrdsed;

3) lähisnurkade summa on sirgnurk;

4) diagonaalid poolitavad te in e te is t;

5) diagonaalide lõikepunkt on rööpküliku sümmeetriakesk- 

punkt;

6) diagonaal jaotab rööpküliku kongruentseteks kolmnur­

kadeks;

7) diagonaalide ruutude summa on võrdne külgede ruutude 

suminaga (joon. 45)

d2 + d2 = 2(a2 + b2).
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ou

Joon. 45

Rööpküliku pindala

S = a hg = b hfe = ab s in  06 .

Näide 1. Arvutada rööpküliku küljed ja  d iagonaalid , kui 

suurem külg võrdub väiksema diagonaaliga, külgede pikkuste 

vahe on 3 cm ja  diagonaalide pikkuste vahe on 2 cm.

L a h e n d u s .

Antud: b = dg} b <= a = 3 cm;

d^ - d2 = 2 cm (joon. 

46).

Le x da: a; b ; ; ^2 *

Kasutame omadust, et d ia ­

gonaalide ruutude summa on 

võrdne külgede ruutude sum­

maga:

(d2 + 2)2 + d2 = 2 [d2 + (d2 - 3)2] .

Ruutvõrrandi d| - 8d2 + 7 = 0 lahenditest (dg)^ = 7
ja  (d2)2 = 1 sobib esimene. Seega d^ = 7, d^ = 9, b = 7, 

a = 4.

V a s t u s .  Rööpküliku küljed on 4 cm ja  7 cm ning 

diagonaalid 7 cm ja  9 cm.

Näide 2. Rööpküliku ABCD külg AB = 42 cm. K ü lje l BC on 

võetud punkt E n i i ,  et BE : EC = 5 : 7. Lõiku DE on pikenda­

tud lõikum iseni kü lje  AB pikendusega punkti F. Arvutada BP.

L a h e n d u s .

Antud: AB = 42 cm; BE : EC = 5 : 7 (joon. 47).
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Leida: BF.

P antud suurused, saame võrrandi

Olgu BE = 5x, s i i s  EC = 7x 

ja  AD = ВС = 12х. Kolmnurkade 

A AFD ja  A BFE sarnasusest

^  Asendades võrdesse

Joon. 47 ?

V a s t u s .  Lõik BF = 30 cm.

Näide 3. Rööpküliku ümbermõõt on 48 cm ning tema kõr­

gused suhtuvad nagu 5 : 7. Arvutada rööpküliku kü ljed .

L a h e n d u s  .

AB . DE = BC . DF ehk у . 5x = (24 - у) . 7x. 

Kuna x £ 0, s i is

5y = (24 - y) • 7, m ille s t у = 14.

S iis
BC = 24 - 14 = 10.

V a s t u s .  Rööpküliku kü ljed  on 14 cm ja  10 cm.

Näide 4. Arvutada rööpküliku kõrgus, kui rööpküliku 

alus on 51 cm ning diagonaalid on 40 cm ja  74 cm.

S = ^54 . 3 • 17* 34 = У 9 . 6 • 3 *17 *2 .17 = 3 . 6.17 =306.

Q
А

Antud: P = 48 cm; DE : DF =

= 5 : 7  (joon. 48).

Joon. 48

Olgu DE = 5x, s i is  DF = 7x. 

Olgu AB = у, s i is  BC = 24 - y. 

Avaldame rööpküliku pindala 

kahel v i i s i l :

Ci P

L a h e n d u s  ..

Antud: AB = 5  ̂ cm; BD = 40 cm;

Et А AOB - A DOC, s i is  

FO = QE. Arvutame Д. AOB pind­

ala Heroni valemi põhja l

Leida: EF.

Joon. 49
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Et ka 51~g QE = 306, s i is  s i i t  OE = 12, EF = 24.

V a s t u s .  Rööpküliku kõrgus on 24 cm.

Näide 5. Rööpküliku külgede suhe on 2, sama suur on ka 

diagonaalide suhe. Nürinurga tip us t A on tõmmatud kõrgus AE 

kü lje le  CD. Arvutada lõikude DE ja  CE suhe.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 2AD; DB = 2AC 

(joon. 50) .

Leida: DE : CE.

Kasutame valem it, mis seob 

rööpküliku kü lg i ja  diagonaale:

Joon, 50

2 2 2 2 2 2 
AC + BD = AD + AB + BC + DC .

S iis

AC2 + 4AC2 = AD2 + 4AD2 + AD2 + 4AD2, 

m ille s t

5AC2 = 10AD2, AC = JT AD.

Kolmnurgas ACD on AC teravnurga vastaskülg. Seega

AC2 = AD2 + CD2 - 2CD . DE.

Pärast asendamist saame

2AD2 = AD2 + 4AD2 - 4AD . DE, m ille s t DE = |aD.

Lõik

CE = DC - DE = 2AD - |aD = |aD.

S iis  suhe

DE : CE = ^AD : |aD = |.

V a s t u s .  Lõikude suhe DE : CE = 3 : 5.

Näide 6. Rööpküliku kü ljeö  on a ja  b, diagonaalide va­

heline teravnurk ©L . Avaldada rööpküliku p indala .

L a h e n d u s  .

Antud: AB = aj AD = b;

L COB s oC (joon. 51)» 

Leida: S.

Tähistame OC = d^, OB = d^. 

S iis  rööpküliku pindala
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S = 2d^d2 sin  ос .

Koosinuslause põh ja l

a2 = d2 + d2 - 2d1d , cos (180° - oC ), 

Ъ2 = d2 + d2 - 2d^d2 cos ot .

Lahutades esimesest teise võrduse saame, et

P 2 
а - b = 4d1d2 cos ,

m ille s t

2dld2 =
2 .2  а - b

T  COS oC '
Asendades saadud tulemuse p indala valemisse, saame

S =
2 2 

а - b sinoC q2 v2 а - b tan oC2 cos <*.

a2 - b2
V a s t u s .  Rööpküliku pindala S = ---^--  tan o(. .

R i s t k ü l i k  on rööpkülik , m ille  läh iskü ljed  on 

r i s t i .  R is tk ü lik u l on kõik rööpküliku omadused, kusjuures 

r is tk ü lik u  diagonaalid on võrdsed.

R is tkü liku  pindala võrdub pikkuse ja  la iuse korru ti­

sega.

Näide 7. R is tkü liku  diagonaalide vaheline nurk on 60°. 

R is tkü liku  lühemate külgede ja  diagonaalide summa on 3*6 m. 

Arvutada diagonaalide pikkus.

L a h e n d u s .

Antud: L COD = 60°;

AB + DC + AC + BD =

= 3,6 m (joon. 52) . 

Leida: AC.

R is tkü liku  diagonaalid on 

võrdsed pikkusega ja  poolitavad 

te in e te is t . S iis  AO = OC = OB = 

= OD. J ä re lik u lt  kolmnurk COD on võrdhaarne. Et tipunurk on 

60°, s i is  ka alusnurgad on 60° ja  kolmnurk on võrdkülgne. 

Olgu r is tk ü lik u  lühem külg a. S iis  ülesande tingimuste põh­

j a l  6a = 3 ,6 . S i i t  a = 0,6 ja  r is tk ü lik u  diagonaal on 1-,2 m. 

V a s t u s .  R is tkü liku  diagonaalid on 1,2 m.

Joon. 52
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Näide 8. R is tkü liku  tipus t d iagonaalile  joonestatud 

r is ts irg e  jaotab diagonaali osadeks suhtes 1 : 3. Arvutada 

diagonaali pikkus, kui diagonaalide lõikepunkt asetseb suu­

remast k ü lje s t 2 m kaugusel.

m ille s t x = 2 .

Diagonaal "AC = AE + EC = 2 + 6 = 8.

V a s t u s .  R is tkü liku  diagonaal on 8 m.

R о m b on rööpkülik , m ille  küljed on võrdsed.

Rombi: 1) diagonaalid on r i s t i  ja  poolitavad rombi 

nurgad;

2) kõrgused on võrdsed.

Rombi pindala võrdub tema diagonaalide poole korru­

tisega.

Näide 9. Rombi ümbermõõt on 8 cm ja  kõrgus 1 cm. Arvu­

tada rombi nürinurk.

L a h e n d u s  .

Antud: AE : ЕС = 1 : 3;

OF = 2 m; DE i. AC 

(joon. 53).

Leida: AC.

.Toon. 53

Tähistame AE - x. S iis  

ЕС = 3x. Täisnurkse kolmnur­

ga hüpotenuusile joonestatud

kõrgus DE = v/ae . EC = J x . 

põh ja l kolmnurgas ADE

3x = x JJ. Pythagorase teoreemi

2 2 2 
DE + AE = AD ehk 3x2 + x2 = 16

L a h e n d u s  .

Antud: AB ♦ BC + CD + AD= 8 cm;

DE = 1 cm (joon. 5*0•

Rombi külgede võrdauaest

AD = 2 cm.
Joon. 54- Täisnurkseet kolmnurgast ADE

sin DAE = Ц  ? g ja  Z DAE = 30*. 

Nürinurk ZABC = 180° - L DAE = 180* - 30* ■ 150*.
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V a s t u s .  Rombi nürinurk on 150°.

Näide 10. Rombi kõrgus on 12 cm ja  üks diagonaalidest 

15 cm. Arvutada rombi p indala .

L a h e n d u s  .

Antud: d^ = 15 cm; h = 12 cm 

(joon. 55).

Leida: S.

Avaldades rombi.pindala ka­

hel v i i s i l :

Joon. 55
ah = c 

Antud juhu l

d1d2

12 •-1 . 15 * d2.

Kolmnurgast AOB Pythagorase teoreemi põh ja l:

,15x2 /d2v2 2 
(-jr) + = a •

Süsteemi

( 12a = 7,5d2 ,

\7,5г+4 = °гd2 4
esimesest võrrandist 

ja  te isest võrrandist

7 ,52 + J|a2 = a2, •a = 7 ,5 , а = 12,5-

Pindala

S = а . h = 12,5 • 12 = 150.
2

V a s t u s .  Rombi p indala on 150 cm .

Näide 11. Rombi ümbermõõt on 2p cm, diagonaalide summa 

m cm. Avaldada rombi p indala .

L a h e n d u s  .

Antud: 4a = 2p; d^ + d2 = m (v t. joon. 55).

Leida: S.
Л

. Rombi külg а = Täisnurksest kolmnurgast AOB

( V + = Ф2-
Teise võrrandi saame diagonaalide summast:



4 2n2 л Л 
“̂5" ИГ' '•2'*

Neist võrrandeist koostame süsteemi

j2 
A1 T 2
■,2 .2 2 
d„ + dp = p

m ille s t

ja  pindala

(d1 + da )2 = m2,

m2 n2

d1d2 = = 4 ^

S =
* m 2  __ ̂2 m - p 

"2--  = --

V a s t u s .  Rombi p indala on

R u u t  on rööpkülik , m ille  kõik küljed on võrdsed ja 

kõik nurgad on täisnurgad.

Näide 12. Ruutu on kujundatud ruut, m ille  tipud asuvad 

antud ruudu külgedel ja  küljed moodustavad 30°-se nurga an­

tud ruudu külgedega. Avaldada nende ruutude pindalade suhe.

L a h e n d u s  .

Antud: j_  ША = 30° (joon. 56). 

Leida: ■'SABCI) :

Et sin 30° = ||t ja  cos 30° =

AM O-Mo
= та» s iis

AL = jj ML; AM = Щ  ML.

AB = AM + MB = AM + AL =Joon. 56

= £ ?  ML + ^ML = + 1 )ML.

3ABCD * KIA1N = AB : ML =

2 + TT
V a s t u s .  Ruutude pindalade suhe on — 2 •

4. T r a p e t s .  Nelinurka, m ille  kaks külge on pa­

ra llee lsed  ja  kaks külge m itteparellee lsed, nimetatakse 

t r a p e t s i k s .
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Trapetsi kesklõik on paralleelne alustega ja  võrdub 

aluste poolsummaga (joon. 57):

Näi de 1 . Trapetsis ABCD (BC l\AD), m ille  diagonaaliks 

on BD, on nurgad ABD ja  BCD võrdsed. On teada, et BC =10 cm, 

DC = 15 cm ja  BD-= 20 cm. Arvutada AB ja AD.

L a h e n d u s  .

AB = 30, AD = 40.

V a s t u s  . AB = 30 cm, AD = 40 cm.

Näide 2. Täisnurkse trape ts i alused on 17 dm ja  25 dm 

ning pikem haar on 10 dm. Selle haara keskpunktist on joo­

nestatud r is t lõ ik  samale haarale lõikum iseni teise haaraga. 

Arvutada se lle  r is t lõ ig u  pikkus .

L a h e n d u s .

Antud: AB = 25 dm; DC = 17 dm; CB = 10 dm (joon. 59). 

LeidajML.

Joonestame kesklõigu KL ja  nürinurga tip u s t kõrguse CE.

ft/

Joon. 57

C, Antud: L  ABD = Z. BCD; BC =

A

Leida: AB; AD.

Kolmnurkade ABD ja  BCD sar­

nasusest ( л ABD = Z- BCD,

= 10 cm; DC = 15 cm ja 

BD = 20 cm (joon. 58).

Joon. 58 Z. DBC = Z. ADB)
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Kesklõik KL = 21 dm. Täisnurk­

setes kolmnurkades MKL ja СЕВ 

l_  KLM = £ . ECB kui r is t is e is-  

vate haaradega nurgad. Seega 

д. MKL ~ A ECB j а

KL
CE

ML
CB’

21 ML 
CE “ 10*

LÕigu CE määrame täisnurksest 

kolmnurgast CBE:

CE =\JcB2 - EB2 = VlO2 - 82 = 6.

Asendades CE väärtuse viimasesse võrdesse, saame et ML = 35. 

V a s t u s .  R is tlÕ igu pikkus on 35

Näide Ъ, Võrdhaarse trape ts i pikem alus on 44 cm, haar 

17 cm. ja  diagonaal 39 cm. Arvutada trapetsi p indala .

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 44 cm; AD = CB = 

= 17 cm; AC = 39 cm 

(joon. 60).

Leida: S.

Heroni valemiga arvutame 

ЛАВС pindala:

S = >/50 - 11 . 33 • 6 = V 2 . 25 . 11 . 3 . 11 3=

Kuid S =

= 2 . 

AB

11 . 3 = 330.

CE 2S

CE =

^— -, s i is  CE = jg  ja  trapets i kõrgus

2 « 330
= 15.

Pythagorase teoreemi põh ja l

- J = J 172 - 152 =v/(EB = \j CB  ̂ - CE = s/17 - 15

= v/32 . 2 = x/l6 . 4 = 8. 

Trapetsi lühem alus

DC = AB - 2EB = 44 - 16 = 28 

ja  trape ts i pindala

17 + 15)07-15) =

44 + 28



V a s t u s .  Trapetsi pindala on 540 cm .

Näide 4. Arvutada trapets i p indala , kui para lleelsed 

kü ljed  on 60 cm ja  20 cm ning m itteparallee lsed küljed  

13 cm ja  37 cm.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 60 cm; DC =20 cm; 

AD =13 cn; BC = 37 cm 

(joon. 61).

Leida: SABCI).

Võib kasutada eelmise 

näite  võ te t, et joonestame 

lä b i t ip u  С sirge p a ra lle e l­

se lt AD-ga. Tekkinud kolmnurga pindala arvutame Heroni va­

lemiga jne. S iin  kasutame te is t  lahendusvõim alusi Tähis­

tame AE = x, s i is  FD = 40 - x. Täisnurksetest kolmnurkadest 

ADE ja  BCF

2 *2 2 
DE = 13 - x -

CF2 = 372 - (40 - x )2.

Et DE = CF, s i is  

132 -

Trapetsi kõrgus

P P P ?
13 - x = 37 - (40 - x r ja  x = 5.

DE =v/l32 - 52 = 12

ja  pindala
13 - 5

20 + 60 
-- 2-- 12 = 480.

V a s t u s .  Trapetsi p indala on 480 cm .

f  4. RINGJOON JA RING

1. R i n g j o o n e  j a  r i n g i  m õ i s t e .  

Tasandi kõ ig i punktide hulka, m ille  kaugus fik seeritud  punk­

t is t  0 on r , nimetatakse r i n g j o o n e k s  (r - raa­

dius, 0 - keskpunkt).

Tasandi kõ ig i punktide hulka, m ille  kaugus punktist 0 

on väiksem või võrdne raadiusega, nimetatakse r i n g i k s .
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2.  K e s k n u r k  j a  p i i r d e n u r k .  Nurka, 

m iile  tipp  asub r in g i keskpunktis, nimetatakse k e s k -  

n u r g a k s  .

Joonisel 62 on kesknurgaks 

l ’_AOC ja  temale vastav kaar 

^ AC. Poolringjoonest väik­

semat kaart märgitakse kahe 

tähega, suuremat kolme tühe-' 

ga^vABC.

Nurka, m ille  tip p  on ring­

joonel ja  haaradeks on kõõ- 

lud , nimetatakse p i i r -  

d e n u r g a k s .  Joonisel 62 L. ABC on piirdenurk ja 

AOC kesknurk, nad inSlemad vastavad kaarele AC.

Piirdenurk võrdub poolega vastavast kesknurgast,

Z ABC = £ Z AOC.

Diameetrile toetuv piirdenurk on tä isnurk.

Piirdenurgad, mis vastavad võrdsetele kaarte le , on 

võrdsed.

Näide 1. Lõigud AB ja  AC on kaks kõõlu: kaar AB on 

110°23' ja  kaar AC on 38°. Arvutada Z ВАС.

e, L a h e n d u s .

Antud: vj AB = 110°23 ' ,

wAC = 38° (joon .63). 

Leida: /-ВАС.

I  võimalus (joon ise l kät­

kev joon): BC = 360° -

- и  AC - ^AB = 211°37 * ja 

vastav piirdenurk 

L. ВАС = ”105°48’30";

I I  võimalus, (pidev joon): ^BC = uAB - uAC = 72°23*,

Z ВАС = 36°11’30".

V a s t u s . On kaks võimalust ja  nurgad on 36°11'30" 

ja  105°48,30".

Näide 2. Ringjoon on jaotatud kaarteks, mis suhtuvad 

nagu 7 : 11 : 6 ,ning jaotuspunktid on ühendatud üksteisega. 

Arvutada tekkinud kolmnurga nurgad.
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6 L a h e n d u s .

Antud: чу AB : ^  ВС : _/ AC =

A

Leida: oC ; pi ; .

Olgu о  AB = 7x, s i is  ^  ВС = 11x ja 

o' AC = 6x. Nende summa 

7x + 11x + 6x = 360°, x = 15°»

о  AB = 105° , w ВС = 165° , oAC = 90° .

= 7 : 11 : 6 (joon. 64).

Joon. 64

Piirdenurga omaduse põhja l

cC = 82°30‘ , ß = 4 5 ° ,  У'= 52°30».
V a s t u s  .Kolmnurga nurgad on 82°30', 45° ja  52°30'.

I
3. R i n g j o o n e -  l õ i k a j a  j a  p u u t u -  

j  a. Ringjoone l õ i k a j a k s  nimetatakse s irge t, m il­

le l  on ringjoonega kaks üh ist punkti. Lõikaja p i i r s irge t,mil­

le le  läheneb lõ ik a ja , kui üht lõ ikepunkti ringjoone kaart 

mööda te ise le  lähendada^  nimetatakse ringjoone p u u t u ­

j a k s .  Ringjoone puutu ja l on ringjoonega üks ühine punkt.

Puutuja on r i s t i  puutepunkti joonestatud raadiusega.

Kui vä ljaspoo l ring joont võetud punktist joonestada 

puutujad, s i is  se lle  punkti kaugused puutepunktidest on 

võrdsed.

Kui ringjoone lõ ik a ja te  vaheline nurk asub:

1) seespool r ing joon t, s i is  se lle nurga suurus on võrd-

2) vä ljaspoo l r ing joon t, s i is  se lle  nurga suurus on

ne nurga ja  tema tippnurga haarade vahele jäävate 

kaarte suuruste poolsummaga (joon. 65)

L  ВЕС = *j( ^  AD + v/CB) , Z. AEC = J(v->AC +o>DB);

D

Joon. 65 Joon. 66
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võrdne lõ ika ja te  vahele jäävate kaarte suuruste 

poolvahega (joon. 66)

1 ,

Ringjoone puutuja ja  puutepunktist joonestatud l õ i ­

kaja vahelise nurga suurus on võrdne poolega lõ ik a ja  poolt 

eraldatud kaarest (joon. 67)

L ABC = 2uBED.

Näide 1. Ringjoone kõõlud AB ja  CD lõikuvad punktis M,

L AMC = 40°, kaar AD on kaarest CB suurem 20°54’ võrra.Ar­

vutada \̂ AD.

L a h e n d u s  .

Antud: л. AMC = 40° j

u  AD = ^  CB ♦ 20® 54* 

(joon. 68).

Leida: uAD.

Kõrvunurk 

L. AMD = 180е - 40е = 140е . 

Kõõlade vaheline nurk 

Joon* 68 ^  AMD » J (  \ j AD ♦ \ j CB).

Kuna w  CB = w  AD - 20°54’, siis
140° s J (  vy AD ♦ v-r AD 20°54').

S i i t

\j  кЪ ■=, 129°33'.

V a s t u s .  Kaar AD on 129°33*.

Näide 2. Ringjoon on jaotatud punktidega А, В, С ja  D 

n i i ,  et u  AB : uBC : uC D  : v^DA « 3 * 2 t 13 * 7 . KÖÖlttd 

AD ja  BC on pikendatud lõikum iseni punktis M. Arvutadaz. AMB.
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м
L a h e n d u s  .

Antud: W AB : u  BC: «-/CD: >_;DA = 

= 3 : 2 : 13 : 7 (joon. 

69).

Leid ; г. AMB .

Lõikajate CM ja  DM vahe li­

ne nurk

L AMB = 2( w CD - v_/ AB). 

Olgu \JAB = 3x, s i is  BC= 2x, 

a  CD = 13 x, и  AD = 7x. Kuna 

3x + 2x + 13x + 7x = 360°, m ille s t x = 14°24'. Seega и  CD = 

_ /|87°12' ja  '-'AB = 43°12' ning

/. AMB = J(187012' - 4-3°12 ')  = 72°.

V a s t u s .  Z. AMB = 72°.

Näide 3« Puutujate vaheline nurk on 73°25'. Arvutada 

puutujate vahelised kaared.

L a h e n d u s  .

Antud: L ABC = 73°25'

(joon. 70).

Leida: kj AEC, vy ADC.

Et nelinurga sisenurkade 

summa on 360°, s i is  kesknurk 

Z- COA (mõõdab ka kaart ADC) 

on 106°35' ja  ^  AEC = 360°-

- 106°35* = 253°25’ .

V a s t u s .  Puutujate vahelised kaared on 106°35' ja

253°25’ .

Näide 4 . Antud ringjoone sees on teine ring joon. Suu­

rema ringjoone kõõlud on ABC ja  ADE, mis punktides В ja  D 

puutuvad väiksemat ring joont; BMD on puutepunktide vaheline 

väiksem kaar; CNE kõõlude alguspunktide vaheline kaar. Ar­

vutada kaar CNE, kui kaar BMD on 130e.

L a h e n d u s  .

Antud: kj BMD e 13©° (joon . 71).

Leida: чу CNE.

ъ

Joon. 70
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Nelinurgast ADOB 

Z. BAD = 50°.

Kuna piirdenurk võrdub 

poolega samale kaarele toetu­

vast kesknurgast, s i is

kj CNE = 100°.

V a s t u s .  Kaar CNE = 100°,

Joon. 71

Näide 5. Diameetri AB pikendusel asub punkt C; CD on 

puutuja ja  L ADC = 114°25’ . Mitu kraadi ja  m inutit on kaa­

res BD?

L a h e n d u s .

Antud: Z. ADC = 114°25' (joon.

72).

Leida: v_/BD.

Võrdhaarsest kolmnurgast 

OAD piirdenurk

L DAO = L ADO = 114°25' -90°= 

= 24°25 * •

S iis  uBD = 2 - 24e25’ =
Joon. 72 _ 43050».

V a s t u s .  Kaar BD on 48°50*.

4. V õ r d e l i s e d  l õ i g u d  r i n g i s .  

Kõõlude lõikepunkt jaotab kOÕlud n i i ,  et ühe kõölu 

lõikude korrutis võrdub te ise kõõlu lõikude korrutisega 

(joon. 73).

AP • PA' = BP . PB • = CP ♦ PC• = conat.
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Ringjoon jaotab väljaspoo l ring joont asuvast punktist 

joonestatud kaks lõ ik a ja t  (joon. 74) n i i ,  et ühe lõ ik a ja  

ja  tema välisosa korrutis võrdub teise lõ ik a ja  ja  tema vä- 

lisosa korrutisega

AC • AB = AD . AE.

Väljaspool ring joont asuvast punktist joonestatud 

puutuja (joon. 75) lõ igu  ruut võrdub samast punktis t joo­

nestatud lõ ik a ja  ja  se lle välisosa korrutisega 

AD2 = AC • AB.

Näide 1. R ingi sees on punkt M, mis asub 5 cm kaugu­

sel keskpunktist. Läbi punkti M on joonestatud kõõl 

AB = 25 cm. Arvutada kõõlu AB lõikude pikkused, kui r in g i 

raadius on 13 cm.

L a h e n d u s  .

Antud: СО = OD = 13 cm;

КО = 5 cm;.AB = 25 cm 

(joon. 76).

Leida: AM; MB.

Et Ш = DO - MO = 8 ,s iis  

CM = СО + МО = 18. Edasi ka­

sutame lõikuvate kõõ- 

lude omadust 

AM • MB = CM • MD,

(25 - MB) • MB = 18 • 8, (MB)4 = 9  ja  (МВ)г = 16.

Lõik BM on vastava lt 16 võ i 9»

V a s t u s .  KÕÕlu lõ igud on 9 cm ja  16 cm.

Näide 2 . Arvutada ringjoone diameeter, kui punktist M 
* • 

ringjoonele joonestatud puutuja on 20 cm ja  suurim lõ ik a ja  

50 cm.
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V a s

L a h e n d u s .

Antud: AM = 20 cm;

MC = 50 cm (joon. 

77).

Leida: ВС.

Kasutades puutuja oma­

dust

MC . MB = MA2, 

saame et

• (50 - 2R) = 202, m ille s t R = 21. 

t  u s . Ringjoone diameeter on 42 cm.

Joon. 77

Näide 3. Nurga ühel haaral asuvad punktid В ja  С ning
Д

te ise l haaral punkt D. Nende kaugused nurga tipust/on  vas­

tava lt 6, 8 ja  10 cm. Kas sirge AD puutub .või lõ ikab ring ­

joont, mis läb ib  punkte В, С ja  D? Lõikumise korral se lg i­

tada, kas punkt D on tip u  A suhtes lähem või kaugem lõ ike ­

punkt.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 6 cm;

AC = 8 cm;

AD = 10 cm 

(joon. 78). 

Leida: Kas AD on puutu­

ja  võ i lõ ik a ja  ning 
määrata lõ ik a ja  korral

punkti D asend.

Oletame, et AD on puutuja, s i is  vastavalt teoreemile 

puutuja kohta peab kehtima seos

AB . AC = AD2.
2

Et aga 6 • 8 /  10 , s i is  AD e i ole puutujaks. Kui ta 

on lõ ika jaks , s i is  kasutame teoreemi ringjoonele joones- 

tatud kahe lõ ik a ja  kohta:

A£ • AD s AB • AC.

Antud juhu l AE • 10 = 6 • 8. S i i t  AE = 4-,8,

V a s t  u a . Sirge AD lõ ikab ring joont ja  punkt D on 

A suhtes kaugem lõikepunkt.
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Näide 4 . Kahe ringjoone, m ille  raadiused on 5 cm ja
A

2 cm, ühine puutuja on 1»j korda pikem sisemisest puutu jast. 

Arvutada nende ringjoonte keskpunktide vaheline kaugus.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 1,5 CD;

A01= 5 cmj 

D02 = 2 cm 

(joon. 79). 

Leida: 0^02.

Tähistame CD = x. 

S iia  ka ©2P = x ja

Joon. 79 °2E = I х *

Kolmnurkadest 0^Е02 ja 0^Р02

r 010| = 01E2 + Ö ^ 2

• ° i ° i  * 0i ^  ♦ a? 2- 

Kuna O^E = 5 - 2 = 3  j a Ô P = 5 + 2 = 7 »  s i is  eelnevast 

süsteemist pärast 0^02 elim ineerim ist saame võrrandi

9 + |x2 = 49 + x2,
2

m ille s t x = 32. S iis

0n0| = 49 + 32 , 0102 = 9.

V a s t u s .  Ringjoonte keskpunktide vaheline kaugus 

on 9 cm.

Näide 5. Väljaspool ring joont asuvast punktis t on joo­

nestatud kaks lõ ik a ja t ,  m ille  vä lised  osad on pikkusega 2 m.

Ühendades lõ ikepunktid saame ne­

linurga , m ille  paralleelsed vas- 

tasküljed  on 6 m ja  2,4 m. Arvu­

tada nelinurga p indala . 

L e h e n d u s  .

Antud: BE = EC = 2 m; BC= 2,4 m; 

AD = 6 m (joon. 80).

1161485 SABCD- 

Joon. 80 Lõikajate omadusest

EB * AE = EC * ED,
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I

m ille s t AE = ED. Nelinurgaks on võrdhaarne trapets. Et 

Д ВЕС ~ Л AED, s i is  || = |§. S i i t  

BE . AD 2 * 6Ab = --—--- = —a- 7— = 5*
BC 2»4

Trapetsi kõrgus

h = Л в 2 - AK2 =\jj>2 - 1,82 = 2,4, 

pindala

S = 6 I  2^  • 2,4 = 10,08.
2

V a s t u s .  Nelinurga p indala on 10,08 m .

5. R i n g j o o n e  p i k k u s  j a  r i n g i  

p i n d a l a  . Ringjoone pikkuse ja  ta diameetri suhe on 

konstantne. Seda konstanti täh istatakse tähega ОТ . Ta arvu­

line  väärtus on a la t i  ligikaudne 

ЗГ = 3,14159265... »  3,14.

Seega ringjoone pikkus avaldub valemiga 

С = 2 tr r = 3rd.

Ringjoone kaare pikkus s, mis vastab kesknurgale oL (kraa­

dides), avaldub valemiga

T  Г о С
s c ~"ЩГ  *

Ringi pindala

S = T r 2 = -2jp2.

Ringide pindalad suhtuvad nagu nende raadiuste võ i 

diameetrite ruudud

й ■ (̂ )2= {ч)2-
Sektori p indala , m ille  kesknurk on (kraadides), avaldub

valemina 2
„ f  г Л  sr
S = " 3S0'V = *

Kesknurgale oC (radiaanides) 

vastava segmendi ABC (joon. 

81) pindala

S = ^ r2( oc, - sin  ос ) .
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Näide 1. Täisnurkse kolmnurga pikemale kaa te tile  kui 

diameetrile on joonestatud pool r ing joont. Teine kaatet on 

30 cm. Lõik täisnurga tip us t hüpotenuusi ja  ringjoone l õ i ­

kepunktini on 24 cm. Arvutada poolringjoone pikkus.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = 30 cm; AD = 24 cm 

(joon. 82).

Leida: ij.

L ADC = 90° kui diameetri­

le toetuv p iirdenurk . Täisnurk­

sest kolmnurgast д ABD

Joon. 82 BD = / AB2 - AD2 = 18.

Kasutame lause t, mis seob puutu jat ja  lõ ik a ja t .  S iis
2

AB2 = BC • BD, m ille s t BC = = 50.

Pythagorase teoreemi kohaselt

AC = J BC2 - AB2 = 40 ja  r = 20,

С = 2 V r = 203Г .

V a s t u s .  Poolringjoone pikkus on 20‘ü' cm.

Näide 2. Täisnurkse kolmnurga sisse on joonestatud 

ring joon. Arvutada r in g i p indala , kui kõrgus jaotab hüpote­

nuusi lõikudeks 25,6 cm ja 14,4 cm.

L a h e n d u s  .

Antud: AD = 14,4 cm;

DC = 25,6 cm (joon .83). 

Leida: S.

Ringjoone raadiuse OK = r 

leiame kolmnurga pindala vale­

m ist S = pr.

Kolmnurga kü ljed  on:

= v/ÄF

Joon. 83

AC = AD + DC = 40, AB 

BC = J DC • AC = 32.

Heroni valemist

S = >/48 * 24 . 8 • 16 = 24 

R ingi raadius

AC = 24,

2 - 2 . 4 = 384-.
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р ч-о

ja  pindala

S = зг г2 = 64<Jr .
2

V a s t u s .  R ingi pindala on 64 sr cm .

Näide 3. Avaldada r in g i segmendi p indala , kui segmendi 

alus on r/3 J a kõrgus £, kus r on r in g i raadius.

L a h e n d u s .

Antul: .AB = r j f ;  CD = £

(joon. 84).

Leidai SABCA*

Täisnurksest kolmnurgast

AOD

. AD тГз * 2 n r  
tan 00 = Dü = 2 . Г = ^Joon. 84

S iis  cC = 60° ja/AOB = 120°. Sektori pindala on 

p indalast, seega

r in g i

S1 =
1Г r £

Olgu kolmnurga AOB pindala S2 , s i is

r(3 . г г2Гз 
2 " 2 * 2  = *

Segmendi pindala võrdub sektori pindala ja  kolmnurga 

pindala vahega

= * r 2- i ä £ I =
s = si  - ss * й г - T “  = r'

V a s t u s .  Segmendi pindaia on

Näide 4. Avaldada r in g i segmendi p indala , kui segmen­

di ümbermõõt on p ja  segmendi kaar on 120°.

L a h e n d n s .

Antud: v-/ ACB + AB = p;

oC = 120e (joon. 85). 

Leida: SACBA„;
Л

Eaare ACB pikkus on 4 rin ­

g i UmbermÕÕduat, seega | or r . 

KÕÕlu AB määrame, lähtudes 

täisnurksest kolmnurgast AOD#



S iin

AD
Sin 2 " Äü; AD = S- r; AB = . 

Antud tingimuse põhja l

+ J J  г = p, m ille s t г = 32-
2ТГ+ 3/5

Segnendi p indala

g ж .  g r . г = r 2{|  _ J v  = ? f2W -  ? l p  .

5 2 , * 2 3 4 4(29^+ 3^3)

V a a t u s .  Segmendi p indala on .
4-C2T ♦ 3f5)

Näide 5» R ingi raadius on r .  Avaldada sektori p indala , 

ku i sektorile  vastava kaare pikkus on s.

L a h e n d u s .

Antud: uACB = s (v t . joon. 85).

Leida: s
A OB С *

Kaare pikkus s = » m ille s t <*,= Щу .

/ Sektori pindala
2 2 

ТГ V? *  ?
S = JSÜ3“  - T *

1 2V a s t u s .  Sektori p indala on »jr .

6. H u l k n u r g a  s i s e -  j a  ü m b e r -  

r i n g j o o n .  Iga korrapärase hulknurga

1) ümber saab jõõnestada ringjoone;

2) sisse saab joonestada ringjoone.

Kumerale nelinurgale saab joonestada siseringjoone, 

kui vastaskülgede pikkuste summad on võrdsed (joon. 86) 

а + с = b + d.

Joon. 86
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Kumerale nelinurgale saab joonestada ümberringjoone 

kui tema vastasnurkade summa on 180° (joon. 87) 

ô  + fb = ^  + J* = 180°.

ümberringjoon on r is tk ü lik u l ja  võrdhaarsel tra p e ts il , 

siseringjoon rombil.

Kolmnurga siseringjoone keskpunktiks on nurgapoolita- 

ja te  lõikepunkt, ümberringjoone keskpunktiks külgede kesk- 

r is ts irge te  lõikepunkt.

Korrapärase kõõlhulknurga (joon. 88) külgede arvu ka­

hekordistamise valem on järgmine:

kus R on ümberringjoone raadius ja  afl n-nurkse kõõlhulk­

nurga külg.

Korrapärase hulknurga pindala 

S = pr,

kus p - pool ümbermõõdust, r - siseringjoone raadius.

Näide 1. R ingi on kujundatud võrdkülgne kolmnurk. Aval­

dada kolmnurga p indala , kui r in g i raadius on R.

Joon. 88

С

L a h e n d u s  .

Antud: AB = BC = AC (joon.

/ Ь

Olgu CB = a ja  OC = R. 

Täisnurksest kolmnurgast СBE

Leida: SAB(,.

= R ß .

89).

E

Joon. 89



Kõrgus

CD = Ja 2 - ф 2 = а = |r,

pindala

ABC

5s ! ü .V a s t u s .  Kolmnurga pindala on

Näide 2. Avaldada r in g i kujundatud korrapärase 5-nurga 

külg ümberringjoone raadiuse R kaudu.

L a h e n d u s  .

Antud: n = 5» R (joon . 90). 

Leida: at
'5*

Täisnurksest kolmnurgast

ACO

¥ = sin  3 f2 I;

Joon. 90 a5 = 2R sin  36° *5*1,18 R.

V a s t u s .  Korrapärase 5-nurga külg on 1,18R.

Näide 3. Avaldada korrapärase kõõlhulknurga külg ar 

sama külgede arvuga puutujahulknurga kü lje  Ъд ja  viimase 

siseringjoone'raadiuse; R kaudu.

L a h e n d u s  .

Antud: B^B2 bn ; R (joon. 91).

OC J R2 - ( ^ ) 2
а

Kuna OD = R, A^C = -*£, B^D = s i is  kolmnurkade OÂ C 

ja  OB^D sarnasuafst ъ
n

R T

Leida: a„ = A.A-.n 1 d

Et AOB1D ~ Д QA1Ct

s i is

OD B1D
= T ^ '

Täisnurksest kolmnurgast OÂ C 

kaatet

n

Vr2 - ü - y
an
T
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m ille s t
2bnR

A r2 + ъ

V a s t u s .  KÕSlhulknurga külg a_ = - =====

-У^ГГ^
2b R

Näide 4. Arvutada kolmnurga sise- ja ümberringjoone 

raadiused, kui kolmnurga küljed on 13, 14 ja  15 .

L a h e n d u s  .

Antud: а = 13; b = 14; с = 15 

(joon. 92) .

Leida: r; R.

Avaldame otsitavad suurused 

kolmnurga pindala kaudu.

S p abc 
p* R - TÜT*

Kolmnurga pindala (näide 1

= 8,125.

V a s t u s .  Kolmnurga siseringjoone raadius on 4 ja  

ümberringjoone raadius 8, 125 .

Näide 5« Kolmnurga siseringjoone raadius on 4 cm. Puu- 

tepunkt jaotab ühe kü lje  osadeks, m ille  pikkused on 6 cm ja  

8 cm. Arvutada te is te  külgede pikkused.

L a h e n d u s  .

Antud: OF = r = 4 cm; AE а 

= 6 cm; EB = 8 om 

(joon. 93).

Leida: АС; CB.

Punktist A ringjoonele joo­

nestatud puutujate ISigud 

AE = AD = 6 cm ja  samal pShju- 

Joon. 93 sel FB = 8 cm. Olgu DC ■ x,

s iis  pindala valem itest

S = pr je  S ах/ p(p - a)(p  - b)(p  - c) 

saame võrrandi
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4(14 + x) = \J(14 + x) • x • 6 . 8, 

m ille  lahendiks x = 7.

Kolmnurga teised küljed

AC = 6 + 7 = 13, CB = 8 + 7 = 15.
V a s t u s .  Teised kolmnurga küljed on 13 cm ja  

15 cm.

Näide 6. VÕrdkülgsesse kolmnurka, m ille  külg on a, 

on joonestatud kolm ring joont, mis puutuvad üks te ist ja  

kolmnurga kaht külge. Avaldada ringjoonte raadiused.

L a h e n d u s  .

Antud: AB = ВС = AC = a 

(joon. 94).

Leida: ф).

Olgu QD = r , s i is  arves­

tades 30°-st nurka 

AD = ЕС = r|3 .

Kuna AD + DE + ЕС = a, s iis  

2 r/3 + 2r = a ja

-  a(f3 - 1) 
5

2(J*3 + 1)

V a s t u s .  Ringjoonte raadius r 1)

Näide 7. Võrdhaarse trape ts i aluste suhe on 0,75; 

kesklõik on võrdne kõrgusega, mis on 7 m. Arvutada trapet­

s i ümberringjoone raadius.

L a h e n d u s .

Antud: = 0,75; h = 7 m

(joon. 95).

Leida: R.

Olgu а = 3x, s i is  b= 4x 

ja  trapets i kesklõik on 

3,5x. Et 3,5x = 7, s i ia

x = 2. Trapetsi aluaed on
1

6 ja  8 m. Täisnurksetest

kolmnurkadest
R2 = 4* + У
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S i i t

42 + у2 = З2 + (7 - у )2 , m ille s t у = 3 ja  R = 5. 

V a s t u s .  Trapetsi ümberringjoone raadius on 3 m.

Näide 8. Avaldada rombi nurgad, kui rombi pindala on

P ja  sissejoonestatud r in g i pindala S.

L a h e n d u s  .

Antud: S = P . S . . = S rombi , r in g i
(joon. % ) .

Leida: pC .

Tähistame rombi külje  a. 

Rombi kui rööpküliku pind-* 

ala
2

P = a sin oC .

Rombi kõrgus h = 2r, aga ka 

h = a sin oC . R ingi pindala
2

S = 'ЗГ r . Neist seostest saame, et 2r = a sin oC , m ille  ruut
2 2 24r = a sin oC . Suurusi a ja  r avaldades antud pindala 

kaudu saame peale asendamist

ТГ P ’
4S 

* ? •

4S

Joon. 96

sin  oO = ■ 

m ille s t oC = arcsin

V a s t u s .  Rombi nurgad on arcsin ja

4S
0Г- arcsin
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