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EESSONA

Kéaesolev valjaanne sisaldab matemaatika prosemlnarl
Uht osa — planimeetriat. Esitatakse planimeetria mois-
teid, teoreeme, valemeid ning naitulesandeid koos la-
hendustega. Naitulebanded on valitud nii, et nad suven-
daksid keskkoolis Opitut Ja oleksid kasutatavad ka mate-
maatikadpetaja toos.



§ 1. SIRGED JA NURGAD

1, L3 ik, kiir Ja sirge. Punktihulka, mil-
le elementideks on kaks punkti A Ja B koos k&igi nende va-
hel asetsevate punktidega nimetatakse sirgl 6iguks
ehk 161 guks (Joon. 1 a).

a) b) )
Joon. 1
K i i r on punktihulk, mis tekib I8igu pikendamisel

ule Uhe otspunkti (Joon. 1b).Sirge on punktihulk, mis
tekib 16igu pikendamisel Ule mdlema otspunkti (joon. 1c).

Iga punktihulka nimetatakse geomeetrili-
seks Kujundiks.

Kaht I6iku, uldiselt kaht geomeetrilist kujundit, mida
saab Uhitada, nimetatakse kongruentsetek s.Kui
I6igud on kongruentsed, siis on neil ka vordsed pikkused.
Jargnevas moistame vordsete ldikude all vdrdse pikkusega Ici—
ke.

Punkte, 18ike, kiiri, sirgeid Ja teisi kujundeid kujut-
leme asetsevana tasasel pinnal ehk tasandil, mis
igas suunas ulatub kuitahes kaugele*

2. N ur k. Tasandi osa koos kahe uhest punktist valju-
va kiirega nimetatakse nurgaks (Joon. 2).



Et kahe kiire vahel tekib uldiselt kaks nurka, siis
vaadeldavat nurka margitakse vajadusel kaarega. Kiiri QA ja
OB nimetatakse nurga haaradeks, alguspunkti O nurga tipuks.
Nurka tahistatakse kas i, AOB vOi BOA ja sama nurga suu-
rust AOB. Praktikas sageli ei eristata nurka (kui punkti-
hulka) ja nurga suurust.

Nurkade liigitus sOltub sellest, mida votta “aluseks.
Kui aluseks vdtta nurga suurus, siis palvivad termini:

a) teravnurk; b) taisnurk; c¢) nurinurk; d) sirgnurk.

Kédrvunurkadeks nimetatakse kaht nurka,
millel on Uks Uhine haar ja teised haarad moodustavad sirge
(oon. 3).

Kérvunurkade summa on 180°.

Joon. 3 Joon. 4

Tippnurkadeks nimetatakse kaht nurka, mis
on Uhe ja sama nurga koérvunurkadeks (jJoon. 4). Nurgad ja
\% on tippnurgad, sest nad on nurga > k&rvunurkadeks (jom.
4). Tippnurki vdib vaadelda kui nurki, mis tekivad kahe sir-
ge Idikumisel.
Vastavalt paralleelsete (ristuvate) haaradega nurgad
on
1) vOrdsed, kui mblemad nurgad on teravnurgad vol
moélemad nurgad on nidrinurgad (joon. 5) voi
2) nende nurkade summa on sirgnurk, kui Uks on te-
rav— ja teine nurinurk (joon. 6).
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Joon. 6
3. Kahe sirge Idikamisel Kol -
manda sirgega tekivad nurgad.

Lisaks kdrvu— Ja tippnurkadele tekivad kahe sirge I8ikami-
sel kolmandaga veel nurgad, mida vaadeldakse paarikaupa.

1. Kaht nurka, mille sisepiirkonnad on Uhel pool 16i-
kajat Ja mille haarad ldikajatel on samasuunalised, nimeta-
takse kaasnurkadeKks (Joon. 7)*

Joon. 7 Joon. 8

2. Kaht nurka, mille sisepiirkonnad on thel pool 16i-
kajat Ja mille haarad Idikajal on vastassuunalised, nime-
tatakse Il ahisnurkadeks (Joon. 8).

3. Kaht nurka, mille sisepiirkonnad on teine teisal

"7
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pool 1dikajat ja mille haarad 16ikajal on vastassuunalised,
nimetatakse pdi knurkadeks (joon. 9)*

Joonistel 10 ja 11 on

kaasnurkadekas ja~ j, B ja r, Ifjarn, O ja O
lahianurkadeks: jacft~, fbja N ja p”n, cT ja »
pdiknurkadeks: otja']f'l, (b ja jfjaocn, <fja (O~

4. Sirgete vastastikune asend

Maht sirget, millel on Uks ja ainult Uks Uhine punkt, nime-
tatakse I 6i kuvateks sirge—Uuks. L&ikumise eri ju-

huks on ristumine. Ristuvad on sirged, mille 18i-
kamisel tekivad sirgete vahel taisnurgad. Kaht sirget, mis
ei I0iku, nimetatakse paralleelse teks sir-
geteks.

lga kaks sirget tasandil kas loikuvad vdi un paralleel
sed.



Kahe sirge paralleelsuse tunnus.
Kaks sirget on paralleelsed siis ja ainult siis, kui
nende Idikumisel kolmanda sirgega on taidetud Uks tingi-
mustest:
1) Uks paar kaasnurki on vOrdsed;
2) Uks paar poiknurki on vérdsed;
3) uUhe paari lahisnurkade sunmma on sirgnurk.
Et joonisel-11 a Il b, siis
n=ri n+<41 =18
b= p=d1 p ¢ )fl =160
r- u 1 f (b—1=180*
J=dn» I= @, I* «l = 190"
Naide. Arvutada kdik nurgad, mis tekivad paralleelsete
sirgete a ja b Idikamisel kolmanda sirgega c (joon, 12).

Joon. 12

$ 2. KOIUNURGAD

1. Kolmnurk. Kolmnurkade I ii-
gid. Punktihulka, mille elementideks on kolme punktiga
maaratud kinnise murdjoone sees olevad punktid koos murd—
joone punktidega, nimetatakse kol mnurgak 8. Kolm-
nurki liigitatakse: 1) kulgede jargi erikulgseteks, vord-
haarseteks ja vordkilgseteks; 2) nurkade jargi teravnurk-
seteks, taisnurkseteks ja nurinurkseteks.

2. Kolmnurkade kongruentsus.
Kaht kolmnurka nimetatakse kongruentseteks,
kui nad sobival viisil teineteisele paigutatult Uhtivad.
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Kui kaks kolmnurka on kongruentsed, siis Uha kolmnur-
ga kiljed on vastavalt vOrdsed teise kolmnurga kilgedega
ja nurgad on vastavalt vdrdsed teise kolmnurga nurkadega.
Kolmnurkade kongruentsust téhistatakse sumboliga r: . Kolm-

nurkade kongruentsust on v@imalik tuvastada koiki vasta-
vaid kulgi ja nurki vdrdlemata, kasutades kongruentsuse
tuimuseid.

A. Kolmnurkade kongruentsuse

tunnused. Kaks kolmnurka on kongruentsed siis, kui:

1) Uhe kolmnurga kaks kulge ja nendevaheline nurk on vas-
tavalt voOrdsed teise kolmnurga kahe kulje ja nendevahe-
lise nurgaga (KNK);

2) Uhe kolmnurga kiulg ja selle lahisnurgad on vastavalt
vOrdsed teise kolmnurga kulje ja selle lahisnurkadega
(NKN);

3) uUhe kolmnurga kolm kilge on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kolme kiljega (KKK);

4) Uhe kolmnurga kaks kulge ja neist pikema kulje vastas-—
nurk on vastavalt vOrdsed teise kolmnurga kahe kulje ja
pikema kulje vastasnurgaga (KKN).

B. TaAisnurksete kolm nurkade
kongruentsuse tunnused. Need tunnu-
sed tuletuvad kolmnurkade kongruentsuse tunnustest, kui

arvestada taianarka.

Kaks taisnurkset kolmnurka on kongruentsed, Kkui:

1) Unhe kolmnurga kaatetid on vastavalt vordsed teise kolm-
nurga kaatetitega;

2) uhe kolmnurga kaatet ja selle teravnurkne lahisnurk on
vaetavalt vordsed teise kolmnurga kaateti ja selle te-
ravnurkse lahisnurgaga;

3) Uhe kolmnurga hiUpotenuua ja kaatet on vastavalt vdrdsed
teise kolmnurga hiupotenuusi ja kaatetiga;

4) Uhe kolmnurga hupotenuua Ja teravnurk on vaatavalt vord-
sed teise kolmnurga hupotenuuai ja teravnurgaga.

3. Kolmnurga nurgapoolitaja.
Kolmnurga nurki nimetatakse ka sisenurkadeks.
Kolmnurga valisnurgaks nimetatakse siaenurga

10



kérvunurka.

Kolmnurga valisnurk vordub nende sisenurkade summa-
ga, mis ei ole tema korvunurgad.

Ldiku, mis jaotab kolmnurga sisenurga pooleks, nimeta-

takse kolmnurga nurgapoolitaj aks ehk
bisektoriks.

Nurgapoolitaja iga punkt asetseb nurga haaradest
vordsel kaugusel.

Kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab vastaskulje

osadeks, mis suhtuvad nagu selle nurga lahiskuljed.
Jooniselt 13

C
BF AB AD AB
Fu = lu» TE = 5U;
AE AC
ES ~ UE*
Kolmnurga sisenurkade pooli-
tajad 1dikuvad uUhes punktis,
mis on kolmnurga siseringjoo—
Joon. 13

ne keskpunkt.
Kolmnurga (ABC) valisnurga (BCE) poolitaja (CD) 16ikab
vastaskulje pikendust niisuguses punktis (D), mille kaugu-

sed selle kulje otspunktidest (DA, DB) suhtuvad nagu vasta-
va sisenurga lahiskuljed (AC, BC).

£ Jooniselt 14N
DA CA
Ww = OE*
Joon. 14
11

3*



Naide 1. Arvutada joonisel 15 méargitud nurgad.

a) b)
c) d)
Joon. 15
Vastua.a)ed = 4}e; b) = 71°; «c¢) f = 33e; d)cT= 23°.

Naide 2» Kolmnurga kulgede pikkused on 12 cm, 18 an ja
20 cm. Missugusteks ldikudeks jaotab nurgapoolitaja pikema
«iilje?

Joon. 16

12



Lahendus

Antud: AB = 20 cm; BC = 18 cm; AC = 12 cam (joon. 16).

Leida: AD; DB.

Kandes joonisele mdotmed ning tahistades AD = x, saa-
me kolmnurga sisenurga poolitaja omadusest

AD AC 7 X 12

DB = BC* £0 — x = TS*
millest 18x = 12(20 - x); 30x = 240; x = 8. DB = 20 -8 =12.
Vastus. Otsitavad I6lgud on 8 cm ja 12 cm.

Naide 3. Kolmnurga ABC kulje AB pikendusel asub punkt
D. Arvutada 18ik BD, kui CD on nurga C valisnurga poolitaja
ja AB = 6 cm, BC = 9 cm ning AC = 10 cm (joon. 17).
Lahendus
Antud: AC = 10 cm;

BC = 9 cm;
AB = 6 cm.
Leida: BD.

Valisnurga poolitaja
omaduse tottu

AD AC
Joon. 17 ub - T3

6 + X 10
X -T

Vastus. Ldik BD = 54 cm.

Olgu BD = x, siis millest x = 54.

4. Kolmnurga mediaan. LOiku,
thendab kolmnurga tippu vastaskulje keskpunktiga, nimeta-
takse mediaaniks

Mediaanid Idikuvad Uhes punktis ja see l8ikepunkt
jaotab mediaani osadeks, mis suhtuvad nagu 2 : 1, l&ah-
tudes tipust.

Olgu kolmnurga kuljed a, b ja c, siis kuljele a joo-
nestatud mediaani mg pikkus

Ta = D'/2(b2 + c2) - a2.

Naide. KoLnnurga kiljed on 18 cm, 16 cm ja 26 cm. Arvu-
tada suurimale kuljele joonestatud mediaani pikkus.

Lahendus.

Antud: a =18 cm; b = 16 cm; ¢ = 26 cm.

13
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Leidas m,

Valemi

pshjal
mc = JA2(182 + 162) - 262 = 11.

V as tus . Mediaani pikkus on 11 an

5.Kolmnurga kesklodoik. Kolmnurga ka-
he kulje keskpunkte uUhendavat 18iku nimetatakse kolmnurga
keskldiguks.

Kolmnurga keskldik on paralleelne kolmanda kuljega
ja vordub poolega sellest.

Naide. Kolmnurga kuljed suhtuvad nagu 3 : 4 : 6 . Joo—
nestanud kodikide kulgede keskldigud, tekib kolmnurk, mille
Umbermddt on 5»2 m. Arvutada antud kolmnurga kuljed.

Lahendus

Antud: AB : BC : AC=3 : 4 : 6;
FE + ED + DF = 5,2 m (joo-
nis "%&).
Leida: AB; BC; AC.
A P &
Joon. 18
Olgu AB = 3x, Jarelikult DE = 1,5x
siis BC = 4x, DF = 2x
AC = 6x. EF = 3X
6,5x = 5,2
x = 0,8

ja AB =2,4, BC =3,2, AC =4,8.

Vastus. Antud kolmnurga kiljed on 2,4 m, 3,2 m
ja 4,8 m.

6. Vdrdelised Il 61 gud. Lb&ikude vdrdeli—
sus eeldab vahemalt nelja 18igu olemasolu.
Kiirteteoreem. Kul nurga haarad on I6i"—
gaXud paralleelsete sirgetega, siis Uhel haaral tekki-

nud 18igud on vordelised teise haara vastavate ldikudega.

14



Jooniselt 19

TW - B) =W
oCc _ o6
(0) - 06 = OF

Joon. 19

Nurga haarade ldikamisel paralleelsete sirgetega te-
kivad voOrdeliste kiulgedega kolmnurgad.

et A8 NEB sus 98 -0 78

N&aide 1. Trapetsi ABCD haarad AB ja CD on pikendatud
I6ikumiseni punktis M (joon. 20). Arvutada:
1) 16ik CM, kui AB=1m, CD=15dmjaBM=8 dm
2) 16ik BM, kui B =1,2 mja CD : CM =" : 0,25;
3) 18ik CD, kui BB : BM =17 : 9 ja CDh —-CM = 1,6 m.
m Lahendus .
1) Antud: AB =1 m= 10 dm;
CD = 15 dm; BM =8 dm

Leida: CM.
Trapetsi alused
N AD NI BC.

Joon. 20

Edasi kasutame vOrdeliste 18ikude omadust

iS = dl* Antud Juhul Wl ~UW ja OM = 12
2) Antud: B =12 m CD: M =J : 0,25.

Leida: BM.

Vordeliste Mikude omaduse pdhjal
CO ™
AB = LlI*
Vahetades vorde siseliikmed ja asendades antud suurused
saame, et

15
4*



3) Antud: B : BM=17 : 9; CD-CM=1,6 m

Leida: CD.
et W = 01» siis 4 = C'b-~T$ da cD = 3»*
Vastus: 1) CM =12 dm; 2) BM = 1,8 m; CD L,

Naide 2. Trapetsi aluste pikkused on 1,8 mja 1,2 m;
tema 1,5 m Oa 1,2 m pikkused haarad on pikendatud I8ikumi-
seni. Arvutada, kui palju on haarasid pikendatud.

E Lahendus
Antud: AB = 1,8 m DC = 1,2 m;
AD =15 m CB=1,2 m

(Joon. 21).
Leida: DE; CE.

Nurga haarade I6ikamisel pa-
ralleelsete sirgetega tekivad
vordeliste kilgedega kolmnurgad:

DE CE DC
Al = BE = Al*
Esimesest ja kolmandast suhtest moodustatud vdrdest

DE 1,2. »
1-,yV'BE = TfT’

Analoogiliselt ka

CE = 2,4.
V as tus . Trapetsi haarasid tuleb pikendada 3 m ja
2,4 mvorra.
7. Kolmnurkade sarnasus . Kaht kolm-
nurka nimetatakse s arnasteks, kui Uhe kolmnurga
nurgad on vastavalt vOrdsed teise kolmnurga nurkadega ja

vOrdsete nurkade lahiskuljed on vdrdelised.

Sarnasust tahistatakse sumboliga rsj

Kahe sarnase kolmnurga vastavate kulgede suhet nimeta-
takse nende kolmnurkade s arnasusteguriks.

A. Kolmnurkade sarnasuse tun -
nused. Kaks kolmnurka on sarnased, kui:
1) the kolmnurga kaks killge on vastavalt vordelised

16



teise kolmnurga kahe kiuljega ja nende kiulgede va-
helised nurgad on vodrdsed;

2) uhe kolmnurga kaks nurka on vastavalt vOrdsed
teise kolmnurga kahe nurgaga;

3) the kolmnurga kiljed on vordelised teise kolm-
nurga kulgedega;

4) Uhe kolmnurga kaks killge on vordelised teise

kolmnurga kahe kiljega ja neist pikema kulje vas—
tasnurk on vdrdne vastava nurgaga teises kolmnur-

gas.

B. Taisnurksete kolmnurkade
sarnasuse tunnused. Kuna taisnurgad on
alati vOrdsed, siis taisnurksete kolmnurkade sarnasuse

tunnused vOib sbOnastada ka nil.

Kaks taisnurkset kolmnurka on sarnased, Kkui:

1) uUhe kolmnurga kaatetid on vordelised teise kolm-
nurga kaatetitega;

2) toe kolmnurga teravnurk vordub teise kolmnurga te-
ravnurgaga.

3) Uhe kolmnurga hupotenuus ja kaatet on vordelised
teise kolmnurga hiupotenuusi ja kaatetiga.

Naide 1. Trapetsis ABCD (BC \AD), mille diagonaa-
liks on BD, on nurgad ABD ja BCD vOrdsed. Arvutada AB ja
AD, kui BC = 10 cm, DC = 15 an ja BD = 20 cm.

Lahendus
Antud: BC = 10 cm; DC =15 am
BD = 20 cm;
L ABD = L BCD
(Joon. 22).
Kolmnurgad ABD ja BCD on
sarnased, sest neil on kaks

paari vastavalt vordseid nurki ( L ABD = L BCD kui vordse-
tena antud nurgad ja ADB =£CBD, kui pdiknurgad parallee-
lide juures). Paigutame need kolmnurgad nii, et vastavad
elemendid oleksid kergesti jalgitavad.



Et sarnaste kolmnurkade kuljed on vdrdelised, siis

AB BD AD
TS = W = BY

Asendades arvud, saame
X 20 vy

T5 " 10 " 25*
Verratest leiame, et x = 30 ja y = 40
Vastus. Ldigud AB =30 cn ja AD = 40 cm.
Naide 2. Kolmnurgas ABC on joonestatud I6ik BD nil,
et LBDC = L ABC; kuljel AC tekivad 1digud AD = 7 an ja
DC = 9 cm. Arvutada kulg BC ja suhe BD : BA.
Lahendus
Antud: AD = 7 cm; DC = 9 cm.
L BDC = /~ABC
(Joon. 23).
Leida: BC; BD : BA,
Kolmnurgad ABC ja DCB on
Joon. 23 sarnased, sest nurk C on mdle—

mai kolmnurgal Uhine ja lahteandmete pohjal on veel paar
vOrdseid nurki. Abijooniselt

6 e
kolmnurkade sarnasuse tdttu

= 88 ehk BC2 = AC CD, BC =VI6 . 9 =1 .3= 12.

Otsitav suhe BD BC 12
W = Xa =TS =

18



Vaatus. Kulg BC =12 an ja BD : BA = 3 : 4*

Naide 3» Kolmnurgas ABC nurk A on kaks korda suurem
nurgast B. Antud kilgede b ja c pdhjal avaldada kulg a.
Lahendus
Antud: L A = 2\ AC = b;
AB =c; BC = a

(Joon. 24).
Leida: a.
Joonestame nurga A poolita—
Joon, 24 ja AD. Nurgapoolitaja omadu-
sest
ChD b
w “ c*

Kolmnurkade ABC ja ACD sarnasusest (kaks paari vord-
seid nurki: nurk C uhine, LB = L CAD =L ~) jareldub vas-
tavate kiulgede vdrdelisus:

AC BC 5 b a
Us=AC VOl bb=Db'
Susteemi
CD_b
wl “ c
b a
Us =b
esimesest vOrdekujulisest vOrrandist
DB (o] DB " c n
Ul = Ch+1=b+1 q
DB+CD c+b
— 01T = —b  *
Kuna DB + CD = a, siis ja CD =

Asendus teise vdrrandisse annab a =\fb* + bc,
Vastus. Kulg a=Jb" + bc.

Naide 4. Taisnurkse trapetsi

aluste suhe on Kk ja diagonaa-

lid ristuvad. Avaldada diago-

naalide suhe.

Lahendus -

Antud: AC ] BD; BC : AD = K
(joon. 25).

19

B



Leida: AC : BD.

Nurgad L BAC = L ADB kui ristuvate haaradega terav-
nurgad, Kolmnurgad ABC ja DAB on sarnased (taisnurksetes
kolmnurkades on Uks paar vOrdseid teravnurki). Seega

AC  BC AC AB
U6 = AB 3 BI) " A

Korrutades vorrete vastavad pooled, saame

= AB . AD “ AD *

AC2 _BC . AB _ BC

Otsitav suhe AC : BD = K.
Vas tus . Diagonaalide suhe on</K".

8. Teoreeme sarnaste kolmnur
kade kohta.
1. Sarnaste kolmnurkade kuljed on vordelised vasta-
vate korgustega.

Jooniselt 26
AB _h m
AL ~ an
kus k — kolmnurkade sarnasustegur.
Et sarnaste kolmnurkade vastavad kiuljed on vdrdelised,
siis

AB BC h

AC _ CD
=Tfo - i§° -
2. Sarnaste kolmnurkade uUmbermdddud suhtuvad nagu

nende vastavad kuljed.



3. Sarnaste kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu vas-
tavate kilgede ruudud.

SABC / AB >2 |, BC w2 , AC "2 ,2
_<a|q_ _apl> - .

Naide 1. Kolmnurka, mille alus on 48 cm ja kb&rgus on
16 cm, on joonestatud ristkulik mdddete suhtega 5 : 9» kus-
juures pikem kulg asub kolmnurga alusel. Arvutada ristkuli-
ku kuljed.
Lahendus |,
Antud: AB = 48 cm; CD= 16 cm;
KE : EF =5 : 9
(Joon. 27).
Leida: KE; EF.
'Olgu KE = 5x ja EF = 9*.
Kolmnurkade ABC ja KLC sar-

nasuse tottu kasutame lauset vastavate koOrguste ja kilgede
vOrdelisusest

KL CM. 16 — 5x
Al = UBr ra = — Tb* x = 2.

Siis KE = 10 ja EF = 18.
Vas tus . Ristkuliku kiljed on 18 an ja 10 cm.

Naide 2. Kolmnurgas ABC on AB = 24 cm. Antud kuljele
on joonestatud kolmnurga teisi kulgi I6ikav paralleelne sir-
ge nii, et tekkinud trapetsi pindala on 25 % esialgae kolm-
nurga pindalast. Arvutada trapetsi luhem alus.

Lahendus.
Antud: AB = 24 cm; AB Il DE ;

SABED = 0,25 SABC
(Joon. 28).
Leida: DE.
Et O ABC—~ADEC, siie kolm-

nurkade pindalad suhtuvad nagu
vastavate kulgede ruudud

S T”& AEZ
DEF DE*
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Olgu SABC = x, siia = 0*75* ja

X 2 £2
0,75x DE*

Siit EE2 = 432 Ja DE = 1273.
Vas tus . Trapetsi luhem alus on 1273 cn

Naide 3» Kolmnurga kdrgus on 4 cm ja jaotab aluse ka-
heks osaks, mis suhtuvad nagu 1 : 8. Arvutada sellise 10i-
gu pikkus, mis on paralleelne kdrgusega ja jaotab kolmnur-
ga kaheks pindvOrdseks osaks.

Lahendus.
Antud: CD = 4 cm; AD : DB =
=1:8 (joon. 29).

Leida: FE.
Olgu AD = x, siis DB = 8x
ja
X ¢ CD 8x « CD
ADC _— DCB ———2———>
millest

~ADC,s 1#
SDCB 5*

Kuna kolmnurga ABC pindala S on 9 osa, siis

’DCB

Kolmnurkade CDB ja EFB sarnasusest

'DCB cD ehk 8 i

EBE fof 'Fo .fef, millest FE = 3.

Vas tus . Kolmnurka jaotav I6ik on 3 cm.

9. Meetrilised seosed kolmnur

g a s . Meetrilisteks seosteks on valemid, mis véaljendavad
kujundite joonelementide mddtmistulemustega seotud omadusi.

Pythagorase teoreem. Taisnurkse
kolmnurga kaatetite ruutude summa vOrdub hupotenuusi ruudu-
ga.
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Jooniselt 30

C
Joon. 30
Eukleidese teoreem. Taisnurkse kolm-

nurga kaateti ruut vordub hupotenuisil vdetud selle kaate-
ti projektsiooni ja hiipotenuusi korrutisega.

Kasutades joon. 30 sumboolikat

2 .

a~ = a’c,

b2 = b'c.

Kdrguse teoreem. Taisnurkse kolmnurga
hipotenuusile joonestatud koérguse ruut vordub kaatetite
projektsioonide korrutisega

h2 = a*b».

Kolmnurga teravnurga vastas
kualje ruut vordub kahe teise kiulje ruutude sum-

maga, millest on lahutatud kahekordne uhe kulje Kkorrutis
teise kiulje projektsiooniga sellel kuljel. Joonise 31 pdh-
jal

a? = b2 + (:2 — 2chb".

\o>
K
ySu C c Fft\
Joon. 31 Joon. 32
Kolmnurga ndrinurga vastas —
kulje ruut vOrdub kahe teise kiulje ruutude sum-
maga, millele on liidetud kahekordne uUhe kulje korrutis

teise kulje projektsiooniga sellel kuljel (joon. 32)
a2 = b2 + c2 + 2cb’.
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Kasutades nurga U. koosinust on v8imalik uhendada
eelmised kaks valemit, ning saame
a2 izb + 02 — 2bc cos oC?

mis on nimetatud koosinusteoreemiKks

Naide 1. Taisnurkse kolmnurga kahe antud elemendi jar-
gi arvutada ulejaanud neli:

1) a=6, a» = 3,6;

2) a =136, h = 120;

3) a' =2, b = 18; A
4 c=3, b» = 2; ©
5) ¢ =26, h=12. c
Joon. 33
Lahendused. Kasutame Pythagorase je Euklei—

dese teoreeme ja joonist 33.
1. Antud: a = 6; a' = 3,6»
Leida: b, c* bl,h.

a2 = o

°° c= 10*
b2 = ¢ - a-, b =v/100 — 36 = 8,
 -0- 35 » =10 - 3,6 = 6,4,
h2 = a’b», h =\3,6 . 6,4 = 4,8.

Vastus. b=8, c=10, b =6,4, h = 4,8.

2. Antud: a = 136; h = 120.
Leida b, c, al, b'.

(al)2 = a2 - h2. a’ =>1362 — 1202 = 64,
. 12Q2
B = Q = 225’
c = 64 + 225 = 289,

~+
=
I
op
_‘"‘

o
1

= ,/225 e 289 = >/225 y/289 =
15 . 17 = 255.

Vaatus.b= 255» c = 289, a' = 64, b = 225.

3. Antud: a* =2; Bb' = 18.
Leida: s, ", c, h.
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2 = (a*)2 + h2, a=/a~re62 = 2ji0,
2 = (b*)2 + n2, b =>/182 + 62 = 6J10,
c2 = a2 + b2, c =Y(2/10)2 + (6/i8)2 = 20.

Vastus. a=2/10, b=6"0, ¢ =20, h-=686.
4. Antud: c = 3; b* = 2.

Leida: a, b, a’, h.
b2 = bxc, b=Y3.2= s,
a2 = c2 — b2, a=132- (rep = 3,
a® = afc, al=*%2 =1,
h? = a'b, h=71+2=/2.
Vastus. a=/3, b=1/", a' =1, h=1/72"
5. Antud: ¢ = 26; h = 12. \\
Leida: a, b, a*, bl.
h2 = a»b’, a'b* = 144
a' +b' =c, a» + b' = 26.
Susteemi lahendamisel kasutame Vi e te i teo-

reemi ja abitundmatut t. Siis lahendatav voOrrandi—
siisteem on samavaarne voOrrandiga
t2 — 26t + 144 '= 0.

Viimase lahendid on t™ =8 ja - 18 ning kaatetite
projektsioonid on 8 ja 18. Olgu al = 8, siis b* = 18 (v0ib
valida ka vastupidi, kuid tulemuseks saame ikkagi UAe tais-
nurkse kolmnurga). Kaatetid

a2 = a'c, a 8 . .26 = 443,

b2 = b'c, b =yI18 . 26 = 6~ 3.

Vastus. a=4"13, b =06J3, a* =8, b* =18

vOi a=6fij, b=4/it, a* =18, b*= §,

Naide 2. Kolmnurga uUks kiulg on 60 cm. Sellele kuljele
joonestatud kdérgus on 12 cm ja mediaan 13 cm. Arvutada tei—
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sed kuljed.
Lahendus

Antud; AB = 60 cm; CD= 12 cm;
CE = 13 am (Joon. 34).

Leida: AC ja BC.

Taisnurksest

DEC kaatet
joon. 34 DE _ Yce2 _ cd2
= /132 - 122

Et mediaan poolitab vastaskilje, siis
AD =2 AB —DE =30 -5 = 25.

L6ik DB = DE + EB = 5 + 30 = 35.
Pythagorase teoreemi pdhjal

AC =J 252 + 122 =J7?69 ~ 27,7,

BC = ¥352 + 122 = 37 cm.
Vastus. Kolmnurga teised kuljed on
37 cm.

Naide 3. Vordhaarse kolmnurga alus on 4/2
diaan 5 cm. Arvutada haara pikkus.

kolmnurgast

1]
&)

27,7 an ja

cm, haara me-

Lahendus
Antud: AC = CB; AB = 42 cm;

AD =5
Leida: AC, CB.
Vordhaarse

cn (joon. 35).

kolmnurga kor-

gus on ka mediaaniks. Seega

F on mediaanide I18ikepunkt

ja
— AF =] « AD=] « 5 =23 ning CE = 3FE.
Taisnurksest kolmnurgast AFE

FE =7aF2 — AE2 =Y (33)2 — (2V2)2 =

Siis CE = 3 =« =J28 ja kolmnurgast ACE



AC = /AE2 + CE2 =>/(2/2)2 & (/28)2 = 6.
Vastus. Kolmnurga haarad on 6 cm.

Naide 4. Kolmnurgas ABC AB = 2 cm, AC = 5 cm, BC =6 cm.
Arvutada tipu B kaugus kolmnurga ABC kdrguste I6ikepunktist.
Lahendus
Antud: AB = 2 cm; AC = 5 cm;
BC = 6 an (joon. 36).
Leida: BD.
Taisnurksetes kolmnurka-
des AEC ja BDE on L BDE =
= ACE (kui ristuvate haa-
radega nurgad). Vaadeldud

Joon. 36 kolmnurkade saranusest
BD BE - _ AC « BE
AC AE’ millest BD = A
Léigud BE ja AE médrame taisnurksetest kolmnurkadest AEC
ja ABE:
AE2 = AC2
AE2 = AB2
Siit
AC2 — BC2
BE = AB2 m BC?‘
- X
Siis
AE _lAB2 - BE2 =
ja

Vas tus . Tipu B kaugus kdrguste Idikepunktist on

139 cm.

Naide 5» Taisnurkse kolmnurga Umbermddt on 132, kilgede
ruutude summa 6050. Arvutada kuljed.
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Lahendus
Antud: a + b + ¢ = 132;

a2 + b2 + c2 = 6050
(Joon. 37) »
Leida: a, b, c»
Pythagorase teoreemi po6hjal

a2 + b2 = (:2 Siis asendades

saame 2c”N = 6050, millest

c = ‘?0252= 55. Lahteandmetest parast asendamist a + b = 77
ja & b™ = 3025. Tostes esimese vorrandi ruutu ja lahuta-
des sellest teise vOrrandi saame, et ab = 1452. Kasutades
Viete’i lauset ja abitundmatut t

NI — 771 + 1452 = 0,
millest
tl = 33, t2 = 44.

V as tus . Taisnurkse kolmnurga kaatetid on 33 da
44, hupotenuus 55 pikkusuhikut.

Naide 6. Arvutada taisnurkse kolmnurga kaatetite suhe,
kui taisnurga tipust joonestatud kdérguse ja mediaani suhe on
40 : 4%*,

Lahendus.
Antud: CD : CE = 40 : 41 (joon.38).
Leida: a : b.
Olgu CD = 40x, siis CE = 4Ix.Et
/JABC'V g ADC (sest taisnurksetes
kolmnurkades on uks uhine nurk
CAB), siis

a 82x
= = T L%
N —«n 2

Aarmistest suhetest moodustatud vdrdest

ab = 40 82x , millest x2 = ag
Teisest ja kolmandast suhtest saadud vordest
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b = 82x ’M—llozxz

. ~ - . . 2
Viimast vérrandit astendades vabaneme juurest ja peale Xx
asendamist

=(82" e raorbr —822 « ag2 ¢ ,J b" az25 I'- b4
. _820b a2
n=40a"
Tahistades » = t, saame ruutvorrandi
40t2 — 821 + 40 = 0,
millest
=b *2 = 5*
Vastus . Kaatetite suhe on5 : 4 vdi 4 : 5*
Naide 7. Nurga sees, mille suurus 60°, on vBetud punktf

mille kaugused kulgedest on a ja b. Arvutada punkti katkus
nurga tipust.
Lahendus.
Antud: AC = a; BC = b;
/.BOD = 60° (joon.39).
Leida: CO.
Vaatleme taisnurkset
kolmnurka BOD, millest

Joon. 39 cos 60° = ja OD = 20B.

Samast kolmnurgast

BD2 = OD2 — OB2 = 40B2 — 0OB2 = 30B2.
Kolmnurgas ACD L ACD = 60° ( ristuvate haaradega nurgas
BOD ja ACD on vOrdsed), siis cos 60° = millest
CD = 2AC = 2a. 1
Teiselt poolt
DB =BC + CD =b + 2a
ja asendades BD2 avaldis9e saame

(b ¢ 2a)2 = 30B2, millest OB = Zafé'b .

Kolmnurgast OBC

0C2 = OB2 + BC2 = 42a + b2 = |(a2 & ab & b2)
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ja oC= 1'"fs *ab+Dbe-

V as tus . Punkt on nurga tipust kaugusel

a2 + ab + b2.

10. Kolmnurga Umbermoodt ja
pindala . Kolmnurga tmbermddduks on kolm-
nurga kulgede pikkuste summa. Jooniselt 40

P =a+b+c.
Kasutatakse ka tahistust .
2p =a+b+c siit p=~2~@+ b+ c).

Joon. 40

Kolmnurga pindala on vordne kolmnurga aluse ja
kdrguse poole korrutisega.

—SiBC = 5aha — 2bhb 7 2°V
S6ltuvalt lahteandmete st on mdnikord otstarbekas kasutada
teisi pindala valemeid:

S =Jp( - a)(p —b)(p - c), (Heroni valem)
S = pr,
§ - 5%
kus r — kolmnurga siseringjoone raadius,
R — limberringjoone raadius.

Kui kasutada kolmnurga nurkade trigonomeetrilisi funkt-
sioone, siis kolmnurga pindala avaldub

s =%ab sinf = ]]jac sin b = ﬂbe sina. ,
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Q a2 sin p> sint
-~ M sinoc *
S = 2stin d_ « sinp>— sin
Naide 1. Arvutada kolmnurga kdige pikem kdorgus, kui
kolmnurga kuljed on 13 cm, 14 cm ja 15 cm.

Lahendus
Antud: AC = 13 cm;AB*14 cm;
BC = 15 om (Joon.41).

Leida: BD.

Kdige luhemale kuljele
vastab koige pikem kd&rgus.
Pindala S = JAC - kuid

Joon. 41 Heroni valemi pdhjal

S=721 .8*7*6 =\3 .7*4. 2-7. 2.3 =
=3*7*4= 84. I

Siis
Jm 28 2 . 84 »12
DB=AC =TT ~ = 12i3*
Vastus. Kolmnurga pikim k&rgus on 12’112 cm.

Naide 2. Kolmnurga kiuljed suhtuvad nagu 3 J 25 : 26 ja
pindala on 144 cm . Arvutada Umbermddt.

Lahendus

Antud: Kulgede suhted 3 * 25 : 26 ja S = 144 2.

Leida: P»

Olgu kolmnurga kuljed 3x, 25x ja 26x. Siis

p = 3» W e 26* = 27x
ning

S =J27x * 24x * 2X * X = 3 ¢ 2 o 2 o« 3X2.

Voérrandist 36 x2 = > X = 2. Sila p =27 « 2 =54
ja P = 2p = 108.

Vastus. Kolmnurga Umbermddt on 108 cm.

Naide 3. Taisnurkse kolmnurga kaatetite summa on m ja
hipotenuus c. Kaateteid leidmata avaldada kolmnurga pindala.

Lahendus
Antud: a+ b =m; c.
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Leida: S.
Lahtudes Pythagorase teoreemist cP :Fé —'nj-b ja teisen-
dades seda avaldist

€2 = a2 + b2 + 2ab - 2ab, c¢2 = (a +b)2 - 2ab,
millest

2ab = (a & b)2 - 02, ab=U.+ )Z -c2. ab = il
Kolmnurga pindala
c aD m2-02
s=T =— T~ *
2
Vastus. S:n12—c

Néide 4. Teades kolmnurga kdrgusi hgf h”, hc, avaldada
tema pindala.

Lahendus.

Antud: ha# h”, hc.

Leida: S.

Kolmnurga pindala valemeist

s = 2aha = 5btbh * h\

saab avaldada e, b ja c, mis asendame Heroni valemisse
S =Jp(p -a)(p - b)(p - c),

kus

p-~@ +b+c)=5S5"-+ +jn-).
a b c

s=M 1 +K *k~k* Kk ~k"k *K' K?
Vastus.

3 ®zj *n *% -a-Kj- +72- -jj).

Naide 5. Arvutada voérdhaarse kolmnurga pindala, kui
alus on 12 cm ja alusele joonestatud korgus vdrdub aluse ja
haara keskpunkte (hendava
I6iguga.
Lahendus.
Anfcufl: AB = 12 cm; DC =DE =
= 2ac (joon. 42).
Leida: S.
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Kolmnurk ACD on taisnurkne, seega
sin CAD =— =\ ja L CA> 30°.
Samast kolmnurgast
N = tan 30°, CD=AD . tan 30° =6 . W = 27J.
S=JAB . CD=1J ¢ 12 « 2/] = 1273.
Vastus . Vérdhaarse kolmnurga pindala on 12V3 cm2.

Néide 6. Arvutada kolmnurga pindala, kui Uks kilg on
27 om ja teine 29 cm ning kolmnda kiilje mediaan on 26 cm.
Lahendus
Antud: AC = 27 cm; BC = 29 cm;
CD = 26 cm (joon. 43).
Leida:S.
Pikendades mediaani CD oma
pikkuse vdrra saame punkti E,
mille Uhendame antud kolmnurga
tippudega. Tunnuse KNK pdhjal
A ACD « [ DEB (AD = DB, CD= DE
Joon. 43 tippnurgad).
Kongruentsed kolmnurgad on ka pindvdrdsed ning S”g®

asemel leiame SCBE. Heroni pindala valemist

S=N\b4 ¢« 2 . 25 ¢ 27 =V2 ¢ 27 « 2 .25 *27:%.27.5 =270.
V astus . Kolmnurga pindala on 270 cm .

§ 3. HULKNURGAD

I . Hulknurga modiste. Punktihulka, mil-
le elementideks on tasandi osa koos seda piirava kinnise
murdjoonega, nimetatakse hul knurgaks. Hulknurki

liigitatakse tippude (killgede) arvu jargi. Hulknurka, mis
sisaldab iga oma diagonaali, nimetatakse kumeraks

hulknurgaks . Hulknurka, millel on vdrdsed kiljed
ja vordsed nurgad, nimetatakse korraparaseks

hulknurgaks . Igal korraparasel hulknurgal leidub
sise- ja timberringjoon. Hulknurka, mille tipud asuvad ring-
joonel, nimetatakse k6 6 l hulknurgaks. Neli-
nurga Umber saab joonestada ringjoone siis, kui nelinurga
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vastasnurkade summa on sirgnurk. Umberringjoon on ristkili-
kul, ruudul ja vdrdhaarsel trapetsil, Umberringjoont ei ole
rédpkilikul ja rombil. Hulknurka, mille kdik kiljed on ring-
joone puutujatel, nimetatakse puutuj ahulknur -
g a K s . Puutujanelinurga vastaskilgede summad on vdrdsed.
Kumera n-nurga:
1) diagonaalide arv on a;

2) Uhest tipust ldhtuvad diagonaalid jaotavad hulknur-
ga n - 2 kolmnurgaks;

3) sisenurkade summa on (n - 2) . 180"

4) vaélisnurkade summa on 360°.

Néide 1. Mitu kulge on korrapérasel hulknurgal, mille
sisenurk on 150°?

Lahendus

Antud: Sisenurk on 150°

Leida: n.

Kuna n-nurkse hulknurga sisenurkade summa on (n-2).180°,
siis

150° n = 180°(n - 2),
millest n = 12.

V astus . Korraparasel hulknurgal on 12 kilge.

Néaide 2. Mitu kilge on korrapérasel hulknurgal, mille
vélisnurk on 24°?

Lahendus.

Antud: Vaélisnurk on 24°.

Leida: n.

| véimalus. Kasutades valisnurkade summat:
24n = 360°; n = 15.

»
Il vBimalus; Sisenurk on 180° - 24° = 156° ja sisenur-

kade summest
156° n = 180°(n - 2) ja n = 15.

Vastus. Korraparasel hulknurgsl on 15 kilge.
2. Hulknurkade sarnasus. Kaht hulk—
nurka nimetatakse sarnasteks, kui Uhe hulknurga

nurgad on vastavalt vordsed teise hulknurga nurkadega ja vas-
tavad kiljed on vdrdelised.
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Satnaste hulknurkade Umbermd6dud suhtuvad samuti kui
vastavad kuljed (sarnasustegur K).

Sarnaste hulknurkade pindalad suhtuvad nagu vastava-
te kulgede ruudud (k ).

Korraparased tUhenimelised hulknurgad on sarnased ja
nende kiljed suhtuvad nagu apoteemid vSi Umberringjoonte,
raadiused.

Korrapdraste uUhenimeliste hulknurkade pindalad suh-
tuvad nagu nende kiilgede ruudud vdi Umberringjoonte raa-
diuste ruudud vO&i apoteemide ruudud.

Naide 1. Kahe sarnase hulknurga suurimate kiilgede pik-
kused on 35 mja 14 m ning Umbermddtude vahe on 60 m. Ar-
vutada Umbermdddud.

Lahendus

Antud: @ =35 m b* =14 m P* - P2 = 60 m.

Leida: P*; P2.
Et sarnaste hulknurkade Umberm&ddud suhtuvad nagu vas-

tavad kuljed, siis

21 P2 +™0 55
"L antud juhul p— = millest P2 = 40,

P1 = 1.00.

V astus . Sarnaste hulknurkade Umbermddédud on
40 mja 100 m.

Naide 2. Kahe sarnase hulknurga pindalad on 180 o ja
80 cm . Arvutada suurema hulknurga Umbermddt, kui vaiksema
hulknurga Umbermddt on 48 cm.

Lahendus

Antud: S* = 180 av; S2 = 80 om?; P2 = 48 cm.

Leida: P,

Saraeste hulknurkade pindalad suhtuvad nagu vastavate
kilgede ruudud, Umberm&ddud suhtuvad nagu vastavad kuljed.
Seega

s; -~ -*2sk=b a4 “b m\ - 48 * 72,

Vastus . Suurema hulknurga Umbermdét on 72 cm.
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Naide 3. Korraparase n-nurkse hulknurga kiilgede kesk-
punktid Uhendatakse. Tekib uus korraparane hulknurk, mis
asub eelmise sees. Avaldada nende hulknurkade pindalade su-
he.

Lahendus
Antud: n-nurkne hulknurk.
Leida: . S2.

Korrapéraste samanimelis-
te hulknurkade pindalad suh-
tuvad nagu -Umberringjoonte
raadiuste ruudud (joon, 44)

Joon* 44 S2 = D oA

Taisnurksest kolmnurgas OAD

oD 180c _ 180c
Ul = cos ~n—~ D = QA cos
ja asendades
1 S2 = 0032 180
Vastus Pindalade suhe on cos2 180
3. Roopkialik, ristkialik, romb,
ruut. Nelinurka, mille vastaskiljed on paralleelsed, ni-
metatakse r 6 6 p kUl i kuks.

Roopkuliku omadusi:

1) vastaskiljed on vérdsed;

2) vastasnurgad on vdrdsed;

3) lahisnurkade summa on sirgnurk;

4) diagonaalid poolitavad teineteist;

5) diagonaalide Idikepunkt on roopkiiliku siimmeetriakesk-
punkt;

6) diagonaal jaotab réépkiiliku kongruentseteks kolmnur-
kadeks;

7) diagonaalide ruutude summa on vérdne kiillgede ruutude
suminaga (joon. 45)

d2 +d2 =2(a2 + b2).
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Joon. 45

Roopkiliku pindala
S=ahg =b hfe=ab sin 6.

Naide 1. Arvutada rodpkuliku kuljed ja diagonaalid, Kkui
suurem kiilg v6érdub vdiksema diagonaaliga, kilgede pikkuste
vahe on 3 om ja diagonaalide pikkuste vahe on 2 cm.

Lahendus.

Antud: b =dg} b <a =3 om;
d* - d2 = 2 an (joon.
46).

Lexda: a; b; ; N2+

Kasutame omadust, et dia-

gonaalide ruutude summa on

vordne kulgede ruutude sum-

maga:

(d2 +2)2 +d2 =2 [d2 + (d2 - 3)7].

Ruutvérrandi d] - 8d2 +7 = 0 lahenditest (dg)» =7
ja (d2)2 = 1 sobib esimene. Seega d* = 7, d* = 9, b =7,
a = 4.

V astus . RoOOpkuliku kiljed on 4 cm ja 7 cm ning
diagonaalid 7 cm ja 9 cm.

Naide 2. Roo6pkiliku ABCD kilg AB = 42 cm. Kuljel BC on
voetud punkt E nii, et BE : EC =5 : 7. L8iku DE on pikenda-
tud I6ikumiseni kilje AB pikendusega punkti F. Arvutada BP.

Lahendus.

Antud: AB =42 cm; BE : EC =5 : 7 (joon. 47).
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Leida: BF.

Olgu BE = 5x, siis EC = 7x
ja AD = BC = 12x. Kolmnurkade
A AFD ja A BFE sarnasusest

n Asendades vordesse
P antud suurused, saame vdrrandi
Joon. 47 ?

Vastus. L&k BF = 30 cm.

Naide 3. Roo6pkiliku Umberm&dt on 48 cm ning tema kor-
gused suhtuvad nagu 5 : 7. Arvutada roopkuliku kiljed.
Lahendus
Q A Antud: P =48 cm; DE : DF =
=5:7 (joon. 48).

Olgu DE = 5x, siis DF = 7x.
Olgu AB = vy, siis BC =24 -y.
Avaldame roopkiliku pindala
kahel viisil:

AB . DE=BC . DFehk y . 5x = (24 -y) . 7x.
Kuna x £ 0, siis

Joon. 48

5y = (24 -y) « 7, millest y = 14.
Siis
BC =24 - 14 = 10.
Vastus . Ro&opkiliku kiuljed on 14 cm ja 10 cm.

Néide 4. Arvutada rodépkiliku kdérgus, kui réopkuliku
alus on 51 cm ning diagonaalid on 40 cm ja 74 cm.
Lahendus
a p Antud: AB = 5 cm; BD = 40 cm;

Leida: EF.
Et AAOB - ADOC, siis
FO = QE. Arvutame [ AOB pind-

ala Heroni valemi pdhjal
Joon. 49

S="54 . 3«17 34 =Y9 . 6 «3 *17 *2 .17 = 3. 6.17 =306.
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Et ka 51-g QE = 306, siis siit OE = 12, EF = 24.
Vastus . Roopkiliku kérgus on 24 cm.

Néide 5. RoOopkuliku kulgede suhe on 2, sama suur on ka
diagonaalide suhe. Nirinurga tipust A on tdmmatud kérgus AE
kuljele CD. Arvutada ldikude DE ja CE suhe.

Lahendus
Antud: AB = 2AD; DB = 2AC
(joon. 50).
Leida: DE : CE.
Kasutame valemit, mis seob
rodopkuliku kilgi ja diagonaale:

Joon, 50

AC? +BD? = AP + AB? +BC? + DC2.
Siis

AC2 + 4AC2 = AD2 + 4AD2 + AD2 + 4AD2,
millest

5AC2 = 10AD2, AC =JT AD.
Kolmnurgas ACD on AC teravnurga vastaskililg. Seega

AC2 = AD2 + CD2 - 2CD . DE
Parast asendamist saame

2AD2 = AD2 + 4AD2 - 4AD . DE, millest DE = |aD.
Loik

CE = DC - DE = 2AD - JaD = ]aD.
Siis suhe

DE : CE="AD : |aD = |.

Vastus . Lb6ikude suhe DE : CE =3 : 5.

Naide 6. Roopkiliku kiljeé on a ja b, diagonaalide va-
heline teravnurk €L . Avaldada rodpkiliku pindala.
Lahendus
Antud: AB = aj AD = b;
LCOB s oC (joon. 51)»
Leida: S.
Tahistame CC = d”», OB = dM.
Siis roéopkiliku pindala
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S = 2d"d2 sin oc .
Koosinuslause pdhjal
a2 = d2 +d2 - 2did, cos (180° - C),
B2 = d2 +d2 - 2d*d2 cos ot .
Lahutades esimesest teise vOrduse saame, et

aP - b2 = 4d1d2 cos ,

millest
2.
_a“ -
2dld2 = T o5
Asendades saadud tulemuse pindala valemisse, saame
2 2 . 2 2
_a° - b sinoC 8 - ¥
S = cos < tan «C
. . _ a2 ~ b2
V astus . Roopkiuliku pindala S ===-"—" tand, .
Ristkialik on roopkilik, mille lahiskiljed on

risti. Ristkulikul on kdik rodpkiliku omadused, Kkusjuures
ristkuliku diagonaalid on vdrdsed.

Ristkiliku pindala vo6rdub pikkuse ja laiuse korruti-
sega.

Naide 7. Ristkiliku diagonaalide vaheline nurk on 60°.
Ristkuliku lihemate kilgede ja diagonaalide summa on 3*6 m.
Arvutada diagonaalide pikkus.

Lahendus.
Antud: L COD = 60°;
AB +DC + AC +BD =
= 3,6 m (joon. 52).
Leida: AC.

Ristkiliku diagonaalid on
vordsed pikkusega ja poolitavad
teineteist. Siis AO= OC = OB =
= OD. Jarelikult kolmnurk COD on vérdhaarne. Et tipunurk on
60°, siis ka alusnurgad on 60° ja kolmnurk on vdrdkilgne.
Olgu ristkuliku lihem kilg a. Siis Ulesande tingimuste p6h-
jal 6a = 3,6. Siit a = 0,6 ja ristkiuliku diagonaal on 1-2 m.

Vastus. Ristkuliku diagonaalid on 1,2 m.

Joon. 52
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Naide 8. Ristkiiliku tipust diagonaalile joonestatud
ristsirge jaotab diagonaali osadeks suhtes 1 : 3. Arvutada
diagonaali pikkus, kui diagonaalide I6ikepunkt asetseb suu-
remast kiiljest 2 m kaugusel.

Lahendus
Antud: AE : EC =1 : 3
OF=2m;, DEi. AC
(joon. 53).
Leida: AC.
Téhistame AE - x. Siis
EC = 3x. Taisnurkse kolmnur-
.Toon. 53 ga hupotenuusile joonestatud
kérgus DE =v/ae . EC =Jx . 3X = x JJ. Pythagorase teoreemi
pohjal kolmnurgas ADE

DE2 + AEZ = AD? ehk 3x2 +x2 = 16

millest x = 2.
Diagonaal "AC = AE +EC =2 +6 = 8.
Vastus. Ristkiliku diagonaal on 8 m.

Romb on rodpkulik, mille kuljed on vdrdsed.
Rombi: 1) diagonaalid on risti ja poolitavad rombi
nurgad;
2) kérgused on vérdsed.
Rombi pindala vordub tema diagonaalide poole korru-
tisega.
Naide 9. Rombi Umberméét on 8 an ja kdrgus 1 cm. Arvu-
tada rombi nurinurk.
Lahendus
Antud: AB ¢ BC + CD + AD= 8 cm;
DE =1 an (joon. 5*0e

Rombi kilgede vdrdauaest
AD = 2 cm.
Joon. S+ Taisnurkseet kolmnurgast ADE

sin DAE =Ll ? g ja Z DAE = 30*.
Nurinurk ZABC = 180° - L DAE = 180* - 30* m 150*.
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Vastus . Rombi nirinurk on 150°.

Néide 10. Rombi kdrgus on 12 cm ja Uks diagonaalidest
15 cm. Arvutada rombi pindala.
Lahendus
Antud: d* =15 cm; h = 12 om

(joon. 55).
Leida: S.
Avaldades rombi.pindala ka-
hel viisil:
ah = ddd2
Joon. 55 Antud juhul

12 ¢.1 . 15 *d2.

Kolmnurgast AOB Pythagorase teoreemi pdhjal:

152 /d2v2 _ 2
G-+ =a-

Slsteemi
(12a = 7,5d2 ,

Va+d 5T,
esimesest vdrrandist

ja teisest vdrrandist

7,52 +J]a2 = a2, e« =7,5, a=125-
Pindala
S=a.h=125 « 12 = 150. )
V astus. Rombi pindala on 150 cm .

Naide 11. Rombi Umbermddt on 2p cm, diagonaalide summa
m cm. Avaldada rombi pindala.

Lahendus

Antud: 4a =2p; d* +d2 = m (vt. joon. 55).

Leida: S. n

Rombi kiilg a = Taisnurksest kolmnurgast AOB

(V+ =02

Teise vOrrandi saame diagonaalide summast:



4 2n2 n N
G T VA

Neist vdrrandeist koostame slsteemi
i2 _ 2
Et+th=r
(d1 + da)2 = n2,

millest
m2 n2

did2 == 4 ~
ja pindala

- 2 om -9
S= wm_T -

Vastus . Rombi pindala on

Ruut on réopkilik, mille kdik kuljed on vérdsed ja
kdik nurgad on taisnurgad.

Naide 12. Ruutu on kujundatud ruut, mille tipud asuvad
antud ruudu kulgedel ja kuljed moodustavad 30°-se nurga an-
tud ruudu kilgedega. Avaldada nende ruutude pindalade suhe.

Lahendus
Antud: | WA = 30° (joon. 56).
Leida: =wGABCI) :

Et sin 30° = |Jt ja cos 30°=

AV O-Mb

= Ta» sils

AL = jj ML; AM = ML
Joon. 56 AB = AVl + VB = AM + AL =
=£? ML +"ML = + 1)ML.

3BD * KAIN - B M=

+
V astus . Ruutude pindalade suhe on 5ZTT-
4. Trapets. Nelinurka, mille kaks kiilge on pa-

ralleelsed ja kaks kilge mitteparelleelsed, nimetatakse
trapetsiks.
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Trapetsi keskldik on paralleelne alustega ja vdrdub
aluste poolsummaga (joon. 57):

Joon. 57

Néide 1. Trapetsis ABCD (BC IN\NAD), mille diagonaaliks
on BD, on nurgad ABD ja BCD vdrdsed. On teada, et BC =10 cm,
DC = 15 an ja BD-= 20 cm. Arvutada AB ja AD.

Lahendus
c, Antud: L ABD = Z BCD; BC =
=10 cm; DC = 15 om ja
BD = 20 cn (joon. 58).
Leida: AB; AD.
Kolmnurkade ABD ja BCD sar-
nasusest ( n ABD = Z- BCD,

Joon. 58 Z DBC = Z ADB)

AB = 30, AD = 40.
Vastus . AB=30cm AD =40 cm.

Néide 2. Taisnurkse trapetsi alused on 17 dm ja 25 dm
ning pikem haar on 10 dm. Selle haara keskpunktist on joo-
nestatud ristl6ik samale haarale Idikumiseni teise haaraga.
Arvutada selle ristldigu pikkus .

Lahendus.

Antud: AB = 25 dm; DC = 17 dm; CB = 10 dm (joon. 59).

LeidajML.

Joonestame keskl8igu KL ja nurinurga tipust kérguse CE.
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Keskldik KL = 21 dm. Taisnurk-
setes kolmnurkades MKL ja CEB
I KLIM = £.ECB kui ristiseis-
vate haaradega nurgad. Seega
a4 ML~ AECB ja

KL M. 21 M

CE CB CE “ 10*
LOigu CE mairame tdisnurksest
kolmnurgast CBE:

CE :\lﬂ- EB2 = VIO2 - 82 = 6.

Asendades CE vaartuse viimasesse vordesse, saame et ML = 35.
Vastus . Ristldigu pikkus on 35

Naide b, VoOrdhaarse trapetsi pikem alus on 44 cm, haar
17 an ja diagonaal 39 cm. Arvutada trapetsi pindala.
Lahendus
Antud: AB =44 cm; AD = CB =
=17 cm; AC = 39 am
(joon. 60).
Leida: S.
Heroni valemiga arvutame
NABC pindala:

S=>50 -11 .3 «6=V2 .25 . 11 .3. 1 3=
=2 . 11 . 3 = 330.
Kuid S = AB’\—CE, siis CE 21299 ja trapetsi koérgus
CE=2«330:15,

Pythagorase teoreemi pdhjal

EB =yCB* - CE =38/172 - 152 =v/(17 + 15)07-15) =
=v/32 . 2=x/l6 . 4 =8.
Trapetsi lihem alus
DC =AB - 2EB = 44 - 16 = 28
ja trapetsi pindala
44 + 28



Vastus . Trapetsi pindala on 540 cm .

Néide 4. Arvutada trapetsi pindala, kui paralleelsed
kiljed on 60 cm ja 20 cm ning mitteparalleelsed kiljed
13 cm ja 37 cm.
Lahendus
Antud: AB = 60 cm; DC =20 cm;
AD =13 cn; BC = 37 am
(joon. 61).
Leida: SABCI).

Voib kasutada eelmise
naite vdtet, et joonestame
l&bi tipu C sirge paralleel-

selt AD-ga. Tekkinud kolmnurga pindala arvutame Heroni va-
lemiga jne. Siin kasutame teist lahendusvdimalusi Téahis-
tame AE = X, siis FD = 40 - x. Taisnurksetest kolmnurkadest
ADE ja BCF
*

DE2 = 132 - X2 -

CF2 = 372 - (40 - x)2.
Et DE = CF, siis

p P P 2.
132 - x =37 - (40 - xr ja X =5.
Trapetsi kdrgus

DE =v/i32 = 52 = 12

ja pindala
20 780 12 = 480.
Vastus . Trapetsi pindala on 480 am .
f 4. RINGJOON JA RING
1. Ringjoone ja ringi modiste.
Tasandi kéigi punktide hulka, mille kaugus fikseeritud punk-
tist 0 on r, nimetatakse ringjooneks (r - raa-

dius, 0 - keskpunkt).
Tasandi kéigi punktide hulka, mille kaugus punktist O
on vaiksem vdi vOrdne raadiusega, nimetatakse ringi ks.
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2. Kesknurk ja piirdenurk.
miile tipp asub ringi keskpunktis, nimetatakse ke s k -
nurgaks

Joonisel 62 on kesknurgaks
I’AOC ja temale vastav kaar
~ AC. Poolringjoonest vaik-
semat kaart margitakse kahe
tahega, suuremat kolme tihe-'
ga“vABC.
Nurka, mille tipp on ring-
joonel ja haaradeks on k&d-
lud, nimetatakse piir -
denurgaks. Joonisel 62 L. ABC on piirdenurk ja
ACC kesknurk, nad inSlemad vastavad kaarele AC.
Piirdenurk vdrdub poolega vastavast kesknurgast,
Z ABC = £ Z ACC.

Diameetrile toetuv piirdenurk on taisnurk.
Piirdenurgad, mis vastavad vdrdsetele kaartele, on
vordsed.

Néide 1. Ldigud AB ja AC on kaks kd6lu: kaar AB on
110°23" ja kaar AC on 38°. Arvutada Z BAC.
e Lahendus.
Antud: vj AB = 110°23",
wAC = 38° (joon.63).
Leida: /-BAC.

Nurka,

| vbimalus (joonisel kat-

kev joon): BC = 360° -
- n AC -”"AB = 211°37* ja
vastav piirdenurk
L. BAC = "105°48’30";
Il vdimalus, (pidev joon): "BC = uAB - uAC = 72°23*,
Z BAC = 36°11’30".

\Y% astus . On kaks vdimalust ja nurgad on 36°11'30"

ja 105°48,30".

Néide 2. Ringjoon on jaotatud kaarteks, mis suhtuvad
nagu 7 : 11 : 6,ning jaotuspunktid on Uhendatud lksteisega.
Arvutada tekkinud kolmnurga nurgad.
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Lahendus.
Antud: w AB : " BC : /AC =
=7 : 11 : 6 (joon. 64).
Leida: oC; pi;
Olgu o AB = 7x, siis ~ BC = 11x ja
o' AC = 6x. Nende summa
7x + 11x + 6x = 360°, x = 15°»
Joon. 64 0 AB = 105°, wBC = 165° , 0AC = 90°.

Piirdenurga omaduse pdhjal
cC= 82°30‘, R=45°, Yy'= 52°30».
\Y% gs t us .Kolmnurga nurgad on 82°30' 45° ja 52°30'.
3. Ringjoone - I6ikaja ja puutu -
j a. Ringjoone |1 6ikajaks nimetatakse sirget, mil-
lel on ringjoonega kaks Uhist punkti. Ldikaja piirsirget,mil-
lele laheneb ldikaja, kui iUht I6ikepunkti ringjoone kaart
modda teisele lahendada” nimetatakse ringjoone p u u t u -
j a k s . Ringjoone puutujal on ringjoonega ks (hine punkt.
Puutuja on risti puutepunkti joonestatud raadiusega.
Kui véljaspool ringjoont vf8etud punktist joonestada
puutujad, siis selle punkti kaugused puutepunktidest on
vordsed.
Kui ringjoone I8ikajate vaheline nurk asub:
1) seespool ringjoont, siis selle nurga suurus on vord-
ne nurga ja tema tippnurga haarade vahele jaavate
kaarte suuruste poolsummaga (joon. 65)

L BEC = *j(~ AD +Vv/CB), Z AEC = J(v->AC +0>DB);

D

Joon. 65 Joon. 66
2) valjaspool ringjoont, siis selle nurga suurus on
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vordne ldikajate vahele jaavate kaarte suuruste

poolvahega (joon. 66)
1,

Ringjoone puutuja ja puutepunktist joonestatud 16i-
kaja vahelise nurga suurus on vérdne poolega l6ikaja poolt
eraldatud kaarest (joon. 67)

L ABC = 2uBED.

Nadide 1. Ringjoone kd&dlud AB ja CD I6ikuvad punktis M,
L AMC = 40°, kaar AD on kaarest CB suurem 20°54’ vdrra.Ar-
vutada \AD.
Lahendus
Antud: n AMC = 40°j
u AD =~ CB & 20®54*

(joon. 68).
Leida: uAD.
Koérvunurk

L. AVD = 180e - 40e = 140e.
Kddlade vaheline nurk
Joon* 68 A AVD » J( \j AD & \j CB).
Kuna w CB =w AD - 20°54°, siis

140° s J( w AD ¢wvwAD 20°54").
Siit
£ Kb m129°33".
Vastus . Kaar AD on 129°33*.

Néide 2. Ringjoon on jaotatud punktidega A, B, C ja D
nii, et u AB: uBC : uCD : VDA « 3 * 2 t 13 * 7. KOOIttd
AD ja BC on pikendatud I8ikumiseni punktis M. Arvutadaz. AMB.
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Lahendus
Antud: WAB : u BC: «/CD. >;DA=
=3:2:13 : 7 (joon.
69).
Leid ; r. AVB .
Lbéikajate OM ja DM vaheli-
ne nurk
LAVB = 2( w CD - v/AB).
Olgu N\NJAB = 3%, siis BC= 2x,
a CD =13 X, n AD = 7x. Kuna
3X +2x + 13x + 7x = 360°, millest x = 14°24'. Seega n CD =
_ /]87°12" ja '-'AB = 43°12' ning
/. AVB = J(187012' - 4-3°12') = 72°.
Vastus. Z AW =72°.

Néaide 3« Puutujate vaheline nurk on 73°25'. Arvutada
puutujate vahelised kaared.
Lahendus
Antud: L ABC = 73°25'
(joon. 70).
Leida: kj AEC, w ADC.

Et nelinurga sisenurkade
summa on 360°, siis kesknurk
Z- QA (mdddab ka kaart ADC)
on 106°35"' ja ~ AEC = 360°-
- 106°35* = 253°25’.

V astus . Puutujate vahelised kaared on 106°35"' ja
253°25".

Joon. 70

Néaide 4. Antud ringjoone sees on teine ringjoon. Suu-
rema ringjoone kod6lud on ABC ja ADE, mis punktides B ja D
puutuvad véiksemat ringjoont; BVD on puutepunktide vaheline
vaiksem kaar; CNE kddlude alguspunktide vaheline kaar. Ar-
vutada kaar CNE, kui kaar BVD on 130e.

Lahendus
Antud: kj BVD e 13©° (joon. 71).

Leida: uy CNE.
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Nelinurgast ADOB
ZBAD = 50°.

Kuna piirdenurk vérdub
poolega samale kaarele toetu-
vast kesknurgast, siis

ki CNE = 100°.
Vastus . Kaar ONE = 100°,

Joon. 71

Néide 5. Diameetri AB pikendusel asub punkt C; CD on
puutuja ja L ADC = 114°25’. Mitu kraadi ja minutit on kaa-
res BD?

Lahendus.
Antud: z. ADC = 114°25" (joon.
72).
Leida: v./BD.
Vordhaarsest kolmnurgast
OAD piirdenurk
L DAO = L ADO = 114°25"' -90°=
= 24°25 *e
Siis uBD = 2 - 24e25’ =
Joon. 72 _ 43050».
Vastus . Kaar BD on 48°50*.

4. Vérdelised Idigud ringis.
K&dlude ldikepunkt jaotab kOOlud nii, et ihe kdolu
I6ikude korrutis vordub teise ko6lu I6ikude korrutisega
(joon. 73).
AP « PA' = BP . PBe = CP ¢PCe = conat.
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Ringjoon jaotab véljaspool ringjoont asuvast punktist
joonestatud kaks ldikajat (joon. 74) nii, et Uhe I6ikaja
ja tema valisosa korrutis vordub teise lI6ikaja ja tema vé-
lisosa korrutisega

AC « AB = AD. AE

Viljaspool ringjoont asuvast punktist joonestatud
puutuja (joon. 75) I8igu ruut vdrdub samast punktist joo-
nestatud l6ikaja ja selle vélisosa korrutisega

AD2 = AC « AB.

Naide 1. Ringi sees on punkt M, mis asub 5 cm kaugu-
sel keskpunktist. L&bi punkti M on joonestatud kool
AB = 25 cm. Arvutada k66lu AB I6ikude pikkused, kui ringi
raadius on 13 cm.

Lahendus

Antud: CO = OD = 13 cm;
KO =5 cm;,AB = 25 am
(joon. 786).

Leida: AV MB.
Et W = DO - MO = 8,siis

M = CO + MO = 18. Edasi ka-
sutame I6ikuvate k6o-
lude omadust

AV« MB = QM « MD,

(25 - MB) - MB=18 - 8, (MB4=9 ja (MB)r= 16.

L6ik BM on vastavalt 16 v6i 9
Vastus. KOOl Isigud on 9 om ja 16 cm.

Naide 2. Arvutada ringjoone diameeter, kui punkti.st M
ringjoonele joonestatud puutuja on 20 cm ja suurim ldikaja
50 cm.



Lahendus.
Antud: AM = 20 cm;
MC = 50 om (joon.

77).
Leida: BC.
Kasutades puutuja oma-
dust
MC . MB = MA2,
Joon. 77 saame et

50 « (50 - 2R) = 202, millest R = 21.
Vas t u s . Ringjoone diameeter on 42 cm.

Naide 3. Nurga thel haaral asuvad punktid B ja, C ning
teisel haaral punkt D. Nende kaugused nurga tipust/on vas-
tavalt 6, 8 ja 10 cm. Kas sirge AD puutub .v8i I6ikab ring-
joont, mis labib punkte B, C ja D? Ldikumise korral selgi-
tada, kas punkt D on tipu A suhtes ldhem v&i kaugem ldike-
punkt.

Lahendus
Antud: AB = 6 cm;

AC = 8 cm;
AD = 10 am
(joon. 78).

Leida: Kas AD on puutu-
ja vOi ldikaja ning
maérata ldikaja korral
punkti D asend.
Oletame, et AD on puutuja, siis vastavalt teoreemile
puutuja kohta peab kehtima seos

AB . AC = AD2.

Et aga 6 « 8/ 10 , siis AD ei ole puutujaks. Kui ta
on ldikajaks, siis kasutame teoreemi ringjoonele joones-
tatud kahe l6ikaja kohta:

A - ADs AB « AC.
Antud juhul AE « 10 =6 « 8. Siit AE = 4-8,

\Y astua . Sirge AD Idikab ringjoont ja punkt D on
A suhtes kaugem ldikepunkt.
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Néide 4. Kahe ringjoone, mille raadiused on 5 cm ja
2 cm, Uhine puutuja on 1% korda pikem sisemisest puutujast.
Arvutada nende ringjoonte keskpunktide vaheline kaugus.
Lahendus
Antud: AB = 1,5 CD;

AO1= 5 cmj

D02 = 2 an

(joon. 79).
Leida: 0702.

Téahistame CD = Xx.
Siia ka C2P = x ja

Joon. 79 °2E = I x*
Kolmnurkadest O"E02 ja 07P02
rolo] = 01E2 + O "2

«°i°i * 0iN e a? 2-
Kuna OE =5-2=3 ja OW =5+2=7» siis eelnevast
slisteemist parast 0702 elimineerimist saame voérrandi

9 + |x2 = 49 +x2,
millest x° = 32. Siis
0no| = 49 +32, 0102 = 9.

V astus . Ringjoonte keskpunktide vaheline kaugus
on 9 cm.

Néide 5. Véljaspool ringjoont asuvast punktist on joo-
nestatud kaks I6ikajat, mille vélised osad on pikkusega 2 m.
Uhendades 16ikepunktid saame ne-
linurga, mille paralleelsed vas-
taskiiljed on 6 mja 2,4 m. Arvu-
tada nelinurga pindala.
Lehendus
Antud: BE=EC =2 m; BC= 2,4 m;
AD = 6 m (joon. 80).

1161485 SABCD-

Joon. 80 Lbikajate omadusest
EB * AE = EC * ED,
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millest AE = ED. Nelinurgaks on vérdhaarne trapets. Et
OBEC ~ N AED, siis || =]8§. Siit

Ab = EE_BD = gat-ﬁ_: 5*
BC 2»4

Trapetsi korgus

h=NB2 - AK2 =\jj>2 - 1,82 = 2,4,
pindala

S=61 2 « 2,4 =10,08.

. . 2
Vastus. Nelinurga pindala on 10,08 m .

5. Ringjoone pikkus ja ringi
pindala . Ringjoone pikkuse ja ta diameetri suhe on
konstantne. Seda konstanti tdhistatakse tahega OI'. Ta arvu-
line vaartus on alati ligikaudne

I = 3,14159265... » 3,14.
Seega ringjoone pikkus avaldub valemiga

C = 2trr = 3rd.

Ringjoone kaare pikkus s, mis vastab kesknurgale d. (kraa-
dides), avaldub valemiga

T ToC
s c~"wr =

Ringi pindala
S=Tr2 = -2p2.

Ringide pindalad suhtuvad nagu nende raadiuste vdi
diameetrite ruudud

n"2p-

Sektori pindala, mille kesknurk on (kraadides), avaldub

valemina 2
., fron sr
S = "3S0V = *

Kesknurgale oC (radiaanides)
vastava segmendi ABC (joon.
81) pindala

S =7r2(a@ - sin o ).
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Naide 1. Taisnurkse kolmnurga pikemale kaatetile kui
diameetrile on joonestatud pool ringjoont. Teine kaatet on
30 cm. LOik tdisnurga tipust hipotenuusi ja ringjoone Idi-
kepunktini on 24 cm. Arvutada poolringjoone pikkus.

Lahendus .
Antud: AB = 30 cm; AD = 24 cm
(joon. 82).
Leida: ij.
L ADC = 90° kui diameetri-
le toetuv piirdenurk. Taisnurk-
sest kolmnurgast g ABD

Joon. 82 BD =/ AB2 - AD2 = 18.
Kasutame lauset, mis seob puutujat ja I26ikajat. Siis
AB2 = BC « BD, millest BC = = 50.

Pythagorase teoreemi kohaselt

AC =JBC2 - AB2 =40 ja r = 20,
C = 2V r = 203r.
V astus . Poolringjoone pikkus on 20U' cm.

Naide 2. Taisnurkse kolmnurga sisse on joonestatud
ringjoon. Arvutada ringi pindala, kui kdérgus jaotab hipote-
nuusi I6ikudeks 25,6 cn ja 14,4 cm.

Lahendus
Antud: AD = 14,4 cm;

DC = 25,6 an (joon.83).
Leida: S.

Ringjoone raadiuse K =r
leiame kolmnurga pindala vale-
mist S = pr.

Joon. 83 Kolmnurga kiljed on:

AC = AD + [C = 40, AB =Vv/AF AC = 24,

BC =JDC « AC = 32.

Heroni valemist

S=>/48 *24 . 816 =24 2 -2 .4 =34
Ringi raadius
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ja pindala

S=3rr2 =6<r. 5
Vastus . Ringi pindala on 64 sr om .

Ndide 3. Avaldada ringi segmendi pindala, kui segmendi
alus on r/3 Ja kdrgus £, kus r on ringi raadius.
Lahendus.
Antul: . AB =rjf; CD=¢£
(joon. 84).

Leidai SABCA*
Taisnurksest kolmnurgast
AOD
. AD TI3 * 2 nr
Joon. 84 tanO=Di= 2 . =7
Siis oC = 60° ja/AOB = 120°. Sektori pindala on ringi
pindalast, seega

IreE
S1 =

Olgu kolmnurga AOB pindala S2, siis

rgS . T r2rs
2 LU *2 = *

Segmendi pindala vdrdub sektori pindala ja kolmnurga
pindala vahega

Vastus. Segmendl plndala on

Néaide 4. Avaldada ringi segmendi pindala, kui segmen-
di Umbermddt on p ja segmendi kaar on 120°.
Lahendns.
Antud: W ACB + AB = p;
oC= 120e (joon. 85).
Leida: SACBA,

Eaare ACB pikkus on 2 rin-
gi UmbermOOduat, seega | or r.
KOOIu AB masrame, lahtudes
taisnurksest kolmnurgast AODH



Siin
AD
Sin 2" Al; AD=S-r1; AB =

Antud tingimuse pdhjal

+JJ r =p, millest 1 = 32-
2T+ 3/5
Segnendi pindala
g X .g r .r=r2{] _Jv =?2f2W - ?lp
5 2,*2 3 4 429"+ 373)

V aatus . Segmendi pindala on
4-C2T & 3f5)

Naide 5» Ringi raadius on r. Avaldada sektori pindala,
kui sektorile vastava kaare pikkus on s.

Lahendus.

Antud: uACB = s (vt. joon. 85).

Leida: s
ACBC *

Kaare pikkus s = » millest <= Wy

/ Sektori pindala

'ITV.g"* 22

S= JsuUz -T*
V astus . Sektori pindala on g]'rz.

6. Hulknurga sise - ja imber -
ringjoon. Iga korraparase hulknurga
1) Umber saab j6dnestada ringjoone;
2) sisse saab joonestada ringjoone.
Kumerale nelinurgale saab joonestada siseringjoone,
kui vastaskiilgede pikkuste summad on vérdsed (joon. 86)
a+c=>b +d.

Joon. 86
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Kumerale nelinurgale saab joonestada uUmberringjoone
kui tema vastasnurkade summa on 180° (joon. 87)

o+ =2~ +J* = 180°.
umberringjoon on ristkilikul ja vérdhaarsel trapetsil,
siseringjoon rombil.

Kolmnurga siseringjoone keskpunktiks on nurgapoolita-
jate ldikepunkt, Umberringjoone keskpunktiks kilgede kesk-
ristsirgete ldikepunkt.

Korraparase kddlhulknurga (joon. 88) kilgede arvu ka-
hekordistamise valem on jargmine:

kus R on Umberringjoone raadius ja afl n-nurkse kddlhulk-
nurga kilg.

Joon. 88
Korrapédrase hulknurga pindala
S = pr,
kus p - pool Umberm66dust, r - siseringjoone raadius.
Naide 1. Ringi on kujundatud vdrdkilgne kolmnurk. Aval-
dada kolmnurga pindala, kui ringi raadius on R.
Lahendus

c Antud: AB = BC = AC (joon.
89).
Leida: SAB(.

Olgu B = a ja CC = R.
Taisnurksest kolmnurgast CBE

Joon. 89



Koérgus

cb=Ja2-¢ 2= a=|r,
pindala
ABC
V astus . Kolmnurga pindala on Ss!'u .

Néide 2. Avaldada ringi kujundatud korrapdrase 5-nurga
kilg Umberringjoone raadiuse R kaudu.
Lahendus
Antud: n = 5> R (joon. 90).
Leida: aé*
Taisnurksest kolmnurgast
ACO

¥ = sin 3f21;
Joon. 90 a5 = 2R sin 36° *5*1,18 R.
V astus . Korraparase 5-nurga kilg on 1,18R.

Naide 3. Avaldada korraparase ko6dlhulknurga kilg ar
sama killgede arvuga puutujahulknurga kilje Thg ja viimase
siseringjoone'raadiuse; R kaudu.

Lahendus
Antud: B"B2 bn; R (joon. 91).
Leida: a, = AAg.

Et AOB1D ~ [ QALCt

siis
oD B1D
=T
Taisnurksest kolmnurgast OAC
kaatet

ac J R2 - ()2
a
Kuna OD = R, A = -*£, B"D = " siis kolmnurkade OAC

ja OB"D sarnasuafst b
n

R T

Vr2 -i-y _?_n
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millest
2bnR

Ar2 +1b

Vastus. KOSlhulknurga kilg a_ = - 2 —R——:
-YATTA
Naide 4. Arvutada kolmnurga sise- ja Umberringjoone
raadiused, kui kolmnurga kiljed on 13, 14 ja 15.
Lahendus
Antud: a = 13; b =14; ¢ =15
(joon. 92).
Leida: r; R.
Avaldame otsitavad suurused
kolmnurga pindala kaudu.

S p abc
p* R - TUT*

Kolmnurga pindala (naide 1

= 8,125.

V astus . Kolmnurga siseringjoone raadius on 4 ja
imberringjoone raadius 8,125.

Naide 5« Kolmnurga siseringjoone raadius on 4 cm. Puu-
tepunkt jaotab lhe kilje osadeks, mille pikkused on 6 cm ja
8 cm. Arvutada teiste kulgede pikkused.

Lahendus
Antud: OF =r =4 cm;, AE a
=6 cm; EB = 8 oam
(joon. 93).
Leida: AC; CB.
Punktist A ringjoonele joo-
nestatud puutujate ISigud
AE = AD = 6 am ja samal pShju-
Joon. 93 sel FB = 8 cm. Olgu DC m x,

siis pindala valemitest

S =pr je Sax/p(p - a)(p - b)(p - ©)
saame vorrandi
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4(14 +x) =N(14 +Xx) * X » 6 . 8,
mille lahendiks x = 7.
Kolmnurga teised kiljed
AC =6 +7 =13, CB =8 + 7 = 15.
Vastus . Teised kolmnurga kuljed on 13 om ja
15 cm.

Naide 6. VOrdkilgsesse kolmnurka, mille killg on a,
on joonestatud kolm ringjoont, mis puutuvad Uksteist ja
kolmnurga kaht kilge. Avaldada ringjoonte raadiused.

Lahendus
Antud: AB =BC = AC = a
(joon. 94).

Leida: ).

Olgu @ =r, siis arves-
tades 30°-st nurka

AD = EC =r]3.
Kuna AD + DE + EC = a, siis
2r/3 +2r = a ja

a(f3 £ 1)
2(J*3 + 1)

V astus . Ringjoonte raadius r 1)
Néide 7. Vdrdhaarse trapetsi aluste suhe on 0,75;
keskldik on v8rdne kdrgusega, mis on 7 m. Arvutada trapet-

si Umberringjoone raadius.
Lahendus.
Antud: =0,75; h =7m
(joon. 95).
Leida: R.

Olgu a = 3x, siis b= 4x
ja trapetsi keskldik on
3,5x. Et 3,5x = 7, siia
X = 2. Trapetsi aluaeg on

6 ja 8 m. Taisnurksetest

kolmnurkadest
R2 =4 4y
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Siit
42 +y2 =32 + (7 -y)2, millest y =3 ja R =5.
V astus . Trapetsi imberringjoone raadius on 3 m.
Néide 8. Avaldada rombi nurgad, kui rombi pindala on
P ja sissejoonestatud ringi pindala S.
Lahendus

Antud: Sromﬁ P ;Sri'ngi =S
(joon. %).
Leida: (C .

Tahistame rombi kilje a.
Rombi kui réopkiliku pind-*
ala
2 .
P =a sinca.
Joon. 96 Rombi k&rgus h = 2r, aga ka
5 h = a sin & . Ringi pindala
S ='Fr . Neist seostest saame, et 2r = a sin oC , mille ruut

4r? = a2 sin®«C . Suurusi a ja r avaldades antud pindala
kaudu saame peale asendamist
sin 0 = Mo
; _ ; 4S
millest oC = arcsin 5,
Vastus . Rombi nurgad on arcsin 45 ja

Or- arcsin
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