N

<

oD DAL DAL DAL DAL o2 DAL 2o DAL 2o DU DXL 2

&>

/4

N7
.’.

A

XS o
A \'A
» »
A - ™ .
: = = :
A4 0 %
> P >
S B Ll S
/.\ .l O K
x el X
.H. M P .”.
% i v
* e w-/A
\./ H ™ ¢
o pe > o
Y . %
A . I
o o

DX DAL DKo DAL DAL DAL L DAL 2o DAL DA< 23

NS

i & S e e ST S s T S g — = s e u
PRGN













A. KISSELJOV

ARITMEETIKA
OPIK
V JA VI KLASSILE

Umber tédtanud
prof. A. HINTSIN

Tolge 10. viljaandest

- TR

B Jen Luphn
b » R s

»v Tnd e % ‘ »,A &
4 av ".;u\%" e ". ’A :

P

R

»PEDAGOOGILINE KIRJANDUS“
TALLINN 1949



Eesti NSV Haridusministeeriumi poolt kinnitatud 23. nov. 1948. a.




EESSONA UMBERTOOTUSE AUTORILT:

Koik mitmesugust laadi rasked kiisimused, mis kerkivad iga
Opiku koostaja ette, vajavad kdigepealt nende rahuldavaks lahenda-
miseks Uhtset pGhimdttelist seisukohta. A. P. Kisseljovi aritmeetika
kursuse limbertdéotamisel ma lidhtusin seisukohast, et iga opik, see-
hulgas paratamatult ka keskkooli V klassi opik, peab endast kuju-
tama tihtset ja loogiliselt siistematiseeritud tervikut. Selle pohimétte
lébiviimine pidi méjutama ja mdjutas otsustavalt materjali valikut
ja paigutust.

Materjali valiku suhtes ma ei pidanud voéimalikuks piirduda
ainult sellega, mida peab ja suudab omandada V klassi iga Opilane.
Loogilise tervikluse ndue sundis sisse vdtma Opikusse teatava osa
materjali, mida reeglina on opilastel tarvilikul viisil véimalik oman-
dada ainult vanemates klassides, kursuse kordamisel. Kogu seda-
laadi materjal on toodud peenkirjas ja Gpiku iilesehitus on selline,
et koike peenkirjas toodud materjali on vdimalik vahele jatta ilma
kahjuta arusaamisele jdrgnevast. Ma ei taha soovitada opetajale
vahele jédtta ilma motlemata kogu peenkirja; siin on tarvilik dife-
rentseeritud suhtumine, séltuvalt klassi arenemistasemest, ja pole
véimalik tdmmata umbropsu teravat joont selle vahele, mis on jdu-
kohane V klassi dpilasele, ja selle vahele, mis temale pole joukohane,

Teiselt poolt, ainestikulise ja loogilise terviklikkuse ndue sundis
mind mérgatavalt kérpima, monikord aga ka hoopis viilja jatma
mitmeid osi, mis traditsiooni kohaselt tavaliselt on véetud aritmee-
tika oOpikutesse; siia kuulub nende iilesannete teoreetiline kisitle-
mine, mis haaravad kolmlauset, segusid ja sulameid jms. Elemen-
taarne aritmeetika on Opetus tehetest ratsionaalsete arvudega. Kesk-
kooli erinduded sunnivad moéistma seda definitsiooni teataval misral
laiendatult ja sisse votma aritmeetika kursusesse opetust suuruste
mootmisest ja vordelistest suurustest. See rikub teataval méiral
kursuse terviklikkust, ilma et ta siiski kujuneks oluliseks defektiks,
kuna aritmeetikale lihtsalt lisandatakse moned enam voi vihem lope-
tatud tédiendavad peatiikid. Sisse votta aga sellisesse kursusesse
tksikute praktikas esinevate iilesannete tiiiipide lahendusvotteid, mis
pole tthendatud mingi {ildise teoreetilise alusega, tihendaks libisemist
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teoreetilise Opiku juurest ,tooraamatu“ poole. Selliste iilesannete
koht peab olema iilesannetekogus, mitte aga teoreetilises Opikus.

Pohiprintsiibi elluviimine mojutas oluliselt ka materjali pai-
gutust. Nii leidsid Opetus suuruste modtmisest ja modtude ja
nimega arvude késitlus endale loomulikult koha eri osa n&ol téis-
arvudedpetuse ja murdudedpetuse vahelisel piiril. See ometi ei
tihenda, et elavas pedagoogilises protsessis tuleb mainida meetreid
ja kilogramme ainult pirast seda, kui on 1dbi voetud Gopetus téis-
arvudest, juurde arvatult jaguvuse teooria. Arusaadavalt peavad
opilased juba tdisarvudega todtamisel tutvuma pohiliste modtudega;
midagi pole selles halba, kui juba tdisarvude tundmadppimisel 5pi-
lased loevad 1libi iihe v0i teise punkti osast, mis on piihendatud
modtudele ja modtmisele; dpik aga kui terviklik ja siistemaatiline
juhtija ei suuda ja ei tohi tdpselt jdljendada elavat pedagoogilist
protsessi.

Samadel pohimattelistel kaalutlustel ma pidasin tarvilikuks vélja
jatta Opikust eri osa protsentide kohta. Seejuures ma ldhtusin veen-
dumusest, et see osa, mis sisaldab eneses matemaatiliselt erinevaid
iilesandeid, mis on iihendatud vaid uhise praktilise olukorraga,
osutub iitheks ,kompleksmeetodi“ igandiks ja et nimelt tema selline
iseloom just tekitaski mirgatavaid spetsiifilisi raskusi kindlate harju-
muste kujundamiseks protsentarvutuste valdkonnas. Opilastel tekkis
loomulikult arvamus, nagu kujutaksid protsentarvutused endast min-
git pohimdtteliselt uut, vorreldes tavaliste tehetega murdarvudega,
ja see ettekujutus raskendas juba omandatud kogemuste rakenda-
mist iilesannete juures, milledele oli antud vaid uus viliskuju, kuid
mis sisuliselt ei kujuta endast midagi uut. Muide opetaja, kes tahaks
libi vétta protsentarvutusi eri osa n#ol, omab tidieliku voOimaluse
teha seda ka kiesoleva Opiku jargi; selleks on tarvis ainult vilja
eraldada raamatu IV ja V osast koik punktid, mis on piihendatud
protsentidele ja paigutada need samas jérjekorras raamatu 16ppu.

Kisseljovi ©piku kogu tekst tuli vdga hoolikalt imber tdédtada,
et saavutada suuremat teaduslikku tédpsust ja esitusviisi suuremat
arusaadavust. Paljudes kohtades toodud ndited on asendatud uutegza
ja niidete arvu on suurendatud. Sellele vaatamata raamatu tles-
ehitus ja stiil on pohiliselt méadratud ta esialgse tekstiga; limber-
tootuse autor ei voinud seada endale eesmirgiks uue Spiku loomist.

Minu todle osutas viga olulist- abi Keskkooli Keskinstituudi
matemaatikagrupi kogu kollektiiv; rea kasulikke nduandeid olen
saanud ka Moskva Opetajate aktiivi esindajatelt; koikidele nendele
seltsimeestele avaldan siirast tédnu.

A Hint§in.
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I OSA

TAISARVUD.

I. Taiisarvud, nende nimetused ja kirjutamine.

1. Tidisarvu moiste. Uks ese ja iiks ese on kokku kaks
eset; kaks eset ja iiks ese on kokku kolm eset; kolm ja iiks
on kokku neli jne. Uks, kaks, kolm, neli jne. nimetatakse
tdisarvudeks.

Arvu (i ks nimetatakse teisiti iheliseks. Arvu kaks
voib vaadelda kui kogumikku kahest iihelisest, arvu kolm —
kui kogumikku kolmest iihelisest jne. Seega iga tdisarv
on kas iitheline voi kogumik mitmest iheli-
sest. :

Peale tdisarvude Kkasitleb aritmeetika ka teisi arvusid.
Nendega tutvume edaspidi.

2. Loomulikkude arvude (naturaalarvude) rida. Kui iiheli-
sele juurde panna teine iiheline, saadud arvule juurde panna
uuesti iiheline, siis veel kord juurde panna iiheline jne., siis
saadakse loomulikkude arvude rida: iiks, kaks, kolm, neli, viis,
kuus, seitse jne.

Viikseimaks arvuks selles reas on iiks; suurimat arvu pole
olemas, sest et igale arvule, nii suur kui ta ka oleks, voime
ikkagi lisada iihelise ja saada veelgi suurema arvu; see tdhen-
dab, et loomulikkude arvude rida on voimalik pikendada 16p-
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matult; seepdrast rddgitakse, et loomulikkude arvude
rida on lopmatu.

Arv kolm on viiksem kui arv viis, mis loomulikkude
arvude reas asub kolmest kaugemal; toepoolest, selleks et
saada arvu viis, on tarvis kolmele iihelisele, millest on koos-
tatud arv kolm, veel juurde arvata kaks iihelist. Uldiselt
on kahest isesugusest arvust alati vdiksem see arv, mis aset-
seb loomulikkude arvude reas eespool; toepoolest, selleks
et saada sellest arvust teist arvu, mis asetseb loomulikkude
arvude reas kaugemal, on tarvis juurde arvata esimesele
arvule veel iiks v6i mitu {ihelist, s. t. on tarvis teda suuren-
dada; seepdrast teine arv on suurem esimesest.

Kahest arvust on viiksem see, mis loomulikkude arvude

reas on eespool, ja suurem see, mis loomulikkude arvude reas
on kaugemal.

3. Loendamine. Selleks, et teada saada, mitu lauda on
klassis voi mitu puud on aias, peame neid loendam a.
Loendamine seisab selles, et eraldades esemeid iikshaaval
(kas tegelikult voi ainult motteliselt), me nimetame igakord
eraldatud esemete arvu. Nii loendades laudu klassis, me eral-
dame motteliselt ithe laua teise jdrel ja nimetame seejuures
arvusid: {iks, kaks, kolm, neli jne. Kui viimase laua eral-
damisel me iitlesime nditeks kaheksa, siis tdhendab see, et
klassis on kaheksa lauda; arv kaheksa on sel juhul loen -
damise tulemuseks.

On ilmseks tosiasjaks, et loendamise tulemus ei soltu
loendamise jarjekorrast. Nii néditeks loendades laudu klassis
saame {ihe ja sama arvu soltumatult sellest, kas loendamine
toimub esimestest, laudadest tagumiste poole voi tagumistest
esimeste poole. On ainult tdhtis, et loendamisel iikski laud
ei jadks vahele ja et iga lauda loendataks vaid iiks kord.
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4. Arvude nimetused tuhande piirides. Loomulikkude arvude
rea kiimnel esimesel arvul on jirgmised nimetused:

iiks, kaks, kolm, neli, viis, kuus, seitse, kaheksa, iiheksa,
kitmme (ehk kiimneline).

Nende ja veel moningate teiste nimetuste abil on voimalik
viljendada ka teisi arvusid. Oletame néiteks, et soovime
nimetada alljargnevalt tommatud kriipsude arvu:

L

N o e’ N e — [ R ——

kiimneline kiimneline kiimneline kiimneline k:lrﬂn

I

|

Selleks loendame kiimme kriipsu ja eraldame need iile-
jadanutest; siis loendame veel kiimme kriipsu ja eraldame ka
need iilejadnutest. Jitkame kiimnekaupa loendamist niikaua,
- kuni kriipse iildse enam jdrele ei jda voi neid jdab jérele
alla kiimne. Niiiid loendame kiimnelised ja nendest iile
jadnud kriipsud (ehk iihelised); kuna kiimnelisi oli neli ja
filejaanud kriipse kolm, siis voime nimetada koikide kriipsude
arvu jargmiselt:

neli kiimnelist kolm iihelist.

Kui arvus leitakse rohkem kui kiimme kiimnelist, siis tali-
tatakse jargmiselt: loendatakse kiimme kiimnelist, siis veel
kiimme kiimnelist, seejdrel veelkordselt kiimme kiimnelist
jne. — niikaua kui see on voimalik. Iga kiimmet kiimnelist
nimetatakse iihe sonaga: sada ehk sajaline. Oletame, et min-
gis arvus leitakse: sajalisi — kolm, jérelejddnud kiimnelisi
-— viis ja jarelejddnud iihelisi — seitse; sellist arvu voime
nimetada jargmiselt:

kolm sajalist viis kiimnelist seitse iihelist.

Kui sajalisi leitakse arvus iile kiimne, siis neid sajalisi
loendatakse samufi kiimnete kaupa. Iga kiimmet sajalist
nimetatakse iihe sonaga fuhat ehk tuhandeline.



5. Monede nimetuste lithendid. Eesti keeles kasutatakse
moningaid arvude lithendatud nimetusi. Nii nditeks arvu
kiimme ja iiks nimetatakse arvuks iiksteist (iiksteistkiimmend,
s. t. iiks teisest kiimnest); kiimme ja kaks — kaksteist (kaks-
teistkiimmend, s. t. kaks teisest kiimnest) jne.

6. Arvude kirjutamine tuhande piirides. Uheksat esimest

arvu kirjutatakse eriliste arvutdhistega ehk numbritega:
19,180 4.05 §6, 7840,

Nende itheksa numbri ja kiimnenda numbri 0 (nulli) abil,
mis tdhistab esemete puudumist, voib kujutada mistahes
arvu.

Number 0 tdhendab, et esemeid pole {ildse olemas,
number 1 — et on olemas vaid iiks ese jne.

Selleks, et kujutada arvu numbrite abil, on kokku lepitud
kirjutada: tihelised — esimesele kohale paremalt, kiimnelised

— teisele kohale paremalt, sajalised — kolmandale kohale;
néiteks:

arvu nelikiimmend kaks kirjutatakse . . . . . 42;

,, nelikiimmend & B0 IR N el s A O

,», kolmsada nelikiimmend viis kirjutatakse . . 345;

,, kolmsada nelikiimmend o s el

,, kolmsada seitse i R AR (U

,, kolmsada 5 e L UM

Koiki numbreid peale nulli nimetatakse vddrtusega
numbriteks.

Toodud néidetest selgub vajadus kasutada nulli. Nii néi-
teks arvu kolmsada nelikiimmend (340) kirjutamisel pole
voimalik dra jatta nulli, sest 34 tahendaks arvu kolmkiimi-
mend neli. Kiill aga voib dra jdtta, ja harilikult jdetaksegi
dra, nullid, mis asetsevad vasakul esimesest véirtusega
numbrist; 045 tahendab sedasama, mis 45; 007 on sama, mis
lihtsalt 7. Sel juhul arvu, mida kirjutatakse {ihe numbriga,
nimetatakse ihekohaliseks, kahe numbriga kirjutatavat arvu
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— hkahekohaliseks, kolme numbriga kirjutatavat arvu — kol-
mekohaliseks jne.

7. Tuhandest suuremate arvude nimetused. Kui loenda-
tavaid esemeid on iile tuhande, siis moodustatakse neist nii-
mitu tuhandelist, kui on voimalik; siis loendatakse nii tuhan-
delised kui ka jarelejadnud iihelised ja nimetatakse nii iihtede
kui ka teiste arv: nditeks: kakssada nelikiimmend tuhat kuus-
sada kaks iihelist.

Tuhat tuhandelist moodustavad miljoni, tuhat miljonit —
miljardi (ehk biljoni), tuhat miljardit — triljoni jne.1

8. Tuhandest suuremate arvude kirjutamine. Olgu tarvis
kirjutada arv: kolmkiimmend viis miljardit kaheksasada kuus
miljonit seitse tuhat kuuskiimmend kolm ithelist. Seda voib

kirjutada numbrite ja sonade abil jargmiselt:
35 miljardit 806 miljonit 7 tuhat 63 iihelist.
Selleks, et oleks voimalik 14bi saada hoopis ilma sonadeta,
on kokku lepitud: esiteks, kirjutada -miljardite, miljonite,
tuhandete ja iiheliste arvud korvuti, {ihes reas, vasakult pare-
male, ja teiseks, kirjutada igaiiht neist arvudest alati koline
numbriga, s. o. kirjutada 63 iihelise asemel 063, 7 tuhandelise
asemel kirjutada 007 jne. Siis kujuneb vGetud arv jargmiselt:
035 806 007 063.
Siingi muide ei kirjutata vasakul asetsevaid nulle, s. t
voetud arv kirjutatakse jargmiselt:
35 806 007 063.
Lopuks sama arvu kirjutatakse sageli ka ilma vahedeta:
35806007063.

Seejuures peetakse meeles, et kolm esimest numbrit pare-
mal tihistavad iiheliste arvu, kolm jérgmist numbrit vasakule

1 Edasi jirgnevad nimetused: kvadriljon (tuhat triljonit), kvintil-
jon (tuhat kvardriljoni), sekstiljon (tuhat kvintiljoni) jne.
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minnes — tuhandete arvu, kolm nendele eelnevat numbrit —
miljonite arvu jne. Néiteks:

567002301 tdhendab . . . . 567 miljonit 2 tuhat 301 iihelist;
15000026 i .+ . . 15 miljonit 26 iihelist;
2008001020 % . . .. 2 miljardit 8 miljonit 1 tuhat

20 iihelist jne.

9. Kuidas lugeda arvu, mis on Kkirjutatud pika numbrite
reaga. Selleks, et oleks holpsam lugeda arvu, mis on Kkirjuta-
tud pika numbrite reaga, nditeks arvu 5183000567029, jaotame
selle arvu mottes voi iilesasetatud komadega, paremalt alus-
tades, kolmenumbrilisteks salkadeks, nditeks:

5183’000°567°029.
Paremalt esimene koma asendab sona ,tuhat”, teine —
sona ,,miljonit”, kolmas — sona ,miljardit”, neljas — sona

Htriljonit”. See tdhendab, et meie arvu tuleb lugeda jargmi-
selt:

5 triljonit 183 miljardit 567 tuhat 28.

Viimasele arvule sona ,iihelist” tavaliselt ei lisata.
Kui sama arvu kirjutamisel jatta paremalt lugedes vahed
iga kolme numbri jérele:

5 183 000 567 029,
siis on holpus teda lugeda, ilma et oleks vaja panna komasid.
10. Numbrite kohavididrtus. Arvude kirjutamise puhul eel-

kirjeldatud viisil on igal kohal, millel asuvad numbrid, oma
eri tdhendus ja nimelt:

paremalt 1-sel kohal asuvad iihelised,

5 2-sel 5 kiimnelised,

® 3-ndal ,, 5 sajalised,

4 4-ndal ,, ,, tuhandelised,

£ 5-ndal ,, e kiimnetuhandelised,
% 6-ndal ,, s sajatuhandelised,
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g 7-ndal ,, ,,  miljonilised,

A 8-ndal ,, s kiimnemil jonilised,
i 9-ndal ,, = sajamiljonilised,
s 10-ndal ,, { miljardilised jne.

Sel viisil nieme, et niisugune arvude kirjutamise siisteem
pohineb kiimne numbri kasutamisel, mis omavad kahesugust
vairtust: iiht — so6ltuvalt numbri- kujust, teist — soltuvalt
kohast, millel number asub, ja nimelt:

kahest kérvuti kirjutatud numbrist vasakpoolne tdhistab
dhikuid, mis on 10 korda suuremad kui parempoolse numbri
poolt tihistatavad ihikud.

11. Uhikute jirgud. Uhelisi, kiimnelisi, sajalisi, tuhande-
lisi jne. on monikord kohasem nimetada teisiti, ja nimelt:

iihelisi nimetatakse 1. jirgu iihikuteks (ehk lihtiithikuteks),

kiimnelisi  ,, Tty % X

sajalisi “ O B e + jne.

Koiki iihikuid peale lihtithikute (1. jargu iihikute) nimeta-
takse liitiihikuteks. Nii nditeks on kiimneline, sajaline ja
tuhandeline liitithikud.

Iga liitithikut, vorreldes teda teise temast véiksema iihi-
kuga, nimetatakse korgema jargu iihikuks, temast suurema
iihikuga vorreldes aga nimetatakse teda madalama jargu {ihi-
kuks; nii on sajaline korgema jéargu iihikuks vorreldes kiimne-
lisega ja madalama jargu iihikuks vorreldes tuhandelisega.

Iga liitiihik sisaldab 10 jargmise madalama jargu thikut;
niiteks sisaldab sajatuhandeline 10 kiimnetuhandelist, kiimne-
tuhandeline — 10 tuhandelist jne.

12. Uhikute klassid. Uhikute jirgud riithmitatakse veel
klassidesse- 1. klassi kuuluvad kolme jargu iihikud: sajalised,
kiimnelised ja iihelised; 2. Kklassi kuuluvad kolm jargmist
jarku: tuhandelised, kiimnetuhandelised, sajatuhandelised jne.
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1. klass on iheliste klass (sisaldab iiheliste sadasid, kiimneid
ja iihelisi); 2. klass — tuhandeliste klass (sisaldab tuhande-
liste sadasid, kiimneid ja {ihelisi) jne. '

13. Kuidas teada saada, kui palju on arvus iildse teatava
jirgu iihikuid. Olgu tarvis teada saada, kui palju on arvus
56284 iildse sajalisi, s. t. kui palju sajalisi sisaldavad antud
arvu kiimnetuhahdelised, tuhandelised ja sajalised kokku.

Sajalised seisavad paremalt kolmandal kohal: antud juhul
seisab paremalt kolmandal kohal number 2; jérelikult arv
sisaldab kaks sajalist. Jirgmine number sellest vasakul,’
s. 0. number 6, tdhistab tuhandelisi, kuid iga tuhandeline sisal-
dab 10 sajalist; see tihendab, et 6 tuhandelist sisaldab neid 60.
Jirgmine number vasakul, s. o. number 5, tdhistab kiimne-
tuhandelisi, kuid iga kiimnetuhandeline sisaldab 10 tuhande-
list ja jarelikult 100 sajalist; see tdhendab, et 5 kiimnetuhan-
delist sisaldab 500 sajalist. Sel viisil sisaldab antud arv
sajalisi 500, siis veel 60 ja veel 2, s. 0. 562.

Samal viisil leiame, et antud arv sisaldab kiimnelisi
{ildse 5628.

Reegel. Selleks, et teada saada, kui palju sisaldab antud
arv iildse teatava jirgu iihikuid, tuleb dra jitta koik numbrid,
mis tihistavad madalama jirgu iihikuid ja lugeda arvu, mis
on kujutatud jirelejidnud numbritega.

II. Mitmesugused arvusiisteemid. Rooma numbrid.

14. Moisteid arvusiisteemidest. Igasugust {ildist viisi arvude
nimetamiseks ja kirjutamiseks nimetatakse arvusiisteemiks (ehk
numeratsiooniks). Meie arvusiisteemi nimetatakse kiimnendsiistee-
miks seepérast, et selles siisteemis 10 {ihe jérgu thikut moodustavad
jirgmise korgema jirgu iihiku. Arvu 10 nimetatakse seepédrast kiim-
nendsiisteemi aluseks. Iga arv N selle siisteemi jargi on kujuteldav
lahutatuna iihelisteks, kiimnelisteks, sajalisteks, tuhandelisteks jne.,
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kusjuures iheliste arv igas jargus on viiksem kui 10. Kui oletame,
et arv N sisaldab a iihelist, b kiimnelist, ¢ sajalist, d tuhandelist
jne., siis see arv kujutab endast summat:

N=a-+b-10+c-102+d-10°+...

Voib kujutella ka teisi slisteeme, milledes on voetud aluseks
mingi muu arv. Kui nditeks votta aluseks arv 5, siis saadakse viiend-
siisteem (kvinaarsiisteem), mille kohaselt tthe mingi jargu 5 iihikut
peavad moodustama jidrgmise korgema jirgu iihiku. Sel viisil peab
viiendsiisteemis 2. jirgu uhikuks olema viieline, 3. jargu lhikuks —
5 viielist ehk 52, 4. jirgu tihikuks 5 korda 5 viielist ehk 5% jne. Selle
siisteemi jirgi oleks arv N kujutatav jargmiselt:

N=a+b-5+c-52+d-52+e-5*+...,

kus igailiks arvudest a, b, ¢, d, e . .. oleks vaiksem kui 5.

15. Numbrite arv, mis on vajalik arvude kujutamiseks antud
siisteemis. Arvude kirjutamiseks kiimnendsiisteemis kasutatakse 10
erinevat arvtihist. Mingi teise arvusiisteemi jaoks vajatakse teist-
sugust numbrite arvu. Niiteks viiendsiisteemi jaoks jétkuks viiest
jirgmisest numbrist: 1, 2, 3, 4, 0. Toepoolest arv 5 kujutaks endast
selles siisteemis ithte 2. jargu iihikut ja jérelikult tuleks teda kirju-
tada nii: 10. Arv 6 kujutaks endast tihte 2. jérgu thikut (viielist)
ja iihte esimese jédrgu iihikut ning peaks jérelikult olema kirjutatud
nii: 11 jne. Arvude kirjutamiseks siisteemis, mille alus on suurem kui
10, ei jétkuks meie numbritest. Nii niiteks oleks tarvis kaheteist-
kiimnendsiisteemi jaoks vélja motelda moned eri tdhised arvude 10
ja 11 jaoks, sest et see kirjutusviis, mida nende arvude jaoks kasu-
tatakse kiimnendsiisteemis, tdhendaks hoopis teisi arvusid ja nimelt:
10 tihendaks iihte 2. jdrgu iihikut, s. t. tosinat, 11 aga tdhendaks {ihte
2. jérgu iihikut ja ihte 1. jirgu iihikut, s. 0. arvu 13.

16. Kiimnendsiisteemis kirjutatud arvu kujutamine mingis teises
siisteemis. Vastava niitena olgu meil tarvis kujutada arvu 1766
viiendsiisteemis viie arvutdhise abil: 0, 1, 2, 3, 4. Selleks on koige-
pealt vaja teada, kui palju sisaldab arv 1766 2. jargu ihikuid, s. o.
viielisi. Neid leiame-olevat 353, misjuures jddb jarele iiks 1. jargu
{ihik. Niitid leiame, kui palju 3. jérgu thikuid sisaldub 353-s viie-
lises. Kuna 3. jirgu iihik sisaldab viis 2. jérgu ithikut, siis on tar-
vis 353 jagada 5-ga. Jagamisel leiame, et 353 viielist sisaldavad 70
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3. jargu tihikut ja 3 2. jargu lihikut. 70 3. jdrgu iihikut muudame
umber 4. jirgu uhikuteks; viimased — 5. jirgu iihikuteks jne.

176615
26 3585
16 8705
! 1¢]
+

ol8

=
2

Sel viisil leiame, et arv 1766 sisaldab 5. jargu {iihikuid — 2,
4. jargu uhikuid — 4, 2. jargu thikuid — 3 ja 1. jargu thikuid — 1;
jarelikult arv 1766 kujundub viiendsilisteemis nii: 24031.

Olgu veel tarvis kujutada arvu 121380 kaheteistkiimnendsiistees-
mis:
121380] 12

E 10115]}2*

18 51 82|12
0 35 27012
0 11 1025

Té&histades arvu 10 tdhega a, arvu 11 tdhega b, leiame, et antud
arv kujundub kaheteistkiimnendsiisteemis nii: 5a2b0.

17. Mingi arvusiisteemi jirgi Kkirjutatud arvu kujutamine kiim-
nendsiisteemis. Olgu néiteks tarvis arv 5623, mis on kirjutatud arvu-
siisteemis alusega 8, viljendada kiimnendsiisteemis. Seda on véimalik
teostada sel viisil, et arvutame summa:

N=3+42-84+6-82+5-8=3 -+ 16 4 384 -+ 2560 = 2963.

Kuid lihtsam on talitada jirgmiselt: lahutame viis 4. jédrgu
tthikut 3. jirgu tiihikuteks, milleks korrutame 5 ja 8 (sest arvusiis-
teemis alusega 8 sisaldab 4. jargu tiihik kaheksa 3. jidrgu iihikut);
saadud arvuga liidame kuus 3. jiargu iihikut, mida sisaldab antud
arv. Lahutame 3. jdrgu thikud 2. jiargu iihikuteks; saadud arvuga
liidame kaks 2. jdrgu iihikut, mis sisalduvad antud arvus. Lahutame
2. jargu thikud 1. jargu tuhikuteks; saadud arvuga liidame kolm
1. jargu iihikut, mis sisalduvad antud arvus. Saame 2963.
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Mirkusi. 1) Kiimnendstisteem on levinud peaaegu igal pool.
Mitmelt poolt loetakse kiimnendsiisteemi sellise levimise pohjuseks
asjaolu, et iga inimene lapsepdlvest saadik harjub teostama loenda-
mist molema kie kiimne sorme abil.

Ometi aga ei ole kiimnendsiisteem koige k#depédrasem. Moningal
méiral omab paremusi kaheteistkiimnendstisteem, mis ei vaja arvude
kujutamiseks suurt arvu numbreid, kuid omab tahtsat eelist, et ta
alus jagub 2-ga, 3-ga, 4-ga ja 6-ga, kuna meie stisteemi alus jagub
ainult 2-ga ja 5-ga; samasugused kaalutlused toendoliselt olid aluseks
kuuekiimnend- (heksagesimaal-)siisteemile (alus 60), mida kasutati
vanas Babiiloonias. Teoreetilisteks uurimusteks osutub koige kée-
pirasemaks kahendsiisteem ehk binaarsisteem (alus 2), mis aga
muide praktilisteks otstarveteks osutub tdiesti ebakohaseks, kuna
selles siisteemis kujunduks isegi vdheldane arv pikaks numbrite reaks
(niditeks arv 70 véljendub binaarsiisteemis nii: 1000110).

2) Meie poolt kasutatavad numbrid ja kogu arvude kirjutamise
siisteemi votsid eurooplased iile araablastelt (XII sajandi paiku). See
ongi pohjuseks, miks neid numbreid nimetatakse araabia numb-
riteks. On aga pohjuseid arvata, et araablased omakorda votsid
iile selle siisteemi hindudelt.

18. Rooma numbrid. Kuna rooma numbreid kasutatakse praegu-
sel ajal arvude tdhistamiseks, on kasulik ka nendega tutvuda. Room-
lased kasutasid arvude téhistamiseks vaid seitset jargmist arvutdhist:

1253 ¥ =5, X==10; L:==50; C =100, D =500, M = 1000.
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Nende arvude kirjutamisviis erineb oluliselt meie viisist. Meil
muudavad numbrid oma tdhendust koha vahetamisel, kuid rooma
numeratsioonis numbrid sdilitavad igal kohal oma tahenduse. Kui
mitu rooma numbrit on kirjutatud korvuti, siis nende poolt viljenda-
tav arv vordub iga numbri poolt viljendatavate arvude summaga;
niiteks XXV tdhendab summat 10+ 10 45, s. t. 25; CLXV tdhendab
summat 100 +50-+ 1045, s. t. 165 jne. Erandeid sellest reeglist
kujutavad vaid 6 jargmist arvu:

4=1V, 9 =1IX, 40=XL, 90 =XC, 400=CD, 900 = CM.

Nendes viljendustes vasakpoolse numbri véadrtus lahutatakse
parempoolse numbri viaartusest.

Pirast seda muutuvad arusaadavateks jargmised arvude kujutu-
sed:

Il T2 Bl == 3 UV —t, S\fre— i T =2 8

VIT= 7, - VII'= 8, IXi=—9;"X =10, NI =] 1"l £= 1 %

XIV =14, XVIII =18, XIX =19, XX =20, XXIX =29,

XLII =42, LXXXIV =84, XCV =95, CCC = 300,

MCMXXXVII = 19317.

Tuhandeliste arvu kujutatakse samuti nagu iiheliste arvu, ainult
paremale alla kirjutatakse m (mille — tuhat); nditeks:

CLXXX, CCCLXIV = 180 364.

III. Liitmine.

19. Mis on liitmine. Uhelisi, milledest on koostatud mitu
arvu, on voimalik {ihendada iiheks kogumikuks. Arvu, mis
saadakse parast selle kogumiku koikide iiheliste loendamist,
nimetatakse summaks, neid arvusid aga, mis {ihendatakse
iheks kogumikuks, nimetatakse liidetavateks. Nii nditeks
on voimalik 5 tikku, 7 tikku ja 2 tikku {ihendada iiheks 14-tiku-
liseks kogumikuks. Arv 14 on kolme liidetava — 5, 7 ja 2 —
summaks. Liidetavaid voib olla 2, 3 ja enam.

Liidetavaid voib vaadelda summa osadena.
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Mitme antud arvu jérgi iithe uue arvu leidmist nimetatakse
aritmeetiliseks tehteks (lithiduse eesmairgil nimetame seda
lihtsalt tehteks).

Tehet, mille abil leiame mitme arvu summat, nimetatakse
nende arvude liitmiseks.

Liitmise mérgiks on 4 (pluss); seega, kui on kirjutatud
5 4 7 + 2, siis see tdhendab arvude 5, 7 ja 2 summat.

Liitmise tehe on alati teostatav (mistahes arvusid on vdi-
malik iithendada iiheks kogumikuks) ja annab alati iihese
(liheainsa) tulemuse.

20. Summa pohiomadused. 1) Summa ei muutu liidetavate
jarjekorra muutmisel.

Nii vordub summa 5 + 7 4 2 14-ga, missuguses jirjekor-
ras me ka ei toimetaks liitmist:

04+74+2=24+7+5=7+5+2=14.

Seda omadust nimetatakse liitmise vahetuvuse (kommuta-
tiivsuse) seaduseks, kuna ta seisab selles, et liidetavaid on
voimalik vahetada (imber paigutada), ilma et summa muu-
tuks.

Uldkujul on véimalik seda omadust kolme liidetava jaoks
viljendada jargmiselt:

at+b+t+c=a+t+ct+b=b+atc=b+tct+a—
=c+a+t+b=c+b+a,
kus tdhtede all on moeldud mistahes arve.

2) Summa ei muutu, kui asendame mingi liidetavate rithma

nende summaga.
Niiteks summa 5 4+ 7 + 2 ei muutu, kui asendame liideta-

vad 7 ja -2 nende summaga:

5+7+2=5+9=—14.
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Seda omadust nimetatakse liitmise iihenduvuse (assotsia-
tiivsuse) seaduseks, kuna ta seisab selles, et mistahes liideta-
vaid on voimalik iihendada iiheks arvuks (riihmaks).

Uldkujul on vdimalik seda omadust kolme liidetava jaoks
véljendada jargmiselt:

at+btec=(a+b)+c=a+(b+eo),

* kus sulgudega on niidatud, missuguses jirjekorras tuleb teos-
tada liitmist: algul tuleb teostada liitmine, mis on niidatud

sulgude sees, ja siis liitmine, mis on niidatud viljaspool sul-
gusid.

21. Kuidas liita summat ja kuidas liita summaga. Summa
pohiomadustest on voéimalik tuletada kahte jargmist lauset:

1) Selieasemel, et liita mingi arvuga mitme arvu summat,
voib liita selle arvuga jirjest iga liidetavat.

Seega:
100 + (20 + 7 + 3) =100 4 20 4+ 7 + 31,

TGepoolest punktis 20 nimetatud teise omaduse pohjal eel-
toodud vorduse parempoolne osa ei muutu, kui me {ithendame
selles liidetavad 20, 7 ja 3 iihte rithma; kui me aga selle teos-
tame, siis saamegi konesoleva vorduse vasakpoolse osa.

2) Selleasemel, et liita mingit arvu summaga, voib liita selle
arvu iihe mingi liidetavaga, jittes teised liidetavad muutuseta.

Seega:

(354 15 420) 4+ 10 = (354 10) + 15 +20 —
=854 (15:4710) = 20== %

1 sSulud () siin ja edaspidi tdhendavad, et sulgudes seisvad teh-

ted tuleb teostada enne teisi tehteid; lihemalt sulgude kasutamise
kohta vt. p. 41.
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Koik need summad on vordsed summaga 35 - 15 + 20 4
-+ 10, ainult monedes neist on liidetavad iimber paigutatud
ja moned neist liidetavatest on iihendatud iihte rithma. See-
pdrast punktis 20 nimetatud esimese ja teise omaduse pohjal
koik need summad vorduvad summaga 35 - 15+ 20 + 10 ja,
tdhendab, on omavahel vordsed.

22. Kahe iihekohalise arvu liitmine. Selleks, et leida kahe
iihekohalise arvu summat, on ainult tarvis iihele neist juurde
loendada koik teise arvu iihelised. Nii nditeks loendades 7-le
juurde koik arvu 5 iihelised, leiame summa 12.

Selleks, et osata kiirelt liita igasuguseid arvusid, tuleb
meeles pidada koik summad, mis saadakse kahe iihe-
kohalise arvu liitmisel.

Markus. Kuna null tdhendab iiheliste puudumist, siis
540=5 (kui viiele midagi ei lisata, siis jddbki 5) ja
04 5==5 (kui iihelisi ei olnud ja loendati juurde 5 iihelist,
siis saadaksegi 5 {ihelist). Uldiselt: mistahes arvu liitmisel
nulliga vo6i nulli liitmisel mistahes arvuga saadakse alati
sama arv.

23. Mitmekohalise arvu liitmine iihekohalisega. Olgu tarvis
liita arvud 37 ja 8. Selleks eraldame 37-st 7 iihelist ja liidame
need 8-ga; saame 15. Need 15 iihelist liidame 30-ga; kuid 15
on sama, mis 10 ja 5. Liites 10 ja 30 saame 40; liites 40-ga
veel 5, saame 45. ;

Voib talitada ka jargmiselt. Pannes tdhele, et 37-ga tuleb
liita 3 selleks, et saada 40, eraldame 3 iihelist 8-st {ihelisest
ja liidame need 37-ga; saame 40; liites selle arvuga veel 5
iihelist, mis jédid jédrele 8-st, saame 45.

Neid tehteid tuleb harjuda teostama peast ja seejuures
kiiresti.

Kaks selles punktis kasiteldud liitmise tehet kujutavad
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endast nende lauseté rakendamist, mis on toodud punktis 21.
See ndhtub vordusest:

37 +8=(30+7) +-8=30+4 (7+8) —30+ 15 —
30+ (10+ 5) = (30 + 10) +'5—40 4 5— 45

voi vordusest
37 +8=37+ 3+ 5) = (37 +3) + 5=40 + 5=45.

24. Mitmekohaliste arvude liitmine. Olgu tarvis liita neli
arvu: 13653, 22409, 1608 ja 346. Selleks liidame koigepealt
koikide arvude iihelised, siis nende kiimnelised, siis sajalised
jne. Et aga seejuures mitte dra segada erinevate jarkude {ihi-
kuid, kirjutame antud arvud iiksteise alla nii, et iihelised olek-
sid tiheliste all, kiimnelised — kiimneliste all, sajalised —
sajaliste all jne.; viimasele liidetavale tommatakse joon alla:

13653
22409
1608
346

38016

Uheliste liitmisel saame 26, s. t. 2 kiimnelist ja 6 iihelist;
2 kiimnelist peame meeles selleks, et neid liita antud arvude
kiimnelistega, 6 iihelist aga kirjutame allapoole joont iiheliste
kohale. Liites kiimnelised (koos kahe kiimnelisega, mis saadi
iiheliste liitmisel) saame 11 kiimnelist, s. o. 1 sajalise ja I
kiimnelise; 1 sajalise peame meeles selleks, et seda liita
sajalistega, 1 kiimnelise aga kirjutame allapoole joont kiimne-
liste kohale. Sajaliste liitmisel saame 20 sajalist, s. o. tép-
selt 2 tuhandelist; need 2 tuhandelist peame meeles, sel-
leks et neid liita tuhandelistega, allapoole joont sajaliste
kohale kirjutame aga nulli. Sel viisil jatkame tehet edasi.

Markus. Kui mingi iihe veeru numbrite liitmisel (naiteks
kiimneliste liitmisel meie ndites) esineb number null, siis jde-

20



takse ta tdhele panemata, kuna p. 22 I6pus leiduva méirkuse
alusel nulli liitmine ei muuda iihikute olemasolevat arvu.

25. Null on arv. Nigime, et liitmise teostamisel liidetavate
hulgas voib esineda null; edaspidi ndeme, et nulliga tuleb
teostada teisigi aritmeetilisi tehteid. Seepirast lepime niiiid
kokku lugeda nulli samasuguseks arvuks, nagu on koik tei-
sed arvud; on ilmne, et null on vdiiksem igasugusest teisest
arvust (loomulikkude arvude reas).

26. Arvu suurendamine mone iihelise vorra. Suurendada
mingit arvu mone iihelise vorra — see tdhendab, et tuleb
liita need iihelised konesoleva arvuga. Kui nditeks on tar-
vis arvu 80 suurendada 25 vorra, siis see tihendab, et 80-ga
tuleb liita 25 (saame 105). Seega arvu suurendamist mone
tihelise vorra teostatakse liitmisega.

27. Summa muutumine liidetavate muutmisel. Kuna summa
sisaldab eneses liidetavate koik iihelised, siis on ilmne, et

kui mingile liidetavale lisame moned iihelised (teised liideta-
vad aga jitame muutmata), siis summa suureneb sama iihe-
liste arvu vorra.

Néiteks 5 -+ 8=13; kui esimesele liidetavale lisada 4,
siis saadakse (5+4+4) +8=9 +8=17; kui aga lisada 4
teisele liidetavale (esimene liidetav aga jédtta muutuseta), siis
saadakse:

54+ (844) =5+ 12=17;

seega, kui lisame arvu 4 iihele liidetavaist, suureneb summa
4 iihelise vorra (kuna 17 on 4 iihelise vorra suurem 13-st).

Kui mingilt liidetavalt votame dra moned iihelised (teised
liidetavad aga jitame muutmata), siis summa viheneb sama
itheliste arvu vorra;
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kui mingile liidetavale lisame moned iihelised, teiselt liide-
tavalt aga votame dra sama palju iihelisi, siis summa ei
muutu. ‘

IV. Lahutamine.

28. Mis on lahutamine. Opilasel oli 7 vihikut; kolm nen-
dest ta andis vennale; selleks et teada saada, mitu vihikut
jéi temal jérele, peame 7 vihikust dra votma 3 vihikut (jaib
jarele 4 vihikut).

Tehet, mille abil ahelt arvult véoetakse dra niimitu iihelist,

kuimitu neid sisaldab teine antud arv, nimetatakse lahutu-
miseks.

Meie néites tuleb arvust 7 lahutada arv 3; saadakse arv 4.

Arvu, millest toimub lahutamine, nimetatakse vdihendata-
vaks; &ravoetavat arvii nimetatakse [lahutatavaks; pirast
lahutamist saadavat arvu nimetatakse vaheks.

Meie ndites on vihendatavaks 7, lahutatavaks 3 ja
vaheks 4.

Lahutamise mérgiks on — (miinus): ta asetatakse vihen-
datava ja lahutatava vahele.

Niisiis: 7 — 3 =4.

On ilmne, et antud arvust on vdimalik lahutada igasugust
teist arvu, mis on temast viiksem voi on temaga vérdne; kuid
mingist arvust pole voimalik lahutada arvu, mis on temast
suurem. Seepdrast lehutatav et saa olla suurem vihendata-
vast (loomulikkude arvude puhul).

29. Lahutamise vordlemine liitmisega. Lahutamisel iiks
arv, nimelt vidhendatav, jaotatakse kaheks arvuks. Naiteks,
kui me lahutasime 9-st 5 ja leidsime, et jai jarele 4, siis
see tdhendab, et me jaotasime arvu 9 kaheks arvuks: 5 (lahu-
tatud iihelised) ja 4 (jérelejadnud iihelised). On ilmne, et
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kui need kaks arvu iithendada iiheks, siis saame sama arvu 9,
mida me kaheks jaotasime; tdhendab, vdhendatav vordub
lahutatava ja vahe summaga; teisiti Oeldes: vdhendatav on’
summa, lahutatav ja vahe aga — liidetavad.

Liitmisel on antud liidetavad, summat aga otsitakse; lahu-
tamisel aga on antud summa ja iiks liidetav, kuna otsitakse
teist liidetavat.

See tdhendab, et arv, mida liitmisel otsitakse, on lahuta-
misel antud, ja imberpoordult; seepédrast deldakse, et lahu-
tamine on liitmise poordtehe.

30. Mirkusi. 1) Lahutamist oleks olnud vdimalik defineerida
(méiratella) algul kui liitmise poordtehet, kus antud summa ja ilihe
liidetava jirgi otsitakse teist liidetavat. Ometi osutub aritmeetika
elementaarse kisitlemise alguses lihtsamaks ja néditlikumaks definee-
rida lahutamist kui tehet, kus vidhendatavalt voetakse &ra lahutata-
vaga vordne osa, ja seejdrel alles selgitada lahutamise ja liitmise
seost (nagu see on. tehtud punktis 29).

2) Lahutamise tehe on alati vdoimalik ja annab iihese tulemuse
siis, kui lahutatav ei ole suurem vihendatavast. Néiteks kui a-st
on tarvis lahutada b, siis saame seda teostada, kui votame édra a-lt
iiksteise jdrel nii palju thelisi, kui neid sisaldub b-s. Ara vottes
{ihe iihelise, saame jd#dgina ainsa arvu a—1, mis loomulikkude
arvude reas asetseb vahetult arvu a ees; dra vottes teise fiihelise,
saame jillegi ainsa arvu a —1—1, mis asetseb vahetult arvu a—1
ees jne. Kui b < a, siis dra vottes b iihelist saame teatava (ja ainult
iihe) arvu loomulikkude arvude -reast, mis ongi vahe; kui b=a,
siis piérast dravotmist on jadgiks null; 16puks, kui b > a, siis lahu-
tamine pole vdimalik.

31. Uhekohalise arvu lahutamine. Selleks, et raskusteta
lahutada igasugust arvu, on tarvis kdigepealt oppida lahu-
tama peast iihekohalist arvu iihekohalisest ja kahekohalisest
arvust. Otsitav vahe leitakse holpsasti liitmisega. Naiteks,
et teada saada, kui palju jdab jarele, kui 15-st lahutada 8,
tuletame meelde, missugune arv liitmisel *8-ga annab 15;
8 ja 7 on 15; jarelikult 15 miinus 8 on 7.

23



Sellist lahutamist tuleb harjuda teostama peast ja see-
juures Kkiiresti.

Markus. 7—0=7 (kui 7-st iihelisest midagi ira ei
‘voeta, siis jddb jarele 7 iihelist). Uldiselt saadakse seega
nulli lahutamisel mistahes arvust alati sama arv.

8 —8=0 (kui 8-st iihelisest dra votta 8 iihelist, siis ei jaa
midagi jdrele). Uldiselt vordub seega kahe iihesuguse arvu
vahe alati nulliga.

Nullist pole voimalik lahutada mingit teist arvu, seepdrast
et koik teised arvud on nullist suuremad - (loomulikkude
arvude puhul).

32. Mitmekohalise arvu lahutamine. :

Niédide: Arvust 60072 lahutada 7345.
Paigutame tehte samasuguselt nagu liitmisel:

__ 60072 vihendatay
7345 lahutatav

52727 vahe

Peame kinni samast jirjekorrast nagu liitmiselgi, s. o.
hakkame lahutama iihelisi tihelistest, kiimnelisi kiimnelistest
jne. 5 iihelist pole vdimalik lahutada 2-st tihelisest; votame
7-1t kiimneliselt 1 kiimnelise — ta sisaldab 10 tihelist, mis
lisame vdhendatavas leiduvale 2-le tihelisele; saame 12 iihelist;
neist me lahutame lahutatavas leiduvad 5 iihelist: vaheks
saame 7 iihelist. Niiiid ldheme edasi kiimneliste juurde. Nen-
dest 7-st kiimnelisest, mis olid vihendatavas, me kasutasime
dra 1 kiimnelise juba iiheliste lahutamisel (et seda mitte
unustada, paneme kiimneliste numbri 7 kohale punkti), jaab
jarele 6 kiimnelist; neist lahutame 4 kiimnelist; vaheks saame
2 kiimnelist. Ldaheme edasi sajaliste juurde. Vihendatavas
pole sajalisi olemas. Vaatame tuhandelisi ja ndeme, et neidki
pole vihendatavas olemas; seepirast liheme veelgi kauge-
male — kiimnetuhandeliste juurde. Neid on vihendatavas 6;
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votame iihe neist 6-st kiimnetuhandelisest (mille tadhistami-
seks paneme punkti numbri 6 kohale); ta sisaldab 10 tuhan-
delist. Votame iihe neist tuhandelistest, ta sisaldab 10 saja-
list, millest lahutame lahutatavas leiduvad 3 sajalist ja saame
vaheks 7 sajalist. Meil jdi jarele veel 9 tuhandelist; sellest
me lahutame lahutatavas leiduvad 7 tuhandelist ja saame
vaheks 2 tuhandelist. Lopuks ldhevad vdhendatavasse jérele-
jdanud 5 kiimnetuhandelist iile vahesse muutuseta, kuna nen-
dest midagi ei lahutata. Seega moodustab vahe 52727.

Olgu veel néiteid lahutamisest:

__ 6000227 500000
4320423 17236
1679804 482764

Lahutamist on parem toimetada madalamatelt jérkudelt
korgemate suunas seepdrast, et niisugune jérjekord voimal-
dab vajaduse korral alati votta iiht korgema jargu iihikut
selleks, et seda peenestada madalama jargu iihikuiks.

33. Kuidas lahutada summat ja kuidas lahutada summast.
Mitmekohalise arvu lahutamisel me lahutasime eelmises punk-
tis dihelisi iihelistest, kiimnelisi kiimnelistest jne. Seejuures
me kasutasime jargmisi reegleid:

1) Selleasemel, et lahutada summat, voib lahutada iiksteise
jarel eraldi iga liidetavat.

Nii néiteks, et lahutada arv 325, s. t. summa 54 20 4
-+ 300, voib eraldi lahutada liidetavad 5, 20 ja 300. -

Uldkujul on voimalik seda reeglit viljendada vordusega:

a—b+c+d+..)=a—b—c—d—...
2) Selleasemel, et lahutada summast mingit arvu, voib
lahutada seda arvu iihest mingist liidetavast.
Nii néiteks:
(30 + 20) — 10=50 — 10=140
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ehk
(30 + 20) — 10 = (30 — 10) + 20 =120 4 20 =40
ehk : ‘
(30 4+ 20) — 10 =30 + (20 — 10) =30 4+ 10 = 40.
Uldkujul:

@t+db+ec+..)—m=@—m)+b+c+...=
=a+@®bd—m)+c+...

Vaadeldes lahutatavat kui {iheliste, kiimneliste, sajaliste jne.
summat, me lahutame eraldi iihelised, siis kiimnelised, seejdrel saja-
lised jne. Selleks, et lahutada {iihelisi, me vaatleme véhendatavat
kui jarkude summat ja lahutame lahutatava iihelised. selle summa
tthest liidetavast, ja nimelt iihelistest. Kui seda pole voimalik teha,
me votame vidhendatava ithe kiimnelise ja peenestades teda iihelis-
teks, liidame need {iihelised vdhendatava uhelistega ja siis lahutame
lahutatava uhelised. Kui kiimnelisi vdhendatavas ei leidu, votame
1 sajalise, peenestame ta kiimnelisteks jne.

34. Liitmise kontrollimine. Veendumiseks, et tehe on
teostatud oGigesti, tuleb teda kontrollida. Liitmise kont-
rollimiseks liidetakse liidetavad tavaliselt teistkordselt teist-
suguses jarjekorras, kui esimesel korral, toimetades niiteks
liitmist alt tilespoole. Kui teisel liitmisel saadakse
sama summa, siis on vdga toendoline, et liitmine on teosta-
tud oigesti.

Teiselt poolt on voimalik kontrollida liitmist ka lahutami-
sega: selleks on tarvis lahutada saadud summast iiks liideta-
vaist. Kui vahe osutub vordseks iilejddnud liidetavate sum-

maga, siis voib pidada toendoliseks, et tehe on teostatud
oigesti.

35. Lahutamise kontrollimine. Kuna vihendatav on sum-
ma, lahutatav ja vahe aga liidetavad, siis lahutamise kont-
rollimiseks on kiillaldane liita lahutatav vahega. Kui saa-

dakse vdhendatavaga vordne arv, siis on viga tdendoline,
et tehe on teostatud Gigesti.
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Teiselt poolt, kuna lahutatav ja vahe on liidetavad, vdhen-
datav aga — nende summa, ja kuna summa ei soltu liide-
tavate jarjekorrast, siis on voimalik kontrollida lahutamist
ka lahutamisega; selleks tuleb vdhendatavast lahutada vahe.
Kui seejuures saadakse lahutatav, siis voib pidada téendoli-
seks, et tehe on teostatud oigesti.

36. Arvu vihendamine mone iihelise vorra. Vihendada
mingi arv mone fihelise vorra — see tdhendab lahutada
temast need moned iihelised. Naiiteks, kui on tarvis 100
vdhendada 30 vorra, siis see tahendab, et tuleb 100-st ira
votta 30 (saame 70).

37. Kahe arvu vérdlemine. Soovides vorrelda omavahel
kahte arvu, me seame endale kiisimuse, mitme iihelise vorra
iiks arv on suurem voi vdiksem teisest. Selleks, et seda teada
saada, on tarvis lahutada suuremast arvust vdiksem. Nditeks
selleks, et teada saada, mitme vorra on 20 védiksem 35-st
(voi mitme vorra 35 on suurem 20-st), on tarvis 35-st lahu-
tada 20; siis leiame, et 20 on 35-st vidiksem (voi 35 on
20-st suurem) 15 iihelise vorra.

38. Vahe muutumine antud arvude muutmisel on tuletatav
kui jdreldus summa muutumisest, kuna vidhendatav on
summa, lahutatav ja vahe aga — liidetavad. Seepérast,

kui viahendatavale lisame moned iihelised, siis vahe suure-
neb sama iiheliste arvu vorra;

kui viahendatavast lahutame moned iihelised, siis vahe
viheneb sama iiheliste arvu vorra;

kui lahutatavale lisame moned iihelised, siis vahe viheneb
sama iiheliste arvu vorra;

kui lahutatavast lahutame moned iihelised, siis vahe suure-
neb sama iiheliste arvu vorra.
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On kasulik poorata tahelepanu sellele, et vahe ei muutu,
kui me korraga kas suurendame vo6i vahendame vihendatavat
ja lahutatavat iithe ja sama arvu vorra.

Nii naiteks:

[l —3=(11+6) — (3-+6)=38.

39. Kuidas lahutada vahet. Olgu tarvis lahutada 30-st
vahe 12—8. Selle asemel, et kdoigepealt leida see vahe (4)
ja siis lahutada ta 30-st (saame 26), voime toimida jarg-
miselt: suurendame 8 vorra nii vdhendatavat 30 kui ka lahu-
tatavat 12 — 8; siis 30 asemel saame 38, vahe 12 — 8 asemel
saame 12. Niiiid lahutame 38-st 12, saame 26. See ongi
otsitav arv, sest kuna me suurendasime nii vahendatavat kui
ka lahutatavat ithe ja sama arvu vorra, ei muutunud vahe.

Voib toimida veel ka jdrgmiselt: me ei lahuta 30-st mitte
12— 8, vaid 12 (saame 18). Kuid niiiid me lahutasime 8
vorra rohkem kui tarvis ja seetottu vahe osutus 8 vorra viik-
semaks kui tarvis; see tdhendab, et kui 18 suurendada 8 vorra,
siis leiame oige vahe 26. Seega:

selleasemel, et lahutada vahet, voib liita lahutatava ja
seejdrel lahutada vahendatava, voi voib lahutada viahendatava !
ja seejdrel liita lahutatava.

Uldkujul on voimalik seda reeglit viljendada jargmiste vordus-
tega:

a—((b—c)=a+c—Db; a—((b—c)=a—b-+ec.

V. Tehete mirgid. Vordusmirk ja vérratuse mark.
Sulud.

40. Mirgid. Monikord osutub iilesannete lahendamisel
vajalikuks, tehteid tegelikult mitte teostades, tihistada vaid
markidega, milliseid tehteid on tarvis toimetada antud arvu-

1 Kui see on vbéimalik, s. t. kui vdhendatav pole suurem arvust,
millest on tarvis lahutada vahe.
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dega. Oletame néiteks, et on tarvis ndidata, et arvud 10, 15
ja 20 tulevad liita. Siis kirjutatakse antud liidetavad iihte
ritta ja asetatakse nende vahele liitmise mark: 10 + 15 4 20.

Kui on tarvis nédidata, et iihest arvust tuleb lahutada teine,
siis kirjutatakse vdhendatav ja lahutatav {ihte ritta ja pan-
nakse nende vahele mark —. Nii tdhendab nditeks avaldis
10 — 8, et 10-st on tarvis lahutada 8.

Avaldist 10 4 15+ 20 loetakse jargmiselt: 10 pluss 15
pluss 20 vo6i arvude 10, 15 ja 20 summa. Avaldist 10 — 8 loe-
takse nii: 10 miinus 8 voi arvude 10 ja 8 vahe.

- On veel tarvitusel mirgid: =, > ja <, mida juba
oleme kasutanud. Esimest nimetatakse vordusmargiks ja ta
asendab sonu ,,vordub” voi ,,on”’; kahte iilejaanud mérki nime-
tatakse vorratuse markideks ja nad tdhendavad: mark > —
,on suurem kui”, miark < aga — ,,on viiksem kui”. Ndiiteks
avaldisi 7+ 8=15, 7+ 8 > 10 ja 7 + 8 < 20 loetakse jarg-
miselt: 7 pluss 8 on 15; 7-+8 on suurem kui 10; 748
on vidiksem kui 20. Tuleb meeles pidada, et mérgid > ja <
peavad olema pooratud nurga tipuga viiksema arvu poole.

Kasutatakse veel mirke = (ei vordu), < (on vaiksem voi
vordub) ja > (on suurem voi vordub).

41. Sulud. Valem. Ulesannete lahendamisel on viga kasu-
lik nididata enne tehete teostamist, milliseid tehteid ja milli-
ses jarjekorras on tarvis teostada antud arvudega, et saada
vastust filesseatud kiisimusele. Oletame nditeks, et mingi
iilesande lahendamiseks on koigepealt tarvis liita 35 ja 20
ja siis saadud summa lahutada arvust 200. Et seda néidata,
kirjutatakse jargmiselt:

200 — (35 + 20).

Siin sulud, milledes asetseb summa 35 - 20, tdhendavad,
et arvust 200 tuleb lahutada summa 35 -+ 20, s. t. 55.
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Monikord on tarvilik sulgusid sisaldavat avaldist asetada
veel teistesse sulgudesse, sel juhul, et eraldada neid iikstei-
sest, kasutatakse erineva kujuga sulgusid. 1

Niitena olgu toodud avaldis:

100 + {160 — [60 — (7 +8)1}.

See avaldis tdhendab, et on tarvis liita 7 ja 8 (saame 15),
leitud summa (15) tuleb lahutada 60-st (saame 45), leitud
arv (45) lahutada 160-st (saame 115) ja saadud arv liita
100-ga (saame 215). Seejuures on moeldud tehete jarjekord
alati sellisena, et koigepealt teostatakse tehe, mis ‘asetseb
koige sisemistes sulgudes, jne.

Mairgime, et jadrjestikuste liitmiste ja lahutamiste
tahistamisel, s. t. kui tehted peavad toimuma samas jarjekor-
ras, nagu nad on kirjutatud, sulgusid tavaliselt ei kasutata;
naiteks kui on kirjutatud:

20 —24+4—5,

siis tdhendab see sama, mis [(20—2) +4] —5, s. t. et
20-st lahutatakse 2, saadud vahega liidetakse 4 ja sellest sum-
mast lahutatakse 5.

Avaldist, mis nditab, milliseid tehteid ja millises jdrjekor-
ras- neid on tarvis teostada antud arvudega selleks, et leida
otsitavat arvu, nimetatakse valemiks.

, Arvutada valem — see tdhendab: leida arv, mis
saadakse pdrast valemis ndidatud koikide tehete teostamist.

1 Sellekujulisi ( ) sulgusid nimetatakse harilikult tavalisteks ehk
tiimmargusteks sulgudeks, [ ]J-kujuga sulgusid nurksulgudeks ja
{} -kujuga sulgusid loogelisteks sulgudeks.
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.VI. Korrutamine.

Ulesanne. Osteti 6 joonlauda, millest igaiiks maksts
85 kopikat. Kui palju maksti kéikide joonlaudade eest?

Selle iilesande lahendamiseks peame leidma 6 iihesuguse
liidetava summa:

85 + 85 - 85 - 85 + 85 + 85—=>510 (=5 rbl. 10 kop.).

Toodud iilesandes leidsime selle summa tavalise liitmisega.
Kui aga’vordsete liidetavate arv on suur, osutub summa leid-
mine liitmise teel vésitavaks.

Kuna aga iihesuguseid liidetavaid tuleb liita vdga sageli,
siis aritmeetika tootab vilja viise selliste summade kiiremaks
leidmiseks.

Kui toimub iihesuguste liidetavate liitmine, s. t. kui iiks
ja sama arv kordub liidetavana mitu korda, siis Oeldakse, et
seda arvu korrutatakse (voetakse mitmekordselt). Kui ta
kordub 6 korda, siis 6eldakse, et teda korrutatakse 6-ga; kui ta
kordub 20 korda, siis 6eldakse, et teda korrutatakse 20-ga jne.

42. Mis on korrutamine. Korrutamiseks nimetatakse vord-
sete liidetavate liitmist. :
Seejuures arvu, mis kordub liidetavana, nimetatakse korru-
tatavaks (teda Korrutatakse), arvu aga, mis nditab, kui palju
voetakse vordseid liidetavaid, nimetatakse korrutajaks.

Arvu, mis saadakse pdrast korrutamist, nimetatakse korru-
tiseks. Niiteks kui 85 korrutatakse 6-ga, siis 85 on korrutatav,
6 — korrutaja, pérast korrutamist saadud arv 510 aga —
korrutis. Korrutafavat ja korrutajat nimetatakse veel feguri-
teks.

Korrutamist mirgitakse tavaliselt eri margi abil. Kui nii-
teks 85 on tarvis korrutada 6-ga, siis kirjutatakse nii: 85 -6,
s. t. kirjutatakse korrutatav, sellest paremale korrutamismérk
(punkt) ja margist paremale — korrutaja; selline avaldis
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asendab summat 8585 4 85 -85 4 85 4 85. Kui korru-
tis on leitud, siis voime kirjutada vorduse 856 =510 1.
Seda vordust voib lugeda mitmel viisil:

summa kuuest vordsest liidetavast, millest igaiiks vor-
dub 85-ga, on 510;

85 korrutatult 6-ga on 510;
arvude 85 ja 6 korrutis on 510.

Mdrkusi. 1) Kuna korrutamine on liitmise erijuhuks, siis on ta
alati vdimalik ja annab antud tegurite puhul iihese tulemuse.

2) Kui tegurid on tdhistatud tdhtedega, siis niidatakse nende
korrutamist sageli ilma mérgita (asetatakse tegurid lihtsalt korvuti).
Nii nditeks, kui on kirjutatud ab, siis see tdhendab, et arv a korru-
tatakse arvuga b. Samuti ei asetata mingit mirki, kui iiks tegur on
tdhistatud tédhega, niiteks 5a.

3) Korrutatav voib tdhendada iikskoik millise nimetusega tihikuid,
nditeks meetreid, rublasid, pliiatseid jne.; korrutis peab tihendama
sama nimetusega iihikuid nagu korrutatavgi. Nii niiteks, kui 7 rubla
korrutatakse 4-ga, siis saadakse 28 rubla. Korrutaja aga, kuna ta
tahendab lhesuguste liidetavate arvu, ei oma nimetust; nii néiteks
on vbimalik 7 rubla korrutada 4-ga, kuid pole vdimalik korrutada
7 rubla 4 rublaga voi 4 meetriga.

Rakendusteadustes (nditeks fiitisikas) korrutatakse sageli oma-
vahel nimega arvusid, kusjuures korrutise nimetust vaadeldakse kui
tegurite nimetuste korrutist.

43. Moned korrutamise erijuhud. 1) Kui korrutatavaks on
arv 1, siis korrutis vordub korrutajaga; nii niiteks 15 =25,
sest et summa 141+ 141+ 1 vordub 5-ga.

2) Kui korrutatav on null, siis ka korrutis vordub nulliga:
nditeks 0-4=0, sest et summa 0404 0+ 0, nagu vare-
malt kokku leppisime (p. 24), tuleb lugeda vordseks nulliga.

3) Kui korrutajaks on iiks, siis korrutis vordub korrutata-
vaga; néiteks 5-1=>5 (kui votta 5 iiks kord, saame 5).

! Punkti asemel kasutatakse korrutamismérgina ka kaldristi X).
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4) Kui kofrutaja on null, siis ka korrutis loetakse vordseks
nulliga; niiteks 5-0=0 (kui arvu 5 ei voeta iihtegi korda,
siis ei saada midagi).

44. Arvu suurendamine mitmekordseks. Suurendada arvu
2-kordseks, 3-kordseks, 4-kordseks jne. — tahendab koostada
sumima kahest, kolmest, neljast jne. liidetavast, mis on vord-
sed antud arvuga. Niiteks 10 suurendada 5-kordseks — tdhen-
dab votta summa 5-st liidetavast, milledest igaiiks vordub
10-ga, s. t. 10 korrutada 5-ga. Seega arvu suurendamine mit-
mekordseks on teostatav korrutamisega (kuna arvu suuren-
damist mingi arvu vorra teostatakse liitmisega).

45. Tegurite iimberpaigutamisel korrutis ei muutu. Ole-
tame, et meil on soov loendada allpool kujutatud kriipsud.

P
o —

| o o 8 |
105 ol 1
|5 R !

e

Esimeses reas on neid 7, teises ja kolmandas reas kummaski
samuti 7, s. t. et kokku on kriipse 7 + 7 4+ 7 ehk 7 -3. Samu
kriipse on aga voimalik loendada ka veergudena: esimeses
veerus on neid 3, teises 3, kolmandas 3 jne.; kuna veerge
on iildse 7, siis kriipse on kokku 3 -+3+ 34343+
+ 343, s t. 3:7. Kuid kriipsude arv ei soltu sellest, mis-
suguses jarjekorras me neid loendame; see tdhendab, et
1=3—=—3 1.

Samal viisil on voimalik veenduda, et 8:5=5"8;
20 - 15=15-20 jne. Uldiselt:

korrutis ei muutu, kui paigutada korrutatav korrutaja
kohale, korrutaja aga korrutatava kohale.

Seda omadust nimetatakse korrutamise vahetuvuse (kommu-
tatiivsuse) seadusers.
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Uldkujul on voimalik véljendada seda vordusega:
@ be—b"q :
Markus. See omadus sdilub korrutamisel ka siis, kui tegu-
riks on iiks voi null; nii néditeks 1-5—=5ja5-1=5;0-4 =0
46. Korrutamistabel. Selleks, et osata Kkiiresti toimetada
mistahes arvude korrutamist, on tarvis meeles pidada koik dhe-
kohaliste arvude korrutised. Selleks koostatakse (kasutades

liitmist) korrutamistabel (ehk nn. ,iikskordiiks”) ja
opitakse see pihe.

47. Jirjekord, missuguses hakkame vaatlema korrutamist.
Korrutamise teostamist hakkame vaatlema alltoodud jirje-
korras:

1) mitmekohalise arvu korrutamine iihekohalisega;

2) mistahes arvu korrutamine arvuga, mis viljendub
numbriga 1 ja iihe v6i mitme nulliga;

3) mistahes arvu korrutamine arvuga, mis viljendub mis-
tahes véaértusega numbriga ja {ihe voi mitme nulliga;

4) mitmekohalise arvu korrutamine mitmekohalise arvuga;

5) nullidega IGppevate arvude korrutamine.

48. Mitmekohalise arvu korrutamine iihekohalisega. Olgu
846 tarvis korrutada 5-ga. On kohane paigutada tehe jirg-
miselt:

, 846
5

4230,

s. t. kirjutatakse korrutatav ja selle alla korrutaja; korrutaja
alla tommatakse joon. Joone alla kirjutatakse korrutise numb-
rid sel méairal, nagu neid leitakse.

Korrutada 846 5-ga — see tdhendab liita 5 arvu, millest
igaiiks vordub 846-ga. Selleks pole muud tarvis, kui votta
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koigepealt 5 korda 6 iihelist, siis 5 korda 4 kiimnelist ja
lopuks 5 korda 8 sajalist. :

Iga sellise iiksiktehte puhul leiame korrutise korrutamis-
tabelist.

5 korda 6 iihelist = 30 iihelist, s. t. 3 kiimnelist; kirjutame
joone alla iiheliste kohale nulli, 3 kiimnelist aga peame
meeles.

5 korda neli kiimnelist = 20 kiimnelist; lisades sellele veel
3 kiimnelist, saame 23 kiimnelist, s. 0. 2 sajalist ja 3 kiimne-
list; kirjutame 3 kiimnelist joone alla kiimneliste kohale,
2 sajalist peame meeles.

5 korda 8 sajalist = 40 sajalist; lisades veel 2 sajalist,
saame 42 sajalist; kirjutame joone -alla 42 sajalist, s. o.
4 tuhandelist ja 2 sajalist.

Seega leidsime, et 846 korrutatult 5-ga vordub 4230-ga.

49. Korrutamine arvuga, mida viljendab number 1 koos
ithe voi mitme nulliga. Olgu 358 tarvis korrutada 10-ga, s. t.
liita 10 arvu, millest igaiiks vordub 358-ga. Kui votta 10
korda iiheline, siis saadakse 1 kiimneline; tdhendab, kui votta
10 korda 358 iihelist, saadakse 358 kiimnelist, milles sisaldub
3580 iihelist. :

Votame veel teise niite: 296 - 1000. Uheline, mis on voetud lii-
detavana 1000 korda, annab 1 tuhandelise; jarelikult 296 {ihe-
list, voetud liidetavana 1000 korda, annab 296 tuhandelist,
mida kirjutatakse nii: 296 000.

Reegel. Selleks, et korrutada mistahes arvu arvuga, mis
koosneb iihest ja nullidest, tuleb korrutatavale paremale poole
juurde kirjutada niimitu nulli, kuimitu neid on korrutajas.

50. Korrutamine arvuga, mis on viljendatud mistahes
viirtusega numbriga ja iihe v6i mitme nulliga. Olgu 248 tar-
vis korrutada 30-ga, s. t. liita 30 iihesugust liidetavat, millest
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igaiiks vordub 248-ga. Kujutame ette, et need 30 liidetavat
on koondatud 10-sse iihesugusesse rithma a 3 liidetavat igas
rithmas:

248 248 248 248 248 248 248 248 248 248
248 248 248 248 248 248 248 248 248 248

Me voime seega 248 votta 3 korda ja selle tehte tulemust
(744) korrutada 10-ga. Teiste sonadega: selleks, et korrutada
mingit arvu 30-ga, on tarvis ainult korrutada teda 3-ga ja
saadud Kkorrutis korrutada 10-ga (selleks juurde Kkirjutada
paremale {iks null): '

248 - 3 —=744; 744 - 10 — 7440.
Votame veel teise naite: 895 - 400.

Selles naites on tarvis liita 400 arvu, millest igaiiks vor-
dub 895-ga.

400 liidetavat on aga voimalik koondada 100-sse rithma
a 4 liidetavat igas rithmas. Et teada saada, mitu {ihelist on
tihes sellises rithmas, tuleb 895 korrutada 4-ga (saame 3580);
et seejdrel teada saada, mitu iihelist on koikides rithmades,
tuleb 3580 korrutada 100-ga (milleks on tarvis ainult juurde
kirjutada arvule 3580 paremale kaks nulli).

Reegel. Selleks, et korrutada mistahes arvu arvuga, mis
on viljendatud mistahes vaartusega numbri ja nullidega, tuleb
korrutada korrutatavat selle numbriga ja saadud korrutisele

juurde kirjutada paremale niimitu nulli, kuimitu neid on korru-
tajas.

51. Mitmekohalise arvuga korrutamine. Olgu tarvis teos-
tada korrutamine:

3826 - 472,
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s. 0. liita 472 iihesugust arvu, millest igaiiks vordub 3826-ga.
Selleks on tarvis liita koigepealt 2 sellist arvu, siis veel 70
samasugust arvu ja edasi veel 400 niisugust arvu ning 1opuks
liita koik saadud summad, s. t. on tarvis votta arv 3826 liide-
tavana 472 korda. Selleks tuleb votta arv 3826 liidetavana
2 korda, siis 70 korda, siis 400 korda ja saadud summad liita,
teiste sonadega — 3826 on tarvis korrutada 2-ga, siis 70-ga,
seejirel 400-ga ja saadud korrutised liita. .

Tehte paigutame jargmiselt: kirjutame korrutatava ja tema
alla korrutaja; korrutaja alla tombame joone:

3826 3826

472 " 472

7652 7652
267820 26782
1530400 15304
1805872 1805872

Korrutame korrutatava 2-ga ja saadud korrutise kirjutame
joone alla; saame esimese osakorru tise (nimelt
7652) .

Korrutame korrutatava 70-ga. Selleks on tarvis ainult
korrutada korrutatav 7-ga ja korrutisele juurde Kirjutada
paremale iiks null; seepdrast me kirjutame nulli esimese osa-
korrutise iiheliste alla, numbrid aga, mis saadakse korrutatava
korrutamisel 7-ga, kirjutame nende leidmise jérjekorras esi-
mese osakorrutise kiimneliste, sajaliste ja teiste jarkude alla.
Sel viisil saame teise osakorrutise (267820).

Korrutame korrutatava 400-ga. Selleks on tarvis ainult
3826 korrutada 4-ga ja korrutisele juurde kirjutada paremale
kaks nulli. Kirjutame kaks nulli teise osakorrutise iiheliste
ja kiimneliste alla, numbrid aga, mis saadakse korrutatava
korrutamisel 4-ga, kirjutame nende leidmise jarjekorras teise
osakorrutise sajaliste, tuhandeliste ja teiste jarkude alla. Siis
saame kolmanda osakorrutise (1530400).
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Viimase osakorrutise alla tombame joone ja liidame koik
osakorrutised: saame tdiskorrutise.

Kirjutise lithendamiseks ei kirjutata osakorrutistes neid
nulle, mis on toodud rasvases kirjas; seejuures on tarvis
ainult meeles pidada, et korrutades korrutatavat korrutaja
kiimneliste numbriga peame kirjutama esimese leitud arvu
esimese osakorrutise kiimneliste alla, korrutades korrutatavat
korrutaja sajaliste numbriga kirjutame esimese leitud numbri
eelmiste osakorrutiste sajaliste alla jne.

Markusi. 1) Kui korrutaja numbrite hulgas leidub num-
ber fiiks, siis, korrutades korrutatavat selle numbriga, tuleb
pidada silmas, et kui korrutajaks on {iks, siis korrutis vordub
korrutatavaga.

2) Kui korrutajas esinevad nullid, siis nendega ei korru-
tata, vaid minnakse iile korrutamisele korrutaja jdrgmise
vadrtusega numbriga. Niiteks:

470827
60013
1412481
470827

2824962
28255740751

Viimane osakorrutis, mis saadakse korrutatava korrutamisel
6 kiimnetuhandelisega, kirjutatakse muidugi selliselt, et ta
iiheliste number (2) asetseks kiimnetuhandeliste all.

3) Kui korrutajas on rohkem numbreid kui korrutatavas,
siis osakorrutiste arvu vdhendamiseks on parem votta korru-
taja korrutatavaks, korrutatav aga korrutajaks. Niiteks korru-
tise 378 -27468 leidmisel korrutatakse 27468 378-ga.
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52. Nullidega loppevate arvude lithendatud korrutamine.
Votame koigepealt niite, kus vaid korrutatav iiksi lopeb nul-
lidega: Taral

2700 - 15.

Korrutada 2700 15-ga — see tdhendab, et tuleb liita
15 arvu, millest igaiiks vordub 2700-ga.
Kui hakkame leidma seda summat tavalise liitmisega:
2700 4
2700 ’
+ ...

2700
40500,
siis liidetavate nullid ilmselt ldhevad iile summasse ja pole

muud vaja kui votta 15 korda 27 sajalist. Jarelikult 2700 kor-
rutamiseks 15-ga on tarvis 27 korrutada 15-ga ja korrutisele

juurde kirjutada kaks nulli.
On otstarbekohane paigutada tehet jéargmiselt:
L2700
15

135
27

40500,

s. t. korrutaja kirjutatakse nii, et korrutatava nullid jadk-
sid paremale korrutajast; siis teostatakse korrutamine, jattes
tahele panemata korrutatava nullid, korrutisele aga kirjuta-
takse nullid paremale poole juurde.

Votame niiiid ndite, kus ainult korrutaja 16peb nullidega:

358 - 23 000.
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See tdhendab, et on tarvis liita 23 000 arvu, milledest iga-
liks vordub 358-ga.

23 000 liidetavat aga on voimalik koondada 1000 iihesugu-
sesse rithma a 23 liidetavat igas rithmas. Et teada saada,
mitu iihelist on iihes riihmas, on tarvis 358 korrutada 23-ga.
Seejdrel aga, et teada saada iiheliste arvu koikides rithmades,
on tarvis iiheliste arv iihes rithmas korrutada 1000-ga (mil-
leks on tarvis ainult juurde kirjutada sellele arvule paremale
kolm nulli). Tehe paigutatakse tavaliselt jirgmiselt:

358
"~ 23000

1074
716

8234000

Lopuks vaatleme ndidet, kus molemad antud arvud I6pe-
vad nullidega:

57 000 - 3200.

Selleks, et korrutada 57 000 mingi arvuga, on tarvis kor-
rutada 57 selle arvuga ja korrutisele juurde kirjutada kolm
nulli. Selleks aga, et 57 korrutada 3200-ga, on tarvis 57 kor-
rutada 32-ga ja korrutisele juurde kirjutada kaks nulli. Seega:

kui korrutatav ja korrutaja Iopevad nullidega, toimetatakse
korrutamist jittes tihele panemata nullid, korrutisele kirju-
tatakse juurde niipalju nulle, kuipalju neid leidub korrutata-
vas ja korrutajas kokku.

Tehe paigutatakse jargmiselt:

57000
" 3200

114
171

182400000
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53. Korrutise muutumine tegurite muutmisel.

1) Kui suurendame korrutajat mingi arv korda, siis suu-
reneb ka korrutis sama arv korda.

Kui votame nditena
ja suurendame korrutajat niiteks neli korda, siis saame kor-
rutise 15-12=180. Uus korrutis osutub eelmisest suure-

maks 4 korda. Nii peab see ka olema, sest et esimene korrutis
on kolme liidetava summaks:

15415+ 15,
uus korrutis aga — 12-ne sama liidetava summaks:
15415415415+ 15 +.15 4+ 15+ 15 +.15 +154+ 15+ 15.

Kasutades liitmise iihenduvuse seadust, voime viimases
summas iihendada liidetavad kolmekaupa rithmadesse:

(15 + 154 15) + (15 + 15+ 158) 4 (15 4+ 154 15) +
+ (15 4 15+ 15);

siit on selge, et uus korrutis vordub nelja arvu summaga,
millest igaiiks vordub esimese korrutisega, s. t. et uus korrutis
on esimesest 4 korda suurem.

2) Kui suurendame korrutatavat mingi arv korda, siis suu-
reneb ka korrutis sama arv korda.

Kui eelmises ndites suurendame korrutatavat niiteks 6
korda, siis saame 90 -3 =270. Uus korrutis on suurem ee!l-
misest 6 korda. Nii see peabki olema, sest et korrutatavat
ja korrutajat on voimalik iimber paigutada, ilma et muutuks
korrutis, korrutaja suurendamisel mingi arv korda, nagu
nagime, suureneb. aga korrutis sama arv korda.

Juhtudel 1) ja 2) puhul Geldust jirgneb:

41



3) Kui vihendame korrutatavat voi korrutajat mingi arv
korda, siis viheneb ka korrutis sama arv korda.

Naiteks:
20e =20 10 2=200" 5 <R ==111 jne.

Kui = molemad tegurid muutuvad korraga, siis korrutis
monikord suureneb, monikord viheneb, monikord aga iildse
ei muutu. .

Et madirata eelnevalt, mis toimub korrutisega molema
teguri muutumisel, tuleb oletada, et algul muudeti ainuli
korrutatavat, seejdrel aga ka korrutajat. Suurendame nii-
teks korrutises 15-6 =90 korrutatavat 3 korda, korrutajat
aga 2 korda.

15-6=090; 45-12="72
Et teada saada, mis toimub korrutisega, arutleme jirg-
miselt: kui korrutatavat suurendame 3 korda, siis korrutis
suureneb ka 3 korda, s. t. et siis pole korrutiseks mitte 90,
vaid 90+ 90 4 90. Kui seejdrel suurendame korrutajat 2

korda, siis korrutis suureneb veelgi 2 korda; s. t. korrutis
vordub niitid:

(90 + 90 -+ 90) + (90 -+ 90 + 90).

Esialgse korrutisega vorreldes ta on seega suurenenud
kaks korda kolm korda, s. t. 6 korda.

Suurendame samas ndites korrutatavat 8 korda, korrutajat
aga vihendame 2 korda:

15-6=90; 120-3="

Korrutatava suurendamisel 8 korda suurenes korrutis 8
korda; kui aga seejédrel vahendasime korrutajat 2 korda, siis
see 8 korda suurenenud korrutis viihenes 2 korda. Tihendab,
parast kahte sellist muutumist korrutis suurenes ainuit
4 korda: '

123 =360=90"-4.
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4) Kui suurendame iiht tegurit mingi arv korda, teist aga
vihendame sama arv korda, siis korrutis ei muutu, seepdrast
et ithe teguri suurendamisel korrutis suureneb, teise teguri
vihendamisel ta aga vidheneb sama arv korda. Naiteks:

15:#65=90; =803 =—90;: b= 18 =90,

54. Korrutamise lihtsustamine moningatel juhtudel. Teades
korrutise muutumist soltuvalt tegurite muutumisest, voime
monikord lihtsustada korrutamist. Olgu tarvis néditeks 438
korrutada 5-ga. Suurendame korrutajat 2 korda, s. t. 5 ase-
mel votame Kkorrutajaks 10. Niiiid leiame korrutise kohe,
selleks on 4380. Kuid suurendades korrutajat 2 korda, me
suurendasime korrutist 2 korda; otsitav korrutis peab olema
jarelikult 2 korda véiksem kui 4380, s. t. ta vordub 2190-ga.

Sellega sarnlevalt, kui on tarvis korrutada 25-ga, voime
korrutada 100-ga ja vihendada saadud korrutist 4 korda.

Monikord saavutatakse lihtsustamist veelgi lihtsamale
kaalutlustega. Olgu ndéiteks tarvis 56 korrutada 11-ga. Kor-
rutades 56 10-ga saame 560; niiiid on veel tarvis liita iihe-
kordselt arv 56 — saame 616.

Analoogilisel viisil on voimalik korrutada mistahes arvu
19-ga. Selleks on kiillaldane korrutada see arv 20-ga ja see-
jarel lahutada korrutaja.

55. Kolme ja enama teguri korrutamine. Olgu meil mitu
arvu, niiteks 7, 5, 3 ja 4, mis asetsevad teatavas kindlas
jarjekorras, nditeks sellises, nagu nad meil on Kkirjutatud.
Leiame nende korrutise jargmiselt: korrutame esimese arvu
teisega, saame 35; korrutame 35 kolmanda arvuga, saame 105;
korrutame 105 neljanda arvuga, saame 420. Arvu 420 nime-
tatakse nelja arvu — 7, 5, 3 ja 4 — korrutiseks. Samasugu-
sel viisil on voimalik leida viie, kuue ja enama teguri korru-
tist.

Selliste iiksteisele jargnevate korrutamiste tahistamiseks
kirjutatakse antud arvud iihte ritta sellises jérjekorras, milli-
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ses on tarvis toimetada nende korrutamist,  ja asetatakse
nende vahele korrutamismargid. Sel viisil avaldis

3:4-2-7
on samavddrne avaldisega
L3 §o 28 71

mis tdhendab, et 3 korrutatakse 4-ga, saadud korrutis — 2-ga
ja see viimane korrutis — 7-ga.

56. Korrutamise vahetuvuse seadus mistahes tegurite arvu
puhul: korrutis ei muutu tegurite jirjekorra muutumisel. See
korrutamise omadus, milles me veendusime.p. 45, jédib
kehtima ka kolme, nelja ja enama teguri korrutamise puhul,
s. t. et korrutis ei muutu tegurite jarjekorra muutumisel (olgu
neid niipalju kui tahes).

Naiteks, kui arvutame igaiihe antud korrutistest

2y e § 5 2V Gt id s el - 25 g v €9 F o by

mis erinevad iiksteisest vaid tegurite jérjekorraga, saame
alati tihe ja sama arvu 840.

57. Korrutise tegureid on voimalik ithendada mistahes riih-
madesse.
Uhendame nditeks korrutises

Sl SR

kaks viimast tegurit thte rithma: 3-4-(5-2) ja arvutame
selle avaldise: 3-4=12; 5-2=10; 12-10=120. Saime
sama arvu, mille oleksime saanud korrutamisel ilma tegureid
rithmadesse {ihendamata: 3-4=12; 12:5=60; 60-2—
i

Seda omadust nimetatakse korrutamise iihenduvuse (assotsiatiiv-
suse) seaduseks. Teda voib vaadelda vahetuvuse seaduse jdreldu-

sena. Toepoolest voime kooskolas selle seadusega iimber paigutada
tegurid 5 ja 2 rea algusesse, s. o. kirjutada korrutise nii: 5-2-3-4.
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Sel kujul tegurid 5 ja 2 moodustavad iihe rithma, sest punktis 55
toodud seletuse kohaselt avaldis 5-2-3-4 tahendab korrutist (5-2) -
-3-4. Niuitid aga see rithm voib vahetada oma koha kummagi tile-
jaanud teguriga, tdhendab

5-2)-3-4=3(5-2:4=3-4-(5-2).
Uldkujul on voimalik avaldada korrutamise iihenduvuse seadust
(kolme teguri jaoks) jéargmiselt:
abe — (ab)e = a(be).

58. Kuidas korrutada korrutisega ja kuidas korrutada
korrutist. 1) Me nigime (p. 50), et kui on tarvis korrutada
mistahes arv 30-ga (s. t. korrutisega 3 - 10), siis voib korru-
tada korrutatavat 3-ga ja seejdrel korrutada leitud arv 10-ga;
samuti, mistahes arvu korrutamiseks 400-ga (s. t. korrutisega
4-100) voib korrutada seda arvu 4-ga ja seejarel leitud arvu
100-ga. Selline vote jarjestikuliseks korrutamiseks iga tegu-
riga on rakendatav ka nelja viie ja enama teguri korruta-
mise puhul. Niisiis:

7:(3:5:-8)=7-3-5-8=1{[(7-3):5]"8,

sest et p. 57 kohaselt on voimalik tegureid 3, 5 ja 8 iihen-
dada iihte riihma.

Seega:
selleasemel, et korrutada korrutisega, voib korrutada algul

esimese teguriga, siis saadud korrutis korrutada teise teguriga,
seejirel kolmanda teguriga jne.

2) Olgu tarvis korrutada korrutist 7-3-4 8-ga. Selle
asemel, et algul arvutada korrutis 7-3-4 (see vordub 84-ga)
ja seejirel teda korrutada 8-ga (saame 672), voime korru-
tada 8-ga iihte mingit tegurit (7, 3 voi 4), jittes teised ilma
muutuseta ja alles seejérel neid korrutada omavahel. Korru-
tame niiteks 8-ga tegurit 3. Siis leiame: 7 - (3-8) -4 =672
— saime sama arvu, nagu varemaltki.



Seega:

selleasemel, et korrutada korrutist mingi arvuga, voib
korrutada selle arvuga iihte tegurit ja jitta teised tegurid
muutmata.

Niisiis:
D4 8)5 3—=1(b*3) 4 =85 (A=) - BT 5 A = (R AFIESAR().

See reegel osutub vahetuvuse ja iihenduvuse seaduste
ilmseks jarelduseks.

59. Kuidas korrutada summat mistahes arvuga. Kui me
korrutasime varemalt (p. 48) arvu 846 (s. o. 6 iihelise,
4 kiimnelise ja 8 sajalise summat) 5-ga, korrutasime 5-ga
eraldi iihelised, eraldi kiimnelised ja eraldi sajalised ja liit-
sime saadud arvud. Samasugusel viisil on voimalik toimida
igakord, kui on tarvis korrutada summat mistahes arvuga.
Olgu nditeks tarvis korrutada 3-ga summat 104+ 7 --5-1-9.
See tdhendab, et on tarvis leida summa

(10+7+5+9) 4+ (104+74+54+9) +(10+7+5+9).

Kuid selleks, et liita summat, voib liita eraldi iga liide-
tavat iiksteise jdrel (p. 21). Seepirast voime asendada eel-
toodud summa jargmisega:

104+74+54+94+104+7+5+94+104+74+54+09.

Rithmitame selle summa liidetavad nii:

(I004+104+10)4+(74+747)+ B+5+5) +9+9+ 9);
sellest leiame:
10:3+7-3+5-34+9-3.

Sellist arutelu vaib korrata mistahes teiste arvude puhul.

Seega: :

selleasemel, et korrutada summat mingi arvuga, voib kor-
rutada selle arvuga iga liidetavat eraldi ja liita saadud tule-
mused.
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Kuna korrutis ei olene tegurite jdrjekorrast, siis jargneb
eeltoodud reeglist:

selleasemel, et korrutada mistahes arvu summaga, voib
korrutada seda arvu eraldi iga liidetavaga ja tulemused liita.

Nii me ka toimisime, kui (p. 51) korrutasime arvu 3826
arvuga 472, s. o. summaga 2 -+ 70 -+ 400.

Seda omadust nimetatakse korrutamise jaotuvuse (distri-
butiivsuse) seaduseks (liitmise suhtes), sest selle jirgi
on vdimalik summa korrutamist jaotada iiksikute liideta-
vate vahel.

Uldkujul on voimalik seda omadust avaldada jargmiselt:

(@B boiRest Im—am £ bm Hem el

m@a-+b+c+..)=ma+mb-+me+-....

Mdrkus. Arusaamatuste valtimiseks oleks tarvis avaldist am -+
+bm-+em-... kirjutada nii: (am) -+ (bm) + (cm) +... .

Kirjutamisviisi lihtsustamiseks on aga kokku lepitud, et kui
avaldises esinevad liitmise, lahutamise ja korrutamise tehted ja sul-
gusid pole, siis koigepealt tuleb teostada korrutamine, seejirel aga
liitmine ja lahutamine. Siis on ka sulgudeta selge, millises jirje-
korras tulevad teostada tehted avaldises am +bm-+cm-... .

VII. Jagamine.

60. Senini esinesid juhtumid, kus antud tegurite jargi oii-
tarvis leida korrutis. On olemas aga palju iilesandeid, mil-
ledes iimberpoordult, on antud kahe arvu korrutis, kuna iiks.
teguritest on tundmatu. :

Ulesanne 1. Klassis jaotati 75 vihikut, andes igale opila--
sele 3 vihikut. Mitu opilast on klassis?

Kui iihele opilasele antud vihikute arv (s. t. 3) korru-
tada tundmatu opilaste arvuga, siis peame saama jaotatud
vihikute iildarvu (s. t. 75). Seega on antud siin korrutis.
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(75) ja iiks tegureist (3), otsitakse aga teist tegurit. Otsitav
opilaste arv on 25, kuna 3 -25=75.

Ulesanne 2. Klassis on 80 opilast. Kui nendele vordsell
jaotada 120 lehte paberit, kui palju saab iga opilane?

Kui tundmatu paberilehtede arv, mida sai iga Opilane,
korrutada opilaste arvuga (30), siis peame saama jaotatud
paberilehtede iildarvu (s. t. 120). Seega on siingi antud
korrutis (120) ja iiks teguritest (30), otsitakse aga teist
tegurit. Iga opilane saab 4 lehte, kuna 4 -30 = 120.

61. Tehet ithe teguri leidmiseks antud korrutise ja teise
teguri jargi nimetatakse jagamiseks.

Seejuures nimetatakse antud korrutist jagatavaks, antud
tegurit — jagajaks, otsitavat tegurit aga — jagatiseks.

Esimese iilesande lahendamiseks on 75 tarvis jagada 3-ga;
siin on jagatav 75, jagaja 3, jagatis 25.

Teise iilesande lahendamiseks on 120 tarvis jagada 30-ga,
siin on jagatav 120, jagaja 30, jagatis 4.

Jagamist tédhistatakse kas mérgiga :, mis lahutab jaga-
tavat ja jagajat (jagatav vasakul, jagaja paremal), voi hori-
sontaaljoone abil, mis samuti lahutab jagatavat ja jagajat
(jagatav iileval, jagaja all). Sel viisil kumbki vordustest

= =25

75:3=25, =

tahendab, et arv 75 jagamisel 3-ga annab jagatiseks arvu 25.

=
0

62. Markus. Et tegurite jarjekorra muutumisel korrutis ei
muutu (korrutamise vahetuvuse seadus), siis jagamise tulemuste
mottes on tikskoik, kumb kahest tegurist — korrutatav voi korru-
taja — on antud ja kumba otsitakse. Kuid kui arvestada lahenda-
tava ulesande sisulist kiilge, siis voib see erinevatel juhtudel osutuda
taiesti lahkuminevaks. Nii nditeks otsitakse esimeses tilesandes, mitu
korda on tarvis votta 3 (vihku), et saaksime 75 (vihku); siin on
antud korrutatav (3) ja otsitakse korrutajat. Teises iilesandes,
vastupidi, otsitakse kui suur arv (paberilehti) on tarvis
votta 30 korda, et saada 120 (lehte); siin on antud korrutaja ja
otsitakse korrutatavat.
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Niisiis on vdéimalik #he ja sama aritmeetilise tehtega — jagami-
sega — lahendada kahesuguseid, sisult erinevaid iilesandeid.

63. Nulliga jagamine pole voimalik. Igasugusel jagami-
sel voib olla jagajaks mistahes arv peale nulli. Nulliga
jagamine pole voimalik.

Vaatleme, miks see on nii. Kui jagatavaks pole null,
vaid on mistahes muu arv, nditeks 5, siis tema jagamine
nulliga tahendaks leida niisugune arv, mis pérast korruta-
mist nulliga annaks 5; sellist arvu aga pole olemas, sest iga
arv korrutamisel nulliga annab uuesti nulli. Kui aga jagatav
samuti vordub nulliga, siis on jagamine voimalik, kuid jagati-
seks voib olla mistahes arv, sest et sel juhul mistahes arv korru-
tamisel jagajaga (0) annab meile jagatava (s. t. uuesti
nulli); seega, antud juhul jagamine, kuigi on voimalik, ei
anna aga iihte kindlat tulemust.

Seepérast ei saa null olla jagajaks.

64. Jiigiga jagamine. Uhe arvu jagamine teisega pole
alati voimalik. Nii nditeks pole arvu 27 voimalik jagada 6-ga
seepirast, et ei ole olemas niisugust tdisarvu, mis korruta-
misel 6-ga annaks 27. -Oeldakse, et 27 ei jagu 6-ga.

Kui me tahame nditeks jaotada 27 vihikut vordselt 6 opi-
lase vahel, siis seda pole vdimalik teha; me voime anda igale
opilasele 4 vihikut, milleks kulub kokku 24 vihikut; 3 vihikut
jaab seejuures diile.

On lepitud kokku ka sellisel juhul rddkida 27 jagamisest
6-ga; 27 nimetatakse endiselt jagatavaks, 6 — jagajaks;
arvu 4 nimetatakse mittetdielikuks jagatiseks, arvu 3 aga —
jagamise jadgiks. Seega: jddgiga jagamisel nimetatakse
mittetiielikuks jagatiseks suurimat arvu, mis Rorrutamisel
jagajaga annab korrutise, mis pole suurem jagatavast. Jaga-
tava ja selle korrutise vahet nimetatakse jadgiks.

Siit jareldub, et jaak on alati viiksem jagajast.

4 Aritmeetika V ja VI kL. 49



Jadgiga jagamise voime kirjutada jérgmisélt:
27 : 6 =4 (jaik 3).
Veel moned niited jadgiga jagamisest:

2_6 (jadik 2); 100:9=11 (jaak 1).

65. Tidisarvude jagamise iildine definitsioon. Téisarvude
valdkonnas voime anda jadgita jagamisele ja jididgiga jagamisele
jdrgmise {ldise definitsiooni: jagada arv a (jagatav) arvuga b
(jagaja) — see tihendab leida kaks niisugust arvu q (jagatis) ja
r (jaak), mis rahuldaksid seoseid:

a=bg-+r ja r<b.
Vordus a="bq + r aga viljendab, et
q liidetavat

| |
a=@®+b+b4...+b)+r,

ja kuna seejuures r < b, siis jagatis g ilmselt niitab suurimat arvu,
mille korrutis jagajaga mahub jagatavasse.

On holpus veenduda, et kui jagaja b ei vérdu nulliga, siis
jagamise tehe on alati vdéimalik ja annab alati iithese tulemuse.
Tdepoolest:

1) kui a<b, siis g=0 ja r=a ja ainult see arvude paar
rahuldab definitsiooni;

2) kui a=b, siis gq=1 ja r=0 ja-mingi teine arvude paar
ei rahulda definitsiooni; 16puks

3) kui a > b, siis jagatis q, nagu me nigime, niitab suurimat arvu,
mille korrutis jagajaga b mahub jagatavasse a; seepirast, kui
ainult b ei vordu nulliga, siis see jagatis on alati olemas, ja on
selge, et ta on thene; kuid siis on olemas ka jaddk r (ta vordub
vahega a—bq) ja ta on samuti iihene.

Miérgime veel, et jagamisel arvuga b voib olla jasigiks mistahes
arv reast

Siit jdrgneb, et erinevate jdikide arv, mis saadakse jagamisel
arvuga b, vordub b-ga.
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66. Jagamise vordlus korrutamisega. Kahe arvu korruta-
misel otsitakse nende korrutist; jagamisel aga (jdigita jaga-
misel) on viimane antud, ning otsitakse arvu, mis korruta-
misel on antud (korrutatav voi korrutaja). Seega jagamine
on korrutamise poordtehe (korrutamine aga on jagamise
poordtehe).

Kui jagamisel saadakse jdik, siis jagatav ei vordu jagaja
ja jagatise korrutisega, vaid vordub selle korrutise ja jaagi
summaga. Nii néditeks 27 =064 - 3.

67. Jagamisega lahendatavad iilesanded. Toome moned
tiitipilised iilesanded, millede lahendamisel kasutatakse jaga-
mist.

1) Ulesanded, kus on tarvis leida, mitu korda mahutab
suurem arv endasse vdiksemat voi, mis sama, mitu korda iiks
arv on suurem voi vdiksem teisest; nditeks mitu korda sisal-
dab 20 rubla 5 rublat.

2) Ulesanded, kus antud arvu on tarvis jaotada mitmeks
vordseks osaks: niiteks, kui on tarvis 60 lehte paberit jao-
tada 12 vordseks osaks (lithemalt: leida kaheteistkiimnendik
60 lehest).

3) Ulesanded, kus antud arvu on tarvis vihendada mingi
arv korda, sest et vihendada niiteks 60 paberilehte 12 korda
tdhendab votta 60 lehe asemel iiks kaheteistkiimnendik

68. Jagamist on voimalik teostada liitmise, lahutamise
ja korrutamise teel. Olgu niiteks tarvis 212 jagada 53-ga.
Otsitava jagatise voime leida:

1) Liitmisega: ILEX bibl, aniv, Tﬂfﬂ
53 +53=106; 106 +- 53 =159; 159 4 53 —212.

Leidsime, et 53 on tarvis votta liidetavana 4 korda, et
saada 212; otsitavaks jagatiseks on jarelikult 4.
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2} Lahutamisega:

212 L ER S
A 53 53 53
159 106 53 0

Leidsime, et 53 on voimalik lahutada 212-st 4 korda;
otsitavaks jagatiseks on jérelikult 4.

3) Korrutamisega:
53 - 2==406. " 53 +3a=109; " b3~ 4 =210

Otsitavaks jagatiseks on 4.

Kui jagatiseks on suur arv, siis need viisid pole kdepira-
sed; aritmeetika niitab kitte lihtsama viisi, millega me niiiid
ka tutvume.

69. Kuidas teada saada, kas javgatiseks on iihekohaline
arv. Selleks pole muud vaja kui korrutada (peast) jagajat
10-ga ja vorrelda saadud korrutist jagatavaga.

Ndide 1. 534:68="

Kui 68 korrutada 10-ga (selleks kirjutame arvule 68
paremale juurde {ihe nulli), siis saame 680; 534 aga on viik-
sem 680-st; jagatis peab seepérast olema viiksem kui 10;
tdhendab, et jagatiseks peab olema iihekohaline arv.

Nidide 2. b3de i3l =9 :
Kui 37 korrutame 10-ga, siis saame 370; kuid 534 on

370-st suurem; seepdrast ei saa jagatis olla viiksem kui 10;
tdhendab ta ei saa olla iihekohaline arv.

70. Uhekohalise jagatise leidmine. Vaatleme kahte juhtu:
kui jagaja on samuti ithekohaline ja kui jagaja on mitme-
kohaline.

1) Kui jagaja ja jagatis molemad on iihekohalised arvud,
siis jagatis leitakse korrutamistabeli jargi. Naiteks 56 jagamisel
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8-ga on jagatiseks 7, sest seitse korda kaheksa vordub tép-
selt 56-ga;

42 jagamisel 9-ga on jagatiseks 4, sest neli korda
iiheksa on 36, mis cn viiksem kui 42; viis korda 9 on aga 45,
mis on suurem kui 42; tdhendab jagatiseks tuleb votta 4,
kusjuures jadgiks saame 42 — 36 =6.

2) Kui jagaja koosneb mitmest numbrist, jagatis aga
iihest numbrist, siis leitakse see jagatis iihe voi mitme numbri
prosvimisega.

Nidide. 43530 : 6837.

K3igepealt veendume votte abil, mis on toodud p. 69,
et jagatiseks on iihekohaline arv. Seejérel jatame dra mot-
tes kdik jagaja numbrid peale esimese vasakul, s. o. jitame
jagajasse ainult 6 tuhat. Jagatavas jatame édra mottes pare-
malt poolt samapalju numbreid, kuipalju neid éra jdtsime
jagajas, s. t. jatame jagatavasse ainult 43 tuhat. K Seame
niiiid iiles Kiisimuse: missuguse arvuga on tarvis korrutada
kuut, et saada 43 voi arv, mis on vidiksem 43-st, kuid voima-
likult lihedam 43-le? Korrutamistabelist leiame, et selleks
arvuks ca 7, sest seitse korda kuus on 42, kaheksa korda
kuus aga on 48. Tihendab otsitav jagatis peab olema 7
voi viiksem kui 7 (seitsmest vidiksemaks ta voib osutuda see-
pirast, et me jdtsime dra nii jagatavas kui ka jagatises rea
numbreid). Proovimist alustame arvuga 7. Selleks korru-
tame 6837 7-ga; kui korrutis osutub suuremaks kui 43530,
siis arv 7 pole kolbulik, — siis proovime jérgmist vaiksemat
arvu 6:

6837 6837 43530
7 6 41022
47859 41022 2508
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Korrutis 6837 -7 osutus suuremaks kui 43530, korrutis
6837 -6 aga viiksemaks kui see arv; tidhendab jagatiseks
peab olema 6, kusjuures jdagiks saame 2508 1.

Markus. Monedel juhtudel on kidepirasem leida esimest
proovimisnumbrit teisiti. Téhele pannes, et voetud niites
jagaja 6837 vihe erineb 7-st tuhandest (igal juhul vihem
kui 6-st tuhandest), leiame, missuguse arvuga on tarvis
korrutada 7, et saada 43-le voimalikult ldhedast arvu. Korri-
tamistabelist leiame, et selleks arvuks on 6. Tahendab, jaga-
tis peab olema 6 voi suurem kui 6 (seepirast, et jagaja on
viiksem 7 tuhandest). Alustame proovimist arvuga 6. Sel-
leks korrutame jagaja 6-ga ja lahutame korrutise jagatavast;
kui jddk on suurem kui 6837, siis arv 6 on viike ja siis tuleb
proovida arvuga 7; kui aga jddk on viiksem kui 6837, siis
arv 6 on.leitud oOigesti. Jadgiks osutus 2508; tihendab arv
6 oli leitud oGigesti. 5

Nii on kasulik toimida siis, kui jagaja teinenum-
ber on suurem kui 5. Naiteks jagaja 6837 liheneb
rohkem 7000-le kui 6000-le, sest et tema teine number on suu-
rem kui 5.

71. Jagatise leidmine iildjuhul. Olgu tarvis 64528 jagada
23-ga. Suuremaks selguseks kujutleme seda tehet kui arvu
64528 jaotamist 23-ks vordseks osaks.

1) Votame algul meie arvust 64 tuhandelist ja piiiiame
jaotada seda 23-k§ vordseks osaks. Igasse ossa saame
2 tuhandelist ja jérele jaab veel 18 tuhandelist.

2) Need  jarelejainud 18 tuhandelist moodustavad 180
sajalist; liidame neile veel need 5 sajalist, mis leiduvad

1 T66 vdhendamiseks on mdnikord otstarbekohane, enne kui
kirjutada jagatisse proovitavat arvu ja korrutada temaga kogu jaga-
tavat, korrutada mottes temaga ainult jagaja 2 esimest numbrit ja
vorrelda saadud korrutist jagatava vastavate jarkudega.
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antud arvus; niiiid piiiame saadud 185 sajalist uuesti jao-
tada 23-ks vordseks osaks: igasse ossa saame 8 sajalist ja
1 sajaline jddb jaotamata.

3) See jarelejdanud sajaline moodustab 10 kiimnelist;
nendega liidame veel need 2 kiimnelist, mida sisaldab meie
arv: saadud 12 kiimnelist piiliame jaotada 23-ks vordseks
osaks, kusjuures igasse iiksikusse ossa ei jatku iihtegi kiim-
nelist, vaid koik 12 kiimnelist jddvad jaotamata.

4) Need jérelejdanud 12 kiimnelist moodustavad 120 iihe-
list; nendele liidame veel need 8 iihelist, mida sisaldab meie
arv. Saadud 128 iihelist piiliame jaotada 23-ks vordseks
osaks; seejuures saame igasse ossa 5 iihelist ja 13 iihelist
jdavad jaotamata.

Sel viisil saime igasse osasse 2 tuhandelist, 8 sajalist ja
5 iihelist, kuna 13 iihelist jdi jaotamata. See tdhendab, et
arvu 64528 jagamisel 23-ga on jagatiseks 2805, jdédgiks aga
13.

Tehe paigutatakse seejuures tavaliselt nii:

64528 | 23

4611 2805
185 |
184
128
115
13

Seejuures nieme: 1) arvud, milledest jarkjargult koosta-
takse jagatis, kujutavad endast erinevate jarkude {ihikuid
(2 tuhandelist, 8 sajalist, 0 kiimnelist ja 5 iihelist); see-
pirast selle asemel, et neid taielikult vilja kirjutada (2000 +
- 800+ 5), voime lihtsalt kirjutada vastavad numbrid iiks-
teise jérele, nii nagu see on ndidatud kirjutises; seejuures
kirjutame nulli igakord, kui jagamisel ei

55



saada vddrtusega numbrit (kiimnelised meie nii-
tes); 2) kui saame jddgi mingist jagamisest (meie juhul nii-
teks 18 esimesel jagamisel), siis vGime tema peenestamiseks
jargmise madalama jargu iihikuteks ja jagatavas leiduvate
sama jargu iihikute liitmiseks lihtsalt ,alla tuua” jagatava
vastava numbri (meie ndites 5) ja juurde kirjutada see saa-
dud jaagile paremale, nagu see meie Kirjutises on niidatud
punktiiriga.

Nende lihtsustuste tottu on voimalik toimetada jagamist
teatava vilumuse puhul kiillalt kiiresti.

Olgu toodud veel kolm jagamise niidet:

147 848000015 180987 929
14 80: 111 232000 929 140
7 ; 3808
7 3716 |
0035 927

72. Liihendatud viis iihekohalise arvuga jagamiseks. Kui
jagaja on iihekohaline, siis on kasulik kirjutise liihendamiseks
omandada harjumus teostada peast koik lahutamised, vilja
kirjutades ainult jaagid.

Naiteks nii:
563087 6  voi veelgi liihemalt: 563087(6
23;%- 93847 5 93847
501 |
28
47
5

Siin joone all olev number 5 tahistab viimast jaiki.
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73. Jagamine arvuga, mis Iopeb nullidega. Jagamine
lihtsustub sel juhul, kui jagaja 16peb iihe voi mitme nulliga.
Votame algul juhu, kui jagajaks on iiheline koos nullidega.
Jagada mingi arv 10-ga, 100-ga, 1000-ga jne. — see tihendab
teada saada, kui palju sisaldab antud arv kiimnelisi, sajalisi,
tuhandelisi jne. Kuid seda on holpus teada saada varemalt
selgitatud numeratsioonireegli jargi (p. 13). Naiteks:

54634 : 10 = 5463 (jaik 4);
54634 : 1000 = 54 (jaak 643).

Reegel. Selleks, et jagada mingit arvu arvuga, mis koos-
neb number 1-st nullidega, on tarvis ainult eraldada jagata-
vas paremalt niimitu numbrit, kuimitu nulli on jagajas; siis
jagatava jarelejaanud numbrid kujutavad endast jagatist,
eraldatud numbrid aga — jaiki.

Votame niitid juhu, kui jagajaks on mingi arv, mis 16peb
nullidega; nditeks:

389224| 7800
/ 365 58
242
219;
2324

Jagaja kujutab“endast 73 sajalist. Et teada saada, mitu
korda sisaldab jagatav 73 sajalist, jaotame ta kaheks osaks:
sajalisteks ja iihelisteks. Esimeseks osaks on 3892 sajalist,
teiseks osaks — 24 i{ihelist. Ainult iiks nendest osadest, nimelt
sajalised, voib sisaldada 73 sajalist. 3892 sajalist sisaldab
aga 73 sajalist niimitu korda, kuimitu korda 3892 mistahes
iithikut sisaldab 73 samasugust iihikut. Seepirast jagame
3892 73-ga, jittes tdhele panemata, et need on sajalised.

Jagamisega leiame, et 3892 sajalist sisaldab 73 sajalist
53 korda, kusjuures jaab jdrele 23 sajalist. Juurde pannes

57



23 sajalisele 24 iihelist, saame 2324; see arv ei sisalda
73 sajalist iihtegi korda; jarelikult on 2324 jadgiks.

Toome veel iihe nidite, milles nii jagatav kui ka jagaja
16pevad nullidega:

35000\7300
: 292___4
5800

Reegel. Kui jagaja lopeb nullidega, siis jdetakse mottes
need nullid dra, samuti jdetakse dra jagatavalt paremalt poolt
niimitu numbrit, kuimitu nulli jaeti dra jagajas; jdrelejddnud
arvud jagatakse ja jddgile kirjutatakse juurde jagatava ara-
jaetud numbrid.

74. Korrutamise kontrollimine. Kuna Kkorrutis ei muutu
tegurite kohtade vahetamisel, siis korrutamise kontrollimiseks
voib korrutada teistkordselt, korrutades korrutajat korrutata-
vaga.

Niditeks:
Korrutamine: Kontroll:

532 145
145 "532
2660 T290

2128 435

532 725

77140 77140

Molemad tehted andsid iihesuguse tulemuse; jarelikult on
vaga toendoline, et tehe on teostatud oGigesti.

Korrutamist saab kontrollida ka jagamisega. Selleks on
tarvis jagada saadud korrutis iithe teguriga; kui saadakse
jagatiseks teine tegur, siis voib pidada tGendoliseks, et korru-
tis on teostatud oigesti.
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75. Jagamise konrollimine. -Jagamist on vo6imalik koat-
rollida korrutamisega, pdhinedes sellel, et jagatav peab vor-
duma jagaja ja jagatise korrutisega (pluss jdédk, kui see on
olemas).

Niiteks: :
Jagamine: 8375|42 Kontroll: 199
225 199 i
417 "398
878 L' T
395 8358
378 s 14
Y 8375

Me korrutasime jagatise 199 jagajaga 42 ja liitsime saa-
dud korrutisega jadgi 17. Kuna pirast seda saadi arv, mis
vordub jagatavaga, siis on viga toendoline, et tehe on teos-
tatud oigesti.

Kui jagamine on teostatud jdagita, siis on voimalik kont-
rollida seda jagamisega. Toepoolest, kuna jagatav on jagaja
ja jagatise korrutiseks, siis peame jagatava jagamisel jaga-
tisega saama jagaja. Nditeks:

Jagamine: 54_4| 17 Kontroll: 544 !_32

51 32 82 7
34 224
34 224

76. Kuidas jagada korrutisega. Olgu tarvis 60 jagada
korrutisega 5-3, s. t. 15-ga. Selleks pole tarvis muud, kui
60 jagada 5-ga ja saadud jagatis jagada veel 3-ga.

Koige holpsamini on seletatav, miks selline kahekordne
jagamine (5-ga ja 3-ga) annab vajaliku tulemuse, kui vaat-
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leme jagamist kui jagatava jaotamist vordseteks osadeks.
Siis voib oelda, et esimesel jagamisel (5-ga) jactame 60
5-ks vordseks osaks, kusjuures saame igas osas 12; teisal
jagamisel (3-ga) jaotame 12 3-ks vordseks osaks, kusjuures
saame igas osas 4. Seda on vdimalik néitlikult kujutada nii:

60
12 12 . 12 12 12

44+4+4 44+4+4 44+4+4 44+4+4 44444

Siit ndeme, et parast kaht niisugust jagamist arv 60 osu-
tub jaotatuks 15-ks vordseks osaks.

Samasugusel viisil on voimalik selgitada, et arvu 300
jagamiseks kolme teguri — 3, 5 ja 4 korrutisega on voi-
malik 300 jagada 3-ga (saame 100), siis see jagatis jagada
5-ga (saame 20) ja lopuks viimane jagatis jagada 4-ga
(saame 5). Seega:

selle asemel, et jagada mingit arvu korrutisega, voib jagada
seda arvu esimese teguriga, saadud jagatist jagada teise tegu-
riga, seda jagatist jagada kolmanda teguriga jne. (seejuures
eeldatakse, et iga jagamine toimub jddgita).

Seda omadust on voimalik monikord kasutada peast jaga-
misel: nditeks selleks, et 1840 jagada 20-ga, votame arvesse,
et 20=10-2, ja jagame 1840 10-ga (saame 184), saadud
arvu aga jagame 2-ga (saame 92); analoogiliselt selleks, et
jagada mingit arvu 8-ga, s. t. korrutisega 2 -2 -2, voib jagada
jagatavat 2-ga, siis veelkord 2-ga ja 16puks veelkord 2-ga.

77. Jagatise muutumine jagatava ja jagaja muutumisel.

1) Kui suurendame (vihendame) jagatavat mingi arv
korda, siis jagatis suureneb (viheneb) sama arv korda.

Kui me ndites 20:5 =4 suurendame jagatavat 3 korda,
s. t. votame 20 asemel jagatavaks 20 4 20 4 20, siis saame
60 :5 = 12. Uus jagatis osutub eelmisest 3 korda suuremaks
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seeparast, et kui 20 sisaldab viit 4 korda, siis summa
20 -+ 20 + 20 sisaldab viit ilmselt 4 korda, siis veel 4 korda
ja veelkord 4 korda, s. t. 3 korda rohkem, kui teda sisal-
dab 20.

2) Kui suurendame {voi vidhendame) jagajat mingi arv
korda, siis jagatis vdheneb (suureneb) sama arv korda.

Kui me ndites 60:5 =12 suurendame jagajat, oletame,
3 korda, s. t. votame 5 asemel jagajaks 15, siis saame
60 : 15 = 4. Uus jagatis osutub 3 korda vaiksemaks eelmisest.
Nii see peabki olema, sest 15 on korrutiseks 5-3; selle ase-
mel aga, et jagada korrutisega, voib jagada jagatavat esimese
teguriga (5-ga) ja saadud arvu (12) jagada seejirel teise
teguriga (3-ga), mistottu ta vdheneb (3 korda).

Seejuures eeldatakse, et jagamine toimub ima jadagita.
Kui aga esineb jddk, siis jagatis voib muutuda teisiti, kui
praegu oli nimetatud. Votame nditeks seesuguse jagamise
23:5=4 (jdak 3) ja suurendame siin jagatavat 3 korda.
Saame: 69:5=13 (jddk 4); jagatis suurenes enam Kkui
3 korda.

Markus. Kui jagatav ja jagaja muutuvad korraga,
siis jagatis voib monikord suureneda, monikord védheneda,
monikord aga jddda muutuseta. Selleks, et ette teada saada,
kuidas muutub jagatis, on tarvis eeldada, et algul muutub
ainult jagatav, seejdrel aga ka jagaja (vrd. p. 53).

Tuleb poorata erilist tdhelepanu nendele juhtudele, millal
jagatis ei muutu.

3) Jagatis ei muutu, kui jagatavat ja jagajat suurendada
sama arv korda, sest jagatava suurendamisel jagatis suure-
neb, jagaja suurendamisel ta aga vdhenep sama arv korda.
Kui me niites 60 :15=4 suurendame nii jagatavat kui ka
jagajat 5 korda, siis saame 300 :75=4.
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4) Jagatis ei muutu, kui jagatavat ja jagajat vihendada
sama arv korda, sest jagatava vihendamisel jagatis viheneb,
jagaja vihendamisel ta aga suureneb sama arv korda. Kui
me niiteks samas néiites vahendame jagatavat ja jagajat
5 korda, siis saame 12:3—=4.

78. Kuidas jagada korrutist. Olgu tarvis korrutis 812 - 20
jagada 4-ga. Selle asemel, et algul arvutada see korrutis
(see vordub 1920-ga) ja siis jagada see 4-ga (saame 480),
voime jagada 4-ga iihe mingi teguri, jdttes teised tegurid
muutmata, ja siis arvutada korrutise. Nditeks jagame 12
4-ga, 8 ja 20 aga jatame muutmata; saame 8-3-20=
— 480, s. t. saame sama arvu, mille saime esimesel korral.
Nii see peabki olema, sest et 4-ga jagamine tahendab 4 korda
vihendamist; korrutis aga védheneb 4 korda kui vdhendame
4 korda iihte mingit tegurit. Seega:

selle asemel, et jagada korrutist mingi arvuga, voib jagada
selle arvuga iihte mingit tegurit, jittes teised tegurid muut-
mata.

79. Kuidas jagada summat ja kuidas jagada vahet.

1) Selle asemel, et jagada summat mingi arvuga, voib
jagada selle arvuga iga liidetavat eraldi ja liita saadud jagati-
sed (eeldatakse, et koik jagamised toimuvad jadgita).

Nii selleks, et summat 21 4 14 4 35 jagada 7-ga (s. t.
et teada saada, mitu korda sisaldab see summa arvu 7),
. voime leida, mitu korda 7 sisaldub 21-s (3 korda), siis 14-s
(2 korda) ja siis veel 35-s (5 korda) ja saadud arvud liita:
3+24+5=10.

2) Selle asemel, et jagada vahet mingi arvuga, voib jagada
selle arvuga eraldi viahendatavat ja lahutatavat ja siis esime-
sest jagatisest lahutada teine. Nii:

(40 — 25) : 5= (40:5) — (25:5) —8 — 5=3.
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See peabki nii olema, sest 40 sisaldab eneses 8 viielist,
25 aga sisaldab.eneses 5 viielist; 8 viielist miinus 5 viielist
on aga ilmselt 3 viielist.

80. Mirkusi tehete jirjekorra kohta valemites.

Liitmist ja lahutamist nimetatakse tavaliselt esimese jargu
teheteks, korrutamist ja jagamist aga — feise jargu teheteks.
Selleks, et vihendada juhtude arvu, millal on tarvis kasutada
sulgusid tehete jarjekorra médramiseks, on kokku lepitud
jargmiselt:

kui avaldises, milles ei leidu sulgusid, esineb ainult sama

jargu tehteid, siis neid teostatakse samas jirjekorras, nagu
nad on kirjutatud (vasakult paremale). Seega avaldis

40— 104 15—38

tahendab, et 40-st lahutatakse 10 (saame 30), saadud arvuga
liidetakse 15 (saame 45) ja siis lahutatakse 8 (saame 37).
Avaldis

400:4-5:2

aga tahendab, et 400 jagatakse 4-ga (saame 100), jagatis
korrutatakse 5-ga (saame 500) ja see korrutis jagatakse 2-ga
(saame 250).

Kui aga sulgudeta avaldises esineb erinevate jirkude teh-
teid, siis teostatakse algul teise jirgu tehted (korrutamine ja
jagamine), seejirel aga esimese jirgu tehted (liitmine ja lahu-
tamine). Niiteks avaldis:

6+4+20-4—10:2

tihendab, et 20 on tarvis korrutada 4-ga (saame 80), siis
10 jagada 2-ga (saame 5), siis 6-ga liita 80 (saame 86) ja
16puks lahutada 5 (saame 81).
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Korvalekaldumised sellest jarjekorrast nédidatakse sulgu-
dega. Kui néditeks on kirjutatud: v

6+ (20-4—10) : 2,

siis see tdhendab, et on tarvis 20 korrutada 4-ga, lahutada 10,
jagada 2-ga ja liita 6 (saame 41).
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I OSA.
ARVUDE JAGUVUSEST.

81. Eelmidrkmeid. Neljast aritmeetilisest tehtest kaks —
liitmine ja korrutamine — on teostatavad alati (s. t. iga-
suguste arvudega). Lahutamine ei ole kiill alati teostatav,
kuid ta teostatavuse tunnus on vidga lihtne: vihendatav ei
tohi olla vdiksem lahutatavast; seepdrast, kui on antud kaks
arvu, voime alati kohe teada saada, kas on voimalik lahu-
tada esimesest teist voi mitte.

Hoopis teisiti on lugu jagamisega: me teame, et jagamine
(ilma jddgita) pole alati teostatav; monikord on aga viga
raske teada saada jagamist teostamata, kas iiks arv jagub
teisega voi mitte. Seepdrast on jagamise tehtega seotud
aritmeetika koige raskemad kiisimused. Moningaid nendest
kiisimustest vaatleme kédesolevas osas.

Kui iiks arv jagub teisega ilma jaddgita, siis oOeldakse
liilhendatult lihtsalt, et esimene arv jagub teisega. Sel juhul
oeldakse samuti, et esimene arv on teise kordseks, teine aga
on esimese jagajaks. Nii on 15 arvu 3 kordne, 3 aga on
15 jagajaks.

Mirgime, et null jagub mistahes arvuga (peale nulli),
kusjuures jagatiseks on samuti null. Toepoolest, kuna
a-0=0, milline ka ei oleks arv a, siis 0:-a=0.
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I. Jaguvuse tunnused.

On olemas tunnuseid, millede jérgi on voimalik otsustada,
jagamist ennast teostamata, kas antud arv jagub voi ei jagu
mone teise arvuga. Asumegi niiiid nende tunnuste vaatlemi-
sele.

82. Summa ja vahe jaguvus. Jaguvuse tunnuste tuleta-
misel tuleb sageli kasutada jargmisi summa ja vahe omadusi:

1) kui ‘iga liidetav jagub iihe ja sama arvuga, siis ka
summa jagub selle arvuga; r

2) kui iiks liidetav ei jagu, koik teised aga jaguvad mingi
arvuga, siis summa ei jagu selle arvuga,

3) kui vihendatav ja lahutatav jaguvad iihe ja sama
arvuga, siis ka vahe jagub selle arvuga.

Omadused 1) ja 3) on ilmselt Giged: kui nditeks arv 5
sisaldub tdisarv (9) korda arvus 45 ja tdisarv (7) korda
arvus 35, siis ta ilmselt sisaldub tédisarv (9 + 7=16) korda
nende summas ja tdisarv (9 —7=2) korda nende vahes.

Omadus 2) on holpsalt toestatav, kui omadused 1) ja 3)
on juba kindlaks tehtud. Votame néiteks summa 102 = 45 -~
+ 35 4 22. Siin liidetavad 45 ja 35 jaguvad 5-ga, viimane
liidetav 22 aga ei jagu 5-ga. Toestame, et ka summa 102
ei voi jaguda 5-ga. Kuna 45 ja 35 jaguvad 5-ga, siis ka
nende summa 45 - 35 =280 jagub omaduse 1) kohaselt 5-ga.
Kuid vordusest 102 =45 4 35 + 22 jirgneb, et 102 — (45 +
=+ 35) =22 ehk 102 —80=22. Kui 102 jaguks 5-ga, siis
omaduse 3) jirgi vahe 102 —80=22 peaks samuti jaguma
5-ga; kuna aga 22 ei jagu 5-ga, siis, tihendab, ka 102 ei
vOi jaguda 5-ga.

83. 2-ga jaguvuse tunnus. 2-ga jaguvaid arvusid nime-
tame paarisarvudeks, 2-ga mittejaguvaid aga — paarituarvu-
deks. Loomulikkude arvude reas paarisarvud  ja paaritu-
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arvud,vahelduvad: nii on 1 — paarituarv, 2 — paarisarv,
3 — paarituarv, 4 — paarisarv jne.

Iga arv, mis 16peb nulliga, kujutab endast kiimneliste
summat; nditeks 320 on 32 kiimnelise summa. Kuid kiimne-
line jagub 2-ga; seepédrast jagub ka kiimneliste summa samuti
2-ga (ta sisaldab eneses niimitu korda 5 kahte, kuipalju
temas on kiimnelisi). Tdhendab iga arv, mis l6peb nulliga
jagub 2-ga. Naditeks:

’

320 : 2 = 160.

Votame niiiid arvu, mis 16peb mistahes paarisnumbriga,
nditeks 328. Seda arvu voib avaldada summana jdrgmiselt:

328 =320 + 8.

Kumbki arvudest 320 ja 8 jagub 2-ga; tdhendab omaduse
1) jargi (p. 82) ka 328 jagub 2-ga osutub seega paaris-
arvuks. Seevastu aga arv, mis I6peb paaritunumbriga, nii-
teks 329, ei ole jaguv 2-ga.

Toepoolest:

329 =320 + 9;
kuna arv 320 jagub 2-ga, arv 9 aga ei jagu, siis omaduse
2) jargi (p. 82) arv 329 ei ole jaguv 2-ga.
Seega:

2-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, mis Iopevad
paarisnumbriga.

Markus. Numbrit null loetakse paarisnumbriks, kuna
ta kujutab arvu, mis jagub 2-ga (p. 81).

84. 4-ga jaguvuse tunnus. Igasugune arv, mis lopeb kahe
nulliga, kujutab endast sajaliste summat; nditeks 2300 on

23 sajalise summa. Sajaline aga jagub 4-ga; seepirast
jagub ka sajaliste summa samuti 4-ga (ta sisaldab endas
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niimitu korda 25 neljalist, kuipalju temas on sajalisi). o dhen-
dab iga arv, mis lopeb kahe nulliga, jagub 4-ga.

Naiteks:
2301 el e= 57k

Votame niifid kaks arvu nii, et kaks viimast numbrit iihel
neist kujutaks neljaga jaguvat arvu, teisel aga — neljaga
mittejaguvat arvu, nditeks 2348 ja 2350 (48 jagub 4-ga,
50 aga ei jagu). Neid voib avaldada summadena jargmiselt:

2348 = 2300 -+ 48; 2350 = 2300 + 50.

Esimeses ndites kumbki liidetav jagub 4-ga, seepirast ka
summa jagub 4-ga; tdhendab arv 2348 jagub neljaga. Tei-
ses ndites esimene liidetav jagub 4-ga, teine aga ei jagu,
seepdrast summa 2350 ei jagu 4-ga.

Seega:

4-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, millede kaks
viimast numbrit viljendavad 4-ga jaguvat arvu.

Samasugusel viisil on voimalik hdlpsasti toestada, et 8-ga
jaguvad koik need ja ainult need arvud, millede kolm viimast
numbrit viljendavad 8-ga jaguvat arvu.

85. 5-ga ja 10-ga jaguvuse tunnused. Kiimneline jagub
5-ga ja 10-ga, seepidrast arv, mis koosneb kiimnelistest, s. o.
mis 10peb nulliga, jagub 5-ga ja 10-ga. Kui arv ei lope
nulliga, siis ta ei jagu 10-ga, kuna 5-ga ta jagub ainult siis,
kui tal viimaseks numbriks on 5, seepirast et kaikidest iihe-
kohalistest arvudest jagub 5-ga ainult 5.

Niisiis:
5-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, mis lopevad

nulliga v6i numbriga 5; 10-ga jaguvad kdik need ja ainult
need arvud, mis lopevad nulliga.
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Mdarkus. Samasugusel viisil on voimalik veenduda,
et 25-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, millede kaks
viimast numbrit on kas nullid vo6i 25 voi 50 voi 75.

50-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, millede
kaks viimast numbrit on kas nullid voi 50.

86. 3-ga ja 9-ga jaguvuse tunnused. Koigepealt tdhen-
dame, et 3-ga ja 9-ga jaguvad koik arvud, mis on kirjutatud
ainult numbri 9 abil, s. t. 9, 99, 999 jne. Téepoolest:

999 : 3=2333; 9999 : 3 =3333 jne.
999 9==111; 9999 : 9 == 1111 jue.

Seejirgi votame mingi arvu, nditeks 2457, ja lahutame
selle erinevate jarkude iihikuteks (peale lihtithikute, mis
jitame lahutamata): :

2457 — 1000 - 1000 -
4+ 100 100 100 + 100 +
SR A BD S0k 10 105
4 7

Lahutame iga tuhandelise 999-ks ja I-ks, iga sajalise —
99-ks ja 1-ks, iga kiimnelise — 9-ks ja I-ks. Siis saame
2 tuhandelise asemel 2 korda 999 ja 2 iihelist, 4 sajalise ase-
mel saame 4 korda 99 ja 4 iihelist, 5 kiimnelise asemel —
5 korda 9 ja veel 5 iihelist. Jarelikult:

2457 = 999 - 999 +2+
+ 994 99+99+99 44+

+ 94+ 94 94 94945+

7 +7.

Liidetavad 999, 99 ja 9 jaguvad 3-ga ja 9-ga; tdhendab
antud arvu jaguvus 3-ga voi 9-ga soltub ainult summast
2444+ 5- 7; kui see summa jagub (voi ei jagu) 3-ga voi
9-ga, siis ka antud arv jagub (ei jagu) nende arvudega.
Summa 2 + 4 + 5 -+ 7 kujutab endast summat arvudest, mida
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tdhendavad antud arvu numbrid iiksikult vottes; lithidalt oel-
dakse, et see on antud arvu numbrite summa ehk tema rist-
summa. Seepdrast:

3-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, millede
numbrite summa (ristsumma) jagub 3-ga;

9-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, millede
numbrite summa (ristsumma) jagub 9-ga.

Arvu 2457 numbrite summa on 18; 18 jagub 3-ga ja
9-ga; tdhendab 2457 jagub nii 3-ga kui ka 9-ga. Tepoolest.

2457 : 3 =819; 2457:92%73.

Kuna 9 jagub 3-ga, siis mistahes arv, kui ta jagub 9-ga,
jagub samuti ka 3-ga. Kuid arv voib jaguda 3-ga ja samal
ajal mitte jaguda 9-ga. Nii nditeks arvu 17331 numbrite
summa on 15; kuna 15 jagub 3-ga, kuid ei jagu 9-ga, siis
ka arv 17331 jagub 3-ga, kuid ei jagu 9-ga.

Markus. Taielikkudes aritmeetika Kkursustes voib leida
veel 7-ga, 11-ga, 13-ga, 37-ga ja moningaste muude arvudega
jaguvuse tunnuseid; need on aga nii keerulised, et nende
kasutamine praktiliselt on raskendatud; seepirast me neid
ei kasitle. :

87. 6-ga, 12-ga ja 15-ga jaguvuse tunnused. Kui mingi
arv jagub 6-ga, siis on voimalik lahutada teda kuuelisteks,
s. t. kujutada teda summana:

6+6+6+6+ ... +6.

Iga kuuelist aga on voimalik lahutada nii kahelisteks
(2+2+42) kui ka kolmelisteks (3 4 3); tdhendab, kogu
sellist arvu on voimalik lahutada nii kahelisteks kui ka kol-
melisteks; jdrelikult peab see arv jaguma nii 2-ga kui ka
3-ga. Niisiis:
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selleks, et arv jaguks kuuega, on tarvis, et ta jaguks 2-ga
ja 3-ga.

Arv 3584 ei jagu 6-ga, kuna ta ei jagu 3-ga (ehk kiill ta
jagub 2-ga); arv 3585 ei jagu samuti 6-ga, sest ta ei jagu
2-ga (kuigi jagub 3-ga).

See arutlus aga ei veena veel meid, et see 6-ga jaguvuse
tunnus on piisav, s. t. et iga arv, mis jagub 3-ga ja
2-ga, jagub ka 6-ga. Toestame niiiid, et see on nii. Oletame,
et antud arv jagub 3-ga ja 2-ga ja veendume, et sellisel
juhul ta jagub ka 6-ga. '

Jagugu antud arv 3-ga ja 2-ga. Siis voime selle lahu-
tada kolmelisteks ja kahelisteks. Kujutame ette, et me lahu-
tasime ta kolmelisteks:

3+34+3+4+3+ ... +3.

Hakkame iihendama, vasakult alates, iga kahte kolmelist
iiheks kuueliseks. Siis peab ilmnema iiks kahest:

1) Koik kolmelised iihenduvad kuuelisteks, ei jda jérele
iihtegi liigset kolmelist; see tdhendab, et meie arv viljendub
summana

6+6-+ ... +6,
see tihendab, et ta lahutus kuuelisteks; jérelikult ta jagub
6-ga;

2) iiks kolmeline jii ilma paariliseta, s. t. meie arv kuju-
tub jargmiselt:

6464+ ... +6+ 3.

Siin jaguvad koik liidetavad peale viimase 2-ga; tédhen-
dab omaduse 2) pohjal (p. 82) meie arv ei jaguks siis 2-ga;
kuna aga iilesseatud tingimuste kohaselt ta jagub 2-ga, siis

see juhtum pole voimalik.
Niiiid voime kinnitada, et mistahes arvu jaguvuseks 6-ga

on tarvilik ja piisav, et ta jaguks 2-ga ja 3-ga; voi liihe-
malt:
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6-ga jaguvad koik need ja ainult need arvud, mis jaguvad
nii 2-ga kui ka 3-ga.

Arv 13854 jagub 6-ga, kuna ta jagub 2-ga (lopeb paaris-
numbriga) ja samal ajal jagub 3-ga (ta numbrite summa
jagub 3-ga). Toepoolest 13854 : 6 — 2309.

Samuti on voimalik veenduda selles, et 12-ga jaguvad koik
need ja ainult need arvud, mis jaguvad 3-ga ja 4-ga; 15-ga
jaguvad koik need ja ainult need arvud, mis jaguvad 3-ga
ja 5-ga. J

88. Eelmist tiiiipi jaguvustunnuste iildine pdhjendus. 6-ga, 12-ga,
15-ga ja paljude muude arvudega jaguvuse tunnustel on iildine
teoreetiline pohjendus, mille me siinkohal esitame.

Teoreem. Kui kahe arvu korrutis aa, jagub kolmanda arvuga
p ja ithel arvudest a 001 @, ei ole p-ga iihisjagajaid peale arvu iiks,
siis teine meist jagub p-ga.

Toestus. Arv a, nditeks drgu omagu p-ga iihisjagajaid peale
arvu . liks; toestame niiiid, et a, peab jaguma p-ga.
Jagame a, p-ga ja tdhistame jagatise ja ja#dgi vastavalt q ja r.
Siis
a, =pq+r.

Veendume jadgi r suhtes, et ta: 1) ei vordu nulliga ja 2) ei oma
p-ga uhisjagajaid peale arvu iiks. Toepoolest, kui r == =0, slis a, =pq,
Jja siis a, jaguks p-ga ning jirelikult arvud a, jap omak51d uhest
erineva uhlsJagaJa mis rdidgib wvastu teoreeml eeldusele. Ole-
tame edasi, et p ja * omavad mingi uhisjagaja t >-1. Siis a, jaguks
t-ga ja a, ning p omaksid jirelikult uhisjagaja t > 1, mlq raagib
vastu eeldusele

Kui jaddk r ei vordu tihega, siis jagame p r-ga ja tédhistame
jagatise ja jéiéigi vastavalt -q, ja r,. Siis

p=rg+r,

Kuna p ja r ei oma eeltbestatu kohaselt iihisjagajaid peale arvu
uks, siis veendume viimasest vordusest samuti kui eelpool, et:
1) r, ei vordu nulliga ja 2) r ja r, ei oma iihisjagajaid peale arvu
tks. Kui 7, ei vordu lihega, siis jagame r r,-ga, millest saame jddgi
T,, mis ei yprdu nulliga ja mis ei oma r,-ga lhistegureid peale arvu
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uks. Kui r, ei vordu uhega, siis jagame r, T,-ga jne. Siis saame rea
vordusi:

a,=pq+r,

p=rq, + 71,

T=rq,+ 71,

T, =14,

millest veendume, et jédgid r, 7, 7, jne. ei vordu nulliga. Kuna
aga igasugusel jagamisel jddk peab olema vidiksem kui jagaja, siis
r<lp, g R o B | o Seepéarast, kui oleme teostanud kiillal-
dase arvu jagamisi, jouame 1opuks sellise jédgini, mis vordub iihega.
Olgur, =1. Siisr, ,=t, .9, 1+1.
Korrutame saadud vorduste molemad pooled a,-ga:

a,a, = pga, +ra,;
23 pa, =r1q,a, T 7,4,
7@y = r1G,as + ray;

m 28y =7y 14,83+ ay-

Poorates tdhelepanu esimesele neist vordustest, arutleme jargmi-
selt:

kuna eelduse jargi korrutis a,a, jagub p-ga, siis ka summa
pga, + ra, jagub p-ga; selle summa esimene liidetav jagub p-ga, jare-
likult ka teine liidetav, s. o. korrutis ra,, jagub p-ga. Vaadeldes edasi
teist vordust, leiame, et summa pa, ja Uks liidetavaist (ra,)q, jagu-
vad p-ga, millest jidreldame, et ka teine liidetav ra, jagub p-ga.
Vaadeldes edasi kolmandat, neljandat, viiendat jne. vordust, jouame
16puks vorduseni, millest jéreldame, et a, jagub p-ga.

89. Jéireldus. Kui arv a jagub arvuga p ja arvuga q, Kusjuures
p ja q ei oma iihisjagajaid peale arvu iiks,” siis a jagub korruti-
sega pq. g
Tihistame arvu a jagamisel p-ga saadava jagatise Q-ga, siis
- a=pQ.

Kuna aga eelduse jédrgi a jagub g-ga, siis jareldame sellest
vordusest, et pQ jagub g-ga. Kuid p ei oma g-ga uhisjagajaid
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peale arvu iks; tdhendab teoreemile vastavalt peab @ jaguma g-ga.
Olgu selle jagamise jagatiseks Ql; siis
: Q=qQ,.
Asendades eelmises vorduses ¢ temaga vordse korrutisega, saame:
a = p(aQ,) = (P9Q,,
millest on ndha, et arv a on kahe teguri, (pq) ja Q1 korrutiseks,
mis tdhendab, et a jagub pg-ga.

Seega: kui arv jagub 2-ga ja 3-ga, siis ta jagub 6-ga; kui arv
jagub 3-ga ja 4-ga, siis ta jagub 12-ga; kui ta jagub 3-ga ja 5-ga,
siis ta jagub 15-ga jne.

Mdrkus. Kui arvud p ja q omavad arvust ks erinevat
uhisjagajat, siis mingi arvu jaguvusest p-ga ja g-ga veel ei jédrgne,
et see arv jagub korrutisega pq; nii jagub arv 36 4-ga ja 6-ga,
kuid ei jagu korrutisega 4 -6 (= 24).

II. Arvude lahutamine algtegureiks.

90. Algarvud ja kordarvud. Iga arv jagub muidugi ihega
ja enesega. On olemas palju arvusid, mis omavad veel teisigi
jagajaid peale ‘1 ja enese: nditeks arv 30 omab peale 1 ja
enese veel jagajaid 2, 3, 5, 6, 10 ja 15.

1ga arvu peale ithe, mis jagub ainult iihega ju enesega,
nimetatakse algarvuks.

Arvu, mis jagub peale iihe ja enese veel teiste arvudega,
#nimetatakse kordarvuks.

Arv 1 ei kuulu ei algarvude ega kordarvude hulka; ta
omab erilise seisukoha.
On olemas 25 algarvu, mis on vdiksemad 100-st, ja nimelt:
2% 233Dl el Lol 3r SI TR0 293299 (315 37 oA
43, 47, 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97.

Selle raamatu 1opus on tabel, kus on toodud koik alg-
arvud, mis on véiiksemad 6000-st.
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91. Kordarvu lahutamine algtegureiks. Iga kordarvu on
voimalik lahutada algtegureiks, s. o. kujutada teda
algarvude korrutisena. Naiteks, lahutada arv 12
algtegureiks tdhendab kujutada see arv nii: 12=2:2-3.

Olgu tarvis lahutada algtegureiks mingi kordarv, nditeks
420. Selleks leiame (jaguvustunnuste jargi) viikseima alg-
arvu, millega jagub 420; selleks arvuks. on 2. Jagame
420 2-ga: '

420 : 2 =210,
tdhendab
420 = 210 - 2. (1)
Niiiid otsime viikseimat algarvu, millega jagub kordary
210; selleks arvuks on 2. Jagame 210 2-ga:
21012 =—="10b;
tahendab
2I0E=1057%2.
Asendame vorduses (1) arvu 210 temaga vordse korruti-
sega:
420:-=-1056">2*2. (2)
Viikseim algarv, millega jagub kordarv 105, on 3. Jagame
105 3-ga:
105:::3:==35,
tdhendab
105==35 " 3.

Asendame vorduses (2) arvu [05 temaga vordse korruti-
sega:

490 =537 332 2; (3)

Viikseim algarv, millega jagub kordarv 35, on 5; jaga-
des 35 5-ga, saame 7, tihendab 35=7-5. Asendades vor-
duses (3) arvi 35 temaga vordse korrutisega 7-5, saame:

420=7:5-3+2-2.
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~ Arv ongi seega algtegureiks lahutatud, sest koik tegurid
on niiiid algarvud.

Kuna korrutis ei soltu tegurite ]arjekorrast, siis on voi-
malik kirjutada tegureid mistahes jdrjekorras; tavaliselt Kit-
jutatakse need alates viiksematest ja 16petades suurematega,
S, A, e

420=2-2-3-5-7.

Algteguriteks lahutamist on koige holpsam iiles kirjutada
jargmiselt:

420 | 2
210 | 2
105 | 3
35 |5
717
1|

s. t. kirjutatakse antud kordarv ja tommatakse temast pare-
male vertikaaljoon. Joonest paremale kirjutatakse véaikseim
algarv, millega jagub antud kordarv, ja jagatakse antud
kordarv selle algarvuga. Jagatise numbrid kirjutatakse jaga-
tava alla. Selle jagatisega toimitakse samasuguselt, nagu
toimiti antud kordarvuga. Tehteid jitkatakse niikaua, kuni
saadakse jagatiseks iiks. Siis koik arvud, mis asuvad joo-
nest paremal, on antud arvu algtegureiks.

Vaadeldud ndites otsisime igakord antud arvu vaikseimat
algtegurit; koige sagedamini osutub see koige kiepirase-
maks lahutusviisiks seepirast, et mida viiksem on arv, seda
holpsam on temaga jagada; peale selle on enamuse viikeste
algtegurite jaoks olemas lihtsad jaguvuse tunnused. Selline
talitusviis pole siiski kohustuslik ja algteguriteks lahutamist
on sageli voimalik mones teises jdrjekorras lihtsamalt 14bi
viia. Nii ndeme kohe meie ndites, et 420 jagub 10-ga, s. o.
2-5-ga. Seepirast teostades lahutamist (peast)
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9 |
1

voime kirjutada:

4SO (O A9 593 T 9V DIS 8T

4
2
7
1

N W N

Kui niiteks on tarvis lahutada algteguriteks arv 13 000,
siis voime kohe miérkida, et 13 000 == 131000, ja kuna 13
on algarv, siis jddb jérele lahutada algteguriteks ainult arv

1000:
1000=10-10-10=2-5-2-5-2-5,
ja saame kohe:
18:000== <242 St =18

Votame veel iihe ndite. Lahutame algteguriteks arvu
8874:

8874 2
4437 | 3
1479 | 3
493 |17
29 | 29

1

Joudes jagatiseni 493, pole kerge kindlaks teha, missuguse
arvuga ta jagub. Sellistel juhtudel kasutame algarvude
tabelit, mis on toodud selle raamatu Iopus. Kui arv, ‘mis
tekitab meile raskusi, leidub selles tabelis, siis jagub ta ainult
enesega. Arvu 493 ei leidu algarvude tabelis; jarelikult on
see arv kordarv ja seepidrast me proovime jagada teda alg-
arvudega 7, 11, 13 jne, niikaua kuni jouame jidgita jaga-
miseni. Ilmneb, et 493 jagub 17-ga, kusjuures jagatiseks
saadakse 29. Niiiid voime lopetada lahutamise.
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Sellest néitest ilmneb, et monikord on védga raske teos-
tada kordarvu lahutamist, kuna lahutamisel voime kohtuda
suure arvuga, mille kohta on raske kindlaks teha, kas see
on algarv voi kordarv; ja kui ta osutub kordarvuks, siis pole
alati kerge leida ‘tema vikseimat algjagajat.

92. Astendamine. Arvude teguriteks lahutamisel, samuti
aga ka paljudel teistel juhtudel, osutub sageli vajalikuks Kkir-
jutada korvuti mitu iihesugust tegurit, néditeks 2:2-2-2
voi 5-5-5. Sarnlevalt sellega, nagu me vordsete liidetavate
liitmiseks votsime kasutusele eri nimetuse (korrutamine) ja
eri tahistusviisi (2 4+ 2 + 2 + 2 asemel 2-4), nii on ka vord-
sete tegurite korrutamiseks kasulik votta tarvitusele eri nime-
tus ja eri tdhistusviis.

Vordsete tegurite korrutist nimetatakse astmeks. Nii
2-2-2-2 on 2 neljandas astmes. Seda kirjutatakse jérg-
miselt:

2EE) DRI DI NRs
seejuures arvu 2 nimetatakse astendatavaks, arvu 4 aga —
astendajaks. Tehet ennast nimetatakse arou 2 astendamiseks
neljandasse astmesse. Avaldist
525 #H==ib3
loetakse tépselt samuti: 5 kolmandas astmes; siin 5 on asten-
datav, 3 aga — astendaja.

Teist astet nimetatakse lihendatult antud arvu ruuduks,
kolmandat astet — ta kuubiks. Nii loetakse 72 — 7 ruudus,
53 aga — 5 kuubis. Arvu esimeseks astmeks nimetatakse
arvu ennast: 31 =3.

Toodud tédhistusviisi abil on sageli arvude lahutamist alg-
tegureiks voimalik iiles kirjutada lithemalt; nii niidetes,
mida vaatlesime punktis 91, voime Kkirjutada:

420==22-3-5-7;
13000 = 23 53 13.
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Monikord voib olla selline lithendamine o6ige margatav;
naiteks 1536 =2 -9 F 95 F Il dsrd =9 I

93. Kordarv lahutub ainult iiheks algtegurite reaks. On
holpus toestada, et punktis 91 kirjeldatud viisil on iga kord-
arvu voimalik lahutada algtegureiks. Kuid selle viisi kasu-
tamisel ei saa me igakord kinni pidada tingimata seliest
jirjekorrast, mis oli kitte niidatud; me ei tarvitse alustada
lahutamist vidikseima algarvuga, millega jagub antud
kordarv, vaid voime toimetada lahutamist mingis teises jar-
jekorras (voime isegi, nagu ndgime, lahutada kordarvu koige-
pealt kordtegureiks ja siis need lahutada algarvudeks). See-
pirast tekib kiisimus: kas monikord ei-voi tekkida iihe ja
sama kordarvu jaoks kaks (voi enam) algtegurite rida, mis
erinevad teineteisest kas tegurite eneste voi iithesuguste tegu-
rite kordumiste arvu poolest? Arv 14 000 nditeks on lahu-
tatav reaks 24-53-7; kas aga ei vasta sellele arvule veel
mingi teine algtegurite rida, milles oleks peale 2, 5 ja 7
veel mingi teine algtegur, voi milles nende tegurite arv oleks
teistsugune kui reas 24-53-7? On toestatud, et see pole
vomalik, s. t. et kordarv, kuidas me seda ka ei lahutaks,
annab vaid iihe algtegurite rea (kusjuures nende jarjekord
muidugi vo6ib muutuda). :

Toestus, et arvusid on vdimalik lahutada algtegureiks ja see-
juures iihel ainsal viisil. Selleks, et rangelt tdestada, et iga arvu
(peale iithe) on vdimalik lahutada algtegureiks ja seejuures ainult
ithel viisil, téestame koigepealt kaks teoreemi.

Teoreem 1. Iga arv peale iihe omab vihemalt iihe algjagaja.

Toestus. Olgu a21; kui a on algarv, siis ta ise on oma
algjagajaks ja teoreem on toestatud; kui aga a on kordarv, siis
ta omab jagajaid, mis erinevad a-st ja uhest; olgu b viikseim
selliseist jagajaist; siis b ei saa olla kordarvuks, kuna juhul, kui
ta jaguks arvuga c, mis erineb iihest ja temast endast, selle arvuga
jaguks ka arv a ja jarelikult arv b ei oleks siis arvu a véiksei-
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maks algjagajaks. Seepdrast b on algarv, ja kuna ta on uht1a51
arvu a jagajaks, siis teoreem on toestatud.

Teoreem 2. Mitme teguri korrutis aaa, ... a voib jaguda alg-

arvuga p ainult siis, kui vihemalt iiks teguritest jagub p-ga.

Toestus. Vaadeldes antud korrutist ainult kahe teguri, a, ja
(a,a,...a,) korrutisena, véime arutella jargmiselt: kui a, ei jagu
algarvuga p, siis see tdhendab, et a, ei oma p-ga ihisjagajaid
peale ithe; sel juhul punktis 88 tdoestatud teoreemi jargi arv
(a,a,...a,) peab jaguma p-ga. Sellega sarnlevalt veendume, et kui
@, ei jagu p-ga, siis arv (a,a a,) peab jaguma p-ga. Jitkates
selliselt neid arutlusi, 1e1ame et ku1 tikski arvudest a,, [ R
a,_, ei jagu p-ga, siis a, jagub p-ga. Niisiis iiks arvudest: a, a,
a, ..., @, jagub p-ga.

Selleks, et niitid toestada mistahes arvu, peale iihe, algtegureiks
lahutamise voéimalikkust, toimime jérgmiselt. Olgu as2£1; kui a on
algarv, siis vdide on tdestatud; kui aga a on kordarv, siis teoreemi
1 jirgi omab algjagaja p,. Olgu

a=pa,;
kui a, on algarv, siis teoreem on tdestatud; kui aga ta on kord-
arv, siis teoreemi 1 jérgi ta omab algjagaja o

Olgu

G357 o0y
nii et

a=p,p,a,;
kui a, on algarv, siis teoreem on tdestatud; kui ta on aga kordarv,
siis jdtkame arutlusi ndidatud viisil. Kuna a>a, a >a, jne,
siis meie arutlus peab varem voi hiljem 16ppema; loppeda aga saab

see ainult siis, kui mingi arv a, osutub algarvuks (kui ta on kord-
arv, siis voime jédtkata lahutamist). Seepirast rida

G=DD,...0p 0y

ongi arvu a algtegurite rida, mille vdimalikkus sel viisil on tdes-
tatud.

Uhese lahutusviisi olemasolu toestamiseks arutleme jargmiselt:
Olgu mingi arv lahutatud kahel viisil (iihesuguseiks vbi erine-
vaiks) algtegureiks:

abe. #3a e ot
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Siis
abc...=abec,...

Vorduse vasakpoolne osa jagub a-ga, tahendab, ka parempoolne
osa peab jaguma a-ga. Kuid a on algarv ja seepidrast korrutis
aibici... jagub a-ga ainult siis, kui iks ta tegureist jagub a-ga
(teoreem 2); algarv aga voib jaguda teise, iihest erineva algarvuga
ainult siis, kui need algarvud on itihesugused. Té&dhendab, uks arvu-
dests-a:," b, cy; vordub a-ga. Olgu @, =a. Jagades vdrduse
molemad pooled a-ga, saame:

be...=bgpe, ...

Eelmisega sarnlevalt veendume, et ks tegureist b, Gy s
vordub b-ga. Olgu b, =b; siis cd...=c,d, ... Jatkates edasi
neid arutlusi, leiame, et koik esimese rea tegurid sisalduvad samuti
ka teises reas. Jagades vorduse mdlemaid pooli a,-ga, veendume,
et ka esimeses reas on olemas tegur a,. Sel viisil leiame eelmisega
sarnlevalt, et koik teise rea tegurid sisalduvad samuti ka esimeses
reas. Siit jdrgneb, et molemad read voivad erineda ainult tegurite
jérjekorra, mitte aga tegurite eneste poolest; teiste sonadega: need
kaks rida kujutavad endast iihte ja sama rida. Teisiti Oeldes: iya
arvu (peale iihe) on wdimalik lahutada algtegureiks ja seejuures

ainult tihel viisil.

94. Moningaid teatmeid algarvudest. On holpus veenduda, et
on olemas lopmata palju algarvusid. Selle toestamiseks oletame
vastupidist, s. o. algarvusid on olemas Ioplik arv. Sel juhul peab
olemas olema suurim algarv. Olgu selliseks arvuks a. Selleks, et
iimber liikata tehtud oletust, kujutleme endale uut arvu N, mis
on koostatud valemi jargi:

N=@-3-5-7...a)+1,

s. 0. kujutleme endale arvu N, mis saadakse, kui korrutatakse oma-
vahel koik algarvud alates 2-st kuni a-ni kaasa arvatult ning lisa-
takse korrutisele veel iiks. Kuna N on ilmselt suurem kui a ja
kuna a on oletuse kohaselt suurim algarv, siis N peab olema kord-
arv. Kuid kordarv peab jaguma mone algarvuga (p. 93, teoreem 1).

N jagub jirelikult mingi arvuga reast: P A T Sl M 1) PR e oY
pole aga vdimalik, kuna N on kahe liidetava summa, millest esimene
(korrutis 2-3-5...a) jagub iga arvuga reast: 2, 3, 5, ...., a, teine

aga (1) ei jagu iihegagi neist arvudest. Té&hendab suurimat algarvu
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ei ole olemas; ja kui ei ole olemas suurimat algarvu, siis algarvude
rida on lopmatu. :

Algarvud olid igivanadest aegadest arvukate uurimiste objek-
tiks. Muuseas piitidsid teadlased leida algarvude koostamise seadust,
mis annaks voimaluse avaldada koiki algarvusid {ihe v0i mitme
valemiga, nad piitidsid leida vdhemalt sellist valemit, mis ehk kiill
ei avaldaks koiki algarvusid, voimaldaks siiski leida mistahes suurt
algarvu. Selles mottes pakub erilist huvi XVII sajandi kuulsa
prantsuse matemaatiku Fermat’ katse. Ta leidis, et valem 2n-1
annab algarvusid, kui-n vordub 20 =1, 21 =2, '22—4, 23—8. Toe-
poolest saadakse astendaja m nende véaédrtuste puhul jdrgmised alg-
arvud: >

R R B

Pohinedes nendele vaatlustele (ja mdningatele kaalutlustele
arvude omadustest), Fermat oletas, et valem 2n 41 peab andma alg-
arvusid igasuguse m puhul, mis on 2 astmeks. Seda oletust ei suu-
detud kaua iimber liikata, kuna keegi (enne Eulerit) ei suut-
nud ndidata ilihtegi juhtu, kus valem 2» -+ 1, n vordudes 2 astmega,
oleks andnud kordarvu!. Esimesena liilkkas Fermat’ hiipoteesi iimber
kuulus Euler (XVIII saj.), kes tOestas, et n=25=232 juures valem
20+ 1 annab arvu, mis jagub 64l-ga. See Fermat’- viga kujutab
endast Opetlikku néidet sellest, kuivord pole matemaatikas rakenda-
tav tksikjuhtudelt tiildisele juhtiv jdreldamise meetod (induktiivne
meetod).

Valemite puudumisel, mis avaldaksid koiki algarvusid, on tarvilik
koostada katselisel (empiirilisel) teel jirjestikuste algarvude rida
alates arvust 2 kuni mingi suurema arvuni a. Sellise rea koostamise
koige lihtsamaks ja ka kodige vanemaks viisiks on viis, mida kasu-
tas Aleksandria matemaatik Eratosthenes, kes elas III sajandil enne
meie ajaarvamist. Eratosthenese viis seisneb selles, et naturaal-
arvude reast 2-st kuni a-ni (maksimaalne arv, millega soovitakse
piirata rida) eraldatakse kdigepealt arvud, mis jaguvad 2-ga (peale
2), siis kdik arvud, mis jaguvad 3-ga (peale 3), edasi koik arvud, mis

1 Astendaja n kasvades avaldis 2» -+ 1 annab arvusid, mis suu-
renevad erakorralise kiirusega; nditeks kui n = 2%, siis saadakse arv
65537, kui aga m =25 siis saadakse arv 4294967297. Selliste suurte
arvude kohta oli raske otsustada (selle taseme puhul, millel oli mate-
maatika kui teadus XVII ja XVIII sajandil), kas nad on algarvud
voi kordarvud.
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jaguvad 5-ga, 7-ga, ll-ga (peale nende arvude eneste) jne. Seda
tehakse vidga lihtsalt: kirjutatakse véalja koik paarituarvud alates
3-st kuni a-ni ja tommatakse ldbi iga kolmas arv peale 3, iga viies
arv peale 5, iga seitsmes arv peale 7 jne. ¥

Kiesoleval ajal on olemas tabelid koikide jéarjestikuste algarvude
kohta, mis on vadiksemad kui 9 000 000.

Kui pole olemas kidepdrast algarvude tabelit voi kui antud arv
N on suurem tabelis toodud suurimast algarvust, siis kerkib kiisi-
mus: kuidas teada saada, kas N on algarv voi kordarv? Koige liht-
sam viis selleks seisneb jargmises. Leides eelnevalt \/ITI: kirjuta-
takse vilja koik algarvud, mis on vidiksemad sellest juurest. Olgu
selleks arvud:

guERt IRt

Niiiid jagatakse N 2-ga, 3-ga, 5-ga, . .. ja a-ga. Kui N ei jagu
ithegagi nendest arvudest, siis voib viita ilma edasiste jagamisteta,
et N on algarv. Toepoolest, kuna N = VN - Vﬁ: siis on ilmne, et
arvu N jagamisest arvudega, mis on suuremad kui V N, saadakse
jagatised, mis on véiksemad kui \/N; seeparast, kui arv N voiks
jaguda mingi arvuga, mis on suurem kui VN, siis ta jaguks ka
arvuga, mis on vidiksem kui VN. Kui N on suur, siis see viis voib

osutuda viga visitavaks: kui N > 1000 000, siis V N > 1000; olemas
on aga 168 algarvu, mis on vidiksemad kui 1000 — sellise arvu proo-
vimiseks ldheks jirelikult tarvis monikord kuni 168 jagamist. Arvude
teoorias niidatakse viise, mille abil on voimalik mérgatavalt vdhen-
dada antud arvu proovimiseks vajalike jagamiste arvu, kuid sellzle
vaatamata kiisimuse lahendamine, kas antud arv osutub algarvuks
voi kordarvuks, tekitab veel kéesolevalgi ajal monikord méédratuid
raskusi.

II1. Kordarvu jagajate leidmine.

95. Mis on antud arvu ,jagaja”. Meenutame, et antud
arvu jagajaks nimetatakse arvu, millega antud arv jagub.
Iga algarv, néiteks arv 11, omab ainult kaks jagajat: iihe

ja enese.
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Iga kordarv omab rohkem kui kaks jagajat. Niiteks arv
6 omab 4 jagajat: I, 2, 3, 6; nendest 2 ja 3 on algarvud,
6 aga kordarv.

96. Antud arvu jagajate leidmine. Olgu tarvis leida arvu
420 jagajad. Selleks lahutame selle arvu algtegureiks:

4= 0 84 Bk

On ilmne, et 420 jagub igaiihega neist tegureist; holpus
on ka néha, et 420 jagub samuti ka oma tegurite korrutistega
(kaks, kolm voi enam tegurit). Niiteks 420 jagub korruti-
sega 37, s. o. 21-ga, kuna tegurite 3 ja 7 timberpaigutami-
sel rea algusesse saame:

420—=3:7:2-2:-5=21-2:2-5,
millest nédhtubki, et 420 jagub 21-ga.

Reegel. Selleks, et leida antud kordarvu jagajaid, lahu-
tatakse ta algtegureiks; igaiiks neist tegureist on antud arvu
algjagajaks; algtegurite omavahelisel korrutamisel aga kahe-,
kolme-, nelja- jne. kaupa saadakse antud arvu kordjagajad.

Mdrkus.  Selleks, et leida jagatist kordarvu jagamisel
mingi ta jagajaga, on tarvis dra jitta selle arvu algtegurite
reas ainult need tegurid, millede korrutis vordub antud jaga-
jaga ja korrutada omavahel tilejddnud tegurid.

Naiteks selleks, et leida jagatist, mis saadakse arvu 420
jagamisel 21-ga, tuleb algtegurite reast 420—2-2-3-5.7
korvaldada tegurid 3 ja 7, millede korrutiseks on 21, ja jarele-
jdanud tegurid omavahel korrutada (saame 20).

Nimetatud reegli kasutamisel on vdimalik saada antud arvu
koiki jagajaid. Omagu arv a jagaja b ja olgu arvu a jagamisel b-ga

tekkivaks jagatiseks ¢, nii et

a=Dbc.
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Kui lahutame b ja c¢ algtegureiks ja asendame nad eeltoodud vor-
duses saadud algteguritega, siis saame paremal pool ilmselt arvu a
lahutuse algtegureiks, kusjuures arv b saadakse nende tegurite tea-
tava osa korrutisena. Ulaltoodud reegli jidrgi on voimalik sel wviisil
toepoolest saada antud arvu mistahes jagajat.

IV. Arvude suurim iihisjagaja (suurim iihistegur).

97. Mis on suurim iihisjagaja. Antud arvude suurimaks
ithisjagajaks nimetatakse suurimat arvu, millega jagub iga
antud arv.

Niiteks on kolme arvu, 18, 30 ja 24 suurimaks {ihisjaga-
jaks 6, seepédrast et 6 on suurim arv, millega jaguvad antud
arvud.

Kahte arvu, millede suurimaks ithisjagajaks on iiks, nime-
tatakse dhistegurita arvudeks. Sellisteks arvudeks nditeks on
14 ja 15.

Niitame arvude suurima iihisjagaja kiaks leidmisviisi.

98.. Esimene viis: algteguriteks lahutamise teel. Olgu tar-
vis leida kahe arvu, 180 ja 126 suurim {ihisjagaja. Selleks
lahutame need arvud algtegureiks:

180=2%2:3"3-5; ' 126=2+3°3*7.

Vorreldes nende arvude tegureid, leiame, et nende hulgas on
iihiseid, ja nimelt: 2, 3, 3. Igaiiks neist iihistegureist on ka
arvude 180 ja 126 iihisjagajaks. Selleks, et leida iihiseid
kordjagajaid, on tarvis korrutada omavahel iihistegureid kahe-
ja kolme-kaupa. Suurima iihisjagaja (iihisteguri) saame ilm-
selt siis, kui korrutame omavahel koik iihistegurid.

2-3-3—18.
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Olgu veel tarvis leida suurim iihisjagaja kolmele arvule:
210, 1260 ja 245. Lahutame need arvud algtegureiks:

210|2 1260|2 245|5
10513 630 |2 49| 7
3515 3153 |7
4T 105|3 1
L 355
37
it

Niiid néeme, et nende arvude iihisjagaja vordub iihis-
tegurite 5 ja 7 korrutisega, s. 0. vordub 35-ga.

Eeltoodud viisil on véimalik leida suurimat tihisjaga-
jat neljale, viiele ja enamale arvule.

Reegel. Selleks, et leida mitme arvu suurim ithisjagaja,
tuleb lahutada need arvud algtegureiks ja korrutada omavahel
need tegurid, mis on iihised koikidele arvudele.

Mirkus. Seejuures on tarvis meeles pidada, et kui mingi
algtegur esineb lahutistes koikide arvude algtegurina mitu
korda, siis sama arv korda peab ta esinema ka suurimas
ithisjagajas.

Kasutades p. 92 tarvitusele voetud astmete tahistusviisi,
voime esimeses vaadeldud ndites antud arvude algtegureiks
lahutamise iiles kirjutada jargmiselt:

180 =22-32+5; 126=2-32-7,;

tegurid 5 ja 7 ei kuulu iildse antud arvude suurimasse iihis-
jagajasse, kuna 5 ei esine teises arvus, 7 aga ei esine esi-
meses arvus. Tegur 2 ldheb iihisjagajasse 1 kord, kuna ta
teise algtegurite hulgas esineb ainult 1 kord. Tegur 3 aga
ldheb suurimasse iihisjagajasse 2 korda, s. o. teises astmes,
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kuna ta esineb kummaski antud arvus teises astmes; sel vii-
sil on antud arvude suurimaks iihisjagajaks

2-32=18.

Nii on voimalik viljendada iilalnimetatud reeglit veel jérg-
miselt: selleks, et leida antud arvude suurimat iihisjagajat,
lahutatakse arvud algtegureiks ja leitakse koikide antud arvude
iihiste algtegurite astmete korrutis, kusjuures iga tegur voe-
takse viikseima astendajaga, millega ta esineb antud arvudes.

Niide: suurim iihisjagaja arvudele
9000 =25-32-53 ja 1350=2-33-52.
on: 2-32-52=450.

99. Teine viis: jirkjirgulise jagamise teel. Selgitame esi-
teks selle viisi rakendamist ainult kahele antud arvule, siis
aga kolmele, neljale ja enamale arvule.

See viis rajaneb kahele jargmisele lausele:

I. Kui kahest antud arvust suurem jagub vdiksemaga, siis
viiksem on nende suurimaks iihisjagajaks. -

Votame niiteks kaks arvu, 54 ja 18, millest suurem jagub
viiksemaga. Kuna 54 jagub 18-ga ja 18 jagub 18-ga, siis
tdhendab 18 on arvude 54 ja 18 iihisjagajaks. See jagaja on
samal ajal ka suurimaks, sest 18 ei saa jaguda mingi arvuga,
mis on suurem 18-st.

II. Kui antud arvudest suurem ei jagu viiksemaga, siis
nende suurim iihisjagaja vordub kahe teise arvu, ja nimelt
viiksema antud arvu ja suurema arvu viiksemaga jagamisel
saadud jadgi iihisjagajaga.

Olgu niiteks antud kaks arvu, 85 ja 30, millest suurem
ei jagu viiksemaga.. Jagades esimest teisega, saame:
85:30=2 (jaak 25); siis arvude 85 ja 30 suurim iihisjagaja
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peab olema samuti kahe teise arvu, nimelt 30 ja 25 suuri-
maks {ihisjagajaks (selleks on 5).
Toepoolest leiame jagamisega:

85=30"2 + 25, kust 25=85—30-2.

Meile tuntud summa ja vahe omaduste pohjal (p. 82) on
voimalik tuletada nendest vordustest kahte jareldust:
1) arvude 30 ja 25 iihisjagaja peab olema samuti arvu
85 jagajaks;
2) arvude 85 ja 30 iga iihisjagaja peab olema samuti
jaagi 25 jagajaks.
Seega ilmnes, et 2 arvude paari,
e Nt e e,
85 ja 30 ja 30 ja 25,
peavad omama iihe- ja samasuguseid iihisjagajaid; tdhendab,
et ka suurim {ihisjagaja peab neil olema iiks ja sama.
Vaatleme niiiid, kuidas on voimalik kasutada neid lauseid

kahe arvu suurima {ihisjagaja leidmiseks.
Olgu tarvis leida arvude 391 ja 299 suurim tihisjagaja.

391/ 299
299 1
299 |92
276 8
92 |23
92 4
0

Jagame 391 299-ga, et teada saada, kas ehk 299 ei osutu
suurimaks iihisjagajaks (lause I alusel). Nieme, et 391 ei
jagu 299-ga (saadakse jadk 92) ja seepirast 299 ei ole suuri-
maks iihisjagajaks. Lause Il pdhjal viidame, et arvude 391
ja 299 suurim {ihisjagaja on iihtlasi ka kahe viiksema arvu,
ja nimelt arvude 299 ja 92 suurimaks iihisjagajaks. Piiiiame
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leida nende arvude suurimat {ihisjagajat. Selleks, et teada
saada, kas 92 ei olegi suurimaks iihisjagajaks (lause I),
jagame 299 92-ga. Leiame, et 92 ei ole suurimaks iihisjaga-
jaks (saadakse jddk 23).

Niiiid vdidame siis lause II alusel uuesti, et arvude 299
ja 92 suurim iihisjagaja on iihtlasi ka kahe viiksema arvu, ja
nimelt arvude 92 ja 23 suurim {ihisjagaja. Hakkame otsima
seda jagajat. Selleks jagame 92 23-ga. Nideme, et 23 con
suurimaks {ihisjagajaks arvudepaarile 92 ja 23, jérelikult ka
arvudepaarile 299 ja 92 ja seetottu ka antud arvudepaarile
391 ja 299.

Reegel. Selleks, et leida kahe arvu suurimat iihisjagajat,
jagatakse neist suurem viiksemaga, siis viiksem esimese jii-
giga, seejirel esimene jddk teise jddgiga, teine kolmandaga
jne. niikaua, kuni saadakse jiigiks null; siis viimane jagaja
ongi antud arvude suurimaks iihisjagajaks.

100. Teise viisi rakendamine kolmele ja enamale arvule.

Olgu tarvis leida suurim iihisjagaja kolmele arvule: 78,
130 ja 195. Selleks leiame koigepealt suurima {ihisjagaja
mingile paarile neist, nditeks arvudele 78 ja 130:

g T
78 1
78|52
52 1
52 |26
52 2
0

Nende arvude suurimaks iihisjagajaks on 26.
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Niiiid leiame suurima {ihisjagaja arvule 26 ja kolmandale
antud arvule 195:

195 |_2_§
182 7
26 13

26 o
0.

Sel viisil saadud arv 13 ongi koigi kolme antud arvu suu-
rimaks iihisjagajaks.

Selle selgitamiseks kujutleme, et antud arvud on lahuta-
tud algtegureiks ja et me otsime suurimat iihisjagajat esimese
viisi jargi. Siis peab arv 26, mis on arvude 130 ja 78 suuri-
maks iihisjagajaks, sisaldama eneses koik nende arvude iihi-
sed algtegurid; arv 13, mis on arvude 26 ja 195 suurimaks
(ithisjagajaks, peab sisaldama eneses koik need algtegurid,
mis on iihised nendele arvudele. Arv 13 sisaldab eneses
jarelikult koik algtegurid, mis on iihised kdigile kolmele
arvule: 130, 78 ja 195; tdhendab, 13 on nende arvude
suurim {ihisjagaja.

Kui niiiid peale kolme antud arvu oleks olemas ka veel
neljas arv, siis oleks tarvis samasugusel viisil leida suurim
iihisjagaja arvule 13 ja sellele neljandale arvule jne.

Reegel. Seileks, et leida kolmele voi enamale arvule jark-
jargulise jagamise teel suurimat iihisjagajat, leitakse koige-
pealt suurim iihisjagaja kahele mingile arvule nende hulgast,
siis — suurim iihisjagaja leitud jagajale ja mingile kolman-
dale antud arvule, edasi — suurim iihisjagaja viimasele jaga-
jale ja neljandale antud arvule jne.
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V. Arvude viaikseim iihiskordne.

101. Mis on viikseim iihiskordne. Antud arvude vdiksei
maks iihiskordseks nimetatakse vdikseimat arvu, mis jagub
iga antud arvuga.

Kolme arvu 6, 15 ja 20 vdikseim iihiskordne on 60, kuna
mingi arv, mis on viiksem kui 60, ei jagu 6, 15 ja 20-ga,
60 aga jagub nende arvudega.

Niitame kaks viisi arvude véikseima iihiskordse leidmi-
seks.

102. Esimene viis: viikseima iihiskordse leidmine algtegu-
reiks lahutamise teel. Olgu tarvis leida jiargmiste arvude
viikseim iihiskordne: 100, 40 ja 35. Selleks lahutame need
arvud algtegureiks:

100e=2:2:55; 40==2-2-2"5;  8b2=5-7.

Selleks, et mingi arv jaguks 100-ga, 40-ga ja 35-ga, on
tarvilik ja piisav, et ta sisaldaks nende jagajate koiki
algtegureid. Kirjutame vilja koik arvu 100 algtegurid ja
lisame neile arvu 40 need algtegurid, mis puuduvad arvu
100 algtegurite hulgas. Sel viisil saame korrutise 2:2:5-5-2,
mis jagub nii 100-ga kui ka 40-ga. Lisandame niiiid sellele
korrutisele veel arvu 35 need tegurid, mis puuduvad korruti-
ses. Siis saame korrutise

22:55-2°7=1400,
mis jagub nii 100-ga, kui ka 40-ga ja 35-ga. See ongi nende
arvude viikseim iihiskordne, sest korvaldades temast kas voi
ainult iihe teguri, me saame arvu mis ei jagu mingi iihe
antud arvuga.

Poorame tdahelepanu sellele, et vaadeldud néites, kui me
lisandasime arvu 100 algtegureile selles puuduvaid arvu
40 tegureid, me lisandasime teguri 2. 2 on olemas arvu 100
algteguriteks lahutises, kuid see tegur esineb seal koigest
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2 korda, arvu 40 lahutises — aga 3 korda; seepirast me

peamegi teda lugema ,puuduvaks” arvu 100 algteguriteks
lahutises.

Reegel. Selleks, et leida antud arvude viikseimat iihis-
kordset, lahutatakse need arvud algtegureiks; siis kirjutades
vilja iihe antud arvu algtegureid, kirjutatakse sellele juurde
puuduvad teise arvu algtegurid; saadud korrutisele kirjuta-
takse juurde temas puuduvad kolmanda arvu algtegurid jne.
kuni viimase arvuni. Sel viisil saadud korrutis ongi antud
arvude viikseim iihiskordne.

Kasutades punktis 92 tarvitusele voetud astmete tahistust,

voime iiles kirjutada meie niites antud arvude algteguriteks
lahutused jiargmiselt:

100=22-52; 40=23.5; 385—5-7.

On ilmne, et antud arvude viikseim tihiskordne peab
sisaldama tegureid 2, 5 ja 7; seejuures tegur 2 peab esinema
kolmandas astmes, kuna viiksema astendaja puhul saadud
arv ei saaks jaguda 40-ga; tegur 5 peab esinema teises ast-
mes, kuna saadud arv muidu e jaguks 100-ga; 16puks on
kiillaldane, kui votame teguri 7.esimeses. astmes. Sel viisil
on otsitavaks viikseimaks iihiskordseks

2852 - 7= 1400.

Niisiis voime véljendada toodud reegli veel jargmiselt:
selleks, et leida antud arvude viikseimat ithiskordset, lahuta-
takse nad algtegureiks ja koostatakse korrutis kaikide antud
arvude erinevate algtegurite astmetest, kusjuures iga tegur

voetakse suurima astendajaga, millega ta esineb saadud lahu-
tistes.

103. Moned erijuhud. Vaatleme kahte juhtu, kus viiksei-
mat tihiskordset on voimalik leida viga lihtsalt.
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Esimene juhtum: anfud arvude iikski paar ei oma iihi-
seid tegureid. Olgu niiteks antud kolm arvu:-20, 49, 33:
lahutanud nad algteguriteks

20==2:2-5,  49=—=7-7," 88=3-11,

ndeme, et iikski paar ei oma iihiseid tegureid. Rakendades
sel juhul iildreeglit, jareldame, et koik antud arvud on tarvis
korrutada iiksteisega:

2:2:5:7-7-3:-11 =20-49-33 =32 340.
Eriti tuleb nii toimida, kui otsitakse iiksteisest erinevate

algarvude viikseimat iihiskordset; néiteks viikseim {ihis-
kordne arvudele 3, 7, 11 vordub 3-7-11=231.

Teine juhtum: antud arvudest suurim jagub koéikide iile-
jadnutega. Siis suurim arv ongi véikseimaks iihiskordseks.
Olgu nditeks antud neli arvu 5, 12, 15 ja 60, milledest 60
jagub 5-ga, 12-ga ja 15-ga; kuna seejuures 60 muidugi jagub
ka enesega, siis ta ongi viikseim iihiskordne.

104. Teine viis: viikseima iihiskordse leidmine suurima
iihisjagaja leidmise teel. Olgu tarvis leida viikseim iihis-
kordne arvudele 336 ja 1260. Lahutades neid arve algtegu-
reiks, leiame: 336=24-3-7 ja 1260=22-32-5-7. Anfud
arvude korrutis vordub:

3361260 = (2¢-3-7) - (22:32-5-7). (1)

Meenutame niiiid, kuidas koostatakse kahe antud arvu
suurimat iihisjagajat ja viikseimat iihiskordset. Iga algarv,
mis esineb antud arvude algtegureiks lahutistes, esineb suuri-
- mas iithisjagajas viiksema astendajaga, vdikseimas {ihiskord-
ses aga — suurima astendajaga.

Seega esineb suurimas iihisjagajas 22, véikseimas iihis-
kordses aga 24; suurimas iihisjagajas esineb 3, véikseimas
ithiskordses aga 32; tegur 5, mis esineb ainult {ihe antud arvu
algteguriteks lahutises, esineb nende viikseimas iihiskordses,
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suurimas iihisjagajas aga ei esine; 16puks tegur 7, mis kum-
magi antud arvu algteguriteks lahutises esineb astendajaga I,
peab esinema selle astendajaga nii suurimas iithisjagajas kui
ka véikseimas iihiskordses.

Seega on antud arvude suurim {ihisjagaja 22-3-7 =84,
nende vaikseim {ihiskordne aga 24-32-5-7=5040. Nieme,
et antud arvude koik tegurid, mis asetsevad vorduse (1)
~ parempoolses osas, on jaotunud: neist osa asetseb suurimas
iihisjagajas, iilejddanud aga viikseimas iihiskordses. See-
pédrast antud arvude korrutis 336 - 1260 vordub nende suurima
iihisjagaja 84 ja nende vidikseima iihiskordse 5040 korruti-
sega. Siit jargneb reegel:

Kahe arvu viikseim iihiskordne vordub nende arvude
korrutise ja nende suurima iihisjagaja jagatisega.

Sel alusel voime leida kahe arvu viikseimat iihiskordset,
ilma et lahutaksime neid arvusid algtegureiks. Toepoolest,
antud arvude suurimat ihisjagajat on voimalik leida jark-
jargulise jagamise teel. Pérast seda, kui aga on leitud suu-

rim iihisjagaja, leitakse antud arvude viikseim iihiskordne
holpsalt viimase reegli jargi.

105. Kolme ja enama arvu juhtum. Olgu tarvis leida viik-
seim iihiskordne kolmele arvule: 336, 1260 ja 350. Leiame
koigepealt vdikseima iihiskordse arvudele 336 ja 1260; nagu
nagime punktis 104, ta vordub 5040. Leiame niiiid vdikseima
iihiskordse arvule 5040 ja kolmandale antud arvule. Nende
arvude suurimat i{ihisjagajat on holpus leida (nditeks jark-
jargulise jagamise teel); ta vordub 70. Vaikseim iihiskordne
arvudele 5040 ja 350 vordub p. 104 toodud reegli jargi:

5040 - 350

70 = 25200.

See arv ongi kolme antud arvu viikseim iihiskordne.
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Samal viisil on voimalik leida ka vaikseimat iihiskordset
neljale, viiele ja enamale arvule.

Reegel. Selleks, et leida kolme ja enama arvu viikseimat
ithiskordset, leitakse koigepealt viikseim iihiskordne kahele
mingile arvule nende hulgast, siis — vdikseim iihiskordne
sellele” viikseimale iihiskordsele ja mingile kolmandale antud
arvule, edasi — viikseim iihiskordne teisele viikseimale iihis-
kordsele ja neljandale antud arvule jne.
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III. OS A.

SUURUSTE MOGTMINE.

Meetermoodustik.

106. Sissejuhatus. Seni oli meil tegemist ainult tiisarvu-
dega. Tdisarvude tarvituselevétu aluseks olid ajalooliselt
eelkoige loendamise vajadused; neid vajadusi tdisarvud
rahuldavad tédielikult. Kuid inimese tegevus tekitas juba
igivanal ajal vajadusi, millede rahuldamiseks ei piisanud téis-
arvudest. Tekkis vajadus tarvitusele votta uusi arvusid ja
aritmeetika pidi hakkama tegelema nende arvude omaduste
ja nende késitamise tundmadppimisega.

Inimtegevuse iiheks pohiliigiks, mis tekitas vajaduse arvu
" moiste laiendamiseks, on suuruste mdstmine. Seepirast, enne
kui siirduda uute arvude tundmadppimisele, peame pea-
tuma nii kiisimusel, mida kujutab endast suuruste mootmine,
kui ka tahtsamatel moistetel, mis on seotud selle protsessiga.

107. Suuruste mootmine. Oletame, et me tahame saada
tdpset kujutlust mingi toa pikkusest; siis moodame ira salle
toa pikkuse mingi teise pikkuse abil, mis meile histi on tun-
tud, néiteks meetri abil. Selleks paigutame meetri toa pikku-
sesse niimitu korda kui voimalik. Kui ta mahub toa
pikkusesse tédpselt 10 korda, siis toa pikkuseks on 10 meet-
rit. Samuti selleks, et dra moota mingi eseme kaalu, votame
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teise keha, mille kaal on meile histi tuntud, néiteks keha,
kaaluga iiks gramm, ja teeme kindlaks (kaalude abil), mitu
korda gramm sisaldub mdddetavas kaalus. Kui ta sisaldub
tipselt 5 korda, siis eseme kaaluks on 5 grammi.

Meile tuntud suurust, mida kasutatakse teiste suuruste
mootmiseks, nimetatakse antud liiki siruruste dihikuks. Nii on
meeter pikkuse iihikuks, gramm — kaalu {ihikuks jne.

Sama liiki suuruste jaoks valitakse tavaliselt mitu {ihikut,
moned suuremad, moned viiksemad. Nii nditeks kasutatakse
kaalu mootmiseks peale grammi veel kilogrammi, tonni, milli-
grammi jne.

Ara moéta mingit suurust tihendab kindlaks teha, mitu
korda temas sisaldub teine samaliiki suurus, mis on voetud
lihikuks.

108. Moodud. Igas riigis on valitsuse poolt kindlaks maa-
ratud kindlad iihikud tihtsamatele suurustele. On valmistatud
prototiiiipiihikud: prototiiiipmeeter, prototiiiipkilogramm jne.,
mille jirgi toodetakse iihikuid igapdevaseks tarvitamiseks.
Kasutamisel olevaid iihikuid nimetatakse mootudeks.

Mootusid nimetatakse sama litki mootudeks, kui nad on
ette ndhtud sama liiki suuruste mootmiseks. Nii néiteks
gramm ja kilogramm on sama liiki mo6dud, kuna mdlemad
nad on ette ndhtud kaalu mootmiseks.

Kahe sama liiki moodu suhteks nimetatakse arvu, mis
niitab, mitu korda suurem moot sisaldab vaiksemat. Nii
niiteks on meetri ja sentimeetri suhteks arv 100.

109. Meetermoodustik. Kiesoleval ajal on meil kasutusel
meetermoodustik, mis on kehtiv ka paljudes teistes maades.

Pikkuse iihikuks on meetermoodustikus meeter.

Meetri rahvusvaheliseks prototiiiibiks on tunnustatud
1889. a. Esimese Mootude ja Kaalude Generaalkonverentsi
otsusega plaatina-iriidiumi sulamist moot, mida hoitakse
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alal Rahvusvahelises Mootude ja Kaalude Biiroos, Sévres’i
linnakeses (Pariisi eeslinn) Prantsusmaal.

NSV Liidus on .voetud meetri prototiiiibiks plaatina-irii-
dium-meetri koopia, mis kannab numbrit 28 ja hoitakse Ule-
liidulises Metroloogia ja Standardimise Instituudis Lenin-
gradis.

Meeter jaotatakse 10-ks vordseks osaks, meetri kiimnen-
dik veel 10-ks vordseks osaks, meetri sajandik omakorda veel
10-ks vordseks osaks jne. Teiselt poolt kasutatakse ka
10 meetri, 100 meetri jne. pikkusi mdote. Selleks, et anda
nimetusi meetri kiimnendosadele, kirjutatakse ette sonale

0 2 3 4 5 6 % 8 9 10

1
II’IIII lIII}IHl HlIllIII HHIIHJ IIII|HII IIH‘HII HU,HH IIII‘IIH HII]HH lIIl’HlI

Joon. 1.

»meeter” ladinakéelsed sonad: detsi- (et tdhistada iihte kiim-
nendikku), ¢senti- (iihte sajandikku), milli- (iihte tuhandikku) ;
nii tdhistab detsimeeter iihte kiimnendikku meetrist, fsenti-
meeter — iihte sajandikku meetrist, millimeeter — iihte tuhan-
dikku meetrist.

Sona ,,tsentimeeter” asendatakse tavaliselt prantsuskeelse
sonaga ,,sentimeeter”.

Joon. 1 kujutab 1 detsimeetrit, mis on jaotatud sentimeet-
riteks ja millimeetriteks (loomulikus suuruses).

Meetriga kordseid mdote nimetatakse kreekakeelsete ees-
sonade abil: deka- (10), hekto- (100), kilo- (1000); nii tihen-
dab dekameeter 10 meetrit, hektomeeter — 100 meetrit, kilo-
meeter — 1000 meetrit.

On  kokku lepitud tdhistada meetermdotude nimetusi
lithendatult nii:
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Meetermodtude Lithendatud
nimetused tihised
MPBIRLE S o e N m
detsimeeter . . . . . dm
sentimeeter . . . . . cm
millimeeter . . . . . mm
kllomesten . huiis s km

Pindalade mootmiseks kasutatakse ruutmootusid: ruut-
meetrit, s. o. ruudu pindala, mille kiilje pikkus on 1 m,
ruutdekameetrit jne. Igaiiks neist mootudest sisaldab ene-
ses 100 jargmise madalama jargu mootu: nii sisaldab ruut-
detsimeeter 100 ruutsentimeetrit jne.

Poldude pindala mootmiseks kasutatakse mootusid aar (a)
ja hektaar (ha). Aar on ruutdekameeter; hektaar vordub 100
aariga ja on jarelikult ruuthektomeeter.

Ruumalade mootmiseks kasutatakse kuupmootusid: kuup-
meetrit, s. o. kuubi ruumala, mille serva pikkus on 1 m, kuup-
detsimeetrit jne. Igaiiks neist mootudest sisaldab eneses 1000
jargmise madalama jargu mootu; nii nditeks sisaldab kuup-
meeter 1000 kuupdetsimeetrit.

Kaalu mooduks on gramm (g). Gramm vordub ligikaudu
iihe kuupsentimeetri puhta destilleeritud vee kaaluga tempe-
ratuuri juures 49 Celsiuse (voi 3,20 Réaumur’i) jargi Ohuta
ruumis. Gramm jaguneb detsigrammideks, sentigrammideks
ja milligrammideks; grammiga kotdseid kaalumdotusid nime-
tatakse:- dekagramm, hektogramm ja kilogramm (viimast
nimetatakse ka kilo ja tdhistatakse kg).

Kasutatakse veelgi kaalumdotusid: fonn, mis vordub
1000 kg-ga, ja tsentner, mis vordub 100 kg-ga.

Oonesnoude mahtuvuse- (ja vedel- ning somerainete ruum-
alade) mdootmiseks kasutatakse mootu liiter (1).
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Liiter on ruumala, mis vordub ligikaudu iihe kuupdetsi-
meetriga. Tapsemalt on liiter {ihe kilogrammi vee ruumala
ta maksimaalse tiheduse ja normaalse atmosfiirilise rohu
puhul. Kasutatakse ka hektoliitrit, mis vordub 100 1-ga.

Veel kasutatakse ka detsiliitrit, tsentiliitrit, dekaliitrit ja
kiloliitrit. :

110. Meetermoodustiku  eelised. Meetermoodustikul  on
kolm jargmist tdhtsamat eelist: 1) erinevate suuruste moo-
dud on lihtsas soltuvuses pohiméodust — meetrist; 2) naa-
berjirkude mootude suhe on iiks ja sama koikidele jarkudele
ja koikidele suurustele (vélja arvatud muidugi pindalad ja
ruumalad); 3) see suhe vordub meie arvusiisteemi alusega,
mistottu tehted nimega arvudega lihtsustuvad tunduvalt.

111. Ajamddodud. On olemas kaks pohilist ajamédtu:
00pdev ja aasta. Odpdev kujutab endast (ligikaudselt) aja-
vahemikku, mille viltel Maa teeb iihe tdispéorde iimber oma
telje; o6pdev jaguneb 24 funniks, mida loetakse kas 1-st kuni
24-ni voi 1-st kuni 12-ni ja siis jille uuesti 1-st kuni 12-ni.
Odpéeva alguseks loetakse keskood.  Kiesoleval ajal loetakse
raudteede, laevanduse, posti, telegraafi ja raadiosaadete prak-
tikas tunde 0-st kuni 24-ni (et viltida sonade ,,enne 16unat”
ja ,pérast Iounat” lisandamist).

Nii Geldakse ,kell 2 pieval” asemel el 14% = kelli7
ohtul” asemel —  kell 19",

Odpdev jaotatakse jargmiselt:
v

oopdev =24 tundi;
tund = 60 minutit;
minut =60 sekundit.

Aasta kujutab endast (ligikaudu) seda ajavahemikku,
~mille véltel Maa teeb iihe taistiiru {imber Piikese. On lepitud
kokku lugeda, et kolmes iiksteisele jargnevas aastas on a 365
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pdeva, nendele jargnevas neljandas aastas aga — 366 péeva.
Aastat, mis sisaldab 366 péeva, nimetatakse liigaastaks, aas-
taid aga, mis sisaldavad 365 pdeva — lihtaastateks. Neljan-
dale aastale lisandatakse iiks liigne pdev jargmisel pohjusel.
Maa ringlemise aeg Pdikese iimber ei ole tdpselt 365 6opéeva,
vaid 365 6opdeva ja 6 tundi (ligikaudu). Sel viisil lihtaasta on
liithem toelisest aastast 6 tunni vorra, 4 lihtaastat kokku aga
on lithemad 4-st toelisest aastast 24 tunni, s. o. iihe d0pédeva
vorra. Seepirast lisandatakse igale neljandale aastale iiks
oopdev (29. veebruar). Seejuures loetakse liigaastateks aas-
tad, millede arvud jaguvad 4-ga ilma jaégita (naiteks 1936.,
1940. jne.).

Aasta jaguneb 12 mittevordseks osaks, milliseid nimeta-
takse kuudeks. Kuude nimetused nende jarjekorras on jarg-
mised: jaanuar (31 pdeva), veebruar (28 VOi 29 péeva),
marts- (31), aprill (30), mai (31), juuni (30), juuli (31),
august (31), september (30), oktoober (31), november (30),
detsember (31).

Ajaarvamine, mille jargi 3 aastat loetakse 365-pidevasteks,
neljas aasta aga 366-pdevaseks, kehtestati Rooma diktaatori
Julius Caesari poolt (45. aastal enne meie ajaarvamist) ja
seepirast nimetatakse seda juuliuse ehk vanaks kalendriks.
Venemaal oli ta kasutusel kuni revolutsioonini, pérast Suurt
Sotsialistlikku Oktoobrirevolutsiooni see asendati rahvus-
vahelise uue ehk gregooriuse kalendriga (omab sellise nime-
tuse Rooma paavsti Gregorius XIII nime jérgi, kes kehtes-
tas selle ajaarvamise 1582. aastal). Selle kalendri jérgi on
ajaarvamine XX sajandil 13 pieva vorra ees vanast kalend-
rist; kui vana kalendri jargi niiteks on 10. detsember, siis
uue kalendri jirgi loetakse 23. detsember. Seega selleks, et
uuelt kalendrile iile minna vanale kalendrile, on tarvis uue
kalendri kuupéevast maha arvata 13 pieva. Naiteks, kui
meil oli 5. marts 1936. aastal, siis vana kalendri jargi see
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oleks olnud 21. veebruar samal aastal, kuna maha vottes
5 mdrtsikuu pdeva, me peame jirelejadinud 8 pdeva maha
arvama veebruarist, veebruaris oli aga 1936. aastal 29 pdeva.

112. Gregooriuse ajaarvamise alused. Aega iihest kevadpoori-
pédevast kuni jargmise kevadpo6oripdevani ‘nimetatakse piikese- ehk
troopiliseks aastaks; aega, mis loetakse aastaks tsiviil-ajaarvamise
kohaselt, nimetatakse tsiviilaastaks. Kuna aastaegade muutused sol-
tuvad Maa asendist Piikese suhtes, siis pdikeseaasta kujutab endast
sellist ajavahemikku, mille wviltel tiielikult toimuvad aastaaegade
muutused. Seepérast on soovitav, et tsiviilaasta voimalikult {ihtuks
pdikeseaastaga; ainult sel tingimusel satuvad aastaajad erinevatel
ajajdrkudel iihtedele ja samadele kuudele. Julius Caesari poolt keh-
testatud ajaarvamine ei saavutanud seda téielikult. Selle ajaarva-
mise jérgi loetakse tsiviilaastaks 365 pédeva ja 6 tundi, kuna piikese-
aastaks on (ligikaudu) 365 pideva 5 tundi 48 minutit 48 sekundit,
nii et aasta juuliuse kalendri jérgi on pdiikeseaastast pikem (ligi-
kaudu) 11 minuti 12 sekundi vorra, mis 400 aastaga teeb valja
umbes kolm péeva. Juuliuse ajaarvamist parandati esmakordselt
paavst Gregorius XIII poolt 1582. aastal. Sel aastal oli vahe tsiviil-
kalendri ja péikesekalendri vahel 10 pdeva, nii loeti niditeks 1. sep-
tember sel ajal, kui piikeseaja jérgi oleks tulnud lugeda 10. septem-
ber. Selleks, et kaotada vahet tsiviilaja ja piikeseaja vahel, kiaskis
Gregorius 1582. aastal lugeda 5. oktoobri asemel 15. oktoober. Sel-
leks, et seesugune mahajdimine edaspidi ei korduks, miirati kind-
laks, et edaspidi tsiviilajaarvamise iga 400 aastat tulevad lithendada
3 O0pédeva vorra. See lithendamine pidi toimuma jérgmisel viisil.
Juuliuse ajaarvamise jirgi need aastad, millede arvuks on taissajad,
néiteks aastad 1600, 1700 jne., pidi loetama 366-pievasteks. Gregorius
aga tegi ettepaneku lugeda need aastad lihtaastateks, vilja arvatud
aastad, millede sajaliste arv jagub 4-ga. Seetdttu gregooriuse aja-
arvamise jirgi 1600. aasta tuli lugeda liigaastaks (16 jagub 4-ga),
aastad 1700, 1800, 1900 aga — lihtaastateks, kuna juuliuse ajaarva-
mise jargi koik need neli aastat loeti liigaastateks. Sel viisil lithen-
datakse iga 400 aastat 3 pi#eva vérra. Gregorius XIII poolt kehtes-
tatud ajaarvamine on tuntud gregooriuse kalendri nime all. Ta on
kédesoleval ajal kasutusel peaaegu kogu Euroopas. Gregooriuse
kalendrif nimetatakse teisiti uueks kalendriks, juuliuse kalendrit
aga — vanaks kalendriks. Kuna 1582. aastal uus kalender ldks ette
vanast kalendrist 10 pdeva vorra ja pérast seda veel kolme péeva
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vorra (1700., 1800. ja 1900. a.), siis kdesoleval ajal vana kalender jédb
maha uuest kalendrist 13 pdeva vorra.

113. Nimega (konkreetsed) arvud. Téisarvu koos nende
ithikute nimetustega, milledest ta on koostatud, nimetatakse
nimega arvuks. Niiteks 5 pliiatsit, 3 meetrit, 37 grammi —
on nimega arvud. Kui aga arvu juures ei ole niidatud nende
iihikute nimetusi, milledest ta on koostatud, siis sellist arvu
nimetatakse nimeta (abstraktseks) arvuks. 5, 3, 37 — nimeta
arvud.

Sgnadele ,nimega arv”’ antakse monikord veelgi laiem
tihendus. Oletame nditeks, et mingi keha kaalu kindlaks-
tegemisel leidsime, et selleks kaaluks on 3 kg ja peale selle
veel 350 g; siis selle keha kaalu, mida kirjutatakse

3 kg 350 g,

nimetatakse samuti nimega arvuks (kuigi siin toeliselt on
olemas kaks eri arvu ja kaks eri mootu). Samuti nimeta-
takse ka 12 m 47 cm nimega arvuks.

Nimega arvu nimetatakse ithenimeliseks arvuks, kui ta
sisaldab vaid iihe nimetusega iihikuid, néiteks 3 kg.

Nimega arvu nimetatakse mitmenimeliseks arvuks, kui ta
sisaldab eri nimetusega iihikuid, nditeks 3 kg 350 g.

Kui kaks nimega arvu véljendavad iiht ja sama suurust,
siis loetakse nad vérdseteks. Naiteks nimega liitarv 2 km
95 m vordub nimega lihtarvuga 2025 m, kuna need mole-
mad arvud viljendavad iiht ja sama pikkust.

Nimega arvu teisendamist mingi madalama jargu iihiku-
teks nimetatakse peenestamiseks, nimega arvu vastupidist
teisendamist korgema jargu iihikuteks nimetatakse idlestami-
seks. Nii arvu 2 km 25 m teisendamine arvuks 2025 m on
peenestamine, vastupidine teisendamine aga (arv 2025 m
arvuks 2 km 25 m) on iilestamine.

114. Mispirast suuruste mootmiseks on tarvilikud uued
arvud. Kui tahame loendada, mitu lauda on klassis voi mitu
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puud on aias, siis leiame alati tidisarvu, mis vastab meie
kiisimusele. Seepérast esemete loendamiseks peale tdisarvude
mingeid teisi arve ei vajata.

Kui aga tahame dra moo6ta niiteks toa pikkust, siis tahame
teada, mitu korda valitud pikkusiihik, niiteks meeter, mahub
sellesse pikkusesse. Seejuures voib juhtuda, et kui oleme
paigutanud meetri sellesse pikkusesse 5 korda, siis mérkame,
et jdi veel moGtmata osa toa pikkusest, kuid et meeter sellesse
pikkusesse enam ei mahu — jirelejdinud pikkus on viiksem
kui meeter. See tdhendab, et mdddetav pikkus sisaldab
mootihikut (meetrit) rohkem kui 5 korda, vihem aga Kkui
6 korda. Tahendab vastuseks kiisimusele, mitu meetrit sisal-
dab moodetav pikkus, ei saa olla tdisarv, sest ei ole olemas
tdisarvu, mis on suurem 5-st ja viiksem 6-st. Kui me aga
tahame siiski saada vastust meie kiisimusele mingi arvu
ndol, siis peame laiendama meie poolt tundmadpitavate
arvude valdkonda, s. t. peame tarvitusele votma peale tais-
arvude veel moningaid teisi, uusi arve. Nende arvude,
tundmadppimisele me niiiid asumegi.
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IV OSA.

HARILIKUD MURRUD.
I. Pohimoisteid.

115. Uhiku osad. Me oleme juba kohanud selliseid moot-
tihikuid, mida on voimalik jaotada vordseteks osadeks.
Nii néditeks on 1 m voimalik jaotada 100 cm-ks; iiks 66pédev
on jaotatav 24 tunniks. '

Me nimetame sentimeetrit meetri sajandikuks; tipselt
samuti me nimetame tundi 66pdeva kahekiimneneljandikuks.
Millimeeter kujutab endast meetri {tuhandikku. - Odpaev
kujutab endast kolmesaja kuuekimne viiendikku lihtaastast
(s. o. mitte liigaastast). Gramm on fuhandik kilogrammist;
minut on kuuekiimnendik tunnist.

Kahendikku nimetatakse liihendatult pooleks, neljandikku
— veerandiks.

116. Murdarv. Terviku iiht osa voi kogumikku terviku mit-
mest vordsest osast nimetatakse murruks.

Naiteks: 1 kiimnendik, 3 viiendikku, 12 seitsmendikku —
on murrud.

Taisarv koos murruga moodustab segaarvu; naiteks 3 ter-
vet ja 7 kaheksandikku (s. t. 3 tervet iihikut, millele on lisan-
datud veel 7 kaheksandikku {ihikut).
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Murdusid ja segaarvusid nimetatakse nende eraldamiseks
tdisarvudest, mis on koostatud tervetest iihikutest, murdarvu-
deks.

117. Murru kujutamine. On lepitud kokku kujutada
murdu jargmiselt: kirjutatakse arv, mis nditab, mitu osa sisal-
dab murd; selle alla tommatakse joon; joone alla kirjutatakse
teine arv, mis néditab, mitmeks vordseks osaks on jaotatud
tervik, millest voeti murd. Nditeks 3 viiendikku kujutatakse
jargmiselt: %

Arvu, mis asetseb murrujoone peal, nimetatakse murru
lugejaks; ta néditab nende osade arvu, millest on koostatud
murd. Arvu, mis asetseb joone all, nimetatakse murru nime-
tajaks; ta nditab, mitmeks vordseks osaks jaotati tervik. Mole-
maid arve nimetatakse murru litkmeteks.

Segaarvu kujutakse jargmiselt: kirjutatakse tdisarv ja
‘temale juurde kirjutatakse paremale poole murd; niiteks arv

3 ja kaks seitsmendikku kirjutatakse jargmiselt: 3?.

118. Murdarvude saamine mootmisel. Oletame, et soovime
moota mingit pikkust meetri abil. Oletame, et meeter mahub
sellesse pikkusesse 7 korda, kusjuures saadakse meetrist véik-
sem jddk. Et dra moota seda. jadki, otsime sellise osa meet-
rist, mis, kui voimalik, mahuks jddgisse ilma uue jaigita.
Mahtugu kiimnendik meetrist jadgisse tdpselt 3 korda. Siis
oeldakse, et moodetav pikkus vordub 7% meetriga.

Samuti voivad tekkida murdarvud kaalu moodtmisel (nii-

teks 2% grammi), aja mootmisel (néditeks 11() tundi) jne.
Seega voib murdarv tekkida maooimise tulemusena.

119; Murdarvude tekkimine tdisarvu jaotamisel vordseteks
osadeks. Olgu tarvis jaotada 5 kg leiba 8-ks vordseks osaks.
Me voime teostada selle jaotamise jargmiselt: kujutleme, et
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leiva iga kilogramm on jaotatud 8-ks vordseks osaks (kahek-
sandikkudeks); siis 5 kg leivas on selliseid osasid 8-5, s. o.
40, viie kg leiva iihes kaheksandikus peab neid olema 40 :8,
s. 0. 5. Tahendab kaheksandik 5 kg-st vordub 2 -ga iihest
kilogrammist (ja iildiselt kaheksandik 5-st mingist iihikust

vordub %-ga ithest sellest tihikust).

Votame veel teise ndite: arvu 28 on tarvis vdhendada
5 korda, s. t. 28 asemel on tarvis votta iiks viiendik sellest
arvust. 28 on arvude 25 ja 3 summa. Viiendik arvust 25
on 5. Selleks, et leida viiendikku 3-st, jaotame iga iihelise

5-ks vordseks osaks; vottes igalt iiheliselt ?1), leiame, et viien-

dik kolmest iihelisest on g Tédhendab viiendik arvust 28

vordub 5?—)-ga.
On aga voimalik leida viiendikku arvust 28 ka veel jarg-

miselt: viiendik {ihest iihelisest on ;); viiendik teisest iihelisest

on samuti :—); kui sel viisil votame viiendiku igalt 28 iihe-
liselt, siis saame 258. Niiviisi:

selleks, et jaotada tdisarvu vordseteks osadeks, tuleb votta
see tdisary murru lugejaks, nimetajaks aga kirjutada teine
arv, mis niitab, mitmeks vordseks osaks on jaotatud tdisarv.

Niiteid. Uks kaheteistkiimnendik arvust 7 on —172 :

15 8 by :
veerand arvust 15 on 713; murd 13 on kolmeteistkiimnendik

arvust 8; murd 2—69- on kuuendik arvust 29.
Jireldus. Iga murdu voib vaadelda kui kogumikku mitmest
iihesugusest iihelise osast ja ka kui dhte osa mitmest tervest

iihelisest. Nii kujutab murd g endast 5 kaheksandikku iihest
iihelisest ja ka iihte kaheksandikku 5 iihelisest.
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120. Murdarvude vordsus ja mittevordsus. Kahte murdarvu
loetakse vordseteks, kui suurused, mida viljendavad need
arvud dhe ja sama mootithiku puhul, on omavahel vordsed.

F |
Roiis | i 1 lg
U L L] T l4
| eI Al ! i 1 | [ L i .Q
¥ L ¥ T T T v lﬁs
i 1 i 1 1 [l L [ 4 [l 1 L;_g
] T T T v T T T T T T T 112

Joon. 2.

Votame mingi murru, néiteks % (olgu selleks % sellest

pikkusest, mis on kujutatud joonisel 2). Jagame iga veerandi
pooleks, saame veel vidiksemad osad; iihes veerandis on selli-
seid osi 2, tdhendab, tervik sisaldab neid 2-4=38; jire-
likult need on kaheksandikud; koim veerandit sisaldab neid

kaheksandikke 2-3=6; tdhendab murd % vordub murruga

Sellega tahame iitelda, et kaks pikkust, millest iiks on

w ol

. v 6 k i o
; meetrit, teine aga g meetrit, on omavahel vordsed. Voi et

kaks raskust, millest iiks vordub '43 kilogrammiga, teine g

kilogrammiga, on omavahel vordsed jne.

Kahest mittevordsest murdarvust loetakse suuremaks see,
mis viljendab suuremat suurust dhe ja sama maoétihiku

puhul. Nii nditeks, kui iitleme, et—;—>——é , siis tahame sellega
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i 1 : L §
rohutada, et naiteks £ grammi on suurem kui § grammi,

1 5 ) R
5 tundi on suurem kui 5 tundi jne.

Kui aga kahe murru lugejad on vordsed, siis on nendest
suurem see, mille nimetaja on vdiiksem, sest ta sisaldab
samasuguse arvu suuremaid terviku osi kui teine. Naiiteks

2 8y,
5 on suurem kui e

121. Lihtmurd ja liigmurd. Murdu, mille lugeja on viik-
sem nimetajast, nimetatakse lthimurruks; murdu aga, mille
lugeja on suurem nimetajast v6i temaga vordne, nimetatakse
liiggmurruks. On ilmne, et lihtmurd on iihest véiksem, liig-
murd aga on temast suurem voi temaga vordne; niiteks:

8

7 9
s <ly Tl >

122. Tiisarvu muutmine liigmurruks. Iga tédisarvu on voi-
malik viljendada iihelise mistahes osades. Olgu nditeks
tarvis viljendada 8 kahekiimnendikkudes. Uks iiheline sisal-
dab 20 kahekiimnendikku; 8 iihelist sisaldab neid jarelikult
20-8, s. 0. 160. Tahendab:

20-8 _ 160
20 20 °

Samuti viljendub arv 25 veerandeis liigmurruga 1(10 y
arv 100 viljendub seitsmeteistkiimnendikkudes liigmurruga
1700

17

Reegel. Selleks, et muuta tdisarv antud nimetajaga liig-
murruks, tuleb see nimetaja korrutada tdisarvuga ja saadud
korrutis votta lugejaks, nimetajaks aga kirjutada antud nime-
taja.

o 7

jne.

Mairkus: Tiisarvu on monikord kasulik kujutada niisu-
guse murruna, mille lugeja vordub selle tdisarvuga, nime-

tajaks aga on iiks. Nii kirjutatakse 5 asemel monikord ‘;i
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(viis tihendikku). Et anda motet sellistele viljendustele,
on kokku lepitud, et arvu ,,iithendik” on arv ise.

123. Segaarvu muutmine liigmurruks. Olgu tarvis teisen-

dada liigmurruks segaarv 82. See .téihendab, et on tarvis

teada saada, mitu viiendikku sisaldab kaheksa iihelist koos
kolme viiendikuga samast iihelisest.

Uks iiheline sisaldab 5 viiendikku; jarelikult kaheksa iihe-

list sisaldab neid 5-8, s. o. 40; tihendab kaheksa iiheljst
koos kolme viiendikuga sisaldab neid 40 + 3, s. o. 43.

e EaSERIHE 3
Niisiis, 85::3'_ Samuti
T aBwaeby 1
o Arades g ot
1 4-104+1 41
S T Y

Reegel. Selleks, et muuta segaarvu liigmurruks, korruta-
takse tiisarv nimetajaga, saadud korrutisega liidetakse lugeja
ja see summa voetakse otsitava murru lugejaks, nimetaja
jietakse aga endiseks.

124. Liigmurru muutmine segaarvuks. Olgu tarvis tei-

sendada segaarvuks liigmurd 129, s. 0. teada saada, kui palju
see liigmurd sisaldab iihelisi ja kui palju jaab jarele
kaheksandikke, mis ei moodusta iihelist. Kuna iiheline sisal-
dab eneses 8 kaheksandikku, siis 100 kaheksandikku sisaldab
niimitu {tihelist, kuimitu korda 100 kaheksandikku sisaldab
8 kaheksandikku. 8 kaheksandikku sisaldub 100 kaheksandi-
kus 12 korda, kusjuures jddb jirele veel 4 kaheksandikku.
Niisiis -

100

4
8 =12§.
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Samuti:

59
8

814 _
Db

Aol T s
=ihe or =

LR 1.

3.
=7§, 12
Reegel. Selleks, et muuta liigmurdu sega- voi tdisarvuks,
jagatakse lugeja nimetajaga; sel jagamisel saadud tiisjagatis
niitab segaarvu iiheliste arvu, jiik aga — iiheliste osade

arvu segaarvus.

Liigmurru segaarvuks teisendamist nimetatakse monikord
ka veel tdisosa eraldamiseks sellest murrust.

II. Murru suuruse muutumine tema liikkmete muut-
misel.

125. Murru kummagi liikme suurendamine voi vihenda-
mine sama arv korda. Vaatleme uuesti joonist 2 (lk. 108);
punktis 120 jagasime iga veerandi 2-ks vordseks osaks; mie
saime sel viisil kaheksandikud; kolm veerandit sisaldab

6 kaheksandikku ja seepirast, nagu nidgime, murd : vordub
murruga ~g—.

Kui jagame iga veerandi kahe asemel 3-ks vordseks osaks,
siis saame veelgi viiksemad osad, mida {iheline sisal-
dab 3-4, s. 0. 12 (need on, tihendab, kaheteistkiimnendikud),

kolm veerandit sisaldab neid aga 3-3, s. t. 9; siis: saame%

9 : % 3
asemel murru g5, mis suuruselt on vordne murruga e Jaga-
des sel viisil iga veerandi 2, 3, 4, 5 jne. vordseks osaks,
saame rea jargmisi vordseid murdusid:

3 6 [ bR R [

G Vi v [ L e e
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Igaiiks neist murdudest, alates teisest, saadakse esimesest

murrust %selle lugeja ja nimetaja korrutamisega iihe ja sama

arvuga: 2, 3, 4 jne., tihendab murru suurus ei muutu, kui ta
lugejat ja nimetajat korrutada iihe ja sama arvuga (ehk
suurendada sama arv Kkorda).

Uldkujul on murru sellist omadust vdimalik viljendada
jargmiselt: §

a ~ am

b B

Siit jargneb, et murru suurus ei muutu ka siis, kui ta luge-
jat ja nimetajat jagada iihe ja sama arvuga (ehk vihendada

sama arv korda). Niiteks murru g—g molemad litkmed jagu-

Z. 3 :
vad 10-ga; selle murru voime asendada murruga +, Mmis

saadakse, kui murru gg— lugejat ja nimetajat vihendada 10
korda.

126. Murru iihe liikme suurendamine v6i vihendamine
moni arv korda. Kui suurendada (véi vihendada) murru luge-
jat moni arv korda, siis murd suureneb (voi viheneb) sama

arv korda. Niiteks suurendades murru 132 lugejat 3 korda,

saame i-; See murd on suurem eelmisest 3 korda, seepérast
et ta sisaldab 3 korda rohkem osi, osad aga jiid endisteks.

Kui suurendada (v6i vihendada) murru nimetajat mani

arv korda, siis murd viheneb (vdi suureneb) sama arv korda.

4ot ; 4

Suurendades naiteks murru ip imetajat 5 korda, saame 50 °

See murd on viiksem eelmisest 5 korda, seepirast et (vas-

' 4 4.5 202520

tavalt p. 125) 10=10.5—50> 50 o1 aga 5 korda suurem
7l
kui 50°
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127. Murru suurendamine vo6i vihendamine mingi arv
korda. Teades, kuidas muutub murd ta lugeja voi nimetaja
muutumisel, voime tuletada jargmised reeglid:

1) selleks, et suurendada murdu mingi arv korda, tuleb
suurendada sama arv korda ta lugejat voi vihendada sama
arv korda ta nimetajat;

2) selleks, et vihendada murdu mingi arv korda, tuleb
vihendada sama arv korda ta lugejat voi suurendada sama
arv korda ta nimetajat.

Naditeid:
7 30
i3 suurendada 5 korda; saame 15
7 . 42 7
i3 suurendada 6 korda; saame 75. ehk 5.
8 ¥ 8
T vidhendada 7 korda; saame 83
8 . 8 2
=y vihendada 4 korda; saame zg ehk —

Muidugi pole lugeja vihendamine mingi arv korda (murru
vdhendamiseks) vo6i nimetaja vidhendamine mingi arv korda
(murru suurendamiseks) mitte alati voimalik (nagu nihtub
toodud néidetest), vaid on voimalik siis, kui lugeja v6i nims-
taja jagub selle arvuga, mis nditab, mitu korda on tarvis
murdu vdhendada vo6i suurendada.

128. Murru mdlema liikme suurendamine v6i vihendamine
a
iilhe ja sama arvu vorra. Oletame, et murru R molema liikmega

a-+m
on liidetud iliks ja sama arv m; siis saame uue murru I;_::—_m Vord-
leme seda murdu eelmisega. Selleks korrutame eelmise murru male-
mad liikkmed (b -+ m)-ga, uue murru moélemad liikmed aga b-ga:
a a(b +m) a+m (a+m)b

b b(b-{-m)’ b~ (b4+myb-

& Aritmeetika V ja VI kl
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Niiiid vordleme saadud kahe murru lugejaid omavahel, kuna
nende nimetajad on iihesugused: s
ab+m)=ab+am ja- (a-+mb=ab+ dbm.

Lahutades molemast saadud summast ab, saame esimesel juhtﬂ
am, teisel juhul bm. Kui voetud murd on védiksem duhest, s. o.
kui a < b, siis am < bm; tdhendab antud juhul lihtmurd suurenes.
Kui aga antud murd on suurem iihest, s. t. kui @ > b, siis am > bm;
tidhendab antud toiminguga selline murd véhenes.

Niisiis:

kui murru’ liilkmetega liita iiks ja sama arv, siis iihest vaik-
sem murd suureneb, ithest suurem murd aga viheneb.

Naiteks kui votta murd —1, ja liita tema lugejaga ja nime-
e k1,

tajaga iiks, siis saame murru 51—+ Mis on suurem

kui ; kui aga vott d3=11ja scllega tel

kui —; kui aga votta murd 5 =15ja scllega teha sama,
4 1 : S5

siis saame murru T—T——l—_—_—l-“—’ mis on véiksem kui--.

III. Murru taandamine.

129. Mida nimetatakse murru ,taandamiseks”.  Murru
taandamiseks nimetatakse tema asendamist teise temaga
vordse. murruga, mille litkmed on vaiksemad, ja mis saadakse
lugeja ja nimetaja jagamisel ihe ja sama arvuga.

Taandada on mundugi voimalik ainult sellist murdu, mille
liikmed omavad mingit (ihist jagajat peale iihe; niiteks

9
murdu 5 0N voimalik taandada, murdu 5 aga ei ole voimalik

0
taandada, kuna esimese murru lugeja ja nimetaja omavad

tihisjagaja 4 (taandamisel saadakse murd g), teise murru

lugejal ja nimetajal aga ei ole mingit iihisjagajat peale arvu
tiks.
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Murdu, mida pole voimalik taandada, nimetatakse
taandamatuks.

130. Kaks taandamise viisi. Esimene viis (jarkjar-
guline taandamine) seisneb selles, et kasutades jagu-
vuse tunnuseid, piiiitakse leida murru lugeja ja nimetaja
mingi iihisjagaja (peale arvu iiks); kui niisugune jagaja on
olemas, siis taandatakse sellega murdu; pérast taandamist
saadud murdu, kui voimalik, taandatakse samal viisil uuesti
ja seesugust jarkjargulist taandamist jétkatakse niikaua, kuni
saadakse taandamatu murd.

10 4 3
840 .84 21 7
3600 360 90 30°

Meelespidamiseks on kasulik algul kirjutada murru kohale
arv, millega taandatakse (taandaja). Hiljem, kui on oman-
datud teatav vilumus, loobutakse niisugusest pealekirjutusest.

Teine viis (tdielik taandamine) seisneb selles,
et leitakse murru liikmete suurim tihisjagaja ja, kui selleks

ei ole iiks, jagatakse temaga murru liikmed. Olgu nai-

teks tarvis taandada murd 212;.-. Selleks leiame arvude 391

ja 527 suurima iihisjagaja (see on 17) ja taandame seltega:
391 _ 801:17 _ 23
527 . G27E1T =8k
Sel juhul saadakse pérast taandamist taandamatu murd.
Toepoolest peab murru liikmete suurim iihisjagaja sisaldama
eneses koik iihised algtegurid, mis leiduvad nendes liikmetes;
seepdrast, kui jagame temaga lugejat ja nimetajat, siis saa- -
dud jagatised ei saa eneses enam sisaldada mingeid iihis-
tegureid (peale arvu iiks) ja jérelikult ei saa omada iihis-
jagajaid.
131. Taandamatudest murdudest. Teorcem. Kui antud murd

vardub mingi taandamatu murruga, siis seadakse antud murru litk-
med selle taandamatu murru liikmete korrutamisel ihe ja sama

taisarvuga.

8% 115



Oletame, et

iy
RS B

kusjuures oletame; et esimene murd on taandamatu, s. t. et ta
lilkmed a ja b ei oma iihisjagajaid peale arvu iiks. On tarvis toes-
tada, et a, on a kordne ja etb, onb kordne ja seejuures vordne arv
korda. Toestamiseks korrutame teise murru molemad liikmed b-ga,

esimese murru liikmed aga — b, -ga; kuna murdude suurused see-
tottu ei muutu, siis saame vorduse

aby __ a;b

bby bb’

kust leiame, et
ab, = a,b.

Korrutis ab, jagub a-ga, tdhendab ka korrutis a,b jagub a-ga;
arvud b ja a on eelduse kohaselt iihisjagajata, mistottu on tarvilik,
et a, jaguks a-ga (p. 88). Tdhistades a, ja a jagatise tdhega m,
vbime kirjutada: a, = am, mille jdrgi viimase vorduse alusel saame:

ab1 = amb.

Jagades selle vorduse molemad pooled a-ga, saame:

bl =D,

Seega oleme kindlaks teinud, et a,=am ja b, =bm, mida
oligi.vaja toestada.

Jireldus 1. Kaks taandamatut murdu on vordsed ainult siis,
kui mendel on vordsed lugejad ja vordsed nimetajad.

Jéireldus 2. Iga murd vordub iihe ja ainult iihe taandamatu
murruga. Toepoolest teiné taandamise viis (p. 130) niitab, et iga
murd vordub mingi taandamatu murruga; kui aga ta vorduks kahe
sellise murruga, siis need kaks taandamatut murdu vorduksid teine-
teisega, mis pole aga voimalik jdrelduse 1 tottu. Tédhendab antud
murd vordub ainult tihe taandamatu murruga.

IV7 Murdude teisendamine iithenimelisteks.

132. Seletus. Votame niiteks kaks murdu % ja 1—75 ja
seame iiles kiisimuse, kas ei ole voimalik avaldada neid
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murde iihesugustes terviku osades. Murd %on taandamatu;
seepirast nende murdude nimetajad, milledega vo6ib vorduda

murd %, peavad olema arvud, mis on 12 kordsed. Teiste
sonadega, peale kaheteistkiimnendikkude on voimalik teda
viljendada veel kahekiimne neljandikkudes, kolmekiimne
kuuendikkudes, neljakiimne kaheksandikkudes jne. Samuti

peavad murdude nimetajad, millega voib vorduda taandamatu

murd 17—5 olema arvud, mis on 15 kordsed; nende kahe murru
ithine nimetaja peab olema jérelikult arvude 12 ja 15 iihis-
kordne, viikseim iihine nimetaja aga peab olema arvude [2
ja 15 viikseim iihiskordne. Leiame nende arvude vdikseima
tihiskordse: :
19 =92 43
15 =3 5;

Pl e 2 203 == B0

1—7_,) viikseimaks whisnimetajaks.
Selleks, et avaldada kumbagi neist murdudest kuuekiimnen-
dikkudes, leiame nende nimetajate nn. laiendustegurid ehi
latendajad, s. t. leiame kummagi nimetaja jaoks arvu, millega
teda on tarvis korrutada, et saada vitkseimat ihisnimetajat.
Kuna 60 = 125 =154, siis 60 saamiseks on tarvis 12 kor-
rutada 5-ga, 15 aga 4-ga. Selleks, et murru suurus ei muu-
tuks, on tarvis korrutada kummagi murru lugejat sama
arvuga, millega korrutatakse ta nimetajat, seepédrast:
G 8 (B B Be r T ik - 2B
1977 12+5 72 002 A 15 Fri160dr s 60
Olgu veel tarvis teisendada iihenimelisteks (vaikseima

£ TSRS :
iihisnimetajaga murdudeks) kolm murdu: g5, 5512 75 Esi-

mene neist on taandatav murd; pdrast taandamist ta annab

§ 4
~ . J
See ongi murdude 7 a

45 llejdanud murrud on taandamatud.
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Leiame koikide nimetajate, 45, 20 ja 75 viikseima iihiskordse:
45—=3-3-5, laiendaja 45 jaoks on 20;
20 = 0uD by 29 | SR o
IBE—FEB1 s 5 DR

Korrutame niitid iga murru molemad liikmed ta nimetaja
laiendajaga:

B 2020 S0 ¥ RiaSe BIR B BAS . 096

45 45120 9002 20 = 20-45 000’ .75 = 1b-12 900"

Reegel. Selleks, et teisendada murdusid ithenimelisteks
viikseima iihisnimetajaga, neid koigepealt, kui voimalik, taan-
datakse; seejirel leitakse koikide nimetajate viaikseim iihis-
kordne ja iga nimetaja jaoks mdidratakse vastav laiendaja;

lopuks korrutatakse iga murru molemad liikmed ta nimetaja
laiendajaga.
'133. Moned erijuhud. 1. juhtum: dikski nimetajate paar
ei sisalda iihistegureid.
Naiteks:
Lol i
g TR
Kuna sel juhul nimetajate viéikseim {ihiskordne vordub
nende Kkorrutisega, siis on iga murru molemaid
liikmeid tarvis korrutada filejddnud mur-
dude nimetajate korrutisega:

3 __3-15-8 360
75 15 B 8402
4 4.7.8 224
1575015 o980 8407
5 __5-7-15 52

8 8:7-15 - 840°
Eriti toimitakse nii, kui nimetajateks on iiksteisest eri-
nevad algarvud. ;
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2. juhtum: suurim nimetaja jagub igaiihega ilejadnu-
test.
Niiteks:
3
X

[~

8
281

5,1

Nimetaja 315 jagub 7-ga ja 15-ga. Sel juhul suuriin
nimetaja on koikide nimetajate viikseimaks {ihiskord-
seks; tihendab ta peab olema viikseimaks tihis-
nimetajaks; '

laiendaja 7 jaoks on 45;

- 45
.45

~a| w
|
,w

R
315°

-1

laiendaja 15 jaoks on 21;

| =

7.2

7 - 21 1476 258"
5.21 8151 31

8

I

=315

—
—
o

b

V. Tehted murdarvudega.
Murdarvude liitmine.

134. Definitsioon ja reegli tuletamine. Murdarvude liit-
mist voib defineerida samal viisil, nagu taisarvude liitmist
{p. 19), ja nimelt:

liitmine on tehe, mille abil miiu antud arvu (liidetavat)
iihendatakse iiheks arvuks (summaks), mis sisaldab eneses
liidetavate koik ithelised ja ROIR nende osad.

1) Olgu tarvis leida jihenimeliste murdude summa, nai-
teks:

| =

3.4

it

e

+

-
—
—_
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On ilmne, et 7 iiheteistkiimnendikku ja 3 iiheteistkiimnen-
dikku ja 5 iiheteistkiimnendikku mingist iihelisest moodusta-
vad 7 + 3-+ 5 iiheteistkiimnendikku samast iihelisest, s. t.:

7+3+5 15
11+11+11 e o 1_

2) Olgu tarvis liita erinevate nimetajatega ehk isenime-
lised murrud, naiteks jargmised:

3 7 9
7t
Teisendades koik need murrud iihenimelisteks (viikseima
iihisnimetajaga), teostame liitmise samuti, nagu esimeselgi
juhul:

20 8

v

60 4-56 445 161 '
+10+16 00 2_

Arv, mis on kirjutatud meelesp1damlseks iga murrue
kohale, on laiendaja, millega on tarvis korrutada murru liik-
meid, et teisendada ta iihenimeliseks.

Reegel. Selleks, et liita murde, on tarvis nad teisendada
ithenimelisteks, siis liita lugejad ja nende summa alla kirju-
tada iihine nimetaja.

3) Olgu lopuks tarvis liita segaarvud:
42 89 3:') ‘
181+ 3% -

Liidame kc")igepealt murrud:
2 3

4427425 56 __ 28 13
15+10+6 30 =50 15" 155°

Seejdrel liidame tdisarvud ja nende summaga liidame
arvu tiiks, mis saadi murdude liitmisel:

Forg A iy

Tahendab taissumma on 16%
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Markus. Nulli liitmisel murdarvuga tuleb kinni pidada
samasugusest tingimusest, nagu tdisarvude liitmiselgi, ja
nimelt: liita mingi arvuga null voi nulliga mingi arv tahen-
dab jitta see arv muutuseta.

135. Summa omadused. Murdarvude summal on samad
omadused, nagu tdisarvude summalgi (p. 20), ja nimelt:

1) summa ei muutu liidetavate jiarjekorra muutumisel ja

2) summa ei muutu, kui asendame mingi liidetavate rithma
nende summaga.

Summa muutumine liidetavate muutumisel jdab ka murd-
arvude puhul samaks (p. 27) nagu taisarvudegi puhul, s. o.
kui mingi liidetav suureneb voi vaheneb
mingi arvu vorra, siis ka summa suureneb
voi vdheneb sama arvu vorra.

Murdarvude lahutamine.

136. Definitsioon ja reegli tuletamine. Lahutamine ot
tehe, mille abil suuremast antud arvust (vihendatavast)
lahutatakse osa, mis vordub vdiiksema antud arvuga (lahuta-
tavaga). i %

Voib samuti 6elda, et lahutamine on tehe (vastupidinz
liitmisele), mille abil kahe liidetava antud summa ja iihe
liidetava jérgi leitakse teine liidetav.

1) Olgu antud lahutamiseks {thenimelised murrud, nditeks
jargmised:

e 3
8 8 °

Kui seitsmest kaheksandikust lahutame osa, mis vordub
kolme kaheksandikuga, siis jdab jérele ilmselt 7—3 kahek-
sandikku:

i it A

AT T o i

1
=5,

12¥



2) Olgu antud isenimelised murrud, niiteks:
11273
15 82
Siis, teisendades need murrud iithenimelisteks, teostame
lahutamise nii, nagu varem seletatud:

8 5

X8
8

K

88—45 _ 43
2 e LT

15

Reegel. Selleks, et lahutada murrust murdu, on tarvis
teisendada nad iihenimelisteks, siis lahutada vihendatava luge-

jast lahutatava lugeja ja nende vahe alla kirjutada iihine
nimetaja. '

3) Kui on tarvis lahutada segaarvust segaarvu, siis, kui

voimalik, lahutatakse murrust murd, tiisarvust aga taisarv.
Naiteks:

4 b |
Dk Doy 36 33 .3
o4 T EahP Sk T RV T o 1

Kui aga védhendatava murd on viiksem lahutatava mur-
rust, siis voetakse vdhendatava tdisosast {iks iiheline, peenes-
tatakse see vastavateks osadeks ja liidetakse vdhendatava
murruga; parast seda toimitakse nii, nagu eespool oli kirjel-
datud. Naiteks:

6 b §
iy 4 1 R T g YOO * S T
78 T Mes P Y6 0he T uee

Samuti toimub ka murru lahutamine tdisarvust, naiteks:

3 29 o) 2
Ly ey ;) T e s, s . e gl
7 25—-65 ~5—45,

3 17 3 14
Wi ae

Markusi. 1) Nulli lahutamisel tuleb kinni pidada samast
tingimusest, nagu oli ndidatud tdsarvude lahutamisel, ja
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nimelt: lahutada null mingist arvust tihendab jitta see arv
muutuseta.

2) Murdarvude vahe muutub antud arvude muutumisel
tiiesti samasuguselt nagu tdisarvude vahe, ja nimelt: kui-
suurendada (voi vihendada) vihendatavat mingi arvu vorra,
siis ka vahe suureneb (voi viheneb) sama arvu vorra; kui
suurendada (voi vihendada) lahutatavat mingi arvu vorra,
siis vahe viheneb (voi suureneb) sama arvu vorra.

Osa leidmine antud arvust.

137. Osa leidmine antud arvust on tarvilik viga paljude
iilesannete lahendamisel.
iilesanne 1. Rong liigub ihtlaselt, kiirusega 40 km tun-
& 7 .
nis. Missuguse teekonna ta labib tunniga?

7

On ilmne, et ¢ tunniga rong labib niimitu kilomeetrit, kui-
mitu kilomeetrit sisaldab ; 40-st km-st. Selleks, et leida
1 arvust 40, leiame koigepealt % sellest arvust (s. o. 40
vihendame 8 korda), siis aga suurendame saadud tulemust

7 korda:

1

= arvust 40 on 5;

; arvust 40 on 5 X 7 = 35.
Tihendab, rong lébib —;— tunniga 35 km.
Selles iilesandes leidsime —;— arvust 40.
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Ulesanne 2. Uks meeter riiet maksab 18% rubla. Mitu

rubla on tarvis maksta selle riide 1% meetri (s. 0. 4

eest?

meelriy

On ilmne, et% meetrit maksab niimitu rubla, kuimitu rubla
sisaldab } arvust 18%. Selleks leiame koigepealt % sellest

arvust ( s. o. vihendame 4 korda arvu 18%), tulemust aga
suurendame siis 7 korda:

1 1 37 37

, arvust 18-5-(5. 0. aryust »2—) b o e 1 2

7 i 37 377 259 3
d S 't ROAM Aok iR N L X Lo
73 arvust 182 (5:20 arvustz) Off ‘s s e i B2

Tahendab Z— meetri eest tuleb maksta 3’2% rubla.

Selles iilesandes me leidsime i~ arvust 181 2

¥ 8 5
Ulesanne 3. Leida g aroust .

Leiame koigepealt ; arvust % (s. t. vahendame 3 korda

5 "
arvu ), siis aga suurendame saadud tulemust 8 korda.

1 s} 5
g arvust 6 on m;

S T e PR S AR
3 8 BB raonB ieEy s

Selles tilesandes le_idsime§

t5
3 arvus B

Nendest iilesannetest tuletame reegli: selleks, et leida
mingi murruga madratud osa antud arvust, on tarvis vihen-
dada seda arvu niimitu korda, kuimitu iihelist on murru nime-

tajas, tulemust aga suurendada niimitu korda, kuimitu iihelist
on murru lugejas.
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Protsendi leidmine antud arvust.

' 138. Mis on protsent. Me teame juba, et moningatele
enamkasutatavatele terviku osadele on antud eri nimetused:
kahendikku nimetatakse pooleks, neljandikku — veerandiks.
Viga sageli (nditeks toodangu arvestamisel ja rahalistel
arveldustel) kasutatakse sajandikke; seepdrast nad on saa-
nud samuti eri nimetuse.

Mingi arvu sajandikku nimetatakse selle arvu protsendiks.
Seepirast tdhendab nditeks 5 protsenti mingist arvust seda-
sama, mida tihendab 5 sajandikku (ehk iiks kahekiimnendik)
sellest arvust.

Protsenti tahistatakse mérgiga %; nii 17% mingist arvust

tihendab 17 protsenti, s. o. ]1_076 sellest arvust.

Meie riiklikud t66-hoiukassad annavad hoiuste omanikele
3% aastas tulu; see tihendab, et iga hoiukassasse pandud

i s graeet
summa suureneb aasta viltel 3% vorra, s. t. jop vorra (sel-

lest summast); need 3% on hoiuste omaniku aastaseks sisse-

tulekuks.
Kui raagitakse, et tooline-stahhaanovlane taitis 2509
normist, siis see tihendab, et tema poolt antud toodang moo-

dustab 250%, s. t. {50 = ;:2}, normi, s. o. saadud iiles-

&

annet; teiste sonadega, ta andis toodangut 2% korda rohkem
kui ndgi ette norm.

139. Protsendi leidmine antud arvust. Olgu tarvis leida

18% arvust 245; kuna 18% tihendab %'0" siis iilesanne lahen-

datakse p. 137 ‘toodud reegli jargi:

245 - 18 1
18% arvust 245 on —%30—:4410.

Vaatleme veel kolme jargmist {ilesannet.
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Ulesanne 1. Ulikonna tellimisel, mille hind oli 240 rubla,
maksis tellija 15% kdsirahaks; leida kdsiraha suurus.
Lahendus. On ilmne, et peame leidma 15% (s. o. 11(?0)
arvust 240; p. 137 reegli jargi

15% arvust 240 on “41%015 =236 (rubla).

Ulesanne 2. Metsatooliste brigaadil oli iilesandeks val-
mistada 90 kuupmeetrit puid; iilesanne iiletati 20% vorra;
kui palju puid valmistas brigaad?

Lahendus.

S0%" aruist o0t en 901;)%0: 18 (kuupmeetrit).

Jérelikult on tilesanne (90 kuupmeetrit) iiletatud 18 kuup-
meetri vorra ja tdhendab brigaad valmistas puid 90 -+ 18 —
= 108 (kuupmeetrit).

Ulesanne 3. Riiklik siselaen annab 4% aastatulu; mitme
aastaga on tulu 300-rublaliselt obligatsioonilt 42 rubla®

Lahendus. Koigepealt teeme kindlaks, kui palju tulu
toob 300-rublaline obligatsioon i{ihe aastaga; selleks on tar-

vis leida 4% arvust 300; 4% arvust 300 on 5o — 12 (rubla).

Tédhendab obligatsioon toob 12 rubla aastas tulu. Seepiirast

toob ta 42 rubla tulu 42:12—3 ], (aastaga).

Murdarvude korrutamine.

140. Definitsioonid. 1) Murdarvu korrutamist tadisarvuga
defineeritakse samuti nagu tdisarvudegi korrutamist, ja nimelt:
korrutada mingit arvu (korrutatav) faisarvuga (kordaja)
tahendab leida summa tihesugustest liidetavatest, milles iga

126



liidetav vordub korrrutatavaga, liidetavate arv aga — korru-
tajaga.

-Z korrutada 5-ga tahendab leida summa:

i 7 7 7 7
i e R
2) Korrutada mingi arv (korrutatav) murruga (korrutaja)
tihendab leida selle murruga mddratud osa korrutatavast..

Nii 5 korrutadais-ga tahendab leida »g viiest iihelisest.

—i— korrutada %-ga tdhendab leida % arvust i :

Sel viisil osa leidmist antud arvust, mida oleme eelnevalt
vaadelnud, nimetame niiiid murruga korrutamiseks.

3) Korrutada mingi arv (korrutatav) segaarvuga (korru-
taja) tdhendab korrutada korrutatavat koigepealt korrutaja
tdisarvuga, siis korrutaja murruga ja litta saadud korruta-
miste tulemused. : :

Niditeks:

2 4 442
3 T

Arvu, mis saadakse korrutamisega, nimetatakse koikidel
nendel juhtudel korrutiseks, s. t. just niisamuti nagu tais-
arvude korrutamiselgi.

Nendest definitsioonidest nahtub, et murdarvude Kkorruta-
mine on alati voimalik ja annab iihese tulemuse.

4
3

141. Nende definitsioonide otstarbekohasus. Et selgitada
endale kahe viimase - korrutamise definitsiooni otstarbekoha-
sust aritmeetikas, vaatleme jargmist iilesannet.

tlesanne. Uhtlaselt liikudes [dbib rong tunnis 40 km;
kuidas teada saada, mitu kilomeetrit Labib see rong antud

tundide arvu vdaltel?
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Kui oleksime jdanud korrutamise selle definitsiooni juurde,
mis on toodud tdisarvude aritmeetikas (vordsete liidetavate
liitmine), siis meie {ilesandel oleks kolm erinevat lahendus-
viisi, ja nimelt:

kui antud tundide arv on tdisarv (nditeks 5 tundi), siis
iilesande lahendamiseks on tarvis korrutada 40 km selle tun-
dide arvuga;

kui antud tundide arv avaldub murruna (naiteks ; tundi),
siis peame leidma sellise murdosa 40 km-st;

10puks, kui antud tundide arv on segaarv (nditeks S%tundl)‘,

siis on tarvis korrutada 40 km tdisarvuga, mis sisaldub sega-
arvus, ja tulemusega liita 40 km-st veel selline murdosa, mis
leidub segaarvus.

Viimati antud definitsioonid voimaldavad anda koikide
nende juhtude puhul iihise vastuse:

on tarvis korrutada 40 km antud tundide arvuga, mis-
sugune ta ka ei oleks.

Niisiis, kui esitada iilesanne tildkujul jargmiselt:

ithtlaselt liikudes labib rong tunnis. v km. Mitu kilo-
imeetrit 1dbib rong ¢ tunniga?

siis, millised ka ei oleks arvud v ja ¢, voime anda iihe
vastuse: otsitav arv viljendub valemiga v -t

Midirkus. Leida mingi murruga madratud osa antud arvust
tihendab meie definitsiooni jérgi sedasama, mis korrutada
antud arv selle murruga; seepdrast, leida 5% (s. t. viis sajan-
dikku) antud arvust tdhendab sedasama, mis korrutada antud

ary l-gov-ga véié% -ga; leida 125% antud arvust tdhendab seda-

k 125 21> :
sama, mis korrutada see arv;,-ga vOi-ga jne.
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142. Mirkus selle kohta, millal suureneb arv korrutamisel
ja millal ta viheneb.

Korrutamisel lihtmurruga arv viheneb; korrutamisel liig-
murruga arv suureneb, kui see liigmurd on suurem iihest, ja
ei muutu, kui ta vordub iihega.

Niiteks korrutis 5-% peab olema viiksem kui 5, sest ta

g 7 T . B
tahendab v arvust 5, 5 viiest on aga véiksem kui & viiest,

; : 9 i
s. t. viiksem kui 5; korrutis 5 peab olema suurem kui §,

A 9 e -
sest ta tdhendab arvust 5, — viiest on aga suurem kui

8
8 e . 3 . 8 8
5 viiest, s. t. suurem kui 5; 16puks korrutis 5- 5 S i i

arvust 5 on 5.

Mdrkus. Murdarvude korrutamisel, nagu tdisarvude
korrutamiselgi, korrutis loetakse vordseks nulliga, kui fiks
teguritest vordub nulliga; nii O-% =0 ja—Z;-O:O.

143. Korrutamise reeglite tuletamine. 1) Murru korruta-

mine tiisarvuga. Olgu tarvis murd 1% korrutada 5-ga, see

tahendab i% suurendada 5 korda. Selleks, et suurendada

murdu 5 korda, tuleb suurendada ta lugejat voi vdhendada ta
nimetajat 5 korda (p. L27).

Seepérast:
o I 3'5_15_.3 ,ﬁ_ R —=— 3 __-—.34
i*'{)——_"l—-l()——zehklo 0—10:5 2-

1. reegel. Selleks, et korrutada murdu tiisarvuga, on tar-
vis korrutada selle tdisarvuga murru lugejat, nimetaja aga
jitta endiseks; selle asemel v6ib ka murru nimetajat jagada
antud tiisarvuga (kui see voimalik), liugeja aga jitta endiseks.
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Markus. Murru korrutis tema nimetéjaga on vordne
tema lugejaga.
Nii:
5 5.8
e G
2) Tdisarvu korrutamine murruga. Olgu tarvis 7 korru-
tada %-ga. See tdhendab leida % arvust 7. Selleks leiame

k6igepealt—;— arvust 7, seejdrel aga %;

1 7 ;
< arvust 7 on =3 (p- 119);
%—arvust 7 on l; (D 427 )
Tdhendab:
4 Tivdo 28
L840 Trr i ot

2. reegel. Selleks, et korrutada tdisarvu murruga, on
tarvis korrutada tdisarvu murru lugejaga ja see korrufis
votta lugejaks, nimetajaks aga kirjutada antud murru nime-
taja.

3) Murru korrutamine murruga. Olgu tarvis % korru-
tada —;—-ga. Selleks leiame -kéigepealt%, siis aga%arvust—g—.

1 3 3 -
§ arvust - on vy p. -127);

7
8

arvust > on -7
5 O Ran

Tahendab:
7 3.7 21

3 —_— —_—
o

AW Lk

3. reegel. Selleks, et korrutada murdu murruga, on tar-
vis korrutada lugejat lugejaga ja nimetajat nimetajaga ja
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esimene korrutis votta korrutise lugejaks, teine aga nimeta-
jaks.

Mirkus. Seda reeglit on vdimalik rakendada ka murru
korrutamisel tdisarvuga ja tdisarvu korrutamisel murruga,
kusjuures tdisarvu tuleb vaadelda murruna, mille nimetajaks
on iiks. Naditeks:

Sl B Ul o CAR o i,
g T LR T e T St

4 7 4 7.4 28 1
lig e pes g g dge

Kolm #sjaesitatud reeglit iihenduvad sel viisil itheks, mida ld-
kujul on vdimalik viljendada jargmiselt:

LSRR Y
R AT R
4) Segaarvude korrutamine.

4. reegel. Selleks, et korrutada segaarvusid, tuleb teisen-
dada nad liigmurdudeks ja siis korrutada murdude korrutamise
reeglite jargi. Niiteks:

3 23 7.23 161 1
B A e v R g
3 2 13 14 13- 14 182 2
B) Resdp =iy Ao g sk

144. Taandamine korrutamisel. Murdude korrutamisel,
kui see voimalik, tuleb teostada eelnevat taandamist, nagu
nihtub jargmistest néidetest:

16 5  16-5 _ 4:5 __ 20

2).ﬁ'2—8—21-28 oT.7 T 147°

Selline taandamine on voimalik seetottu, et murru suurus,
kui ta lugejat ja nimetajat vihendada sama arv korda, ei
muutu.
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145. Korrutise muutumine tegurite muutumisel. Murd-
arvude korrutis muutub tegurite muutumisel tiiesti sama-
suguselt nagu tdisarvude korrutiski (p. 53), ja nimelt:

kui suurendada (voi vihendada) mingit tegurit moni arv
Korda, siis korrutis suureneb (voi viheneb) sama arv korda.

Kui naites
L T

Wb B,
3
suurendame Korrutatavat naiteks 2 korda, s. t. v asemel
Wi : g o
votame %—{—%, siis el kujuta uus korrutis endast = mitte

3 o IR g
murrust +, vaid sellest murrust, mis liidetavana on voetud

2 korda; tihendab, uus korrutis peab olema eelmisest suurem
2 korda. Ja toepoolest

87 AT oLV ehy 12
5T =35 35 0N 2 korda suurem kui 5

= .
Suurendame samas niites korrutajat niiteks 3 korda, s. t.

L 4 T e g i
votame - asemel 7+7+7; siis uus korrutis ei kujuta

endast mitte enam ~4— korrutatavast, vaid 3 korda — 4 temast,

tdhendab uus korrutls peab olema eelmisest suurem 3 korda.
Ja toepoolest :

3 12_ 36 36 12
57 =35 3 on 3 korda suurem kui g.

146. "Kolme ja enama murru korrutamine. Olgu tarvis

tamise tehted tuleb teostada selles Jarjekorras nagu tegu-

rid on ‘kirjutatud, s. t. % 5 tuleb korrutada —-ga Korrutades
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A
3.8 korrutades seda arvu
kolmanda murruga, leiame: AR 01

g4, R B U6 o Qi BlaBiet 2 5
Tihendab:

selleks, et korrutada mitut murdu, tuleb korrutada oma-
vahel nende lugejad ja omavahel nende nimetajad ja esimene
korrutis votta korrutise lugejaks, teine — korrutise nimeta-
jaks.

kahte esimest murdu, saame

Markus. Seda reeglit on voimalik rakendada ka niisugus-
tele korrutistele, kus moned tegurid on tdis- voi segaarvud,
kui ainult vaatleme tdisarvu murruna, mille nimetajaks on
iiks, segaarvud aga teisendame liigmurdudeks. Néiteks:

3 AR R V0 Lot Lo L. ki b g
Sl R ot S e ot v Y Rany U Tyt

147. Korrutamise pohiomadus. Korrutamise omadused,
mis olid kehtivad tdisarvude puhul (p-des 56, 57 ja 59), on
kehtivad ka murdarvude korrutamisel. Meenutame neid oma-
dusi.

1) Korrutis ei soltu tegurite jarjekorrast.

Niaiteks:

Taéepoolest, eelmises punktis toodud reegli kohaselt vordub

3 ¢ 2.5.3 : .
esimene korrutis murruga g g7, teine aga vordub murruga
5.3.2
6-4-3
med erinevad teineteisest ainult tegurite jarjekorraga, téis-
arvude korrutis aga ei soltu tegurite jérjekorrast.

. Need murrud aga on vordsed seepdrast, et nende liik-

2) Korrutis ei muutu, kui mingi tegurite riilhm asendada
nende korrutisega.
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Niditeks:

$. & T8 8 AT O
sest et
5,32 1_5.32.1
8 8l 5.0 Dakiieh
ja
S 1)_5-3 2:% 5.3.(2:.1). 5-8.2:1
G AT Sl G T8 Gk (1B 20875

Tulemused saadakse iihesugused.

Korrutamise sellest omadusest on véimalik tuletada jarg-
mist jareldust:

selle asemel, et korrutada mingit arvu korrutisega, voib
seda arvu korrutada esimese teguriga, saadud arvu korrutada
teise teguriga jne.

Néditeks:

358 8
10-(1.7 =10

5
Py
sest omaduse 2) kohaselt me vdime korrutises 10 - (% -';’-
sulgudes seisva arvuga korrutamise asendada jarkjargulise

korrutamisega %-ga ja %-ga.
3) Korrutamise jaotuvuse seadus (liitmise suhtes).
Selle asemel, et korrutada summat mingi arvuga, voib korru-

tada selle arvuga iga liidetavat eraldi ja liita tulemused.

See seadus oli kehtiv tiisarvude kohta (p. 59). Ta jaib
kehtima ka murdarvude puhul.

Niitame, et vdrrand
: @t+db+ec+..)m=am+bm+cm-+...

(korrutamise jaotuvuse seadus liitmise suhtes) on tdepoolest oige ka
siis, kui tdhed tdhendavad murdarvusid. Vaatleme kolme juhtu.
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1) Oletame esiteks, et korrutaja m on tédisarv, niiteks m =3
(@, b, ¢ — mistahes arvud). Taisarvuga korrutamise definitsiooni
kohaselt voib kirjutada (piirdudes lihtsuse mottes kolme liidetavaga):

(a+b+C)-3=(a+b+C)+(a+b+c)+(a+b+c).

Liitmise ithenduvuse seaduse pohjal vdime parempoolses o0sas
4ra jatta koik sulud; rakendades aga liitmise vahetuvuse seadust ning
seejirel uuesti tihenduvuse seadust, voime, nagu on -ilmne, {imber
kirjutada parempoolse osa jargmiselt:

@+a+a+®+o+b)+ctecto.
Niiiid saame:

(a+b+c)-3=a-3+b'3+c-3.

Tihendab jaotuvuse seaduse kehtivus sel juhul on toestatud.
2) Niiiid oletame, et korrutaja m on murdarv, mille lugejaks on

iiks, nditeks m= _;- . Korrutada a +b-+c murruga -;— tdhendab

: i 5 a b C g
leida 5 osa sellest summast. See osa vordubg_*_-g_{_-&- , milles

vbime veenduda, kui korrutame selle avaldise 8-ga. Toepoolest kuna
8 on tdisarv, siis esimesel juhul toestatu kohaselt saame pérast
korrutamist:

¢
.8+-—8‘.8’

| &

£.8
g or
mis vordub summaga
at+b+c
Tihendab kaheksandik sellest summast vordub toepoolest

Moz o g
ststs
mida voime kirjutada ka jargmiselt:
1 1 1
a--§+b--§+c-—s‘.
Jéarelikult
1 1 1 1
(a+b+c)'—§=a-§+b-§+c-§.

Me ndeme, et jaotuvuse seaduse kehtivus toestub selgi juhul.
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3) Lopuks oletame, et korrutaja m on mistahes lugejaga murd,
naiteks m='§— (siia kuulub ka see juht, kui m on ‘segaarv).
Korrutada summat a + b -+ ¢ murruga .2— tdhendab leida% sellest

1
summast, milleks on tarvis korrutada -;— temast 9-ga. 3 summast

aga, nagu me niilidsama veendusime, vordub % +.§ —}—%; tédhendab

-g- temast on:

(i 2 i)
8. +@+%) Y
mis esimesele juhule vastavalt vordub:

£ Bt
5 IR eE

9

9
a-g+b- -I—c'-g.

®| ©

Téhendab
9 9 9 9
(a+b+c)-§=a.§+b.-§+c.§_

Seega jaotuvuse seaduse kehtivus on tdestatud koikide juhtude
puhul.

-

Tundmatu arvu leidmine tema osa jirgi.

148. Ulesanded ja reegel. Enne kui iile minna murdar-
vude jagamisele, on kasulik vaadelda, kuidas saab leida tund-
matut arvu, kui on antud tema osa suurus. Selguse otstarbel
késitleme seda kiisimust jdrgmistes lihtsates iilesannetes.

Muudame iilesandeid, mis on toodud p. 137, jéargniiselt:

Ulesanne 1. Uhtlaselt liikudes libis rong 35 km % tun-
niga. Mitu kilomeetrit libib see rong tunnis? ‘
On ilmne, et rong ldbib tunnis sellise arvu kilomeetreid,

millest % on 35 km. Téhendab selles iilesandes on antud
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tundmatu arvu seitsme kaheksandiku suurus (35 km), tar-
vis aga on leida see arv.

Kuna 35 km on % antud arvust, siis, vihendades 35 km
7 korda,

leiame-;- sellest tundmatust arvust;
seejarel aga tulemust 8 korda, leiame

s. t. ta tdissuuruse. Selguseks
iiksikasjalikuma iileskirjutusega:

suurendades

% tundmatust arvust,

avaldame selle arutluse

7

5 tundmatust arvust on 35;

1 35

o i3] iE) i i

8 N

g_ ” ” ” 357. 8 — _f’_ig = 40.

Tahendab, rong ldbib tunnis 40 km.

Ulesanne 2. 1 % meetrit riiet maksab 32% rubla. Mitu
rubla maksab 1 m seda riiet?

Et 1% meetrit =% meetrit ja need% meetrit maksavad

32—2— rubla, siis, vahendades 32% rubla 7 korda, leiame ‘lz meetri

hinna, seejédrel aga, suurendades seda hinda 4 korda, leiame

iihe meetri hinna. Avaldame selle iiksikasjaliku ileskirju-
tusega:

3 259
% meetrit maksab 32§ rubla =3 rubla;
i 259 :
I % » 7 rubla;
4 250.4 .1
2— » » —8——7—— 18 5 l'llbla.

137



Ulesanne 3. Leida arv, millest % on 2—3— (;—_ ZTO).

20
. tundmatust arvust on R

8
1 20
? ” ” ‘” —9‘8 N
20-3 5
% ” ” ” _9_?=.6_'

Nendest iilesannetest tuletame reegli: selleks, et leida
tundmatut arvu mingi murruga maiiratud tema antud osa
suuruse jargi, tuleb vihendada seda suurust niimitu korda,
kuimitu iihelist on murru lugejas, ja suurendada tulemust nii-
mitu korda, kuimitu iihelist on murru nimetajas.

149. Arvu leidmine protsentide jirgi. Olgu 18% mingist

arvust 143—); selleks, et leida seda arvu, margime, et 14%

moodustab % sellest arvust; seepdrast tuleb eelmises punk-
72

tis toodud reegli kohaselt tundmatu arvu leidmiseks l4%= 3

jagada 18-ga (saameg) ja tulemus korrutada 100-ga
(saame 80).
Vaatleme kaht iilesannet.

Ulesanne 1. Hoiukassa hoiuseomaniku tulu 4 aastaga oli
12 rubla 84 kop. Leida hoius 1.

Lahendus. Tulu 4 aasta eest oli 12 rubla 84 kop. ehk
1284 kopikat. Tahendab tulu 1 aasta eest on 1284 : 4 — 321
(kopikat). Kuna hoiukassa maksab 3% aastatulu, siis
321 kopikat on 3% hoiusest. Selleks, et leida hoiuse suurust,

1 Seejuures eeldatakse, et iga aasta 16pul hoiuse omanik vdtab
kassast vélja oma tulu, nii et hoiuse suurus jdrgmisel aastal jdib
endiseks.-
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on eelmises punktis toodud reegli kohaselt tarvis jagada see
arv 3-ga ja tulemus korrutada 100-ga:

21.100=10700 (=107 rubla).

Ulesanne 2. Linna elanikkude arv on 134 400 inimest.
Pirast Suurt Sotsialistlikku Oktoobrirevolutsiooni on see kas-
vanud 60% vorra. Kui palju elanikke oli linnas enne revo-
lutsiooni?

Lahendus. Tundmatule elanikkude arvule on lisandunud
60% selles arvust. Kuna iga arv moodustab 100% (sada
sajandikosa) iseendast, siis uus elanikkude arv (134 400)
moodustab 160% nende eelmisest arvust. Seepirast endise
elanikkude arvu leidmiseks on tarvis eelmises punktis toodud
reegli kohaselt arv 134 400 jagada 160- ga ja tulemus korru-
tada 100-ga:

134 400

T 100 =84 000 (inimest).

Murdarvude jagamine.

150. Definitsioon. Jagamine on tehe (vastupidine korru-
tamisele), mille abil kahe teguri antud korrutise (jagatava)
ja ihe teguri (j agaja) jargi leitakse teine tegur (jagatis).

Nii niiteks — Jagada—- ga tidhendab leida niisugune arv,

mida on tarvis korrutada >- 5-8a, et saada -—, ehk 1e1da selline

arv, millega on tarvis korrutada T’ et saada g. Esimesel

juhul jagatis kujutab endast otsitavat korrutatavat, teisel
juhul — otsitavat korrutajat.

Kuna korrutatav ja korrutaja voivad vahetada oma kohad,
siis jagatise suurus ei soltu sellest, kas see jagatis tihendab
korrutatavat voi korrutajat.
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Mdrkusi. 1) Téisarvude aritmeetikas on see definitsioon
rakendatav ainult jddgita jagamisel; murdarvude aritmeeti-
kas on see definitsioon aga, nagu varsti ndeme, rakendatav
alati, véljaarvatud juhul, kui jagaja voérdub nulliga.

2) Lihtmurruga jagamisel arv suureneb; liigmurruga
jagamisel aga arv viheneb, kui see liigmurd on suurem iihest,
ja ei muutu, kui ta vordub iihega.

Néiteks jagatis 5 :% peab olema suurem kui 5 seepérast,
et see jagatis korrutatult %-ga peab moodustama 5; kuna

d < 3 ” i
aga korrutamisel — -3, nagu me teame, iga arv viheneb, siis

see jagatis peab olema suurem kui 5. Samal viisil on vdi-

malik selgitada, miks jagatis 5 : %peab olema viiksem kui 5
(kuna korrutamisel —g--ga see jagatis suurenedes peab andma

arvu 5).

151. Jagamise reeglite tuletamine. Jagamisel voib esi-
neda 5 jargmist juhtu.

1) Tidisarvu jagamine tdiisarvuga. Niisugust jagamist
on vaadeldud tdisarvude aritmeetikas. Kuid seal ei olnud
tapne jagamine alati voimalik, kuna jagatav ei ole igakord
jagaja korrutiseks tdisarvuga; seeparast tuli iildjuhul vaa-
delda jaigiga jagamist. Niilid aga, kui on teostatav murruga
korrutamine, on voéimalik tiisarvude jagamine . igal juhul,
vilja arvatud nulliga jagamine, mis siingi jdib voimatuks.
Olgu niiteks tarvis 5 jagada 7-ga, s. o. leida arv, mis korru-

tatult 7-ga annab 5. Selliseks arvuks on murd ; sest

7°7="5. Tapselt samuti 20:7= " sest 2 .7 — 20,

140



1. reegel. Selleks, et jagada tdisarvu tiisarvuga, tuleb
koostada murd, mille lugeja vordub jagatavaga, nimetaja
aga — jagajaga.

Mairgime, et tdisarvude valdkonnas jdigita jagamist nime-
tatakse teisiti tdisjagamiseks, kuna jagatiseks saadakse tdis-
arv, s. o. mitte murdarv.

2) Murru jagamine tdisarvuga. Olgu tarvis g— jagada
4-ga, s. t. olgu tarvis leida arv, mida on tarvis korrutada

4-ga, et saada%.

Kuna 4-ga korrutamisel iga arv suureneb 4 korda, siis
peab otsitav arv, suurendatult 4 korda, andma -g— ja seepdrast

selleks, et teda leida, tuleb murdu % vidhendada 4 korda. Sel-

leks, et vihendada murdu 4 korda, tuleb vahendada 4 korda ta
lugejat voi suurendada 4 korda ta nimetajat (p. 127).

Seepirast:
BE. 8:4 2
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2. reegel. Selleks, et jagada murdu tidisarvuga, on tarvis
murru lugejat jagada selle tdisarvuga (kui see on voimalik),
jattes sama nimetaja, voi korrutada selle tiisarvuga murru
nimetajat, jattes sama lugeja.

3) Tdisarvu jagamine murruga. Olgu tarvis 3 jagada

2 3 3 i : y
583 s. t. olgu tarvis leida niisugune arv, mida on tarvis
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korrutada %—-ga, et saada 3. Kuna korrutada mingi arv%-ga

tdhendab leida % sellest arvust, siis:

5
2 g -
5 tundmatust jagatisest on 3;
1 ' 3,
'5_ ”» ”» ” '5,

3 3.5
% ” ” ”» E-‘ 5 =T .
Téahendab
; 2 .5 15 1
b Gren Bw T et

3. reegel. Selleks, et jagada tdisarvu murruga, on tarvis
korrutada seda tiisarvu antud murru nimetajaga ja vétta see
korrutis lugejaks, nimetajaks aga vétta antud murru lugeja.

4) Murru jagamine murruga. Olgu tarvis% jagada %-ga,
s. t. olgu tarvis leida arv, mis korrutatult -lll-ga annaks 42—.

Kuna korrutada mingi arv %—ga tahendab leida % sellest

arvust, siis:
5
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Tédhendab

4. reegel. Selleks, et jagada murdu murruga, tuleb korru-
tada esimese murru lugejat teise murru nimetajaga, esimese
murru nimetajat aga teise murru lugejaga ja votta esimene
korrutis- lugejaks, teine aga nimetajaks.
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Miirkus. Selle reegli alla vdib viia ka koik eelnevad juhud, kui
ainult vaadelda tdisarvu murruna, mille nimetajaks on iiks. Nii

e B iy B o
8 8 4 8.1 8 2
4= T= 9.2 9"
2 B 3.5 15 1
B Sy e e e

Murdude jagamise reeglit on véimalik avaldada koikideks juhtu-
deks jargmise vordusega.

5) Segaarvude jagamine.

5. reegel. Selleks, et jagada segaarvu segaarvuga, tuleb
teisendada nad liigmurdudeks ja siis toimetada jagamist mur-
dude jagamise reegli jirgi.

Niaiteks:
i 2980 -840 A8 T2
R T g a0 )
AN Vel O C e e Lomre,
Trbs =T g=Tar =B 15

152. Jagamise asendamine korrutamisega. Kui paigutame
antud murrus lugeja nimetaja kohale ja vastupidi, siis murdu,
mis saadakse pirast sellist iimberpaigutamist, nimetatakse

Rk ¥ R
antud murru poéérdmurruks. Nii on murru - poordmurruks

8 Hge o
+ - Tdisarv omab samuti pédrdmurru; nditeks arvu 5 ehk
o 1 1 3 - 2

T poordmurruks on — . Seepirast on poordmurdusid koha-

sem nimetada péordarvudeks. Antud arvu podrdarvu voib
defineerida kui jagatist, mis saadakse ithe jagamisel antud

i AR
arvuga. Nii on arvu & poordarvuks

8. 4
==

“""I"‘
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Selle definitsiooni jérgi on voimalik leida péérdarvusid ka

3 Dy et
segaarvudele. Nii on arvu 45 poordarvuks

Fidiok Sy
L R AR T
R

On ilmne, et mistahes arvu korrutis tema podérdarvuga
vordub {ihega.

Selliselt kokku leppinud, voime koostada jargmise jaga-
mise reegli:

selle asemel, et jagada mingit arvu teisega, voib jagatavat
korrutada jagaja poordarvuga.

Selle reegli kehtivuses voime holpsasti veenduda jargmiste
mndidete abil:

8 {3 g
8:9=4 ja8 5=
Vopiad R T W0 i 0 B o A 2 5.0 10
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153. Taandamine jagamisel. Murdarvude jagamisel, kui
voimalik, tuleb teostada eelnevat taandamist, nagu on niida-
tud jargmistes néaidetes:

s CACE b R T T BT 1

1) 12 TR v ?_162’
B8 98T T A 872 2y
2 5 T =g 6= 03 =zl
3)3,1_5.13_5.3_§_ 13
T T deel L S YA R et

Selline taandamine on voimalik seetottu, et murru suurus
i muutu, kui ta lugejat ja nimetajat vihendatakse sama arv
korda. -
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154. Kuidas jagada korrutisega. Jidgita jagamise oma-
dus, mis oli ndidatud tédisarvude puhul (p. 76), kehtib ka
murdarvude puhul, ja nimelt:

selle asemel, et jagada mingit arvu mitme teguri korru-
tisega, voib jagada seda arvu esimese teguriga, saadud tule-
must jagada teise teguriga jne.

15
Nii 10: )—10 5 i seepirast, et murdude korruta-
mise ja jagam1se reegllte jargx saame:
{2 5y _ ...2:5_10-(3-7) '10.8.7
10: (3 7) =105 =—55— =5
S, 50s (10586 TR IaSEvR
L R BNt S i

s. t. kas jagades korraga korrutisega voi jagades jarkjérgult
iga teguriga, saame iihe ja sama tulemuse.

155. Jagatise muutumine antud arvude muutumisel. Jaga-
tava voi jagaja muutumisel murdarvude jagatis muutub
samuti nagu tdisarvude jagatiski (p. 77), ja nimelt:

kui suurendada (voi vihendada) jagatavat mingi arv korda,
siis jagatis suureneb (vdi viheneb) sama arv korda; kui suu-
rendada (voi vihendada) jagajat mingi arv korda, siis jagatis
viheneb (voi suureneb) sama arv korda.

Poorame erilist tdhelepanu sellele, et
kui suurendada voi vdhendada sama arv korda nii jaga-
tavat kui ka jagajat, siis jagatis ei muutu.
Kui me naites ; :i7l—=i';) suurendame nii jagatavat kui ka
jagajat nditeks 3 korda, siis saame:
1:,__)1 T a e 8

R T R PN T R,
jagatis jai endiseks.
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Uldkujul on seda voimalik avaldada jérgmiselt:

a am __a:m

D" bm bim®

156. Kahe arvu suhe. Pirast murdarvude tarvitusele vot-
mist, nagu ndgime, muutub jagamine alati voimalikuks teh-
teks (vdlja arvatud jagamine nulliga). Tahendab, kui on
antud kaks arvu, siis on olemas jagatis, mis saadakse esi-
mese arvu jagamisel teisega (kui ainult teine arv ei ole null).

Uhe arvu jagamisel teisega saadavat jagatist nimetatakse
teisiti nende arvude suhteks. Esimest arvu (jagatavat) nime-
tatakse suhte eelnevaks liikmeks; teist arvu (jagajat) nime-
tatakse suhte jargnevaks liikmeks.

Nii on arvude 2% ja % suhteks jagatis

2 EL85 1
— =5 =173
i

selle suhte eelnevaks liikmeks on 2%, ta jargnevaks liikmeks
1

——.
Kui kahe arvu suhe on tdisarv, siis ta néitab, mitu korda
eelnev liige sisaldab jdrgnevat liiget!; on lepitud kokku

kasutada seda véljendusviisi ka siis, kui suhteks on murd-

arv; nii radgime vaadeldud naites, et arv 2%— sisaldab arvu—;
seitseteist ja pool korda.

Rakendustes tuleb sageli vaadelda kahe iihe ja sama
nimetusega nimega arvu suhet. Olgu nditeks tarvis teada,

mitu korda 4% kg on suurem 2—; kg-st. Vastus saadakse

1 Punktis 108 me nimetasime kahe sama liiki mdddu suhteks
arvu, mis néitab, mitu korda suurem maot sisaldab viiksemat.
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arvude 4—1—ja 2% suhtest; selle suhte liikmed kirjutatakse aga
sageli koos nende nimetusega, s. o.

7 .
'ms

: (B o {
seejuures on arv lﬁ) nimeta arv, kuna ta nditab, mitu korda

iiks kaal sisaldab teist.

Kuna arvude suhe on nende arvude jagatiseks, mispuhul -
jagatavaks on eelnev liige, jagajaks aga — jdrgnev liige,
siis on tal ka jagatise kdoik omadused; nendest omadustest
tuletame meelde jargmisi:

1) suhte eelnevaks liikmeks voib olla mistahes arv; jirg-
nevaks lilkkmeks voib olla mistahes arv peale nulli;

2) eelney liige vordub jirgneva liikme ja suhte korrutisega;

3) jargnev liige vordub eelneva lilkkme ja suhte jagatisega;

4) suhe ei muutu, kui molemaid ta liikmeid korrutada voi
jagada iihe ja sama arvuga.

Omadusest 4) jargneb, et murdarvude suhet on véimalik
5
B F
korrutades selle suhte molemaid liikmeid antud murdude
vdikseima iihise nimetajaga, s. o. 24-ga, asendame antud
suhte temaga vordse suhtega 10:9, mille liikmeteks on juba
taisarvud.

asendada tiisarvude suhtega. Olgu nditeks antud suhe

Samal viisil:

1.6 18 5 A8 BB A et

Briv =17 _(I.m). 2 .12)=39:10.
Markusi. 1) Meie poolt defineeritud kahe arvu suhet

nimetatakse monikord kordseks ehk geomeetrili-

seks suhteks, et eristada seda nende arvude aritmee-
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tilisest suhtest, mis vordub nende arvude vahega. Edas-
pidi moistame suhte all alati kordset suhet.

2) Kui iimber paigutada suhte liikmed, s. o. teha jarg-
nev liige eelnevaks liikmeks ja vastupidi, siis saadud uut
suhet nimetatakse p66rdsuhteks.

3) Nimega arvude suhet on alati voimalik
asendada nimeta arvude suhtega. Selleks pole
muud tarvis, kui avaldada nimega arvud samades iihikutes
ja leida saadud nimeta arvude suhe. Naiteks 10 tonni ja
5 tsentneri ning 7 tsentneri suhe vordub 105 tsentneri ja
7 tsentneri suhtega, see viimane suhe aga vordub nimeta
arvude 105 ja 7 suhtega. Tehete puhul nimega arvudega
nimetatakse tavaliselt suhteks vaid jagatist, mis saadakse
kahe sama liiki nimega arvu jagamisel.

157. Kahe arvu suhte viljendamine protsentides (protsent-
suhe). Olgu tarvis teada saada, mitu protsenti moodustab arv
260
100’
arv 42% moodustab nii mitu protsenti arvust 250, kuimitu

42-;7 arvust 250. Uks protsent arvust 250 on seetottu

250 . 1
korda Too Sisaldab arvu 425, s. t.

1
1,250 )

e e e B e 0
425 1355 = 55+ 100 = 17(%).

Arvu, mis nditab, mitu protsenti antud arv moodustab
teisest arvust, nimetatakse nende arvude profsentsuhteks.
Vaadeldud néide toendab, et kahe arvu protsentsuhte leidmi-
seks tuleb korrutada nende arvude suhe 100-ga.

Samasugusele jéreldusele on voimalik tulla ka teisel teel.

Selleks, et leida, mitu protsenti moodustab arv 42% arvust

421

250, on tarvis avaldada suhe —2_526 protsentides, s. o. sajan-
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dikkudes. Kuid selleks, et teada saada, mitu sajandikku sisal-
dab antud arv, on tarvis korrutada see arv 100-ga (nii arvus

5 on 5+ 100 = 500 sajandikku, arvus —:13- on % 100 =50 sajan-

42— 42—
dikku jne.). Seepirast kujutab arv—;5 endast—5 =100==kE
sajandikku, s. t. 17 protsenti.
Vaatame kaht {ilesannet.

tlesanne 1. Sovhoosil ‘on 80 000 ha maad, millest 69 200
ha on tiis kiillvatud nisu. Mitu protsenti iildisest pindalast
on nisuvdljade all?

Ulesande lahendamiseks on tarvis leida, mitu protsenti
moodustab arv 69200 arvust 80 000. Teiste sonadega, on
tarvis leida arvude 69200 ja 80000 protsentsuhe Toodud
reegli jargi leiame:

69200
80000

Ulesanne 2. 325 kg jahust saadi 429 kg letba. Leida

juurdekiipsetise protsent.

Lahendus. Juurdekiipsetis on 429 — 325 = 104 (kg).
Ulesande lahendamiseks on tarvis leida arvude 104 ja 325
protsentsuhe; toodud reegli jargi leiame:

104
325"

1
+100 = 86 (%)

- 100 = 82(%,).
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V OSA.
KUMNENDMURRUD.

I. Kiimnendmurdude pohiomadused.

158. Kiimnendosad. Osi, mis saadakse iihelise jagamisel
10-ga, 100-ga, 1000-ga jne., s. o. jagamisel arvuga, mis vil-
jendub numbriga 1 koos iihe voi mitme nulliga, nimetatakse
kiimnendosadeks.

Seega on jarkjargult vihenevateks kiimnendosadeks
jargmised:

1 1 1 1 1 1

10’ 100’ 1000° 10000’ 100000’ 1000000 '€
Kahest erinevast kiimnendosast nimetatakse suuremat
korgema jargu kiimnendosaks, viiksemat aga — madalama
jargu kiimnendosaks. Iga kiimnendosa sisaldab 10 jargmise
madalama jdrgu kiimnendosa. Nii
1 10 1 10 1 10 5
10~ 100> 100 1000’ 1000 10000 1€
159. Kiimnendmurd. Murdu, mille nimetajaks on iiks
ithe voi mitme nulliga, nimetatakse kiimnendmurruks; sellis-
teks on naiteks murrud:
e e
102-:1002" 10002 1000
Kiimnendmurdudest eristamiseks nimetatakse murdusid,
mis omavad mistahes nimetajaid, harilikkudeks murdudeks.

jne.
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160. Kiimnendmirgid ehk kiimnendkohad. Tiisarvu kuju-
tamisel numbritega kahest korvuti asetsevast numbrist tahen-
dab parempoolne alati iihikuid, mis on 10 korda vaiksemad
vasakpoolsest. Lepime kokku laiendada sellist kohavaartust
ka nendele numbritele, mida voidakse kirjutada paremale liht-
iihikutest.

Oletame naiteks, et kirjutises:

63,48259 . . .

number 3 tihendab lihtiihelisi. Siis number 4 tdhendab
ithikuid, mis on 10 korda viiksemad lihtiihelistest, s. o. kiim-
nendikke; 8 tihendab sajandikke, 2 — tuhandikke, 5 — kiim-
netuhandikke, 9 — sajatuhandikke jne. Selleks, et mitte
eksida numbrite tihenduses, lepime kokku eraldada taisarvu
kiimnendosadest komaga. Puuduvate osade kohtadele, samuti
ka tdisarvu kohale, kui seda pole olemas, kirjutame nullid.
Avaldis 0,0203 niiteks tihendab sellistel tingimustel 2 sajan-
dikku ja 3 kiimnetuhandikku.

Samal viisil tahendab 25,703 25 tervet 7 kiimnendikku
3 tuhandikku; 0,82 tihendab 8 kiimnendikku 2 sajandikku
jne.

Numbreid, mis asuvad komast paremal, nimetatakse kiim-
nendmiirkideks ehk kiimnendkohtadeks.

161. Kiimnendmurru kujutamine nimetajata. Igasugust

kiimnendmurdu voime kirjutada ilma nimetajata. Olgu néi-
32736

3000 * Eraldame sellest koige-

teks antud kiimnendmurd

pealt tdisarvu, saame 3217(%. Niiiid kujundame selle murru
jargmiseks:

32736 ., , 700 , 30 ¢ = 3 aETn, ol
o0 = 32+ 1000 T fo00 " 1000 — 22+ 16 1100 T 100"

Tihendab, seda murdu voime kujutada jargmiselt:

32736 .
1000 — 32,736.
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Seda on hélpus kontrollida, kui peenestame arvus 32,736
tdisiihelised ja koik kiimnendosad kdige peenemateks osadeks
(tuhandikkudeks); seda on koige lihtsam teha selliselt: kuna
iga tdisiiheline sisaldab eneses 10 kiimnendikku, siis 32 tiis-
tihelist sisaldavad 320 kiimnendikku; liites sellega 7 kiimnen-
dikku, saame 327 kiimnendikku; kuna iga kiimnendikosa sisal-
dab eneses 10 sajandikku, siis 327 kiimnendikku sisaldavad
3270 sajandikku; liites sellega veel 3 sajandikku, saame 3273
sajandikku; kuna 1 sajandik on 10 tuhandikku, siis 3273
sajandikku on 32 730 tuhandikku; liites sellega veel 6 tuhan-
dikku, saame antud murru, s. 0. 32736 tuhandikku.

Olgu antud kiimnendmurd 16%7—(%0, millel puudub taisosa.
Seda murdu voime kujutada jirgmiselt:

578 500 70 8 7 8
700006 = 100000 - 700060 90000 = 1006 + 76005 T 10056
See murd kujundub jérelikult jirgmiseks:

100000
Reegel. Selleks, et kirjutada kiimnendmurdu ilma nime-
tajata, on tarvis vaid kirjutada ta lugeja ja eraldada selle
paremalt poolt niimitu kiimnendmiirki, kuimitu nulli on nime-
tajas (milleks monikord tuleb lugejale vasakule juurde kirju-
tada moned nullid).
Jargnevas eeldame alati (kui pole eriti teisiti nimetatud),
et kiimnendmurdu kujutatakse ilma nimetajata.

= 0,00578.

Markus. Kiimnendmurrule nullide juurdekirjutamine pare-
male voi vasakule (kui kiimnendmurd on kirjutatud ilma nime-
tajata) ei muuda ta suurust. Niiteks igaiiks arvudest:

7,05; 7,0500; 007,05

kujutab iiht ja sama arvu: 7 iihelist 5 sajandikku, sest 500
kiimnetuhandikku vordub viie sajandikuga, kuna 007 viljen-
dab arvu 7. ;
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162. Kuidas loetakse kiimnendmurdu. Koigepealt loetakse
tiisarv (kui aga seda pole olemas, siis oeldakse: ,,null ter-
vet”), seejérel loetakse arv, mis on kirjutatud parast koma,
just nagu see oleks tdisarv ja lisatakse nende osade nimetus,
millega murru kitmnendkujutis I6peb; néiteks murdu 0,00378
loetakse: O tervet 378 sajatuhandikku. Téhendab ilma nime-
tajateta kirjutatud kiimnendmurdu loetakse nii, nagu ta oleks
kujutatud lugeja ja nimetaja abil. 4

Muide kiimnendmurdu, millel on viga palju kiimnend-
mirke, eelistatakse lugeda teisiti: jagatakse koik kiimnend-
margid komast alates riihmadeks a 3 marki igas rithmas
(peale viimase, milles voib olla ka iiks voi kaks marki); Siis
loetase iga rithma kui taisarvu, lisades esimese rithma arvu
nimetusele sona ,,tuhandikku”, teisele rithmale — ,miljon-
dikku”, kolmandale — ,miljardikku” jne.; viimase rithma
arvu nimetusele lisatakse osade nimetus, mida véljendab
murru viimane number. Sel viisil murdu

0,028 306 000 07

loetakse nii: 0 tervet 28 tuhandikku 306 miljondikku 7 saja-
miljardikku.

163. Kiimnendmurdude vordlemine nende suuruse jirgi.
Olgu tarvis teada saada, kumb jargmistest arvudest on: suu-

rem,
0,735 voi 0,7348.

Selleks kirjutame (kas vOi ainult mottes) sellele. arvule,
millel kiimnendmaérke on vihem, paremale poole juurde nii-
palju nulle, et kiimnendmarkide arv oleks kummalgi arvul
ithesugune:

0,7350; 0,7348.

Niiiid ndeme, et esimene arv sisaldab 7350 kiimnetuhan-
dikku, teine arv aga 7348 kiimnetuhandikku; murdude nime-
tajad muutusid iihesugusteks; tdhendab suuremaks osutub see
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murd, mille lugeja on suurem; kuna 7350 on suurem kui
7348, siis esimene arv on suurem teisest.
Samasugusel viisil on hdlpus veenduda, et

3,01 > 2,988; 3,7 > 3,6874; 3,64 < 3,6985 jne.

Reegel. Kahest kiimnendmurrust on suurem see, mille
tdisarv on suurem: tdisarvude vordudes — mille kiimnendik-
kude arv on suurem; tiisarvude ja kiimnendikkude vorduses
— mille sajandikkude arv on suurem jne.

164. Kiimnendmurru suuruse muutumine koma nihutami-
sel. Nihutame arvus 3,274 koma iihe koha vorra paremale —
saame uue arvu 32,74. Esimeses arvus number 3 tihendab
iihelisi, teises aga — kiimnelisi; selle numbri viirtus jarelikult
suurenes 10 korda. Number 2 tihendab esimeses arvus kiim-
nendikke, teises aga — iihelisi; jarelikult ta viirtus suurenes
samuti 10 korda. Samasugusel viisil nieme, et ka tilejaanud
numbrite vaartus suurenes 10 korda. Niisiis:

koma nihutamisel iihe koha vorra paremale kiimnendmurd
suureneb 10 korda.

Siit jérgneb, et koma nihutamisel paremale kahe koha
vorra kiimnendmurd suureneb 100 korda, kolme koha vorra
— 1000 korda jne.

Vastupidiselt: koma nihutamisel iihe koha vorra vasakule
kiimnendmurd viheneb 10 korda.

Jérelikult, kui nihutame koma vasakule kahe koha vorra,
vaheneb murd 100 korda, kui nihutame kolme koha vorra
— 1000 korda jne.

165. Kiimnendmurru suurendamine voi vihendamine 10 kor-
da, 100 korda, 1000 korda jne. Olgu tarvis arvu 0,02 suuren-
dada 10000 korda. Selleks on tarvis ainult nihutada temas
koma nelja koha vorra paremale. Kuid antud arvul on koigest
kaks kiimnendmarki. Selleks, et saada neli marki, kirjutame
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juurde paremale poole kaks nulli, millest arvu suurus ei
muutu. Nihutades seejirel koma paremale kuni arvu 16puni,
saame taisarvu 0200 ehk lihtsalt 200.

Olgu tarvis sama arvu 0,02 viahendada 100 korda. Selleks
on tarvis ainult nihutada temas koma kahe koha vorra vasa-
kule. Kuid antud arvul on komast vasakul ainult iiks mark.
Kirjutame juurde vasakule poole kaks nulli, millest arvu suu-
rus ei muutu. Nihutades seejdrel koma vasakule kahe koha
vorra, saame 0,0002.

Iga tdisarvu voib vaadelda kui kiimnendmurdu, millel
komast paremal on mistahes arv nulle; seepdrast taisarvu
suurendamine ja vdhendamine 10 korda, 100 korda, 1000 kor-
da jne. toimub samasuguselt kui kiimnendmurru suurenda-
mine ja vidhendamine. Niiteks, kui vdhendame taisarvu
567,000 ... 100 korda, siis saame 5,67.

Markus. Kiimnendmurru nimetatud omadus muuta koma
nihutamisel oma suurust 10 korda, 100 korda jne. voimaldab
toimetada vdga ruttu meetermootudes véljendatud nimega
arvu peenestamist ja filestamist.

Olgu néiteks tarvis viljendada mitmenimeline arv 3 meet-
rit 8 detsimeetrit 4 sentimeetrit meetrites. Kuna detsimeeter
on meetri kiimnendik, sentimeeter — meetri sajandik, siis on
ilmne, et antud mitmenimeline arv viljendub meetrites jérgmi-
selt: 3,84 meetrit. Nihutades selle kiimnendmurru koma pare-
male, leiame, et 3,84 meetrit = 38,4 detsimeetrit— 384 senti-
meetrit.

Olgu veel tarvis iilestada iihenimeline arv 8746 milli-
grammi mitmenimeliseks arvuks (s. o. viljendada korgemate
jirkude mootudes). Kuna gramm vordub 1000 milligrammiga,
siis 8746 milligrammi = 8,746 grammi=38 grammi 7 detsi-
grammi 4 sentigrammi ja 6 milligrammi.
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II. Tehted kﬁmnendmurdudega.

Kiimnendmurdude liitmine.

166. Kiimnendmurdude liitmine toimub samuti nagu tiis-
arvude liitminegi. Olgu niiteks tarvis liita 2,078 + 0,75 4
-+ 13,5602. Kirjutame need arvud iiksteise alla nii, et iihe-
lised asetseksid iiheliste all, kiimnendikud kiimnendikkude
all, sajandikud sajandikkude all jne.; seejuures asetuvad ka
koik komad iiksteise alla:

2,078
150,75
13,5602

16,3882

Alustame liitmist koige viiksemate murdude liitmisega.
Kiimnetuhandikkude liitmisest saame 2; kirjutame selle
numbri joone alla. Tuhandikkude liitmisest saame 8; Kirju-
tame numbri 8 joone alla. Sajandikkude liitmisest saame 18;
kuid 18 sajandikku = 10 sajandikku -+ 8 sajandikku; kiimme
sajandikku moodustavad iihe kiimnendiku: peame selle mee-
les, et seda hiljem liita liidetavate kiimnendikkudega, 8 sajan-
dikku aga kirjutame joone alla. Jitkame tehet sel wiisil
kuni 16puni. Summa koma seisab liidetavate komade all.

Kiimnendmurdude lahutamine.

167. Kiimnendmurdude lahutamine toimub samuti nagu
tdisarvude lahutaminegi. Olgu niiteks tarvis teostada lahu-
tamine: 5,709 — 0,3078. ;

Kirjutame lahutatava vihendatava aila nii, et iihenime-
lised iihikud seisaksid teineteise all:

5,709
10,3078
5,4012
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Selleks, et lahutada lahutatava viimast numbrit, votame
9 tuhandikust 1 tuhandiku ja peenestame selle kiimnetuhan-
dikkudeks; saame 10 kiimnetuhandikku. Tdhendab lahutatava
number 8 tuleb lahutada 10-st, number 7 aga — 8-st.
Samuti toimub ka kiimnendmurru lahutamine tdisarvust;
naiteks:
3
— 1,873
1,127

Votame kolmest iihelisest iihe ja peenestame selle kiim-
nendikkudeks; viimastest votame {ihe ja peenestame selle
sajandikkudeks; sajandikkudest votame 1 sajandiku ja pee-
nestame selle tuhandikkudeks. Sel viisil saame 3 terve ase-
mel 2 tervet 9 kiimnendikku 9 sajandikku ja 10 tuhandikku.
Tahendab lahutatava number 3 tuleb lahutada 10-st, numbrid
7 ja 8 — 9-st, number 1 aga — 2-st.

* Kiimnendmurdude korrutamine.

168. Vaatleme kaht juhtu: esimene juhtum — itheks tegu-
riks on tiisarv, teine juhtum — molemad tgurid on kiimnend-
murrud.

Niited:
1) 3,085-23; 2) 8375-2,56.
Kui kujutaksime nendes niidetes kiimnendmurrud lugeja
ja nimetaja abil ja teostaksime tehte harilikkude murdude
korrutamise reegli jérgi, siis saaksime:

3085 308523 70955 s
—.23 == === 70,955
1) 1000 23

1000 1000
- ! o
8375 256  8375.256 1440_0_():_21’44000:2],44'

D R ——
2) 1000 100 1000 - 100 100000

Reegel. Selleks, et korrutada kiimnendmurdusid tuleb
korrutada neid kui tiisarvusid, komadele tihelepanu poora-
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mata, ja korrutises eraldada komaga paremali poolt niimitu
kiimnendmairki, kuimitu neid on kokku korrutatavas ja korru-
tajas.

Tehet on koige parem paigutada nii:

3,085 8,375
" 528 "2,56
9255 50250
6170 41875
70955 16750
21,44000

Kiimnendmurdude jagamine.

169. Tiisarvuga jagamine. Ligikaudne jagatis. Olgu
tarvis 39,47 jagada 8-ga. Paigutame tehte nii, nagu seda
paigutatakse tdisarvude jagamisel:

it o
74 4,93
27

3

Jagame 39 tervet 8-ga; jagatiseks saame 4 tervet ja
jaagiks 7 tervet. Peenestame jidgi kiimnendikkudeks ja
toome alla jagatava 4 kiimnendikku — saame 74 kiimnen-
dikku. Jagame 74 kiimnendikku 8-ga — saame jagatiseks
9 kiimnendikku ja jaégiks 2 kiimnendikku, Peenestame jaagi
sajandikkudeks ja toome alla jagatava 7 sajandikku — saame
27 sajandikku. Jagades neid 8-ga, saame jagatiseks 3 sajan-
dikku ja jadgiks 3 sajandikku.

Oletame, et sellega katkestasime tehte. Siis saame ligi-
kaudse jagatise 4,93. Selleks, et teada saada, kuivord ta eri-
neb tédpsest jagatisest, leiame tdpse jagatise ja vordleme
seda ligikaudse jagatisega. Selleks, et saada tapset jagatist,
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tuleb arvuga 4,93 liita murd, mis saadakse jaagi (3 sajan-
diku) jagamisest 8-ga. 3 iihelise jagamisel 8-ga saame

% tihelist; 3 sajandiku jagamisel 8-ga saame -‘:— sajandikku.
Tiahendab tdpne jagatis vordub summaga 4,93 —l—% sajan-

dikku. Ara jéattes % sajandikku, teeme vea, mis on vaiksem

kui tdissajandik. Seepérast radgitakse, et 4,93 on ligikaudne
jagatis tépsusega‘ kunil—(l)«oehk veaga alla 1—(1)5 . Kui selle ase-
mel, et dra jatta % sajandikku, tdiendame seda murdu kuni
tiis-sajandikuni (suurendades seda -Z—. sajandiku vorra), siis

teeme vea, mis on samuti viiksem kui 1—(1)—0; siis saame teise
ligikaudse jagatise 4,93 + 0,01, s. t. 4,94, samuti tdpsusega
kuni T:)O' Arv 4,93 on viiksem tdpsest jagatisest, arv 4,94.
on aga temast suurem; seepirast raagitakse, et esimene arv
on ligikaudne jagatis puudusega, teine aga — liiaga.

Kui jitkame tehet, peenestades jddke jarjest vaiksemateks
kiimnendosadeks, siis saame suurema tdpsusega ligikaudseid
jagatisi. Kui me peenestame jadgi 3 sajandikku tuhandik-
kudeks ja jagame 30 tuhandikku 8-ga, siis saame ligikaudse
jagatise 4,933 (puudusega) voi 4,934 (lilaga), kusjuures viga
on viiksem kui 0,001. Tehet jatkates saame:

39,478
74 4,93375
27
30
60
40
0
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Jétkates jagamist, voime ménikord jouda jddgini 0 nagu
meie ndites: siis saame tdpse jagatise. Vastasel korral tuleb
rahulduda ligikaudse jagatisega, kusjuures viga on voimalik
muuta iikskoik kuitahes védikseks. Kui néiiteks soovime leida
ligikaudset jagatist tdpsusega kuni iiks miljondik, katkestame
jagamise siis, kui jagatises on saadud miljondikkude num-
ber.

Reegel. Kiimnendmurru jagamist tdisarvuga teostatakse
samasuguselt, nagu tdisarvude jagamist, kusjuures jiigid
peenestatakse jirjest vidiksemateks kiimnendosadeks ning
jatkatakse tehet niikaua, kuni saadakse tipne jagatis voi kui
ligikaudses jagatises saadakse nende kiimnendosade number,
millega soovitakse piirduda.

Samuti toimitakse tdisarvu jagamisel taisarvuga, kui jaaki
soovitakse saada kiimnendmurruna. Niiteks on arvu 123
Jagamist 7-ga voimalik teostada jargmiselt:

1237

53 17,57....
40
50

Markus. Selle néitamiseks, et mingi vérdus pole tapne,
vaid on ligikaudne, kasutatakse monikord lainelist vor-
dusmérki =; seega kui on kirjutatud:

39,47 8'=4:93;
siis tahetakse sellega viljendada, et arvu 39,47 jagamisel
8-ga saadud jagatis vordub ligikaudu 4,93-ga.

170. Ligikaudse jagatise vea suurus. Kahest ligikaudsest jagati-
.sest (mis on voetud iihe ja sama tépsusega), millest iiks on puudu-
sega, teine aga liiaga, omab iiks alati tdpsuse kuni .;— viimasest

kiimnendosast; selleks jagatiseks on jagatis puudusega, kui jiaik on
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wviaiksem kui _;- jagajat, ja liiaga jagatis, kui jddk on suurem kui T;-

jagajat. Vaatleme nditeks jagamist 39,47:8 (vt. eelmine punkt).
Oletame, et votame ligikaudseks jagatiseks 4,93, mispuhul jadk 3
on viiksem kui pool jagajat (vdiksem kui 4). Té&pseks jagatiseks on

siis 4,93 + % sajandikku; tdhendab ta erineb arvust 4,93 —;- sajandiku

vorra (alla.é sajandiku), arvust 4,94 aga % sajandiku vorra (lile —])—

sajandiku). Sel juhul on kasulikum votta jagatis puudusega.

Jatkame jagamist:

30478
7} 4,933
27

30

6

Vétame niilid samas niites ligikaudseks jagatiseks 4,933, mille
puhul jiadk 6 on suurem kui pool jagajat. Tépseks jagatiseks on
4,933 |- %tuhandikku; tihendab ta erineb arvust 4,933 g tuhandiku

9
vorra (ﬁlelz-tuhandiku), arvust 4,934 aga%tuhandiku vorra (a]la—;_

tuhandiku). Sel juhul on seega kasulikum votta lilaga jagatis.

Kui jadk on viiksem kui pool jagajat, siis jagatise number, mis
peaks jdrgnema sellele, millel me peatusime, on ilmselt vdiksem kui 5;
kui aga jaik on suurem kui pool jagajat, siis see number peab
olema 5 v6i suurem 5-st.

171. Kiimnendmurruga jagamine. Olgu tarvis 3,753
jagada 0,85-ga. Selleks nihutame koma paremale nii jaga-
tavas kui ka jagajas kiimnendmirkide iihesuguse
arvu vorra nii (meie niites 2 vorra), et jagaja muu-
tuks tdisarvuks. Kuna seejuures nii jagatav kui ka
jagaja suurenevad sama arv korda (meie naites 100 korda),
siis jagatis sellest ei muutu (p. 155). Sel viisil kujuneb kiim-
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nendmurrugé jagamine taisarvuga jagamiseks:
375,3 : 85 = 4,415,

mida teostatakse nii nagu varem oli nadidatud.
Tapselt samuti toimitakse tdisarvu jagamisel kiimnend-
murruga, naiteks: -

7:0,325 = 7000 : 325 = 21,538.

Reegel. Selleks, et jagada mingit arvu kiimnendmurruga,
tuleb dra jiatta jagajas koma ja suurendades jagatavat nii-
mitu korda, kuimitu korda suurenes jagaja koma &rajiatmi-
sega, teostada jagamist tdisarvuga jagamise reegli kohaselt.

172. Arvutusnidide kiimnendmurdudega. Olgu tarvis arvu-
tada murd:
7,5:009- 3,12
0,18.2,7.3,2675
Jatame dra selles murrus koik komad ja vaatame, kuidas
muutub seetottu murru suurus. Lugeja suureneb 10 - 100 - 1000
korda, s. t. 1 000 000 korda. Nimetaja suureneb 100 - 10 - 10 000
korda, s. t. 10000000 korda. Selleks, et murru suurus ei
- muutuks, on tarvis suurendada lugejat veel 10 korda, néiteks
arvu 9 asemel, mis saadi koma é&rajatmisega murrust 0,09,
tuleks votta 90. Niiiid arvutame avaldise:

75.90- 3725
18.27-32675°
taandades koigepealt arvusid 75 ja 18 3-ga, arvusid 90 ja 27
9-ga ja arvusid 3725 ja 32675 25-ga, saame:

25-10-149 37250
6.:351807  28526°

1,58.

173. Protsentarvutused kiimnendmurdudega. Protsent-
arvutuste puhul, nagu nagime, tuleb sageli korrutada ja
jagada 100-ga; kuna aga need tehted on eriti lihtsalt teosta-
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tavad kiimnendmurdudega, siis iga liiki protsentarvutuste
puhul osutub kiimnendmurdude kasutamine eriti kdeparaseks.
Vaatleme moningaid iilesandeid.

Ulesanne 1. Kui palju tulu toob 2 aasta ja 3 kuuga
798 rubla suurune summa, kui ta seisab hoiukassas?

Kuna hoiukassas saadakse 3% aastatulu, siis moodustab
aastatulu 3% ehk 0,03 arvust 728, s. t. :

7928 - 0,03 = 21,84 (=21 rubla 84 kop.).

Tulu 3 kuu, s. 0. 0,25 aasta eest moodustab 0,25 aastatulust,
S
21,84 -0,25 = 5,46 (=5 rubla 46 kop.).
Tulu 2 aasta ja 3 kuu eest moodustab
21,84 -2+ 546 =—49,14 (=49 rubla 14 kop.).

Ulesanne 2. 3,4% tundmatust arvust on 1,6388. Leida see
arv.

Punktis 149 toodud reegli jirgi peame arvu 1,6388 jagama
34-ga ja tulemuse korrutama 100-ga.

Leiame:
1,6388 HeMeie s et
~§’4~~—-100-— e —48,2.
Ulesanne 3. Hoiukassasse mahutati hoius. 9 kuu parast
hoius véeti vilja, kusjuures hoiuse omanikule maksti vilja
633 rubla 95 kop. Leida hoiuse esialgne suurus.

Hoiuse omaniku aastatulu on 3% ehk 0,03 tundmatust

hoiusest. Tdahendab tulu 9 kuu eest (s. t. } ehk 0,75 aasta
eest) on:
0,03 - 0,75 =10,0225 (=2,25%)

tundmatust hoiusest. Sel viisil moodustab hoiuse omanikule
valjamakstud summa, s. 0. 633,95 rubla, 10225 (ehk
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102,25%) sissemakstud summast. Selleks, et leida sissemaks-
tud summa suurust, peame 633,95 jagama 1,0225-ga:
633,95
1,0225
Ulesanne 4. Kaupluse kdibeks oli plaani jirgi ette nihtud
75300 rubla; kiibe tegelikuks suuruseks oli 85842 rubla.
Mitu protsenti on plaanist tdidetud?

=620 (rubla).

Selle iilesande lahendamiseks peame leidma arvude 85 842
85842
75300
dikkudes; sel eesmairgil on koige lihtsam avaldada antud
arvude jagatis kiimnendmurruna, nagu see on ndidatud p.
171:

ja 75300 protsentsuhte, s. o. viljendama suhte

sajan-

85842
75300
seega on plaan tdidetud 114%.

=114,

ITII. Harilikkude murdude teisendamine kiimnend-
murdudeks.

174. Eelmdrkmeid. Kuna tehted kiimnendmurdudega toi-
muvad lihtsamalt kui harilikkude murdudega, siis on sageli
kasulik teisendada harilikke murde kiimnendmurdudeks 1.
Niitame kahte sellist teisendamisviisi.

175. Esimene viis: nimetaja lahutamine algteguriteks.

Olgu tarvis teisendada murd ;7() kiimnendmurruks. Selleks

1 Muide arvutuste teostamisel, kus esinevad koos nii kiimnend-

murrud kui ka harilikud murrud, ei ole igakord otstarbekohane
teisendada neid murde {iheliigilisteks. Niiteks kui on tarvis 0,567

3 3
korrutadaT-ga, pole tarvilik teisendada“7‘ kiimnendmurruks; véib
korrutada 0,567 3-ga ja tulemus jagada 7-ga.
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seame iiles kiisimuse: kas ei oleks voimalik teisendada
seda murdu niisuguse nimetajaga murruks, mis avalduks iihe-
lise ja nullidega? Kui see osutuks voimalikuks, siis saaksime
lugéja ja nimetaja abil kirjutatud kiimnendmurru; niisugust
murdu aga ei oleks raske kirjutada ka ilma nimetajata. Sel-
leks, et teisendada taandamatut murdu teise nimetajaga
murruks, on tarvis korrutada molemaid ta liikmeid {ihe ja sama
arvuga (p. 132). Selleks, et teada saada, missuguse arvuga
on tarvis korrutada 40, et saada nullidega iihelist, votame
arvesse, et igasugune arv, mida viljendab nullidega iiheline,
on lahutatav ainult teguriteks 2 ja 5, kusjuures need molemad
tegurid esinevad lahutises vordne arv korda ja nimelt niimitu
korda, kuimitu nulli on iihelise kérval.

Naditeks:

1000=10:10-10=2-5"
5

5.
10000=10-10+10-10=2" £he
Seda dra markides lahutame arvu 40 algteguriteks:

f0E=2 2 1250

Sellest lahutisest nahtub, et kui korrutada 40 kaks korda
5-ga, siis pdrast korrutamist saadakse niisugune arv, mis
sisaldab tegureid 2 ja 5 vordne arv korda (a 3 korda); tdhen-
dab siis saadakse arv, mida viljendab iiheline nullidega
(kolme nulliga). Et seejuures murd oma suuruselt ei muu-
tuks, on tarvis korrutada kaks korda 5-ga ka ta lugejat;
seega:

gt B NI
W =155 o0 — 7%
Niditeid
7 g e Bh o 88 3
1) §=53.372.2 5555 1000 — 08793



; 4 4.2.2.2 32
y on g S — el s 32
2) 195 =555 —5.5.5.2.2.2 — fo00 — 2032
y N LRI it S
8) =335 =5353 10— 05>

176. Missugused harilikud murrud teisenduvad kiimnend-
murdudeks ja missugused mitte. Naidatud harilikkude murdude
kiimnendmurdudeks teisendamise viisist on voimalik tuletada
kahte jargmist jéreldust:

1). Kui taandamatu hariliku murru nimetaja ei sisalda
mingeid teisi algtegureid peale 2 ja 5, siis teisendub selline
murd kiimnendmurruks, kusjuures see kiimnendmurd omab
niipalju kiimnendmairke, kuimitu korda hariliku murru nime-
tajas kordub teguritest 2 ja 5 see, mida ta sisaldab suurem’
arv korda.

Kui néaiteks hariliku murru nimetajas pérast ta taandamist
esineb tegur 2 korduvalt ja kui see tegur sisaldub nimetajas,
oletame, 4 korda, siis tuleb lisandada tegurit 5 niimitu korda,
et pdrast lisandamist nimetaja sisaldaks molemaid tegureid
(2 ja 5) a 4 korda. Sel juhul saadakse pérast korrutamist
nimetajas 1 nelja nulliga ja seepédrast kiimnendmurd omab
4 kiimnendmarki. Néiteks:

2) Kui taandamatu hariliku murru nimetaja sisaldab alg-
tegureid, mis erinevad 2-st ja 5-st, siis selline murd ei teisendu
kitmnendmurruks.

Votame naiteks murru mille nimetaja sisaldab alg-

84>
tegureid 3 ja 7 (nimelt 84=2-2-3-7). Uks neist (7) on taan-
dajaks; pirast taandamist saame 1-)) Kuna 12 sisaldab tegurit 3,
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siis see murd ei teisendu kiimnendmurruks seepdrast, et mis-
suguste tdisarvudega me ka ei korrutaks ta nimetajat, me
kunagi ei saaks arvu, mida kujutab iiheline nullidega.

Selliseid murde on voimalik teisendada ainult ligi-
kaudselt kimnendmurdudeks, kasutades teist
teisendusviisi.

177. Teine viis: lugeja jagamine nimetajaga. See viis on
enam kasutatav kui esimene, kuna ta on rakendatav ka sel-
listele harilikkudele murdudele, mis teisenduvad ainult ligikaud-
seteks kiimnendmurdudeks.

Olgu tarvis teisendada murd %% kiimnendmurruks. Arvu
%5- voib vaadelda kui jagatist, mis on saadud 23 jagamisel
8-ga (p. 151, reegel 1). Kuid tiisarvude jagamisel saadud
jagatist, nagu me nédgime, on voimalik leida kiimnendmurru
niol kas tdpselt voi ligikaudselt. Selleks on tarvis ainult
peenestada jagamise jddgid jirjest peenemateks ja peenema-
teks kiimnendosadeks niikaua, kuni saadakse jaagiks null voi
kui saadakse jagatises selle jdrgu osad, millest kaugemale
ei soovita minna.
i e
70 2,875
60
0
0

Selles niites me saime tdpse jagatise: 2§=2,875.

Olgu tarvis teisendada % kiimnendmurruks. Kuna see

murd on taandamatu ja ta nimetaja sisaldab algtegurit 7,
mis erineb 2-st ja 5-st, siis pole teda voimalik teisendada
kiimnendmurruks; ometi on aga voimalik leida niisugust kiim-
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nendmurdu, mis vordub ligikaudu %-ga, ja seejuures mis-
tahes tdpsusega. Kui soovime leida niiteks kiimnendmurdu,
mis erineks murrust % vahem kui 0,001 varra, siis on selleks
kiillaldane leida arvu 3 jagamisel 14-ga 3 kiimnendmérki-

3 |14
30 0,214
20

60

Y

' <Ligikaudne jagatis 0,214 erineb tdpsest jagatisest, s. t.

% -st, vdhem kui poole tuhandiku vérra. Kui jitkata jaga-
mist, siis viga muutub ikka viiksemaks ja viiksemaks. Ometi
ei lope jagamine kunagi, sest vastasel korral saaksime
kiimnendmurru, mis vorduks tipselt %-ga, mis aga pole voi-
malik; sel viisil jagamise jatkamisel voime aga saada jaga-
tises mistahes arvu kiimnendmarke.

178. Loplikud ja 16pmatud kiimnendmurrud. Arvu iimar-

damine. Kui harilikku murdu, niiteks 1'—34, pole voimalik kuju-
tada kiimnendmurruna, siis voime ikkagi, nagu niidatud punk-
tis 177, jagades arvu 3 14-ga, kirjutada jarjest uusi ja uusi
jagatise numbreid, saades sel viisil jdrjest uusi ja uusi kiim-
nendmurdusid. Need kiimnendmurrud kujutavad endast jar-

jest paremaid ja paremaid lihendusi arvule %;
3

lepitud kokku iitelda sel juhul, et arv 13 lahutub lopmatuks
kiimnendmurruks;

seeparast on

3

]4=U,214...;
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siin kolm punkti tdhendavad, et jagatise numbrite rida ei
16pe kirjutatud numbritega (2, 1, 4), vaid et seda on voimalik
jatkata Iopmatult; sama hasti oleksime voinud kirjutada:

|

3 Sl .
=02...; 1;=021...; -=02142... jne.

1

e
s

Selleks, et eristada niisugustest 1opmatutest kiimnendmur-
dudest neid kiimnendmurde, milledega oleme tegelnud siiani,
nimetatakse viimaseid [6plikkudeks kiimnendmurdudeks.

Lopmatuid kiimnendmurdusid, samuti ka loplikke Kkiim-
nendmurdusid suure kiimnendmdrkide arvuga, tuleb prakti-
listeks vajadusteks dmardada, vottes tapse murru asemele s00-
vitava tdpsusega ligikaudse murru kas puudusega voi lilaga
(p. 169). Kui me soovime piirduda tipsusega kuni iiks sajan-
dik, siis votame murru

3,141592653 . . .

asemel ta ligikaudse suuruse 3,14 (puudusega); kui -aga
peaks olema tarvilik tdpsus kuni iiks tuhandik, siis votame
3,142 (liiaga).

179. Perioodilised murrud. Lopmatut kiimnendmurdu, mille
iiks voi mitu numbrit korduvad vahetpidamatult iihes ja
samas jarjekorras, nimetatakse perioodiliseks kiimnendmur-
ruks, korduvate numbrite kogumikku aga nimetatakse selle
murru perioodiks.

Perioodilisi murde liigitatakse puhtperioodilisteks ja sega-
perioodilisteks murdudeks. Puhtperioodiliseks murruks nime-
tatakse niisugust, millel periood algab kohe pdrast koma,
naiteks 2,363636 . . . ; segaperioodiliseks — niisugust, millel
koma ja esimese perioodi vahel on iiks vdi mitu mittekordu-
vat numbrit, niiteks 0,56232323 ... . Perioodilisi murde kirju-
tatakse liihendatult nii: '
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murru 2,3636 ... asemel kirjutatakse 2,(36),
sinn 06932 ER T e % 0,5(23),

s. t. asetatakse periood sulgudesse.

180. Hariliku murru teisendamisel saadav lopmatu kiim-
nendmurd peab olema perioodiline. Veendume selles omaduses

mingi ndite abil. Olgu tarvis teisendada murd 1—79 kiimnend-
murruks. Kuna nimetaja 7 ei koosne teguritest 2 ja 5 ja
kuna antud murd on taandamatu, siis ta ei saa teisenduda
Ioplikuks kiimnendmurruks. Jérelikult ta teisendub 1pma-
tuks kiimnendmurruks. Selleks, et saada monda ta esimestest
kimnendmarkidest, hakkame arvu 19 jagama 7-ga. Kuna
jagamine ei saa loppeda:

19 i,
50 2,71428571.. .,
10
30
20
'60
40
50
10
3
siis peab jddke olema Iopmata palju. Jidgid on aga alati
viiksemad kui jagaja; erinevaid jiike ei saa seepirast olla
rohkem kui kuus jargmist: 1, 2, 3, 4, 5, 6. Sellest jareldub,
et jagamise kiillaldasel jatkamisel jadgid tingimata hakka-
vad korduma. Tdoepoolest osutubki seitsmes jadk sama-
suguseks, nagu oli esimene. Kui aga niiiid jiik kordus, siis
juurde kirjutades temale nulli, saame samasuguse jagatava,
nagu ‘oli varem (50); see tdhendab, et jagatisse hakkavad
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tulema samasugused numbrid, nagu olid varem, s. t. saame
jagatiseks perioodilise murru. Meie naiites periood algas
esimese numbriga pirast koma ja seepirast saime puhtperi-
oodilise murru. Teistes niidetes vdib juhtuda, et periood
ei alga mitte esimese numbriga, vaid nditeks kolmanda voi
mingi muu numbriga; siis saame segaperioodilise murru.

IV. Perioodiliste murdude teisendamine harilikku-
. deks murdudeks.

181. Eelmirkus. Punktis 180 nigime, et lihtmurru tei-
sendamisel kiimnendmurruks saadakse alati kas 1oplik woi
perioodiline kiimnendmurd. Olgu niiiid, vastupidi, antud
perioodiline kiimnendmurd ja tahame teada saada, missugune
on see lihtmurd, mille lahutamisel saadakse antud perioodi-
line murd. Selleks vaatleme koigepealt, missuguseid peri-
oodilisi murdusid saadakse niisuguste harilikkude murdude
teisendamisel, mille lugejaks on iiks, nimetajaks aga num-
ber 9, kirjutatud iiks kord voi mitu korda jarjest, nditeks

5 99 jne.
1 ; 1 i 1
9 99 } 999
1 {9 Foi 99 1 999
10 0,111... | 100 0,0101... I 1000  0,001001 ...
10 } 1 1 1
: |
L =0,(1); L _ 0,01); \ L —0,001)
”——' ’( )7 . 99 = ’( )= | 999 s( .

Nende jagamiste vaatlemisest on holpus jareldada, et nii-
sugustel perioodiliste] murdudel periood koosneb kas tthest
voi iihest, mille ees seisavad nullid, kusjuures perioodis on
niimitu numbrit, mitu korda murru nimetajas kordub num-
ber 9.
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182. Puhtperioodilise murru teisendamine  harilikuks mur-
ruks. Olgu tarvis leida harilik murd, millest saadakse puht-
perioodiline murd 0,2323... . Selleks vordleme seda peri-
oodilist murdu teise, lihtsama murruga, mille periood omab
samapalju numbreid, kuid koosneb iihest ja selle ees seis-
vast nullist. |

0;232323 5.
-0,010101 . ..

Esimene murd sisaldab 23 sajandikku, 23 kiitmnetuhan-
dikku, 23 miljondikku jne.; teine murd sisaldab 1 sajandiku,
| - kiimnetuhandiku, 1 miljondiku jne. Téhendab esimene
murd sisaldab koikide nende jirkude kiimnendosi 23 korda
rohkem kui teine. Seepérast, kui on olemas harilik murd,
mille teisendamisel saadakse perioodiline murd- 0,(23), siis
peab ta olema 23 korda suurem sellest harilikusf murrust,
mille teisendamisel saadakse 0,(01) *; kuid murd 0,(01)

saadakse, nagu nigime, murrust 91—9; jarelikult murd 0,(23)

peab tulenema murrust 3—‘9. Ja toepoolest:

28 | 99
230 0,23...
198

320

297

23
23

g5 = 0,282323 ... = 0,(23).

Reegel. Selleks, et teisendada buhtperioodilist murdu hari-
likuks murruks, tuleb ta periood votta lugejaks, nimetajaks

aga kirjutada number 9 niimitu korda, kuimitu numbrit on
perioodis.

1

Selle véite tdpsem pdhjendus vt. p. 190.
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Niditeid: 1) 0,(7)—_—-;—; 2) 2,(05)22939;

63 7
3) 0,(063) = g =117 -

- 183. Segaperioodilise murru teisendamine harilikuks mur-
ruks. Olgu tarvis leida harilik murd, millest tuleneb segaperi-
oodiline murd 0,3(52). Selleks nihutame viimases koma iihe
koha vorra paremale; siis saame puhtperioodilise -murru

3,(52), mis tuleneb harilikust murrust 32—3. Kuid nihutades

koma iihe koha vorra paremale, me suurendasime murdu

10 korda; murd 32‘—2) on jarelikult 10 korda suurem sellest,
millest tuleneb murd 0,3(52). Seepirast, et leida otsitavat
murdu, on tarvis 3;% jagada 10-ga. Seega:

035252 ...—3,(52) : 10 =32 : 10=22: 10={355-
Ja toepoolest:

wy_ (990
3490 0,352...
2970
5200 B9 _ 0,8525252 ... = 0,8(32).
4950 :
" 2500
1980
520

On voimalik tuletada vidga kéepdrast reeglit segaperi-
oodilise murru teisendamiseks harilikuks murruks; selleks
poorame tdhelepanu sellele, kuidas on voimalik teostada
segaarvu 33—‘-3 jagamist 10-ga. Koigepealt teisendame sega-
arvu liigmurruks. Selleks on tarvis 3 korrutada 99-ga ja
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siis liita 52. Selle asemel aga, et korrutada 3 99-ga, voime
3 korrutada 100-ga ja tulemusest lahutada 3. Seega:

992 __3:99+452 _ 3.100—3- 52
JEE s T e A
Selle asemel, et lahutada 3 ja seejarel liita 52, on voi-

malik algul liita 52 ja siis lahutada 3. Jérelikult:

32 __8-100452—3 3523
A I R

Niiiid jaab jarele vihendada seda murdu 10 korda, s. t.
juurde kirjutada null ta nimetajale; siis saame selle hariliku

murru, millest tuleneb perioodiline murd 0,3(52). Seega:

352 — 3 349
0,35252 .. =20t =20

Tegutsedes eelmisele sarnlevalt leiame, et:
264 — 26 238 i L19

0,26444 . .. =500 " ™ 506 = 150
578 — 57 521 i
5,7888 L el 90 s 90 — 59_0
ehk
78—7 71

Reegel. Selleks, et teisendada segaperioodilist murdu hari-
likuks murruks, tuleb arvust, mis asetseb enne teist perioodi,
lahutada arv, mis asetseb enne esimest perioodi; saadud vahe
votta lugejaks, nimetajaks aga kirjutada number 9 niimitu
korda, kuimitu numbrit on perioodis, niimitme nulliga, kuimitu
numbrit asub koma ja perioodi vahel.

184. Missugused harilikud murrud teisenduvad puhtperioo-
dilisteks ja missugused segaperioodilisteks murdudeks. Me
teame juba, et kiimnendmurruks teisendamisel iga harilik
murd annab kas 16pliku voi perioodilise kiimnendmurru, Me
teame samuti, missugustel juhtudel saadakse 16plik, missu-
gustel — perioodiline kiimnendmurd. Niiiid selgitame, mis-
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sugustel juhtudel osutub saadav perioodiline murd puhtperi-
oodiliseks, missugustel — segaperioodiliseks murruks. See-
juures reeglid, mis niiiid toome, toestatakse liahimates punkti-
des: siinkohal toome aga vaid moned esialgsed kaalutlused,
mis radgivad nende reeglite kasuks.

{. Harilik murd, mille nimetaja pirast taandamist ei
sisalda tegureid 2 ja 5, teisendub puhtperioodiliseks murruks.

Niiteks:

3 —0,428571); 5= 0,(6); 7 =0,45).

Toepoolest, esiteks, selline murd peab muutuma mingiks peri-
oodiliseks. murruks (p. 180); teiseks ei saa see perioodiline
murd olla segaperioodiline, sest et segaperioodiline murd,
nagu nagime, teisendub selliseks harilikuks murruks, mille
nimetaja sisaldab tegureid 2 ja 5. Antud murd jérelikult peab
teisenduma puhtperioodiliseks murruks.

2. Harilik murd, mille nimetaja pirast taandamist sisaldab-
teiste tegurite korval tegureid 2 ja 5, teisendub segaperioodi-
liseks murruks.

Niiteks:

3 _
42775
Toepoolest, esiteks, selline murd peab teisenduma mingiks
perioodiliseks murruks; teiseks, see perioodiline murd ei saa
olla puhtperioodiline, kuna puhtperioodiline, nagu nagime,
tuleneb sellisest harilikust murrust, mille nimetaja ei sisalda
tegureid 2 ja 5. Antud murd jérelikult peab teisenduma

segaperioodiliseks murruks.

5 8 ko G : :
Y =0,8(8); [F= 0,5(8); 36— 0,26(4) jne.

Perioodiliste murdude teooria pohjendamine.

185. Midirkus. Eelnev perioodiliste murdude harilikkudeks murdu-
deks teisendamise esitamisviis ei olnud tidiel madral pohjendatud;

175



seejuures oletati muide, et kui iga liidetav suureneb mdni arv korda,
siis ka summa suureneb sama arv korda (p. 180). See viide, mis on
tdiesti pohjendatud summade puhul l6pliku liidetavate arvuga, pole
rakendatav ilma erilise tdestuseta summadele l6pmatult kasvava
liidetavate ‘arvuga (milledeks on koik perioodilised 16pmatud murrud).

Perioodiliste murdude tépne teooria pohineb piiri mdistel. Esi-
tame luhidalt selle teooria.

186. Arvude jada piir. Olgu antud lopmatu arvude jada
RGN K TP a,.... . Lepime kokku nimetada arvu a selle
jada piiriks, kui vahe a,—a oma absoluutviirtuselt muutub kui-
tahes véikeseks koikide kiillalt suurte n viidrtuste puhul. Nii omab
arvude jada

s SRt e v R SR el
2 3 n
piiriks arvu 1, sest et vahe
(1+l)_1=_1
n n

muutub kuitahes viikeseks koikide kiillalt suurte n vadrtuste puhul.

187. Kui votame mingist l6pmatust kiimnendmurrust moned
-esimesed kiimnendmérgid, tilejidnud aga heidame korvale, siis saame
16pliku kiimnendmurru, mida edaspidi nimetame murru 16iguks.

Nii on murrud

0,8, 0,83, 0833, 0,8333 jne.

lopmatu perioodilise murru 0,8(3) loikudeks. Uldiselt iga lopmatu
kimnendmurd omab lopmatu loikude jada; seejuures on igatiks
nendest l0oikudest 16plik kiimnendmurd.

Teoreem 1. L6pmaiuks kiimnendmurruks teisenduv harilik murd
con selle lopmatu kiimnendmurru léikude jada piiriks.

Toestus. Teame, et antud lopmatu kiimnendmurru esimene
16ik (mis 16peb esimese kiimnendmiirgiga) erineb antud lihtmurrust

vahem kui ll() vorra; teine 16ik erineb sellest vdhem kui %0 vorra;

kolmas — vdhem kui T(TIOT) vorra -jne. Seepdrast iga 16ik, mis on

voetud kiillalt suure mirkide arvuga, erineb antud lihtmurrust kui-
tahes viikse osa vorra; piiri definitsiooni kohaselt see aga tihendabki,
-et antud lihtmurd on selle 16pmatu kiimnendmurru 1dikude jada
piiriks, milleks ta teisendub.
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188. Teoreem 2. Kui kaks harilikku murdu on vordsed, siis nad
teisenduvad iiheks ja samaks (1oplikuks voi l6pmatuks) kiimnend-
murruks.

a;

By
nende teisendamisel kiimnendmurdudeks (lugeja jagamisel nimeta-
jaga) jdime peatuma tuhandikkudele. Siis oleme teada saanud

Toestus. Olgu meil vordsed murrud it ja- Oletame, et

suurima arvu tuhandikke, mida sisaldab kumbki murd L ja %1.

1
(seepiirast, et suurendades jagatist kas vo0i ainult iihe tuhandiku
vorra, me saaksime rohkem, kui peame saama Oigel jagamisel).

Eelduse kohaselt on aga murrud % ja %1— vordsed; suurim arv
1

tuhandikke, mida sisaldab kumbki neist, peab olema iiks ja sama.
Sel viisil peavad kummagi kiimnendmurru kolm esimest kiimnend-

P : geii e % 2 2
mirki, mis saadakse murdude b Ja—l;l teisendamisel, olema tiihe-
1

sugused. Samasuguse arutlusega veendume, et mistahes arv kiim-
néendmirke peavad olema {ihesugused; teiste sonadega, mole-
mad murrud peavad omavahel tépselt kokku langema.

189. Teoreem 3 (poordteoreem eelmisele). Kui kaks harilikku
murdu teisenduvad iiheks ja samaks kiimnendmurruks (loplikuks
voi lopmatuks), siis nad on wvoirdsed.

Toestus. Oletame, et murrud % ja Z' teisenduvad iheks ja
1
samaks kiimnendmurruks N. Kui see murd on loplik, siis saame

téapsed vordused:

b,
jérelikult
a_a
b by
Kui aga murd N on lopmatu, siis kumbki murdudest Z ja f;'_.
1

on vordne murru N léikude jada piiriga ja jérelikult

a0,

b

190. Teoreem 4. Puhtperioodilise murru loikude jada omab piiri,
mis vordub hariliku murruga, mille lugejaks on teise perioodi ees
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seisva arvu ja esimese perioodi ees seisva arvu vahe, nimetajaks
aga — mumber 9 kirjutatud niimitu korda jdrjestikku, kuimitw
numbrit on perioodis. g

Toestus. Votame nditeks puhtperioodilise murru 7,2323... .

Téhistame tdhega X, 10igu sellest murrust, mis sisaldab eneses n-
perioodi, s. t. oletame:

n .
| I
7,2323...28 = 7'+ 100+ 1002 T s 100” = X
Korrutame selle vorduse molemad pooled 100-ga:
¥y 1
' l 23 23
723,2323 .. .23 = 723 + 100 + 700z +- + Toor—i =100 X,

Lahutades viimasest vordusest eelmise, leiame:

~” .)3
723 — 7 — ;0‘0;=99 X, »
kust
723 —17 23

W e =%

voi
i ek N
99 " 100%.99

Viimasest vordusest nahtub, et sel médral kui suureneb arv =,
muutub konstantse arvu (723—7):9 ja arvu X, vahe ja voib
saada vidiksemaks mistahes antud arvust (kui vidike see arv ka ei
oleks); see aga tédhendab, et

Y 723—7 23

piir Xn:T)—f =755
Selle piiri leidmise viisist ndhtub, et 723 on arv, mis seisab
enne teist perioodi, 7 aga — arv, mis seisab enne esimest perioodi;

tdhendab, lugeja rahuldab seda, mis on Geldud teoreemis. Nimetaja
rahuldab samuti teoreemi, sest number 9 kordub niimitu korda,
kuimitu numbrit on perioodis.

Margime, et perioodilisest murrust oleksime voéinud eraldada
tema tdisarvu, s. o. kirjutada nii: )

23 23
piir 7,(23) =7+ piir 0,23) =7+ = 99 = "8 -
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191. Teoreem 5. Segaperioodilise murru loikude jada omab piirt,
mis vordub hariliku murruga, mille lugejaks on teise perioodi ees
seisva arvu ja esimese perioodi ees seisva arvu vahe, mimetajaks
aga — mnumber 9 kirjutatud niimitu korda jarjestikku, kuimitu
numbrit on perioodis, ja mniimitme nulliga lopus, kuimitu mumbrit
on koma ja esimese perioodi vahel.

Toestus: Votame segaperioodilise murru, nditeks

8,52(375),
ja oletame uuesti:
— n —
. MG SR L
8,52875 ... 375 = 8+ 156 + 100 1000 T 100- 10002 T
375

B
# o Joget000" T

Korrutades selle vorduse molemad pooled 100-ga, siis aga korru-
tades saadud vorduse 1000-ga, saame:

g 375
852 4 16604_ B l(i)()" = 100X ¢
375 375
852875 + oo+ + Toggu=i” = 100000 X,

Lahutades viimasest vordusest eelmise, leiame:

375

852875 — 852 — o = 99900 X, ,
kust

852875852 875 _

99900 T 1000 - 99900 "
voi 3

go2375—862_ 815

T 99900 "7 1000" - 99900

Viimasest vordusest nédhtub, et piiramatul n-i kasvamisel

. 852375 — 852 52323

piir X,="""gggo0  ~ 99900

12+ 179



Perioodilise murru téisarvu oleksime voinud siingi temast eral-
dada, s. o. kirjutada nii:

) 52875 — 52
piir X, —8—piir 0,52(375) =8 + 999000 -

Néiteid:
2056 —2 203 5

D2ie g Stop - gy
=i’
o 2 =20 238 110
3) 026(4) = —555 = 900 = 450°
518 —57 521 71 B—7 7

4) 5,7(8) =- 0 00 56(-) ehk 5,7(8) = 5—W = .")6(—) ¥

. 63
2) 0,(063) = 999

192. Mirkus. Teoreemid 4 ja 5 naitavad, et iga perioodilise
kiimnendmurru loikude jada piiriks on mingi harilik murd. Siit
jareldub teoreemi 1 alusel, et kui iildse on olemas niisugune harilik
murd, mis lahutub antud perioodiliseks murruks, siis vordub see
harilik murd antud perioodilise murru piiriga.

Kuid eeltoodud teoreemidest ei jareldu veel, et iga perioodilise
murru jaoks leidub seesugune harilik murd, mis temaks lahutub.
Ja toepoolest see ei ole oOige iga perioodilise murru jaoks, nagu
seda kohe ndeme.

193. Teoreem 6. Kui antud perioodilise murru periood koosneb
ainult iihest numbrist 9, siis pole olemas niisugust harilikku murdu,
mis lahutuks antud perioodiliseks murruks. Koikidel muudel juh-
tudel see harilik murd, mis on perioodilise murru loikude antud
jada piiriks, lahutub selleks murruks.

See tdhendab, et kirjutades mistahes pericodilise murru (puht-
voi segaperioodilise), kui ainult ta periood ei koosne iihest iihek-
sast, voime alati leida sellise hariliku murru, mis lahutub antud
perioodiliseks murruks; vastupidi, perioodiline murd, mille perioo-
diks on number 9, ei saa olla mingi hariliku murru lahutiseks.

Toestus. 1) Olgu' antud mistahes perioodiline murd perioo-
diga 9, niiteks 5,28(9). Kui oleks olemas harilik murd, mis kim-
nendmurruks lahutamisel annaks 5,28(9), siis, nagu teame, see hari-
lik murd peaks vorduma antud perioodilise murru loikude jada
piiriga; kuid murru 5,28(9) jaoks vordub see piir teoreemi 5 alusel:
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5280 — 528 528049 — 528 _ 52810 — 52849

R TR e 0 103 e PR ST
528-94-9 528 +1
G T T o e e B T

s. t. selleks on murd, mille nimetaja ei sisalda teisi algtegureid peale
2 ja 5; selline harilik murd, nagu teame, lahutub loplikuks, mitte
aga perioodiliseks kiimnendmurruks. Toestamist toimetasime néite
abil (naitlikkuse eesmirgil), kuid toodud arutlus jadb ilmselt digeks
mistahes perioodilise murru puhul, mille perioodiks on 9.

2) Olgu niiid antud perioodiline murd perioodiga, mis koosneb
kas mitmest numbrist voi lhest numbrist, mis on erinev 9-st. néi-
teks 7,(23). Teoreemi 4 toestamisel me oletasime, et

ja ndgime, et n kasvades %
y 23 723 —17 o2
’ =" — piir X,,;

tapsemalt, meil oli seal
9
723 - 7 Ty Y 23 1

BT 100m .99 < 100"

23 sk 5 ;
kuna T < 1 (just see viimane vorratus, mis jéab oOigeks mistahes
perioodi puhul, kui viimane erineb 9-st, vbimaldab laiendada meie
poolt iiksikndite puhul toodud arutlust mistahes murdudele perioo-
diga, mis erineb 9-st). See aga tihendab, et 1oplik kiimnendmurd

. 723 —17
X, nimetajaga 1007 on arvu - gg ligikaudseks suuruseks (puudu-

1 ; i
sega) tapsusega kuni 100" ; sellisteks ligikaudseteks suurusteks on,

nagu teame, need 16igud, mis saadakse antud arvu kiimnendmurruks
723 — 17
lahutamisel; tiahendab X, on arvu ——gq lahutise loiguks; kuna

723 — 7
aga n on vabalt valitud, siis arvu = g9 kiimnendmurruks lahutis

langeb tegelikult iihte antud perioodilise murruga 7,(23).

194. Jireldused. 1) Puhtperioodiliseks murruks muutuva hariliku
murru nimetaja ei sisalda. parast taandamist tegureid 2 ja 5, sest

vastavalt teoreemile 4 on teda alati véimalik kujutada arvuga, mis’
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1opeb numbriga 9, ja seepdrast ta ei voi jaguda ei 2-ga ega 5-ga,
seda enam ta aga ei voi sisaldada meid tegureid pdrast murru
taandamist.

2) Segaperioodiliseks murruks muutuva hariliku murru nimetaja
sisaldab iihte teguritest 2 wvdi 5 v0i molemaid koos.

Toepoolest seda nimetajat voib teoreemile 5 vastavalt kujutada
nulliga 16ppeva arvuga ja seepirast ta jagub nii 2-ga kui ka 5-ga.
Molemad need tegurid oleksid taandajaiks ainult siis, kui
lugeja oleks loppenud nulliga. Lugeja saamiseks aga lahutatakse
arv, mis seisab enne esimest perioodi, arvust, mis seisab enne teist
perioodi; kuna perioodi viimane number ei v0i osutuda iihesuguseks
perioodi ees seisva viimase numbriga (kui periood on alatud oigest
kohast), siis lugeja ei voi loppeda nulliga. Seepédrast jadb ka pérast
taandamist (kui see on vdimalik) nimetajasse kas tegur 2 voi 5 voi
molemad koos.

3) Harilik murd, mille nimetaja ei sisalda tegureid 2 ja 5, muu-
tub puhtperioodiliseks murruks.

Naiteks:

3 A 2 5 >
7= 0,(428571) ; 7= 0,(6); 1= 0,(45) .

Toepoolest: 1) selline murd peab teisenduma mingiks perioodi-
liseks murruks (p. 180); 2) see perioodiline murd ei vdi olla sega-
perioodiline murd, sest segaperioodiliseks murruks, nagu nigime,
voib teisenduda ainult selline harilik murd, mille nimetaja sisaldab

tggureid 2 ja 5. Jarelikult peab antud murd teisenduma puht-
perioodiliseks murruks.

4) Harilik murd, mille nimetaja pdrast taandamist sisaldab koos
teiste teguritega fiihte teguritest 2 v6i 5 (voi molemaid) teisendub
segaperioodiliseks murruks.

Niiteks:

w
O

5 v 8 %
5 =0,8(3); IR = 0,5(3);

o

2

It

153 = 0,26(4) jne.
Toepoolest: 1) selline murd peab teisenduma mingiks perioodili-
seks murruks; 2) see perioodiline murd ei voi olla puhtperioodiline
murd, sest et puhtperioodiline murd, nagu nigime, tuleneb ainult
sellisest harilikust murrust, mille nimetaja ei sisalda tegureid 2 ja 5.
Antud murd peab jéarelikult teisenduma segaperioodiliseks murruks.
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VI OSA.
VORDELISED SUURUSED.
1. Vorded.

195. Vorded. Vordeks (ehk proportsiooniks) nimetatakse
kahe suhte vordust.
Nii kujutavad vordused

g
1— 3_2_ kg

|S

S -

92
&

:“_1 Y T

3

el e

3
4

v =

endast vordeid. Neid vordeid voib kirjutada jargmiselt:
3:4—9:12, 10: 25 = I3 yine.

Sonadega loetakse neid vordeid nii: 3 suhtub 4-ga nagu
9 12-ga; 10 suhtub 2—‘12--ga nagu I% %-ga jne. Vorret kujun-
dava kahe suhte liikmed voivad olla kas nimeta arvud (nagu
kahes esimeses ndites) voi iihe ning sama nimetusega nimega
arvud (nagu kolmandas ndites). Viimasel juhul on téiesti
lubatav, et esimese suhte liikmetel on iiks nimetus (nditeks
kilogrammid), teise suhte liikmetel aga hoopis teine nimetus

(nditeks meetrid); seejuures kumbki nendest suhetest on

nimeta arv ja vorre kujutab endast nende kahe nimeta arvu

vordust.
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Igal vordel on ilmselt kaks eelnevat ja kaks jargnevat
liiget. Vorret kujundavate suhete liikmeid nimetatakse ka
vorde liikmeteks. Vordes

33 4=9r12 (1)

nimetatakse litkmeid 3 ja 12 valislitkmeteks, liikmeid 4 ja
9 — siseliikmeteks. 1ga liiget vorde liikmetest nimetatakse
kolme teise liikme suhtes neljandaks vordeliseks.

196.. Vorrete pohiomadus. Selles punktis kisitleme ainult
niisuguseid vordeid, millede liikmed on nimeta arvud.

o 3 9 i %
Vaatleme vorret AT korrutame mélemad vordsed
suhted iihe ja sama arvuga 4-12, s. t. jargnevate liikmete
korrutisega; tulemuseks saame jallegi vordsed arvud:

parast taandamist
Sl 220ty
See vordus niitab, et

vorde vilisliilkmete korrutis vordub siseliikmete korrutisega.
On holpus veenduda, et, vastupidiselt, neli arvu, mis on valitud
nii, et kahe korrutis vordub kahe iilejiiinu korrutisega, osutu-
vad alati vorde liikmeteks.

Votame nditeks vorduse
4 -15=—=8"-20;

jagades vorduse pooled korrutisega 15 -3, leiame parast taan-
damist:

184



Me oleksime voinud jagada antud vorduse molemaid pooli
ka teistsuguste korrutistega, nditeks arvudega 4 -3, 4-20 voi
1520, ja saada sel viisil mitu erinevat vorret.

Ainus erand sellest reeglist esineb sel juhul, kui tihes.
korrutises (voi molemas) molemad tegurid on nullid, naiteks
0-5=0-0; sel juhul pole antud arvudest ilmselt voimalik
koostada vorret, sest sellises vordes peab vdhemalt iiks jarg-
nevatest liikmetest olema null, mis, nagu teame, pole aga
lubatav.

Uldkujul kirjutatakse vorde %:—Z— pohiomadus nii:

ad = bc. y
Vastupidi, vordusest ad = bc jareldub, et
e @\ o il IO R R
B Sy e e I T

197. Jireldusi pohiomadusest. 1) Vorde iga viilisliige vor-
dub siseliikmete korrutisega, mis on jagatud teise vilisliikmega

ja vorde iga siseliige vordub vilisliikmete korrutisega, mis.
on jagatud teise siselilkmega.

See annab voimaluse leida vorde tundmatut liiget, kui ta
iilejadnud 3 liiget on teada; nditeks vordest

10 : X =145 : 20,
kus X tihendab vorde tundmatut siseliiget, leiame:
1000 S04
X:_Tf)’ _—4-9—.
2) Vorde liikkmete {imberpaigutamine. Igas vordes on voi-
malik iimber paigutada: 1) siseliikmeid, 2) vilisliikmeid ja
3) vilisliikmeid siseliikmete asemele ja vastupidi. Niisugused

iimberpaigutused ei riku vorret, sest jaab kehtima vilisliikmete
ja siseliikmete korrutiste vordsus. Olgu niiteks antud vorre:

1) 4:7=12:2l.
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Kui paigutame {imber ta siseliikmed, saame:

2) 4 12—=17:21.

Paigutame veel mdlemas vordes iimber vilisliikmed, siis
saame veel kaks vorret:

3) 21 e="19 = M4 e B 4

Lopuks paigutame veel neljas saadud vordes siseliikmed
valisliikmete asemele ja vastupidi, siis saame veel neli vorret:

D)= Pl ] 9 1) S 2l e v
)2l Dd ==l e SV 1200 e Sl

Saadud kaheksas vordes oleks veelgi voimalik paigutada
timber suhteid, s. o. paigutada teine suhe esimeseks, esimene
aga teiseks, kuid nende {imberpaigutustega ei oleks voimalik
saada uusi vordeid, milles voime vahetult holpsalt veenduda.
Kui nditeks vordes 5 paigutame timber suhted, siis me ei saa
mitte uut vorret, vaid vorde 4. Koikvoimalike iimberpaigutuste
teel on jirelikult voimalik saada iihe vorde asemel kaheksa
vorret.

3) Vorde kontrollimine. Selleks, et kontrollida pohioma-
duse alusel vorret, on tarvis ainult veenduda, kas tema vilis-
liikmete korrutis vordub siseliikmete korrutisega. Naiiteks
vorre 4 :7==868:1519 on oige, sest 1519-4=868-7.

198. Geomeetriline keskmine. Votame vorde, mille sise-
liilkmed on vordsed, naiteks:

36 12=12:4.

Niisuguse vorde korduvat liiget nimetatakse vorde kahe
tilejadanud liikme geomeetriliseks keskmiseks. Nii on 12
arvude 36 ja 4 geomeetriline keskmine.
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Seega kui on tarvis leida kahe arvu a ja b geomeetrilist kesk-
mist, siis, tdhistades viimast X-ga, voime kirjutada vorde:

A X =% 10,
kust: ¢
X2=—ab.

Tidhendab kahe antud arvu geomeetriline keskmine. on kolmas
niisugune arv, mille ruut vordub antud arvude korrutisega 1, Naiteks
vordub arvude 25 ja 4 geomeetriline keskmine 10-ga, sest 102 =25 - 4.

199. Aritmeetiline keskmine. Mitme antud arvu aritmeetiliseks
keskmiseks nimetatakse jagatist, mis saadakse nmende arvude summa
jagamisel mende arvuga. Niiteks vordub arvude 10, 2, 8 ja 12 arit-
meetiline keskmine:

104248412 _32_g,
4 4
Aritmeetilisel keskmisel on see omadus, et kui antud arvude liit-
misel asendame igaiihe neist aritmeetilise keskmisega, siis sellest
asendamisest summa ei muutu. Nii vordub arvude 10, 2, 8 ja
12 summa 32-ga ja summa 8+ 8 -8+ 8 vordub samuti 32-ga.

Oletame niiteks, et vabriku toodang jooksva aasta esimese nelja
kuu jooksul suurenes, vorreldes eelmise aasta detsembri toodanguga:
jaanuaris 10 000 rubla, veebruaris 2000 rubla, mértsis 8000 rubla ja
aprillis 12 000 rubla vorra. Siis voime {itelda, et keskmine toodangu
suurenemine nimetatud 4 kuu jooksul on 8000 rubla kuus. Sellest
tuleb aru saada nii, et vabriku toodangu suurenemine koigi 4 kuu
jooksul osutus samasuguseks, nagu ta oleks olnud siis, kui toodangu
suurenemine iga kuu jooksul oleks olnud iihesugune, nimelt 8000
rubla vorra.

Samasuguses mottes rédgitakse sageli keskmisest sissetulekust,
keskmisest liilkumise kiirusest, keskmisest rahvastiku tihedusest jne.
Koikide selliste véljendflste puhul mbdeldakse, et juttu on aritmee-
tilisest keskmisest.

. 200. Tuletatud vérded. Kui lihtuda alltoodud kaalutlus-
test, on iihest vordest voimalik saada mitmeid teisi vordeid,
mida nimetatakse tuletatud vorreteks.

1 Kahe arvu geomeetriline keskmine vordub jarelikult ruutjuu-
rega antud arvude korrutisest.
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Votame mingi suhte, néiteks 21 : 7. Kui liidame tema eel-
neva lilkmega jirgneva, jittes jirgneva liikkme muutmata,
siis saame suhte (21 4 7) : 7, mis ilmselt on eelmisest suurem
I vorra. Kui aga lahutame eelnevast liikmest jiargneva (kui
see on voimalik, nagu meie niites), jargneva liikme jatame
aga muutmata, siis saame uue suhte (21 —7):7, mis on eel-
misest viiksem | vorra.

Seda mérkinult votame mingi vorde:
| 21:7=30:10
ja koostame temast uue vorde jargmisel viisil:

(214 7) +7==(30 4-10) : 10> . (1)

See vorre on oOige seepdrast, et iga suhe selles vordes oir
suurem antud vorde suhetest iihe ja sama arvu, nimelt |
vorra. Meie poolt koostatud tuletatud vorret on voimalik
sonadega avaldada jargmiselt:

esimese suhte liilkmete summa suhtub selle jirgneva liik-
mega, nagu teise suhte liikmete summa suhtub selle jirgneva
liikmega. )

Koostame niitid antud vordest niisuguse:
1 —=7)": 7==430 =10} ::10. (2)

See vorre on oige seepdrast, et iga suhe selles vordes on
vaiksem antud vorde suhetest iihe ja sama arvu, nimelt
I vorra. Meie poolt koostatud teist tuletatud vorret on voi-
malik avaldada sonadega jargmiselt:

esimese suhte liikkmete vahe suhub selle jirgneva liilkmega,
nagu teise suhte liikmete vahe suhtub selle jirgneva liikmega.
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Liikmete iimberpaigutamisel selles kahes tuletatud vordes
viib saada veel teisigi tuletatud vordeid. Paigutame {imber
siseliikmed esimeses tuletatud vordes ja antud vordes:

(21 - 7) + (30 +.10) =7: 10;
21:30="7:10.

Kahes viimases vordes teised suhted on vordsed, tidhen-
dab siis ka esimesed suhted peavad olema vordsed:

(21 + 7) : (30 10) =21 : 30.

Paigutades siseliikmed iimber, saame:

(21 -+ 7) : 21 = (30 -+ 10) : 30. (3)

Seda kolmandat tuletatud vorret on voimalik sonadega
avaldada jargmiselt:

esimese suhte lilkmete summa suhtub selle eelneva liik-
mega, nagu teise suhte liilkmete summa suhtub selle eelneva
lilkkmega.

Paigutame - siseliikmed teises tuletatud vordes ja antud
vordes limber, saame:

(21 —7) : (30— P0)i== {510
e 80 =17 10;
siit:
(21 —7) : (30— 10), =2k 30
vOi

(21 — 7) : 21 = (30 — 10) : 30. (4)

Seda neljandat tuletatud vorret on voimalik avaldada
sonadega jargmiselt:

esimese suhte liikmete vahe suhtub selle eelneva lilkmega,
nagu teise suhte liikmete vahe suhtub selle eelneva liikkmega.
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\Paigutades siseliikmed esimeses ja teises tuletatud vordes
iimber, saame:
(21 4+ 7) : (30 4 10) =7 : 10;
(215 7Y “{(30—=210) =7 110;

(21 +7) : (30 + 10) = (21 — 7) : (30 — 10)

(21 +7) : (21 —7) = (30 4+ 10) : (30— 10). (5)

Seda viiendat tuletatud vorret on véimalik avaldada sona-
dega jdrgmiselt:

esimese suhte liilkmete summa suhtub nende vahega, nagu
teise suhte liilkmete summa suhtub nende vahega.

201. Vordsete suhete omadus. Niitame veel ithe omaduse,
mis peab paika mitte ainult vorde, s. o. kahe suhte vor-
duse juures, vaid ka kolme, nelja ja enama suhte vorduse
juures.

Votame mitu vordset suhet, néiteks sellised:

408a0==205.==8: D= 75
Kuna igas suhtes ta eelnev liige vordub jirgneva liikme
ja suhte korrutisega, ja kuna meie niites iga suhe vordub
4-ga, siis voime kirjutada:
40=10-4; 20=75+4; OO AR
Liidame nende vorduste vasakud pooled omavahel ja pare-

mad pooled omavahel. On ilmne, et vordsete arvude liitmisel
peame saama ka vordsed summad;-seeparast

40420+ 84 . =10 44534244 ...

Selle vorduse parempoolses osas korrutatakse arvud 10,
5, 2 ... eraldi 4-ga ja saadud korrutised liidetakse. Selle
asemel on voimalik eelnevalt liita arvud 10, 5, 2, ... ja siis
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summa korrutada 4-ga. Seepdrast voime meie poolt tuleta-
tud vorduse iimber kirjutada nii:

40420484 ...=(10+5+2+...)4
Jagame selle vorduse molemad pooled summaga 10 + 5 -+
+ 24 ..., seejuures vordus jadb kehtima, saame:

(40+2048-4...) ¢ (10+5+4+24...)=4
Kuid igaiiks meie poolt voetud vordsetest suhetest vordub-
samuti arvuga 4; tdhendab

4020+ 8+...): (10+5+2+...)=40:10=
=90 5=8:2=..

Olgu meil tldiselt mitu vordset suhet:

L RN i
By b‘z__,..-z].

s
b
Siis
a = bq; a, =b,q; a,_,r:bzq;

Liites need vordused, saame:
a—}—a,+a2—i—...:bq+b1q+bzq—}—..‘=(b+b‘-{—b2+...)q.
Jagame niiid vorduse molemad pooled summaga b L o oy e

seejuures jadb vordus kehtima:

atatost-.._,
b+by+-by+... ;
Kuid igaiiks antud suhetest vordub samuti g-ga, tdhendab
¥ motagt. . & G i
bF by +ba+... B b, Gg5 0

Seega:

kui mitu suhet on iiksteisega vordsed, siis koikide nende
eelnevate liikmete summa suhtub koikide nende jirgnevate
likmete summaga, nagu iiks mingi eelnev liige suhtub oma
jargneva liikmega.

Iga vorre kujutab endast kahe suhte vordust; tdhendab
meie poolt ndidatud omadus peab paika ka iga vorde puhul.
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II. Suuruste vordeline ja poordvordeline soltuvus.

202. Vordelised suurused.: Maksku 3 m riiet 360 rubla;
siis kahekordne hulk riiet, s. 0. 6 m, maksab kaks korda roh-
kem, s. 0. 360-2=720 rubla; kolmekordne hulk riiet, s, t.
9 m, maksab kolm korda rohkem, s. o. 360 -3 — 1080 rubla
jne.

Uldiselt, kui antud kauba hulka suurendada mistahes arv
korda, siis suureneb ka ta koguhind sama arv korda; kui antud
kauba hulka vdhendada moni arv korda, siis ka ta koguhind
viheneb sama arv korda.

Kui kaks suurust on seotud omavahel nii, et iihe suurene-
mine (vdhenemine) moni arv korda pohjustab teise suurene-
mist (vihenemist) sama arv korda, siis neid kahte suurust
nimetatakse vordelisteks suurusteks.

Nii on kauba hulk ja ta koguhind vordelised suurused. Tiip-
selt samuti on iihtlase tihedusega keha kaal (niiteks rauatiiki
kaal) vordeline ta ruumalaga; iihtlaselt liikuva keha (niiteks
raudteerongi) poolt kdidud tee pikkus on vordeline liikumise
kestusega;

murru suurus, kui ta nimetaja ei muutu, on vordeline ta
lugejaga jne.

Kui iihes riidetiikis on 4 m riiet, teises aga 10 m, siis
teine riidetiikk on —§=2{; korda suurem esimesest; tdhen-
dab, et ka teise riidetiiki koguhind on 2.1? korda suurem esi-
mese riidetiiki koguhinnast, s. t.

10 m koguhind __ 10 m ( i gil
4 m koguhind — 4 m _"‘2)'
Seega:

kui kaks suurusi on vordelised, siis esimese suuruse kahe
mistahes vadrtuse suhe vordub teise suuruse vastavate vddr-
{uste suhtega.
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203. Ulesanne. 8 meetrit riiet maksab 960 rubla; kui palju
maksab 15 m sama riiet?

1) Lahendamine iihiku kaudu.

Riide koguhind on vordeline ta meetrite arvuga; seepérast
1 m maksab 8 korda vdhem kui 8 m, 15 m aga maksab
15 korda rohkem kui 1 m; kuid

8 m maksab 960 rubla,
tahendab

| m maksab 0 =120 (rubla),
15 m maksab Y50 - 15=1800 (rubla).

Viisi, mille jirgi me lahendasime selle iilesande, nimeta-
takse lahendamiseks ithiku kaudu, kuna selleks, et teada saada
15 m riide hinda, me leidsime koigepealt 1 m hinna.

2) Ulesande lahendamine vorde abil.

Tahistame x-ga 15 m riide hinna, siis p. 202 toodud reegli
jargi saame vorde:

x:960=15:8,
kust
6015
x =012 1800 (rubla).

204. Vordelise sdltuvuse viljendamine valemi abil. Olgu meil
kaks vordelist suurust A ja B. Oletame, et kui suurus A on vordne
ithikuga (vastavat liiki suuruse ithikuga), siis teine suurus B muutub
vordseks k ihikuga (vastavat liiki suuruse iithikuga). Kui nutid
suurus A omandab mingi teise vaidrtuse x ihikut, siis suuruse B
viirtuseks ei ole enam k iihikut, vaid mingi teine arv, mille téhis-
tame y-ga. Avaldame selle paremaks selguseks jargmise tabelikesega:

Al B
l,lk,
xly
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Kuna eelduse jirgi suurused A ja B on vordelised, siis suhe
1:x peab olema vdrdne suhtega k ‘Y. Jdrelikult vdime kirjutada
vorde:

1:ix=k vy,

millest leiame, et

: y=kzx.

Selle valemi abil vdime hélpsalt leida arvu Y, mis vastab x mis-
tahes viirtusele, kui ainult on teada arv k. Kui nditeks x =1, 2,

1 3

AL 45, 9;, ... jne, siis y vordub vastavalt k, 2k, 3k, 4k,
41k gg :
3k 4k jne.

Seega:

kui kaks suurust on vordelised, siis nendevahelist séltuvust voib
avaldeda valemiga y = kx, milles Yy ja x on muutuvad arvud, mis
viljendavad antud suuruste teineteisele vastavaid vddrtusi, k on aga
Jidv arv, mis vordub y selle erivddrtusega, mis vastab vddrtusele
x=1. Seda arvu nimetatakse vordeteguriks.

Rakendades niiteks seda valemit meie tlesandele (p. 203), vdime
kirjutada:

riide koguhind = k X riide hulk,

kus k on hinna suurus sel juhul, kui riide hulk vérdub thikuga.
Tdhendab, kui hind viljendatakse rublades, riide hulk aga meetrites,.
siis k on 1 m hind (120 rubla).

205. Poordvordelised suurused. Vaatleme niisugust iiles-
annet: 6 todlist lopetab teatava t66 18 pdevaga. Mitme pie-
vaga lopetab sama t66 9 inimest, té6tades samade tulemus-
tega nagu esimesedki?

Selles iilesandes raigitakse ka kahest suurusest: t& 6 -
liste hulgast jato66 kestvusest Need suurused
soltuvad teineteisest, kuna ithe muutumisel muutub ka teine.
See soltuvus on aga teistsugune kui iilesandes p. 203.

Seal iihe suuruse suurenemisel 2, 3 jne. korda teine suu-
rus suurenes sama arv korda. Siin aga, kui suurendada
kahekordseks todliste arvu, sama t66 kestvus vaheneb kaks
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korda; vastupidi, kui nditeks vihendada toéoliste arvu 3 korda,
siis antud t66 kestvus suureneb ilmselt kolm korda.

Kui iihe suuruse suurenemisel (vdhenemisel) mingi arv
korda teine suurus viheneb (suureneb) sama arv korda, siis
neid kahte suurust nimetatakse poordvordelisteks suurusteks.

Nii on tooliste arv ja antud t66 kestvus poordvordelised
suurused.

Tapselt samuti:

kauba hulk, mida on voimalik osta antud rahasumma (nai-
teks 100 rubla) eest, on pddrdvordeline selle kauba kaalu-
ithiku hinnaga;

aeg, mille viltel kdiakse lidbi antud teekond iihflaselt lii-
kuva keha poolt, on poordvordeline liikumise kiirusega;

murru suurus, kui ta lugeja ei muutu, on pdéordvordeline
ta nimetajaga jne.

Kui iihes brigaadis on 6 todlist, teises aga 9 toolist, s. t.

9 1 S 2 . e
5 =13 korda rohkem, siis teine brigaad tdidab sama t00
17,- korda kiiremini kui esimene, s. o.
1. brigaadi t66 kestvus tooliste arv 2. bngaadxs ( _)
2. brigaadi t66 kestvus toollste arv 1. bngaadls
Seega:

kui kaks suurust on poordvordelised, siis esimese suuruse
kahe mistahes vadrtuse suhe vordub teise suuruse vastavate
vddrtuste poordsuhtega.

206. Lahendame niiiid iilesande, mis oli toodud p. 205
alguses.

1) Lahendamine iihiku kaudu.

Pievade arv on poordvordeline tooliste arvuga; seepdrast
1 todline lopetab 160 paevade arvuga, mis on 6 korda suurem

13+ 195



pdevade arvust, millega I6petab sama t66 6 toolist; 9 toolist
aga lopetab sama t66 pdevade arvuga, mis on 9 korda viik-
sem pdevade arvust, millega [opetab selle t66 1 todline. Kuid
6 toolist Iopetab t66 18 pdevaga; tdhendab 1 tooline l6petab
sama t00 18-6 (=108) pdevaga, 9 toolist aga Iopetab

sellesama. t66 IBT’ﬁ (=12) péevaga.

2) Lahendamine vorde abil. Tahistades x-ga tundmatut pie-
vade arvu, millega 9 to6list 16petab t66, saame p. 205 toodud
reegli jargi vorde:

% 18

i,
B B
kust
x_lsvﬁ—_ 12 (péeva).

Mirkus. Selleks, et kaks temetelsest soltuvat suurust olek-
sid vordelised (voi poordvordelised), ei jatku sellest, et kui
liks nendest suurustest suureneb, siis teine suurus ka suure-
neb (voi teine suurus viheneb, poordvordelisuse puhul). Nii-
teks, kui iiks liidetavatest suureneb, siis suureneb ka summa;
ekslik oleks aga oelda, et summa on vordeline liidetavaga,
sest kui me néiteks suurendame liidetavat 3 korda, siis, kuigi
summa suureneb, ei suurene ta ometi 3 korda. Samuti ei ole
voimalik oelda, et kahe arvu vahe on poordvordeline lahuta-
tavaga, sest kui lahutatav suureneb nditeks 2 korda, siis,
kuigi vahe vidheneb, ei viahene ta ometi 2 korda. Vordeli-
suseks on tarvilik, et kummagi suuruse suurenemine voi
vahenemine toimuks sama arv kord a.

207. Poordvordelise soltuvuse villjendamine valemi abil. Olgu
meil kaks poordvordelist suurust A ja B. Oletame, et kui suurus A
on vordne iihikuga (vastavat liiki suuruse iihikuga), siis teine suurus
B muutub vordseks k thikuga (vastavat liiki suuruse iihikuga).
Kui niilid suurus A omandab iihiku asemel mingi teise viirtuse x
uhikut, siis suurus B omandab eelmise viirtuse (k iihikut) asemel
mingi vaédrtuse y.
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Paremaks selguseks kirjutame selle iiles tabelikesené:
AlB '
1]4
x|y

Kuna tingimuse jérgi suurused A ja B on poordvordelised, siis
suhe 1:x vordub suhte k:y poordvaidrtusega, s. t. suhtega VRN
Seepirast voime kirjutada vorde:

kust leiame
(voi xy =k).
Seega:

kui kaks suurust on poordvordelised, siis voib mendevahelist

k
soltuvust avaldada valemiga Yy = o (voi teisiti — valemiga Y=LK,
kus x ja y on mende suuruste mingid teineteisele vastavad vddrtu-
sed, k aga on jddv arv, mis vordub y vidrtusega, kui x =1.

Selle valemi jédrgi voime arvutada vy vadrtuse mistahes antud x
vidrtuse puhul, kui ainult on teada arv k- Kul =1, 2,3, 4, &5
... jne, siis
%. %, e jne.

C 4_‘)_

&

Meie tlesandes t60 kestvuse kohta (p. 205) on jaddvaks arvuks
k piaevade arv, mis vastab uhele toolisele (108 péeva); siis 2 toolist

108 e 2108 % ;
lopetab t66 ., (=54) pédevaga, 3 toolist o (=36) pdevaga jne.

208. Ulesanne vordeliste suuruste kohta, kui neid suurusi
on iile kahe.

Ulesanne. 5 iihesugusele petrooleumilambile, mis polesid
24 pédeva a 6 tundi paevas, on kulutatud 120 liitrit petroo-
leuni. Mitmeks pdevaks jatkub 216 liitrist petrooleumist, kui
9 sellist petrooleumilampi poleb 8 tundi pdevas?
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Paigutame selle iilesande andmed jargmiselt:

120 I — 5 petrooleumilampi — 6 tundi — 24 pieva;
216 | — 9 petrooleumilampi — 8 tundi — x péaeva.

Néeme, et uutes tingimustes on muudetud nii petrooleumi,
kui ka petrooleumilampide arv ja nende igapdevase pdlemise
kestvus, korraga on koiki neid muutusi arvesse votta raske:;
seepérast oletame koigepealt, et muutub mingi iiks arv antud
arvudest, naiteks petrooleumi tagavara, iilejidanud arvud
aga ei muutu. Me saame niisuguse iilesande: mitmeks
paevaks jatkub 216 liitrist petrooleumist, kui samad 5 pet-
rooleumilampi polevad endiselt 6 tundi pidevas? Kui nendes

tingimustes 120 1 jitkub 24 paevaks, siis 216 1 jitkub 2"
paevaks, kuna pédevade arv on ilmselt vordeline drapdlenud
petrooleumi hulgaga. Niiiid voime koostada jargmise kirju-
tise:

216 1 — 5 petrooleumilampi — 6 tundi — 24,1‘2f~:)1ﬁ péeva.

Niiiid muudame petrooleumilampide arvu, jittes muutu-
seta petrooleumi tagavara (216 1) ja igapievase polemise aja
(6 tundi). On ilmne, et kui viie petrooleumilambi asemel
poleb iiksainus, siis jatkub sama petrooleumi tagavara sama
pika igapdevase polemise puhul 5 korda kauemaks; kui aga
iihe petrooleumilambi asemel poleb neid 9, siis jatkub petroo-
leumi 9 korda lithemaks pdevade arvuks (pdevade arv on
poordvordeline petrooleumilampide arvuga); seepirast voime
koostada jargmise Kkirjutise:

24.216.5
120-9
Jdédb jdrele muuta igapievase polemise tundide arvu. On

ilmne, et antud petrooleumi tagavara ja antud petrooleumi-
lampide arvu puhul pdevade arv suureneb (vdheneb) niimitu
korda, kuimitu korda me vdhendame (suurendame) igapie-
vase polemise tundide arvu. Teiste sonadega, polemise pée-

216 1 — 9 petrooleumilampi — 6 tundi — paeva.
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vade arv ja igapdevase polemise tundide arv on pédrdvorde-
lised. Seepirast iile minnes 6-lt igapdevase polemise tun-
nilt 8-le, peame viimases {ileskirjutises saadud pdevade arvu
korrutama 6-ga ja jagama 8-ga. See annab jdrgmise iiles-
kirjutise: . '

216 1 — 9 petrooleumilampi — 8 tundi ——%59 pieva;
seega:

24.216.5-6 %
mg‘z 18 (pdeva) A

III. Ulesandeid vordelise jaotamise kohta.

'209. Ulesanne 1. Jaotada 84 3-ks osaks vordeliselt
arvude reaga: 7, 5 ja 2.

Sellest tuleb aru saada nii: jaotada 84 kolmeks selliseks
osaks, et esimene osa suhtuks 7-ga, nagu teine suhtub 5-ga
ja nagu kolmas suhtub 2-ga. :

Tihistame otsitavad osad tihtedega x;, xo, x3. Ulesandes
noutakse, et need osad rahuldaksid jargmisi vordeid:
= x3
7 5 g
Siit leiame vordsete suhete omaduse jargi (p. 201):

xtotxw_ _x_ B __ %

745 F2 7 Gy 2
Kuid x; +xo+x3=84 ja 745+ 2=14 seepérast
vdime eelmise rea kirjutada iimber jargmiselt:

84 x84 x5, W __ X,
Y e R T S RO e
sellest saame:
84 e o I ; __3_4.__‘
xl=ﬁ.7-_=42, x.!-“‘.)-—.‘-}(), X3 =13 2 =12,
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Oleme leidnud jargmise reegli:

selleks, et jaotada arvu osadeks vordeliselt antud arvudega,
tuleb jagada teda nende arvude summaga ja jagatist korru-
tada kordaméoda igaithega nendest arvudest.

210. Ulesanne 2. Jaotada 968 4-ks osaks vordeliselt

A
arvude reaga: 12, Fis

~ Asendame koigepealt antud murdarvude rea tiisarvude
reaga. Selleks teisendame murrud {ihenimelisteks ja muudame
segamurrud liigmurdudeks:

L, T A
=n 3

L 16,
2. 407 £ 740

1 0°

Sl&

—t 3_
= s =7

Téhistades otsitavad arvud tdhtedega x;, xo, X3, X4, SAaame:

2 Xg AL e |

60" .80:° 16..15"

40-. 40 .~ 40 .- 40
voi vdhendades koike nelja suhet 40 korda (jittes ira jarg-
nevates litkmetes nimetaja 40),

I 2 X3 *4

B0 80 R B G

misjdrel seda iilesannet lahendatakse samuti, nagu iiles-
annet 1.

Mdrkus. On voimalik lahendada iilesannet 2 ka otse
iilesande 1 juures ndidatud reegli jérgi; arvutuste lihtsusta-
miseks on ometi otstarbekohane asendada koigepealt suhete
jargnevad liikmed tédisarvudega, nagu tekstis on tehtudki.

211. Ulesanne 3. Jaotada 125 4-ks osaks nii, et esimene
osa suhtuks teisega nagu 2:3, teine osa kolmandaga nagu
3:5, kolmas osa neljandaga nagu 5 : 6.
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Tihistame otsitavad osad tdhtedega x;, Xx», X3, X4. Siis
saame:

X1 X=2:3; x2:x3=3:5; X3 S ——h 20
paigutades nendes vorretes siseliikmed {imber, saame:

%1 :2=%2:83; Xz:3=x3:5; KD =050
ehk

X1=X2__X3_X4

2 R %
misjérel iilesannet lahendatakse nagu tilesannet 1.
212. Ulesanne 4. Jaotada 125 4-ks osaks nii, et esimene
osa suhtuks teisega nagu 2 :3, teine osa kolmandaga nagu
4:5, kolmas osa aga neljandaga nagu 6:11.

See iilesanne on viliselt sarnane iilesandega 3. Ometi
aga on olemas oluline vahe nende iilesannete vahel. Ules-
andes 3 suhted 2:3, 3:5, ja 5:6 on sellised, et esimese
suhte jargnev liige vordub teise suhte eelneva litkmega, teise
suhte jiargnev liige aga vordub kolmanda suhte eelneva liik-
mega. Seetottu voib oOelda, et iilesandes 3 on tarvis 125
jaotada 4-ks osaks vordeliselt arvude reaga 2, 3, 5, 6. Tahen-
dab see iilesanne ei erine millegagi iilesandest 1.

Ulesandes 4 on osadevahelised suhted 2:3, 4:5 ja 6:11
niisugused, et ithe suhte jargnev liige ei vordu jdrgmise
suhte eelneva liikmega. Ometi on aga sedagi juhtu voimalik
lahendada eelmisega sarnleva arutlusega.

Tahistame otsitavad osad tdhtedega Xx;, X», X3 ja Xa;
siis voime kirjutada kolm jargmist vorret:

%y Mg =2 23; X : Xg=—455; X kh 0L kL

Paigutades kirjutatud vorretes siseliilkmed iimber leiame:

Xy 2==Xg + 3§ (1)
Xg:4=1x3:5; (2)
x;;:G:)Q:lk (3)

201



-

vordest (2) leiame:

4.x
x2= 53'
kust
i BTN A (O S
3. 7587 15"
4
Edasi leiame vordest (3):
6. x
s e v
kust
P bh ] Wit S
15 15T 5 ;
4 4 8
seega:
it WL LA SRR T
2575 BTG, 55
4 8

misjdrel see iilesanne lahendub nagu iilesanne 2.

213. Ulesanne 4. Jaotada arv a osadeks poordvordeliselt
arvudega m, n ja p.

See tdhendab, et arv a on tarvis jaotada osadeks, mis on
vordelised arvude m, n ja p poordarvudega, s. t. mis on
vordelised arvudega—’%,%ja _’1;. Téhistades otsitavad osad
tdhtedega x;, x, ja x3, saame sellele vastavalt:

g | i1
X .~m—=x.2.;_: JC;_;.;,
siit
. - 1 -1__ .
xl-x(z*——m .F—Il.m,
: Lo y
x2.x5=;.;_p.n,
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s. t. kui arvud xq, Xg, X3 on poordvordelised arvudega m,
n ja p, siis suhe xp:Xy vordub suhtega n:m (mitte aga
m : n, nagu vordelisuse puhul); suhe x;:xg vordub samuti
suhtega p : n (mitte aga n:p, nagu vordelisuse puhul).

214. Niide keerulisemast iilesandest vordelise jaotamise
kohta. ' Kdsikirja masinal dmberkirjutamise eest maksti
193 rubla. Umberkirjutamist toimetas kolm masinakirjutajat;
esimene téotas 8 tundi, kirjutades 6 lehekiilge tunnis; teine
téétas 6 tundi, kirjutades 10 lehekilge tunnis; kolmas tootas
7 tundi, kirjutades 8 lehekiilge tunnis. Kui palju tasu sai iga
masinakirjutaja?

Kui koige kolme masinakirjutaja tootootlikkus oleks olnud
vordne, siis tootasu oleks tulnud jaotada vordeliselt nende
todajaga. Teiselt poolt, kui nad koik oleksid tootanud vordse
arvu tunde, siis tootasu oleks tulnud jaotada vordeliselt nende
tootootlikkusega. Tegelikult aga oli nii tootamise aeg kui
ka tootootlikkus koigil kolmel masinakirjutajal isesugune.
Seeparast arutleme {ilesande lahendamiseks jargmiselt: esi-
mene masinakirjutaja, tootades 8 tundi, kirjutas 6 lehekiilge
tunnis ja jarelikult kirjutas kokku 6 -8 lehekiilge; teine masi-
nakirjutaja kirjutas kokku 10-6 lehekiilge ja kolmas 8-7
lehekiilge. Seepirast tuleb tootasu iildsumma, s. t. 123 rubla
jaotada vordeliselt korrutistega 6 -8, 10-6 ja 8-7, s. t. vorde-
liselt arvudega 48, 60 ja 56 voi parast taandamist — arvu-
dega 12, 15 ja 14. Tahistades otsitavad arvud tdhtedega
Xy, X2 ja xg, leiame seetottu:

128 .12 123 .12

xl___l_zm__:_ﬁ__ —3-12=236 (rubla);

x2=12_%l§;_-3- 15 =145 (rubla);

Pn— 1—2—?-“'—14“-_:3- 14 —42 (rubla).
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IV. Algarvude tabel 6000 piiris.

2229523 857 1201 1559 1933 2311 2699 3089 3517 3907 4289 4729 5153 5573
3233541 8591213 1567 1949 2333 2707 3109 3527 3911 4297 4733 5167 5581
5239 547 863 1217 1571 1951 2339 2711 3119 3529 3917 4327 4751 5171 5591
7241557 877 1223 1579 1973 2341 2713 3121 3533 3919 4337 4759 5179 5623

11 251 563 881 1229 1583 1979 2347 2719 3137 3539 3923 4339 4783 5189 5639

13257 569 8831231 1597 1987 2351 2729 3163 3541 3929 4349 4787 5197 5641

17263 571 887 1237 1601 1993 2357 2731 3167 3547 3931 4357 4789 5209 5647

19269 577 907 1249 1607 1997 2371 2741 3169 3557 3943 4363 4793 5227 5651

23 271 587 911 1259 1609 1999 2377 2749 3181 3559 3947 4373 4799 5231 5653

29277593 919 1277 1613 2003 2381 2753 3187 3571 3967 4391 4801 5233 5657

31281 599 929 1279 1619 2011 2383 2767 3191 3581 3989 4397 4813 5237 5659

37 283 601 937 1283 1621 2017 2389 2777 3203 3583 4001 4409 4817 5261 5669

41293 607 941 1289 1627 2027 2393 2789 3209 3593 4003 4421 4831 5273 5683

43307 613 947 1291 1637 2029 2399 2791 3217 3607 4007 4423 4861 5279 5689

47311617 953 1297 1657 2039 2411 2797 3221 3613 4013 4441 4871 5281 5693

53313619 967 1301 1663 2053 2417 2801 3229 3617 4019 4447 4877 5297 5701

59317631 971 1303 1667 2063 2423 2803 3251 3623 4021 4451 4889 5303 5711

61331 641 977 1307 1669 2069 2437 2819 3253 3631 4027 4457 4903 5309 5717

67 337 643 983 1319 1693 2081 2441 2833 3257 3637 4049 4463 4909 5323 5737

71347 647 991 1321 1697 2083 2447 2837 3259 3643 4051 4481 4919 5333 5741

73 349 653 997 1327 1699 2087 2459 2843 3271 3659 4057 4483 4931 5347 5743

79,353 659 1009 1361 1709 2089 2467 2851 3299 3671 4073 4493 4933 5351 5749

83359 661 1013 1367 1721 2099 2473 2857 3301 3673 4079 4507 4937 5381 5779

89 367 673 1019 1373 1723 2111 2477 2861 3307 3677 4091 4513 4943 5387 5783

97 373 677 1021 1381 1733 2113 2503 2879 3313 3691 4093 4517 4951 5393 5791

101 379 683 1031 1399 1741 2129 2521 2887 3319 3697 4099 4519 4957 5399 5801

103 383 691 1033 1409 1747 2131 2531 2897 3323 3701 4111 4523 4967 5407 5807

107 389 701 1039 1423 1753 2137 2539 2903 3329 3709 4127 4547 4969 5413 5813

109 397 709 1049 1427 1759 2141 2543 2909 3331 3719 4129 4549 4973 5417 5821

113 401 719 1051 1429 1777 2143 2549 2917 3343 3727 4133 4561 4987 5419 5827

127 409 727 1061 1433 1783 2153 2551 2027 3347 3733 4139 4567 4993 5431 5839

131419 733 1063 1439 1787 2161 2557 2939 3359 3739 4153 4583 4999 5437 5843

137 421 739 1069 1447 1789 2179 2579 2953 3361 3761 4157 4591 5003 5441 5849

139 431 743 1087 1451 1801 2203 2591 2957 3371 3767 4159 4597 5009 5443 5851

149 433 751 1091 1453 1811 2207 2593 2963 3373 3769 4177 4603 5011 5449 5857

151 439 757 1093 1459 1823 2213 2609 2960 3389 3779 4201 4621 5021 5471 5861

157 443 761 1097 1471 1831 2221 2617 2971 3391 3793 4211 4637 5023 5477 5867

163 449 769 1103 1481 1847 2237 2621 2999 3407 3797 4217 4639 5039 5479 5869

167 457 773 1109 1483 1861 2239 2633 3001 3413 3803 4219 4643 5051 5483 5879

173461 787 1117 1487 1867 2243 2647 3011 3433 3821 4229 4649 5059 5501 5881

179 463 797 1123 1489 1871 2251 2657 3019 3449 3823 4231 4651 5077 5503 5897

181 467 809 1129 1493 1873 2267 2659 3023 3457 3833 4241 4657 5081 5507 5903

191479 811 1151 1499 1877 2269 2663 3037 3461 3847 4243 4663 5087 5519 5923

193 487 821 1153 1511 1879 2273 2671 3041 3463 3851 4253 4673 5099 5521 5927

197 491 823 1163 1523 1889 2281 2677 3049 3467 3353 4259 4679 5101 5527 5939

199 499 827 1171 1531 1901 2287 2683 3061 3469 3863 4261 4691 5107 5531 5953

211 503 829 1181 1543 1907 2293 2687 3067 3491 3877 4271 4703 5113 5557 5981

223 500 839 1187 1549 1913 2297 2689 3079 3499 3881 4273 4721 5119 5563 5987

227 521 853 1193 1553 1931 2309 2693 3083 3511 3889 4283 4723 5147 5569
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