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Sissejuhatus

Kaasajal on matemaatikavdistlused ja nendega kaasnevad tegevused

muutunud dppeprotsessi lahutamatuks osaks paljudes maades [18].

Matemaatikavdistluste ajalugu Eestis algas 1950. aastal. Korgetasemelistel
matemaatikavoistlustel osaleb Eesti oma vdistkonnaga alates 1992. aastast
[4]. Moodunud viisteist aastat on piisav aeg, et teha kokkuvdtteid
voistlustulemustest, analiilisida meie Jpilaste edukust rahvusvahelistel
voistlustel ning nende teadmisi ja oskusi matemaatika oliimpiaadide

ulesannete lahendamisel.

Uurimused on nididanud, et edu nn eksklusiivsetel vdistlustel (matemaatika

olimpiaadidel) oleneb jargmistest pdhikomponentidest [18]:
1) tiipiliste oliimpiaadiiilesannete lahendamismeetodite tundmine;

2) intellektuaalse t66 kultuur (sh probleemiilesannete lahendamise tildised
votted, oskused kriitiliselt analiilisida oma ja teiste lahendusi ning nidha

vigu jne);

3) motivatsiooni kiisimused ja psiihholoogilised aspektid (sh valmidus

pingutuseks voidu nimel, lahendaja tervislik seisund jne).

Kéesolevas magistritoos pooOratakse tdhelepanu esimese pdhikomponendi

arendamisele kolmnurga geomeetria valdkonnas.

Iga oliimpiaadiililesanne on kahtlemata unikaalne ja suure tdendosusega selle
lahendamiseks ei piisa ainult faktide ja meetodite teadmisest, vaid on
vajalikud ka vilumused nende rakendamiseks uues situatsioonis. Samal ajal
on sageli tegemist teatud tiilipi iilesannetega, mille edukas lahendamine
sOltub suurel maédédral lahendaja kogemustest. Viimased saadakse aga
jarjekindla ja siisteemse t00ga Oppematerjalide abil. Nende koostamisele on
voistlustel edukamates riikides kulutatud palju vahendeid. Paraku ei ole

peale iilesannete kogude teisi dppematerjale iildjuhul avalikustatud.



Kéesoleva magistritod koostamisel ldhtuti Eesti vdistkondade edukuse
analiiiisist Rahvusvahelise Matemaatika Oliimpiaadi (RMO) ja voistluse
,»Balti tee* tulemuste pdhjal aastatel 1995-2004 ning oliimpiaadiiilesannete

lahendamisel kasutatavate meetodite liigitusest.
Tehtud analiitis néitas, et

1) meie vdistlejate kdige ndrgemaks kohaks on klassikalise geomeetria

iilesannete lahendusoskus [2];

2) kiéibelolevates eestikeelsetes kooliopikutes ja mones {iiksikus
geomeetria-alases raamatus (vt [7], [13], [16]) v&i dppevahendis (vt [3],
[10-12], [19]) toodud faktidest ja meetoditest ei piisa kaugeltki
rahvusvaheliste matemaatikavdistluste iilesannete edukaks

lahendamiseks.

Kiesolevas toos esitatakse vdistlusiilesannetes kasutatavad pohitulemused
koos tdestustega ning lahendusmeetodite kirjeldustega, mis kuuluvad
kolmnurga geomeetria valdkonda. Materjali mahukuse tottu piirdutakse
selles t00s vaid kolmnurga ning selle pohiliste tseviaanide ja nendega seotud
ringjoonte temaatikaga. Vaatamata sellele on kaetud suurem osa

voistlusiilesannete lahendamiseks vajalikest pohiteadmistest ja meetoditest.
T60s sisalduv materjal on jaotatud kolme peatiikki.

Esimeses peatiikis antakse liihililevaade rahvusvaheliste matemaatikavdistluste
osatdhtsusest ja korraldusest ning esitatakse Eesti vdistkondade edukuse analiiiis

aastatel 1995-2004.

Too koige mahukam osa on teine peatiikk, kus vaadeldakse kolmnurka, selle
mediaane, nurgapoolitajaid ja korgusi ning nendega seotud ringjooni.
Tdestatakse arvukalt teoreeme ja lauseid, mis annavad nii pdhiseosed, kui ka
rahvusvahelisel tasemel iilesannete lahendamiseks vajalikud seosed
vaadeldud geomeetriliste kujundite vahel. Lisatud on ka moned teemaga

sobivad néiteiilesanded oliimpiaadidelt. Seejuures piilitakse anda vdimalikult



palju erinevaid tdestusi ja lahendusmeetodeid iihele ja samale probleemile

(voi sarnastele probleemidele).

Selle peatiiki koostamisel on tuginetud iilesannete kogumikele (vt [3], [10-
13], [16], [22], [24-27], [37], [40], [42-43], [45], [47], [50-51], [53)]),
artiklitele (vt [21], [28-29], [31], [34], [39], [41], [44], [46], [48-49], [52]) ja
internetilehekiilgedele (vt [6], [15], [30], [32-33]).

Kolmandas peatiikis vaadeldakse iihte olulist geomeetriaiilesannete
lahendamismeetodit, mida nimetatakse lisakonstruktsioonide meetodiks (vt
[9], [35-36]). Siin liigitatakse voimalikud lisakonstruktsioonid ja
pohjendatakse nende konstruktsioonide otstarvet teises peatiikis toodud
ndidete pohjal. Antakse ka soovitusi sobiva lisakonstruktsiooni valikuks

teatud tiilipi ilesannete lahendamisel.



1 Eesti voistkondade edukuse analiiiis rahvusvahelistel
matemaatikavoistlustel

§ 1. Matemaatikavoéistluste kohast matemaatikadopetuses

Kaasajal peaks iga riitk lahendama oma korgelt kvalifitseeritud spetsialistide
ettevalmistamise probleemid ise. Selleks on kahtlemata vajalik kvaliteetne
korgharidus, mis eeldab ka iildhariduse korgemat taset. Kooliharidussiisteemi
ttheks pohiliseks eesmérgiks ongi suunata dpilasi professionaalselt orienteeritud
Oppimisele, et igaiiks neist saaks temale sobivas valdkonnas oma potentsiaali

realiseerida.

Ajalugu ja uurimused [17] on nididanud, et matemaatikavoistlused ja nendega
seotud tegevused (ringitdo, ettevalmistus voistlusteks jne) mdjutavad iildjuhul
positiivselt ka Oppeprotsessi tavakoolis. Voistluste iseloom ja kasutatavate
iilesannete mittestandardsus annavad lisamotivatsiooni stivendatud tegelemiseks
ainega. Matemaatika oliimpiaadidel méngivad olulist rolli mitte ainult opilaste
konkreetsed ainealased teadmised, vaid ka tema suutlikkus piiratud aja jooksul

loovalt ldheneda probleemile, et lahendada iilesannet.
Kokkuvotlikult saab 6elda [4], et matemaatikavoistlused

1) é&rgitavad nii Opilaste kui ka Opetajate huvi aine vastu ja annavad

motivatsiooni aine siivendatud omandamiseks;
2) annavad vdimaluse vorrelda oma oskusi ja teadmisi oma eakaaslastega;
3) testivad Opilase voimeid tulla toime uudses situatsioonis;
4) loovad tingimused kaasaegse elementaarmatemaatika arenguks;

5) annavad dpilasele voimaluse suhtlemiseks mottekaaslastega, Opetajatega ja

professionaalsete matemaatikutega uuel tasandil,
6) arendavad meeskonnatdd oskusi;

7) annavad voimaluse didaktikutele uurida, millist materjali ja milliste

vahenditega on vdimalik Opilastele dpetada;

8) néitavad, millises osas oleks vaja tdiendada Gpetajate koolitust.



§ 2. Rahvusvaheliste matemaatika olimpiaadide korraldusest

Esimene Rahvusvaheline matemaatika oliimpiaad (RMO) toimus Rumeenias
1959. aastal. Sellest sai alguse traditsioon korraldada igal aastal (peale 1980)
matemaatika oliimpiaad, kus iga riigi parimatel koolilastel on vdimalus nédidata

oma tugevamaid kiilgi matemaatikas rahvusvahelises konkurentsis.

Viimastel aastatel on RMO-I osalenud keskmiselt 80 riiki, kusjuures igal maal
on Oigus voistlusele saata kuni 6 Opilast, kelle vanus ei iileta 20 aastat ja kelle
haridus piirdub keskharidusega. Soltumata ollimpiaadil osalejate klassist ja
vanusest tuleb RMO-1 kahel vdistluspdeval koikidel lahendada iihesuguseid
iilesandeid [6], mis on jaotatud nelja valdkonna algebra (A), geomeetria (G),
arvuteooria (N) ja kombinatoorika (C) vahel. Ulesannete valikul arvestatakse

tavaliselt jirgmiste soovitustega:
. igas voorus peaks olema iiks geomeetriaiilesanne;

. voistlusiilesannete hulgas peaks olema vidhemalt {iks iilesanne igast

valdkonnast (A, G, N, C);

. igas voorus peaks olema iiks suhteliselt lihtne, iiks keskmise raskusega ja

ks raskem tilesanne.

Rahvusvaheline Matemaatika Oliimpiaad toimub kahes voorus kahel teineteisele
jargneval pideval. Vdoistluse mdlemas voorus pakutakse 3 iilesannet ja iga
iilesande eest vOib saada 0 kuni 7 punkti. Kuna RMO on tegelikult
individuaalvdistlus, siis on igaiihel voimalus auhinda voita. Oliimpiaadi reeglite
jargi saavad mitte enam kui pooled osalejatest medali, kusjuures kuld-, hdbe- ja

pronksmedalite arvude suhe on umbes 1:2:3. Seega kdikide osalejate arvust

ligikaudu é saab kuldmedali, é saab hobemedali ja ‘1‘ saab pronksi. Nendele

osalejatele, kes medalit ei saa, aga vdhemalt iihe iilesande eest saavad

maksimumpunktid, antakse audiplom.



§ 3. Eesti voistkondade tulemustest rahvusvahelistel matemaatika-
voistlustel

3.1. Voistkonna koht mitteametlikus pingereas

Rahvusvaheline matemaatika oliimpiaad on ametlikult individuaalvoistlus. Igal
aastal koostatakse siiski ka nn mitteametlikke riikide edetabeleid summeerides
voistkondade litkmete lahenduste eest saadud punktid. Analiiiisi aluseks voetud

andmed edetabelite kohta on saadud portaalidest [6], [8] ja [15].

Vaatluse alla on voOetud aastatel 1995-2004 toimunud Rahvusvahelised

Matemaatika Oliimpiaadid.

Viimaste aastate RMO kindlad liidrid on olnud Hiina, Venemaa ja USA
voistkonnad. Nagu vdiks eeldada, on parimate hulgas ka enamus Aasia maadest.
Kui rddkida Euroopa vdistkondade tulemustest, siis palju paremini on ldinud

Kesk- ja Ida-Euroopa riikidel.

Alltoodud tabelis 1 on esitatud need 20 riiki, kelle voistkondade saadud kohtade
aritmeetiline keskmine mitteametlikus pingereas vaadeldavatel aastatel on olnud
kdige parem (st viiksem). Eesti vdistkondade kohtade aritmeetiline keskmine on
aga 50,9. Alates aastast 1995 on Eesti koondise parimaks saavutuseks olnud 37.
koht 2001. aastal Washingtonis. Samal ajal parim punktide suhtarv (saadud
punktide ja maksimaalselt vdimaliku arvu punktide suhe protsentides) saavutati

oliimpiaadil 2004. aastal Ateenas (33,7%).

Tabel 1. 20 parima vaistkonna kohtade aritmeetiline keskmine RMO-1

Hiina 1,7 | Rumeenia 7,6 | Jaapan 12,0 | Suurbritannia | 17,8
Venemaa | 3,2 | Louna-Korea | 7,7 | India 12,7 | lisrael 18,1
USA 4,3 | Ungari 8,3 | Ukraina 13,3 | Tiirgi 18,5
Bulgaaria | 5,0 | Iraan 9,4 | Valgevene | 15,4 | Poola 19,9
Vietnam | 6,1 | Taivan 10,6 | Saksamaa | 15,7 | Kanada 20,1
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Et saada paremat ettekujutust Eesti voistkonna edukusest rahvusvahelistel
oliimpiaadidel aastatel 1995-2004, vordleme Eesti koondise tulemusi

naaberriikide (Lati, Leedu ja Soome) voistkondade tulemustega [15].

Tabelis 2 on toodud Eesti, Liti, Leedu ja Soome vdistkondade kohtade
suhtarvud protsentides aastate kaupa. Kuna osalevate riikide hulk erineb aastati,

leiti suhtarvud aastate kaupa jargmise eeskirja alusel:

kohtade suhtarv (%) = voistkondade arNV' — antud voistkonna koht + 1 100(%).
voOistkondade arv

Tabel 2. Eesti ja naaberriikide voistkondade kohtade suhtarvud (%) RMO-1

100
90
80 |
70 -
60
501
40 |
30
20
10 1

0, - - -
1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004

aastad

BEST BLAT oLIT OFIN

kohtade suhtarvud (%)

Sellest tabelist selgub, et kui vaadeldava aastakiimne esimesel poolel oli Eesti
meeskond naaberriikide seas peaaegu alati viimane, siis selle ajaperioodi teisel
poolel joudis ta kaks korda vdita antud arvestuses. Tabeli pohjal vdib tdheldada
vaadeldavate voistkondade taseme iihtlustumist. On kindlasti vaja veel markida,
et 1999. aastal oli Eesti meeskonnas vaid 4 oliimpiaadil osalejat. Sellega voib
pohjendada kdige madalama koha saavutamist, kuna edetabel koostatakse kogu

voistkonnaga saadud punktide summa alusel.

Vaadeldava kiimne aasta jooksul on Eesti vdistkonna liikmed saanud 14
medalit, nendest 4 hobedat ja 10 pronksi. Aastal 2005 lisandus neile veel 3
pronksmedalit. Kuldmedalit saada ei ole seni dnnestunud. Informatsioon kodikide

medalite kohta aastatel 1995-2004 on toodud tabelis 3.
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Tabel 3. Eesti ja naaberriikide voistkondade medalite arvud

Riik | Medal | 1995 | 1996 | 1997 | 1998 | 1999 | 2000 | 2001 | 2002 | 2003 | 2004 | Kokku
kuld | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
= [ hobe | 0 0 0 1 0 0 1 2 0 0 4
[ pronks [ 0 0 2 1 1 1 3 0 0 2 10
diplom | 2 0 1 0 0 1 0 2 3 3 12
kuld | 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
g [ hobe | 1 0 1 1 1 0 1 1 0 0 6
— pronks 1 3 4 3 0 3 2 2 1 1 20
diplom | 2 1 1 0 0 0 2 2 2 2 12
kuld | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 [ hobe 0 1 1 0 0 0 0 1 0 0 3
33 pronks |0 2 1 1 2 1 1 2 2 0 P
diplom | 4 1 1 1 0 1 0 1 2 5 16
kuld | 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 [Thove | 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 1
é pronks | 3 2 4 0 0 3 1 3 1 1 13
diplom | 2 2 1 1 1 1 0 3 2 0 13

3.2. Tulemuste analiiiis valdkondade kaupa

Alates 1995. aastast on RMO vdistlusiilesannete hulka valitud 20 {iilesannet
geomeetria valdkonnast, 15 algebra (sealhulgas ka iilesanded funktsio-
naalvorrandite, vOrratuste ja jadade kohta), 13 arvuteooria ja 12 kombinatoorika

valdkonnast.

Tabelist 4 leiame saadud punktide suhtarvud (protsentides) koigi osalejate
(Koik), top 10 voistkondade (Top), Eesti voistkonna (EST) ja naaberriikide
voistkondade (LAT, LIT, FIN) jaoks valdkondade kaupa 10 aasta jooksul.

Tabelist 4 on ndha, et keskmiselt koige rohkem punkte saadakse
geomeetriaiilesannete eest. Ka tippmeeskondade korral kehtivad samad
seaduspidrasused. Aga meie naaberriikide voistkondade jaoks ei ole nimetatud
matemaatika valdkond kdige lihtsam. Eesti, Liti, Leedu ja Soome voistkonnad
saavad rohkem punkte kombinatoorika {ilesannete lahendamise eest.

Arvuteooria iilesanded osutuvad aga koigi jaoks koige raskemateks.
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Tabel 4. RMO tulemused koikide tilesannete loikes valdkondade kaupa

Valdkond Koik Top EST LAT LIT FIN
Geomeetria 41,3 76,9 23,9 36,2 19,5 17,6
Algebra 30,5 72,1 20,8 24,0 21,9 26,2
Arvuteooria 28,0 66,2 16,8 22,7 18,5 16,7
Kombinatoorika 35,2 66,7 31,2 36,5 29,0 40,1

Tabelis 5 on esitatud valdkondade kaupa tabeli 4 suhtarvude moned vahed.

Punktide suhtarvude vahed ,,Kd&ik — riik* ja ,,Top — riik* nditavad valdkondade

kaupa, mitme protsendipunkti vorra on antud riigi meeskond kogunud vdhem

punkte vorreldes keskmise tulemusega voi kiimne tippmeeskonna saavutusega.

Tabel 5. Suhtarvude vahed valdkondade kaupa

Valdkond or | Tar | T | n | ESr | tar | ur | AN
Geomeetria 17,4 5,1 21,8 23,7 53,0 40,7 574 59,3
Algebra 9,7 6,5 8,6 4,3 51,3 48,1 50,2 45,9
Arvuteooria 11,2 5,3 9,5 11,3 49.4 43,5 47,7 49,5
Kombinatoorika 4,0 -1,3 6,2 —4.9 35,5 30,2 37,7 26,6

Tabelist 5 on védga histi ndha, et Eesti, Leedu ja Soome jaoks on koige

tosisemaks probleemiks geomeetriaiilesannete lahendamine. Need esinevad

samas aga koige sagedamini vdistlusiilesannete hulgas. Kuna vdib 6elda, et top

10 meeskonna tulemused méadravad iilesannete raskusastme, siis tabeli 5 néditaja

»lop — riik® annab ettekujutuse sellest, mis valdkonnas tegelikult antud riigi

meeskonnad oliimpiaadil kaotavad kdige rohkem punkte. Eesti, Leedu ja Soome

jaoks on selleks valdkonnaks geomeetria, aga Léti jaoks — algebra.
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3.3.

Tulemuste vordlus iillesannete kaupa

Tabel 6. Tulemuste vordlus iilesannete kaupa (%)

2004 Ateena (Kreeka) 1999 Bukarest (Rumeenia)

44. koht (85) kdik | topl0 | EST | 69. koht (81) koik | topl0 | EST
Geomeetria G | 658 | 92,9 | 66,7 | Geomeetria G| 61,4 | 94,5 | 28,6
Funktsionaalvorrandid | A | 394 | 84,8 | 35,7 | Vorratused A | 239 80,2 3,6

Kombinatoorika C | 14,5 | 44,0 2,4 | Kombinatoorika C | 23,0 33,3 | 28,6
Vorratused A | 58,3 | 100,0 | 69,0 | Arvuteooria N | 40,1 86,7 | 35,7
Geomeetria G| 359 | 76,2 | 26,2 | Geomeetria G| 259 | 67,9 0,0

Arvuteooria N | 18,0 | 64,0 2.4 | Funktsionaalvorrandid | A | 16,4 | 36,7 10,7
Koik tilesanded 36,8 | 77,0 | 33,7 | Koik iilesanded 31,7 | 66,6 | 17,9
2003 Tokyo (Jaapan) 1998 Taipei (Taivan)

54. koht (82) kdik | topl0 | EST | 43. koht (76) koik | topl0 | EST
Kombinatoorika C | 50,8 | 87,4 | 54,8 | Geomeetria G | 458 | 86,4 | 26,2
Arvuteooria N |329 | 73,8 | 19,0 | Kombinatoorika C|391 | 81,0 | 214
Geomeetria G| 58 29,0 0,0 | Arvuteooria N |252 | 476 | 11,9
Geomeetria G| 662 | 955 | 26,2 | Arvuteooria N |495 | 88,6 | 47,6
Vorratused A | 23,0 71,2 | 11,9 | Geomeetria G| 42,0 | 82,1 | 429
Arvuteooria N | 83 37,6 0,0 | Funktsionaalvorrandid | A | 9,7 40,7 0,0

Koik tilesanded 31,2 | 65,8 | 18,7 | Koik iilesanded 352 | 71,1 | 25,0
2002 Glasgow (Suurbritannia) 1997 Mar del Plata (Argentiina)

40. koht (84) koik | topl0 | EST | 53. koht (82) koik | topl0 | EST
Kombinatoorika C|475 | 86,2 | 52,4 | Algebra A | 354 | 72,1 | 28,6
Geomeetria G | 49,0 | 90,5 | 35,7 | Geomeetria G | 557 | 97,1 | 40,5
Arvuteooria N | 81 32,6 7,1 | Vorratused A | 250 | 79,0 2,4

Arvuteooria N | 53,6 | 88,1 | 61,9 | Kombinatoorika C|53,5] 89,3 | 524
Funktsionaalvorrandid | A | 31,2 | 80,2 | 21,4 | Arvuteooria N |479 | 964 | 26,2
Komb. geomeetria G| 56 27,4 0,0 | Kombinatoorika C | 12,0 | 45,0 2,4

Koik tilesanded 32,5 | 67,5 | 29,8 | Koik iilesanded 38,3 | 79,8 | 254
2001 Washington (USA 1996 Bombay (India)

37. koht (83) koik | topl0 | EST | 55. koht (75) koik | topl0 | EST
Geomeetria G| 52,1 | 99,3 | 50,0 | Kombinatoorika C | 454 | 70,7 | 47,6
Vorratused A | 22,1 | 73,3 | 26,2 | Geomeetria G| 290 ]| 764 0,0

Kombinatoorika C | 12,5 31,7 4,8 | Funktsionaalvorrandid | A | 34,3 | 73,8 | 14,3
Kombinatoorika C | 46,2 | 88,1 | 50,0 | Arvuteooria N |303 | 77,9 2,4

Geomeetria G| 39,0 | 74,5 | 40,5 | Geomeetria G| 7,0 18,8 2.4

Arvuteooria N | 11,1 | 440 0,0 | Kombinatoorika C|320]| 652 | 11,9
Koik tilesanded 30,5 | 68,5 | 28,6 | Koik iilesanded 28,4 | 63,8 | 13,1
2000 Taejon (Louna-Korea) 1995 Toronto (Kanada)

58. koht (82) kdik | topl0 | EST | 56. koht (73) koik | topl0 | EST
Geomeetria G | 58,5]| 98,6 | 19,0 | Geomeetria G| 72,2 | 98,1 | 31,0
Vorratused A | 39,5 | 83,1 | 28,6 | Vorratused A | 244 | 78,1 0,0

Jadad Al 94 35,0 2,4 | Komb. geomeetria G | 44,7 | 87,9 | 40,5
Kombinatoorika C | 45,5 | 78,6 | 45,2 | Jadad A | 656 | 93,8 | 57,1
Arvuteooria N | 233 | 750 4,8 | Geomeetria G | 48,7 | 93,3 2.4

Geomeetria G| 150 | 50,5 0,0 | Arvuteooria N | 151 | 483 0,0

Koik tilesanded 31,7 | 66,6 | 16,7 | Koik iilesanded 45,1 | 83,3 | 21,8
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Tabelisse 6 on koondatud andmed iilesannete eest saadud punktide suhtarvude
kohta aastate kaupa [15]. Aastaarvule on lisatud RMO toimumise koht ja
korraldav riik, Eesti vdistkonna koht edetabelis ning vdistkondade koguarv.
Téhtedega on méiratletud iga {ilesande kuuluvus iihte nelja iilalpool nimetatud
ilesannete klassi, tdhe ees olevas reas on lisatud kas selle klassi voi selle
alaliigi nimetus. Iga iilesande korral on leitud nii koigi osalejate, top 10
voistkonna kui ka Eesti voistkonna lahenduste eest saadud punktide ja tdieliku
lahenduse eest voimalike punktide suhtarv protsentides. Viimane rida annab

vastavad suhtarvud koikide lilesannete lahenduste eest kokku.

Kogutud andmed vdimaldavad meil jdlgida ka Ziirii t66 pohimdtteid iilesannete
temaatika valimisel ja raskusastme médramisel. Paneme tdhele, et mdlemal
pdeval on iilesandeid piiiitud jéarjestada pohimottel lihtsamalt keerulisemale.
Geomeetria iilesandeid on reeglina kaks (erandid 1995. a ja 1997. a), neist iiks
tavaliselt pdeva kergeim iilesanne, teine aga kas keskmise raskusega voi raskeim

ulesanne.

Mis Eesti koondisesse puutub, siis vaadeldava aastakiimne jooksul pole Eesti
voistkonna kdikide iilesannete eest kogutud punktide suhtarv kunagi tiletanud
kdigi osalejate kohta moodustatud suhtarvu. Kuigi tabelist 6 on niha, et aastatel
2001, 2002 ja 2004 on mainitud protsentide erinevus juba viiksem kui 4
protsendipunkti.

Kui niiiid vorrelda Eesti voistkonna tulemusi koigi osalejate ja top 10
tulemustega [8], voime teha moningaid jéreldusi. Eesti vdistkonna punktide
suhtarvude vahed koigi iilesannete kokkuvodttes vorreldes koigi osavdtjate
tulemustega kdiguvad 23,3 protsendipunktist 1995. aastal kuni peaaegu olematu
vahe 1,9 protsendipunktini 2001. aastal, seejuures vahede aritmeetiline
keskmine on 11,1. Samad vahed vdrreldes aga top 10 tulemustega on 61,5
protsendipunkti 1995. aastal kuni 37,7 protsendipunktini 2002. aastal
aritmeetilise keskmisega 47,9. Kdigi osavotjate ja top 10 meeskondade liikmete
saadud punktide suhtarvude vahed koiguvad aga iisna véikeses vahemikus

41,5-34,6) aritmeetilise keskmisega 36,9% protsendipunkti.
g p p
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3.4. Eesti koondiste tulemustest voistlusel ,,Balti tee*

Rahvusvaheline matemaatika iilesannete lahendamise vdistlus ,,Balti tee” sai
alguse 1990. aastal Vilniuses kolme Balti riigi voistlusena. Alates 1992. aastast
hakkasid selle voistlusega liituma ka teised Balti merd iimbritsevad riigid ning
Island. Erinevalt Rahvusvahelisest Matemaatika Oliimpiaadist on ,,Balti tee*
voistkondlik vdistlus ning rdhuv enamus sellel osalevatest maadest ei kuulu
RMO tippmeeskondade hulka. Vdistlusel ,,Balti tee* kuulub riigi esindusse 5
iildhariduskooli opilast, kes peavad lahendama 20 iilesannet. Ulesanded on
liigitatud nagu RMO-1, nelja valdkonda: geomeetria, algebra, arvuteooria ja

kombinatoorika (diskreetne matemaatika), igaiihest 5 iilesannet.

Vordluseks RMO tulemustele toome alljargnevalt ka moned ,,Balti teel®
osalenud maade voistkondade tulemused aastatel 1995-2004. Tabelisse 7 on
valdkondade kaupa koondatud nende riikide vdistkondade kogutud punktide
suhtarvud, kes on osalenud nimetatud voistlusel regulaarselt. Tabelis 7 on riigi
nimetusele lisatud vaadeldava maa osalemiste arv ,Balti teel”, selle riigi
voistkonna lahenduste eest saadud punktide ja tdieliku lahenduse eest voimalike
punktide suhtarv protsentides kiimne aasta jooksul ning saavutatud kohtade
aritmeetiline keskmine. Viimase néitaja poolest on Eesti esindused vaadeldavas

regioonis parimate seas.

Tabel 7. ,, Balti tee“ punktide suhtarvud valdkondade kaupa

Riik A N C G Koht
Poola (10) 84,8 82,8 69,6 81,2 2,2
Eesti (10) 66,4 71,6 60,8 72,0 3,8
Lati (10) 79,2 75,2 68,4 54,8 3,9
Sankt-Peterburg (7) 77,1 71,7 61,7 62,3 4,1
Norra (9) 57,3 71,1 66,2 48,0 6,2
Soome (10) 68,8 71,2 56,0 41,6 6,4
Rootsi (10) 61,6 67,6 58,8 41,2 6,5
Taani (10) 60,8 51,2 61,6 51,2 6,8
Saksamaa (8) 57,0 59,5 58,5 53,5 7,1
Leedu (10) 66,0 54,0 44 .4 52,8 7,7
Island (10) 40,0 432 38,0 41,6 9,9
Koikide riikide keskmine 65,4 65,9 58,5 54,6 -
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Péris huvitav on vorrelda tabelites 4 ja 7 toodud andmeid. Kui RMO-I saadakse
koikide riitkide arvestuses koige rohkem punkte geomeetriaiilesannete
lahenduste eest ning sealt edasi kahanevas jéarjekorras kombinatoorika, algebra
ja arvuteooria lilesannete lahenduste eest, siis ,,Balti tee® vdistluse statistika
(viimane rida tabelis 7) nditab tdpselt vastupidist jarjekorda. Kui ,Balti teel*
lahendatakse paremini arvuteooria ja algebra iilesandeid, siis suuremaid raskusi
valmistab selle regiooni riikidele ikkagi geomeetria. Seda panime tdhele ka
tabeli 5 pohjal, kui analiilisisime meie ja naaberriikide tulemusi RMO-I.
Erinevalt RMO keskmisest tulemusest, on Eesti ,,Balti teel* just iiks parimaid
geomeetriaiilesannete lahendajaid. Selliste erinevuste iiheks peamiseks
pOhjuseks tuleb kindlasti lugeda iilesannete arvu, nende valiku printsiipide ja
raskusastme olulisi erinevusi vaadeldud kahel vdistlusel. Teine pdhjus peitub ka
selles, et RMO-1 edukas vdistleja peab valdama hésti kdiki valdkondi, ,,Balti
tee* voistkonna aga vdib komplekteerida Opilastest, kes valdavad eriti hésti vaid
ithte vajalikust neljast valdkonnast, kuid kes sobivad meeskonnatooks. Meie
voistkondade suhtelist edukust ,,Balti teel“ vorreldes naaberriikidega

vaadeldaval kiimnendil kinnitab ka kohtade suhtarvude tabel &.

Tabel 8. Naaberriikide voistkondade kohtade suhtarvud (%) ,, Balti teel
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§ 4. Geomeetriaiilesannete temaatikast RMO-I1

Ulalpool esitatud andmed niitavad, et tinaseks pievaks on RMO-I osalevate
Eesti voistkondade jaoks koige probleemsemaks ja raskemaks matemaatika
valdkonnaks osutunud geomeetria, tdpsemalt planimeetria. Just seepérast tuleb
detailsemalt uurida, milline on RMO geomeetria vodistlusiilesannete temaatika ja
millised on eeldatavad teadmised ning oskused selle valdkonna iilesannete
edukaks lahendamiseks.  Aastatel 1995-2004 RMO-1 olnud 20
geomeetriaiilesande ametlike lahenduste analiilisi pdhjal on vilja eraldatud
itheksa ulatuslikumat alateemat. Tabel 9 annabki véikese {iilevaate nendest
planimeetria alateemadest. Iga iilesande jaoks on tabelis vilja toodud selle
kasutamise aasta ja jarjekorranumber voistlusiilesannete seas ning maérgitud
plussmirgiga valdkonnad, millest vajalikke teadmisi kasutati ametlikes

lahendustes [6].

Tabel 9. Geomeetriaiilesannete sisu RMO-[

ot B kI I I it i R B Bt B e B B

§ g g v O O ~ 0 0 (=2 N (=] S — — N N o o < <

HEEEEEEEEEEEEHEEEEEEEE

:D — — — — — — — — — — N [\l [\l [\l N N [\l [\l [\l [\l

1|+ + |+ |+ [+ |+ ]|+ + |+ |+ |+ + + [+ |+ |+

2 |+ + + | + + |+ ]+ [+ ]+ +

3|+ + |+ |+ |+ + + | + + | +

4 + + + | + + + | + +

5 + + | + + + + | +

6 |+ + + + +

7 + +

8 + +

9 +
Téahistused: A B

1 | -| Nurgad ja meetrilised seosed ringi elementide vahel. 16 | 26,20%

2 | -| Geomeetrilised teisendused (paralleelliike, peegeldus, homoteetia). | 10 | 16,40%

3 | - | Meetrilised seosed kolmnurgas. 10 16,40%

4 | -| Geomeetrilised vOrratused. 8 13,10%

5 | -| Muud teemad (hulknurgad jne). 7 11,50%

6 | -| Kongruentsuse ja sarnasuse tunnused. 5 8,20%

7 | -| Teoreemide teadmine (Ptolemaiose, Ceva, Menelaose jt). 2 3,30%

8 | -| Hulknurga pindala ja selle rakendamine. 2 3,30%

9 | -| Vektorite kasutamine. 1 1,60%

A| -| Antud teema rakenduste arv.

B| -| Antud teema rakenduste suhtarv kdikide teemade suhtes.
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Paneme tédhele, et vaadeldava aastakiimne jooksul on enamus RMO geomeet-
riatilesandeid nii voi teisiti olnud seotud ringjoontega ja nurkade omadustega
ringis. Samuti on olnud sageli vaja rakendada siimmeetria omadusi, millega

Eesti voistkondadel on tekkinud suuri probleeme.

Tabel 6 annab vdimaluse jdlgida ka nende iilesannete lahendamise edukust Eesti

voistkondade poolt.
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II Kolmnurga tseviaanid ja nende omadused

Teise peatiiki pohieesmérgiks on anda vodimalikult palju erinevaid
matemaatilisi ideid ja lahendamismeetodeid, mis on vdistlusiilesannete
lahenduste analiilisi tulemusena osutunud autori arvates vajalikeks

probleemiilesannete lahendamisel geomeetrias.

Selles peatiikis esitatud teoreeme ja lauseid voib nimetada [14] teatud mottes
abiiilesanneteks ehk niisugusteks iilesanneteks, mida me lahendame mitte
niivord nende endi pirast, kui lootuses nende analiilisimisest abi saada teiste
iilesannete lahendamisel. Abiiilesannete uurimisest saadav kasu voib olla
mitut laadi. Uhelt poolt vdib abiiilesannete lahendamisel saada uusi tulemusi,
teiselt poolt aga vOib saada oskusi ja kogemusi abiiilesandes kasutatud

meetodi rakendamiseks teiste probleemide korral.

On suur hulk iilesandeid ja lahendusteid, milleni iseseisvalt pole sugugi
lihtne jouda [16]. Kui aga iihe vdi mitme iilesande varal aru saada, kuidas
meetod todtab, siis edaspidi on voimalik seda iseseisvalt rakendada juba uues
situatsioonis. Selle eesmérgi saavutamiseks voib iilesandeid leida mitmest
valdkonnast. Antud t66s on valitud kolmnurga geomeetria sellepirast, et
kolmnurk on esmalt kdige lihtsam kujund ning paljude geomeetriaiilesannete
lahendamine taandub iihe vO6i mitme kolmnurga vaatlemisele. Nagu néitas
analiiiis, on korgetasemelistel matemaatika oliimpiaadidel paljud iilesanded
seotud ka ringjoontega ja nurkade omadustega ringis. Seetdttu on tdds

pooratud suurt tihelepanu ka nende kujundite omaduste uurimisele.

Selles peatiikis vaadeldakse kolmnurga kolme pohitseviaani. Tseviaaniks
nimetatakse (vt [1], Ceva teoreem) kolmnurga tipust selle vastaskiiljele voi
selle pikendusele tommatud sirgldiku voi selle 16igu pikkust. T66s vaadeldud
pohitseviaanideks on kolmnurga mediaanid, nurgapoolitajad ja korgused.
Pohitulemusteks nimetatakse antud t06s neid seoseid, mis kuuluvad nn
»olimpiaadide klassikasse® ja/vdi mida kasutatakse juba madalama tasemega
voistlustel ning millele tuginevad ka kdorgematasemeliste {iilesannete

koostajad.
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Iga pohitseviaani késitletakse kolmes paragrahvis. Nendest esimeses
paragrahvis vaadeldakse defineeritud tseviaani omadusi kolmnurgas. Selle

koostamisel on jargitud alltoodud skeem:i:

. esmalt tuuakse sisse kolmnurga pohitseviaani mdiste ja antakse

erinevaid tdestusi selle tseviaaniga seotud pdhitulemustele;

. teiseks tdestatakse pohitseviaani tdiendavad omadused, ja leitakse selle

tseviaani seoseid kolmnurga teiste elementidega;

. kolmandaks wuuritakse vdimalusi kolmnurga pindala leidmiseks

pohitseviaanide kaudu;

. neljandaks tdestatakse pdhitseviaaniga seotud erinevaid geomeetrilisi
vordusi ja vorratusi, tuletatakse valemeid pohitseviaani pikkuse

arvutamiseks;

. viiendaks sOnastatakse ja tdestatakse pdhitseviaanide abil kolmnurkade

vOrdsuse tunnused;

. viimaseks antakse tarvilikud ja piisavad tingimused kolmnurga liigi

médramiseks pohitseviaanide abil.

Teises paragrahvis vaadeldakse seoseid kolmnurga pdhitseviaani ja sellega
seotud ringjoonte elementide vahel. Siin on samuti piiiitud liigitada tulemusi
tihtsuse jérgi pohitulemusteks ja tdiendavateks seosteks. Toestatakse
konstrueeritud ringjoonte raadiustega voOi keskpunkti ldbivate ldikudega

seotud vordusi ja vOrratusi.

Kolmandas paragrahvis antakse moned néiteiilesanded (koos lahendustega)
vaadeldava pohitseviaani kohta, mis on périt erinevatelt

matemaatikavoistlustelt.
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Teise peatiiki viimane paragrahv on pithendatud mediaanide, nurgapoolitajate
ja kdrguste omavaheliste seoste uurimisele. Siin vaadeldakse néiteks nende
pohitseviaanide vastastikuseid asendeid, leitakse nendevahelisi nurki,
antakse tarvilikud ja piisavad tingimused nende ldikumiseks {ihes ja samas

punktis jne.

To66s sOnastatud teoreemide (lausete, jdrelduste, definitsioonide ja
iilesannete) numeratsioon koosneb kolmest arvust: esimene on peatiiki
number, teise numbriga on médratud paragrahvi number ja kolmas on viite

jarjenumber selles paragrahvis.

Rohuv enamik selle peatiiki teoreemidest ja lausetest on esitatud kas koos
tdieliku tOestusega vOi tOestuse skeemiga. Tiieliku tdestuse korral
kasutatakse selle l10petamise kinnitamiseks siimbolit m, tdestuse skeemi
korral aga stimbolit 0. Kui autori arvates on lause vdi teoreemi tdestus ilmne
voi selle algoritm ei erine sellest, mis on eelmiste lausete vdi teoreemide

korral juba kasutatud, siis selline vdide tuuakse ilma tdestuseta.

Iga viite toestus on esitatud punktide kaupa selleks, et oleks lihtsam jélgida

toestuse kdigus tehtud samme.
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§ 1. Kolmnurga mediaan

1.1. Pohimoiste

Definitsioon 2.1.1. Kolmnurga mediaaniks nimetatakse sirgloiku, mis tihendab
kolmnurga tippu vastaskiilje keskpunktiga, voi selle loigu pikkust.

Teoreem 2.1.2. Kui kolmnurga ABC mediaani BB, pikendusel iile punkti B, on
voetud punkt D nii, et BB, = B,D, siis nelinurk ABCD on réopkiilik.

Toestus.

. Toestuseks kasutame (vt [16], lk 126)
jargmist  roopkiiliku  tunnust:  kui
kumera nelinurga diagonaalid
poolitavad teineteist, siis see nelinurk
on roopkiilik.

. Kuna BB, = DB, konstruktsiooni pohjal
ja AB,=CB, (B, on ldigu AC
keskpunkt), sits ABCD on roopkiilik. m

1.2.  Pohitulemus kolmnurga mediaanide kohta

Teoreem 2.1.3. Kolmnurga mediaanid loikuvad iihes punktis ja see loikepunkt
jaotab iga mediaani suhtes 2 :1 tipust alates.

Toestused.

. Olgu A4, kolmnurga ABC mediaan ja O selline mediaani A4, sisepunkt, et
AO =204, (ehk punkt O jaotab mediaani 44 suhtes 2:1 tipust alates).

. Olgu B’ sirgete BO ja AC ldikepunkt.

. Teoreemi tdestuseks piisab ndidata, et 16ik BB’ osutubki kolmnurga ABC
mediaaniks BB, (st B, = B"). Analoogiliselt saaksime nédidata, et sama kehtib

ka mediaani CC, kohta. Kuna kolmnurga mediaanid ja sirgete 16ikepunkt on

itheselt méadratud, siis ilmselt punkt O ongi mediaanide 16ikepunkt, mis jaotab
iga mediaani suhtes 2:1 tipust alates.

Toestus 1 (kiirteteoreemi kasutades).
. Olgu O, 16igu AO keskpunkt.

. Naitame, et AB' = B'C.
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Tdmbame 14bi punktide 4 ja O, sirgega BO paralleelsed 16igud 4,C" ja O, 4',

kus C" ja A" onkiilje AC punktid.

Kuna A0, =0,0 = 04,, siis vastavalt

kiirteteoreemile kehtib vordus
AA'=A'B'=B'C'.

Kuna AC'||BB" ja A on kiilje BC

keskpunkt, siis A4C' on kolmnurga

BB'C keskl1dik. Jarelikult

B'C'=C'C.

Lopptulemusena saame, et

AA'=A'B'=B'C'=C'C,
kust jareldub, et AB'=B'C. Seega BB' on tdepoolest mediaan. n

Toestus 2 (pindalade kaudu).

Vaatleme kahte kolmnurka 4O0C ja 4,0C.

Tipust C tdommatud korgused nende kolmnurkade puhul iihtivad ja nende
alused 40 ja 4,0 suhtuvad nagu 2:1.

Kasutades kolmnurga pindala leidmise standardset valemit § :%Chc (vt [1],

kolmnurga pindala), saame

Suoe =28

Adoc A40C *

Analoogiliselt kehtib kolmnurkade
AOB ja A OB korral vordus

Svos =28

AAOB A40B *

Kuna O4, on iihtlasi ka kolmnurga
BOC mediaan, siis

Suos =9

a08 — Magoc”

Jérelikult kolmnurkade 4OB, AOC ja
BOC pindalad on vordsed.

Niitame, et AB' = B'C . Uhelt poolt
AB' S

= Do
BC S

ACOB'

kuna tipust O tommatud korgused on kolmnurkade AOB' ja COB' puhul
samad ja nende pindalade suhe soltub ainult kolmnurkade aluste suhtest.
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. Teiselt poolt kolmnurkade ABB' ja CBB' jaoks analoogiliselt tuletatakse
vordus
AB" S

__ " AA4BB’

BC S

ACBB'

. Jarelikult, vorde omadustele tuginedes (vt [1], tuletatud vorre) saame, et BB’
on toepoolest kolmnurga 4BC mediaan, sest

AB' S S Syiow =S S

— Pagop _ Papp _ Pados "~ Paapp _ Pnaos =1. n
B'C S

S Sicor =S S

ACOB' ACBB' ACOB' ACBB' ABOC

Toestus 3 (siinusteoreemi kasutades).

. Rakendame kolmnurkadele AB'B, CB'B, AOB ja AOB siinusteoreemi (vt
[1], siinusteoreem):

AB' O 4B
sin ZABB' sin ZAB'B’
BC © CB
sin ZCBB' B sin /CB'B’
AB  ® A0
sin JAOB _sin ZABO'
AB “ A0

sin/AOB  sinZABO

. Mairgime siinkohal, et
sin ZAB'B =sin ZCB'B ja sin ZAOB =sin ZA OB .
. Kasutame saadud vordusi ja leiame suhte

AB' %@ ABsin /ABB'  CBsin /CBB' _
B'C sin/AB'B ~  sinZ/CB'B
_ ABsin ZABB' _ ABsin ZABB' ®&®

~ CBsinZCBB' 2A4Bsin ZCBB'

_ AOsin ZAOBsin ZABB'  240sin Z40Bsin ZCBB' _ 40 _, .
sin ZABO ' sin Z4,BO 240

Toestus 4 (homoteetia omadusi kasutades).
. Olgu B, ja C, vastavalt kiilgede AC ja AB keskpunktid.

. Kui teostada homoteetia keskpunktiga O ja teguriga —%, siis toimuvad (vt [1],

homoteetsusteisendus) jirgmised teisendused.
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a)  Punkt A4 kujutub punktiks A4 , sest

04, =~ 04.
b) Olgu punkti B kujutiseks
punkt B,, st
OB, =-0B.

c) Siis 16ik AB kujutub Idiguks
A B, nii, et kehtib seos

C

AB, = —%

. Teiselt poolt, vdib teostada homoteetia keskpunktiga C ja teguriga % Siis 161k

BA kujutub kolmnurga ABC keskloiguks 4B, nii, et kehtib seos
4B, - 1Bi--14B.
= Jarelikult,
TB; = E = B,=8B .
. Jadb veenduda selles, et punktid B, O ja B, = B, asuvad iihel ja samal sirgel.

. Kuna kolmnurk ABC teisendub kolmnurgaks A4 B C, homoteetsusteisenduste
abil, mille keskpunkt on O, siis homoteetia definitsiooni jargi punktid B, O ja
B, = B, asuvad tihel sirgel. ]

A
Toestus 5 (vektorite kaudu).

. Olgu B, kilje AC  keskpunkt.

Uhendame punkti O punktidega B, C
ja B,.

= Piiiiame avaldada vektori BO vektori
B—B1 kaudu:

BO=BC+CA+ 40 =

=B_C"+E4+%H =
:ﬁ?+@+2(ﬁ+@):ﬁ+@+%(ﬁ+%@):

C+%a3 :E?—%EH@—%@ =

WK W

= BC+CA+
_2pc.la 2 peooloal— 2 oL cr =27
=2BC+1ci=2(BC+1cCa)=2(BC+CB)=2B5,.

. Jarelikult punkt O asub mediaanil BB, ja jaotab selle suhtes 2:1 tipust B
alates. "
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1.3. Kolmnurga mediaanide omadused

Naitame niitid, et kolmnurgaga seotud tseviaanidest on ainult mediaanid sellised,
mille 1dikepunkt jaotab tseviaanid suhtes 2:1 tipust alates.

Lause 2.1.4. Kui kolmnurga ABC tseviaanid AA, ja BB, loikuvad punktis O ja

see loikepunkt jaotab neid suhtes 2:1 kolmnurga tipust alates, siis AA, ja BB, on

kolmnurga ABC mediaanid.

Toestus.

= Sellest, et
A0 _BO s L40B-= 1408,

04, OB,

jareldub kolmnurkade AOB ja
A OB, sarnasus (sarnasustegur 2 ).

=  Seega A B
AB=14B ja  ZBAA=/A44B.

. Jarelikult 4 B, || AB ja kolmnurgad ABC ja B,AC on sarnased (sarnasustegur

2).
. See tidhendab, et 4 ja B, on vastavalt kiilgede BC ja AC keskpunktid ning
AA, ja BB, on selle kolmnurga mediaanid. m

Vektorite liitmise reeglist jareldub, et kolmnurga ABC korral AB+BC+CA= 8

Uhtlasi on see tingimus ka piisav selleks, et kolmest vektorist AB BC ja cA
saaks moodustada kolmnurga. Uurime, kuidas on lugu mis tahes kolmnurga
mediaanidega.

Teoreem 2.1.5. Kui AA,, BB, ja CC, on kolmnurga ABC mediaanid, siis
A4 + BB +CC =0.
Toestus.

. Olgu g:ﬁ?, 5:@ ja P= 4B
ning AA, BB, ja CC, on
kolmnurga 4ABC mediaanid.

. Teoreemi 2.1.2. pdhjal vdime
kirjutada, et

=1f-b), BB=1{£-B),
:%(if—é?).

27



= Jarelikult

A711+ﬁ;+c—cl=%(E—5)+%(£—P)+%(5—£)=5. .

Jareldus 2.1.6. Mis tahes kolmnurga mediaanidest saab moodustada kolmnurga.

Toestus.

. Eelmise teoreemi 2.1.5. tulemus TA+?&+TQ=8 on piisav selleks, et
kolmnurga ABC mediaanidest A4, BB, ja CC, saab moodustada kolmnurga.

. Antud olukorda voib illustreerida ka joonise abil, kus ABDC on roopkiilik.
c D

A B

Saadud tulemustest voime teha ka moned jéreldused.

Jireldus 2.1.7. Leidub kolmnurk, mille kiiljed on vastavalt vordsed ja paralleelsed
antud kolmnurga mediaanidega.

Jiareldus 2.1.8. Kui iihe kolmnurga kiiljed on vastavalt paralleelsed teise
kolmnurga mediaanidega, siis on ka teise kolmnurga kiiljed vastavalt
paralleelsed esimese kolmnurga mediaanidega.

Jireldus 2.1.9. Kui kolmnurga ABC mediaanidest on moodustatud kolmnurk
AB,C, ja selle mediaanidest omakorda kolmnurk A,B,C,, siis kolmnurgad ABC

ja A,B,C, on sarnased, kusjuures sarnasustegur on %

Néitame, et on teatud seos kolmnurga kiilgede ja nendele tdmmatud mediaanide
pikkuste vahel.

Teoreem 2.1.10. Mis tahes kolmnurgas pikemale kiiljele vastab liihem mediaan.

Toestus.
. Olgu A44,, BB, ja CC, kolmnurga ABC mediaanid ning O nende
16ikepunkt.

" Uldisust kitsendamata voime eeldada, et AB> AC. Niitame, et siis
CC, < BB,.
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Kuna kolmnurkade A4 B ja AAC
jaoks kiilg 44, on tihine, 4B = AC
ja AB > AC, siis

ZAAB > ZAAC.

Analoogiliselt sellest, et
kolmnurkade O4 B ja OAC jaoks

kilg OA4, on ihine, 4B=AC ja
ZOAB > £04,C, saame, et

OB >0C.

Viimasest vorratusest jareldubki, et

BB, =30B>30C=CC,.

Anname niilid tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et mediaan poolitaks teatava
16igu.

Teoreem 2.1.11. Kui punktid B, ja C, paiknevad vastavalt kolmnurga ABC

kiilgedel AB ja AC, siis mediaan AA, poolitab loigu B,C, parajasti siis, kui
BC, | BC.

Toestus.

Esialgu tdestame tarvilikkuse.
Olgu O mediaani 44, punkt, mis
poolitab 16igu BC,.
Toome sisse jargmised tdhistused:
ZBAA =«a,, LCAA =«,,
ZABO=p,,

LACO=p,, LABA =y,,
ZACA =vy,.

Kolmnurkadest 4B,C, ja ABC jireldub, et

B+pB,=y+7,.

Kasutame siinusteoreemi kolmnurkades 4OB,, AOC,, AA B ja AAC:

OB, A0
sina, sinf, ’
B4, AA

— 1

b

sine, siny,

oC, A0
sina, sin g, ’
C4, A4

1

b

sina, siny,
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kust tingimuste B4, = C4, ja OB, = OC, tottu saame, et

sin sin . . . :
siny, _sinf, & siny,-sin B =sin B, -siny,-

siny, sinp,

. Kasutades niiiid trigonomeetriast tuntud valemeid ja saadud seost (*), saame
3 lcos(B = 7.) —cos(B, + 7,)]= S [eos(B, = 1)~ cos(B, + )] =
cos(B +y,)=cos(B, +y,) <
2sinlL (B, + 5, +7,+ 7)) sinlL (8 - B, -1 +7))=0 &

Sin(ﬂ1 +ﬂ2)'Sil’1(7/2 _ﬂz)zo'

. Saadud vordus tiahendab, et kas g + £, =180°, mis on vastuolus sellega, et S,
ja B, on kolmnurga 4B C, kaks nurka, v01 S, =y,, st, et 5, ja y, on vOrdsed
kaasnurgad. Jérelikult B.C, | BC.

. Niitid tdestame piisavuse. Olgu B,C, || BC ning O mediaani A4, ja ldigu B,C,
16ikepunkt.
. Siis tekib kaks paari sarnaseid kolmnurki:
AAOB, ~ AAA B ja AAOC, ~A4AC.
. Kolmnurkade sarnasusest jarelduvad jargmised vordused:

0B _ 40 oc, _40
B4, AA CA A4~

ja

kust saame, et
OB, 0C,
BA,  C4,

* Kuna 44, on kolmnurga ABC mediaan, siis BA, = CA4,. Seega ka OB, = OC,
ja O onldigu B,C, keskpunkt. ]

Jireldus 2.1.12. Kolmnurga keskloik ja seda loikav mediaan poolitavad teineteist.

Jareldus 2.1.13. Kui O on kolmnurga ABC mediaani AA, suvaline sisepunkt
ning B, ja C, on sirgete BO ja CO loikepunktid vastavalt kiilgedega AC ja AB,
siis BC, || BC.

Jareldus 2.1.14. Kui punktid B, ja C, on vastavalt kolmnurga ABC kiilgede AC
ja AB sisepunktid ja loik BC, on paralleelne kolmnurga alusega BC, siis
sirgete BB, ja CC, loikepunkt asub mediaanil A4, .
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Osutub, et mediaani pikkuse jargi saab otsustada ka kolmnurga sisenurga
suuruse tle.

Teoreem 2.1.15. Kolmnurga sisenurk on teravnurk parajasti siis, kui selle nurga
tipust tommatud mediaan on pikem, kui pool vastaskiilge.

Toestus.

. Olgu 44  kolmnurga  ABC

1

mediaan. Peame néitama, et L/BAC A
on teravnurk parajasti siis, kui
A44,> 1 BC.

. Tdestame piisavuse. Olgu
A4, > 1 BC=B4,.

= Jérelikult kolmnurga AAB

suuremale kiiljele vastab ka suurem
nurk ehk B ‘ A ' C

Z/BAA, < ZABA, = ZABC.

*  Analoogiliselt kolmnurgast 44,C ja sellest, et 44, > % BC = CA4,, saame

ZLCAA < LACA = LACB.
. Nendest vorratustest saame, et

ZBAC = ZBAA + LCAA, < LABC + LZACB =180° - ZBAC

ehk ZBAC <90°.
. Tarvilikkuse tdestus. Olgu ZBAC teravnurk.

= Oletame niitid vastuvditeliselt, et 44 < % BC.

. Analoogiliselt piisavuses toodud tdestusele saame, et siis ZBA4, > ZABC ja
ZCAA > ZACB, kust jireldub, et ZBAC >90°. See on aga vastuolus

eeldusega. Jarelikult 44 > % BC. m

Jargmine teoreem annab tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et kolmnurga kaks
mediaani oleksid risti.

Teoreem 2.1.16. Kui kolmnurga kiilgede pikkused on a, b ja c, siis kiilgedele

pikkustega a ja b témmatud mediaanid on risti parajasti siis, kui a’ +b*> =5c¢’.

Toestus.

. Olgu A4, ja BB, kolmnurga ABC vaadeldavad mediaanid ning O nende
16ikepunkt.
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. Siis ZAOB on tdisnurk parajasti
siis, kui

AO’> +BO’ = AB®> &
=N (% AA)? +(%BBI)2 = AB’ <

& AA’+BB’ = % AB*.

. Kasutame koosinusteoreemi kiilgede
AB ja AC pikkuste avaldamiseks
vastavalt kolmnurkadest 44 B ja

AAC:

AB’ = AA’ + AB> —2AA, - AB-cos ZAAB,

AC* = AA’ + AC* —2A4, - AC -cos ZAAC.
. Kuna nurgad 44 B ja AA,C on korvunurgad, siis
cos LAAB = —cos LZAAC .

. Liidame niilid saadud vordused ja saame
244° = AB’ + AC* —AB’ -~ AC* < AA’ = % (24B% +24C* - BC?).
*  Analoogiliselt saame vdrduse
BB’ =1 (24B*+2BC* - AC).

. Seega, kasutades kolmnurga kiilgede pikkuste jaoks standardseid téhistusi,
saame

AA}+BB’ =3 AB < L(44B° + AC* + BC*)= 4B’ &
BC*+AC? =54B> < a*+b’=5c" m
Saab tdestada ka kaks jargmist lauset mediaaniga ristuvate tseviaanide kohta.

Lause 2.1.17. Kui kolmnurga ABC tipust A tommatud sirge on risti mediaaniga
BB, ja poolitab selle, siis AB: AC =1:2.

Lause 2.1.18. Kui A4, ja BB, on kolmnurga ABC mediaanid ning mediaani A4,
pikendusel iile punkti A, on valitud punkt A, nii, et A4 A, :%AA1 ja A B =CB,

siis mediaanid AA, ja BB, on risti.
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1.4. Mediaanid ja kolmnurga pindala

Teoreem 2.1.19. Suvalise kolmnurga mediaanid jaotavad selle kolmnurga kuueks
vordpindseks kolmnurgaks.

Toestus.

. Olgu O kolmnurga ABC
mediaanide 44,, BB, ja CC,
16ikepunkt.

. Kuna punkt O  jaotab
mediaani BB, suhtes 2:1

tipust B alates  ning
kolmnurkade BB,C ja OBC

korral tipust C tdmmatud
korgused langevad kokku,
siis

. Analoogiliste arutlustega saame, et

S

_1
ABBC T 9 SAABC'
. Seega

S C:%S - lSAABC):%SAABC'

_ ;(
AOB, ABB,C 3

. Sama arutelu voib 1dbi viia ka teiste kolmnurkade jaoks. Jarelikult jaotavad
kolmnurga ABC mediaanid kolmnurga kuueks vordpindseks kolmnurgaks. =

Jareldus 2.1.20. Suvalise kolmnurga mediaan jaotab kolmnurga kaheks
vordpindseks kolmnurgaks.

Jareldus 2.1.21. Kui kolmnurga ABC mediaanid BB, ja CC, loikuvad punktis
O, siis kolmnurga BOC pindala on vordne nelinurga AB,OC, pindalaga.

Jireldus 2.1.22.  Kui kolmnurga ABC sisepiirkonnas valida punkt O nii, et

kolmnurkade ABO, ACO ja BCO pindalad on vordsed, siis O on kolmnurga
ABC mediaanide loikepunkt.
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Leiame niitid seose kolmnurga ja selle mediaanidest moodustatud kolmnurga
pindalade vahel.

Teoreem 2.1.23. Kui kolmnurga ABC pindala on S, siis selle kolmnurga

mediaanidest moodustatud kolmnurga pindala on %S.

Toestus.

Olgu O  kolmnurga ABC
mediaanide 44, BB, ja CC,

16ikepunkt.

Olgu S, kolmnurga ABC

mediaanidest moodustatud
kolmnurga pindala.

Kolmnurga 4O0C mediaani OB,
pikendusel iile punkti B, valime

punkti B, nii, et

BB, =0B,.
Siis tekib roopkiilik AOCB, . Seega
CB, = A0.

Mirgime, et kolmnurk OCB, on sarnane kolmnurga ABC mediaanidest
moodustatud kolmnurgaga, kusjuures teoreemi 2.1.3. pohjal on sarnasustegur

2 kuna
3 9

CB,=40=244. OB,=20B =2BB. OC=3CC,

12 1

Jarelikult kolmnurga OCB, pindala moodustab (2j2 _ 4 otsitava kolmnurga

3 9
pindalast.
Arvestades teoreemis 2.1.19. toestatuga, saame
_9. (1 _3
5,=9-(L2.5)=3s. .
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1.5. Kolmnurga mediaaniga seotud vordused ja vorratused

Jargnevas tuletame moned valemid mediaanidega seotud olulisemate ldikude
pikkuste ja punktide vaheliste kauguste leidmiseks ning anname ka hinnanguid
mediaanidega seotud kaugustele ja 1dikude pikkustele. Leiame ka monede
olulisemate vektorite avaldised.

a)  Valemid mediaani pikkuse arvutamiseks ja muud vordused

Teoreem 2.1.24. Kui a, b ja ¢ on antud kolmnurga kiilgede pikkused, siis kiiljele
a tommatud mediaani pikkuse m_ saab arvutada jirgmise valemi abil:

m, =%\/2b2+2cz—a2.

Toestus.

. Olgu kolmnurga ABC kiilgede
BC, AC ja AB pikkused vastavalt
a, b ja ¢ ning m, selle kolmnurga

mediaani 44, pikkus.

= Pikendame mediaani 44, iile

punkti A nii, et tekiks roopkilik e L
ABA,C (vt Teoreem 2.1.2.). b ™ i
= Siis B4, =bjaCA4 =c. )

. Kasutades roopkiiliku diagonaalide ja kiilgede pikkuste vahelist seost (vt [1],
roopkiilik), saame, et

AA; + BC* =2(AB* + AC*) &
< (2m)’ +a =2(c* +b%),
millest jareldub, et
mjz%(2b2+202—a2). m
Asja tuletatud valemit on vdimalik saada ka jireldusena matemaatika oliimpiaadide

klassikasse kuuluvast nn Stewarti teoreemist (vt [1], [13]), mille esitame (selle
olulisust arvestades) koos toestusega.

Teoreem 2.1.25. (Stewarti teoreem) Kolmnurga ABC tipu A ja kiilie BC mingi
punkti P vaheline kaugus AP on mddratud vordusega

AP? = AB? -Q+AC2 -E—BP-CP.
CB BC
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Toestus.

. Kasutame koosinusteoreemi (vt [1], A
koosinusteoreem) nurga ABC
koosinuse leidmiseks kolmnurkadest
ABC ja ABP:
2 2 2
cosLABCzAB +BC" - AC
2AB-BC
2 2 2
cos ZABC = AB” +BP — 4P . B P c
2AB-BP

= Vorduse
AB* + BC* - AC? B AB* + BP* — AP®
BC BP

lihtsustamise jdrel saamegi toestatava vorduse.

. Kui niitid Stewarti teoreemis punkt P on kiilje BC keskpunkt, siis
AP =m ja BP=CP =

a

a.

N |—

= Jarelikult

AP’ = AB’ 'Q-FACz -E—BP-CP =
CB BC
mi=c>-lapt loly ly o w2 =10p? 4207 —a?) ]
a 2 2 22 a4 '

Jiareldus 2.1.26. Suvalise kolmnurga mediaanide ruutude summa ja selle

kolmnurga kiilgede ruutude summa suhe on % teisisonu
m. +m. +m’ =%(a2 +b*+c%).

Tuletame niitid mdned tdiendavad avaldised mediaanidega seotud punkte iihendavate
vektorite jaoks.

Teoreem 2.1.27. Kui punkt O on kolmnurga ABC mediaanide AA,, BB, ja CC,
loikepunkt ning X tasandi suvaline punkt, siis kehtivad jdargmised vordused:

a) &mﬁ#&f:&
b) 04 +0B+0C =0;

c) )?Oz%(ﬁ+)?3+)?é)
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Osa a) toestus.

. Tuginedes teoreemile 2.1.5., saame
04+0B+0C =~2(44 + BB +CC, )= -2.5=b. .

Osa b) toestus.

O—AI+OBI+OC1: (AA1+B—BI+C—C1)=§-8:8. n

W |—

Osa c¢) toestus.
3X0 = XO+ XO+ XO =
=(ﬁ+f0)+(ﬁ+ﬂ+?0)+(?c+@+ﬂ))=

=(ﬂ+)?8+)7€)+@4?%2441?)+g3412g@)=ﬁ+73+)?€- u

Jareldus 2.1.28. Kui punktid O, ja O, on vastavalt kolmnurkade A B,C, ja A,B,C,
mediaanide loikepunktid, siis

00, =1(44+BB +CC)).

W |—

Jargmine nn Leibnizi teoreem kuulub samuti matemaatika oliimpiaadide klassikasse
(vt [1], Leibnizi teoreem).

Teoreem 2.1.29. (Leibnizi teoreem) Kui punkt O on kolmnurga ABC
mediaanide l6ikepunkt ja X tasandi suvaline punkt, siis

XO* = %(XAz + XB* + XCz)—é(ABz +AC* +BC?).
Toestus.
= Kuiﬂ:)?é+@,siis
XA =XO +2X0-04+04 .
*  Analoogiliselt saame veel kaks vordust:
YBz = YOZ +2%E§+@2 ja %2 :X—O2 +2E-%+R2.
= Liites need kolm vordust, saame
XA +XB +XC =3XO +2X0-(04+0B+0C)+04 +0B +0C" =
—2 —2 ——2 —2
=3X0O +04 +0B +0C ,
kuna OA+OB+OC = 5 (vt Teoreem 2.1.27. a)).

- Seega

XO* = L(x4? + XB* + XC* ~ 04> - 0B* - OC?).

QI |—
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Teoreemi 2.1.26. pohjal saame niiiid teha asenduse

04’ + 0B’ +0C’? :g(mj +m, +mf)=%(a2+b2+cz),

ning saada soovitud tulemuse. [

Jareldus 2.1.30. Tasandi punkt, mille kauguste ruutude summa antud kolmnurga
tippudest on minimaalne, on selle kolmnurga mediaanide l6ikepunkt.

b)

Mediaaniga seotud vorratused

Lause 2.1.31. Suvalise kolmnurga mediaanide pikkuste summa on suurem selle

kolmnurga % timbermoodust, aga vdiiksem selle kolmnurga iimbermoodust, st

%p<ma+mh+mc<2p,

kus p on kolmnurga pool iimbermootu.

Toestus.

Olgu O kolmnurga ABC
mediaanide A44,, BB, ja CC,

16ikepunkt.

Siis  kehtivad  jargmised
kolmnurga vorratused:

OA+ OB > AB,
OA+0C > AC,
OB+0C > BC.
Kui liidame need vOrratused, siis saame

2(04+0OB+0C)> AB+ AC+BC <

A B C

22444288 +2CC,)> 4B+ AC+BC

[SSTEN

(m, +m,+m)>AB+AC+BC < m, +m,+m, >%p-

Pikendame mediaani A4, iile punkti 4 ja pikendusel valime punkti 4, nii, et
AA, =AA .

Siis ABA,C on rodpkiilik, millest jéreldub, et B4, = AC.

Seega
244 = AA, < AB+BA, = AB+ AC &

AA, <%(AB+AC) o om, <%(b+c).
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. Analoogiliselt saame, et

m, <%(a+c) ja  m, <%(a+b).
= Liites saadud voOrratused, saame
ma+mh+mc<%(2a+2b+20):2p. n

Jareldus 2.1.32. Kui m, ja m, on vastavalt kolmnurga kiilgedele a ja b
tommatud mediaanid, siis kehtivad vorratused

ma+mb<%c Jja mj+mf<%cz-
Lause 2.1.33. Kui a, b ja ¢ on kolmnurga kiilgede pikkused, siis kiiljele a
tommatud mediaan m, rahuldab jirgmisi vorratusi:

[c=b] b+c
5 <m, <

2 2
, c —b 2400
]a g < ma S bi .
2a 2a
Toestuse skeem.

. Vasakpoolse vorratuse toestamiseks voib pikendada mediaani (kuni tekib
roopkiilik) ja kasutada kolmnurga vorratust selle kolmnurga jaoks, kus 2m,

on iiheks kiiljeks.

. Parempoolse vorratuse tdestamiseks saab kasutada Heroni valemit (vt [1],
Heroni valem) kolmnurga pindala leidmiseks:

S=\p(p-a)p-b)p-c) <
16S° =2a°h*> +2a°c* +2b°c* —a' -b* - c*.

. Teame, et mediaani pikkuse saab (vt Teoreem 2.1.24.) leida valemist

m’ = %(2b2 +2¢* —a%).
" Nende vorduste abil saame, et
2 2?2
m, _(2a ) < S< 2bc
ja

2 g2 \?
mj>(|02ab|j < S>0. O

Lause 2.1.34. Kolmnurga mediaan jaotab sisenurga kaheks osaks nii, et selle
sisenurga lithem ldhiskiilg on suurema osanurga haaraks.

Toestus.

. Olgu A4, kolmnurga ABC mediaan. Niitame, et tingimusest 4B < AC
jareldub tingimus ZBAA, > LCAA,.
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Olgu AB < AC.

Pikendame mediaani A4, iile punkti 4 nii, et tekiks ro6pkiilik 4BA,C.

Seega

AB||CA, = LCA,A=/BAA.

Kolmnurga CA4, kohta on teada, et

AC>CA, = AB.

Jarelikult

ZBAA, = ZCA,A > LCAA, = ZCAA,. =

Lause 2.1.35. Kui kolmnurga ABC mediaanide loikepunkti O ldbiv sirge loikab
kolmnurga kiilgi AC ja AB vastavalt punktides B, ja C,, siis kehtib vorratus

OB, <£20C,, kus vordus leiab aset parajasti siis, kui B,C, tihtib mediaaniga

CC,.

Toestus.

Olgu BB, ja CC, kolmnurga
ABC mediaanid.

Tombame ldbi tipu C kiiljega
AB paralleelse sirge s. Olgu
punkt D sirgete s ja B,C,
16ikepunkt.

Kolmnurgad C,OC, ja COD
on sarnased (nurgad C,0C, ja

COD on tippnurgad ning
nurgad C,C,0 ja CDO on
poiknurgad).

Jarelikult
OD = E-OQ =20C¢C,.-
ocC,
Seega saame, et
OB, <0D =20C,. u
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1.6. Mediaanid ja kolmnurkade vordsuse tunnused

Teoreem 2.1.36. Kaks kolmnurka on vordsed, kui kehtib iiks jdrgmistest
tingimustest:

a) tihe kolmnurga kaks kiilge ja kolmandale kiiljele tommatud mediaan on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega ja kolmandale kiiljele
tommatud mediaaniga;

b) iihe kolmnurga kolm mediaani on vastavalt vordsed teise kolmnurga kolme
mediaaniga,

c) iihe kolmnurga kiilg ja teistele kiilgedele tommatud mediaanid on vastavalt
vordsed teise kolmnurga kiiliega ja selle teistele kiilgedele tommatud
mediaanidega,

d) iihe kolmnurga kaks kiilge ja iihele nendest kiilgedest tommatud mediaan on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega ja iihele nendest kiilgedest
tommatud mediaaniga;

e) tihe kolmnurga iihele kiiljele tommatud mediaan ja kaks nurka, milleks
mediaan jaotab selle kiilje vastasnurga, on vastavalt vordsed teise
kolmnurga iihele kiiljele tommatud mediaaniga ja kahe nurgaga, milleks
mediaan jaotab selle kiilje vastasnurga;

f)  iihe kolmnurga kiilg, sellele kiiljele tommatud mediaan ja suurem nurkadest,
mille mediaan moodustab selle kiiljega, on vastavalt vordsed teise
kolmnurga kiiljega, sellele kiiljele tommatud mediaaniga ja suuremaga
nurkadest, mille mediaan moodustab selle kiiljega.

a

€

a7
2034
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Toestus.

* Kuna koikide vididete a)—f) tdestused on standardsed kolmnurkade
vordsuse nditamiseks, toome siin ainult osa a) tdestuse.

=  Olgu BB’ ja BB/ vastavalt kolmnurkade ABC ja A B,C, mediaanid.

= Vastavalt teoreemi eeldustele

AB=A4B, CB=CB,  ja BB =BB.

\\B ) Y 1
=  Pikendame mediaane BB’ ja B B/ iile punktide B’ ja B/. Pikendusel valime
punktid D ja D, nii, et
DB'=BB" ja DB/ = BB, .
. Siis tekivad rodpkiilikud ABCD ja A4 B,C,D,, kusjuures
AB=CD ja AB =CD,.
. Niitid saame, et kolmnurgad BCD ja BC,D, on vordsed tunnuse KKK
jargi, seega
ZCBD = ZCBD,.
. Analoogiliselt on kolmnurgad ABD ja ABD, vordsed (AD=BC =
=B,C, = 4, D,). Seega
ZABD = ZAB/D,.
- Jarelikult
ZABC = ZABD + ZCBD = ZAB,D,+ £C,B,D

=171

= /A BC,
jakolmnurgad ABC ja A4 B,C, on virdsed tunnuse KNK jérgi. ]
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1.7. Mediaaniga seotud piisavad ja tarvilikud tingimused selleks, et kolmnurk
oleks vordkiilgne, vordhaarne voi taisnurkne.

Osutub, et ka kolmnurga mediaanidega seotud ldikude ja nurkade abil on
voimalik méédrata kolmnurga liiki. Alljargnevas toome moned ndited sellistest
vOimalustest.

Olgu kolmnurgas ABC tdmmatud mediaanid BB, ja CC, ning olgu O nende
16ikepunkt.

Teoreem 2.1.37. Kolmnurk ABC on vordhaarne tipunurgaga A ja alusega BC
parajasti siis, kui on tdidetud iiks jdrgmistest tingimustest:

a)  /ABB =/ACC,;
b) BB =CC,
¢) AOLBC.

Osa a) toestus.

. Tarvilikkuse tdestamiseks piisab
mirkida seda, et B,C, on kolmnurgas
ABC keskldiguks ja BCBC, on
vordhaarne trapets, mille diagonaalid
BB, ja CC, on vordsed. Seega
kolmnurgad BB, ja CC,B, ning ka
nende kolmnurkade vastavad nurgad

on vordsed. Jarelikult
ZABB = ZACC,.

= Piisavuse nditamiseks oletame, et
nurgad ABB ja ACC, on vordsed.

. Siis BCB,C, on kddlnelinurk, kuna vordsed nurgad toetuvad iihele ja samale
koolule BC, (vt [1], koolnelinurk).

. Jarelikult on piirdenurgad BB,C, ja BCC, vordsed (toetuvad kaarele BC,)).
. Teiselt poolt tingimuse B,C, || BC tottu on /BB,C, = ZCBB, (pdiknurgad).
= Kokkuvottes saame, et
ZABC = ZABB + ZCBB, = ZACC, + £ZBB,C, =
ZACC + £BCC, = ZACB

ehk kolmnurk ABC on vordhaarne. n
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Osa b) toestus.
= Tarvilikkus on ndidatud eelmise osa tGestamisel.

. Olgu niitid BB, = CC,. Siis kehtivad jargmised vordused:
OB =1BB =1CC,=0C, ja OB=3BB =3CC =0C.

. Seega on kolmnurgad BOC, ja COB, vordsed tunnuse KNK jargi.
- Jarelikult
AB=2BC, =2CB = AC. [

Osa c) toestus.

. Kuna B.C, || BC ja vordhaarses kolmnurgas tipunurgast tommatud mediaan on
risti selle kolmnurga alusega (mediaan {ihtib korgusega), siis ka 40 L BC, ja
tarvilikkus on tdestatud.

. Kui 40 1 BC,, siis tipust A tdmmatud mediaan on risti kolmnurga alusega
BC (kuna BC, || BC) ehk mediaan on samas ka korguseks. Selline olukord on
voimalik ainult vordhaarses kolmnurgas. ]

Teoreem 2.1.38. Kolmnurk ABC, mille mediaanid on BB, ja CC,, on vordkiilgne
parajasti siis, kui ZABB, = ZACC, =30°.
Toestus.
. Esialgu tdestame tarvilikkuse. Kui kolmnurk 4ABC on vordkiilgne, siis selle
mediaanid osutuvad ka nurgapoolitajateks, st
ZABB =1 ZABC=1-60°=30°
ja
ZACC, =1 ZACB=13-60° =30".

. Toestame piisavuse. Eeldame, et
ZABB = ZACC, =30°

ja néitame, et kolmnurk A4BC on
vordkiilgne.

. Teame (vt Teoreem 2.1.37. a)), et
kolmnurk on vordhaarne parajasti siis,
kui ZABB = ZACC,. Samuti teame (vt
Teoreem 2.1.37. b)), et vdrdhaarses
kolmnurgas on mediaanide pikkused,
mis on tOmmatud selle haaradele,
vordsed.

= Seega AB=AC ja BB =CC,.
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Olgu O mediaanide 16ikepunkt. Vaatleme kolmnurka OCB,.
Kuna BB =CC, ja O jaotab mediaane suhtes 2:1 tipust alates, siis
OC =208B,.
Jarelikult kolmnurk OCB, on tdisnurkne, kuna siinusteoreemi kaudu saame
sinZOBC=2-sn30°=1 < ZOBC=90".

Seega mediaan BB, osutub korguseks ning BC =BA, mis koos eelnevalt
saadud vordusega AB = AC tdestabki, et kolmnurk ABC on vordkiilgne. =

Teoreem 2.1.39. Kolmnurga sisenurk on tdisnurk parajasti siis, kui selle nurga
tipust tommatud mediaan on kaks korda liihem kiiljest, millele ta on tommatud.

Toestus.

Olgu  kolmnurk  ABC  tdisnurkne
(tdisnurgaga ACB), siis hiipotenuusi C
AB  keskpunkt O, kui tdisnurkse
kolmnurga {imberringjoone keskpunkt,

asub tippudest vordsel kaugusel.

Seega mediaan A B
CO=A40=BO=1 4B.

Toestame  piisavuse. Olgu  antud
kolmnurk ABC. Eeldame, et CO on
selline kolmnurga ABC mediaan, et

=1
CO—2AB.

Viimane aga tdhendab, et kolmnurga tipud asuvad ringjoonel keskpunktiga
O jaraadiusega r =CO = A0 = BO.

Seega AB on selle ringjoone diameeter ja nurk ACB, mis toetub
diameetrile, on suurusega 90°. m
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§ 2. Mediaanid ja kolmnurgaga seotud ringjooned

Selles paragrahvis vaatleme moningaid seoseid kolmnurga mediaanide ja
kolmnurgaga seotud ringjoonte vahel. Alljargnevas kasutame mediaanide 1dikepunkti
tahistamiseks tdhte M ja vaadeldava ringjoone keskpunkti tihistamiseks reeglina
tahte O.

2.1. Pohitulemus

Teoreem 2.2.1. Kolmnurga iimberringjoone keskpunkti ja mediaanide aluspunkte
ldbivad sirged on kolmnurga kiilgede keskristsirgeteks.

Toestus.

. Tdepoolest, limberringjoone keskpunkt O
asub kiilje BC otspunktidest B ja C vordsel
(raadiuse) kaugusel. Seega asub O 1digu BC
keskristsirgel, mis ldbib ka Ildigu BC
keskpunkti ehk mediaani aluspunkti 4, .

. Teoreemi viite tdestamisel saab toetuda ka
faktile (vt [1], @imberringjoon), et kolmnurga
kiilgede keskristsirged 1dikuvad iihes punktis,
kusjuures see on selle  kolmnurga
iimberringjoone keskpunktiks. [

Jareldus 2.2.2. Kui AA, on kolmnurga ABC mediaan ja selle kolmnurga
iimberringjoone keskpunkt O erineb punktist A,, siis kolmnurgad OAC ja OAB
on tdisnurksed kolmnurgad.

2.2. Téiendavaid tulemusi kolmnurga mediaanide ja ringjoonte kohta

Teoreem 2.2.3. Kolmnurga mediaanide poolt tekitatud kuue osakolmnurga
timberringjoonte keskpunktid asuvad iihel ja samal ringjoonel.

Toestus.

. Olgu A44,, BB, ja CC, kolmnurga ABC mediaanid ja M nende 15ikepunkt.
Olgu 4,, B,, C,, 4,, B, ja C, vastavalt kolmnurkade CMB,, CMA4,, BMA,,
BMC,, AMC, ja AMB, imberringjoonte keskpunktid.

= Niitame, et punktid 4,, B,, C,, 4,, B, ja C, asuvad lihel ja samal ringjoonel.

. Niitame esialgu, et kuusnurga A,B,C,A4,B,C, vastaskiiljed on paralleelsed ja
diagonaalid 4,4,, B,B, ja C,C, on vordsed. Kui nii, siis 4,B,C,4,B,C, on
kdolkuusnurk (vt [42], dl. 6.57).
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Vaatleme punktide B, ja B, ristprojektsioone sirgele 44, .

On teada, et B, on kolmnurga AMC, Umberringjoone keskpunkt, kusjuures
selles punktis Idikuvad selle kolmnurga keskristsirged, seega punkti B,
ristprojektsioon kiiljele AM on selle kiilje keskpunktiks (vt Teoreem 2.2.1.).

Analoogiliselt saame, et ka punkti B, ristprojektsioon kolmnurga CM4 kiiljele
M4, poolitab selle kiilje.

Jarelikult vektori B, B, ristprojektsioon sirgele 44, vordub %A—A1

Analoogiliselt on punktide B, ja B, ristprojektsioonid sirgele CC, vastavalt
16ikude MC, ja CM keskpunktid, seega vektori B,B; ristprojektsioon sirgele
CC, vordub —%C—C1

[N ——

Sama arutelu vOib ldbi viia ka vektorite 4,4, ja C,C, korral. Tulemusena
saame, et

- ja selle

- vektori 4,4, ristprojektsioon sirgele BB, vordub —%ﬁ
ristprojektsioon sirgele CC, on %TQ,

- vektori C,C, ristprojektsioon sirgele A4 vordub —%TAI ja selle
ristprojektsioon sirgele BB, on %B—B1

Mirgime, et B,C, ja C,B, on vastavalt 10ikude AM ja MA, keskristsirged,
seega B,C, L A4 ja C,B, L A4, ehk B,C, || C,B,.

Analoogiliselt saame, et B, A4, || 4,B, ja A,C, || C,A4,.

Seega me nditasime, et kuusnurga 4,B,C,4,B,C, vastaskiiljed on paralleelsed.
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. Teame, et vektorite A—Al, B—Bl ja C—Cl summa vOrdub nullvektoriga (vt
Teoreem 2.1.5.), seega nendest vektoritest voime moodustada kolmnurga
A,B,C, nii,et A4 =B,C,, BB =C,A, ja CC = A,B, .

. Olgu O kolmnurga A4,B,C, iimberringjoone keskpunkt.

. On selge, et tasandi suvalise punkti D korral niditeks vektor 37) on tliheselt
maédratud oma ristprojektsioonidega sirgetele B, A4, ja B,C,.

—_—

. Kuna vektori B,O ristprojektsioonid sirgetele B, 4, ja B,C, vorduvad vastavalt

—_—

B A, =—

—_—

CC, ja

—_—

B4C4 =

—_—

A4,

N |—
N[ —
N |—
N |—

siis vektori B,0 ja vektori B,B, ristprojektsioonid paralleelsetele sirgetele on
vordsed.

. Analoogiliselt vektorite ZO ja 4,4, ning vektorite C,0 ja C,C,
ristprojektsioonid paralleelsetele sirgetele on vordsed.

. Seega

A40=44, BO=BB ja CO=CC,.

* Kuna 4,0, B,O ja C,0 onkolmnurga 4,B,C, limberringjoone raadiused, siis

4,0/=|B,0|=

C,0=

AZ A3

-|8.8)=[c.c.

»  Jérelikult me néitasime, et kuusnurga 4,B,C,A4,B,C, diagonaalid 4,4,, B,B, ja
C,C, on virdsed ning seega A4,B,C,A,B,C, on kddlkuusnurk. n

Lause 2.2.4. (Teoreemi 2.1.39. jéreldus) Tdisnurkse kolmnurga iimberringjoone
keskpunkt langeb kokku selle kolmnurga tdisnurgast tommatud mediaani
aluspunktiga (ehk hiipotenuusi keskpunktiga).

Vaatleme niiid kolmnurga mediaanide 18ikepunkti A ja iimberringjoone
keskpunkti O ithendavat 16iku OM .

Lause 2.2.5. (Leibnizi teoreemi 2.1.29. jareldus) Kolmnurga ABC mediaanide
loikepunkti M ja selle kolmnurga iimberringjoone keskpunkti O vaheline kaugus
vordub

cM4=JR%TaAB%hu?+BCﬁ,

kus R on selle iimberringjoone raadius.
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Teoreem 2.2.6. Kui O on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt ja M
punktist O erinev selle kolmnurga mediaanide loikepunkt, siis sirge OM on
mediaaniga CC, risti parajasti siis, kui a> +b*> =2¢, kus a, b ja ¢ on vastavalt

kolmnurga ABC kiilgede BC, AC ja AB pikkused.

Toestus.

. Olgu CM =m ja ZC MO = ¢, siis
ZCMO=180°-¢.

. Kuna OC=0B kui kolmnurga ABC
imberringjoone raadiused ning

cos(180° —¢p) =—cos @,

saame koosinusteoreemi kolmnurkade
C MO ja CMO jaoks kasutades, et

OC! =m’+OM* —2m-OM -cos ¢
ja
OB> =CM*+0OM* +2CM -OM -cos¢ =
=4m* +OM* +4m-OM -cos¢ .

. Teame, et timberringjoone keskpunkt O on kolmnurga ABC keskristsirgete
16ikepunkt ja C, on kiille 4B keskpunkt, seega OC, L AB ehk BOC, on

taisnurkne kolmnurk (vt Jareldus 2.2.2.).

. Kasutades Pythagorase teoreemi selle kolmnurga jaoks, saame
BC? =0B*-0C? =3m’ +6m-OM -cos¢ .
- Seega
¢ =4BC} =12m’ +24m-OM -cos .

. Teame, et kiiljele ¢ tdommatud mediaani pikkuse m_, vOib arvutada jirgmise
valemi abil (vt Teoreem 2.1.24.):

m =1(2a" +267 = ).

. Kuna mediaanide 1dikepunkt M jaotab mediaani CC, nii, et CC, =3m (vt
Teoreem 2.1.3.), siis

18m* =2m’ =a’ + b’ —%cz.
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»  Jarelikult on vordus a’+b*=2¢" punktide O ja M erinevuse korral
samavairne jargmiste vordustega:

2

a+b’=2¢" o 18m*=2¢" < 12m’=¢ <

NS08}

¢’ =c’+24m-OM -cos¢p < 24m-OM -cos¢gp=0 <
cosg=0 < ¢=90" < CC LOM.

. Seega teoreemi tarvilikkus ja piisavus on tdestatud. ]

2.3. Kolmnurga mediaanidega ja iimberringjoone raadiusega seotud
vorratused

Lause 2.2.7. Kui m,, m, ja m_ on kolmnurga ABC mediaanide pikkused ja R
selle kolmnurga timberringjoone raadius, siis kehtivad jargmised vorratused:

a)  ml+m +m’ S%}Rz;
b)  m,+m,+m, S%R.

Osa a) toestus.

. Olgu M kolmnurga ABC mediaanide
16ikepunkt  ja 0] selle kolmnurga
iimberringjoone keskpunkt.

. Mairgime, et
AO=BO=CO=R,

seega

2 2 2 2 AT DAY A
3R"=A0" +BO"+CO“ =40 +BO +CO =

= (AMWLMO)2 +(BM+M0)2 +(CM+M0)2 =

~AM' +BM +CM +2(AM +BM +CM ) MO +3MO' =
= AM® + BM* + CM* +3MO?,

kuna AM +BM +CM = 5 (vt Teoreem 2.1.27. a)).
- Seega
3R = AM* + BM* +CM* +3MO* >
> AM” +BM +CM” = $(44) + BB} +CC} )= 4 (m} +m] +m’).

. Korrutades saadud vorratuse murruga % , saamegi tOestatava vorratuse. n
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Osa b) toestus.

Kui nditame, et suvaliste reaalarvude x, y ja z korral kehtib vorratus
(x+y+z) <3(x*+y* +2°),
siis kehtib ka vorratus
(m, +m, +m ) < 3(mj +m + mf)

Seega arvestades osas a) tOestatud vOrratusega, jireldub ka teise vdrratuse
kehtivus.

Suvaliste reaalarvude x, y ja z korral on jérgmised vorratused samavidrsed:
(x+y+2) <3+ +2°) © 2xy+2xz+2yz<2x° +2)° +27° &
0<(x*-2xy+ 37 )+ (¥ -2xz+ 2°)+ (1 -2yz+ 2°) =
0<(x—y) +(x—z) +(y-2z).

Kuna viimane vorratus on toene iga reaalarvu x, y ja z korral, siis ka koik
sellega samavéddrsed vorratused on tdesed. ]

Lause 2.2.8. Kui kolmnurk ABC ei ole niirinurkne ning m_,, m, ja m_ on selle

kolmnurga mediaanide pikkused ja R iimberringjoone raadius, siis kehtib
vorratus

m, +m,+m, >4R.

Toestus.

Olgu M kolmnurga ABC mediaanide
16ikepunkt ja O  selle kolmnurga
iimberringjoone keskpunkt.

Kuna kolmnurk ABC ei ole niirinurkne, siis

selle kolmnurga timberringjoone keskpunkt }
O et asu kolmnurgast viljas, seejuures asub
see kas kolmnurga AMB, AMC voi BMC &
sees voi kiiljel. A A

Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et
punkt O asub kolmnurga AMB sees vOi
selle kiiljel. Siis ilmselt kehtib vorratus

AM +MB > AO+OB.
Viimane vOrratus on samavairne (vt Teoreem 2.1.3.) vOrratusega

m,+m, 23R.
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Olgu D sirge CO ja kilje AB ldikepunkt. Sellest, et nurk COC, on
kolmnurga DOC, vilisnurk ja sirge OC, on kiiljle AB keskristsirge (vt
Teoreem 2.2.1.), jareldub vorratus

ZCOC, > £0CD =90°,
kust saame, et ZCOC, on niirinurk.

See tihendab, et kolmnurgas COC, suurima nurga COC, vastas on suurim
kiilg CC,. Teisisonu CC, > CO =R.

Kokkuvottes saame, et

m,+m, +m, Z23R+m, >3R+R=4R. m
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§ 3. Naiteiilesandeid

Ulesanne 2.3.1. (vt [22], iil. 94.15).

Olgu punkt L voetud kolmnurga 4BC mediaanil BB,. Libi punkti L on tdmmatud
kiiljega AB paralleelne sirge s ning ldbi punkti C on tdmmatud mediaaniga BB,
paralleelne sirge ¢, mis 10ikub sirgega s punktis M . Toestada, et BM = AL .

Ulesanne 2.3.2. (vt [22], iil. 95.49).

Olgu antud kolmnurk ABC ning sellised punktid K ja L, et
ZAKB=/BLC =90°.

Tdestada, et 16igu KL pikkus ei ole suurem kolmnurga 4ABC poolest iimbermdddust.

Ulesanne 2.3.3. (vt [45], iil. 9.10).

Olgu O kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt, CC, selle kolmnurga mediaan
ning M kolmnurga ACC, mediaanide 16ikepunkt. Toestada, et kui 4B = AC, siis
OM 1 CC,.

Ulesanne 2.3.4. (vt [22], iil. 96.72).
Kolmnurga ABC nurk BAC on 60°. Kolmnurga sisepiirkonnas on voetud punkt O
nii, et

ZAOB = Z40C =120°.

Toestada, et kui BB, ja CC, on kolmnurga ABC mediaanid, siis 4BOC, on
kodlnelinurk.
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Ulesande 2.3.1. lahendus.

Ulesande 2.3.2. lahendus.

Tdmbame kiiljega AB paralleelse sirge v ldbi
punkti B,.Olgu N sirgete ¢ ja v 16ikepunkt.

Kuna MN || LB, ja LM || B,N , siis LMNB, on
roopkiilik, kust jéreldub, et LM = BN .

Vaatleme kahte kolmnurka ABB, ja B NC':
ZBAB=ZCB/N (kaasnurgad, AB| B,N);

ZABB=/BCN (kaasnurgad, BB, || NC);
AB, =B/C (kuna BB, on kolmnurga ABC mediaan).
Jarelikult on kolmnurgad ABB, ja B NC vordsed tunnuse NKN pohjal.
Seega saame, et

AB=BN=LM ja AB| LM .

Kuna nelinurga ABML kaks kiilge on paralleelsed ja vordsed, siis 4BML on
roopkiilik.

Seega 16igud BM ja AL on vordsed kui roopkiilliku 4BML vastaskiiljed. m

Olgu 4, ja C, vastavalt kiilgede BC
ja AB keskpunktid.

Kuna A4C, on kolmnurga ABC
keskloik, siis

1 /
4¢,=Lac. R c

Kuna tédisnurkses kolmnurgas tdisnurgast tommatud mediaani pikkus on kaks
korda viiksem hiipotenuusi pikkusest (vt Teoreem 2.1.39.), siis

KC=14B ja  L4=1BC.
Kokkuvottes saame, et
KC +Ci4 + AL=1 AB+J AC+3BC=1(4B+AC+BC)=p,
kus p on kolmnurga ABC pool iimbermdddust.

On selge, et murdjoone KC, A4, L pikkus ei ole vdiksem 10igu KL pikkusest ehk
16igu KL pikkus ei ole suurem kolmnurga ABC poolest imbermdddust.

On ilmne, et iilalpool antud tdestus ei soltu punktide K ja L asukohast tasandil
kolmnurga suhtes. u
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Ulesande 2.3.3. lahendus.

Ulesande 2.3.4. lahendus.

Toestame viite vektorite abil.

Teame (vt Teoreem 2.1.27. ¢)), et juhul kui
punkt M on kolmnurga ACC, mediaanide
16ikepunkt, siis tasandi suvalise punkti

korral (antud juhul punkti O korral) kehtib
vordus

o =1(0C +0i+0C,)
Sellest, et
oc =1 (0i+08B),

jareldub vordus
om=1loc+304+LoB
OM = 3(OCJFZOAJrZOB).
Avaldame ka vektori C—C1 vektorite 04, OB ja OC kaudu:
— (= =) 1 en e
CC, —E(CA+CB)_§(OA+OB—20C).

Mairgime, et kuna kolmnurk ABC on vdrdhaarne tipunurgaga A, siis

A0 1 BC. Samuti méirgime, et 04 =0B =0C = R’, kus R on kolmnurga
ABC tmberringjoone raadius.

Neid seoseid kasutades, saame
12:0M - CC, = (20C + 304 + OB)- (04 + OB - 20C )=
=304 +0B —40C +404-0B—40C-04 =
3R>+ R*— 4R’ +404-(0B - OC)= 404 (0B - OC )=
— 40i.(CO+ 0B)- 404.CB =b.
Seega OM 1 CC,. [

Sellest, et
ZABO+ ZBA0O =180°-120° = 60°
ja
ZBAO+ £ZCAO =60°,
jéreldub, et
ZABO =60°—- ZBAO = ZCAO.
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Seega on kolmnurgad ABO ja CAO sarnased tunnuse NNN pdhjal, millest
saame

OB AB 2BC, BC,
OA CA 24B, AB,

Kuna ZABO = ZCAO ja 08 2%, siis on ka kolmnurgad AOB, ja BOC,
BC, 4B,
sarnased.
Seega
Z0B A=20CB=180°-Z0C A4
ehk
ZOB A+ Z0C,4=180°.
Viimane vordus aga tdhendabki, et 48,0C, on kddlnelinurk. n
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§ 4. Kolmnurga nurgapoolitaja

4.1.

Nurgapoolitaja

Definitsioon 2.4.1. Antud nurga poolitajaks nimetatakse nurga tipust ldhtuvat
kiirt, mis paikneb nurga sisepiirkonnas ja jaotab selle kaheks vordseks nurgaks.

Teoreem 2.4.2. Punkt asub vaadeldava nurga poolitajal parajasti siis, kui selle
punkti kaugused nurga haaradest on vordsed.

Toestus.

Toestame esmalt tarvilikkuse.

Olgu kiired a ja b nurga haaradeks
alguspunktiga O ja kiir c¢ selle
nurga poolitajaks.

Olgu C nurgapoolitaja ¢ suvaline
punkt, millest tombame kiirtele a ja ,

b vastavalt kaks ristldiku CA ja :
CB. 5T~

Vaatleme kahte kolmnurka C4AO ja CBO. Kuna modlemad kolmnurgad on
taisnurksed ja 16ik OC poolitab nurga AOB, siis ka nurgad ACO ja BCO on
vordsed.

Loik OC on vaadeldavate kolmnurkade tihine kiilg, kusjuures selle ldhisnurgad
on vastavalt vordsed. Jérelikult kolmnurgad C4O ja CBO on vordsed tunnuse

NKN pdhjal.

Seega on ka kolmnurkade vastavad kiiljed CA ja CB vordsed.

Tdestame piisavuse.

Olgu niitid kiired a ja b nurga haaradeks alguspunktiga O ja punkt C
niisugune, et selle kaugused |CA] ja |CB| nurga vastavatest haaradest a ja b on

vordsed.
Kuna kaks tdisnurkset kolmnurka on vordsed, kui iihe kolmnurga hiipotenuus ja
kaatet on vastavalt vordsed teise kolmnurga hiipotenuusi ja kaatetiga, siis

taisnurksed kolmnurgad CAO ja CBO on vordsed (hiipotenuus OC on iihine,
kaatetid CA4 ja CB on vordsed).

Kuna vordsetel kolmnurkadel on ka vastavad nurgad vdordsed, siis kehtib
vordus ZAOC = ZBOC. Jarelikult OC on nurga AOB poolitaja. [ |
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4.2. Pohitulemused kolmnurga sisenurkade poolitajate kohta
Teoreemist 2.4.2. saame kolmnurga sisenurga poolitajate jaoks jirgmise tulemuse.

Jareldus 2.4.3. Kolmnurga kiiljele tommatud sisenurga poolitaja iga punkt
asetseb kolmnurga teistest kiilgedest vordsel kaugusel. Teiste sonadega,
nurgapoolitajad on kolmnurga nurkade siimmeetriateljed.

Teoreem 2.4.4. Kolmnurga ABC sisenurga poolitaja BB, jaotab nurga
vastaskiilje AC loikudeks AB, ja B,C, mis on vordelised vaadeldava nurga kahe
ldhiskiiljega, st

AB _ CB

AB, CB,~
Teoreemi toestused.

. Olgu BB, kolmnurga ABC sisenurga
poolitaja.

Toestus 1 (kiirteteoreemi kasutades).

. Todmbame 1dbi tipu C nurgapoolitajaga B,,”"”
BB, paralleelse sirge s.

. Olgu B, selle sirge s ja 10igu 4B
pikendamisel iile punkti B saadud kiire
16ikepunkt.

. Vastavalt  kiirteteoreemile (vt [1],
kiirteteoreem) kehtib vordus

AB, _AC _ AB+BB, AB+BC _ BB, BC
AB  AB, AB AB, AB  AB,’

. Kuna nurgad ZBBC ja ZBCB, on paralleelsete sirgete BB, ja B,C
16ikamisel sirgega BC tekkinud pdiknurgad ja nurgad ZABB, ja £ZBB,C on
samas kaasnurgad, saame

ZBCB, = /B BC = ZABB, = Z/BB,C.
. Jarelikult kolmnurk BB,C on vordhaarne (£BCB, =4BB,C) ja BC=BB,,

kust, arvestades eelpool saadud vordust, jduame soovitud tulemuseni:
BB, BC BC BC AB BC
= —= Py = .
AB AB, AB AB, AB B/C
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Toestus 2 (pindalade kaudu).
. Olgu A tipust B tommatud kdrgus.

. Kasutades kolmnurga pindala leidmise
standardseid valemeid

S=Jacsinf ja  S=1bh,,

2 »
C
kolmnurkade BB,C ja BB,A jaoks, saame
Susme %BBI -BC:sin LAZBC _BC ning
Suns 3 BB-AB-sin“45C 4B
- Jarelikult
BC BC AB BC
AB BA AB, BC
Toestus 3 (siinusteoreemi kasutades).
=  Rakendame kolmnurkadele BB, 4 ja BB,C siinusteoreemi
AB, BB ia CB BB
sin 4B sin ZBAC sin “4BCsin ZBCA
= Saame, et kehtib vordus
CB, sin/BAC
AB, sin/BCA
. Rakendame niitid kolmnurgale 4BC siinusteoreemi
BC 4B - BC _sinZBAC
sin/BAC sinZBCA ~ AB sinZBCA’
millest saamegi vajaliku vorduse. ]

Toestus 4 (siimmeetria omadusi kasutades).

. Leiame punktidega A4, B ja C siimmeetrilised punktid nurgapoolitaja BB,
suhtes. Olgu B

Swsyd=4A, SipsB=8,
S5, C=C,.

. Siis tunnuse NNN podhjal on
jargmised kolmnurgad sarnased:

ACC,B, ~ AAAB, ja A o
ACC,B ~ A4 AB,
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kust vastavalt

CB _CG . CC _CB
AB, A4, ! AA, AB

: CB, _CB .
AB, AB’

Toestus 5 (vektorite abil).

. Avaldame vektori B—B1 vektorite BA ja BC kaudu:

BB = Bi+ 4B = Bi

~ B+ (pc - Bi)=[1- 22 |ga+ A8 5c
C AC AC
. Vektor E&’; = I—A—B BA+—— A8 BC on paralleelne vektoriga LEGHLB_C
AC AC BA BC
- Seega
1 1 AB,\ AB, BC AC-A4B, CB,
—i—=|1- : = = = . ]
BA BC AC ) AC BA AB, AB,

Erinevatel viisidel saab tdestada ka teoreemi 2.4.4. poordteoreemi.

Teoreem 2.4.5. Kui kolmnurga ABC kiiljel AC on voetud sisepunkt B, nii, et
AB CB
AB, CB,

, siis BB, on selle kolmnurga nurgapoolitaja.

Vaatleme niitid, millised voivad olla kolmnurga sisenurkade poolitajate
vastastikused asendid.

Lause 2.4.6. Kolmnurga kaks sisenurga poolitajat ei saa olla paralleelsed.
Toestus.

. Kui oletada vastuviiteliselt, et leidub kolmnurk ABC, mille tippudest B ja C
tdommatud nurgapoolitajad on paralleelsed, siis peaks kehtima vordus

%(4ABC+ ZACB) =180°,

mis on ilmselt voimatu, kuna kolmnurga sisenurkade summa on sirgnurk.

. Seega mis tahes kolmnurga kaks nurgapoolitajat alati 16ikuvad. ]
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Teoreem 2.4.7. Kolmnurga sisenurga poolitajad loikuvad koik iihes punktis, mis
on selle kolmnurga siseringjoone keskpunkt.

Toestus.

4.3.

Loikugu kolmnurga ABC
sisenurga poolitajad BB, ja
CC, punktis O.

Néitame, et 10ik 40 poolitab
nurga BAC.

Olgu 04,, OB, ja OC, .
punktist (0] vastavalt B A, e

kiilgedele BC, AC ja 4B
tommatud ristldigud.

Kuna nurgapoolitaja BB, on nurga ABC siimmeetriateljeks (vt Jareldus 2.4.3.),

siis selle nurgapoolitaja punkt O asub vdordsel kaugusel nurga 4BC haaradest
ehk 04, =0C,.

Kuna O on ka nurgapoolitaja CC, punkt, siis analoogiliselt saame, et
04, =0B,.

Kahest viimasest vordusest jareldub, et OB, =OC, ehk punkt O asub nurga

BAC haaradest vordsel kaugusel. Jarelikult nurga BAC poolitaja 1dbib punkti
0. Teisisonu, A0 on nurgapoolitaja.

Kuna nurgapoolitajate 16ikepunkt asub vordsel kaugusel kolmnurga koikidest
kiilgedest, siis see on kolmnurga siseringjoone keskpunkt. [

Taiendavaid tulemusi kolmnurga sisenurga poolitaja kohta

Tdestame niitid moned tulemused nurgapoolitajatega seotud 16ikude pikkuste kohta.

Teoreem 2.4.8. Kolmnurga nurgapoolitajate loikepunkt jaotab iga nurgapoolitaja
kolmnurga tipust alates kaheks 16iguks, mis suhtuvad nagu ldhiskiilgede summa
suhtub vastaskiilge.

Toestus.
= Olgu [, =44, kolmnurga ABC A

nurgapoolitaja ja O nurgapoolitajate

16ikepunkt.

b

. Olgu BC=a, AC=b ja AB=c. .
*  Niitame, et kiljele a tdmmatud

nurgapoolitaja /, jaotatakse suhtes

(b+c):a. B A a c
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. Nurgapoolitaja pohiomadust kasutades (vt Teoreem 2.4.4.), saame kirjutada

suisteemi
BA+AC=a
ac
BA1_£ <:>BAl:bJr )
AC b ¢

. Sellest, et BO on kolmnurga BAA4, nurgapoolitaja saame

AO ¢ ¢ b+c
04 B4  ac a
b+c

Lause 2.4.9. Kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab vastaskiilje kaheks loiguks
nii, et pikemale ldhiskiiljele vastab pikem [oik vastaskiiljel.
Toestus 1.

. Olgu BB, kolmnurga 4BC nurgapoolitaja.

. Tdepoolest, vordest £=Q (vt Teoreem 2.4.4.) jareldub vahetult, et
AB, CB,

tingimused AB> BC ja AB, > CB, on samavairsed. |

Sellele tulemusele saab anda ka geomeetrilise tdestuse.
Toestus 2.

*  Niitame, et tingimusest AB > BC jéreldub
vorratus AB, > CB,.

. Olgu C, punktiga C stimmeetriline punkt
nurgapoolitaja BB, suhtes. Siis C, on
kiilje 4B sisepunkt (vt Jareldus 2.4.3.).

. Seega CB, =C,B, ja BC,=BC < 4B ning
ZBB,C on kolmnurga BB A vilisnurk, st B

Z/BB,C =/B,AB+ /B,BA.

. Kuna C, on 16igu 4B sisepunkt ja ZAC,B, on kolmnurga BB,C, vilisnurk
(£LACB, = ZBB,C, + £ZB,BC,), saame

ZAC\B, > ZBB,C, = ZBB,C > ZBAC = ZC,A4B,.
= Jarelikult
CB, =C,B, < 4B,. ]
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Lause 2.4.10. Kolmnurga pikemale kiiljele vastab liihem nurgapoolitaja.
Toestus.

. Olgu A4, ja BB, kolmnurga
ABC nurgapoolitajad ja O
nende 16ikepunkt. Olgu
/BAC=2a, ZABC=2f ja
ZACB=2y.

. Uldisust  kitsendamata  vdime
eeldada, et AC<BC ehk f<a.

*  Niitame, et BB, > A4, .

. Tombame tipust A4 kiirte 44, ja AC vahele kiire, mis moodustab kiirega A4
nurga . Olgu C, selle kiire 1dikepunkt nurgapoolitajaga BB, .

. Kuna 16ik A4,C, on tippudest 4 ja B nidhtav nurga [ all, siis vOoime teha
jarelduse, et punktid 4, B, 4, ja C, asuvad iihel ringjoonel (vordsed nurgad
A AC, ja 4 BC, toetuvad iihele ja samale kddlule).

. Sellest, et f<a ning 24 ja 2a on kolmnurga ABC sisenurkade suurused,
jéreldub, et

ZABA =25 <90°.
. Vaatleme nurka ZC 4B
ZLCAB=a+p<a+f+y=90°.

*  Ilmselt ZABA < ZC,AB (kuna 25 <a+ f), seegaka A4, <C,B (kuna suurem
piirdenurk toetub suuremale kddlule).

= Kokkuvottes saame, et
A4, <C,B<C,B+C,B, =BB,. n

Kolmnurga sisenurga poolitaja kohta vdib sdnastada ja ka toestada jargmised laused.

Lause 2.4.11. Kui kolmnurgas ABC on tommatud nurgapoolitajad AA, ja BB, ja
nende loikepunktiks on O, siis

LAOB:%AACB+90°.

Jareldus 2.4.12. Kolmnurga kaks sisenurga poolitajat ei saa olla risti.
Lause 2.4.13. Kolmnurga nurgapoolitaja ei saa teist nurgapoolitajat poolitada.

Lause 2.4.14. Kolmnurga kolmest nurgapoolitajast ei saa iildjuhul moodustada
kolmnurka.
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Lause 2.4.15. Kui AA, ja BB, on kolmnurga ABC nurgapoolitajad, mis
moodustavad vordse nurga vastavalt kiilgedega BC ja AC, siis kas

ZBAC = ZABC vOi ZBAC+ ZLABC =120°.

Lause 2.4.16. Kui AA on kolmnurga ABC nurgapoolitaja, punkt O on
nurgapoolitajate loikepunkt ja OA, on punktist O kiiljele BC tommatud ristloik,
Siis

Z/BOA, = ZCOA4,.

Lause 2.4.17. Kui AA, on kolmnurga ABC nurgapoolitaja ja A, kiilje AB
sisepunkt, siis tingimusest AA, = A A, jdreldub, et 4 A, || AC.

Lause 2.4.18. Kui AA, on kolmnurga ABC nurgapoolitaja ja A, kiilje AB
sisepunkt, siis tingimusest ZA,AB=/CAB jdreldub, et CA = A A4,.

4.4. Tulemused kolmnurga vilisnurga poolitaja kohta

Selles punktis me ldhtume vilisnurga definitsioonist (vt [1], vélisnurk) ja vaatleme
kolmnurga vélisnurka kui selle sisenurga korvunurka.

Jargmiselt toestame kolm olulisemat tulemust, mis on seotud kolmnurga
vilisnurkade poolitajatega.

Teoreem 2.4.19. Kolmnurga tipust tommatud vdlisnurga poolitaja loikab
vastaskiilje pikendust niisuguses punktis, mille kaugused selle kiilje otspunktidest
suhtuvad nagu vastava sisenurga ldhiskiiljed.

Toestus.

*  Téhistame tdhega B, kolmnurga ABC

tipust B tdmmatud vilisnurga poolitaja
ja kolmnurga kiilje C4 pikendamisel iile
punkti A4 saadud kiire 16ikepunkti.

. Peame niitama, et
AB _ 4B
CB, CB
. Tombame ldbi tipu A4 nurgapoolitajaga
BB, paralleelse sirge, mis 1dikab kiilge
BC punktis 4, .

. Kiilje BC pikendusel ile tipu B
mérgime suvalise punkti C,.
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Kuna
ZBA A= 2ZC\BB, (kaasnurgad),
ZB/BA=/BAA, (pdiknurgad)
ja BB, onnurga ZABC, poolitaja,
siis saame, et
ZBAA=/BA4,.
Jarelikult, AB = B4, ja kolmnurk BAA4, on vordhaarne.

Kasutame kiirteteoreemi (vt [1], kiirteteoreem): kaks paralleelset sirget A4, ja
BB, 1dikavad nurga BCB, haarasid, seega

AB, _ B4 _AB
CB, CB CB

Teoreem 2.4.20. Kolmnurga kahest tipust tommatud vdlisnurkade poolitajad ja

kolmandast tipust tommatud sisenurga poolitaja loikuvad iihes punktis, mis on

kolmnurga kiilgringjoone keskpunktiks.

Toestuse skeem.

Selle teoreemi toestus on
analoogiline kolmnurga sisenurkade
poolitajate  1d0ikumist  késitleva
teoreemi 2.4.7. toestusega. O

B™ 7C

Teoreem 2.4.21. Kolmnurga kahest tipust tommatud sisenurkade poolitajate
aluspunktid vastaskiilgedel ja kolmandast tipust tommatud vilisnurga poolitaja
aluspunkt vastaskiilje pikendusel asuvad iihel ja samal sirgel.

Toestus.

Olgu BB, ja CC, kolmnurga ABC sisenurkade
poolitajad ning 4 nurga BAC vilisnurga
poolitaja ja kiilje BC pikenduse 10ikepunkt.

Nurgapoolitaja pdhiomadustest (vt Teoreemid
2.44.37a2.4.19.) jarelduvad jargmised vordused:

BA _AB  CB _BC . AC _AC
CA AC AB 4B BC, BC
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. Teoreemi tdestuseks saab rakendada Menelaose teoreemi (vt [1], Menelaose
teoreem, [13], [19]), mis vididab, et kolmnurga ABC kiilgedel AB, BC ja
AC vdi nende pikendustel vastavalt voetud punktid C,, 4, ja B, (kusjuures

pikendustel olgu voetud neist punktidest iiks voi kodik kolm) asuvad {ihel sirgel
parajasti siis, kui

B4, CB AC 1

CA, AB, BC,

. Kuna vaadeldaval juhul
BA CB, AC, _AB BC AC_
CA AB, BC, AC AB BC

siis punktid 4, B, ja C, asuvad iihel sirgel. [ ]

Elementaarsete votetega on toestatavad jargmised laused.

Lause 2.4.22. Kolmnurga sisenurga poolitaja on risti korvu oleva vilisnurga
poolitajaga.

Lause 2.4.23. Vordhaarse kolmnurga tipunurga vdilisnurga poolitaja on
kolmnurga alusega paralleelne.

4.5. Nurgapoolitajad ja kolmnurga pindala

Teoreem 2.4.24. Kolmnurga sisenurga poolitaja jaotab kolmnurga kaheks
kolmnurgaks, mille pindalad on vordelised vaadeldava nurga lihiskiilgedega.

Toestus.

*  Naitame, et kolmnurga ABC sisenurga
poolitaja BB, korral

Suan _ AB
Suwcs BC A C
. Kuna kolmnurkadel BAB, ja BCB, on sama korgus, siis
Spsan - Sascy =AB B C.
. Sisenurga poolitaja pdhiomaduse pdhjal (vt Teoreem 2.4.4.) aga
AB, :BC=AB:BC.
. Seega viide on tdestatud. [
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Lause 2.4.25. Kui kolmnurga koikide nurgapoolitajate pikkused on viiksemad

)i

kui 1, siis selle kolmnurga pindala on vdiksem kui — .

NE]

Toestus.

1))

2)

Olgu A4,, BB, ja CC, kolmnurga ABC nurgapoolitajad, mille pikkused on
tihest vdiksemad.

Olgu BB, ja CC, antud kolmnurga korgused.

Vaatleme eraldi juhtumeid, kus 1) kolmnurk on teravnurkne ja 2) kolmnurk on
niirinurkne (voi tdisnurkne).

Eeldame, et kolmnurk on
teravnurkne, mille suurim nurk on
Z/BAC. Vastavalt omadusele
2.4.10. on selle nurga poolitaja
A4,, kui koige pikemale kiiljele
tommatud nurgapoolitaja, koige
lithem.

Siis kehtib vorratus

60° < ZBAC <90°.

Kuna suvalise kolmnurga korgus ei ole samast tipust tommatud
nurgapoolitajast pikem, saame

.

BB, < BB, <1 ja CC,<CC, <1,
kust
_1yp.ce 1 BB 144.2_ 1
Suinc = 4B ccz_zsiMBAC CC, <5141 A5

Olgu niitid kolmnurk ABC niirinurkne (vOi tiisnurkne) ja ZBAC >90° (siis
nurga BAC poolitaja on kdige vdiksem).

c
By a%

Sel juhul on korgused BB, ja CC, tommatud kiilgede pikendustele ja
kolmnurga kiiljed AB ja AC asuvad vastava korguse ja nurgapoolitaja vahel.
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. Siis kehtivad jargmised vorratused:

AB<BB/ <l ja  AC<CC, <I,

kust saame
=1 4. 4Csi <1 4pB. 1yq=21 1
S usc 2AB AC smABAC_zAB AC<2 1-1 2<\/§.
. Seega molemal juhul S, . <\/1§. [

4.6. Nurgapoolitajate aluspunktide poolt moodustatud kujundite omadused

Lause 2.4.26. Kui O on kolmnurga ABC nurgapoolitajate BB, ja CC, loikepunkt,
siis nelinurk AC,OB, osutub kéolnelinurgaks parajasti siis, kui ZBAC = 60°.

Toestus.

*  Vaatame nelinurka AC,OB,. Nurgapoolitajate vahelise nurga suuruse leidmise
valemi pdhjal (vt Lause 2.4.11.) saame

ZC,0B, = ZBOC = % ZBAC +90°.

*  Nelinurk AC,OB, on kodlnelinurk parajasti siis, kui selle vastasnurkade

summa on 180°. Seega parajasti siis, kui
ZC,OB, + £LC,AB, =180°,
millest

%LBAC+90°+LBAC=180° ehk  ZBAC =60°. -

Jiareldus 2.4.27. Kui kolmnurgas ABC sisenurk BAC vordub 60° ja
nurgapoolitajad BB, ja CC, loikuvad punktis O, siis OB, =OC,.

Lause 2.4.28. Kui kolmnurgas ABC sisenurga BAC suurus on 120° ja

nurgapoolitajad AA,, BB, ja CC, loikuvad punktis O, siis
ZA4,C,0=ZA,B,0=30".

Toestus.

. Olgu D suvaline punkt kiire C4 pikendusel.

= Kuna
ZDAB= /A4 AB=60°,

siis AB on nurga DA4, poolitaja.
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B

Sellest, et C, on 1digu 4B sisepunkt, jareldub niiiid, et punkti C, kaugused
sirgetest AC ja AA, on vordsed (vt Jareldus 2.4.3.).

Samas asub C, ka nurga ACB poolitajal, seega punkti C, kaugused sirgetest
AC ja BC on samuti vordsed.

Jarelikult, punkt C, asub vordsel kaugusel sirgetest BC ja A4, mis tdhendab,
et 4 C, onnurga A4 B poolitaja.

Olgu O, ldikude BB, ja AC, loikepunkt. Siis O, on kolmnurga A4A4 B
nurgapoolitajate 16ikepunkt.

Kasutades kahe nurgapoolitaja vahelise nurga leidmiseks valemit (lausest
2.4.11.), saame

Z£C.0,0=/BO4, =90° +%4BAA| =90°+30° =120°.

Sama valemi jdrgi arvutame nurga BOC suuruse:

/BOC=90° +%LBAC:90°+60° —150°.

Kuna nurk BOC on kolmnurga C,0,0 vilisnurk, saame
ZA4,C,O=2ZBOC-ZC,0,0=150°-120°=30°.

Analoogiliselt saame niidata, et 10ikude CC, ja A4 B, 1dikepunkt O, on
kolmnurga A44,C nurgapoolitajate 16ikepunkt ning seega ka £Z4B,0=30°. =

Lause 2.4.29. Kui kolmnurga iiks sisenurkadest on 120°, siis selle kolmnurga
nurgapoolitajate aluspunktidest moodustatud kolmnurk on tdisnurkne.

Toestus.

Olgu kolmnurga ABC sisenurga BAC suurus 120° ning O nurgapoolitajate
AA,, BB, ja CC, ldikepunkt.

Siis eelnevas lauses tdestatu pdhjal
ZC00=2/B0,0=120° ning Z0O00, =150°,

kus O, on ldikude BB, ja A4,C, 1dikepunkt ning O, on ldikude CC, ja A B,
16ikepunkt.
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. Seega saame, et nelinurgas OO, 4,0, on kolme sisenurga suurused
Z£0,00, =150°, 00,4, = 00,4, =60°.
. Jarelikult
ZLCAB, = 20,40, =360° - (150° + 60° + 60°) = 90°.
. Seega kolmnurk C,4,B, on tdisnurkne. [

Lause 2.4.30. Kui vordhaarses kolmnurgas ABC, kus AB=BC=a ja AC=b, on
tommatud nurgapoolitajad AA, ja CC,, siis

ab
AC =——.
a+b
Toestuse skeem.
. Toestatakse kasutades kolmnurkade sarnasust ja teoreemi 2.4.8. i

Lause 2.4.31. Kui kolmnurgas kiilgedega a, b ja ¢ on tommatud nurgapoolitajad,
siis antud kolmnurga ja selle nurgapoolitajate aluspunktidest moodustatud
kolmnurga pindalade suhe vordub
2abc
(a+b)a+c)b+c)

Toestus.

. Olgu antud kolmnurk ABC ja selle nurgapoolitajad 44,, BB, ja CC,.

. Siis tilesanne seisneb suhte Sy, 1Sy, 5, leidmises.

. Esialgu leiame kolmnurkade AB,C,, BA,C, ja C4, B, pindalad.

. Kasutades kolmnurga pindala leidmise standardset valemit S :%absin y (vt

[1], kolmnurga pindala), saame
AC, AB,
SAABIC, = AB'AC. AABC *

. Nurgapoolitaja pdhiomaduse kohaselt

AC, AC b _ AB, AB ¢
BC, BC a« % (B CB 4
kust
AC, b . AB ¢
AB - a+b o AC - ate’
= Jarelikult,
bc

S =—S s
AMBG (a+b)(a+c) AMBe
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. Analoogiliselt leiame ka tilejddnud pindalad

ac . ab
S - " g S et YU
ABAC, (b+a)b+c) mpc  Ja ACAB, (c+a)c+b) MBC

. Lopuks saame, et

SAAIBICI =Sapc— SAABICI - SABAICI _SACAIBI =

_g 3 bcS, 5e 3 acsS, zc 3 abS, ;.
MEC(a+b)a+c) (b+a)b+c) (c+a)c+b)
2abc

T @+ b)a+o)b+e) M

Lause 2.4.32. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitajad BB, ja CC, loikuvad
punktis O, ning kolmnurga AB,C, sisenurga poolitajate loikepunkt on O,, siis
punktid A, O, ja O, asuvad iihel ja samal sirgel.

Lause 2.4.33. Kui kolmnurgas ABC on tommatud nurgapoolitajad AA, ja BB,
siis 10igu A B, suvalise sisepunkti D kaugus sirgest AB vordub punkti D
kauguste summaga sirgetest AC ja BC.

4.7. Kolmnurga nurgapoolitajaga seotud vordused ja vorratused

a)  Valemid nurgapoolitaja pikkuse arvutamiseks

Kolmnurga nurgapoolitaja pikkuse voi selle ruudu leidmiseks on tuletatud mitmeid
valemeid. Jargnevates lausetes on kolmnurga ABC korral kasutusel traditsioonilised
tahistused BC=a, AC=b, AB=c janurga BAC nurgapoolitaja on A4 =1, .

Lause 2.4.34. Kolmnurga sisenurga nurgapoolitaja pikkuse ruut avaldub selle
nurga ldhiskiilgede ja vastaskiilje osaloikude kaudu kujul

I>=bc—b'c’, kus b'=CA ja ' =BA.
Toestus.

. Joonestame kolmnurga ABC
imberringjoone  ja  pikendame  antud
nurgapoolitajat 44, iile punkti 4, kuni
imberringjoonega 16ikumiseni punktis 4, .

. Kuna piirdenurgad ACB ja AA4,Bon
vordsed (toetuvad iihele ja samale kaarele
AB), siis kolmnurgad A4,B ja ACA on

sarnased (tunnuse NNN pdhjal) ja sellest
jéreldub, et
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%:% A4 (44, + AA,)=AB-AC <
& AL =AB-AC—AA - AA,.
. Kasutades teoreemi kdoludest (vt [1], koolnelinurk), saame vorduse
BA -AC=A44,-44,.
. Viimasest jéreldub vajalik seos

I>=AA4 = AB-AC—BA4 - AC=bc-b'c'. m

Lause 2.4.35. Kolmnurga sisenurga nurgapoolitaja pikkust saab arvutada
kolmnurga kiilgede kaudu valemitega

; :1/4p(p—a)bc Ja ; :\/bc((b+c)2 —az)

¢ b+c

a )

b+c

kus p on pool kolmnurga timbermoodust.

Toestus.

. Parempoolse vorduse tdestamiseks
voib  kasutada nditeks  Stewarti
teoreemi (vt [1], [13]): kui suvalise
kolmnurga ABC tseviaan A4, jagab
vastaskiilje 10ikudeks B4, =m ja
CA, =n, siis tseviaani pikkuse ¢ saab
leida vordusest

a(t2 + mn) =b'm+c’n.

. Nurgapoolitaja pdhiomadust (antud
juhul bm=cn) ja seost m+n=a
kasutades saame, et

ac . ab
m= ja n= .
b+c b+c

" Asenduse tulemusena Stewarti valemisse, saame

2 :tzzbc((b—i-c)zz—az).
(b+c)

. Vasakpoolse vorduse tdestamiseks piisab markida, et

(b+c)2—a2=4p(p—a). ]
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Lause 2.4.36. Ko/mnurga sisenurga nurgapoolitaja pikkust [, saab arvutada selle

nurga suuruse o ja tema ldhiskiilgede pikkuste b ja ¢ kaudu valemiga

_ 2bc cos(% ) |

a

b+c

Toestus.

. Toestame vorduse kolmnurga pindala leidmise valemi S = %bc sina abil.

. Olgu S antud kolmnurga pindala, S, nurgapoolitaja / , kiilje b ja nurga %a
poolt médratud kolmnurga pindala ja S, aga nurgapoolitaja /_, kiilje ¢ ja nurga

Ly poolt madratud kolmnurga pindala.

2
. Siis pindalade kohta kehtib vordus S =S, +5,, mis on samavédrne jargmiste
vordustega:
1 pesing =1 bl sindd 1.7 sind
) bcsina ) bl, sm(2 a)+ ) cl, sm(2 a) =

bcsin(% @) cos(% o) = %(b +o)l, sin(% a) o

2bc cos(l Q)
] =— 2 7

a

b+c

Lause 2.4.37. Kolmnurga sisenurga poolitaja pikkust [, saab arvutada teiste

nurkade suuruste [ ja y ning vastaskiilje pikkuse a kaudu valemiga

/ asin Bsiny

" sin(g+p)cosd (8- 1)

Toestus.
= Kasutame siin siinusteoreemi

a b c

sina sin - siny’
mille pohjal saame, et

siny sina sin(180°—f—y) sin(f+y) sin(,b’+7/)'

. Leiame nurga A4 B suuruse pidades silmas, et see on kolmnurga A4,C
vélisnurk:

LAAlB:;/+%0!=7/+90°—%(ﬂ+7’)2900"'%(7—,3)-
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. Rakendades niiiid siinusteoreemi kolmnurga 44, B jaoks saame:

_asiny
A4, c __sin(+y)
sinff  sinZAAB cos(% =) ’

millega on véide tdestatud. |

Lause 2.4.38. Vordhaarses kolmnurgas ABC tipunurgaga B ja alusega AC =b,
saab alusnurga poolitaja AA, pikkust |, arvutada valemitega

bcos(% ZABC)
I =
ﬁn@5“+%AABC)

ja
la=m1/2+%, kus m=AC ja n=AB.

Lause 2.4.39. Tdisnurkses kolmnurgas ABC tdisnurgaga C ning kaatetidega a
ja b, saab tiisnurga nurgapoolitaja pikkust [, arvutada valemiga

B ab\/z

/ )
a+b

c

b) Nurgapoolitajaga seotud vorratused

Lause 2.4.40. Kui kolmnurgas ABC on tommatud nurgapoolitaja AA,, siis
kehtivad vorratused

AB>AB  ja  AC>AC.

Toestus.
. Toestame esimese vorratuse. Teine toestatakse analoogiliselt.

. Kuna nurk 44,B on kolmnurga A4,C vilisnurk, siis
LAAB=ZCAA + LACH, > LCAA = LBA4, .
*  Viimasest jareldub kohe, et AB> A B. [
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Lause 2.4.41. Kui vordhaarses kolmnurgas ABC alusega AC on tommatud
nurgapoolitaja A4, siis kehtib vorratus

AA, <2C4,.
Toestus.

. Tombame 14dbi punkti 4, alusega
AC paralleelse sirge. Olgu 4,
selle sirge ja kiilje 4B 1dikepunkt.

. Kolmnurk 44,4, on vordhaarne,
kuna

LAAA, = LCAA, = LA A4, .
. Seega saame, et 44, = 4,4, = AC.

. Kolmnurga vorratuse abil saame
16puks, et

2CA = Ad, + A, 4, > AA, . =

Lause 2.4.42. Kui A4, on kolmnurga ABC nurgapoolitaja ja O nurgapoolitajate
loikepunkt, siis

A0 > 04,.
Toestus.
. See tulemus jéreldub vahetult teoreemist 2.4.8., mille pdhjal
A0 _ b+c
04 a

4.8. Nurgapoolitajad ja kolmnurkade vordsuse tunnused

Vaatleme nurgapoolitajate abil sOnastatavaid kolmnurkade vordsuse tunnuseid.

Teoreem 2.4.43. Kaks kolmnurka on vordsed, kui kehtib iiks jdrgmistest
tingimustest:

a) tihe kolmnurga nurk, selle ldhiskiilg ja selle nurga tipust tommatud
nurgapoolitaja on vastavalt vordsed teise kolmnurga nurgaga, selle nurga
léhiskiiljega ja selle nurga tipust tommatud nurgapoolitajaga;

b) iihe kolmnurga nurk, selle vastaskiilg ja selle nurga tipust tommatud
nurgapoolitaja on vastavalt vordsed teise kolmnurga nurgaga, selle nurga
vastaskiiljega ja selle nurga tipust tommatud nurgapoolitajaga;

c) tihe kolmnurga kolm nurgapoolitajat on vastavalt vordsed teise kolmnurga
kolme nurgapoolitajaga.
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Teoreemi a) osa toestus.

Teoreemi b) osa toestus.

Olgu kolmnurga ABC nurk BAC, selle ldhiskillg AC ja selle nurga
nurgapoolitaja 44’ vastavalt vordsed kolmnurga 4, B,C, nurgaga B, A4,C,, selle

ldhiskiiljega 4,C, ja selle nurga nurgapoolitajaga A4, 4, .
A A,

B A c,

1

Kuna %ABAC = %ABIAIC“ siis kolmnurgad AA4'C ja A4,A4,C, on vordsed kahe

kiilje ja nende vahelise nurga jérgi.
Nende kolmnurkade vordsusest jareldub ka nurkade 4'CA ja A4/C, A4, vordsus.

Seega on kolmnurgad ABC ja A B,C, vordsed tihe kiilje ja selle ldhisnurkade
jargi. ]

Olgu kolmnurga ABC nurk BAC,
selle vastaskiilg BC ja selle nurga
nurgapoolitaja 44" on vastavalt
vordsed kolmnurga A4, B,C, nurgaga
B A C,, selle lidhiskiiljega B,C, ja
selle nurga nurgapoolitajaga A A4, .

Oletame vastuvditeliselt, et

kolmnurgad ABC ja A4 B,C, ei ole
vordsed.

Joonistame kolmnurga ABC ja selle
timberringjoone keskpunktiga O. Lisame joonisele ka nurgapoolitaja 44" ja
pikendame seda iile punkti A" kuni 16ikumiseni iimberringjoonega punktis A4, .

Niiiid kanname joonisele kolmnurga 4, B,C, nii, et kolmnurkade vordsed kiiljed
BC ja B,C, langeksid kokku, kolmnurkade tipud 4 ja 4, asuksid diameetrist
4,0 iihel ja samal pooltasandil ja A4, oleks ringjoone punkt. Viimane on
voimalik sellepidrast, et ZBAC=2/B,A,C, ja need nurgad toetuvad iihele ja
samale kodlule BC.

Nurgapoolitaja 4,4 1dbib samuti punkti 4,, kuna 4, on kaare BC keskpunkt.
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Vastuvditelisest oletusest, et kolmnurgad ABC ja A4,B,C, ei ole vordsed, ja
tehtud konstruktsioonist jireldub, et punktid 4 ja A, ei iihti. Uldisust
kitsendamata voime eeldada, et punkt 4, asub kaarel AC.

Siis ilmselt kehtivad jargmised vorratused 16ikude pikkuste kohta
AA, > A A, ja  A,A'<A4A.
Seega saame
AA' = AA, — A A" > A A, — A, A = A 4],
mis on vastuolus eeldusega, et nurgapoolitajad 44’ ja A A on vdrdsed.

Jérelikult, kolmnurkade tipud 4 ja 4, langevad kokku ning kolmnurgad 4BC
ja A,B,C, on vordsed. [

Teoreemi c) osa toestus.

Olgu kolmnurga A, nurgapoolitajad vastavalt vOrdsed kolmnurga A,

nurgapoolitajatega. Nende kolmnurkade vastavateks kiilgedeks nimetame neid
kiilgi, millele on tdmmatud vastavalt vordsed nurgapoolitajad.

Viite toestamiseks piisab vaadelda kolme jargmist juhtumit:

1) iihe kolmnurga koik kiiljed on teise kolmnurga vastavate kiilgedega
vordsed;

2) iihe kolmnurga tkski kiilg ei ole teise kolmnurga vastavast kiiljest
viiksem (kui iithe kolmnurga koik kiiljed on teise kolmnurga vastavate
kiilgedega vordsed, siis realiseerub juhtum 1);

3) iihe kolmnurga kiilgedest ainult {iks kiilg on teise kolmnurga vastavast
kiiljest vdiksem.

Vaatleme esimest juhtumit.

Kui nende kolmnurkade kdik vastavad kiiljed on vdrdsed, siis on ka need
kolmnurgad omavahel vordsed (kolmnurkade vordsuse tunnuse KKK jérgi).

Vaatleme teist juhtumit.

Uldisust kitsendamata eecldame, et kolmnurga A, iikski kiilg ei ole kolmnurga
A, vastavast kiiljest vdiksem, kusjuures vdhemalt iiks kolmnurga A, kiilg on
kolmnurga A, vastavast kiiljest suurem.

Mairgime, et siis kolmnurgad ei saa olla sarnased teguriga &k >1. Sarnasuse
korral oleksid iihe kolmnurga nurgapoolitajad teise kolmnurga vastavatest
nurgapoolitajatest suuremad, mis on vastuolu.

Jarelikult, kolmnurkadel A, ja A, leiduvad mittevordsed nurgad.

Seega leidub kolmnurgas A, nurk ¢;, mis on vdiksem vastavast nurgast «,
kolmnurgas A, .
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. Kui nurga ¢, lahiskiiljed on b, ja ¢, ning nurga «, ldhiskiiljed on b, ja c,, siis
kolmnurga A, nurga ¢« nurgapoolitaja /, ja kolmnurga A, nurga o,
nurgapoolitaja /, avalduvad kujul (vt Lause 2.4.36.)

2bc, cos(% a,) ' 2b,c, cos(% a,)

= a I =
! b +c . :

b, +c,

. Sellest, et a, >a,, b,<b ja c,<c, jireldub range vorratus /, </, mis on
vastuolus eeldusega.

. Vaatleme kolmandat juhtumit.

=  Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et kolmnurga A, kiilgede a,, b, ja ¢
vastavateks kiilgedeks kolmnurgas A, on a,, b, ja c,, kusjuures

a <a,, b zb,, € 2c,.

. Siis kolmnurga A, nurgapoolitaja /, ja kolmnurga A, nurgapoolitaja /,

ruudud avalduvad kujul (vt Lause 2.4.35.)

2= blcl((bl +¢)’ _alz)

2= bzcz((bz +6,)’ —aj) .
! (b +¢)’

“ (b2 + c2 )2

ja

. Kiilgede vahelistest seostest ja viimastest vordustest jareldub, et ljl > ljz, mis

on vastuolus eeldusega.

. Seega vordsuse tunnus kolme nurgapoolitaja jérgi on tdestatud. [

4.9. Nurgapoolitajaga seotud piisavad ja tarvilikud tingimused selleks, et
kolmnurk oleks vordhaarne voi tiisnurkne

Nagu mediaanide korralgi onnestub ka nurgapoolitajate korral leida piisavaid ja
tarvilikke tingimusi kolmnurga liigi méaramiseks.

Teoreem 2.4.44. Kui kolmnurga ABC nurgapoolitajate BB, ja CC, loikepunkt on

O, siis kolmnurk ABC on vordhaarne tipunurgaga A ja alusega BC parajasti
siis, kui on tdidetud iiks jdrgmistest tingimustest:

a) BB =CC, (Steiner-Lehmus’i teoreem);
b) ZAB/C, =2/BB,C, ja  LACB, =2/CC B,
¢) AOLBC,.

Teoreemi a) osa on tuntud ka Steiner-Lehmus’i teoreemina (vt [38]).
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Teoreemi a) osa toestus.

Tingimuse a) tarvilikkus.

Kui kolmnurk A4BC on vordhaarne tipunurgaga A4 ja alusega BC, siis
kolmnurkade BBC ja CCB vordsusest (tunnus NKN) jéreldub

nurgapoolitajate BB, ja CC, vordsus.
Tingimuse a) piisavus.

Olgu BB, ja CC kolmnurga ABC vordsed
nurgapoolitajad.

Olgu punkt 4, niisugune, et
BA, || CB, ja C4, || BB,.

Siis tekib roopkiilik BB,C4,.

Kuna BX
CC,=BB =(C4,, N

|
I
|
|
I
'

|
]

-
-
.

siis kolmnurk CC, 4, on vordhaarne. \
Olgu ZACB=2y ja ZABC=25. A

Oletame vastuviiteliselt, et kiilgede AB ja AC pikkused ei ole vordsed. Siis
iildisust kitsendamata voime ecldada, et nditeks 4B > AC. See tdhendab, et siis

y>p.

Vaatleme kahte kolmnurka BCC, ja BC4,. Loik BC on kolmnurkade iihine
kiilg, CC, = C4, janurkade BCC, ja BCA, vahel kehtib seos

/BCC =y>f3=/CBB = /BC4,

kuna nurgad CBB, ja BCA, on pdiknurgad. Kuna suuremale nurgale, mis on
moodustatud kahe vordse kiilje abil, vastab ka suurem kiilg, siis

BC, > B4,.

Jarelikult,
ZBAC, > ZBC,4,.

Kuna vordhaarse kolmnurga CC, 4, alusnurgad CC 4, ja CAC, on vordsed,
siis kehtib jargmine vorratus

ZBAC=/CAC, +ZBAC,> /CC,4 +/BC A = /BCC.

Pidades silmas roopkiiliku vastasnurkade vordsust (s.t. ZBA4,C=4ZBB,C),
saame viimasest vOrratusest, et

180°—2y—B>180°—y—28 < B>y,
mis on vastuolus eeldusega ¥ > 3.

Seega AB= AC jakolmnurk 4BC on vordhaarne, mida oligi vaja tdestada. m
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Teoreemi b) ja c¢) osa tdestuseks piisab, kui nididata, et molemad tingimused on
samavéirsed a) osas antud tingimusega.

Teoreem 2.4.45. Kui ABC on isekiilgne kolmnurk, mille kiiljele AB on
konstrueeritud vilisruut keskpunktiga O, siis kolmnurk ABC on tdisnurkne

(£LACB=90°) parajasti siis, kui CO on nurga ACB nurgapoolitaja.
Toestus.
- Tdestame esmalt tarvilikkuse.

. Olgu kolmnurk 4BC tdisnurkne, s.t.
ZACB=90°.

. Kuna ruudu diagonaalid on alati risti ja vordsed, siis A{-
ka ZAOB=90° ja AO=BO.

. Sellest jareldub, et ACBO on kodlnelinurk
(vastasnurkade summa on 180 kraadi).

. Nurgad ACO ja BCO toetuvad vordsetele kdodludele
AO ja BO, seega on need vordsed.

. Jarelikult, CO on nurga ACB nurgapoolitaja.
- Piisavus.

. Olgu ABC isekiilgne kolmnurk ja CO nurga ACB C
nurgapoolitaja. >

. Kasutame jargmisi téhistusi:
BC=a, AC=b, AB=c, CO=I, AT
ZACO=/BCO=«.

. Piisavuse toestamiseks on vaja ndidata, et o =45°.

. Teame, et £40B=90°. Olgu ZAOC=x, siis
ZBOC =90°—x.

. Pythagorase teoreemi kohaselt

_po- 1.
AO—BO—ﬁc

. Kasutame niitid koosinusteoreemi kolmnurkade ACO ja BCO jaoks. Saame
kiilgede a ja b (a # b) leidmiseks siisteemi

pPP=lcr+rP -2 Lcl.cosx

2 2_ 2
s 1o \? & b 2la :%c-(sinx—cosx)
a =5c +1/ —230-1-005(90 -X)
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ning kiilgede 4O ja BO leidmiseks siisteemi

b*+1>=2b-1-cosa a+b

=cosa -
=a’+I°-2a-1-cosa

1 2
5C
1 2
5C
Kokkuvottes saame, et
b—a)-cosa =L c-(sinx—cosx)-
(b-a)-cosa=Lc( )

Samade kolmnurkade jaoks, kasutades siinusteoreemi, saame

1
bt
sinx sina b sinx.
| =
1. a cosx
a _A2
sin(90° —x) sina

Vorreldes siinus- ja koosinusteoreemide abil saadud tulemusi, saame

a-sina , .
(b—a)-cosag =———(sinx—cosx) <

CcOSX

b sina | sinx sinx sina  sinx
——1= -1 < -1= -1 <
a COSQ COSX coSx COSQ COSX

sina=cosa < a=45°.
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§ 5. Nurgapoolitajad ja kolmnurgaga seotud ringjooned

Selles paragrahvis tdestame moned seosed kolmnurga nurgapoolitajate ja
kolmnurgaga seotud ringjoonte vahel.

5.1. Pohitulemused

Teoreem 2.5.1. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA, pikendus l6ikab

selle kolmnurga iimberringjoont punktis A,, siis on kaared BA, ja A,C vordsed.

A

Toestus.

. Kuna piirdenurgad BAA4, ja A,AC on vordsed,
siis on vordsed ka kaartele B4, ja 4,C toetuvad

kesknurgad ning seega on vordsed ka need
kaared ise. [

Jareldus 2.5.2. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA, pikendus loikab
selle kolmnurga iimberringjoont punktis A,, siis koolud BA, ja A,C on vordsed.

Jireldus 2.5.3. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA, pikendus loikab
selle kolmnurga iimberringjoont punktis A,, siis nurgad CBA, ja BCA, on
vordsed.

Lause 2.5.4. Ringjoone keskpunkt ja kahe vordse kuid diameetrist erineva koolu
loikepunkt asuvad sirgel, mis poolitab kooludevahelise nurga.
Toestus.

. Olgu AB ja CD antud ringjoone kaks
punktis M Idikuvat vordset koodlu.

. Uldisust kitsendamata voime eeldada, et
ringjoone keskpunkt O asub nurga DMB
sees. Toestame, et MO on selle nurga B
poolitaja. D

. Sellest, et ringjoone vordsed kodlud asuvad
ringjoone keskpunktist vordsetel kaugustel,
jareldub, et punkti O kaugused nurga A c
DMB haaradest on vordsed.

. Seega punkt O asub nurga DMB poolitajal (vt Teoreem 2.4.2.) ehk sirge MO
on kddlude AB ja CD vahelise nurga poolitaja. ]



5.2. Kolmnurga nurgapoolitajate pikendused kuni iimberringjooneni ja
nende omadused

Lause 2.5.5. Kui kolmnurga ABC sisenurga ACB poolitaja pikendus loikab selle
kolmnurga iimberringjoont punktis C,, siis kehtib vorratus

cc, >%(AC+ BC).

Toestus. c

= Toome sisse standardsed tihistused:
BC=a, AC=b, cc, =1,
/BAC=a, ZABC=/.

. Lause tdestuseks on vaja nédidata, et A
B
[> % (a+b)
. Olgu d kolmnurga ABC iimberringjoone
diameeter. C;
. e . a b c .
. Siinusteoreemist (iildkujul = = =2R) jéreldub, et suvalise

sina sin N sin ¥
ringjoone kddolu pikkus vordub selle ringjoone diameetri d ja sellele kddlule
toetuva piirdenurga siinuse korrutisega.

. Avaldame nurga CAC, suuruse nurkade o ja f kaudu:

ZCAC, = a + ZBAC, :a+%(ﬂ—a—ﬂ):%(ﬂ+a—ﬂ).
. Siis siinusteoreemi ja taandamisvalemi sin(% — @) = cos @ podhjal saame

a=dsina, b=dsinp, l=dsin7r_(§_a)=dcos’b);a.

. Seega saame tdestatava vorratusega samavédrsed vorratused

f-a
2

l>%(a+b) & dcos >%(dsina+dsinﬂ) o

ﬂ_

a . .
2cosT>sma+sm,6'.

= Kuna kehtib valem

a+pf f—a
5 cos >

sin +sin = 2sin

f—a
2

ja antud tingimustel cos >0, siis
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Teoreem 2.5.6. Kui kolmnurga ABC sisenurga ABC poolitaja pikendus loikab

selle kolmnurga iimberringjoont punktis
siseringjoone keskpunkt ja O, kiilge AC puudutava kiilgringjoone keskpunkt, siis

punktid A, C, O ja O, asuvad iihel ja samal ringjoonel keskpunktiga B, .

f—a

2cosT >sina +sinff <

Viimane vorratus on aga tdene, kuna 0<

kolmnurga ABC sisenurgad.

Toestus.

Nurk A4OB, on kolmnurga
AOB vilisnurk, seega

ZAOB, = ZBAO + ZABO .

Teame, et kolmnurga
siseringjoone keskpunkt langeb
kokku selle kolmnurga

nurgapoolitajate  1dikepunktiga
(vt Teoreem 2.4.7.). Sellest
jéreldub, et

ZAOB, = %(ABAC + ZABC).

Avaldame nurga O4B, samade nurkade BAC ja ABC kaudu:

ZOAB, = ZOAC + ZCAB, =

Jarelikult, kolmnurk AOB, on vdrdhaarne, kusjuures 4B, = B,0 .
Kuna 4B, = B,C (vt Jareldus 2.5.2.), siis kehtib ka vordus CB, = B,0 .

Seega punktid 4, C ja O asuvad ringjoonel, mille keskpunktiks on B,.
Naéitame, et sellel ringjoonel paikneb ka punkt O, .

Teame, et nurga BAC vilisnurga poolitaja ldbib kiilgringjoone keskpunkti O,
(vt Teoreem 2.4.20.). Samas teame, et kolmnurga sisenurga poolitaja on risti
kdrvu oleva vilisnurga poolitajaga (vt Lause 2.4.22.). Seega kolmnurk OA4O,

on tdisnurkne, milles eelnevalt tdestatu pohjal 4B, = B,0 .

Jéarelikult on B, tdisnurkse kolmnurga OA4O, hiipotenuusi keskpunkt ja seega

ka B,0, = B,0.

See tihendab, et ka punkt O, asub punktidega A4, C ja O iihel ja samal

ringjoonel keskpunktiga B, .

M<9O°, sest @ ja S on

on kolmnurga

ZBAC + ZCBB, = %(ABAC + ZABC).



Jireldus 2.5.7. Kui kolmnurga ABC sisenurga ABC poolitaja pikendus loikab
selle kolmnurga iimberringjoont punktis B, ja punkt O on kolmnurga ABC

siseringjoone keskpunkt, siis kolmnurgad AB,O ja CB,O on vordhaarsed.

Teoreem 2.5.8. Kui kolmnurga ABC sisenurkade poolitajate pikendused loikavad
selle kolmnurga iimberringjoont vastavalt punktides A,, B, ja C, ning punkt O
on nurgapoolitajate loikepunkt, siis on toesed vordused

OB-OC _0A4-OC _OA-OB _

a) 2r,
04, OB, ocC,
kus r on kolmnurga ABC siseringjoone raadius;
b) 0B, -0C, _04,-0C, _04,-0B, _ R

04 OB ocC

kus R on kolmnurga ABC iimberringjoone raadius.

Teoreemi osa a) toestus.

. Punkt B, on kolmnurga 4O0C tlimberringjoone keskpunkt ja OB, selle raadius
(vt Teoreem 2.5.6.).

. Kasutame siinusteoreemi kolmnurga AOC kiilje 4O avaldamiseks:

AO =20B, sin ZACO.

. Kuna kolmnurga ABC siseringjoone raadius » langeb kokku punktist O
tommatud kolmnurga 4OC kdorgusega, siis kehtib vordus

= Jarelikult,
04.0C
0B,

2r.

*  Analoogiliselt saab tdestada, et

OB-OC _0OA-OB _
04, oc,

2r.

Teoreemi osa b) toestus. B
. Sellest, et
Z0OBC, = ZBOC, =180° - ZBOC ja ZBC,0=Z4ZBC,C =4BAC,
saame

OC, _BO OC, _sin ZBCO sin ZOBC, _sin ZBCO
BC BC BO sin ZBOC sin Z/BC,0 sin ZBAC
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= Siinusteoreemi kasutades, saame
BO=204,sinZBCO.
= Jarelikult,
04,-0C, BC _R
OB 2sin ZBAC
. Analoogiliselt saab niidata, et
OB,-0C, O0A4,-OB,
OA ocC

R. []

Teoreem 2.5.9. Kui kolmnurga ABC nurgapoolitajate pikendused loikavad selle
kolmnurga iimberringjoont vastavalt punktides A,, B, ja C,, siis kehtib vordus

SAABC _z
S R’

A4y B,Cy

kus r ja R on vastavalt kolmnurga ABC siseringjoone ja timberringjoone
raadiused.

Toestuse skeem.

= Teoreemi tOestuseks voib kasutada seoseid:

CAD2 . . . o By _ T
S =2R sinasin fsiny ja Sin -sin % sin 5 iR’

kus S on kolmnurga pindala, ¢, ja y on selle nurgad, » ja R on vastavalt
kolmnurga siseringjoone ja timberringjoone raadiused.

. . N . . abc .
. Teiseks voimaluseks on molema kolmnurga jaoks valemi S = IR kasutamine

koos kolmnurkade sarnasusest
ACOB ~AB,0C,, ACOA~AA4,0C,, ABOA~AA,0OB,
tulenevate seostega. Siinjuures O on nagu ikka kolmnurga ABC sisenurkade

poolitajate 1dikepunkt. O

Teoreem 2.5.10. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA, pikendus loikab
selle kolmnurga timberringjoont punktis A,, siis 1oigu AA, ristprojektsioonid

kiilgedele AB ja AC, voi nende pikendustele, on vordsed ja selle projektsiooni
pikkus on vordne kiilgede AB ja AC pikkuste poolsummaga.

Toestus.
. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et AB < AC .

. Vaatleme kiilje AC punkti B, mis on punktiga B slimmeetriline
nurgapoolitaja 44, suhtes (vt Jireldus 2.4.3.).
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. Kuna punktid B ja B’ on siimmeetrilised ja A4, 4, € A4, siis ilmselt
AB=AB' ja A,B=A,B".

. Kuna vordsed nurgad
ZBAA, = ZCAA, toetuvad vordsetele
kooludele, siis BA, = CA, (vt Jareldus
2.5.2)).

- Seega saame, et

B'A, =BA, =C4,.

= Jérelikult, kolmnurk B'A,C on
vordhaarne ja  selle kolmnurga
tipunurgast tommatud korgus A,C’
on ka selle kolmnurga mediaan (s.t.
CC'=B'C").

. Lopuks saame, et

AC—-AB AB+AC
2 .

AC'=AB'+ B'C'=AB+

»  Kui vaadata niiid punktiga C’ stimmeetrilist punkti C" nurgapoolitaja A4,
suhtes kiilje AB pikendusel, siis AC" ongi A4, projektsiooniks sirgel AB ja

AC" = 4 = ABFAC

Teoreem 2.5.11. Kui teravnurkse kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA,
pikendus [0ikab selle kolmnurga iimberringjoont punktis A, ning A B, ja AC,

on vastavalt kiilgedele AC ja AB tommatud ristloigud, siis S,pc =S 45 4c, -

Toestus.

. Kuna £AC,A4, = ZAB,A, =90°, siis
AB,AC; on kodlnelinurk ehk
punktid B, ja C; kuuluvad
ringjoonele o diameetriga A4, .

. Olgu D ringjoone « ja kiilje BC
16ikepunkt (kui kolmnurk ABC on

vordhaarne alusega BC, siis punktid
D ja 4, langevad kokku).

. Kuna A4, on nurga BAC poolitaja,
nurgad BAA, ja BCA, toetuvad
kolmnurga ABC iimberringjoone
ithele ja samale kaarele BA, ning
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5.3.

nurgad 4 4B, ja 4 DB, toetuvad ringjoone o {iihele ja samale kaarele A4, B,,

siis

ZDCA, = /BCA, = /BAA, = /A, AB, = ZA,DB, = /CDB,.

Viimasest jéreldub, et CA, || DB, .

Analoogiliselt voib tdestada, et ka B4, || DC,.

Olgu B, ja C, kiilje BC ldikepunktid vastavalt kiilgedega 4,B; ja 4,C,.

Kuna CA4,DB, on trapets ja B, selle trapetsi diagonaalide ldikepunkt, siis

ilmselt S, 5 , = Syc,s, -

Analoogiliselt trapetsist BA,DC; saame vorduse S,, ., =

Jarelikult,

Spasc = SAB3B4C4C3 + SACB483 + SABC4C3 = SAB3B4C4C3 +

SAAZB4D + SAAZC4D = *Sv,cnsgAzc3 .

Téiendavaid tulemusi kolmnurga nurgapoolitajate ja iimberringjoone

kohta

Lause 2.5.12. Kolmnurga ABC sisenurga poolitaja AA, pikkuse [, saab leida

kolmnurga iimberringjoone raadiuse R ning teiste nurkade suuruste [ ja y
kaudu valemiga

I, =2R

Toestus.

Olgu AA, kolmnurga ABC sisenurga

poolitaja, AD selle kolmnurga korgus ja
R iimberringjoone raadius.

Tahistame
AB=c, /BAC =« ,
ZABC=p ja ZACB=y.

Téisnurksest kolmnurgast ADB ja
siinusteoreemist  kolmnurgas ABC
saame, et

AD =csin f =2Rsin fsiny .

sin #sin y

cos(3 (B-7))
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Teiselt poolt, kolmnurgast 44, D saame

AD = AA sin ZAAD =1 sin(fB + % a) =

=1, sin((z+f-7) =1, cos(5 (7).

Viimasest kahest vordusest jareldubki lause 2.5.12. viide. [ ]

Teoreem 2.5.13. Kui kolmnurga ABC sisenurga poolitaja on CC, ning selle

kolmnurga timberringjoone puutuja punktis C loikab sirget AB punktis L, siis
CL=C/L.

Toestus.

Uldisust  kitsendamata  vdime
eeldada, et punkt L asub
kolmnurga kiilje 4B pikendusel
iile punkti B.

Kuna kodlu ja puutuja vaheline
nurk on vordne sellele kddlule
toetuva piirdenurgaga, siis

ZLCB = ZBAC.

Sellest, et nurk CCB on
kolmnurga CC, 4 vilisnurk, saame

N
\r
v
LN
"
[
P
\

ZLCC, = LLCB+ £ZBCC, = LBAC+ ZLACC, = LCC|\B.

Jarelikult kolmnurk CLC, on vordhaarne ja CL =C,L . n

Teoreem 2.5.14. Kui kolmnurga ABC nurga ACB vdlisnurga poolitaja loikab
selle kolmnurga timberringjoont punktis D . Siis AD = BD.

Toestus.

Olgu LZACB =2y.

Avaldame kolmnurga A4BD nurgad

suuruse y kaudu.

Kuna

LACDz%(18O°—27/):9O°—y,

siis
ZABD = ZACD =90° — y
(toetuvad kaarele AD).
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Sellest, et nurgad ADB ja ACB toetuvad iihele ja samale kaarele AB,
jarelduvad vordused

ZADB = ZACB =2y ning
/BAD =180°— LADB — ZABD =180° -2y —(90° — ) =90° — .
Seega kolmnurk ABD on vordhaarne ja AD = BD . [ ]

Teoreem 2.5.15. Kui A; on kolmnurga ABC sisenurga ABC poolitaja ja nurga

ACB vdlisnurga poolitaja loikepunkt ning A, sisenurga ACB poolitaja ja nurga

ABC vdlisnurga poolitaja loikepunkt, siis loigu A,A, keskpunkt K asub

kolmnurga ABC itimberringjoonel.

Toestus.

Teoreemi tdoestamiseks piisab
néidata, et nurk BAC vordub
nurgaga BKC.

Kuna kolmnurga sisenurga
poolitaja on risti kdrvu oleva
vélisnurga poolitajaga (vt
Lause 2.4.22.), siis

ZA,BA, = ZA,CA, =90°.

Seega punktid B, C, 4, ja RS -
A, asuvad iihel ja samal ringjoonel o diameetriga 4,4, ja keskpunktiga K
(tdisnurgad toetuvad ringjoone diameetrile).

Sellest jareldub, et
ZA,A,C = /A,BC = % ZABC ja  ZA,AB=/A,CB =%LACB.

Olgu O nurgapoolitajate B4, ja CA, 1dikepunkt. Kuna BOA, on kolmnurga

04, 4, vélisnurk, saame
ZBOA, = ZA,4,0 + LA,4,0 = %(LABC + ZACB).
Jarelikult,

Z/BA,C=90°— ZBOA, =90°—%LABC—%LACB=%LBAC.

Kuna BA,C on ringjoone « piirdenurk, BKC samale kodlule toetuv kesknurk

ja ZBA,C= %LBAC, siis

ZBAC=ZBKC.

Jéarelikult punktid 4 ja K asuvad iihel ja samal ringjoonel punktidega B ja
C. |

90



Lause 2.5.16. Kui kolmnurga ABC sisenurkade poolitajate BB, ja CC,
aluspunktid asuvad vastavalt kiilgedel AC ja AB ning kolmnurkade ABB, ja

ACC, iimberringjoonte loikepunkt asetseb kiiljel BC, siis ZBAC = 60°.

Toestus.

Olgu L kolmnurkade ABB, ja ACC, vastavate iimberringjoonte S ja y

16ikepunkt, mis asub kiiljel BC .

Siis piirdenurgad LAB, ja LBB, toetuvad ringjoone £ iihele ja samale kaarele

LB,.

Samuti  toetuvad  piirdenurgad
LAC, ja LCC, ringjoone y iihele
ja samale kaarele LC,.

Kuna BB, ja CC, on
nurgapoolitajad, siis

/BAC = %(LABC + ZACB).

Siis vOrrandisiisteemist

/BAC = %(LABC + ZACB)
ZBAC + ZABC + ZACB =180°

saame, et ZBAC =60°.
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§ 6. Niaiteiilesandeid

Ulesanne 2.6.1. (vt [22], iil. 94.50).

Olgu A4, kolmnurga ABC nurgapoolitaja ja punkt C, valitud kolmnurga kiiljel
AC nii, et CC,=C4,. Sirge AC, ja nurga ABC poolitaja 16ikuvad punktis B, .
Tdestada, et AB, = A4,B, .

Ulesanne 2.6.2. (vt [22], iil. 99.102).

Kolmnurga ABC nurgapoolitajal BB, on valitud punkt O nii, et
ZOCA=ZBAC+ ZABC.
Sirged A0 ja CO lodikavad kolmnurga kiilgi BC ja AB vastavalt punktides 4, ja

C, . Toestada, et nurk 4,C,B, on tiisnurk.

Ulesanne 2.6.3. (vt [12], iil. 309).

Kolmnurga ABC nurgapoolitajad on 44, ja BB,. Tdestada, et kui AC < BC, siis
AB, < A B, < B4,.

Ulesanne 2.6.4. (vt [22], iil. 99.95).

Olgu ABCD kodlnelinurk ja O selle diagonaalide 1dikepunkt. Olgu O’ nelinurga
ABCD timberringjoonel paiknev punkt, mis on siimmeetriline punktiga O 13igu
AD suhtes. Toestada, et O'O on nurga BO'C poolitaja.

Ulesanne 2.6.5. (vt [22], iil. 99.53).

Teravnurkse kolmnurga ABC kiiljel BC on vdetud punkt D . Nurga CAD poolitaja
pikendus 16ikab kolmnurga ABC iimberringjoont punktis 4, . TOestada, et kui sirge

AD on 16iguga AB risti, siis kas AD = BD vdi AD = AC.
Ulesanne 2.6.6. (vt [45], iil. 9.19).

Kolmnurga 4BC nurga ACB sisenurga ja vilisnurga poolitajad 10ikavad sirget AB
vastavalt punktides C, ja C,. Tdestada, et kui CC, = CC,, siis

AC?* +BC* =4R*,

kus R on kolmnurga ABC iimberringjoone raadius.
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Ulesande 2.6.1. lahendus.

Olgu /BAC=2a, ZABC=28 ija
ZACB=2y.

Olgu ZCAC, =¢, siis vordhaarsest
kolmnurgast CA,C, saame

20+2y =180° ehk @ =90°—y.

Kolmnurgast AA4,C avaldame nurga
AA B, :

ZAAB =180°-a -2y —@=90°-a—-y=0.
Kuna nurgad ABB, ja AA,B, on vordsed, siis ABA,B, on kddlnelinurk.

Piirdenurkade ABB, ja A BB, vordsusest (BB, on nurga ABC poolitaja)
jéreldub ka kodlude AB, ja A B, vordsus. [

Ulesande 2.6.2. lahendus.

Olgu /BAC=a, ZABC=p3,
ZOCA=y, ja ZOCB=y,.

Ulesande tekstis antud vordust ja
kolmnurga ABC nurkade summa
omadust kasutades, saame siisteemi:

71=0£+ﬂ
a+pf+y +y,=180°

kust jéreldub, et 2y, +y, =180°.

Saadud voOrdus tdhendab, et CA on
kolmnurga BCC, vilisnurga poolitaja.

Kuna B, on kolmnurga BCC, iihest tipust tommatud sisenurga poolitaja ja

teisest tipust tommatud vélisnurga poolitaja Idikepunkt, siis see on selle
kolmnurga kiilgringjoone keskpunktiks (vt Teoreem 2.4.20.).

Seega C,B, onnurga AC,C poolitaja (vt Teoreem 2.4.20.).

Teame, et kolmnurga kahe sisenurga poolitaja aluspunktid ja kolmanda
vélisnurga poolitaja aluspunkt asuvad {ihel ja samal sirgel (vt Teoreem 2.4.21.).

Kasutades teoreemi kolmnurga BCC, jaoks saame, et C,4, on kolmnurga
CC,B sisenurga poolitaja.

Kuna kolmnurga sisenurga poolitaja on risti korvu oleva vélisnurga poolitajaga
(vt Lause 2.4.22.), siis C,4, L C,B, ehk ZA,C,B, =90°. n
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Ulesande 2.6.3. lahendus.

Joonestame alusega AB
paralleelsed sirged 1dbi punktide
A4, ja B, ning tdhistame nende
16ikepunktid kiilgedega BC ja
AC vastavalt 4, ja B, .

Kuna AC<BC, siis niiteks

sirgel AC paiknevad punktid

jargmises jdrjestuses: 4, B, B,

ja C.

Siis tekib kaks paari pdiknurki:
ZB,A A= ZBAA ja  ZA,BB=/ABB,.

Et A4, ja BB, on nurgapoolitajad, siis
ZB,AA=2CAA4 ja  LA,BB=/CBB,.

Siis kolmnurga 4B, 4, korral kehtib vorratus

ZBAA< ZB,AA=2CA4 .
Kuna viiksema nurga vastas asub véiksem kiilg, siis 4B, < 4,5,.
Analoogiliselt kolmnurgast BB, 4, saame, et

ZABB>/ZA,BB=/CBB,.
Jarelikult 4 B, < B4, . [

Ulesande 2.6.4. lahendus.

Kuna O' on punktiga O siimmeetriline
punkt 16igu AD suhtes, siis

ZO'AD = LOAD .

Sellest, et samale kaarele toetuvad
piirdenurgad on vordsed, saame

ZO0'BD = £0'AD = ZOAD = ZDBC..
Analoogiliselt saame, et
Z0'CA=Z£0'DA=ZADO = ZACB.

Seega sirged BO ja CO on kolmnurga
BO'C nurgapoolitajad ja O nende
16ikepunkt.

Jarelikult ka O'O on nurga BO'C poolitaja, kuna ldbib kolmnurga BO'C
nurgapoolitajate 16ikepunkti. |
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Ulesande 2.6.5. lahendus.
. Mairgime, et
ZABD = LA AC = LA AD.
. Olgu O ldikude 44, ja BC ldikepunkt.

. Olgu D' punkti D projektsioon 13igule
AB ja B' punktiga B siimmeetriline
punkt punkti D" suhtes.

*»  Kui punkt B’ langeb kokku punktiga A4,
siis AD=BD (kuna punkt D asub
16igu 4B keskristsirgel).

. Vastasel juhul
ZAAD = ZABD = ZAB'D .
. Seega punktid 4, 4,, D ja B’ asuvad iihel ja samal ringjoonel (vordsed
nurgad 4, 4D ja A B'D toetuvad iihele ja samale kddlule 4,D).

= Sellest, et kodInelinurga vastasnurkade summa on 180°, saame
ZAAD =180°— LAB'D = Z/DB'B = ZDBA.
. Seega saame, et kolmnurgad BDD' ja A, DO on sarnased ( £BDD' = ZA4,DO
ja ZDBD'= ZOAD).
- Jarelikult
ZA,0OD = ZA0D =90°.

. Seega nurgapoolitaja A0 on kolmnurgas ACD ka korguseks. See tdhendab, et
tegemist on vordhaarse kolmnurgaga ja AD = AC . [ ]

Ulesande 2.6.6. lahendus.

o Uldisust ~ kitsendamata ~ vdime
eeldada, et punktid 4, C,, B ja
C, paiknevad sirgel 4B toodud
jarjekorras (punktide jérjestuse C,,
A, C, ja B korral on tdestus
analoogiline).

e  Leiame kolmnurga CC,C, nurgad.
Kuna see kolmnurk on vdrdhaarne
(CC,=CC,)) ja CC, LCC, (vt
Lause 2.4.22.), siis

ZCCC,=90° ja  LCCC, =45
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Kuna ZCC,C, on kolmnurga ACC, vilisnurk, saame
2/BAC+ /BCA=2(LC,AC+ ZC,CA)=2/CC,C, =90°.

Viimasest vordusest ja sellest, et kolmnurga ABC sisenurkade summa vordub
180°, saame

ZBAC = ZABC-90°.
Seega nurk ABC on niirinurk.

Jarelikult kolmnurga ABC tipud B ja C asuvad limberringjoone diameetrist
AD iihel pool.

Kuna kodlnelinurga 4BCD vastasnurkade ADC ja ABC summa on 180° ja
nurk ACD on tdisnurk (toetub ringjoone diameetrile), saame

/DAC =(180° = ZADC)~ ZACD = ZABC —90° = /BAC .

Seega DC = BC (vastavad piirdenurgad on vdrdsed).

Niitid Pythagorase teoreemist jareldub viide:

AC? + BC? = AC* + DC? = AD* = 4R*. n
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§ 7. Kolmnurga korgus

7.1. Kolmnurga korgus ja pohitulemused selle kohta

Definitsioon 2.7.1. Kolmnurga korguseks nimetatakse kolmnurga tipust selle
vastaskiiljele voi selle pikendusele tommatud ristloiku voi selle pikkust.

Jireldus 2.7.2. Kui AA, on kolmnurga ABC korgus, siis kolmnurgad ABA, ja
ACA, on tdisnurksed kolmnurgad.

Teoreem 2.7.3. Kolmnurga korgused voi nende pikendused loikuvad iihes punktis.
Korguste 16ikepunkti nimetatakse ka vaadeldava kolmnurga ortotsentriks.

Toestused.

. Téisnurkse kolmnurga ABC juhul on A=B,=C,=0
véide ilmne, sest kaatetid AB ja AC,
mis on ihtlasi ka kolmnurga
korgusteks, 16ikuvad  kolmanda
korgusega tdisnurga tipus A4 . Jiéb lile
vaadelda teravnurkseid ja niirinurkseid S
kolmnurki. B A, C

Toestus 1 (Ceva teoreemi kasutades).

. Kui on vaja tdestada, et kolm sirget 16ikuvad iihes punktis, siis on koige
standardsemaks voimaluseks kasutada Ceva teoreemi (vt [1], Ceva teoreem):
kui kolmnurga ABC kiilgedel AB, AC ja BC vodi nende pikendustel on
voetud vastavalt punktid C,, B, ja 4,, siis sirged AA4,, BB, ja CC, ldikuvad
ithes punktis parajasti siis, kui

AB, C4, BC _
BC AB CA

. Olgu A4,, BB, ja CC, kolmnurga ABC korgused. Tdhistame ZBAC=«,
ZABC = ja ZACB=y.
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. Mirgime, et iga nurga ¢ korral kehtib taandamisvalem (vt [1],
taandamisvalemid)

cos(180° — @) =—cos @,
seega
|cos ¢)| = ‘cos(l 80° — go)‘ .
. Téisnurksest kolmnurgast 4B4, saame, et vordus
BA, = AB |cos f|
on toene nii teravnurkse, kui ka niirinurkse kolmnurga korral.

*  Analoogiliselt kolmnurkade ACA4,, BAB,, BCB,, CAC, ja CBC, jaoks saame
vastavalt

CA, = AC-|cosy

5

, AB =AB- |cosa

,  CB, =BC-|cosy

AC, =AC-|cosa| ja BC, =BC-|cosﬂ|.
. Leides niiiid 16ikude suhete korrutise antud juhul, saame vajaliku vorduse

4B, C4 BC, _ AB-|cosa|-AC-|cos;/ -BC-|cos,6’| B
BC AB CA BC-|cosy|-AB-|cos f|- AC-|cosa|

. Seega Ceva teoreemi pdhjal sirged A4A4,, BB, ja CC, loikuvadki iihes
punktis. ]

Toestus 2 (kahe 10igu ristseisu tingimust kasutades).

. Selles toestuses tugineme (vt [16], 1k 185) c
kahe 16igu ristseisu tunnusele: 16igud 4B ja
CD on risti parajasti siis, kui kehtib vordus

AC? -~ BC? = AD* - BD”. A= - —-B
»  Kuna mis tahes kolmnurga kaks kiilge ei saa A
olla paralleelsed, siis kolmnurga kaks

korgust vOi nende pikendused alati D
16ikuvad.

. Olgu O kolmnurga ABC korguste BB, ja CC, voi nende pikenduste
16ikepunkt.

. Kuna AC 1 BO, siis iilaltoodud tingimuse pdhjal saame vorduse
AB* —CB*> = A0° - CO*. ()
. Analoogiliselt tingimusest AB 1 CO jéreldub vordus
AC* —BC* = A0 — BO”. (2)
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Lahutades esimesest vordusest teise, saame
AB* — AC* = BO* - CO?,
mis tdhendab, et BC L A0.

Jéarelikult kolmnurga tipust 4 tdmmatud korgus lébib samuti punkti O. Ehk
teisisOnu, kolmnurga ABC kolm korgust A44,, BB, ja CC, ldikuvad iihes
punktis. ]

Toestus 3 (vektorite kaudu).

Esialgu nditame, et tasandi suvaliste punktide 4, B, C ja O korral leiab aset
vordus

AB-CO+BC-A0+CA-BO=0.

Piiiiame avaldada selles vorduses esinevaid vektoreid vektorite 4B, BC ja
CO kaudu:

- A0 =AB+BC+CO,
- CA=CB+BA=-BC - 4B,

R

- BO=BC+CO.

Seega saame

AB-CO+BC-A0+CA-BO =

—_—— s — — —

Olgu niitid 4, B ja C kolmnurga tipud ning O selle kolmnurga kdrguste BB,
ja CC, voi nende pikenduste 16ikepunkt.

Siis BO 1. CA ja CO 1 AB, millest saame, et
CA-BO=0 ja AB-CO=
Tdestatud vorduse pohjal on siis ka
BC- 40 =b,
mis tdhendab, et 40 1L BC.

Seega kolmnurga ABC korgused A4,, BB, ja CC, voi nende pikendused
16ikuvad iihes punktis. ]
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Toestus 4 (keskristsirgete pohiomadust kasutades).

. Tombame l4bi kolmnurga tippude A4, B ja C vastavalt vastaskiilgedega BC,
AC ja AB paralleelsed sirged.

*  Tekkinud kolmnurga kiilgede B,C,,
A4,C, ja A,B, keskpunktideks
osutuvad vastavalt punktid 4, B
ja C. Toepoolest, nditeks
nelinurgad ABCB, ja BCAC, on

konstruktsiooni tottu roopkiilikud,
seega

BC =A 32 — AC2 . 2

. Seega kolmnurga ABC korgused on kolmnurga 4,B,C, keskristsirgeteks, sest
néiteks punkt 4 on kiilje B,C, keskpunkt, kolmnurga 4BC kdorgus A4, on
kiiljega BC risti ning 16igud BC ja B,C, on paralleelsed.

. Kuna kolmnurga A4,B,C, keskristsirged 10ikuvad iihes punktis (kolmnurga
A,B,C, umberringjoone keskpunktis) (vt [1], dimberringjoon), siis ka
kolmnurga ABC korgused voi nende pikendused 16ikuvad tihes punktis. [

Jareldus 2.7.4. Teravnurkse kolmnurga korguste loikepunkt asub selle kolmnurga
sisepiirkonnas, tdisnurkse kolmnurga korral iihtib see loikepunkt tdisnurga tipuga
ning niirinurkse kolmnurga korguste loikepunkt asub viljaspool kolmnurka.

Nagu eelnevas nididatud (vt Teoreem 2.1.3. ja Teoreem 2.4.7.), asuvad nii
kolmnurga mediaanide 16ikepunkt, kui ka sisenurkade poolitajate 16ikepunkt alati
kolmnurga sisepiirkonnas sdltumata kolmnurga liigist. Ortotsentri asukoha
soltuvus kolmnurga liigist tingib aga sageli vajaduse kontrollida korguste ja
nende aluspunktidega seotud tulemuste kehtivust kolmnurga iga liigi jaoks eraldi.

7.2. Kolmnurga korgustega seotud kolmnurkade sarnasus

Kolmnurga kdrguste ja nende aluspunktide poolt tekitatud kolmnurkade seas on
iillatavalt palju sarnaste kolmnurkade paare. Jargnevalt tdestame nendest monede
paaride sarnasuse.

Teoreem 2.7.5. Kui AA, ja BB, on kolmnurga ABC (ZACB #90°) korgused, siis
a) AAAC~ABBC;
b) AABC~AABC (sarnasustegur |cos 4ACB| ).
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Teoreemi tdestamiseks vaatleme kolme juhtumit:

K
(1) kui kolmnurk ABC on teravnurkne;

(2) kui kolmnurk ABC on niirinurkne (vOi tdisnurkne) niirinurgaga (voi
tdisnurgaga) ABC;

(3) kui kolmnurk ABC on niirinurkne niirinurgaga tipu C juures.

Osa a) toestus.
*  Kolmnurgad 44,C ja BB,C on sarnased vastavate nurkade vordsuse tottu, sest
- (Dja(2)juhul £L4A4,C = ZBB,C =90° ning nurk ACB on iihine;
- (3) juhul ZA44C=4BB,C=90° ning nurgad ACA, ja BCB, on
tippnurgad. ]
Osa b) toestus.
. Sellest, et kolmnurgad A4, C ja BB,C on dsja tdestatu pohjal sarnased,

jéreldub vordus
c4,_cA
CB, CB’

millest saame, et kolmnurgad ABC ja 4,B,C on sarnased, kuna tippnurgad
ACB ja A,CB, on vordsed ja nende ldhiskiiljed on vordelised.

. Siinjuures saab arvutada ka sarnasusteguri:
€A _CB _ cos ZACB|. ]
CA CB
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Jargmine teoreem on Pythagorase teoreemi korval {iks olulisemaid lauseid
taisnurksete kolmnurkade jaoks.

Teoreem 2.7.6. Kui CC, on tdisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile tommatud
korgus, siis
AABC ~ AACC, ~ ACBC,.

Toestus.

. Taisnurksete kolmnurkade paaridel ABC
ja ACC, ning ABC ja BCC, on lisaks
tdisnurgale ka iihine teravnurk. Seega on
AACC, ~ AABC ~ ACBC, tunnuse NNN
jargi. [ ]

B

Jargmise tulemuse teadmine avardab oluliselt tdisnurksete kolmnurkade lahendamise
vOimalusi.

Teoreem 2.7.7. (iildistatud Pythagorase teoreem). Kui CC, on tdisnurkse
kolmnurga ABC hiipotenuusile tommatud korgus, siis kolmnurkade ABC, CBC,
ja ACC, vastavate lineaarsete elementide |, m ja n korral kehtib vordus

1> =m*+n?.
Toestus.

. Olgu [/, m ja n taisnurksetes kolmnurkades ABC, CBC, ja ACC, tdmmatud

sama tiiiipi 16ikude pikkused (nditeks tdisnurga tipust hiipotenuusile tdmmatud
mediaani pikkus).

= Teoreemis 2.7.6. ndidatud sarnasuse tottu
m_BC
[ AB

. n AC

ja o=

I AB

millest Pythagorase teoreemi AB> = AC* + BC* arvestades saame, et

2 2
m n

4+ — =1 ehk > =m*+n’. u
ror

Jargmised laused niitavad, milliseid huvitavaid sarnaste kolmnurkade paare voib

tekitada spetsiaalsete lisakonstruktsioonidega.

Lause 2.7.8. Kui AA, on kolmnurga ABC korgus ning BB, ja CC, punkti A
ldbivale sirgele tommatud ristloigud, siis kolmnurgad ABC ja AB,C, on
sarnased.

Toestus.

*  Kuna ZBB,4= /448 =90°, siis punktid 4, ja B, asuvad ringjoonel, mille
diameeter on 4B .
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Seega
Z(C,B,,B,A)=Z(AB,,B,A,) =
= /Z(AB,BA,)= Z(AB,BC).
Analoogiliselt saame, et ka

punktid 4, ja C, asuvad

ringjoonel, mille diameeter on
AC , ning

Z(B,C,,C,4,) = Z(AC,CB).

Jarelikult on kolmnurgad ABC ja A4,B,C, on sarnased tunnuse NNN
pohjal.
Viide kehtib kodikide kolmnurga liikide korral. ]

Lause 2.7.9. Kui AA,, BB, ja CC, on kolmnurga ABC korgused ning punktid B,
ja C, on vastavalt korguste BB, ja CC, keskpunktid, siis kolmnurgad ABC ja

A B,C, on sarnased.

Toestus.

Toome siin tdestuse ainult teravnurkse kolmnurga ABC jaoks. Analoogiliselt
saab ndidata, et vdide kehtib ka teiste, teoreemis 2.7.5. mainitud juhtumite
korral.

Olgu siis kolmnurk ABC teravnurkne ja
O selle kolmnurga korguste 1dikepunkt.

Olgu 4, kiilje BC keskpunkt.
Kuna CB, L BB, ja BC, LCC, ning

A,B, ja A,C, on vastavalt kolmnurkade
CBB, ja BCC, kesklodigud, siis

ZA4,B,0 = Z4,C,0 =90°.

Seega punktid B, ja C, asuvad ringjoonel, mille diameeter on 4,0. Kuna
Z0A, 4, =90°, siis ka punkt 4, paikneb samal ringjoonel.

Jarelikult
ZAB,C, =180° - LA, A,C, = LCBA
ning
ZAC,B, = LA A,B, = ZACB.
Seega kolmnurgad ABC ja A4,B,C, on sarnased tunnuse NNN pohjal. m

Lause 2.7.10. Kui A4, on teravnurkse kolmnurga ABC korgus ning A B, ja AC,

on vastavalt kiilgedele AC ja AB tommatud ristloigud, siis kolmnurgad ABC ja
AB,C, on sarnased.
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7.3. Korgused ja kolmnurga pindala

Koolis kasutatakse kolmnurga pindala leidmiseks erinevaid valemeid. Esimesena
voetakse kasutusele (vt [16], Ik 213) jargmises teoreemis sonastatud valem.

Teoreem 2.7.11. Kolmnurga pindala vordub selle kolmnurga aluse ja alusele
tommatud korguse poole korrutisega.

Raskemate iilesannete lahendamisel on aga olulisem selle teoreemi otsene jareldus.

Jareldus 2.7.12. Kolmnurga kiilje ja sellele tommatud korguse pikkuste korrutis
on antud kolmnurga jaoks konstantne suurus.

See tdhendab, et kui a, b ja ¢ on antud kolmnurga kiilgede pikkused ning #,, A, ja

h, neile tdommatud korguste pikkused, siis
ah, =bh, =ch,.
Saab konstrueerida ka iisna erilisi kolmnurki.
Lause 2.7.13. Leidub kolmnurk, mille koik korgused on vdiksemad, kui 1cm, aga
pindala on suurem, kui 1m”.
Toestuse skeem.

. Sellise kolmnurga saab leida niiteks jargmisel viisil.

. Kui O on réopkiiliku ABCD diagonaalide ldoikepunkt ning AB=1cm ja
BC =500 m, siis kolmnurk 40D rahuldab ndutavat tingimust. O

7.4. Tiéiendavaid tulemusi kolmnurga korguste kohta

Teoreem 2.7.14. Mis tahes kolmnurgas pikemale kiiljele vastab liihem korgus.
Toestus.

. Olgu A, ja h, vastavalt kolmnurga kiilgedele a ja b tdmmatud korgused.

. Selle kolmnurga pindala S avaldub kujul

g ah, _ bh, ’
2 2
millest jareldub, et
ha
h_b -2
. Seegakui a > b, siis h, <h,. [
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Anname niitid tarvilikud ja piisavad tingimused selleks, et kolmnurga kolm, iihes
punktis 1d6ikuvat tseviaani, osutuksid selle kolmnurga korgusteks.

Teoreem 2.7.15. Kui teravnurkse kolmnurga ABC kiilgedel BC, AC ja AB on
vastavalt voetud punktid A,, B, ja C, nii, et loigud A4,, BB, ja CC, loikuvad
lihes punktis O, siis need loigud AA,, BB, ja CC, on kolmnurga ABC
korgusteks parajasti siis, kui

Toestus.

A0-04, = BO-OB, =CO-OC,.

Toestame esmalt tarvilikkuse. Olgu O
kolmnurga ABC korguste AA,, BB, ja

CC, ldikepunkt.

Siis on tdisnurksed kolmnurgad AOB, ja
BO4, sarnased (tunnuse NNN pdhjal).

Sellest jareldub, et

40 _0B, AO-04, =BO-0B,.
BO 04
Analoogiliselt saame, et
AAOC, ~ ACOA4, ning AO-04, =CO-0C,.

Toestame piisavuse. Olgu 1dikude 44,, BB, ja CC, loikepunkt O ja kehtigu
vordus
AO-04,=B0O-0B,=CO-0C,.
Siis jdllegi on kolmnurgad AOB, ja BOA, sarnased, kuna
40 _BO
OB, 04,

ning ZAOB, = ZBOA,.

Seega LAB,O = /BAO.
Analoogiliselt saame, et
ZAC O =ZCA0 ning ZBCO=2ZCBO.
Kuna
ZAB O+ ZCBO =ZCAO+ £BAO = ZBC,0+ LAC,O =180°,
siis arvestades eelpool saadud nurkade vordsusi saame, et
ZAB O =ZACO = £BAO = £ZBC,O=ZCA0 = £LCB,0 =90°.

Viimane voOrdus aga tdhendabki, et A4,, BB, ja CC, on kolmnurga ABC
korgused ning O nende korguste 16ikepunkt. n
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Analoogiliselt saab toestada ka jargmise teoreemi niirinurkse kolmnurga kohta.

Teoreem 2.7.16. Kui niirinurkse kolmnurga ABC niirinurga vastaskiiljel AC on
voetud punkt B, ning kiilgede AB ja BC pikendustel iile punkti B asuvad

vastavalt punktid C, ja A, nii, et loigud AA,, BB, ja CC, [6ikuvad punktis O,

siis need loigud A4,, BB, ja CC, on kolmnurga ABC korgusteks parajasti siis,
kui

AO-0OA4, =BO-0B, =CO-0C,.
Kolmnurka, mille tippudeks on kdrguste aluspunktid selle kolmnurga kiilgedel,

nimetatakse ka ortotsentriliseks kolmnurgaks (vt [1], ortotsenter). Toestame
jargmised kaks tulemust ortotsentrilise kolmnurga kohta.

Lause 2.7.17. Teravnurkse kolmnurga ABC korgused A4, BB, ja CC,
poolitavad ortotsentrilise kolmnurga A B,C, nurki.
Toestus.

. Sellest, et kolmnurkade paarid
ABC ja ABC ning ACB ja
ACB on sarnased (vt Teoreem
2.7.5. b)), jéreldub, et

ZB/AC=2/BAC = ZBAC,.
- Seega saame, et

ZB,AA=90°~ /B AC =

=90°—-ZBAC, = LC A, A.
. Analoogiliselt saab niidata, et

/ABB=/CBB ja /ACC=/BCC. -

Jareldus 2.7.18. Niirinurkse kolmnurga ABC niirinurga tipust A tommatud
korguse AA, ning kiilgede BA ja CA pikendused poolitavad ortotsentrilise

kolmnurga A B,C, nurki.

Toestus.

. Olgu O niirinurkse kolmnurga ABC
korguste 16ikepunkt.

. Vaatame teravnurkset kolmnurka
BCO. Sirged A4, BA ja CA
sisaldavad kolmnurga BCO
korguseid, mille aluspunktideks on
vastavalt 4,, C, ja B,.
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. Siis teoreemi 2.7.17. pdhjal sirged 44,, BA ja CA poolitavad ortotsentrilise
kolmnurga 4 B,C, nurki. [

Jargnevalt vaatleme moningaid tdiendavaid tulemusi teravnurksete kolmnurkade
kohta.

Lause 2.7.19. Kui AA,, BB, ja CC, on teravnurkse kolmnurga ABC korgused,
siis punktiga A, siimmeetrilised punktid sirgete AB ja AC suhtes asuvad sirgel
BC,.

Toestus.

=  Naitame, et punktiga 4, slimmeetriline punkt 4, sirge AC suhtes asub sirgel
B,C,. Analoogiliselt saab ndidata, et ka punktiga 4, siimmeetriline punkt sirge
AB suhtes asub samal sirgel.

* Kuna BB 1 AC ning 44, L AC,
siis BB, || A4, . Fa

- Seega -
LB AA, = ZABB.

. Lausest 2.7.17. jéreldub, et kdrgus
BB, poolitab nurga 4 B,C,, st

ZCBB=/ABB=/BAA,. B c

1
=  Lause toestamiseks piisab nédidata, et nurgad C,B,B ja 4 ,A4,B, on vordsed.

. Kuna kolmnurk A4,B, 4, on vordhaarne, siis tdepoolest
LAAB, =2B A4, =2ZCBB,

ning punktid C,, B, ja 4, asuvad iihel ja samal sirgel. ]

Teoreem 2.7.20. Kolmnurkadest, mille tipud asuvad antud teravnurkse kolmnurga
kiilgedel, on minimaalse itimbermooduga selle kolmnurga ortotsentriline
kolmnurk.

Toestus.

. Olgu 4,, B, ja C, teravnurkse 2
kolmnurga ABC  vastavatel B T
kiilgedel BC, AC ja AB
voetud suvalised sisepunktid.

. Olgu B, ja C, punktiga 4 B 4{"’
siimmeetrilised punktid vastavalt h
kiilgede AB ja AC suhtes.
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Siis kolmnurga A4, B,C, iimbermdot P avaldub kujul
P=4C +CB, +BA =B,C,+CB +BC, =2 B,C,,
kusjuures vordus leiab aset parajasti siis, kui sirge B,C, ldbib punkte C, ja B,.

Kuna sirged 4B ja AC on vastavalt 10ikude B,4, ja C, A, keskristsirged, siis
kehtib vordus

AB, = A4, = AC,,
millest jireldub, et kolmnurk B,A4C, on vordhaarne ning
£ZB,AC, =2/BAA +2/CAA =24BAC.

Sellest, et B,C, on vordhaarse kolmnurga alus, 4B, on selle haar ning
ZB,AC, =2/BAC, jireldub vordus

B,C, =24B,sin ZBAC.
Kui /4 on kolmnurga ABC tipust A tdmmatud korgus, siis
B,C, =2A4B,sin ZBAC =2AA,sin ZBAC = 2hsin ZBAC,

kusjuures siin vOrdus leiab aset parajasti siis, kui 4, on kolmnurga ABC
korguse aluspunkt.

Kokkuvottes saab oelda, et selleks, et kolmnurga A4 B,C, timbermodt oleks
minimaalne, peaks 44, olema kolmnurga ABC kdrguseks.

Ulaltoodud tdestusest jireldub, et leidub parajasti iiks minimaalse
imbermdoduga kolmnurk A4 B,C,, kuna selle kolmnurga kdik tipud on tiheselt

madratud (punktid B, ja C, asuvad sirgel B,C, ning 4, on kdrguse aluspunkt).

Seega vahetades punktide 4, ja B, (vdi C)) rolli, jouame selleni, et ka B, (voi
C,) on kolmnurga ABC korguse aluspunkt.

Jarelikult minimaalse {imbermddduga kolmnurk A4 B,C, on ortotsentriline
kolmnurk. u

Lause 2.7.21. Kui AA, ja BB, on teravnurkse kolmnurga ABC korgused ning
A4, ja BB, on sirgele A B, tommatud ristloigud, siis A B, = 4,B,.

Toestus.

Kuna ZA4A4B ja ZABB on tdisnurgad, siis punktid 4, B, 4, ja B, asuvad
iithel ja samal ringjoonel « , mille keskpunktiks on kiilje 4B keskpunkt O.

Olgu C, punktist O sirgele 4 B, tdommatud ristldigu aluspunkt.

Kuna 16ik A4,B, on ringjoone a kodl ja OC, L 4 B,, siis OC, on 16igu 4,5,
keskristsirge.
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. Seega
AC, =BC,.

. Kuna OC, on trapetsi 4BB,4,
keskloik, siis kehtib vordus
A,C,=B,C,.

- Jarelikult
AB,=B,C,-C,A4, =

=A4,C,-C,B,=A4,B,. m

7.5. Vordhaarse kolmnurga korguste omadused

Teoreem 2.7.22. Kolmnurk on vordhaarne parajasti siis, kui on tdidetud iiks
jdargmistest tingimustest:

a)  kolmnurga kaks korgust on vordsed;

b)  kolmnurga korguste loikepunkti ja kahte tippu iihendavad [oigud on
vordsed.

Osa a) toestus.

. Tarvilikkus.  Olgu  kolmnurk  ABC
vordhaarne, kusjuures AC = BC, ning A4,
ja BB, selle kolmnurga kdrgused.

. Sellest, et  vordhaarse kolmnurga
alusnurgad ZABC = ZABA, ja

ZBAC=4ZBAB, on vordsed ning
taisnurksetel kolmnurkadel 44, B ja BB, A
on iihine kiilg 4B, saame, et kolmnurgad
AAB ja BB/A on vordsed tunnuse NKN
pohjal.

. Seega ka vordsete kolmnurkade vastavad kiiljed on vordsed, st 44, = BB, .
. Piisavus. Olgu niitid kolmnurga 4BC kdorgused vordsed, st 44, = BB, .
. Seega kolmnurgad C4,4 ja CB,B on vordsed tunnuse NKN pohjal, kuna
ZCAA=ZCBB=90°, AA, = BB,
ning
ZCAA, = LCBB, =90° — ZACB .
. Jarelikult AC = BC ja kolmnurk ABC on vordhaarne. ]
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Osa b) toestus.

Tarvilikkus. Olgu kolmnurk 4ABC vdrdhaarne
(AC = BC), ning O selle kolmnurga kdrguste
A4, ja BB, loikepunkt. Naitame, et
AO=BO.

Teoreemi a) osa tarvilikkuse toestusest teame,
et kolmnurgad A4 B ja BB/ A on vordsed.

Seega
AB, = B4 ja ZBAO = ZABO,

A
millest saame, et kolmnurgad AB,0 ja B4,0 on vordsed tunnuse NKN pohjal.

Jarelikult A0 = BO.
Piisavus. Olgu niitid 40 = BO .
Siis kolmnurk AOB on vordhaarne, st £/BAO = ZABO.
Kuna
ZABC =90° - ZBAO ja Z/BAC =90° - ZABO,
siis ZABC = ZBAC ning kolmnurk 4BC on vordhaarne. |

Lause 2.7.23. Kui vordhaarse kolmnurga alusel on voetud suvaline sisepunkt, siis
sellest punktist kolmnurga haaradele tommatud ristloikude pikkuste summa
vordub selle kolmnurga haarale tommatud korguse pikkusega.

Toestus. A

Olgu D vdrdhaarse kolmnurga ABC aluse
BC suvaline sisepunkt, DB, ja DC,
vastavalt kiilgedele AB ja AC tdmmatud
ristldigud ning BB, kolmnurga haarale
tommatud korgus.

Siis kolmnurkade ABC, ABD ja ACD
pindalade vahel leiab aset jargmine seos:

SAABC = SAABD + SAACD =

AC-BB, _ AB-DB, AC-DC,
2 2 2

mida oligi vaja toestada. |

< BB, =DB,+DC,,
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Lause 2.7.24. Kui vordhaarse kolmnurga aluse pikendusel on voetud suvaline
punkt, siis sellest punktist kolmnurga haaradele voi nende pikendustele tommatud
ristloikude pikkuste vahe vordub selle kolmnurga haarale tommatud korguse
pikkusega.

Toestus.

. Olgu D vdrdhaarse kolmnurga
ABC aluse BC pikendusel iile
punkti C vdetud suvaline punkt,
DB, ja DC, vastavalt kiilgedele
AB ja AC vadi nende pikendustele
tommatud ristldigud ning CC,
kolmnurga haarale tommatud
korgus.

. Tombame 1dbi punkti D kiiljega
AB paralleelse sirge s. Olgu L
sirgete s ja AC 1dikepunkt.

. Ilmselt on kolmnurgad BAC ja DLC sarnased, seega kolmnurk DLC on
samuti vOordhaarne.

. Kui CH on kolmnurga DLC korgus, siis punktid C,, C ja H asuvad iihel ja
samal sirgel ning CH = DC, .
. Seega
DB, -DC,=HC,-CH =CC(,. [
Lause 2.7.25. Fikseeritud alusega ja sellele tommatud korgusega kolmnurkade seas
on aluse vastasnurk koige suurem vordhaarsel kolmnurgal.
Toestuse skeem.

. Antud olukorda kirjeldab jairgmine joonis. O
-
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7.6. Taisnurkse kolmnurga korguste tiiendavad omadused

Lause 2.7.26. Kui CC, on tdisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile tommatud

korgus ning punktid K ja L on vastavalt niisugused loikude CC, ja AC,

sisepunktid, et g—K=£ siis BK 1 CL.

1 1

Toestus.

o CK A e ~
. Tingimus —— =—— on samavéiirne jargmiste vordustega:

CC~ AC,

CK AL cC, CK _ CC, CC-CK _ CC CK
= Py = Py = Py = ,

CC, AC, AC, AL AC,  AC - AL AC, CL

millest jareldub, et KL || AC. c

. Kuna AC L BC, siis ka
KL 1 BC.

. Seega K on kolmnurga BCL
korguste 10ikepunkt. Jarelikult
BK L CL. [

A L B

Anname niiiid tarviliku ja piisava tingimuse selleks, et kolmnurk oleks tdisnurkne
kolmnurk.

Olgu kolmnurgas ABC tommatud korgus CC, .

Teoreem 2.7.27. Kolmnurk ABC on tdisnurkne tdisnurgaga ACB parajasti siis,
kui CC} = AC, - BC,.

Toestus.

. Tarvilikkus. Kasutades Pythagorase teoreemi tdisnurksete kolmnurkade AC,C,
ACB ja BC,C, saame

CC} = AC? — AC} = AB* —BC* — AC} =
=(AC, + BC,)’ —(CC} + BC})— AC} =2AC, - BC, - CC;.

. Seega tdepoolest on dige vordus CC; = AC, - BC,.

. Olgu maérgitud, et seda osa ¢
teoreemist tuntakse koolis ka
,korguse teoreemi” nime all.
Tingimuse piisavust selleks, et
kolmnurk oleks tdisnurkne,
tavaliselt koolis ei vaadelda. o
A C B
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Piisavus. Kehtigu niiiid vdrdus CC’ = AC, - BC,. Niitame, et kolmnurk 4BC
on tdisnurkne.

Kuna CC, on kolmnurga korgus, siis saame kasutada Pythagorase teoreemi
kolmnurkade AC,C ja BC,C jaoks:

AC?* = AC} +CC? = AC} + AC, - BC, = AC, - (AC, + BC,) = AC, - AB
ning analoogiliselt
BC?=BC,- 4B.
Liidame saadud vordused
AC*+BC? = AC,- AB+ BC,- AB= AB-(AC, + BC,) = AB>.

Kuna kolmnurga ABC kohta kehtib Pythagorase teoreem, siis see kolmnurk on
tdisnurkne (tdisnurgaga ACB). |

Teoreem 2.7.28. Kui CC, on kolmnurga ABC korgus, siis nurk ACB on tdisnurk
parajasti siis, kui

AC*=AC,-AB  ja BC*=BC,-BA.

Toestus.

Esmalt nditame, et antud tingimuste korral punkt C, on kiilje 4B sisepunkt.

Seejdrel niitame, et need tingimused on samaviddrsed tingimusega
CC? = AC, - BC,, mis on tarvilik ja piisav tingimus selleks, et kolmnurk oleks
taisnurkne (vt Teoreem 2.7.27.).

Oletame vastuviiteliselt, et vorduste AC’ = AC,-AB ja BC®=BC,-BA
kehtivuse korral punkt C, ei ole kiilje AB sisepunkt.

See tdhendab, et kas nurk ABC voi nurk BAC on niirinurk.

Olgu ZABC >90°. Kuna tdisnurkses kolmnurgas AC,C hiipotenuusi AC
pikkus on suurem selle kaateti AC, pikkusest, siis saame, et

AC* > AC! = AC?> AC,-AC,> AC,- AB,
mis on vastuolus eeldusega AC* = AC,- AB.
Kui nurk BAC on niirinurk, siis analoogiliselt saame, et
BC*>BC] = BC’>BC,-BC,>BC, 4B,
mis on samuti vastuolus eeldusega BC* = BC, - BA.

Seega C, on kiilje AB sisepunkt.
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. Seega on jargmised vordused samavééirsed:
AC*=AC,-AB < AC?=AC,-(AC,+C,B) <
& AC*-AC! =AC,-C\B < CC}!=AC,-CB.
. Analoogiliselt saab néidata, et
BC*=BC,-BA < CC]=AC,-C,B.
. Seega teoreem on toestatud. ]

Koolis toestatakse nn. Eukleidese teoreem, mis véidab, et tdisnurkses kolmnurgas on
kaateti ruut vordne hiipotenuusi ja kaateti projektsiooni korrutisega. Poordteoreemi
koolis ei kisitleda. Asja vaadeldud Teoreem 2.7.28. aga kujutabki endast nii
Eukleidese teoreemi kui ka selle podrdteoreemi iithendamisel saadud teoreemi.

Jargmise jérelduse viited on lihtsalt tdestatavad teoreemide 2.7.27. ja 2.7.28. abil.

Jareldus 2.7.29. Kui CC, on kolmnurga ABC korgus, siis nurk ACB on tdisnurk
parajasti siis, kui kehtib iiks jargmistest vordustest:

) cc =ACBC enk =%
AB c
1 1 1 1 1 1
b = + ehk —=—+—.
) CC’ AC* BC® nooat b

Lause 2.7.30. Kui A, ja B, on vastavalt kolmnurga ABC korguste AA, ja BB,
sellised sisepunktid, et

ZCA,B=2CB,A=90°,
siis CA, = CB,.
Toestus.

= Kuna 4,4 ja B,B, on vastavalt
tdisnurksete kolmnurkade C4,B ja CB,A4

korgused, siis teoreemi 2.7.28. pdhjal
kehtivad vordused

CA; =CB-C4, ja CB}=CA-CB,.

. Sellest, et kolmnurgad 4,B,C ja ABC on

sarnased (vt Teoreem 2.7.5. b)), jareldub
seos

CB, _C4
CB C4A’°

millest eelpool antud vordusi arvestades saame, et

CA-CB=CB,-CA < CA}=CB} < CA,=CB,. -
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Jareldus 2.7.31. Tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud korgus ei ole
pikem, kui pool hiipotenuusi.

Toestuse skeem.

. Teoreemi 2.1.39. pdhjal kolmnurga sisenurk on tdisnurk parajasti siis, kui selle
nurga tipust tdommatud mediaan on kaks korda liihem kiiljest, millele ta on
tommatud. O

Lause 2.7.32. Kui tdisnurkse kolmnurga hiipotenuusile tommatud korgus jaotab
tdisnurga kaheks mittevordseks osaks, siis tdisnurga pikem Ildhiskaatet on
suurema osanurga haaraks.

Toestus.

. Olgu CC, téisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile tdommatud kdrgus.

= Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et AC <BC. Niitame siis, et
ZACC, < LBCC, .

. Kuna kolmnurgad ACC,, CBC, ja ABC on sarnased (vt Teoreem 2.7.6.), siis
AC<BC & ZABC</ZBAC < ZACC,<ZBCC,. [

7.7.  Vordkiilgse kolmnurga korguste tiiendavad omadused

Olgu a, b ja c antud kolmnurga kiilgede pikkused, %,, A, ja h nendele kiilgedele
tommatud vastavate kdrguste pikkused ning o, f ja y antud kiilgede vastasnurkade
suurused.

Uldtuntud tarvilik ja piisav tingimus kolmnurga vordkiilgsuseks on selle kdrguste
vordsus. Lisame sellele tingimusele veel iihe.

Teoreem 2.7.33. Kolmnurk on vordkiilgne parajasti siis, kui
a+h,=b+h, =c+h,.

Toestus.

- Tarvilikkus on ilmne. Tdestame piisavuse.

. Kehtigu vordus a+h, =b+h, =c+h,.

. Oletame vastuviiteliselt, et kolmnurk ei
ole vordkiilgne. Siis ildisust
kitsendamata, voime eeldada, et a #b.

= Kuna

a+h,=a+bsiny

ja

b+h =b+asiny,
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siis saame
(a=b)-(1-siny)=0.
. Jarelikult siny =1 oletuse a # b tottu ning y =90°.
. See aga tdhendab, et ¢ on kolmnurga kodige pikem kiilg. Seega ka a # c.
. Kuna ntiiid

a+h,=a+csinfi ja c+h,=c+asinf,
siis analoogiliselt saame, et £ =90°.

. Tekib vastuolu, sest f ja y on kolmnurga nurgad. Jarelikult vaadeldav
kolmnurk on vordkiilgne. ]

Monikord on iilesannete lahendamisel kasulik teada ka jirgmist tulemust.

Lause 2.7.34. Vordkiilgse kolmnurga mis tahes sisepunkti kauguste summa
kolmnurga kiilgedest vordub selle kolmnurga korguse pikkusega.

Toestuse skeem.

. Olgu L vordkiilgse kolmnurga suvaline sisepunkt ning 4, h, ja h, punkti L
kaugused kolmnurga kiilgedest.

. Tombame 1dbi punkti L kiilgedega paralleelsed 16igud. Tekkinud véikesed
kolmnurgad on ilmselt samuti vordkiilgsed.

. [llustreerime antud olukorda jooniste abil. Viite edasine tdestus on nende
pohjal ilmne. O
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7.8. Korgustega seotud kolmnurkade vordsuse tunnused

Kolmnurga mediaanide ja nurgapoolitajate abil sai sOnastatud (vt Teoreem 2.1.36. ja
Teoreem 2.4.43.) mitmed kolmnurkade vordsuse tunnused. Alljargnevas teeme seda
ka kdrguste abil.

Teoreem 2.7.35. Kaks kolmnurka on vordsed, kui kehtib iiks jdrgmistest
tingimustest:

a) tihe kolmnurga kiilg ja teistele kiilgedele tommatud korgused on vastavalt
vordsed teise kolmnurga kiiliega ja selle teistele kiilgedele tommatud
korgustega;

b) iihe kolmnurga kaks kiilge ja kolmandale kiiljele tommatud korgus on
vastavalt vordsed teise kolmnurga kahe kiiljega ja kolmandale kiiljele
tommatud korgusega,

c) iihe kolmnurga kolm korgust on vastavalt vordsed teise kolmnurga kolme
korgusega.

Osa a) toestus.

» Olgu 44" jaBB' kolmnurga ABC ning A A ja BB/ kolmnurga 4 B.C,
korgused.

. Vastavalt teoreemi eeldustele olgu

AA'=AA, BB =BB  ja AB=AB,.

11
1T

B A B,

11
T

A

= Siis tdisnurksed kolmnurgad 4A4'B ja A4 A/B, ning BB'A ja B/B/A, on vastavalt
vordsed kui tdisnurksed kolmnurgad, millel on vastavalt vordsed iiks kaatet ja
hiipotenuusid.

*  Nende kolmnurkade vordsusest jareldub ka vastavate nurkade ABA' ja A B A
ning BAB' ja B AB/ vdrdsus. Seega

ZABC=/ZABC, ja ZBAC = ZB,AC,.
. Jarelikult kolmnurgad ABC ja A B,C, on vordsed tunnuse NKN pdhjal. ]

117



Osa b) toestus.
. Eeldame, et
AA'= A A, AB=AB, ja AC=A4C,.

Cc C

Il
1Ll

A B A, B

1

=  Nagu celmises osaski podhjendasime, on tdisnurksed kolmnurgad AA'B ja
AAB, ning AA'C ja A4 AC, vastavalt vordsed.

. Seega
ZABC = ZA4,B,C,
ning
ZBAC = ZBAA' + LCAA = ZB A A + LC A A" = LB AC, .
. Jarelikult kolmnurgad ABC ja A B,C, on vordsed tunnuse NKN pdhjal. ]

Osa c) toestus.
= Vastavalt teoreemi eeldustele
AA'= A A, BB =BB ja

C

[\
A c' B

B,

»  Téisnurksetest kolmnurkadest 44'C ja A4,A4/C, ning BB'C ja BB/C, saame
AA'= A4 < AC-sinZACB= AC,-sin ZAC,B,
ning

BB'=BB < BC-sin/ACB=BC, sinZACB,,
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millest jareldub seos
AC_ A€
BC B(C,
. Analoogiliselt saab niidata, et leiab aset ka seos
AC_ A€
AB  AB,
. Seega kolmnurgad ABC ja A B,C, on sarnased tunnuse KKK pdhjal.
. See aga tdhendab, et nende kolmnurkade vastavad nurgad on vordsed. Jarelikult
AC-sin ZACB = AC,-sinZACB, < AC=AC,.
. Jarelikult kolmnurgad ABC ja A B,C, on vordsed tunnuse NKN pdhjal. ]

7.9. Kolmnurga korgustega seotud tiiendavad vordused ja vorratused

a) Vordused

Eelnevalt tdestatud tulemuste pohjal saame sdnastada jargmise lause.

Lause 2.7.36. Kui a, b ja c on antud kolmnurga kiilgede pikkused, h,, h, ja h,
on nendele kiilgedele tommatud vastavate korguste pikkused, o, P ja y on
antud kiilgede vastasnurkade suurused ning S on selle kolmnurga pindala, siis
kehtivad jdrgmised vordused:

_25.

a

b) h,=bsiny=csinf;

a) h

c) h,ih:h =

Lause 2.7.37. Kui AA, on kolmnurga ABC korgus, siis kehtivad vordused
a) AB’—AC?’=BA} —CA’;
b) AB’—AC’=A,B* - A,C*, kus A, on korguse AA, suvaline punkt.
Osa a) toestus.
. Téisnurksetest kolmnurkadest 44, B ja 44,C vastavalt saame, et

AA’ = AB* — BA] ja AA’ = AC* - CA?,

millest jareldubki véide. ]
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Osa b) toestus.

*  Analoogiliselt osas a) toodud tdestusele
saame, et

A,A7 = A,B* —BA’ = A,C* - C4},
millest jareldub, et

BA} —CA* = A,B> - 4,C* <

& AB—AC?=AB*-A4C*. =

5 4

Lause 2.7.38. Kui AA, ja BB, on kolmnurga ABC korgused, siis kehtib vordus
AC-BC=BC-AC.
Toestus.

. Téisnurksetest kolmnurkadest 44 C ja BB,C saame nii terav-, tdis-, kui ka
niirinurkse kolmnurga ABC juhul

AC BC
AC BC

cos ZACB| =

Lause 2.7.39. Kui AA,, BB, ja CC, on kolmnurga ABC korgused, siis kehtivad
vordused

a)  AB’+BC} +CA’ = AC? + BA} + CB} ;
b) AB -BC,-CA =AC,-CB -BA = AB -BC,-CA.

Osa a) toestus.
. Teame (vt Lause 2.7.37. a)), et kehtivad vordused
AB> — AC* =BA} —C4}, BC’-AB*=CB’ - AB;,
AC? = BC* = AC} - BC} .

. Kui liidame vastavalt nende vorduste vasakud ja paremad pooled, siis saamegi
toestatava vorduse. n

Osa b) tdestus.

. Olgu  kolmnurga  4ABC  nurgad
standardselt tdhistatud siimbolitega o,
piay.

. Mirgime, et kui kolmnurk ABC on
taisnurkne (oletame, et y =90°), siis

tipp C langeb kokku punktidega 4, ja

B, ning vaadeldav vordus kehtib,
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b)

kuna
CA =CB, =4B,=0.

Kui kolmnurk ABC ei ole tdisnurkne, siis teoreemi 2.7.3. tdestuse jargi saame,
et

AB, = AB-|cosa

, AC, :AC-|cosa

b

BA, = AB-|cos B

, BC, =BC- |cosﬂ

C4, =AC- |cos }/| ja CB, =BC- |cos 7/| .

Kuna kolmnurgad A4BC ja A4BC on sarnased ning sarnasustegur on
cos LACB| (vt Teoreem 2.7.5. b)), siis

AB, _
B |cos 7/|
ehk
AB, =AB- |cos }/| .

Analoogiliselt saab néidata, et kehtivad vordused
AC =AC- |cos,8| ja BC = BC-|cosa| .

Seega avaldised AB,-BC,-C4,, AC,-CB,-BA4, ja A B, -B,C,-C A4, on vordsed
avaldisega
AB-AC-BC-|cosa|-|cosﬂ|-|cosy|. ]

Vorratused

Lause 2.7.40. Mis tahes kolmnurga korguste pikkuste summa on vdiksem selle
kolmnurga timbermoodust.

Toestus.

Kui a, b ja ¢ on antud kolmnurga kiilgede pikkused ning %,, h, ja h on

nendele kiilgedele tdommatud vastavate korguste pikkused, siis ilmselt kehtivad
jargmised vorratused:

h,<b, h,<c ja  h. <a,
kusjuures vdhemalt iiks nendest vorratustest on range.
Jarelikult

h,+h +h <a+b+c. [
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Lause 2.7.41. Kui a<b, siis a+h,<b+h,.

Toestus.

Olgu S antud kolmnurga pindala.
Kuna (vt Jéareldus 2.7.36. a))

a b

siis saame, et

h —h, :25(%—%):25

b—a
a

b

<b-a.
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§ 8. Kolmnurga korgus ja sellega seotud ringjooned

Selles paragrahvis vaatleme seoseid kolmnurga korguste ja monede ringjoonte vahel.
Seetottu kasutame korguste 1dikepunkti tdhistamiseks tédhte H .

8.1. Pohitulemused

Teoreem 2.8.1. Kui A4, ja BB, on kolmnurga ABC korgused ning H nende
loikepunkt, siis

a) punktid C, B,, H ja A asuvad iihel ja samal ringjoonel diameetriga CH ;
b) punktid B, A, B, ja A asuvad iihel ja samal ringjoonel diameetriga AB .

Toestus.

Esialgu tdoestame teoreemi teravnurkse kolmnurga jaoks ja seejirel pohjendame,
miks tulemus jadb kehtima ka teiste kolmnurga liikide korral.

Osa a) toestus.

. Teame (vt [1], koolnelinurk), et nelinurk on
kodlnelinurk parajasti  siis, kui nelinurga
vastasnurkade summa on 180°.

. Kuna nelinurga CB/HA, vastasnurgad CBH ja
CAH on tiisnurgad, siis CB HA, on ilaldeldu
pohjal tdepoolest kodlnelinurk. Kuna
piirdenurgad suurusega 90° toetuvad alati
diameetrile, siis CH on nelinurga CBHA
iimberringjoone diameetriks. |

Osa b) toestus.

. Kuna nurgad A4 B ja ABB on tédisnurgad, siis ka punktid B, 4, B, ja 4
asuvad {ihel ja samal ringjoonel, kusjuures AB on selle ringjoone
diameetriks. [

Toestus niirinurkse ja tdisnurkse kolmnurga jaoks.

¢ -
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Olgu tegemist niirinurkse kolmnurgaga ABC . Siis on kaks voimalust: kas 1)
molemad kolmnurga korgused A4, ja BB, on tommatud kolmnurga
teravnurkade tippudest (vasakpoolne joonis) voi 2) iiks neist on tdmmatud
niirinurga tipust (parempoolne joonis).

Esimesel juhul tekib teravnurkne kolmnurk ABH , kusjuures 4B, ja BA, on
selle korgused ning punkt C on nende 10ikepunkt. Siis kdesoleva teoreemi
osa a) tdestuse pohjal punktid C, B, H ja A asuvad iihel ja samal
ringjoonel diameetriga CH . Ning ilmselt ka 4, 4, B, ja B asuvad iihel
ringjoonel diameetriga 4B .

Teise vOimaluse juhul olgu A4, kolmnurga ABC niirinurgast tdmmatud
korgus. Kasutades niilid teoreemi b) osa teravnurkse kolmnurga CHB jaoks
korgustega CB, ja HA,, saame, et punktid H, B,, 4, ja C asuvad iihel ja
samal ringjoonel diameetriga CH . Ning ka punktid B, B,, 4 ja A asuvad
ithel ringjoonel diameetriga 4B .

Kui kolmnurk ABC on tdisnurkne, siis juhul 1) punktid C, 4,, B, ja H

lihtsalt langevad kokku, juhul 2) aga iihtivad punktid 4, B, ja H. Mdlemal
juhul véib lugeda teoreemi viited digeks. ]

Teoreem 2.8.2. Kui O on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt, siis H on
selle kolmnurga korguste loikepunkt parajasti siis, kui kehtib vordus

OH =04+ 0B +0C.

Toestus.

Toestame esmalt tarvilikkuse. Olgu H
kolmnurga ABC korguste 18ikepunkt.

Moodustame vektori OA+OB=0D. On
selge, et 16ik OD on rombi OADB
diagonaal. Seega OD 1 AB.

Kuna 161k CH asub kiiljele 4B tdmmatud
korgusel (st CH L AB), siis sirged CH ja
OD on paralleelsed.

Kui niitid moodustame vektori
OD+0C=0E, siis eelmises punktis
nédidatud paralleelsusest jareldub, et punkt
E asub sirgel CH .

Analoogiliselt saame  moodustada  vektorid 04+0C = OF ja
OF + OB = OG ning jéreldada, et punkt G asub sirgel BH .
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8.2.

Kuna

—_—  — — — —

OA+OB+0C=0E=0G,

siis punktid £ ja G langevad kokku sirgete CH ja BH ainsa ihise
punktiga H .

See tdhendabki, et

O4+0OB+0C=0H .

Tdestame niilid piisavuse. Kehtigu vordus

[ —

OH = O0A+ OB+ OC

ning olgu R kolmnurga ABC iimberringjoone raadius.

Toestame, et 16igud CH ja AB on risti. Selleks moodustame vektorid CH
ja AB ning nditame, et nende skalaarkorrutis on 0.

Kuna

—_——  — e e — — — —

CH=CO+0H =CO+0A+0B+0C =04+ OB
ning
AB=A0+O0B=-04+O0B,
siis
CH - 4B =(0A4+0B).(- 04+ 0B)=—-04' +0B =R+ R* =0.

Analoogiliselt saab nididata, et BH 1 AC ning AH 1 BC. Seega H on
kolmnurga ABC korguste 16ikepunkt. ]

Téiendavaid tulemusi kolmnurga korguste ja iimberringjoonte kohta

Konstrueerime punktiga H stimmeetrilised punktid kolmnurga kiilgede suhtes ja
tdestame jargmise teoreemi.

Teoreem 2.8.3. Antud kolmnurga korguste loikepunktiga siimmeetrilised punktid
kolmnurga kiilgede suhtes asuvad selle kolmnurga iimberringjoonel.

Toestus.

Kui kolmnurk ABC on tdisnurkne, siis vdide on triviaalne, kuna tdisnurkse
kolmnurga korguste 16ikepunkt langeb kokku kolmnurga tipuga tdisnurga
juures. Seega korguste 1dikepunkt asub selle kolmnurga kahel kiiljel
(kaatetitel) ning korguste 1dikepunktiga siimmeetriline punkt hiipotenuusi
(imberringjoone diameetri) suhtes ilmselt asub kolmnurga timberringjoonel.

Olgu H teravnurkse kolmnurga ABC korguste 1dikepunkt ning H, olgu iile

punkti H voetud 16igu CH pikenduse ja kolmnurga ABC iimberringjoone
16ikepunkt.
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Kolmnurk HBH, osutub vdordhaarseks,
kuna

ZBH,H = /BH,C = Z/BAC,

kui samale kodlule toetuvad piirdenurgad,
ning

/BAC = /BHH, ,

kui vastavalt ristuvate haaradega
teravnurgad.

Kuna vordhaarse kolmnurga tipunurgast
tommatud korgus osutub ka mediaaniks, siis 4B on 1digu HH,
keskristsirge.

Viimane aga tdhendabki, et H, on punktiga A slimmeetriline punkt kiilje
AB suhtes.

Analoogiliselt saab ndidata, et punktiga
H siimmeetrilised punktid ka teiste
kiilgede suhtes asuvad selle kolmnurga
iimberringjoonel.

Olgu niitid H niirinurkse kolmnurga ABC
korguste 10ikepunkt ning H, iile punkti C

voetud 16igu HC pikenduse ja kolmnurga
ABC imberringjoone ldikepunkt. Olgu
H, ja H, vastavalt 1dikude HA ja HB
ning kolmnurga ABC iimberringjoone

16ikepunktid, mis erinevad punktidest A
ja B.

Siis analoogiliselt eelmise juhuga saame, et kolmnurgad HBH,, HCH, ja
HCH, on vordhaarsed kolmnurgad, kuna

/BH H=/BHC=/BAC=/BHH,,
Z/CH,H =180°- ZCH,A= ZCBA=ZCHH,
ning
ZCH,H =180°- ZCH,B = ZCAB = ZCHH,.

Seega AB, BC ja AC on vastavalt 1oikude HH,, HH, ja HH,
keskristsirged ehk punktid H,, H, ja H, on punktiga H siimmeetrilised
punktid vastavalt kiilgede 4B, BC ja AC suhtes. n
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Naiitame niilid moned seosed kolmnurga timberringjoone puutuja ja keskpunkti
ning korguste aluspunkte ithendava 18igu vahel.

Teoreem 2.8.4. Kui A4, ja BB, on kolmnurga ABC korgused, siis

a) kolmnurga ABC iimberringjoonele punktis C tommatud puutuja on
paralleelne sirgega AB,;

b) AB, LOC, kus O on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt.

Osa a) toestus.

. Votame punkti C ldbival kolmnurga
ABC tmberringjoone puutujal punkti
D nii, et punktid 4 ja D asuksid
sirge BC suhtes erinevatel
pooltasanditel.

. Kuna ringjoone puutuja ja koodlu
vaheline nurk on pool selle nurga sees
asetsevast  kaarest, siis (vt [1],
ringjoone puutuja)

ZDCA, = ZDCB = ZCAB.

. Sellest, et kolmnurgad CAB ja CAB, on sarnased (vt Teoreem 2.7.5.),
jareldub nurkade vordsus

ZCAB = ZCAB, .
. Kuna poiknurgad DCA, ja CA B, on vordsed, siis CD || 4,B,.
Osa b) toestus.

. Sellest, et puutepunkti tdommatud raadius on risti puutujaga (CD L OC) (vt
[1], ringjoone puutuja) ja dsja tdoestatud paralleelsusest CD || 4,5, jareldubki

16ikude A4 B, ja OC ristseis.

. Mairgime, et teoreemi tdestus ei sdltu kolmnurga liigist. ]

Teoreem 2.8.5. Kui H on kolmnurga ABC korguste loikepunkt, siis loikude AH
ja BC keskpunkte iihendava loigu pikkus vordub kolmnurga ABC
timberringjoone raadiuse pikkusega.

Toestus.

. Olgu O kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt ning K ja L
vastavalt 16ikude 4H ja BC keskpunktid.

= Esmalt nditame, et AK =OL .
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. Olgu M ja N vastavalt 1dikude BH ja AC keskpunktid. Siis KM ja LN
on vastavalt kolmnurkade ABH ja ABC keskldigud.

- Seega
KM:LN:%AB ning KM ||LN| AB.
. Kuna OL ja ON on vastavalt kiilgede BC ja AC keskristsirged ning
AH 1 BC ja BH 1 AC, siis
AH ||OL ja BH ||ON .

. Seega kolmnurgad MHK ja NOL on vordsed tunnuse NKN pohjal, kuna
/ZHMK = Z/ONL, KM =LN, ZHKM =ZOLN .
- Jarelikult
OL = HK = AK .

. Kuna OL=AK ning OL| AK, siis nelinutk AKLO on réopkiilik. See
tahendab, et 40 =KL .

. Sellest, et 40 on kolmnurga ABC {imberringjoone raadius, saamegi, et
16igu KL pikkus vordub kolmnurga ABC {mberringjoone raadiuse
pikkusega. n

Toestatud teoreemist jareldub vahetult isna kasulik meetriline seos kolmnurgas.

Jareldus 2.8.6. Kolmnurga tipu kaugus selle kolmnurga korguste loikepunktist on
kaks korda suurem kolmnurga itimberringjoone keskpunkti kaugusest selle tipu
vastaskiiljest.
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Teoreem 2.8.7. Kui H on mittetdisnurkse kolmnurga ABC korguste loikepunkt
ning AA' on selle kolmnurga timberringjoone diameeter, siis loik A'H poolitab
kiilje BC.

Toestus.

. Kuna 44" on iimberringjoone diameeter, siis
kolmnurk  ACA" on tdisnurkne ehk
A'C1 AC.

. Sellest, et BH 1 AC, jéareldub, et BH || A'C.
. Analoogiliselt saame, et CH || A'B.

. Seega nelinurk A'BHC on roopkiilik ja selle
diagonaalid poolitavad teineteist.

. Toestus on analoogiline  niirinurkse
kolmnurga korral. |

Naiitame niitid, kuidas on voimalik punkti H lébiva kolme ringjoone abil tekitada
esialgsega vordset kolmnurka.

Teoreem 2.8.8. Kui H on mittetdisnurkse kolmnurga ABC korguste loikepunkt,
siis kolmnurkade AHB, AHC ja BHC iimberringjoonte keskpunktidega
mddratud kolmnurk on vordne kolmnurgaga ABC.

Toestus.

. Olgu O,, O, ja O. vastavalt

kolmnurkade BHC, AHC ja
AHB iimberringjoonte
keskpunktid.

= Esmalt tdestame, et nimetatud
kolmnurkade itimberringjooned
on vodrdsed kolmnurga ABC
iimberringjoonega.

. Olgu R ja R, vastavalt

kolmnurkade ABC ja BHC
iimberringjoonte raadiused.

= Kuna
sin ZBHC =sin(180° — ZBHC) =sin ZBAC

a

Sina

siis siinusteoreemist (iildkujul =2R) jareldub seos

e __ BC __ BC
“ 2sin/ZBHC 2sin Z/BAC
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Analoogiliselt saab niidata, et ka vastavalt kolmnurkade AHC ja AHB
imberringjoonte raadiused R, ja R, on kolmnurga 4ABC tlmberringjoone

raadiusega vordsed.

Seega nelinurgad 40,HO. ja HO,CO, on rombid, kuna nende kiiljed on
vordsete ringjoonte raadiused.

Jarelikult

AO0.=0,H=CO, ja AO.||O,H | CO,
ning

AO, =0 H=BO, ja AO, ||O.H || BO, .
Nelinurgad 40.0,C ja AO0,0,B on rodpkiilikud ja seega

0,0,=4B ja 0,0, =AC.
Analoogiliselt saab nididata, et kehtib vordus
0,0.=BC.

Seega kolmnurgad ABC ja O,0,0. on vordsed tunnuse KKK pdhjal.

Teoreemi tdestust niirinurkse kolmnurga korral illustreerime jargmise
joonise pohjal.

Naitame niilid, kuidas on holbus leida nurka kolmnurga tipust tommatud korguse ja
sama tippu limberringjoone keskpunktiga ithendava 16igu vahel.

Teoreem 2.8.9. Kui AA on kolmnurga ABC korgus ja O selle kolmnurga
timberringjoone keskpunkt, siis ZBAA = ZCAO.

Toestus.

Tdestame esmalt viite teravnurkse kolmnurga ABC korral.

Kui 16ikude A4, ja AO pikendused teist korda 1dikavad kolmnurga ABC
imberringjoont vastavalt punktides 4, ja O,, siis 40, on selle ringjoone
diameeter ning £A44,0, on téisnurk.
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. Seega BC|| 4,0,, millest jireldub kaarte B4, ja CO, vordsus. Kuna
vordsetele kaartele toetuvad vordsed piirdenurgad, siis

ZBAA = ZCAO.

. Kui kolmnurk ABC on tdisnurkne ja korgus on tdmmatud hiipotenuusile,
siis tOestus on eelmisega vorreldes tépselt sama. Kui aga korgus on
tommatud kaatetile, siis on vaadeldavate nurkade suurused vordsed nulliga.

. Kui kolmnurk 4BC on niirinurkne, siis punkt 4, on kas 16igul 44, voi selle
pikendusel soltuvalt sellest, kas nurk BAC on teravnurk voi niirinurk. n

Jireldus 2.8.10. Kui A4, on kolmnurga ABC korgus ja O selle kolmnurga
timberringjoone keskpunkt, siis
Z0AA, =|ZABC - ZACB|.

Kolmnurga timberringjoone raadiuse ja kiilgede pikkuste abil on vdimalik leida
ka korguse vai selle osaldigu pikkust.

Lause 2.8.11. Kui A4, on kolmnurga ABC korgus, H on korguste loikepunkt ja
R on selle kolmnurga timberringjoone raadius, siis kehtivad vordused

AB-AC
2R

b) AH?=4R’-BC.

a) A4 =

)

Osa a) toestus.

. Kui § on kolmnurga ABC pindala, siis teoreemi 2.7.11. ja siinusteoreemi
poOhjal saame, et

2§ AB-AC-sin ZBAC _AB-AC

BC BC 2R

A4,
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Osa b) toestus.

Tombame ldbi kolmnurga ABC
tippude A, B ja C vastaskiilgedega
paralleelsed sirged.

Kui tekkinud kolmnurgas A4,B,C,
punktid 4, B ja C on vastavalt
killgede B,C,, A4,C, ja A,B,
sisepunktid, siis need punktid on ka
samade kiilgede keskpunktideks,
sest nditeks nelinurgad ABCB, ja

BCAC, on roopkiilikud.

Seega kolmnurga ABC korgused on kolmnurga 4,B,C, keskristsirged ning
H on kolmnurga A4,B,C, imberringjoone keskpunkt, kuna mis tahes
kolmnurga kiilgede keskristsirged 16ikuvad selle kolmnurga timberringjoone
keskpunktis (vt [1], éimberringjoon).

Sellest, et kolmnurkade 4ABC ja A4,B,C, kiiljed on vastavalt paralleelsed
ning A, B ja C on kolmnurga 4,B,C, kiilgede keskpunktid, jéreldub
kolmnurkade ABC ja A4,B,C, sarnasus (sarnasustegur 2).

Seega
4R’ =B,H’ =B,A* + AH’ = BC* + AH’,
millest
AH® =4R* - BC?.
mida oligi vaja tdestada. ]
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§ 9. Naiteiilesandeid

Ulesanne 2.9.1. (vt [22], iil. 97.95).

Olgu A4, ja CC, kolmnurga ABC kdrgused ning £ABC =60°. Olgu s sirgega
AC, ristuv sirge, mis 1dbib punkti B. Olgu M punktist B erinev sirge s selline
punkt, et ZAMC =60°. Toestada, et LAMB =30°.

Ulesanne 2.9.2. (vt [24], iil. 4-1).
Olgu a ja b tdisnurkse kolmnurga kaatetid, ¢ selle hiipotenuus ning #
hiipotenuusile tdmmatud korgus. Tdestada, et kehtib vorratus

c+h>a+b.

Ulesanne 2.9.3. (vt [12], iil. 311).

Olgu O teravnurkse kolmnurga ABC korguse BB, sisepunkt ning ldigaku sirged
AO ja CO kolmnurga kiilgi BC ja AB vastavalt punktides A4, ja C,. Tdestada, et
/BB A, = Z/BBC,.

Ulesanne 2.9.4. (vt [22], iil. 96.20).

Olgu A4, teravnurkse kolmnurga ABC korgus ning B, ja C, punktist 4, vastavalt
kiilgedele AC ja AB tdmmatud ristldikude aluspunktid. Tdestada, et punktid B,
C,, B, ja C asuvad iihel ja samal ringjoonel.

Ulesanne 2.9.5. (vt [22], iil. 96.103).

Olgu H kolmnurga ABC korguste A4, ja CC, ldikepunkt ning 16ikugu
kolmnurkade ABC ja A4 BC, limberringjooned teist korda punktis O. Tdestada, et
sirge OH poolitab kiilje AC.

Ulesanne 2.9.6. (vt [22], iil. 95.67).

Loikugu teravnurkse kolmnurga A4BC tippudest 4 ja C tdommatud korguste
pikendused selle kolmnurga timberringjoonega vastavalt punktides 4, ja C,. Olgu

D ringjoone vidiksemal kaarel AC voetud suvaline punkt, A4, sirgete DA, ja BC
16ikepunkt ning C, sirgete DC, ja AB ldikepunkt. Tdestada, et sirge 4,C; lébib
kolmnurga ABC korguste 16ikepunkti.
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Ulesande 2.9.1. lahendus.

Olgu BL 1diguga BA siimmeetriline 151k
sirge BC suhtes.

Siis punkt L asub korguse A4,

pikendusel iile punkti 4, .

B
Olgu M' sirgete BM ja LC 13dikepunkt. i

Sellest, et kolmnurgad BAC ja BAC, on \

sarnased (vt Teoreem 2.7.5. b)) ning )
kolmnurk ACL on vordhaarne, saame, et

1
L
ZABM'=90°— ZBC\A, =90° — ZBCA = ZLAC = LALC = ZALM'.
Seega nelinurk ABLM' on kddlnelinurk.
Ko0dInelinurga omadust kasutades, saame, et
ZAM'L =180°— ZABL =180°—2-60° = 60°.

Jérelikult punktid M ja M’ iihtivad. Seega punktid L, C ja M asuvad iihel ja
samal sirgel.

Kuna niiid ABLM on samuti kodlnelinurk, siis nurgad AMB ja LMB on
vordsed, sest et toetuvad vordsetele kdoludele AB ja LB .

Seega
AAMB:%AAML:%-60°:30°. n

Ulesande 2.9.2. lahendus.

Antud tdisnurkse kolmnurga pindala
S arvutamiseks saab kasutada kahte
viisi:
—ch_ab
S= 5 =

Seega saame, et jairgmised vorratused
on samavéirsed:

c+h>a+b < c+“—6{’>a+b =

& —cla+b)+ab>0 < (c—a)c—b)>0.

Viimane vorratus on aga tdene sellepérast, et iga tdisnurkse kolmnurga
hiipotenuusi pikkus on suurem selle kolmnurga kaateti pikkusest.

Tdestuse teiseks voimaluseks on lause 2.7.41. kasutamine. Kuna a <c¢ ning
kiiljele @ tdmmatud kdrgus on b, siis kohe saame, et a+b<c+h. ]
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Ulesande 2.9.3. lahendus.

Tombame 1dbi kolmnurga ABC
tipu B sirge s paralleelselt
alusega AC.

Olgu sirge s  1dikepunktid
sirgetega B, 4, ja B,C, vastavalt
4, ja C,.

Nurkade BB 4, ja BB/,
vordsuse  tdestamiseks piisab
niitid ndidata, et BA, = BC,. Tdepoolest, kui kehtib vordus, siis BB on

C

kolmnurga A,B,C; kdrgus ja mediaan, seega ka nurgapoolitaja.

Kuna kolmnurgad B4, 4, ja CA,B, on sarnased tunnuse NNN pohjal ( £B4,4,
ja LCB A, ning ZA,BA, ja ZB,CA, on vordsete pdiknurkade paarid, £BA4,A4,
ja LCA,B, on vordsed tippnurgad), siis

BA, _ Bd,
CB, C4,’

CB, - BA,

millest BA, = oA
2

Analoogiliselt leiame kolmnurkade BC,C, ja AC,B, sarnasuse pohjal, et

_ 4B, -BC,

BC,
AC,

Teame, et Ceva teoreemi pdohjal kolmnurga ABC tseviaanid A4,, BB, ja CC,
16ikuvad iihes punktis parajasti siis, kui kehtib vordus

AB, C4, BC, _,

BC AB CA
Kuna
BC, _ 4B, -C4, - BC, _1,
BA, CB,-B4,-AC,
siis BA, = BC,, mida oligi tarvis tdestada. n
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Ulesande 2.9.4. lahendus.

Lahendus 1.

Sellest, et nelinurga AC,4,B,
vastasnurkade AC,4, ja AB,A4,

suurused on  90°, jdreldub, et
AC, A B, on kddlnelinurk.

Seega
4ZB,C,A = £B,AA4, =90° - LACB. B

Niitame, et nelinurga BC,B,C vastasnurkade summa on 180°:
ZB,CB+ /B,C,B = ZACB +(4£B,C,4, +90°) =
=ZACB+(90° - ZACB +90°) =180°. m

Lahendus 2.

Olgu B, sirgete B,A, ja AB 1dikepunkt
ning C;, sirgete C,4, ja AC
161kepunkt.

Siis 4, on tekkinud kolmnurga A4B.C,
korguste B,B, ja C,C, l1dikepunkt.

Jéarelikult punktist 4 tdmmatud kdrgus
asub sirgel A44,. See tdhendab, et

A4, L BC,.

Seega
BC||B,C, ja ZCBC, = ZLC,B,C,.

Nelinurk B,C,B,C; on kodlnelinurk, kuna tdisnurgad B,C,C; ja B,B,C,
toetuvad 106igule B,C; (vt Teoreem 2.8.1. b)). Seega selle nelinurga

vastasnurkade summa on 180°:
ZCB,C, + ZC,B,C, =180°.
Siis aga nelinurk BC,B,C on samuti kodlnelinurk, kuna

ZCB,C, + ZCBC, = ZCB,C, + ZC,B,C, =180°. -
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Ulesande 2.9.5. lahendus.

Kuna ZBC,H on tdisnurk, siis BH on

kolmnurga  4,BC, {limberringjoone
diameeter. Seega

ZBOH = ZBOB, =90°.

Jarelikult BB, on kolmnurga ABC
iimberringjoone diameeter. Seega

Z/BAB, = ZBCB, =90°.

Viimane aga tdhendab, et

B,CLBC ning B,ALlBA.
Seega

B,C||AH  ning B,A|CH
ehk nelinurk AHCB, on roopkiilik.

Kuna ré6pkiiliku diagonaalid poolitavad teineteist, siis saamegi, et sirge OH
poolitab kiilje 4C . ]

Ulesande 2.9.6. lahendus.

Olgu H kolmnurga ABC korguste
16ikepunkt.

Siis
/AHC, = ZCHA, = ZABC

(nurk korguste vahel)

ning

ZAC,H = ZAC,C =
= ZAA,C = ZHA,C = ZABC

5 \

D

(toetuvad kaarele AC).

Seega kolmnurgad HAC, ja HCA, on sarnased vordhaarsed kolmnurgad.

Sellest, et punktid 4, ja C, paiknevad vastavalt vordhaarsete kolmnurkade
alustele tommatud korgustel, jarelduvad 16ikude vordsused:

A4, =4AH ja CC,=CH.
Seega
LAAH = ZAHA, ja ZC,C,H = ZC,HC,.

137



Mirgime, et nurgad 4A4,D ja AC,D on vordsed, kuna toetuvad kaarele AD .
Kokkuvottes saame, et

ZAHC = ZCHA, — ZA,HA, = LCA,H — LAA,D =

= LAC,H — ZAC,D = ZAHC, — ZC,HA = ZC,HC, .
Kuna punktid C, H ja C, asuvad iihel ja samal sirgel, siis nurgad 4,HC ja

C,HC, on tippnurgad ning seega punktid 4,, H ja C, samuti asuvad iihel ja
samal sirgel. ]
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§ 10. Kolmnurga mediaani, nurgapoolitaja ja korguse vahelised seosed

10.1.

Pohitulemused

Tdestame esmalt teoreemi iihest ja samast tipust tdmmatud kolme pdhitseviaani
vastastikuse asendi kohta, mis on oluline dige joonise tegemise seisukohalt.

Teoreem 2.10.1. Mis tahes isekiilgse kolmnurga nurgapoolitaja asub samast
tipust tommatud korguse ja mediaani vahel.

Toestus.

Olgu 4,, B, ja C, vastavalt kolmnurga
ABC tipust B tommatud mediaani,
nurgapoolitaja ja korguse aluspunktid.

Olgu B, dle punkti B, tdommatud
nurgapoolitaja BB, pikenduse ja kolmnurga

ABC timberringjoone ldikepunkt. A

Siis B, on kaare AC keskpunkt (vt Teoreem
2.5.1.)ja B,A, onkiilje AC keskristsirge (vt
Teoreem 2.2.1.).

Kuna punktid B ja B, asuvad sirgest AC erinevatel pooltasanditel, siis 10igu
BB, jasirge AC ldikepunkt B, paikneb sirgele 4C tdmmatud punktide B ja
B, ristprojektsioonide vahel, st vastavalt punktide C, ja 4, vahel. ]

Teoreem 2.10.2. Kolmnurk on vordhaarne parajasti siis, kui leidub kiilg, millele
tommatud korgusest, mediaanist ja nurgapoolitajast vihemalt kaks tihtivad.

Toestus.

Toestame piisavuse. Kui kolmnurga kiiljele tdmmatud korgus iihtib kas
mediaaniga vOi nurgapoolitajaga, siis ilmselt on kaks tekkinud tdisnurkset
kolmnurka vordsed vastavalt tunnuse KNK voi tunnuse NKN pohjal. Seega
antud kolmnurga vaadeldava kiilje ldhisnurgad on vordsed ja kolmnurk on
vordhaarne.

Kui iihtivad iihele kiiljele tommatud mediaan ja nurgapoolitaja, siis teised kaks
kiilge on nurgapoolitaja pdhiomaduse tdttu vordsed, sest on vordsed 16igud,
milleks nurgapoolitaja jaotab vaadeldava kiilje. Seega ka siin on kolmnurk
vordhaarne.

Uhtlasi on niidatud, et kahe vaadeldava pdhitseviaani iihtimisel iihtib nendega
ka kolmas samast tipust tommatud pdhitseviaan.

139



10.2.

Toestame tarvilikkuse. Olgu 44, vordhaarse
kolmnurga ABC alusele BC tommatud korgus.

Kuna tdisnurksete kolmnurkade BA4 ja CA4

vastavad hiipotenuusid B4 ja CA on vordsed
ning nendel on {iihine kaatet A4, siis need

kolmnurgad on vordsed.

Sellest, et vordsete kolmnurkade vastavad nurgad
ja kiiljed on samuti vordsed, saame

Z/BAA = /CAA ja B4 =C4

ehk 44 on nurga BAC poolitaja ja 4, on kiilje BC keskpunkt. Teisisonu,
korgus A4, on ka kolmnurga ABC nurgapoolitaja ja mediaan.

Seega vordhaarse kolmnurga alusele tdmmatud korgus, mediaan ja
nurgapoolitaja iihtivad. ]

Tiiendavaid seoseid kolmnurga korguse, mediaani ja nurgapoolitaja
vahel

Uurime, kas ja millistel tingimustel on vdimalik méérata vaadeldavate tseviaanide
vahelisi nurki.

Teoreem 2.10.3. Kui kolmnurk ABC rahuldab tingimust AC # BC, siis tipust C
tommatud nurgapoolitaja poolitab samast tipust tommatud mediaani ja korguse

vahelise nurga parajasti siis, kui ZACB=90°.

Toestus.

Olgu M kilje AB keskpunkt. Ldikugu punktist C tdmmatud korguse,
nurgapoolitaja ja mediaani pikendused kolmnurga ABC iimberringjoont
vastavalt punktides 4,, B, ja C,.

C
Toestame esmalt tarvilikkuse. Eeldame, et N
nurgapoolitaja CB, poolitab ka sirgete
C4, ja CC, vahelise nurga. See tdhendab,
et CB, onnurga 4,CC, poolitaja ehk a 2
A

ZA,CB, = ZB,CC,.
Siis

LACA, = ZBCC,. C,

Ay B

Seega kaared A4, ja BC, on vordsed.
Jarelikult

AB|AC, ja  ZCAC,=90".
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See aga tdhendab, et CC, on kolmnurga ABC {imberringjoone diameeter.

Teame (vt Teoreem 2.5.1. ja Teoreem 2.2.1.), et punkt B, poolitab kaare 4B ja
B,M on kiilje AB keskristsirge.

Samuti teame, et kolmnurga ABC timberringjoone keskpunkt langeb
kokku selle kolmnurga kiilgede keskristsirgete ldikepunktiga (vt [1],
timberringjoon).

Seega saame, et iihelt poolt punkt M asub kolmnurga ABC kiilje AB
keskristsirgel ja teiselt poolt paikneb selle kolmnurga iimberringjoone
diameetril CC,. Seega M on kolmnurga ABC {imberringjoone keskpunkt.
Jarelikult AB on selle ringjoone diameeter ja LZACB=90°.

Toestame piisavuse. Olgu LACB téisnurk.

Siis M on kolmnurga ABC iimberringjoone keskpunkt ja CC, on selle
ringjoone diameeter.

Jarelikult

ZLCA4,C, =90° ja AB| 4,C,.
Sellest aga kohe jareldub kaarte 44, ja BC, ning nurkade ACA, ja BCC,
vordsus.

Kuna CB, onnurga ACB poolitaja, siis ka
ZA4,CB, = Z/B,CC,,

mis tdhendabki, et tipust C tdmmatud nurgapoolitaja poolitab samast tipust
tommatud mediaani ja kdrguse vahelise nurga. ]

Lause 2.104. Kui CC, ja CC, on vastavalt kolmnurga ABC korgus ja

nurgapoolitaja, siis

ZCCC, =4|£4BC- £BAC.

Toestus.

Kui kolmnurk A4BC on vordhaarne c
alusega AB, siis vidide muutub
triviaalseks, kuna vaadeldava vorduse
modlemad pooled on vordsed nulliga.

Toestame voOrduse esialgu juhul, kui
AC#BC ning C, on kilje 4B

sisepunkt.
Uldisust  kitsendamata ecldame, et oy
AC > BC. Siis kiir CC, asub kiirte CB A G, G B

ja CC, vahel.
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Seega
£C,CC, = £C,CB~ ZBCC, =} ZACB—(90° - 24BC) =
1(180° - 2BAC- 24BC)- (90" -~ £4BC)=1 (£4BC- 2BAC).

Analoogiliselt saab tdestada vorduse kehtivust niirinurkse kolmnurga ABC
korral, kui C, asub kiilje AB pikendusel. ]

Teoreem 2.10.5. Kui kolmnurga mis tahes tipust tommatud korgusest,
nurgapoolitajast ja mediaanist ei saa moodustada kolmnurka, siis iiks selle

kolmnurga nurkadest on suurem kui 135°.

Toestus.

Kuna mis tahes kolmnurga mediaan m ei ole liihem selle kolmnurga samast
tipust tdmmatud nurgapoolitajast / ja ka korgusest 4 (vt Teoreem 2.10.1.), siis
teoreemi eeldus, et 16ikudest m, / ja h ei saa moodustada kolmnurka, on
samavaiirne tingimusega

m>l+h.

Niitame, et koikide vastavate mediaanide ja korguste vaheline nurk on siis
suurem kui 60°.

Oletame vastuvditeliselt, et mingi mediaani ja vastava korguse vaheline nurk ei
ole suurem kui 60°.

Siis nende poolt moodustatud tdisnurksest kolmnurgast jareldub vorratus
m<2h,

kusjuures vordus leiab aset parajasti siis, kui selle kolmnurga teravnurgad on
suurusega 60° ja 30°.

Samas kehtib ka vorratus (vt Teoreem 2.10.1.)

l+h>2h,

kusjuures vOrdus leiab aset parajasti siis, kui korgus, nurgapoolitaja ja mediaan
langevad kokku.

Jarelikult [+ A > m , mis on vastuolus eeldusega.

Seega tdestasime, et antud eeldusel on mis tahes mediaani ja vastava kdrguse
vaheline nurk suurem kui 60°.

Kuna iihegi kolmnurga viikseim sisenurk ei saa olla suurem kui 60°, siis
vaadeldav kolmnurk ei saa olla teravnurkne ega ka tdisnurkne.

Vaatleme niirinurkset kolmnurka ABC ja oletame, et selle jaoks on teoreemi
eeldus tdidetud.

Olgu ZBAC selle kolmnurga ABC niirinurk ning A4, ja AA, olgu vastavalt
selle kolmnurga mediaan ja kdrgus.
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. Uldisust kitsendamata vdime eeldada, et punkt 4, on 1digu B4, sisepunkt.
= Asja tdestatu pdhjal

LA AA, > 60°,
seega

ZAA A, <30°.

* Kuna ZA44A4, on kolmnurga

AA B valisnurk, siis

VAAA, = ZABA + /BA4 <30°. © A

. On selge (vt Teoreemid 2.1.10. ja 2.1.39.), et kolmnurga niirinurga tipust
tommatud mediaan on lithem kui pool vastaskiilge (st 44, < A4 B). Siis
ZABA < ZBA4, .
= Jarelikult LZABA <15°.

. Kui BB, ja BB, on samuti vastavalt kolmnurga 4BC mediaan ja korgus, siis
ka nende vaheline nurk on suurem kui 60°. Seega korguse BB, ja kiilje BC

vaheline nurk on suurem kui 60°. Jarelikult Z4ACB<30°.

= Kokkuvottes saame, et
/BAC=180"-ZACB—- ZABC =
=180°— LACB— £ABA4 >180°-30°-15°=135°.

. Mirgime, et antud teoreemi tingimusi rahuldavaks kolmnurgaks osutub niiteks
kolmnurk, mille nurkade suurused on 175°, 3° ja 2°. [

Vaatleme niitid, millistel juhtudel vdivad kolmnurga erinevatest tippudest tdmmatud
erinevat liiki pohitseviaanid 16ikuda.

Teoreem 2.10.6. Kolmnurga ABC tipust A tommatud korgus, tipust B
tommatud mediaan ja tipust C tommatud nurgapoolitaja [oikuvad iihes punktis
parajasti siis, kui kehtib vordus

sinZBAC _ o ACB.
cos ZABC

Toestus.

. Olgu a, b ja c vastavalt kolmnurga ABC killgede BC, AC ja AB
pikkused, o, [ ja y vastavalt selle kolmnurga nurkade BAC, ABC ja
ACB suurused ning A4, BB, ja CC, vastavalt vaadeldava kolmnurga korgus,
mediaan ja nurgapoolitaja.
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Tdestame tarvilikkuse. Olgu O kolmnurga ABC erinevatest tippudest
tommatud korguse, mediaani ja nurgapoolitaja 16ikepunkt.

On selge, et nurgad £ ja ¥ on
teravnurgad. Toepoolest, kui

iiks neist oleks niirinurk, siis

korgus AA, asuks kolmnurgast C
ABC viljaspool ja ei saaks
ldbida kolmnurga sisepiirkonnas
asuvat punkti O. Jarelikult
korguse aluspunkt 4 on kiille g%
BC sisepunkt.

Leiame, millises suhtes jaotavad mediaan ja nurgapoolitaja korguse A4 .
Pikendame mediaani BB, ile punkti B, et tekiks roopkiilik ABCD (vt
Teoreem 2.1.2.).

Kasutades tdisnurksete kolmnurkade BAO u DAQO sarnasust saame, et

mediaan BB, jaotab korguse A4 suhtes
OA,  BA, ccosfi _sinycospf
OA AD a sina
Nurgapoolitaja pdhiomadust kasutades (vt Teoreem 2.4.4.) saame, et
nurgapoolitaja CC, jaotab kdrguse A4, suhtes

(1)

%:%:cosy. (2)

Vordustest (1) ja (2) saamegi vajaliku vorduse

sina

=tany.
cosf3
Tdestame niitid piisavuse. Kehtigu vordus
sina
=tany
CcoS

Olgu O, kolmnurga ABC korguse A4, ja nurgapoolitaja CC, 1dikepunkt ning
O, kolmnurga ABC korguse A4 ja mediaani BB, 1dikepunkt.

Kuna nurk & rahuldab vorratust 0° < o <180°, siis ilmselt sina > 0.

Seega nurgad £ ja y on teravnurgad. Tdoepoolest, kui cosff<0 ja
tany <0, siis oleks kolmnurgas kaks niirinurka. Jérelikult £ ja y on
teravnurgad ning 4, onkiilje BC sisepunkt.
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Analoogiliselt tarvilikkuses toodud toestusele saame, et kehtivad vordused

0,4, sinycospf ia 0,4

. —L =cosy.
0,4 sinx 0,4
Seega
OIAI _ OZAI
04 0,4

Kuna punktid O, ja O, on korguse A4 sisepunktid, siis O, =0,, mis
tahendabki, et tipust A tdmmatud korgus, tipust B tdommatud mediaan ja
tipust C tommatud nurgapoolitaja 16ikuvad tihes punktis.

Mirgime, et antud teoreemi tingimusi rahuldavaks lihtsaimaks kolmnurgaks
osutub néiteks vordkiilgne kolmnurk. ]

Teoreem 2.10.7. Kui kolmnurga ABC mediaan AA ja nurgapoolitaja BB,

l6ikuvad punktis O, siis leiab aset vordus

Toestus.

0B _CB_
OB, AB
Tombame 1dbi punkti B kiiljega D
AC paralleelse sirge s. Olgu D - ’/7’
mediaani 44, pikendamisel iile 2T
punkti A, saadud kiire ja sirge s //;
16ikepunkt. //
Kuna ABDC on roopkiilik, siis | /
BD=AC. A 2
Kolmnurkade BOD u B,OA sarnasusest leiame, et
0B _BD
OB BA
Arvestades sellega ja kasutades nurgapoolitaja pohiomadust, saame
OB BD AC AB+BC 1. CB, 1. CB
OB, BA BA B,A AB, AB’
Seega toepoolest kehtib vordus
OB CB
2 _ =2 [

OB AB
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Lause 2.10.8. Kui teravnurkse kolmnurga ABC pikim korgus AA, ja selle

kolmnurga mediaan BB, on pikkuselt vérdsed, siis ZABC <60°.

Toestus.

. Olgu B, punktiga B siimmeetriline
punkt punkti B, suhtes.

. Kuna punktist B, kiljele BC
tommatud  ristloik BB, on
kolmnurga AC4, keskldik, siis

BB =3 A4, =1 BB,
. Kuna tidisnurkses kolmnurgas BB,B, hiipotenuusi pikkus on kaks korda suurem
kaateti pikkusest, siis
/B BC = /B BB, =30°.

. Sellest, et 44, on kolmnurga ABC suurim korgus, jareldub, et BC on koige
lithem kiilg (vt Teoreem 2.7.14.). Seega kehtib vorratus

AB,=BC<A4B.
= Niitid saame, et
ZABB, < ZAB,B = /B BC =30°.
. Jarelikult
ZABC = ZABB, + ZB,BC £30°+30° =60°. n

Leiame niiiid moned seosed kolmnurkade vordhaarsuse (vordkiilgsuse) ja erinevate
tseviaanide omaduste vahel.

Lause 2.10.9. Kui CC, on tdisnurkse kolmnurga ABC hiipotenuusile tommatud korgus
ja CA, on kolmnurga ACC, nurgapoolitaja, siis kolmnurk CBA, on vordhaarne.

Toestus.

. Téhistame ZBAC = o . Avaldame nurgad BC4, ja C4 B nurga « kaudu.

= Kuna C
ZACC, =90° —a,
O_
ZACA= ZACC, =902“ =45°—%,
ZCCB=a, A
A A Cc B
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Siis
LCAIB:a+LA1CA:a+45°—% :450+%
ja
/BCA = /CCB+ ZACC, = a+45°—% :45°+%,

millega on lause toestatud. ]

Lause 2.10.10. Kui kolmnurga ABC mediaan AA, on selle nurgapoolitajaga BB,

risti, siis kolmnurk ABA, on vordhaarne.

Toestus.

Olgu O antud mediaani ja A
nurgapoolitaja  10ikepunkt  ning
AA, L BB, . B,

Kuna kolmnurgas 4BA, 16tk BO on Q

selle kolmnurga nurgapoolitaja ja
samuti  korgus, siis  vaadeldav
kolmnurk on vordhaarne. m B ' A, ' <

Teoreem 2.10.12. Kolmnurk ABC on vordkiilgne parajasti siis, kui iihest tipust
tommatud mediaan, teisest tipust tommatud nurgapoolitaja ja kolmandast tipust
tommatud korgus loikuvad iihes punktis O ning on tdidetud iiks jdrgmistest

tingimustest:

a)  vdhemalt kaks loikudest AO, BO ja CO on vordse pikkusega,

b) nurgapoolitaja on tommatud tipust, mille juures asub sisenurk suurusega
60°.

Toestused.

Kui kolmnurk ABC on vordkiilgne, siis ilmselt kehtivad tingimused a) ja b).

Osa a) piisavuse toestus.

Loikugu kolmnurga ABC mediaan A4,
nurgapoolitaja BB, ja korgus CC,
punktis O ning kehtigu néditeks vordus
BO=CO.

Siis kolmnurk BOC on vordhaarne ja
selle mediaan O4, osutub ka selle

kolmnurga korguseks (vt Teoreem
2.10.2.), st mediaan A4, on ka korgus /o B

ning AB=AC. B

Jarelikult on punkt O kolmnurga korguste loikepunkt ning seda ldbiv
nurgapoolitaja BB, on risti kiiljega AC .
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Seegaka BC=BA.
Oleme nédidanud, et kolmnurk on vordkiilgne.

Analoogiliselt jareldub kolmnurga vordkiilgsus ka tingimustest 40 =CO ja
AO=BO. n

Osa b) piisavuse toestus.

Loikugu kolmnurga ABC nurgapoolitaja
A4, mediaan BB, ja kdrgus CC, punktis O

ning olgu ZBAC =60°.
Siis tdisnurkses kolmnurgas CC A Kkaatet
AC, asub nurga vastas, mille suurus on 30°.
Seega

AC=2A4C,.

Kuna B, on killje AC keskpunkt, siis B . c

AB, = AC,.

Jarelikult kolmnurgad ABO ja AC,O on vordsed tunnuse KNK pdhjal (sest
A4, on nurgapoolitaja).

Seega nurk 4B,0 on tdisnurk ja BB, on kolmnurga ABC korgus.

Sellest jéareldub, et kolmnurk ABC on vdrdhaarne (BA4=BC). Kuna

vordhaarse kolmnurga alusnurk on 60°, siis tegemist on vdrdkiilgse
kolmnurgaga. ]

Teoreem 2.10.12. Tdisnurkne kolmnurk ABC on vordhaarne parajasti siis, kui
teravnurgast tommatud nurgapoolitaja jaotab tdisnurgast tommatud korguse

loikudeks, mille suhe on \/5

Toestus.

Toestame esmalt tarvilikkuse. Olgu
taisnurkne kolmnurk ABC tdisnurgaga
ACB vordhaarne (st AC=BC).

Olgu O antud kolmnurga kdrguse CC,

janurgapoolitaja 44, 16ikepunkt.

Siis kolmnurgast ACC, nurgapoolitaja A C, B
pohiomaduse pohjal saame, et

oc AC

OC, AC,

Kuna vordhaarses kolmnurgas alusele tdmmatud korgus langeb alusele
tommatud mediaaniga kokku, siis 4B =2A4C,.
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Seega iihelt poolt saame, et
AB* =44C”,
ja teiselt poolt Pythagorase teoreemi kasutades, saame, et
AB* = AC* + BC* =24C°.
Seega kehtib vordus AC = V24 C, . Kokkuvottes saame, et

oc_ac_ g
oC, AC,

Toestame niiid piisavuse. Eeldame, et tdisnurkse kolmnurga ABC

(tdisnurgaga ACB) nurgapoolitaja 44, 16ikab kdrgust CC, punktis O nii, et

kehtib vordus

oc_n

oc,
Kuna AO on tédisnurkse kolmnurga ACC, nurgapoolitaja, siis kehtivad
vordused

AC_OC_n G uCt=ac?+cCl

AC, 0C
Seega

AC* = AC’ +CC = % AC*+CC’ <« AC*=2CC..
Jarelikult tdisnurkne kolmnurk AC,C on vordhaarne, sest
AC=A+24C =2cC,,

ning seega nurkade ACC, ja C,AC suurused on 45°.

Viimane aga tdhendab, et tdisnurkse kolmnurga ABC teravnurgad on vordsed
ehk kolmnurk ABC on vordhaarne. ]

Lisame eelmistes paragrahvides tdestatud kolmnurkade vordsuse tunnustele veel iihe
tunnuse kolmnurkade erinevate tseviaanide abil.

Teoreem 2.10.13. Kaks kolmnurka on vordsed, kui iihe kolmnurga kiilg ja sellele
tommatud korgus ja mediaan on vastavalt vordsed teise kolmnurga kiiljega ja
sellele tommatud korgusega ja mediaaniga.

Toestus.

Olgu AA" ja AA" vastavalt kolmnurga ABC korgus ja mediaan ning 4, A4 ja
A A vastavalt kolmnurga A4 B,C, korgus ja mediaan.
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Olgu vastavalt teoreemi eeldusele

BC=BC,, AA=AA ja AA'=AA".

=» I
 I>

-

-

| EA

‘ 0 Y
B AI AII C B1

=
320—"
O

Kuna tdisnurksetes kolmnurkades A44'4" ja A4 A/A’ on vastavad kaatetid 44’
ja A A ning vastavad hiipotenuusid AA" ja A4A’' vordsed, siis need
kolmnurgad ise on vordsed.

Tarelikult A'A"= A4 .

Kuna A" ja A’ on vastavalt kolmnurkade ABC ja A4 B,C, mediaanide
aluspunktid (ehk kiilgede BC ja B,C, vastavad keskpunktid), siis

BA'=BA"—AA"=BA"— AA'=B A .

Sellest aga jéreldub tdisnurksete kolmnurkade AA'B ja A A/B, vdrdsus tunnuse

KNK pohjal. Seega on nende kolmnurkade hiipotenuusid vordsed, st
AB = AB,.

Analoogiliselt saab néidata, et

- kehtib vordus CA'=C 4/ ;

- téisnurksed kolmnurgad A4'C ja A4, A/C, on vordsed;
- nende hiipotenuusid AC ja A4,C, on vordsed.

Jarelikult kolmnurgad ABC ja A B,C, on vordsed tunnuse KKK pohjal. ]

150



IIT Lisakonstruktsioonide meetod

§ 1. Meetodi kirjeldus

Geomeetriaiilesannete lahendamisel ja tdestamisel on oluliseks lahendusideede

allikaks sobiv joonis. Sellega seoses tekib lahendajal tavaliselt kaks kiisimust.

1. Kas tehtud joonis on dige, st kas see vastab iilesandes kirjeldatud olukorrale?

2. Kas tehtud joonis on tdielik, st kas olemasoleva konstruktsiooni pohjal saab
leida vajalikke seoseid voi tuleb sellele joonisele lisada sobivalt valitud
kujundeid?

Selles peatiikis vaatlemegi, milliseid lisakonstruktsioone on mdistlik teha konkreetse

probleemi lahendamiseks. Kui probleemi on oOnnestunud lahendada joonise

tdiendamise tulemusena, siis Oeldakse, et on kasutatud [lisakonstruktsioonide
meetodit.

Lisakonstruktsioonide — meetodiks nimetatakse protseduuri, mille kéaigus

tdiendatakse antud iilesande kohta tehtud joonist uute elementidega nii, et esialgu

lisna raskesti mirgatavad seosed iilesandes antud suuruste ja otsitavate suuruste

vahel saavad selgemaks [35].

T60 teises peatiikis esitatud materjali pohjal voime delda, et joonise tdiendamine uute

elementidega on monede tdestusiilesannete puhul ainsaks vdimaluseks iilesandes

piistitatud probleemi lahendamiseks. Enamikul juhtudel on aga lisakonstruktsioonide
sisse toomine tdestuse oluliseks osaks.

Kasutatud lisakonstruktsioonide seas on selliseid, mis tekivad loomulikult iilesande

andmete pohjal, aga on ka neid, mis ei ole nii ilmsed ning nduavad lahendajalt

leidlikkust ja niisugust tiilipi iilesannete lahendamise kogemust. Esimeste
lisakonstruktsioonide nédideteks on uute elementide (16ikude, sirgete, ringjoonte jne)
moodustamine joonisel olemasolevate punktide ihendamisel, 16ikude pikendamine
jne [9]. Teiste nédideteks on antud 16ikudega voi sirgetega paralleelsete voi ristuvate
sirgete tOmbamine, siimmeetriliste punktide, 16ikude voi sirgete joonistamine jne.

Kui esimesel juhul onnestub lahendajal kasutada lisakonstruktsioonide meetodit isegi

siis, kui ta seda ei mdista, siis teist liiki lisakonstruktsioonide tegemine eeldab selle

meetodi tundmist ja teadlikku rakendamist.
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Selle meetodi rakendamist geomeetriaiilesannete lahendamisel saab kirjeldada

jargmise algoritmi abil [9].

1.  Proovi lahendada iilesannet lisakonstruktsioone tegemata.

2. Kui dnnestub tulemuseni jouda, siis kirjuta lahendus ja lopeta. Kui ei dnnestu,
siis jatka.

3. Tee otstarbekad olemasolevate punktide iihendamisel saadud sirg- ja/vdi
ringjoonelised lisakonstruktsioonid ja proovi niiiid lahendada tilesannet.

4.  Kui onnestub tulemuseni jouda, siis kirjuta lahendus ja 1dpeta. Kui ei onnestu,
siis jatka.

5.  Kasuta mittestandardseid lisakonstruktsioone ja proovi niitid lahendada
iilesannet.

6.  Kui dnnestub tulemuseni jouda, siis kirjuta lahendus ja lopeta. Kui ei dnnestu,
siis vaata kas punkti 2 voi punkti 5 voi kiisi abi.

Kokkuvottes voib Oelda, et keerukamate geomeetriaiilesannete lahendamisel on

esmatéhtis Oige joonise tegemine ja pérast seda lilesandes antud ja otsitavate

elementide vahelise seose leidmine lisakonstruktsioonide abil. Moningaid tdhtsamaid

kolmnurga geomeetrias kasutatavaid lisakonstruktsioone vaatleme jargmistes

paragrahvides.

§ 2. Kolmnurga tseviaanidega seotud lisakonstruktsioonid

Lisakonstruktsioon 3.2.1. Kui kolmnurgas on antud tseviaan, siis tombame selle
tseviaani aluspunktist kolmnurga kiilgedega paralleelsed l6igud.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu 44, kolmnurga ABC tseviaan (sh mediaan, nurgapoolitaja voi kdrgus).

= Kui 4, onkiilje AC selline sisepunkt,
et AA,||AB, siis saame kasutada B
kiirteteoreemi: nurk  ACB  ning LK,
paralleelsed 10ikajad AB ja A A4,
médravad seose
C4 B 4B . A A, c

. Kolmnurgad 4ABC ja A4,4,C on sarnased.
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Mairkused.
a)  Punktist 4, tdmmatud 151k vOib olla ka kiiljega AC paralleelne.

b) Kui tseviaan A4, osutub kolmnurga mediaaniks, siis 4, on 1digu AC
keskpunkt ja 16ik 4,4, on kolmnurga ABC keskloik.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud nditeks teoreemi 2.1.3. ja lause 2.4.41.
toestamisel ning lilesannete 2.3.1. ja 2.6.3. lahendamisel.

Lisakonstruktsioon 3.2.2. Kui kolmnurgas on erinevatest tippudest tommatud
kaks tseviaani, siis iihe tseviaani aluspunktist tombame teise tseviaaniga
paralleelse kiire.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

L
. Olgu A4, ja BB, kolmnurga A4BC K
tseviaanid ning O nende 16ikepunkt.

=  Kui 4, onkiilje AC selline sisepunkt,
et A4, ||BB, siis tekib kaks
kiirteteoreemi olukorda:

tseviaan
B, A c

a) nurk ACB ning paralleelsed 10ikajad 4 4, ja BB, midravad seose

C4, A4,B
CA  AB

ning A4,4,C~ABB,C.
b) nurk 4,AC ning paralleelsed 16ikajad 4,4, ja OB, mééravad seose

40 _ 04
AB, B,

ning A4A4 A, ~ AAOB,.

Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada niiteks teoreemi 2.1.3. tdestamisel ning
jargmise iilesande lahendamisel.

Ulesanne. Kolmnurga ABC kiilgedel BC ja AC on valitud vastavalt punktid 4, ja
B, nii, et kehtivad seosed

B4 _1 o, AB_1
AC P ) BC 4q°

Leida, millises suhtes jaotab tseviaanide 44, ja BB, 16ikepunkt mdlemad tseviaanid.
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Lisakonstruktsioon 3.2.3. Kui kolmnurgas on erinevatest tippudest tommatud
kaks tseviaani, siis pikendame iihest tipust tommatud tseviaani iile selle
aluspunkti kuni [oikumiseni sirgega, mis ldbib teist tippu ja on paralleelne
vastaskiiljega.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu A4, ja BB, kolmnurga
ABC mis tahes tseviaanid ning
O nende 10ikepunkt. Olgu B,
labi punkti A4 kiljega BC
paralleelse sirge ja tseviaani BB,
pikenduse ldikepunkt.

= Siis on sarnased jirgmised A ~_ "By c
kolmnurgad: A !
a) AAOB, ~ AAOB:; N
<
b) AABB, ~ACBB. B,

Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada niiteks jargmise iilesande lahendamisel.

Ulesanne. Kolmnurga ABC kiilgedel 4B ja AC on valitud vastavalt punktid C, ja
B, nii, et kehtivad seosed

AC, ) . AB,
3

_ _4
C.B BC 5

Leida, millises suhtes jaotab tseviaan CC, tseviaani BB, .

Lisakonstruktsioon 3.2.4. Kui on antud kolmnurga kahe kiilje sisepunkte iihendav
loik, mis ei ole paralleelne kiiljega, siis voime pikendada seda [oiku ja leida selle
pikenduse loikepunkti kolmanda kiilje pikendusega ning

a) leida loikepunkti kolmanda kiiljega paralleelse ja selle vastastippu ldbiva
sirgega (vt LK4);

b) tommata 16igu otspunktidest kolmnurga kiilgedega paralleelseid loike (vt
LKs5).
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Lisakonstruktsiooni tulemus.
. LK4 juhul on sarnased jargmised kolmnurgad:
AQBQ, ~ AQCF, ja APBQ, ~ APAPF.
. LKs juhul tekib kiirteteoreemi olukord: Z4BC ja loikajad QQ, || AC ning
tekivad ka sarnased kolmnurgad:
APQQ, ~APPA ja ABQQ, ~ABCA.
Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada néiteks jargmise iilesande lahendamisel.

Ulesanne. Punkt C, on vdetud kolmnurga ABC kiiljel AB nii, et AB=3AC, ning
punkt B, asub kiilje A4C pikendusel iile tipu C ja rahuldab tingimust 4B, =2AC.
Leida, millises suhtes jaotab sirge B,C, kiilje BC.

Lisakonstruktsioon 3.2.5. Kui kolmnurga iihest tipust on tommatud tseviaan ja selle
nurga ldhiskiilgedel asuvaid punkte iihendav kuid kiiljega mitteparalleelne [oik, siis
voime

a) pikendada seda l[oiku ja leida selle pikenduse Iloikepunktid kolmnurga

kolmanda kiilje pikendusega ning selle kiilje vastastippu ldbiva ja kiiljega
paralleelse sirgega (vt LK),

b) tommata kolmnurga tippudest ja vaadeldava tseviaani aluspunktist antud
loiguga paralleelseid loike (vt LK7).

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu O antud tseviaani A4, ja 1digu PQ Idikepunkt, punkt A 1digu PQ
pikenduse ja kiilje BC pikenduse 1dikepunkt ning asugu punkt O, 1d6igu PQ
pikendusel nii, et AQ, || BC.

= LK korral tekib kolm paari sarnaseid kolmnurki:

AAPQ,~ABPR,  AQQ, ~ACQR,  AAOQ,~AAOR.
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. LK korral tekib péris mitmeid sarnaste kolmnurkade paare ning saab korduvalt
rakendada ka kiirteteoreemi, nditeks tekib kaks pdhilist kiirteteoreemi
rakendamise vOimalust:

ZA A4, jaldikajad OQ|| OB, || 44, ;
ZBCB, jalodikajad A A4, || BB,.
Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada néiteks jargmise iilesande lahendamisel.

Ulesanne. Kolmnurga ABC kiilgedel AB, BC ja AC on vdetud vastavalt punktid
P, O ja B, nii, et kehtivad vordused

AP BO_ 1 . CB .

2 == a =
PB oc 2 B.A

b

Leida, millises suhtes jaotab 161k PQ tseviaani BB, .

§ 3. Mediaanidega seotud lisakonstruktsioonid

Lisakonstruktsioon 3.3.1. Kui kolmnurgas on antud kiilgede keskpunktid, siis
tombame mediaanid.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Mediaan jaotab kolmnurga kaheks
vordpindseks kolmnurgaks ja kolm
mediaani jaotavad kolmnurga kuueks
vordpindseks kolmnurgaks.

. Mediaanide 18ikepunkt jaotab iga
mediaani suhtes 2:1 kolmnurga tipust
alates.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud niiteks teoreemide 2.1.10. ja 2.1.19.
tdestamisel ning lilesande 2.3.2. lahendamisel.

Lisakonstruktsioon 3.3.2. Kui kolmnurgas on antud mediaan, siis pikendame
seda mediaani iile aluspunkti mediaani pikkuse vorra.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

LKq

mediaan
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. Olgu A4, kolmnurga ABC mediaan ning punkt 4, saadud mediaani A4
pikendamisel iile punkti 4, nii, et 44, = 4,4,

. Siis
a) nelinurk ABA,C on roopkiilik (vt Teoreem 2.1.2.);

b)  kolmnurgad A4B ja 4,4C ning AAC ja A,A B on vastavalt vordsed
tunnuse KKK pdhjal;

c) 10igud 4,4,, B4, ja CA4, on vastavalt kolmnurkade BA4,C, ABA, ja
ACA, mediaanid.

Mairkused.

a) Kui kolmnurgas on antud kaks vOi kolm mediaani, siis analoogiliselt saab
moodustada vastavalt kaks voi kolm ré6pkiilikut.

b) Vaadelda vaib ka roopkiilikuid, mis tekivad kolmnurga mediaani pikendamisel

iile aluspunkti kas L v8i 2 mediaani pikkuse vorra.

3 3

Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada nditeks jarelduse 2.1.6. kehtivuse
kontrollimisel, teoreemide 2.1.23. ja 2.1.24. tdestamisel ning jirgmise {iilesande
lahendamisel.

Ulesanne. Leida kolmnurga pindala, kui selle kolmnurga mediaanide pikkused on
12, 15ja 21.

Lisakonstruktsioon 3.3.3. Kui kolmnurgas on antud kaks mediaani, siis iihendame
nende aluspunktid.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Mediaanide aluspunkte iihendav 161k LK
osutub selle kolmnurga keskldiguks, mille 10
pikkus on pool selle kiilje pikkusest, mille
otspunktidest on tdmmatud mediaanid.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks
teoreemide 2.1.3. ja 2.1.4. tdestamisel.

Lisakonstruktsioon 3.3.4. Kui kolmnurgas on iihest tipust tommatud mediaan ja
teisest tipust tommatud tseviaan (sh teine mediaan, nurgapoolitaja voi korgus),
siis pikendame mediaani nii, et tekiks roopkiilik.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu O kolmnurga ABC mediaani A4, ja mis tahes tseviaani BB, ldikepunkt
ning punkt D selline, et ABDC on réopkiilik.

. Siis kolmnurgad AOB, ja DOB on sarnased.
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. Erijuhul, kui BB, on kolmnurga ABC teine mediaan, siis saame mediaanide
pohiomaduse kujul
BO
OB,

=49
O4,
. Kui BB, on niiteks kolmnurga ABC nurgapoolitaja, siis nurgapoolitaja
pohiomadust kasutades saame, et
BO BC
—=1+—.
OB, AB
Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks teoreemide 2.10.6., 2.10.7. ja 2.10.8
ning lause 2.1.31. tdestamisel.

Lisakonstruktsioon 3.3.5. Kui tdisnurkses kolmnurgas on hiipotenuusile tommatud
mediaan, siis joonestame antud kolmnurga timberringjoone.
Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Antud kolmnurga iimberringjoone keskpunkt iihtib hiipotenuusile tommatud
mediaani aluspunktiga (vt joonis LK;>).

Mirkus. Voib toimida ka vastupidises suunas: kui on antud tdisnurkne kolmnurk ja
selle kolmnurga timberringjoon oma keskpunktiga, siis iithendades tdisnurga tipu
timberringjoone keskpunktiga saame kolmnurga mediaani.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks teoreemi 2.1.39. toestamisel.

1 C1=O 1
: taisnurkne kolmnurk /

~

. . 7z
~ . Umberringjoon _~
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Lisakonstruktsioon 3.3.6. Kui kolmnurgas on tommatud mediaan ja antud selle
kolmnurga iimberringjoon oma keskpunktiga, siis iihendame mediaani aluspunkti
ja iimberringjoone keskpunkti.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Mediaani aluspunkti ja timberringjoone keskpunkti l1dbiv sirge osutub selle
kolmnurga kiilje keskristsirgeks (vt joonis LK;3).

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks teoreemide 2.2.1. ja 2.2.6. ning lause
2.2.8. toestamisel.

§ 4. Nurgapoolitajatega seotud lisakonstruktsioonid

Lisakonstruktsioon 3.4.1. Kui kolmnurgas on antud sisenurga poolitaja, siis ldibi
selle nurgapoolitaja aluspunkti tombame kolmnurga kiilgedega paralleelsed
sirged.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu 44, kolmnurga ABC
sisenurga poolitaja ning B, ja C,
vastavalt kiilgede AC ja AB
sellised punktid, et 4,C, || AC ja
AB, || 4B .

. Siis nelinurk 4B,4,C, on romb.

Mairkused.

a)  Monikord on kasulikum vaadelda tekkinud vordhaarset kolmnurka AC 4, (voi
ABA).

b) Mirgime, et seejuures kolmnurgad ABC, C,B4, ja B,4,C on sarnased.

Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada nditeks iilesande 2.6.3. lahendamisel, lause
2.4.41. tdestamisel ning jargmise iilesande lahendamisel.

Ulesanne. Kolmnurga ABC nurk ACB on 120°. Tdestada, et selle nurga

vastaskiiljele tdmmatud nurgapoolitaja pikkus on ab_ \i BC=a ja AC=b.

a+b’

Lisakonstruktsioon 3.4.2. Kui kolmnurgas on antud sisenurga poolitaja, siis
pikendame nurgapoolitajat iile selle aluspunkti kuni loikumiseni sirgega, mis
ldbib selle kolmnurga teist tippu ja on paralleelne selle tipu vastaskiiljega.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu A4, kolmnurga ABC sisenurga poolitaja. Olgu s punkti C (vOi punkti
B) labiv ja kiiljega AB (vdi kiiljega AC) paralleelne sirge. Olgu A4, sirge s
janurgapoolitaja A4, pikenduse ldikepunkt.
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. Siis  kolmnurk  ACA4, on
vordhaarne ja AABA ~ A4,CA4,.

Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada
néiteks jargmise lilesande lahendamisel.

Ulesanne. Kolmnurga kahe Kkiilje
pikkused on @ ja b ning nende

kiilgede vahelise nurga poolitaja
nurgapoolitaja

pikkus on /. Leida selle nurga
suurus.

Lisakonstruktsioon 3.4.3. Kui kolmnurgas on antud sisenurga poolitaja, siis iile
selle nurga tipu pikendame iihte selle nurga ldhiskiilgedest ja ldbi kolmanda tipu

tombame nurgapoolitajaga paralleelse sirge.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu A4, kolmnurga ABC sisenurga
poolitaja. Olgu s nditeks punkti C labiv ja
nurgapoolitajaga A4, paralleelne sirge.
Olgu 4, sirge s ja kiilje 4B pikenduse
16ikepunkt.

. Siis kolmnurk CA4, on vdrdhaarne ja
AABA, ~ A4,BC .

LK,

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks
teoreemi 2.4.4. tOestamisel.

Lisakonstruktsioon 3.4.4. Kui kolmnurgas on antud sisenurga poolitaja, siis
leiame kolmnurga tippudega siimmeetrilised punktid antud nurgapoolitaja suhtes.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu A4, kolmnurga ABC sisenurga
poolitaja. Olgu B, ja C, vastavalt
punktidega B ja C stimmeetrilised
punktid nurgapoolitaja 44, suhtes.

. Siis saame, et punktid B, ja C, asuvad

vastavalt sirgetel AC ja AB. Seega
tekivad sarnased vordhaarsed kolmnurgad

BAB, ja C,AC.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks s
teoreemi 2.4.4. tdestamisel. .
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Lisakonstruktsioon 3.4.5. Kui kolmnurgas on antud vihemalt kaks
nurgapoolitajat, siis joonestame antud kolmnurga siseringjoone.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Antud kolmnurga siseringjoone keskpunkt
langeb kokku selle kolmnurga
nurgapoolitajate 16ikepunktiga.

Mirkus. Siin on voimalik ka vastupidine
arutlus: kui on antud kolmnurk ja selle
siseringjoon oma keskpunktiga, siis
siseringjoone  keskpunkti ja mis tahes
kolmnurga tippu ldbiv sirge osutub antud
kolmnurga sisenurga poolitajaks.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks teoreemi 2.5.8. osa a) toestamisel.

Lisakonstruktsioon 3.4.6. Kui kolmnurgas on antud sisenurga poolitaja, siis
joonestame selle kolmnurga iimberringjoone ja pikendame nurgapoolitajat
loikumiseni timberringjoonega.

Lisakonstruktsiooni tulemus.
. Olgu 44, kolmnurga ABC sisenurga
poolitaja ning 4, nurgapoolitaja pikenduse

ja  kolmnurga ABC  lmberringjoone
16ikepunkt.

. Siis punkt 4, poolitab kaare BC ning
BA, = CA, (vt Teoreem 2.5.1. ja Jdreldus e
2.5.2).

Mirkused. Ay

a) Kui O on lmberringjoone keskpunkt, siis O4, on kolmnurga kiille BC
keskristsirge.

b)  Ulaltoodud lisakonstruktsioon annab meile idee nurgapoolitaja joonestamiseks.
Kui on antud kolmnurk ja selle timberringjoon, siis poolitades niiteks kaare
BC vdi konstrueerides kiilje BC keskristsirge ja leides selle 18ikepunkti
timberringjoonega, oleme leidnud nurgapoolitaja punkti 4, .

Seda lisakonstruktsiooni saab kasutada niiteks lause 2.4.34. ja teoreemide 2.4.43. osa
b), 2.4.45., 2.5.10., 2.5.11., 2.10.1. ja 2.10.3. tdestamisel ning jdrgmise iilesande
lahendamisel.

Ulesanne. Tiisnurkses kolmnurgas tdisnurga tipust tdmmatud mediaani ja
nurgapoolitaja vaheline nurk on 10°. Leida antud kolmnurga teravnurgad.
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Lisakonstruktsioon 3.4.7. Kui kolmnurgas on antud kahe vilisnurga poolitaja
loikepunkt, siis joonestame nende nurkade lihiskiilje kiilgringjoone.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Antud kolmnurga kiilgringjoone
keskpunkt langeb kokku selle
kolmnurga kahe vastava vélisnurga
poolitaja  ja  kolmanda  nurga
sisenurga poolitaja 15ikepunktiga.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud
nditeks teoreemide 2.4.20. ja 2.5.6.
toestamisel.

§ 5. Korgustega seotud lisakonstruktsioonid

Lisakonstruktsioon 3.5.1. Kui kolmnurgas on antud kahest tipust tommatud
korgused, siis joonestame ringjoone ldbi antud korguste aluspunktide ja kas libi
vaadeldava kahe tipu voi libi korguste loikepunkti ja kolmnurga kolmanda tipu.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu A4, ja BB, kolmnurga ABC korgused ning O nende 10ikepunkt, siis
esimesel juhul 16k AB ja teisel juhul 161k CO on (vt Teoreem 2.8.1.)
joonestatud ringjoonte diameetrid (vt joonis LK3)).

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud nditeks lause 2.7.21. ja teoreemi 2.8.1.
toestamisel ning tilesannete 2.9.4. ja 2.9.5. lahendamisel.
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Lisakonstruktsioon 3.5.2. Kui niirinurkses kolmnurgas on antud korguste
loikepunkt, siis moodustame kolmnurga, mille tippudeks on esialgse kolmnurga
teravnurkade tipud ja korguste loikepunkt.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Olgu ABC niirinurkne kolmnurk niirinurgaga BAC ning O selle kolmnurga
korguste 16ikepunkt.

. Siis punkt 4 on teravnurkse kolmnurga BOC korguste 1oikepunkt. Seega ka
kolmnurga BOC jaoks saab kasutada koiki korguste omadusi.

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks jarelduse 2.7.18. tdestamisel.
Lisakonstruktsioon 3.5.3. Kui kolmnurgas on antud korguste loikepunkt, siis ldbi
kolmnurga tippude tombame vastaskiilgedega paralleelsed sirged.
Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Kui antud kolmnurga korral tdmbame 1dbi kolmnurga tippude vastaskiilgedega
paralleelsed sirged, siis tekib suurem kolmnurk, mille kiilgede keskpunktideks
on esialgse kolmnurga tipud, ning mille keskristsirgete 1dikepunktiks on
esialgse kolmnurga kdrguste 1dikepunkt (vt joonis LK73).

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud nditeks teoreemi 2.7.3. ja lause 2.8.11. osa b)
toestamisel.

Lisakonstruktsioon 3.5.4. Kui kolmnurgas on antud korguste loikepunkt, siis
joonestame selle kolmnurga iimberringjoone.

Lisakonstruktsiooni tulemus.

. Vastavalt teoreemile 2.8.3. osutub antud kolmnurga kdrguse pikenduse ja selle
kolmnurga timberringjoone 16ikepunkt korguste 1dikepunktiga stimmeetriliseks
punktiks selle kolmnurga kiilje suhtes, millele vaadeldav kdrgus on tdmmatud
(vt joonis LK34).

Seda lisakonstruktsiooni on kasutatud néiteks teoreemi 2.8.3. toestamisel.
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Kokkuvote

Kéesoleva magistritdd esimeses peatiikis esitatud analiiiis néitab, et Rahvusvahelistel
Matemaatika Olliimpiaadidel on Eesti vdistkondade tdsisemaks probleemiks
geomeetria  (planimeetria) llesannete lahendamine ning peaaegu puudub
rahvusvahelisele tasemele vastav geomeetriaiilesannete lahendusmeetodeid késitlev
eestikeelne kirjandus. Kdige levinumateks tdiendavateks Oppevahenditeks eesti
keeles, lisaks iilesannete kogudele kooligeomeetrias, on O. Kérneri brosiiiir
,Taiendavaid kiisimusi planimeetriast IX klassile” (vt [7]) ja I. Sardgini raamat
pohikoolile ,, Tasandi geomeetria” (vt [16]), milles on toestatud vaid pohitulemused
geomeetriliste kujundite kohta ning on vdhe mitmekesiseid nditeid oliimpiaadide
tasemel. Siinjuures tuleks tdhelepanu pdorata ka jargmisele asjaolule: kui koolis isegi
tdestatakse mingi tulemus, siis tavaliselt jadb analiitisimata, kas kehtib ka antud viite
poordteoreem, mille tundmine kuulub oliimpiaadiiilesannete lahendaja pohioskuste

hulka.

Ulaléeldut arvestades, on autori poolt tehtud Rahvusvaheliste Matemaatika
Oliimpiaadide ja matemaatikavoistluste alase kirjanduse analiiiis, mille eesmargiks
oli vilja selgitada need baasteadmised, pohimeetodid ja ka matemaatilised ideed,
mille tundmine on vajalik sellise matemaatilise motlemisviisi kujundamisele, mis

tagaks ka edu matemaatikavdistlustel.

Geomeetriaiilesannete temaatikat puudutav uurimus niitas, et viimaste RMO
geomeetriaiilesandeid voOib liigitada jargmiste alateemade jéargi: nurgad ja
meetrilised seosed ringi elementide vahel, geomeetrilised teisendused, meetrilised

seosed kolmnurgas ja geomeetrilised vorratused.

Selle magistritod teises peatiikis on siistematiseeritud eeldatavad teadmised,
oskused ja meetodid geomeetriaiilesannete edukaks lahendamiseks. Selleks on
eelnevalt 14bi tootatud mahukas iilesannete kogum, millest on valitud voi millest
saadud ideede baasil on konstrueeritud teoreetilise sisuga iilesanded. Need on
sonastatud kas teoreemidena voi lausetena ja varustatud tdestustega. Konstrueeritud

ja ka tdestatud on iisna palju poordiilesandeid.
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To6s esitatud tulemused kuuluvad nn kolmnurga geomeetria valdkonda. Vaatluse
all on kolmnurga kolm pdhitseviaani (mediaan, nurgapoolitaja ja korgus) ning
kolmnurgaga seotud ringjooned. Iga pohitseviaani korral valitud materjal on
jaotatud jargmisteks alateemadeks: pdhitseviaani moiste ja sellega seotud
pohitulemuse erinevad tdestused, pdhitseviaanide tdiendavad omadused ja seosed
kolmnurga elementidega, erinevad vdimalused kolmnurga pindala leidmiseks,
geomeetrilised vordused ja vorratused, kolmnurkade voOrdsuse tunnused
poOhitseviaane kasutades, tarvilikud ja piisavad tingimused kolmnurga liigi
midramiseks pohitseviaanide abil. Sellega on kaetud enamus rahvusvaheliste
olimpiaadide geomeetriaiilesannete temaatikast. Materjali kinnistamiseks on

pakutud ka mdned teemaga sobivad vdistlusiilesanded.

Selleks, et anda tdiendavaid vihjeid, kuidas on vOoimalik konkreetsest iilesandest
lahtudes valida sobivat meetodit selle iilesande lahendamiseks, on autor t66
kolmandas peatiikis andnud nn lisakonstruktsioonide meetodi kirjelduse, mis
seisneb uute elementide lisamises antud iilesande kohta tehtud joonisel. Selle
meetodi ndideteks on lihtsamal juhul olemasolevate punktide {ihendamine 16igu voi
ringjoonega ja 1digu pikendamine ning keerulisematel juhtudel siimmeetriliste
16ikude otsimine ja ristuvate voi paralleelsete ldikude konstrueerimine voi joonise
tdiendamine mingi geomeetrilise kujundiga. Antakse ka tdiendavaid soovitusi sobiva
lisakonstruktsiooni leidmiseks teatud liiki tilesannete korral. Lisakonstruktsioonid on

antud koos selgitustega ja illustreeritud joonistega.

To0s kasutatavate jooniste tegemiseks ja teoreemide hiipoteeside piistitamiseks on

kasutatud diinaamilise geomeetria programmi GeoGebra.

Kéesoleva magistritdd osasid saab valikuliselt kasutada ka néitliku dppematerjalina,
mille abil voib omandada nii geomeetriaiilesannete lahendusmeetodite kasutamise

oskust, kui ka tutvuda pdhitddedega erineva tasemega teoreemide tdestamisel.
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Main results and methods of proving in geometry

of line segments associated with a triangle

Maksim Ivanov
Summary

The analysis presented in Chapter I of the present Master’s Thesis shows that the
most serious difficulty of the Estonian teams participating in the International
Mathematical Olympiads is solving problems in geometry (planimetry). At present
there is not enough literature offering methods for solving geometrical problems at
the level meeting the international standards published in the Estonian language. The
most popular additional study aids in the Estonian language which have been
published besides school textbooks in geometry are O. Kérner's ,,Additional issues
of planimetry for Form 9 (see [7]) and I. Sharygin’s book ,,Plane geometry* (see
[15]) which the basic results concerning geometrical figures have been proved and
which contain too few diverse examples for the Olympiad level. At the same time
attention should be paid to the following circumstances: if some result is even proved
at school, the analysis is not usually made whether the converse of a theorem is valid.

This is one of the basic skills of the student who solves the Olympiad problems.

Considering the above said, the author of the Thesis has analyzed the literature
concerning the materials of the International Mathematical Olympiads and
mathematical contests with the purpose of revealing the basic concepts and methods
of solution and also basic mathematical principles which must be known to develop

the mathematical way of thinking which guarantees success at mathematical contests.

The research on the issues of geometrical problems showed that geometrical tasks at
the last International Mathematical Olympiads can be divided into groups on the
basic of the subthemes: angles and metric relations in circles, geometrical

transformations, metric connections in the triangle and geometrical inequalities.

In Chapter II of the present Thesis systematized prior knowledge, skills and methods
for the successful solution of geometrical problems have been given. A big collection
of problems has been analyzed. A selection of ideas has been made on the basis of

which theoretical tasks have been constructed. The tasks have been worded either as
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theorems or lemmas supplied with proofs. Quite many converse problems have been

constructed and proved.

The results presented in the Thesis belong to the so-called triangle sphere of
geometry. The three basic cevians of the triangle (median, angle bisector and
altitude) have been treated. Also, the circles connected with the triangle have been
included. In the case of each basic cevian the selected material has been divided into
subthemes: the notion of the basic cevian and the different proofs of the main result
connected with it, additional properties of basic cevians and connections with the
elements of the triangle, different possibilities for finding the area of the triangle,
geometrical equalities and inequalities, the congruence theorems of triangles using
basic cevians, necessary and sufficient conditions for determining the type of the
triangle with the help of basic cevians. These themes cover the majority of issues of
geometrical problems given to students at the International Mathematical Olympiads.
To reinforce the obtained knowledge, some contest tasks related to these themes have

been provided.

With the purpose of giving additional hints how to solve the problem selecting the
proper method, the author of the Thesis, in Chapter III, has included the description
of the method of extra constructions which involves the addition of new elements of
the given task in a drawing. The simpler examples of the method are the connection
of the given points with a straight line or a circle and the prolongation of a line. In
the more complicated cases the search for symmetrical lines and the construction of
crossing or parallel lines, or the perfection of the drawing with some geometrical
figure. Also, recommendations are given for finding a suitable additional
construction in the case of certain problems. The additional constructions have been

given together with explanations and illustrations in the form of drawings.

To make the drawings used in the Thesis and for raising the hypotheses for theorems,

the dynamic geometry program GeoGebra was used.

The parts of the present Master’s Thesis can be used selectively as visual aids in
teaching. With the help of these materials it is possible to obtain the skills of using
the solution methods for geometrical problems and also to get acquainted with basic

ideas for proving theorems of different levels.
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