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Saateks.

Ruumi algõpetuse I anne läheb teist korda trükki. Olen aine

ümbertöötanud nii, et seda raamatut omaks tööks loen ja Nathingi
nime pealkirjast ära jätan. Nathingi mõju võib tunduda küll ainult

üldises kavas; kuid niipalju ühist on sel raamatul suurema osa

õpperaamatutega. Peale I-ses trükis juba sissetoodud sümmeetria

mõiste ja katse funktsionaalsuse mõistet sisse tuua olen siin kat-

sunud veel liikumise metoodi tarvitada. Ülesanded on, peale mõne

üksiku, teised kui Nathingil ja nende korraldus teine. Olen katsu-
nud neid anda iga «lause" järele, kus aga võimalik oli, ja nii neid
ära jaotada terve kursuse peale võimalikult ühetasaselt.

Esimese trükiga võrreldes olen ma aine hulka vähendanud:
ühe osa välja jätnud, teda algkoolis läbivõetuks lugedes, teise osa

ülesannetesse mahutanud. I-se trüki paragrahvid on siin paragrahvi
numbritele klambris juure lisatud.

Oskussõnades olen käinud «Matemaatika sõnastiku" 111-nda

trüki järele, ainult «puutuja" asemel tarvitan, nagu ennegi, sõna

«riivaja" teda täpsamaks pidades, sõnadele, «paralleelne", «paralle-
logramm", „romb“ olen eesõiguse annud sõnade «rööbik", «rööp-
külik", «kaldruut" ees. Õpetajal ei tohiks raske olla neid sõnu oma

maitse järele tarvitusele võtta.

Joonised on uued. Nende valmistamise eest ütlen sooja tänu

hra ins. Ludwig Sapotzkyle.
Ka kirjastaja on lahkesti vastu tulnud ja kõik teinud, et raama-

tule meeldivat välimust anda.

Loodan, et see raamat uuesti sündinud kujul niisama lahket
vastuvõttu leiab, nagu 1-ne trükk.

Tartus, 4. aug. 1923.

Oskar Perli.





Sissejuhatus.
I

1. (5) Võtame ruudu, mille külg on 8 pikkuse üksust ja jagame
ta ruutüksusteks; siis saame BxB ruutüksust. Lõikame selle ruudu

4-ks osaks, nagu näitab joonis 1. ja seame

temast kokku püstküliku, nagu näitab joonis 2.

Selle püstküliku pikkus on 8-j-5=13 pikkuse
üksust ja laius 5 pikkuse üksust; sellega tema

pind on 5X13=65 ruutüksust.

Nii tuleb välja, et 8x8=65. Me teame,

et see õige ei ole. Milles seisab viga? Viga
seisab selles, et sirge nurkjoone asemel peab
olema õige kitsas parallelogramm (rööpkülik).

Sellest näitest selgub, et kujude geomeetri-
liste omaduste leidmiseks on meie silma- Jvon i

nägemine puudulik abiriist, mida

me mitte alati küllalt usaldada ei

või, vaid me peame teravamat,
täpsamat abiriista tarvitama.

Meie kõige teravamaks ja täpsa-
maks abiriistaks on meie mõistus.

Oma mõistusega loogiliselt mõ-
2 UUld Ui vlblUbUf' d IVUgllloüll mv

teldes, tehes ühe või mitme juba tunnustatud tõe põhjal uusi järel-

dusi, ehitame põhimõistete, definitsioonide ja aksioomide

peale terve ruumkujundite omaduste süsteemi üles.

Oma mõtlemise tagajärgi ehk saavutusi väljendame teoree-

midena ehk lausetena.
2. (1) Meie arusaamise järele on ruum ilmotsatu: ei ole tal

algust, ei lõppu, „ei äärt kusagil, ja keskkoht igalpooP. Niisuguse
arusaamise ruumist andis Itaalia mõttetark Giordano Bruno (surnud
tuleriidal 17. veebr. 1600).

Ruum laotab end laiali kolmes peasihis 1) üles- ja allapoole,

2) paremale ja vasakule poole, 3) ette- ja tahapoole: Ruumil on

3 mõõdet.
Ilmotsatut ruumi me vaadelda ei jaksa, vaid me vaatleme

ainult ruumi osasid.
Ruumi igalt poolt piiratut osa nim. geomeetriliseks kehaks.

Kehal on 3 mõõdet—pikkus, laius ja kõrgus igaühte neist võib

tarviduse järele nimetada ka sügavuseks voi paksuseks.
Piiri, mis ühte ruumiosa teisest lahutab, nim. pinnaks.

Kui pinnast kõneldakse, siis võetakse arvesse ainult 2 mõõdet.
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Piiri, mis ühte pinnaosa teisest lahutab, nim. jooneks.Kui joonest kõneldakse, siis võetakse arvesse ainult 1 mõõde—

Piiri, mis ühte jooneosa teisest lahutab, nim. punktiks
Punktil ei ole ühtegi mõõdet.
3. Pinnal on kaks külge ehk poolt, neid nim. sagedasti pare-maks ja pahemaks küljeks ehk pooleks. Üks külg on pöördud

ruumi uhe osa poole, teine külg — teise osa poole. Ruumi ühest
osast ei paase teise mitte teisiti, kui pinnast läbi tungides.

öiiski on olemas ka ühe poolega pind, n. n. „Moebiuse leht“.
Võtame pabeririba ja kleebime tema otsad nii kokku, et ühe otsa
a umine tipp ühte langeb teise otsa ülemise tipuga ja esimese otsa

l

alui
Jlise tipuga, siis saame pinna, n. n.

„Moebiuse lehe
, millel eelpool nimetatud omadusi ei ole.

.

'
mna

,

ei Pääse meie harilikult ka ühest pinnaosast teise
mitte teisiti, kui joonest üle minnes, joont lõigates. On aga ka jooni
olemas, mis pinda nii ei lahuta, näit, spiraal. Ka on olemas
ruumisjooni. Nii siis, mitte iga pind ei ole piir kahe ruumiosa vahel
ja mitte iga joon ei ole piir kahe pinnaosa vahel. Pind ja joon on
iseseisvad mõisted ja suurused.

„

pind, joon ja punkt on geomeetrilised põhi-
mõisted, põhikujundid.

(2) Geomeetrilisi põhimõisteid võib vaadelda ka ümberpöör-
dud järjekorras:

1) Punktil, nagu öeldud, ei ole ühtegi mõõdet; tal on olemas
asend ehk koht.

pnnkt liigub, siis tekib selle liikumise jäljena joon.See liikumine annab joonele ühe mõõte — pikkuse.
Märkus: (9) Kui 3 punkti A, B ja C asuvad

mõne joone peal nii, et A poolt C poole liikudes
me enne kohtame B d ja siis alles CA, siis öeldakse:

.

«Punkt B on A ja C vahel, punkt C on AB
pikenduse peal, punkt A on CB pikenduse
peal."

.

3) Kui lapiti edasi liigub, siis tekib selle liikumise jäljena
pmd. See liikumine annab pinnale teise mõõte — laiuse.

Joon.
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4) Kui pind lapiti edasi liigub, siis tekib selle liikumise jäljena
keha. See liikumine annab kehale kolmanda mõõte — paksuse (kõr-
guse, sügavuse).

5. (3, 4) Punkte, jooni, pindu, kehi ja nende igasuguseid ko-

gusid nim. ühise nimega kujunditeks.
Keha ja igalt poolt piiratud pinnaosa nim. geom. „kujuks“.
Ühtivateks nim. kahte kujundit (ehk kuju) mis peale-

paigutamisel või sissemahutamisel ühte langevad.
Ühtelangevaid punkte, jooni, nurki nim. vastavateks.

Ühtivates kujundites on vastavad jooned ja nurgad võrdsed.

Jooned on sirged ja kõverad; pinnad on tasased ja kõ-

verad.

Sirget joont nim. lühidalt — „sirgeks“, ja tasast pinda lühi-

dalt — „tasapinnaks“.
Mõiste «sirgest joonest* ehk «sirgest* on põhimõiste.
6. (5) Definitsioon ehk mõiste kindlaksmääramine sünnib

sel teel, et nimetatakse sellele mõistele lähema üldmõiste nimi ja
temale lisatakse juure defiinitavi (kindlaks määratava) mõiste liiki

iseloomustav omadus.

Aksioom (ehk põhilause) on tõde, mis teiste tõdede peal ei

põhjene. Ta on nii lihtne, et ta üheltpoolt iseenesest arusaadav

on, ja et teda, teiselt poolt, teiste tõdede abil seletada ei saa, sest

et temast lihtsamaid ei ole.

Tuleb ka ette, et aksioomidena tarvitatakse niisuguseid tõde-

sid, mis ainult üht ülalnimetatud tingimust täidavad.

Aksioomidena tarvitame edaspidi järgmisi tõdesid:

1) Ühe suuruse asemele võidakse panna temaga
võrdne suurus.

2) Kui kahest suurusest on kumbki eraldi võrdne

kolmandaga, siis on nad võrdsed ka isekeskis.

3) Tervik on suurem kui ükski tema osadest.

4) Tervik on kõigi oma osade summa.

5) Kui võrdsed suurused liita võrdsete suurustega,
siis saame võrdsed suurused.

6) Kui võrdsetest suurustest lahutada võrdsed suu-

rused, siis jäävad järele võrdsed suurused.

7) Kui võrdsed' suurused liita võrratute suurustega,
siis saame võrratud suurused, nimelt see summa on

suurem, milles üks liidetav on suurem.

8) Kui võrratutest suurustest lahutada võrdsed suu-

rused, siis on jäägid võrratud; nimelt, kus enam oli,

seal jääb ka enam järele.
9) Kui võrdsetest suurustest lahutada võrratud suu-

rused, siis on jäägid võrratud: seal jääb enam järele,
kust vähem ära võeti.

7. (5) Lause ehk teoreem on tõde, mis põhjeneb teiste

tõdede peal.
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Rida arutusi, mille abil lause maksvus ära näidatakse, on
lause tõendus.

Järeldus on lause, mille maksvus järgneb otsekohe eelmine-
vast tõest.

Sisuliselt seisab lause koos oletusest ja väitest. Väide
sisaldab tõendatavat tõde, tõde, mille maksvust kindlaks teha näida-
takse ; oletus sisaldab neid tingimusi, mis täidetud peavad olema
et väide õige oleks.

Näide. Oletus: „Kui arvu ristsumma on 3-ga jagatav,“
Väide: „siis on ka arv ise 3-ga jagatav/

Kui me teatavas lauses teeme väite oletuseks ja oletuse väi-
teks, siis saame n. n. ümberpöördud lause; esialgset lauset
nim. niisugusel korral otselauseks.
..

Et lause oletusel kui ka väitel võib olla mitu osa, siis tuleb
ümberpöördud lause saamiseks ära vahetada ühepalju oletuse ja
väite osasid. J

Kui me teatavas lauses tema oletust ja väidet eitame, siis
saame selle lause vastaslause. Näide:

I. Otselause: „Kui arvu ristsumma on 3-ga jagatav, siis on
ka arv ise 3-ga jagatav/

11. Ümberpöördud lause: „Kui arv on 3-ga jagatav, siis on
tema ristsumma 3-ga jagatav/

111. Otselause vastaslause: „Kui arvu ristsumma ei ole
3_ga jagatav, siis ei ole arv ise ka 3-ga jagatav/

IV. Ümberpöördud lause vastaslause; Kui arv ei ole
3 ga jagatav, siis ei ole ka tema ristsumma 3-ga jagatav/
T

Neist 4-st lausest on IV-as I-se järeldus (kuidas nii?) ja 111-as
-se järeldus (kuidas nii?), seepärast on nendest tarvis tõendada

ainult 2, kas I ja 11, või I ja lIL



Planimeetria.

I-ne peatükk: Sirge ja nurgad.

a) Sirge.*

8. (6) Aksioom: Kahe punkti läbi on võimalik ühtai-

nust sirget tõmmata.

Sellest järgneb: 1) Kui kahel sirgel on kaks ühist punkti, siis

langevad nad ühte tervel omal ulatusel.

2) Kaks punkti määravad sirge asendi ruumis.
Ülesanne 1) Antud on 3,4, 5, n punkti, millest ükski

3 ühel sirgel ei asu. Nendest sirged läbi tõmmata! Mitu sirget saab?
9. (7) Sirget joont võime mõelda mõlemale poole otsatu piken-

dataks.

Sel korral nim. sirget joont otsatu sirgeks ehk lihtsalt

sirgeks.
On sirge ühelt poolt piiratud, siis nim. teda kiireks.

Mõlemalt poolt piiratut sirget nim. sirglõiguks.
Sirget tähistame kahe suure ladinakeelse tähega, millest kumbki

tähistab mingisugust punkti sellel sirgel; kiirel on üks ja sirglõigul
mõlemad tähed otsapunktidel. Sirget võib tähistada ka ühe väikese

tähega. Kui sirglõiku tähistada ühe väikese tähega, siis on see

täht ühtlasi sirglõigu nimeks ja mõõtarvuks.

10. (7) Kahe punkti kaugust teineteisest arvatakse neist

punktidest läbiminevat sirget mööda ja selleks kauguseks loetakse

nende punktide vahel olevat sirglõiku. Sel põhjal väljendatakse
eelmist aksioomi [B] sagedasti ka järgmisel kujul:

Sirge on kõige lühem tee kahe punkti vahel.

Ülesanded. 2) Joonestada 2 sirglõiku ja võrrelda neid!

3) Antud sirglõik asetada antud sirge peale antud punktist alates.

4) Joonestada sirglõik x = a-j-b, kus a ja b on antud sirglõigud.
5)

„ „ y=a —b, kus a ja b on antud sirglõigud.
6) „ „ z ==6c* kus con antud sirglõik.
7) „ „

x=3a+ b — 2c, kus a, b, ja c on antud

sirglõigud.
8) Sirglõigu AB keskkoht on M. Tuleb äranäidata, et CM on

kauguste CA ja CB poolvahe, kui C on võetud AB peal,
ja et CM on kauguste CA ja CB poolsumma, kui C on

võetud AB pikenduse peal.
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9) Kuidas võiks eelmise ülesande väidet ühe võrdsuse abil kirju-
tada, kui arvesse võtta sirglõikude sihti?

11. Kahe sirge vastastikkune asend. 1) Kui kahel
sirgel on 2 ühist punkti, siis on neil kõik punktid ühised ja nad
langevad ühte tervel omal ulatusel [B,l],

2) Kui kahel sirgel on 1 ühine punkt, siis lõikuvad nad;
ühine punkt on nende lõikepunkt ehk ühe sirge alus teise peal.

3) Kui kahel sirgel ei ole ühtki ühist punkti, kui kaugele
me neid ka ei pikendaks ja on mõlemad ühel tasapinnal, siis on
nad paralleelsed ehk rööbikud.

Ülesanne. 10) Mitmes punktis võivad lõikuda 8 sirget? n sirget?12. (3) Tasapind. Definitsioon. Tasapinnaks nim.
niisugust pinda, millega ühte langeb iga sirge, millel
temaga kaks ühist punkti on.

Seda omadust teistel pindadel ei ole. Näit, silindri- või koo-
nuspinnal võib ka sirgeid tõmmata, mis selle pinnaga ühte lange-
vad, aga mitte igas sihis; võib sirgeid leida, millel on silindripin-
naga voi koonuspinnaga kaks ühist punkti, aga enam ühiseid
punkte ei ole.

Aksioom: Üht tasapinda võib teise tasapinna peale
paigutada nii, et esimese tasapinna iga meelevaldne
punkt ühte langeb teise tasapinna iga meelevaldse
punktiga; selle juures ei ole esimese tasapinna asend
teise suhtes veel kindlaks määratud selles mõttes, et
esimest tasapinda võib teise peal valitud punkti ümber
pöörata kuhu poole ja kui palju me tahame. Pealegi
võib pealepaigutatavat tasapinda enne pealepaigutamist
teise poole peale pöörda. Kõige enam sarnadust selles mõttes
tasapinnaga on kerapinnal, aga teda ei saa teise poole peale pöörda.

Seda geomeetria osa, mis vaatleb tasapinnalisi kujundeid,
nim. planimeetriaks; seda osa, mis vaatleb ruumkujundeid, nim.
stereomeetriaks.

13. (15) Ring. Kui üks tasapind pöördub teise tasapinna
peal teatud punkti ümber, siis kujutab esimese tasapinna iga
punkt, hoides ennast ikka omal esialgsel kaugusel võetud kindlast
punktist, teise tasapinna peal (ja teise tasapinna punkt esimese
tasapinna peal) joone, mille kõik punktid on ühevõrra kaugel
sellest punktist, mille ümber pöördub tasapind.

Definitsioon. Ringiks ehk ringjoo-
neks nim. kõverat joont, mille kõik

punktid on ühevõrrakaugel ühest tea-
tavast punktist. Seda teatavat punkti nim.
ringi keskpunktiks (0) ehk tsentriks.
Ringjoonega piiratud tasapinna osa nim.
ringiks. Ringjoone punkti kaugust kesk-
punktist nim. raadiuseks (OA). Sama
ringi raadiused on ühepikkused. Ringjoone
osa nim. kaareks (BC). Seda sirglõiku, mis
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ühendab kahte ringjoone punkti, nim. kooluks (KL). Keskpunktist
läbiminevat kõõlu nim. diameetriks ehk läbimõõduks (DJ).
Läbimõõt seisab koos kahest raadiusest. Kõik sama ringi läbi-

mõõdud on ühepikkused. Selge on, et:

Ringi sees oleva punkti kaugus keskpunktist on vähem kui raadius;
» peal w , raadius;

ringist väljaspool oleva p. „ „ „
suurem kui raadius

„ „ suurem kui raadius
— ja ümberpöördult

b) Nurgad.

14. (17) Nurga mõiste. Kui kaks sirget lõikuvad ja me ühe

sirge sihi valime algsihiks, siis määrab teise

sirge sihi kindlaks nende sirgete vahel olev

nurk.
J 3

Kui meie kiirt pöörame tema otsapunkti
ümber ühes sihis, kuni ta oma algasendisse
tagasi tuleb, siis ütleme, et kiir tegi täie

pöörde. Meie arusaamise järele on kõik

täispöörded ühesuurused.

Seepärast on võimalik ühe kiire asendit

või sihti teise kiire suhtes määrata näit, täis-

pöörde jagude abil.

Definitsioon. Kui kaks kiirt ühest

punktist välja lähevad, siis nim. nendest
kiirtest sünnitatud nurgaks seda pöörde yo

suurust, mille abil võib üht kiirt teise Joon ?
kiire asendisse viia.

Märkus: On olemas mille järele
„nurk on kahe lõikuva sirge ja nende lõikepunkti
moodustatud kujund" ehk „nurk on kahe lõikuva

sirge vahel olev tasapinna määramatu osa".

Mõlemad nurka sünnitavad kiired on nurga haarad ja nende

ühine otsapunkt on nurga tipp. Seda tasapinna osa, millest kiir

omal pöördumisel üle libiseb, nim. nurga sisemiseks vallaks,
teist osa — välimiseks. Sisemine vald märgitakse harilikult kaa-

rega. Sõna „nurk“ kirjutatakse lühemalt märgiga / ehk
Nurka tähistatakse mitmet viisi; tähistades nurka kolme suure

tähega peab tipu täht teiste tähtede vahel kirjutatama ja loetama.

Nurga mõõtudeks on: täispööre, täispöörde pool = sirge nurk, täis-

pöörde neljandik = täisnurk, täispöörde 360-nes jagu = kraad.

1 kraad =6O minutit 1 minut =6O sekundit [l°=60 z

; lz=60 zzJ.
Ülesanded. 11) Joonestada 2 nurka ABC ja DEF ja võrrelda

neid! (3 juhust.)
12) Antud sirge peal antud punkti M juures konstruida antud

nurga ABC suurune nurk.
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13) Kaks antud nurka liita!

14) Leida kahe antud nurga vahe! (2 juhust.)
15) Konstruida nurk, mis kolm korda nii suur on, kui antud

nurk ABC.

16) Kahe nurga summa on 137°; üks nurk on teisest 25° võrra

suurem; kui suur on kumbki nurk?

17) Kahe nurga summa on 148°; üks nurk on kolm korda
nii suur kui teine. Kui suur on kumbki?

18) Kolme nurga summa on 180°. Kaks nendest on ühesuu-
rused ja kumbki nendest on 2 korda nii suur kui kolmas nurk.

Kui suur on iga nurk?

19) Kolme nurga summa on 180°. Kahe esimese nurga summa

on 3 korda nii suur kui kolmas nurk ja nende vahe on just nii
suur, kui kolmas nurk. Kui suur on iga nurk?

15. (21) Nurkade liigid. 1) Nurka, mille haarad lähevad vas-

tassihis ja nõnda siis sirge joone sünnitavad,
nim. sirgeks nurgaks. Ta on pool täis-

—£— l— pöördest, sellega 180° suur, näit. AB(\
Kõik sirged nurgad on isekeskis võrdsed.

r 2) Täispöörde neljandikku ehk sirge
nurga poolt nim. täisnurgaks, näit. <'C DEF.
Ta on 90° suur.

Kõik täisnurgad on isekeskis võrdsed.

Täisnurga haare nim. perpendikulaa-
rideks ehk ristjoonteks: EFJ_ED.

4 D 3) Nurka, mis vähem on kui täisnurk,
äoo 9 nim. teravnurgaks.

4) Nurka, mis suurem on kui täisnurk
ja vähem kui sirge nurk, nim. nürinurgaks.

5) Nurka, mis suurem on kui
sirge nurk, nim. ülinürinurgaks.

Teravnurka ja nurinurka nim.
ühise nimega kaldnurkadeks ja
nende haare — kaldjoonteks.

6) Kahte nurka, millel on ühine

tipp ja ühine haar, ja mille teised
haarad sünnitavad sirge joone, nim.

kõrvunurkadeks, näit. KLM

ja -sC NLM. Joonestusest on näha,
et kõrvunurkade summa on

sirge nurk:

w

<£„KLM +<: MLN =
..

KLN.

Ümberpöördult: Kui kahel
nurgal on ühine tipp ja ühine haar

ja nende summa on sirge nurk, siis

sünnitavadteised haarad sirge joone.
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Järeldused: a) On kõrvunurgad võrdsed, siis on kumbki

nendest täisnurk; on nad võrratud, siis on üks nendest teravnuik

ja teine on nürinurk.

b) Võrdsete nurkade kõrvunurgad on isekeskis võrdsed,

sest: kui võrdsetest suurustest — sirge Z NLK = sirge ZSOP—-
lahutada võrdsed suurused Z a = Z b (antud nn),

siis jäävad järele võrdsed suurused Zc= Z d. M.t.o.t.*)

Ülesanded. 20) Antud on Z ABC; joonestada tema kõrvunurk!

21) «£a = 17,°4; kui suur on tema kõrvunurk?

22) bon omast kõrvunurgast 28036' võrra suurem. Kui suur

on kumbki?
,

,

23) con 4 korda nii suur, kui tema kõrvunurk. Kui suur

on kumbki?

24) < a on niisama suur, kui * b; <K-ga b kõrvunurk on 750;

kui suur on -Ka?
.

25) b=< c; -K-rga c kõrvunurk on 127 ; kui suur on -K-rga

b kõrvunurk?
~ n

,

26) Sirge OP jagab AOB = 82° pooleks; sirge OR jagab

«K AOB kõrvunurga pooleks; kui suur on -K ROP?

27) Sirge AV poolitab -K BAC = a°; sirge AT poolitab tema

kõrvunurga; kui suur on -K VAT?
.

28) Kui suure nurga sünnitavad korvunurkade poohtajad
isekeskis?

29) Tõendada lause: Korvunurkade poolitajad on teinetei-

sega risti.

7) Kahte nurka, mida sünnitavad kaks lõikuvat sirget, mille
° tvame ,

ühiseks tipuks on nende sirgete lõike-

punkt ja millel ühist haara ei ole, nim.

tippnurkadeks, näit. «K aja-K c. Tipp-
nurgad on ühesuurused, K a= K c,
sest seesama pööre, mis OB viib kiire OA

asendisse, viib ka OD kiire OC asendisse.

Ülesanded. 30) Kui suure nurga sünni-

tavad tippnurkade pooli-
tajad?

31) Punktist 0 väljaminevad 8 kiirt

sünnitavad niisugused nurgad, millest iga järgmine on 10° võrra

suurem, kui eelmine —alates teisest nurgast ja lõpetades viimasega.
Kui suured on need nurgad?

32) OM on nurga EOB poolitaja. Kiir OP läheb nurga EOB

tippnurga välimist valda mööda. Näidata, et võrdub

EOP ja BOP poolsummaga või poolvahega. [V. ül. 8, 9.]
„

16. (22) Kui kaks sirget läbi lõigata kolmandaga, siis tekivad

8 nurka. Me rühmitame neid 12-ks paariks ja nimetame:

♦) Mis tarvis oligi tõendada.

f
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1) vastavateks 2) põiknurkadeks:
nurkadeks:

Ja ja
P -46, -42 ja 41,

i;3 ia -43 ja 46,
-44 ja ja

3) rindnurkadeks:

iil’ 3ja >5
-

-42 ja ja
Ülesanded. M) -41 = 68° ja Kui suur on iga teinenurk?

34) <42 —IO9 J

ja = 2)13. Kui suured on teised
nurgad?

35) + ja = 122°. Kui suured onteised nurgad?
36) + = 180° ja = 78°. Kui suured on

teised nurgad?

17. (23). Lause. Kui üks paar vas-
tavaid nurki on isekeskis võrdsed, siis
on iga paar vastavaid nurki isekeskis
võrdsed.

Tõendus: Olgu antud, et
siis on ka = J£6, kui võrdsete
-41 ja 45, kõrvunurgad;

siis on ka 43 = 47, kui võrdsete 4-ade,
41 ja 45, kõrvunurgad;

siis on ka Z4 = 48, kui võrdsete 4-ade,
42 ja 46, kõrvunurgad.

18. (23) Lause. Kui üks paar vastavaid nurki on ise-keskis võrdsed, siis on iga paar põiknurki isekeskis võrd-
sed [Joon. 13],

Antud: =

Tõendada: 41 =48, Z2 = 47, 43 = 46, 44 = 45.
Tõendus:

J«= Ud
’ jS“t!vastn- = <7vas t.n. Z4=<ltippn.
6tippn. /6 —-£7 tippn. /5--Kl antud.

A-O IV?
X

:
= -<8 [6,2]. <K2 = <£3 = <£6. Z4 =

VaE
l?

o

9
’

~

232 L*use.: Kui üks Paar vastavaid nurki on ise-

nurk
vordsed

> SIIS on >ga rindnurga- paari summa sirge

+
<l +<7 = 180°: <2+<B=lB(f;
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Tõendus: 1) 4£l-|-413 = 180°, kui kõrvunurgad; 4£3 = <£7, kui vastav, n.;

paneme <3 asemele temaga võrdse <7, siis saame: ->£l + 4£7 = 180°. M. t. o. t.

2) 4£2 -f- 43 = 180°, kui kõrvunurgad, 44 =43, kui vastavad n.; paneme
4£4 asemele temaga võrdse 43, siis saame: 43 -j-43 — 180°. M. t. o. t.

3) 4:3 J-4CI = 180°, kui kõrvunurgad -4:1 =435, see on antud; paneme

43 asemele temasa võrdse 43, siis saame: 43 J-43 = 180°. M. t. o. t.

4) 4£4-|-43= 180°, kui kõrvunurgad; 43 =43, kui vastavad n.; paneme

43 asemele temaga võrdse 416, siis saame: 44 J-416 = 180°. M. t. o. t

20. (23) Lause. Kui üks paar põiknurki on isekeskis

võrdsed, siis on:

1) iga paar vastavaid nurki isekeskis võrdsed,
2) iga paar põiknurki isekeskis võrdsed,
3) iga rindnurga-paari summa on sirge nurk. [Joon. 13.]

Tõendus: Kui <3 = <6, siis on ka <1 =<s kui võrdsete

nurkade kõrvunurgad. Selle st järgnevad lausete 17, 18 ja 19 põhjal
kõik teised võrdsused. M. t. o. t.

21. (23) Lause. Kui ühe paari rindnurkade summa on

sirge nurk, siis on:

1) iga paar vastavaid nurki isekeskis võrdsed,
2) iga paar põiknurki isekeskis võrdsed,
3) iga rindnurga-paari summa on sirge nurk.

Tõendus: Olgu antud, et <1 4-<7 =180°; |
Peale selle teame, et <5 -|- <7 = 180°. j *• ’

järjelikult <1 +<7 = «£5 + <7. Kui võrdse-

test suurustest lahutada võrdsed suurused, siin on jäägid võrdsed.

Lahutame mõlemalt poolt <7, siis jääb:
4'l = 435. Sellest järgnevad kõik teised võrdsused. M. t. o. t.

x

c) Kujude sümmeetria.

22. (24) Teljeline sümmeetria. Kui tasapinnalist kuju või-

malik on mingit sirget mööda kahekorra murda nii, et ühel pool
T sirget asuv osa ühtib teisel pool sirget
1 asuva osaga, siis öeldakse, et kuju on

JÄÄhwJfcll# selle sirge suhtes sümmeetriline
ehk kujul on teljeline sümmeetria.

Seda sirget nim. sümmeetria teljeks.
Kahekorra murdmisel ühtivaid punkte,
jooni, nurki nim. sümmeetrilisteks.

Igal punktil on antud telje kohta oma

sümmeetriline punkt, ja nimelt üksainus,
sest tasapinna kahekorra murdmisel telge

mööda langeb see punkt ikka ühte mõne teiselpool telge oleva

punktiga ja ei saa ühtlasi ka teiste punktidega ühtida.

23. (25) Lause. Sümmeetria telg poolitab sümmeetri-
lisi punkte ühendavat sirglõiku ja on temaga risti. [Joon. 14.]
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= KB^“äB

6" T E k°hta
’

punkti B®,
US

sest

Ka
nad

k
Tn sümmeetrüisLE

T
“ö°d® üht!b

.

Pnnkt A
ühtib ka sirge KA sirgega KB ia A-iJ-t? ® uhtes i järjelikult
et KA =KB ja sirge nurk AKRJn A TT 5‘tgaga TKBI S

-
‘’

TKA ja TKB. Seepärast ot ka TEX A B M t ?t‘äiSnUrgakS
24 (26) Lause. Antud punktist võib antud sirgele ühe-ainsa ristjoone tõmmata.

;™

l'n AjUhu^: punkt C 011 antud sire-joone AB peal.

• JŽe”dYs: Kui läbi C minev sirge ABjagab C umber oleva täispöörde pooleks
sus on olemas üksainus sirge DCF mis
selle taisnöördp bmiuh

1S

J

: selle täispöörde jaotab neljaks täisnur-
; gaks, s t. läbi C on AB-le olemas üks-
jy ainus ristjoon.

S UKS

2-ne juhus: punkt C on antud välias-pool sirget AB. Jas

loendus: Leiame C'Ie AB suhtes süm-
meetrilise punkti F ja ühendame C ja F sirge f
lik nunlSt r± AB [23 pÕh ial)' °igu ™ml
ioon CF *t? tomm

,

at® AB
~

veel üks rist- !

dame E F- g»
CEB täisnurk

’ Ühei>-
*

1
CFR • ii’ ? FEE on sümmeetriline -^-gaga jCEB ja selleparast ka täisnurk. Järjel, on

* /
Tl 5 61 Sl£^U?. J’a i°°n CEF on sirge joon /

pX dl'a.S

M
a t’ökt

|

5t C
'

'""P AB

Leidade”TüheT PU"kti A* B -
25. (27) Kesksümmeetria (Tsentraalne sümmeetria)Vaadeldes kõrvalseisvat joonist

'*

? r’iH leiame temas ka midagi ühe- ft
L taolist, sümmeetrilist, aga kahekorra \\ //

/ X ei Saa nii
’

et üks Pool \\ /
uhtiks teisega. Selle asemel võime

'7
te™as telda punkti, mille ümber teda v V\võib noörata sir™ r,,ITWO ..

\
r

, . .
-,

V01) Pöörata sirge nurga võrra niiet ta iseendaga ühte langeb.
n1

tasaP lnaalist kuju on võimalik mingi
nü

nk
et võrranii et ta fihtih •

3taVa nur^a võrra '“ n "

H“e selle
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traalne sümmeetria) kesksümmeetria. Punkti, mille ümber

kuju pöördakse, nimetatakse pöörtsentriks ehk sümmeetria kesk-

punktiks (tsentriks); nurka, mille võrra kuju pöörda tuleb, nim.

pöörnurgaks. Pöörnurkade arvu täispöördes nim. sümmeetria
järguks. Joonisel nr. 17 — tähel Z — on teise järgu ehk kahe-
kordne kesksümmeetria, joonisel nr. 18 on viienda järgu ehk

viiekordne kesksümmeetria. Pööramisel ühtivaid punkte, jooni,
nurki nim. sümmeetrilisteks antud punkti suhtes. Selge on, et
sümmeetrilised punktid on keskpunktist samakaugel.

26. (28) Lause. Sirglõik, mis ühendab sümmeetrilist

punkte kahekordse kesksümmeetriaga kujus, läheb läbi

sümmeetria keskpunkti ja jaguneb seal pooleks.
Tõendus: Ühendame sümmeet-

rilised punktid M ja L sümmeetria

keskpunktiga 0. Et punktidel M ja L

on 0 suhtes kahekordne kesksüm-

meetria, siis on ■=£ MOL — sirge
nurk, tema haarad OM ja OL sünni-

tavad sirge joone MOL [15,6] ja sirge
ML langeb ühte sirgega MOL nii,
et sirge ML läheb läbi keskpunkti

0. Et sümmeetrilised punktid on samakaugel keskpunktist, siis on

OM =OL. M. t. o. t.

Ülesanne. 38) Kahekordse kesksümmeetriaga joonises
leida antud punktile sümmeetriline punkt.

Lahendamine. Niisugune punkt on olemas, sest kui me terve

kuju pöörame sümmeetria keskpunkti ümber sirge nurga võrra,
siis ühtib antud punkt ikkagi mingi punktiga. Et seda punkti leida,
tõmbame läbi antud punkti ja sümmeetria keskpunkti sirge ja ase-

tame teisele poole sümmeetria keskpunkti antud punkti kauguse
sümmeetria keskpunktist.

39) Konstruida kuju, millel on antud kujuga kahekordne kesk-
sümmeetria antud punkti suhtes.

cl) Paralleeljooned (rööpjooned).

27. (29) Definitsioon. Kahte sirget, mis asuvad samal

tasapinnal ja mis ei lõiku, kui kaugele me neid ka ei
pikenda, nim. paralleeljoonteks (rööpjoonteks). Märk

„
“.

Pikendamise teel ei ole aga võimalik kindlaks teha, kas antud

sirged on paralleelsed (rööbikud) või mitte. Sirgete paralleelsuse
(rööbikuse) peatunnust, ühtlasi ka paralleeljoonte (rööpjoonte) olemas-
olemise võimalust avaldab paralleeljoonte (rööpjoonte) pea-
lause: Kui kahe sirge lõikumisel kolmandaga tekivad
võrdsed põiknurgad, siis on need kaks sirget paralleelsed
rööbikud).

Oskar Perli, Ruumi algõpetus I. 2
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Antud: 3 = <i: 6, [järj. 4 = s],
Tõendada: AB CD.

a'Jt

3*

_

Tõendus: EF lõikab ABA ja CDA nunktides Ou p ai
oigu OP keskkoht: KO = KP. Pöörame kogu selle kujundi nunktiJLUn^r mnWl võrra. Siis läheb KF KE sihis ia KPHihoi!

KF sihis; P ühtib Oi?? ja O ühtib P’& a sest et KOkp pn i-u ?

»Bnrßw
kahek°'dne kesksümmeetria M K onX

Kui nüüd mõelda, et AB ja CD lõikuvad ühel nool W nsuvasakul pool, punktis X, siis peavad nad lõikuma kaX Je sümmeptnlises punktis Y s. o. paremal pool EFi. Et aga kahel mitteühti-

rn
k i?kt punkti olla ei saa, siis ei või sirgetel AR iaCD ühtki ühist punkti olla, s.t. AB CD. M. t. o. t. ‘ S * * AB J

1-ne järeldus: Kui kahest sirgest kumbki on risti iznim»
daga, siis on nad isekeskis paralleelsed.

an"

.

2-ne järeldus: Kaks sirget on paralleelsed kui

Jnisel kolmandaga tekivad võrdsed vastavad "nurgad või kui °tkinud rindnurkade summa on sirge nurk
g tek_

28. (30) Paralleel- (roöp-) joonte aksioom. Väliasnoolsirget oleva punkti läbi on võimalik tõmümta äSnuš
irge, mis on esimesega paralleelne, näit kõigist läbi Ominevatest sirgetest on üksainus AB CD ’ja mitte Ikski''teine
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Antud: AB C;D.

Tõendada:

Tõendus: Kui 3 ei oleks niisama

suur kui siis võiksime läbi 0 tõm-

mata sirge XY nii, et ta sünnitaks EF ga

2s_ XO F = 6. Siis oleks läbi 0 tõm-

matud CD le kaks paralleeljooni—Aß CD
oletuse järele ja X Y CD, sest et

4XOF =4l6 —, mis aga võimatu [2B].
Järj. on ainult võimalik, et =

Sellest järgnevad kõik teised lause osad

[2o]. M.t.o.t.

30. (32) Ülesanded. (40). Läbi antud punkti tõmmata sirge
paralleelselt antud sirgega.

Konstruktsioon. Läbi antud punkti
A tõmbame sirge, mis antud sirget lõi-

kab punktis B; siis konstruime A juu-
res A B külge -gaga AB D võrdse

põiknurga B AE. EF CD, sest et

4BAE = 4ABD.
41) Missugune on põiknurkade

poolitajate vastastikkune asend?

42) Kuidas seisavad rindnurkade

poolitajad vastastikku? [V. ül. 29.]

31. Rööplüke. Olgu meil tasa-

pind R paigutatud tp. P peale; kui tp.
P jääb liikumata paigale, kuna tp. R liugub tp-da P' 1 mööda nii,
et tema peal olev kindlaks määratud sirge BC kogu aeg ühtib
tp-al P liikumatult paigal oleva sirgega A D, siis öeldakse, et tp-na
R liikumine tp-na P suhtes on rööplüke ja sünnib rööbiti ADBa

ehk AD d mööda.

Näit, kui kummuti laegast või kirjutuslaua laegast välja tõm-

matakse, siis jäävad kummuti ja kirjutuslaua külglauad ja põhi-
liistud paigale, kuna laeka külglauad ja põhi neid mööda liuguvad,
mille juures kummuti või kirjutuslaua külglaudade ja põhiliistude
sünnitatud serv on paigalejäävaks sirgeks ja laeka serv on teda

mööda liikuvaks või liuguvaks sirgeks.
Joonestamise juures tarvitatakse paralleeljoonte

tõmbamiseks peaasjalikult rööplüket.
Joonestamise lauale kinnitatakse paberileht ja selle peal hoi-

takse liineal liikumata kinni. Paberilehte mööda liugub kolmnurk

nii, et üks tema serv liineali serva mööda liigub. Paberi pind on

paigalejäävaks pinnaks P, kolmnurga alumine külg on liikuvaks

tasapinnaks R; liineali serv on paigalolevaks sirgeks AD ja tema

külge litsutud kolmnurga serv on liikuvaks sirgeks B C.

2*
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sinreX2
Ä D 0^6 Paralleelselt (rööbiti) paigal oleva

• .

gega AD enk AD mooda seda mõistame nii, et liuguva tasa-
Plnna

ßöönWikk
l

,

<

«-|'' iUtab
-

Slrge J°°ne
’ mis on Paralleelfe ADe.

.

Koo P*ukke silmapaistvam omadus, mida me tema silma-paistvuse parast ei tõendagi, on see, et rööplükkel nihkuvadkmk inkuva tasapinna punktid samapikkuse lõigu võrraedasi, näit joon. 23 on B Bz
= C Cz

= E EZ=MM Z

.

g

leelsed.
La"Se! RS8 Plükke ahil ühtivad sirged on parai

Tõendus: EC ,e

ja E'C'l? on lõike-
jooneks AD ja vas-

tavad nurgad ECB
ja EZ C Z B on võrd-

sed; järj. EC EV.sea; jarj. EC EV.

abil ühthnisele^vHa. laUSej võib°rööpiiikke

cÄkTU^?'
R

AD
Lr

mÖÖda
siis läheb CE C'E' sihis ja CE ühHb

B = E'C '

B '-

34. Paralleeljoonte peaomadus
Et rööplükkel nihkuvad kõik liikuva tasa-

*

~

pinna punktid ühepikkuse lõigu võrra eda«i /
siis on AA'==BB' = CC' =DD' =EE' ;1’ / ■ / / /
paralleel]ooned on igas punktis teine- /
teisest uhekaugel, ükskõik niis sihis -

1 ■' / /
seda kaugust arvata. Harilikult arva- c
takse teda ristjoone sihis.

antud^Sai

i

n

r

e
‘ 43) Rööplükke abil tõmmata

dntu
läbi antud punkti,

fiht ySh kause: Kui sirge lõikab

teilt. ,leelj °Ont
’ Siis ,õikab ta ka

■»
i-i

Tõ®nBus: Vastasel korral oleks läbi
nõ^PUnk J?mmatud AB>« kaks paralleel-

Joon 2S.

joont, mis võimatu.
~

P

...

36
‘ Lause: Kui sirge on risti

*

teisegi. elJ°°“ega’ si,s on ta risti ka e s>

Tõendus: Et AB CD, siis on

ptFF irn
kuivast nurgad;

etEr J_CD, sus on V m ~ 900.

M.t.o. t.
= 900; s. t.EFJ_AB.

*
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37. (£5/ Lause: Kui sirge on paral-
leelne iilie paralleeljoonega, siis on

ta paralleelne ka teisega.
Tõendus: Lõikame kõik 3 joont läbi

neljandaga.
2 J &

Et AB CD, = vast nurgad;
et EF||CD, „ „

<Cf =
„ „

[6,2],

EF AB [27,2] M. t. o. t.

3£z Lause. Paralleelsete liaara-

dega nurgad on kas võrdsedvõi nende summa on sirgenurk.

Antud: ED || BA, EF;|| BC.*

Tõendada: 4^ e =

2f+ 2 b = 180°, 2g4--4 b = 180°.

Tõendus: Lükame lõikuvaid sirgeid
ED ja EF läbi tippude E ja B minevat

sirget mööda edasi nii, et nad paralleel-
seteks jäävad iseendaga, kuni tipp E lan-

geb tippu B; siis ühtib 2s. d 2$- -aga b,

S)

J

loonU -4e saab 2- -rga b tippnurgaks ja 2s.t
ning saavad b kõrvunurka-

deks. Järj. on siis -4d = b, e = .-4- b, -4 f~rZ b = 180°, 2s. g -[-
-f- 180°. M. t. o. t.

Cjju.r (37) Vastastikku risthaaradega nurgad on kas võrd-

sed, või nende summa on sirge nurk.

Antud: ED±BA, EF J_BC.
Tõendada: = -4b, 2f.e = 2f.]y,
4Cf + /b= + = 180°.
Tõendus: Lükkame lõikuvaid sirgeid
ED ja EF läbi tippude E ja B mine-

vat sirget mööda edasi nii, et nad

jäävad paralleelseteks iseendaga kuni

tipp E langeb tippu B. Siis jääb
ED J_BAga ning EF f!ääb_LßC ja
/ DEF aseneb-4-gaRBP kohale. Pöö-

rame nüüd RBP (ehk<=4 DEF)
tipu B ümber täisnurga võrra; siis

ühtib 2$ d b, saab 2s. -rga b tippnurgaks ja 2s-t ning
4g saavad 25. -rga b kõrvunurkadeks. Järj. on siis: -4d =-4 b,
4e = 4b, + = 180°, 2s. g + 2s. b = 180°. M. t. o. t.

Ülesanded. 44) Kuidas seisavad vastastikku paralleelsete haara-

dega nurkade poolitajad?
45) Kuidas seisavad vastastikku risthaaradega nurkade

poolitajad ?
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11-ne peatükk. Kolmnurk»
40

* Definitsioonid. Hulknurgaks nim. sirglõikudest
piiiatud tasapinna osa. Missuguses
punktis üks sirglõik lõpeb, selles
algab järgmine ja viimane sirglõik
lõpeb selles punktis, milles esimene
algab.

Hulknurka piiravaid sirglõike
mm. hulknurga külgedeks; nende
otsapunkte — hulknurga tippudeks.
Hulknurga külgede summat nim.

bniirr. i ••
ümbermooduks ehk perimeetriks •hulknurka piiravat murdjoont nim. tema piirdeks ( Hnlk’

nurga tipu juures olevat nurka, mille avaS
sisemise valla poole, nim. hulknurga sisenurgaks näit fftSisenurga kõrvunurka nim. välisnurfaks, na”t

Hulknurga diagonaaliks (nurkjooneks) nim seda siralõilrn

AC, a“ kah‘e hulknurga mi{te i-i- ötevat d?ipp U

S “ä>t’.
Kt iga külje otsapunkt on järgneva külje alemsounkt ia pi io-a

Pu Jmires on üks sisenurk, siismr hulknurga! nüpaUunurkiTa
BP ’

ku ' palju kuigi. Külgede arvu järele on olemas kolmnurgad
Har,llkus kõnes kol ™nurki ja nelinurki’

Ma xr?nknurka
-

nim
\

kumeraks, kui tal ühtki ülinürinurka ei oleMe vaatleme ainult kumeraid hulknurki, mille küljed teineteisega
Ülesanded. 46) võib ühest tipust

47)
Hpp\.ddÄt:k

Okku?
hulknurgas tõm,nata kõigist

f

3 nurka* . I^olmi*ur
.

k- Kolmnurgal on kolm külge, 3 tippu
tatakse lüŽdat

l

ult
l

m

O

äe^h
a

k'li
«
ag°naalL Ssna

’
k<»"“ kirju-

Kaks kolmnurga
tippu A ja C on

ühe külje AC otsa-

punktid ja kolmas
tipp B on selle külje
vastas, on külje AC
vastastipp, kuna
külg AC on selle

tipu B vastaskülg.
Nurk B, mille tipp
on antud külje
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vastas, on ise ka antud külje AC vastas, on külje AC vastasnurk,
teised 2 nurka on selle külje juures ja neid nim. tema lähisnur-

kadeks, näit. A B on külje AC vastasnurk ja A- A ja 4 C on

külje AC lähisnurgad. Külg, mille vastas on antud nurk, on ise

ka selle nurga vastas, on selle nurga vastaskülg; teised 2 külge
piiravad seda nurka, on seda nurka piiravad küljed ehk selle

nurga lähisküljed, ja nurk on nende kahe külje vahel, on nende

vahelnurk.

A-rga iga külge võidakse A-rga aluseks võtta; siis on tema

vastastipp — A_ rga tipp. Näit, kui me AC aluseks võtame, siis

on B A-ga tipp.
Tipust aluse või tema pikenduse peale tõmmatud ristjoon on

A-rga kõrgus, näit. BD.

Sirglõik, mis A-rga tippu vastaskülje keskkohaga ühendab,
on selle külje poolitaja ehk mediaan, näit. BM. Kui nurgapooli-
tajast ehk bissektorist kõneldakse A-rgas, siis mõeldakse seda

nurgapoolitaja lõiku, mis ulatab nurgatipust kuni vastasküljeni,
näit. BJ. Et iga külge võidakse A_ rga aluseks võtta,' siis on

A-rgal 3 kõrgust, 3 küljepoolitajat ehk mediaani ja 3 nurgapooli-
tajat ehk bissektori.

A-rga tippe tähistame suurte tähtega; iga tipu juures olevat

nurka vastava greekakeelse väikese tähega 1; vastaskülge — vastava

ladinakeelse tähega; kõrgust — tähega h, mediaani — tähega m,

juure lisades indeksina selle külje tähistust, mille peale kõrgus või

mediaan on tõmmatud; nurga poolitajat tähistame n-ga, tarvitades

indeksina selle nurga tähistust, mida ta poolitab. Külje a peale
tõmmatud kõrgus h

a jagab selle külje lõikudeks pja q, kus pon

külje b lähislõik ja q on külje c lähislõik.

7 42. (49, 50) Lause. Kolmnurgas on kahe külje summa

suurem, 1 kui kolmas külg ja kahe külje vahe on väiksem,
>3 kui kolmas külg.

Tõendus: AC -j- CB> AB, sest sirge joon
on kõige lühem tee kahe punkti vahel [lo].

Kui selles võrratuses mõlemalt poolt
ära võtta CB, siis saame tuntud aksioomi

[6,B] põhjal: AC > AB — CB ehk

AB —CB<AC. M. t. o. t.

43. Lause. Kolmnurkade sisenurkade summa on sirge
nurk.

Tõendus: Pikendame külge AC

ja tõmbame CE || AB. Siis on;

A=<£x | A A-H£ B=<A+A =

AB=AyJ = A BCD.

£C=AC

<A+ <B-h c = /
= sirge nurk ACD.

M. t. o. t.

‘'Joon 33
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nurk.
1’”® järeW: A’ rgaS voib 011 a ainult 1 täisnurk või 1 nüri-

mas teada.
” KU ' A' rgas 2 nurka teada on, siis on ka kol-

•est, P °°-

Üleaed mitte körvuolev sisenurt? k ° nSUUrem
>

koS ?
°n * A = 48°> <B = 790. Kui suur on

kõhnas?
0” antUd 2 nUrka; j°onestamise teel leida

igä
r

nurk“rgad Suhtuvad nagu 1 =2:3. Kui suur on

,^fui”k
n

‘eiSed °n iSekeskis

s^drg
Leida

S Z? °" an‘^ ; teised °n isckeski« võrd-
53) Kui QnnrL d rgad joonestamise teel!

kaupa lõikumisel a

kui
e

/\
kiVad A’ rg

a
ksrguste Paari

54) TõeSdX “tarni
e

Atefn hT” 1“ Aja 7?

v^ P oT vnurk on pool aluse lahisnurkade vahest. 1

t

44. Kolmnurkade liigid. A
. Nurkade järele nim. A-rka

1) teravnurkseks, kui kõik 3 nurka onteravad, näit. ARST;
) nürinurkseks, kui 1 nurk on nüri

S„Ä’ k
ü

s

hisenimeganim
-
s

3)

-r
täisnurga vastaskülge GH — hünote-
nuusiks ehk kaldküljeks ja täisnurka
piiravaid külgi JG ja JUkaateti
teks ehk ristkülgedeks. Täisnurkses'
A-rgas on teravnurkade summa

me'AU

v«
■ T^SnUrga “PPU täh iX

me A-ga ja hupotenuusi a-ga.

n xx

Ülf® d
i

e rele nim< A-rka:t) yordkulgseks, kui kõik 3 külge on

ühepikkused, näit. A KLM;
g

2) võrdhaarseks, kui 2 külge on ühe-
pikkused, kolmas külg aga ei olenende pikkune, näit. A NOP;
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3) isekülgseks, kui igal küljel on isesugune pikkus, näit.A RST.

,

Võrdhaarses A*rgas nim. aluseks • seda

J' külge, mis teistega ühepikkune ei ole; tema

r vastastipp on A-rga tipp; mõlemaid võrdseid

/ / \ külgi nim. haaradeks. Võrdhaarses A-rgas
/ / \ tähistame tipu Asa

,
aluse a?a

, tipunurga «?a ;

s \ haar on bja aluse lähisnurk on 0.
Jk Ülesanne. 55) Täisnurkses A-rgas on antud

A-B — 570 17' 45'. Leida tei-

sed nurgad! Arvutada ja joones-
tab a!

Võrdhaarne kolmnurk.

( (47, 56) Lause. Võrdhaarsel kolm-
on olemas sümmeetria telg, mil-

leks on tipunurga poolitaja; ta poolitab
ka aluse ja on alusega risti.

Antud: BC = BA,
JCBD = ABD.

Tõendada: 1) BD on

sümm. telg; 2) AD = DC;
BD J_ AC.

Tõendus: Murrame

A-rga ABC BD d mööda ka-

hekorra; siis läheb BC BAd

mööda, sestACBI) = AABD;
C ühtib A^a

,
sest et BC=BA

ja D jääb paigale.
Seepärast ühtib DC DA* a

,
A C ühtib -Agaga Aja A DBC ühtib

A-rgaga DBA.

Järjel, nurgapoolitaja B D on A-rga ABC süinm. telg ja A ning
Con BD kohta sümmeetrilised punktid. Sellest järgneb [23]:
AD=DC ja B D1 AC. M. t. o. t.

Üniberpöördud laused: Võrdhaarses A-rgas langeb
sümmeetria teljega ühte 1) aluse mediaan — sest läbi kahe

punkti B ja D on võimalik üksainus sirge tõmmata [B], 2) kõr-

gus-, 3) aluse keskristjoon, sest antud punktist võib antud

sirgele üheainsa ristjoone tõmmata [24], ja niisugustena esineb

juba sümmeetria telg BD.

Et 'C ühtis A, siis saame lause: Võrdhaarse

A-rga aluse lähisnurgad on ühesuurused ja teravad, ehk

teiste sõnadega: kolmnurgas on võrdsete külgede vastas
võrdsed n

Ülesanded. Kui suured on võrdkülgse A-rga nurgad?
Võrdhaarse A-rga aluse lähisnurk on: a) 40°;
b) 45°; c) 60°; d) 72°; e) 36°; f) 68°; g) 108° 12'.
Kui suured on teised nurgad?

7<jo/i 3J-
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58) Võrdhaarse A-rga tipunurk on: a) 90°- b) 120°-
c) 30°; d) 60°; e) 80°; f) 75°; g) 97°6'’28". Kui
suured on teised nurgad?

59) Võrdhaarse A-rga aluse lähisnurk on antud; leida
joonestamise teel teised nurgad!

60) Võrdhaarse A-rga tipunurk on antud; leida joones-
tamise'teel teised nurgad!

46..(48K- Lause. Kolmnurgas on suurema küiie vas-tas suurem nurk. J

Antud: AB 7 BD.
Tõendada: AJ) 7 <7A.
Tõendus: Asetame BA peale BE=BD

ühendame E D ga Siis leiame:
D 7 [6 äl;__

e [45, lõpp];
<e~/’ <A [43, lõpp].

Joon. 3 8-

..
Järj. <KD7< A. M.to.t.

, Ä J 7: (47
’

48 > Umberpöördud laused. I. Kolmnurgas on

Antud
” ® T

taS VÕrdSed kol Jed
- (Joon- [4s]).

Tõendada: AB < CB.

aü
-

I/?!VKh,S (vastuväiteline): Kui ei oleks AB =CB vaid oleks

7A är o^kS WUärele
-’. 7 7<A

> ™i«Vu1

8

dev°S
naib, voi kui oleks AB \ CB, sus oleks ka <C VAA mis kaoletuse vastu käib. Jääb ainus võimalus, et AB V BC. M. to t

(Joon 38,76

1

]^inu^as 011 suurema nurga vastas pikem

Antud: <D7<A.
Tõendada: AB 7DB

AR
(vastuväiteline): Kui ei oleks AB 7 DB, vaid oleks

,

01eks ka
' iärele

’
<D = <A, mis oletuse vastu

n.T? ;
n

VO' .7' 01eks AFAD]! > S’!? oleks ka «DVO 46 järele?
M t T t° e USe vastu kälb

' ainus Võimalus, et AB 7DB’

4SP^7>US! r?nus °.n kõige pikem külg täisnurksesA-gas.
v- ui

ortlkulgse kolmnurga sümmeetria Lause-Vordkulgsel kolmnurgal on 3 süm-
,meelr,a

- Lause:

meetria telge; nad lõikuvad kõik
unes punktis; see punkt on võrdk.

sümmeetria keskpunkt ia
vordk. A-rgal on kolmekordne kesk-
summeetria.

Tõendus: 1) Võrdk. A-rgas võib
võib iga külge võrdhaarse A-rga aluseks
võtta; seepärast on tal 3 sürnm. telge.

2) Lõikugu sümm. teljed AE ja CG
punktis o.*)

Punkt O on joonisel 39 tähistamata.

7oon 3J
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< OAC = < OCA = 30°; 2 seepärast on OA =OC ja A AOC

on võrdhaarne; niisama ka AABC. Nende ühise aluse AC kesk-

ristjoon läheb läbi tippude 0 ja B ja ühtib sümm. teljega Br.

Niiviisi lõikuvad kõik 3 sümm. telge ühes punktis 0.

3) A OAB = A OBA= A OBC= < OCB = <OCA == <OAC_—30 ,

OA =OB = OC, kui A-rga võrdsete <-kade vastasküljed. [47,LJ;

AAOB = ABOC = ACOA = 120°.
.

.

Kui nüüd pöörata A-rka ABC punkti 0» umber 120 võrra,

siis ühtib A B« a

,
B C®, C ALa

, ja AABC ühtib iseendaga. Nii

võib teda pöörata 3 korda, kuni ta oma algasendisse tagasi tuleb.

Järj. on võrdkülgsel A:rgal ABC kolmekordne kesksümmeetna ja

0 on tema’sümm. keskpunkt. M. t. o. t.

Kolmnurkade ühtivuse laused.

49. (44) Ülesannt(t(6pl Konstruida A kahest küljest ja nende

vahelnurgast.
Konstruktsioon: Meelevaldsel sir-

gel vabalt võetud punkti C juures
konstruime C=A /; selle

nurga ühe haara peale asetame

CB = a ja teise haara peale C A==b.

Punktid B ja A ühendame sirglõigu
abil. A ABC on otsitav.

Ükskõik missuguses järjekorras
me A-rga konstruime, ikka saame

j kuju ja suuruse poolest samasuguse

A-rga. Seda tõendab esimene
ühtivuse lause:

Kaks kolmnurka on ühtivad, kui nad ühte sünnivad

kahe külje Ja nende vahelnurga poolest.
Antud: DF = AC, DE — AB, —XA
Tõendada: ADEF AABC.
Tõendus: Paigutame ADEF A-rga ABC

peale nii, et 1) D langeks A peale ja 2) 1)F

läheks AC‘‘ mööda.
Siis 1) läheb DE ABA mööda, sest

< D XA; 2) F langeb C peale, sest DF=AC;

3) E langeb B peale, sest DE=AB ja 4)'EE-

langeb ühte BC Ka
,

sest nende otsapunktid
langesid ühte ja kahe punkti vahel on üks-

ainus sirge võimalik.
Niiviisi katavad need AA-rgad teineteist

täiesti ja on seepärast ühtivad. M. t. o. t.

Järeldus: A-ga määravad kaks külge
ja nende vahelnurk.

Ülesanne. (62) Konstruida võrdhaarneA

haarast ja tipunurgast.
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50. (45)
nurkadest.

Ülesanne (63). Konstruida A küljest ja tema lähis

Konstruktsioon: Meele-
valdse Sirge pea le asetame
antud külje AB =C; tipu A
juures konstruime

Z/A = <c«
ja tipu B juures ZB = A;/9
Nende nurkade üheks haa-
raks on AB ja teised haarad
lõikuvad tipus C. AABC on
otsitav.

Teine ühtivuse lause:
vad, kui nad ühte sünnivad flh»

kolmnurka on ühti-'
kade poolest.

e hulje ja tema lähisnur-
Antud: DF=AC,

=

Tõendada:
- Tõendus: Paigutame ADEF A-rga ABC

2) nF S A» lanBeks A Pealf ja et2) DF laheks ACI mööda. J

= AC
Sl

2) DflTk LC £eale
’ sest etDF =

ii’ Di? aheb AB sibis, sest A:D—-AA-
r

ah®b Cß sihis, sest <F =<C ia4) E langeb B peale, sest kaks sirget võivadlõikuda ainult ühes punktis. Ni viisi klt a.vad need AA-rgad teineteist täiesti iaon
seeparast ühtivad. M. t. o. t.

J

1-ne järeldus: Kaks A-rka on ühtivad, kumad ühte sünnivad ühe külje iakahe vastava nurga poolest.

vad fik Järeldus: määra-

vA- ’ikS
i~? ,g ja tema iähisnurgad

' Ol uks lahisnurk ja vastasnurk.

üSkflf ( ';4)
.

(46)
' Konstruida

ja vastasnüS. ,ähisnWast

ne^n

!tl
' l

t

,ktSi°On: Mee| evaldse sirgepeale asetame antud külje AC = 'b-

A

1-®8 kon? truime antud lähis-

gnürH’Cß.
on oIsZASA™

=

®

29]
AABC

alnfL ,?°.nstrui.'?.?
.

võrdhaarne A, vviaiiaa

alusest ja tema lähisnurgast.
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Ülesanne. (66) Konstruida A kolmest küljest.

Konstruktsioon: Meelevaldse

sirge peale asetame ühe antud
£ külje AC=b. Tipust C tõmbame

y/ \ raadiusega a kaare ja tipust A

/ \ raadiusega c kaare. Need kaks

/ \ kaart lõikuvad tipus B. AABC

/ \ on otsitav.
/ \ Märkus. Et kaared lõikuk-

(51)

sid ja oleks võimalik A-rka
konstruida, peab olema kahe-

külje summa suurem ja nende

vahe väiksem kui kolmas külg:

aI4-’c’7|b ja a— c \ b

Kolmas ühtivuse lause:
.. . .

Kaks kolmnurka on ühtivad, kui nad ühte sunnivad

e kolme küliekõige kolme külje
poolest.

Antud: DF =AC.

DE=AB, EF =BC.

Tõendada:

Tõendus: PaigutameTõendus: Paigutame
A DEF, teda tarbekorral

enne teise poole peale
pöörates, A"r£a ABC

külge nii, 1) et D lan-

geks A peale, 2) et DF

läheks AC sihis ja 3) et A DEF langeks allapoole AC
.

Sus lan-

geb F C peale, sest DF = AC, ja 4 CEF aseneb A-rga AJC kohale.

Ühendame nüüd B J-ga
,

siis saame kaks võrdhaarset A-ika.

A-rgas BAJ on :<2 - -£l, sest AJ = AB; Niiviisi on: B

A-rgas BCJ on :<c4 A3, sest CJ —CB. DE AB

~E ÄB EF BC.

Järeldus: A-rga määravad tema 3 külge. A DEF ABC

Ülesanne. 67) Võrdkülgne A konstruida küljest. [I. ü.L] M.t.o.t.

52. (53) Ülesanne

(68). Konstruida A kahest

küljest ja suurema külje
vastasnurgast.

Konstruktsioon: Kon-

struime <C A=A a; ühe

haara peale asetame vähe-

ma külje AC =b. Tipust C

raadiusega a tõmbame kaa-

re, mis lõikab teist haara

punktis B. Ühendame B

ja C. A ABC on otsitav.
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Neljas ühtivuse lause: Kaks kolmnurka on ühtivad,
kui nad ühte sünnivad kahe külje ja suurema külje vas-

tasnurga poolest.
Antud:

*

J 3
DF = AC, DE = AB,

AC 7AB, DF7DE,
<£ E =<£B.

Tõendada:
ABC.

Tõendus: Paigutame
A DEF, teda tarbekorral
enne teise poole peale
pöörates, A-rga ABC külge nii, 1) et D langeks A peale, 2) et DF
laheks AC sihis ja 3) et ADEF langeks allapoole AC d

.
Siis lan-

geb F C peale, sest DF = AC, ja ADEF aseneb A-rga AJC kohale.
Ühendame B Jgs, siis saame võrdhaarse ABAJ.

Antud on: <J =7E = <B; Niiviisi on: DE =AB
A BAJ: <2 : = 71; EF = BC

= =<3 FD = CA[ehk<KE=<£B.]

BC = CJ == EF. ADEF
= A ABC. M.t.o.t.

Järeldus: A-ga määravad kaks külge ja suurema külje
vastasnurk.

53. (52) Konstruimisülesanded.
69) Antud nurk asetada antud sirge külge antud punkti juures

Konstruktsioon: Antud

nurga tipust B ja antud punktist
E tõmbame meelevaldse, kuid

sama raadiusega kaared, mis
lõikavad haare punktides K, LJ—Jt gZ- '1 * lõikavad haare punktides K, L

*
J a M. Antud nurgas peituva
pöörde suuruse võtame sirkli

avausega, punktist K punkti L
, ja asetame tema teise kaare

peale tõmmates punktist M raadiusega K L uue kaare, mis lõikab
endist kaart punktis N. Läbi Eja N tõmbame kiire EF. Siis on
< DEF'= <A BC.

Tõendus: A A KBL [sl], järj.
< MEN — < KBL ehk < DEF = * ABC.

70) Antud nurk poolitada.

Konstruktsioon: Nurga haarade peal
märgime võrdsed lõigud BR= BM. Meele-
valdse raadiusega tõmbame punktidest R ja
M kaared, mis lõikuvad punktis P. Sirge
BP poolitab nurga ABC.

Tõendus A RBP A MBP [sl]; jär. 2s. RBP ehk
AABP = 2s. CBP.



31

71) Sirge nurk pooleks jagada.
72) Konstruida täisnurk antud sirgel antud punkti juures.
73) Sirgele tõmmata ristjoon selle sirge peal antud punktist
74) Võrdhaarse A-rga tipunurk poolitada.
75) Sirgele tõmmata ristjoon väljaspool

sirget antud punktist.
Konstruktsioon: Antud punkti A võtame

võrdhaarse A-rga tipuks seeläbi, et me temast

tõmbame meelevaldse raadiusega kaare, mis

õikab MN punktis Bja C. Nüüd poolitame
võrdhaarse A-rga BAC tipunurga A, tõmmates

Bst ja C st võrdsete raadiustega kaared, mis J.

lõikuvad punktis E. A poolita ja AD-LMN.
yaoni-/

DE

Konstruktsioon: Konstruime

antud nurga suuruse B=/9;
selle ühe haara peale asetame

antud hüpotenuusi BC=a; lei-

tud tipust C tõmbame ristjoone
B teise haara peale:

CAJ_B A. ABAC on otsitav.

Kuidas võiks seda A veel

konstruida?

79) Konstruida võrdhaarne
A haarast ja aluse lähisnurgast.

80) Konstruida võrdhaarne

A alusest ja tipunurgast.
81) Konstruida täisnurkne

r 82)

83)

76. Sirglõik poolitada.
Konstruktsioon: Kummagist otsapunk-

tist A ja B tõmbame võrdsete raadiustega
kaared, mis lõikuvad punktides D ja E.

Sirge DE poolitab AB.

Tõendus. A ADB on võrdhaarne ja
tema tipunurga poolitaja.

Sirglõigule tema keskkohast rist-

mata. [V.76.]
Konstruida täisnurkne A hüpo-

77)
joon tõmmata

78) Kons

ja teravnurgasttenuusist

A kaatetitest

„
kaatetist ja tema teravast’lähis-

nurgast.
„

kaatetist ja tema vastasnurgast.
84) v „ „ hüpotenuusist ja kaatetist.

85) „ „
võrdhaarne A hüpotenuusist.

86) Täisnurk kolmeks võrdseks jaoks jagada.
87) Konstruida A kahest küljest ja vähema külje vastasnurgast.
88) Mispärast on meil ainult 4 ühtivuslauset?
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i ’P‘ *-65,
,

Kui konstruimisülesandes põhielementide s tkülgede ja nurkade asemel on antud teise järgu elemendid näit

rai
rgÄS±

m

ed ‘ aan

n
’ nurS aP° olitaiad jne., siis joonestame Äa™*

rai A-rga, mis umbes võiks vastata otsitavale.

vaks
Stehls^ta i^S»J°One

-

tame antud elemendid
>

neid silmapaist-
7/iA 1 !’ joonega voi kriipsuga. Niiviisi jaga-takse otsitav A mitmeks A-rgaks; viimaste hulgast otsime nii-

põhiüLesande Jarele konstrdda saab. Selle

kas otsitavat X rk» » ♦

mõne uue elemendi, mis meile võimaldab
A-rka* mTs K

k°-u™, lda
’ vsi konstruida mõnda teistA rka, mis meid lahendab põhielementide leidmisele ia selletraotsitava A-rga konstruimisele. J sellega

t„,™iH

Ms? ik°rd
.

tulab ko
,

n

,

struitava A‘ rR!‘ saamiseks antuid ja otsi-

ühendada narnnpn'l“dsa -°m
-

e! ™hmitada
>

mitte ühendatudpunkte
V,,? Bh? 1’ P J ®el J°on vo> morn teine abijoon tõmmata, iseäranis siis
või mäftetaX8861”61 °n antUd Wlgede S“ ™

Ülesande’lahendamisviisi ülesotsimist nim. ülesande analüüsiks,

metest
™s peitud, siis konstruime otsitava kuju and-

metest. See on ülesande konstruktsioon.
Pärast konstruimist tuleb meil teda veel kontrollida, kas kõikndmed on nõutud kohal. Selleks vaatame uuesti läbi kõik osa-konstruktsioonid. See on konstruktsiooni tõendus.

ia
kül* a m.

Analüüs: Joonises
on näha 3A-rka:
AABC, AABM ja
A AMC. Nendest saa-

me konstruida A AMC
kahest küljest b ja
ma ja nende vahelnur-
gast (b, ma). Selle läbi
leiame otsitava A-rgaDoon.. SV

tähÄnÄ)f a"A™;

Q7 x h °?Str/QQ^ a ™rdhaarne A, kui antud on: 95) a, ha; 96) b ha
*

97) h a ,/?,,\/98) a,hb; 99) ha, a; 100) hb, a; >101) hb /?
’ ’

104) Ä;“w
d

6) Z, '

n a
’ c> ;

Juhatus. 114 ui. lahendamiseks tuleb tarvitada rööplüket.



55. Kolmnurkade ühtimatuse lause: Kui kaks kolm-
nurka ühte sünnivad kahe külje poolest, nende vahel-
nurkade poolest aga ühte ei sünni, siis on suurema nurga

vastas suurem külg.
Antud: AB = DE,

BC=EF, *KB><E.
Tõendada: AC > DF.

Tõendus: Paigutame
A-rga DEF, teda tarbe-
korral teise poole peale
pöörates, A-rga ABC

külge nii, et EF ühtiks

BC-ga, mis võimalik, sest

EF=BC, ja et A DEF ase-

neks A-rga BGC kohale.

Poolitame <-rga ABG.

. ,

(ehk < DEF), siis läheb -K-rga ABG poolitaja -sC-rga ABC sisemist
valda mööda ja lõikab AC d punktis J. Ühendame Gja J.

1) GB =AB (=DE), 2) A-rgas GJC on GJ+JC >CG
BJ — BJ, aga GJ -AJjaCG — DF

GBJ= ABJ (jagatud)
A A ABJ

GJ - AJ

AJ —JC - uF
ehk AC > DF. M. t. o. t.

Umberpöördud lause: Kui kaks kolmnurka ühte sün-
nivad kahe külje poolest, aga kolmandate külgede poolest
ühte ei sünni, siis on suurema külje vastas suurem nurk.

Antud :AB DE, BC EF, CA FD. Tõendada :<:B> < E.
Tõendus (vastuväiteline): 1) Kui oleks B<«£ E, siis oleks

ka CA<FD. See ei ole aga nii oletatud. 2) Kui oleks B = <r, E,
siis oleks ka A ABC DEF ja CA = FD; see käib ka oletuse
vastu. Jääb ainuke võimalus, et M. t. o. t.

56. (59) Diameetri peale toetav piirdenurk. Definit-
sioon: Nurka, mille tipp on ringi
peal ja mille haarad lähevad läbi
sama diameetri otsapunktide, nim.
diameetri peale toetavaks piir-
denurgaks.

Lause. Diameetri peale
toetav piirdenurk on täisnurk.a

Voon, s6. Tõendus: Ühendame A keskpunk-
tiga 0, siis on:

A-rgas BOA: OB OA; seepär. ZB=Z XS li
A-rgas COA: OC=OA; „ ZC^Zy- H

ZB + ZC-ZA.
Oskar Perli, Ruumi algõpetus I. s
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nanneT A-~9 Ja
A

siis s?ame * B + asemele
pannes A. 2 A — 180

,
ehk A=9o

.
M. t. o. t.

Ülesanne 116. Täisnurkne kon-
struida hüpotenuusist ja kaatetist.

Konstruktsioon: Antud hüpotenuusi a
võtame diameetriks ja tõmbame tema üle
poolringi. Selle poolringi sisse asetame
kooluna diameetri otsapunktist C alates
antud kaateti CA b. <KCAB=9O°, kui
diameetri peale toetav piirdenurk.

A CAB on otsitav.

'•< Ülesanne 115. Sirglõigule tema ots-
punktis ristjoon tõmmata.

Konstruktsioon: Keskpunktiks võttes
mingit punkti C väljaspool AB tõmbame
ringi, mis läheb läbi B ja lõikab AR
punktis D, läbi D ja C tõmbame diameetri
DJJüT läbi B J Sirge BJ J- AB

>
SeSt

ÜBJ on diameetri peale toetav piirde-
nurk.

nurgalt 83""6117
’ Täisnurkne Akonstruida hüpotenuusist ja terav

Konstruktsioon: Antud hüpotenuusi
CB=a võtame diameetriks ja tõmbame tema
ule poolringi. CB peal konstruime B juures
antud teravnurga B = /?, mille teine haar
poolringi punktis A lõikab. <BAC = 90° ja
sellega on A BAC otsitav.

Ülesanded. Näidata, et täisnurkses
A-rgas.

118) hüpotenuusi peale tõmmatud kõr-
guse ja mediaani vahelnurk võrdub terav-

nurkade vahega;
119) täisnurga poolitaja poolitab ka hüpotenuusi peale tõm-

matud kõrguse ja mediaani vahelnurga;
120) hüpotenuusi poolitaja on niisama pikk, kui pool hüpote-

nuusi. 1

121) Täisnuikset A-rka on võimalik jagada 2-ks võrdhaarseks
A-rgaks.

Ristjoon (perpendikulaar) ja kaldjooned.
57. Projektsiooni mõiste. Definitsioonid. Punkti A

projektsiooniks sirge MN peale nim. A-st MN peale tõm-
matud ristjoone alust A’.
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Kui punkt ise, näit. D, selle

sirge peal on, mille peale teda

projektitakse, siis langeb pro-
jektsioon projektitava punk-
tiga ühte.

Sirglõigu BC projekt-
siooniks sirge MN peale
nim. selle sirge MN lõiku

B’ C’, mis otsapunktide projektsioonide vahel on.

Kui projektitava sirglõigu üks ots D sirge MN peal on, siis

on lõigu DE projektsiooniks sirge MN peale lõik DE', mille üheks

otsapunktiks on D ise ja teiseks — E projektsioon E' MN peale.
Sirglõiku DE d ennast nim. projektitavaks, perpendikulaari EE' d

— projektijaks ja projektitava ning projektsiooni sünnitatud
nurka EDE'I — tõusuks ehk kallakuseks.

Edaspidi on meil tegemist peaasjalikult projektsiooni viimase

erijuhusega. Siin on selge, et projektitav DE on täisnurkse A_rga

hüpotenuus, projektija EE' ja projektsioon DE' on kaatetid.

58. (62) Lause. Kui väljaspool sirget asuvast punktist
sellele sirgele on tõmmatud ristjoon ja kaldjooned, siis:

1) on ristjoon lühem kui ükski kaldjoon;
2) võrdsetele projektsioonidele vastavad võrdsed

kaldjooned;
3) pikemale projektsioonile vastab pikem kaldjoon.

Antud: Tõendada:

AP J_ MN AP < AB

PC = PB AC = AB

PD > PB AD > AB

Tõendus: 1) Täisnurkses

A-rgas APB on kaatet AP <

hüpotenuus AB [46 järeld.];
AAPB,

sest AP = AP, PC = PB, -XAPC = -£APB; järj. AC = AB.

3) Et AP I MN, siis on «X p = 90°, <c > 90° kui A APC välis-

nurk; et A-gas ACD xc>9o ,
siis on <d<9o ja Xc><d; järj.

AD>AC [46 järeld.] ehk AD>AB. M. t. o. t.

Ümberpöördud laused: Kui väljaspool sirget asuvast

punktist sellele sirgele tõmmata igasugused sirged, siis:

1) kõige lühem nendest on risti selle sirgega;
2) võrdsetel kaldjoontel on võrdsed projektsioonid;
3) pikemal kaldjoonel on pikem projektsioon.
Tõendus: l) Kui ei oleks see kõige lühem joon AP_LMN,

vaid mingi teine joon oleks I MN, siis peaks viimane lühem olema,
kui kõige lühem joon AP, mis ometi võimatu on.

2) Kui AC AB ja AP I CB, siis on A CAB võrdhaarne ja
PC = PB [4s].
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AD<AB
KU

e™

Dpn^B
pR

SiiS el ™Aa ? PD<PB
-

sest oleksvõimalus:’ PD>ra~ ’
SeSt mU,du °leks AD =AB. Jääb ainuke

.
e

M.t. o. t.
Jal’eldus

;
Punkti kaugust sirgest arvatakse punktist sirgepeale tõmmatud ristjoont mööda.

g

sirgel
Ül

e?a

a

n

s

d

u

d- Läbf )
R

A

tõ

Ud
? PUnktid M

’
P

’
R

’ mis mit‘« «hei

gel on

Lb R tommata sirSe’ mis M
- ja võrdkau-

.

4 23.^.^äidata
’ et punktide A ja B kauguste summa sirgestmis sirgloiku ABJ ei lõika, on 2 korda nii suur, kui AB keskkohaK kaugus samast sirgest.

KesKKona

124) Tõendada, et võrdhaarses A-gas on aluse iga nnnbti

tud
U

kõ
S

rg

e

us

SUmma haaradest nÜSama pikk kui haara Pea 'e tömma

Jõepdadä, et võrdkülgse A-rga sisemise punkti kaugustesumma kõigist külgedest võrdub selle A-rga kõrgusega.
g

59. Ülesanded. I. Tõendada laused:

...

sisemist punkti ühendada tippudega siis onVähem
’

kUi st
P

ia
e

s

g
u

a

drem
S

k
O u”

127) Kumera nelinurga diagonaalide lõikepunkt on tasaninna
nnsugune punkt mil e kauguste summa tippudelt on kõige Sm
Ajaß^sii^onÄT^lcB 1 “ P “da «PPudega

on all^aXh
Se A’rga °‘CTa Välisnurga P- litaia

JÄÄ’8’ riS“OleV ISikab DUtga haaradaa‘

IL Konstruimisülesanded;

dest võrdsel Wki

ndt
a

P lõtabtsmmata * ta nUrga haara’

132) Nurga sisemises vallas on antud kaks punkti E ia F

[V. Ü1 f7J
ge lUh6m tee Ei F”e

’
mis läheb mslema haari kaudu.

Ix-
A' ga siecs5iecs on antud 2 punkti Eia F. Kuidas lähebkõige lühem tee Et F-mis puudutab A-rga iga külge?

'telT' F»® °" antud
,

2 P unkti Eia F - Kuidas läheb
Kõige lunem tee E‘ F ss% mis puudutab nelinurga iga külge?

60. (118) Konstruiiiiisülesande uurimine.

. Jga
.

kn,u konstruimise teel taandub punktide Uidmiseks, näit. A-rga leidmine taandub tema 3 tipu leidmiseks.
i~m

d, sa^ uvad meil aga joonte lõikumisel. Kaks sirget
võivad lõikuda ainult ühes punktis, sirge ja ring —kahes L kfk«
ringi ka ainult kahes punktis [ll, 90. 102, 103]

g ’ J k k
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Seepärast peame niihästi konstruimisel km ka konstruktsiooni

kontrollimisel seda järele vaatama, mitmes punktis meie jooned lõi-

kuvad ; lõikepunktide arvust oleneb ka lahenduste arv.

Nende tingimuste määramine, missugustele vastama peavad
andmete vahekorrad, et ülesanne oleks võimalik, et ta annaks 1

lahenduse, et ta annaks 2 lahendust, nim. ülesande uurimiseks.

Näide (ül. 135). Konstruida A kahest küljest ja ühe

külje vastasnurgast.
Konstruktsioon:*) Nagu

ül. 68 konstruime < A —a;
ühe haara peale asetame

ühe külje AC = b ja saadud

tipust C tõmbame raadiu-

sega a kaare. Kui a< b,
siis lõikab see kaar teist

haara kahes punktis B ja E.
Ühendades kumbagi C? a

,

saame lahendusena kaks

A-rka, AABC ja AAEC, mis mõlemad nõuetele vastavad

Uurimine: I. Kui a> b, siis läheb C st raadiusega a tõm-

matud kaar tipu A tagant mööda ja lõikab haara AB d ühes punk-
tis 80, sest võetud raadius on pikem
kui tipu C kaugus haarast AB:

a>h c =CP [9l, järeld.]. Lahen-
dusena esineb 1 kolmnurk —

A ACB0.

a peab iseenesest pikem ole-

ma kui b, kui a on nüri- või täis-

nurk. Kui me a
d vähendame, siis

hakkab lõikepunkt B lähenema

tipule A; me saame ikkagi 1 la-

henduse, — IA-rga, näit. ACBi,
nii kaua, kui a>b, nagu ül. 68.

11. Kui a saab sama pikaks
kui b, a=b, siis ilmub ka teine

lõikepunkt, nimelt kaar läheb tipust A läbi: lahendusena esineb

aga ikkagi veel 1 A, nimelt võrdhaarne AACB2.
lIL Kui me edasi vähendame a

d
,

nii et a<b, siis hakkab

B, liikudes AD d mööda, lähenema Ale
. ja teine lõikepunkt E—-

kaugenema ABt
, sellega teineteisele ja punktile P lähenedes.

Selle juures on olemas 3 võimalust:

l)b>a>h c ; 2)b>a = h
c ; 3) b>a ja a<h c ehk b>h c>a.

Niikaua kui a>h c ,
saame lahendusena 2 A-rka:

AACB 3 ja —ACE3, nii et

AC=AC <A =<A (= A«)
CE 3 = CB 3 AE 3 C = 180°—AB 3 C, sest <tB 3 E 3 C =-£ CB 3E 9

AE 3=AB3— E 3 B 3 ACE 3 = ACB3—-K E 3 CB 3 .

') Joonises 62 peaks tähistatud olema pikem sirglõik b?a ja lühem asa«
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punkt/d B
K jl £

Me
b
ne

a

nTd
h

et
(7ad^hte iS

l
°“

saame 1 täisnurkse Aga ACP
[ L J lahendusena

i«

a<i
~ e<lasi vähendada, siis kaob nurga haaral AD 1 ia£> i. -.”..4‘

Kokkuvõte.

nürin£taeA." >90°’ ™ a>b ia üks™lfl »“ 1 lahendus,

täisnurime
Kl.K = 90°’ S"S on a>b ia ülesandel on 1 lahendus,

C. Kui i: < 90° ja I. a> b, siis on ülesandel 1 lahendus.
„

11. a= b, siis on ülesandel 1 lahendus, võrd-
haarne A.

» lIL a <b, seejuures aga :

2) a= h
c ’

SiiS ~ ? lahendust
’ millest 1 nürinurkne;

3) ” A on täisnurkne;
J < ric ’ ”

0
» ülesanne võimatu.

188) MT"dedAr\Uida A a"est: 136)c,Ä m
a ; )Z( h

c
.

W)h’h r ,Dlc; * a
’

h
*’

hb; l«)c,h
c ,mc

.

) b,h o ,«, 143) b, a+(9, mb ; 144)b, n
y,<(c,n.,); 145) h

a , q, m„
’

“

t

U?*V“,ne
-

L Konstruimisaiesande uuri-

sis§ss
Qr,

Külje a väärtusi muutsime meie ise, oma tahtmise ia heaks-

* c —Ä

SSÄÄÄ
vali™e> nin,‘ Uppumatuks (olenematuks) muu-fNusugust suurust, mille väärtuste muutumine on

mingi teise rounKe

muytl, ”.' ise tagajärg, mis oleneb

rippuvaks muutnuks “™tuP" ses‘, nim. olenevaks ehk

n ks
muutujaks ehk rippumatu muutuja funktsioo-
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LII. Võetud näites, ül. 135, võime külje a võtta nii pika, kui

me iganes soovime, me võime teda suurendada, kui palju tahame;
ei ole nii pikka sirglõiku olemas, millest pikemaks meie a.d valida

ei võiks ja ülesanne ei kaota ikkagi oma mõtet, oma lahendust.

Niisugusel korral on a n. n. lõpmata suurenev suurus.

Suurust, mis teatava seaduse järele muutudes saab

suuremaks, kui ükski ette kindlaks määratud suurus,

olgu see kui suur tahes, ja sama seaduse järele edasi

muutudes selleks ka jääb, nim. lõpmata suurenevaks

suuruseks.

Kirjeldatud a muutumisel muutub ka B; ta saab aga ikka

vähemaks ja vähemaks ja ei ole nii väikest nurka olemas, millest

< B väiksemaks ei võiks saada, kui me ad küllalt suurendame.

Suurust, mis teatava seaduse järele muutudes saab

väiksemaks, kui ükski ette kindlaks määratud suurus,

olgu see kui väike tahes, ja sama seaduse järele edasi

muutudes selleks ka jääb, nim. lõpmata vähenevaks suu-

ruseks.

Külje a muutumisel võib < C omandada ka 2 väärtust kor-

raga. Kõneldakse: niikaua kui a> b, muutub <C „üheselt“,
ta muutumine on „ühene“, s. t. ühele a väärtusele vastab üks-
ainus < C väärtus; niikaua kui a<b ja a> h

c ,
muutub <C Ra-

heselt*, ta muutumine on ,kahene“, s. t. ühele a väärtusele
vastavad kaks < C väärtust. Vaatleme ainult < ACB ja mitte

<ACE.
Kui a suureneb piiramatult, suureneb ka < ACB, aga mitte

piiramatult; <ACB ei või suuremaks saada kui 180° — a.

Kui a väheneb, väheneb ka <ACB; niikaua kui veel lahen-

dus olemas on, ei või < ACB väiksemaks saada, kui 90° —«.

Suurust, mis teatud seaduse järele muutudes muutub
kindlates piirides, s. t. nii, et ta ei või omandada väär-

tusi, mis ühest konstantsest väärtusest suuremad ja tei-

sest konstantsest väärtusest väiksemad on, nim. lõpli-
kuks.

IV. Olgu a= h
c

Võtame kiire, mis välja läheb C st P sihis;
ta lõikub AD ga punktis P, nii et a=CP ja lõpupunkt B langeb
ühte P ga

. Et a'1 suurendada, pöörame kiirt C ümber päri päeva.
Selle juures jookseb lõikepunkt ADd mööda D sihis ja CB d mööda

B sihis, ilma et ta ühtegi punkti vahele jätaks; a on omandanud

kõik väärtused CP?‘ kuni CB11’.

Kõneldakse: a on kulgenud kõik väärtused CP st kuni CBni ja
a on muutunud nendes piirides pidevalt. Suurus muutub

pidevalt piirides ast kuni bnl
,

kui ta ast b peale üle min-

nes kulgeb kõik a ja b vahel olevad väärtused ja ühe

väärtuse järele teise, esimesele otsekohe järgneva väär-
tuse omandab, ennast lõpmata väheneva suuruse võrra

muutes. Suurus võib muutuda ka hüpetega — omandades mitu
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õpnas
U

mi“e omanilades
,

näit,

on te^
iseloomu ja ulatab 1 g kÕigi SUUruste “uutumise põhjust,

tud on

2 ÄKd?^XIS^ SXe

.

te lahe“da”‘»e- an-

1-ne (ül. 148) Konstruida A, kui antud on a+b c «na uus. A-rgas ABC asetame AC = b pikenduse peale CB =

H
f

— b+ a (ehk a-kb).

a AU^nd^e D BL% siis saame
A ABD, milles teada on AD=b 4- a

~ c
’

A=a ja mida me kon-
struida saame kahest küljest ja nen-de vahelnurgast. Selle läbi leiame
võrdhaarse A‘ga BCD aluse BD jatema lahisnurgä D (=i/2/). Tipu
C leidmiseks tõmbame kesk-

on,
a

a

+
e

b>e
aVaC*

-ne näide: (ui. 149) Konstruida A, kui antud on e «Analüüs: Asetades lühema külje b pikema a peale näeme.’et’
mpii

Je ö P ]kema a Peale näeme, etmeil praegusel juhusel korda ei lähe
konstruitayat A-rka saada. Asetame asrapikema külje BC

— a lühema külje AC = b
peaie, saame nende «negatiivse" vahe

dades VrV' JaSp°o1
A

Arka ABC' Ühen"

ctades D saame A ADB, milles meil

-18a/“ A

«

=

n

a
T b

’
AB =C’ * DA“=

iähl l.~“’ Se.“® A-rga ADB konstruimiseläbi leiame võrdhaarse A-rga BCD aluse
13. 161113 1311 1 Qniiroro x: i .

iniseks tõmbame BDlt kesklisffoon™ lähisnur®a - Tema ÜPU C leid-

tiivse“vahet S: Mõnikord tuleb ta™tada positiivset, mõnikord nega-

Konstruida A, kui antud on:

150) b+c,a, z; 151) b-c, a, z; 152) b+c, a «•}53 b -e, a,«; 154) b+c, a, fl; X55) b-e / £
159 a

atb’;7lW. rnTh-’ >5B) a, b+c,?=9O»;
162) h-u/

90
’ a+b + c > a

> & 161) a +b+c, h y162) b+c,«, Z; 163) b-c, «, Z; 164) blc, hj *
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165) b — c, h
c
, «; 166) b-|-c, a, /?; 167) b—c, a,

168) a-|-b, h
a,

169) a— b, h
a, 0; 170) a-|-c, b, a;

171) a—c, b, a; 172) b-f-c, a, h
b ; 173) b—c, a, h

b ;

174) b-J-c, a, h
c

; 175) b —c, a, h
c
; 176) a-|-c, b, h

c
;

177) a —c, b, h
c,

Geomeetriline koht.

63. (63) Geomeetrilinekoht. Ülesanne (178). Leida punkt,
mis punktist A r kaugusel on.

Lahendamine. Ast tõmbame kiire ja selle peale asetame AB=r.
Punkt B täidab ülesande nõuet. Kiire võime tõm-

mata mõnes teises sihis, siis saame teise punkti,
mis ka ülesande nõudele vastab. Neid punkte
saame palju, saame terve joone täie; kõik punk-
tid, mis on Ast raadiusega r tõmmatud ringi peal,
on Ast r kaugusel; ringi sees olevad punktid on

A le lähemal kui rja väljaspool ringi olevad punk-

S 3

\hon. tid on Ast kaugemal kui r. Ring on see koht —

geomeetriline koht — kus asuvad kõik niisugused
punktid ja ainult nemad asuvad.

Definitsioon. Punkti geomeetriliseks kohaks nim.

joont, mille peal olevad punktid kõik alluvad ühele ja
samale seadusele ja millest väljaspool olevad punktid
sellele seadusele ei allu.

Seepärast, et tõendada, et leitud joon on teatud punkti geo-
meetriliseks kohaks, tuleb ära näidata, 1) et kõik selle joone punktid
alluvad mainitud seadusele ja 2), et punktid väljaspool seda joont
mainitud seadusele ei allu.

I- geom. koht: Antud punktist A antud kaugusel r

oleva punkti geomeetriliseks kohaks (g. k.) on ring, mis
tõmmatakse antud punktist A antud raadiusega r.

II- geom. koht. Kahest punktist samakaugel oleva

punkti geom. kohaks on neid punkte ühendava sirglõigu
keskristjoon.

Tõendus: Olgu A ja B antud punktid, KR —

rlõiorn AR P meelevaldne nunkt %sirglõigu AB keskristjoon, P meelevaldne punkt
KR peal ja V — meelevaldne punkt väljaspool
KR. Siis on: 1) PA = PB, sest et KA =KB ja
võrds. projekts. vastavad võrdsed kaldjooned;
s. t. P on samakaugel Ast ja B st

.

2) VA = VR-f-RA==VR-j-RB > VB; järj.
VA >VB—s. t. V ei ole sama kaugel Ast ja Zfoon.G?-.
Bst

.
M. t. o. t. (Mis maksab meelevaldse punkti

kohta, on maksev iga punkti kohta).
IH-as geom. koht. Nurga haaradest samakaugel oleva

punkti geom. kohaks on selle nurga poolitaja.
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Tõendus: 1) Olgu -£RBA=ARBCja
BB 4- ?A’ RJ -L BC

- Siis on AEBR oo A JBR
[50,1]; järj. RE=RJ; s. t nurga poolitaja peal
olevad punktid on samakaugel haaradest

2) Olgu PM_LBA, PK_LBC ja PM-=PK.
Sus on APMB se APKB [s2];

järj. <MBP = < KBP; s. t. et BP on
-rga ABC poolitaja. Et nurga haaradest

o

- -
i

samakaugel olev punkt on nurga noolitaia

sÄugeF'oTks P ° Olitaiat ,eidU PUnk,V’iS

.
st

A Uhelt P° olt P eab otsitav punkt
g

B
- ühekaugel olema; tema geomeetri-

liseks kohaks on siis sirglõigu AB kesk-
ristjoon. Teiselt poolt peab ta O®L kau-
g-USeJ a

-

°lema ; tema geom. kohaks on
sus O umber raadiusega a tõmmatud ring.
Nende joonte lõikepunkt on siis otsitav
punkt.

Uurimine: 1) Ring 0 lõikab KP" . / i XT
kahes punktis M ja P niikaua, kui
?>. 191 M 2 lahendust. 6S

2) Ring O riivab KPAühes punktis, kuia =OF 1
2) Ringil 0 jai KP±ei ole ühist punkti, kui a<OF ülesan. võimatu.

V ülesanded. 180) Leida punkt, mis oleks antud sirgest kaunusel a ja antud punktist kaugusel b.
sirgest kaugu-

vl81) Leida punkt, mis oleks antud nurga haaradest ühekangel ja antud punktist kaugusel b
g 1 uhekau-

Tõendus: Külje ABkeskristjooneFO*)
punkhd on ja ühekaugel; küljeAC kesknstjoone EO punktid on A st ja C st

ühekaugel. Nendekeskristjoonte lõikepunkt
siis kõigest kolmest tipust ühekaugel:

UB = OA = OC.

hoo

Et 21r 00
’

sii® on A BOC võrd-
naärne BC (ema alus ja 0 tema tipp. See
parast läheb ka külje BC keskristjoon teiste
külgede keskristjoonte lõikepunktist O läbi.

punkMe"* 182) Nürinurkse külgede keskristjoonte Ue
) Lõikepunkt O ei ole joonisel 70 tähistatud.
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183) Täisnurkse A-rga külgede
66. Lause. (128) Kolmnurga nurkade poohtajad lõikuvad

kõik ühes punktis; see punkt on kõigest kolmest küljes

ühekaugel.
Tõendus: Nurga A poolitaja AP punk-

tidon AB st ja A(X ühekaugel; nurga B poo-

litaja BP punktid on BA S 1 ja BC st ühekaugel.

Nende nurgapoolitajate lõikepunkt P on sus

kõigest kolmest küljest ühekaugel: kui

PL AB, PK J_ AC, PJ J_ BC, siis on

PK = PL = PJ.
Ühendame tipu C P?a ja vaatleme A-rki

C
KPC

PK - PJ, PC = PC, < PKC = < PJC = 90°;

järj.APKCsfiAPJC; järj. -£KCP =■< JCP

S. t. CP on -Aga C poolitaja ja ta läheb ka teiste nurkade poolita

jäte lõikepunktist läbi. M. t. o. t.

111-as peatükk: Nelinurk.

67) (70) Lause. Hulknurga välisnurkade summa on

täispööre.
Tõendus: Hulknurga piire on kinnine

murtud joon. Olgu ta punkti liikumise

jälg. Algagu punkt M oma liikumist külje

FA pealt ja liikugu ta FAA' sihis. Jõudes

tippu A muudab punkt M järsku oma sihti

AA' pealt ABB' peale, pöördudes esimese

välisnurga A'AB võrra. Jõudes tippu B

muudab punkt M jälle järsku oma liiku-

mise sihti BB' pealt BCC'peale, pöördudes
S välisnurga B BC Nii käib liikuv punkt M kmge piirde

läbi, igas tipus muutes järsku oma sihti ja pöördudes seal tolle tip

juures oleva välisnurga võrra. Kui punkt jõuab tippu F, siis muu-

dab ta jälle järsku oma sihti FF' pealt EAA peale, pöördudes vii-

mase välisnurga FF'A võrra. Sellega on liikumise siht ennast

pööranud esialgse sihiga võrreldes kõigi hulknurga välisnurkade

summa võrra ja ühtlasi tuli ta oma esialgse sihi juure tagasi. See

tähendab — tegi täispöörde. M. t. o. t.

Ülesanded: 184) Missuguste suuruste liiki kuulub hulknurga välis-

nurkade summa?
.

185) Viisnurgas on kõik välisnurgad ühesuurused. Kui

suur on iga välisnurk ? iga sisenurk ?

68. (69) Lause. Hulknurga sisenurkade summa on nii

mitu sirget nurka, mitu tippu on hulknurgal ilma 2-ta:

(n-2). 180°.
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SXtfWTÄ Š" d7
nurkade «nmmn ?fino 180

’ Sellest summast lahutades välis-"
“• 180»-360» = (n-2). 180°,™ t,

SU“r 7'nU^a’

ls'n,“orgaS °n k3ik sis ‘>

Iqo\ iiyr;
’ U 1 suur on iga sisenurk? iga välisnurk?

kade summ“ SHgUSte SUU™Ste hulka kuu,ab hulkuurga s"Lr-

põhju
1

s

B%atuhä?Seroo^hU 'knUrga “rkade su'nma muutumise

mJtJB-Ä-Ä»8Ä
samma milleks

Tõendada^aused; 11“** °n ™imalik hulkaargaa

iide diagonaa-

Konstruida nelinurk:

197) kühest
lahisküi|®®t> diagonaalidest ja nende vahelnurgastvahelduvast ' ’ lahlsnurkadest, diagonaalidest ja nfnde

Parallelograminid (rööpkülikud).
69. (71, 72, 73) Definitsioon. Parallelogramm (rööp-

„

külik) on nelinurk, mille vas-
külik) on nelinurk, mille vas-
tasküljed on paralleelsed (röö-
bikud).

Par-grammi märk on #.

Definitsioonist järgneb:0

1) lause: Par-grammi vastasküljed on võrdsed
—-joonte peaomaduse põhjal [34];

voruseu

he^S d”1"'

BD = BD, < Ab£ =i CM ja
A
.

A“b=A CBd!L M. t.
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Märkus I. Viimasest lausest võib iseseisvalt järel-

dada, et #-i vastasküljed on võrdsed ja -jooned on

igal kohal teineteisest ühekaugel.
Märkus IL Üks #-i külg võetakse aluseks; siis on

#-ikõrguseks mingist vastaskülje punktist selle aluse

või tema pikenduse peale tõmmatud ristjoon.
Ülesanded. 198) Kui suured on #-i vasta snurgad teinetei-

sega võrreldes?

199) Kui suur on #-is ühe külje lähisnurkade summa?

200) Par-grammis on üks nurk 90°. Kui suured on teised

nurgad?
Konstruida #:

201) lähiskülgedest ja nurgast;
• 202) lähiskülgedest ja kõrgusest;

203) lähiskülgedest ja diagonaalist;
204) küljest, diagonaalist ja nurgast;
205) küljest, kõrgusest ja diagonaalist;
206) küljest ja kahest kõrgusest;
207) ühest diagonaalist ja kahest kõrgusest.

208) Antud nurga haarade vahele mahutada antud sirglõik
antud sihis.

.

209) Olgu ABC võrdkülgne A, BD ja CD nurkade B ja C

poolitajad. Tõendada, et sirged, mis lähevad läbi D, üks ABga

ja teine || ACga, jagavad BC kolmeks võrdseks osaks.

210) Leida antud sirgest antud kaugusel olevate punktide

geom. koht.
,

.

211) Leida kahest antud sirgest samakaugel olevate punk-
tide geom. koht

.

212) Antud punkti ja sirge vahel mõeldavate sirgloikude kesk-

kohtade geom. koht leida.

213) Konstruida A andmetest h
a, mb, q.

70. (74) Par-grammi diagonaalid poolitavad teineteist.

Tõendus:
EF= GH,<£ 1 =<£ 2, 3 = A 4 (põikn.);
järj. A EJF GJH.

Järj. EJ = JG, FJ = JH. M.t.o.t.

Ülesanded. Konstruida #:

214) diagonaalidest ja nende vahelnurgast;
215) diagonaalidest ja küljest;
216) diagonaalidest ja kõrgusest;
217) küljest, kõrgusest, diagonaalist;
218) küljest, diagonaalist ja diagonaalide vahelnurgast.
219) Konstruida A kahest küljest ja kolmanda külje poolitajast.

220) Nurga sees antud punkti läbi tõmmata sirge nii, et see

punkt poolitaks sirglõiku, mis nurga haarade vahel on.
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221) Missugune sümmeetria ,'on #-il ia kus asuvad ‘niirrM
sümmeetrilised punktid? [27.]

J suvad purde

asuvad22^.l™”^s? 8 k“- Ühe *’mi tipud teise *-mi külgedelasuvad, sus on neil ühine sümmeetria keskpunkt.

Zl’ (77) ümberpöördud lause. Kui nelinurga vastas-kuljed on paarikaupa võrdsed, siis on nad ka paralleelsed.
Tõendus: Kui AB-CD, BC —DA-

iseenesest onAC —AC; siis on

ACBD fni. ü. I.].
4 ia A2-=<3.

AB || CD CB || AD.
s. t. ABCD on #. M. t. o. t.

72. (76) Ümberpöördud lause. Kui nelinurgas on üks
paar vastaskülgi isekeskis paralleel-
sed ja võrdsed, siis on ka teine paar
vastaskülgi isekeskis paralleelsed ia
võrdsed.

3'

Tõendus : Kui AB =CD ja AB || CD,
siis' on AB=CD, Al =<4(põikn.), AC-AC

A ABC hC A CDÄ [I. ü. ],]
A2-A3, CB AD.

CB || AD.
’

M. t. o. t
73. (78) Ümberpöördud lause. Neli-

roUgraiZ!le diagOnaalid tei*eteist poolitavad, on paralle

Antud: NO-OR, MO-OP.

Tõendada: NP || RM, MN || PR.

Tõendus: NO —OR NO —OR
OP-OM OM-OP

<l=<3 <4=<2

/ \\ ANOP a MOR A NQM APOR
'L . <5 —<7 <6 = <8

NP || RM MN || PR

Isesugused parallelogrammid (rööpkülikud).

74
; Definitsioon. Püstkülik on nelinurk, millenurgad kõik on täisnurgad.
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Lause: Püstküliku diagonaalid on ühepikkused.
Tõendus: Et A — — <cC— CD 90,

siis on AB || CD, BD || DA; s. t. ABCD on
.

See-

pärast on AB = CD; AD =DA, *CA =<CD;

järjel. A ABD A DCA. Järjel. BD = CA. M. t. o. t.

Ülesanded. 223) Konstruida püstkülik küljest

ja diagonaalide vahelnurgast.
224) Konstruida püstkülik diagonaalist ja diago-

naalide vahelnurgast.
225) Missugune sümmeetria on püstkülikul ja

kuidas on asendatud piirde sümmeetrilised punktid?
[I. trükk § 80].

75. (82) Definitsioon. Romb ehk kaldruut on neli-

nurk, mille küljed kõik on ühepikkused ja nurgad ei ole

täisnurgad. Järj. romb on # [7l].
Lause: Rombi (kaldruudu)diagonaalid on vastastikku risti

ja poolitavad tema nurki.

Tõendus: Et AB = BC = CD = DA, siis

on ABCD #; A ABC on võrdhaarne, AC

on tema alus ja AO = OC. Seepärast on

BO J_ AC, ehk BD _L AC ja I=Cc 2 [4s,i].
M. t. o. t.

Järeld. Rombi (kaldruudu) diagonaa-
' lid on tema sümmeetria teljed.

Ülesanded. 226) Kirjeldada täielikult rombi sümmeetriat.

Konstruida romb: 227) küljest ja kõrgusest; 228) küljest ja

diagonaalist; 229) diagonaalist ja kõrgusest; 230) diagonaalidest.
231) Püstküliku keskkohti järjekorras ühendavad sirged on

rombi küljed.
76. (83) Definitsioon. Ruut on nelinurk, mille nur-

gad kõik on täisnurgad ja mille küljed on kõik ühe-

pikkused.
S. t. ruudul on ühtlasi kõik püstküliku ja

rombi (kaldruudu) omadused:

1) Ruudu diagonaalid on ühepikkused, on

teineteisega risti ja poolitavad ruudu nurki.

2) Vastaskülgede keskkohtadest läbimine-

vad sirged ja diagonaalid on ruudu sümmeetria

teljed. a

3) Ruudu 4 sümmeetria telge lõikuvad ühes 'joon SO

punktis, mis on ruudu neljakordse sümmeetria

keskpunktiks.
Ülesanded. Tõendada laused:

232) Kui ruudu tippudest alates iga külje peale asetada samas

sihis ühepikkused lõigud ja saadud punktid järjekorras ühendada,

siis tekib uus ruut.

233) Püstküliku nurkade poolitajad sünnitavad ruudu; par-

grammi (rööpküliku) nurkade poolitajad sünnitavad püstküliku.
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punktis.
(l29) LauSe - Kolmnurga kõrgused lõikuvad ühes

Antud: BN J_ AE, AM J_ BE,
EL_LAB. 9

Tõendada: BN, AM, EL lõiku-
vad ühes punktis.

Tõendus: Tõmbame iga tipu
läbi || -jooned vastasküljele. Need
lõikuvad ja sünnitavad uue A RST.

Et BR II EA, RA II BE; ATJI_BE, TEJLAB; ES II AB, SB II EA.
[b9] BR = EA, RA=BE; AT=BE, TE AB; ES AB, SB EA BR

RA AT TE ES ~SB~=~BR.’
1 11 uA

°n antud A-rga ABE tipud uue A-rga RST külgedekeskkohad, ja antud A-rga kõrgused on uue A-rga külgedenstjooned; niisugustena lõikuvad nad ühes punktis [651. Sedapunkti mm. ortotsentriks. J

Trapets.

...

7
.

8 ' r;‘2!'. se
- Kolmnurgas on kahe külje keskkohti

paraneelne^gI°ik P °O1 °Sa ko,mandast küljest ja temaga

Antud: AM = MB, CK = KB.
Tõendada: MK II AC, MK=iAC.
Tõendus: Asetame MK pikenduse peale
KN = MK; ühendame N B" a ja C"a ja C M ga

Et BK —KC ja MK
— KN, siis on

MBNC#[73]. See tähendab: NC II BM
NC = BM. Et MA on BM pikendus jaT\/T A DAT _ i \ Jp-

-
—vii

pincnuuö Icl

ö oon %?> MA = BM, siis on ka: NC II MA, NC =MA

M„

Järjel- |721 MN II AC ja MN-=AC. AgaMK = ,MN; seeparast: MK II AC ja MK = JAC. M. t. o. t.
Ülesanded: Tõendada laused:

kül i ed on 13 cm
-> 14. cm., 15 cm. Kui pikad onnende külgede keskkohti ühendavad sirglõigud? Tehke joonis!

v-r a

235 Nelinurga külgede keskkohad on niisuguse #-i tipud, mille
kU F E°°!i dWonaa}ldest J a diagonaalidega paralleelsed.

£ustkP kku külgede keskkohad on rombi tipud.
23 'J Kombi külgede keskkohad on püstküliku tipud.
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79. (85) Definitsioonid. Trapets on nelinurk, mille
üks paar vastaskülgi on paralleelsed ja teine paar ei ole

paralleelsed.
Paralleelseid külgi nim. trapetsi alusteks; trapetsi kõrguseks

nim. aluste kaugust teineteisest. Mitteparalleelsete külgede kesk-

kohti ühendavat sirglõiku nim. keskjooneks.
Kui trapetsi mitteparalleelsed küljed ühepikkused on, siis

nim. seda trapetsi võrdhaarseks ja neid külgi haaradeks.
Lause: Trapetsi keskjoon on alustega paralleelne ja

on aluste poolsumma.
Antud: BC II AD, AM- MB, CK= KD.

Tõendada: MK II AD II BC,
MK = | (AD+BC).

Tõendus: Tõmbame läbi B ja K sirge,
mis AD pikendust L-is lõikab. Siis on:

CK=KD,
A BCK A LDK. Järj. DL =BC ja
BK = KL.

Niiviisi on A-gas ABL punkt K külje BL keskkoht ja
AL AD-|-DL =AD 4-BC. Et aga A-gas ABL on AM -MB ja
BK = KL, siis on MK I! AL ja MK =! AL [7B], ehk MK || AD || BC

ja MK = * (AD +BC). M. t. o. t.
Ülesanded: Konstruida trapets, kui antud on:

238) a, b, c, d; 239) a, b, m, e;
240) a, f, «, e; 241) a, c, h, f; C' $240) a, f, a, e; 241) a, c, h, f;
242) b, h, f, e; 243) b, d, d, f;
244) c, d, «, m; 245) d, f, m, d.

246) Tõendada, et võrdhaarses

trapetsis on aluse lähisnurgad ühe-

suurused, diagonaalid ühepikkused
ja aluste keskkohti ühendav sirge
on sümmeetria telg.

5)

247) Tõendada, et võrdhaarses trapetsis on diago-
naali projektsioon aluse peale niisama pikk, kui keskjoon.

80. (130) Lause. Kolmnurga mediaanid (küljepoolita-
jad) lõikuvad ühes punktis ja jagunevad seal kaheks nii,
et tipupoolne osa on 2 korda nii pikk kui küljepoolne osa.

Antud: EJ =JD, DU =UA, AR = RE.

Tõendada : EU, DR, AJ lõikuvad ühes

punktis;
EK = 2KU, DK = 2KR, AK = 2KJ.

Tõendus: Mediaanid EU ja DR

lõikuvad punktis K. Poolitame EK

punktis S ja DK punktis T ja ühen-
dame järiekorras R,S,T,U,R.

4Oskar Perli, Ruumi algõpetus I.
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A-rgas EDK on: ES —SK,
DT = TK.

A-rgas EDA on: ER=RA,
DU=UA.

ST= iED [7B]; RU ED; RU= |ED[7BJ.
ST || RU; ST = RU, s. t. RSTU on #

ES =SK = KU; DT =TK = KR.
ehk EK = 2 KU ja DK = 2 KR.

Niisama lõikuvad ka EU ja AJ. See tähendab, et ka AJ läheb
läbi punkti K, mis EU jagab kaheks nii, et EK =2 KU ja jaguneb
seal ise ka kaheks osaks nii, et AK = 2 KJ.

Seda punkti K nim. A-rga raskuspunktiks.
81. (87) Lause. Kui rööpjoonte parv lõikab ühe sirge

võrdseteks lõikudeks, siis lõikab ta ka teise sirge võrdse-
teks lõikudeks.

Antud: AJ jj BK || CL || DM EN HO
AB = BC=CD =DE= EH.

Tõendada: JK=KL=LM=MN=NO.

Tõendus: Läbi lõikepunktide A,B,C,D,
E tõmbame JO ,e || rööpjooned, siis on

—l ==^_ 3 = = = kui vastavad n. AP =JK

-—2 =
—

4 “ 6 = =
„ „ „

BR =KL

AB — BC = CD — DE =EH oletuse järele. CS = LM

A A BCR A CDS A DET AEHU. [IL ü. L] DT =MN
AP = BR = CS = EU EU =NO

JK = KL = LM = MN = NO. M. t. o. t.

82. (87) Ülesanne (248). Antud sirglõik n võrdseks jaoks
jagada.

Konstrueerimine: Sirglõigu ühest otsast S tõmbame mistahes
kiire SK; selle peale asetame n meelevaldset võrdset lõiku; viimase
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jaotuspunkti V ühendame teise otsapunktiga L ja läbi jaotuspunk-
tide tõmbame VL le -jooned. Ehk: Mõlematest otsadest tõmbame

paralleelsed kiired SK || LT, kummagi peale asetame otsapunktidest
alates, n võrdset lõiku: Sirged, mis vastavaid jaotuspunkte ühen-

davad, jagavad SL n võrdseks jaoks.
Ülesanded: 249) Tõendada: Kui R ja S on parallelogrammi

ABCD külgede AB ja CD keskkohad, siis jagavad DR ja BS dia-

gonaali AC kolmeks.

250) Antiparallelogrammiks ehk deltoidiks nim. nelinurka,
mille lähisküljed on paarikaupa võrdsed. Leida antiparallelogrammi
diagonaalide omadus ja sümmeetria.

IV-jas peatükk. Korrapärased hulk-

nurgad.

83. (90) Definitsioon. Hulknurka nim. korrapära-
seks, kui tal on nii mitmekordne (tsentraalne) kesksüm-

meetria, mitu külge tal on. Sümmeetria keskpunkti nim.

hulknurga keskpunktiks (tsentriks).
Näit, võrdkülgne Aon korrapärane; ruut on

korrapärane nelinurk.

Lause: Korrapärases hulknurgas ons

1) kõik küljed ühepikkused;
2) kõik nurgad ühesuurused;
3) kõik tipud keskpunktist ühekau

gel;
4) kõik küljed keskpunktist ühekau

gel.

Tõendus: Olgu me hulknurgal 7 külge, sellega 7-kordne

kesksümmeetria. Pöörame h-nurga keskpunkti ümber -1- täispöörde
võrra, siis langeb ta iseendaga ühte. Selle juures ühtib iga külg,
iga nurk, iga tipp, iga külje peale tõmmatud ristjoon teise järje-
korras oleva küljega, nurgaga, tipuga, külje peale tõmmatud rist-

joonega. Ühe täispöörde jooksul, kuna hulknurk oma esimesse

asendisse tagasi tuleb, sünnib see ühtimine 7 korda, nii et iga külg
ühtib iga teise küljega, iga nurk iga teise nurgaga, iga tipp iga
teise tipuga, iga külje peale tõmmatud ristjoon iga teise külje peale
tõmmatud ristjoonega. See tähendab seda, m. t. o. t. Hulknurga
külje kaugust keskpunktist nim. apoteemiks.

Märkus: Üldistamise otstarbeks võib võtta „7“ asemel „n

84. (91) Lause. Nurgapoolitaja on korrapärase
hulknurga sümmeetria teljeks; ta läheb veel ühe nurga

tipust läbi seda nurka poolitades, kui hulknurgal on

4*

x Blbl. un



52

paarisarv külgi, või läheb ühe külje keskkohast läbi risti
selle küljega, kui hulknurgal on paaritu arv külgi.

Tõendus: Murrame hulknurga nurga-
poolitajat AN mööda kahekorra; siis lä-
heb AB AP sihis, sest -£! = ■ 2; B lan-

r \ geb P peale, sest AB = AP; BC läheb PS
/ \ sihis, sest = C langeb S peale,
/ \

e
sest BC =PS jne. kuni viimaks D langeb

\ / T peale. Et Dja T sümmeetrilised on AN
\ * ' suhtes, siis on AN I DT ja AN jagab DT
\ / pooleks. On h-nurgal paarisarv külgi

27- tip pe? siis on pea ie Dja T veel üks

tipp E olemas, mis paaris on Aiga ja
°

mis Diga ja Tiga võrdhaarse A-ga sünni-

le tavad, mille aluseks on DT ja tipuks E.
Et AN J_ DT ja jagab DT pooleks, siis

/ \ läheb AN ka tipust E läbi ja poolitab -K E.
/ \ On h-rgal paaritu arv külgi, siis on

D ja T viimased tipud ja DT viimane

\ / külg; seepärast on lihtsalt AN IDT ja
\ / AN jagab DT pooleks.
X. J 85. (91) Lause. Külje keskrist-

X.
K / joon on korrapärase hulknurga süm-

yx—X—meetria teljeks; ta läheb veel ühe
c

y°n - <y>- külje keskko-
hast läbi risti

selle, küljega, kui hulknurgal on
« J a

paarisarv külgi, või ta läheb ühe S sp X
nurga tipust läbi seda nurka pooli- / X.
tades, kui hulknurgal on paaritu f
arv külgi.

Tõendus: Olgu AN J_ BP ja AB = AP.
Murrame hulknurga AN mööda kahekorra. $1 f> <
Siis läheb AB AP sihis, sest <1 =<2 = 90°; x. /
B langeb P peale, sest AB - AP; BC lä- \

K
/

heb PS sihis, sest <B - < P ; C langeb
S peale, sest BC = PS jne., kuni viimaks
D langeb T peale. Et D ja T sümmeetri-

*

lised on AN kohta, siis on AN JL DT ja —"xTKTKT- Kui h-rgal on paarisarv külgi
ja tippe, siis on Dja T viimased tipud, / y—viimane külg ja lause on tõendatud. / \

On h-rgal paaritu arv külgi ja tippe, Q / l
,siis on veel üks üksik tipp E olemas, ja

veel üks paar külgi DE=ET nii, etAEDT \ /
on võrdhaarne ja AN tema aluse kesk- Ä,—.....
ristjoon. Seepärast läheb AN tipust E
läbi ja poolitab < E. M. t. o. t.
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86 (91) Lause. Kõik sümmeetria teljed (nurga-

poolitajad ja külgede keskristjooned) lõikuvad ühes

punktis, nimelt sümmeetria kesk-

punktis.
Tõendus: Läheks sümm. telg sümm.

keskpunktist mööda, siis oleks sümm. kesk-

punktile telje kohta sümmeetriline punkt ka

sümm. keskpunkt; aga meie tunnistame ak-

sioomina õigeks, et igal kujul võib ainult uks

sümm. keskpunkt olla. Seepärast lahevad

kõik sümm. teljed sümm. keskpunktist läbi
kõik sümm. teljed summ. KesKpuuKust n....»,
ja seal nad lõikuvadki. M. t. o. t.

87 (91) Lause. Korrapärasel hulknurgal on nii mitu

sümmeetria telge, mitmekordne on tema kesksümmeetria.

Tõendus: Kui h-rgal on n külge ja sellega n-kordne kesksum-

meetria, siis on tal n nurgapoolitajat ja n külje keskristjoont.
On n paarisarv, siis on iga nurgapoolitaja veel uhe teise

nurga poolitaja ja iga külje keskristjoon on veel ühe teise külje

keskristjoon; sellega on niisugusel korrap. h-rgal
2

+ 2
= n sümmeet-

rin tõin©» •• •

Onn paaritu arv, siis on iga nurgapoolitaja ühtlasi ühe külje

keskristjoon ja sellega on niisugusel h-rgal n sümmeetria telge M.t.o. t.

V-es peatükk. Ring.
88. (93 94) Ring on antud ehk määratud, kui antud on kesk-

punkti koht ja raadiuse pikkus, sest kui me teineteise peale paigu-

tame kaks võrdsete raadiustega ringi nn, et nende keskpunktid ühte

langevad, siis ühtivad ka ringjooned seepärast et nende punktid

kõik on samakaugel keskpunktist. Selsamal põhjusel võib ütelda:

1) iga diameeter on ringi sümmeetria telg ja

2) ringil on (tsentraalne) kesksümmeetria ning sümmeetria

iärk on lõpmatus, sest kui väikse või suure nurga võrra me ringi ka

pöörame tema keskpunkti ümber,ta liugub ikka ainult iseennast mooda.

89. (96) Lause. Läbi kolme punkti, mis mitte ühel

sirgel ei asu,on võimalik ring tõmmata ja nimelt üksainus.

Tõendus: Olgu A, B ja C A-rga
ABC tipud. Siis lõikuvad külgede kesk-

ristjooned kõik ühes punktis 0, mis on

samakaugel kõigist kolmest punktist A, B

ja C: OA = OB=OC[6s]. Niiviisi on

meil üksainus keskpunkt ja üksainus

raadius, sellega ka üksainus ring. See-

pärast, kui 0 keskpunktiks võtta ja
raadiusega OA — ring tõmmata,
siis läheb see ring läbi A, B ja C.
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Järeldus: Kolm punkti, mis samal sirgel ei asu, määravad
ringi.

Ülesanded. 251) On olemas ring; leida tema keskpunkt.
252) Koustruida ring, mille keskpunkt on antud ja mille kau-

guste vahe kahest antud punktist A ja B on antud.
253) Koustruida ring, mille keskpunkt on antud ja mille kau-

guste summa kahest antud punktist M ja K on antud.
\/254) Antud raadiusega ring tõmmata, mis läheb läbi kahe

antud punkti.

90. (95) Lause. Ringil ja sirgel ei või üle kahe ühise
punkti olla.

Tõendus: Olgu O ringi keskpunkt ja
OPJ_MK. Oleks ringil 0 sirgega MK 3
ühist punkti A, B ja C, siisoleks OA= OB
— OC, kui raadiused ja PA -PB PC.
kui nende projektsioonid [sB], mis aga
silmnähtavalt õige olla ei saa, kui C ühte
ei lange Bga

.

O

... .

1-ne järeldus: Läbi 3-e punkti,
mis uhe sirge peal asuvad, ei ole võimalik ringi
tõmmata. 6

2-ne järeldus: Ükski ringi osa ei saa sirgegaühtida.
....

Definitsoonid. Sirget, millel ringiga 2 ühist punkti on, nim.
lõikajaks; sirget, millel ringiga 1 ühine punkt on, nim. riivaiaks
ja ühist punkti — riivaspunktiks.

Riivaja.
91. (105) Lause. Sirge, mis on risti

otsapunktis, on riivaja.
raadiusega .tema

Tõendus: Kui OP on raadius ja OP TG,
siis on iga meelevaldne TG peal asuv punkt
N O st kaugemal, kui Pon O st : ON> OP. Sellega
on N väljaspool ringi ja P on sirge TG ja ringiO ainuke ühine punkt, s.t. TG on 0 riivaja.

M. t. o. t.

Ümberpöördud laused: I. Riivaspunk-
ti tõmmatud raadius on risti riivajaga.

Tõendus: Et TG onringi 0 riivaja, siis on TG iga meelevaldnepunkt N, peale riivaspunkti P, väljaspool ringi; järj. ON> OP ja

OP
°n

Tr
e

ßBl
Unktl ° kÕige lÜhem kau£us riivajast TG. Sulega on

- IOÖJl OÖ J- M. t. o t

Mheb riiv^pÄ’8* ri *Vaja Pea 'e
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Tõendus: Keskpunktist O riivaja TG peale tõmmatud ristjoo-

nena esineb riivaspunkti tõmmatud raadius OP ja teist tõmmata ei

ole võimalik [24].
111. Riivaspunktlst riivajale tõmmatud ristjoon läheb

läbi ringi keskpunkti.
Tõendus: Riivaspunktis on juba PO LTG; teist ristjoont TG e

punktis P tõmmata ei ole võimalik [24].

Järeldus. Kui sirge kauguseks ringi keskpunktist on raa-

dius, siis riivab see sirge ringi; on sirge kaugus keskpunktist
lühem kui raadius, siis lõikab sirge ringi; on see kaugus pikem

kui raadius, siis ei ole sirgel ja ringil ühtegi ühist punkti.

92. (106) Ülesanne. (255) Ringi peal antud punktis ringile

riivaja tõmmata.

Konstruktsioon: Antud punkti tõmbame raadiuse ja sellele

tema otsapunktis ristjoone.
Ülesanne. (256) Väljaspool ringi antud punktist ringile

riivaja tõmmata.

Konstruktsioon: Ühendame

T keskpunktiga 0; OT-d diameet-

riks võttes tõmbame ringi, mis

lõikab ringi 0 kahes punktis A

ja B. Läbi T ja A ning T ja B

tõmmatud sirged TA ja TB on ot-

situd riivajad, sest AC OAT —9O

ja 4cOBT =90 j

,
kui diameetri peale

toetavad piirdenurgad.

Lause: Ühest punktist ringi külge tõmmatud riivajad

on võrdsed ja sirge, mis seda punkti keskpunktiga ühen-

dab, jagab riivajate nurga pooleks.

Tõendus:

/\ OBT 00 A OAT, sest et OT OT, OB OA, A ==9o.

TB TA, 2s. OTB = 2s. OTA.

Järeldus: TO on selle kujundi sümmeetria telg.

Märkug: Riivaja pikkust mõeldakse ikka lähtepunktist riivas-

punktini.
Ülesanded: 257) Antud ringi võrdsete riivajate lähtepunkti

geom. koht leida.

258) Antud ringile tõmmata riivaja nii, et tema pikkus riivas-

punkti ja antud sirge vahel oleks a.
.

.

259) Antud raadiusega tõmmata ring, mis kaht antud sirget

260) Antud raadiusega tõmmata ring, mis läbi antud punkti
läheb ja antud sirget riivab.
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Kaar, kõöl ja kesknurk (tsentrinurk).
93. (97) Seletused. Nurka, mille tipp on keskpunktis, nim

kesknurgaks (tsentrinurgaks). Igale
kaarele vastab üks kesknurk ja üks kool-
igale kesknurgale vastab üks kõõl ja üks

ik^ar ’/^lllepealetatoetab; aga igale koo-
lule (EJ) vastavad kaks erilist kaart (EHJ
ja EDJ) ja kaks erilist kesknurka, millest
uks suurem ja teine vähem on kui poolringi
yoi sirge nurk. Kui kõneldakse kõõlust
ja temale vastavast kaarest või kesknur-
gast, siis mõeldakse harilikult vähemat.

Sektor on kahe raadiusega ja kaa-

-1
rega

,

P iiratud ringi osa, näit. EDJCE.Segment on kooluga ja kaarega piiratud ringi osa, näit. EJHE.

.

94
* (98 1 ause * Võrdsetele kaartele vastavad võrdsedkesknurgad ja võrdsed kõõlud.

=»tavau võrdsed

A
Antud l "AB = - DE. Tõendada:

4- AOB = 4 DOE, AB=DE.
Tõendus: Pöörame sektori AOB kesk-

punkti O ümber nii, et OA läheb OD d

mooda. Siis langeb A D peale, sest OA
uAB läheb v DE d mööda, sest ringi

punktid on keskpunktist ühekaugel, ja B
langeb E peale, sest v AB= u DE. Sellega
langeb siis OB ühte OEe, /AOB /gaga

DOE, ning kõõl AB kooluga DE, sest
nende otsapunktid langesid ühte. Järi
Z AOB = / DOE ja AB = DE. M t. o. t.

95. (99) Lause. Suuremale kaarele vastab suureni

madÄ kaared P° olring’st suure-

Antud:
- AB>d)E.

Tõendada: /AOB> /jDOE; AB > DE.
Tõendusfj 1) Pöörame sektori AOB O

umber nii, et OA läheb OD d mööda. Siis
langeb A D peale, sest OA = OD; -AB
läheb u D E sihis, sest ringi punktid on kõik
keskpunktist ühekaugel, ja B langeb uDE
pikenduse peale, näit, punkti F, sest AB >
u DE. Seepärast läheb OB Z-rga DOE väli-
mist valda mööda OF sihis. Järj. on / AOB>
/ DOE.

/ Ann -^a

/
d^es & aOB ja A DOE leiame :OA = OD, OB =OE

-

AOB > / DOE; järj. [ss] külg AB > külg DE. M. t. o. t.
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Ülesanne: 261) Lausetele 94 ja 95 vormuulida ümberpöördud
laused ja tõendada. Juhatus: Võib tõendada kas vastuväiteliselt
või otseteel järeldades.

Koolud.

96. (100) Lause. Kõõlu ristraadius või — diameeter

poolitab kõõlu, temale vastavad kesknurgad ja kaared.

Tõendus: A KOL on võrdhaarne ja et

OJ I KL, siis on OJ ehk DJ A-rga KOL ja üht-

lasi ka ringi O sümmeetria telg ja K ja L on

sümmeetrilised punktid. Seepärast: jagab DJ

kõõlu KL pooleks; ZKOJ= ZLOJ; Z KOD

/LOD;-KJ = -LJ;-KD = LD. M. t. o. t.

Ülesanne : 262) Tõendada (sümmeetria abil)
ümberpöördud laused:

1) Kõõlu keskristjoon läheb läbi kesk-

punkti.
'Joasoo 2) Kaare ja temale vastava kõõlu kesk-

kohast läbiminev sirge läheb läbi keskpunkti.
3) Kõõlu poolitaja raadius on kooluga risti.

4) Kaart poolitaja ja 5) kesknurka poolitaja raadius pooli-
tab ka vastava kõõlu ja on temaga risti.

97. (101) Lause. Võrdsed kõõlud on keskpunktist ühe-

kaugel.
Antud: AB DE, CNJ_AB, CP±DE.

Tõendada: CN = CP.

Tõendus : AACB öo A DCE [III. ü. I.].

CN -= CP.

[Ühtivates A-rkades on vastavad osad

võrdsed.]

98. (102) Lause. Pikem kõõl on

keskpunktile ligemal.

Antud: ABZEF, OR Z AB, ODZEF.

Tõendada : OR < OD.

Tõendus: Asetame kõõlu EF kõõlu BN

kohale nii, et BN EF ja tõmbame OT J_ BN:

siis on [97] OT OD ja AB>BN. Ühen-
dame R T-ga.
Siis on A-rgas RBT :

RB>BT,sest Ü2 AB>V2BN Z 2>Z 1

412X41. 4 4 < 4 3 [6,9].

A-rgas ROT: OR <OT ehk OR < OD. M. t. o. t.
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Ümberpöördud laused:

1) Keskpunktist ühekaugel olevad kõõlud on võrdsed,

teel vöi SuvÄelt J*86” kMI tÕendada Otse-

Järeldus:

Diameeter on kõige pikem kõõl.
Ülesanded: (263) Missugune kõõl ringis Oon kõige lühem

neist, mis läbi antud punkti A lähevad?

geom.

2kiht hädal riQgiS pikkusega kõõlude keskkohtade

~, a

65) Rlng
1

1 pea ! antud Punktist väljaminevate kõõlude kesk-kohtade geom. koht leida !

v. .
a

66) Ring? ? ee ? antud Punkti A läbi minevate kõõlude kesk-kohtade geom. koht leida!

100. Lause: Kooluga paral
leelne riivaja jagab koolule vas
tava kaare pooleks.

Tõendus: TG AB

OM-LTG

om_lab

Kaks ringi.

"• ( 103) Lause. Paralleelsete
kõõlude vahel olevad kaared on
võrdsed.

Antud: CD AB Tõendada: =

Tõendus: Tõmbame diameetri EE 1 AB.

Siis on [9oj_AE=_BE ja [36]EE_LCD*
järj.

_

CE
= _DE.

AC = BD.

101. (113) Seletused. Kui kahel ringil on ühine kesk-
punkt, sus nim. neid ühistsentristeks (ühiskeskesteks); on igal-uhel oma keskpunkt, siis — ekstsentristeks (lahkkeskesteks).
Kahe ekstsentrise. (lahkkeskese) ringi keskpunktidest läbiminevat
sirget nim. kesksirgeks ja keskpunktidega piiratud kesksirge lõik
on keskpunktide kaugus. Kesksirge on kahe ringi sünni-
tatud kujundi sümmeetria telg, sest tema peal asuvad dia-
meetrid on kumbki oma ringi sümmeetria telg.
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102. (104) Lause. On kahel ekstsentrisel (lahkkeske
sel) ringil üks ühine punkt
väljaspool kesksirget,
siis on neil ka teine

ühine punkt väljaspool
kesksirget.

Nimelt esimesele punktile
A kesksirge KS suhtes süm-

meetriline punkt B asub nii

ringi O kui ka ringi C peal;
need ringid lõikuvad.

Järeldus: Kahe lõikuva

ringi kesksirge poolitab
nende ühise kõõlu ja on temaga risti [23]

103. (115) Lause. On kahel ringil kesksirge peal ühine

punkt, siis neil teist ühist

punkti ei ole, nad riiva-

vad teineteist.

Tõendus: Oleks ringidel
C ja 0 peale kesksirgel asuva

punkti Aveel üks ühine punkt
väljaspool kesksirget, siis

oleks neil ka veel teine nii-

sugune ühine punkt [lo2],
seega kokku 3 ühist punkti
ja nad ühtiksid.

Või asuks see teine ühine punkt kesksirge peal, siis oleks ta

ühise diameetri teine otsapunkt. ja ringid ühtiksid jällegi.
Ümberpöördud lause: Kahe teineteist riivaja ringi riivas-

punkt asub kesksirge peal. [lO2, 103.]

Ülesanded: 267) Kõige lühem ja kõige pikem sirglõik leida,

mida kahe ringi vahel võimalik on tõmmata.

268) Antud punktist ühistsentristele ringidele tõmmatud riiva-

jate riivaspunktide geom. koht leida!

104. (116) Kahe ringi vastastikune asend. Tähistame

ühe ringi raadiuse Rs a
,

teise ringi raadiuse rga ja
keskpunktide kauguse dga

.

Kaks ringi võivad teine-
teise suhtes järgmiselt
asendatud olla:

I. Kumbki ring on

väljaspool teist ringi: Siis

on nende keskpunktide
kaugus suurem kui raa-

diuste summa: d>R-pr.
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Tõepoolest: OC—OA-|-AB-|-BC ja OC on suurem kui OA-4-BC, ni-
melt AB võrra.

Ümberpöördult: Kui d>R-f-r, siis on ringid väljaspool
teineteist. [Joonis 107.]

IV. Kui ringid riivavad teineteist
seestpoolt, siis on keskpunktide kaugu-
seks raadiuste vahe: d=R—r. Tõepoolest-
OC=OA—CA.

Ümberpöördult: Kui d=R—r,
siis riivavad ringid seestpoolt teine-
teist. [Joon. 110.]

11. Ringid riivavad teine-
teist väljastpoolt. Siis on nende

keskpunktide kauguseks raa-

diuste summa: d=R r ehk

OC=OA+AC.

Ümberpöördult : Kui

d==R-pr, siis riivavad ringid
teineteist väljaspoolt. [Joonis
108.]

111. Kui ringid lõikuvad,
siis on keskpunktide kaugus vä-
hem kui raadiuste summa ja suu-

rem kui raadiuste vahe: d<R-[-r
ja d>R—r ehk R~ür>d>R—r.

Tõepoolest: A-rgas OAC on

OC<OA-j-AC ja OC>OA—AC.

Ümberpöördult: Kui
R-|-r>d>R—r, siis lõikuvad
ringid. [Joon. 109.]

V. Üks ring on täiesti teise sees.

Siis on keskpunktide kaugus vähem kui
raadiuste vahe: d<R —r.

Tõepoolest: OA—CB=OC-[-BA; järi,
on OC<OA—CB, niinelt BA võrra.

Ümberpöördult: Kui d<R —r,
siis on üks ring täielikult teise sees’
[Joon. 111.]“Joon-IH.
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Märkus: Kõik ümberpöördud laused tõendatakse vastuväi-

teliselt pärast otsekoheste lausete tõendamist.

Ülesanded. 269) Leida antud ringi riivajate ringide keskpunk-
tide geom. koht nii, et nende ringide raadiustel oleks antud pikkus.

270) Antud raadiusega tõmmata ring, mis antud ringi ja antud

sirget riivab.

271) Konstruida ring, mis antud sirget antud punktis ja

antud ringi riivab.
.

272) A-rga küljed on a= 3 cm., b
—

5 cm. ja c—— b cm.

Tema tipud on võetud keskpunktideks ja on tõmmatud üksteist

riivavad ringid. Kui pikad on nende ringide raadiused?

105. (119) Kahe ringi ühine riivaja.
I-ne ülesanne. (273) Kahele ringile tõmmata ühine

välimine riivaja.
Analüüs. Olgu AB otsi-

tav riivaja. Riivaspunktidesse
tõmmatud raadiused on riiva-

jaga risti: OA J_AB; CB J_AB.

Järj. OA II CB. TrapetsisOABC

on teada nurgad ZA= /B
= 90° ja küljed OA = R, CB=r,
OC= d. Kui tõmmata CD II BA,
siis on täisnurkses A-rgas,

ODC teada hüpotenuus OC =d ja kaatet OD = R r. Seepärast võime

konstruida enne A ODC ja seeläbi leida DC = AB; pärast konstruime

püstküliku ABCD tema külgedest.
Konstruktsioon: 1) Jagame OC pooleks punktis M.

2) Raadiusega MO

MC OC tõm-

bame OC ümber

ringi.
3) Asetame EO peale

CBnii, etEF CB,
siis saame OF- R-r.

4) 0 ümber tõmbame

raadiusega OF =

R— r ringi, mis

ringi M lõikab ka-

hes punktis D ja D
t.

5) Läbi Dja Ü! tõmba-

me raadiused OA

ja OA
b

6) Punktidest Aja A
t

tõmbame raadiusega DC .DjC kaared, mis

ringi C lõikavad punktides B ja B
r

7) Läbi Aja B ning A
t ja B

t
tõmmatud sirged AB ja A

t
B

t
on otsi-

tavad riivajad.
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Tõendus: OA-R DA-=CB = 90° OA lAB
OD R— r AB =DC AB DC CB OA

DA =r=CB. DAIICB OAB-90°. CB : AB.
AB II DC.

•?? 4?-L
0

ia AB -LCB nende otsapunktides, siis on ta ringide
O ja C ühine riivaja.

Uurimine. 1) Raadiusega OF tõmmatud ring lõikab ringi M
2-es punktis niikaua, kui on OFCOC ehk, teistes tähistustes, nii-
kaua kui on R—r <d. See tähendab: kui ringid 0 ja C on teine
teisest väljaspool, või kui nad riivavad teineteist väljastpoolt või
lõikuvad, sus on neil 2 ühist välist riivajat.

“x 2n PF===.OC, s. t. on R—r=d, siis riivab raadiusega OF
tõmmatud ring ringi M ja me saame 1 välise riivaja. Teisiti see
olla ei voi, sest ring C riivab ringi 0 seestpoolt, kui R—r = d
Kuvaja tõmbamisel tuleb toimetada nagu ül. 255.

3 > 9n 9F.?> 9C
’

s
'

te on R—r > d
’

siis ei ole raadiusega OF
tõmmatud ringil ringiga M ühtegi ühist punkti ja ringidel 0 ia C ei
ole ühist riivajat. Teisiti see olla ei või, sest ring C on ringi 0 sees.

ülesanne. (274) Kahele ringile ühine sisemine
riivaja tõmmata.

1) Jagame OC pooleks
punktis M.

2) Raadiusega MO tõm-
bame OCümber ringi.

3) Asetame OE peale
CB nii, et EF = CB,
siis saame OF=R-j-r.

4) 0 ümber tõmbame

raadiusega OF=R-|-r
ringi, mis ringi M
lõikab punktides D

ja jne., nagu ül.

273.

Analüüs: Kui pikendada
OA 1 ja tõmmata CD II AB kuni
ta lõikab OA pikendust punk-
tis D, siis on täisnurkses
A-rgas ODC teada hüpote-
nuus GC = d ja kaatet OD
= R-f-r. Seepär. võime konst-
ruida enne A ODC ja see-

läbi leida DC=-AB. Pärast
konstruime püstküliku ABCD
tema külgedest.

Konstruimine.
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Uurimine. 1) Raadiusega OF tõmmatud ring lõikab ringi M

2-es punktis niikaua, kui on OF<OC, ehk teistes tähistustes, nii-

kaua kui on R4~r <d, s. t. kui ringid OjaC on väljaspool teineteist.

2) On OF = OC, s. t. on Rr d, siis riivab raadiusega OF

tõmmatud ring ringi Mja me saame 1 sisemise riivaja. Teisiti see

olla ei või, sest ringid oja C riivavad teineteist.

3) On OF > OC, s. t. on R-f-r>d, siis ei ole raadiusega OF
tõmmatud ringil ringiga M ühtegi ühist punkti enam ja ringidel
O ja C ei ole ühist sisemist riivajat. Teisiti see olla ei või, sest

ringid 0 ja C lõikuvad.

Kokkuvõte:

1) R-|-r <d
2) R-|_ r = d

3) R-|-r>d>R — r

4) R L
r > d =R — r

5) d < R — r

2 sisemist ja 2 välimist riivajat
1 sisemine ja 2

„ „

0 2
v

*5 w » n

0
„ „

1 välimine riivaja
oww 0

w

Ülesanded. 275) Kahele teineteist riivajale ringile on tõmmatud

ühine välimine ja ühine sisemine riivaja, mis lõikuvad. Ühise sise-
mise riivaja lõik lõikepunktist kuni riivaspunktini on 4 cm. Kui

pikk on ühine välimine riivaja riivaspunktide vahel?

276) Kahele teineteist riivajale ringile on tõmmatud ühised

välimised riivajad. Riivaspunkte ühendav kõõl ühes ringis on

a= 3 cm. ja teises — b = 1,4 cm. Kui pikk on ühine riivaja?
277) Kahele teineteist riivajale ringile on tõmmatud ühine väli-

mine riivaja. Kummagis ringis on riivaspunkt keskjoone peale
projektitud ja projektijate pikkus on vastavalt e=3,B cm. ja f = 6,2 cm.

Kui pikk on ühine riivaja?
278) Konstruida A, kui antud on alus a, kõrgus h.

v
ja ühe

külje poolitaja m
b .

Juhatus: Analüüsi jaoks tuleb A täiendada

#-iks, mille alus on a, kõrgus h
a

ja diagonaal 2 m
b

.
Ülesanne

tuleb uurida ja vastav joonis teha.

Nurgad ringis.

106. Nurkade mõõtmine kaarte abil. Kuna kiir, pöör
dudes oma otsapunkti ümber, teeb täie

pöörde, kriipsutab kiire iga punkt terve

ringi, näit, punkt B, mille peal on sirkli

kirjutaja ots. Kuna kiir teeb mõne osa

täispöördest, kriipsutab punkt sama suure

osa tervest ringist —vastava kaare. Terve

ring jagatakse ka, nagu täispööregi, 360-ks

jaoks; iga 360-ndik on 1 kraad — kaare

kraad. Mitme nurga-kraadi võrra pöör-
dub kiir, nii mitme kaare-kraadilise kaare

kriipsutab punkt. 7oon
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Otsapunktile ligemal seisvad punktid kriipsutavad väiksema
lühema ringi, kaugemal seisvad punktid kriipsutavad suurema, pikema
ringi. Sama ringi kraadid 360-ndikud—on kõik ühesuurused, ühtivad •

ise ringide kraadid ei ole ühesuurused, neid ei saagi teineteise pealepaigutada. Ehk kull ise ringide kaari me teineteise peale paigutadaei saa, siiski võib kraadide arv nendes üks ja seesama olla; see arvütleb ainult mitu 360-ndikku jagu omast ringist on iga kaar
nait -

kaar BBi ja kaar EEi. Sellele kraadide arvule vastab nurga-kraadide arv, mis peitub pöörde suuruses, mille võrra pöördus kiir
AB, mille otsapunkt A on ringide keskpunktiks. Lühemalt:

Mitu kaare-kraadi on kaares, nii mitu nurga-kraadion vastavas kesknurgas, ehk: kesknurka mõõdab temalevastav kaar.

Tegelikult mõõdetaksegi nurki kaarte abil. Nurgamõõtja riist,nad. mall, asendatakse nn, et kaare keskpunkt aseneb nurga tippu,
ja sus loetakse haarade vahel oleva kaare kraadide arv malli pealt.

107. (111) Lauset „kesknurka mõõdab
temale vastav kaar“ võib väljendada teisel

kujul: „Kesknurka mõõdab nende
kaarte pooisumma, mille peale toetab
see nurk ja tema tippnurk.44 (Joon.
117.) Näit. Z ACD mõõdab

-AD = 1 AD 4- - EB).
See lause jääb maksvaks ka siis, kui

nurga tipp üldse ringi sees 011.

Lau®eJ Nurka
> mille tipp on ringi

sees, mõõdab nende kaarte pool-
sumina, mille peale toetab see nurk
ja tema tippnurk (Joon. 118).

Tõendus: Läbi keskpunkti C tõmbame
GH AF ja JK ED. Siis on / ABD = GCK
[3B]. Z-rka GCK, järj. ka Z ABD, mõõdab
2 GK4--JH)=l (-GK -j- -JE4-- EF4-FH)
= ! (~ GK 4- ~KD -h ~ AG 4- ~ EF) =

1
2 (- AD 4- ~ EF) [99]. M. t. o. t.‘tJoon.MS. 2 v AD -j- EF) [99J. M. t. o. t.

,

See lause jääb maksma ka siis, kui üks
kaar muutub nulliks, nimelt kui tipp B nihkub ringi seest ringi peale.

ülesanded. 279) Täisnelinurga tipud on ringi peal. Tema
diagonaalide vaheline nurk on 115°. Kui suured kaared vastavad
selle nelinurga külgedele?

280) Lõikuvate kõõlude vahel on kaared « = 570 ; a j =ll3O
Kui suure nurga all lõikuvad need kõõlud?

281) Kaarte « = 76°,8 ja — 144°,7 otsapunktid on ühendatud
ringi sees lõikuvate kõõlude abil. Kui suur on nende kõõlude
vaheline nurk?
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108. (108) Definitsioon. Piirdenurgaks nim. nurka,
miile tipp on ringi peal ja mille haa-

radeks on kõõlud.
Lause: Piirdenurka mõõdab pool

sellest kaarest, mille peale ta toetab.
Tõendus: I-ne juhus. Ringi keskpunkt

on nurga haara peal. Tõmbame diameetr

GH AB. /ABD = /GCD; /-rka GCD

järj. ka /-ka ABD mõõdab 4 GD BH) =
=4 (-GD + -AG) [99] =1 -AI).

11-ne juhus. Ringi keskpunkt on nurga

sees. / ÄBS = / ABD + / DBS. / ABD

mõõdab | — AD, / DBS mõõdab l — DS.

Järj. '/-ka ABS mõõdab

}-AD+-DS =l(- AD -j— DS)= 4 - AS.
111-as juhus. Ringi keskpunkt on nurgast väljaspool.

/ ABV = / VBD — / DBA. /-ka VBD mõõdab 4 — VD, /-ka DBA

mõõdab 4 — DA. Järj. /-ka ABV mõõdab 4—VD — | DA =

«• (- VD — - DA) = - AV. M. t. o. t.

1-ne järeldus. Diameetri peale toetav piirdenurk
on täisnurk.

2-ne järeldus. Sama kaare peale toetavad piirdenur-
gad on võrdsed.

Ülesanded. 282) Kaar on ringist. Kui suur piirdenurk
toetab tema peale?

283) Ring on jagatud 24-ks; jaotuspunktid on ühendatud järje-
korras nii, et ikka 4 punkti on vahele jäetud. Kui suured on tek-

kinud piirdenurgad ?

284) Piirdenurga haaradele vastavad kaared on a = 75°,46
ja /9=9B°, 74. Kui suur on see piirdenurk?

285) 45°-line piirdenurk on jagatud 45-ks võrdseks osaks.

Kui suurteks osadeks jaguneb kaar, mille peale ta toetab?

286) Punktid M, N, P jagavad ringi vahekorras (suhtes)
11:7:18. Kui suured nurgad tekivad, kui neid punkte ükstei-

sega ühendada sirgete abil?

287) Piirdenurga üks haar jagab ringi pooleks ja teine —

osadeks, millest üks on 68°,75. Kui suur on see piirdenurk ?

288) MNP on 178° ja ~ NMP on 226°. Kui suur on

MPN?

289) Ringis on tõmmatud kõõlud AB I. CD ja DE AB.

Tõendada, et CE on diameeter.

290) Täisnurkse A-rga küljed on ringi 0 kõõludeks. Selle

A-rga üks teravnurk on teisest suurem a = 12,,5° võrra. Kui suure

nurga all paistab keskpunktist 0 läbi täisnurga tipu hüpotenuusiga
paralleelselt tõmmatud kõõl?

291) Ringi sisse joonestatud trapetsi diagonaal sünnitab

haaradega nurgad a ja 2a. Kui suure kaare peale toetab selle

diagonaali ja läbi tema otsapunkti tõmmatud diameetri vaheline nurk?

Oskar Perli, Ruumi algõpetus I. õ
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292) Ringi sisse joonestatud trapetsis ABCD on AB=BC=CD
ja teravnurk A= « = 74’. Kui suurteks osadeks jagab diameeter
CE nurga ACD?

109. (109) Lause. Nurka, mille tipp on ringi peal ia
mille haaradeks on kõõi ja riivaja, mõõdab pool tema haa-
rade vahel olevast kaarest.

Tõendus: Tõmbame MP || AT; siis
on ABD =2s. MND; <£-rka MND, järj.
ka .A-k;i ABD mõõdab 4 (_M I) 4~ _BP)=
-1 + _ BM) =

’ L BMD. M. t. o. t
Märkus: Kõõlu ja riivaja nurk

on pool tema haarade vahelise
kaare peale toetavast kesk-

nurgast, näit. BCR, kui
risthaaradega nurgad.

Ülesanded: 293) Ringile on tõmma-
tud riivaja ja läbi riivaspunkti minev kõõl,
mis jagab ringi kaheks osaks nii, et üks
osa on teisest suurem 65° võrra. Kui

suur on selle riivaja ja kõõlu vaheline nurk?
294) Riivaja ja kõõlu vaheline nurk,

mille tipp on riivaspunktis, on 67£-°. Mis-
suguses vahekorras (suhtes) jagab kõõl
ringi?

110. (110) Definitsioon. Kaart,
mille peal leiduvad antud nurgaga võrd-
sete piirdenurkade tipud, nimet. antud

nurka, mahutavaks kaareks.
ülesanne. (295) Antud kõõlu

üle tõmmata kaar, mis antud nurka
piirdenurgana mahutab.

Konstruktsioon. Antud kõõlu AB
külge ühe otsapunkti A juures asetame
<DAB =«. Tõmbame ÄB keskkohast

MCJ_ AB ja AC_]_AD. Nende ristjoonte lõi-
kepunktist C tõmbame raadiusega CA kaare AEFB.-AEFB on otsitav.

Järeldus. Geom. kohaks punktile, kust antud sirglõik
paistab antud nurga all, on antud sirglõigu kui kõõlu üle tõm-
matud kaar, mis seda nurka piirdenurgana mahutab.

Ülesanded. 296) Kui suur kaar mahutab nurka piirde-
nurgana?

297) Kui suurt nurka mahutab piirdenurgana | osa ringist?
_

(H2) Lause. Nurka, mille tipp väljaspool ringi,
mõõdab tema haarade vaheliste kaarte poolvahe.

Tõendus: I-ne juhus: haaradeks on lõikajad BA ja BD. Tõm-
bame GH BD; siis on ABD = AGH. AGH, järj. ka

ka ABD mõõdab:

! - All =K-A D - HD) =>(_ AD - GJ).
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11-ne juhus: üheks . haaraks on lõi-

kaja BA, teiseks haaraks riivaja BT.

Tõmbame GL BT; siis on M)AGL —

AGL, järj. ka ABT

mõõdab:

4 - AL = 4 (- AK— LK) =

=
i AK— - GK).

111-as juhus: haaradeks on riivajad
BP ja BT. Tõmbame UM BT; siis on

= PUM, järj. ka

PBT mõõdab;
.j- UAM = 1 UAMK —

- MK] =
= -‘(-UAMK— -UGK) [loo]. M. t. o. t.

Ülesanded: 298) Ühest punktist väljaminevate lõikajate vahe-

lised kaared on « = 68,°6 ja t?=192,°4. Kui suur on nende lõika-

jate sünnitatud nurk?

299) Väljaspool ringi olevast punktist on tõmmatud ringile
lõikajad, mis sünnitavad nurga a = 48,°6. Nende lõikajate vaheline

suurem kaar on £ = 240,°35. Kui suur on vähem kaar 7?
300) Diameetri pikenduse peal olevast punktist on diameet-

riga nurga J = 43,°75 all tõmmatud riivaja. Kui suurteks osadeks

jagab riivaja poolringi?
301) Diameeter DJ ja raadius OR on tõmmatud nii, et Z DOR

on 2f korda niisuur kui Kui suure nurga all lõikab dia-

meetri pikendust punktis R tõmmatud riivaja?
302) Punktist A väljaminevate riivajate vahel olevatest kaar-

test on üks a = 86°5,13". Kui suur on riivajate vaheline nurk.

303) Kõõl jagab ringi vahekorras (suhtes) 7:17. Kui suure

nurga all lõikuvad sirged, mis ringi riivavad selle kõõlu otsapunk-
tides? Kui suured nurgad sünnitavad nad kooluga?

304) Punktid A, B, C ja D jagavad ringi vahekorras (sühtes)
5: 3:8 : 9. Kui suurte nurkade all lõikuvad läbi nende punktide
minevad ringi riivajad? läbi kahe punkti paari minevad sirged?
(näit. AB ja CD, AC ja BD jne.)

Sisse- ja ümberjoonestatud hulknurgad.

112. (120, 121) Seletused. Hulknurk on ringi sisse

joonestatud ja ring on hulknurga ümber joonestatud, kui

hulknurga küljed on ringi kõõlud. Hulknurk on ringi ümber

joonestatud ja ring on hulknurga sisse joonestatud, kui

hulknurga küljed on ringi riivajad.
Lause : Iga kolmnurga ümber on võimalik ring joo-

nestada.

Tõendus: Külgede keskristjoonte lõikepunkt on ümber joonesta-
tud ringi keskpunkt ja selle punkti kaugus tipust on raadius. V. 65, 89.

5*
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Lause: Iga kolmnurga sisse on võimalik ring joo-
nostcicla.»

Tõendus: Nurkade poolitajate lõikepunkt on sisseioonesta-
tud ringi keskpunkt ja selle punkti kaugus küljest on raadius. V 66
Kui selle raadiusega ring tõmmata, siis riivab ta iga külge.

Ülesanded. 305) Võrdkülgse A-rga sissejoonestatud ringi raadius
on 2 cm. (a cm). Kui pikk on tema ümberjoonestatud ringi raadius?

306) A-rga küljed on 5 cm., 6 cm., 7 cm. Selle A-rga ümber
on joonestatud ring ja tippudest on tõmmatud diameetrid. Dia-
meetrite teised otsapunktid on ühendatud üksteisega. Kui pikad
on uue A-rga küljed?

r

113. (122) Lause. Sisse joonestatud nelinurga vastas
nurkade summa on sirge nurk.

Tõendus. -ka A mõõdab | BCD;
C mõõdab 4 BAD. Nende summat

mõõdab | tervest ringist, s. o. 180°. Järj.
A "j- ü ~ 180J ehk sirge nurk. M. t. o. t.

Ümberpöördud lause: Kui neli-
nurga vastasnurkade summa on sirge
nurk, siis võib selle nelinurga ümber
1 ing joonestada. (Tõendatakse vastuväi-
teliselt.)

Järeldus: Ruudu, püstküliku, võrd-
haarse trapetsi ja täisnurkse antiparallelo-grammi ümber võib ring joonestada.

anupaiaueio-

Nelinurga ABCD nurkade poolitajad lõikuvad

308) TvUndna U 1 ATU JIr On KLMS vastasnurkade summa?

niisuguse nJ™rt:
,

Nelmu.rga nurkade poolitajad lõikuvad
rga tippudes, mille ümber võib ring joonestada.

ühe VsuirPAroLt Ümberjoonestatud nelinurgas on

paari vasta«kr i

s<
.

l,^e(,e summa niisama suur, kui teise
paari vastaskülgede summa.

seepära^”d US «Ühest punktist tõmmatud riivajad on võrdsed* [92];

al = ap
AB \

BL = BM\
IBC AD

CN=CM /
CD '

DN=DP '

AB-[-CD = AD-j-BC.

Ehk: Need

summad sei-

savad koos

neljast vasta-

valt võrdsest
liidetavast

sirglõigust
x+y+z+v.
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Ümberpöördud lause: Kui nelinurgas ühe paari vastas-

külgede summa on niisama suur, kui teise paari vastaskül-

gede summa, siis on võimalik selle nelinurga sisse ring

joonestada.
Järeldus: Ruudu, rombi ja antiparallelogrammi sisse on

võimalik ring joonestada.
115. (P24 Lause. Iga korrapärase hulknurga ümber

ja sisse on võimalik ring joonestada — sest hulknurga kesk-

punkt on ühekaugel kõigist tema tippudest ja ühekaugel kõigist
tema külgedest [B3, 3. 4.]. Ümberjoonestatud ringi raadiuseks on tipu

kaugus keskpunktist ja sissejoonestatud ringi raadiuseks on apoteem.
116. (125) Lause. Kui ring jaotada mitmeks —n-võrd-

seks jaoks ja
I. jaotuspunktid ühendada kõõlude abil või

11. läbi jaotuspunktide tõmmata riivajad,
siis saame

I. korrapärase sissejoonestatud hulknurga,
11. korrapärase ümberjoonestatud hulknurga.

Tõendus: Pöörame ringi tema kesk-

punkti ümber J -diku täispöörde võrra, siis

libiseb ring iseennast mööda ja iga jao-
tuspunkt langeb ühte teise järjekorras
oleva jaotuspunktiga, sest kõik nende

vahel olevad kaared on isekeskis võrdsed.

Järj. ühtivad ka neid ühendavad kõõlud,
sest kõõlude otsapunktid langesid ühte, ja
nende läbi tõmmatud riivajad, sest jao-
tuspunktidesse tõmmatud raadiustele on

igaühele tema otsapunktis üksainus ristjoon võimalik.
117. Lause. Kui me ringile tõmbame riivajad, mis

paralleelsed on sissejoonestatud korrapärase hulknurga

külgedega, siis saame korrapärase ümberjoonestatud
hulknurga.

Tõendus: Kooluga paralleelne rii-

vaja jagab koolule vastava kaare poo-
leks [loo], seepärast:

FM = —' MA = — AG = GB = Järj.

=—AB =

1
tervest ringist, ja

MHC
360°

2 MOG =

n

Järeldus: Selle ümberjoonestatudey . /> *1(11 vIUUm« kJVyIIVŽ II Illl_Fvy IJV" V 9 1
1V> öLQLLA VI

h-rga nurkade poolita jad langevad ühte

sissejoonestatud h-rga vastavate nurkade poolitajatega — näit.

NO ja AO on kumbki GOM poolitaja.
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118. (126) Ülesanded. (309) Antud ringi sisse korran.
kuusnurk joonestada. p

Analüüs: Olgu AB korrap. 6-nurga
külg; siis on AB V6-ndik tervest ringist ja
25.. AOB = 60°.

Et OA = 08, siis on

= =

180°r60i
= 60».

Järj. A AOB on võrdnurkne, sellega
ka võrdkülgne: OA = AB =BO ehk

a = R(valem).
s. t. sissejõõnestatud korrap. 6-nurga

külg on niisama pikk kui raadius.
Konstruktsioon : Asetame raadiuse ringi sisse kooluna —ta

mahub just 6 korda.
310) Antudringi sisse korrapärane kolmnurk joonestada.

,

Konstruktsioon: Jagame ringi kuueks [ül. 3091 ja ühendame
kooludega jaotuspunktid, ikka üht vahele jättes.

311) Antud ringi sisse ruut joonestada.
Konstruktsioon : Kahe vastastikku risti oleva diameetriga ja-

game ringi neljaks ja jaotuspunktid ühendame kõõlude abil.
Konstriuda korrapärane sissejoonestatud 312) 8-nurk; 313) 16-

nurk; 314) 12-nurk. Konstruida korrapärane ümberjoonestatud 315)
3-nurk; 316) 12-nurk; 317) 8-nurk; 318) 4-nurk; 319) Kui pikk
on korrap. ümberjoonestatud ruudu külg võrreldes raadiusega?

•7
19,

.

Definitsioon. Kolmnurga külgejoonestatud
ringiks nim. ringi, mis riivab kolmnurga ühte külge ia teiste
külgede pikendusi.

Lause. Kolmnurga ühe sisenurga ja tema vastasküliejuures olevate valis- J

nurkade poolitajad
lõikuvad ühes punk-
tis, nimelt selle vas-

taskülje külge jõõ-

nestatud ringi kesk-
punktis.

Tõendus: 2£-rga
FBC ja 2s. -rga GCB

poolita jad lõikuvad
punktis D, mis on võrd-

kaugel BF-st, BC-st ja
CG-st: DF = DE = DG.

Sellega on D võrdkaugel AF-st ja AG-st; järj. läheb -4-ga A pooli-taja D-st läbi. (63, IIL)
Kui D-st raadiusega DG = DE = DF tõmmata ring, siis riivab

see ring BF-i, BC-d ja CG-d. M. t. o. t.
8
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120. (132) Lause. Kui kolmnurga ABC [joon. 128] sisse on

joonestatud ring O ja tema külje BC külge on joonesta-
tud ring D, siis:

1) tipust A väljaminev sissejoonestatud ringi riivaja
on kolmnurga poolperimeetrist vastaskülje a võrra vä-

hem, ja [
2) külgejoonestatud ringi riivaja võrdub poolperi-

meetriga;
3) tipust B väljaminev külgejoonestatud ringi riivaja

võrdub tipust C väljamineva sissejoonestatud ringi riiva-

jaga ; .

4) riivaspunktide kaugus teineteisest selle külje
peal, mille külge ring D joonestatud ei ole, võrdub kül-

jega BC, mille külge ring D on joonestatud;
5) riivaspunktide kaugus teineteisest selle külje peal,

mille külge ring D on joonestatud, võrdub kahe teise

külje vahega;
6) nurk ADC, mille all paistab külgejoonestatud ringi

keskpunktist kolmnurga külg AC, mille külge ring D joo-
nestatud ei ole, on pool nii suur, kui selle külje vas-

tasnurk B.

Tõendus: Tähistame ettetulevad sirglõigud järgmiselt
BC = a AM =AP = x AG =AF= x’ y-[-z=a
AC=b BM =BN = y BE = BF=y’ z—x=b
AB = c CN=CP = z CE =CG= z’ x+y = c

a-|-b -j- c = 2p. Siis on joon, näha, et: 2x - N 2y +2z= 2p;
x+ y + z = p.

1) x4-y-i~z==P x4-y4-z=p x-]-y-j-z=p 2) BE-j-CE=y’-j-z’=a
y4-z=a x-j-z = b x-j-y=c AG—CG =x’—z’=b

,

AF—BF —X
’

—y’— c.

x p— a. y = p—b. z = p—c. — —
—

2x =2p ; x =p.

3) x’ — y'=c[x’ =p] x’—z’ = b 4) PG =AG— AP

p —y'=c p— z’ = b PG=X’ —X

V
’
= p —C z

’
= p — b PG =p — (p—a)

y’ = (x-j-y-pz)—(x Iy) z’ =(xE y I)—(z Ix) PG=a=BC=MF

y=zßE = CN. z’ = yCE = BN

BF = CP CG = BM

5) NE BC —(BN I CE) 6) = —

NE = BC—2BN[CE = BNJ ADC =

NE = a- 2 (p-b) - a-2p 12b ADC =

XE a-(a+b +c) + 2b =b-c.

Ülesanne 320). Kolmnurga küljed on 5 cm., 6 cm., 7 cm. pikad. Selle

A-rga sisse ja külge on joonestatud ringid. Leida

riivaspunktide kohad külgede ja nende pikenduste peal.
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