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Saateks.

Ruumi algdpetuse I anne ldheb teist korda triikki. Olen aine
timbertootanud nii, et seda raamatut omaks t66ks loen ja Nathingi
nime pealkirjast fra jatan. Nathingi mGju voib tunduda kiill ainult
iildises kavas; kuid niipalju {iihist on sel raamatul suurema osa
opperaamatutega. Peale I-ses triikis juba sissetoodud siimmeetria
moiste ja katse funktsionaalsuse moistet sisse tuua olen siin kat-
sunud veel liikumise metoodi tarvitada. Ulesanded on, peale mdne
iiksiku, teised kui Nathingil' ja nende korraldus teine. Olen katsu-
nud neid anda iga ,lause“ jirele, kus aga voimalik oli, ja nii neid
dra jaotada terve kursuse peale vOimalikult iihetasaselt.

Esimese triikiga vorreldes olen ma aine hulka v#hendanud:
iihe osa vilja jitnud, teda algkoolis lidbivoetuks lugedes, teise osa
iilesannetesse mahutanud. I-se triiki paragrahvid on siin paragrahvi
numbritele klambris juure lisatud.

Oskussonades olen k#dinud ,Matemaatika soOnastiku“ Ill-nda
triiki jdrele, ainult ,puutuja“ asemel tarvitan, nagu ennegi, sOna
yriivaja“ teda tdpsamaks pidades, sonadele, ,paralleelne®, ,paralle-
logramm®, ,romb“ olen eesdiguse annud sonade ,roobik®, ,roop-
kiilik“, ,kaldruut ees. Opetajal ei tohiks raske olla neid sonu oma
maitse jdrele tarvitusele votta.

Joonised on uued. Nende 'valmistamise eest iitlen sooja tinu
hra ins. Ludwig Sapotzkyle.

Ka kirjastaja on lahkesti vastu tulnud ja koik teinud, et raama-
tule meeldivat vilimust anda.

Loodan, et see raamat uuesti siindinud kujul niisama lahket
vastuvottu leiab, nagu 1-ne triikk.

Tartus, 4. aug. 1923.

Oskar Perli.






Sissejuhatus.

1. (5) Votame ruudu,mille kiilg on 8 pikkuse iiksust ja jagame
ta ruutiiksusteks; siis saame 88 ruutiiksust. Loikame selle ruudu
4-ks osaks, nagu néitab joonis 1. ja seame

temast kokku piistkiiliku, nagu néitab joonis 2. ‘ | g
Selle piistkiiliku pikkus on 8-}-5=13 pikkuse | Do AW A
iiksust ja laius 5 pikkuse iiksust; sellega tema | N
pind on 5>x13=65 ruutiiksust. ! A\ | e
Nii tuleb vilja, et 3X8=65. Me teame, PN i
et see Oige ei ole. Milles seisab viga? Viga o ik
seisab selles, et sirge nurkjoone asemel peab J_:
olema dige kitsas parallelogramm (ro6pkilik). \‘

Sellest niitest selgub, et kujude geomeetri-
liste omaduste leidmiseks on meie silma-
nigemine puudulik abiriist, mida
330 3 Dq me mitte alati kiillalt usaldada ei

Joon 1

B 1 | || voi, vaid me peame teravamat,
J{ % L/K‘ tipsamat abiriista tarvitama.

s s JF el _*r_ AL Meie koige teravamaks ja tdpsa-

t/ | 4‘ | k maks abiriistaks on meie mdistus.

Dol 2 Oma mdistusega loogiliselt mo-

teldes, tehes iihe vdi mitme juba tunnustatud toe pohjal uusi jérel-

dusi, ehitame pohimdistete, definitsioonide ja aksioomide

peale terve ruumkujundite omaduste siisteemi iiles.
. Oma motlemise tagajirgi ehk saavutusi viljendame teoree-
midena ehk lausetena.

2. (1) Meie arusaamise jirele on ruum ilmotsatu: ei ole tal
algust, ei 10ppu, ,ei #dirt kusagil, ja_keskkoht igalpool“.  Niisuguse
arusaamise ruumist andis Itaalia mdttetark Giordano Bruno (surnud
tuleriidal 17. veebr. 1600).

Ruum laotab end laiali kolmes peasihis 1) iiles- ja allapoole,
2) paremale ja vasakule poole, 3) ette- ja tahapoole: Ruumil on
3 moddet. .

Ilmotsatut ruumi me vaadelda ei jaksa, vaid me vaatleme
ainult ruumi osasid.

Ruumi igalt poolt piiratut osa nim. geomeetriliseks kehaks.
Kehal on 3 mododet—pikkus, laius ja korgus; igaiihte neist vGib
tarviduse jirele nimetada ka siigavuseks v0i paksuseks.

Piiri, mis iihte ruumiosa teisest lahutab, nim. pinnaks.

Kui pinnast koneldakse, siis voetakse arvesse ainult 2 moodet.
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Piiri, mis iihte pinnaosa teisest lahutab, nim. jooneks.

Kui joonest koneldakse, siis voetakse arvesse ainult 1 m6ode—

pikkus.

Piiri, mis iihte jooneosa teisest lahutab, nim. punktiks.

Punktil ei ole iihtegi moodet.

3. Pinnal on kaks kiilge ehk poolt, neid nim. sagedasti pare-
maks ja pahemaks kiiljeks ehk pooleks. Uks kiilg on p&érdud
ruumi iihe osa poole, teine kiilg — teise osa poole. Ruumi iihest
osast ei pidse teise mitte teisiti, kui pinnast libi tungides.

Siiski on olemas ka iihe poolega pind, n. n. ,Moebiuse leht.
Votame pabeririba ja kleebime tema otsad nii kokku, et iihe otsa
alumine tipp iihte langeb teise otsa iilemise tipuga ja esimese otsa
iilemine tipp — teise otsa alumise tipuga, siis saame pinna, n. n.
»Moebiuse lehe“, millel eelpool nimetatud omadusi ei ole.

@

Joon 4

Pinna peal ei piiise meie harilikult ka iihest pinnaosast teise
mitte teisiti, kui joonest iile minnes, joont Igigates. On aga ka jooni
olemas, mis pinda nii ei lahuta, niit. spiraal. Ka on olemas
ruumisjooni. Nii siis, mitte iga pind ei ole piir kahe ruumiosa vahel
ja mitte iga joon ei ole piir kahe pinnaosa vahel. Pind ja joon on
iseseisvad moisted ja suurused.

Keha, pind, joon ja punkt on geomeetrilised pohi-
mdisted, pdhikujundid.

4. (2) Geomeetrilisi pohimdisteid voib vaadelda ka timberpoor-
dud jérjekorras:

1) Punktil, nagu Seldud, ei ole iihtegi moodet; tal on olemas
asend ehk koht. :

2) Kui punkt liigub, siis tekib selle liilkumise jiljena joon.
See liilkumine annab joonele iihe mddte — pikkuse.

Mirkus: (9) Kui 3 punkti A, B ja C asuvad
mone joone peal nii, et A poolt C poole liikudes
me enne kohtame B ja siis alles C4, siis deldakse :

»Punkt B on A ja C vahel, punkt C on AB
pikenduse peal, punkt A on CB pikenduse
peal.*

3) Kui joon lapiti edasi liigub, siis tekib selle liikumise jiljena
pind. See liikumine annab pinnale teise mddte — laiuse.
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4) Kui pind lapiti edasi liigub, siis tekib selle liikumise jéljena
keha. See liikumine annab kehale kolmanda moote — paksuse (kor-
guse, siigavuse). ‘

5. (3, 4) Punkte, jooni, pindu, kehi ja nende igasuguseid ko-
gusid nim. iihise nimega kujunditeks.

Keha ja igalt poolt piiratud pinnaosa nim. geom. ,kujuks®.

Uhtivateks nim. kahte kujundit (ehk kuju) mis peale-
paigutamisel vdi sissemahutamisel iihte langevad.

Uhtelangevaid punkte, jooni, nurki nim. vastavateks.

Uhtivates kujundites on vastavad jooned ja nurgad vordsed.

Jooned on sirged ja kdoverad; pinnad on tasased ja ko=
verad.

Sirget joont nim. liihidalt — ,sirgeks®, ja tasast pinda liihi-_
dalt — ,tasapinnaks®. :

Moiste ,sirgest joonest® ehk ,sirgest® on pGhimbiste.

6. (5) Definitsioon ehk mdiste kindlaksméiramine siinnib
sel teel, et nimetatakse sellele mdistele lihema iildmdiste nimi ja
temale lisatakse juure defiinitava (kindlaks midratava) mdiste liiki
iseloomustav omadus.

Aksioom (ehk pohilause) on tdde, mis teiste tddede peal ei
pohjene. Ta on nii lihtne, et ta iiheltpoolt iseenesest arusaadav
on, ja et teda, teiselt poolt, teiste tddede abil seletada ei saa, sest
et temast lihtsamaid ei ole.

Tuleb ka ette, et aksioomidena tarvitatakse niisuguseid tdde-
sid, mis ainult {iht ii'alnimetatud tingimust tdidavad.

Aksicomidena tarvitame edaspidi jargmisi todesid:

1) Uhe suuruse asemele vdidakse panna temaga
vordne suurus.

2) Kui kahest suurusest on kumbki eraldi vordne
kolmandaga, siis on nad vordsed ka isekeskis.

3) Tervik on suurem kui tikski tema osadest.

4) Tervik on kdigi oma osade summa.

5) Kui vordsed suurused liita vOrdsete suurustega,
siis saame vordsed suurused.

6) Kui vordsetest suurustest lahutada vordsed suu-
rused, siis jddvad jdrele vordsed suurused.

7) Kui vordsed suurused liita vorratute suurustega,
siis saame vorratud suurused, nimelt see summa on
suurem, milles iiks liidetav on suurem.

8) Kui vorratutest suurustest lahutada vordsed suu-
rused, siis on jaigid vdrratud; nimelt, kus enam oli,
seal jidb ka enam jirele.

9) Kui vdrdsetest suurustest lahutada vorratud suu-
rused, siis on jd#gid vorratud: seal jdé@b enam jarele,
kust vihem é&dra vdeti.

7. (5) Lause ehk teoreem on tdde, mis pdhjeneb teiste
todede peal.



Rida arutusi, mille abil lause maksvus #ra néidatakse, on
* lause téendus.

Jéreldus on lause, mille maksvus jargneb otsekohe eelmine-
vast toest.

Sisuliselt seisab lause koos oletusest ja viitest. Viiide
sisaldab tGendatavat tode, tode, mille maksvust kindlaks teha ,viida-
takse“; oletus sisaldab neid tingimusi, mis tédidetud peavad olema,
et viide dige oleks. ;

Nédide. Oletus: ,Kui arvu ristsumma on 3-ga jagatav,“

Viide: ,siis on ka arv ise 3-ga jagatav.©

Kui me teatavas lauses teeme viite oletuseks ja oletuse vii-
teks, siis saame n. n. timberpdsrdud lause; esialgset lauset
nim. niisugusel korral otselauseks.

Et lause oletusel kui ka viitel vgib olla mjtu osa, siis tuleb
timberpoordud lause saamiseks #ra vahetada iihepalju oletuse ja
viite osasid. '

Kui me teatavas lauses tema oletust ja viidet eitame, siis
saame selle lause vastaslause. Niide:

I. Otselause: ,Kui arvu ristsumma on 3-ga jagatav, siis on
ka arv ise 3-ga jagatav.

II. Umberpiiiirdud ‘lause: ,Kui arv on 3-ga jagatav, siis on
tema ristsumma 3-ga jagatav.“

IlII. Otselause vastaslause: »Kui arvu ristsumma ei ole
3-ga jagatav, siis ei ole arv ise ka 3-ga jagatav.“

Iv. ﬁmberpﬁﬁrdud lause vastaslause: Kui arv ei ole
3-ga jagatav, siis ei ole ka tema ristsumma 3-ga jagatav.“

Neist 4-st lausest on IV-as I-se jdreldus (kuidas nii?) ja IlI-as
II-se jdreldus (kuidas nii?), seepidrast on nendest tarvis tGendada
ainult 2, kas I ja II, v6i I ja 1.



Planimeetria.
I-ne peatiikk: Sirge ja nurgad.

a) Sirge.!

8. (6) Aksioom: Kahe punkti léibi on véimalik iihtai-
nust sirget tommata.

Sellest jargneb: 1) Kui kahel sirgel on kaks iihist punkti, siis
langevad nad iihte tervel omal ulatusel.
2) Kaks punkti miidravad sirge asendi ruumis.

Ulesanne 1) Antud on 3, 4, 5,...... n punkti, millest iikski
3 iibel sirgel ei asu. Nendest sirged libi tommata! Mitu sirget saab?

9. (7) Sirgetjoont voime mdelda molemale poole otsatu piken-
datuks.

Sel korral nim. sirget joont otsatu sirgeks ehk lihtsalt
sirgeks. 3

On sirge iihelt poolt piiratud, siis nim. teda kiireks.

Mbdlemalt poolt piiratut sirget nim. sirgléiguks.

Sirget tihistame kahe suure ladinakeelse tihega, millest kumbki
tihistab mingisugust punkti sellel sirgel; kiirel on iiks ja sirgloigul
molemad tihed otsapunktidel. Sirget voib tdhistada ka iihe viikese
tihega. Kui sirgloiku tidhistada iihe viikese tdhega, siis on see
tdht iihtlasi sirgloigu nimeks ja mootarvuks.

10. (7) Kahe punkti kaugust teineteisest arvatakse neist
punktidest libiminevat sirget mooda ja selleks kauguseks loetakse
nende punktide vahel olevat sirgldiku. Sel pohjal viljendatakse
eelmist aksioomi [8] sagedasti ka jargmisel kujul:

Sirge on kdige liihem tee kahe punkti vahel.

Ulesanded. 2) Joonestada 2 sirgldoiku ja vorrelda neid!

3) Antud sirgloik asetada antud sirge peale antud punktist alates.
4) Joonestada sirgloik x=a-b, kus a ja b on antud sirgloigud.

5) &) i y=a—Db, kus a ja b on antud sirgloigud.

6) . ,»  z="6c, kus ¢ on antud sirgloik. -

7) 9 3 X=3a-+b—2¢, kus a, b, ja ¢ on antud
sirgloigud.

8) Sirgloigu AB keskkoht on M. Tuleb &randidata, et CM on
kauguste CA ja CB poolvahe, kui C on vdetud AB peal,.
ja et CM onh' kauguste CA ja CB poolsumma, kui C on
voetud AB pikenduse peal.



10

9) Kuidas vodiks eelmise iilesande viidet iihe vordsuse abil kirju-
tada, kui arvesse votta sirgldikude sihti?

11. (14) Kahe sirge vastastikkune asend. 1) Kui kahel
sirgel on 2 iihist punkti, siis on neil koik punktid iihised ja nad
langevad iihte tervel omal ulatusel [8,1].

2) Kui kahel sirgel on 1 iihine punkt, siis ldikuvad nad;
tihine punkt on nende 18ikepunkt ehk iihe sirge alus teise peal.

3) Kui kahel sirgel ei ole iihtki iihist punkti, kui kaugele
me neid ka ei pikendaks ja on mélemad iihel tasapinnal, siis on
nad paralleelsed ehk rédbikud.

Ulesanne. 10) Mitmes punktis voivad 16ikuda 8 sirget? n sirget?

12. (3) Tasapind. Definitsioon. Tasapinnaks nim.
niisugust pinda, millega iihte langeb iga sirge, millel
temaga kaks iihist punkti on. \

Seda omadust teistel pindadel ei ole. Nait. silindri- vdi koo-
nuspinnal voib ka sirgeid tommata, mis selle pinnaga iihte lange-
vad, aga mitte igas sihis; voib sirgeid leida, millel on silindripin-
naga voi koonuspinnaga kaks iihist punkti, aga enam iihiseid
punkte ei ole. s ,

Aksioom: Uht tasapinda vdib teise tasapinna peale
paigutada nii, et esimese tasapinna iga meelevaldne
punkt iihte langeb teise tasapinna iga meelevaldse
punktiga; selle juures ei ole esimese tasapinna asend
teise suhtes veel kindlaks miifiratud selles mottes, et
esimest tasapinda voib teise peal valitud punkti {imber
pborata kuhu poole ja kui palju me tahame. Pealegi
voib pealepaigutatavat tasapinda enne pealepaigutamist
teise poole peale pédrda. Koige enam sarnadust selles mottes
tasapinnaga on kerapinnal, aga teda ei saa teise poole peale poorda.

Seda geomeetria osa, mis vaatleb tasapinnalisi kujundeid,
nim. planimeetriaks; seda osa, mis vaatleb ruumkujundeid, nim.
stereomeetriaks.

13. (15) Ring. Kui iiks tasapind péordub teise tasapinna
peal teatud punkti {imber, siis kujutab esimese tasapinna iga
punkt, hoides ennast ikka omal esialgsel kaugusel voetud kindlast
punktist, teise tasapinna peal (ja teise tasapinna punkt esimese
tasapinna peal) joone, mille koik punktid on iihevorra kaugel
sellest punktist, mille timber posrdub tasapind.

Definitsioon. Ringiks ehk ringjoo-
neks nim. kéverat joont, mille kaik
punktid on iihevdrra kaugel iihest tea-
tavast punktist. Seda teatavat punkti nim.
ringi keskpunktiks (0O) ehk tsentriks.
Ringjoonega piiratud tasapinna osa nim.
ringiks. Ringjoone punkti kaugust kesk-
punktist nim. raadiuseks (0OA). Sama
ringi raadiused on tihepikkused. Ringjoone
osa nim. kaareks (BC). Seda sirglsiku, mis
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iihendab kahte ringjoone punkti, nim. kédluks (KL). Keskpunktist
libiminevat ko6lu nim. diameetriks ehk libimodduks (DJ).
Ldabimoot seisab koos kahest raadiusest. Koik sama ringi ldbi-
mo0odud on {iihepikkused. Selge on, et:

Ringi sees oleva punkti kaugus keskpunktist on vihem kui raadius;
» peal p , raadius;

”»
ringist viéljaspool oleva Pl 5 » suurem kui raadius
— ja limberpoordult.

b) Nurgad.

14. (17) Nurga mdiste. Kui kaks sirget 16ikuvad ja me iihe
e sirge sihi valime algsihiks, siis méd#rab teise

' sirge sihi kindlaks nende sirgete vahel olev
P nurk.

& s Kui meie kiirt p6orame tema otsapunkti
timber {iihes sihis, kuni ta oma algasendisse
e 7 tagasi tuleb, siis iitleme, et kiir tegi téie

poorde. Meie arusaamise jirele on kéik
tidispoorded iihesuurused.

Seepérast on voimalik iihe kiire asendit B
voi sihti teise kiire suhtes méirata ndit. téis-
poorde jagude abil.

Definitsioon. Kui kaks kiirt iihest
punktist viilja liihevad, siis nim. nendest
kiirtest siinnitatud nurgaks seda péorde , A
suurust, mille abil voib iiht kiirt teise Hi-g
kiire asendisse viia.

Méarkus: On olemas ,vaateid, mille jirele
ysnurk on kahe Ioikuva sirge ja nende loikepunkti
moodustatud kujund“ ehk ,nurk on kahe loikuva
sirge vahel olev tasapinna méidramatu osa“.

Mdlemad nurka siinnitavad kiired on nurga haarad ja nende
tihine otsapunkt on nurga tipp. Seda tasapinna osa, millest kiir
omal pdordumisel iile libiseb, nim. nurga sisemiseks vallaks,
teist osa — viilimiseks. Sisemine vald mirgitakse harilikult kaa-
rega. SoOna ,nurk® kirjutatakse liihemalt mérgiga / ehk <=

Nurka tdhistatakse mitmet viisi; tihistades nurka kolme suure
tihega peab tipu tidht teiste tihtede vahel kirjutatama ja loetama.
Nurga mootudeks on: tédispOore, tiispoorde pool = sirge nurk, tiis-
poorde neljandik = tiisnurk, tidispoorde 360-nes jagu = kraad.

1 kraad = 60 minutit, 1 minut = 60 sekundit [1°=60"; 1'=60"].

Ulesanded. 11) Joonestada 2 nurka ABC ja DEF ja vorrelda
neid! (3 juhust.)

12) Antud sirge peal antud punkti M juures konstruida antud
nurga ABC suurune nurk.
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13) Kaks antud nurka liita!
14) Leida kahe antud nurga’vahe! (2 juhust.)

15) Konstruida nurk, mis kolm korda nii suur on, kui antud
nurk ABC.

16) Kahe nurga summa on 137°; iiks nurk on teisest 25° vorra
suurem; kui suur on kumbki nurk ?

17) Kahe nurga summa on 148°; iiks nurk on kolm korda
nii suur kui teine. Kui suur on kumbki?

18) Kolme nurga summa on 180°. Kaks nendest on iihesuu-
rused ja kumbki nendest on 2 korda nii suur kui kolmas nurk.
Kui suur on iga nurk?

19) Kolme nurga summa on 180°. Kahe esimese nurga summa
on 3 korda nii suur kui kolmas nurk ja nende vahe on just nii
suur, kui kolmas nurk. Kui suur on iga nurk?

15. (21) Nurkade liigid. 1) Nurka, mille haarad lihevad vas-
tassihis ja nénda siis sirge joone siinnitavad,
nim. sirgeks nurgaks. Ta on pool tiis-

¢ poordest, sellega 180° suur, ndit. <= ABC,

K®oik sirged nurgad on isekeskis vordsed.
= 2) Tiispoorde neljandikku ehk sirge
nurga poolt nim. tdisnurgaks, niit. < DEF.
Ta on 90° suur.

Koik tdisnurgad on isekeskis vordsed.
Tdisnurga haare nim. perpendikulaa-

rideks ehk ristjoonteks: EF | ED.
4 2 3) Nurka, mis vihem on kui tdisnurk,

Joon 9 nim. teravnurgaks.

; 4) Nurka, mis suurem on kui tdisnurk

ja véhem kui sirge nurk, nim. niirinurgaks.

5) Nurka, mis suurem on kui -4

- sirge nurk, nim. iiliniirinurgaks.

Teravnurka™ja niirinurka nim.
ihise nimega kaldnurkadeks ja
nende haare — kaldjoonteks.

6) Kahte nurka, millel on iihine
tipp ja iihine haar, ja mille teised

haarad siinnitavad sirge joone, nim. ﬁ a ”
korvunurkadeks, niit. <= KLM £
ja << NLM. Joonestusest on niha, 3

et korvunurkade summa on
sirge nurk:
<, KLM -+ << MLN = << KLN.
Umberpsérdult: Kui kahel & \
nurgal on iihine tipp ja iihine haar 7 (B¢ )
ja nende summa on sirge nurk, siis
siinnitavad teised haarad sirge joone.
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Jiireldused: a) On kdrvunurgad vdrdsed, siis on kumbki
nendest tidisnurk; on nad vdrratud, siis on iiks nendest teravnurk
ja teine on niirinurk. '

b) Vordsete nurkade korvunurgad on isekeskis vordsed,

sest :* kui vordsetest suurustest — sirge / NLK =sirge /SOP—

lahutada vordsed suurused / a= /b (antud nii),

siis jaiivad jirele vordsed suurused Vi it e AR N

Ulesanded. 20) Antud on / ABC; joonestada tema korvunurk!

21) <= a = 47,%; kui suur on tema korvunurk?

22) b on omast kdrvunurgast 28036" vorra suurem. Kui suur
on kumbki?

23) + ¢ on 4 korda nii suur, kui tema korvunurk. Kui suur
on kumbki?

24) & a on niisama suur, kui 3 b; s-ga b kdorvunurk on 750;

kui suur oun * a?

25) & b= c;Tgac korvunurk on 127°; kui suur on <<-rga

b kdrvunurk?

26) Sirge OP jagab == AOB=82° pooleks; sirge OR jagab
> AOB korvunurga pooleks; kui suur on - ROP?

27) Sirge AV poolitab = BAC=a®; sirge AT poolitab tema
korvunurga; kui suur on = VAT?

28) Kui suure nurga siinnitavad korvunurkade poolitajad
isekeskis ?

29) Toendada lause: Korvunurkade poolitajad on teinetei-
sega risti.

7) Kahte nurka, mida siinnitavad kaks loikuvat sirget, mille
ithiseks tipuks on nende sirgete ldike-
punkt ja millel iihist haara ei ole, nim.
tippnurkadeks, niit. -~ a ja >~ ¢. Tipp-
nurgad on iihesuurused, -~ a — = ¢,
sest seesama pdore, mis OB viib kiire O A

A asendisse, viib ka OD kiire OC asendisse.

Ulesanded. 30) Kui suure nurga 'siinni-
tavad tippnurkade pooli-
tajad?

31) Punktist 0 véljaminevad 8 Kiirt

siinnitavad niisugused nurgad, millest iga jirgmine on 10° vorra

suurem, kui eelmine—alates teisest nurgast ja 1opetades viimasega.

Kui suured on need nurgad?

32) OM on nurga EOB poolitaja. Kiir OP liheb nurga EOB
tippnurga vilimist valda méoda. Naidata, et JYMOP vGrdub 2 -de
EOP ja BOP poolsummaga vdi poolvahega. [V. iil. 8, 9.]

16. (22) Kui kaks sirget libi 15igata kolmandaga, siis tekivad
8 nurka. Me riihmitame neid 12-ks paariks ja nimetame:

‘)”I\i‘liis tarvis oligi tdendada.
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1) vastavateks 2) pdiknurkadeks:

31 2 nurkadeks:
j 21 ja 25, 1 ja 8,
<2 ja 36, 2 ja 7,
3 ja J7, =J3 ja )6,
4 ja 8. =J4 ja 5.
6

?j 3 3) rindnurkadeks:
/ 1 ja 7, X3 ja X5,
Joon 12 =2 ja 8, =4 ja 6.

Ulesanded. ) J1=68° ja Y6—=_Y2. Kui suur on iga teine nurk?
34) F2=109" ja J6—_¥3. Kui suured on teised
: nurgad ?
35) J2+ ¥8=180° ja ¥3—122°. Kui suured on
teised nurgad?
36) 34 J5=180° ja ¥4—78. Kui suured on
teised nurgad?

17. (23) Lause. Kui iiks paar vas-

tavaid nurki on isekeskis vordsed, siis
on iga paar vastavaid nurki isekeskis /e
vordsed. 3]%

Téendus: Olgu antud, et g S
siis on ka ¥2 = _¥6, kui vordsete ZJ-ade,
1 ja.<<5, korvunurgad;

siis on ka <23 = <7, kui vordsete <<-ade,
<1 ja <25, korvunurgad; o

siis onka /4 = <8, kui virdsete <-ade, ?/s
<2 ja <6, kdrvunurgad. ,Joon 13,

18. (23) Lause. Kui iiks paar vastavaid nurki on ise-
keskis vordsed, siis on iga paar péiknurki isekeskis vord-
sed [Joon. 13].

Antud: <1 = 5. ;

Toendada: <<1=<8, /2— K7, 98 =36, 4= 5.

Téendus:
+<1=<bantud, 2=<6vast.n. 3—3-7 vast.n. /4=%1 tippn.
8= <5 tippn. <7 =6 tippn. /6 — <7 tippn. /5= <1 antud.

*1l=38[62. 2—7. 3= 8. LA 3B,

19. (23) Lause. Kui iiks paar vastavaid nurki on ise-
keskis vordsed, siis on iga rindnurga- paari summa sirge
nurk.

Antud: <1=35. Tdendada: X14-K7=180°; X2-}-%8=180°
X3 435 =180% 4} X6 = 180°,
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Téendus: 1) A1 4 3 =180° kui korvunurgad; <3 — (7, kui vastav. n;
paneme <3 asemele temaga vordse (7, siis saame: (1 + 37=180°. M. t. o. t.
2) 24 34 =180° kui kdrvunurgad, <4—<8, kui vastavad n.; paneme
(4 asemele temaga vordse (8, siis saame: <2 4 <8=180°. M. t. o. t.
3) <8 4 <1=180° kui kdrvunurgad. <1 =<5, see on antud; paneme
<1 asemele temaga vordse <=5, siis saame: 523 4 (5=180°. M. t. o. t. 4
4) 4 + 22-=—180° kui korvunurgad; 2= <6, kui vastavad n.; paneme
32 asemele temaga vordse <6, siis saame: <74 }6—=180°. M. t. o. t.
20. (23) Lause. Kui iiks paar pdiknurki omn isekeskis
vordsed, siis on:
1) iga paar vastavaid nurki isekeskis vordsed,
2) iga paar pdiknurki isekeskis vordsed,
3) iga rindnurga-paari summa on sirge nurk. [Joon. 13.]

Tdendus: Kui <3=336, siis on ka 31 =35 kui vordsete
nurkade korvunurgad. Sellest jirgnevad lausete 17, 18 ja 19 pdhjal
koik teised vordsused. M. t. o. t.

21. (23) Lause. Kui iihe paari rindnurkade summa on
sirge nurk, siis on:
1) iga paar vastavaid nurki isekeskis vordsed,
2) iga paar pdiknurki isekeskis vordsed,
3) iga rindnurga-paari summa on sirge nurk.
Tdendus: Olgu antud, et <C1 4 <7 =180"; | 6,2];
Peale selle teame, et <637 —180° | "7

jirjelikult 1+ 7 — 55 +7. Kui vordse-

test suurustest lahutada vordsed suurused, siin on jidgid vordsed.
Lahutame molemalt poolt <7, sils jadb:

1 =-5. Sellest jirgnevad koik teised vOordsused. M. t. o. t.

X

¢) Kujude siimmeetria.

22. (24) Teljeline siimmeetria. Kui tasapinnalist kuju voi-
malik on mingit sirget modda kahekorra murda nii, et iihel pool
sirget asuv osa iihtib teisel pool sirget
asuva osaga, siis Oeldakse, et kuju on
selle sirge suhtes siimmeetriline
ehk kujul on teljeline siimmeetria.

Seda sirget nim. siimmeetria teljeks.
Kahekorra murdmisel iihtivaid punkte,
jooni, nurki nim. siimmeetrilisteks.
Igal punktil on antud telje kohta oma
siimmeetriline punkt, ja nimelt iiksainus,
sest lasapinna kahekorra murdmisel telge
mooda langeb see punkt ikka tihte mone teiselpool telge oleva
punktiga ja ei saa iihtlasi ka teiste punktidega iihtida.

23. (25) Lause. Siimmeetria telg poolitab siimmeetri-
lisi punkte ithendavat sirgldéiku ja on temaga risti. [Joon. 14.]

1

F oo T
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Antud: A ja B on siimmeetrilised T E kohta,
Toendada: KA —KB. TE_| AB.

Tdendus: Kahekorra murdmisel ' T E-d mééda iihtib punkt A
punkti B#2 sest nad on simmeetrilised T E suhtes; jirjelikult
tihtib ka sirge K A sirgega K B ja < TK A iihtib <L-rgaga TKB. S.t.
et KA—=KB ja sirge nurk A KB on jagatud kaheks tdisnurgaks
TKA ja TKB. Seepiirast on ka TE | A B, Mt ot

24 (26) Lause. Antud punktist voib antud sirgele iihe-
ainsa ristjoone tdmmata.

? 1-ne juhus: punkt C on antud sirg-

joone AB peal.
Tdendus: Kui liibi C miney sirge AB
. jagab C timber oleva tidispoorde pooleks,
D siis on olemas iiksainus sirge DCF, mis
selle tdispoorde jaotab neljaks tiisnur-

gaks, s. t. libi C on AB-le olemas iiks-
ainus ristjoon.

2-ne juhus: punkt C on antud véljas-
pool sirget AB.
Tdendus: Leiame (e AB suhtes siim-
meetrilise punkti F ja tihendame C ja F sirge
abil, siis on CF | AB [23 pGhjal]. Olgu voima-
lik punktist C tommata ABIe veel iiks rist-
joon CE. Siis on < CEB tiisnurk. Uhen- / (e n
dame E F22, = FEB opn stimmeetriline <--gaga y J
CEB ja sellepéirast ka tiisnurk. Jérjel. on = .
F sirgenurk ja_joon CEF on sirge joon
[15,6]. Libi C ja F on juba iiks sirge CDF
olemas ja teist sirget olla ei v&i [8]. See- swnwm s
Ppérast ei saa punktist C teist ristjoont AB
peale olla. M. t. o, t.

Ulesanne. 37) Uhelpool sirget MN on kaks punkti A ja B.
Leida kdige lilhem tee A-st B=¢ MN kaudu!

25. (27) Kesksiimmeetltia (Tsentraalne siimmeetria).
Vaadeldes korvalseisvat joonist
nr. 17 leiame temas ka midagi iihe-
taolist, stimmeetrilist, aga kahekorra
teda murda ei saa nii, et iiks pool
tihtiks teisega. Selle asemel voime
Foon z teMas leida punkti, mille iimber teda
"~ voib poorata sirge nurga vorra nii,
et ta iseendaga iihte langeb.
Kui tasapinnalist kuju on v&imalik mingi g
punkti timber pdorata teatava nurga vorra ol
nii, et ta iihtib iseendaga, siis on see kuju siimmeetri-
line selle punkti suhtes, ehk sellel kujul on (tsen-

Joon.15. 29:

3
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traalne siimmeetria) kesksiimmeetria. Punkti, mille iimber
kuju poordakse, nimetatakse poortsentriks ehk siimmeetria kesk-
punktiks (tsentriks); nurka, mille vorra kuju poorda tuleb, nim.
podérnurgaks. Poornurkade arvu tdispoordes nim. stimmeetria
Jjidrguks. Joonisel nr. 17 — tdhel Z — on teise jdrgu ehk kahe-
kordne kesksiimmeetria, joonisel nr. 18 on viienda jirgu ehk
viiekordne kesksiimmeetria. Pooramisel iihtivaid punkte, jooni,
nurki nim. stimmeetrilisteks antud punkti suhtes. Selge on, et
stimmeetrilised punktid on keskpunktist samakaugel.

26. (28) Lause. Sirgldik, mis iihendab siimmeetrilisi
punkte kahekordse kesksiimmeetriaga kujus, liheb lidbi
siimmeetria keskpunkti ja jaguneb seal pooleks.

Toendus: Uhendame siimmeet-
rilised punktid M ja L siimmeetria
keskpunktiga O. Et punktidel M ja L
on O suhtes kahekordne kesksiim-
meetria, siis on << MOL — sirge
nurk, tema haarad OM ja OL siinni-
tavad sirge joone MOL [15,6] ja sirge
ML langeb iihte sirgega MOL nii,
et sirge ML ldheb ldbi keskpunkti
0. Et stimmeetrilised punktid on samakaugel keskpunktist, siis on
OM—=OL. M. t. o. t.

Ulesanne. 38) Kahekordse kesksiimmeetriaga joonises
leida antud punktile siimmeetriline punkt.

Lahendamine. Niisugune punkt on olemas, sest kui me terve
kuju pdorame siimmeetria keskpunkti iimber sirge nurga vorra,
siis iihtib antud punkt ikkagi mingi punktiga. Et seda punkti leida,
tombame libi antud punkti ja siimmeetria keskpunkti sirge ja ase-
tame teisele poole siimmeetria keskpunkti antud punkti kauguse
stimmeetria keskpunktist.

39) Konstruida kuju, millel on antud kujuga kahekordne kesk-
stimmeetria antud punkti suhtes.

Joon 19

d) Paralleeljooned (ré6pjooned).

27. (29) Definitsioon. Kahte sirget, mis asuvad samal
tasapinnal ja mis ei 16iku, kui kaugele me neid ka ei
pikenda, nim. paralleeljoonteks (rédpjoonteks). Mirk , | “.

Pikendamise teel ei ole aga vOimalik kindlaks teha, kas antud
sirged on paralleelsed (roobikud) voi mitte. Sirgete paralleelsuse
(roobikuse) peatunnust, {ihtlasi ka paralleeljoonte (réopjoonte) olemas-
olemise vdimalust avaldab paralleeljoonte (réépjoonte) pea-
lause: Kui kahe sirge 1dikumisel kolmandaga tekivad
vordsed pdiknurgad, siis on need kaks sirget paralleelsed
rédbikud).

Oskar Perli, Ruumi algdpetus I. 2
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Antud: - 3— -6, lidrj. << 4 = 5],
Toendada: AB|| CD.

o ¥

Téendus: EF 15ikab AB4 ja CD4 punktides O ja P. Olgu K
16igu OP keskkoht: KO—KP. Pédrame kogu selle kujundi punkti
K tmber sirge nurga vorra. Siis laheb KF KE sihis ja KE liheb
KF sihis; P iihtib O-s2 ja O iihtib P22 sest et KO =KP, PD liheb
OA-¢ médda ja OA Liheb PD- modda, sest et <<3=<:6; PC liheb
OB méoda ja OB liheb PC-d modda, sest et <-4 — < 5, Jérjeli-
kult on sellel kujundil kahekordne keskstimmeetria ja K on tema
stimmeetria keskpunkt.

Kui niiiid mdelda, et AB ja CD Idikuvad iihel pool EF: niit,
vasakul pool, punktis X, siis peavad nad l6ikuma ka X" siimmeet-
rilises punktis Y, s. 0. paremal pool EF-i. 'Et aga kahel mittetihti-
val sirgel kaht iihist punkti olla ei saa, siis ei vo0i sirgetel AR ja
CD iihtki iihist punkti olla, s.t. AB||CD. M. t. o. t.

1-ne jireldus: Kui kahest sirgest kumbki on risti kolman-
daga, siis on nad isekeskis paralleelsed.

2-ne jireldus: Kaks sirget on paralleelsed, kui nende 13iku-
misel kolmandaga tekivad vordsed vastavad “nurgad voi kui tek-
kinud rindnurkade summa on sirge nurk.

28. (30) Paralleel- (r6dp-) joonte aksioom. Viljaspool
sirget oleva punkti libi on voimalik tdmmata iiksainus
sirge, mis on esimesega paralleelne, niit. koigist Libi O
minevatest sirgetest on iiksainus AB|/CD ja mitte iikski iteine
[Joon. 21].

(31) Umberpiiiirdud lause. Kahe paralleel- (réop-)
joone™16ikumisel kolmandaga tekkinud 1) péiknurgad on
isekeskis vordsed, 2) vastavad nurgad on isekeskis vord-
sed, 3) rindnurkade summa on sirge nurk.



Antud: A B| CD.
Tdendada: 2.3 =) 6.
Toendus: Kui << 3 ei oleks niisama

A ~———  gsuur kui =) 6, siis voiksime libi O tom-
% “  mata sirge X Y nii, et ta siinnitaks EFe
JXOF=.6. Siis oleks ldbi O tom-
matud CD! kaks paralleeljoont—AB|/CD
c ) oletuse jirele ja XY|CD, sest et

Jirj. on ainult voimalik, et X3=_)6.
Sellest jargnevad koik teised lause osad
[20]. M. t.o.t.

30. (32) Ulesanded. (40). Liibi antud punkti tdmmata sirge
paralleelselt antud sirgega.

Konstruktsioon. Libi antud punkti
A tombame sirge, mis antud sirget 16i- /
F

/‘3 S XOF =26—, mis aga voimatu [28].
Joon. 27,

kab punktis B; siis konstruime A juu-
res AB kiilge -y -gaga ABD vordse £ 1y
poiknurga BAE. EF|CD, sest et T

IBAE=2ABD. o M
41) Missugune on pdiknurkade Y1 1
poolitajate vastastikkune asend? »wie 207\ 7

poolitajad vastastikku? [V. il 29.] v+%

31. Roopliike. Olgu meil tasa-
pind R paigutatud tp. P peale; kui tp.
P jaab liikumata paigale, kuna tp. R liugub tp-da P moéda nii,
et tema peal olev kindlaks miédratud sirge BC kogu aeg iihtib
tp-al P liikumatult paigal oleva sirgega A D, siis deldakse, et tp-na
R liikumine tp-na P suhtes on rdédpliike ja siinnib rodbiti A De2
ehk AD? modéda.

Nédit. kui kummuti laegast voi kirjutuslaua laegast vilja tom-
matakse, siis jidvad kummuti ja kirjutuslaua kiilglauad ja pohi-
liistud paigale, kuna laeka kiilglauad ja pohi neid modéda liuguvad,
mille juures kummuti vo6i Kirjutuslaua kiilglaudade ja pohiliistude
stinnitatud serv on paigalejidvaks sirgeks ja laeka serv on teda
modda liikuvaks voi liuguvaks sirgeks.

Joonestamise juures tarvitatakse paralleeljoonte jafristjoonte
tombamiseks peaasjalikult roopliiket.

Joonestamise lauale kinnitatakse paberileht ja selle peal hoi-
takse liineal lilkumata kinni. Paberilehte moidda liugub kolmnurk
nii, et iiks tema serv liineali serva moédda liigub. Paberi pind on
paigalejidvaks pinnaks P, kolmnurga alumine kiilg on liikuvaks
tasapinnaks R; liineali serv on paigalolevaks sirgeks AD ja tema
kiilge litsutud kolmnurga serv on liikuvaks ‘sirgeks B C.

; \
42) Kuidas seisavad rmdnurkade 4 /
Foan 22

o%
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32. Et ,roopliike siinnib paralleelselt (roobiti) paigal oleva
sirgega AD ehk A DY mooda“ seda moistame nii, et liuguva tasa-
pinna R iga punkt kujutab sirge joone, mis on paralleelne ADex.

Rodpliikke silmapaistvam omadus, mida me tema silma-
paistvuse piirast ei toendagi, on see, et réopliikkkel nihkuvad
koik liikuva tasapinna punktid samapikkuse 16igu vorra
edasi, niit joon. 23 on BRB'— C C=EE=MM.

33. Lause: Rédpliikke abil iihtivad sirged on paral-
leelsed.

Téendus: ECle
ja E'C’' on lgike-
jooneks AD ja vas-
tavad nurgad ECB
ja E’C'B on vord-
sed; jirj. EC|E'C".
M.t.ot.
Paralleeljooni vaib rédpliikke

Tann 23

ﬁmberpiiiirdud lause:
abil iihtimisele viia.

TGendus: Kui EC|EC’ ja_me likkame teda A modda
edasi, kuni C iihtib C’#2, siis {ihtih CR CBR TRt B A ECPHB,
siis ldheb CE C’E’ sihis ja CE iihtib C’E’e2, M.t oL,

: 34. Paralleeljoonte pPeaomadus. "

Et rooplikkel nihkuvad ksik liikuva tasa-
pinna punktid iihepikkuse I16igu vorra edasi,
siis on AA’,=BB’=CC’=DD’=EE’; s. t.
paralleeljooned on igas punktis teine-
teisest iihekaugel, iikskdik mis sihis
seda kaugust arvata. Harilikult arva-

7’ ’ ’ &
2 o 9 ¢

- -

J
/

A R ] 2

takse teda ristjoone sihis. Toon Bk

A Ulesanne. 43) Roopliikke abil tommata
L'E"T\‘\~ e g ng., ntid sirgelejparalleeljoon ldbi antud punkti.
N (33) Lause: Kui sirge l6ikab
iiht alleeljoont, siis Idikab ta ka

teist.
el B Toendus: Vastasel korral oleks lébi
ST Iikepunkti tommatud A Ble kaks paralleel-

joont, mis vdimatu.

36. @ Lause: Kui sirge on risti
ithe para eeljoonega, siis on ta risti ka ¢
teisega.

Tdendus: Et AB|CD, siis on

In=m, kuivast. nurgad;

£ ;
=l

etEF_| CD, siis on o g m = 900,

M.t ot

" BN
Jo0n 26

<

s. .EF _| AB.
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: a 37. g Lause: Kui sirge on paral-
/ .. leelne e paralleeljoonega, siis on
é AN Sl paralleelne ka teisega.
Tdendus: Loikame koik 3 joout ldbi
2 Y o neljandaga.
Et AB| CD, siis on 2Yb= ) d,kui vast. nurgad;
et EF“CDs ”Vi”_?:f_4(%’ » » ”
b f
RS iy =3t (62

EF|AB [27,2] M.t.o.t.

Joan 27 @ Lause. Paralleelsete haara-
dega nurgad on kas vordsed voi nende summa on sirge nurk.

Antud: ED | BA, EF;| BC.

Toendada: Jd= b, Je=b;
dt+ I b=180° I g+ 2 b=180°
Téendus: Liikame 16ikuvaid sirgeid
: ED ja EF lébi tippude E ja B minevat

sirget mooda edasi nii, et nad paralleel-
seteks jadvad 1seendaga, kuni tipp E lan-
geb tippu B; siis iihtib =yd-)y-agab,
AP =¥ e saab < -rga b tippnurgaks ja S f

ning -y g saavad =) -rga b korvunurka-

deks. Jérj. onsus 4d 4b FJe=b,f+ /b=180°, X g}

-+ ﬁ@ 180°. o. t.
“(37) Vastastlkku risthaaradega nurgad on kas vord-
sed, vdi nende summa on sirge nurk.

Antud: ED | BA, EF | BC.
Toendada: -y d— )b, e b;
2.+ /b= 180°% g+ b= 180°.
Toendus: Liikkame Ioikuvaid sirgeid
ED ja EF libi tippude E ja B mine-
e, vat sirget méoda edasi nii, et nad
4 jadvad paralleelseteks iseendaga kuni
4 lipp E langeb tippu B. Siis jadb
ED | BA#® ning EF {ib | BC ja
/. DEF asenéb b-)y-ga RBP kohale. P66-
Joon 29. rame niitid =)-rka RBP (ehk-) DEF)
tipu B iimber tdisnurga vorra; siis
iihtib =y d =y -gaga b, -y e saab =) -rga b tippnurgaks ja ) f ning
=) g saavad =) -rga b korvunurkadeks. Jirj. on siis: X d= b,
He=b, I} Ib=180° J g+ I b=180° M. t.o. t
Ulesanded. 44) Kuidas seisavad vastastikku paralleelsete haara-
¢ dega nurkade poolitajad?
_ 45) Kuidas seisavad vastastikku risthaaradega nurkade
poolitajad ?
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II-ne péatiikk. Kolmnurk.

- 40. (@ Definitsioonid. Hulknurgaks nim. sirgloikudest
piiratud tasapinna osa. Missuguses
punktis iiks sirglgik Iopeb, selles
algab jirgmine ja viimane sirgléik
15peb selles punktis, milles esimene
algab.

¢ Hulknurka piiravaid sirgloike
nim. hulknurga kiilgedeks; nende
otsapunkte — hulknurga tippudeks.
d Hulknurga kiilgede summat nim.

Joon.30. limbermddduks ehk perimeetriks ;

hulknurka piiravat murdjoont nim. tema piirdeks (,piire“). Hulk-

nurga tipu juures olevat nurka, mille avaus on péérdud hulknurga
sisemise valla poole, nim. hulknurga sisenurgaks, niit. << EFG.

Sisenurga korvunurka nim. vélisnurgaks, niit. <- EFH.

Hulknurga diagonaaliks (nurkjooneks) nim. seda sirgldiku,
mis tiihendab kahte hulknurga mitte jirjes olevat tippu, niit.
AC, AD, AF.

Et iga kiilje otsapunkt on jargneva kiilje alguspunkt ja et iga
tipu juures on iiks sisenurk, siis on hulknurgal niipalju nurki ja
tippe, kui palju kiilgi. Kiilgede arvu jirele on olemas kolmnurgad,
nelinurgad, viisnurgad jne. Harilikus kones kolmnurki ja nelinurki
hulknurkadeks ei nimetata.

Hulknurka nim. kumeraks, kui tal tihtki iilintirinurka ei ole,
Me vaatleme ainult kumeraid hulknurki, mille kiiljed teineteisega
ei 16iku.

Ulesanded. ' 46) Mitu diagonaali v3ib hulknurgas tihest tipust

tdmmata ? Kiloto onv W) W7 W = Glio g
47) Mitu diagonaali v&ib hulknurgas tdmmata kdigis
tippudest iihtekokku? . An-2) :
>
T 41, ‘(gg)_ Kolmnurk. Kolmnurgal on kolm kiilge, 3 tippu,

3 nurka, ga tal ei ole iihtki diagonaali. S6na skolmnurk® Kirju-

tatakse liithendatult mirgiga , A “,

Kaks kolmnurga
) [ tippu A ja C on
iihe kiilje AC otsa-
punktid ja kolmas
tipp B on selle kiilje
vastas, on kiilje AC
vastastipp, kuna
kiilg AC on selle
tipu B vastaskiilg.
Nurk B, mille tipp
on antud kiilje
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vastas, on ise ka antud kiilije AC vastas, on kiille AC vastasnurk,
teised 2 nurka on selle kiilje juures ja neid nim. tema ldhisnur-
kadeks, niit. -5 B on kiilje AC vastasnurk ja =¥ A ja =X C on
kiilie AC lihisnurgad. Kiilg, mille vastas on antud nurk, on ise
ka selle nurga vastas, on selle nurga vastaskiilg; teised 2 kiilge
piiravad seda nurka, on seda nurka piiravad Kkiiljed ehk selle
nurga lidhiskiiljed, ja nurk on nende kahe kiilje vahel, on nende
vahelnurk. :

/\-rga iga kiilge vdidakse /\-rga aluseks votta; siis on tema
vastastipp — /\-rga tipp. Niit. kui me AC aluseks votame, siis
on B A-ga tipp.

Tipust aluse vdi tema pikenduse peale tommatud ristjoon on
,-rga korgus, ndit. BD. :

Sirgloik, mis A\ -rga tippu vastaskiilje keskkohaga iihendab,
on selle kiilje poolitaja ehk mediaan, nait. BM. Kui nurgapooli-
tajast ehk bissektorist koneldakse A\ -rgas, siis moeldakse seda
nurgapoolitaja 16iku, mis ulatab nurgatipust kuni vastaskiiljeni,
nidit. BJ. Et iga kiilge voidakse /\-rga aluseks vdtta, siis on
A-rgal 3 korgust, 3 kiiljepoolitajat ehk mediaani ja 3 nurgapooli-
tajat ehk bissektori. .

/\-rga tippe tihistame suurte tihtega; iga tipu juures olevat
nurka vastava greekakeelse viikese tihega; vastaskiilge — vastava
ladinakeelse tihega; korgust — tdhega h, mediaani — téhega m,
juure lisades indeksina selle kiilje tdhistust, mille peale korgus voi
mediaan on tommatud; nurga poolitajat tihistame n-ga, tarvitades
indeksina selle nurga t#histust, mida ta poolitab. Kiilje a peale
tommatud korgus h. jagab selle kiilje 16ikudeks p ja q, kus p on
kiilje b lihisloik ja q on kiilje ¢ lihisloik. &S

10 42, (%50) Lause. Kolmnurgas on kahe kiilje summa
suurem, kui kolmas kiilg ja kahe kiilje vahe on viiksem,
A kui kolmas kiilg. -

Tdendus: AC |- CB> AB, sest sirge joon
on kdoige lithem tee kahe punkti vahel [10].

Kui selles vorratuses molemalt poolt
dra votta CB, siis saame tuntud aksioomi
7 o [6,8] pohjal: AC> AB — CB ehk 5
oo A AB—CB<AC. M. t. o. t.

‘(I 43. Lause. Kolmnurkade sisenurkade summa on sirge
nurk.

Tdendus: Pikendame kiilge AC
ja tombame CE || AB. Siis on:
XA=<xx| XA+ B=LxtXy=
X B=<y]J = <X BCD.
< C=<xC
L A+ XB+ XC=xx+Xy+Xc=

= girge nurk ACD.

M.t. o. t.



24

1-ne jiireld: /-rgas voib olla ainult 1 tdisnurk v&i 1 niiri-
nurk.

2-ne 'S Kui A-rgas 2 nurka teada on, siis on ka kol-
mas teada.
3-as 3 Kui 2 A-rka iihte siinnivad kahe nurga poo-

lest, siis siinnivad iihte ka ko]mandate nurkade poolest.
Et 4A-}—4B=4BCD, siis saame lause : A=rga viilis-
nurk on temaga mitte kdrvuolevate sisenurkade summa.
Sellest lausest saame Jdrelduse : A-rga vilisnurk on suurem,
kui iikski temaga mitte korvuoley sisenurk.
lesanded. \49 /A-rgas on XA =480, *<B=179. Kui suur on

kolmas ?
49) /\-rgas on antud 2 nurka; joonestamise teel leida
kolmas ?
50) A-rga nurgad suhtuvad nagu 1:2:3, Kui suur on
vY) g g g
iga nurk?

151) A-rga nurk on 108°; teised on isekeskis vordsed.
— Kui suur on kumbki? :

\52) A-rga iiks nurk on antud; teised on isekeskis vrd-
" sed. Leida need nurgad joonestamise teel !

1 53) Kui suured nurgad tekkivad A-rga korguste paari
“~_kaupa I6ikumisel, kui /\-rga nurgad on a, 8 ja y?
54) Tdendada (arvutamise teel), et tipust aluse peale

tommatud nurgapoolitaja ja korguse vahel oley
nurk on pool aluge lahisnurkade vahest.

44, (@ Kolmnurkade liigid. A. Nurkade jérele nim. A -rka
¢ 1) teravnurkseks, kui koik 3 nurka on
teravad, niit. ZXRST

2) niirinurkseks, kui 1 nurk on niirj,
ndit. 2\ DEF'; iihise nimega nim. neid
kaldnurkseteks g

3) tdisnurkseks, kui iiks nurk on tiis-
nurk, niit. A GHJ. Viimases nim,

o tdisnurga vastaskiilge GH — hiipote-
nuusiks ehk kaldkiiljeks ja tdisnurka
piiravaid kiilgi JG ja JH — kaateti-
teks ehk ristkiilgedeks. Téisnurkses
/\-rgas  on  teravnurkade summa
tdisnurk. Téisnurga tippu tihista-
me A-ga ja hiipotenuusi a-ga.

B. Kiilgede jdrele nim. A -rka:

1) vordkiilgseks, kui koik 3 kiilge on
tihepikkused, niit, / KLM ;

LS 2) vordhaarseks, kuj 2 kiilge on iihe-
pikkused, kolmas killg aga ei ole
nende pikkune, niit. A NOP;

Toon. 35.
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3) isekiilgseks, kui igal kiiljel on isesugune pikkus, niit./\ RST.
‘ Vordhaarses /\-rgas nim. aluseks:seda
kiilge, mis teistega ithepikkune ei ole; tema
vastastipp on /\-rga tipp; molemaid vdrdseid
kiilgi nim. haaradeks. Vordhaarses /A -rgas
tdhistame tipu A#% aluse a%, tipunurga «%;

haar on b ja aluse ldhisnurk on p.

Ulesanne. 55) Tdisnurkses /\-rgas on antud
. B= 570 17" 45'. Leida tei-
sed nurgad! Arvutada ja joones-
tada! ’

Vordhaarne kolmnurk.

“i (47, 56) Lause. Vordhaarsel kolm-
nurgdl’on olemas siimmeetria telg, mil-
» ¢ leks on tipunurga poolitaja; ta poolitab
ka aluse ja on alusega risti.
Antud: BC ==BA, 3
<< CBD = << ABD.
4 Toendada: 1) BD on
" stimm. telg; 2) AD=DC;
BD | AC.
Toendus: Murrame
A-rga ABC BD4 mooda ka-
2 g hekorra; siis liheb BC BAd
DN 80 s atais »mooda, sest<cCBD=<cABD; “4 P
C iihtib Ae2, sest et BC —=BA oG

ja D jadb paigale. A :

Seepiirast iihtib DC DA#*, 5= C iihtib -<-gaga A ja /A DBC iihtib
A-rgaga DBA.

Jirjel. nurgapoolitaja BD on /A -rga ABC siimm. telg ja A ning
C on BD kohta siimmeetrilised punktid. Sellest jéirgneb [23]:
AD=DC ja BD_| AC. M. t. o. t.

Umberpédrdud laused: Vordhaarses / -rgas langeb
siimmeetria teljega iihte 1) aluse mediaan — sest liibi kahe
punkti B ja D on vdimalik iiksainus sirge tommata [8], 2) kor=-
gus-, 3) aluse keskristjoon, sest antud punktist voib antud
sirgele iiheainsa ristjoone tdmmata [24], ja niisugustena esineb
juba siimmeetria telg BD.

Et -2 C iihtis <Z-rgaga A, siis saame lause: Vérdhaarse
,\=rga aluse lidhisnurgad on iihesuurused ja teravad, ehk
teiste sOonadega: kolmnurgas on vdrdsete kiilgede vastas
vordsed nurgad.

Ulesanded. [ 56) Kui suured on vérdkiilgse /\-rga nurgad?

57) Vordhaarse /\-rga aluse ldhisnurk on: a) 40°;
b) 45°; '¢) 607 d) 72°; e) 36°; f) 68°; g) 108°12".
Kui suured on teised nurgad?
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58) Vordhaarse /\-rga tipunurk on: a) 90°; b) 120°;
c) 30° d) 60° ‘e) 80°; f) 75°; g) 97°6’28”. Kui
suured on teised nurgad?
59) Vordhaarse /\-rga aluse lihisnurk on antud; leida
joonestamise teel teised nurgad !
60) Vordhaarse /\-rga tipunurk on antud; leida joones-
tamisesteel teised nurgad!
46. (48). Lause. Kolmnurgas on suurema kiilje vas-
tas suurem nurk. ;
Antud: AB 7 BD.
Téendada: --D AL
Téendus: Asetame BA peale BE—=BD
ja tihendame E D22  Siis 'leiame:
<D /%163
<i=-<e [45, Iopp]:

Foor 38. Jirj,. cD 77X A. M.t ot
47. (47, 48) Umberpésrdud laused. I Kolmnurgas on
vordsete nurkade vastas vérdsed kiiljed. (Joon. 37. [45)).

Antud: X C=-<xA.

Tdendada: AB<CB. :

Tdendus (vastuviiiteline): Kui ei oleks AB= CB, vaid oleks
AB / CB, siis oleks ka [46] jdrele, <<C 7 <CA, mis oletuse vastu
kdib; voi kui oleks AB\ CB, siis oleks ka < C N XA, mis ka
oletuse vastu k#ib. J#i#b ainus voimalus, et ABN. BC. M. t. o. t.

II. Kolmnurgas on suurema nurga vastas pikem kiilg.
(Joon. 38, [46]).

Antud: XD <-A.

Téendada: AB 7 DB

Toendus (vastuviiiteline): Kui ei oleks AB / DB, vaid oleks
AB=DB, siis oleks ka. [45] jirele, LD =< A, mis oletuse vastu
kéib; voi kui oleks AB \ DB, siis oleks ka <D N LA [46 jiirele],
mis ka oletuse vastu kiib. Jiib ainus voimalus, et AB / DB.
ME:Lsor t: 3

Jiireldus: Hiipoteenus on kdige pikem kiilg tiisnurkses A\-gas.

48 (57). Vérdkiilgse kolmnurga siimmeetria. Lause:
Vordkiilgsel kolmnurgal on 3 siim-
meetria telge; nad Isikuvad koik
iihes punktis; see punkt on vordk.
A=rga siimmeetria keskpunkt ja
vordk. A-rgal on kolmekordne kesk-
siimmeetria.

Téendus: 1) Vordk. A-rgas  voib
voib iga kiilge vordhaarse A-rga aluseks
votta; seepiirast on tal 3 siimm. telge.

2) Loikugu stimm. teljed AE ja CG
punktis 0.%)

Punkt O‘on joonisel 39 tihistamata.
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2 0AC — %< OCA — 30°; 2 seepirast on- OA=0C ja A AOC
on vordhaarne; niisama ka A ABC. Nende iihise aluse AC kesk-
ristioon liheb ldbi tippude O ja B ja iihtib siimm. teljega BF.
Niiviisi 1ikuvad koik 3 siimm. telge iihes punktis O.

3) <0AB— % OBA= 3 OBC=%0CB=3X0CA = X0AC=30°;
OA — OB— OC, -kui A-rga virdsete <{-kade vastaskiiljed. [47,L];
X AOB = £ BOC = < COA = 120°. .

Kui niiiid poorata A-rka ABC punkti O ;timber 120° vorra, |
siis ihtib A Bes, B C2, C A#e, ja A ABC {iihtib iseendaga. Nii
voib teda poorata 3 kordz, kuni ta oma algasendisse tagasi tuleb.
Jirj. on vordkiilgsel /\-rgal ABC kolmekordne kesksiimmeetria ja
O on temasiimm. keskpunkt. M. t. o.t. :

Kolmnurkade iihtivuse laused;

49. (44) ﬁlesann Konstruida A kahest kiiljest ja nende
vahelnurgast.

Konstruktsioon: Meelevaldsel sir-

2 gel vabalt vOoetud punkti C juures

konstruime <--rga C = <Zy; selle

1N nurga iihe haara peale asetame

LRk I -CB — a ja teise haara peale C A=D.

Punktid B ja A iihendame sirgloigu
abil. A ABC on otsitav.

Ukskoik missuguses jirjekorras
me A-rga konstruime, ikka saame
4 kuju ja suuruse poolest samasuguse

Toonko ,A-rga.  Seda tdoendab esimene
iihtivuse lause:™

Kaks kolmnurka on iihtivad, kui nad iihte stinnivad
kahe kiilje ja nende vahelnurga poolest.

Antud: DF = AC, DE= AB, szD=<CA.

Tdendada: ADEF <2 AABC.

Toendus: Paigutame ADEF A-rga ABC
peale nii, et 1) D langeks A peale ja 2) DF
liheks AC? mooda.

Siis 1) liheb DE ABY mooda, sest
2D~ A; 2)F langeb C peale, sest DF—AC; 4
3) E langeb B peale, sest DE=AB ja 4
langeb iihte BC#?, sest nende otsapunktid
langesid iihte ja kahe punkti vahel on iiks- E
ainus sirge voimalik.

Niiviisi katavad need /\ /\-rgad teineteist
tiiesti ja on seepdrast iihtivad. M. t. o. t.

Jiireldus: /\-ga méiravad kaks kiilge
ja nende vahelnurk. P \

esanne. (62) Konstruida vordhaarne A =~ 7., #
haarast ja tipunurgast.
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50. (45) ﬁlesanne (63). Konstruida A kiiljest ja tema ldhis-
nurkadest.

Konstruktsioon: Meele-
valdse sirge peale asetame
antud kiilje AB — ¢; tipu A
juures konstruime [A=q
ja tipu B juures /B= 3.
Nende nurkade iiheks haa-
raks on AB ja teised haarad
I6ikuvad tipus C. AABC on
otsitav.

Teine iihtivuse lause:

- Kaks kolmnurka on iihti-
vad, kui nad iihte siinnivad iihe kiilje ja tema ldhisnur-
kade poolest.

Antud: DF=AC, F<D=<cA, xF—2-C. /\
Téendada: ADEF » AABC, ‘

Toendus: Paigutame ADEF A-rga ABC
peale nii, et 1) D langeks A peale ja et
2) DF liheks ACY méida.

Siis 1) langeb F C peale, sest et DF —
= AC; 2) DE liiheb AB sihis, sest KXD=<cA;
3) FE liheb CB sihis, sest <{F— x (¢ ja W
4) E langeb B peale, sest kaks sirget voivad
16ikuda ainult “iihes punktis. Niiviisi kata-
vad need AA-rgad teineteist tiiesti ja on
seepirast tihtivad. M. t. o, t.

1-ne jireldus: Kaks -rka on {ihti-
vad, kui nad iihte siinnivad/ iihe kiilje ja
kahe vastava nurga poolest.

Foor 43

2-ne jireldus: A-ga miidra-
vad iiks kiilg ja tema ldhisnurgad
ﬁ voi iiks lihisnurk ja vastasnurk.
Ulesanded (64) (46). Konstruida
A lihest kiiljest, tema lihisnurgast
o« ja vastasnurgast.
Kenstruktsioon: Meelevaldse sirge
peale asetame antud kiilje AC = p;
~tipu A juures konstruime antud liihis-
hurga < A = ¢; tipu C juures olevast
sirgest nurgast lahutame antud nur-
gad « ja 3, siis jidb jirele teine
lahisnurk ACB, +-ga A ja <-rga
ACB haarad 16ikuyad tipus B. A ABC
on otsitav, sest +RB =B [29).
65). Konstruida vordhaarne A
alusest ja tema ldhisnurgast.
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/, (51) Ulesanne. (66) Konstruida /. kolmest kiiljest.
Konstruktsioon: Meelevaldse

sirge peale asetame iihe antud
kiilje AC=b. Tipust C tombame
raadiusega a kaare ja tipust A
TE raadiusega ¢ kaare. Need kaks
kaart 10ikuvad tipus B. A ABC
on otsitav.
Mirkus. Et kaared 15ikuk-
sid ja oleks voimalik A-rka
2 # konstruida, peab olema kahe-
Toon ¢4 kiilje summa suurem ja nende
vahe viiiksem kui kolmas kiilg: )
ai+c /b ja a—eX'b. Ll
Kolmas iihtivuse lause: e
Kaks kolmnurka on iihtivad, kui nad iihte siinnivad
kdige kolme Kkiilje &
poolest.
Antud: DF —AC,
DE=AB, EF—=BC.
Tdendada:
A DEF = A ABC. 4
Tdendus: Paigutame
/\ DEF, teda tarbekorral
enne teise poole peale
poorates, A-rga ABC
kiilge nii, 1) et D lan-
geks A peale, 2) et DF ‘
liheks AC sihis ja 3) et A DEF langeks allapoole ACS 5 Siisvlans
geb F C peale, sest DF — AC, ja A CEF aseneb A-rga AJC kohale.
{’hendame niiiid B J-#, siis saame kaks vordhaarset A-rka.
A-rgas BAJ on :<<2-=<1, sest AJ = AB; Niiviisi on: <tE=-<B
A-rgas BCJ on :<c 4= <3, sest CJ=CB. DE=AB
oy e A EF = BC.

Jiireldus: /\-rga miifiravad tema 3 kiilge. /A DEF 2 A ABC
Ulesanne. 67) Vordkiilgne 2 konstruida kiiljest. [I.ii.1] M.to.t.
52. (53) Ulesanne
! (68). Konstruida /\ kahest
kiiljest ja suurema Kiilje
P vastasnurgast.

Konstruktsioon: Kon-
struime <- A= <Ze«; iihe
haara peale asetame vihe-
ma kiilje AC—Db. Tipust C
raadiusega a tombame kaa-
re, mis loikab teist haara
punktis B. Uhendame B

ja C. A ABC on otsitav.

¥
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Neljas iihtivuse lause: Kaks kolmnurka on tihtivad,
kui nad iihte siinnivad kahe kiilje Ja suurema kiilje vas-
tasnurga poolest. :

Antud:
DF =AC, DE = AB,
AC 7AB, DF /DE,

< E=<3B.
Téendada:
ADEF =/ ABC.

Téendus: Paigutame
A DEF, teda tarbekorral
enne teise poole peale
poorates, A-rga ABC kiilge nii, 1) et D langeks A peale, 2) et DF
liheks AC sihis ja 3) et ADEF langeks allapoole AC4. Siis lan-
geb F C peale, sest DF—=AC, ja ADEF aseneb A-rga AJC kohale.

Uhendame B Je2, siis saame vordhaarse A BAJ.

Antud on: XJ=<<E=B; Niiviisi on: DE= AB
A BAJ: K2= = EF = BC
X4 — —X3 FD = CA[ehk<-E=-<<B.]
BC= CJ=EF. A DEF = A ABC. M.t.o.t.

Jéireldus: A-ga midravad kaks kiilge ja suurema kiilje
vastasnurk.

53. (52) Konstruimisiilesanded.

69) Antud nurk asetada antud sirge kiilge antud punkti juures.

Konstruktsioon: Antud

nurga tipust B ja antud punktist

E tombame meelevaldse, kuid

sama raadiusega kaared, mis

v loikavad haare punktides K, L

ja M. Antud nurgas peituva

poorde suuruse votame sirkli

avausega, punktist K punkti L , ja asetame tema teise kaare

peale tommates punktist M raadiusega K L. uue kaare, mis 15ikab

endist kaart punktis N. Libi E ja N tdmbame kiire EF. Siis on
X DEF-<ABC.

i@
.Z?on lfy.

< MEN —= % KBL ehk < DEF — + AB
70) Antud nurk poolitada.

Konstruktsioon: Nurga haarade peal
mérgime vordsed 15igud BR—=BM. Meele-
valdse raadiusega tombame punktidest R ja
M kaared, mis 15ikuvad punktis P. Sirge
I BP poolitab nurga ABC.

A Tdendus A RBP © A MBP [51]; jir. =¥ R BP— ¥ MBP ehk
ABP = ¥ CBP. :

Tdendus: A MEN« /\ KBL [51], jarj.
G.
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71) Sirge nurk pooleks jagada.

72) Konstruida tdisnurk antud sirgel antud punkti juures.

73) Sirgele tommata ristjoon selle sirge peal antud punktist.

74) Vordhaarse A-rga tipunurk poolitada. ;

75) Sirgele tdmmata ristjoon viljaspool ,\/
sirget antud punktist.

Konstruktsioon: Antud punkti A vdtame
vordhaarse A-rga tipuks seelibi, et me temast / \
tombame meelevaldse raadiusega kaare, mis =/ \
dikab MN punktis B ja C. Niitid poolitame _=4. JE 2
vordhaarse A-rga BAC tipunurga A, tommates
Bst ja Cst vordsete raadiustega kaared, mis
16ikuvad punktis E. <--rga A poolitaja ADLMN.

76. Sirgldik poolitada.
Konstruktsioon: Kummagist otsapunk-
tist A ja B tombame vordsete raadiustega
kaared, mis 16ikuvad punktides D ja E.
Sirge DE poolitab AB.
£ % Tdendus. A ADB on vordhaarne ja
DE tema tipunurga poolitaja.
77) Sirgldigule tema keskkohast rist-
joon tdmmata. [V.76.]
X Joon 52 78) Konstruida tdisnurkne A hiipo-
tenuusist ja teravnurgast.

.7don 57

7

Konstruktsioon: Konstruime
antud nurga suuruse < B=§; (44
selle iihe haara peale asetame
antud hiipotenuusi BC=a; lei-
tud tipust C tombame ristjoone
<< B teise haara peale: a
CA_ | B A. ABAC on otsitav.

Kuidas voiks seda A veel

konstruida? f
79) Konstruida vordhaarne B A
/A haarast ja aluse lihisnurgast. Yoo 53 %/
80) Konstruida vordhaarne X
A alusest ja tipunurgast. :
81) Konstruida tdisnurkne /A kaatetitest.
¥ 82) e . , kaatetist ja tema teravastlldhis-
nurgast. :
83) 3¢ % . kaatetist ja tema vastasnurgast.
¥ 84) b = , hiipotenuusist ja kaatetist.
85) vordhaarne A hiipotenuusist.

86) Tiiis;’llll'k kolme’],&s vordseks jaoks jagada.
' 87) Konstruida A kahest kiiljest ja viihema kiilje vastasnurgast.
88) Mispirast on meil ainult 4 tihtivuslauset?
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54. (65, 67) Kui konstruimisiilesandes pOhielementide, s. t.
kiilgede ja nurkade asemel on antud teise jirgu elemendid, niit.
korgused, mediaanid, nurgapoolitajad jne., siis joonestame silma va-
ral A-rga, mis umbes voiks vastata otsitavale.

Selle A\-rga sisse joonestame antud elemendid, neid silmapaist-
vaks tehes niit. jimedama joonega voi kriipsuga. Niiviisi jaga-
takse otsitav A mitmeks A-rgaks; viimaste hulgast otsime nii-
suguse fiiles, mida iihe péhiiilesande jdrele konstruida saab. Selle
konstruktsiooni abil leiame méne uue elemendi, mis meile voimaldab
kas otsitavat A-rka ennast konstruida, v6i konstruida monda teist
A-rka, mis meid lihendab pohielementide leidmisele ja sellega
otsitava /\-rga konstruimisele.

Mbdnikord tuleb konstruitava /A-rga saamiseks antuid ja otsi-
tavaid elemente siindsal kombel rithmitada, mitte {ihendatud punkte
ithendada, paralleeljoon v&i moni teine abijoon tdmmata, iseéiranis siis,
kui lihtelementide asemel on antud kiilgede summad v&i vahed
Vv0i moni teine joon.

Ulesande’lahendamisviisi lilesotsimist nim. iilesande analiiiisiks.

On konstruimise viis leitud, siis konstruime otsitava kuju and-
metest. See on iilesande konstruktsioon.

Pérast konstruimist tuleb meil teda veel kontrollida, kas koik
andmed on ndutud kohal. Selleks vaatame uuesti libi koik osa-
konstruktsioonid. See on konstruktsiooni tdendus.

Niide: (89). Konstruida A kiiljest b, Kkiilje a poolitajast m ;
ja nende vahelnurgast <-(b, m,).

% Analiiiis: Joonises

6 on niha 3A-rka:

P ANABC, AABM ja
A\ AMC. Nendest saa-

K me konstruida /\ AMC

: kahest kiiljest b ja
m, janende vahelnur-
@ A ¢ gast (b, ma). Selle libi

[ leiame otsitava /\-rga

Joon.s¢ ABC nurga C ja poole

teisest kiiljest MC — Ja. Sellega on ka kiillg a—CB leitud ja me
voime konstruida /\ ABC kahest kiiljest ja nende vahelnurgast.

Ulesanded: Konstruida tdisnurkne /\, kui antud on (andmete
tihistus v. 41, 44): 9Q) b,h; 91 b,p;/92) h, p; '93) h, 8; /94) p, .
Konstruida vérdhaarne /\, kui antud on:' 95) a,ha;*96) b, ha;

. 97) ha,ﬂ;vaS) aahb; 99) ha, a5 ,]O()) hb7 a; '101) __I,_lvb: [3?

Konstruida ,, kui antud on: 1102) p, q, ha; * 103) a, ¢, me;
104) a, 7> 0y; + 105) a, b, q; 106) b, pa—4pg; 107) q, B q;
108) a,ng, a—+4y; 109) ne, @75 110) ha, q,ng; 111) h, yhe, q;
112) he,ma, 3; 113) ne, e, ha; 114) ne, ng, a.

Juhatus: 114 iil. lahendamiseks tuleb tarvitada roopliiket.
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55. Kolmnurkade iihtimatuse lause: Kui kaks kolm-
nurka iihte siinnivad kahe kiilje poolest, nende vahel-
nurkade poolest aga iihte ei siinni, siis on suurema nurga
vastas suurem Kkiilg.

A Antud: AB — DE,
9 BC =EF, <=B> «E.

Téendada: AC > DF.

Téendus: Paigutame
A-rga DEF, teda tarbe-
korral teise poole peale
poorates, A-rga ABC
kiilge nii, et EF iihtiks
BC-ga, mis voimalik, sest
EF=BC, ja et A DEF ase-
Joon 55. neks A-rga BGC kohale.

Poolitame <-rga ABG.
, Et 3¢ ABC > <« CBG
(ehk <C DEF), siis liheb -~-rga ABG poolitaja <<-rga ABC sisemist
valda méoda ja 15ikab ACY punktis J. Uhendame G ja J.

o
"

1) GB = AB (=DE), 2) A-rgas GJC on GJ+4JC > CG
BJ =BJ, aga GJ—=AJ ja CG = DF
<+ GBJ= -~ ABJ (jagatud). AJFJC >DF
A GBJ« A ABJ ehk AC>DF. M.t o.t. &
GJ =AJ =

Umberpédrdud lause: Kui kaks kolmnurka iihte siin-
nivad kahe kiilje poolest, aga kolmandate kiilgede poolest
iihte ei siinni, siis on suurema kiilje vastas suurem nurk.

Antud: AB=DE, BC—=EF, CA FD. Tdendada: ~B> > E.

Toendus (vastuviiiteline): 1) Kui oleks B < E, siis oleks
ka CA<<FD. See ei ole aga nii oletatud. 2) Kui oleks -~ B= + E,
siis oleks ka A ABC « /A DEF ja CA=FD; see kiib ka oletuse
vastu. Jiddb ainuke voimalus, et <~B> < E. M.t o.t.

56. (59) Diameetri peale toetav piirdenurk. Definit-
sioon: Nurka, mille tipp on ringi
peal ja mille haarad lihevad libi
sama diameetri otsapunktide, nim.
diameetri peale toetavaks piir-
denurgaks.

5 Lause. Diameetri peale
A ¢ toetav piirdenurk on tiisnurk.
Joan.56. Tdendus: Uhendame A keskpunk-
tiga O, siis on:
A-rgas BOA: OB=0A; seepir. /B=/x; ]+
A-rgas COA: OC=04; ,, /C=/y.|
LB AUT LA

Oskar Perli, Ruumi algdpetus I s
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Et A
5

+ C—=180° siis saame = B ~<2C asemele
pannes <A 2 A=

180°% ehk == A=90°. M.t. o, t.

-« Ulesanne 115. Sirgldigule tema ots-
0l punktis ristjoon tdmmata.

Konstruktsioon: Keskpunktiks vdttes
mingit punkti C viljaspool AB tsmbame
ringi, mis liheb libi B ja ldikab AB
punktis D; 1idbi D ja C tdmbame diameetri

% DJ ja libi B ja J sirge BJ. BJ | AB, sest
< DBJ on diameetri peale toetav piirde-
Joon 5% - nurk.

Ulesanne 116. Tiisnurkne A kon-
struida hiipotenuusist ja kaatetist.

Konstruktsioon: Antud hiipotenuusi a
votame diameetriks ja tombame tema iile
poolringi. Selle poolringi sisse asetame
kdoluna diameetri otsapunktist C alates
antud kaateti CA — . < CAB = 90°, kui
diameetri peale toetav piirdenurk. 5

A CAB on otsitav. 904 §4.

Ulesanne 117. Tiisnurkne Akonstruida hiipotenuusist ja terav-
nurgast.

Konstruktsioon: Antud hiipotenuusi
CB—a vdtame diameetriks ja tombame tema

(=4
' iile poolringi. CB peal konstruime B juures
7 antud teravnurga B=p, mille teine haar
[

poolringi punktis A 16ikab. - BAC — 90° ja
sellega on /\ BAC otsitav.
Ulesanded.  Niidata, et tdisnurkses
3 = | C A-rgas.
700:1{;, 118) hiipotenuusi peale tommatud kor-
guse ja mediaani vahelnurk vordub terav-

nurkade vahega;

119) tédisnurga poolitaja poolitab ka hiipotenuusi peale tom-
matud korguse ja mediaani vahelnurga;

120) hiipotenuusi poolitaja on niisama pikk, kui pool hiipote-
nuusi.

121) Tiisnurkset A-rka on vdimalik jagada 2-ks vordhaarseks
A-rgaks.

Ristjoon (perpendikulaar) ja kaldjooned.

57. Projektsiooni mdiste. Definitsioonid. Punkti A
projektsiooniks sirge MN peale nim. A-st MN peale tom-
matud ristjoone alust A’,
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Kui punkt ise,niit. D, selle
. sirge peal on, mille peale teda
projektitakse, siis langeb pro- *
jektsioon projektitava punk-
tiga iihte.
o oM Sirgldigu BC projekt-
L Ay gk * siooniks sirge MN peale
nim. selle sirge MN léiku
B’ C’, mis otsapunktide projektsioonide vahel on.

Kui projektitava sirgldigu iiks ots D sirge MN peal on, siis
on l6igu DE projektsiooniks sirge MN peale 16ik DE’, mille iiheks
otsapunktiks on D ise ja teiseks — E projektsioon E° MN peale.
Sirgldiku DE¢ ennast nim. preojektitavaks, perpendikulaari EE'¢
— projektijaks ja projektitava ning projektsiooni siinnitatud
nurka EDE'¢ — tdusuks ehk kallakuseks.

Edaspidi on meil tegemist peaasjalikult projektsiooni viimase
erijuhusega. Siin on selge, et projektitav DE on tédisnurkse A-rga
hiipotenuus, projektija EE’ ja projektsioon DE’ on kaatetid.

58. (62) Lause. Kui viiljaspool sirget asuvast punktist
sellele sirgele on tommatud ristjoon ja kaldjooned, siis:

1) on ristjoon lilhkem kui iikski kaldjoon;

2) vordsetele projektsioonidele vastavad vordsed
kaldjooned;

3) pikemale projektsioonile vastab pikem kaldjoon.

A Antud: Toendada:
AP | MN AP < AB
PC=PFB AC=AB
PD > PB AD > AB
Toendus: 1) Taisnurkses
3 /-rgas APB on kaatet AP <
g . & e hiipotenuus AB [46 jireld.];
Joon 61 2) AAPC= AAPB,

sest AP —=AP, . PC=PB, <+ APC= < APB; jirj. AC= AB.

3) Et AP | MN, siis on =p=90°, +c¢>90" kui A APC viilis-
nurk; et A-gas ACD = c¢>90° siis on +-d <90° ja 5= ¢ >-cd; jirj.
AD>AC [46 jareld.] ehk AD > AB. M.t o. t.

Umberpddrdud laused : Kui viiljaspool sirget asuvast
punktist sellele sirgele tdmmata igasugused sirged, siis:

1) kdige liihem nendest on risti selle sirgega;

2) vordsetel kaldjoontel on vérdsed projektsioonid;

3) pikemal kaldjoonel on pikem projektsioon.

Toendus: 1) Kui ei oleks see kdoige liihem joon AP | MN,
vaid mingi teine joon oleks | MN, siis peaks viimane lithem olema,
kui koige lilhem joon AP, mis ometi vOoimatu on.

2) Kui AC==AB ja AP | CB, siis on /\ CAB voOrdhaarne ja
PC=PB [45].

3*
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3) Kui AD > AB, siis ei voi olla ei PD<PB, sest muidu oleks
AD<AB; ega PD=—PB, sest muidu oleks AD—AB. Jiib ainuke
" voimalus: PD > PB. M.t o. t.

Jireldus. Punkti kaugust sirgest arvatakse punktist sirge
peale tommatud ristjoont mésda.

Ulesanded. 122) Antud on punktid M, P, R, mis mitte tihel
sirgel ei asu. Libi R tommata sirge, mis M ja Pst vgrdkau-
gel on. -

423) Niidata, et punktide A ja B kauguste summa sirgest,
mis sirgloiku ABY ei 16ika, on 2 korda nii suur, kui AB keskkoha
K kaugus samast sirgest.

124) TGendada, et vordhaarses /A-gas on aluse iga punkti
kauguste summa haaradest niisama pikk, kui haara peale t5mma-
tud korgus.

125) Tdendada, et vordkiilgse A-rga sisemise punkti kauguste
summa koigist kiilgedest vordub selle A-rga korgusega.

59. ﬁlesanded. I. Téendada laused:

126) Kui A-rga sisemist punkti tihendada tippudega, siis on
iihendusjoonte summa vihem, kui A-rga {imbermoot ja suurem Kkui
pool iimbermddtu.

127) Kumera nelinurga diagonaalide l5ikepunkt on tasapinna
niisugune punkt, mille kauguste summa tippudest on koige viiiksem.

128) Kui A-rga sees olevat punkti P i{ihendada tippudega
A ja B, siis on = APB > < ACB.

129) Vordhaarse A-rga tipu juures oleva viillisnurga poolitaja
on alusega paralleelne.

130) Nurga poolitajaga ristioley sirge 15ikab nurga haaradest
iihepikkused tiikid ira.

II. Konstruimisiilesanded:

131) Libi antud punkti tdmmata sirge nii, et ta nurga haara-
dest vordsed tiikid ira 1ikab.

132) Nurga sisemises vallas on antud kaks punkti E ja F.

Leida kdige lithem tee Est Fss¢, mis liiheb mdlema haara kaudu.
(VW3]

133) A-ga sees on antud 2 punkti E ja F. Kuidas liheb
koige lilhem tee Est Fsse mis puudutab A-rga iga kiilge?

134) Nelinurga sees on antud 2 punkti E ja F. Kuidas liheb
kdige lithem tee Est Fss¢ ' mis puudutab nelinurga iga kiilge?

60. (118) Konstruimisiilesande uurimine.

Iga kuju leidmine konstruimise teel taandub punktide leid-
miseks, niit. /\-rga leidmine taandub tema 3 tipu leidmiseks.

Punktid saabuvad meil aga joonte ldikumisel. Kaks sirget
voivad 16ikuda ainult iihes punktis, sirge ja ring — kahes, ja kaks
ringi ka ainult kahes punktis [11, 90, 102, 103].



bl 7 4

Seepédrast peame niihdsti konstruimisel ku, ka konstruktsiooni
kontrollimisel seda jérele vaatama, mitmes punktis meie jooned 16i-
kuvad ; 16ikepunktide arvust oleneb ka lahenduste arv.

Nende tingimuste m#dramine, missugustele vastama peavad
andmete vahekorrad, et iilesanne oleks voimalik, et ta annaks 1
lahenduse, et ta annaks 2 lahendust, nim. iilesande wurimiseks.

Niide (iil. 135). Konstruida /. kahest kiiljest ja iihe

kiilje vastasnurgast.
Konstruktsioon:*) Nagu

— e 3 iil. 68 konstruime < A = ¢;
;i e iilhe haara peale asetame
tihe kiilje AC = b ja saadud

tipust C tombame raadiu-

sega a kaare. Kui a <b,

o siis 16ikab see kaar teist

gl A haara kahes punktis B ja E.

Uhendades kumbagi Ce?,
saame lahendusena kaks
A-rka, AABC ja AAEC, mis mdlemad nduetele vastavad.

Uurimine: 1. Kui a>b, siis liheb C* raadiusega a tom-
matud kaar tipu A tagant modda ja 16ikab haara ABY iihes punk-
tis By, sest voetud raadius on pikem
kui tipu C kaugus haarast AB:
a>h,=CP [91, jireld.]. Lahen-
dusena esineb 1 kolmnurk —
/\ ACBy.

a peab iseenesest pikem ole-
ma kui b, kui « on niiri- voi téis-
nurk. Kui me ad vihendame, siis
hakkab 16ikepunkt B lihenema
tipule A; me saame ikkagi 1 la-
henduse, — 1A-rga, niit. ACBi,
nii kaua, kui a>b, nagu iil. 68.

II. Kui a saab sama pikaks
kui b, a=b, siis ilmub ka teine
16ikepunkt, nimelt kaar liheb tipust A lidbi: lahendusena esineb
aga ikkagi veel 1 2\, nimelt vordhaarne AACB2.

III. Kui me edasi vihendame ad, nii et a<<b, siis hakkab
B, liikudes AD® mobda, lihenema A'® ja teine Idikepunkt E—
kaugenema A®, sellega teineteisele ja punktile P lihenedes.
Selle juures on olemas 3 vdimalust:

1) b>a>hs; 2) b>a=h,; 3) b>a ja a<h,ehk b>h.>a.

Niikaua kui a>h., saame lahendusena 2 A-rka:

A ACB; ja — ACEs, nii et

AC=AC B S o o i )
CE3=CB3 < AR C= 1800—-,LAB3C, sest - B3E3C =-3CB3Es
AE3-——‘-AB3—E3B3 < ACEs=<xACB3—<x<E; CB3;.

*) Joonises 62 peaks tihistatud olema pikem sirgldik bga ja liihem ag2e
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2) Kui a viheneb niipalju, et saab a=h, (= CP), siis on
punktid B ja E teineteisele niikaugele lihenenud, et nad iihte lan-
gevad punktis P; kaar, mis keskpunktist C tommatakse raadiusega a,
ei 16ika enam ADY, vaid riivab teda ainult [91], ja lahendusena
saame 1 tdisnurkse /\-ga ACP.,

3) Kui a® edasi véhendada, siis kaob nurga haaral AD! ja
kaarel tihine punkt dra, kaar ei ulatagi haarani AD ja me ei saagi
/\-ka — iilesanne on vdimatu.

Kokkuvdte.

A. Kui ¢>90° siis on a>b ja iilesandel on 1 lahendus,
niirinurkne /\.
B. Kui «=90° siis on a>b ja iilesandel on 1 lahendus,
tiisnurkne A.
C. Kui « <90°ja L a> b, siis on iilesandel 1 lahendus.
» 1. a=b, siis on iilesandel 1 lahendus, vord-
haarne A,

» I. a <b, seejuures aga:

1y a>h, sy =2 lahendust, millest 1 niirinurkne;
¥ w=—h77 L b /\ on tédisnurkne;
9)'a <h BisEl g o tilesanne voimatu.

Ulesanded. Konstruida A andmetest: 136) c, 3, m,; 187 b, , h;
188) bfs, q; 139) 4, h,, m.; 140) a, h,, hy; 141) ¢, h,, m, .
142) hb’ hc s 5 143) b, a+8’ my, ; 144) b, n, y X (c3 n;/); 145) ha y 4, Mg, |

61. (135) Suuruste muutumine. I. Konstruimisiilesande uuri-
misel, niide 135, nidgime, et kiilg b ja nurk « jdid meil muutmata,
kuna me kiilje a pikkust muutsime. Thes kiilje a muutumisega
muutus ka kiilg ¢ (c = AB, ¢= AE), nurk C ja nurk B.

Definitsioonid. Suurust, mis iilesande lahendamisel
voi kiisimuse uwurimisel omal iihe ja sellesama viiiirtuse
alles hoiab, nim. konstantseks ehk muutumatuks; suurust,
mis iilesande lahendamisel vgi kiisimuse uurimisel mitu
viiirtust omandab, nim. muutujaks.

: Il. Kiilje a vidrtusi muutsime meie ise, oma tahtmise ja heaks-
arvamise jérele, kuna nurgad B ja C ja kiilg ¢ muutusid iseenesest,
kiilje a muutumise tagajérjena.

Niisugust suurust, mille muutumine ei olene iihestki
teisest suurusest, mille vidirtusi me ise oma heaksarva-
mise jérele valime, nim. rippumatuks (olenematuks) muu-
tujaks. Niisugust suurust, mille viifirtuste muutumine on
mingi teise suuruse muutumise tagajirg, mis oleneb
mingi teise suuruse muutumisest, nim. olenevaks ehk
rippuvaks muutujaks ehk rippumatu muutuja funktsioo-
niks.
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1. Vdetud niites, iil. 135, voime kiilje a votta nii pika, kui
me iganes soovime, me vOime teda suurendada, kui palju tahame;
ei ole nii pikka sirgloiku olemas, millest pikemaks meie a9 valida
ei voiks ja iilesanne ei kaota ikkagi oma motet, oma lahendust.
Niisugusel korral on a n. n. lopmata suurenev suurus.

Suurust, mis teatava seaduse jirele muutudes saab
suuremaks, kui iikski ette kindlaks midratud suurus,
olgu see kui suur tahes, ja sama seaduse jiirele edasi
muutudes selleks ka j#iib, nim. lépmata suurenevaks
suuruseks.

Kirjeldatud a muutumisel muutub ka 3 B; ta saab aga ikka
vihemaks ja vahemaks ja ei ole nii vdikest nurka olemas, millest
< B viiksemaks ei voiks saada, kui me al kiillalt suurendame.

Suurust, mis teatava seaduse jirele muutudes saab
viiksemaks, kui iikski ette kindlaks miératud suurus,
olgu see kui viike tahes, ja sama seaduse jirele edasi
muutudes selleks ka jididb, nim. I6pmata viihenevaks suu-
ruseks.

Kiilje a muutumisel voib < C omandada ka 2 vé#irtust kor-
raga. Koneldakse: niikaua kui a >b, muutub X C ,iiheselt
ta muutumine on ,ihene“ s.t. iihele a viartusele vastab iiks-
ainus < C véadrtus; niikaua kui a <b ja a> h., muutub << C  ka-
heselt“ ta muutumine on ,kahene“ s. t. iihele a viértusele
vastavad kaks < C viadrtust. Vaatleme ainult < ACB ja mitte
< ACE.

Kui a suureneb piiramatult, suureneb ka < ACB, aga mitte
piiramatult; 3ACB ei vbdi suuremaks saada kui 180° — «.

Kui a viiheneb, viiheneb ka < ACB; niikaua kui veel lahen-
dus olemas on, ei v0i <* ACB viiksemaks saada, kui 90° — «.

Suurust, mis teatud seaduse jirele muutudes muutub
kindlates piirides, s. t. nii, et ta ei vdi omandada viiir-
tusi, mis iihest konstantsest viiirtusest suuremad ja tei-
sest konstantsest viirtusest vidiksemad on, nim. 16pli-
kuks.

IV. Olga a=h, Votame kiire, mis viilja ldheb C' P sihis;
ta 16ikub AD®* punktis P, nii et a=CP ja Iopupunkt B langeb
iihte P22, Et a? suurendada, poorame Kkiirt C timber péri péeva.
Selle juures jookseb ldikepunkt AD? mdooda D sihis ja CBY mooda
B sihis, ilma et ta tihtegi punkti vahele jitaks; a on omandanud
koik véidrtused CP*t kuni CBY,

Koneldakse: a on kulgenud koik vifirtused CP* kuni CB" ja
a on muutunud nendes piirides pidevalt. Suurus muutub
pidevalt piirides ast kuni b", kui ta ast b peale iile min-
nes kuigeb koik a ja b vahel olevad vidrtused ja iihe
vidrtuse jirele teise, esimesele otsekohe jirgneva viir-
tuse omandab, ennast lopmata viheneva syuruse vorra
muutes. Suurus voib muutuda ka hiipetega — omandades mitu
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vadrtust, aga nende vahelolevaid viiirtusi mitte omandades, niit.
Opilaste arv klassis voib muutuda ainult hiipetega, omandades ainult
taisarvulisi ja vahele jattes murrulisi viirtusi, Peale selle voib
suurus omal muutumise] katkeda.

Ulesanded : 146) Jilgida iil. 135 kiilje ¢ muutumist. Missugune
on tema muutumise pohjus, ulatus ja iseloom?

147) UL 136—145 jalgida koigi suuruste muutumise pdhjust,
iseloomu ja ulatust.

62. (67) Konstruimisiilesannete lahendamine, kui an-
tud on kiilgede summa vOi vahe.
1-ne ndide: (iil. 148) Konstruida A, kui antud on a-l-b, ¢ a,
Analiiiis: /\-rgas ABC asetame AC=b pikenduse peale CB=
=anii, et AD=b-I-a (ehk a-|b).
£ Uhendame D Be2, siis saame
i A\ ABD, milles teada on AD=b-| a,
AB=¢, A=¢ ja mida me kon.
struida saame kahest kiiljest ja nen-
B de vahelnurgast, Selle libi leiame
i vordhaarse /\-ga BCD aluse BD ja
£ ; 49 tema ldhisnurga D (— /2y). Tipu
©  Tood b4 C leidmiseks tdmbame BD* kesk-
ristjoone.
Uurimine. Et koik osakonstruktsioonid iiheselt lahendatavad
on, siis on iilesandel 1 lahendus, kui vaid voetud on a-}b>.c.
2-ne niide: (iil. 149) Konstruida A, kui antud on a—b, ¢, a.
Analiiiis: Asetades lihema kiilje b pikema a peale nieme, et
< meil praegusel juhusel korda ei lihe
konstruitavat A-rka saada. Asetame aga
pikema kiilje BC=a liihema kiilje AC=Dp
peale, saame nende »negatiivse“ vahe
D=a—b viiljaspool A-rka ABC. Uhen-
dades D Be* saame A ADB, milles meil
teada on AD=—a—p, AB=¢, x<DAB—
5 =180°—¢. Selle A-rga ADB konstruimise
S %a‘n? 3 7 lébi leiame vordhaarse A-rga BCD aluse
BD ja tema lahisnurga. Tema tipu C leid-
miseks tdmbame BDle keskristjoone.

Mérkus: Monikord tuleb tarvitada positiivset, manikord nega-
tiivset vahet.

Konstruida A, kui antud on:

1

150) b+-c, a, y; 151) b—c, a, y; 152) b+-¢, a, a;
158) b—c, a, «; 154) b-¢, «, B; 155) b—e¢, «, 8;
156) a-+-b, o, B; 157) a—b, ¢, g; 158) a, b-}-e, a=90°

169) a—b, 8, a=90% 160) a--btc, o, 4; 161) a-+-b-c, b, y;
162) b+-c, o, y; 163) b—c¢, o, y; 164) b-}-c, b, a;
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165) b—c¢, h,, «a; 166) b--c, a, 8; 167) b—c¢, a, B;
168) a-+b, h,, #; 169) a—b, h,, g; 170) a--e¢, b, «;
171) a—c¢, b, «; 172) b+-¢, a, h;; 173) b—e, a, h,;
174) b-}-c, a, h ; 18y, b—e¢, 4, W ; 176) a—-t-¢c, b, h;;

177) a—c, b, h,,

Geomeetriline koht.

63. (63) Geomeetriline koht. Ulesanne (178). Leida punkt,
mis punktist A r kaugusel on.

Lahendamine. Ast tdmbame kiire ja selle peale asetame AB=r.
Punkt B tédidab iilesande nduet. Kiire voime tom-
mata mones teises sihis, siis saame teise punkti,

. mis ka iilesande noudele vastab. Neid punkte

% saame palju, saame terve joone téie; koik punk-

tid, mis on Ast raadiusega r tdommatud ringi peal,

on Ast r kaugusel; ringi sees olevad punktid on

A'e ldhemal kui r ja viljaspool ringi olevad punk-

Foon 48 tid on Ast kaugemal kui r. Ring on see koht —
geomeetriline koht — kus asuvad koik niisugused

punktid ja ainult nemad asuvad.

Definitsioon. Punkti geomeetriliseks kohaks nim.
joont, mille peal olevad punktid kéik alluvad iihele ja
samale seadusele ja millest viiljaspool olevad punktid
sellele seadusele ei allu.

Seepirast, et toendada, et leitud joon on teatud punkti geo-
meetriliseks kohaks, tuleb #dra n#idata, 1) et kdik selle joone punktid
alluvad mainitud seadusele ja 2), et punktid viljaspool seda joont
mainitud seadusele ei allu.

I-ne geom. koht: Antud punktist A antud kaugusel r
oleva punkti geomeetriliseks kohaks (g. k.) on ring, mis
tommatakse antud punktist A antud raadiusega r.

II-ne geom. koht. Kahest punktist samakaugel oleva
punkti geom. kohaks on neid punkte iihendava sirgléigu
keskristjoon.

Toendus: Olgu A ja B antud punktid, KR—
sirgldigu AB keskristjoon, P meelevaldne punkt 8
KR peal ja V— meelevaldne punkt viljaspool %
KR: Siis on: 1) PA=PB, sest et KA=KB ja
vords. projekts. vastavad vordsed kaldjooned;
s. t. P on samakaugel A% ja BS.

2) VA=VR-} RA=VR-}RB>VB; jirj. /4 2l
VA >VB—s. t. V ei ole sama kaugel A%t ja Joon. 67
Bst. M. t. o. t. (Mis maksab meelevaldse punkti
kohta, on maksev iga punkti kohta).

Ill-as geom. koht. Nurga haaradest samakaugel oleva
punkti geom. kohaks on selle nurga poolitaja.
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Tdendus: 1) Olgu < RBA— > RBC ja
RE | BA,RJ | BC. Siis on 2 EBR © AJBR
[50,1]; jérj. RE=RJ; s. t. nurga poolitaja peal

¢  olevad punktid on samakaugel haaradest.
2) Olgu PM | BA, PK | BC ja PM—PK.

Siis on APMB © APKB [52];

Y jirj. =~ MBP — = KBP; s. t. et BP on
ToonSq % s-rga ABC poolitaja. Et nurga haaradest
v afvia ¥ samakaugel olev punkt on nurga poolitaja
peal, siis viljaspool nurga poolitajat ei leidu punkte, mis nurga

haaradest sama kaugel oleks, M. £. 0. &
64. Ulesanne. 179) Punkt leida, mis kahest antud punktist
A ja B iihekaugel ja kolmandast antud punktist O kaugusel a on.
Analiiiis: Uhelt poolt peab otsitav punkt
A* ja B¢t iihekaugel olema; tema geomeetri-
liseks kohaks on siis sirgloigu AB kesk-
ristjoon. Teiselt poolt peab ta Ost kau-
gusel a olema; tema geom. kohaks on
siis O {imber raadiusega a tdmmatud ring.
Nende joonte 15ikepunkt on siis otsitav

punkt.

Uurimine: 1) Ring O Isikab KP4
kahes punktis M ja P niikaua, kui

4 =Y RP ey AL L 2 lahendust.
2) Ring O riivab KP4 iihes punktis, kuia=0OF. . ... . 1 lahendus.
2) Ringil O ja KP! ei ole iihist punkti, kui a<<OQF . . . .. tilesan. voimatu.

VUlesanded. 180) Leida punkt, mis oleks antud sirgest kaugu-
sel a ja antud punktist kaugusel b.

V181) Leida punkt, mis oleks antud nurga haaradest iihekau-
gel ja antud punktist kaugusel b.

65. (127) Lause. Kolmnurga kiilgede keskristjooned
Idikuvad koik iihespunktis; see punkt on kdoigist kolmest
- tipust iihekaugel.

Tdendus: Kiilje AB keskristjoone FO *)
3 punktid on Ast ja Bst lihekaugel; kiilje
AC keskristjoone EO punktid on At ja Cst
tihekaugel. Nende keskristjoonte 15ikepunkt .
on siis koigest kolmest tipust iihekaugel:
OB = 0A — OC.

Et OB=0C, siis on A BOC vord-
haarne, BC {ema alus ja O tema tipp. See
pirast liheb ka kiilje BC keskristjoon teiste
kiilgede keskristjoonte I6ikepunktist O libi.

M.t ot
Ulesanded. 182) Niirinurkse A-rga kiilgede keskristjoonte 15ike-
punkt leida! - :

Toon. Fo.
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183) Tiisnurkse A-rga kiilgede keskristjoonte 15ikepunkt leida!

66. Lause. (128) Kolmnurga nurkade poolitajad 15ikuvad
koik iihes punktis; see punkt on kdigest kolmest kiiljest
ithekaugel.

Tdendus: Nurga A poolitaja AP punk-
tid on AB®t ja ACs®t iihekaugel; nurga B poo-
litaja BP punktid on BAst ja BC#t iihekaugel.
Nende nurgapoolitajate loikepunkt P on siis
koigest kolmest Kiiljest iihekaugel: kui
PL | AB, PK 'l AC, PJ L BC, siis on
PK = PL = PJ.

Uhendame tipu C P ja vaatleme - A-rki
: ¢ KPC ja JPC.
Foon F1. PK — PJ, PC—=PC, = PKC =+ PJC =90
jiirj. /\ PKC 2 A\ PJC; jir]. -~ KCP =< JCP
S.t. CP on -ga C poolitaja ja ta liheb ka teiste nurkade poolita-
jate 16ikepunktist ldbi. M. t. 0. T L

k

-
»’)’,‘

~ Ill-as peatiikk: Nelinurk.

67) (70) Lause. Hulknurga viillisnurkade summa on
tiispoore. ¢

Tdendus: Hulknurga piire on kinnine
murtud joon. Olgu ta punkti liikumise
jiilg. Algagu punkt M oma lilkumist kiilje
FA pealt ja liilkuguta FAA’ sihis. Joudes
tippu A muudab punkt M jirsku oma sihti
AA’ pealt ABB’ peale, pordudes esimese
vilisnurga A’AB vorra. Joudes tippu B
muudab punkt M jille jirsku oma liiku-
mise sihti BB’ pealt BCC’ peale, psordudes Ffoon-72.
teise vilisnurga B'BC vorra. Nii kiib liilkuv punkt M kdige piirde
lébi, igas tipus muutes jirsku oma sihti ja poordudes seal tolle tipu
juures oleva viilisnurga vorra. Kui punkt jouab tippu F, siis muu-
dab ta jille jirsku oma sihti FF’ pealt FAA’ peale, poordudes vii-
mase viilisnurga FF'A  vorra. Sellega on liikumise siht ennast
posranud esialgse sihiga vorreldes koigi hulknurga vilisnurkade
summa vorra ja iihtlasi tuli ta oma esialgse sihi juure tagasi. See
tiihendab — tegi tidispoorde. M.t.o.t.

{llesanded: 184) Missuguste suuruste liiki kuulub hulknurga vélis-
nurkade summa?
185) Viisnurgas on koik viilisnurgad iihesuurused. Kui
suur on iga vilisnurk? iga sisenurk ?
68. (69) “Lause. Hulknurga sisenurkade summa on nii
mitu sirget nurka, mitu tippu on hulknurgal ilma 2-ta:
(n-2). 180°.

=
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Toendus: (Joon. 72) Iga sisenurk iihes sama tipu juures oleva
vilisnurgaga annavad iihe sirge nurga. Niisuguseid korvunurkade
paare on nii mitu, kui mitu tippu on; s. t. me saame nii mitu sir-
get nurka, mitu tippu on: n. 180°, Sellest summast lahutades vilis-
nurkade summa 360°, saame: n. 180° — 360° = (n-2). 180% 8, 1.,
(n—2) sirget nurka. M.t.o.t.

lesanded. '186) Kui suur on 7-nurga, 11-nurga, 12-nurga
sisenurkade summa?

'187) 8-nurgas, 9-nurgas, 10-nurgas, 15-nurgas on koik sise-
nurgad iihesuurused. Kui suur on iga sisenurk? iga vilisnurk?

188) Missuguste suuruste hulka kuulub hulknurga sisenur-
kade summa?

189) Missugune on hulknurga sisenurkade summa muutumise
pohjus, ulatus ja iseloom?

190) Mitu diagonaali saab iihest tipust hulknurgas tGmmata?

191) Mitmeks A-rgaks jagavad hulknurga iihest tipust tom-
matud diagonaalid?

Kui suur on iihtekokku nende /\-rkade sisenurkade
summa, milleks jagavad hulknurga iihest tipust tommatud diagonaalid?

193) Mitu diagonaali iildse on voimalik hulknurgas tommata?

Tdendada laused:

194) Kumera nelinurga iimbermdst on suurem, kui diagonaa-
lide summa ja viiiksem kuj nende kahekordne summa.

195) Kumeras nelinurgas Iikuvad iihe kiilje ldhisnurkade
poolitajad nii suure nurga all, kui suur on teiste nurkade pool-
summa ja vastasnurkade poolitajad — niisuure nurga all, kui suur
on teiste nurkade poolvahe., :

Konstruida nelinurk:

196) kahest ldhiskiiljest, diagonaalidest ja nende vahelnurgast.

197) kiiljest, tema lihisnurkadest, diagonaalidest ja nende
vahelnurgast.

Parallelogrammid (réopkiilikud).

69. (71, 72, 73) Definitsioon. Parallelogramm (roop-
kiilik) on nelinurk, mille vas-

CE - —C taskiiljed on paralleelsed (r66-
bikud).
Par-grammi mirk on #,
A Definitsioonist jirgneb:

7non. /7 -3

1) lause: Par-grammi vastaskiiljed on vérdsed —
|-joonte peaomaduse pohjal [34]; :

2) lause: Diagonaal jagab par-grammi kaheks iihti-
vaks kolmnurgaks, nimelt /\ ABD <« /\ CDB IL ii.l pohjal, sest
BD = BD, <= ABD — - CDB ja x ADB=xCBD. M.t.o.¢t.
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Mirkus I. Viimasest lausest voib iseseisvalt jérel-
dada, et #-i vastaskiiljed on vordsed ja |-jooned on
igal kohal teineteisest iihekaugel.

Mirkus II. Uks #-i kiilg voetakse aluseks; siis on
#-jkorguseks mingist vastaskiilje punktist selle aluse
voi tema pikenduse peale tommatud ristjoon.

Ulesanded. 198) Kui suured on #-i vastasnurgad teinetei-
sega vorreldes? :

199) Kui suur on #-is iihe kiilje lihisnurkade summa?

200) Par-grammis on iiks nurk 90°. Kui suured on teised
nurgad?

Konstruida #:

- 201) ldhiskiilgedest ja nurgast;
. 202) lihiskiilgedest ja korgusest;

203) lihiskiilgedest ja diagonaalist;

. 204) Kkiiljest, diagonaalist ja nurgast;

205) kiiljest, korgusest ja diagonaalist;

206) kiiljest ja kahest korgusest;

207) iihest diagonaalist ja kahest kdrgusest.

208) Antud nurga haarade vahele mahutada antud sirgloik
antud sihis.

209) Olgu ABC vordkiilgne A\, BD ja CD nurkade B ja C
poolitajad. Téendada, et sirged, mis lahevad lidbi D, iiks | ABga
ja teine | ACga, jagavad BC kolmeks vordseks osaks.

210) Leida antud sirgest antud kaugusel olevate punktide
geom. koht.

211) Leida kahest antud sirgest samakaugel olevate punk-
tide geom. koht.

212) Antud punkti ja sirge vahel mdeldavate sirgloikude kesk-
kohtade geom. koht leida.

213) Konstruida /\ andmetest h, my, q.

70. (74) Par-grammi diagonaalid poolitavad teineteist.

[ < Téendus:
EF=GH,x1 =<2, 3=34 (poikn.);
jirj. A\ EJF < GJH.
Jirj. EJ =1JG, FJ = JH: M.t.o.t.

RN 4
Foon 3 Ulesanded. Konstruida if:

214) diagonaalidest ja nende vahelnurgast;

215) diagonaalidest ja kiiljest;

216) diagonaalidest ja korgusest;

217) Kkiiljest, korgusest, diagonaalist;

218) kiiljest, diagonaalist ja diagonaalide vahelnurgast.
. 219) Konstruida /\ kahest kiiljest ja kolmanda kiilje poolitajast.
. 220) Nurga sees antud punkti libi tommata sirge nii, et see

punkt poolitaks sirgldiku, mis nurga haarade vahel on.
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‘221) Missugune stimmeetri
stimmeetrilised punktid? [27.]

222) Toendada, et kui iihe #-mi tipud teise *-mi kiilgedel
asuvad, siis on neil iihine siimmeetria keskpunkt.

1. (77) ﬁmberpiiiirdud lause.
kiiljed on paarikaupa vérdsed,

a jon #-il ja kus asuvad ! piirde

Kui nelinurga vastas-
siis on nad ka paralleelsed.

Téendus: Kui AB=CD, BC—=DA;
iseenesest on AC=A(C ; siis on

A ABC< A CBD L. . L].
" X1=x14 ja x2=x3.
© Joon. 75 ! AB | CD CB || AD.
§. t. ABCD on #. M. t. 0.t

72. (76) Umberpéérdud lause. Kui nelinurgas on iiks
paar vastaskiilgi isekeskis paralleel-

sed ja vérdsed, siis on ka teine paar 9 b
vastaskiilgi isekeskis paralleelsed ja
vordsed.

= Toendus: Kui AB=CD ja AB || CD,
siis’ on AB=CD, =1 —=x4 (pﬁikn-lLégiﬁg

AABCL A CDA L . 1] 2 g
 _X2=x3, CB—AD. Joon. 76~
CB || AD. M. t. 0. t.
73. (78) Umberpéérdud lause. Neli-

nurk, mille diagonaalid teineteist poolitavad, on paralle-
logramm.

Antud: NO=OR, MO —OP,
Tdendada: NP || RM, MN | PR.

T6éendus: NO=0OR NO = OR
OP=0OM OM=O0P
X1=%3 x4=x2

ANOP«© A MOR A NQM< A POR

X5=27 X6=x8
W s IR 2

v\%
JoonZZ NP || RM MN || PR

Isesugused parallelogrammid (rédpkiilikud).

74. (74) Definitsioon. Piistkiilik on nelinurk, mille
nurgad kéik on tiisnurgad
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Lause: Piistkiiliku diagonaalid on iihepikkused.
Tdendus: Et <« A=<xB=3xC=<D=90° ) c
siis on AB||CD, BD || DA; s. . ABCDon . See-
pirast on AB=CD; AD=DA, <cA—<D;
jarjel. A ABD < A DCA. Jérjel. BD — CA. "M to i
Ulesanded. 223) Konstruida piistkiilik kiiljest
ja diagonaalide vahelnurgast.

X
o

S,
NS

924) Konstruida piistkiilik diagonaalist ja diago- N
naalide vahelnurgast. D
295) Missugune siimmeetria on piistkiilikul ja
kuidas on asendatud piirde siimmeetrilised punktid?
[I. triikk § 80].

75. (82) Definitsioon. Romb ehk kaldruut on neli-
nurk, mille kiiljed koik on iihepikkused ja nurgad ei ole
tiiisnurgad. Jirj. romb on  [71].

Lause: Rombi(kaldruudu) diagonaalid on vastastikku risti
ja poolitavad tema nurki.

Toendus: Et AB = BC = CD = DA, siis
on ABCD #; AABC on vordhaarne, AC
on tema alus ja AO—OC. Seepirast on
BO | AC, ehk BD | AC ja <21 =2 [45,1].
@ - MAtveLRh

Foor. . Jiireld. Rombi (kaldruudu) diagonaa-
lid on tema siimmeetria teljed.

Ulesanded. 226) Kirjeldada tiielikult rombi siimmeetriat.

Konstruida romb: 227) kiiljest ja korgusest; 228) Kkiiljest ja
diagonaalist; 229) diagonaalist ja korgusest; 230) diagonaalidest.

231) Piistkiiliku keskkohti jirjekorras iihendavad sirged on
rombi kiiljed.

76. (83) Definitsioon. Ruut on nelinurk, mille nur-
gad kéik on tiisnurgad ja mille kiiljed on koik iihe-
pikkused.

S. t. ruudul on iihtlasi koik piistkiiliku ja
rombi (kaldruudu) omadused:

1) Ruudu diagonaalid on iihepikkused, on
teineteisega risti ja poolitavad ruudu nurki.

2) Vastaskiilgede keskkohtadest ldbimine-
vad sirged ja diagonaalid on ruudu siimmeetria
teljed.

3) Ruudu 4 siimmeetria telge 1dikuvad iihes Joen 80
punktis, mis on ruudu neljakordse siimmeetria
keskpunktiks.

Ulesanded. Tdendada laused:

232) Kui ruudu tippudest alates iga kiilje peale asetada samas
sihis tihepikkused 1oigud ja saadud punktid jérjekorras ithendada,
siis tekib uus ruut. :

233) Piistkiiliku nurkade poolitajad siinnitavad ruudu; par-
grammi (rédpkiilikn) nurkade poolitajad stinnitavad piistkiiliku.
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77. (129) Lause. Kolmnurga kérgused Isikuvad tihes-
punktis.

Antud: BN | AE, AM | BE,
EL | AB.

Tdendada: BN, AM, EL 15iku-
vad iihes punktis.

Tdendus: Tombame iga tipu
ldbi || -jooned vastaskiiljele. Need
16ikuvad ja siinnitavad uue A RST.

T
Et BR | EA,RA | BE; AT | BE,TE | AB; ES | AB,SB | EA.

[69] BR —EA, RA—BE; AT—BE, TE—=AB; ES—AB, SB—EA —BR.

RA = AT TE—=ES SB — BR.

Jirj. on antud A-rga ABE tipud uue A-rga RST kiilgede

keskkohad, ja antud A-rga korgused on uue A-rga kiilgede kesk-

ristjooned; niisugustena 15ikuvad nad iihes punktis [65]. Seda
punkti nim. ortotsentriks.

Trapets.

78. (84) Lause. Kolmnurgas on kahe kiilje keskkohti
iihendav sirgldik pool osa kolmandast kiiljest ja temaga

paralleelne. -

Antud: AM=MB, CK —KB.
Tdendada: MK | AC, MK — 1AC.
Tdendus: Asetame MK pikenduse peale
KN = MK; iihendame N Bea ja C22 ja C M2

Et BK—=KC ja MK —KN, siis on
B MBNC #[73]. See tihendab: NC | BM,
N N NC=BM. Et MA on BM pikendus ja
Foak 83 <F5 MA —BM, siis on ka: NC | MA, NC —MA.
Jérjel. [72] MN | AC ja MN-— AC. Aga

MK = {MN; seepiirast: MK | AC ja MK=1AC. M.t.o.t.

Ulesanded: Toendada laused:

234) A-rga kiiljed on 13 cm., 14. cem., 15 em. Kui pikad on
nende kiilgede keskkohti iihendavad sirgldigud? Tehke joonis!

235) Nelinurga kiilgede keskkohad on niisuguse #-i tipud, mille
kiiljed on pool diagonaalidest ja diagonaalidega paralleelsed. 5

236) Piistkiiliku kiilgede keskkohad on rombi tipud.

237) Rombi kiilgede keskkohad on piistkiiliku tipud.
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79. (85) Definitsioonid. Trapets on nelinurk, mille
iiks paar vastaskiilgi on paralleelsed ja teine paar ei ole
paralleelsed.

Paralleelseid kiilgi nim. trapetsi alusteks; trapetsi kérguseks
nim. aluste kaugust teineteisest. Mitteparalleelsete kiilgede kesk-
kohti iihendavat sirgloiku nim. keskjooneks.

Kui trapetsi mitteparalleelsed kiiljed tiihepikkused on, siis
nim. seda trapetsi vordhaarseks ja neid kiilgi haaradeks.

Lause: Trapetsi keskjoon on alustega paralleelne ja
on aluste poolsumma.

3 ¥ Antud: BC | AD, AM—MB, CK—KD.

Téendada: MK | AD | BC,
MK =4 (AD-}-BC).
[ X Toendus: Tombame l4dbi B ju K sirge,
mis AD pikendust L-is 16ikab. Siis on:
CK=KD, x1=-<2, £3=-<<4; jirj.
& - £ ABCK<2ALDK. Jiri, DL—BC ja
Ago- M BK___KL.

Niiviisi on /A-gas ABL punkt K Kkiille BL keskkoht ja
AL—AD -4+ DL—=AD-}BC. Et aga A-gas ABL on AM=MB ja
BK =KL, siis on MK | AL ja MK— }AL[78], ehk MK | AD | BC
ja MK —1(AD-BC). M.t.o.t.

lesanded: Konstruida trapets, kui antud on:
238) a, b, ¢, d; \/239) a, b, m, e;
240)-a,:1; &, lojn o R41) 8, e had;
242) b, h, f, e; 243) b, d, J, £;
244) ¢, d, @, m; 245) d, f, m, d.

246) Toendada, et vordhaarses
trapetsis on aluse lihisnurgad iihe-
suurused, diagonaalid tihepikkused 3
ja aluste keskkohti iihendav sirge Joon 35 @ 1
on siimmeetria telg. ;

247) Toendada, et vordhaarses trapetsis on diago-
naali projektsioon aluse peale niisama pikk, kui keskjoon.
80. (130) Lause. Kolmnurga mediaanid (kiiljepoolita-
jad) ldikuvad iihes punktis ja jagunevad seal kaheks nii,
et tipupoolne osa on 2 korda nii pikk kui kiiljepoolne osa.

B Antud: EJ ==JD, DU=UA, AR=RE.

Tdendada : EU, DR, AJ 16ikuvad iihes

punktis;

EK—=2KU, DK=2KR, AK=2KJ.
Toendus: Mediaanid EU ja DR

N\ ¢ I6ikuvad punktis K. Poolitame EK

-
’i‘ punktis S ja DK punktis T ja iihen-
§ ade dame jariekorras R,S,T,UR.

Oskar Perli, Ruumi algdpetus I. 4

¢ & 9
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A-rgas EDK on: ES=SK, A-rgas EDA on: ER=RA,
e el puBT TR, 0 Igiicdnnl e DHIA
ST{|ED, ST=41ED [78]; RU | ED; RU=}ED[78].

ST||RU; ST=RU, s.t RSTU on *.

ES =SK =KU; DT=TK =KR.
ehk EK =2 KU ja DK = 2 KR.

Niisama 16ikuvad ka EU ja AJ. See tihendab, et ka AJ liheb
ldbi punkti K, mis EU jagab kaheks nii, et EK — 2 KU ja jaguneb
seal ise ka kaheks osaks nii, et AK = 2 KJ.

Seda punkti K nim. A-rga raskuspunktiks.

81. (87) Lause. Kui ré6pjoonte parv 15ikab iihe sirge
vordseteks 16ikudeks, siis 16ikab ta ka teise sirge vordse-
teks loikudeks.

4 \s
Antud: AJ BK |CL | |DM EN HO \x
AB=BC—=CD=DE= EH. \s’,
Téendada: JK —=KL=LM=MN=NO. \.M
Tdendus: Libi Ioikepunktide A,B,C,D, \ P
E tombame JO'® || ro6pjooned, siis on V
}oo nsb. \
Ll=83=_56=_.7=_.9 kui vastavad n. . AP=JK
L2= 4= L6=.8=_.10 b » | BR=EKL
__ AB=BC=CD =DE=EH oletuse jirele. ; CS=1LM
A ABP 2 ABCR 2 ACDS © ADET 2« AEHU.[IL#.1] | DT = MN
_AP — BR — C8 = DI = EU __EU=NO

FE e L - M i e AR o b

82. (87) Ulesanne (248). Antud sirgldik n vérdseks jaoks
jagada.

£ Y ‘\ “\
P
D} oan. 3}

Konstrueerimine: Sirgldigu iihest otsast S tombame mistahes
kiire SK; selle peale asetame n meelevaldset vordset 16iku; viimase
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jaotuspunkti V ithendame teise otsapunktiga L ja lébi jaotuspunk-
tide tombame VL!® | -jooned. Ehk: Molematest otsadest tdmbame
paralleelsed kiired SK || LT, kummagi peale asetame otsapunktidest
alates, n vordset 16iku: Sirged, mis vastavaid jaotuspunkte iihen-
davad, jagavad SL n vordseks jaoks. :

Ulesanded: 249) Toendada: Kui R ja S on parallelogrammi
ABCD kiilgede AB ja CD keskkohad, siis jagavad DR ja BS dia-
gonaali AC kolmeks.

250) Antiparallelogrammiks ehk deltoidiks nim. nelinurka,
mille lihiskiiljed on paarikaupa vordsed. Leida antiparallelogrammi
diagonaalide omadus ja siimmeetria.

IV-jas peatiikk. Korrapiirased hulk-
nurgad. |

83. (90) Definitsioon. Hulknurka nim. korrapira-
seks, kui tal on nii mitmekordne (tsentraalne) kesksiim-
meetria, mitu kiilge tal on. Siimmeetria keskpunkti nim.
hulknurga keskpunktiks (tsentriks).
Niit. vordkiilgne /A on Kkorrapédrane; ruut on
korrapiirane nelinurk.

Lause: Korrapirases hulknurgas on:

1) koik kiiljed iihepikkused;

2) koik nurgad iihesuurused;

3) koik tipud keskpunktist iihekau-

2 gel;

’}uo-nv-%g. 4) kdik kiiljed keskpunktist iihekau-
gel.

Tdendus: Olgu me hulknurgal 7 kiilge, sellega 7-kordne
kesksiimmeetria. Pdorame h-nurga keskpunkti timber ! tdispoorde
vorra, siis langeb ta iseendaga iihte. Selle juures iihtib iga kiilg,
iga nurk, iga tipp, iga kiilje peale tdmmatud ristjoon teise jérje-
korras oleva kiiljega, nurgaga, tipuga, kiilje peale tommatud rist-
joonega. Uhe tidispoorde jooksul, kuna hulknurk oma esimesse
asendisse tagasi tuleb, siinnib see iihtimine 7 korda, nii et iga kiilg
iihtib. iga teise kiiljega, iga nurk iga teise nurgaga, iga tipp iga
teise tipuga, iga kiilje peale tdmmatud ristjoon iga teise kiilje peale
tommatud ristjoonega. See tihendab seda, m. t. o. t. Hulknurga
kiilje kaugust keskpunktist nim. apoteemiks.

Mirkus: Uldistamise otstarbeks voib votta ,7¢ asemel ,n*.

84. (91) Lause. Nurgapoolitaja on Kkorrapiirase
hulknurga siimmeetria teljeks; ta liheb veel iihe nurga
tipust libi seda nurka poolitades, kui hulknurgal on
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paarisarv kiilgi, voi Liiheb iihe kiilje keskkohast libi risti
‘selle kiiljega, kui hulknurgal on paaritu arv kiilgi.

Tdendus: Murrame hulknurga nurga-
poolitajat AN mooda kahekorra; siis 1a-
heb AB AP sihis, sest ~1=--2; B lan-
geb P peale, sest AB— AP; BC liheb PS
sihis, sest --B= - P; C langeb S peale,
sest BC=PS jne. kuni viimaks D langeb
T peéale. Et D ja T siimmeetrilised on AN
suhtes, siis on AN | DT ja AN jagab DT
pooleks. -On h-nurgal paarisarv kiilgi
ja tippe, siis on peale D ja T veel iiks
tipp E olemas, mis paaris on A% ja
mis D# ja Te vyordhaarse /\-ga siinni-
tavad, mille aluseks on DT ja tipuks E.
Et AN | DT ja jagab DT pooleks, siis
ldheb AN ka tipust E liibi ja poolitab -~ E.

On h-rgal paaritu arv kiilgi, siis on
D ja T viimased tipud ja DT viimane
kiilg; seepirast on lihtsalt AN | DT ja
AN jagab DT pooleks.

85. (91) Lause. Kiilje keskrist-
joon on korrapiirase hulknurga siim-
meetria teljeks; ta liheb veel iihe
kiilje keskko-
hast liibi risti
selle kiiljega, kui hulknurgal on
paarisarv kiilgi, voi ta liheb iihe
nurga tipust léibi seda nurka pooli-
tades, kui hulknurgal on paaritu
arv kiilgi.

Tdendus: Olgu AN | BP ja AB— AP.
Murrame hulknurga AN mééda kahekorra.
Siis liheb AB AP sihis, sest <01 —302—900;

B langeb P peale, sest. AB — AP; BC li-
heb PS sihis, sest <CB =< P; C langeb
S peale, sest BC = PS jne., kuni viimaks
D langeb T peale. Et D ja T siimmeetri-
lised on AN kohta, siis on AN | DT ja
TK =KT. Kui h-rgal on paarisarv kiilgi
ja tippe, siis on D ja T viimased tipud,
DT—viimane kiilg ja lause on tdendatud.

On h-rgal paaritu arv kiilgi ja tippe,
siis_on veel iiks iiksik tipp E olemas, ja
veel iiks paar kiilgi DE=ET nii, et A EDT
on vordhaarne ja AN tema aluse kesk-
ristjoon.  Seepiirast liheb AN tipust E
Idbi ja poolitab < E. NEGEe0. &
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86. (91) Lause. Koik siimmeetria teljed (nurga-
poolitajad ja kiilgede keskristjooned) ldikuvad iihes
punktis, nimelt siimmeetria kesk- _
puniktis.

Toendus: Liheks siimm. telg siimm.
keskpunktist modda, siis oleks siimm. kesk-
punktile telje kohta siimmeetriline punkt ka
siimm. keskpunkt; aga meie tunnistame ak-
sioomina oigeks, et igal kujul voib ainult iiks
siimm. keskpunkt olla. Seepirast ldhevad
koik siimm. teljed siimm. keskpunktist 1dbi
ja seal nad lgikuvadki. ) el 5t TJoon.g2.

87. (91) Lause. Korrapiirasel hulknurgal on nii mitu
siimmeetria telge, mitmekordne on tema kesksiimmeetria.

Toendus: Kui h-rgalon n Kkiilge ja sellega n-kordne kesksiim-
meetria, siis on tal n nurgapoolitajat ja n kiilje keskristjoont.

On n paarisarv, siis on iga nurgapoolitaja veel ithe teise
nurga poolitaja ja iga kiilje keskristjoon on veel iihe teise kiilje

keskristjoon; sellega on niisugusel korrap. h-rgal n - I _n siimmeet-
ria telge. 2 2

On n paaritu arv, siis on iga nurgapoolitaja iihtlasi iihe kiilje
keskristjoon ja sellega on niisugusel h-rgal n siimmeetria telge M. t.o. t.

V-es peatiikk. Ring.

88. (93,94) Ring on antud ehk miéiiratud, kui antud on kesk-
punkti koht ja raadiuse pikkus, sest kui me teineteise peale paigu-
tame kaks vordsete raadiustega ringi nii, et nende keskpunktid iihte
langevad, siis iihtivad ka ringjooned seepiirast, et nende punktid
koik on samakaugel keskpunktist. Selsamal pOhjusel voib iitelda:

1) iga diameeter on ringi siimmeetria telg ja

2) ringil on (tsentraalne) kesksiimmeetria ning siimmeetria
jiirk on l5pmatus, sest kui viiikse v0i suure nurga vorra me ringika
poorame tema keskpunkti iimber,ta liugub ikka ainult iseennast modda.

89. (96) Lause. Liibi kolme punkti, mis mitte iihel
sirgel ei asu,on voimalik ring tommata ja nimelt iiksainus.

Toendus: Olgu A, B ja C A-rga
ABC tipud. Siis l1oikuvad kiilgede kesk-
ristjooned koik iihes punktis O, mis on
samakaugel koigist kolmest punktist A, B
ja C: OA — OB—OC[65]. Niiviisi on
meil iiksainus keskpunkt ja iiksainus
raadius, sellega ka iiksainus ring. See-
pirast, kui O keskpunktiks votta ja
raadiusega OA —OB — OC ring tommata,
siis liheb see ring ldbi A, B ja C.
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Jédreldus: Kolm punkti, mis samal sirgel ei asu, médravad
ringi.

Ulesanded. 251) On olemas ring; leida tema keskpunkt.

7% 252) Koustruida ring, mille keskpunkt on antud ja mille kau-

guste vahe kahest antud punktist A ja B on antud.

253) Konstruida ring, mille keskpunkt on antud ja mille kau-
guste summa kahest antud punktist M ja K on antud.

/254) Antud raadiusega ring tdmmata, mis liheb lLibi kahe
antud punkti.

90. (95) Lause. Ringil ja sirgel ei vai iile kahe iihise
punkti olla.

Tdendus: Olgu O ringi keskpunkt ja
OP | MK. Oleks ringil O sirgega MK 3
tihist punkti A, B ja C, siis oleks OA— OB
—O0C, kui raadiused ja PA~PB-— PC,
kui nende projektsioonid [58], mis aga
silmnéhtavalt dige olla ei saa, kui C iihte
ei lange Be,

1-ne jéreldus: L#abi 3-e punkti,
mis tihe sirge peal asuvad, ei ole voimalik ringi
toOmmata.

2-ne jéreldus: Ukski ringi osa ei saa sirgegaiihtida.

Definitsoonid. Sirget, millel ringiga 2 iihist punkti on, nim.
18ikajaks ; sirget, millel ringiga 1 tihine punkt on, nim. riivajaks
ja tihist punkti — riivaspunktiks.

Riivaja.

91. (105) Lause. Sirge, mis on risti raadiusega tema
otsapunktis, on riivaja.

Toendus: Kui OP on raadius ja OP | TG, \‘\\
siis on iga meelevaldne TG peal asuv punkt \

N O¢tkaugemal, kui P on Ost: ON > OP. Sellega / o
on N viljaspool ringi ja P on sirge TG ja ringi ] s
O ainuke iihine punkt, st. TG on O riivaja. /
M.t o.t. Ve
: MW ch
Umberpssrdud laused: L. Riivaspunk- = Soen :;/ S

ti tommatud raadius on risti riivajaga.

Toéendus: Et TG on ringi O riivaja, siis on TG iga meelevaldne
punkt N, peale riivaspunkti P, viiljaspool ringi; jirj. ON > 0Pija
OP on keskpunkti O koige lihem kaugus riivajast TG. Sellega on
OP_L TG [58]. M.t.o.t.

II. Keskpunktist riivaja peale témmatud ristjoon
liiheb riivaspunkti.
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Toendus: Keskpunktist O riivaja TG peale tommatud ristjoo-
nena esineb riivaspunkti tommatud raadius OP ja teist tommata ei
ole vdimalik [24]. :

III. Riivaspunktist riivajale tommatud ristjoon liheb
liibi ringi keskpunkti.

Tdendus: Riivaspunktis on juba PO | TG; teist ristjoont TG'®
punktis P tommata ei ole voimalik [24].

Jireldus. Kui sirge kauguseks ringi keskpunktist on raa-
dius, siis riivab see sirge ringi; on sirge kaugus keskpunktist
lithem kui raadius, siis 15ikab sirge ringi; on see kaugus pikem
kui raadius, siis ei ole sirgel ja ringil iihtegi iihist punkti.

92. (106) Ulesanne. (255) Ringi peal antud punktis ringile
riivaja tommata.

Konstruktsioon: Antud punkti tombame raadiuse ja sellele
tema otsapunktis ristjoone.

Ulesanne. (256) Viiljaspool ringi antud punktist ringile
riivaja tommata. :

Konstruktsioon: Uhendame
T keskpunktiga O; OT-d diameet-
riks vottes tombame ringi, mis
I5ikab ringi O kahes punktis A
ja B. L#bi T ja A ning T juB
tommatud sirged TA ja TB on ot-
situd riivajad, sest < OAT = 90°
ja <cOBT==90°, kui diameetri peale
toetavad piirdenurgad.

Lause : Uhest punktist ringi kiilge tommatud riivajad
on vordsed ja sirge, mis seda punkti keskpunktiga iihen-
dab, jagab riivajate nurga pooleks.

Téendus:
A OBT @ A OAT, sest et OT — OT, OB OA, X B= A =90,
TB — TA, 2 OTB = 2 OTA.
Jiireldus: TO on selle kujundi siimmeetria telg.

Mirkug: Riivaja pikkust moeldakse ikka ldhtepunktist riivas-
punktini.

Ulesanded: 257) Antud ringi vordsete riivajate lahtepunkti
geom. koht leida.

258) Antud ringile tommata riivaja nii, et tema pikkus riivas-
punkti ja antud sirge vahel oleks a.

/9259) Antud raadiusega tommata ring, mis kaht antud sirget

riivab.

260) Antud raadiusega tdmmata ring, mis libi antud punkti
liiheb ja antud sirget riivab.




Kaar, kéél ja kesknurk (tsentrinurk).

93. (97) Seletused. Nurka, mille tipp on keskpunktis, nim.

kesknurgaks (tsentrinurgaks). Igale

J kaarele vastab iiks kesknurk ja tiks 'kool;

igale kesknurgale vastab iiks k&gl ja iiks

kaar, mille peale ta toetab; aga igale koo-

e lule (EJ) vastavad kaks erilist kaart (EHJ

ja EDJ) ja kaks erilist kesknurka, millest

tiks suurem ja teine viihem on kui poolringi

vOi sirge nurk. Kui koneldakse koolust

ja temale vastavast kaarest voi kesknur-

gast, siis mdeldakse harilikult vihemat.

Sektor on kahe raadiusega ja kaa-
rega piiratud ringi osa, niit. EDJCE.

Segment on koodluga ja kaarega piiratud ringi osa, niit. EJHE.

94. (98) Lause. Vordsetele kaartele vastavad vordsed
kesknurgad ja vordsed kodlud.

Antud: oAB=—uDE. Tdendada: &
<X AOB = ¥ DOE, AB—DE.

Tdendus: Poorame sektori AOB kesk-
punkti O iimber nii, et OA liheb QD4
mooda.  Siis langeb A D peale, sest OA
= OD; v AB liheb v DE4 mooda, sest ringi
punktid on keskpunktist tihekaugel, ja B
langeb E peale, sest v AB— u DE. Sellega
langeb siis OB iihte OEe2, / AOB /g2
DOE, ning kool AB kddluga DE, sest
nende otsapunktid langesid iihte. Jarj.
ZAOB= / DOE ja AB=DE. M t.o. ¢t

95. (99) Lause. Suuremale kaarele vastab suurem
kesknurk ja suurem kédl, kui kaared poolringist suure-
mad ei ole.

“aov\.g'x./

‘\‘xcon. 3‘3.

Antud: v AB> v DE.

Téendada: /AOB> /IDOE; AB > DE.

Tdendus:31) Posrame sektori AOB 0
limber nii, et OA liheb OD! mosda. Siis
langeb A D peale, sest OA =0D; uvAB
liheb v D E sihis, sest ringi punktid on kdik
keskpunktist iihekaugel, ja B langeb v DE
pikenduse peale, niiit. punkti F, sest v AB~
v DE. Seepiirast liheb OB /-rga DOE vili-
mist valda méoda OF sihis, Jiirj.on ~ AOB~
Z DOE.

2) Vaadeldes A AOB ja ADOE leiame: OA — OD, OB = OE
~AOB > / DOE; jarj. [55] killg AB> kiilg DE. M. t. o. t.




57

Ulesanne: 261) Lausetele 94 ja 95 vormuulida timberpodrdud
laused ja tdendada. Juhatus: Voib tdendada kas vastuviiteliselt
voi otseteel jireldades.

Kooélud.

96. (100) Lause. Koélu ristraadius véi — diameeter
poolitab kddlu, temale vastavad kesknurgad ja kaared.

q Tdendus: A KOL on vordhaarne ja et
0J | KL, siis on OJ ehk DJ A-rga KOL ja iiht-
lasi ka ringi O siimmeetria telg ja K ja L on

siimmeetrilised punktid. Seepérast: jagab DJ
koolu KL pooleks; ~ KOJ= /LOJ; .~ KOD =
[v) /LOD;~KJ—~—LJ; = KD=LD. M. t. o. t.
Ulesanne : 262) Téendada (siimmeetria abil)
iimberpoordud laused : :
i 1) Kodlu keskristjoon lidheb ldbi kesk-
i punkti.
e SR 2) Kaare ja temale vastava kodlu kesk-
kohast libiminev sirge lidheb libi keskpunkti.
3) Kodlu poolitaja raadius on kodluga risti.
4) Kaart poolitaja ja 5) kesknurka poolitaja raadius pooli-
tab ka vastava kddlu ja on temaga risti.

97. (101) Lause. Vérdsed kddlud on keskpunktist iihe-
kaugel.

Antud: AB—DE, CN | AB, CP | DE.
5/}\ 9 Tdendada: CN — CP.

Toendus: A ACB<« A DCE [IIL . L].
o -8 CN — CP.

[Uhtivates /\-rkades on vastavad osad
vordsed.]

98. (102) Lause. Pikem k&4l on
keskpunktile ligemal.

Antud: AB>EF, OR | AB, OD | EF.
Tendada: OR < OD.

Toendus: Asetame koolu EF koolu BN
kohale nii, et BN — EF ja tombame OT | BN:
siis on [97] OT—O0D ja AB>BN. Uhen-
dame R T-ga.

Siis on A-rgas RBT: ~ BTO= /BRO 80"
RB>BT,sest /2 AB>1/2BN 2T

2>1. ¥ 4<3[69]
A-rgas ROT: OR <OT ehk OR <OD. M. t.o.t.

Teon 102
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Umberpéérdud laused :

1) Keskpunktist ithekaugel olevad kddlud on vardsed.
2) Keskpunktile ligem k&l on pikem. [V3ib tGendada otse-
teel voi vastuviiteliselt.]

Jiireldus:

Diameeter on koige pikem kosl.

Ulesanded: (263) Missugune kool ringis O on kdige lithem
neist, mis libi antud punkti A lihevad?

/264) Antud ringis antud pikkusega kddlude keskkohtade
geom. koht leida !

265) Ringi peal antud punktist véljaminevate kodlude kesk-
kohtade geom. koht leida !

266) Ringi sees antud punkti A libi minevate kodlude kesk-
kohtade geom. koht leida!

& 99. (103) Lause. Paralleelsete
C 9 kédlude vahel olevad kaared on
vordsed.
K \3

Antud: CD AB Téendada: _ AC e AR,
Toéendus: Tdmbame diameetri EE | AB.
Siis on [90] _ AE —_BE ja [36] EE | CD;

i
1
'

Gy 9 janj. T
K\g . . lar} R
“oon 103, DBE < B
100. Lause: Kaéluga paral- PR
leelne riivaja jagab késlule vas- / X
tava kaare pooleks. 2

Tﬁendus: TG ||AB

]G
OM | TG A% Ir 7
OM_| AB Pl ST
_AM_ _ MB[96]. S

Kaks ringi.

101. (113) Seletused. Kui kahel ringil on iihine kesk-
punkt, siis nim. neid iihistsentristeks (lihiskeskesteks); on igal-
ihel oma keskpunkt, siis — ekstsentristeks (lahkkeskesteks).
Kahe ekstsentrise (lahkkeskese) ringi keskpunktidest libiminevat
sirget nim. kesksirgeks ja keskpunktidega piiratud kesksirge 10ik
on keskpunktide kaugus. Kesksirge on kahe ringi siinni-
tatud kujundi siimmeetria telg, sest tema peal asuvad dia-
meetrid on kumbki oma ringi siimmeetria telg.
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102. (104) Lause. On kahel ekstsentrisel (lahkkeske-

sel) ringil iiks iihine punkt
viiljaspool kesksirget,
siis on neil ka teine
ithine punkt viiljaspool
kesksirget.

Nimelt esimesele punktile

A kesksirge KS suhtes siim-
meetriline punkt B asub nii
ringi O kui ka ringi C peal;
need ringid 16ikuvad.
Jireldus: Kahe Ioikuva
ringi kesksirge poolitab

N
) \_,/

S aon 105

nende ithise kddlu ja on temaga risti [23].
103. (115) Lause. On kahel ringil kesksirge peal ithine

YN

Joon.106.

N2

punkt, siis neil teist iihist
punkti ei ole, nad riiva-
vad teineteist.

Tdendus: Oleks ringidel
C ja O peale kesksirgel asuva
punkti A veel iiks {ihine punkt
viljaspool kesksirget, siis
oleks neil ka veel teine nii-
sugune fiihine punkt [102],
seega kokku 3 iihist punkti
ja nad iihtiksid.

Voi asuks see teine iihine punkt kesksirge peal, siis oleks ta
iihise diameetri teine otsapunkt ja ringid iihtiksid jillegi.

Umberpdérdud lause: Kahe teineteist riivaja ringi riivas-
punkt asub kesksirge peal. [102, 103.]

Olesanded: 267) Koige lilhem ja kdige pikem sirgloik leida,
mida kahe ringi vahel vdimalik on tommata. ‘

268) Antud punktist {ihistsentristele ringidele tdmmatud riiva-
jate riivaspunktide geom. koht leida!

104. (116) Kahe ringi vastastikune asend. Tihistame

b AN
/ k-
£ N

/
/

Joon 0%

\77__//

fihe ringi raadiuse Rga,
teise ringi raadiuse rega ja
keskpunktide kauguse dga.
Kaks ringi voivad teine-
teise  suhtes jdrgmiselt
asendatud olla:

I. Kumbki ring on
viljaspool teist ringi: Siis
on nende keskpunktide
kaugus suurem kui raa-
diuste summa: d>R-fr.
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Toepoolest: OC=0A-+AB-+4-BC ja OC on suurem kui OA-FBC, ni-

melt AB vorra.

vﬁmberpiiiirdult: Kui ™ d>R-r, siis on ringid viljaspool

teineteist. [Joonis 107.]

II. Ringid riivavad teine-
teist véljastpoolt. Siis on nende
keskpunktide kauguseks raa-
diuste summa: d—R-}r ehk
0C=0A--AC.

ﬁmberpt’iﬁrdult s Kati
d—R-{r, siis riivavad ringid
teineteist viljaspoolt. [Joonis
108.]

II. Kui ringid lsikuvad,

IV. Kui ringid riivavad temeteist
seestpoolt, siis on keskpunktide kaugu-
seks raadiuste vahe: d=—R—r., Tdepoolest:
0C=0A—CA.

Umberpéérdult: Kui 2o By
siis riivavad ringid seestpoolt teine-
teist. [Joon. 110.]

TJoon-1ii, [Joon. 111.]

siis on keskpunktide kaugus vii-
" hem kui raadiuste summa ja suu-
rem kui raadiuste vahe: d<<R-|-r
ja d>R—r ehk R-}r>d>R—r.

Toepoolest: A-rgas OAC on
- OC<OA-+-AC ja OC>0A—AC.

Umberpodrdult : Kui
R4+r>d>R—r, siis 15ikuvad
ringid. [Joon. 109.]

Faon 110.

V. Uks ring on tiiesti teise sees.
Siis on keskpunktide kaugus vihem kui
raadiuste vahe: d<R—r.

TGepoolest: OA—CB=—0C|-BA; jirj.
on OC<OA—CB, nimelt BA vorra.

Umberpéérdult: Kui d<R— r,
siis on iiks ring tiielikult teise sees.
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Miirkus: Koik iimberpoordud laused tdendatakse vastuvii-
teliselt piirast otsekoheste lausete toendamist. -
[ Ulesanded. 269) Leida antud ringi riivajate ringide keskpunk-
tide geom. koht nii, et nende ringide raadiustel oleks antud pikkus.
. 270) Antud raadiusega tommata ring, mis antud ringi ja antud
sirget riivab. '

271) Konstruida ring, mis antud sirget antud punktis ja
antud ringi riivab.

272) A-rga kiiljed on a =3 em,, b =— 5 cm. jac— b cm.
Tema tipud on vdetud keskpunktideks ja on tommatud tiiksteist
riivavad ringid. Kui pikad on nende ringide raadiused ?

105. (119) Kahe ringi iihine riivaja.

I-ne iilesanne. (273) Kahele ringile témmata iihine
viilimine riivaja.

Analiiiis. Olgu AB otsi-
tav riivaja. Riivaspunktidesse
tommatud raadiused on riiva-
jagaristi: OA | AB; CB | AB.

Jarj. OA | CB. TrapetsisOABC

on teada nurgad /A — /B

= 90° ja kiiljed OA — R, CB—,

SE T 0C— d. Kui tommata CD | BA,

iz siis on tdisnurkses A-rgas,

ODC teada hiipotenuus OC = d ja kaatet OD —=R—r. Seepirast voime

konstruida enne A ODC ja seeliibi leida DC — AB; pirast konstruime

piistkiiliku ABCD tema kiilgedest.

Konstruktsioon: . 1) Jagame OC pooleks punktis M.

2) Raadiusega MO —

MC — ; OC tom-

bame OC {iimber

. ringi.

3) Asetame EO peale
CB nii, et EF — CB,
siis saame OF—=R-r.

4) O iimber tombame
raadiusega OF =

=R —r ringi, mis

ringi M 16ikab ka-
hes punktis D jaD,, R ’

5) LibiD ja D, tomba- e S
me raadiused OA e e
ja OA,. SJoon 113. ’

6) Punktidest A ja A, tombame raadiusega .DC—D,C kaared, mis
ringi C loikavad punktides B ja B,.

7) Libi A ja B ning A, ja B, tommatud sirged AB ja A;B, on otsi-
tavad riivajad.
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Tdendus: OA =R DA —=CB << 0DC = 90° OA | AB
- OD—R —r AB=DC AB | DC CB | OA
DA=r=CB. DAICB <= OAB=90°, CB_|_AB.

AB[DC.

Et AB_| OA ja AB | CB nende otsapunktides, siis on ta ringide
O ja C iihine riivaja.

Uurimine. 1) Raadiusega OF tommatud ring 16ikab ringi M
2-es punktis niikaua, kui on OF<0C ehk, teistes téhistustes, nii-
kaua kui on R—r <d. See tihendab: kui ringid O ja C on teine
teisest viljaspool, voi kui nad riivavad teineteist viiljastpoolt voi
I16ikuvad, siis on neil 2 iihist vilist riivajat.

2) On OF=0C, s.t. on R—r—d, siis riivab raadiusega OF
tommatud ring ringi M ja me saame 1 vilise riivaja. Teisiti see
olla ei voi, sest ring C riivab ringi O seestpoolt, kui R—r—d.
Riivaja tdmbamisel tuleb toimetada nagu iil. 255.

3) On OF > OC, s.t. on R—r >d, siis ei ole raadiusega OF
tommatud ringil ringiga M {ihtegi iihist punkti ja ringidel O ja C ei
ole iihist riivajat. Teisiti see olla ei v0i, sest ring C on ringi O sees.

II-ne iilesanne. (274) Kahele ringile iihine sisemine
riivaja témmata.

Analiiiis: Kui pikendada

’ OA 4 ja tommata CD | AB kuni

/.\\ Iy ta 16ikab OA pikendust punk-
/ tis D, siis on tdisnurkses
/ A-rgas ODC teada hiipote-

/ 5 \ nuus OC—d ja kaatet OD —

\ v = R--r. Seepiir. véime konst-
\ Q ruida enne A ODC ja see-
R 5 ldbi leida DC—AB. Pirast
konstruime piistkiiliku ABCD
tema kiilgedest.

Toon 1Y,

Konstruimine.

1) Jagame OC pooleks
punktis M.

2) Raadiusega MO tom-
bame OCtiimber ringi.

3) Asetame OE peale
CB nii, et EF =CB,
siis saame OF—=R-|-r.

4) O iimber tdmbame
raadiusega OF—R—}-r
ringi, mis ringi M
Idikab punktides D
ja D, jne., nagu iil
273.

Toon 145
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Uurimine. 1) Raadiusega OF tdmmatud ring I6ikab ringi M
2-es punktis niikaua, kui on OF<<OC, ehk teistes tihistustes, nii-
kaua kui on R|r<d, s.t. kui ringid O ja C on viljaspool teineteist.

2) On OF=0C, s.t. on R-{r=d, siis riivab raadiusega OF
tdommatud ring ringi M ja me saame 1 sisemise riivaja. Teisiti see
olla ei voi, sest ringid O ja C riivavad teineteist.

3) On OF > OC, s.t. on R-+4r>d, siis ei ole raadiusega OF
tommatud ringil ringiga M iihtegi iihist punkti enam ja ringidel
O ja C ei ole tihist sisemist rnva;at Teisiti see olla ei v0i, sest
ringid O ja C ldikuvad.

Kokkuvdte:
1) R4r <d 2 sisemist ja 2 vélimist riivajat
2) R4+r= 1 sisemine ja 2 A e
3) R+r >d >R—r 0 - 5 i ¢
4) R+r>d=R—r ' 0 - , 1 vilimine riivaja
5) d<R—r 0 & Lo s .

Ulesanded. 275) Kahele teineteist riivajale ringile on tdmmatud
iihine villimine ja iihine sisemine riivaja, mis lIikuvad. Uhise sise-
mise riivaja 15ik 16ikepunktist kuni riivaspunktini- on 4 cm. Kui
pikk on tiihine vilimine riivaja riivaspunktide vahel?

276) Kahele teineteist riivajale ringile on tommatud iihised
vilimised riivajad. Riivaspunkte iihendav kool iihes ringis on
a=3 cm. ja teises — b=1,4 cm. Kui pikk on tihine riivaja?

277) Kahele teineteist riivajale ringile on tdmmatud tihine vili-
mine riivaja. Kummagis ringis on riivaspunkt keskjoone peale
projektitud ja projektijate pikkus on vastavalt e=3,8 cm. ja f = 6,2 cm.
Kui pikk on iihine riivaja?

278) Konstruida A, kui antud on alus a, kdrgus h, ja iihe
kiilje poolitaja m,. Juhatus: Analiilisi jaoks tuleb A tiiendada
t-iks, mille alus on a, korgus h, ja diagonaal 2 m,. Ulesanne
tuleb uurida ja vastav joonis teha.

Nurgad ringis.

106. Nurkade moodotmine kaarte abil. Kuna ki‘ir, poor-
dudes oma otsapunkti {imber, teeb tiie

poorde, kriipsutab kiire iga punkt terve %)
ringi, ndit. punkt B, mille peal on sirkli
kirjutaja ots. Kuna Kiir teeb mone osa  /

tiaispoordest, kriipsutab punkt sama suure /
osa tervest ringist—vastava kaare. Terve
ring jagatakse ka, nagu tiispooregi, 360-ks . A ¢,
jaoks; iga 360-ndik on 1 kraad — kaare i
kraad. Mitme nurga-kraadi vorra poor- R 4
dub kiir, nii mitme kaare-kraadilise kaare
kriipsutab punkt. "Foon 116.



64

Otsapunktile ligemal seisvad punktid kriipsutavad viiksema,
liihema ringi, kaugemal seisvad punktid kriipsutavad suurema, pikema
ringi. Sama ringi kraadid—360-ndikud—on koik ihesuurused, iihtivad;
ise ringide kraadid ei ole lihesuurused, neid ei saagi teineteise peale
paigutada. Ehk kiill ise ringide kaari me teineteise peale paigutada
ei saa, siiski voib kraadide arv nendes iiks ja seesama olla; see arv
iitleb ainult, mitu 360-ndikku jagu omast ringist on iga kaar,
nidit. kaar BBi ja kaar EEi. Sellele kraadide arvule vastab nurga-
kraadide arv, mis peitub posrde suuruses, mille vorra péérdus Kkiir
AB, mille otsapunkt A on ringide keskpunktiks. Liihemalt:

Mitu kaare-kraadi on kaares, nii mitu nurga-kraadi
on vastavas kesknurgas, ehk: kesknurka moddab temale
vastav kaar.

Tegelikult moddetaksegi nurki kaarte abil. Nurgamdotja riist,
ndit. mall, asendatakse nii, et kaare keskpunkt aseneb nurga tippu,
ja siis loetakse haarade vahel oleva kaare kraadide arv malli pealt.

107, (111) Lauset ,kesknurka moddab
temale vastav kaar“ voib viljendada teisel
kujul: ,Kesknurka m&ddab nende
kaarte poolsumma, mille peale toetab
see nurk ja tema tippnurk.“ (Joon.
117.) Niit. ~ ACD moddab

~ AD = {(~ AD -} - EB).

See lause jiib maksvaks ka siis, kui

nurga tipp iildse ringi sees on.

c]c:gn 1F
4 Lause: Nurka, mille tipp on ringi

sees, mo66dab nende kaarte pool-
summa, mille peale toetab see nurk
ja tema tippnurk (Joon. 118).

-~ Tdendus: Libi keskpunkti C tdmbame
GH | AF ja JK | ED. Siis on / ABD= _ 6CK
[38]. _“-rka GCK, jirj. ka ~ ABD, mdodab

N4 U-GRA--IH)={(~GK+- |- EF | FH)
NS0 o T = (VGK—FVZKD—-I—\/AG_FVEF):
“Joan 418 % (~ AD4-—EF) [99]. M.t o.t

See lause jidb maksma ka siis, kui iiks
kaar muutub nulliks, nimelt kui tipp B nihkub ringi seest ringi peale.
lesanded. 279) Téisnelinurga tipud on ringi peal. Tema
diagonaalide vaheline nurk on 115°. Kui suured kaared vastavad
selle nelinurga kiilgedele?
280) Loikuvate kodlude vahel on kaared « — 570 ja p=1130,
Kui suure nurga all 15ikuvad need kodlud?
281) Kaarte « = 7608 ja 3 = 14407 otsapunktid on iihendatud
ringi sees ldikuvate kodlude abil. Kui suur on nende koolude
vaheline nurk?
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108. (108) Definitsioon. Piirdenurgaks nim. nurka,
mille tipp on ringi peal ja mille haa-
radeks on k&dlud. : D

Lause: Piirdenurka mddédab pool :
sellest kaarest, mille peale ta toetab.

Toendus: I-ne juhus. Ringi keskpunkt
on nurga haara peal. Tombame diameetr
GH|AB. / ABD= / GCD; /-rka GCD
jirj.ka /-ka ABD mdddab § (—~ GD--—BH)=
=1 (- GD+—AG) [99] =4 — AD.

Il-ne juhus. Ringi keskpunkt on nurga
sees. / ABS= / ABD-} / DBS. / ABD 5
moddab 1 — AD, / DBS moodab } — DS. oonAlg.
Jarj. /-ka ABS mdodab

1~ AD-+4 ~DS=14(~AD+—-DS)=}—AS.

IlI-as juhus. Ringi keskpunkt on nurgast viljaspool.

/ ABV = / VBD — / DBA. /-ka VBD mdodab { — VD, /-ka DBA
moodab § — DA. Jérj. /-ka ABV mdodab {1~ VD — 4} — DA =
1(~VD—~-DA)=4—AV. M.t ot

1-ne jireldus. Diameetri peale toetav piirdenurk
on tdisnurk.

2-ne jireldus. Sama kaare peale toetavad piirdenur-
gad on vordsed.

Ulesanded. 282) Kaar on . ringist. Kui suur piirdenurk
toetab tema peale ?

283) Ring on jagatud 24-ks; jaotuspunktid on itihendatud jirje-
korras nii, et ikka 4 punkti on vahele jaetud. Kui suured on tek-
kinud piirdenurgad ?

284) Piirdenurga haaradele vastavad kaared on «= 75°46
ja =98 74. Kui suur on see piirdenurk ?

285) 45°-line piirdenurk on jagatud 45-ks vordseks osaks.
Kui suurteks osadeks jaguneb kaar, mille peale ta toetab?

286) Punktid M, N, P jagavad ringi vahekorras (suhtes)
11:7:18. Kui suured nurgad tekivad, kui neid punkte iikstei-
sega iihendada sirgete abil?

287) Piirdenurga tiiks haar jagab ringi pooleks ja teine —
osadeks, millest iiks on 68°75. Kui suur on see piirdenurk ?

288) _ MNP on 178° ja — NMP on 226°. Kui suur on
-~ MPN ?

289) Ringis on tommatud kodlud AB [ . CD ja DE | AB.
Toendada, et CE on diameeter.

290) Téisnurkse /A\-rga kiiljed on ringi O kooludeks. Selle
A-rga iiks teravnurk on teisest suurem «==12,,5° vorra. Kui suure
nurga all paistab keskpunktist O ldbi tdisnurga tipu hiipotenuusiga
paralleelselt tommatud k&6l ?

291) Ringi sisse joonestatud trapetsi diagonaal siinnitab
haaradega nurgad « ja 2«. Kui suure kaare peale toetab selle
diagonaali ja ldbi tema otsapunkti tommatud diameetri vaheline nurk ?

Oskar Perli, Ruumi algdpetus 1. 5
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292) Ringi sisse joonestatud trapetsis ABCD on AB—BC—CD
ja teravnurk A=« =174°. Kui suurteks osadeks jagab diameeter
CE nurga ACD?

109. (109) Lause. Nurka, mille tipp on ringi peal ja
mille haaradeks on k&dl ja riivaja, mdddab pool tema haa-
rade vahel olevast kaarest.

Tdendus: Tombame MP || AT; siis
on =¥ ABD= JMND; <--rka MND, jarj.
ka -y-ka ABD mdodab } (_MD - _BP)-
=4 («MD+4-_BM)=1_BMD. M. t.o.t.

Mérkus: K66lu ja riivaja nurk
on pool tema haarade vahelise
kaare peale toetavast kesk-
nurgast, ndit. JTBD— X BCR, kui
risthaaradega nurgad.

Ulesanded: 293) Ringile on tdmma-
tud riivaja ja libi riivaspunkti minev koo,
mis jagab ringi kaheks osaks nii, et iiks
osa on teisest suurem 65° vorra. Kui
suur on selle riivaja ja koolu vaheline nurk?

294) Riivaja ja kdolu vaheline nurk,
mille tipp on riivaspunktis, on 67.°. Mis-
suguses vahekorras (suhtes) jagab kool
ringi?

110. (110) Definitsioon. Kaart,
mille peal leiduvad antud nurgaga vord-
sete piirdenurkade tipud, nimet. antud
nurka mahutavaks kaareks.

Ulesanne. (295) Antud kédlu
iile tdmmata kaar, mis antud nurka
piirdenurgana mahutab.

Konstruktsioon. Antud kodlu AB
kiilge iihe otsapunkti A juures asetame 9
<= DAB==«. Tombame AB keskkohast Toon. 121
MC_|_AB ja AC_| AD. Nende ristjoonte 15i-
kepunktist C tombame raadiusega CA kaare AEFB.—AEFB on otsitav.

Jireldus. Geom. kohaks punktile, kust antud sirgldik
paistab antud nurga all, on antud sirgldigu kui kodlu iile tom-
matud kaar, mis seda nurka piirdenurgana mahutab.

Ulesanded. 296) Kui suur kaar mahutab 750-list nurka piirde-
nurgana?

297) Kui suurt nurka mahutab piirdenurgana ? osa ringist?

111. (112) Lause. Nurka, mille tipp viiljaspool ringi,
moddab tema haarade vaheliste kaarte poolvahe.

Tdendus: I-ne juhus: haaradeks on Idikajad BA ja BD. Tom-
bame GH | BD; siis on < ABD =3 AGH. J-ka AGH, jarj. ka
<¥-ka ABD maddab:

v+~ AH=j(c AD —HD) =} (< AD — _ GJ).

‘300;\. 120.




II-ne juhus: iiheks:haaraks on 16i-
kaja BA, teiseks haaraks riivaja BT.
Témbame GL | BT; siis on AGL=:
JABT. J-ka AGL, jérj. ka 2-ka ABT
moodab:

I~ AL=}(~ AK—- LK) =
= & («AK— - GK).

IlI-as juhus: haaradeks on riivajad
BP ja BT. Tombame UM BT; siis on
PUM = JPBT. )-ka PUM,jirj. ka 2J-ka
PBT moodab;

t~ UAM =} [~ UAMK — - MK] =

— 1 (< UAMK — — UGK) [100]. M. t. 0. t.

Ulesanded: 298) Uhest punktist véljaminevate 15ikajate vahe-
lised kaared on «= 68,6 ja 3=192,°4. Kui suur on nende loika-
jate siinnitatud nurk?

299) Viljaspool ringi olevast punktist on tdmmatud ringile
loikajad, mis siinnitavad nurga «=48,°6. Nende Ioikajate vaheline
suurem kaar on = 240,°35. Kui suur on vdhem kaar ?

300) Diameetri pikenduse peal olevast punktist on diameet-
riga nurga ¢ =43,°75 all tommatud riivaja. Kui suurteks osadeks
jagab riivaja poolringi?

301) Diameeter DJ ja raadius OR on tdmmatud nii, et / DOR
on 2% korda niisuur kui -YROJ. Kui suure nurga all loikab dia-
meetri pikendust punktis R tommatud riivaja ?

302) Punktist A viiljaminevate riivajate vahel olevatest kaar-
test on iiks «=86°5'13". Kui suur on riivajate vaheline nurk.

303) Kool jagab ringi vahekorras (suhtes) 7:17. Kui suure
nurga all Igikuvad sirged, mis ringi riivavad selle koolu otsapunk-
tides? Kui suured nurgad siinnitavad nad kodluga?

304) Punktid A, B, C ja D jagavad ringi vahekorras (suhtes)
5:3:8:9. Kui suurte nurkade all 15ikuvad 1dbi nende punktide
minevad ringi riivajad? libi kahe punkti paari minevad sirged ?
(niit. AB ja CD, AC ja BD jne.)

Sisse- ja iimberjoonestatud hulknurgad.

112. (120, 121) Seletused. Hulknurk on ringi sisse
joonestatud ja ring on hulknurga iimber joonestatud, kui
hulknurga kiiljed on ringi koolud. Hulknurk on ringi {imber
joonestatud ja ring on hulknurga sisse joonestatud, kui
hulknurga kiiljed on ringi riivajad.

Lause: Iga kolmnurga iimber on véimalik ring joo-
nestada.

Tdendus: Kiilgede keskristjoonte 16ikepunkt on iimberjoonesta-
tud ringi keskpunkt ja selle punkti kaugus tipust on raadius. V. 65, 89.

5*
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Lause: Iga kolmnurga sisse on véimalik ring joo-
nestada.

Téendus: Nurkade poolitajate 16ikepunkt on sissejoonesta-
tud ringi keskpunkt ja selle punkti kaugus Kkiiljest on raadius. V. 66.
Kui selle raadiusega ring tommata, siis riivab ta iga kiilge.

Ulesanded. 305) Vordkiilgse A\ -rga sissejoonestatud ringi raadius
on 2 cm. (a cm). Kui pikk on tema timberjoonestatud ringi raadius?

306) A-rga kiiljed on 5 cm., 6 cm., 7 cm. Selle A\ -rga timber
on joonestatud ring ja tippudest on tdmmatud diameetrid. Dia-
meetrite teised otsapunktid on iihendatud iiksteisega. Kui pikad
on uue A-rga kiiljed ?

113. (122) Lause. Sissejoonestatud nelinurga vastas-
nurkade summa on sirge nurk.
> Téendus. <<-ka A mdddab ! — BCD:
< -ka C mdddab |} — BAD. Nende summat
moodab | tervest ringist, s. o. 180°. Jarj.
¢ ¥ A~ ) C— 180° ehk sirge nurk. M t. o. t,
Umberpiiiirdud lause: Kui neli-
nurga vastasnurkade summa on sirge
nurk, siis véib selle nelinurga timber
ring joonestada. (Tdendatakse vastuviii-
el teliselt.) :
“Joon 193. - Jireldus: Ruudu, piistkiiliku, vord-
B haarse trapetsi ja tiisnurkse antiparallelo-
grammi iimber vdib ring joonestada.
Ulesanded. 307) Nelinurga ABCD nurkade poolitajad 15ikuvad
punktides K, L, M, S. " Kui suur on KLMS vastasnurkade summa?
308 TGendada, et: Nelinurga nurkade poolitajad 16ikuvad
nlisuguse nelinurga tippudes, mille timber vaib ring joonestada.

. 114. (123) Lause. Umberjoonestatud nelinurgas on
iihe Jpaari vastaskiilgede summa niisama suur, kui teise
Paari vastaskiilgede summa.

Toendus: ,Uhest punktist tdmmatud riivajad on vordsed® [92];
seepérast : :

| AL=AP
AB Ehk: Need
‘ BL =BM summad sei-
BC | AD savad  koos
; neljast vasta-
cDb l CN=CM valt vOrdsest
I DN—D liidetavast
=DFP sirgloigust
AB--CD = AD-BC. X-}-y-aay.



69

Umberpéérdud lause: Kui nelinurgas iihe paari vastas-
kiilgede summa on niisama suur, kui teise paari vastaskiil-
gede summa, siis on vdimalik selle nelinurga sisse ring
joonestada.

Jiireldus: Ruudu, rombi ja antiparallelogrammi sisse on
voimalik ring joonestada. )

115. (124) Lause. Iga korrapiirase hulknurga iimber
ja sisse on vdimalik ring joonestada — sest hulknurga kesk-
punkt on iihekaugel kdigist tema tippudest ja iihekaugel koigist
tema kiilgedest [83, 3. 4.]. Umberjoonestatud ringi raadiuseks on tipu
kaugus keskpunktist ja sissejoonestatud ringi raadiuseks on apoteem.

116. (125) Lause. Kui ring jaotada mitmeks —n-vord-
seks jaoks ja

1. jaotuspunktid iihendada kédlude abil vdi

II. liibi jaotuspunktide tdmmata riivajad,
siis saame

1. korrapiirase sissejoonestatud hulknurga,

II. korrapiirase iimberjoonestatud hulknurga.

Toendus: Poorame ringi tema kesk-
punkti timber -diku téispoorde vorra, siis

libiseb ring iseennast mooda ja iga jao-
tuspunkt langeb iihte teise jérjekorras
oleva jaotuspunktiga, sest koik nende
X vahel olevad kaared on isekeskis vordsed.
\ { Jar). iihtivad ka neid tihendavad koolud,
: sest koolude otsapunktid langesid iihte, ja
o P g nende libi tommatud riivajad, sest jao-
tuspunktidesse tommatud raadiustele on

igaiihele tema otsapunktis iiksainus ristjoon voimalik.

117. Lause. Kui me ringile tédmbame riivajad, mis
paralleelsed on sissejoonestatud korrapiirase hulknurga
kiilgedega, siis saame korrapiirase iimberjoonestatud
hulknurga.

" Toendus: Kooluga paralleelne rii-
vaja jagab ko0lule vastava kaare poo-
leks [100], seepirast:

<~FM=-—MA=—-AG=GB=..... Jarj.
—MG =—AB=" tervest ringist, ja
n

2 MOG = 3??.

S oon A26. ; Jireldus: Selle iimberjoonestatud

h-rga nurkade poolitajad langevad iihte

sissejoonestatud h-rga vastavate nurkade poolitajatega — ndit.
NO ja AO on kumbki =) -rga GOM poolitaja.
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118. (126) Ulesanded. (309) Antud ringi sisse korrap.

kuusnurk joonestada.
/ ka vordkiilgne: OA — AB — BO ehk
— a; = R(valem).
TJoon AV} S. t. sissejoonestatud korrap. 6-nurga _
kiilg on niisama pikk kui raadius.

Konstruktsioon: Asetame raadiuse ringi sisse kodluna — ta
mahub just 6 korda.

310) Antud ringi sisse korrapiirane kolmnurk joonestada.

Konstruktsioon: Jagame ringi kuueks [iil. 309] ja tihendame
kodludega jaotuspunktid, ikka iiht vahele jittes.

311) Antud ringi sisse ruut joonestada.

Konstruktsioon : Kahe vastastikku risti oleva diameetriga ja-
~game ringi neljaks ja jaotuspunktid iihendame kodlude abil,

Konstruida korrapirane sissejoonestatud 312) 8-nurk; 313) 16-
nurk; 314) 12-nurk. Konstruida korrapiéirane imberjoonestatud 315)
3-nurk; 316) 12-nurk; 317) 8-nurk; 318) 4-nurk; 319) Kui pikk
on korrap. iimberjoonestatud ruudu kiilg vorreldes raadiusega ?

119. (131) Definitsioon. Kolmnurga kiilgejoonestatud
ringiks nim. ringi, mis riivab kolmnurga iihte kiilge ja teiste
kiilgede pikendusi.

Lause. Kolmnurga iihe sisenurga ja tema vastaskiilje
juures olevate viilis-
nurkade poolitajad
16ikuvad iihes punk-
tis, nimelt selle vas-
taskiilje kiilgejoo-
nestatud ringi kesk-
punktis.

Téendus: _y-rga
FBC ja =y -rga GCB
poolitajad I6ikuvad
punktis D, mis on vord-
kaugel BF-st, BC-st ja
CG-st: DF = DE = DG.
Sellega on D vordkaugel AF-st ja AG-st; jarj. liheb -ga A pooli-

taja D-st ldbi. (63, III.)

Kui D-st raadiusega DG = DE = DF tsmmata ring, siis riivab

see ring BF-i, BC-d ja CG-d. M. t. o. t. .

Analiiiis: Olgu AB korrap. 6-nurga
kiilg; siis on — AB 1/g-ndik tervest ringist ja
= AOB = 60°.

Et OA = OB, siis on

bh ¢ 4B=180 :60 — B0°.

Jarj. /\ AOB on vordnurkne, sellega

TYoon. 123.
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120. (132) Lause. Kui kolmnurga ABC [joon. 128] sisse on
joonestatud ring O ja tema kiilje BC kiilge on joonesta-
tud ring D, siis:

1) tipust A viiljaminev sissejoonestatud ringi riivaja
on kolmnurga poolperimeetrist vastaskiilje a vorra vi-
hem, ja '

2) kiilgejoonestatud ringi riivaja voérdub poolperi-
meetriga;

3) tipust B viiljaminev kiilgejoonestatud ringi riivaja
vordub tipust C villjamineva sissejoonestatud ringi riiva-
jaga;

4) riivaspunktide kaugus teineteisest selle kiilje
peal, mille kiilge ring D joonestatud ei ole, vordub kiil-
jega BC, mille kiilge ring D on joonestatud;

5) riivaspunktide kaugus teineteisest selle kiilje peal,
mille kiilge ring D on joonestatud, vdrdub kahe teise
kiilje vahega;

6) nurk ADC, mille all paistab kiilgejoonestatud ringi
keskpunktist kolmnurga kiilg AC, mille kiiige ring D joo-
nestatud ei ole, on pool nii suur, kui selle kiilje vas-
tasnurk B.

Tdendus: Tihistame ettetulevad sirgldigud jirgmiselt

BC=a AM=AP=x AG=AF=Xx’| y}z=a
AC=b BM—BN =y BE —BF=y’ | z+x=b
AB =0 CN =CP =z Oh — 06—y =20
a-b ¢ =2p. Siis on joon. niiha, et: 2x -2y + 2z = 2p;

‘ b 6l il hal

1) x++y+2=p x+y+tz=p x+ytz=p 2) BE{CE=y'{z’=a
y-+z=a x+z=>b X-+y==c AG—CG=x"—z'=b

AF—BF =x"—y’ =c.

X = p—=~a. y = p—Db. Z = Pp—¢C.
2x’=2p; X’=p.

8) X' —y'=c¢c[x'=p] x'—z’=Db 4) PG—AG—AP
p—y=c p—z’=b PG=Xx’—X
y' =p—¢ z'=p—>b PG =p — (p—a)
y’ = (x+y+z)—(xty) z’=x+yH)—(z+x) PG=a=BC=MF
y’ =2z BE=CN. z’=y CE=BN

BRE=CP CG=BM
5) NE=BC — (BN + CE) 6) JADC= 3 DCG— = DAG
NE— BC —2BN[CE—BN] AT e ; i s :2A
NE= a—2(p—b)=a—2p+2b 4}ADC:‘42B :

NE— a—(a+b+ec)+2b =b—ec.

Ulesanne 320). Kolmnurga kiiljed on 5 cm., 6 cm., 7 ecm. pikad. Selle
/\-rga sisse ja kiilge on joonestatud ringid. Leida
riivaspunktide kohad kiilgede ja nende pikenduste peal.
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