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Sissejuhatus

Kéesoleva bakalaureusetoo iildiseks valdkonnaks on algebra ja tipsemalt vaadeldakse
maatriksalgebrat iile tdisarvude ringi. T60 peamiseks eesméirgiks on anda tdisarvuliste
maatriksite iihe kanoonilise kuju, niinimetatud Smithi normaalkuju, olemasolu iiksik-
asjalik toestus ning illustreerida seda niidete ja rakendustega.

Uks maatriksalgebra tiiiipiline lihenemisviis on viia maatriks endaga “ekvivalentse-
le”, kuid lihtsamale kujule, sdilitades seejuures algse maatriksi olulised omadused. Esi-
mesena kasutas niiiid tema nime kandvat normaalkuju H.J.S. Smith oma 1861. aasta
artiklis [6], kus ta uuris diofantiliste vorrandite lahenduvust. Smithi normaalkuju on tea-
tud diagonaalmaatriks, mis saadakse esialgset maatriksit vasakult ja paremalt sobivate
maatriksitega korrutades. TOsiasi, et mistahes tdisarvulisel maatriksil on olemas iiheselt
midratud Smithi normaalkuju on iiks maatriksalgebra olulisemaid pShitulemusi. Maat-
riksalgebra rakendusvaldkonnad on viga laialdased ja ka Smithi normaalkuju ei ole
erand. Seda kasutatakse niiteks diofantiliste vOrrandisiisteemide lahendamisel, diofan-
tilises analiilisis, tidisarvulises programmeerimises, lineaarses siisteemiteoorias ja moo-
duliteoorias iile nulliteguriteta peaideaaliringide.

Antud bakalaureuset6o on referatiivne ning selles on kasutatud peamiselt kahte al-
likat, milleks on Morris Newmani monograafia “Integral Matrices” [S] ja W. Holtzman-
ni loengumirkmed “Classification of finetely generated Abelian groups” [1] . Lisaks
oli materjali ldbitootamisel abiks M. Kilbi opik “Algebra I’ [3]. Peale eeltoodud alg-
allikates esitatud tulemuste detailsemale lahtikirjutamisele on kédesoleva td6 autor neile
lisanud tiksikasjalikud arvulised néited.

Bakalaureuset6o koosneb kolmest peatiikist. Esimeses neist on dra toodud maatriksal-
gebra pohidefinitsioonid ja tulemused. Teises peatiikis vaadeldakse tdisarvuliste maat-
riksite ekvivalentsust ja toestatakse bakalaureuset6d pohitulemus Smithi normaalkuju
olemasolust. Lisaks seotakse selle normaalkujuga moned maatriksite ekvivalentsuse in-
variandid ja ndidatakse nende abil, et Smithi normaalkuju on iiheselt médédratud. Kolman-
das peatiikis kirjaldatakse kolme Smithi normaalkuju rakendust: diofantilise vorrandi-
sisteemi lahendamine, teatud liiki kombinatoorikaiilesannete uurimine ja 16plikult moo-
dustatud Abeli rithmade ehituse kirjeldamine. Esimene neist on samuti illustreeritud
arvulise nditega.



1 Pohimoisted

Kdigepealt toome idra t60s kasutatavad maatriksalgebra ja arvuteooria pohimdisted ning
lihtsamad tulemused. Need vdi nende prototiiiibid voib leida allikatest [2]-[4].

Definitsioon 1.1. Lopliku mittetiihja hulga A elementide jarjendit, mis sisaldab iga
elementi tdpselt iiks kord, nimetatakse permutatsiooniks hulga A elementidest. Koi-
gi n-elemendilise hulga permutatsioonide hulka tihistatakse siimboliga S,,.

Bakalaureusetoo pohiliseks uurimisobjektiks on maatriksid iile tdisarvude ringi. Seetot-
tu meenutame, et tdisarvude hulk, mis tdhistatakse siimboliga Z, on kommutatiivne taan-
damisega nulliteguriteta ring. Tdpsemalt deldes, hulgal Z on defineeritud liitmistehe

+: Z X Z — Z ja korrutamistehe - : Z x Z — Z nii, et kehtivad jargmised seosed:

e (a+b)+c=a+(b+c) Va,bcelZ (liitmise assotsiatiivsus);
e 0:a+0=a=0+a VacZ (nullelemendi olemasolu);
e d(—a)€eZ:a+(—a)=0=(—a)+a VaeZ (vastandelemendi olemasolu);
e a+b=b+a Va,beZ (liitmise kommutatiivsus);
o (ab)c =a(bc) Va,b,ceZ (korrutamise assotsiatiivsus);
e dl€Z:al=a=1la Va€Z (tihikelemendi olemasolu);
e ab=ba Va,beZ (korrutamise kommutatiivsus);
e alb+c)=ab+ac Va,b,ceZ (liitmise distributiivsus
korrutamise suhtes);
e ac=bcNc#0=a=0b Va,bceZ (taandamine);
e ab=0<(a=0Vvb=0) Va,beZ (nullitegurite puudumine);
e ab=1<(a=b=1Va=b=-1) VYa,beZ (ainsad pooratavad
elemendid on 1 ja -1).
Mirkus 1.2. Kuna ringi Z pooratavad elemendid on 1 ja —1, siis tdisarvude a4, ..., a,
suurim iihistegur, mida me tihistame siimboliga SUT (ay, . . . , a,,), on mératud mirgi
tdpsusega.

Edaspidi tihistame siimboliga Mat,,(Z) kdigi n x n maatriksite ringi iile ringi Z.

Definitsioon 1.3. Maatrikseid hulgast Mat,,(Z), mille determinant on kas 1 voi —1,
nimetatakse unimodulaarseteks maatriksiteks.

Definitsioon 1.4. Maatriksit A € Mat, (Z) nimetatakse pooratavaks, kui tal leidub
podrdmaatriks A~ € Mat,,(Z).

Lause 1.5. Maatriks A € Mat,(Z) on pdératav parajasti siis, kui tema determinant
|A| € {1, —1}.



TOESTUS. Tarvilikkus. Olgu maatriks A € Mat,,(Z) pooratav. Siis A - A~' = E, kus
E on n x n ithikmaatriks. Seega

Al [AT = A- AT = |E] =L

Kuna |A|,|A7Y| € Z, siis kas |A| = 1 vdi |A] = —1, sest 1 ja —1 on ringi Z ainsad
pooratavad elemendid.

Piisavus. Olgu |A| = +1. Algebra kursusest (6piku [3] teoreem 4.7.10) teame, et maat-
riksil A eksisteerib reaalarvuline podrdmaatriks A=, kusjuures

Ay A o A
1 Ay Ay -+ Aoy
A_l == T A . . . )
| Al : : :
Anl An2 e Ann

kus A;; on elemendi a;; algebraline tdiend, st A;; = (—1)7+d M;;, kus M;; on elemen-

di a;; tdiendusmiinor. Kuna tdiendusmiinor )/;; on tdisarvulise (n—1) x (n—1) maatriksi

determinant, siis M;; € Z ning seega ka A;; € Z,igai,j € {1,...,n} korral. Eelduse
1

kohaselt |A| € {1, —1}, seega A € {1, —1} ja podrdmaatriks A~! peab samuti olema

tdisarvuline. [

Jareldus 1.6. Unimodulaarsed tdisarvulised maatriksid on parajasti pooratavad tdiis-
arvulised maatriksid.

Definitsioon 1.7. Maatriksi A € Mat,(Z) k. jairku miinoriks nimetatakse sellise .
jarku ruutmaatriksi determinanti, mis saadakse maatriksist A k rea ja k veeru vilja-
valimisel (ilma elementide vastastikust asendit muutmata).

Definitsioon 1.8. Maatriksi astakuks nimetatatakse selle maatriksi nullist erinevate
miinorite kdrgeimat jirku. Maatriksi A astakut tdhistatakse siimboliga rank(A).

Definitsioon 1.9. Olgu k € Z \ {0} jai,j € {1,...,n}, ¢ # j. Vaatleme n x n
maatrikseid

1 0 ... 0 ... 0
1 ... 0 ... 0
Ek)=l0 0 ... k ... 0]i-srida
0 0 0 1



ja

J-s veerg
1 0 ... 0 ... 0 .. 0
1 ... 0 ... 0 .. 0
o 0 ... 1 ... k ... 0] i-srida.
Eij(k) = :
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

Elementaarmaatriksiteks nimetatakse jirgmiseid maatrikseid

* I tiiiipi elementaarmaatriksid on maatriksid F;(k);

* II tiiiipi elementaarmaatriksid on maatriksid, mis on saadud maatriksitest F;(k) kahe
rea dravahetamisel;

« III tiiiipi elementaarmaatriksid on maatriksid E;;(k).

Definitsioon 1.10. Tédisarvulise maatriksi elementaarteisendusteks nimetatakse jargmisi
teisendusi:

* [ tiiiipi elementaarteisendus on maatriksi mingi rea voi veeru korrutamine nullist eri-
neva tiisarvuga;

« II tiiiipi elementaarteisendus on maatriksi kahe rea voi veeru omavaheline vahetamine;

* III tiiiipi elementaarteisendus on maatriksi iihele reale voi veerule mingi nullist eri-
neva tidisarvuga korrutatud teise rea voi veeru liitmine.

Lause 1.11. Elementaarmaatriksite ja elementaarteisenduste vahel kehtivad jdrgmised
seosed:

1) 1 tiiiipi elementaarteisenduse tegemine maatriksiga A on sama, mis maatriksi A
vasakult (reateisendus) voi paremalt (veeruteisendus) korrutamine 1 tiiiipi elemen-
taarmaatriksiga;

2) 1l tiiiipi elementaarteisenduse tegemine maatriksiga A on sama, mis maatriksi A
vasakult (ridade vahetamine) voi paremalt (veergude vahetamine) korrutamine I1
tiiiipi elementaarmaatriksiga, mis on saadud elementaarmaatriksist kujul F;(1);



3) I tiiiipi elementaarteisenduse tegemine maatriksiga A on sama, mis maatriksi A
vasakult (rea liitmine) voi paremalt (veeru liitmine) korrutamine 111 tiiiipi elemen-
taarmaatriksiga.

Mirkus 1.12. Paneme tihele, et II ja III tiilipi elementaarteisenduste korral korrutatakse
maatriksit A unimodulaarse maatriksiga.

Lemma 1.13. Olgu a;,b;,ay € Z,1,5,s = 1,...,n;t = 2,...,n. Siis kehtib vordus

a+by app - A1n ay Qg1 -+ Qip by ax - A1n

ap +by ane o apg Qp Qop Gy by aon -0 Qg
Jargeneva teoreemi saab tdestada analoogiliselt loengukonspekti [4] teoreemiga 1.7.
Teoreem 1.14. Olgu aq, ..., a, € Z. Siis diofantilisel vorrandil
a121 + sy + -+ + G Ty = C
tundmatute x4, . . . , x,, suhtes leidub tdisarvuline lahend parajasti siis, kui

SUT(ay, as, ..., a,) | c.

Lemma 1.15. Olgu a4, . . ., a, € Z, kusjuures vihemalt iiks neist arvudest ei ole 0. Siis
leiduvad tiisarvud k-, . . ., k,, nii, et
alk‘1+a2k2+---+ank‘n :SﬂT(al,az,...,an) (1)

ja SUT(ky, ... ky) = 1.

TOESTUS. Tingimust (1) rahuldavate tdisarvude kq,...,k, olemasolu on tdestatud
opiku [3] teoreemis 6.3.5.

Oletame vastuviiteliselt, et e := SUT(le, ko,..., k) > 1.Kunazy = ay, ..., , = a,

on diofantilise vorrandi

kixq + koxo + -+ + kpx, = SUT(al,ag, ceey )

lahend, siis teoreemi 1.14 kohaselte | SUT(ay, . . . , a,). Paneme tihele, et z; = %, e
T, = % € Z on diofantilise vorrandi
G g, — SUT(ay, ..., ay)
e
lahend. Jillegi teoreemi 1.14 kohaselt SUT (a1, a9, ..., a,) | SUT (a1, ZZ’ — ’a”), mis
on vastuolus sellega, et SUT(ay, as, . . ., ay) > SUT(a1, a2, -, an) (viimane vorratus

.. £
kehtib seetottu, et SUT (aq, as, . .., a,) # 0). Jarelikult SUT(ky, ..., k,) =e=1. O



2 Smithi normaalkuju

Alljargnevas peatiikis on meie eesmirgiks toestada kédesoleva t60 pohiteoreem Smithi
normaalkuju olemasolust ja tihesusest. Lisaks vaatleme selle normaalkujuga seotud in-
variante ja leiame iihe konkreetse maatriksi Smithi normaalkuju.

2.1 Taisarvuliste maatriksite ekvivalentsus

Kodigepealt toome sisse tdisarvuliste maatriksite ekvivalentsuse mdiste ja tdestame moned
selle omadused.

Definitsioon 2.1. Olgu A, B maatriksid ringist Mat,,(Z). Oeldakse, et maatriks B on
maatriksiga A vasakult (paremalt) ekvivalentne, kui leidub unimodulaarne maatriks
U € Mat,,(Z) nii, et

B=UA (B=AU).

Oeldakse, et maatriks B on ekvivalentne maatriksiga A, kui leiduvad unimodulaarsed
maatriksid U, V' € Mat,,(Z) nii, et

B =UAV.

Definitsioon 2.2. Olgu A, B maatriksid ringist Mat,,(Z). Oeldakse, et maatriks B on
maatriksi A kordne, kui leiduvad sellised maatriksid P, ) € Mat,,(Z) nii, et

B = PAQ.
Miirkus 2.3. Maatriksite (iihepoolne) ekvivalentsus ja kordsus on ekvivalentsusseosed.
Mirkus 2.4. Ekvivalentsed maatriksid on alati teineteise kordsed.

Lemma 2.5. Maatriks, mis saadakse maatriksist A € Mat,,(Z) kas Il véi 111 tiiiipi
elementaarteisenduste abil, on ekvivalentne maatriksiga A.

TOESTUS. Mirkuse 1.12 kohaselt on II ja III tiiiipi elementaarteisendustes kasutatavad
maatriksid unimodulaarsed. Paneme téhele, et tehes maatriksiga A kas I voi 111 tiiiipi
elementaarteisenduse, saame tulemuseks maatriksi AU = FAU voi UA = UAE,
kusjuures maatriks U ja iihikmaatriks £ on mdlemad unimodulaarsed. [

Téahistame stimboliga )y, ,, koigi selliste jarjendite (i1, 2, . . . , i) hulka, kus i1, ig, . . ., i
on niisugused tdisarvud, et 1 < iy <19 < --- <1 < 1.

Definitsioon 2.6. Olgu A = (a;;) € Mat,(Z). Kuiw = (I1,...,lx), 7 = (p1,...,pr) On
hulga {1, ..., n}* elemendid, siis siimboliga A(w, 7) tihistame sellise . jirku maatriksi
determinanti, mille ¢. rea ja j. veeru element on ay, ;.
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Teoreem 2.7. (Cauchy-Binet) Olgu A, B € Mat,,(Z) ja k selline téiisarv, et 1 < k < n.

Clw,7) = Z A(w,a)B(a, T)

aer,n

Kui C=AB, siis

mistahes w, T € Qy,, korral.

TOESTUS. Olgu w = (my, ...

,mk) € Qk,n,T = (ll,...,lk) S ka. Kui C = AB,

siis korrutise definitsiooni ja lemma 1.13 abil saame, et

C(w, 1)

n
Z Amy g bil,ll

i1=1

n
Z ammilbil,ll

i1=1 tp=1
n n
amhlbl,ll + Z amlyilbihh Z aTm,ikbik,lk
i1=2 in=1
n n
amk,lbl,ll + Z amk,ilbihll Z amk,ikbikalk
i1=2 ip=1

am1,1b1,zl

amk,lbl,ll

n
Z a’mlyilbihh

11=2

n
Z Ay, in bi1,l1

11=2

n
Z Amy,ig, bik:lk

=1

n
Z Ay iy bimlk

ix=1

n
Z Amy iy, bik,lk

ip=1

n
Z Amy iy, bik:lk

n
z Amy iy, bikulk

ip=1

n
Z Amy iy, bilmlk

ir=1




n
am17i1bi17l1 Z amhikbik’lk
" ip=1
i1=1 L
Amy, i bil,ll E amk’ikbik’lk
ip=1
n Ay ig bi1,l1 amlvikbik’lk
11500 =1 Ay i bi1,l1 Ay iy, bik»lk
n Ay iy Amy i,
— 5 : bi1,l1 ’ bi2,l2 ' ’ bikvlk'
150 =1 s —— Ay, iy,

Paneme tihele, et kui i5 = i; mingite s,¢ € {1,...,n}, s # t korral, siis

aml 11 aml is aml it aml 7
) ) ) ke

Amy, iy Amy, is Ay, ie Ay iy,
b b

sest selle determinandi kaks veergu on vordsed. Seega

Clw,m) = Y Aw (i1 ir) bty bigty - biyty-

01 yeeeyip=1
1571, kui st

Kuna niitid 7, # 7;, kui s # ¢, siis me voime arvud i1, . . . , i, imber jérjestada ning saada

arvud ji,...,jrnil, et 1 < j; < jo < -+ < jp < mjafiy,....in} = {J1,-- -, Jn}-
Olgu vastav substitutsioon
o= ().
17 ...
Siis igale jarjendile (ji, ..., jr), 1 < j1 < ... < jr < n,vastab | S| jarjendit (i1, . .., i),

1<ig<n,s=1,... ki, # i, kui s # t.
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Kuna A(w, (i1, ...,i)) = Aw, (6(j1),---,0(Jk))) = sgnd-A(w, (j1, - - -, jr)) ja poord-
elemendi leidmine on rithma S, tiksiihene pealekujutus, siis saame, et
Clw,7)
= Z Z A(w, (]17;]1@*)) -sgn5-b5 1(]1 b(; 'b5*1(jk)7lk

0ESE 1<j1<...<jr<n

- Z A( jl) A 7jk Z Sgn(s b(s_l(]j),ll Tt b(;_l(jk),lk

1<j1<...<j<n 0ESk

= > AW (G de) Y send T bsmagy - Dem G
1<j1<...<j<n 5—1eSy

= > AW, k) D> s8nE  bagon - baG
1<j1<..<jp<n seS),

Determinandi definitsiooni kohaselt
Z sgn5 . bé(j1),l1 L b5(jk)7lk = B(Oé, (ll, ey lk)) = B(a, T),
6€Sk

seega

Z Alw,a) - B(a, T).

Lause 2.8. Ekvivalentsetel tiisarvulistel maatriksitel on vordsed astakud.

TOESTUS. Olgu maatriksid A, B € Mat,,(Z) ekvivalentsed. Siis A = UBV,, kus U ja
V' on unimodulaarsed maatriksid. Jérelikult B = V-'AU~!. Seetdttuiga 0 < r < n
korral kehtib jirgmine implikatsioon:

rank(A) <r = rank(B) <r.

Toepoolest, kui = n, siis on viide ilmne. Kui r < n,siisigar < k <njaw,7 € Qi
korral avalduvad maatriksi B kdik k. jirku miinorid Cauchy-Binet’ teoreemi pdhjal
jargmiselt:

Bw,7)= Y U Yw,a)A(a,) VLB, 7) =0,

aer‘,n

sest A( , B) on maatriksi A k. jarku miinor ja k > r > rank(A). Jarelikult
< r. Analoogiliselt saab ndidata, et iga 0 < s < n korral kehtib implikatsioon
< s = rank(A) < s. Vottes vastavalt r = rank(A) ja s = rank(B) saamegi,
et ran (B) < rank(A) < rank(B). O
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2.2 Smithi normaalkuju olemasolu

Kéesolevas alapeatiikis tdestame bakalaureusetdo pohiteoreemi tdisarvuliste maatriksite
Smithi normaalkuju olemasolust. Esmalt tGestame jargmise olulise vahetulemuse.

Teoreem 2.9. Olgu a; = as ... = a, tdisarvud. Tdhistame
0, kui ay,...,a,=0;
hi= { SUT(ay, ..., ay), vastasel juhul @)
Siis leidub maatriks D € Mat,,(Z), mille esimene rida on (ay, as, . .., ay,) ja mille de-

terminant on h.

TOESTUS. Tdestame teoreemi viite matemaatilise induktsiooniga n suhtes. Kui

a, = ...=a, = 0, siis voime maatriksiks votta nullmaatriksi. Vastasel korral toimime
alljargnevalt: kui n = 1, siis votame D = (a;). Kui n = 2, siis lemma 1.15 kohaselt
leiduvad arvud b, ¢ € Z nii, et ba; —cay = hs. Seega determinandi arvutusvotte kohaselt

vOime votta
a; Qg
D = .

Oletame niiiid, et n > 3 ja teoreemi viide kehtib iga 1 < k < n korral. Tdhistame

L 0, kut ag=...=a,1=0; 3)
"1 SUT(aq, .. ., an_1), vastasel juhul
Olgu D, = (dij) selline maatriks, mille esimene rida on (ay, as, . . ., a,_1) ja mille de-
terminanton h,,_;. Kuia; = 0igai =1,...,n — 1 korral, siis h,_; = 0 ja kuna suurim
0 0 - a,
tihistegur on méératud mérgi tdpsusega, siis voime votta D = . 0 ' 1 ' O ,
1 0O --- 0

sest |D| € {an, —a,} ja SUT(0,0,--- ,a,) = a,. Vastasel juhul h,_; # 0. Kuna
h=SUT(ay,as,...,a,) = SUT((a1,as, ..., an_1),an) = SUT(hn_1, ay),

siis leiduvad jélle tdisarvud b, ¢ € Z nii, et bh,,_y — ca,, = h,,. VOotame

an
D, 0
D, = :
aic QaoC Ap—1C
hnfl hnfl hn,1



On selge, et D,, € Mat,(Z) ja tema esimene rida on (ay, as,...,a,). Kui arendada
maatriksit D,, vilmase veeru jérgi, siis saame, et

‘Dn‘ = ‘En—l} Q- (_1>n+1 +b- (_1)2n . |Dn—1

; 4)

kus E,,_; on maatriks, mis on saadud maatriksist [,, esimese rea ja viimase veeru dra-
n n
jatmisel. Seega

d21 cee d27n—1
fny - By = hny - dp—1q oo dp—ip—1
aq ’ an—l,
hn—l ¢ hn—l ¢
hnfl : d21 hnfl ' d22 R hnfl : d2,n71
hn—l . d31 hn—l : d32 cee hn—l : d3,n—1
h'n—l : dn—l,l hn—l : dn—l,? s h'n—l : dn—l,n—l
C- d11 C- d12 e C- dl,nfl
0 hn,1 0 ce 0 d11 d12 e dl,nfl
0 0 hn—l R 0 dgl dgg Ce. dg,n_l
= . d31 d32 d3 n—1
0 0 - :
c 0 0 0 dp—1,1 dn—12 dyp—1m—1
0 hpr O 0
0 0 D~y 0
= : ' Dn—l
0 hn—l
c 0 0
Jarelikult
0 h,-1 O 0
0 0  hya 0
- Ena| =110 st | Dan| = ()" ()" e b
0 O 0 Rp—1
c 0 0 0

Kuna |hn,1 . En,l} = (hyp_1)"t- ’En,l‘ ja hn,_1 #0, siis |En,1’ =(=1)"-c

13



Asendades saadud seose vordusesse (4) saame, et
|Da| = [Euca] - @ - (1) 4+ (1) - | Dy
=(-1D"c-an,-(=1)""+b- (1) h,_,
=—Cc-a,+b-h,1=0b-hy_1—c-a,=h,.
O

Teoreem 2.10. (Smithi normaalkuju olemasolu) Iga maatriksi A € Mat,,(Z) korral
leidub maatriksiga A ekvivalentne diagonaalmaatriks

S = S(A) = diag(sy, $2,.-.,50,0,...,0),

kus r on maatriksi A astak ning s1, sa, . . . , S, on positiivsed tiisarvud omadusega s;|s; 1,
kuil <i:<r—1.

TOESTUS. Kui maatriks A on nullmaatriks, siis ta on juba soovitud kujul ja viide
kehtib. Kui maatriks A ei ole nullmaatriks, siis leiduvad ¢, j nii, et a = a;; # 0. Ol-
gu a = a;;. Siis me saame vahetada maatrika A esimese ja . rea ja seejdrel vahetada
esimese ja j. veeru. Lemma 2.5 tottu oleme saanud maatriksiga A ekvivalentse maatriksi

a ... aj,
A =
/ /
a, ... a,,
Olgu (a, asq, ..., a,;)" maatriksi A’ esimene veerg ja d := SUT(a,d);,...,d 0.
) ) y Un ) 21 » “'nl

Lemma 1.15 tottu leiduvad tdisarvud ky, ko, . . ., ky, nii, et kya+ keay, +. ..+ kyal,, = d
ja SI"JT( ki, ks, ..., k,) = 1. Teoreemi 2.9 tottu leidub unimodulaarne maatriks K, mille
esimene rida on (kq, ks, ..., k). Korrutame maatriksi A’ vasakult maatriksiga K ja
saame maatriksiga A’ ekvivalentse maatriksi:

!/
kv ...k, a ... ay, b x ... x
/ !/
k’gl c. k?gn Aoy ... Qg bQ * .
. . pu— :. B’
/ !/
kn1 Knn ayy .. Q. b, * *

kus
b2 = k’gla -+ kzgalzl + ..+ kgn&/nl

by, = kn1a + kpaaly, + ...+ knypal;.

Kuna b = SUT(a,dl,,...,d.,), siis bla,bldy,, ..., bla’,. Seega blb; igai = 2,....n
korral. Lemma 2.5 abil saame maatriksi B viia ekvivalentsele kujule B’, kus esimese
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veeru elemendid peale kdige esimese on nullid. Analoogiliselt saab sobiva unimodu-
laarse maatriksiga paremalt korrutades muuta nullideks maatriksi B’ esimese rea ele-
mendid peale kdige esimese.

Eelneva protsessi tulemusena oleme saanud maatriksiga A ekvivalentse maatriksi

C11 0 e 0

0 co Con
C= .

0 Cn2 Cnn

Seda protseduuri korduvalt rakendades on vdimalik maatriks C' viia kujule, kus esime-
ses reas ja esimeses veerus olev element jagab koiki elemente alates teisest reast ja
teisest veerust, mistottu ta jagab koiki selle maatriksi elemente. Nimelt oletame, et lei-
dub element ¢;;,4,j > 2, mille korral ¢ { ¢;;. Liidame maatriksi C' esimesele veerule
j-da veeru. Viime saadud ekvivalentse maatriksiga ldbi eelpool kirjeldatud protsessi.
Tulemuseks saame maatriksiga C' ekvivalentsed maatriksid

c 0 0
o e . d 0 0

2j €22 2

’ . 0 ch Con
C3; C32 Can | — . . ,

0 c
Cnj Cpn2 *** Cpp n2 e
kus d = SUT(c11, caj, - - -, Cnj). Paneme tihele, et niiiid d|c ja d|cj; igai = 2,...,n

korral.

Sama mottekdiku korrates saavutame olukorra, kus esimeses reas ja esimeses veerus
olev element jagab maatriksi mistahes teist elementi ja koik teised elemendid esimeses
reas ja samuti esimeses veerus on vordsed nulliga. Teisiti 6eldes, maatriks A on ekvi-
valentne maatriksiga D = (d,;), kus dy1|d;; iga 4, j korral ja d;; = 0 = d;; mistahes
2 <4,5 < n puhul.
dog -+ dap
Niiiid viime sama protseduuri ldbi alammaatriksiga D,,_; = .. i |.Paneme
dpy - dp
tdahele, et siis selle alammaatriksiga tehtavatele teisendustele vastavad terve maatriksi
korrutamised unimodulaarsete maatriksitega kujul

b i)

kus L on alammaatriksiga tehtavale teisendusele vastav unimodulaarne maatriks. Muu-
seas jagab element d;; 16pptulemuseks oleva maatriksi kdiki elemente, sest kui d;1 |k,
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.. l
Siis dn’ SUT(/@) ja dn’ Z 'Lblkz,Z = 1, Cee l, 1<l n,u; € Z.
j=1
Analoogiliselt saab kogu protsessi korrata rangelt kahanevat jarku alammaatriksitega,

millega tehtavatele teisendustele vastavad korrutamised unimodulaarsete maatriksitega
E 9)
0 L)’
teisendusele vastav unimodulaarne maatriks. See protsess 10peb, kui me mingis etapis
jouame kas nullmaatriksini voi 1 X 1 maatriksini. Téhistame niiviisi leitud maatriksiga

A ekvivalentset diagonaalmaatriksit 5" = diag(s},...,s.,0,...,0). Kui leidub element

) Ery

i nii, et s; < 0, siis korrutame maatriksit S’ unimodulaarse maatriksiga F;(—1). Koigi
negatiivsete elementidega sedaviisi toimides saame ndutud omadustega maatriksi

kus E on iihikmaatriks, 6 nullmaatriks ja L. on alammaatriksiga tehtavale

S = diag(sy, ..., 8,0,...,0), mis on ekvivalentne maatriksiga A. Jdib iile veel kon-
trollida, kas » = rank(A). Kuna maatriksid A ja S on ekvivalentsed ja rank(S) = r,
siis lause 2.8 pohjal r = rank(.S) = rank(A). O

Mirkus 2.11. Mdnikord defineeritakse maatriksi A Smithi normaalkuju selliselt, et ei
nduta elementide s;,1 < ¢ < r positiivsust. Sellisel juhul madistetakse ja uuritakse
analoogiliselt suurima iihisteguri iithesusega.

Definitsioon 2.12. Teoreemis 2.10 konstrueeritud diagonaalmaatriksit S(A) nimetatakse
maatriksi A Smithi normaalkujuks.

2.3 Taisarvuliste maatriksite ekvivalentsuse invariandid

Selles alapeatiikis vaatleme moOningaid tdisarvuliste maatriksite invariante ja nditame
nende abil, et Smithi normaalkuju on iiheselt méératud.

Definitsioon 2.13. Olgu A € Mat,,(Z). Siis maatriksi A k. jirku determinandijagaja
dr(A) on defineeritud jargnevalt:

d (A) . 0, kui A(“ﬂ') =0igaw,T € ka korral;
T SUT(A(w, 7) | w, T € Qpn), vastasel juhul.

Lemma 2.14. Olgu A, B € Mat,(Z) ja olgu maatriks B maatriksi A kordne. Siis iga
1 < k < n korral kehtivad jargmised vdiited:

1) kui di(A) =0, siis di(B) = 0;

TOESTUS. Definitsiooni kohaselt leiduvad sellised P, € Mat,(Z), et B = PAQ.
Cauchy-Binet’ teoreemist saame, et

B(w,7) = Z P(w, ) A(a, B)Q(B, 7).

a:ﬁer,n
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Kui dj(A) = 0, siis A(«, 5) = 0 kdikide «, 8 € Qi ,, korral. Seega sel juhul
P(w,a)A(a, B)Q(B,7) = 0 ja seetdttu B(w,7) = 0 mistahes w,7 € @y, korral.
Jarelikult ka dy,(B) = 0.

Kui di,(A) # 0, siis d(A) | A, 5) mistahes «, € @y, korral. Seega

de(A)| Y Pw,a)A(a, f)Q(B,7) ehk dy(A)|B(w, ) Vw,T € Qpn.
a,BE€EQkn

Suurima iihisteguri definitsiooni pdhjal dy(A)|dy(B), millega lemma ongi tdestatud.
[

Lause 2.15. Olgu A, B € Mat,(Z) ekvivalentsed maatriksid. Siis d(A) = di(B)
mistahes 1 < k < n korral.

TOESTUS. Kuna maatriksid A ja B on ekvivalentsed, siis leiduvad unimodulaarsed
maatriksid U, V' € Mat,(Z) nii, et A = UBV ja B = U ' AV~ Jirelikult on maat-
riks A maatriksi B kordne ja maatriks B on maatriksi A kordne. Seega dj(A)|dk(B)
ja di(B)|di(A), kust dp(A) = +di(B). Kuna suurim iihistegur on méadratud mérgi
tdpsusega, siis d(A) = di(B). O

Teoreem 2.16. Maatriksid A, B € Mat,,(Z) on ekvivalentsed siis ja ainult siis, kui neil
on mdrgi tdpsusega samad determinandijagajad.

TOESTUS. Tarvilikkus on tdestatud lauses 2.15. Piisavuse jaoks leiame maatriksi A
Smithi normaalkuju S = S(A) = diag(s1,...,8,,0,...,0),kuss; >0igai =1,...,r
korral ja r = rank(A). Paneme tihele, et maatriksi S nullist erinevad k. jarku miinorid
on kujul

si;y 0 0 0

0 s, 0 0

0 0 0 =S4 e S

0 0 0 s
kus 1 < 43 < 19 < -+ < 1 < r. Toepoolest, need on miinorid, mis saadakse
maatriksist S ridade iy, ...,4, ja veergude 74, ...,1, fikseerimisel. Mistahes neist er-
ineva k. jarku miinori korral, mis on saadud maatriksist S ridade wuq, ..., u; ja veer-
gude vy, ..., v fikseerimisel, leidub indeks 7o nii, et u;, ¢ {vi,...,vx}. Seega selle

miinori u;,-s rida koosneb nullidest ja terve miinor on vordne nulliga. Eelneva pdhjal
dp(S) =SUT{s;,...,8,| 1 <iy <ig <...<ip <r}. Kunasg|s,kuil >k, siis

81|Si1, kui ’il Z 1
82|8i2, kui ig Z 2

Sk|Si,, kuiig > k.
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Jarelikult s159 - - - Sk | 8iySiy - -+ Sipy 1 <y <y < ... < i < rkorral. Seega
$1S2 ... SK|di(S). Veelgi enam, s153...55 € {885,851 <1 < iy < ... <1 <r},
mistottu di (S) | s1 ... sg jajarelikult |dg(S)| = s152. .. sx ehk

s1.= [di(S)], 8182 = [da(S)], -, 8 = [dr(S)], -, 0 = [drsr (S)] = ... = [du(5)],
sest 7 = rank(A). Kuna maatriksid S ja A on ekvivalentsed, siis lause 2.15 tottu
|d;(S)| = |d;(A)] iga 1l < i < n korral, kust
s1= |di(5)] = |di(A)],
s152 = |dy(5)] = [d2(A)],

s182- - sy = |d(S)] = [d.(A)].
Jarelikult maatriks A on ekvivalentne diagonaalmaatriksiga
dy(A)| |ds(A) dr(A)
LA | L@ 4@
Analoogiliselt, maatriks B on ekvivivalentne diagonaalmaatriksiga
dy(B ds(B d.(B
Tl T [ | e (B (B,

sest lause 2.8 pohjal rank(A) = rank(B). Kuna lause 2.15 tottu |d;(A)| = |d;(B)| iga
1 < i < nkorral, siis S(A) = S(B) ja seega on maatriks A ekvivalentne maatriksiga
B. [l

Jareldus 2.17. Maatriksi A € Mat,,(Z) Smithi normaalkuju on tiheselt mdcdiratud.

m drfl (A)

S5(A) = diag(|di(A)], Ndri1 (Al [dn(A)])-

S(B) = diag(|d:(B)],

TOESTUS. Eelneva pohjal S(A) = diag(|d;(A)],
kus r = rank(A).

Definitsioon 2.18. Suuruseid

,0,...,0),

g e ey

dp(A)
dp—1(A)
nimetatakse maatriksi A invariantseteks teguriteks.
Mirkus 2.19. Maatriksi A Smithi normaalkuju S(A) on kujul
S(A) = diag(|s1(A)],-- ., s:(A)],0,...,0).

Jareldus 2.20. Maatriksid A, B € Mat,,(Z) on ekvivalentsed siis ja ainult siis, kui neil
on mdrgi tdpsusega samad invariantsustegurid.

Sk(A) =

Mirkus 2.21. Eelnevas vaatlesime ainult n X n maatrikseid. Smithi normaalkuju olemas-
olu, iihesus ja invariandid on defineeritavad ja toestatavad ka m X n ristkiilikmaatriksi
jaoks. Sel juhul A = UBV, kus A, B € Mat,,,,(Z), m,n € N, ning U € Mat,,(Z) ja
V € Mat,(Z) on m x m jan x n jirku unimodulaarsed maatriksid.
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2.4 Maatriksi Smithi normaalkuju leidmisest

Antud alapeatiikis illustreerime teoreeme 2.9 ja 2.10 iihe konkreetse tdisarvulise maat-
riksi Smithi normaalkuju leidmisega.

3 0 =2 1
) - -1 -5 4 =2 . )
Naide 2.22. Leiame maatriksi A = 1 5 -6 3 Smithi normaalkuju.
5 =5 0 0

Teoreemi 2.9 tottu leidub unimodulaarne maatriks, millega maatriksit A vasakult kor-
rutades saame esimese rea ja esimese veeru elemendiks SUT(B, 0,—2,1) = 1. Sellise
maatriksi konstrueerimiseks avaldame koigepealt maatriksi A esimese veeru elementide
suurima iihisteguri kujul hy = 1 = SUT(B, —1,—1,5) = 3a; — lag — las + 5ay. Me
voime valida kordajateks u, v, s,t arvud 0, 0, 4, 1, seega otsitava maatriksi esimene rida
on (0,0,4,1). Esimene nullist erinev arv selles reas on 4, seega voime ldhtuda 3 x 3

0 0 4
maatriksist | O 1 0], kus iiks korvaldiagonaali element on valitud negatiivne, et
-1 0 0
determinant hy = 4 = SUT(O, 0, 4) tuleks positiivne. Niiiid leiame arvud b, ¢ € Z nii, et
b-hs—c-1 = hy = 1. Nendeks sobivad b = 0 ja c = —1. Otsitava maatriksi viimase rea
elemendid on al}lL C, (11; C, Gl; C, b ja viimase veeru puuduvad elemendid on vordsed
3 3 3
0 0 4 1
. . 0 1 0 0
nulliga. Seega on see maatriks U; = 10 0 0
0 0 -1 0
Maatriksit A maatriksiga U; vasakult korrutades on tulemuseks:
0 0 4 1 3 0 -2 1 1 15 =24 12
o1 0 0 |-1 -5 4 =2 _ [-1 -5 4 =2
-10 0 O] (-1 5 -6 3] -3 0 2 -1
0 0 —1 0 5 =5 0 0 1 -5 6 -3

Paneme tihele, et kuna SUT(l, 21,—-24,12) = 1, siis ei ole vaja tulemust uuesti pare-
malt unimodulaarse maatriksiga korrutada. Muudame esimese rea ja esimese veeru iile-
jddnud elemendid nullideks III tiilipi elementaarteisenduste abil:

1 000 1 15 =24 12 1 =15 24 —-12 1 0 0 0

1 100 15 -4 2 0O 1 0 O |0 10 =20 10
3 010 30 -2 1110 o0 1 0 |0 45 =70 35
-1 0 0 1 1 -5 6 =3 0 0 0 1 0 =20 30 -—15



0 0 0

1
10 =20 10
Téhistame A’ = 010 =20 10 . Alammaatriksi | 45 =70 35 | sobi-
0 45 =70 35 _90 30 —15
0 —-20 30 -—15
vale kujule viimiseks vajaliku unimodulaarse maatriksi saame leida analoogiliselt eel-
0 1 2
nevaga ja selleks voib votta | —1 0 0 | maatriksi.
0 01
1 0 00
.1 e e o 0 0 1 2
Jarelikult peame maatriksi A’ 1ibi korrutama maatriksiga 0 -1 0 0l°
0 0 01
10 0 0 10 0 0 1 0 0 0
00 -1 2 0 —-10 20 =10} (O 5 =10 5
01 0 O 0 —45 70 =35 0 —-10 20 -10
00 0 1 0 —20 30 -—-15 0 -20 30 -—15

Jélle ridade ja veergudega elementaarteisendusi tehes saame, et

1000 1 0 0 0 1 00 O 10 0 O
0100 0 5 —-10 5 012 -1] 105 0 0
0210 0 —10 20 -10 001 o] (00 O O
0401 0 —20 30 -—15 000 1 0 0 —10 5
Lopuks teisendame tulemuse diagonaalmaatriksiks:
1 000 10 0 0 1 000 1000
0100 05 0 0 0100 0500
0001 00 0 O 0001 0050
0010 0 0 —10 5 001 2 0000

Korrutades kokku kdik vahesammudes paremalt ja vasakult korrutamiseks kasutatud
maatriksid, saame unimodulaarsed maatriksid

1000y /1000 /10 0 0 1 000
g_loroo] foroo] foo -12 1 100
0001 fo21o0f[ o1 0 0 3010
0010/ \o401/ \oo o 1/ \=1001
0 0 4 1 0 0 4 1
01 0 of [-1 0 21
10 0 0] |-4 0 33
0 0 —1 0 —2 —1 0 1
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ja jarelikult maatriksi A Smithi normaalkuju on

diag(1,5,5,0).
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S(A) = UAV
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3 Rakendused

Selles peatiikis tutvume monede Smithi normaalkuju rakendustega erinevatest matemaati-
ka valdkondadest.
3.1 Diofantiline analiiiis

Smith kasutas niiiid tema jdrgi nimetatud normaalkuju just diofantiliste vOrrandite uuri-
miseks. Niitame siinkohal, kuidas rakendada Smithi normaalkuju diofantiliste vorran-
dite siisteemi lahendamisel. Olgu meil antud jirgmine lineaarvorrandisiisteem:

a1r1 + aexs + ...+ a1, =1

(5)
11 + Q2Z2 + . .. + Ay = Cm,
kus m < n,a;5,¢; € Z,1 < 4,57 < mjaxy,..., o, on tundmatud. Vaatleme m x n
a;y ... Q1n C1
tdaisarvulist maatriksit A = . . | javotamec = | : |. Siis siisteemi (5)
AQm1 .- Qmp Cm
lahendamiseks tuleb lahendada maatriksvorrand
Axr =c (6)

Uldsust kitsendamata eeldame, et maatriksi A astak on m. Siis leiduvad tiisarvulised
unimodulaarsed maatriksid U, V' nii, et U on m X m maatriks, V' on n X n maatriks ja
U AV on maatriksi A Smithi normaalkuju

S = S(A) = diag(s1, S2,- -, Sm),

kus s;|s;41 iga 1 < i < m — 1 korral. Téhistame y := V 'z ja d := Uc. Sel juhul
vorrand (6) on samavéérne vorrandiga

Sy =d. (7)

Kuiy = (y1,v0,...,yn)’ jad = (di,ds, ..., dy)7T, siis muutujate y1, ya, . . . , Yy, VAAr-
tused peavad vorrandi (7) tottu rahuldama vorrandeid

siyi = d;;, 1 <i<m,. (8)
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Kuna maatriksi S viimases n — m veerus on nullid, siis maatriksvorrand Sy = d on

rahuldatud muutujate y,;1, Yrto, - .., Yy, mistahes tdisarvuliste vidrtuste korral. Jire-
likult vorrandi (7) mistahes lahend avaldub kujul y = (y1,...,Ym)?, Kus y1, ..., Ym
on vorrandite (8) lahendid ja ¥,,11, - - ., y, vdértused on vabalt valitud tdisarvud. Selle-

ga oleme dra lahendanud maatriksvorrandi (7), kust maatriksvorrandi (6) ja jdrelikult
vorrandisiisteemi (5) lahendid saame seose z = V'y abil.

Niide 3.1. Lahendame diofantilise lineaarvorrandisiisteemi

201 — 2x90 — 43+ 4y =4
—8x1 + 2w — 143 + 224 = 8 9
101‘1 — 4I2 + 101‘3 + 31‘4 =—4

Olgu
2 =2 —4 4 4
A=1-8 2 —14 2 ja c=1[ 8
10 —4 10 2 —4

Ténu mirkusele 2.21 leiduvad sellised unimodulaarsed maatriksid U € Mat3(Z) ja
V' € Mat,(Z), et maatriksi A Smithi normaalkuju on S(A) = UAV/, st

131 25 =38 27

-1 2 2 2 -2 —4 4
S(A)=[-4 9 8] [-8 2 —14 2 34 -7 10 -7
o1 1) Vo S 3 e 231 22
188 —37 55 -39
2000
=10 6 0 0
00 0O
4
Siisd = Uc = | 24 |. Vorrandi (8) tdttu peavad kehtima vordused
0
2-y1:47 6y2:247
seega
y1:27 y2:4
Jarelikult
2 363 — 38ys + 27y,
— V= 41 | —96+10ys — Tys
FEVEV g | 7| 206 + 31y — 220,
Ya —524 + 55y3 — 39y,
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Kokkuvottes avalduvad vorrandisiisteemi (9) koik lahendid kujul

x1 = 363 — 38ys + 27y4,
To = —96 4+ 10y3 — Tyq,
3 = —296 + 31yz — 22y4,
x4y = —524 + 55y3 — 39y,

kus y3,y4 € Z.

3.2 Kombinatoorikaiilesannetest

Osutub, et Smithi normaalkuju on voimalik rakendada ka teatud kombinatoorikaiilesan-
nete lahendamisel.

Orienteeritud graafi GG intsidentsusmaatriksiks nimetatakse n x m maatriksit

A = (ai;), kus a;; = 1 parajasti siis, kui tipp v; on kaare e; otstipp.
Permutatsioonimaatriks on maatriks, mille igas reas ja veerus on tépselt iiks nullist
erinev erinev element, milleks on 1.

Uks oluline kombinatoorikas esinev iilesanne on kindlaks teha, millal etteantud intsi-
dentsusmaatriks on saadud mingist teisest maatriksist ridade ja veergude permutee-
rimise teel. Teisisonu, kui A ja B on m X n intsidentsusmaatriksid, siis 6eldakse, et
maatriksid A ja B on permutatsioonekvivalentsed, kui leiduvad m x m maatriks P ja
n x n maatriks ) € Mat,,(Z) nii, et

B = PAQ.

Maatriksite A ja B on permutatsioonekvivalentsuse kindlakstegemiseks otse definit-
siooni jargi oleks vaja moodustada m/! - n! korrutis PAQ ja kontrollida, kas maatriks
B kuulub nende hulka. Selline lihenemine pole aga m! - n! suuruse tottu iildiselt ot-
starbekas. On selge, et kui maatriksid A ja B ei ole ekvivalentsed, siis ei saa nad olla
ka permutatsioonekvivalentsed. Jirelikult iiks kasulik kriteerium selle nditamiseks, et
maatriksid ei ole permutatsioonekvivalentsed, on vaadelda nende determinandijagajaid.
Kui maatriksitel A ja B ei ole samad determinandijagajad, siis nad ei ole permutat-
sioonekvivalentsed.

3.3 Loplikult moodustatud Abeli rithmad

Selle alapeatiiki eesmérgiks on tdestada 10plikult moodustatud Abeli riihmade pdohi-
teoreem Smithi normaalkuju abil. Selle teoreemi kohaselt on iga 16plikult moodus-
tatud Abeli rithm isomorfne tdisarvude rithma ja jadgiklassiriithmade teatud 16pliku otse-
summaga.
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Definitsioon 3.2. Abeli riihma A nimetatakse loplikult moodustatuks, kui leidub 16p-
lik arv elemente aq, as, . . ., a, € A, mis tekitavad A, see tdhendab, et

A=(ay,...,a,) ={z1a1 + -+ + zpan|21, ..., 2, € Z}.

Definitsioon 3.3. Olgu (A, +) ja (B, +) Abeli riihmad. Kujutist f : A — B nimetatakse
Abeli riihmade homomorfismiks, kui iga a;, a; € A korral

flar +az) = far) + f(az).

Definitsioon 3.4. Abeli riihmade isomorfismiks nimetatakse bijektiivset Abeli riith-
made homomorfismi.

Vaatleme Abeli rithmade A,,« € I otsekorrutises [][ A, alamhulka & > A,, mis
acl acl
koosneb jadadest, millel on vaid 16plik arv nullist erinevaid komponente. Siis hulk

@ > A, on Abeli rithm komponentviisilise liitmise suhtes, seetihendab, et liitmine on
acl
seotud seosega

(coisZase )+ sYay ) = (o TaF Yoy - -+ ).
Definitsioon 3.5. Abeli rithma @ ) A, nimetatakse Abeli rihmade A,,« € I, otse-

acl
summaks.

Vaatleme tdisarvude hulga Z n-dat otseastet

2" =7 % xXZ={(z1,---,20)|21,. -, 20 € Z}.

n

Olgu B Abeli rithm ja A rithma B alamriihm. Siis elemendi b korvalklassiks alamrithma
A jargi nimetatakse hulka b + A := {b+a | a € A}. Koigi korvalklasside hulk
B/A :={b+ A | b€ B} on Abeli riihm liitmistehte

(b+A)+ ( + A) == b+ 1) + A.

suhtes (0piku [3] lause 6.1.17). Seda Abeli riihma nimetatakse riihma B faktorrithmaks
alamriihma A jérgi.

Tahistame stimboliga e; hulga Z" selliseid elemente, mille :-s komponent on 1 ja iile-
jddnud komponendid on nullid, st
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Definitsioon 3.6. Olgu f : A — A’ Abeli riihmade homomorfism. Siis homomorfismi
f tuumaks nimetatatakse hulka

Ker f = {a € A| f(a) =0}
Homomorfismi f tuum Abeli rithma A alamrithm ([3] lemma 6.2.2).

Iga faktorriihma korral saab defineerida loomuliku projektsiooni 7 : B — B/A
seosega

m(b) = b+ A.
Loomulik projektsioon on alati siirjektiivne homomorfism (dpiku [3] lause 6.1.14).
Edasises on meil vaja opiku [3] teoreeme 6.2.4 ja 6.2.5.

Teoreem 3.7. (Riihmade homomorfismiteoreem) Olgu [ : G — H riihmade homo-
morfism. Siis leidub iiksiihene homomorfism g : G/ Ker f — H nii, et f = gm, kus
7 : G — G/ Ker f on loomulik projektsioon.

G ! H

G/ Ker f

Teoreem 3.8. (Riihmade isomorfismiteoreem) Olgu G ja H rithmad. Kui homomorfism
f + G —> H on pealekujutus, siis

H=G/Kerf.

Lause 3.9. Abeli riihm A on loplikult moodustatud parajasti siis, kui leidub siirjektiivne
homomorfism [ : 7" — A.

TOESTUS. Tarvilikkus. Eeldame, et A on 16plikult moodustatud Abeli rithm. Siis leidu-

vad ay,...,a, € Anii,et A = (ay,ay,...,a,). Defineerimine kujutuse f : Z" — A
vordusega

f(z1, 0 2n) = 2101 + -+ - + Zpay,.
Iga rithma A element a € A avaldub kujul @ = z1a1 + -+ + zpa, = f(21,--., 20),
mingite
21, ..., %, € ZKorral. Seega on f stirjektiivne kujutus.
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Meil on veel vaja niidata, et kujutus f on kooskdlas liitmisega. Olgu (zy, ..., z,) € Z"
ja(z1,...,%,) € Z". Siis

F((zry oo zn) + (21, 20)) = flzi+ 20, 20 + 20)
= (21 +2))ar + -+ (20 + 2,)an
= z101 + 2101 + - - - + 2pan + 2505
= flz1,--y20) + f(21, -, 20)-

Jarelikult on f tdepoolest siirjektiivne homomorfism.

Piisavus. Eeldame, et leidub siirjektiivne homomorfism f : Z" — A. Vaatleme ele-
mente

a; := f(e;) € A,
kus i = 1,...,n. Kuna kujutus f on siirjektiivne, siis iga a € A korral saame leida
(21,...,2n) € Z" nii, et a = f(z1,..., z,). Jarelikult
a= f(z1,29,...,2n) = f((21,0,0,...,0) 4+ (0,22,0,...) +---+(0,0,0,...,2,))

= f(2161 + 290 + ...+ znen)
= f(zie1) + f(ze€2) + -+ + f(2n€n)
=zifler)+ -+ zoflen) =z a1+ + 2, - ay.

Seega A = (ay, ..., a,) on 16plikult moodustatud. O

Lemma 3.10. Olgu K riihma 7" alamriihm, A € Mat,,,,(Z) ja U € Mat,,(Z) ning
V' € Mat,(Z), kusjuures maatriksid U ja V on unimodulaarsed. Siis maatriksvorran-
dite siisteem

tA=kkekK, (10)

on lahenduv parajasti siis, kui maatriksvorrandite siisteem
yUAV =1,le L=KV ={kV | k € K}, (11)
on lahenduv.

TOESTUS. Piisavus. Olgu maatriksvorrandite siisteem (10) lahenduv. Vaatleme
maatriksvorrandeid
yUAV =11l € KV.

Olgul = k -V, k € K. Tahistame x := yU. Siis tAV = yUAV =1 = kV, kust V
pooratavuse tottu A = k. Eelduse kohaselt on see maatriksvdrrand lahenduv.

Tarvilikkus. Olgu maatriksvorrandite siisteem (11) lahenduv. Vaatleme maatriksvorrandit

r- A=k keK.
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Tihistame y := zU ', Siis yUAV = (zU ') (UAV) = (zA)V = kV =1 € KV, mis
on eelduse kohaselt lahenduv.

[l
Lause 3.11. Olgu K riihma 7" alamriihm. Siis kas K = {0} voi K = (syv1, ..., $,v,),
kus 7" = (vy, ..., 0.0, 1 <r <m,s; > 0jas;|siy, kui 1 <i <r.

TOESTUS. Lause 3.13 pohjal kas K = {0} voi K = {(ay,...,a;),ay,...,a; € Z",
1 <t < n.Oletame, et K # {0}. Tahistame

a; = (011, a2, ..., Clln),
az = (CL21, a22, ..., Clzn),
az = (CL317 asz, ..., asn),
ay = (atl, A2, .y atn),

kus a;; € Z,1 <i<t,1<j<n.Olgu A= (a;) € Maty,(Z). Siisiga (ki1,...,k,) €
K korral leiduvad zq, ..., 2, € Z nii, et

t ainl ... Qin
(K1, kn) = Zziai =(z1,...,2)
=1 Ay ... @mn
On lihtne néha, et alamrithm K on moodustatud elementide a4, . . ., a, poolt parajasti
siis, kui kdik maatriksvorrandid k = zAk € K,z = (xy,...,7,)T, on lahenduvad

tundmatute x4, . . ., x,, suhtes. Olgu
S =S(A) = diag(s1,...,5-,0,...,0)

maatriksi A Smithi normaalkuju. Siis A = USV, kus U,V on unimodulaarsed maat-
riksid. Téepoolest, kui ¢t = 0, siis 1 < r < ¢ ja jarelikult ka maatriksi A astak oleks null,
seega A oleks nullmaatriks, mis on vastuolus eeldusega, et X' # {0}. Kuna maatriks
S € Maty,(Z) jat < n,siis r = rank S < min(¢,n) = ¢. Lisaks s; > 0 ja s;| s;41, kui
1< <.

Lemma 3.10 tdttu on maatriksvorrandite siisteem A = k, k € K lahenduv parajasti
siis, kui on lahenduv maatriksivorrandite siisteem yU AV = yC = [,l € LV. Paneme
jélle tdhele, et selline siisteemi lahenduvus on samavéirne sellega, et

K-V = (siel,...,s5.¢,) ehk K = (s1(e;V1), ..., s:(e,V ).
Niiiid on vaja vaid ndidata, et (e; V..., e;V) = Z". Olgu (21, ..., 2,) € Z". Tihistame
(21, 20) = (21,...,2,)V. Siis

(21, 20) = (21, ..., 2)V)V = (2],..., 2 ) V!

n n

= (Z Zle )Vl = Zzg(eiV_l).

=1 =1
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Jdrelikult tdepoolest Z™ = (e, V=1, ... e, V1), -
Ei ole keeruline ndidata, et kehtib jargmine lause (vt. loengumirkmete [1] teoreemi
toestus).

Lause 3.12. Olgu 7" = (v, ...,v,), kus vy, ..., v, € Z", siis Abeli riihmad
2" {5101, ..., S$yvn) jaLg, & ... D Ls, ®L D ... D Z on isomorfsed.

Lause 3.13. Iga riihma 7" alamriihm K on kas nullriihm {0} véi iilimalt n elemendi
poolt moodustatud riihm.

TOESTUS. Téestame viite induktsiooniga n jirgi. Olgu K riihma Z" alamriihm. Eel-
dame, et K # {0}, sellisel juhul leidub i € {1,...,n} nii, et leiduvad [,...,[, €
Z,li, # 0ja (l,...,l,) € K. Uldsust kitsendamata oletame, et i = 1. Vaatleme
alamriithma K koigi elementide esimeste komponetide hulka, st

F:={feZ|3ay,...,a, €Z:(f,a9,...,a,) € K}.

Olgu f, f' € F, siis leiduvad ao, ..., a,,d,, ..., a, nii, et (f,a,...,a,) € K ja

(f',dhy,...,a),) € K.Kuna K on rithma Z" alamriihm, siis
(—f,—ay,...,—a,)=—(f",d},....,a,) € K ja
<f7a2)-"7an)+<_f/7_a/27"'7_a;):(f_f/7a2_a,27“'7an_a/n)EK'

Jarelikult f — f’ € F. Sellega oleme ndidanud, et hulk F’ on tdisarvude rithma (Z, +)
alamrithm.

Paneme tihele, et F' # {0}, sest (I1,...,l,) € K,l; # 0. Seega hulgas ' leidub
positiivseid elemente, sest kas [; > 0 voi [; < 0. Teisel juhul —(ly,...,l,) € K, sest
K on Z" alamrithm, seega 0 < —Il; € F. Olgu d hulga F' vdhim positiivne element.
Votame hulga K suvalise elemendi & = (kq, ..., k,). Jagades arvu k; jdigiga arvuga
d, saame, et ky = d - qi + g, Kus q, 1 € 7,0 < r, < d. Kuna d € F, siis leiduvad
dy,...,d, € Znii,etd = (d,ds,...,d,) € K.Jille, hulk K on riithma Z" alamrithm,
seega (ki,...,k,) — (d,da, ... ,d,)q € K.Kuna

(kla---7kn)_(d7d27'-->dn)'Qk:(kla---vkn)_<ko7'-->ank)
= (k1 — dqg, ko — daqr — ... — Ky — dnqi)
= (rkqu _dQQka"'7kn _ank)7
siis r, € F.

Definitsiooni kohaselt on d hulga F' vihim positiivne element, seega juhul r;, > 0 kehtib
vorratus d < rj. Eelneva pohjal aga 0 < 1, < d, jédrelikult r, = 0. Seega k; = d - gy.
Seetdttu voime alamrithma K suvalise elemendi (k1, . . ., k,,) kirja panna jargmiselt :

(l{?l,,k’n):qk(d,dg,,dn>+(07k2—qkd2,,k’n—qkdn>
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Ei ole raske nididata, et hulk
R = {(kQ - de% k3 - qkd?); sy kn - den)|k’27 s 7kn € Z}

on rithma Z"~! alamriihm. Induktsiooni eelduse kohaselt on see alamrithm kas {0} vdi
16plikult moodustatud iilimalt n — 1 elemendi poolt, see tdhendab, et

{]{?2 — qkdg, kg — qkdg, ey k’n — den} = <6L2, R ,CL1>,

kus a; = (ai,,...,q;,),a;; € 2,2 < i <1[,2 < j <1, < n.Siis suvaline element
hulgast K avaldub kujul

(kl,...,]{n) :qk'(d,dg,...,dn), kUIR:{O}Vél

(klw"akn) ZQk'(d7d27"->dn>+Z2(Oaa227---7a2n)+"'+Zl<07&127"'7aln)7
kui R # {0}, kus [ < n. Jarelikult k = (d) v6i K = (d,as,...,a;),l < n, ehk K on

1oplikult moodustatud iilimalt n elemendi poolt. ]

Teoreem 3.14. (Loplikult moodustatud Abeli rilhmade pohiteoreem) Olgu A loplikult
moodustatud Abeli riihm. Siis

A%’Zsl EB...EBZSTEBZ,Si‘ 8i+1,...,87«,1| Sp,
kus s; € Z,s; > 0 ja s;|sir1, kui 1 < i <.

TOESTUS. Loplikult moodustatud Abeli riithma A korral leidub lause 3.9 pohjal siir-
jektiivne homomorfism f : Z" — A. Jarelikult isomorfismiteoreemi 3.8 tottu

A=7"/Ker f. Kuna K := Ker f on rithma Z" alamriihm, siis lause 3.11 kohaselt kas
K = {0} voi K = (sjvy,...,85v.),1 <r <n,kus Z", vy, ...,v, € Z". Jarelikult kas
Z"/K =7"/{0} = Z™ voi lause 3.12 kohaselt Z"/K = Z, & ... B ZLs, ®L DB ...
Z. [
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Smith Normal Form of Integral Matrices
Bachelor’s Thesis
Kitlin Loit
Summary

This bachelor’s thesis gives an overview of the Smith normal form for integral matri-
ces, i.e. matrices whose entries are integers. This normal form is a diagonalization that
exists for any integral matrix and, moreover, is uniquely determined. It was first used in
the 1861 paper by H.J.S. Smith which considered solving linear diophantine equations
and congruences. The Smith normal form has seen an extensive number of applications
since then, including diophantine analysis, integer programming, linear systems theory
and module theory over principal ideal domains.

The thesis itself is a review of fundamentals and contains no original research, but it
does strive to be as elementary and self-contained as possible. There are altogether three
chapters. The first one introduces a number of definitions and results from elementary
matrix algebra and number theory that will be needed later on. The second chapter intro-
duces the notion of equivalent matrices. It also contains the main result of the thesis, the
proof that every integral matrix has a Smith normal form, i.e. is equivalent to a specific
kind of diagonal matrix. There is also a subchapter on certain invariants of equivalent
matrices, namely determinantal divisors and invariant factors, which are used to prove
that the Smith normal form is unique. Finally, the process of finding the Smith normal
form of an integral matrix is illustrated by a simple numerical example. The last chap-
ter contains an overview of three applications: solving linear diophantine equations, a
method for analysing a certain class of combinatorial problems and the fundamental
theorem of finitely generated Abelian groups.
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