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Liihikokkuvote. Optsioon on voimalus osta voi miiiia alusvara kindlal ajahetkel tulevikus
kindlaks méaédratud hinnaga. Optsioonide hinna leidmiseks kasutatakse sageli numbrilisi mee-
todeid, millest iiks levinumaid on binoommeetod. Tavalise binoommeetodi puuduseks on aga
optsiooni hinna aeglane koondumine. Kéesolevas t66s vaadeldakse binoommeetodi koonduvu-
se kiirendamist paindliku binoommeetodi ning Leisen-Reimeri meetodi abil.
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Improving the convergence of the binomial option pricing method
Bachelor’s Thesis

Jaak Peterson

Abstract. An option gives the holder of the option the right to buy or sell an asset at a
certain time in the future with a fixed price. Numerical methods are often used to find the
price of options, one of the most common of which is the binomial method. However, a lack
of conventional binomial method is the slow convergence of the price of the option. In this
thesis, we consider the flexible binomial model and the Leisen-Reimer model to improve the
convergence of the binomial method.
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rial mathematics.
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Sissejuhatus

Optsioon annab omanikule diguse osta (ostuoptsioon ehk call option) voi miitia (miitigiopt-
sioon ehk put option) kindlaks médratud ajal tulevikus, kindel kogus finantsvara, varem kok-
kulepitud hinnaga (tehinguhind ehk strike price). Optsioonide puhul pole optsiooni ostjal
kohustust kokkulepitud tehingut teha ja sellise oiguse eest tuleb maksta, aga optsioonilepingu
miiiijal ehk véljakirjutajal on kohustus miitia(ostuoptsiooni korral) voi osta(miitigioptsiooni
korral) alusvara. Uks olulisemaid teemasid optsioonide teoorias on optsiooni hinna mé#Arami-
ne. Tavalise Euroopa tiiiipi optsiooni hind on leitav analiiiitiliselt, kui Black-Scholesi diferent-
siaalvorrandi lahend, kuid keerulisemate optsioonide puhul tuleb kasutada erinevaid numbrilisi
meetodeid. Uheks levinumaiks numbriliseks meetodiks optsioonide hindamisel on binoommee-
tod. Tavalise binoommeetodi puuduseks on aga binoommeetodil leitud hinna aeglane koondu-
mine tépseks hinnaks. Antud bakalaureuset66 eesmérk on tutvustada kahte binoommeetodi
modifikatsiooni, paindlikku binoommeetodit ja Leisen-Reimeri meetodit, mille korral optsioo-

ni hinna koondumine tépseks hinnaks on kiirem.

T66 esimeses peatiikis anname iilevaate optsioonidega seotud moistetest. Alapeatiikkides 1.3
ja 1.4 toome vélja eeldused alusvara hinna kiitumisele ja esitame Black-Scholesi diferentsiaal-
vorrandi Euroopa optsiooni hinna leidmiseks. T'66 teises peatiikis tutvustame binoommeetodi
kolme erinevat verisooni: CRR binoommeetod, paindlik binoommeetod ning Reimer ja Leise-
ni meetod. Vaadeldavad meetodi erinevad teineteisest peamiselt mudeli parameetrite valiku
poolest ning seetottu on erinevatel mudelitel ka erinevad omadused. Paindliku binoommeetodi
korral valitakse parameetrid selliselt, et optsiooni taitmishind satuks tapselt hinnapuu solme.
Reimer ja Leiseni meetodi korral lihtutakse parameetrite valikul tingimusest, et optsiooni
taitmishind satuks hinnapuu keskele. T66 viimases osas esitame numbriliste eksperimentide
tulemused. Programmid numbriliste eksperimentide jaoks on koostatud programmeerimiskee-

les Python ning on toodud lisades.



1 Optsioonid, Optsiooni hind

1.1 Optsioonid

Kéesoleva peatiiki kirjutamisel on kasutatud materjale [1], [3] ja [6].

Optsioon on tuletisinstrument ehk derivatiiv, mis annab selle omanikule 6iguse, kuid mitte
kohustuse, tulevikus osta voi miitia alusvara tulevikus varem kokkulepitud ajal kokkulepitud
hinnaga. Alusvaraks voib olla aktsia, aktsiaindeks, tooraine, valuuta, volakiri, intressiméar,
futuurileping vms. Optsioone on kahte liiki - ostuoptsioonid ja miitigioptsioonid. Ostuopt-
sioon(call) annab omanikule voimaluse tulevikus osta kokkulepitud vara kokkulepitud hin-
naga, miiiigioptsioon(put) aga miitia. Kokkulepitud hinda X, millega tulevikus on voimalik
optsiooni osta voi miiiia nimetatakse optsiooni taitmishinnaks. Optsiooni tditmisaeg on mingi
kindlaks méératud kuupéev tulevikus, millal (v6i milleni) optsiooni omanik saab optsioonist
tulenevat oigust rakendada. Kui tditmisaeg on méodunud, kaotab optsioon viédrtuse. Ostu-
optsiooni korral on selle omanikul voimalik teenida tulu, kui alusvara hind kasvab piisaval

madral optsiooni eluaja jooksul, miitigioptsiooni korral aga siis, kui alusvara hind langeb.

Soltuvalt sellest, kas optsiooni saab realiseerida vaid taitmispéeval voi kuni taitmispaeva-
ni jagatakse optsioonid Euroopa ja Ameerika optsioonideks. Euroopa optsioon annab selle
omanikule 6iguse osta (ostuoptsiooni korral) voi miiiia (miitigioptsiooni korral) alusvara va-
rem madratud hinna X eest kokkulepitud taitmisajal T'. Ameerika optsioon annab optsiooni
omanikule oiguse osta voi miiiia alusvara mistahes ajal kuni kokkulepitud taitmisajani 7'

Optsioone kasutatakse finantsturgudel peamiselt riskide maandamiseks ja spekuleerimiseks.

Euroopa ostuoptsiooniga seotud tulu ehk véljamakse suurus P optsiooni téditmisajal T lei-

takse valemiga

S(T) — X, kui S(T) > X
P =

0, kui S(T) < X,
kus S(T") on alusvara hind tdtimispdeval. Kui alusvara hind S(7°) on suurem kui tditmishind

X, siis on optsiooni omanikul kasulik osta alusvara hinnaga X ning tema tulu on alusvara



hinna ja téitmishinna vahe. Kui aga alusvara hind S(7") on véiksem vo6i vordne téitmishinnast
X, siis ei ole optsiooni omanikul kasulik optsiooni realiseerida ning tema tulu taitmispéeval
on null.
Euroopa miitigioptsiooniga seotud tulu ehk véljamakse suurus P optsiooni téditmisajal T' lei-
takse valemiga

X —-8(T), kui S(T)< X

0, kui S(T) > X,
Tahistades

r, kuix >0
[ZL‘]+ = )
0, kuiz <0

saame Euroopa ostu- ja miiligioptsiooni viljamaksed esitada kujul
Po =[5(T) — X]s4, Pp=[X—5(T).

Ameerika ostu- ja miiligioptsiooniga seotud véljamaksed, kui optsioon realiseeritakse ajal ¢,

0 <t < T, on vastavalt
Po =[5(t) — X]4, Pp =[X = S(t)]+

Kuna optsiooni téditmisajal on optsiooni omanikul voimalik saada tulu, kuid kunagi ei pea
midagi maksma, siis on selge, et optsiooni omanik peab optsiooni omandamisel maksma opt-
siooni véljaandmisel mingi summa. Optsiooni hinnaks V' nimetame summat, mille optsiooni

ostja peab viljaandjale maksma optsiooni omandamisel.

Téahistame FEuroopa tiilipi ostu- ja miiligioptsiooni hinna vastavalt Vo ja Vp. Kui riskiva-
ba pidev intressimédr on 7, siis optsiooni omaniku kasum/kahjum téitmisajal 7" on Euroopa

ostuoptsiooni korral

Po —Vee™ = [S(T) — Xy — Vet

ning Euroopa miiiigioptsiooni korral

Pp—Vpe'h = [X — S(T)]y — Vpe'™.



$0 $0

Joonis 1: Ostu-(vasakul) ja miitigioptsiooni(paremal)

kasumi/kahjumi suurus soltuvalt alusvara hinnast.

Ostu- ja miiigioptsiooni kasumi/kahjumi suurus séltuvalt alusvara hinnast juhul kui taitmis-
hind X = 40, on toodud joonisel 1.

Seega ostuoptsiooni korral, mida korgem on alusvara hind optsiooni téditmisajal, seda suurem
on optsioonist saadav tulu. Miitigioptsiooni korral, mida véiksem on alusvara hind taitmisajal,
seda suurem on optsioonist saadav tulu.

Optsiooni hinda mojutavad jargmised tegurid:

e Kehtiv alusvara alghind S(0), mis kehtib hetkel, kui optsioon ostetakse. Ostuoptsiooni
hind on seda suurem, mida suurem on alusvara hind optsiooni ostmise hetkel. Miiii-

gioptsiooni hind on aga seda suurem, mida madalam on optsiooni hind optsiooni ostmise

hetkel.

e Optsiooni taitmishind X. Kui tditmishind suureneb, siis ostuoptsiooni hind vaheneb

ning miitigioptsiooni hind suureneb.

e Aeg optsiooni tditmisajani 7. Mida pikem on optsiooni eluiga, seda korgem on optsiooni

hind.

e Alusvara hinna volatiilsus o. See iseloomustab alusvara hinna varieeruvust. Mida suurem

on alusvara volatiilsus, seda suurem on optsiooni hind.

e Riskivaba intressimééar r. Ostuoptsiooni hind suureneb ja miitigioptsiooni hind véheneb,

kui intressiméar suureneb.



1.2 Ostu- ja miiligioptsiooni hindade partiteetsus

Kéesoleva peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikat [6].

Erinevate finantsinstrumentide hinna leidmisel on iiheks eelduseks, et antud hinna korral ei
tekiks finantsturul arbitraazi voimalust. Arbitraaziks ehk arbitraazistrateegiaks nimetatakse
sellist strateegiat, mis voimaldab finantsturul tegutsedes mingi nullist erineva toenéosusega
saada tulu ning millega mitte iihelgi juhul ei kaasne kulusid. On selge, et kui finantsturul ek-
sisteeriks arbitraazistrateegia, siis koik ratsionaalsed investorid sooviks seda rakendada ning
sel turul ei oleks erinevate finantstoodete noudmine ja pakkumine enam tasakaalus. Kui alus-
varaks oleva aktsia korral ei maksta dividende ning pidev riskivaba intressiméér on r, siis saab
naidata, et sama tditmishinna X ja sama tditmisaja 7" korral on Euroopa ostu- ja miiligiopt-

sioonide hinnad seotud jargmise vordusega
Vo —Vp =S5(0) — Xe .

Téestus. Oletame esmalt, et Vo —Vp > S(0)— Xe T, Sellisel juhul saame arbitraaZistrateegia

konstrueerida jargmiselt: ajahetkel t =0
e Ostame tihe alusvara aktsia hinnaga S(0);
e Ostame iihe miitigioptsiooni hinnaga Vp;
e Miiiime (anname vélja) ithe ostuoptsiooni hinnaga V;

e Kui Vo — Vp — S(0) > 0, siis hoiustame selle summa intressimééraga r, kui Vo — Vp —

S(0) < 0, siis votame laenu summas Vp 4+ S(0) — V¢ intressiméaédraga r.

Nende tehingute rahaline maksumus kokku on Vo — Vp — S(0) — (Vo — Ve — S(0)) = 0.
Seejarel, ajahetkel t = T

e Kui Vo — Vp — S(0) > 0, siis Iopetame hoiuse ning saame summa (Vo — Vp — S(0))e™;
e Kui Vo — Vp — 5(0) < 0, siis maksame laenu tagasi summas (Vo + S(0) — Vp)e™;

e Kui S(7) — X > 0, siis jitame miitigioptsiooni realiseerimata, miitime alusvara aktsia

hinnaga S(7') ning maksame vélja ostuoptsiooniga seotud véljamakse S(T") — X.
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Kokkuvottes on nende tehingute summa
(Vo — Ve = S(0)e™™ + S(T) — (S(T) = X) = (Vo — Vp — S(0))e’" + X >0,
mis néitab, et selline strateegia on arbitraazistrateegia.

e Kuiaga S(T) — X < 0, siis realiseerime miiiigioptsiooni ning saame summa X — S(7),

miilime alusvara aktsia hinnaga S(7") ning ostuoptsiooniga seotud kulud on 0.
Kokkuvottes on nende tehingute summa
(Vo — Ve —S(0)e™ + (X = S(T)) + S(T) = (Vo — Ve — S(0))e’™ + X >0,
mis naitab jéllegi, et selline strateegia on arbitraazistrateegia.
Oletame niiiid, et Vo — Vp < S(0) — X7 ning niitame, et ka siis eksisteerib arbitraa-
Zistrateegia. Hetkel ¢t = 0:
e Miiiime iihe alusvara aktsia hinnaga S(0);
e Ostame iihe ostuoptsiooni hinnaga Vi;
e Miiiime (anname vélja) ithe miitigioptsiooni hinnaga Vp;

e Kui Vp — Vi — S(0) > 0, siis hoiustame selle summa intressimééraga r, kui Vp — Vo —

S(0) < 0, siis votame laenu summas Vi 4+ S(0) — Vi intressiméédraga r.

Nende tehingute rahaline maksumus kokku on Vp — Vo — S(0) — (Vp — Ve — S(0)) = 0.
Seejérel, ajahetkel t = T
e Kui Vp — Vo — S(0) > 0 siis Iopetame hoiuse ning saame summa Vp — Vo — S(0)e’”;

e Kui Vp — Vi — S(0) < 0 siis maksame laenu tagasi summas (Vp + S(0) — Ve )e™;

e Kui S(T') — X > 0, siis realiseerime ostuoptsiooni ja ning saame summa S(7) — X,

ostame alusvara aktsia hinnaga S(7") ning miitigioptsiooniga seotud kulud on 0.



Kokkuvottes on tegevuste summa
(Ve 4+ 5(0) = Vo)™ — S(T) + (S(T) — X) = (Ve + S(0) — Ve)e'm — X >0,
mis nditab, et selline strateegia on arbitraazistrateegia.

e KuiS(T)—X <0, siis jaitame ostuoptsiooni realiseerimata, ostame alusvara aktsia hinnaga

S(T) ning maksame vélja miitigioptsiooniga seotud kulud X — S(T).
Kokkuvottes on tegevuste summa
(Vp+5(0) = Vo) = S(T) — (X = S(T)) = (Ve + S(0) — Ve)e'm — X >0,
mis naitab taas, et selline strateegia on arbitraazistrateegia. O

Ameerika optsioonide korral analoogilist iihest seost ostu- ja miiligioptsiooni vahel ei ole.
Ameerika optsiooni korral saab nédidata, et kui alusvaraks oleva aktsia korral ei maksta divi-
dende, siis sama tditmishinna X ja sama taitmisaja T korral saab Ameerika ostu- ja miiii-

gioptsioonide hindade vahet hinnata jargmiste vorratustega
S(0) — X < Vae — Vap < S(0) — Xe T,

kus Ve ja Vap on vastavalt Ameerika ostu- ja miiligioptsioonide hinnad.

1.3 Eeldused alusvara hinna kaitumisele

Kéesoleva peatiiki kirjutamisel on kasutatud materjale [1] , [2] ja [3].

Eelnevas punktis toodud seosed voimaldavad leida Euroopa ostuoptsiooni hinda kui on teada
miiiigioptsiooni hind ja vastupidi, kuid selleks, et méaédrata neist iihe hinda, tuleb teha eel-
dused alusvara hinna kditumisele. Finantsturgude uurimisel eeldatakse, et kehtib efektiivse

turu hiipotees, mis viidab peamiselt kahte asja:

e Minevik kajastab téielikult kiesolevat hinda, aga ei holma endas edasist informatsiooni.

Alusvara hinna ajalugu kajastub taielikult alusvara hetkehinnas.

e Turud reageerivad koheselt igasugusele uuele informatsioonile alusvara hinna kohta.
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Aktsiate hindade empiiriline uurimine on néidanud, et aktsia hinna kditumist saab kirjeldada

vorrandiga

log(S(t)) =log(S(t — 1)) + p + &4, (1.1)

kus t = 1,2,.... suurus g on konstant ning e; on soltumatud identsed normaaljaotusega
N (0, 0?) juhuslikud suurused. See tihendab, et E(e;) = 0, Var(e;) = o2 ning corr(e;, e,) = 0,
kui t # s. Seega logaritmitud aktsiahind mingil pdeval on vordne eelmise péeva logaritmi-
tud aktsiahinnaga pluss mingi konstant p pluss juhuslik hélve ;. Suurust log .S; — log S;_;
defineeritakse ka aktsia pideva tuluméérana perioodil [t — 1,¢]. Kui aktsiahinna muutus on
vorreldes aktsia hinnaga viike, siis aktsia pidev tuluméér on ligikaudselt vordne aktsia tavalise

tulumééraga perioodil [t — 1,1].

(50~ oSt - 1) = o (g o 1) ST

Kui alusvara hinda vaadeldakse pideva ajast soltuva funktsioonina, siis eeldame, et alusvara

hind kaitub vastavalt stohhastilisele diferentsiaalvorrandile

%&? — udt + odW (1), (1.2)

kus suurus p on alusvara oodatav tulusus ajaiihiku kohta. Seega suurus udt kirjeldab ennus-
tatavat tulu. Suurus ¢ on alusvara hinna tulususe standardhélve, mis iseloomustab alusvara
hinna kditumise volatiilsust. Suurust W (t) nimetatakse Wieneri protsessiks, mis defineeritakse

jargmiselt:
e W (0) =0 toenéosusega 1.

e Wieneri protsessi mitteloikuvad juurdekasvud on soltumatud, s.t. juhuslikud suurused
W(t+wu)—W(t) ja W(s+v)—W(s) on soltumatud, kui
[t t+ulNs,s+v] =2

e Wieneri protsessi juurdekasvud W (t 4+ u) — W (t) on normaaljaotusega juhuslikud suu-

rused keskvédrtusega 0 ning dispersiooniga u : W (t +u) — W(t) ~ N(0,u)
e Wieneri protsess W(t) on pidev aja t jirgi toendosusega 1.
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1.4 Black-Scholesi diferentsiaalvorrand

Kéesoleva peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikat [2].

Aastal 1973 to6tasid Fisher Black ja Myron Scholes vélja Black-Scholesi diferentsiaalvorrandi
optsiooni hinna leidmiseks. Black-Scholesi diferentsiaalvorrandi tuletamisel tehakse jargmised

eeldused:
e Alusvara hind kéitub vastavalt stohhastilisele diferentsiaalvorrandile (1.2).

e Lubatud on lithikese positsiooni votmine turul (s.t on voimalus miiiia laenatud aktsiat

ning hiljem selle aktsia tagasiostmine ning omanikule tagastamine).

e Riskivaba intressiméédr r ja vara volatiilsus o on ajast soltuvad funktsioonid, mis on

optsiooni viljastamisel teada kogu optsiooni eluea ajaks.
e Aktsia ostu-miiiigiga seotud tehingukulud puuduvad.
e Alusvara eest ei maksta dividende terve optsiooni eluea jooksul.

e Alusvaraga kauplemisel puudub arbitraazi voimalus. See tdhendab, et alusvaraga kau-
beldes ei ole voimalik teenida riskivabalt suuremat tulu raha riskivabal paigutamisel

panka voi ostes valitsuse volakirju.
e Vaiartpaberitega kauplemine toimub pidevalt.

Sellistel eeldustel on voimalik toestada, et optsiooni hind V' = V(S(¢),t) rahuldab jargmist

teist jarku osatuletistega diferentsiaalvorrandit:

OV 1, PV OV B

Selleks et vaadeldaval diferentsiaalvorrandil oleks ithene lahend, tuleb ette anda rajatingimu-
sed. Euroopa optsiooni korral teame, et optsiooni hind taitmispaeval 7" on vordne optsiooniga

seotud maksega

Ve(S(T),T) = max(S(T) — X,0).

12



Kui aga S(t) = 0 mingil ajahetkel ¢, 0 < ¢ < T, siis optsiooni hind on null:
Ve (0,t) = 0.
Kui aga S(t) — oo, siis optsiooni hind on sama suurusjarku alusvara hinnaga:
Vo(S(t),t) ~ S, kui S(t) — oo.
Miitigioptsiooni korral on rajatingimusteks
Vp(S(T),T) = max(X — S(T),0),
Vp(0,t) = Xe "0,

Vp(S(t),t) — 0,kui S(t) — oo.

Kui riskivaba intressiméér ja alusvara volatiilsus on ajast soltuvad funktsioonid: r = r(t),
o = o(t), siis Black-Scholesi diferentsiaalvorrandi lahendi saab Euroopa optsioonide korral

analtiittiliselt vélja kirjutada ning ostuoptsiooni hind hetkel ¢ = 0 on leitav valemiga
Ve(0) = Ve(5(0),0) = S(0)N(dy) — Xe "N (ds), (1.3)

kus

1 T 1
N(x) = — e 2¥d
@ == [ ¥y
on standardiseeritud normaaljaotuse N(0,1) tihedusfunktsioon ning suurused d; ja ds avaldu-

vad vordustega

_ log(%) +(r+ %Q)T

d ) 1.4
1 T (1.4)
log(5©) _ T
d2 — Og( X ) + (T 2 ) ; (15>
oVT
Euroopa miitigioptsiooni hind on leitav valemiga
Vp(0) = Vp(S(0),0) = Xe ™ N(~dz) — S(0)N(—dy). (1.6)

Analiititiliselt saab optsiooni hinna Black-Scholesi vorrandi lahendina leida vaid Euroopa tiitipi
optsiooni korral, mistottu tuleb keerulisemate optsioonide hindamiseks kasutada erinevaid

numbrilisi meetodeid.
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2 Binoommeetod ja selle koonduvuse kiirendamine

2.1 CRR binoommeetod

Kéesoleva peatiiki kirjutamisel on kasutatud materjale [1] ja [3].

Binoommeetod on numbriline meetod optsioonide hindamiseks, mille esmakordselt avaldasid
Cox, Ross ja Rubinstein aastal 1979. Autorite nimedest tulenevalt on binoommeetod tuntud

ka kui CRR meetod. Esitame binoommeetodi idee Euroopa optsiooni hinna leidmiseks.

Olgu optsiooni eluiga [0, 7] ning olgu Sy alusvara hind hetkel ¢ = 0. Jagame optsiooni eluea
N vordseks osaks ja téhistame At = % Paneme téhele, et kui alusvara hind ajahetkel nAt
on S,, siis ajahetkel (n + 1)At saab alusvara hind liikuda iiles ja omandada viartus w.sS,, voi
lilkkuda alla ja omandada véartus dS,,, kus v > 1 ning 0 < d < 1. Olgu iilesliikumise toendosus
p, siis alla lilkumise tGenédosus on 1-p. Seega

uS,, toendosusega p
Sn+l =

dS,, toendosusega 1 — p.

Olgu ajahetkel t = 0 alusvara hind Sy. Esimesel ajahetkel At on kaks voimalikku hinda uSj ja
dSp. Teisel ajahetkel 2At on 3 voimalikku vara hinda u2Sy, d%S, ja udSy. Kolmandal ajahetkel
3At on seega neli voimalikku vara hinda u3Sy, u2dSy ja ud®Sy ja d3Sy. Seega ajahetkel n saab

alusvara hind omada n + 1 voimalikku vaartust

wd 7Sy, 5 =0,1,...,n.

Uurime niitid, kuidas méarata binoommeetodi parameetreid u, d, ja p. Selleks eeldame, et
alusvara hind kditub lognormaalse jaotusega juhusliku ekslemisena vastavalt valemile (1.1).
Kuna arbitraazivabas mudelis on juhusliku rahavoo X () hind hetkel t; < t5 vordne selle

rahavoo keskvadrtuse diskonteeritud vadrtusega, s.t.

Vi) = e " VELX (82)],
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siis peab kehtima vordus
SmerAt = E[Sm11] = Sm(pu + (1 — p)d), (2.1)

millest saame, et

pu+ (1 —p)d= e (2.2)

Alusvara hinna dispersioon on vordeline ajaga Var(S,,41) = S%02At, kus ¢ on volatiilsus.

Seega
Var[Syi1] = E[(Sm41)’] = (B[Sm+1])* =
= Sp(pu® + (1 = p)d® — (pu + (1 — p)d)?*).
Kasutades vordusi (2.2) ja (2.3) saame, et
SEo?At = S2 (pu® + (1 — p)d® — (pu+ (1 — p)d)?) = 52, (pu® + (1 — p)d® — "), (2.4)
Kokkuvottes oleme saanud kaks vorrandit kolme tundmatu p, u ja d maaramiseks

pu+(1—p)d = e, (2.5)

pu® 4 (1 — p)d? = o* At + 24 (2.6)

ning valemist (2.5) saame tundmatu p jaoks valemi

(2.7)
Selleks, et {iheselt méarata parameetreid p, u ja d lisame veel {ihe tdiendava tingimuse

1
d=—.
u

S3
sz/ ]
U<

/ V

su” sud
s sm{

S

T sge

T sud?

Joonis 2: Alusvara hinnapuu binoommeetodi korral.
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Seesugune lisatingimus annab meile tasakaalustatud hinnapuu, kus peale iiht sammu iiles ja

iiht sammu alla on alusvara vaartus sama mis alguses. Kuna d = % korra saame

pu* 4 (1 —p)d® — (pu+ (1 — p)d)? = p(u® — d®) + d? — A =
(pu+ (1 —p)d— d)(u_|_ d) +d2 - e2rAt (erAt o d)(u+ d) +d% = P2t _

erAt(u + u—l) —1- eQrAt’
siis saame vorrandi (2.4) kirjutada kujul
e M(u+ut) — 1 — e = g?At. (2.8)

Néitame, et selle vorrandi ligikaudne lahend tépsusega o(At) on u = ¢VAt. Selleks kasutame

Taylori valemit. Taylori valemi pohjal saame
A =1+ rAt+o(At),

( t),

d=e V2 =1 gVAL At (At).

2

o
u=e" =1+

Niid saame

M+ ut) — 1 — A
= (1 +7At+ o(At))(2 4+ oAt + o(At)) — 1 — 1 — 2rAt + o(At)
=2+ 2rAt + 0®At + o(At) — 2 — 2rA + o(At)
= 0?At + o(At).

Kokkuvottes oleme saanud binoommeetodi parameetrid u, d ja p kujul

rAt_d

e
u=eVA  d=e VA p=" 7
u—d

Olgu V,,; optsiooni hind hetkel mA¢ ning alusvara hinna w/d™ 7S korral. Optsiooni hind

hetkel T'= N At on vordne optsiooniga seotud véaljamaksega, s.t.

max {u/d" 7S — X,0}, ostuoptsiooni korral
Vi, = Py =

max {X —w/dV77S,0}  miiiigioptsiooni korral.
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Teades optsiooni hinda hetkel 7', on voimalik leida Euroopa optsiooni hinda rekursiivselt ajas

tagant ettepoole liikudes vastavalt valemile
de‘ = eirAt(me+1jj+1 + (1 — p)Verl,j),O S j S m,m = N — 1, N — 2, ceey O

Optsiooni hind Vj o ongi optsiooni hind hetkel ¢ = 0.

Ameerika optsiooni hinna saame leida vastavalt valemitele:
Vm,j = max {Pm,ja e—rAt(me_‘_Lj_H + (1 — p)VmH,j) }, 0 < j < m,m = N — 1, N — 2, cery 0,

kus

max{u/d™ 7Sy — X,0} ostuoptsiooni korral
P =

max{X — u/d™7S,,0} miiligioptsiooni korral.

Eespool leitud parameetrid u, d ja p on ainult iiheks voimaluseks binoommeetodi parameetrite
méaaramiseks. Saab naidata, et kui valida binoommudeli parameetrid selliselt, et oleks taidetud
tingimus (2.2) ning tingimus

Var(S+1)
S—2+ = O'ZAt + O(At), (29)
siis binoommeetodil leitud Euroopa ostu- ja miiligioptsiooni hinnad koonduvad vastavalt
Black-Scholes’i valemitega (1.3) ja (1.6) saadud piirhindadeks. Néiteks voime binoommudeli

parameetrid v ja d valida ka vastavalt Jarrow-Rudd’i valemitele:

o2
U = e(T_T)AtJ"UV At’

d = e(T—”—;)At—a\/E.

Nii CRR kui Jarrow-Rudd parameetritega méaéaratud binoommeetodi puuduseks on see, et
binoommeetodiga leitud hinna koondumine ei ole tihtlane, s.t viga |Vg(N) — Vpgs|, kus Vg (V)
ja Vg on vastavalt binoommeetodil ja Black-Scholes’i valemiga leitud hind, ei kahane mono-
toonselt N kasvades ning koondumise kiirus on aeglane - suurusjarku % Joonisel 3 on toodud
binoommeetodil(CRR parameetritega) leitud Euroopa ostuoptsiooni hind ja Black-Scholes’i

valemiga leitud hind juhul kui 10 < N <20, X =95, S5 = 100, T'= 0.5, r = 0.06 ja 0 = 0.2.
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Euroopa ostuoptsiooni hinna kaitumine Eurcopa ostuoptsiooni vea kaitumine

1023 1 — CRR 0.040
BS
1022 0.035 -
10.21 A 0.030 -
10.20 A 0.025 1
'E -]
£ 1019 1 £ 0020 1
10.18 A 0.015 1
10.17 | 0.010 -
10.16 A 0.005 -
10.15 A T T T T T T T T 0.000 1 T T v T T T T T
0 5 50 75 100 125 150 175 0 % 0 75 100 125 150 175

Sammude arv Sammude arv

Joonis 3: Euroopa ostuoptsiooni hinna ja vea kiitumine.

Binoommeetodil leitud hinna ostsilleeruvuse pohjuseks on asjaolu, et taitmishinna asukoht
hinnapuu véirtuste Sou/d™ =7, 0 < j < N suhtes ei ole fikseeritud. Tihistame S(N,j) =

Souw/dN=7, 0 < j < N ning olgu j, indeks, mille korral kehtivad vorratused
S(N,j) < X <S(N,j+1).

Defineerime suuruse yy kui taitmishinna X suhtelise kauguse hinnapuu ldhimast solmest va-

lemiga

min{X - SNJO,S(N,jo + 1) - X}

Yn =
SN7]0+1 - SN7j0

Binoommeetodi hinna vea séltuvus suurusest y

0.04
0.03 A .
0.02 A .

0.01 A .,
& ooo
~0.01 .
-0.02 .

—0.03 A .

—0.04 -

0o 01 0z 03 04 05

Joonis 4: Binoommeetodi hinna vea soltuvus suurusest yy.
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Joonisel 4 on toodud binoommeetodi hinna vea Vg(N) — Vpg soltuvus suurusest yy juhul,
kui 27 < N < 74. Néeme, et viga Vp(N) — Vpg soltub tditmishinna suhtelisest kaugusest

hinnapuu lahimast solmest.

2.2 Paindlik binoommeetod

Kéesoleva peatiiki kirjutamisel on kasutatud allikat [4].

Keerukamate optsioonide hindamiseks on binoommeetod suhteliselt ressursinoudlik. Seda see-
tottu, et optsiooni hinna koondumine on aeglane ja tdpsema hinna saamiseks on vajalik aja-
perioodide arv suur. Paindlik binoommeetod (kirjanduses nimetatud autori jérgi ka Tiani
mudeliks) on tavalise binoommeetodi modifikatsioon kuhu on lisatud nn. "sabaparameeter",
mis muudab hinnapuu kuju ja ulatust. Konstrueerimaks panidlikku binoommeetodit kasutame

parameetrite u ja d valikuks valemeid:

u = 60’\/A7t-|—)\0'2At7 (210)
d = e TVARATAL (2.11)

kus A\ on vabalt valitud konstant ehk "sabaparameeter", mis voib olla nii positiivne, nega-
tiivne kui ka 0. Naitame, et kui valida u ja d vastavalt valemitele (2.10) ja (2.11), siis on
binoommeetodi koonduvuse tingimus (2.9) tdidetud. Valemite (2.6) ja (2.9) pohjal saame
Var(S+1)
Sn
— p(u? — &)+ d? — 2B =

:pu2 + (1 —p)d2 o 62rAt —

= (" —d)(u+d) + d* — ¥ =
— erAt(u+ d) —du — GQTAt.

2X02 At

Kuna ud = e ning Taylori valemi pohjal

9 9 o2 At
u=1+0*VAt+ \o At+T+o(At),
ZAt
d=1-0*VAt+ \o*At + UT + o(At),

ud = 1+ 2X0*At + o(At)
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siis
"M (u+d) — du — > =
(1 +rAt + o(At)(2 + oAt + 2X0° At + o(At))
— (1 +2X02At + o(At)) — (1 + 2rAt + o(At)) =
= 0?At + o(At).

Seega tingimus (2.9) on taidetud. Veendume ka, et valemitega (2.10) ja (2.11) antud para-

e'rAt —d

u—d

meetrite u ja d korral oleks garanteeritud, et riskineutraalne toendosus oleks positiivne.

Lihtne on veenduda, et kui

d < e < u, (2.12)

siis 0 < p < 1.

Vorratus (2.12) on samavéédrne vorratusega
—oVAt < (r— Ao?)At < oV AL,

mis omakorda on samavéiarne vorratusega

1
A= | < ——.

o? oV AL

Viimane vorratus kehtib kui A on loplik ning At on kiillalt vaike.

Paindliku binoommeetodi korral valitakse parameetrid u ja d nii, et binoommeetodi viga
koonduks monotoonselt ning see voimaldab kasutada ekstrapoleerimisvotet tdpsema optsioo-
ni hinna leidmiseks. Lihtne on méargata, et kui A = 0, siis on tegemist CRR binoommudeliga,

mida vaatasime eelmises punktis. Teisisonu A = 0 korral saame parameetrid u, d ja p jargmi-

selt:
g = 7V
do = 6_0—\/&
B o VAL _ do
Po —uo s

Seega on paindliku binoommeetodi korral tegemist binoommeetodi iildistusega.

20



Zero tilt Positive tilt Negative tilt
(A =0) (A>0) (A <0)

Joonis 5: Alusvara hinnapuu erinevate A vddrtuste korral.

Joonisel 5 on toodud alusvara hinnapuu kuju erinevate A vaartuste korral. Kui A > 0, siis
on binoompuu kaldus iilespoole, mis tdhendab, et liikudes iiles parameetri v vorra ja seejarel
alla parameetri d vorra on alusvara vaartus suurem kui enne neid tegevusi. Kui A < 0, siis on
binoompuu kaldus allapoole.

Olgu ajahetkede arvuks N. Ajaperioodil NAt saab alusvara hind omada vaartusi
S(N,j) = Sou?d"=7,0 < j < N.
Olgu A véartus koigepealt
Ao = 0.
Léimat solme (N, jo) tditmishinnale X saab leida kui lahendada vorrand
Sould) ™" = X. (2.13)

Avaldades viimasest vorrandist suuruse 7 saame:
_ log(X/So) — N log(do)
log(uo/do)

Kuna vorrandi parem pool ei ole iildiselt téisarv, siis leiame ldhima solme (V, jo) tditmishin-

nale X kui
| log(X/So) — N log(do)

o= log(tto/do) !
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kus [z] tdhistab l&himat taisarvu argumendile x. Selleks, et sdlm (N, jo) langeks kokku tapselt

taitmishinnaga X, valitakse A vaartus nii, et kehtiks:
SoulodN T = X. (2.14)

Ehk
g = exp((oVAL + Ao At)jo)exp((—o VAL + Ao® AL)) (N — jo))

0
= exp(joo VAL + jora? At — NoV At + joo VAL + NAo?At — joAa?At)

= exp(cVAL(25y — N) + NAo?At).
Lahendades vorrandi A suhtes saame

 log(X/Sy) = (2o — N)o/A
N No2At ’

A

Niisuguse A valiku korral asub optsiooni taitmishind selle taitmishetkel solmes (XV, jj). Paneme
tahele, et A vaartus muutub sammude arvu N muutudes, kuid kuna \ vaartus jaab loplikuks,
siis on binoommeetodi koonduvus endiselt garanteeritud. Suuruse A\ saab leida ka valemite
(2.13) ja (2.14) pohjal. Kuna
B Sould) ™" B exp(2nov/At — Nov/At)
SoufodN—Jo exp(2j00\/E — NovV/At + NAc2At)
= exp(2noV At — 2jooV At — NAo?At),

millest saame, et

2noV At — 2joo VAL — NAo*At =0

ehk
2(n — jo) VAL
ol '

Oluline erinevus kahe eelneva meetodi vahel on koonduvuse iihtlus. Erinevalt tavalisest bi-

A:

noommeetodist koondub paindliku binoommeetodi abil leitud alusvara hinna viga monotoon-
selt(Vt. joonis 6). Vea monotoonsuse omadus annab voimaluse suurendada koonduvuskiirust
kasutades selleks ekstrapoleerimisvotet.

Olgu e(N) hindamisviga N-sammulise binoommeetodi korral:
e(N) =V(N) = Vs, (2.15)
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Vea kditumine binoommeetodi(CRR) ja
paindliku binoommeetodi(FB) korral

0.04 1 —— CRR
FB
002 -
0.00 ~
= e
£ I i
—-0.02 . -
,.f""
1—"-:-
—-0.04 1 J
I'-I‘\‘I
—-0.06 4
T T T T T T T T
0 20 40 G0 80 100 120 140

Sammude arv

Joonis 6: Vea kiitumine binoommeetodi ja paindliku binoommeetodi korral.

kus V() on binoommeetodi abil leitud hind ja Vpg on Black-Scholesi valemi abil leitud hind.
Kuna Euroopa optsiooni korral on optsiooni hind analiiiitiliselt leitav, siis on ka binoommee-
todi hindamisviga otseselt moodetav. Defineerime vigade suhte p(N) jargmiselt:

e(N)
p(N) = C2N)

See iseloomustab, mitu korda kasvab binoommeetodil leitud hinna tédpsus, kui suurendada
ajahetkede arvu 2 korda. Kui tépsus paraneb, siis p(N) > 1. Kuna p(NN) on esitletav kujul

V(N) — Vps

p(N) = V(ZN) — Vgs’

siis viimasest vordusest saame, et

p(N)V(2N) — V(N)
p(N) =1

Vis = (2.16)

kui vigade suhe p(N) koondub konstandiks p > 1 juhul N — oo, siis saame leida ekstrapolee-

ritud hinna vastavalt valemile

. pV(2N) — V(N)

V(2N) = p— (2.17)

Niiteks, kui p = 2, nagu paindliku binoommeetodi korral, siis ekstrapoleeritud hind on

A~

V(2N) = 2V (2N) — V(N). (2.18)
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Leiame niilid ekstrapoleeritud hinna vea. Kasutades seoseid (2.15) ja (2.16) saame

17(2N) _ pV(2N) —V(N) _
p—1
_ p(NVEN) = V(N) | V2N)(p - p(N)) _
p—1 p—1
_ . V) =1 (Vs +e(2N)(p — p(N))
= VBs =
-1 p—1
= Vs + £ f(iV)GQN)
Seega ekstrapoleeritud hinna viga on
p—pN)
L)),

mis on véiksem kui e(2NV), kuna %(IN)‘ < 1. Kui vigade suhe p(N) koondub konstandiks
p > 1, siis ekstrapoleerimismeetodit kasutades leitud hindamisviga on palju vaiksem kui bi-
noommeetodil leitud hindamisviga e(2N). Seega, kui vea koonduvus on iihtlane, saab niisugust

ekstrapoleerimistehnikat kasutades koonduvuskiirust suurendada.

Ameerika optsioonide korral ei saa ekstrapoleeritud hinna valemit analoogiliselt tuletada,
kuna optsiooni hind ei ole analiiiitiliselt leitav. Selle asemel saame defineerida suuruse £(N),

mis naitab kui palju muutub hind, kui suurendada ajahetkede arvu kaks korda:
e(N)=V(N)—V(2N).

Niiiid saame defineerida vigade erinevuste suhte:

, &) V(N)-V(2N)
PN = o) T VN S VAN

Néitame niiiid, et suurus p/(2N) on esitatav kujul

N)—1
oN) = PV =1 o
p'(2N) ,0(2N)—1p( )
Toepoolest,
e(N)
N)—1 —1e(2N
P( ) p(ZN): 2N 6( ):
p(2N) —1 % e(4N)

_e(N)—e(2N) _ V(N)-V(2N)
~ e(2N) —e(4N)  V(2N) —V(4N)’
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See tahendab seda, et kui vigade suhe p(N) koondub konstandiks, siis ka vigade erinevuste
suhe p'(N) koondub samaks konstandiks. Veel enam, kui vigade erinevuste suhe koondub
konstandiks, siis saame koondumise kiiruse parandamiseks kasutada valemiga(2.17) toodud

ekstrapoleerimisvotet.

2.3 Leiseni ja Reimeri meetod

Kéesoleva peatiiki kirjutamisel on kasutatud materjale 2] ja [5].

Alternatiivse voimaluse binoommeetodi parameetrite méaramiseks pakkusid vélja Dietmar
Leisen ja Mathias Reimer. Meetod tugineb ideele, et parameetrid u ja d tuleb valida selliselt,
et optsiooni taitmishind oleks hinnapuu suhtes fikseeritud. Taitmishinna juhuslik asukoht puu
suhtes on ka pohjuseks, miks CRR binoommeetodi korral optsiooni hind sedavord palju ost-

silleerub.

Selleks, et paremini moista Leisen-Reimer’i meetodi ideed, tuletame esmalt Euroopa optsiooni
hinna valemi kasutades binoomjaotuse jaotusfunktsiooni. Vaatleme veelkord N-perioodilist bi-
noommudelit. n-nda perioodi 1opuks saab alusvara viirtus omandada iihe viirtustest Syu’d" 7,

0 < j < n. Alusvara hind omandab viirtuse Syu/d®~/ juhul, kui hind liigub iiles j perioodi

n!
Jl(n—j)!

tiikki. Seega toendosus, et alusvara hind omandab viirtuse Sou/d™ ™ on Cig¢’(1 — )"/,

jooksul ning alla iilejiéinud n — j perioodi jooksul. Erinevaid voimalusi selleks on C¥ =

. rAt_ . . ~ . . ~ .
0<j<mnkusqg= “— dd on riskineutraalne toendosus. Paneme tédhele, et toendosused

Ci¢’(1 — q)"7 on binoomjaotuse toendosused, mis niitab toenfiosust, et siindmus A toimub
J korda, kui siindmuse A toimumise téendosus on ¢ ning toimub n soltumatut katset. Seega,

kui juhuslik suurus X on binoomjaotusega, siis
Ppnq(X =) = Cla'(1— )"

ning suuruse X jaotusfunktsioon on kujul

Famg(X = a) = Pag(X < a) = Z T (1 —q)"
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Euroopa tiiiipi ostuoptsiooni korral on optsiooniga seotud véljamakse Po = [S(T) — X|, ning

seega optsiooni hind hetkel ¢ = 0 on
N .
Voo =e Y Ol (1= )V I [So/dV 7 — X]..
5=0

Paneme téhele, et u/d" 7 = (%)7d" kasvab indeksi j kasvades, sest % > 1.
Olgu a > 0 vihim tiisarv, mille korral Syu/dV—7 > X, mis on samavéiirne tingimusega, et

log So + jlogu + (N — j)logd > log X,

millest jareldub, et
log X — log Sy — N logd

J=
logu — logd

Seega

. |log X —log Sy — N logd

a = ceil ,
logu — logd

kus

x, kui z on téisarv: [z] = z,

ceillx] =
[z] +1, kui[x] # x.

Niiiid saame optsiooni hinna esitada kujul

N
Voo = e Chg/ (1 — N (SpuldV ™ - X) =

j=a

N N
ey AR (1= VIS dN T = Xe Y Ol (1N =

j:a j:a

N
T3 Gl (1 - YIS X1~ Fyg @)
j=a

kus Fp(ng)(a) = Ppvg(X < a) = Z?;(l) C%¢? (1 — ¢)N7 on binoomjaotuse B(N, q) jaotus-

funktsioon.

Tihistame R = e "2, Siis e = RY ning suurus e "7'¢/(1 — ¢)V Ju/dV~7 on esitatav kujul

ST 001 \N=dyd gN=d — N (1 \N—dgdgN—i _ (Y (L= @)d\NT
e "¢ (1—q)" dd RY¢(1—q)" 7u'd <R>< 7 > :
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Kuna

. 1 (r—dju uwR—-dR—Ru+du dlu—R) (1—q)d
"R (u—-dR (u—d)R ~ Rlu—d) R

siis tdhistades ¢’ = % saame

—TTS ZO] N Il dNI =
=s02c~zv<%> (-%)"-
—SOZC Y =)

= So(1 = F(ng(a)).

Kokkuvottes oleme saanud Euroopa ostuoptsiooni hinna hetkel ¢ = 0 kujul
Voo = So(1 = Fpwvg(a)) — €T X(1 = Favg(a) = So(Favgy(a) — e X (Fpg(a)),
Analoogiliselt saab tuletada ka Euroopa miiligioptsiooni hinna valemi

VP,O = XR_NFB(Nﬂ)(CL) — SQFB(qu/)(CL).

Teame, et kui perioodide arv N — o0, siis binoommeetodil leitud Euroopa optsiooni hind
koondub Black-Scholes’i valemil saadud piirhinnaks, mis on antud valemitega (1.4) ja (1.7).
Leisein-Reimeri meetodi idee seisneb selles, et standardiseeritud normaaljaotuse jaotusfunkt-
siooni argumentide d1 ja d2 pohjal leida ligikaudselt binoomjaotuse toendosused ¢ ja ¢'. Camp-
Paulson tuletas valemid binoomjaotuse ldhendamiseks normaaljaotusega ning Peizer-Pratt

tuletasid podrdvalemi Camp-Paulsoni valemile. Peizer-Pratt’i valem on kujul

z 2 1
3 n+1

Peizer-Pratt’i valem on tuletatud eeldusel, et n on paaritu arv ning et binoomjaotuse jaotus-

h™(z) = 0.5+ (2.19)

n+1

funktsiooni argument a on vordne suurusega . See tdhendab, et Leisen-Reimer’i meetodi
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korral asub tditmishind solmede (N, £31) ja (N, &) vahel. Valemi (2.19) pohjal saame leida

toendosused
q=h""dy), ¢ =h"d).
Kasutades seost ¢’ = % saame leida parameetri u valemiga
— erAtgl
q
ning kasutades riskineutraalse toendosuse valemit ¢ = eTuA_t;d, saame leida parameetri d vale-
miga
g erAt — qu
l—gq
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3 Numbrilised eksperimendid

Selles peatiikis vordleme optsiooni hinna koonduvust nii Euroopa kui ka Ameerika tiiiipi
optsioonide korral. Programmid on kirjutatud programmeerimiskeeles python ning toodud
lisades.

Leiame esmalt FEuroopa ostuoptsiooni hinna ning hinna vead tavalist binoommeetodit ja

paindlikku binoommeetodit kasutades. Kasutame artiklis toodud parameetreid:

e alusvara hind S = 100,

e taitmishind X = 95,

e riskivaba intressiméar r = 0.06,
e volatiilsus o = 0.2,

e tiitmisaeg T' = (0.5 aastat,

Binoommeetod Paindlik binoommeetod
Sammude arv | hind viga | vigade suhe | hind viga | vigade suhe
25 10.2298 | 0.0397 - 10.1398 | -0.0503 -
50 10.2025 | 0.0125 3.1890 10.165 | -0.0242 2.0812
100 10.1924 | 0.0023 5.3406 10.1782 | -0.0119 2.0336
200 10.1954 | 0.0054 0.4366 10.1841 | -0.0059 1.9933
400 10.1925 | 0.0024 2.2226 10.1871 | -0.0029 2.0049
800 10.1898 | -0.0002 | -11.4132 | 10.1886 | -0.0015 1.9974
1600 10.1904 | 0.0003 -0.6280 10.1893 | -0.0007 1.9989
Black-Scholes | 10.1901 10.1901

Tabel 1: Euroopa ostuoptsiooni hinna leidmine binoommeetodiga ja paindliku binoommeeto-
diga.

V(N)_VBSS, kus suurus V' (V) on sammude arvuga N

Tabelis 1 tahistab vigade suhe suurust TN Vs

leitud optsiooni hind ning suurus Vpg on Black-Scholesi valemi abil leitud hind. Méarkame,
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et paindlikku binoommeetodit kasutades viaheneb hinna viga monotoonselt ning vigade suhe
koondub konstandiks, tavalise binoommeetodi puhul mitte. See annabki voimaluse kasutada
alapeatiikis 2.2 kirjeldatud ekstrapoleerimisvotet koondumise kiirendamiseks. Leiame niiiid
uuesti Euroopa ostuoptsiooni hinnad Leisen-Reimeri meetodi ning paindliku binoommeeto-
di abil, kus paindliku binoommeetodi koondumist on kiirendatud alapeatiikis 2.2 kirjeldatud

ekstrapoleerimisvotet kasutades.

Euroopa ostuoptsioon

Sammude arv(N) EFB viga N?*viga LR viga N?*viga
20 10.189929 | -0.000129 | -0.051850 | 10.189767 | -0.000291 | -0.116750

50 10.190458 | 0.000400 | -0.999171 | 10.190064 | -0.000052 | -0.129977

100 10.190018 | -0.000039 | -0.401796 | 10.190045 | -0.000013 | -0.134978

200 10.190073 | 0.000015 | 0.582367 | 10.190055 | -0.000003 | -0.138500

300 10.190043 | -0.000015 | -1.353519 | 10.190057 | -0.000001 | -0.139224

500 10.190060 | 0.000002 | 0.637714 | 10.190058 | 0.000000 | -0.139224
1000 10.190057 | -0.000001 | -1.524268 | 10.190058 | 0.000000 | -0.139771
1400 10.190058 | -0.000000 | 0.094307 | 10.190058 | 0.000000 | -0.139941

Black-Scholes | 10.190058 10.190058 10.190058

Tabel 2: Euroopa ostuoptsiooni hinna leidmine paindliku binoommeetodi ja Leisen-Reimer’i

meetodil.

Tabeli 2 pohjal ndeme, et molema meetodi koonduvuskiirus on suurusjérku +,

1

kuid parema

tulemuse annab Leisen-Reimeri meetod, koondudes Black-Scholesi valemi abil leitud hinnaks
kuue komakoha tépsusega juba 500 sammu juures. Paindlikul binoommeetodil kulub selleks

rohkem kui 1000 sammu. Samuti on néiha, et Leisen-Reimer’i meetod koondub monotoonselt.
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Vordleme jargmiseks hindade koondumisi erinevate taitmishindade korral. Sammude arv olgu
koikide meetodite korral N = 50. Muud parameetrid jadvad samaks. Kuna Ameerika miii-

gioptsiooni hinda ei saa analiiiitiliselt leida, kasutame Black-Scholes’i hinna asemel paindliku

binoommeetodiga leitud hinda N = 1000 korral.

Taitmishind | CRR FB EFB LR Black-Scholes
Euroopa ostuoptsioon
80 22.5481 | 22.5371 | 22.5473 | 22.5465 22.5464
99.9 7.1869 | 7.1817 | 7.2099 | 7.2099 7.2100
100 7.1276 | 7.1276 | 7.1559 | 7.1558 7.1559
100.1 7.0790 | 7.0738 | 7.1020 | 7.1020 7.1020
120 1.0974 | 1.0578 | 1.1026 | 1.0938 1.0938
FEuroopa miitigioptsioon
80 0.1838 | 0.1727 | 0.1830 | 0.1821 0.1821
99.9 4.1345 | 4.1292 | 4.1575 | 4.1574 4.1575
100 4.1722 | 4.1722 | 4.2004 | 4.2004 4.2004
100.1 4.2206 | 4.2454 | 4.2436 | 4.2436 4.2437
120 17.5509 | 17.5113 | 17.5560 | 17.5473 17.5472
Ameerika miitigioptsioon
80 0.1894 | 0.1794 | 0.1894 | 0.1888 0.1882
99.9 4.4333 | 4.4309 | 4.4469 | 4.4406 4.4458
100 4.4779 | 4.4779 | 4.4939 | 4.4874 4.4928
100.1 4.5291 | 4.5252 | 4.5413 | 4.5346 4.5401
120 20.0 20.0 20.0 20.0 20.0

Tabel 3: Euroopa ostuoptsiooni ning Euroopa ja Ameerika miiligioptsiooni hinna leidmine.
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Paneme téahele, et kui optsiooni tditmishind asub alusvara hinnast kaugel, siis Euroopa tiitipi
optsioonide korral to6tab paremini Leisen-Reimer’i meetod. Kui aga optsiooni taitmishind on
alusvara hinna ldhedal annavad paindlik binoommeetod ja Leisen-Reimer’i meetod sisuliselt
vordse tulemuse. Ameerika miitigioptsiooni korral, kui tditmishind asub alusvara hinnast kau-
gel tootab jallegi paremini Leisen-Reimer’i meetod, kuid kui téaitmishind on alusvara hinna

ldhedal annab parema tulemuse paindlik binoommeetod.
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Lisad

Funktsioonid Euroopa ja Ameerika optsiooni hinna leidmiseks binoommeetodi,
paindliku binoommeetodi, Leisen-Reimer’i meetodi ning Black-Scholes’i valemi

abil

from math import exp, sqrt, log
import matplotlib.pyplot as plt

import scipy.stats as si

def signum(x):
if x >= 0:
return 1
else:

return —1

def leiahindEuroopa (hinnad ,r,delta t,p):

.

if len(hinnad) = 1:
return hinnad

for 1 in range(len (hinnad)—1):
hindl = hinnad [1i]
hind2 = hinnad [i+1]
hind = exp(—rx*delta t)*(p+hind2+(1—p)*hind1)
t.append (hind)

return leiahindEuroopa(t,r,delta_t,p)

def leiahindAmeerika (hinnad ,r,delta _t,p,U,D,S,X, type):
=)
m = len (hinnad)—2
if len(hinnad) = 1:
return hinnad
for j in range(len (hinnad)—1):
hindl = hinnad[]]
hind2 = hinnad [j+1]
hind = exp(—rx*delta t)*(p+*hind2+(1—p)*hindl)
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if type = "put":
hind Pmj = leiaOptsiooniHindHetkelN Call(j ,m,U,D,S,X)
else:
hind Pmj = leiaOptsiooniHindHetkelN Put(j,m,U,D,S,X)
hindMax = max(hind Pmj, hind)
t . append (hindMax)
return leiahindAmeerika(t,r,delta _t,p,U,D,S,X, type)

def leiaOptsiooniHindHetkelN Call(j,N,U,D,S ,X):
hind = max ((Usxx* j*Dxx*(N-j )*S)—X,0)

return hind

def leiaOptsiooniHindHetkelN Put(j,N,U,D,S,X):
hind = max (X—(Uxx j*Dx*x(N—j)*S) ,0)

return hind

def leiaAlusvaraHindHetkelN Call(j,N,U,D,S,X):
hind = Uss j*D*x(N—j)*S

return hind

def leiaHinnadHetkelN Call(r,delta t,p,N,U,D,S,X):

hinnadHetkelN = []

for j in range(N):
V_mljl = leiaOptsiooniHindHetkelN Call(j+1,N,U,D,S,X)
V_mlj = leiaOptsiooniHindHetkelN Call(j,N,U,D,S,X)
V_mj = exp(—r=xdelta_t)*(p*V_mljl+(1—p)=*V_mlj)
hinnadHetkelN . append (V_mj)

return hinnadHetkelN

def leiaHinnadHetkelN Put(r,delta t,p,N,U,D,S,X):
hinnadHetkelN = []
for j in range(N):
V_mljl = leiaOptsiooniHindHetkelN Put(j+1,N,U,D,S,X)
V_mlj = leiaOptsiooniHindHetkelN Put(j,N,U,D,S,X)
V_mj = exp(—rxdelta_ t)*x(p*V_mljl+(1—p)*V_mlj)
hinnadHetkelN . append (V_mj)

35



return hinnadHetkelN

def leiaAlusvaraHinnadHetkelN Call(N,U,D,S,X):
hinnadHetkelN = []
for j in range(N):
S N = leiaAlusvaraHindHetkelN Call(j+1,N,U,D,S,X)
hinnadHetkelN . append (S_N)
return hinnadHetkelN

def leiaSuhtelineKaugus (N, params):
sigma = params|"sigma"]
SO=params|[" SO0 "]
r=params|"1r"]
X = params|["X"|
T= params["T"|
optionType="euroopa_put"
delta t = T/N
u = exp(sqrt(sigmax*x*2xdelta t))
d =1/u
p=(exp(rxdelta t)—d)/(u-d)
hinnad = leiaAlusvaraHinnadHetkelN Call(N,u,d,S0,X)
L= )
dd = 0
for i in range(len (hinnad)):
1. append (min (abs ((X/hinnad[i]) —1),abs ((hinnad[i]/X)—1)))
l.sort ()
for i in range(len (hinnad)—1):
if X > hinnad|[i]| and X <= hinnad[i+1]:
dd=min (hinnad [ i+1]-X,X~hinnad [i])/( hinnad [ i+1]—hinnad[i])

return dd

def blackScholes (params):

sigma = params|["sigma"]
SO=params|[" SO0 "]

r=params|" "]
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X = params["X"]
T= params["T"]
optionType=params|[" optionType "]

result = 0

dl = (np.log (SO0 / X) + (r + 0.5 * sigma *x 2) =
d2 = (np.log (S0 / X) + (r — 0.5 % sigma =% 2) x

)
)

T) / (sigmasxnp.sqrt(T))
T) / (sigmasxnp.sqrt(T))
if optionType = ’euroopa_put ’:

result=(S0*si.norm.cdf(dl, 0.0, 1.0)—Xsnp.exp(—r*T)*si.norm.cdf(d2,0.0,1.0))

if optionType ‘euroopa_call ’:

result=(X*np.exp(—r*T)xsi.norm.cdf(—d2,0.0,1.0) —SO*si.norm.cdf(—d1,0.0,1.0))
return result

def CRRmodel (N, params):

sigma = params|["sigma"|
SO=params|["S0"]

r=params|[" "]

X = params["X"]

T= params|["T"]
optionType=params|" optionType "]
delta t = T/N

u = exp(sqrt(sigmax*x*2xdelta t))
d =1/u

p=(exp(rxdelta_t)—d)/(u—d)

if optionType = "euroopa_ put":
hinnadHetkelN euroopaCall = leiaHinnadHetkelN Call(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_N eo = leiahindEuroopa (hinnadHetkelN euroopaCall ,r,delta t,p)|[0]
return V_N eo

elif optionType = "euroopa_call":

hinnadHetkelN euroopaPut

leiaHinnadHetkelN Put(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_N em = leiahindEuroopa (hinnadHetkelN euroopaPut,r,delta _t,p)[0]
return V_N em

elif optionType = "ameerika put":

hinnadHetkelN ameerikaCall=leiaHinnadHetkelN Call(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
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V_N ao=leiahindAmeerika (hinnadHetkelN ameerikaCall ,r,delta _t ,p,u,d,S0,X,"put")[0]
return V_N _ao
elif optionType — "ameerika call":
hinnadHetkelN ameerikaPut=leiaHinnadHetkelN Put(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_N am=leiahindAmeerika (hinnadHetkelN ameerikaPut ,r,delta_t,p,u,d,S0,X," call ")[0]

return V_N am

def flexibleCRRmodel (N, params):
sigma = params|["sigma"]
SO=params|[" SO0 "]
r=params|" "]
X = params["X"]
T= params["T"]
optionType=params|" optionType"|
delta t = T/N
u0 = exp(sigmasxsqrt (delta t))
do = 1/u0
pO0=(exp(rxdelta_ t)—d0)/(u0-d0)
eta = (log(X/S0) — Nxlog(d0))/log(u0/d0)
jO = int (round(eta))
1 = (2x(eta—j0)xsqrt(delta_t))/(sigmaxT)

u = exp( (sigmaxsqrt(delta_t)) + (lssigmasx*2xdelta_t) )
d = exp( (—sigmaxsqrt(delta t)) + (lxsigmax*x2xdelta t) )
p=(exp(rxdelta t)—d)/(u-d)

if optionType = "euroopa_ put":
hinnadHetkelN euroopaCall = leiaHinnadHetkelN Call(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_N eo = leiahindEuroopa (hinnadHetkelN euroopaCall ,r,delta t,p)|[0]
return V_N eo
elif optionType = "euroopa_call":
leiaHinnadHetkelN Put(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_N em = leiahindEuroopa (hinnadHetkelN euroopaPut,r,delta _t,p)[0]

hinnadHetkelN euroopaPut

return V_N em
elif optionType = "ameerika put":

hinnadHetkelN ameerikaCall = leiaHinnadHetkelN Call(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
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V_N ao=leiahindAmeerikaCall (hinnadHetkelN ameerikaCall ,r,delta_t,p,u,d,S0,X,"put")[0]
return V_N _ao
elif optionType=="ameerika call":
hinnadHetkelN ameerikaPut=leiaHinnadHetkelN Put(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_N am = leiahindAmeerika (hinnadHetkelN ameerikaPut ,r,delta_t,p,u,d,S0,X," call ")[0]

return V_N am

def reimerLeisenModel (N, params):
sigma=params|[" sigma "]
SO=params|[" SO0 "]
r=params|" "]
X=params|["X"]
T=params["T"]
optionType=params|" optionType"|
if N% 2 = 0:
N=N+1
delta t = T/N
r_n—exp(rxdelta t)
d1=(log (SO0/X)+(r+sigmax*2/2)*T)/(sigma*sqrt (T))
d2=dl-sigmaxsqrt (T)
p=1/2 + signum (d2)*sqrt(1/4 — 0.25%exp(—(d2/(N+1/340.1/(N+1)))**2x(N+1/6)))
q=1/2 + signum (d1)*sqrt(1/4 — 0.25%xexp(—(d1/(N+1/3+0.1/(N+1)))**2%(N+1/6)))
u=r_n*q/p
d=(r_n—p=u)/(1-p)
if optionType = "euroopa put":
hinnadHetkelN euroopaCall = leiaHinnadHetkelN Call(r,delta_t,p,N,u,d,S0,X)
V_N eo = leiahindEuroopa (hinnadHetkelN euroopaCall,r,delta t,p)[0]
return V_N eo
elif optionType = "euroopa_ call":
hinnadHetkelN euroopaPut = leiaHinnadHetkelN Put(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_ N en = leiahindEuroopa (hinnadHetkelN euroopaPut ,r,delta t,p)[0]
return V.N em
elif optionType = "ameerika put":
hinnadHetkelN ameerikaCall=leiaHinnadHetkelN Call(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V N ao=leiahindAmeerikaCall (hinnadHetkelN ameerikaCall ,r,delta_t,p,u,d,S0,X,"put")[0]

return V_N ao
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elif optionType = "ameerika call":
hinnadHetkelN ameerikaPut=leiaHinnadHetkelN Put(r,delta t,p,N,u,d,S0,X)
V_ N am=leiahindAmeerika (hinnadHetkelN ameerikaPut ,r,delta _t,p,u,d,S0,X," call ")[0]

return V_N am

def extrapolatedFlexibleCRRmodel (N, params):
CN_eo = flexibleCRRmodel (N, params)
C2N_eo = flexibleCRRmodel (2xN, params)

C_black scholes = 10.1901

eN = CN_eo — C_black scholes
e2N = C2N_eo — C_black scholes
rooN = eN/e2N

roo = 2
C2N katusega = C _black scholes + ((roo—rooN)/(roo—1))%e2N
return C2N _katusega

params = {
"sigma": 0.2, # alusvara volatiilsus (volatility)

"SO": 100, # alusvara hind (underlying asset price)

n n.

T 0.06, # riskivaba intressimaar (risk—free rate)

"X": 95, # optsiooni taitmishind (Strike price)

"T": 0.5, # optsiooni eluea pikkus

"optionType": "ameerika call" #optsiooni tuup [euroopa put,euroopa call,

#ameerika put,ameerika call]
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