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ОБ ОДНОМ КЛАССЕ ПОЛУГРУПП, БОГАТЫХ ЭНДОМОРФИЗМАМИ 
Е.Габович 

Кафедра алгебры и геометрии 

Х.Сильдос 

Кружок СНО при кафедре алгебры и геометрии 

В работе ß>] описаны абелевы группы, любая подгруппа ко­
торых является эндоморфнш.; образом всей группы, а в [7] най­
дены все абелевы группы, эпиморфно отображающиеся на любую 
свою подгруппу с конечным числом образующих (к этому же цик­
лу исследований относятся и работа [б}).Естественно изучать 
и другие алгебраические системы с аналогичны-ш свойствами. 

В настоящей работе в некоторых частных случаях находит­
ся решение следующей проблемы, сформулированной одним из 
авторов в (4] (проблема 12): "Описать полугруппы (абелевы 
полугруппы, нильпотентные полугруппы), эндоморфным образом 
которых служит: а) любая их подполугруппа, б) любая их 
счетная подполугруппа, в) любая их конечная подполугруппа, 
г) любая их конечно порожденная подполугруппа". 

Полугруппу 5 будем называть p-полугруппой ( Ф-по-
лугруппой), если для любой ее подполугруппы (конечнопорож­
денной подполугруппы) Т существует эндоморфизм полугруппы 
S отображающий 5 на подполугруппу Т. Гомоморфизмы на 
некоторую полугруппу будем в настоящей работе называть эпи­
морфизмами. 

В работе [6] полностью описаны идемпотентные ( <t » ь 
для любого элемента «• ) полугруппы, каждая подполугруппа 
которых является ({^-полугруппой или П-полугруппой. По­
лугруппу S будем называть Г* полугруппой (^-полугруп­
пой) , если любая ее подполугруппа является Г-полугруппой 
( ф -полугруппой). Через Г будем обозначать класс всех 

Г-полугрупп, Аналогично определяются классы Г* и 
Иногда мы будер рассматривать множество я Ясно, 
что 

Г с Г с ф (  Г*с ср* с ф, (0.1) 



причем, как отпечено в /6J, все классы из я различны уже 
в случае, когда рассматриваются только абелевы идешютент-
ные полугруппы. 

Для других алгебраических систем можно пользоваться 
аналогичной терминологией. Так, для любого хе я можно, 
например, говорить о Х-группах. Для точного определения 
этого понятия слова "полугруппа" и "подполугруппа" в опре­
делении .х-полугруппы следует заменить словами "группа" и 
"подгруппа". При этом класс Х-полугрупп,являющихся груп­
пами, оказывается более узким, чем класс Д-групп. 

Примером Г-полугруппы может служить свободная в не­
котором многообразии полугруппа с бесконечным множеством 
(мощности ТО свободных образующих. Любая ее подполу­
группа имеет мощность, не превосходящую X и, следова­
тельно, является эпиморфнш образом всей полугруппы. Вместо 
многообразия здесь можно рассмотреть любой класс полугрупп, 
содержащий все подполугруппы своих свободных полугрупп. 

Большое число примеров отдельных х-полугрупп при 
разных хе * и целых классов таких полугрупп будет при­
ведено ниже. В частности, примеры классов групп, являющихся 

ОС-полугруппами, рассмотрены в первом параграфе статьи. 

§1. ф-полугруппы, являющиеся группами 

Предложение I.I. Для любого я б я группа 6. тогда 
и только тогда является Х-полугруппой, когда она - пери­
одическая Х-тгруппа. Абелева группа £ тогда и только 
тогда является ф( ф*- или Г-полугруппой, когда она периоди­
ческая группа, удовлетворяющая, соответственно, условию: 

Аф: из A i  0, где А - максимальная полная подгруппа в 
следует, что /к - неограниченная группа; 

АФ* группа 6. - редуцированная; 
АГ; ее каждая примарная компонента является гомоморфный 

образом своей базисной подгруппы. 
Доказательство. Докажем сначала первое утверждение 

предложения. 
Необходимость. Предположим, что группа G. является 

ф-полугруппой ( Г-полугруппой). Если бы некоторый ее 
элемент ci имел бесконечный порядок, то существовал бы 
эпшорйизм группы 6, на не являющуюся группой подполу­
группу {с ,rJ-t ..., ). Следовательно, 6. - период*-



ческая группа. Будучи ф-полугруппой ( Г-полугруппок), 
она и подав® является ф-группой ( f-группой). Если она 
к тому же оказывается ф*-полутруппой ( И-полугруппой),то 
любая ее подполугруппа, в том числе и любая ее подгруппа, 
является ср-полугруппой ( Г-полугруппой), а потому, и 
подавно, ф-группой ( Г-группой). 

Достаточность. Если 6. - периодическая группа, то лю­
бая ее подполугруппа является ее подгруппой. Следовательно, 
если 6. является ф-группой ( ф -группой, Г -группой 
или Г*-группой), то она же оказывается и <р-полугруппой, 

ф*-полугруппой, Г-полугруппой или Г*-подугруппой, 
соответственно. 

Перейдем к доказательству второго утверждения и иссле­
дуем каждый из рассматриваемых здесь случаев в отдельности. 

В случае абелевых групп, являющихся ф-полугруппами, 
утверждение предложения непосредственно следует из доказан­
ного первого утверждения предложения и из результатов ра­
боты [7] (см. стр. 73), в которой показано, что абелева 
периодическая группа 6. тогда и только тогда является ф-
грушгой, когда она удовлетворяет условию АФ (ниже мы бу­
дем называть этот последний результат просто "леммой"). 

Пусть теперь ft - абелева группа, являющаяся ф*-полу-
группой. Тогда по доказанному первому утверждению предложе­
ния, она является ф*-группой. Если бы в ft максимальная 
полная подгруппа А не равнялась нулю, то А не явля­
лась бы ф-группой: А/А - ограниченная группа вопреки 
лемме. Следовательно, А =0 и ft -редуцированная груп­
па. 

Наоборот, если ft - редуцированная группа, то таковы 
же и все ее подгруппы. Но, ввиду леммы, любая редуцирован­
ная абелева периодическая группа является ф-группой.Сле­
довательно, ft является Ф-группой и, по предположению, 
ф*-полугруппой. 

Пусть, наконец, ft - абелева группа, являющаяся Г-
полугруппой. По доказанному первому утверждению предложения 
она является периодической Г-группой. Пусть ftp. - ее jv-
примарная компонента, a Hp. - произвольная подгруппа в ft^. 
Пусть F - подгруппа группы ft, получающаяся из разложе­
ния (я в прямую сумму примарных компонент в результате 
замены прямого слагаемого ftp. на Hp,.Покажем, что при лю­



бом гомоморфизме ^ группы (х на F (такие гомоморфизмы 
существуют, так как Q. является Г-группой) группа 
отображается на свою подгруппу Hp- Действительно, так как 
гомоморфный образ jv-примарного элемента jv-примарен, а 
все р~примарные элементы из F лежат в Нц, то (у f с 

Аналогичные включения с имеют место и для других 
примарных компонент. Еоли бы хотя бы одно из них было стро­
гим, то строгим было бы и включение 

=( .ПСл .^ )^  = П( (я^ )ср .  

Это противоречие с эпиморфностью f и показывает, что if 
индуцирует эпиморфизм GL на • Следовательно, 6^ яв­
ляется Г-группой. Но в [5] (стр. 80) показано, что абе­
лева прим арная группа тогда и только тогда является Г-
группой, когда она является гомоморфным образом своей ба­
зисной подгруппы. Поэтому любая примарная компонента груп­
пы 6. является гомоморфным образом своей базисной под­
группы. 

Наоборот, если любая примарная компонента абелевой пе­
риодической группы & является гомоморфным образом своей 
базисной подгруппы, то, как мы отметили, каждая ее компо­
нента будет являться Г-группой. Пусть Н - подгруппа 
группы &, а 

6, = П (*» , н = п ~ 

разложения групп и Н на примарные компоненты. Так 
как Gu содержит все с^-примарные элементы группы 5, 
то К с Поэтому существует семейство эпиморфизмов 
^ : (д, ^ ( склеив которые, мы и получим эпиморфизм 
группы &. на hV Следовательно, 6. является Г-группой, 
а потому и Г-полугруппой. 

Предложение доказано. 
Следствие. Подгруппа абелевой группы, являющейся ф-

полугруппой, может не быть ф-полугруппой. 
Действительно, максимальная полная подгруппа, если она 

отлична от нуля, не является ф-подгруппой абелевой пе­
риодической ф-группы. 

§2. Множества образующих ф-полугрупп 

Будем обозначать символом <Х> или <х< ,xt, •- •,хл, ••• > 
подполугруппу некоторой полугруппы, порожденную ее подмно­



жеством У. ={3Ц •• •, зСц, • • • ). Если будет нужно 
подчеркнуть, что X является неприводимым порождающим 
множеством для полугруппы < X > ( то будем писать «Л>>. 

Лемма 2.1. (Лемма об образующих'). Если в Г-полугруппе 
( ф -полугруппе) 5 существует система образующих мощ­
ности гй, то и в каждой ее подполугруппе (с конечным чис­
лом образующих) Т найдется система образующих, мощность 
которой не превышает т. 

Доказательство. Пусть <<эь.,ле1>- система образующих 
мощности t полугруппы S. Так как 5 является Г-полу-
группой ( ф-полугруппой), то существует эпиморфизм <f 
полугруппы S на подполугруппу Т. Тогда множество 

if I * е I) является системой образующих полугруппы Т 
и имеет мощность, не превышающую т. 

Лемма доказана. 
Предложение 2.2. Любая ф-полугруппа является или пе­

риодической полугруппой или полугруппой без кручения, вся­
кая система образующих которой бесконечна. 

Доказательство. Пусть ф -полугруппа S не является 
периодической. Тогда она содержит элемент х бесконечного 
порядка. Так как S Ф, то существует эпиморфизм полу­
группы S на ее бесконечную моногенную подполугруппу <х>. 
Но гомоморфный образ элемента конечного порядка является 
сам элементом конечного порядка, а все элементы в <х> имеют 
бесконечный порядок. Поэтому в 5 нет элементов конечного 
порядка, т.е. S - полугруппа без кручения. 

Покажем методом "от противного", что S не может 
иметь конечной системы образую mix. Предположим, что такая 
система существует и содержит rv образующих.Пусть т> и,. 
Рассмотрим в S подполугруппу А = {х"1, xrt+<

( ...По лемме 
об образующих эта подполугруппа должна иметь систему X 
образующих, состоящую не более, чем из п. элементов. Одна­
ко любая система образующих этой подполугруппы должна со­
держать элемент х™ который не равен произведению никаких 
двух элементов полугруппы А (из такого равенства, как 
известно, следовала бы конечность порядка элемента х ).Сис-
XrtfM должна также содержать элементы х , х ... 

... , xZml, которые также не равны произведению никаких 
двух элементов из А-- X • х = х f х ' npi 
ц<.иа,  сД,  р. с  {о,  <, 2  ,  . .V Следовательно,  система 
Л образующих содержит не_мвнее т. различных элементов. 



Это противоречие (напомним, что m >п. ) и показывает, что 
5 не имеет ни одной конечной системы образующих. 

Предложение доказано. 
Следствие 2.3. Бесконечная моногенная полугруппа не яв­

ляется ф-полугруппой. 
Действительно, она является полугруппой без кручения, 

но обладает и конечными системами образующих. 
Следотвие 2.4. Классы Г и <р не замкнуты относи­

тельно взятия подполугрупп и гомоморфных образов. 
Действительно, свободная полугруппа с бесконечным мно­

жеством образующих, бесконечная моногенная подполугруппа 
которой является и ее подполугруппой и гомоморфным образом, 
к этим классам не принадлежит. 

Заметим, что непосредственно из определения классов Г* 
и ф* следует их замкнутость относительно взятия подполу­
групп. 

Следствие 2.5. Любая -полугруппа является периоди­
ческой. 

Действительно, все подполугруппы ф-полугруппы, в том 
чиоле и ее моногенные подполугруппы, являются ф-полугруп­
пами. Однако, если ф*-полугруппа не имеет кручения, то 
любая ее моногенная подполугруппа бесконечна и по следствию 
2.3 не является ф-полугруппой. Следовательно, по предло­
жению 2.2, ф*-полугруппа является периодической. 

Следствие 2.6. Свободное произведение ф*-полугрупп 
или конечного числа ф-полугрупп с конечным числом обра­
зующих, или любых полугрупп, среди которых хотя бы одна со­
держит элемент конечного порядка, не является ф-полугруп­
пой. 

Действительно, в первом и третьем случаях свободное про­
изведение является, вопреки предложению 2.2, смешанной по­
лугруппой, а во втором - непериодической полугруппой с ко­
нечным числом образующих. 

Предложение 2.7. Пусть А и Б - полугруппы, свобод­
ные, соответственно, в классах 51 и ^ и обладающие ко­
нечными системами свободных образующих, состоящими из оди­
накового числа элементов. Пусть » с и класс <3 со­
держит все подполугруппы полугруппы 0. Тогда, если А яв­
ляется Г-полугруппой, то и 0 оказывается I -полу­

группой. 

- 8 -



Лар^я^т.^тро. Пусть ß' - произвольная подполугруппа 
полугруппы ь.  Пуоть {О,,  а» ,  .  . .  ,о . л )  •  { < - « ,  к , •  ~  
системы свободных образующих полугрупп А и ß( соответ­
ственно. Определим й;,f = для всех 1 = 4,*•, Так как 
у с 41, то b 6 у и поэтому отображение ^, опреде­
ленное на множестве свободных образующих свободной в а 
полугруппы А можно продолжить до эпиморфшзма полугруппы 
А на 6. / 

Обозначим через А полный прообраз волугруппн В>' при 
этом эпиморфизме f • Так как: А является Г-полугруппой, 
то по лемме об образующих подполугруппа А полугруппы А 
обладает множеством образующие СОСТОЯЩИЕ ИЗ nun. элементов. 
Таким множеством является, например, система 

H X  I  • • • ,  а П  =  К  V i  
где у - эпиморфизм полугруппы #А на А' (о*, диаграмму ни­
же), существование которого вытекает из определения Г -по­
лугруппы. Но тогда полугруппа В » А'<р обладает, системой 

(« i f »  ° i f »  • • • #  >  М 
образующх, состоящей из *- 6 т. элементов. 

( Покажем теперь, что ß можно эпиморфно отобразить на 
6, т.е-, что существует эпиморфизм -X , превращенияй в 
коммутативную следующую диаграмму: 

<a4,Q
z, •••, <*„> «А *• Ь = <*> А, •••>*> 

... /ДУ , 
= < « ' . ,  •  -  •  ,  a ' m  >  =  А  •  
<aiY,MV 

Я4 |а4 I 
J—ъ  = , <vf. • • • • 

Так как <• 4 ^, то определим 
= f )  I I  •  -  • )  =  -  •  -  =  £ * 2  =  б - *  •  

Класс y замкнут относительно взятия подполугрупп полу­
группы 6. Поэтому Ье. и из свободности д в у вы­
текает, что определенное на множестве свободных образуют« 
полугруппы Б отображение X продолжается до эпиморфиз­
ма всей полугруппы Ь на ее подполугруппу ß'. 



Ввиду произвольности подполугруппы £>' это и доказы­
вает, что Ь является Г -полугруппой. 

Предложение доказано. 

§3. Подполугруппы ф -полугрупп 

Предложение 3.1. Моногенная полугруппа тогда и только 
тогда является ф-, Г-, ф- или Г -полугруппой,когда она 
имеет тип , (2, <А) или (3, 2.d.--i), где d - любое 
натуральное число. 

Доказательство. Необходимость. Ввиду включений (0,1) 
достаточно показать, что любая моногенная ф-полугруппа 
имеет один из перечисленных в формулировке предложения ти­
пов. 

Рассмотрим моногенную ф-полугруппу сх>. По следствию 
2.3 она не может быть бесконечной. Предположим, что ода 
имеет тип (h, р.)( где h >3. Рассмотрим в <х> подполугруппу 

...}= А и эпиморфизм Ч" : i-x>—*-Д. Так как 
h а 3, то х1 не равен никакому другому элементу полугруп­
пы А и, следовательно, ясно, что х f = х^ ибо в про^ 
тивном случае xi ^ = А. Поэтому xtf = х2ь и Х)-х^=х 
при некотором -С. Следовательно, предположение к > 3 при­
водит к противоречию с самим собой: последнее из доказанных 
равенств возможно лишь при h Ъ. ^ 

Итак, h il- Если Ь=Ь, то из равенства X =Х ( вы­
водимого также, как в предыдущем абзаце, следует, что fi 
нечетно, т.е. р. -2.^-1 при некотором Я. 

Достаточность. Ввиду включений (0,1) достаточно пока­
зать, что любая моногенная полугруппа 5 -<*•>, имеющая 
один из перечисленных в Формулировке предложения типов (tl,fv)y 

является Г-полугруппой. 
Отметим сначала, что любая циклическая группа конечного 

порядка является Г -полугруппой. Действительно, любая ее 
подполугруппа является ее подгруппой и притом циклической. 
Так как при этом ее порядок оказывается делителем порядка 
всей группы, то воя группа может быть эпиморфзо отображена 
на эту свою циклическую подгруппу. 

Если К =1, т.е. 5 - конечная циклическая группа, 
то S 6 Г* ибо любая ее подполугруппа, будучи также 
циклической группой, является, как было отмечено, Г -полу­
группой. 
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Пусть h  = г  и Т - собственная подполугруппа в S. 
Так как 5 = {х, эс1 = X2"1"'1, х2",и Tf будучи соб­
ственной подполугруппой не содержит образующего элемента * 
полугруппы S, то Т является подполугруппой женёТЯсй 
циклической группы {x^i ][. Поэтому Т * са­
ма являетоя конечной циклической группой. Эпиморфизм S—<-Т 
•оотроим, отобразив X в образую пий элемент группы Т. 
Итак, S & Г. Но Т, как конечная циклическая группа, то­
же является Г-полугруппой, так что S £ Г* 

Наконец, если h = 3 и р = . то возможны два 
случая. Если подполугруппа Тс {х3

( х , ху, • • ,то повто­
ряются рассуждения предыдущего абзаца. Если же Т = 5х|*),то 
отображение х—порождает, ввиду равенства х ***• , 
эпиморфизм if полугруппы S на Т определенный фориу*-
лой x^f =. х1к\ Действительно, „ , , 
xSx«f, X^X^-f = XM+Z, X4=Xf, х^х^-х 

и т.д. Сама годполугруппа Те Г( ибо, ввиду того же равен­
ства, полугруппа , 

xr=(x l) , ) 

порождена элементом X1 и имеет тип (i,t) при некотором 
натуральном t ( а этот случай рассмотрен в предыдущем аб­
заце. 

Предложение доказано. 
Следствие 3.2. Для любого Э£ € класс моногенных X-

полугрупп замкнут относительно взятия гомоморфных образов и 
подполугрупп. 

Действительно, моногенная Ф-полугруппа имеет тип 
И, ̂ , (Z,c<) или (3,14-1), Как мы видели в ходе дока­
зательства предложения, любая ее подполугруппа тоже имеет 
один из этих типов, т.е. является сама ^-полугруппой. Яс­
но, что гомоморфный образ такой моногенной полугруппы также 
имеет один из трех названных типов и поэтому тоже оказы­
вается Х-полугруппой. 

Предложение 3.3. Если множество £ всех идемпптентов |~-
полугруппы С ф-полугруппы) 5 является подполугрупый в 
5, то t е Г (Е fc ф). 

Доказательство. Пусть F - подполугруппа (с к^нечнш 
числом образующих) полугруппы Е, Рассмотрим эпиморфизм 

: 5 > F и покажем, что Evf = F Так как = F, 
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то  £ ^ 6  F .  Если j-  б  F ,  эс  £  5  ж -  j  ,  то  и  = j .  
ддя всех i%. По предложению 2.2 полугруппа 5 является 
периодической полугруппой, так что найдется такое п,, что 
хп ~ е-е Е . Следовательно, г.^> = j., F с E<f и F - Еу-

Предложение доказано. 
Множество S всех элементов полугруппы 5( каждый из 

которых порождает циклическую подгруппу, назовем групповым 
ядром полугруппы S а множество S"={*eS|^e S'} назовем 
квадратной оболочкой группового ядра $'. 

Предложение 3.4. Множество Е всех идем патентов и 
групповое ядро ф*-полугруппы S, а также его квадратная 
оболочка являются подполугруппами полугруппы S. 

Доказательство. Пусть 5^Ф . Мы будем неоднократно, 
не оговаривая этого дополнительно, пользоваться тем, что 
любая моногенная подполугруппа ф*-полугруппы является <р-
полугруппой и, следовательно, по предложению 3.1, имеет тип 
(I, Я), (2, <А) или (3, 24, -I). 

Предположим, что fytE- Рассмотрим эпимор^зм 
—* <tf>. Ясно, что = <e.j-> . Если не яв­
ляется группой, то ej входит в любое порождающее мно­
жество моногенной полугруппы так что » t-j- или 

- e-f (в противном случае zfi ^ )• Следо­
вательно ,  с^ -еЕ .  Предположим поэтому ,  что  <<4>-группа  
порядка rv: Ц- - (*<•]- )tvHl. Поскольку (e-j-)*-- ее единствен­
ный идемпотент, то 

ел^ » = ( t f . ) *  и <ь, j> f  '  
так что (bj-)"' и из эпиморфности ^ вытекает, 
что группа одноэлементна, так что «j-fefr. Итак, £ 
является подполугруппой в S. 

Пусть S € ф* и у лежит в групповом ядре класса 
кручения К^= {а 6$ | 3 с t - j } ( а х - класса К^. 
Предположим, что е Ка • Если <.ху> - моногенная полу­
группа типа (2, й.) или X3,2d -I), то рассмотрим эпимор­
физм vf : <-х,У> *• <ху>.Рассуждение, аналогичное прове­
денному в предыдущем абзаце, показывает, что - ху или 

= ибо в противном случае <x,y>f ф <ху>. Пусть, 
для  определенности  х^=ху ,  Тогда  из  равенства  х - х '  = 
справедливого  для  некоторого  х ' е  <х> (  получим X L f '  
1 т.е. xlj обладает в K«j обратным элементом, 
вопреки предположению о типе полугруппы <ху\Следовательно, 
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<х^> имеет тип (I, <*), т.е. является группой * ху  при­
надлежит S', т.е. групповое ядро полугруппы 5 *влз#гси 
явдгруппой в 5 . 

Наконец, ecu эс^ е. Sпричем зс1 и у* лежат в 
групповых ядрах классов кручения Kt и К. , соответственно, 
то 6 Kj. Если <ху> - типа (3,2 <(. -I), а ^ - эпимор­
физм полугруппы <х,у> на <ху >, те опять же ы* Xf = ху, 
или yf = ху. Поэтому или из равенства -х"-*,«*1, или из 
равенства^ у1 j- = у2 будет следовать, что (^у/ч = (.ху/, т.е. 
что и*у) лежит в групповом ядре класса Kg (на самом деле 
<ху> не может иметь в рассматриваемом случае тип (3,2<i-I), 
ибо в такой моногенной полугруппе первая степень образующе­
го, принадлежащая групповому ядру - это его куб). Если же 
<ху> имеет тип (2, <А) или (I, А), то включение S' 
очевидно. Итак, во всех случаях хуе S" и S является 
подполугруппой в 5. 

Предложение доказано. 
Замечание 3.5. В Г-полугруппе и даже в ф-полугруппе 

множество всех идемпотентов, групповое ядро и его квадрат­
ная оболочка могут не быть подполугруппами. 

Рассмотрим, например, свободную со счетнш множеством 
свободных образующих ,х^, ... полугруппу F многооб­
разия, задаваемого тождеством х3* эЛ Из этого тождества 
следует, что х3 = зЛ - х^ ' х<,

/ так что = х3 и 
куб любого элемента из Ь является идемпотентом. Наоборот, 
из I = ч вытекает, что t. = с = е,3 

(  т.е. и наоборот каж­
дый идемпотент является кубом некоторого элемента из F. 
Из тождества х = хч следует, что любой элемент- из F по­
рождает моногенную нильполугруппу. Поэтому групповое ядро 
каждой моногенной подполугруппы одноэлементно и состоит 
только из ее идемпотента, а групповое ядро всей полугруппы 
F совпадает с множеством Е всех идемпотентов из F. 

Полугруппа F как свободная в некотором многообразии 
полугруппа со счетным множеством свободных образующих яв­
ляется i -полугруппой. Однако £ не является подполу­
группой в F: элементы л1 их3 - идемпотенты, а их про­
изведение X, , не будучи кубом никакого слова из F, не 
является идемпотентом. Не является в F ^подполугруппой и 
квадратная оболочка ее группового ядра: и Xt лежат в 
квадратной оболочке группового ядра рассматриваемой полу-
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2 1 
группы, а их произведение х, а1 не лежит, в нем, ибо 
х* х* -х\ х[ не является кубом никакого элемента. 

§4. &язки <р -полугрупп 

Ни один из классов (0,1) не замкнут относительно опера­
ции прямого произведения. Действительно, рассмотрим два эк­
земпляра абелевой идемготененой полугруппы, состоящей из 
двух элементов 0 и I (0-1 = 0) и являющейся, очевидно, Г*-
голугруппой. Их прямое произведение обладает единицей и по­
этому не может быть эпиморфно отображено на свою трехэле­
ментную подполугруппу {(0,0), (0,1), (1,0)) без едини­
ца. Следовательно, оно не является «^-полугруппой. Это® же 
пример четырехэлементной полугруппы, являющейся связкой 
своих четырех одноэлементных Г*-подполугрупп, показывает, 
что связка -полугрупп не является, вообще говоря,ф-амсу-
груш»1»Ижм для некоторых видов связок выясняется,в кжкжх 
случаях они не выводят за пределы классов (0,1). 

Будем рассматривать связки полугрупп S* , <xel и бу­
дем предполагать в приводимых определениях, что 

5 = U S* , 5* П Sß = ф 

и ои, д -• разные элементы из I. Связка называется линей­
ной, если J является линейно упорядоченным множеством и 
Gvtr, ko- & S* для любых <Х€ ^ , i- 6 Sß , d. < (Ь. Она 
называется  последовательно  аннулирующей ,  еоли  при  э том оЛ= 
= to. = а. Связка называется взаимно аннулирующей, если I 
содержит нуль 0 и в ней всегда Srt Sß = 0. Взаимно ан­
нулирующая связка является частным случаем следующей конст­
рукции,. HQ являющейся связкой: полугруппа S является 
взаимно аннулирующей суммой полугрупп S* , I, если 

s = US* И S* Л 5^ = (о), 4 • Sp = {о} 

для любых различных <к и р из 1-
Будем обозначать символами S° и S1 полугруппы, яв­

ляющиеся результатом внешнего присоединения, соответственно, 
нуля 0 или единицы I к полугруппе S • 

Предложение 4.1, Для любого Jt fc я тогда и только 
тогда Sc X. (шш S1 £ -X ), когда S являет ся ЭС-
полугруппой с нулем (соответственно, с единицей) во всей 
полугруме 5 при Jts Г или 3( • Г или в каждой 
ее конечно порожденной подполугруппе при 3£ = $ или X »ф . 
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Доказательство. Рассмотрим сначала случай, когда 3f» Г 
Необходимость. Пусть S°6 Г (или S1 fc Г ). Тогда 

любая ее подполугруппа Т (в том числе и S), являясь 
ее эпиморфнда образом, оказывается полугруппой с нулем (с 
единицей), который (которую) мы обозначим через С^( через 1Т), 

Пусть Т с S. Исходя из эпиморфезма f : S" > Т* ( со^ • 
ответственно, f ' S *- Т' ), определим отображение 
у : S *-Т  следуюирм образом: 

J a« f ,  еоли aj  Of  1 (если a f  i f ' 1 }  

V Oj-Ot ) ,  если a t  (еми a t  i f ' ' )  
Ясно, что if отображает S на Т. Покажем, что f 

является гомоморфизмом. Для этого рассмотрим следующие че­
тыре случая: 4 

1 .  з с  , у 4 ° Ч ~  ( и л и  x , y t i f  ) ]  

2. хл €. Of (или aje 1л"1)'' 
3. зс f Of , У ^ Of (или , ye -1-f ); 
4. х е- Of"1, j  $  Of ' 1  (или -W"', 4 4 If"4)} 

и докажем равенство (ху) У = x у • у у для каждого из них 
в отдельно оти. 

1. Покажем, что в этом случае ху е Of ~ (ыи ху ^ -If ), 
Предположив противное, мы имели бы 

О = (xy)<f  = X f  .  y f  (или • <  =  ( x y ) f  =  ху .у*) .  
Ho x f ,  u f  eTc S и поэтому равенство ху  •  y f  = o  (или 
xif . yf = 4 ) противоречит тому, что 0 (или I) внешне 
пре соединен (присоединена) к S. Поэтому ху ( Of"1 (или 
•Ху 4 / и, пользуясь первой строкой определения % 
ш лучим 

l * y )  -  UyH = X f• y f  =  ху  •  уу .  

2. В данном случае используем вторую строку определения 
отображения У: так как Of л (о ̂  и 1f"4 (О) являются 
подполугруппами в  S  то  xu f c  О^" 1  (ыи xu t  i f 4 )  и 

(Jtyjy = Or = Ог'°г = Л1ГУУ 
(или (ху;у ==/)ТЧГ = *f-у V). 

3. В этом случае 
( xy j  f  = x f  -y f  = x f -ö  - 0  ( и л и  » x f =  x f  ) у  

так  что  х у  е  Of ' 1  (или a y t  и 
( ^ y ) v = 0 L = •  О т  »  x y - y i f  

(рлн (xy)f = (xy)f =•  х  <f =  х у  = х у  " f  = х у  j y ) .  
t, Аналогично случаю 3. рассматривается случай 4. 
Следовательно, у - эпиморфизм и 5 б Г. 



Достаточность. Пусть S некоторая Г-аолугруппа с 
нуле* Qj (единицей % ). Пока*«, что 5°е Г (соответ­
ственно, S е. Г). Пусть Т - подполугруппа в 5° (соот­
ветственно, в S4). Если Тс S, то существует эиимор-
физм f  :S— ~Т Если же Тс $ (  т о  (Л -ТП5 =Т\{о} 
(соответственно, К =Т\{<) ) является подполугруппой в 
S и существует эпиморфизм ^ : S > U. Определим 

отображение (соответственно ^ ) полугруппы S (со­
ответственно, S1 ) на Т положив 

f a f  е с л и  a e S  -  a f - Н е с л и  a e  S ,  
I  От,  если a  -  О ^ м  1^,если a- f  

Здесь Oy (соответственно, ) - нулевой (единичный 
элемент полугруппы Т( существование которого в случае 
О^Т (соответственно, ^ Т ) является следствием 
существования эпиморфизма Ц>< 

Так как при S произведение этих элементов 
также принадлежит полугруппе S, а на S отображение '{о 
(соответственно, ^ ) совпадает с гомоморфизмом то в 
этом случае отображение (соответствевно ) сохра­
няет произведение. При а.-1г=о (соответственно, a-trsi) 
сохранение произведения очевидно ввиду строки определения 
отображения Ц>0 (соответственно, ). Наконец, так как 

(Oa) i f 0  = 0<f> = О,- = 0 T af  f 0  

(или ( lA)<f ( s  =a«f  =  4 T a<(  И ̂  •  a - t y ) ,  

и имеют место мультипликативно дуальные равенства, то ij>„ 
(соответственно, ^ ) является эпиморфизмом. 

Итак, предложение доказано для -X. = Г, ( 

Пусть теперь Х=Г* Если S°e Г* (соответственно, Se 
е Г*) а Т - произвольная подполугруппа полугруппы 5, 
то Т" (соответственно, Т1 ) является подполугруппой в 
S° (соответственно, в S1) и по определению класса 
полугрупп T°fe Г (соответственно, "Ve Г ). Но тогда, по 
доказанной выше части предложения, Те Г. Ввиду произволь­
ности подполугруппы Т это и означает, что S £ Г -

Наоборот, если S является Г—полугруппой с нулем 
(единицей), а Т - подполугруппа в 5| то Те Г и об­
ладает нулем (единицей) по определению Г^-полугруппы.По­
этому Т°е Г (соответственно, T*t Г ) по доказанному в 
случае X ~ f утверждению предложения и, следовательно, 
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Sel"* (соответствен«) S1 e Г* ). 
0 Оовериеяно аналогично случаю J( = Г доказывается, что 

S £ <|> (соответственно, S4e ф ) тогда * только тогда, 
когда S является ф-полугруппой, каждая конечно порож­
денная подполугруппа которой содержи нуль (единицу). 

Наконец , проведя рассуждения, аналогичные доказатель­
ству предложения в случае X » Г , покажем, что S°t Ф 
(или S^e ф* ) тогда и только тогда, когда S является 

ф^-по лугрушго й, каждая конечно порожденная подполугруппа 
которой содержит нуль (единицу). 

Предложение доказано. 
Предложение 4.2. Для любого -3U я взаимно аннулирующая 

сумма Об-полугрупп является ЭС-полугрушюй. 
Доказательство. Пусть S является взаимно аннулирую­

щей суммой Г-полугрупп 5а) ott I. Рассмотрим в S 
подполугруппу Т. Если ОеТ те Т является взаимно ан­
нулирующей суммой своих подполугрупп *£ = Т Л S*, «.е ], 
где 1 = {«.€: 11 Т* + {О)) . Действительно, Т = U Тл 

Г . П Т ^  - Т Л 5 » Л Т П Б , - Т П И - ( о ) ,  

Так, как все 5^ е Г( то для каждого J существует 
эпиморфизм *. f*. • Определим отображение f 
толугруппы S на Т положив 

если afcS» и *е]; 
&f ' 1 О если aeSjb ? NJ-

Ясно, что vf отображает S на вою подполугруппу Т.  По­
кажем, что f - гомоморфизм. Равенство =a<f-/kp оче­
видно, если а и t- лежат в одной компоненте S*. Если же 
а и <• лежат в разных компонентах, то at«О. При этом, 
aif и iif или лежат в разных компонентах, или, как это 
следует из определения отображения if, хотя бы один из 
этих элементов равен нулю. И в том, и в другом случае 
ск^ • = о. 

Аналогичные рассуждения проводятся в случае, когда S 
является взаимно аннулирующей суммой ф-полугрупп. При 
угом предполагается, что Т - подполугруппа с конечны* 
числом образующих и вое 1^. тоже оказываются подполугруп­
пами с конечным числом образующих. Именно, если Г - < X > = 
-<•»<, °х, ••• I °п> и - множество 
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тех из образующих системы ЗС; которые содержатся в то 
"|^= < У < • Действительно, образующие из Э£/У не могут 
цринимать участия в порождении ненулевых элементов из Т <*•) 
так как их ненулевые произведения лежат вне 4х f а их про-
изведения на элементы из У равны нулю. Конечность числа 
образующих во всех ,aeJ гарантирует существование 
эпиморфизмов v^x • 

Если же Of Т то найдется at I для которого Тс 
Действительго, если бы Т содержала элементы е и 

Тр при Ф I6, то она содержала бы и их произве­
дение 3Цл. ^ = О вопреки сделанному предположению. По­
строим у : Ь a. так же, как строился бы ^ в 
первом абзаце при Т= 5А. Ясно, что произведение у fa, 
где ^а, - эпиморфизм полугруппы 5^ на Т, является ис­
комым эпиморйизмом S на Т Следовательно, S t Г 

Пуоть теперь 5 является взаимно аннулирующей суммой Г-
полугрупп (C f i * -полугрупп)е  1 .  Еоли ое~ ,  тоТьГ (соответ­
ственно,Т^Ф), ибо Т является взаимно аннулирующей суммой Г-
полугрупп (ср-полугрупп).Если же 0<£т тоТ«= Г (соответственно 
Ть<$), ибо Т является подполугруппой некоторой Г-полугруппы 
(Ф*-полугруппы). Предложение доказано. 

Сутедотвие 4.3. Взаимно аннулирующая связка ф-полугрупп 
( Г-полугрупп) Sy. ) где ( с нулем является <£-полу-
группой (Г-полугруппой). 

Действительно, по предложению 4.1 все полугруппы U О 
являются ф-полугруппами (Г-полугруппами), а по пред­
ложению 4.3 полугруппа S, которая является взаимно анну­
лирующей суммой полугрупп оказывается сама ф-
по лугруппо й ( Г-по лугруппо й). 

Следствие 4.4. Взаимно аннулирующая связка S полугрупп 
, где является Г-полугруппой (õ-полу­

группой) тогда и только тогда, когда все S«, суть Г-по­
лугруппы ( (р*-полугруппы) с нулем (каждая конечнопорожден-
ная подполугруппа которых обладает нулем). 

Действительно, по предложению 4.1. все U О являются 
[""-полугруппами ( ф*-полугруппами), когда все суть 
Г^полугруппы ( ф*-полугруппы) с нулем (каждая конечнопо-

рожденная подполугруппа которых обладает нулем). Поэтому в 
этом случае полугруппа 5, которая является взаимно аннули­
рующей суммой полугрупп U О, оказывается, по предложе-
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moo 4.2, сама Г "-полугруппой С ф-полугруппой). 
Наоборот, если взаимно аннулирующая, связка S полугрупп 

5* является Г-полугруппой (9"-полугрупаой), то, по опреде­
лению Г-полугруппы Сф^полугруппы), не только каждая полу­
группа S* является Г-шолугруппой ( ф-полугруппой), не и каж­
дая ее подполугруппа С с конечным чиолом образующих) "k, бу­
дучи подполугруппой и в ^является Г-полугруппой (Ф-полу-
группой). Следовательно, вое Заявляются ("^полугруппами (ф-
полугруппами). А из существования эпиморфизма S—и на­
личия в S нуля вытекает, что 1*. - полугруппа с нулем. 

Замечание 4.5. Взаимно аннулирующая связка может ока­
заться ф-полугруппой (. Г-полугруппой) ив той случае, 
когда некоторые ее компоненты не являются Г-полу-
группами. 

Рассмотрим, например, для а. ъ. N = ̂ Л| полугруппы 
S изоморфные четыре хэлемент ной нильпотентной моноген­
ной полугруппе (Мц = х ( х ) хн = Xs \ или ее подпо­
лугруппам 

IN 1  = N z  "  { х 3 ,  и N j  -  { х  ,  л  ,  

причем полугруппа 5^ изоморфна полугруппе Np, если oie. 
=. р I mod Ч j. 

Взаимно аннулирующая связка S полугрупп 5^ N 
является Г-полугруппой. Действительно, любая ее подполу­
группа Т изоморфна взаимно аннулирующей связке U не­
которых ИЗ полугрупп Sgl , именно полугрупп S«. при <Х€ 
t М с N.. Пусть у t U Т - изоморфизм полугруппы U на 
Т. Действие эпиморфизма vf : S *•  U на элемент 4 € 
£ определим по формуле 

J  0 , если а е М; 
^ = | о если ск $ ty. 

Эпиморфизм полугруппы S на ее подполугруппу Т определим 
как произведение fV- Итак, S £ Г, хотя при d = Ч ( mod Н) 
вое Ьл4 Г. 

Последовательно аннулирующая связка Г ̂ -полугрупп 
может не быть Г-полугруппой, как показывает пример сле­
дующей цепи (точнее, абелевой идемпотентной полугруппы, ас­
социированной с этой цепью): 

О < •  <ч  < Л < г  < 1 .  

Эта цепь обладает нулем, однако ее подполугруппа ненулевых 
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алшеяеов нуля не имеет и потому не может бнть эпиморфным 
образе* всей полугрупнв. 

Пуегь I - неодвоэдемежтяее линейве упорядоченное мве-
жвство ж пусть > = soIaJ ) иг а max ], Пусть S - после­
довательно аннулирующая связка полугрупп 5*,где л е I. 
Обозиачжм черегз 5^- множество 5 \ (5^ U ). Здесь 
5Ы * ф , если <* ф I. 

Предложение 4.6. Последовательно аннулирующая связка S 
полугрупп 5^ # где <*•€ I, является ф^-иолугруппой 
тогда и только тогда, когда цепь, Sx (если 7te I ) 
и S> (если Tv е 1 ) являются ф"-полугруппами, 
причем каждая конечно порожденная подполугруппа в SA (ес­
ли ль! ) обладает единицей, а в (если -хе 1 ) 
нулем. 

Доказательство. Необходимость. Если 5ефх, то и все 
SA £ ф* а сама S (ввиду следствия 2.5) - периодиче­
ская полугруппа. Пусть <*• < (Ь • Рассмотрим два идемпотента 
«, 6 и I € Бр. По определению последовательно ан­

нулирующей связки множества S* U j- и Sp, U с являются 
подполугруппами в S и, следовательно, ф*-полугруппами. 
Первая из них - полугруппа с единицей, а вторая - с нулем, 
так что и любая подполугруппа с конечна« числом образующих 
в 5* - полугруппа с единицей, а в Sp - с нулем. В 
частности, фчполугруппой с единицей является каждая ко­
нечно нерожденная подполугруппа в S> , а с нулем - в Sx 

(еага, соответственно, > е I или же I ). 
Для f < <* < (Ь доказанвое означает, что в любая 

конечнопорожденная подполугруппа обладает и нулем, и едини­
цей. В [зЗ доказано, что полугруппа, любая подполугруппа 
которой обладает единицей, является линейной связкой групп 
G.p, Доказательство этого утверждения проходит и в слу­
чае, когда лишь известно, что любая конечнопорожденная под­
полугруппа обладает единицей, так как все используемые в 
этом доказательстве подполугруппы можно считать конечно-
порожденными. По доказанному, в группах все цикличе­
ские подгруппы обладают нулем, т.е. одноэлементны. Поэтому 
и все <A|v тоже одноэлементны, так что ^является последо­
вательно аннулирующей связкой одноэлементных полугрупп,т.е. 
цепью. Но тогда цепью оказывается и 5g-. 
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Tot факт, что 5<г является цепью, может бнть доказан и 
ддедуювдш образом. Каждая иоаогенная подполугруппа в SQ-об­
ладает и нулем, и единицей, т.е. одноэлементна.Следователь­
но, So- - идемпотенгная полугруппа. Она абелева: матрич­
ные компонента в ее разложевни в коммутативную связку мат­
ричных полугрупп одноэлементны по той же причине, что и но­
во генные подполугруппы. Наконец, она ассоциирована с цепью: 
при наличии в полуструктуре, ассоциированной с ней, несрав­
нимых элементов а. и 4- множество {»Л, являюсь бы 
конечно порожденной подполугруппой с нулем «4-, но без еди­
ницы (единица в полуструктуре больше всех элементов,а здесь 
такого элемента нет). 

Достаточность. Предположим теперь, что последовательно 
аннулирующая связка S имеет строение, описанное в форму­
лировке предложения. Пусть К с Т с St причем Т - под­
полугруппа, a U - конечнопорожденная подполугруппа в S. 
Рассмотрев пересечения полугруппы И с компонентами связ­
ки, убедимся в том, что 11 является последовательно анну­
лирующей связкой некоторых конечнопорожденных полугрупп 
1Л> с и U*. с 5эс и конечной цепи 

Существование эпиморфизмов 

V; • % *-1̂ .) : Sx —*. 1Ц. 
вытекает из того, что 5Л, Sx, Sg. 6 ф*. Если подполу­
группы Ux, Ug., Ujp непусты, то эпиморфизм : S—»Ц 
можно определить, склеив ( ^ и . Если же некоторые 
из этих подполугрупп пусты, то ^ строится с помощью не­
которых из эпиморфизмов ^ и и отображений 
в следующие идем патенты: (единица полугруппы Ux ), 
Ore (нуль полугруппы Ц% ) и^. Определение ^ 
в каждом из возможных случаев приведено в ниже следуете* 
таблице. 

Покажем, что ^ сохраняет произведения. Это очевидно 
в тех случаях,когда оба сомножителя лежат одновременно иди 
в 5Х|иж в Бд^ияи в SÄ. Будем поэтому считать, что они; 
левая1 в двух разных таких подполугруппах. 

Рассмотрим элементы х € и г е !> ж  и во 
всех семи случаях из определения отображения докажем 
равенства 
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е t  0 i  

I Цг1 К  4<r и ̂  

2 Кг. Цк. (S x—*u,)U 

3 U  4<r U (5л: —— и -п) 

4 U (5ь—»1л) U ** 

5 и л  <fxU ^ U S x  —1л) 

6 Чг (9Л—U„)U 1 <г и (S x -^u^)  

7 iL j c  (U S(T —*- о я ) (J '-fit 

Так как по определению последовательно аннулирующей связ­
ки ху - xi. *х, = у, то Достаточно доказать равен­
ства 

* f  =  * 4 -  и  ( 4 . 1 )  
1. Равенства (4.1) вытекают из определения последова­

тельно аннулирующей связки и того, что ^ и 
лежат в разных ее компонентах. 

2.-4. По той же причине некоторые из равенств (4.1) 
выполняются и в случаях 2-4. В следующей таблице звездоч-
вэй * отмечено, какие из равенств (4.1) выполняются по 
этой причине 

номер случая 

равенство 
2 3 4 

Xkf -yf - * 

Xif if = xf ж X X 

Э Ч - * *  = y t  * X 
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Проверим в рассматриваемых случаях остальные равенства: 

2. xf • » U.,, =Х^ •, 

3. j f - iv? - ut tu = иЛ * ̂  ; 

4. "jf = atif = Xvf ( Ибо x^eSx. 

5-7. В случаях 5-7. соотношения (4.1) вытекают из сле­
дующих легко проверяемых равенств 

5 6 7 

X f  -1 х  = X f  V.V wic ' U, W0* 

зс^-г . ^  - xf • 4Л » X J )  

о
*
 1» <*Г-о

* 

= 
1л ' = 1л °-с.' UrV = Ck 'M-O«  

Легко видеть, что построенное гомоморфное отображение 

эпиморфно. Следовательно, 5еф. Совершенно аналогично 
д о к а з ы в а е т с я ,  ч т о  Т е  ф /  т . е .  ч т о  Ь е Ф .  

Предложение до каз ано. 
Следствие 4.7. Последовательно аннулирующая связка 5 

полугрупп Sgt, где «.el, является Г*-полугруппой 
тогда и только тогда, когда 5Л (при Л 6 1 ) является 

Г-полугруппой с единицей i (при iz е I ) -
Г*-полугруппой с нулем Ох > а Е^- S U 1 ч0изоморфна 

подцепи цепи всех целых чисел. 
Действительно, если Ь «=- f *, то $л <=••"* 5^-6 Г*, а ход 

доказательства предложения показывает, что 5Л обладает 
единицей, a S- - нулем. Множество Ь_т является в 5 
идемпотентной Г^-цепыо. Но, как известно из [б], Г*-цепь 
изоморфна подцепи цепи всех целых чисел. 

Доказательство обратного утверждения почти дословно 
повторяет вторую часть доказательства предложения. При этом 
нужно учесть, что если то цепь Е^ имеет первый 
элемент, а если S„. f 0, то имеет последний эле­
мент, ибо сейчас 4ÄU S^, U 0Х является подцепью 
цепи целых чисел. 
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§5. Некоторые массы <$-полугрупп с единицей 

Вместо "линейно упорядоченное множество" мы говорим 
•цепь", вместо "вполне ужерядоченное множество" - "лестни­
ца", а вместо "нижняя голу структура" просто "полуструктура*. 
Через tu будем обозначать порядковое число, являющееся 
порядков™ типом множества N натуральных чисел, упорядо­
ченного обнтанн образом. 

Как известно, каждая коммутативная ядемпотентная полу­
г р у п п а  АС ' )  а с с о ц и и р о в а н а  с  п о л у с т р у к т у р о й ,  в  к о т о р у ю  А  
превращается, если определить о- ь к < cU-«а. Обозначим 
эту полуструктуру через А(<)' Наоборот, по полуструктуре 
А(<) можно восстановить полугруппу А (•), положив 
•т. л Л 6-, 

lama 5.1. Коммутативная ндемпотеитиая полугруппа AV), 
ассоциированная с цепью А^), тогда и только тогда яв­
ляется Г -полугруппой (_ф-полугруппой), когда для 
каждой (конечной) подцепи В (< ) цепи А ) существует 
монотонное  отображение  цепи  А (<)  на  Ь(^ ) -

Доказательетво. Произвольная (конечная) подцепь цепи 
является подполугруппой (с конечным числом образующих) ас­
социированной полугруппы и наоборот. Далее, в случае цепи 
эквивалентность о. 4 с,, > <*4- * а может быть исполь­
зована как для определения порядка, по известному закону 
умножения, так и для определения таблицы умножения по за­
данной упорядоченности. Поэтому вытекающая из приведенной 
эквивалентности эквивалентность cxvf б ^ = Q 

и означает монотонность гомоморфизма и гомоморфность моно­
тонного отображения. 

Лемма доказана, 
В дальнейшем для любого Э( € я цепь, являющуюся Х-по-

лугруппой, будем называть Х-цепью. Напомним также следу­
ющие определения. Если А и 6 цепи, то цепь A U 6 
называется их ординальной суммой и обозначается символом 
А® В, если для любых ае А и <-<&, a 
линейный порядок, существовавший в А и Ь1 сохранен в 
A U 6. Если а и р> - порядковые типы цепей А и В, 
ооответственно, то их сумма <t- у ß есть, по определению, 
порядковый тип цепи А <в 6, так что из равенства = <* * 
4-|Ь вытекает, что цепь С порядкового типа j1 имеет 
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подцепи А и й порядковых типов » и (3>, соответственно. 
Определения остальных используемых теоретике -множественных 
понятий можно найти в монографии [2]. 

Предложение 5.2. Цепь, обладающая минимальным элемен­
том, тогда и только тогда является Г-цепью, когда она -
лестница порядкового типа со "Vt, где т. - произвольное 
натуральное, a - произвольное порядковое число. 

Доказательство. Необходимость. Предположим, что А яв­
ляется Р-цепью. Тогда, по лемме 5.1, существует моно­
тонное отображение цепи А на любое ее подмножество £>. 
При этом минимальный элемент цеж А отобразится в эле­
мент, являющийся минимальным ь ß, Поэтому А - лестни­
ца. 

Предположим, что порядковый тип л лестницы А не 
является горядковаг числом вида lqX~т. Так как любое 
порядковое число может быть разложено по прожзвольнону ос­
нованию, в тон числе и по основанию со (cu. [21, стр. 
258), то порядковое число о- можно представить в виде 

л« I1 чТ/*-
<* = oJ + U) + «v , (5.1) 

где «хи > > '"" > 1*- ™ порядковые числа, а О < uJ 
для L = /1,2., ... I к., т.е. , Нк.еМи <>4. 
При этом можно считать, что X > О, Поэтому лестница А 
может быть представлена в виде ординальной суммы А = А,,® А2, 
где Аг - лестница порядкового типа иЛ*,. в разложении 
(5sl) можно считать, что Нл>0, т.е. что слагаемое со1"1 л.,, 
действительно входит в это разложение. Поэтому в А сущест­
вует  подлестиица  ь порядково го  л*па  иЛ 1 .  Пусть  А  — » 6  -
монотонное отображение лестницы А на Ь. Так как при мо­
нотонном отображении может происходить лиеь уменьшение по­
рядкового типа в результате совпадения образов некоторых 
элементов, то порядковый тип лестницы A^-f не превышает 
порядкового числа являющегося порядковым типом лест­
ницы А^. Так как 

Б = А^  = (A „ ® M 4  =  A ^ ö A z f  

и так как А* Ф, ибо Aj. непусто (цепь Аг имеет 
порядковый тип и) ), то Аг̂  является остатком (см. 
[21 ,  с тр .  261 )  множества  Е>.  Однако ,  как  пока зано  в  [ 2 ]  
(ai. стр. 261), любой остаток множества с порядковым типом 
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Ал  
СО имеет порядковый тип uJ • 

Итак, лестница Aaf имеет, с одной сторочы, порядко­
вые тип, не превосходящий порядкового числа иЛ"( а, с дру­
гой стороны, равный и>*\ вопреки тому, что \\ > Полу­
ченное противоречие показывает, что «. - си^пт для некото­
рых fr И • 

Достаточность« Рассмотрим лестницу А порядкового типа 
dv = wrm. и покажем, что для любого ее непустого подмноже­
ства В существует монотонное отображение ^ ; А •—*6» 
цепи А на Ь. Ввиду леммы 5.1. это и будет означать,что 
А является Г-цепью. 

Предположим, что порядковый тип р лестницы Б имеет 
следующее  разложение  по  основанию из :  

1/4 И» ^ 
jb = (J гц 4 Ш n,t 4 - • • + и) (5.2) 

где j1 * Ii > •"> a*. I a *i > ••• I 
Если лестница 6 такова, что <* > ̂  г то fr > % или 
j* = j но ит/ > и,1 (см. [2], стр. 260). Докажем сна­

чала существование <{ в частном случае, когда ß * и 
иг = 4, 

Леша 5.3. Если А и £> - лестницы порядковых ти­
пов * = tof и (b-u%t соответственно, причем j1 ^ ̂  
то существует монотонное отображение лестницы А на лест­
ницу 6. 

Доказательство. Как следует из теоремы 6 на стр. 261 
монографии [2], лестницы А и б можно в данном случае 
считать лексикографически упорядоченными множествами всех 
функций из лестниц [ и J порядкового типа и 
соответственно, в лестницу N, отличных от нуля лишь в ко­
нечном числе точек. Пусть I = J'ф К , где лестница ] 
подобна лестнице J - Каждой функции ^ = j- (х) е А, где 
и f. 1 , поставим в соответствие функцию, 

Их)- ]* ( Х ) '  е С Л И  

Iе ' I О, если у . 4  j'. 
Ясно, что она отлична от нуля лишь в конечном числе точек -
в тех же точках из 1, что и функция j Iх)- Множество 
всех функций такого вида образует в А подлестницу, по­
добную 6. Действительно, оно подобно множеству всех 
функций jЧ*), определенных только на J и принимаю­
щих в точках из 1 те же значения, что и функции и 
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Покажем, что отображение f '• j- индуцирует, с 

точностью до подобия, монотонное отображение лестница А 
на лестницу 6. Действительно, но определению лексико­
графического упорядочения множества функций, если j. < Q в 
А, то существует такое О" £ р , что |(х) = д (х) 

для всех х <- сг, а } (сг) < в (&)• Так как 
и х )  " j (*)  -  g lx)  = ^ (х)  

для всех х <- <г, а f о (<Г) » j- (<г) < а (<г) = а„  (er) для (Те j 
и j» (oi = <1 - С|, (<г) для ere к, то из j. ^с всегда 
следует, что ^ • 

Лемма доказана. 
Закончим доказательство предложения, используя лемму 

5.3. Порядковое число, являющееся типом лестницы С, будем 
обозначать через t С t , минимальный элемент лестницы b 
через а Г_ ч через . Для каждой такой пары 
лестниц С и1"1 JQ ( что f С t = of) Г Я ? - со°" и <f 
фиксируем одно монотонное отображение С на й и обо­
значим его через if (С, S), 

Представим лестницы А и 6, порядковые типы кото­
рых равны порядковым числам u/пг и (5.2), соответственно, 
в виде 

А = А^  Ф А г  ® "  ~ ч> А /п  

5 = ^© Ь,.© Ьп, 
где . . jv 

fa.j-

fb j  = = • • •  - 4 b a ) -  w  \ 

b\.n^= J1*. 
Если cv rrv; ТО ПОЛОЖИМ 

"f I ) 

^ (aw , 6«.) 

(это определение корректно, ибо |A^.^ + vt = 
для некоторого j - 1, 2 ,  и ), а при л,< m, 
положим дополнительно 

: А^—-4- (L= 4,z, ... ( т-и). 
Определим теперь следующим образом: 

ач= <*.(#• , если а.е Av Ii- "N. 
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Ясн», что монотонно отображает А на 6, ибо все 
монотонны. 

Если к, > ш, то представим Am. в виде 

A m  - V  
где 

ICj- I Ы ,  I C ^ J  - l & w + < l 1 . . . , | C , J . | f t r i J .  

Так как порядковый тип лестницы Am, как остатка лестницы 
А порядкового типа w*", равен тоже порядковому числу и/ 
и поэтому он не меньше порядковых типов иЛи лестниц õj , 
то такое разложение лестницы Ат существует. Порядковый 
тип остатка СЛ лестницы Ат порядкового типа то-
жь равен порядковому числу со*"- Обозначив С.;. —AL VL = '1.2,-
• • • I m-<мы получим для А следующее представление 

а-с^фс,® •••©.с* 
Так как fC-bt * wfi-, ЛдЛ' и f i >, Ци для всех 

то отображение ^ можно построить 
следующим образом: 

a if = ац (С;,, bü, если а е C v  U =<2., ,  m). 
И в этом случае ясно, что ^ монотонно отображает А на Ь. 

Предложение доказано. 
Следствие 5.4. йдемпотентная полугруппа с единицей тог­

да и только тогда является Г-полугруппой, когда она 
цепь порядкового типа 

Доказательство. Необходимость. Любая йдемпотентная по­
лугруппа является, как известно, коммутативной связкой мат­
ричных связок единичных групп, т.е. матричных полугрупп. 
Каждая подполугруппа идемпотентной Г-полугруппы с едини­
цей, в том числе и каждая ее матричная компонента, обладает 
единицей. Но матричная полугруппа с единицей одноэлементна: 
из 'I " следует 

п«.ъ = "v " а = тсги^(ь ~ "v(i I 
откуда ск -ст. (Ь -чг и =• 1 для любого эле­
мента матричной компоненты. Следовательно, рассма­
триваемая йдемпотентная полугруппа коммутативна. Если бы в 
ассоциированной с ней полуструктуре существовали несравни­
мые элементы а и то элементы аи <хк образо­
вывали бы подполугруппу, не обладающую единицей. Как мы 
отмечали выше, таких подполугрупп не должно быть. Следова­
тельно, ассоциированная с рассматриваемой Г-полугруппой 

- 28 -



голу структура является цепью (. Г -цепью). Единица полугруп­
пы является ее максимальный элементом. 

Для завершения доказательства необходимости условия 
следствия воспользуемся следующим очевидным утверждением: 

Леша 5.5. Если цепь А является Г-цепью, то и 
дуальная цепь А* является Г-цепью. 

Применив к дуальной Г-цепи предложение 5.2, получим, 
что она имеет порядковый тип Lj'na . Следовательно, рас­
сматриваемая Г-цепь имеет порядковый тип 

Достаточность. Пусть лестница имеет горядковый тип 
(из*)*™,.Тогда дуальная лестница А имеет порядковый тип 
uj^ni и, по предложению 5.2, она является Г-цепью» 
Тогда, по лемме 5.5, Г-цепью является и лестница А. 

Следствие доказано. 
Предложение 5.6. ф-полугруппа S с единицей являет­

ся линейной связкой периодических групп Си , «е Г , причем 
если 5е Г, то I - лестница типа (uSym,. 

Доказательство. В [I] доказано, что полугруппа, каждая 
подполугруппа которой обладает единицей, является линейной 
связкой периодических групп. Почти дословно повторяя это 
доказательство (см. пояснения, сделанные в ходе доказатель­
ства предложения 4.6), получим, что полугруппа, каждая ко­
нечно по рожденная подполугруппа которой обладает единицей, 
является линейной связной периодических групп. Но в ф-
полугруппе с единицей как раз и выполняется такое свойство. 
Еоли 5 6 Г, то множество идемпотенгов образует в S под­
полугруппу [3J и даже цепь с максимальна* элементом. По 
предложению 3.3. она является Г-цепью и по следствию 
5.4 ее тип равен 

Предложение доказано. 
Следствие 5.7. ф-полугруппа с нулем и единицей яв­

ляется цепью, а если она является Г -полугруппой, то даже 
конечной цепью. 

Действительно, ее групповые компоненты должны обладать 
нулем и потому одноэлементны. Если 5 с Г, то любое подмно­
жество этой цепи должно обладать первым и последним эле­
ментом, т.е. цепь должна быть конечной: наличие первого 
элемента в каждом подмножестве означает, что мы имеем дело 
с лестницей, а последнего - что эта лестница не может быть 
бесконечной, ибо бесконечная лестница всегда имеет подмно-
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secmao без последнего элемента. 
Предлажэгое 5.8. Если Г-полугруппа с единицей содер­

жит конечное число идемштентов, то ее групповые компоненты 
являются Г-группами. 

Доказательство. Пусть S является ("-»полугруппой с 
единицей е1 и с идемпотелтами 

ч е2., • • • , <?*,, ^ £l - ч (l>j). 

Тогда S является линейной связкой периодических групп 

G, &d G- с 6,v (L>j ) 

с единицами , ъп , соответственно. Покажем, что все 
tvv е Г. Для этого рассмотрим в {*;, подгруппу Ft , а 
в 5" подполугруппу 

т = £* u • • • u «-• _4 ufv и &ltl и • •• и <v 

Тот факт» что Т действительно является подполугруппой в 
5 вытекает.из.того, что S является линейной связной 
групп б*., i=- = i,z, ... , Kv , так что при умножении эле­
ментов из Т( принадлежащих двум различным компонентам 
вида {«Л I W), Fv ( &р, или 
<. jv <. <j, 4 и,, разложения множества Т( их произ­
ведена попадает в ту из двух этих компонент, индекс кото-
рей белые. Пусть if - эпиморфизм 5 на Т. Он отоб­
ражает каждую групповую компоненту в себя. Действи­
тельно, -f является группой, так что 6^ f £(д^ для не­
которого I, ибо в противном случае группа Gy ^ пересе­
калась бы с несколькими компонентами разложения полугруппы 
S в линейную связку и являлась бы поэтому объединением 
нескольких непересекающихся групп, что невозможно. Так как 
идемпотенты линейной связки групп образуют цепь, а сужение 
на эту цепь отображения ^ является эпиморфизмом IТ 
содержит вое идемпотенты из S) этой цепи, то по лемме 
5.1 отображение f индуцирует монотонное отображение це­
пи воех идемштентов на себя. Ввиду конечности множества 
идемштентов, это означает, что - тождественное отоб­
ражение цели идемпотентов в на себя я j = I. Следовательно, 

, т.е. Г. 
Предложение доказано. 
Утверждение, обратное предложению 5.8 не имеет места. 

Существуют линейные связки конечного числа Г-групп, не 
являющеоя Г-полугруппами. 
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Рассмотрим, например, последовательно аннулирующую 
связку двухэлементных групп £* , , • • •, б.* и группы 
6.о-{°), 1 «-j-Покажем, что не существует эшг-

морфизма S на Из равенств 

9l|l-4 =f..i , ^e&L, ИЛ,-Л и 
следует, что 

t(v) k-(v-l) t(in) 

% ч -чи,  )Теве 

Но ^ = ».е. 4 = К * <*v- 3 

Аналогичный пример последовательно аннулирующей связка 
двухэлементных групп , ле р, где 1 - лестница 
типа и); показывает, что и линейная связка бесконечного 
множества Г-групп может не быть Г-полугруппей. 

Теорема 5.9. Полугруппа S тогда и только тогда яв­
ляется конечной Г-полугруппой с единицей, когда 

1) S является последовательно аннулирующей связкой 
конечного числа конечных Г -групп , • • •, G.K i GuGjcg.U^ 

2) группы (Я, , • • -, (д.л,., являются эпиморфным* образа­
ми группы <л^ • 

Доказательство. Пусть S - конечная Г-полугруппа с 
единицей. По предложению 5.6 она является линейной связкой 
периодических групп 

)<** , <*j при L <j . (5.3) 
Так как S конечна, то вое эти группы конечны и являют­
ся по предложению 5.8 Г-группами. 

Множество 

т=е„и... u«,i и... 

является в 5 подполугруппой. Рассмотрим эпиморфизм 
f *. S *- Т. В ходе доказательства предложения 5.8 было 
показано, что при этом 

= <-1, •••; = C-L , ** &1-ц , • • • / 

Рассмотрим С G-t и ^ е Gj , I <j , Тогда 

откуда <jL f = е. Но группа uj конечна, так что 
прообраз единицы при эпиморф1зме <f состоит из одного эле­
мента: Ч'„ - »j . Аналогично, 

и  - W ) f  
и L <j: . Поэтои,^ j.g, - $ • Jj Ji, »I 



зывает утвервдение I). 
Остальные утверждения теоремы (справедливость утверяде-

шз 2) и достаточность условий теоремы) вытекают из следую­
щей леммы» имевшей и самостоятельный интерес: 

Лама 5.10. Последовательно аннулирующая связка пери­
одических Г-групп (5.3) тогда и только тогда является 

Г -полугруппой, когда выполнено условие 2). 
Доказательство. Необходимость. Пусть S является Г-

нолугруплой и последовательно аннулирующей связкой групп 
(5$3 ) .  Рас смотрим  в  $  подполу г р уппу  R  =  U  -  - -U  ,  
u< и эпиморфизм if : S —^R-Из Aj = e«, и 
£*,4* - ̂  ияздует т.е. к. Поэтому CVfc 
с&г,.Пусть ^ , J Тогда из равенства ^ = -<4v 
следует, что й; >-f • £t = -ž;, • Если flj'f <3u, то это озна­
чает, что Ч * «i и - -ti. Если же сц ^ £ <дк , ЛАС, 
то 4 с , И в том, и в другом случае из эпиморфносге 
^ следует» что &„,Ч * &L, что и утверждается в 2). 

Д-чсгаточность. Предположим, что полугруппа 5 является 
»следовательно аннулирующей связкой периодических Г-групп 
(5i.3) и что она удовлетворяет условию 2). Покажем,что 5е Г. 

Рассмотрим в S подполугруппу Т и пусть 
g = {<k|-i 4 * <= п,; тл 6^ ̂  5») = 

= •(<*,, , • • • I otic. I «Ц ^ • - • L die. ( V, = <=<.,Л -

Полугруппа Т является последовательно аннулирующей связ­
кой своих подгрупп Xi -Тл , »t ] , так что, в част­
ности, все идемпотенты е Т. Рассмотрим 
эпиморфизм ip : G.K.—*Тл существование которого вытекает 
из 2) и из того, что Т, и эпиморфизмы : Syv—*-
£ ! Av £ j х«.^. Продолжим их следующим образом до отоб­
ражения vf полугруппы S на Т(^;,е б*;): 

( 41-fii если L t js {л*. V/ 

Тогда, соответственно из первой, второй, третьей и четвер­
той строк определения (5.4) следует, что 

„ „ 1  «-л; ,  ÖUÄ" " j - Г 'ч-mvv»  - v . j - - . , - —  
<И~ 1 W» если <4-1 a <п.; 

L^y, если <- = r v ,  

Покажем, что f является гомоморфизмом. Пусть 
4 *} -4 <(!> <otj *• *к.-1 to(K. < Ь < сГ < Kv. (5.5) 

(5.6) 
(5.7) 



При (v = равенство 0 

С5.Ю) 
очевидно, ибо индуцирует гомоморфизмы на всех группах 
(5.3). Доказывая (5.10) в остальных случаях, будем, для оп­
ределенности, предполагать, что Если при этом 

9 И е  ^ , Ь* По-
этому в проверке нуждаются только те случаи, когда И 

лежат в одной групповой компоненте. 
При условии р <• ч, существует 10 принципиально раз­

личных способов выбрать ^ и ^ в разных групповых 
компонентах. Все эти способы указаны в приводимой ниже таб­
лице, в которой также показано, в какую групповую компонен­
ту ею падают образы двух рассматриваемых элементов (через р 
обо знач ено  множество  а * .  ,  Ь ,  S )  ) .  

В Р ft^ 1 

I = »; = <Х 
ч • 

2 — и — II — = 4 

3 — i i  — 1 — е Р 

4 — И — —~ л — = rv — н — 

5 = <Х Ч  II 

6 — и — =*j — й— j 

7 — к — - и — еР 

8 — ii — —• п — л KV — к — 

9 £ Р бык. € Р 

10 —  l i ­ if - rv — ii — 

Из сравнения второго и четвертого столбцов основной части 
этой таблицы следует, что в проверке нуждаются только слу­
чаи 5,6,9 и 10. Рассмотрим каждый из них в отдельности: 
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5- ftf-' 4 - s \ ® yi ) 

6 l  »f"Ьi ' - ' bü - s ъ f j  ̂ > t>, f j  

»• '3ch'4- ЗИ — ^yf 

10. В этой случае V<M = M> иб° — %Ve 
так что 

vm —  зл 'м-
Леша и теорема доказаны. 
Теорема 5.II. Полугруппа S тогда и только тогда яв­

ляется ф*-полугрупшй 1П*-ж>лугруппой) с единицей, когда 
она - линейная связка групп , »fei, где I - цепь с 
единицей (типа и* или irv), причем все 6^ одноэлементны, 
кроме, быть может, компоненты Goi0, л =min 1( которая яв­
ляется ^-группой ( (^группой). 

Доказательство. Необходимость. Предположим, что 5 яв­
ляется ^-полугруппой (Г-полугруппой) с единицей.Тогда, 
по предложению 5.6, S является линейной связкрй групп G&, 
где * б I. Будем считать, что t при д<(1. Мно­
жество I может рассматриваться (с точностью до подобия) 
как множество всех единиц всех групп 6». или, что 
то же, как множество всех идемпотентов полугруппы 5. По 
предложению 3.4 множество всех идемпотентов ф^полугруппы 
является ее подполугруппой и, следовательно, идемпотентной 
ф*-полугрушюй с единицей (соответственно, ("'-полугруппой 

с единицей). Поэтому, как отмечено в [6], I является 
цепью (порядкового типа ы* или пг ). 

Пусть <х >[Ь. Покажем, что 6.л одноэлементна. Пусть 
^*6 6^ , ^ »<^л г-р . Множество <|Ä>U<-^|5> является в 5 ко­
нечно порожденной подполугруппой: 

b i - p t i —¥ h < y -
Отобразим эту полугруппу эпиморфизмом ^ не ее подполу­
группу а>. Как показано в ходе доказательства 
предложения 5.9 

> > 1  '<*•  "  < У-
Поэтому " 
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откуда = Следовательно, 

< v'fomp k t / P> 
и ^ " б«* 6(1. диалогично, г^а =. Lp y так что для всех 
элементов циклической группы < <^J> элемент в<р служит ну­
лем. Поэтому <^»>U up является подполугруппой в 5. Она 
конечно порождена и, следовательно, принадлежит классу <f? 
Отобразив ее эпиморфво на ее -якжическут подгруппу < <?Ä>; 

получим, что последняя обладг><7? нулем. Следовательно, ^ 
Ввиду произвольности выбора .<л заключаем, что -г-^. 

Если I не обладает минимальным элементом, то жз до­
казанного следует, что (х* - V для всех осе. I . Если 1 
содержит минимальный элемент ос„ ( то 6^ = ^ для всех 
ск ><*о, а &Ыо является ф*-группой ( ГА-гру rniof). 

Достаточность. Линейная связка описанного в условии 
теоремы типа является последовательно аннулирующей. Ее при­
надлежность к классу ф (или Г*) втекает из пред­
ложения 4.6 (следствия 4.7). 

Теорема доказана. 
в заключение авторы считают своим приятным долгом вы­

разить свою признательность рецензенту Я.В.Хиону, чье вни­
мательное отношение к статье во многом способствовало при­
данию ей ее настоящего вида. 
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ÜHEST POOLRÜHMADE KLASSIST, 

HIS OH RIKAS ESDOMORPISMIDE POOLEST 

J.Sabovitš ja H.Sildos 

r e s ü m e e  

Poolruha S kuulub klassi Ф , kui tema mis tahes lõp­

liku arvu elementide poolt tekitatud alampoolrähma T kor­

ral eksisteerib epimorfism S »T. Uuritakse klassi <ф 
mõningaid alamklasse. 

0* A CLASS OF SBJIGROÜPS WHICH ARE RICH IN KHDOMORPHISMS 

E.Gabovic and H.Sildos 

s u m m a r y  

A semigroup S 6 Ф for eyer7 finitely generated 

eubeemigreup T of 5 there exists an epimorphlsm of 5 

on T. Some subclasses of ф are studied. 
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О НЁТЕРОВЫХ И КОНЕЧНО СВЯЗАННЫХ ПОЛИГбНАХ 

П. Норма* 

Кафедра алгебры * геометр** 

В теории колец и модулей играют довольно большую роль 
понятия "нётеровость" и "конечная связанность". 

В данной статье определяется нётеровость для полигонов 
и изучаются простейшие свойства нётеровых полнгонов.Найдены 
необходимые и достаточные условия для конечной связанности 
полигона. 

Пусть S - моноид, т.е. полугруппа с единицей. Множе­
ство М называется левш 5-полигоном, если для любых 
элементов йе S и nve М определено произведение лае М 
причем {.Mz)"v 3 5« (4tт) и 4т, = т, для всех Ь 
и т. е М, Если существует конечное подмножество {т.;,/с»4,—л) 
5-полигона И, такое, что каждый элемент me М можно 
записать в виде rruanv, где 4е S и 1с{1,...,п) то по-
жгон М называется конечно порожденным. Элементы т.;, 

'<• -1, • • • , а, называются образующими S-полигона М . 
Полигон с одним образующим называется циклическим. Эквива­
лентность ^ на S-полигоне М называется отношением 
конгруэнтности, если из rn,^m2 следует для всех 
ifeS. Легко убедиться, что циклический __ ^-полигон Sa 
с образующим г изоморфен факторполигону где J 
левая конгруэнция на моноиде1 5, определяемая условием: 
4(^t тогда и только тогда, когда 0Z =12.. Конгруэнция у 
на полигоне М называется конечвюпорожденной, если суще­
ствует конечное число пар ;aL,М'-), «- = 1, -• Л, *1,^:.« М, 
таких, что ^ равняется пересечению всех конгруэнций на М, 
"склеивающих" элементы л* и у;,, 1 = 1,•••,*. Копроизведение 
u М; S-полигонов М-, L t J} где I - некоторое множе­
ство индексов, изоморфно объединению попарно непересекаю­
щихся полигонов М;, Lfe I, Назовем S-полигон F свобод­
ным, если он изоморфен копроизведению некоторого множества 

1 Эквивалентность ^ на монояде S называется девой 

конгруэнцией, есл* влечет для всех u е S. 
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экземпляров моноида S . Последовательность А 6-£-» С, 
где А , 6,С - S-пожгоны, называется точной, если 
и для всякого гомоморфизма С : 6 —«•!), такого, что <Г<х G'pу 

существует единственный гомоморфизм -эе С —-*D, при кото­
ром зе.^ =<г. Полигон С называется конечно связанным, 
если существует точная последовательность К F —• С, 
где F - конечно порожденный свободный и К - конечно по­
рожденный полигоны. 

В работе неоднократно используется следующий2 результат 

([5], предложение I. 5.8 ): 
Лемма 0. Гомоморф! зм^ :  ß—*-С в точной последова­

тельности полигонов А =р=* 6 t *-Q является эпимор^з-

мом. Последовательность А ß> ^  -  D ,  где р : 6>-^D -
эшмо^изм, является точной тогда и только тогда, ксгда D ~ 

Т.Нётеровы полигоны 

Пусть 5 - моноид. Все рассматриваемые в дальнейшем 
полигоны являются левыми $-полигонами. 

Предложение I. Пусть М - полигон. Следующие утвержде­
ния эквивалентны: 

1) Любая конгруэнция на полигоне М является конечно-
порожденной; 

2) Любая возрастающая цепочка ^ с ... конгруэнции 
на полигоне М стабилизируется; 

3) Любое непустое множество конгруэнций на полигоне М 
имеет максимальный элемент. 

Доказательство проводится аналогично соответствующим 
доказательствам в теории модулей (см. например, [2J, стр. 
166). 

Будем говорить, что полигон М нётеров, если он удов­
летворяет одному из условии предложения I. 

Предложение 2. Всякий подполигон нётерова полигона 
нётеров. 

Доказательство. Пусть N - подполигон нётерова поли­
гона М и пусть ъ s ... - возрастающая цепочка кон-

2 Следует отметить, что в категории полигонов каждый эпи-

морфием является отображением на (см., например,доказатель­

ство теоремы I работы [4 ]). 



груэнций на полигоне N. Определим на М отношения Р;, 

, Г m,pv , если т, е N 
т< <v—^ ^ т, » mL , если 

Ясно, что Y; , , являются конгруэнциямж на 
полигоне М, причем < <?[ff . Так как из следует 
? l  ?U i  > т о  последоват ел ьност ь  ^  ^  l. . .  с табижзи-
руется. 

Из лешы II. 3.12 книги [3] непосредственно вытекает: 
Предложение 3. Всякий факторполигон м/<? нётерова поли­

гона М нётеров. 
Теорема I. Копроизведение А Л 6 пожгонов А и Б 

иётерово тогда и только тогда, когда А и 6 нётеровы. 
Доказательство. Необходимость следует из предложения 2. 
Достаточность. Предположим, что на ножгоне A 1L6 зада­

на последовательность конгруэнций 9, < е.... Пусть -
сужения конгруэнции на полигонах А и ß соответст­
венно.  Ясно,  что ex. ;  и  ßi  являются конгруэнциями И 

5 Рид   всех Рассмотрим в А подмно­
жества A-V:{ct|afeА,существует элемент К В такой, что «^Ц.Леп-
ко проверяется, что А;- подполигон в А, причем Аь£. А;м. Каж­
дый подполигон Ai определяет на полигоне А конгруэнцию Риса 
/г, где яд*-; у тогда и только тогда, когда х - у иж 

t Av. Так как последовательности и /*,с 
стабилизируются, то найдется такой индекс N, что 

= o.N и fb; ~ Лм "1® всех Покажем, что при i > N 
неравенство влечет у- % tl**• Действительно,по­
скольку <^L с , то существуют элементы а ь А ß та­
кие, что а^;+,4-, но Если теперь для не­
которо г о  t - ' e  3 ,  т о  а ^ и 1 ' .  Но т о г д а  ^ 1 и  V,  т . е .  
откуда 4-(ь:. 4-', так как Д; =(!;•,. Поскольку^ - ограни­
чение получаем в противоречии с 6-, Таким 
образом, последовательность дс м с ... строго возрас­
тающая» что противоречит нётеровости пожгона А. 

2.Конечно связанные гожгоны 

Демла I. Последовательность К ~^+ 5 ' *" * Vf пожго­
нов над моноидом S, где К - порождается множеством 

, I- - -1, t ), % порождается парами (<*Лсг), (Ич)) и 
х - канонический эпиморфизм, является точной. 
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Доказательство. Пусть у-* = для некоторого гомо­
морфизма : 5 —* А. Ясно, что с, ker р. Но тогда 
существует единственный гомоморфизм J-: y<j —*• А такой, 
что диаграмма ^ у 

#хАл 
коммутативна ([3], следствие 3.8). 

Теорема 2. Пусть S - моноид. Следующие свойства цик­
лического S-полигона Sü эквивалентны: 

1) Sz - конечно связан; 
2) Существует точная по следовательно сть S-полиго нов 

К —*- 5 —S ž , где К - конечнопорожденный S-полигон; 
3) Si er S/^>, где <э - конечно порожденная левая кон­

груэнция на моноиде S. 
Доказательство. I) >2). Пусть циклический S-полигон 

Sž конечно связан, т.е. существует точная последователь­
ность 

к =*= F Sz , ci) 

где К - конечно по рожденный и F^- ко нечно порожденный сво­
бодный S-полигоны. Пусть F - Д 5k. Обозначим элемент 
1 в компоненте Sv полигона через 41. Пусть К по­
рождается множеством {х^( ^ ^ 
»t* l'V-Ди f (V) = atž ( L»4, . Так как у- - эпи­
морфизм, то f-(a.',)« i для некоторого t F. Построим 
по следовательность 

K=sS  ̂ -S i ,  (2 )  

где If'U) = 
j  44 '  <л„  (  е сли  А  (х -  ) е  S f ,  т . е .  

* = ( 1 
( если а (л; )€ S', т.е. fy-j; 

п! 1лх-\ - если ß (xi) ё Si, T.e.m^j, 
I  1' U-tL ( , если j b  (*t)e. $•>, T.e.m;.j, 

(3) 

Отображения a и ^ корректно определены. Покажем это 

для <*•'. и | г п 
Пуоть Vx«. «j'v при некоторых V, У1 t  S, u,.ve ). 

Тогда У =«.(4'хи) = «.(/х*-) - 4' V, откуда au = ar и 
Vi«. - л" V • Ясно, что а! - гомоморфизм. Покажем, что 
последовательность (2) точна. Убедиыоя, во-первых, что = 
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a y'fV. Действительно, 
• - („ x _ {/(*i-°4u») = г , если rv; , 

' • • 1/ (х) = 4'v aj 2 ' если IV; -j , 

Т. eu всегда =• 4иа^. г . Далее, 
=^<^ .2 ,  е сли  и **  j ,  

<Г Г V*l Л j**1 (tL) = tL о, г. , если m,c ,j, 
т.е. всегда jV^ (х;) =. t; а*, г . c другой стороны, из точнос­
ти последовательности (I) следует jf-«- (я;) = j*-fl (aL). Так как, 

)  = <Г(Ч )  = JT K 1 Ч )  = *1<Г(Л= 4 L« K L 2  И FF 
= t ̂Л,"4) =kf ̂ Н^"0 4:<x4t что озна­
чает y-'»'!x-v) = ). Поскольку это справедливо для 
всех I, - и, • • • ,1, | то Пусть гомоморфизм 
£ : 5-*-6 таков, что jf-'d! = ^ '(3', Рассмотрим диаграмму 

Кф: F -^*5. 

5 

Л  
Б 

где 
( 4tt; а0 если i. * i . 

<Г ( зЧ  =  1  '  .  Г  
и V ) { a если I = J, 

Ввиду того, что h - свободный S-полигон, <г является 
корректно определенным гомоморфизмом. Тогда 

е 
если п,; 

и 
если т.; 
если f*v^ »j -

Поскольку £-(Х -/"*>, „ получим = ) ж 
ввиду С3^ •= )( Следовательно, 
j<<r<x«^(T^ и существует единственный гомоморфизм y:S£-*6, 
такой, что диаграмма ̂  

f  £  
T S Z  

(4) 

-Aw") - { # v  

1 / ' / 1_"х \ ( /• 

-l/W ,  

коммутативна. Покажем, что диаграмма 
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коммутативна. В самом деле, из коммутативности диаграммы 
(4) получим у^(1') ™ ^<r(id) }  т.е. у (с^ *) Поэтому 
Y j*' И) " V (°-j i ) - /•' [1J, откуда и следует коммутатив­
ность диаграммы (5). Легко понять, что гомоморфам ^ яв­
ляется единственным гомоморфизмом, обращающие диаграмму (5) 
в коммутативную. Следовательно, последовательность (2) точ­
на. 

2)=^>3) Пусть имеется точная последовательность $-по-
лигонов К * g S f S* , где К, порождается мно­
жеством |k-L|  и••• , j и пусть <х(<i)«dc, 
Пусть ^ - левая конгруэнция на моноиде 5 , порожденная 
парами LH .- л-По лемме I последовательность 

К S V? ' где ае - канонический эпиморфизм, яв­
ляется точной. Тогда по лемме О имеет место - S^e. 

3) ->1). Пусть S2-V?, где ^ порождается множе­
ством {(d; ti) i- "I, ..., h,}. Рассмотрим диаграмму 

K^=s:S % , где К - конечно порожденный свободный 
S-полигон, свободно порождаемый множеством {«;, i = 4, - • •,гх) 
<х(ч) = 4(,, и ^ - канонический эпиморфизм. 
Импликация следует теперь из леммы I и леммы 0. Теорема до­
казана. 

Одноэлементный S-полигон называется нулевым S-полиго-
ном. 

Следствие. Нулевой S-полигон является конечно связан­
ным тогда и только тогда, когда единичная конгруэнция на 
моноиде S является конечно порожденной. 

Примером таких моноидов служит, например, конечнопорож-
денная полугруппа с единицей или моноид с правым нулем. 

Предложение 4. Полигон А над моноидом $ конечно 
связан тогда и только тогда, когда существует конечно по­
рожденный свободный S-полигон F и конечно порожденная 
конгруэнция ^ на F такие, что А - |™/^-

Доказательствр. Необходимость. Пусть А - конечно свя­
зан ,  т . е .  с ущес т в у е т  т очная  посл едов а т ел ьнос т ь  K^ sF -^ -A  
где К - конечно порожденный и F - конечно порожденный 
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свободный S-подигоны.Пусть ^ - конгруэнция на F, порож­
денная парами p(x-J), Ut, I где (x-bj i 
множество порождающих К и $е : р —*- - канонический 
эпиморфизм. Тогда ввиду выбора последовательности K=fcf~*"A 
и следствия 3.8 работы [3] существует коммутативная диа­
грамма 

F - _ » А 

V  . .  
Так как -К. - эпиморфизмы, то эё и ^ являются взаимно 
обратныш. 

Достаточность. Пусть А ^ , где ^ порождается па­
рами (fv , ^), '«-«<,•••, а. Пусть К - ко нечно порож­
денный свободный полигон с множеством свободных образующих 
{х;, I = i .ДТребуемой точной последовательностью оказы­
вается последовательность К =sz F " » где - ка­
нонический эпиморфизм и I р, 1 = 4, ..., п.. 
Предложение доказано. 

Назовем моноид S нётеровым, если он является нётеро­
вым как S-полигон. 

Нётеровым моноидом являетоя, например, циклическая по­
лугруппа с единицей. 

Теорема 3. Все ко нечно порожденные S-полигоны над нё­
теровым моноидом S являются нётеровыми и конечно связан­
ными. 

Доказательство. Если М - конечнопорожденный S-поли­
гон с множеством образующих {»х t то существует 
конгруэнция Р на свободном S-полигоне с образующими 
•fl, , rv, такая, что - М. Полигон М яв­
ляется нётеровым по теореме I и предложению 3 и конечно 
связанным по теореме I и предложению 4. 
Теорема доказана. 

Предложение 5. Пусть S - моноид. Тогда S-полигон 
S х S является ко нечно порожденным в том и только в том 
случае,когда 5 - конечный моноид. 

Доказательство. Достаточность очевидна. 
Необходимость. Предположим, что S - бесконечный мо­

ноид. Пусть 5x5 порождается парами (il,"к;) 1=1,..., л.. 
Рассмотрим всевозможные пары вида (1, где -it 5. Пусть 
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£•^ = { - 4 6  S • (1, 4) =• x  для некоторого X eSlr( <- = V, ,A 
Ясно, что хотя бы один из множеств S-„ ( i»4, • -• , iv( ска­
жем, S<, является бесконечный. Пусть (1, к,,) = 4^ и 
(••jVtt) ж "1 (ЛЛА где u<,w te и u, f u,.. Тог-
да ^ f; и элементы и 4^ являются идемпо-
тентами. При этом ^ v t  , так как из предположе­
ния V {  = i1 f  умножая обе части этого равенства слева 
на V,, получим V; = Кроме того, ^1] = ̂  ^)^щ. 
Таким образом, выбрав в $4 бесконечную последовательность 

, uL|  . различных элементов и полагая tj, = lj vL, где 
U, ui) * получим, что моноид S содержит бес­
конечное множество различных идемпотентов <Ц, i t,. •. с пра­
вилом умножения e. i c,t l  = Покажем, что с помощью каждой 
пары (4-u L = - •. ( л, | можно подучить не более од­
ной пары вида У,*,.), I =и, 2. f  .. . . Действительно, 
предположим, что 

(1, м = xum.'tm), i", **) (10) 

при некоторых tV' е S; {-I,Тогда 
1 * ».Int, откуда S jm = S . Значит, главный идеал 
Si,* моноида S свободен как S-полигон. По лемме 5 
работы [I], если главный идеал Si моноида $ - свобод­
ный, то либо элемент At Ь сократим справа, либо 4 - air 
где va = 1, Если сократим справа, то из соотноше­
ний (Ю) получим Х0Щ, =1 = у, откуда л = что 
противоречит неравенству Если - идемпотент, 
ТО ИЗ (10) ПОЛУЧИМ lm»f lm = XV1-Тогда 

x~ % ~ Ь 

что опять противоречит неравенству г^. Таким образом, 
поскольку пар вида И, г J, бесконечное мно­
жество, то и множество образующих S-полигона Sx S долж­
но быть бесконечным. Противоречие. Следовательно, моноид S 
должен быть конечным. 

Предложение доказано. 
Примечание. Последовательность А ^ - С назы­

вается эффективно точной, если А = {(х, ̂ )е 0л 5; 
и лр - ограничения канонических проекций. Недавно Клиф­
фордом был поднят вопрос об эквивалентности утверждения а) 
и с) предложения 4.2 работы 1.6]. Клиффорд представил контр­
пример, показывающий, что из справедливости утверждений а) 
предложения 4.2 не следует справедливость утверждения, с). 

- 44 -



Следующие рассуждения показывают еще раз, что нижеследующие 
утверждения а) и с) неэквивалентны. 
а) Полигон А конечно связан; 
с) А - конечно порожденный и если К=*6>——Д- эффектив­
но точная последовательность, где & - ко нечно порожденный, 
то л К - конечнопорожденный. 

Если С = 0  - нулево! S-полигон, то эффективной точ­
ной последовательностью является Sx S =* S —•- В: По 
предложению 4.2 работы [б] нулевой S-n0«™1"08 конечно свя­
зан тогда и только тогда, когда Sx S - конечно порожденный. 
По предложению 4 это эквивалентно тому, что моноид S - ко­
нечный. По следствию к теореме 2 нулевой S-полигон конеч­
но связан тогда и только тогда, когда единичная конгруэнция 
на моноиде S является конечно порожденной. Так как та­

кой моноид может быть и бесконечным, (напрмер, бесконечный 
моноид с правым нулем), то получим противоречие. 

Автор благодарен доценту М.А.-£.Кильпу за руководство 
этой работой. 
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NOETHERI JA LÕPLIKULT SEOTUD POLÜGOOHIDEST 

P. Normale 

R e в ü m e e 

Käesolevas artiklis defineeritakse Noetheri polügoonid 

ning uuritakse nende põhilisi omadusi. Samuti leitakse tin­

gimused polügoonide lõplikuks seotuseks. 
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OH NOSTHERIJU? AHD FISITu,3f PRBSBETED POLYGONS 

P. Normak 

s u m m a r y  

Let S be a monoid. We say that the congruence rela­

tion over a left S-Polygon IV) ie finitely generated 

if there erista a finite set of pairs (a-u i = \...n.,where 

<*•>,€ M for all L f such that ^ ie the emailest con­

gruence relation over fVJ for which a.; ̂  for all L. A 

left 5-Polygon M is said to be Boetherian if 6 very 

congruence relation over M is finitely generated. A se­

quence ^ t 

а а ,-  Й? "f" ' "> 
where A, D, С are left 5-polygons, ie said to be exact 

if <*.£• - and if СУ \  Ъ  —*- D is a homomorphism such 

that our =jh<T then there exists a unique homcmorphiam 

X.: С —— 0 such that /{-Ж = (Г. If in the exact se­

quence (*) A is finitely generated and 6 finitely gene­

rated free, then С is said to be finitely presented. A 

monoid S is said to be Noetherian if it is Boetherian as 

a left 5-polygon. 

Theorem 3. Bvery finitely generated S-polygon over 

a Boetherian monoid $ is Noetherian and finitely pre­

sented. 

We also show that the Stenström's conditions j a 16 J for 

a polygon to be finitely presented are untrue. 
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замечания о 8вогообра2иях представлений 
полугруш и линейных автоматов 

У. Калыиайд 

Кафедра алгебры и геометрии 

Статья имеет преимущественно обзорный характер; речь 
идет о том, чтобы дать определения пары и смежных понятий 
в случае, когда действувп$ш объектом является полугруппа 
или алгебра. Тем самым здесь в область линейных представле­
ний полугрупп переносится сеть понятий и связей, сходная с 
языком теории групповых пар [3,4]. Главная цель состоит в 
том, чтобы сформулировать в указанной ситуации соответствие 
менду многообразиями пар и специальными идеалами в подходя­
щих алгебрах, а такке описать близкие к этому связи для ли­
нейных автоматов. 

Пусть К - любое ассоциативно-коммутативное кольцо с 
единицей. Если для фиксированной полугруппы Г задан ее 
гомоморфизм в полугруппу К-эндоморфизмов некоторого К-
модуля & , то принято говорить о представлении полугрупп» 
Г в модуле 6. • Если дано представление j- : Г —* k 6. , 
то К -модуль G. приобретает дополнительную структуру 
Г-модуля: элементы из Г будут "действовать" на модуле 6. 

согласно формуле t 

r r - f ,  
где через fr обозначен эндоморфизм, .соответствующий при 
гомоморфизме j- элементу ус Г а аХ - результат дейст­
вия ff на ^€.6. Очевидно, при этом выполняются следуювде 
соотношения 

т) и 
2) (в случае, если Г - моноид и t - единица в Г). 

В случае, когда действующим объектом Г является группа, 
изучение возникающей здесь категории Г-модулей является 

1 Так как основное кольцо К коммутативно, то различать 

левые и правые ^-модули не имеет смысла. 
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классической тематикой. Особое внимание еще со времен Фро-
бениуса уделяется случаю, когда К - поле и dia^c«». Вы-
шлнение этих условий в рассматриваемой нами полугрупповой 
ситуации при фиксации К-базиса для (Я превращает EndK Q 
в полугруппу матриц, и мы имеем здесь матричное представле­
ние полугруппы Г. в исследованиях такого рода упор обычно 
д елался  н а  том ,  к ак  данная  полу г р уппа  д ейс т в у е т ,  т . е .  н а  
внешних свойствах Г. Однако, за последние десятилетия 
стимулирующее соседство богатой глубокими результатами абс­
трактной теории групп привело к преимущественному изучению 
внутренних свойств полугрупп. Логика такого развития ест­
ественным образом заключает в себе тенденцию к игнорирова­
нию внешних свойств полугруппы Г. Тесная связь и равнопра­
вие абстрактных свойств S и Г, а также свойств дейст­
вия Г в б достигается в понятии пары, всесторонее изуче­
ние которого помимо этого обстоятельства служит также хо­
рошим экспериментом для теории многоосновных систем. Если 
серьёзно отнестись к приложениям алгебры к некоторым воп­
росам теоретической кибернетики [5-9], а также к тенденции 
к единству ее разных разделов, то нельзя обойти этот подход. 
Эти обстоятельства кажутся нам достаточным мотивом для рас­
смотрения следующего понятия. 

Говорят о паре (6 если полугруппа Г действует в ка­
честве полугруппы К-ендоиор^нзмов в «-модуле 6.. Други­
ми словами, определена алгебраическая операция 6.x Г —- <л1 

которую обозначим i обладающая следующими свойствами. 
1) При 1|иксированном t-e Г отображение является 

К-эндомор^язмом модуля и, и 
2)  3 °u r< j f t )  =  ( qo^ )o jv  

В частном случае, когда Г - моноид с единицей I, требуется 
еще выполнение свойства 

3) для всех j £ 6., о L = J-

§1. Основные понятия 

Приведем полный список необходимых определений. 
Ядро пары (&, И - это, по определению, конгруэнция 

1ег (6.,Г) в полугруппе Г, смежными классами которой являют­
ся классы равнодействующих на 6 элементов из Г. Другими 
словами, 
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^^(ker(a ,n)<=>v0egt ,  

Если Ker(G rJявляется единичным бинарным отношением на Г, 
то говорят, что пара (&,Г) точна. 

По определению, гомоморфизм пар ух : (6.,Г)—•(&.' Г)пони-
маетоя, как пара гомоморфизмов: K-гомоморфизм yw:d —»• 6.' 
и гомоморфизм yw : Г—*- Г' связанные условием 

Сопутствующее понятие изоморфизма пар позволяет говорить об 
абстрактных свойствах пар. Б возникающей здесь категории 
пар определяются все алгебраические понятия. 

Пара (Н(£) называется подпарой пары если Н -
годмодуль в <5., Z. - подполугруппа в Г, подмодуль Н 
инвариантен относительно действия J_ . и представление JL 
относительно Н индуцируется исходным представлением полу­
группы Г. 

Для данного набора пар (6^,1), Lei, пусть <д 
полная прямая сумма всех <Я^ ( а Г - декартово произведе­
ние всех полугрупп Г-, ( Lei. Действие Г в G, задаем 
формулой (qeji)(L) = <2 lL)e/-lL), Lei, где элементы 
^ б 6. и у & Г рассматриваются как функции на I. Возни­
кающая таким образом пара (&, Г) называется декартовым 
произведением пар (6.; , П.); обозначается она Д(бц, П.). 

Конгруэнция пары (,<я,Г) - это пара данных <н,<Г>, где 
Н является Г - инвариантным подмодулем в (*, а <т 
конгруэнция в полугруппе Г, такая, что <Гс Кег (<д/Н Г). 
Каждая конгруэнция <Н,сг> определяет пару (&./Н, Г/<т ), 
которая называется факторпарой (&,П по <Н,о"> и обозна­
чается Н,<г> ) действие в факторпаре определе­
но формулой j- Естественна! образом сформули­
руются и доказываются теоремы о гомоморфизмах [5], а также 
следующая 

Теорема (Ремак). Пусть в паре (<д,Г) задан набор конг-
руэнций <H;,(TL>, Lei. Тогда пара данных <Н,<Г>»<ПК; 
также будет конгруэнцией пары (§,(Г) и существует1-' 
мономорфизм пар 

(&'ГУ<Н|Г> —Л 
Наряду с обычными гомоморфизмами пар выделяются еще их 

левые и правые гомоморфизмы. При левом гомоморфизме дейст­
вующая полугруппа в рассматриваемых парах (по определению) 
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одна и та же, т.е. левый гомоморфизм пар - это гомоморфизм 
соответствующих этим парам Г-модулей. При правом гомомор­
физме пар последние шест одну и ту же область действия, на 
которой гомоморфизм является тождественным отображением. 

Сделаем еще одно замечание. 
Для любой полугруппы Г через Г* обозначим моноид, 

получаемый внешним присоединением к Г единицы. Ясно, что 
всякая пара (&,Г) может быть "продолжена" до пары (G., Г*) 
доопределив действие единицы t £ Г* при всех <|t G. фор­
мулой ^ о V = в. Таким образом, категорию пар сопровождает 
категория унитальных пар. 

В дальнейшем существенную роль будут играть также пары, 
в которых действующими объектами являются К-алгебры. Пусть 
даны К-модуль 6. и K-алгебра А. Будем говорить о 
паре (6., А), если дана операция 6.*А —-6., действие эле­
ментов из А на (Я, обозначаемое ° , и удовлетворяющее 
для всех а(а' е А иаеК условиям: 

1)  а а (сих ' )  -  (оо а . )о о!, 
2)  чу (й.+а ' )= *  4 °  a ' i  
3) Y (ока) = <*.(«. а), 
4) отображение q является К-эндоморфязмом 

шдуля 6. при всяком фиксированном а.еА. Особо важным 
для нас примером служат пары типа (&, КГ), получаемые 
из пар ((а , П линейным продолжением действия Г в G, до 
действия полугрупповой алгебры КГ в 6.. Согласно сделан­
ному выше замечанию, каждую пару (Б Г) сопровождает пара 
16 . ,  КГ) .  

§2. Многообразия Г-мо дулей 

3 теории пар заметную роль играет понятие биркгофского 
класса пар. По определению, это те классы пар, которые зам­
кнуты относительно взятия подпар, гомоморфных образов и де­
картовых произведений пар. Класс пар 9 назовем насыщенным, 
если для любого правого эпиморфизма (&,П—» (6.,Г') из 
того, что одна из этих двух пар принадлежит 9, следует, что 
и вторая пара лежит в 8. Насыщенный бжркгофский класс, по 
определению, является многообразием пар. Оказывается,много­
образия пар задаются системами битождеств, для описания ко­
торых очень удобен язык полугрупповых алгебр. В данном па­
раграфе опишем эту идею детальнее. Важно подчеркнуть, что 
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это описание протекает близко к групповому случаю, где ана­
логичные связи оказались центральными [3,4J. но не совпа­
дает с ним. Поэтому, имея в виду задачу объединения мате­
риала, необходимого для понимания полугруппового случая, 
включено сюда изложение указанных связей. 

1. Рассмотрим здесь случай многообразий пар с (фиксиро­
ванной действующей полугруппой. 3 этом случае условие насы­
щенности в определении многообразия тривиализируется, а по­
этому многообразие Г-модулей - это просто биркгофский 
класс Г-модулей. 

Таким образом, предполагаем, что полугруппа Г фикси­
рована, и рассмотрим линейные представления полугруппы Г 
типа (6,Г); лежащие в данном их классе 9. Пара (<£,Г) инду­
цирует пару (61, К Г*), ядром которой служит некоторый дву­
сторонний идеал IX • Ы , КГ*) в кольце КГ* Образуем 
идеал „ 

IL« Л и(а,ки;  
(&,Г)е 9 

он состоит из всех элементов и.6 КГ,таких, что во всякой 
паре (&.,К Г") индуцированной некоторой парой (6,Г) из В, 
битождеотво ^°и = о выполняется при всех и.е , Таким 
образом, классу б представлений полугруппы Г сопоставлен 
двусторонний идеал КесКГ*. 

С другой стороны, пусть U, - некоторое подмножество в 
КГ*. Сопоставим ему класс 9U пар (6, Г) по следующему 
правилу: 

(6.,Г)е если в паРе (0.,КГ*)битождество вида 
О выполняется для всех u-eU. 

Возникает соответствие 9 —* U. и ii—#- 9U • нас будут ин­
тересовать замкнутости этого соответствия. Ими оказываются 
с одной стороны - многообразия представлений данной полу­
группы Г, ас другой стороны - двусторонние идеалы в по­
лугрупповом кольце КГ*. На этом пути и устанавливается 
взаимно-однозначное соответствие между многообразиями пред­
ставлений Г и двусторонними идеалами в КГ'-бедующие 
пункты посвящены доказательству этого утверждения. 

2. Пусть дана пара Она является циклической па­
рой ,  по определению, если имеется такой элемент ae G. , что 
6 = ад КГ*. Здесь мы воспользуемся тем, что пару (<Я,Г) 
сопровождает пара (<Я, КГ*), где и проводятся вычисления. 
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Элемент а ,  назовем К Г-образующим для G. .  Например, ре­
гулярная  пара  (КГ*  Г  J  я вля е т ся  цикличе ской ,  т ак  как  КГ"  

где ь - единица в Г* 
Для произвольной циклической пары (6., Г) с «("^образую­

щим а зададим отображение Т; (КГ* Г) —* ^ ,Г) формулой 
V <л е К Г*, = а • а. 

Имеем эпиморф!зм Г-модулей т : К Г^— 6(ядро которого 
составляют вое те КГ* которые аннулируют элемент а 
в паре (&, КГ*). Следовательно, имеем 

( а , г ; * ( к г У А Ш 1 к г ( Ч п .  

Это показывает, что циклические представления полугруппы Р 
реализутся как фактор-представления регулярного представле­
ния. 

Пусть 8 - многообразие Г -пар. Рассмотрим всевоз­
можные циклические пары, лежащие в классе 6 и имеющие 
вид (КН^Г), Где 1Гс КГ* - некоторый правый идеал. 
Пусть U является пересечением всех таких 0с КГ* Ц,*=Л1Х 
Из свойств класса 0 и теоремы Ремака выводим, что Ц* яв­
ляется двусторонним идеалом. 

3. Многообразию @ сопоставлено теперь два идеала в 
кольце КГ* с одной стороны, только что описанным способом 
оопо ставлен идеал U*, а с другой стороны, описанным в 
пункте I способом идеал Ue. Докажем, что U = 

Для этого возьмем любую пару (<л;Г)с любой элемент 
aefi и рассмотрим подпредставление (аоКП* Г J в (&, Г} 
которое также содержится в в в силу свойств этого 
класса. Это подпредставление изоморфно паре (^Г/апп ^ 
которая, следовательно, также лежит в 9. Отсюда следует, 
ч то  КЛ с апп^ с*  (а . ) .  Это  о з нача е т ,  ч то  для  в с ех  ц ,  е  U*  
имеем CLO«, =о, и поэтому из определения K« следует, что 
Wc Ue. е ^ 

С другой стороны, рассмотрим пару (Kl/u*, Г), которая 
согласно теореме Ремака содержится в 6. Это означает, что 
элементы из Uq должны аннулировать К-модуль К| /Ц* и 
в чаотности, элемент btlLT этого модуля. Поэтому, для лю­
бого V е Ltp имеем 

U*= U + W)or = f U* - iv + W • i r  + ii", 
т.е. U* = v + U", откуда rt U*. Следовательно, вы­
полняется UQ С l i*. 
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Равенство Ug =1С* доказано. 

4. Пусть теперь В - любое многообразие Г-пар, а 
Ila КГ* - любой двусторонний идеал. Имеем сопоставления 

ö — u e  »  6 ( ц е г е '  и  

и - 0ц- - u^pu. 
Покажем, что 9 = @ и 1А, = 1л. 
Сначала докажем равенство 9= В.' Включение 9с 9' оче­

видно по конструкции 6' Для доказательства обратного 
включения заметим следующее. Если каждое циклическое год-
представление некоторой пары (6, Г) € 9 лежит в 9, то 
(6., г) с 0. 

Действительно, пусть (Н[ Г], Ui - набор всех цик­
лических подпредставлений для , Ги пусть все (Н^Г)6 &• 
Для каждого Vt I возьмем некоторый Г-модуль A-t , изо­
морфный Hv, и образуем полную прямую сумму Г -модулей А^ 
А => А-и. Имеем пару (А,Г). Всякий элемент у-е Г можно 
рассматривать как постоянную функцию viel, и тем 
самым полугруппа Г вкладывается в свою декартовую сте­
пень Г1. Описанное вложение Г—> Г[ индуцирует вложе­
ние пар (А,Г) —- (А, Г1), откуда в силу (А,Гт):ТГ(А;,Г) 
и свойств .класса 0 следуй (А,Г')6 9. Но (А, Г) содержит 
подпару (ДГа^Г), где ? fa - дискретная прямая сум­
ма «(.ГчлЬ дулей A-v, и таккак 6 замкнуто по подпарам, 
то (^А^;Г)е.8. Изоморфизмы Г-модулей А-,.—»Hl 
индуцируют эпиморфизм 2_ AL * HL. Таким образом, 
имеем эпиморфизм нар 61 

v vt l  ve l  
откуда ((я,Г) б 6- Этим приведенное выше замечание обосно­
вано. 

Пусть имеется любая пара (С*., Г) €. В покажем, что все 
циклические подпары этой пары лежат в классе 0. Для этого 
возьмем любой элемент at 6 и рассмотрим в (6.,Г) цикли­
ческую подпару (а = КГ*, Г). Имеем изоморфизм 

(а*. КГ* 1  Г)£ ( K r/V |  Г), где У- Ann ̂  (а) с К Г * 

Отсюда следует (КГ/fy, О й 9', что согласно определению 
6 означает, что М.& аннулирует модуль в част­
ности, при всех осе тлеем 1)*= (tЛГ)° и = Ьои+ЛГ-мчЛГ 
откуда 1Ау с V- Следовательно^ имеется эпиморфизм 



(K7vr>—(Kr'/v,r)-
Вместе с полученным выше соотношением 1КГ*/ц^, Г)б @ это 
влечет (КГ*//^-, Г ) е0, а вместе с тем и нужное 
(ао КГ*, Г)е 0. Если иметь в виду также сделанное выше 
замечание относительно циклических подпар, то этими рас­
суждениями доказательство равенства 9 = 0' завершено. 

Покажем теперь, что W = ИЛ 
По самой конструкции К/ яоно, что U<= Uz. Докажем об­

ратное включение. Для этого рассмотрим пару (КГ*/к Г). 
Заметим, что при всяком <г е К Гт, 

(.j +u) »u, = j»u+h = ju * - к,; 

здесь соотношение jut К. имеет место в силу того, что 
U - двусторонний идеал в КГ*. Но равенство и=1А 
означает, что в рассматриваемой паре имеет место битождест-
во 5 о при всех Uyfc U. Таким образом, (KfTu Г)е 

По определению идеала Ц/ ;  каждый его элемент м/с и/ 
аннулирует всякое представление в классе • Следовательно, 
это верно и для пары (К Г*/U, г), откуда 

U = (t + li)° и/ = г, ° и' 4- it = t* -it = и'-* '1х . 

Это, однако, означает U'c 1л,. Равенство 'IX, = U! доказано. 
Резюмируя, видим, что рассуждениями этого параграфа до­

казан следующий факт. 
Теорема I. Многообразия представлений фиксированной по­

лугруппы Г (многообразия Г-модулей) находятся во вза­
имнооднозначном соответствии с двусторонними идеалами в по­
лугрупповом кольце КГ*. 

§ 3. Многообразия пар и битождества 

До сих пор мы рассматривали многообразия представлений 
отдельной полугруппы, т.е. многообразия пар с Фиксированной 
действующей полугруппой. Переходим теперь к задаче обозре­
ния многообразий произвольных пар. 

I. Пусть X = { *1, Xt, ) - счетное множество. Будем 
обозначать V и Y* соответственно свободную полугруп­
пу и свободный моноид с элементами множества X в качестве 
с и с т е м ы  и х  с в о б о д н ы х  о б р а з у ю щ и х .  П у с т ь  « • - « • ( - - y X ^ J  _  
любой элемент полугруппового кольца К V -По определению, 
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в паре выполняется ( специальное)2 битождество ес­
ли при любой специализации и—xv- »/•••бГ в паРе 

К Г*) имеем у и (д,,..ш о! * * 
Каждому классу пар ö сопоставим в K.Y* подмножество 

U0 всех таких элементов и из KY*, что во всякой паре из 
6 выполняются битождества *j = as О; назовем ин­
дикатором класса 6- Непосредственно проверяется, что 
подмножество Ug является двусторонним идеалом в KV1*", инва­
риантным относительно всех таких эндомор^змов кольца К Y* 
которые индуцируются эндомор^змами моноида Y*. В дальней­
шем эндоморфизмы кольца KV* с отмеченным свойством назо­
вем специальными. Специальными назовем также идеалы в КY* 
инвариантные относительно всех специальных эндоморфизмов. 
Таким образом, каждому классу пар 9 сопоставлен специаль­
ный идеал Ug в кольце К Y*. 

С другой стороны, пусть И - любое подмножество в KY? 
Сопоставим ему класс 9и пар (<Я,Г) по следующему правилу: 
пара (&,П принадлежит классу 6ц в точности тогда, ког­
да в этой паре выполняются все битождества м = <х, = о, к-е it. 
Здесь же отметим, что в этом случае, когда %1 является 
двусторонним идеалом в К Y*i класс 6,ц является много­
образием. 

Покажем, что индикатор класса 6U является минималь­
ным специальным идеалом в К Y*» содержащим множество lt. 

Обозначим класс 6^ через 0*. В силу специальности 
идеала Ii^, индикатора класса 0*, и очевидного включения 
UcUqh, достаточно показать, что содержится в 
каждом специальном идеале, содержащем множество U. Пусть 
U' - специальный идеал в К У* содержащий U. Рассмотрим 
пару (KV7u', V) I которая индуцирована регулярным дей­
ствием ху в К Y *• Из Не U следует, что эта пара со­
держится в 0*. Пусть - подмножество всех таких и-е 
6-KY*, что на паре (К'у) выполняются битождества 
«1=. <л = o f  M-feV. Имеем 14^ с Покажем. лднако. что 

—гт в полугрупповом случае можно рассматривать и битождества 
более общего вида, параллельно тому, как это делается в [ з ,  
стр. 566-572J. Однако, в том случае, когда К - поле и об­

ластями действия пар будут векторные пространства над полем К, 
всякую такую систему бжтождеств легко 8вменить эквивалентной 

ей системой специальных битождеств. 
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У = 1 '- Действительно, нетрудно заметить, что U/ с 17. 
Далее, для произвольных & KY* и »гс V имеем К,'= 
= (|+U')°V — -t- 1L1 )V: jwtf. Взяв здесь в качестве <? еди­
ницу г кольца К Y*, видим, что uJ. Этим доказано 
Vc Ü • Следовательно, доказано равенство V= U, а вместе 
с тем и соотношение U-e с 1Л'. 

2. Пусть 6 - многообразие пар. Рассмотрим всевоз­
можные циклические пары, лежащие в классе б и имеющие 
вид (KVV'V*, Ч'L где 1fc KV* - некоторый правый 
идеал. Пусть И является пересечением всех таких Vс «V* 
tl - П V. Из свойств класса 6 и теоремы Ремака 
следует, что U* является двусторонним идеалом в К V* Мно­
гообразию пар б сопоставлено теперь два идеала в кольце 
К Y  *  -  идеалы U* и  1Ц.  

Покажем, что 1Лд - КЛ Рассмотрим пару (КY*/U* Y) 
которая согласно теореме Ремака содержится в б. Отсюда,' 
в частности, вытекает, что для любого Ve tCg,, 

4- Ы*)"Г  = tov + u* = tv + ü*=ar+ li". 

Это означает с It* 
Докажем теперь обратное включение. С этой целью возьмем 

любую пару (а.,Г)е 0, и рассмотрим любую специализацию 
Р; X—»-Г. Отображение V индуцирует гомоморфизм полу­
групп Y #• Г, а следовательно и гомоморфизм полугруп­
повых колец KY* »КГ*, которые обозначим той же бук­
вой V- В свою очередь, гомоморфизмы V: Y—*Г и у : К У*-* 
^»кг*индуцируют при ВСЯКОМ 1$€ 6. гомоморфизм пар 
\>а : Y)—•* (^ 0 К Г1", Г), " если для всех ^ Y*, 
Y ^ VlT полагать иУ? М ° и/ и xv! =-о/, Поэтому, сущест­
вуй мономорфизм (Kf*fУ)/кег\1 —*.[^КГ*Г)(где (^КГ,Г) 
как подпара в (<3 , содержится ъ 9. Пусть Кег 

тогда, в оилу существования естественного правого эпимор­
физма (К Y /V: ( Y) *- (К Y*/c, VM а тайке свойств на­
сыщенности и замкнутости по подпарам класса 9 выводам 
(KY*Ar Y) £ 6. Это показывает, однако, что Юс 1^, 
Учитывав'определение 1^ , выводим, что JjoU =0 для всех 
м е U*. Так как это верно для произвольной пары (<х ,Г) е 9 
и при всяких Ч €. 6i и^ и X — Г, видим, что битожде­
ства 4»«,sQ, ae 1Л , выполняются на всех парах 
((* ,  Г )  е  0 .  Отсюда немедленно  следует  U С Н е .  
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3. Пусть 9 - многообразие пар, a U с К V* - любой 
двусторонний специальный идеал. Имеем сопоставления 

е —  ц , —  6 ^ , - е ' ,  »  

uy-6*— it ( v  -u'. 
Имеем И = U ; это доказано в пункте I. Докажем равен­
ство  9  = 6 ' .  

Так как 9 с©' очевидно по конструкции, то достаточно 
показать Q с Q. Для втого заметим, что рассуждениями 
пункта 4 предыдущего параграфа можно убедитьоя в правиль­
ности следующего утверждения: если для некоторой пары (6,Г> 
С б' все ее подпары вида [у КГ*, Q, 6, лежат р 0, то 
и (6,Г)б9. Покажем, что для любой пары (<*.,Г)£б' все 
ее циклические подпары ( К Н*, Г ), а е <5., действительно 
лежат в 6. " 

С целью записать короче соответствующее рассуждение, 
введем следующее обозначение. Пусть даны любые специальный 
идеал V в КЦ>* и полугруппа Г. Обозначим через (tfj-
множество образов (значений) всех элементов из Ы при го­
моморфизмах KY*—* К Г", индуцированных всевозможными 
специализациями X—*• Г. Отметим, что КГГ - специальшй 
идеал  в  КГ" .  

Воспользуемся теперь изоморфизмом пар 
( у  КГ , ,Г)^(КГу 1 Г )  Г) ,  где  17= Ann r (g ) .  

Пара (КГ*/1Л Г), таким образом, лежит в 9. По опреде­
лению класса  У '  это  означает ,  что  (K f/V)"  (U e ) r =0;  в  
частности, имеем (t + V)• (Ue)r« 0, т.е. (U,6)r + V= 
откуда с if- Поэтому имеется эпиморфизм пары 
(КгУ(М, е ) г  Г), лежащей в многообразии б, на пару (КГ7у,Г] 
которая, оледовательго, также лежит в 0. Нужное нам ут­
верждение доказано. 

Резюмируя, видим, что многообразия пар - представлений 
полугрупп находятся в биьективном соответствии со специаль­
ными идеалами в k У 

4. На множестве многообразий пар - представлений полу­
групп можно следующим образом ввести умножение. По опреде­
лению, пара (&,П содержится в классе 8, "0Ь|если в 6. 
существует такой Г-подмодуль Н , что (Н, Г)б8, и (5/н ,ГХ 
£ Qt. Оказываетоя, относительно такого умножения многооб­
разия пар образуют полугруппу, которую обозначим «et (К) 

- 57 -

8 



Пусть индикаторами многообразий 0, и являются соот­
ветственно К,4 и iiL. Покажем, что индикатором, многообра­
зия 9^ • 9Z является идеал Ut-11 {. Воспользуемся для этого; 
следующим замечанием: для любых специальных идеалов U. и 4Г 
в KY* и полугруппы Г имеет место равенство [U.-V)r-Vr-Vr 

Проверка этого утверждения производится при помощи рассуж­
дений, совершенно аналогичных соответствующим рассуждениям 
для групповых пар, и поэтому здесь опускается., . 

Пусть теперь 0 - многообразие пар, определяемое иде­
алом ILt_ Hr Пара (Gi, Г) содержится в классе 9 в точ­
н о с т и  т о г д а ,  к о г д а  0  =  < Я °  ( U * U , ) г

е ( & e U a | l - ) " К 1 | Г .  
Но это означает (&,Г)е 0, • 0t, так как взяв' Н = & г ГвиД™'# 
что (Н/Г)е б* и (6/Н, Г) € 9t. Обратно, пусть (<д,Г)б 
б et. Тогда легко видеть, что 0= (6.°К, г)°и„|Г = G°(M -1/> 
« G 0 (Ut- U4)rоткуда (<д(Г)€0. Следовательно, 
а тем самым и 0 - 0,, • .' Это означает, что специальный 
идеал UtU4 определяет многообразие . 

В итоге доказана следующая 
Теорема 2. Полугруппа многообразий пар - представлений 

полугрупп ангинзоморфна полугруппе специальных идеалов в 
KY*  

5. Отметам, наконец, следующее. 
Каждому многообразию пар 9 отвечает вербальная функ­

ция 0 сопоставляющая воякой паре ((л;Г) пересечение 
*0(6,Г) всех тех Г -подмодулей HcQl, для которых (6/н,Г)б 
tö. Очевидно, что (6/10 (&, Г), Г) е д. Параллельно 
групповому случаю, имеем следующие два свойства вербальной 
функции. 

(I) Верб ал перестановочен с (дискретными) прямыми про­
изведениями. 

С 2) Пуоть 9 4  и 01. - многообразия пар. Тогда соотно­
шение (&,Г)б. Q,6l выполняется в точности тогда, если 
(Ч CG,Г), Г) ее,. 

С другой стороны, каждому многообразию пар 6 отвечает 
радикальная функция 6, сопоставляющая каждой паре (ft,1") 
сумму всех тех Г-подмодулей Н в 6., для которых (Н, Г)е 
£ б. Очевидно, что (/6(6.,Г)| Г)£$. Отметим два свой­
ства радикальной функции. 

(I) Радикал перестановочен с прямыми суммами, 
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(2) Пусть 64 и 9г. - многообразия пар. Соотношение 
(&,Пе Ц- 0j_ выполняется тогда и только тогда, если 
(&/'©<(&л, гнв г-

Доказательства отмеченных свойств вербала и радикала 
получается простой модификацией терминологии в соответст­
вующих доказательствах группового случая, и поэтому здесь 
опускаются, 

§4. Одно ооответствие для многообразий 
линейных автоматов 

Излагаемые ниже определения к связи, касающиеся линей­
ных автоматов, представляют ообой часть общей теории авто­
матов (см. Li], гл. 7 или l&J, гл. XIV ). Посредством 
понятия линейного автомата рассмотренные выше линейные пары 
естественным образом включаются в эту теорию как ее состав­
ная часть, и поэтому теория автоматов может служить мотиви­
ровкой их изучения. 

I. Приведем необходимые определения. 
Линейный (полугрупповой) автомат (Шиш) - это трехос­

новная алгебраическая система » = (А;Г, В)# в которой 
А (оо стояния) и Ь (выходы) являются К-модулями, Г -
полугруппа входных сигналов, и заданы К-линейные опера­
ция переходов А ° Г —» Д и операция выходов Д * Р-^-
—х Б оо свойствами 

.»<а, №сг, » 
f сь* (jr* f«.) = 

Это определение является обобщением понятия линейной сис­
темы в [I]. 

Заметим, что в линейном автомате 91 полугруппа Г 
допускает двоякую интерпретацию, т.к. го средством формул 

А,  ^ °Ц = а«^ ,  /Л(а)  = а ,*^  

возникает морф!зм /а,: Г—• Knd К А  полугруппы Г в 
мультипликативную полугруппу алгебры End ̂  А, и отображение 
f\ '•'•»• Нот ^ (А,&); удовлетворяющее условию )Л= 

" h  '  jfl/* •  , ,  I  
Линейный автомат 1А, Г', 6 ) называется подавто­

матом для « - (А;Г, 6), если А с А , Г'с Г, В'с 6 
подобьекты в соответствующих алгебраических структурах, и 
а'. г'с а' и а'* Г'с 6'. 

Пуоть даны линейные автоматы 2» » (А, Г Ь) и -У»(А', Г'Щ 
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и тройка морфвзмов сг - («г, ; ,0*3); о; ; А—>А', о* .-Г—* Г' и 
0"3 ; 6 —* £>'. По определению, о-: -2х —*.«а' есть морозы 
автоматов, если выполнены условия 

vaea, и  (л*^/ 5  = а< * ̂  

При втом ясно, что подмодули кег 6^ - Ад. с А я Квгс^» 6^ с В 
и ядерная конгруэнция на Г; Кег о^. = х , удовлетворяют 
требованию 

Va .a ' eA ;  б  Г ( (а-а ' е  A j *  (рс/) )=М(а • / - & ' . / ) &  
& у). 

Обратно, если в компонентах линейного автомата st =(А,Г", 6) 
выделен набор конгруэнций Л= (Aff|je, удовлетворяющий 
отмеченному требованию, то А называется конгруэнцией 
автомата а. В таком случае сиогема ^/Л = (A/v,%, 6/й^ ), 
в которой вое операции над классами эквивалентностей опре­
делены по представителям в этих классах (т.е. индуцированы 
ооохветствувцшн операциями в а ), является линейным ав­
томатом. Это, по определению, факторавтомат У поЛ. Ест­
ественным образом сформулируются и доказываются для линей­
ных автоматов теоремы о гомоморфизмах и теорема Ремака. 

Декартовым произведением семейства линейных автоматов 
е  (А; ,  П .  j  )  (  L e i ,  н а з ы в а е т с я  с и с т е м а  

.ТТ'Ч = (А,Г1 6) где A-^Av и 6 
i t l  v e l  v e l  ,  

полные прямые суммы, соответственно, модулей А^ и 6l , 
Г=ТТ П! - декартово произведение полугрупп | i-e. I, а 
операции А"Г1—> Д и А*Г—* Ь определены покомпо­
нентно, т.е. 

V д п • т = а (I)»/("'), и 
** е  1  ' (.airju) (i) = ali )* j* u). 

Естественный образом возникает понятие биркгофского 
класса линейных автоматов. По определению, класс 9 линейных 
автоматов называется биркгофским классом, если он замкнут 
по эпиморфным образам, подавтоматам и декартовым произведе­
ниям. Далее, назовем класс 6 линейных автоматов насы­
щенным, если вместе с автоматом (А, Г, &) он содержит и 
вое надавтоматы вида (А,Г б'), где Ь'зЬ и для всякого 
тождественного на А и Ь эпиморфизма (Л,Г( Ь)—»(А,1 
из (Л,£, ь)^в следует (A,r,b.)fe6. Насыщенные бирк-
гофские классы линейных автоматов будем называть многообра-



зияют линейных автоматов, 

2. Нетривиальные многообразия линейных автоматов зада­
ются битождествами. В следующем пункте мы будем описывать 
это соответствие детальнее, и для этого нам потребуется 
следующий вспомогательный результат: если для некоторого 
линейного автомата - 1А, Г, 6) все его подавтоматы ви­
да 21а, - (ао КГ1*, Г, а.*КГ) содержатся в некотором мно­
гообразии 6, то 21 fe 9. 

%обы доказать это утверждение, возьмем для каждого 
б А изоморфный -'а. автомат (А^ f Г( ß'a) и образуем 
автомат ( а'# Г, 6') = (^_ А'а > Г; 1. ß'a ). Всякий элемент jf-e 
е Г можно рассматривая! как постоянную функцию: = • 
для всех »б А. Тем самш полугруппа Г вкладывается в 
декартову степень Г*, что индуцирует вложение автоматов 
(А ' ; Г,В ' )^  ( а ' ,Г а , 5 ' ) .  Но^ 
следовательно, имеем также, (А',!"1, й')б в .  Автомат (А1, Г, 6') 
содержит подавтомат -tA 

а , Г# £ е>'Л ); где через 
> обозначена дискретная прямаяЛ*суима соответствующих 

мй^лей. Класс 9, однако, замкнут по подавтоматам, откуда 
следует -1де 6. Изоморфизмы Ад—-а««!"* и, 6^—>а*КГ 
индуцируют эпиморфизмы А» —**•Zа*КГ = А,и II 6^ —«• ß*c 

такие, что возникает этЙЙ^физм автоматов st A  (А,Г, £>" ). 
В силу «де. в отсюда следует (А, Г, в#)ев, а тем 

самым и (А,Г,6)= 6. Утверждение доказано. 

3. Сопровождающие всякий линейный автомат 21 = ( А , Г (  6) 
отображения 

Г—»End KA и уи,:Г—* Нот (А (Ь) 

можно линейно проложить до отображений ул.:КГ—».End^A и 
р.* : КГ—>Нош j<_tА,Ь), и тогда возникает автомат «L

e 

* (А,К1,6).Будеы говорить, что в автомате "Л выполняется 
битождество »0 (битождество £*u го )f если 
для линейного продожения б": KY—»-КГ любого гомо­
морфизма <г: V—*• Г, индуцированного некоторой специали­
зацией сг: х—* Г выполнено следующее условие: для 
всех А в автомате имеет место соотношение 
аои  = 0  (соотношение  й*и ° "=0 ) .  

Каждому классу линейных автоматов Ö сопоставим в Т-
-  KY* пару  подмножеств  (U e  ,  )  индикатор  класса  6  
где Кй (индикатор состояний для класса 0 ) - подмно-
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жеотво воох тех К "У, что во всяком автомате из <9 
выполняется битождество у <Л. Е и ^ (индикатор выхо­
дов для 9 ) - подмножество всех тех «4KY, что во 
всяком автомаге из 6 выполняется битождество г. #г= о. 

Легко понять, что - двусторонний специальный идеал 
в Т. Действительно, для любого линейного автомата (А,Г,ь; 
можно рассматривать соответствующую ему линейную полугруп­
повую пару (А,Г), которая полностью определяет tig,. Поэто­
му достаточно ссылаться на пункт I предыдущего параграфа, 
где соответствующий факт впервые отмечен (доказывающие это 
неш>средответные вычисления опускались). 

Проверка, сводящаяся к развертыванию определений, пока­
зывает, что 'Vq - левый специальный идеал в Т. 

Оказывается, для пары (К,6 , Vg ) выполнено UQ-Tc 
(условие согласованности). Действительно, при всех at А, 
и, е 11^ t I fe f имеем: 

л *  ( u f f *  a . * l u T j r ) »  ( а . и Г ) * ^ .  о ,  
что и доказывает требуемое. 

4. Навоз ем пару где 1л - двусторонний специ­
альный идеал в F, V - левый специальный идеал в У, и 
выполнено условие согласованности ILJ"с ̂  идеальной па­
рой. Нетривиальные многообразия линейных полугрупповых ав­
томатов находятся во взаимно однозначном соответствии с 
указанными идеальными парами. Настоящий пункт по священ до­
казательству этого утверждения. 

Выше мы видели, что каждому классу автоматов отвечает 
идеальная пара. С другой стороны, пусть (U/tf)- любая со­
гласованная пара подмножеств в К V; согласованность озна­
чает здесь, что life V. Сопоставим этой паре класс Q ав­
томатов по следующему правилу; автомат ^ = (А ,Г, 6) принад­
лежит классу Э в точности тогда, когда в ?i выполняются 
все битождества -О, we.1l, а также все битождества 
а к <r = oz С Обозначим через (Uö, 1^.) индикатор по­
лученного таким образом класса линейных автоматов Q -
через 11' - минимальный специальный идеал в F, содержавши 
множество К,) и через 'V' - минимальный специальный левый 
идеал в У, содержащий С Докажем, что U-U& и ^«1^. 

Равенство U'~ доказывается рассуждениями пункта I 
предыдущего параграфа. Покажем, что 1/*'-Сперва заметим, 
ч т о  л е в ы й  и д е а л  V '  п о р о ж д е н  в  к о л ь ц е  Т  м г о ж е с т в о м  V  ;  
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поэтому его элементы являются суммами вида «I, j-i fc? 
V;fcC Но тогда в любом автомате (А, Г ,6) ее для всех 
а, е А имеем 

д.* (x|lviг = а>* v =о. 

Таким образом, доказано ^'с ̂ . 
Проверку обратного включения начинаем со следующего на­

блюдения. Из условия UfcV легко следует, что К/Уст'. 
Поэтому, если IT' - некоторый специальный левый идеал, со­
держащий множество 1Г, то имеем линейный автомат 2t = 
~(f!u' V, Vif') с регулярна! действием в роди ° и *- Из 
Ус 4Г' следует, что а "б. 9. От но сит елью автомата 
покажем еще, что его индикатор выходов UT совпадает с th' 
По определению, 

1V =• {w-e KV I (fl+W')* w «о для воех 
Теперь, для всякого vt У" имеем 

и t-k/)*<r= (д + к/)<r * ̂ r + uvc v"', 
откуда следует V*cWT. Обратно, для любого tv£ 

1^" = ( i  * •  И' )  *  w  *  (t-t-iow г («к-* к.'«-, 
но UV с 1</ с V' с IT". Следовательно, имеем ire If , 
а тем самым W с V'1. В результате доказано нужное равенство 
цг-1г". 

Далее, имеем следующий очевидный факт: если идеальная 
пара ) является индикатором некоторого класса 
линейных автоматов & а пара (К/, 4Г") - индикатор неко­
торого конкретного автомата из класса 9, то с 1t' и 
17& с V*. Отсюда следует с л IT'-'V"'. Равенство 1^# 
- -Ve доказано. Р'3!/" 

Отметим еще, что построенный выше класс линейных авто­
матов Ö ' в1иц-) является многообразием. Легкая проверка 
этого факта /гредо ставляется читателю. 

Пусть даны любые многообразие линейных автоматов 6 и 
идеальная пара Имеем сопоставления 

(u/v)-»e —»tu ,ir ),и 
,u<v> ycu,r) 

6 —сц,л>- <ЧЛ)-
Выше, (фактически, было доказано, что % - iL i 

(У \Г) ®(1< V) 
Докажем теперь равенство в *=• В. ,г для1 кратко«* 

v4z ve) / 
записи будем правую чаоть здеоь обозначать символом У . 
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Очевидно, достаточно показать 9'с 0. Как видна из 
наблюдения в пункте 2, для этого, в овею очередь, достаточ­
но, чтобы для всякого автомата 21 = (А,Г 6)с О' все его 
подавтоматы вида я«, *(а«КГ*, Г, «с*КГ), о-е А, лежали 
в 6, Чтобы доказать это последнее утверждение, задаем от­
ображение т = (-д4 ) автомата (КГ* Г, КГ) в автомат 
2iü формулами 

V/л-е КГ*, Г, v£ кг# ^3= »«-с 

Доказательство того, что т является эпиморфизмом автома­
тов, сводится к проверке определений. Пусть Кег^ =U и 
Кег u> - Õ*) в силу Уа

еб' к изоморфизма *гв(КГ%1,Г,й{£ 
-Xимеем тогда, что 'See'. Но тогда, согласно опреде­
лению класса 9в автомате ® выполняются все битожде-
отва ueu-so, Uelly, и все битождества £#V"sо, *"е 
Следовательно, идеал (1Ц)Г в регулярном действии анну­
лирует модуль KT7U •) имеем для всякого <л' £ (U6) 

u= (*,*10°u'« tott' + u« u' 4.-u, 

откуда a'eil. Этим доказано [M« )р c i l -

Аналогично доказывается („1Г& )̂  с V, 
Доказанные оо от ношения гарантируют существование эпи­

морфизма автомата (KPViMq),. , Г, *7Ь&)Г^ содержащегося 
в 9, на автомат ®- Поэтому 4 3  £ 6, откуда в силу я 
следует нужное ъа е 0. Доказательство утверждения, сформу­
лированного в начале этого пункта, завершено. 

5. Оказывается полезны! рассматривать умножение много­
образий линейных автоматов. Чтобы определить эту операцию, 
введем понятие инвариантного подавтомата. Именно, автомат 

(А', Г , Е>) назовем инвариантны! подавтоматом 
в линейном автомате 21 = (А,Г, 5)( если выполнены сле-
дуюнре условия: 

(1)АУсА и й'сь являются К-по дао дулями. 
(2) А' является Г-инвариантным относительно дей­

ствия "о другими словами, А'° ГсА . 
(3) Для всех ae. А' и f е Г имеем сх*^бб'. 

Всякий инвариантный подавтомат 91 с * сопровождается 
факторавтоматом 21 /%'. По определению, я /<?»': =J/Va' , Г, *Vö'), 
где для всех */А' и /*6 Г положено õ.aj^rü«j^ и 
•=. 6uTJ-, Корректность такого определения непосредственно вы­
текает из определений. 

- вч- -



Имея эти понятия, можно определить произведение много­
образий линейных автоматов. Пусть даны многообразия линей­
ных автоматов и по определению, я - (А, Г( Ь)б -0Z, 
если существует такой инвариантный подавтомат я'са, «'е 
id*, что -'/У' & &L. Ассоциативность такого умножения 
многообразий становится очевидным после того, когда эта же 
операция будет определена на языке идеальных пар. 

Именно, введем на множестве JA(K) идеальных пар сле­
дующее умножение 

К % ) .  • 

Очевидно, Ja (К) с таким умножением представляет собой 
голугруппу - полугруппу идеальных пар. Верна следующая 

Теорема 3. Многообразия линейных автоматов с операцией 
их умножения, введенной выше, составляют полугруппу э*а (К) 
а н т и и з о м о р ф н у ю  п о л у г р у п п е  и д е а л ь н ы х  п а р  Э А ( К ) .  

Доказательство. Надо показать, что если многообразие 
линейных автоматов ÕL определяется идеальной парой 
l = <,i , то многообразие Ö, • 9Z определяется идеальной парой 
(UL)1£)* (Ui , % ). Обозначим многообразие, определенное 
этой последней идеальной парой, через &. Легко проверить, 
что автомат « = (VUtUi > ^ 1 ) 6 0 является свобод­
ным линейнда автоматом многообразия 6- Далее введем еще в 
рассмотрение следующие два линейных автомата 

,Y, rAr 4) И W.V, 9^); 
ясно, что свободен в многообразии 9-v , l=f,2. соответ­
ственно. 

Покажем теперь, что •31е91 откуда немедленно сле­
дует е с <дл • . 

Рассмотрим в 'Я инвариантный подавтомат ^ = 
* /ЩМ* I 1^1); свойства идеальной пары 
гарантируют его существование. Оказывается, что б . 
Действительно, имеем 

® Понятие свободного (свободного в данном многообразии) 

линейного автомата формулируется по иввестной категорией схеме, 

и это предоставляется читателю; наводящее соображения можно 

найти в [5], часть II, стр. I57-I6I. 

9 
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i uviui, h, = ( u i/& tu<) • % = /ад,, и 

(WtiH = №/илHV ад/и,г';. 

Значит, в я найден инвариантный подавтомат 9
3, , 

такой, что */*з - ,Ч'ТЙ.)е ^. Отсюда, по оп­
ределению, следует ?(£&,-9«; тем самым доказано и соотно­
шение 6 с ö1 • &L • 

Докажем обратное включение Э,, • 6г е у. 
Возшем любой автомат я * (А (Г, & j fc 8, -ö* • Согласно 

определению, существует инвариантный подавтомат У* (А', Г, б'Je у, 
91'6 такой, что (а/а', г, &/ß') ^ @2 . Воспользуясь 
этим, покакал л е 0. Мы должны проверить, что в -2i вы­
полняются  все  битождества  ^UsO,  f -e  U 2 i (<  t  и все  би­
тождества г*(ГгО( Интерпретация соотно­
шений Jiv£ ; 91/-ЗЧ 6*. дает, что А'о U^-0) 

и A°U l с A'f A* V^c Е> для всякого гомоморфизма 
специализации <г. Это влечет 

А 0  (14U«)°~= f\°{UiUf)-{A°Ul)°KtA'° U?-- о, и 

А * (141Г, Г = А * « ̂ <Г) - (А » Uf J * 'Pf с А '* < , о. 
Из этих вычислений следует 31 б б. Соотношение Õ, • S^c ©, 
таким образом, проверено. Доказано также утверждение тео­
ремы. 
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MÄRKUSI POOLRÜHMADE ESITUSTE JA 

LINEAARSETE AUTOMAATIDE MUUTKONDADEST 

U. Kaljulaid 

r e s ü m e e  

Käesolevas artiklis on antud algmõisted ja -seosed nii­

suguste lineaarsete paaride käsitlemiseks, kus tegutsevaks 

objektiks on poolrühm või algebra. Taoliste paaride kui ka-

healuseliste algebraliste süsteemide teooria on paljus pa­

ralleelne rühmsele juhule [3,4], olles mitmealuseliste al­

gebraliste süsteemide uurimise konkreetne näide universaal­

algebrale omases stiilis [2]. Oluliseks stiimuliks lineaar­

sete paaride uurimisel on nende seos lineaarsete automaati­

dega; viimane mõiste üldistab raamatus [l] intensiivselt 

uuritava lineaarse süsteemi mõistet. 

Toö eesmärgiks on näidata kirjeldatud tüüpi paaride 

(automaatide) muutkondade üksühest vastavust sobivalt vali­

tud algebrate spetsiaalsete ideaalidega (ideaalipaaridega). 

REMARKS ON THE VARIETIES 

OF SEMIGROUP REPRESENTATIONS AND AUTOMATA 

U. Kaljulaid 

s u m m a r y  

This paper gives some elementary notions for dealing 

with linear actions (linear pairs in the sense of B.Plotkin 

[4]) of semigroups and algebras. The theory of such actions 

is on the whole parallel to the group case [3,4]. A motiva­

tion for investigating such linear pairs rises from their 

connections with linear automata,the latter being a genera­

lization of linear systems in [1]. 

Our jjoal here is to describe the bijection between the 

varieties of linear pairs (automata) and invariant ideals 

(pairs of ideals) in suitable algebras. 
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О СВЯЗНОСТЯХ ПОВЕРХНОСТИ НЕПОЛНОГО РАНГА 
В НЕЕВКЛИДОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ 

Э. АОель 

Кафедра алгебры и геометрии 

Введение 

В работах [4] и (6] грассманово многообразие rrv-плос-
костей в евклидовом и в аф^инно-симплектическом пространст­
вах соответственно трактуется как расслоение, сложи кото­
рого являются гги—плоскости. На этом расслоении естествен­
ным образом возникает связность. Таким образом открывается 
возможность исследовать многообразие плоскостей с новой 
точки зрения - по свойствам кручения и кривизны связности. 

В настоящей работе рассматривается («г *ъ)-мерная по­
верхность ранга п/ в неевклидовом расширенном про­
странстве. Такая поверхность расслаивается на г-параметри-
ческое семейство "^-мерных плоских образующих. Исходя из 
идей работ (4] и [6J с поверхностью ранга п, связы­
ваются внутренняя, боковая и нормальная связности поверх­
ности. Устанавливаются некоторые свойства форы кручения и 
кривизны неевклидовой связности. 3 конце работы показывает­
ся одна возможность выделить нормальные поверхности при го­
мони кривизны внутренней связности поверхности Vm,+v рангам 

§1. Многообразие плоскостей и неевклидово расслоение 

I. Рассмотрим N-мерное расширенное неевклидово прост­
ранство 5n , где t ь N и С — меньшее из чисел коэффици­
ентов одного знака в каноническом виде абсолюта 

в авто полярном и нормированном репере MN) данного 
пространства . 

1 Метрически* тензор в данном пространстве является 
симметрическим, т.е. , и невырожденным, т.е. 
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Инфи нитезимальные перемещения репера {М0|- -,М^в неев­
клидовой пространстве lSN определяется системой урав­
нений . 

(I.I) 

Здесь I-форш удовлетворяют известнш сгруктурнда 
уравнениям 

ctooj- «v <j a  (1.2) 

проективного пространства и, кроме того (в силу инвариант­
ности метрики и автополярности репера), формы связаны 
между ообой следующим образом: 

J  j  j x 
^x - w3 • (i»3) 

2. Пуоть дано погружение некоторого -верного диффе­
ренцируемого многообразия в грассманово многообразие 
неизотропных «^мерных плоскостей в 5N. Оно определяет 
каноническое неевклидово расслоение L, базой которого яв­
ляется 6^, слоями - rv-иерные плоскости в SN,как неев­
клидовы подпространства индекса tv (L*, ь. iv), струк­
турной группой - подгруппа коллинеаций, которые сохраняют 
абсолют сдоя. (В дальнейшем такие расслоения встречаются 
к а к  к а н о н и ч е с к и е  р а с с л о е н и я  м н о г о о б р а з и й  п л о с к о с т е й  в  % N ) .  
Если формы '^ + 1, составляют ко ре пер 
в каждой точке х некоторой области Uc&v, то система 
Пфаффа 9 - о является вполне интегрируемой, т.е. 

лд*"* б*л 0^,. (1.4) 

Кроме того, ^при фиксации точки хе fv, имеем б0-- О. 
Выберем в S|N азтополярный нормированный репер {М-,1; так, 
чтобы первые п,-ч точки ма (а, 6, ... , - о, -i, ..., а) лежали 
на tv-мерной плоскости $«,, а остальные точки Мр 

(р q, :.., * 1 "., im) расположились на поляре плос­
кости Srt. . Если теперь Фиксировать точку * многообра­
зия Еч, то фиксируется и 1г-мерная плоскость S„ - слой 
над точкой xcbv. Следовательно, в формулах ин^нитези-
мального перемещения репера 

кроме соотношений (1.3) щлеют место 
= l a e l0 - ( 1 е 5) 
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Из структурных уравнений (1.2) пространства 5Л 

(1.3) и (1.5), получим уравнения 

Здесь 

Л ft С Д ß £AjÜL) а  — lv л va^ +• ас 
а а с а ' 

учитывая 

(1.6) 

(1.7) 

где 

S 
, а 
а  о .  { г  

66 > £ i , ?  

кй Aa e>t-

—i— 1ъ „ с ь i л - i = <!- ь .. , Ant" " ' A  Cat j . 

Уравнения (1.4) и (1.6) представляют собой структурные 
уравнения неевклидова расслоения L. Из уравнений (1.7) 
следует, что формы SlA являются полубазовыми., По теоре­
ме Каргана-Лаптева [3,5 j на расслоении L возникает чроак­
тивно-метрическая СВЯЗНОСТЬ С С^рМаМИ СВЯЗНОСТИ оОд и 
2-форлами кривизны 22 ̂  . В дальнейшем назовем эту связ­
ность неевклидовой связностью. 

§2. Формы кривизны и кручения неевклидовой связности 

I. Представим совокупность форм кривизны (Я-л) 
следующей матрицы 

е-!«; 

в виде 

с 

В автополярном репере элементы этой матрицы удовлетворяют 
условиям 

jftft (2 .1)  

неев-Матрица 0 называется матричной 2-аошой кривизны 
клидовой связности. 

Если матричная 2-форма кривизны связности является ну­
левой матрицей, то связность называется локально плоской. 

Рассмотрим теперь перемещение {М^ в репер {' M.jz ко­
торое определяется форлулами 

'IVL - а!' М 6 -
• м  = 4 м .  

где матрицы преобразования А1 = II^H и 1||| - неособые. 
При таком перемещении слой расслоения L, натянутый . на 
точки {Мл1), сохраняется. 
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Введем теперь матрицы = ||а^ || и А. = || &р||, Так как 

я' 1% = • м 6  
+  лд ' л^б " ( d ü a * ал ) йь +  

+ «?"ьй р«(4аI* с£^\). ä°-'/v 

t a6
a<-aö

p 'mq^ 

ds'rfp =<Ао?р-Йа+ 4 • AMq  = 

= к,4^-а|'м $ +4^.а^'1м & )  

x  ) У-
то формы перемещения ю^ преобразуются в новые формы и 3 

следующим^образом: с р , в q л ~й 
uj a  - (4(1/^ +  ^с е> i wp ~ лр а > 

'  < 4  -  <  4  а £ ,  Ч  =  К + 4 " r  К  •  
Отсюда, в частности, следуют формулы преобразования форм 
кривизны 

1 > _,р > & с z-xd /~ й 
•^Д "л ~ А С D (2.2) 

или в матричном виде 

' e - A , e A " J .  ( 2 . 3 )  

Из полученных формул преобразования (2.2) и (2.3) вытекает, 
что формы 52д связаны только со слоями расслоения L и 
преобразуются по тензорному закону. Следовательно, справед­
ливо 

Предложение I. Формы кривизны ЙА неевклидовой связ­
ности составляют тензорные 2-формы неевклидова расслоения L. 

2. При помощи форм кривизны неевклидовой связнос­
ти можно ввести вектор-форлу в каждой_точке слоя. На-
гфимер, в точках МА определяется форма 2_ следующим об­
разом ; . _ 

1 м а  a f 1  

Форма ^_м называется вектор-нормой кручения неевклидовой 
связности в точке М. 

Пусть для некоторых точек X и М из слоя расслоения L, 
определенных соответственно векторами 

х = х а й а |  й - п г * 5 г д .  

справедливо ^ 

м  Л J = О. (2.4) 

Тогда говорят, что форма У_ в точке М полярна точке X. 
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Если соотношение (2.4) имеет место для каждой точки некото­
рой плоскости Д в данном слое, то говорят, что форма И 
в точке М полярно сопряжена плоскости Д . 

Докажем следующее предложение. 
Предложение 2. I) Если 0 в точках Е0)...,Е„, слоя 

расслоения L, то £2=0 в каждой точке плоскости д, на­
тянутой на точки Е0 -. . , Ец . 2) Если фор1а £_ в точках 
Е0| •. ., слоя полярно со пряже на плоскости Д, натянутой 
наточки Ео,..., ЕП1 , то полярно сопряжена плос­
кости д во воех точках плоскости д. 

Доказательство. I) Пусть точки Е,ц принадлежат 
водплоскости д. слоя расслоения L. Не умаляя 
общности, можно предполагать, что и,4 4=iv и точки 
(Hijir") = О, -I, • ••, п.,) линейно независимы. Тогда точки Ец 
образуют проективный репер плоскости д. Присоединим к 
точкам систему точек так> чт°бы 
множество lE0j.",EnvE^H,"•, Е,^ образовало проективный ре­
пер слоя Ч л. Пусть Х-произвольная точка плоскости Д. 
Тогда 

x =x l '£ l i  (2.5) 

и можно найти репер j слоя S„, так, чтобы х= 
точ к и  Я  . . .  F  п р и н а д л е ж а л и  п л о с к о с т и  А ,  а  F .  =  F . .  л  )  )  I  i"2_ *2. 
Следовательно, переход 

от репера {Е^} к реперу слоя осуществляется 
неособой матрицей F = ^^ Й, в которой 

t f h £ = 0  £ > х \  £ = * £ .  ( 2 . 7 )  
При этом матрица F~ = |||л || имеет аналогичное строение, 

fv i /— 1 
Й - ^ - о .  e  с м )  

Есж теперь матрицы '9 = ll'Q^| и "9 =11 "52А11 являются 
матричными 2-формами кривизны неевклидовой связности в ре­
пере {Ei.EiJ и {1,, Е } соответственно, то в силу 
(2.3) имеем 

"9 =f'b f" 1. 

Элементы данной матрицы 0 в силу формул (2.7)-
(2.8) имеют вид 
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(2.9) 

'Ч- K K  •  <гло) 

Рассмотрим теперь форму кручения £_ в точках Ед и Fe = Х-
По предположениям первой части предложения 2 

г ='q a  ff =0 .  
El "< * • . 

А это значит, что *'Q'.' =о, Пользуясь соотноше­
ниями (2.9)-(2.10), нахЬдим, что теперь 

Так как точка X была произвольной точкой плоскости, то 
первая часть предложения доказана. 

2) Пусть плоскость Д и форма 5L в точках 
полярно сопряжены. Тогда справедливо 

-
где вектор у определяет произвольную точку у плоскости 
£>. Пользуясь соотношениями (2.6) i (2.9)-(2.10) находим, 
что в любой точке X =F^, которая определяется вектором 
(2.5), имеет место „ . ' а г „Ä п -» -> 

' W a t f i ,  9 ) - | ; ( Г Е 1 , Э ) - О .  

Предложение доказано. 1 

Можем сформулировать следующее предложение. 
Предложение 3. Если вектор-форма кручения неевклидовой 

связности обращается в нуль на гиперплоскости слоя неевкли­
дова расслоения, то неевклидова связность является локально 
пло ско й. 

Доказательство. Пусть кручение 21 обращается в нуль 
на (л.н)-мерной подплоскости л слоя расслоения L. Тог­
да автополярный репер (М3\ можно выбрать так, чтобы точки 
Мо,---, МЛ_, лежали на плоскости Д. Следовательно, по 
первой части предложения 2 имеем 

^ м 1 * й " й а - °  
Отсюда следуЬт, что 

= 0. 

Оставшиеся фэрыы и в матрице 0, учитывая соот­
ношение (2.1) (т.е. в силу автополярности репера {М^, также 
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равны нулю. Следовательно, матричная 2-форма кривизны 0 
связности является нулевой матрицей и предложение доказаю. 

Из предложения 3 сразу вытекает 
Следствие. Если форма $ручения неевклидовой связности 

обращается в нуль на сдое расслоения, то неевклидова связ­
ность является локально плоской. 

§3. Неевклидовы связности поверхности неполного ранга 
t. I. Рассмотрим в неевклидовом пространстве неизо­

тропную (иги-ч,)-мерную поверхность ранга п, (здесь 
Ifen t N ). Как: известно (см. [7], стр. 66-68), по­
верхность Vw+n, ранга п/ состоит из /v-параметрической 
системы rtv-мерных плоских образующих, вдоль которых каса­
тельная плоскость остается постоянной. 

Обозначим через '"'S** (здесь Л, и <= I ) ^-мер­
ную плоскую образующую поверхности ранга v и введем 
следующие понятия: (^-<)-мерную плоскость ^Sv_1 (здесь 
41-1 и ), которая является полярной плоскостью к 

образующей в (тл -vj-мерной касательной плоскости 
поверхности Vm+v ранга ^ назовем боковой плоскостью. а 
( N  -  ш  - ч , Ч ) - м е р н у ю  п л о с к о с т ь  3 S N w ( з д е с ь  N - « - V H  и  
1,+ ^+ Ц - t ), которая полярна к касательной плоскости 
поверхности ранга *v назовем нормальной плос­
костью поверхности ранга <v. Присоединим теперь 
к каждой неизотропной образующей поверхности Vw +.v 

ранга V авто^олярный нормированный репер {М„, ..., Мм\ 
пространства так, чтобы первые hv-m точки м- К i,, = 

. N „ / „ Uc "4 'J1 •/ = о,.^принадлежали данной образующей ЬМ| следующие v 
точки Мл (,<*,(4 ... § = ш+н.расположились на боковой 
пло скости -b'v-,, , а остальные N-m, - v • точки 
= nrv-i-v+1, ...,N) находились на нормальной плоскости ^ ^ . 

Так как касательная плоскость поверхности Vw+v ранга *v 
в точке натянута теперь на М„,• •., Мт и MmM | ... , Mni_v 

то в (I.I), которые перепишем в виде 

AM. - J Mj + <Л fi, + My (3.1) 

^ + ^ (3.2) 

А Мр = М- + */р г „J Mv (3.3) 
имеют, кроме (1.3), место 

(3.4) 
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При фиксации образующей (фиксируется и касательная 
плоскость поверхности Vrtv+v ранга v, Поэтому формы Пфаффа 
vtf* и <*)£ в уравнениях (3,1)-(3.3) зависят только от 
дифференциалов главных параметров поверхности ранга -v. 
Примем в качестве линейно независимых форм поверхности V^vv 

ранга "V фощы^ <v*. Теперь получим дифференциальные урав­
нения 

(зл) 

которые вместе с уравнениями (3л) полностью определяют по­
верхность V,ntv ранга "V в пространстве ^. Дифференцируя 
внешним образом систему (3.4), учитывая уравнения (3.5),по­
лучим конечные соотношения 

В частности, при 1=0, отсюда вытекает, что коэффициенты 
лГ, симметричны по нижним индексам, т.е. 

л'.„ - л£.. 
2. Как выше сказано, поверхность ранга П/ в SN 

расслаивается на ^-параметрическое семейство iw-мерных 
плоскостей, которое представляет собой ч.-мерное дифферен­
цируемое подмногообразие ftv(*v fNjB грассмановом многообра­
зии туерных плоскостей IV-мерного неевклидова прост­
ранства ^S |V. Так как в подвижном репере {М0(... ,MN^ прост­
ранства SN, стационарная подгруппа rw-мерной плоской 
образующей поверхности V^, t v  ранга ъ определена в 
предыдущем пункте системой uJ^ = о ив силу уравнений 
(3.5) имеем 

лла/jt - ~ j)i (з.б) 

то в качестве базисных форм многообразия Pj^^N) можно 
выбрать формы и^-

Фиксируем теперь точку X многообразия N) ;  т.е. 
предположим to* ̂  о. Тогда из уравнений (3.1)-(3.3) в силу 
(3.5) вытекает, что вместе с точкой х fc 6V [т,, N) т.е. 
вместе с плоской образующей, Фиксируются и боковая и нор­
мальная плоскости поверхности неполного ранга. 

2 Здесь предполагается дополнительно, что точка М0 не 

является фокусом поверхности V rvv(.v ранга v 
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Следовательно, поверхностью неполного ранга определяют­
ся три неевклидова расслоения с общей базой Расслое­
ние, саояии которого являются пг-мерные образующие поверхнос­
ти неполного ранга, назовем внутренним расслоением поверх­
ности неполного ранга. Его структурные уравнения представи-
мы в виде (3.6) и (1.6), где индексы А,6,•••, надо отож­
дествить с индексами i,j, •• • • Расслоение, слоями которого 
являются (•*/-< )-мерные боковые плоскости, назовем боковым 
расслоением поверхности неполного ранга. Уравнения (3.6) и 
(1.6), где индексы А, 6,•надо отождествить с индексами 
<1,(1,..., являются структурными уравнениями бокового рас­
слоения. Третье расслоение назовем нормальным расслоением 
поверхности неполного ранга, так как его слоями являются 
(N -irv-v-4 )-мерные нормальные плоскости. Если в (1.6) 

отождествить индексы А, 6,..., с индексами р, - ,то урав­
нения (1,6) и (3.6) представляют структурные уравнения нор­
мального расслоения. В §1 данной работы показано, что на 
неевклидовом расслоении возникает неевклидова связность со 
своими формами кривизны, свойства которых подробнее изучены 
в §2. Следовательно, справедлива теорема 

Теорема I. С поверхностью неполного ранга в неевклидо­
вом пространстве SN ассодаруются три однозначно опреде­
ленных неевклидовых связностей с формами связности 
(внутренняя связность), (боковая связрость) и и^(нор­
мальная связность) и 2-формами кривизны и со­
ответственно. 

§4. Вполне нормальная поверхность неполного ранга 

Рассмотрим теперь такие поверхности Vwtv ранга *v в SN, 
которые допускают ггъ-параметрическое семейство >v-мерных 
поверхностей, касательные плоскости которых проходят через 
боковые плоскости для плоских образующих поверхности 
ранга "v. Такой весша специальный класс поверхностей есте­
ственно называть вполне нормальной поверхностью Ум>ч.ранга 
jv,, а указанные ^-мерные поверхности ее ортогональными 
поверхностями. 

Произвольная точка^ А образующей, для которой 

а - м 0  +а"'м;, с-',j', - 1,-", -п), 

описывает одну из ортогональных v-мерных поверхностей (А) 
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если касательная плоскость к (А) в точке А проходи» че­
рез (*)-мерную боковую плоскость. Тогда, в разложении ^ 

с(,А - o ioj°, М0f + (Д, -их.1, ujt, ) f^,+ (u,V^u>t,)M^ 
- Cv'u°,»"w* ) Moi + 

4- (<ioj'+ u)'o + <V uÄJ, - al a4 w^,) Mj, 

компоненты при Mj. дожны быть равными нулю, т.е. 

d / ( j j  -+ со^0 + CKi  - Л cd " О .  

Рассматриваемые ортогональные поверхности проходят че­
рез произвольную точку А образующей тогда и толькоf тог­
да, когда последняя система-уравнений относительно cV впол­
не интегрируема. Дифференцируя ее внешним образом, приходим 
к уравнениям ( ( 

uü* Л u)Ü + ftl4iЛ "i'" a' ̂ 4Aw^°- C^.I) 

Учитывая здесь (3.4) в обозначениях (1.7), где индексы АД-> 
надо отождествить с индексами l,j, •••, а PR,.-. про­
бегут значения nv-н, . - , N, перепишем уравнения (4.1) 
в виде -I V -I , 

s l l + c t q . - b a f & l ,  = 0 .  

Очевидно, что они имеют место при произвольных üv' тогда и 
только тогда, когда 

q<; « 

Следовательно, точка А описывает ортогональную верную 
поверхность тогда и только тогда, когда матричная 2-форма 
Щ)ивизны внутренней связности поверхности Vm+v ранга t- яв­
ляется нулевой матрицей. ^ 

Теорема 2. Поверхность Vnvtv ранга ъ в SN является 
вполне нормальной тогда и только тогда, когда ее внутренняя 
связность является локально плоской. 

Из предложения 3 и из теоремы 2 вытекает 
Следствие Поверхность неполного ранга является впол­

не нормальной, если форма кручения ее внутренней связности 
обращается в нуль на гиперплоскости плоской образующей дан­
ной поверхности неполного ранга. 
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§5. О я роении фокального многообразия 
вполне нормальной поверхности неполного ранга 

В статьях [I] и [2] рассматривайсь невырожденные фо­
кальные образы - фокальная поверхность и фокальный конус -
таких поверхностей неполного ранга,у которых оба фокальных 
образа не имеют кратных компонент или только один из них не 
имеет кратных компонент, допуская их существование у второ­
го образа. В обоих случаях имело место распадение фокальных 
образов на некоторые компоненты. В данной работе покажем, 
что распадение фокального многообразия поверхности непол­
ного ранга непосредственно следует из требования локальной 
плоскости внутренней связности, т.е. из требования вполне 
нормальности поверхности неполного ранга. 

I. Определим теперь фокальное многообразие поверхности 
неполного ранга. Как хороша известно, точка Л, определенная 
вектором 

(5.1) 

называется Фокусом данной образующей поверхности неполного 
ранга, если существует направление ̂  при котором 

<ЛЗ( = 0 (mod 

Дифференцирование соотношения (5.1) с использованием (3.1) 
и (3.4) дает . ^ 

(ц = (cu 1 ,  + хц )$l + iv. 

Следовательно, точка X является фокусом, если координаты 
xv удовлетворяют системе 

которая, в силу (3.5), имеет вид 

(5.2) 

Направления, найденные из (5.2), называются фокальными на­
правлениями. Множество всех фокусов называется фокальным 
многообразием поверхности неполного ранга и оно определяет­
ся для нетривиального фокального направления уравнением 

det HxL^H =0. (5.3) 

В общем случае для поверхности ранга v фокальное многооб­
разие, определенное уравнением (5.3), является алгебраиче­

ской поверхностью порядка v. 
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2. Учитывая определение (1.7) и теорему 2, поверхность 
неполного ранга является вполне нормальной, если выполнены 
условия 

= to*Л - О (5.4) 

при произвольных значениях индексов I и j-
В силу (1.3) и (3.5), условия (5.4) равносильны требованиям 

4 Л tif = 0; _ ( 5* 5) 

Так как последние выполнены при любых «• и ^ j то уравнения 
(5.5) имеют место, если 

^VW>"° ",6) 
откуда, в частности при j=0; вытекает, что 

I f ' » 0 '  ( 5 ' 7 )  

Следователь®, в случае вполне нормальной поверхности не­
полного ранга, все матрицы «И** Л* 1 являются 
симметричными. " ' 

Оказывается, что можно найти автополярный репер, в ко­
тором все матрицы ,>v имеют диагональный вид. Рассмотрим 
одну из них - IIII, Все ее собственные значе­
ния действительны и можно найти автополярный репер 
в котором симметричная матрица ц4 имеет диагональный вид. 
В этом репере ' 

^ Kf i  '  О (d * р ). 
Так как боковая плоскость является неизотропной, то в вы­
бранном репере матрица Л1 -1| л*. 1 также имеет диаго­
нальный вид 

Кр  -  о  (» + (1). (5.8) 

Теперь из (5.6), в силу (5.7), следует, что 

3** xd'ß ) = о i* * р ) • с 5- 9) 

.Токэкеы, что из последнего соотношения (5.9) вытекает, что 

л *  = 0  ( 5 . 1 0 )  
<) ß ft ' 

Действителью, если ^ л,', то сразу вытекает (5.10), 
Если же для каких-либо значений индексов et и р имеет 
место , то проведем следующее обсуждение. Диф­
ференцируя сперва соотношения (3.5), найдем 

-  *]/> « 4 +  ̂  4 %  х [ р  " о f  ^  ч ,  
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откуда, в силу,(5.8), получим 

' • у Ч 1 X L ^ *?К  

Из того, что поверхность .V„,4V ранга ^ вполне нормальная, 
следует, что формы t ui* и линейно независимы. 
Поэтому отсюда вытекает (5.10), а также 

* - 4 
для тех индексов лир для которых ^л = Л^/4.Следова­
тельно, в данном репере все матрицы Л; " II имеют диа­
гональный вид. В итоге можно сформулировать лемму. 

Лемма. Если поверхность неполного ранга п ,  являет­
ся вполне нормальной, то все матрицы II || одновре­
менно приведены в диагональный вид, причем кратности собст­
венных значений матриц А'„ одинаковы при всех L = т. 

3. Уравнение (5.3) фокального многообразия вполне нор­
мальной поверхности Vnv+v неполного ранга >v преобразуется 
теперь, в силу (5.10), в уравнение 

aet к a 1**, ii =0 

или,учитывая, что можем написать 

П  * X J =  О  ( т  =  4 ;  . . .  ,  r w ) .  
Итак справедлива теорема 

Теорема 3. Если в случае вполне нормальной поверхности 
Vnn-v Ранга 'v кратности собственных значений, общие для 
всех матриц Л;,( i , «ъ, равйы U ) ... ,iu. (V-" 
- • • + -v); то фокальное многообразие порядка Ч/ распа­
дается на и/ различных (м,- <J-мерных плоскостей с крат­
но стями |ц ,..., ц.и соответственно. 
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MITTETÄIELIKU ASTAKUOA PIUDADE SEOSTUSTEST 

MITTE^UKLEIDILISES RUUMIS 

E. Abel 

r e s ü m e e  

Artiklis vaadeldakse (m.-t-'v^ootmelist mitteisotroopse^; 

pinda V^^mille astak on mitteeukleidilises ruumis 

Vaadeldavad pinnad ladenevad •v-parameetriliseks Г'1-moõtme-

liste mitteeukleidiliste tasandite parveks [5].Pinnaga seo­

takse kolm kihtruumi koos neis tekkivate mitteeukleidiliste 

seostustega ning antakse tarvilik ja piisav tingimus mitte­

täieliku astakuga pinna täielikuks normaalsuseks. 

ON THE CONNECTIONS OF THE SURFACES WITH DEGENERATE FAMILY 

OF TANGENT SPACES IN NON-EUCLIDEAN SPACE 

E. Abel 

s u m m a r y  

In the present paper the !nu<-v)-dimensional non-isotro-

pic surface with rank >v is considered in non-eucli-

dean space Such a surface may be described as а г-ра-

rameters family of n-li-dimensional non-euclidean planes. By 

means of ideas from [2J and [4], three bundles with non-

euclidean connections are associated with this surface. A 

sufficient and necessary condition for completely nonliabi­

lity of the surface with not full rank is given also. 

II 
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БЕЗУСЛОВНЫЕ ШАУДЕРОВЫ РАЗЛОЖЕНИЯ 
И ПОЛУРЕФИЕКСИВНЫЕ ПРОСТРАНСТВА 

э .  о я  
Кафедра математического анализа 

Н.Калтон [81 доказал, что если безусловный шаудеров ба­
зис («•«.) полного бочечного пространства X не ограничен­
но полный, то X содержит топологически дополняемое под­
пространство, изоморфное пространству а если (e.»J не 
натягивающий, то X содержит топологически дополняемое 
подпространство, изоморфное пространству Этот резуль­
тат был перенесен автором [2] на безусловные шаудеровы раз­
ложения в секвенциально полном бочечном пространстве. В 
настоящей статье этот результат и вытекающиеся из него кри­
терии полурефяексивности распространяются на общие локально 
выпуклые пространства с безусловно простыми и безусловными 
шаудеровыми разложениями. 

§1. Обозначение, основные понятия 
и вспомогательные результаты 

Пусть X - (отделимое) локально выпуклое пространство 
с (топологическим) сопряженным X' и с алгебраическим со­
пряженным X . Обозначим через » (X) семейство всех огра­
ниченных множеств в пространстве X. Пусть Х^ обозначает 
пространство X с топологией t (в дальнейшем все то­
пологии предполагаются локально выпуклыми). В пространстве 
X нам понадобятся слабая топология <т = <r(X, X') топология 
Макки  f  = Т  (X ,  X  J ,  сильная  тополо гия  | 3  (X ,  X ' )  и  
сильнейшая локально выпуклая топология такая, что 
9б(Х^,) = ®(х) (т.е. х^ - борнологическое прост­
ранство, ассоциированное с X Пусть хг и Xjj обозна­
чают сопряженное X' к X в слабой и сильной топологиях 
<$*(х, X) ир(х,х) соответственно. 

Шаудеровым разложением локально выпуклого пространства 
X называется последовательность (1^.) непрерывных не­
нулевых проекторов в пространстве X такая, что ft ° Pn = Q 
если и любой элемент хе X представим в.виде 
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x  = Л x, где ряд сходится в топологии пространства X. 
Пусть 5L - система всех конечных множеств натуральных чи­
сел, упорядоченная по включению. Обозначим 11. ~ У Р А, у - леу it t 
где V 6. 2_ , причем (Лл = О для пустого множества ф. 
Шаудерово разложение () пространства X называется 
б е з у с л о вным ,  е с ли  х п ри  каждом  х ьХ ;  

т.е. ряд ^ сходится безусловно к X, и безусловно 
простым, если V е Л } е  ъ  (У-'р) для каждого функ­
ционала { € К', Существуют безусловные шаудеровы разло­
жения, не являющиеся безусловно простыми, однако, в более 
употребляемых пространствам < секвенциально полные простран­
ства, бочечные пространства) безусловность иаудерова раз­
ложения влечет за собой его безусловную простоту [3]. С 
другой стороны, не известно, включает ли класс безусловных 
шаудеровых разложений безусловно простые шаудеровы разложе­
ния, или (что кажетоя более вероятным) нет. 

(Безусловный) шаудеров базис (^п,) с X с сопряженной 
последовательностью ЫЛ) с  X' представляет собой (без­
условное) шаудерово разложение пространства X на одномер­
ные подпространства 1^Х, где проекторы определены 
равенствами f^x = (х) е^,, * € X . 

Шаудерово разложение (£,) локально выпуклого прост­
ранства X называется ограниченно полным (соответственно 
полным), если каждая ограниченная последовательность (соот­
ветственно последовательность Копи) ^ ), где 
£ f£X, сходится. Если ( £') является шаудеровым разложе­
нием пространства К'ц, то шаудерово разложение (1^) прост­
ранства X называется натягивающим. 

Е с ли  ( £ )  -  иа у д е р о в о  р а з л ожени е  л о к а л ьно  выпукло г о  
пространства X такое, что 

{U „ x  :  v e j T )  £  У  (X )  VX f cX  

(в частности, если (^) безусловно простое или безуслов­
ное), то, как ив [з], каждой топологии t на X такой, 
что с 1 & *| /, определяемой семейством полунорм 
{рь. :  поставим в соответствие топологию tt-
как топологию, определяемую семейством полунорм {<и. -льЩ 
где 

* Обозначим через Д' сопряженное к отображен**) А. 
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I 
б^(х) = sup {jV(x), |v(U„.x) : veJL oceX. (I) 

Если er* t * I * tV! то, очевидно, t <, t i-£"TV. Равенство 
t - it; выполняется тогда и только тогда, когда мно­
жество проекторов {Ну : v & 2- j- в Xt равностепенно 
непрерывно (см. 4° из предложения 1.3 стати [3]), в част­
ности, тогда, когда X — Xt бочечно, или хе (теорема 1.7 
из [3]) ' X = Xt квазибочечно и ((^) безусловно простое. 

Пусть (F^) - шаудерово разложение локалыю выпуклого 
пространства X. Ясно, что (^') - шаудерово разложение для 
Х^, Иногда в дальнейшем мы будем предполагать, что 

разложение ) для X<J- полно. (2) 

Условие (2) выполняется, очевидно, тогда, когда Х^. секвен­
циально полно. Последнее условие выполняется, когда Х- бо­
чечно и, в частности, когда X бочечно. 

Следующие леммы касаются условия (2). 
Лемма I. Если безусловное шаудерово разложение удовлет­

воряет условию (2), то оно безусловно простое. 
Лемма 2. Если безусловно простое шаудерово 'разложение 

локально выпуклого пространства X удовлетворяет условию 
(2), то топология согласована с двойственностью (X(Xj) 

Лемма I вытекает из предложения 1.4 и следствия 3 тео­
ремы 1.5, а лемма 2 - из предложений 1.4 и 1.8 статьи [3]. 

§ 2. Ограниченная полнота и натягиваемость 

При рассмотрении шаудеровых разложений удобно использо­
вать нижеследующие виды изоморфизма, введенные, в [3]. В 
случае шаудерова базиса все они сводятся к обычному изо­
морфизму. Будем говорить, что локально выпуклое простран­
ство Z и подпространство У локально выпуклого прост­
ранства X с последовательностью проекторов [Рп) в X 
являются -WCU-полно разложимо-изоморфными, если 

пространство 7- изоморфно пространству У (3) 

и все подпространства^ с X слабо секвенциаль­
но полны; сепарабельно-сопряженно разложимо-изоморфными, ес­
ли выполнено условие (3) и все пространства ( У)' сильно 
оепарабельны; конечномерно разложимо-изоморфными, если вы­

2 Символ обозначает замыкание множества у с- x , 
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полнено условие (3) и все пространства Ч конечномерны. 
Теорема I. Пусть (£) - безусловно простое шаудерово 

разложение локально выпуклого пространства X, Тогда сле­
дующие утверждения эквивалентны: 

1° Разложение ((^) ограниченно полно. 
2° Разложение () полно и X не содержит подпрост­

ранств, -иГш-полно разложимо -изоморфных пространству Сс. 
3° Разложение (^,) полно и безусловно и X не содер­

жит подпространств, конечномерно разложимо-изоморфных про­
странству а0 и топологически дополняемых в , где Т~-
исходная топология пространства X. v 

• Доказательство. Эквивалентность 1°<=»2° доказана в [3] 
(эквивалентность 1°<£=^3° & 5° из теоремы 2.4). Поскольку 
ограниченная полнота (£.) влечет за собой безусловность 
(ßv) (лемма 2.3 из, L3j), импликация 1° * 2° =Ф-3°очевидна. 
Покажем, что 3° =М°. Допустим, что ((^) не ограни­
ченно полно; Тогда по теореме 2.4 (см. доказательство имп­
ликации 4° & 5° =5»1°) из [3j в X существуют элементы г*= 

= Uy^)zt ̂ 0, Где множества (&) е удовлетворяют ус­
ловию 

max : L 6. V (ik)) < min {v v fe >7 (4) 

такие, что^ Z. = » u,... ) с X изоморфно с,. 
При этом для любого конечного набора чисел (tt^ 4^ и 
для любой "^-непрерывной полунормы ^ выполнено нера­
венство 

s,up 1̂ 1, (5) 
uk i r t .  

где число с > О зависит от , и хотя бы для одной Т-
непрерывноы полунормы р '- неравенство 

9up kj ž (6) 

Из (4) ясно, что dimf^Z.M при всех т.е. 2 ко­
нечномерно разложимо-изоморфно пространству % • Пусть 
пространство Z.( наделенное топологией, индуцированной Tl . 
Для установления импликации 3°=s>I° остается доказать то­
пологическую дополняемость пространства ZT^в . Для 

3 Символ Сt«n У обозначает замкнутую линейную ободочку 

множества У С X. • 
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итого построим непрерывный проектор R про стран «.-в a >f_ на 

^tv 
Учитывая линейную независимость системы определим 

на ее линейной оболочке линейные формы j-i соотношением 

L - V , -  .  
\ ~ 

Как это видно из (6), во всех точках я. спра­
ведливо неравенство 

l f - ьНИ КЧ L  =  i, a , . . .  .  

С помощью теоремы Хана-Банаха продолжим каждый функционал 
j i  до  т ако г о  функционала  с ь  е  X ' ,  ч то  в о  в с ех  точках  х с  

е X будет выполняться неравенство 

т.е. множество {ou : 1 - 4,z, ...} X' равностепенно не-
щ>ерывно. Опредедш е X' равенством 

Тогда множество : L =1, Z ,.) с (X ) равностепенно 
непрерывно (множество '• Х^-*- Хт ( ^ е > равностепенно 
нецрерывно в силу (I)). Положим 

m-j txwzt .  

Очевидно, что если & би,( и R^,- проектор 
в X. Ввиду неравенства (5) и равностепенной непрерывнос­
ти множества {h.~- к = Л, 2, - - -) с (Х^Д множество проекто­
ров R„,: ХТг>—*• XTL rv = \ г. , -. - , равностепенно не­
прерывно. Кроме того, поскольку 

=  k f A  ̂ ( f c ) х )  v  X  ,  
легко проверить, что при заданном ve.2-

Rrrx(U^x)  = R a ( l ) ) (U v x)  VxeX,  

где a (v) - наименьшй номер такой, что 
mln [L : u € Vl'V (W))Jf £ mai (L 

Следователью, существует limR^x в Zj. на множестве 
{UyXixeX, Это множество всюду плотно в Х^так 
как (Р.), будучи безусловным, является шаудеровым разло­
жением для XTv ( см. 8° из предложения 1.3 статьи L3 ] ). 
Поэтому из равностепенной непрерьшности множества (Rn,: "v-

) для любого хе X получаем, что (Кл.х) - после­
довательность Кош в 2-f • Поскольку Z, наделенное I -то­
пологией, изоморфно С0) то и изоморфно с0 (след-
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ствие. 2 теоремы 1.5 из [3]) и, значит, полно. Следователь®, 
Г^-предел li™ Rax •= Rx е Z существует для всех х е 

еХ. Ясно, что R - проектор в X и Rafc-zfc прж всех 
4. Непрерывность проектора ß в Х-^ вытекает из равно­

степенной непрерывности множества 4,Z, • ••). Таким 
образом, требуемый проектор R построен. 

Теорема доказана. 
Следствие. Пусть (Рп) - безусловно простое шаудерово 

разложение локально выпуклого пространства X на слабо 
оеквенциалью полные пространства ft,X. Тогда следуете ут­
верждения эквивалентны: 

1° Разложение (&,) ограниченно полно. 
2° Разложение полно и X не содержит поднроов-

ранств, изоморфных пространству сс-
3° Разложение (Д) полно и безусловно и X не содер­

жит подпространств, изоморфных пространству с„ и тополо­
гически дополняемых в Х^- , где Т - исходная топология 
пространства Х-

Замечание. Теорема I и ее следствие имеют место для без­
условного ваудерова разложения (£) пространства X, еслж 
« i x j » ) - ® ^ )  в x ' .  .  

Прежде чем перейти к изучению натягиваемости, расириш 
немного понятие полного шаудерова разложения. Как ж 6 [3], 
шаудерово разложение (Рл) локально выпуклого проотранотва 
X будем называть полным в топологии t на X, еси 
проекторы £ непрерывны в X). и каждая t-noследова­
тельно сть Кош (£Ll4_t5rv х^)( где- е X , сходжтся 
в топологии t, Для разложения, полного в исходной топо­
логии, будет сохранен термин "полное". 

Теорема 2. (а) Пусть (1^,) - безусловное шаудерово раз­
ложение локально выпуклого пространства X, удовлетворяющее 
условию (2). Если (Рл) натягивающее, то Х-^ , где Т" - не- -
ходная топология пространства X, не содержит подпрост­
ранств, сепараб ель но-сопряженно разложимо-изоморфных прост­
ранству Lj. 

(&)  Пусть  Ю -  безусловно  простое  шаудерово  разло­
жение локально выпуклого пространства X и пусть сущест­
вует топология Т на X, где <тчТ 4 , в которой (f^ J 
Является полным. Если существует топология t на X 
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где*1 CTL *= "t & \ — такая, что Xt не содержит то­
пологически дополняемых подпространств, конечномерно раз­
ложимо-изоморфных про странству , то (£) натягивающее. 

Доказательство, (а) В силу 8° из предложения 1.3 статьи 
[3] имеем, что (£) - шаудерово разложение для XTv . Кроме 

• того, так как Tv $т; (предложение 1.4 из [3]), a (t?J для 
X натягивающее, то (Р ) для Xjb является натягивающим и 
остается применить теорему 2.7 из [3]. 

( &) Допустим, что (fü) не натягивающее. Тогда (см. до­
казательства леммы 2.6 и теоремы 2.7 из [3]) существуют 
функционал Х'; число t- >0 и элементы ^ = е *-/ 
где множества v(4-)e Ц удовлетворяют условию (4),такие что 
{ (Z-k) ž ^ И 2 = elm , 2. , - • • ) С Xcrt изоморфно -С,. 
При этом для любого конечного набора чисел и 
для любой /^-непрерывной полунормы |х, выполнено нера­
венство 

Г 1ЁЧ 4 *)  (7)  

где число с> 0 зависит от р-. Из (4) видно, что dim 
при воех гъ; т.е. Z конечномерно разложимо-изоморфно 
пространству Кроме того, поскольку 2 б о рно логично, 
на 2 совпадают все топологии t, где Поэтому 
для завершения доказательства достаточно показать, что 
рассматриваемое как подпространство в Хтг. > топологически 
дополняемо. Для этого построим непрерывный проектор R 
пространства на Z .  

Положим 

Ясно, что если it а, и - проектор в 
X. С помощью неравенств (7) выше и (3) из [3] получаем, 
что для любой <ri/-непрерывной полунормы jv имеет место 
соотношение ~ 

Т К If = i 

š (L 4wx) - T If H 

4 Отметим (следствие I теоремы 1.5 ив [3}|, что поскольку 

((^ ) безусловно простое, то . 
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где = 4^rv ^ и с > 0 зависит от (v, а 
fy. - <гг--непрерывная полунорма, соответствующая по фор­
муле (I) полунорме Значит, множество проекторов 

: X<rv—•Xg.,, ^=1, равностепенно непрерывно. 
Кроме того, рассуждения из доказательства утверждения 3° =? 
=*•10 теоремы I показывают, что существует предел llmR^xe 
£ Z в Xrt, на множестве {U„x : хе X, \>ьИу Это множество 
воюду плотно в Хд.ъ,так как ), будучи безусловным шау-
деровым разложением для Х~ (предложение 1.8 из [3]), яв­
ляется шаудеровым разложением ;.ш Xo-v (предложение 1.3, 
8°, из [з]). Продолжая теперь доказательство аналогично до­
казательству теоремы I, закяюч ем, чтс cr-v-предел 
• Rx е Z существует для всех хеХ и R - требуемый 
проектор. 

Теорема доказана. 
Следствие. Пусть (£) - безусловное шаудерово разложе­

ние локально выпуклого пространства X - Хт,удовлетворяющее 
условию (2), такое, что все (1^, X) сильно сепарабельны, и 
пуоть существует топология Т( на X, где в ко­
торой (fjj является полным. Тогда следующие утверждения 
эквивалентны: 

1° Разложение (fJv) натягивающее. 
2° Пространство Хт^ не содержит подпространств, изо­

морфных пространству 
3° Существует топология t на К ,  где <гы1 6^ = 4, 

такая, что Хъ не содержит топологически дополняемых под­
пространств, изоморфных пространству If 

Для доказательства отметим, что, так как топология Тс 
согласована с (Х,Х') (предложение 1.4 из [3]), импликация 
10=#"20 вытекает из теоремы 2, (а), импликация 2° =>3° 
очевидна, а поскольку (1^) безусловно простое (лемма I), 
импликация 3°=г>1° содержится в теореме 2, (4-). 

§3. Полурефлексивные и рефлексивные пространства 

Ниже будет часто использована следующая теорема Т.Кука 
[б]: для полурефлексивности локально выпуклого пространства 
X с шаудеровым разложением (1^) таким, что все (^Х 
полурефлексивны, необходимо и достаточно, чтобы [Рп) было 
одновременно ограниченно полным и натягивающим. 

12 
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В следующей теореме будет сформулирована совокупность 
условий, достаточных для того, чтобы локально выпуклое про­
странство с безусловно простым шаудеровым разложением было 
полурефяексивным. 

Теорема 3. Пусть X - локально выпуклое пространство 
с полным безусловно простым шаудеровым разложением (Р„,) та­
ким, что все ft X полурефлексивны. Рассмотрим следующие 
условия: 

1° Разложение (Рп) безусловно и X не содержит 
подпространств, изоморфных пространству с„ и топологически 
дополняемых в XTv,где Т - исходна#? топология простран­
ства Х-

2° То, что условие 3° в следствии из теоремы 2. 
3° Пространство Х^ не содержит топологически допол­

няемых подпространств, изоморфных пространству с0. 
4° Пространство Х^ не содержит топологически допол­

няемых подпространств, изоморфных пространству 
5° Каждая |>(Х' Х)-последовательность Кош ft), 

где f* £ Р^'Х; сходится в Х]>. 
Тогда пространство X является полурефаексивным,если 

выполнено однб из четырех следующих условий: 1° & 2°, 3° & 
4° & 5°, 1° 4 3° 4 5°, 2° & 4° & 5°. 

Доказательство- Покажем, что каждое из условий, пере­
численных в утверждении теоремы, гарантирует ограниченную 
полноту и натягиваемо сть ( Рп ) и, следовательно (теорема 
Кука), полурефлексивность пространства X. 

Условие 1° влечет за собой ограниченную полноту (Р„,) 
(теорема I), а условие 2° - натягиваемость (Pv) (теорема 2, 
(4-)). Так как (ft) безусловно простое, то (см. предложе­
ние 2.5 и лемму 1.2 из [3]) (&')- безусловное и безуслов­
но простое шаудерово разложение для пространства Н={^еХ^ 
= Ü ft'f в топологии ( ß IX', X наделенного 
топологией, индуцированной £>(Х,Х). Кроме того (пред­
ложения 2.5 и 1.3, 4°, из [3]), (Ъ где |Ъ - то­
пология пространства Н- Поэтому (теорема I) из 3° & 5° 
следует ограниченная полнота разложения (ft ) для Н, а 
значит (предложение 5.5 из L7J), натягиваемо сть (ift). 3 силу 
теоремы 2, (4-), из 4° & 5° следует натягиваемо сть разло­
жения (^') для Н а значит (теорема 2 из [4]), ограни­
ченная полнота (ft,). 
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Теорема доказана. 
Замечание I. Согласно следствию I теоремы 2.4 из [3] и 

следствию теоремы I, условие 1° равносильно тому, что 
где Т - исходная топология пространства X, слабо сек­
венциально полно, а таете тому, что X не содержит под­
пространств, изоморфных пространству c0j и следует из сла­
бой секвенциальной полноты пространства X. Кроме того,ус­
ловие 3° & 5° вытекает из слабой секвенциальной полноты 
пространства Хр. 

Замечание 2. Если предположить, что X секвенциально 
полно (необходимое условие ис .^рефлексивности), а тогда и 
(Рл) будет полным, то в теореме 3 требование безусловной 
простоты (&) можно заменить требованием безусловности (£), 
Таким образом, результат О.Б.Тумаркина [51: если секвенци­
ально полное локально выпуклое пространство X с безуслов­
ным шаудеровым базисом не полурефлексивно, то либо X со­
держит подпространство, изоморфное с», либо X содержит 
подпространство У такое, что изоморфно Lt , уси­
ливается. А именно, последняя фраза заменяется фразой "либо 
Xt при любой топологии t такой, что 4 l со­
держит подпространство, изоморфное V« (Если Х^ содер­
жит подпространство У, изоморфное I,, то, очевидно, 
» а значит, изоморфно А,). 

Если топология о-*/ согласована с двойственностью (Х,Х) 
то (поскольку полурефлексивное пространство слабо сек­
венциально полно, а из слабой секвенциальной полноты прост­
ранства следует условие 1° из теоремы 3 (см. замечание 1),и 
полурефлексивность наследуется замкнутыми подпространства­
ми) условие 1° 4 2° теоериы 3 также необходимо для полу­
рефлексивности пространства X. Топология <гь согласована 
с (X, X'), если, например, выполнено условие (2) (лемма 2), 
или же пространство Хт квазибочечно (следствие I теоремы 
1.7 из [3]). Однако, как мы увидим, при последних предпо­
ложениях можно получить более сильные критерии полурефлек­
сивности и рефлексивности. Это будет сделано в двух следую­
щих теоремах. 

Теорема 4. Пусть X - локально выпуклое пространство 
с полным безусловно простым шаудеровым разложением ((^) та­
ким, что все ^ X полурефлексивны, и пусть выполнено ус­
ловие (2). Рассмотрим условия 1°, 3°, 4° из теоремы 3 и 
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следующие условия: 
2° Пространство не содержит топологически до под­

нятых подпроотранств, изоморфных пространству ^ • 
5° Для любого элемента хеХ ряд сходится 

сильно (т.е. в р (Х^X')-топологии). 
6° Пространство X полурефлексивно. 
600Пространство /г рефлексивно. 
Тогда имеют место импликации 6°-t=*-1° 4 2° и 2° & 4°ф 

=>6°, а если все рефлексивны5, то 6°<=>1° & 3° 
и 600Ф=>6° t 5°<F=> 2° 4 4° & 5°<^в° & 4° & 5°. 

Доказательство. В силу замечаний, сделанных перед фор­
мулировкой теоремы, б°=>1° & 2°, а (см. теорему 3) 1° & 
4 2° =>6°. 

Покажем, что из условия (2) следует условие 5° теоремы 
3. Рассмотрим (ЦХ^Х)-последовательность Коши 4 = [У -fj 
^ Она сходится к некоторому элементу j- е х*" 
равномерно на каждом множестве из (X). Если выполнено ус­
ловие (2), то 6, будучи <у(Х' Х)-последовательностыо Ко­
пи, а(Х'XJ-сходится к некоторому функционалу оеХ. Значит, 
]• = р и 0 сходится в xji-

Теперь, согласно теореме 3, имеем 2° & 4° =?> б° 1°& 
4 3° =*6° и 3° 4 4° =^б°. 

Предположим, что вое (l^X)^. рефлексивны. Тогда и все 
рефлексивны и, значит, слабо секвенциально полны.Сле­

довательно, подпространства Х'# в Хр, которые естествен­
но изоморфны пространствам (ДХ^, также слабо секвенциаль­
но полны. Если X полурефлексивно, а значит (теорема Ку­
ка), (£) натягивающее, то (теорема 3 из [4]) шаудерово 
разложение ((% ) для Хр ограниченно полно. Кроме того, 
как мы видели в доказательстве теоремы 3, разложение (bV) 
безусловно простое. Поэтому (следствие теоремы I) простран­
ство Хр не содержит подпространств, изоморфных са. Зна­
чит, имеет место утверждение 6°=>Э° и тем самым эквива-

5 Рефлексивность X ̂  следует ив рефлексивности Х^, 

так кале свойство рефлексивности наследуется топологически до­

полняемыми подпространствами, а топология Макки топологиче­

ски дополняемого подпространства в X есть топология, инду­

цированная (X ( X ). 
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лентнооть 6°<r—>1° к 3° доказана. 
Покажем, что 600<f=>6° * 5°. Если рефеексивно, щ 

очевидно, X полурефхехсивно (т.е. 600=>6°), и, сдедо-
вательно (теорема Кука), (£) ограниченно полно. Поэтому 
(лемма 2.3 из [3]) все ряды вида Л £ х сгодятся в Хс, 
и значит (топологии г(Х, X') и (Ь (Х |  X') совпадают в силу 
рефлексивности Х^), в топологии (Ь(ХАХ'}. (Итак, б00=^> 
:=?- 5°.) Для установления импликации 6° & 5° - »» б00 

достаточно заметить, что условие 5° влечет за собой бочет-
ность пространства Х т- Действительно, поскольку выполнено 
условие (2), а пространства (^Х) г  рефлексивны и, ояеда-
вательно, бочечны, то остается применить следствие после 
теоремы 3.2 из [7]. 

Импликация б°°=>40 вытекает из того, что сильное со­
пряженное к рефлексивному пространству рефлексивно и, сле­
довательно, не содержит подпространств, изоморфных Lt. Кре­
ме того, как мы видели, 6004=>6а 4 5°, а 6° 2° * 3° и, 
с другой стороны, 2° & 4° =^б°, а также 3° 4 4° =>6°.Тем 

самым все требуемые импликации установлены. 
Теорема доказана. 
Замечание. В теореме 4 требование безусловной простоты 

(Рп) можно заменить требованием безусловности (1^) (лемма I). 
Теорема 5. Пусть X - локально выпуклое пространство с 

полным безусловно просим шаудеровым разложением (ft.) таким, 
что все £Х полурефлексивны, и пусть пространство Xj- яв­
ляется квазибочечным. Тогда имеют место импликации 6°° <—> 
5=^1° & 2°<=^ 3° 4 4°^=^1° 4 30 4=>2° 4 4°, где 

условия6 1° - 4° и б00 те же, что и в теореме 4. 
Доказательство. Пусть выполнено условие б00. Тогда про­

странство Х-с бочечно, и поэтому условие (2) выполнено. 
Кроме того, все (ft,X ^ рефлексивны5. Поэтому, согласно 
теореме 4, условия 1° - 4° выполнены. 

Покажем, что из квазибочечности Х^ следует условие 
5° теоремы 3. Рассмотрим произвольную р(Х',Х)-последователь­
но сть Коши 4. Она сходится к некоторому элементу j е Д* 
равномерно на каждом множестве из У (Х).Но поскольку Хс 

6 Так как Хт квавжбочечно, то (см. следсмм». I теоремы 

1.7 ш [3 3) в условен 1° требование безусловности (f^J авто­
матически выполнено. 
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кваэибочечно, й(Х',ХН>гРан1- екяые множества относитель­
но (компактны в Х^.. Поэтому 4 относительно компактна в 
Х<г и. будучи сг(Х', X ^последовательностью Коши, о^Х'Х)" 
сходится к некоторому функционалу а еХ'. Значит, I = с и 
4 сходится в Хр. " 

Теперь, так как <S"t (см. рассуждения перед фор­
мулировкой теоремы 4), из теоремы 3 вытекает, что каждое 
из условий 1° 4 2°, 3° & 4°, 1° 4 3°, 2° & 4° достаточно 

ДЛЯ полурефлексивности пространства X. А поскольку Xj 
кваэибочечно, полуреф!ексивность X равносильна условию б . 

Теорема доказана. 
Замечание. Теорема 5 справедлива для безусловного шау-

дерова разложения, если Х^- бочечю. 
Замечания к теоремам 4 и 5. (а) В замечании I к теореме 

3 были приведены условия, равносильные условию 1°. Кроме 
того, условие 1° можно заменить слабой секвенциальной пол-
йотой пространства X, условие 2° - отсутствием в под­
пространств, изоморфных пространству ; условие 3° - сла­
бой секвенциальной полнотой пространства Хр, а также отсут­
ствием в Xj$ подпространств, изоморфных пространству c0i а 
условие 4° - отсутствием в Хр подпространств, изоморфных 
пространству 

( 4-) Аналогичные критерии рефяексивности известны лишь 
для банахова пространства с безусловным базисом (см., на­
пример, [i], стр. 130). Для полного бочечного пространства 
с безусловным шаудеровым базисом эквивалентность 60|3=5>10 & 
* 2° доказана Н.Калтоном [б]. Из результата Калтона выте­
кают критерии рефяексивности, установленные Л.Вейлем [9]. 
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И VI 1875 

TIHGIMATUD SCHA0DERI LAHUTUSED JA POOLRBFLSKSIIVSED RUUMID 

В. Oja 

Не в ü я e в 

Kasutades L-topoloogiaid [з], üldlstatakse jadall -

eelt täieliku tõnnlruomi tingimatu Schauder! lahutuse tõ-

kestatult täielikkuse ja pinguloleku kriteeriumid [8,2] 

suvalise lokaalselt kumera ruumi juhule (teoreemid 1 ja 2). 

Saadud tulemuste abil leitakse rida poolrefleksiivsuse ja 

r e f l e k s i i v s u s e  t i n g i m u s i  ( t e o r e e a i d  3 - 5 ) .  

ÖHCONDITIOHAL SCHAUDER DBCQKPOSIflOBS 

AID званврьвпте SPACES 
В. Oja 

S u m m a r y  

Let be a Schauder decomposition for a locally con­

vex (Hausdorff) space X — Xr,-. If {U^j. : V€. £}, where /Ut|-

У P. and У" denotes the collection of finite sub-
*— ~i\£ [i 
sets of the natural numbers, is Ib^XjHi»®* strongly) for 

each j £ X' then (f^,) is called unconditionally simple. 

Let a topology t on X,a"5-t 6 ̂  ("here <r = <r(X,X') is 
the weak topology and is the strongest locally convex 

topology for X which defines the same bounded sets asT) 

be generated by a family of eemlnorms fjv) and suppose 

: v € Z. ) is bounded for each xe X (e.g., suppose 
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(ft) ia unconditional or unconditionally simple}. TLen tь 

denotes the topology on X generated by the family of 

seminerme where c^(x) = вар^р-!*), p-(Uy3tj : 0 ь 7~ ^ 

for each |V. If X is barrelled then Tz, -T The following 
improvements of Theorems 2.1, 2.2 of [ej and Theorems 1,2 

of [2] are established. 

Corollary to Theorem 1. If (ft) is unconditionally 

simple and each ftX is weakly sequentially complete, the 

following are equivalent: 

1' (ft) is boundedly complete. 

2' (f^) is complete and X contains no subspace iso­

morphic to Co-

3' (ft) is complete and unconditional and X contains 

no subspace isomorphic to c0 and complemented in XTl < 

Theorem 2. (b) Suppose (Рл) is unconditionally simple 

and complete in a locally convex topology 1] on X, <r^ 

^ ^ 1 (*••••» each is "Ij-continuous and for each 

Tj-Cauchy sequence Х*Л % * , the series 

У Xfr i® T^-convergent). If (ft) is not shrinking then 

for every locally convex topology t on X/ & *l"v, 
the space contains a complemented subspace isomorphic 

to 

Corollary to Theorem 2. If (ft) is unconditional and 

complete, each (I^X)' is strongly separable and 
(ft J is a complete Schauder decomposition for 

(X; c(X' Xj) (2) then the following are equivalent: 
1" (£) is shrinking. 

2" contains no subspace ieomorphic to • 

3" There is a locally convex topology i on X . <Tt5- t & 
such that X^ contains no complemented subspace iso­

morphic to iy 
Consider the following conditions: 

1° = 3'. 

2° Xc , where С = T(X( X'Jle the Mackey topology,contains 
no complemented subspace isomorphic to L., • 

3® (X', jb (X'( Xj) contains no complemented subspace iso-

Mrpklc to C0. 

40 (x'  p (X',  X))  contains no complemented subspace iso­

morphic to V 

50 рог each X С X the series *nx converges in the 
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strong topology jb(X,X'). 
б* X is semireflexive. 

6ee X,^ i* reflexive, 

The reeulte above yield the following theorems,In which 

(Pn) will be complete and each 1^ X will be semireflexive. 

Theorem 4. Let (f^) be unconditionally simple (or on-

conditional) and suppose (2) is satisfied. Then we have the 

Implications 6° >1° & 2° and 2° & 4° =^>6°. If each (^X^ 
is reflexive then 6*=>1e & 3® and 6ee=^6e it 5° =^° * ' 

* 4» t 5o<=^. 30 * 4» & 50. 
Theorem 5» If (is unconditionally simple and X^ is 

qoaeibarrelled (er (pn ) is unconditional and X^ is barrel­

led) then 6"e4=>1 * & 2e<£=>3° t & 3°<=^e°& 4°. 

13 
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РАСПРОСТРАНЕНИЕ НЕКОТОРЫХ РЕЗУЛЬТАТОВ С.КАРЛИНА НА ЛОКАЛЬНО 
ВЫПУКЛЫЕ ПРОСТРАНСТВА С БЕЗУСЛОВНЫМ ШАУДЕРОВЫМ РАЗЛОЖЕНИИ! 

Э.Оя 

Кафедра математического анализа 

Пусть X - банахово пространство с безусловный базисом* 
(М и пусть (jrv) - сопряженная система линейных функцио­
налов. В 1918 году С.Карлин [7] выяснил, что (^) будет ба­
зисом для xji (т.е. базис (г^) натягивающий) тогда и 
только тогда, когда сепарабельно или же Хр слабо 
секвенциально полно. Он также установил, что X рефлексив­
но тогда, когда сильное второе сопряженное х"= (Xl)^ к 

X сепарабельно. Насколько нам известно, условие рефлек­
сивности не перенесено на более общие пространства. Это об­
условлено, гю-видимому, отсутствием общих утверждений двой­
ственности ограниченной полноты и натягиваемости базиса и 
его сопряженного базиса^. Критерии натягиваемости получили 
развитие в статье Л.Вейля [8 j в 1969 году. Вейль рассматри­
вал безусловные шаудеровы базисы в бочечном пространстве и 
перенес первый критерий натягиваемости на полные бочечные 
пространства, второй - на бочечные пространства X такие, 
что х'р, бочечно (т.е. на правильные бочечные пространст­
ва). В настоящей статье оба критерии натягиваемости рас­
пространяются на локально выпуклые пространства X с без­
условным шаудеровым разложением (£.) удовлетворяюющим 
условию 

разлокерие (О для Х^- полно4. (I) 

1 По поводу терминологии * обозначений см. [4], § 1. 
2 По поводу утверждений двойственности см. [3j. 

3 Даже не все пространства Фрете удовлетворяет етоцу уело-

вшо • 
4 Условие (I) выполняется, когда Х- бочечно и, в частнос­

ти,' когда X бочечно. 
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Показывается также, что в этой более общей ситуации сепара­
бельность X* влечет за собой полурефиексивность X. 

Начнем с короткоrq замечания. Согласно лемме I из [4], 
условие (I) гарантирует безусловную простоту безусловного 
шаудерова разложения. Поэтому в нижеследующих теоремах тре­
бование безусловной простоты разложения можно заменить тре­
бованием его безусловности. 

Теорема I. Пусть (Д) - безусловно простое шаудерово 
разложение локально выпуклого пространства X такое, что 
все (Рц X)р сепарабелчй'. Если быполнсно условие (I), то 
натягиваемость разложения Ц£) эквивалентна сепарабельнос­
ти пространства Хз-

Доказательство. Необходимость. Tas как линейная оболоч­
ка множества U ß/Xz всюду плотна в Хр f а все ß'X'c Х^,, 
будучи естественно изоморфными пространствам (эле­
мент вида f, f е X', отождествляется с сужением 
j на f^X ), сепарабельны, то и Xji сепарабельно. 

Достаточность. Допустим, что (Рп ) не натягивающее. 
Тогда по лемме 2.6 из [2J существуют элементы -^<:Ху 4*4,2,.., 
такие, что их линейная оболочка, рассматриваемое как под­
пространство в Хд^, изоморфна множеству всех финитных чис­
ловых последовательностей, наделенному {^-нормой. Следова­
тельно, ее сильное сопряженное не сепарабельно. С другой 
стороны, согласно лемме 2 из [4], = X', так что, 
поскольку Хр сепарабельно, сильное сопряженное к любому 
подпространству пространства X— сепарабельно. Мы пришли 
к противоречию. 

Теорема 2. Пусть (f^) - безусловно простое шаудерово 
разложение локально выпуклового пространства X такое, что 
все (R. X )р слабо секвенциально полны. Если выполнено ус­
ловие (I), то натягиваемость разложения tßv) эквивалентна 
слабой секвенциальной полноте пространства 

Доказательство. Так как ) безусловно простое, то по 
предложению 2.5 из [2] последовательность проекторов (Р^') 
представляет собой безусловно простое шаудерово разложение 
пространства 

Н = { \ G : \ = Z_ I в х'ь) ^ 
наделенного топологией, индуцированной ,3(Х (Х)у причем мно­
жество проекторов IX •= {Uj, : \) t Z.} равностепенно непре­
рывно в Х^, Поэтому в силу 4° из предложения 1.3 статьи 
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[2 J имеем /ь =^L, где через |Ь обозначена то оология 
про стран отр а Н. Кроме того, Н замкнуто в Хр.В самом 
деле, из равностепенной непрерывности множества U следует, 
ч т о  е с л и  J L  п р и н а д л е ж и т  з а м ы к а н и ю  Н ,  т о J k  f )  ~  
последовательность Коши в , а значит, она сходится к 
некоторому элементу X* равномерно на каждом множестве 
из »' (X). С другой стороны, j ~ j в Х1.Следователь-
н о ,  4 = 4 ,  и  Х £  ,  т . е .  f e H ,  

Необходиюсть. Поскольку (£) натягивающее, разложение 
(Рл) для Н = ограниченно полно (теорема 3 из [3]). 
Кроме того, подпространства X' пространства XV кото­
рые естественно изоморфны пространствам (£Х)р# слабо сек­
венциально полны. Значит, по следствию I теоремы 2.4 из [2] 
(импликация 1°=£-2°) пространство Х'; наделенное ftt-ro-
пологией, слабо секвенциально полно. А так как ^£-=р(Х' (  X)t  

то и Х^ слабо секвенциально полно. 
Достаточность. Если Хр слабо секвенциально полно, то 

и Н, будучи замкнутым в Х^, слабо секвенциально полно. 
Значит, го следствию I теоремы 2.4 из [2] (импликация 2°Ы") 
разложение (£') для Н ограниченно полно и поэтому, со­
гласно предложению 5.5 из [6], разложение (Рл) натягивающее. 

Замечание I. Как это видно из доказательства теоремы 2, 
для того, чтобы из слабой секвенциальной полноты Хр вывести 
натягиваемость (^достаточно лишь предполагать, что (Ч) 
безусловно простое. 

Замечание 2. Предположение,что пространства (Рп%)' сепа-
рабельны в теореме I или слабо секвенциально полны в Теоре­
ме 2, нельзя отбросить. Так, например (см. предложение I из 
[i]), банахово пространство с„ (8,) имеет натягивающее 
безусловное шаудерово разложение (в этом примере все прост­
ранства (ßX)^ изоморфны пространству т.),но его", силь­
ное сопряженное, будучи изоморфным пространству t/"), не яв­
ляется ни сепарабельным, ни слабо секвенциально полным. 

Из теорем I и 2 вытекает 

b Множество S(X) — i(x
n): е Ь} (где 

S = c0 иди 5 = tp-, р-Ы, и X - банахово пространст­

во), наделенное нормой 1(Ха)Ц =11(1|ХпН)11^ , является банаховы* 

пространством с безусловным шаддеровым раеложением где 

£ UJ » (<TtrtXj <5^=° np»fc*a). 
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Следствие. Если безусловный шаудеров базис локально вы­
пуклого пространства X удовлетворяет условию (I), то его 
натягиваемость эквивалентна сепарабельности пространства Х£, 
а таете эквивалентна слабой секвенциальной полноте прост­
ранства Хр. 

Теорема 3. Пусть X - локально выпуклое пространство с 
полным безусловно проста! шаудеровым разложением (£) таким, 
что все £Х полурефаексивнн, и пусть выполнено условие 
(I). Если второе сопряженное X к X сепарабельно, то X 
полурефлексивно. 

Доказательство, Поскольку полурефдексивность локально 
ввпуклого пространства X с шаудеровым разложением {9К) та­
ким, что вое полурефаексивнн, равносильна тому, что 
(f^) ограниченно полное и натягивающее (теорема Т.Кука[5]), 
достаточно проверить натягиваемость и ограниченную полноту 
разложения 

Разложение (,£) натягивающее, так как в противное слу­
чае (см. теорему 2, (<0, из [4]) содержит топологиче­
ски дополняемое подпространство, изоморфное А, а значит, 
цространство Хр, которое (в силу леммы 2 из [4]) совпа­
дает с (Xq.^ ) р , содеркит подпространство, изоморфное т.. 
Но это невозможно, поскольку X" сепарабельно, а т' нет. 

Так как (Рл) натягивающее, то в силу теоремы 3 из [э] 
разложение (fjj) для Х'ц (ограниченно) полно. Как ив 
видели в доказательстве теоремы 2, !,%.) является безуслов­
но простtai и = где ^*^(Х,Х). Кроне того, по­
скольку X сепарабельно, то Хр не содержит подпрост­
ранства, изоморфного Следовательно, по теореме 2, (£), 
из [4] разложение (Р') натягивающее, а значит, по теореме 
2 из [з] разложение 1&.) ограниченно полно. 

Применяя теорему Кука, мы получим полурефлексивность 
пространства X. 

Замечание 3. Предположения, что пространства f^X полу­
рефлексивны, нельзя отбросить в теореме 3. Например, так 
как пространство Джеймса j не рефлексивно, a J* се пара-

раб ель но, то, согласно предложению I из [I], банахово про­
странство^ 1г. (j) с безусловным шаудеровым разложением не­
рефлексивно, а его второе сопряженное сепарабельно. 
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Поступило 

11 VI 1975 

MÕNEDE S.KARLINI TULEMUSTE ÜLDISTAMINE 

LOKAALSELT KUMERA RUUMI TINGIMATUTELE SCHAODERI LAHUTUSTELE 

E. Oja 

R e s ü m e e  

S.Karlin [7] näitas, et Banachi ruumi X tingimatu 

baas on pingul parajasti siis, kui ruumi X tugev kaasruum 

Xa on separaabel või nõrgalt jadalieelt täielik. L.J. 

Weill [вj üldistas esimese kriteeriumi täielikele tünniruu-

midele, teise - ti'inniruumidele X, mille kaasruum X^ on 

tõnniruua. Käesolevas artiklis kantakse mõlemad kriteeriu­

mid üle lokaalselt kumerasse ruumi mille tingimatult 

lihtne (või tingimatu) Schauderi lahutus rahuldab tingimust 

(1) (teoreemid 1 ja 2). Samadel eeldustel tõestatakse ka 

järgmine Karlini tulemuse analoog: tugeva teise kaasruumi 

separaabluseet järeldub ruumi X poolrefleksiivsus 

(teoreem 3)• 
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A GHJJERALIZATIQH Oi SOME RESULTS OF S.KAR LII TO LOCALLY 

convex SPACES WITH OWCOKDITIOHAL SCHAÜDKB DECOMPOSITION 

B. Oja 

S u m m e r y  

Let X be e locally convex (Hausdorff) space and let 

Xp denote the topological dual X' with the strong to­

pology p(X,X). Let (ft) be an unconditionally simple (or 

unconditional) Schauder decomposition for X and suppose 

(ft ) is a complete Schauder decomposition for (X', <7"(X ( X)). 

The following generalizations of results of S«Karlin [7 J 
concerning unconditional bases in Banach spaces are ob­

tained: 

Theorem 1. If each (ftX)^ is separable then (ft) is 

shrinking if and only if Xa is separable. 

Theorem 2. If each (ft XL is weakly sequentially Sieg­

le te , then (ft j is shrinking if and only if X* is weak­

ly sequentially complete. 

theorem 3. Let (ft) be complete and each ftX be semi-

reflexive; if (X'p)p is separable, X is eemireflexive. 

In the unconditional Schauder basis case (i.e. each 

ft X ia one-dimensional) Theorem 1 was proved by L.J.Weill 

[в ] for complete barrelled spaces, and Theorem 2 - for bar­

relled spaces X having a barrelled dual Хц . 
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СУШИРУШОСТЬ ФОРМАЛЬНОГО УМНОЖЕНИЙ РЯДОВ 
НЕПРЕШВНШ МЕТОДОМ БИОСА 

Н.Веске 
Кафедра математжческого анализа 

I*. Пусть даны ряды 

I "Ч (П 

L V«, 

Составим по правилу Дирихле ряд-произведение 

(2) 

(3) 

где 

<А>ь = L "л. Ч , 
•\v+/4«»fc А 

0< A* f <*> и 0 < f 00' а члены по следова­
тельно сти {1^) - расположены в восраставщем по­
рядке, причем вое между собой равные суммы ХлД считаются 
за одно Vk. 

Продолжаем исследования вопроса, начатого в статьях (X 
2}, Подчиняем ряд (I) некоторому ограничению и оставим про­
извольным ряд (2). Ищем условия для ряда (2), чтобы ряды 
(I) и (3) были одновременно сходящимися или суммируемыми. 

Обозначим . у  , , ,  г*  
= «•"»•Л*.  
Л 4 "t tX 

to- 0) * Ц Wl * £ ü s ü tUv 2_ 

Напомним определение непрерывного метода Рисса с 
>0 (см. L5], п. I.I). Пусть 

<£  w  - L  -  f i t  w ,  
ЛЧ-t  

ir; (t) = trM (i) 

1/f li) = 0| если t <-А! и (ЫО. 
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Ряд (2) называется (Ru(л)-суммируемым к числу 1Г 
Л/1, „,-сре™ ^ 

имеет при t —»со конечный предел 1?. 
При последовательности 

м 
обозначим аналогично ^ 

0 

где Uo = о и при л > О 

иГЪь Ц It'X) 
^Чгw t 

= 1 (i-a^cU^x) = aj (t-jcf 1UX(J()<<X.; 

где  t -A f t =o при X^ t .  0  

Обозначим { Ч } = Н } тогда 

=21^-1Хи* = L-Ч [ч = 
Vi-t \>t_ v4X 

= j <ША(*) = j^«lExW = 

Е ^) - -5гЛ = 1л Е > ( х ) -
Аналогично получаем для ряда (3), что 

ЪЛ)»1>-ч/л ur t-
Vfc-t 

-  )  У  t y  v L  = 
jy-fi-Vk. 

£t v.it-V 
= ^ < t v x )  =  

= j4l/X lt-a)AUA Uj. 

Если где * и ^ - целые числа, д ^ 
-<>1,  ТО по  форлуле  Сш.  [3] ,  стр .  324)  '  

iV-x)V-»f^= ГН) г (уО 
1, ri-Vv+ivz ) 

"Ž Š '  

-га. 

имеем 

I 
Во всей статье ДО*, , Su„,= Чь""-*-
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ЦТ %) - 1'd.u^k) j.' it - f'U % I j) • 

• f feföft  JK 4  \Ы wfW'bA,. 

•rtefirT 

* furftpj i/; f0i2-*r4<^i*j°tExw. 

Аналогично имеем 

< p  w • | Vi  fu j>-*rs 

2. Найдем условия для того, чтобы последовательность 

A 'J i -Pt fC М- VU„ ( 4 . ) } ;  

-p"pl£ С-»)-1Г] о,м<Ш»)} (5) 

сходилась к нулю. 
Нас интересует, каким условиям должны удовлетворять ряд 

(2) и число 17, чтобы преобразование (5) переводило все 
сходящиеся к нулю последовательности (4) в сходящиеся к ну­
лю по следовательно сти А. 

Ответ на этот вопрос дает следующая 
Лемма I. Для того, чтобы для каждой ограниченной и(д) из 

условия 
М (х) = <r (1) 

следовало ^ 
Т(4)= ( <Щх) = 040 ,  (6)  

J o  
достаточно, чтобы 

и для каждого конечного -К> 

( о
х | ^ , х )Цеи<ъ.  

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы б (см. 
[4], стр. 71) интеграл (б) разбиваем на две части 

XJ а  
ГН)Л tf(t х)а(х)еЩ*) + %х)а(х)с1Е(х) = Г + ]| . 

J o  ' я  
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| f i | < *  (  | 1 7 и л ) кЕ ( х ) < ^ -
% 

Выбираем X так, чтобы |U(x)l < при x^J{, Сле­
довательно , £ 

4У(4 • v ) U F f v  \  г  

В силу предположения леммы с другой стороны I—»0 при 
Лемма доказана. 

При помощи леммы I выводим, что справедлива 
Теорема I. Для того, чтобы последовательность А схо­

дилась к нулю для всякой сходящейся к нулю последовательно­
сти (4) и (R;/<,/^суммируемого к ^ ряда (2), достаточно, 
чтобы выполнилось условие 

'jV'^ (t-x)-l7| liE-^x) = (Q[i). (7) 

Доказательство. Применяя лемму I к ийтегралу (5), полу­
чаем, что помимо выполнения условия (7) для сходимости к 
нулю последовательности А надо, чтобы при конечном УС 

Переписав последнее условие в виде 

tZblL " 

обнаруживаем, что оно выполнено, если 

т.е. если ряд (2) является (й,^,р)-суммируемым к ^ 
Теорема доказана. 
Примечание I. Если последовательность Л сходится к ну­

лю, то последовательность (R, v (^-средних ряда (3) и после­
довательность одновременно сходятся. 

Предположим, что последовательность 

(6) 

сходится к нулю. Тогда имеет место 
Теорема 2. Для того, чтобы последовательность А. сходи­

лась к нулю для всякой сходящейся к нулю последовательнос­
ти (В) и (R, /л, ^-суммируемого к 1)" ряда (2), достаточно 
выполнить условие 

[V" ty£  а-х)  - i /u/цх) (0(<) ,  ( 9 )  

где Ali) => К • 

Доказательство. Интеграл (5) можно представить в виде 
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l'llfff 4AW. 

Применяя теперь лемму I к последнему интегралу, получаем 
следующие достаточные условия для сходимости к нулю после­
довательности А при сходящейся к нулю последовательности 
(8): 
условие (9) и при конечном ^ 

V | *A (x>  crU) .  
0 

Последнее условие выполнено, если ряд (2) является (R,yU,ßr 
суымируемым к V. 

3. Найдем условия для того, чтобы последовательность 

сходилась к нулю. Справедлива 
Теорема 3. Последовательность Ь сходится к нулю для 

всякого (R, р, {"»Суммируемого к 17 ряда (2), если 
1) последовательность (4) сходится к нулю и 

Civ? т  

или 
2) последовательность (8) сходится к нулю и 

(>Ри-х)- = (II) 
Jo " 

Доказательство. Члены последовательности 6 имееют вид 

uxuUA(x). 

Применяя к этим интегралам лемму I, получаем условия, кото­
рые даны в теореме 3. 

4 ,_Обо значим а vi 

Х %  * " Ь  
- ̂  V[x)aa(x) и (4 -х/ 3c<alx>(xj. 

Тогда для ряда (3) имеем аналогично 

vt*t 

'У А л^л t-
/»4 vt 
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+ z_  f * L \  L v - \ v - n ) f "X= 

~ |0 ^ 1Q (^"x-i)(1 (2.) + 

4 |N ct^ (*) J* I*'* -1)lb 4 м> 12Жл UJ = 

= j 1)^"1 -г)ил1г)ЯЛ (г.) + 

+ i0^ ('l'-z)u,>tL)A,ExU). 

Найден достаточные условия для того, чтобы последователь­
ность , й 

сходилась к нулю. При помощи леммы I выводим, что справед-
дива 

Теорема 4. Последовательность ' С сходится к нуле дм 
всякого (R,y^,р-*)-ограниченюго со значением V ряда (2) 

Vf (t) - 0- (if), (12) 
если ' 

а) последовательность (4) сходится к нулю • 

о г* ' 

l'lüf tt-i)ULlx) = l9(tr); 
О Г л 

или 
б) последовательность сходится к нулю ц 

j' I <' If*)- «tEx(x) = 0(tf) "I 

t  ^  - «  Л 1  ( » >  
J 0 i - ' | V y f l l - ) U E 1 l x ) . ( 9 ( i l > ) .  J  

Доказательство. Так как; ' c7btsr»"*'" 
Ч-р1ХР1'-=,)аЛ„НЕЛ(.), 

то, применяя лету I, получим в случае а) достаточные условия 
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(13) и для каждого конечного условия 

„ j  Г Т5") 
]Г1<Ю!=И^); J 

или в с$учае б) до статочные условия (14) и для каждого ко­
нечного X условия 

У  iCV-xJ - i n t -V" !  •  И* 1 1 ) ,  1  
/ / (16) 

7 = vit1*). j 

Услбвия (15) и (16) выполнены, если ряд (2) является 
(R,уи,разграниченным со значением Mf и условие (12) тоже 
выполнено. Теорема доказана. 

Примечание. Если ряд (2) является (R,/4*? '^-суммируемым 
* значению то условие (12) выполнено. Это видно из ра­
венства . „ 

-Vi  Ь-пГ'м-1 rL И-fr К - V-
7ч" Л" 
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RIDABB FORMAALSE KORRUTISE SUMMBERUVUS 

PIDEVA RIESZI MENETLUSEGA 

H. Veske 

R e s ü m e e  

jätkatakse töödes (1,2] alustatud probleemide uurimist 

ridade võrdsummeeruvueest. Ridade (1) ja (2) korrutisrida 

(3) moodustatakse Dirichlet korrutisreegli põhjal. Leitakse 

piisavad tingimused jadade A, 5 . ja С nulliks koonduvu­

seks juhul, kui rida (2) on )-summeeruv arvuks 1/, 

jadad (4) voi (8) aga koonduvad nullike. 

SUMMIERBARKEIT DES FORMALES PRODUKTS DER REIHE! 

NACH VERALLGEMEINERTEM RIBSZ-VERFAHREN 

N. Veske 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Im Artikel wird die Summierbarke it der formalen Pro­

duktreihe (3) der Reihen (1) und (2) naoh verallgemeiner­

tem Rieez-Verfahren (ß, V, J im Fall, wenn die folgen 

(4) oder (8) Nullfolgen sind, behandelt. Zum Beispiel gilt 

der folgende Satz: 

Satz 3. Wenn 1) die Bedingung (10) erfüllt iet und die 

Folge (4) eine Nullfolge ist(oder 2) die Bedingung (11) er­

füllt ist und die Folge (8) eine Nullfolge 1st dann ist die 

Folge ß eine Nullfolge bei der gegen V" (R^^-eoeeier-

baren Reihe (2). 
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ТЕОРЕМЫ ВЛОЖЕНИЯ И МУЛЬТИПЛИКАТОРЫ 
Я. Сккк 

Кафедра математического аналиаа 

В настоящей статье показано, что теоремы вложения для 
тригонометрических рядов, изученные С.Б.Стечкиным [6], П.Л. 
Ульяновым [9] и М.Ф.Тиманом [7], являются орудием для на­
хождения мультипликаторов при конструктивных пространствах, 
изученных автором в [2,3 ]. 

Обозначим через А - множество* всех |(*)еС, для ко­
торых Г(х) - у Ксов кл) абсолютно сходится, 

(la„l + IH.U 4 00• 
к. 

Говорят, что метод Ц сохраняет Х-ограниченность, если 
Ц(т,>)с тЛ Метод арифметических средних С* сохраняет 

Х-ограниченность тогда и только тогда, когда (см. [I], 
стр. 148) 

x £ v - ° H .  t l )  
Теорема I. Пусть мек>д Т~ сохраняет ограниченность 

и метод U сохраняет уЧ-ограниченность. Пусть выполнено 
условие 

XVA-Vf + (£ О (/<Л. (а) 

v I Р 
Тогда при \ <• ^ < р<- 10 имеет место вложение L-p^L -ц/*-

Доказательство. Из одной теоремы Ульянова (см. [9],тео­
рема б) непосредственно следует, что если выполнено условие 
(2), тогда имеет место вложение C^cL^. Но так как ме­
тод Т сохраняет Х-ограниченность и метод U сохраняет 
уи-ограниченшэсть, то при 4 < ъ <. р <-<*> имеют место ра­

венства iT'x = L" T x  и = L P^ (см. [з], предложение I). 

* В настоящей статье сохраняются все обозначения и опре­

деления статей Ги и 3 J • 
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Следовательно, имеет место вложение LT3v
c L. Теорема 

доказана. 
Предложение I. Пусть х, j* и *1 - скорости и 

метод А удовлетворяет условию сЧо = 1. Кроме того, 
пусть для X и р удовлетворено условие (2), метод Т 
сохраняет х-ограниченность и метод ii сохраняет yu-
ограниченность. Если v р 

a )  (А 0  ) ;  то  t e ( .L A  L^J ;  
6 > Ч Л ( А , | £ ) ,  т о  t , 6 ( L y , u L ) .  
Доказательство вытекает из лемм I и IA статьи [3] и 

из теоремы I. ^ 
Следствие 1.1. Пусть Л, р> е (о, 0> Л1* 

= (rv^'inpH Л - >1,2 , ..., Vi*1*} и {»vi V) при j-<sz,,..,a 
метод Г сохраняет Х-ограниченность. 

а) Пусть для X и м удовлетворено условие (2). Если 
1. (0, ). то ( иР(ЗЛ), ь!р(оцр)); 
2 .  Т^ ) ,  то  г е  (L v

|  L i p^p ) ) ;  
3 .  ( 2W Т/ )  то  t f e  ( .WV L i p^ - v j ^L i p^pJJ .  
б) Пусть для 'х и' и удовлетворено условие (2). 

Если 
4. и€(СЛТе), то tfc(LiP(ft,v)( ^"Lipta^^; 

5. 1,к.е(С\10
Х) то Lip(a..pj); 

6- то Lip^a^^Lip^pl 
Доказательство. Из леммы I в [5] вытекает, что Lip 

-Lc'jn^V и bip^i'v) = '-Z'iHl,vLk'-l' а из леммы 4 из [3] вы­
текает, что IÜ"C, = L?. Используя эти соотношения и предло­
жение I, получаем утверждения следствия I.I. 

Теорема 2. Пусть Ц - метод, сохраняющий Х-ограничен­
ность и пусть X удовлетворяет условию 

о. 

Тогда при 4 < г <.f><.oo имеет место вложение 

Ltu^C^Lp, С4) 

причем, если 1i = то вложение (4) тлеет место также и 
при "V = {. 

Доказательство. Из теоремы А из [7] непосредственно сле­
дует, что при выполнении (3) имеет место вложение L^c Lp 

при j 4*v <.р <-•». Так как метод IX сохраняет х-огра­
ниченность, то при П/е (1, <») имеет место равенство 1-уЛ = 
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= 1_х (см. [3], предложение I). Следовательно, имеет мес­
то вложение (4) при °°- Остается доказать 
случай -V = 4. 

Так как мы рассматриваем в этом случае только такие >•, 
которые удовлетворяют условию (I), то по предложению 3 в 
[3] имеет место равенство Lq<a = La- Значит, если %-М и 
U = С1, то из условия (3) следует вложение (4). Теорема 
полностью доказана. 

Теорема 3. Пусть U - метод, сохраняющий х-ограни­
ченность и пусть Л удовлетворяет условию 

Г p(t+iMМ-* -f 
Z_ и, <• oo. (5) 

KV v 

Тогда при \ < v < p <• oo имеет место вложение 

L ^ x  
c  1 Л Г \ Р  ,  ( 6 )  

причем, если U = С1, то вложение (6) имеет место также и 
при г = 4. 

Доказательство аналогично доказательству теоремы I, 
только в данном случае вместо теоремы А в [7] применяем 
теорему 8 в [7]. 

Предложение 2. Пусть л удовлетворяет условию (3) 
(соответственно (5)) при 4 < i, < р <- =», метод Ц сохраняет 

Х-ограниченность и Т удовлетворяет условию 
.Ju JV 

sup 1 ltv,0 It + / ^ cos l^t < oo. (7) 
rv 0 

Если t-^.6 (T0 Ко), то it (L^, Lp) (соответствен­
но Le (C, UfV) ). 

Доказательство. Пусть выполнены условия предложения 2. 
Тогда в силу теоремы 2 (соответственно теоремы 3) имеет 
место вложение (4) (соответственно (6)). Следовательно,име­
ет место вложение 

IL* L;j с (L- Lp) (в) 

(соответственно, 

(L> Vu>(L v  иПЛ, С 9) 

если X удовлетворяет условию (5)) для классов мульти­
пликаторов. Для нахождения мультипликаторов класса (С, L U A) 
мы используем методику, которую мы выработали в статье [31. 
Используя части г) леммы IA из 13] получаем, что если bt £ 
t(T„, ), то it (Lv, из которого в силу 
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(8) (соответственно (9)) вытекает утверждение предложения. 
Предложение 3. Пусть х удовлетворяет условию (3) (со­

ответственно (5)) при i < *v 4 р <• ж> и метод К сохра­
няет Х-ограниченность. Если W t , td),TO U (Ц. , \J) 
(ооответотвенно te. (1~т^ , IaJ-" L/) ). 

Доказательство аналогично доказательству предложения 
2, только здеоь вместо части г) леммы 1Аиэ [3J применяем 
часть а) леммы 1Аиз[з]. 

Следствие 3.1. Пусть х удовлетворяет условию (3) 
(соответственно (5)) при 4 < 'j <. р <.<» и метод К со­
храняет Х-ограниченность. Кроме того, пусть =»{а'+(*j и 
к - {п* ) при л 6 (о. <) и ; * ^ |2 ... . , 

а) Если Ü*). ^ то t€ Lp ) 
(соответственно ie (U)^ L v,  U7 Lp). 

б) Если wt (C^, Ц* ), то L £ (Lip(<*,4), Lp)(соот­
ветственно i £ ( Lip f*,v) ( IV-"Lp) j. 

в) Есж t,* б (Zy'H, И,), то i e ( Ufj Lip(ot>J | Lp) 
(соответственно t e (-uT-l Up ))• 

Доказательство следует из предложения 3 используя в 
случае а) часть I леммы I в [51, а в случае б) ив), часть 
8 леммы I в [5], по которой Lip (<*.>) = Crt, и iV-' Ыр 
-L^H.  ^ ^  

Примечание I. Если Ц- С и л удовлетворяет кро­
ме условия (3) (соответственно 4) еще и условию (I), то ут­
верждения предложений 2 и 3, а также следствия 3.1 имеют 
Место и в случае iv=4 (см. теоремы 2 и 3). 

Теорема 4. Пусть скорость Л удовлетворяет условию 

У Л™1 (10) 

и метод U сохраняет Л-ограниченность, тогда имеет 
место вложение 

С -Ш с А '  ( I I )  

Доказательство. Из теоремы I из [6] следует, что если 
выполнено условие (10), то имеет место вложение СЛ<2А. Но 
из определений пространств С* и.. СТх непосредственно 
вытекает, что СТл с Сл, следовательно, имеет место вложение 
(II),. Теорема доказана. 

Предложение 4. Пусть X удовлетворяет условию (Ю), 
метод U сохраняет Х-ограниченность и Т удовлетворяет 
условию (7). Есж Lfc £ (Т ), то lt(C А). 
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Доказательство. Пусть выполнены требования предложения 
4. Тогда в силу теоремы 4 имеет место вложение СцЛ с А, а 
в силу примера I иа [2] имеет место равенство С = С-р . Сле­
довательно, имеет место вложение (С, С^Л) = (С т,СМ л) с (С,А) 
для классов мультипликаторов. Используя части г) леммы IA 
в [2] получаем, что если t<e (т М» ), то te (С, 
следовательно, и ь е (С,А). Предложение доказано. 

Предложение 5. Пусть yU удовлетворяет условию (10) и 
метод Т сохраняет ^-ограниченность. Тогда 

 ) (L, ) с (1Д А) при -ftpiro« и Vp + ty*'1 

б) (l_ j  Ц<Тл ) с ( L<p , А ). 
Доказательство следует из предложения 4 и следствия 4.2 

статьи [5]. 
Предложение б. Пусть уи удовлетворяет условию (10) и 

метод Т сохраняет ^-ограниченность. 
1. Если I то te. (1Л, А ) при   р и 

1 /Р +  Ч\  -
2. если Ü°G Liyiyu , то te (L<p,AJ; 
3. если (Црги , T/Ll), то (Lcpiu Л); 
4. если то te Uui u a,A); 
5. если X ° t  то t <= (|JM>, А). 
Доказательство следует из предложения I из [4], из леммы 

3 в [5] и из теоремы 4. 
Теорема 5. Пусть скорость х удовлетворяет условию (I) 

и метод U сохраняет л-ограниченность. Пусть для л и 
yh выполнено еще условие 

~ о (^ )  (12 )  
СХЛ 2.  

в таком случае имеет место вложение с • 
Доказательство. Пусть для а и уи выполнено условие 

(12). Тогда в силу теоремы 8 из работы [9] имеет место вло­
жение 1_Л с: L j* . Но так как метод U сохраняет >-огра­
ниченность, то L2-^ = Lp (см. [3], предложение I).Ана­
логично, если Л удовлетворяет условию (I), то в сил) 
предложения 3 из Сз] имеет место соотношение • 
Следовательно, имеет меото вложение с . Теорема 
полностью доказана. 

Предложение 7. Пусть л удовлетворяет условию (I) и 
W сохраняет /я-ограниченность. Пусть, кроме того, для 
л им выполнено условие (12). Если X"t L,-i то te 
e (L , 0  
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Доказательство следует из теоремы 5 и части 2 следст­

вия 4.1 в статье 151. 
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SISBSTUSTEOREBMID JA MVLTIPUKAATOBID 

J. Sikk 

R e s ü m e e  

Tööв näidatakse, et teatavad S.Stetekini [6], P.Uljano-

vi [9] ja M.Timani [7J poolt vaadeldud sisestusteoreemid on 

üle viidavad konstruktiivsete ruumide juhule. Kasutades 

saadud tulemusi ja mõningaid autori varasemaid tulemis! 

töödes [2,3,4,5 ], leitakse piisavaid tingimusi multiplikaa-
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tori te J ao ka ai Imete funktsiooni ruumide korrt-.l. 

IMBSDDIIG THEOREMS AID MULTIPLIERS 

J. Sikk 

S u m m a r y  

The purpoee of thie article ie to investigate some mul­

tipliers. Рог our investigation we use some imbedding theo­

rem« studied by S.Steckin [6], P.Ul'Janov [9] and M.$iman[7l 

and the method of "P-constructive spaces introduced by 

the author [2,3,4,5]. 

tor instance, the following result for multipliers is 

proved (see corollary 1.1). 

Suppose that /* ={"-*), 

and ^ for - 4,1,, and <\, jb e (o^J. 
a) Let the condition (2) be satisfied for > and к ; 

1. if (С^ТЦ then ь e ( Lip (jb.-vJ Lip (*, p),); 

2. if (C1_, l A) then •Lfed'" Lip(k'p)); 

3. if (ZV.rr), then 

Lfc (Wlbip(p,v), uf* Lip (a, f.);. 
b) Let the condition (2) be satisfied for Л and yu : 

4. if е. (C 0^l T,x )t then 

L fc ( Lip LiP ("•!?))) 

5. if 4t(C1 Т>) then U (L"", Iv'upIm»)-, 
6. if tt€. (ZH' T^j, then 

i e (uri Lip((*,*), •i0't Lip (ct( |P)). 
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МАКСИМАЛЬНЫЕ ТЕОРЕМЫ ДЛЯ РЯДОВ 
ПО МУЛЬТИПЛИКАТИВНЫ! СИСТЕМАМ ФУНКЦИЙ 

X. Тюрнпу 

Кафедра математического анализа 

X. Пусть F - система измеримых на 1 = функ­
ций, для которой при всех rv-o, 

М* = vrai sup |lv(t)| <. oo. (I) 
tfc Z, * i>, J, 

Положим на ч a-j (-tj = \ и для <-Z. +---+T*- с %> Ч> 

<ъЛt) = k ü M  . . .  b s ü l i l .  ( 2 )  

г 1 Система u = {^lt) называется системой произведений системы 

В работе [?] мы ввели следующее понятие: 
Система F называется р-слабо мультипликативной, ес­

ли для системы произведений (х при некотором М>0 имеет 
место неравенство 

{ \ 'И акМ, (3) 
. 0 t"0 

где W = -( u^1) - система Уолша (которая, как известно, явля­
ется системой произведений системы Радемахера R- {'чЛ), а 

C V "  j •  
В работе [7J мы доказали следующие теоремы. 
Теорема А. Если F - р-слабо мультипликативная сис­

тема с 1 и М^= то ряд 

/~ Xi f*- (t' (f) 

сходится безусловно почти всюду на 4/ для всех x = 
Теорема В. Если F - р-слабо мультипликативная сис­

тема с £ i р 4, <=о, то ряд 

<5) 

fc«0 12. 
сходится почти всюду на ь для всех х е -v. 
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Теорема А является обобщением одной теоремы Алексина из 
[б], а теорема В обобщает результаты из [5]. 

Ниже мы обозначаем „ 

1дД)= zZ 
<•0 V 

и докажем следующие "максимальные теоремы". 
Teoвейа I. Если F - ограниченная р-слабо мультипли­

кативная система с р = °°, то частичные суммы (a,tj ряда 
(4) для всех Xfe -С при любом порядке следования его чле­
нов удовлетворяют для произвольного 0 ^ 00 условию 

jj! sup I (X,b)l]^oVt L O O .  (6) 

Теорема 2. Если <л - система сходимости по мере в i* 
то для каждого L>0 найдутся подмножество г, с тевТ' 
т-Ь-съ-ч- и постоянная Мг> 0 такие, что для всех xt 

(J [вир I |]ut Millal . (?) 
Окажется, что Теорема I вытекает из следующей теоремы 
Теорема 3. Если F - р-слабо мультипликативная сис­

тема с то1 для всех конечных наборов действительных 
чисел {e-t,) <г*. & и,) имеем для некоторого М >0 и про­
извольного 2. ^ 

( а )  
ь К..О ' К.-0 

Кроме того, из теоремы 2 мы выводим следующее г 

Следствие. Если (Я - система сходимости по мере в I, 
то ряд (2) для всех st( сходится почти всюду на е. 

Это следствие обобщает теорему В и дает в некотором 
смысле точное условие для сходимости почти всюду ряда (5), 
так как свойство быть системой сходимости по мере в С яв­
ляется, очевидно, необходимым ̂ условном для сходимости ряда 
(5) почти всюду для всех хь i. 

2. Для доказательства теоремы 2 нам нужна следующая. 
Лемма I. Если - система сходимости по мере в ^ то 

для каждого Ь>0 найдется измеримое подмножество с г. 
с meeT> такое, что для каждого 

* т.е. F является S.^-cucTeuoft. 
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oo. 

Доказательство, Так как в [2] (си. стр. 154) доказано, 
что оператор Р из Л,1 в пространство всех измеримых, ко­
нечных почти всюду на ъ функции где 

P x"tc^b 
линеен и ограничен, то в силу теоремы 4 из [3] вытекает,что 
для любого N*1 при некотором Сг>0 имеем 

(Ю) 

Учитывая, что для произвольного А-е 

мы заключаем при помощи неравенства (10), что ряд (9) схо­
дится. Лемма доказана. 

3. Доказательство теоремы 2 проведем в основном так, 
как в [5]. 3 силу леммы 3 из [4] для выполнения условия (7) 
необходимо и достаточно, чтобы для каждых 1 > о и xfc I 
нашлись измеримое подмножество *• с шее 1^х> fr-ct-L и 
постоянная NL >0 такие, что равномерно относительно всех 
разбиений =к = {go?\ множества TL, на произвольное I M(V J tv 
число "v+1 непересекающихся измеримых частей $t имеет 
место неравенство 

А" »I  (<• W Я, h,У •» I <• Мм, 
LI *'*0 с V 

где - характеристическая функция множество at , а. 
А/ - произвольная функция из Из ортогональности сис­
темы Уолша вытекает, что л С-* 

A- «I F  ̂И V4. Ч <ГНЛ)<&*Ф 
О ^ д-о t--0 V =0 t"-1 3 

i {I/ ™r 1 ̂ Л'"* IJ 

По теореме Шьёлина из f9j имеем, что А<°°- Далее,учи­
тывая, что в силу (I) и (2) 

I м-4 

мы получим " = 0  
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б!" \ [ У 4^)1 1^ (i) 1 fa tt) Ab 'fcir 
О I/-0 Ч о 

откуда в силу ортогональности системы Уолша имеем, что 

По лемме I тогда ь ß ~ 0-0),вследствие 
чег0 найдется 

МСх>0 такое, что б Мгх- Теорема доказана. 

4. Доказательство следствия. Имеем, что Sa - непрерыв­
ные линейные операторы из lL в S&, для которых на тоталь­
ном в I множестве почти всюду существует предел 

lim Sa C3t)i). (II) 
П.-УОО 

Далее, из условия (7) вытекает в силу леммы 3 из [4], что 
почтя всюду 

aap I 5^ (> ,t)H oo 
rv >* 

для всех xtt1. Следовательно, по теореме Банаха (см.[I], 
стр. 361) мы имеем, что предел (II) существует почти всюду 
для всех хеХ. Следствие доказано. 

5. Для доказательства теоремы 3 нам нужна 
Лемма 2. Если F - р-слабо мультипликативная система 

С р-<=°, то для каждого \ < q < «э найдется посто­
янная N^>0 такая, что для всех j t 

{L f 71 Н' 

Доказательство проводим дословно так, как в [8] (см. 
теорему 2), заменяя в последнем слабую мультипликативностб 

системы F на р-слабую мультипликативность системы F 
при р = <*> • 

Доказательство теоремы 3. Пусть { efc^-произвольный ко­
нечный набор действительных чисел. Для выполнения условия 
(8) достаточно показать, что для произвольного А/ fe с 
(М М при любом 4 £- р Li. имеет место неравен­
ство 

/V-ll Ml = м{£ЧУ А  «г) 
^ ic = 0 к^~0 

Но 
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J - £i 

где 

A . v - l l A , ( t ) i  Z_< * . 4 . 4 f r K (iJeU:d t  -
v 0 *-=o vr0 » 

< " v 
j У~ CxV ) / % fcMil <£p I 
'0 t=0 vi = 0 

»Li) = (fcMt. 

Теперь для я >2. с ^/р + ''/q - имеем, что 

д * $  {Я  £  чч  (г )  I { ( i L  (13 )  
О 1сч> 0 V-0 

Так как система Радемахера - Soo-система, то найдется по­
стоянная N > О такая, что 

ev N{ %Л Sk (i4) 

С другой стороны 4 t"-1 .4, 

С*=  гор  I  ( 0 |  ( т )  Л  ( т )  ( f c )  d t  Я-СI  -

Itfltfc 

С вир 
Л £< 

к - £ f (I) (T) clr.' 
В силу леммы 2 мы имеем 

Ск * Ч"Л-
Теперь при помощи неравенств (14) и (13) выводим, что имеет 
место неравенство (12). Теорема доказана. 
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MAKSIMAALSE) TBORREMIT) POTKTSIOSAALRIDADELE 

MÜLTIPLHATIIVSETE SÜSTEEMIDE KORRAL 

H. TÜrnpu 

R e s ü m e e  

Olgu F = {{*.} niisuguste lõigus l - [«/, f] mõõtuva-

te funktsioonide ^ süsteem, mille korral on täidetud 

tingimus (1). Süsteemi F produktsüsteemi & defineerime 

seosega (2). Toos [?] tõime sisse järgmise mõiste: me ütle­

me, et süsteem F on p-nõrgalt multlplikatiivne, kui 

ta rahuldab tingimust (3). Eelpoolnimetatud töös me tõesta­

sime teoreemid A ja 6. Käesolevas töös me tõestame teo­

reemid 1, 2 ja 3, kus teoreem 2 on teoreemi 6 üldistuseks, 

aga teoreea 1 täpsustab teoreemi A juhul, kui p « =°, 

MAXIMALSÄTZE FÜR REIHE EACH PRODUKTSYSTEMEH 

H. TÜrnpu 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Es sei F = { ein Funktionensyetemf wo für fx, 

die Bedingung (1) gilt. Es bezeichne G. = das Produkt-

system des Punktioneneyateme F ; das bedeutet, dap 
und für fc-,= z]l4 mit Ц > Vj_> • • •> die Punktio­

nen die Ролв (2) haben. Das System F belaste p-
echwaeh (1 Ь <x>) multiplikativ, wenn für das Produkt-

syatem die Bedingung (3) gilt, wobei für fc - 0( l,i| ... 

r ist. 
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In der vorliegenden Arbeit haben wir die folgende« 

"Maximaleätse" bewiesen: 

Satz 1. let F ein beschränktes p-schwach mnltipli-

katives System mit Ii - so gilt für jede Ot-Qix, die Un­
gleichung (5). 

Satz 2. Ist das Produktsystem 6 des Systems F ein 

Map konvergenzsystem in l , so gilt die Ungleichung (6). 

Sat* 2 1st eine Verallgemeinerung des Satses * in der 

Arbeit [7]. 
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О БЕЗУСЗЮВНОЙ СХОДЙШШ ФУНКЦИОНАЛЬНЫХ РЯДОВ почти ваш 

X. йпрнпу 

Кафедра математического ашжва 

Пусть ^ = - система измереинх по Лебегу и конеч­
ная почта в соду на отрезке ч = Г«,*-] функций ij>t. Рассмотрим 

^ -Г" Ь „ I L \  
YL а) 

где х= ^ с Если ^-Z и сис­
тема ^ удовлетворяет для р>2.  ja всех {с*.} условию 

'<• гго *•;<> 
то, как показал Стечкин в LIJ, ряд (I) сходится безусловно 
почти всюду на е. для всех х е. LL. Далее, Гапоикин в [lj 
показал, что при выполнении условия (2) частные суммы 
ряда (I) при любом порядке следования его членов для всех 
xet удовлетворяют условию 

L вер |4и.(1,*Л^ «о, 
'</ rv 

Дальнейшее обобщение этих результатов приведено в работах 
[2,31 Так, например, в [з! доказано в частности утверждение 

Теорема А. Если для каждого 1>о найдутся измеримое 
подмножество с аев"1^>и постоянная М= 
~ > 0 такие, что для некоторого р > ^ > 4 и всех 
чисел {О 

j О) 
Т, К.-0 <*0 

то для всех хб: при любом порядке следования членов ря­
да (I) , р 

ввР!Ч(*Л)|ге1£с~- ( . 
Ч * к > 

Настоящая заметка обобщает теорему А в нижеследующем плане, 
рассмотрим конечно строчный метод суммирования А= (Ä*x), 
который удовлетворяет условию 

0<л4  11а  Ю (5)  

1 Черев £ СЛ.* обовначаем сумму £ U,^ 
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Обозначая для х ^ 

<ГК (A, x,i) ̂ (t), 
t=o 

сформулируем следующий результат:. 
Теорема I. Пусть метод суммирования А удовлетворяет ус­

ловию (5). Если для каждого Ч>0 найдутся измеримое под­
множество \с & с mee Tj,> А--о.-1 и постоянная М = 
= Mj«,<j,>0 такие, что для некоторого р><^ >4 и всех 

то для всех5' ле имеет место неравенство (4). 
Теорема I вытекает немедленно из теоремы А и из следую­

щего утверждения. 
Теорема 2. Пусть метод А удовлетворяет условию (5). Для 

того, чтобы имело место условие (б), необходимо и достаточ­
но выполнение условия (3). 

Доказательство. Необходимость. Пусть выполнено условие 
(6). Тогда для всех А,е1£ с iÜJM (Vp'+Vps<)и с 
Ыы г 

А^= (A,x.tjeU t М. t (?) 

Учитывая, что 1 ^ 

А* = ^ ^(с I 

с c-t = ( мы из условия (7) выводит; что при 

W , . , 

^«£ка  |£ |  =м .  се )  
*-=о 

Воопользуясь условие^ (5), заключаем, что для всех ^ 

k.-=o 
Но для х е. &V с il х I 4 1 4 

4 «с.-О k.=v 'Ji 
следовательго, учитывая что мы при помощи нера­
венства (8) заключаем, что 

DL  ̂ f c .U) l P eU  Ь М,  
•ч, К--0 

откуда в свою очередь выводим условие (3). 
Достаточность. Покажем, что ^ 

вир A„>ß вир . (9) 
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Так как ^ 

' Г " '  ̂  

-f " г  .^АС^^'И '̂/Г, 

то неравенство (9) имеет место и теорема полностью доказана. 
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FUHKTSIOHaALRIDADE TINGIMUSTETA KOONDUVUSEST 
PEAAEGU KÕIKJAL 

H. TÖrapu 

8 e e ü m e e 

Olgu lõigua mõõtuvate peaaegu 

kõikjal'lõplike funktsioonide süsteem. Tõõe [1J näidatakae, 

et kui aüateea rahuldab tingimuat (2), eiie oa rida (1) 

iga X£ t2 korral peaaegu kõikjal tingimusteta koonduv. 

Kaeaolerae artiklis antakse aelle väite üldistus. 

BEMERKUNGEN ZUR UNBEDINGTEN KONVERGENZ DER FUNKTIONENREIHEN 

H. Türnpu 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Be aei ^=1^) ein Punktionenaystem, wo die Punk­

tionen vfn, im Interwall e =• Г у- , yt- J meßbar und faat 

überall endlich aind. Ea iat bekannt, daft für Jede X» 

-|^t^t(J-die Reihe (1) unter Bedingung (2) unbedingt fast 

- 128 -



überall konvergiert. Wir beweisen folgenden 

Satz. Wenn für jede V > 0 die mep>bare Untermenge 

Tt С «/ mit mesT^ > V - Л - S, und die Konstante > О 

derart existieren, daß, für jv > > 1 die Bedingung (6) 

erfüllt ist, dann konvergiert die Reihe (1) unbedingt fast 

überall in 8- für jede X £ 

|7 
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О РЕШЕНИИ ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ С ЛОГАРИФМИЧЕСКОЙ 
ОСОБЕННОСТЬЮ СПЛАЙН-КОЛЛОКАЦИОННЬЫ МЕТОДОМ ПЕРВОГО ПОРЯДКА 

А. Педас 

Кафедра вычислительной катематжкн 

1. В настоящей статье рассматривается линейное интег­
ральное уравнение i 

x ( t )  = i j e ( | t - l 'Doc (4 )^d  +  ̂ ( e }  ( ] ; )  

с непрерывно дифференцируемым при Т>0 ядром эе(с)> имею­
щим при Z-0 логарифмическую особенность, 

ld€^J|i б-ЦХпт/-м) (0<Т<Н; 8-'- const J* (2) 

i3t'hr)U^ (o<tž,'I) 4-= const;. (з) 

Более того, мы будем предполагать, что 

{существуют конечные пределы 

IIB b(t)/ur]a lim r^CYr). (4) 
f—»o T— 

Интегральные уравнения рассматриваемого типа встречают­
ся в теории переноса излучения. Сюда относится, например, 
уравнение Милна. 

Особенность ядра ЭСЮ влечет за собой особенность ре­
шения jc0Vt) интегрального уравнения (I): если свободный 
член l(-t) дважды непрерывно дифференцируем на отрезке jp#l] 
то Хс (t) дважды непрерывно дифференцируемо в промежутке 
(0,1)^и его вторая производная Х0 (t) имеет особенности ти­
па "t" 1лt и (<-t)~ ln(<—fc) при i = o и t-i со­
ответственно (см. теорему I). 

Численное решение таких уравнений весьма затруднительно 
из-за медленной сходимости приближенных методов.В настоящей 
статье доказывается, что при использовании подходящей функ­
ции веса, достаточно простой дискретизационный метод имеет 
быстроту сходимости linki, СьЛ<4, где А, - шаг 
дискретизации (см. теорему 2). 

2. В этом пункте дадим более четкие формулировки ре­
зультатов статьи; их доказательства будут приведены в пос­
ледующих пунктах. 
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Теорема I« Пусть ядро Х^Г ) интегрального уравнения 
(I) непрерывно дифференцируемо при О <С * 4 и удовлетво­
ряет условиям (2), (3) и (4), а свободный член f (*) дваж­
ды непрерывно дифференцируем при 0 6t 4 1. Пусть уравне­
ние (I) имеет единственное решение х0 (t). 

Тогда решение х,(t) уравнения (I) дважды непрерывно 
дифференцируемо при о < "t < 4 и справедлива оценка 

l*Õ (t)U c(U^U | l n^" t ) l) (0<t < < у c-const). (5) 

Обозначим через C[c,l] класс непрерывных на [0,1J 
функций с максимум-нормой, Интегральное уравнение (I) рас­
смотри как операторное уравнение 

Я=Тх  4  f  (6 )  
в банаховом пространстве С Го,!1 с интегральным оператором 

(Тх) &) = { X(|-t -d|)x(4)<Ls. (7) 

Пусть л, - натуральное чиоло, L- k. Разделим отрезок [0,1] 
на (г равных частей узлами ^ = jA, (j = 0( .. .,и.). Рассмотрим 
уравнение 

V + (8) 
где ос^ - ломаная линия с верш нами в точках (öj, х(^)) 
(сплайн первого порядка), задаваемая формулой 

= 4 $•* +а(4]-0-^~ , 4 4 5 öj (j.(9) 

а РЛ - оператор, ставящий каждой непрерывной функции a(fc) 
в соответствие ее интерполяционный сплайн первого по­
рядка: л гг , 

Р пх=х„ ( « еССо .О .  ( 1 0 )  

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы I. 
Тогда уравнение (8) имеет при достаточно больших *v 

единственное решение Последовательность стреглится к 
решению х» уравнения (I) равномерно на [0,1] с весом 
V'U-U* Ci х = const < <: 

t n  = max *л(1-1)Л|хп(1)-Ж0(6)|-^o при a—«•<». (II) 
_ o4 t 4 -I 
Справедлива оценка 

Ьп, ^ С к 1  I In А/| (OSX<<; С =C(x)= conet j,(I2) 

Замечание I. Решение уравнения (8) равносильно решению 
системы линейных уравнений 
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\ i *  Г  ([J*  

U  = 0 , 1 ,  • •  • ,  
относительно постоянных Здесь |t - приближенные зна­
чения искомого решения •%„ (t) в узлах сетки (i-o, 4 
Эта система получается из (6), если придать переменной t 
последовательно значения 4е, 44, } 4^. 

Замечание 2. Ввиду логарифмической особенности решения 
Xo(-t) при t-o и от методов дискретизации не 
следует ожидать более быстрой равномерной сходимости на 
[0,1], чем А/1in М- Указанную быстроту сходимости имеет, 
например, метод механических квадратур с использованием 
квадратурной формулы средних прямоугольников [IJ, 

Замечание 3. Иногда требуется найти не само решение 
уравнения (I), а значение функционала 

(ae С(<и]), 
о 

Из теоремы 2 следует, что значения указанного функционала 
могут быть вычислены по формуле 

Uk 
где - решение уравнения (8). При этом имеет место 

оценка I 

|[ x0t-l)ž(d)yU- |iC'CV К> (<HA=conet c4)f 

где постоянная 0С = С^,г) не зависит от А,, 

3. Доказательство теоремы I. Условимся здесь и далее 
обозначать через С различные константы. Положим 

Iх lmt| M ' I int|+T ' 

Через U будем обозначать совокупность непрерывно диф­
ференцируемых в (0,1] функций A*(i) таких, что имеют мес­
то оценки 

iou(t)|tCt|intiH), (i3) 

и существуют конечные пределы 

lim jv (t) U. I*) ; lim ^ ) U/ (iJ. (14) 

Через V будем обозначат^ совокупность непрерывно диф­
ференцируемых в [0,1) функций таких, что имеют место 
оценки 
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i v ( t )KC( |M<- t )M,  ( i s )  

и существуют конечные пределы 

Ilm iv(<-t)v(t) ;  lim аМЧ) v ' ( t ) .  (16) 
t ~»1 t —rl 

Снабженные соответственно нормами 
Ilu, II, ,= max |rv(t)tv(i)| t max |c(t)u '(0| 

и  о ни  1  o* - t 4  »  
и 

UV" || = max i|v(<-t)v(ti| + max (o(.'l-t)V-'(tjl 
. . w V Ott 41 1 Oirttl V У ' 
U и V являются банаховыми пространствами. 

Теперь мы можем определить пространство 
W = { u  +i r |  <л£  U,  v-e  V }  

с нормой 

IM, - Inf lIuLtkL). (17) 
" 'w tutu, v-tV, «*+<r=tr U V" 

Пространство W, снабженное нормой (17), является банахо­
вым пространством (см. [4], стр. 12-13). 

Объясним теперь вкратце план доказательства. Напишем 
интегральное уравнение 

.4HH*(lt-4t)x(4)cU + <f'(t)* х0(о)* 

где ic(t) - решение исходного уравнения (I). Можно показать, 
что единственным решением этого уравнения является (w 
(производная функции я,),таким образом, мы имеем равенство 

(18) 

Далее, фунвдия , , , 
( (i)+Xoi0)3t(tJ-Xo(l)3C(l -tj 

принадлежит пространству W, ибо и в силу (2), 
(3) и (4) также lAol0)**С4-) ~ Xol"0 •Х U ~ k)j ̂  W- Пусть I есть 
тождественное преображение и пусть оператор Т определяется 
формулой (7). Мы хотим показать, что оператор Т отображает 
пространство W себя и существует обратный ограниченный 
оператор Ц-Т)~ (определенный на всем пространстве W ). 
Это равносильно требуемому результату, так как тогда из 
(18) следует включение 

x0'(t> (l-тг1 е W. 
т.е. х'с (t) непрерывно дифференцируема в (0,1) и имеет мес­
то оценка (5). 
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В дальнейшем наряду с пространством W будем приме­
нять пространство Wo, определенное равенством 

W0 U0, veV^, 
ГДб 

Ue={u,| <Л,£ U, «40-0^ V0={ vlir^V, 4Г(о),0у, 
н с нормой 

D-vrll .= ,inf (Uu,Il +|l(r|j ) (I7-) 
1  U у ' -  }  

Ясно, что имеет место теоретике-множественное равенство 
W0= W и что 4 H'v/,, (""6Ю, т.е. оператор 
вложения W0 в vV ограничен. По теореме Банаха ограни­
чен также обратный к нему оператор, т.е. имеет место нера­
венство С llvli^ с некоторой постоянной С. По­
этому норма в 0 W0 и VJ эквивалентны. 

Таким образом, на основании сказанного выше j достаточно 
проверить справедливость следующих утверждений. 

Ч Интегральный оператор Т (определенный формулой (7)) 
отображает пространство W, в пространство V. 

Li) Оператор Т является вполне непрерывным операто­
ром из WD в W-

Vul) Однородное уравнение Х-Тх имеет в VJ только 
нулевое решение. 

I) Покажем, что (Tw)(i)feW для w{t) Нам 
надо показать, что функция (Tnr)(t) может быть представлена 
в виде 

(T v ) l i ) - (Ta )  + 

где (Tu.)(i) - непрерывно дифференцируемая в (0,1] функ­
ция, для которой имеют место оценки (13) и существуют пре­
делы (14), а (Тv)(t) - непрерывно дифференцируемая в [0,1) 
функция, для которой имеют место оценки (15) и существуют 
пределы (16). 

Из (13), (15) и (2) следует, что 
(Tiv)[tJ= (T*u)(t)+ (TV)(t), 

где (Tu-U-L) и IT*-) V-) - непрерывные функции на отрезке 
[0,1]. Поэтому основной вопрос, который нам предстоит здесь 
решить, это вопрос о дифференцируемости функций (T<x.)(t) и 
(Tv) (i). Доказательство этого разбивается на три части. 
S первой чаоти доказываются, что несобственные интегралы 

(utu.) (в) 
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\W= jV(4 ) [ j t ( | b ö | ) - * ( < - t ) ] < i 4  ( 4 ГбЧ) ;  ( 20 )  

абсолютно сходятся при каждом 0 <t <• 4, и устанавливаются 
оценки 

|Ш*С(Ц^Ч) (21) 

( o U M ) .  ( 2 2 )  

Во второй части показываются, что функции <jlU3wUj и 
lA1~t)Jytt) непрерывны на отрезке [0,1]. Отсюда следует, 
между прочим, что ]u (t) - непрерывная в (0,1], а 3^.(1) 
непрерывная в [0,1) функция, и существуют конечные пределы 

llxa о (t) ]ц (t) lim оМ-1) J*. (tj. 
-k-io v fc—H ' 

После этого в третей части устанавливаютoa равенства 
(Tu)'(-t>3KWA 
(Tv-yN=]v(t)J (23) 

Тем самым завершается доказательство утверждения и ). 
а) Докажем сходимость интеграла (19) и оценку (21); 

сходимость интеграла (20) и оценка (22) устанавливаются 
аналогично. 

В силу (13) имеем 

MuWKC) (!^>1)|х(1Ы1)-Хт*. (24) 

о 
Фиксируем точку t  £ (0,IJ и положим 

где М - скол^> угодно больпюе ^иоло. Так как 

[* Г"'1- Г, " \ ' . 
о О mit) t 

то сейчас наша цель состоит в доказательстве следующих пре­
делов ^ ̂  

L [I), lim j 0<V<*); 
1 t, 

lt . 
l_ [t) = lim l (l+ nU)<4<i; 

1 (fn- -n(t) 3 

Ljli)- lim i < ^ < 4. 
tj 
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Пользуясь оценками (2) и (3) и формулой 

где i - j>t)c ^ < -t ( мы получаем 

j ((+UniJ|at(i-i)-ac(i)|i 
I f  m(i)  

0 
Поскольку 

* *  +  t l M - 0  & M - i 4  1 1 1 1 1  v  

то за счет увеличения M можно теперь добиться, чтобы для 
всех L>0 выполнялось неравенство 

j ' f j +  * ( i - а )  - x ( i )  i С  ( M ) И ) ,  

где 1С(М)—»-о при М—Отсюда следует, что интеграл. 
[_.(*) сходится. Кроме того, имеет место оценка 

m(t) , 
j (<  +  Ü | i ) | j e ( t - 4 j - + i ) j  ( 2 5 )  
о 

где С IM] *o при M—• •*>. 
£ Аналогично, как выше, при всех lL<t имеем 

м  ) ^ ^ |1пт.Ц;)| J*1 in -4)1 Ал + V у1пб|(Ал)< 

]i jr I in t i v 

т.е. интеграл Lz(t) сходится и имеет место оценка 

Такое же положение будет иметь место и для интеграла L^(tJ: 

IL3lt)hC(^Ü^j. 

Итак, нами доказано, что несобственный интеграл в пра­
в о й  ч а с т и  н е р а в е н с т в а  ( 2 4 )  с х о д и т с я  п р и  к а ж д о м  o < t  И  
и имеет место оценка 

(4)!Я4бС(Ц^' + *) (o<t4< j, (26) 
о 

Сходимость интеграла (IS) и оценка (21) доказаны. 
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б) Воз шеи любую точку из fO,l] и докажем непре­
рывность функции < 

<^(t) Ju (t) = ^ (t) j «.'(4)[ae(lt-il) - ae WJflU 

в точке i - i0. Непрерывность функции <\(Vt)3r(t) доказывается 
аналогично. 

Положим 
g (i, в J • и! (4)^ (i) [* (li -11) •-Ä (+)]. 

По теореме Вйтали (см. [2], стр. 167) достаточно показать, 
что 

1) функции СХОДЯТСЯ ПОЧТИ ВСЮДУ К функции 

при -fc —*t6; 

2) при любом заданном Ь>0 существует такое (не зави­
сящее от i) число <$">0, что 

Jh(t,4)lcU <t ИР" 

Здесь me9äü. - дебетовая мера измеримого множества 6с[о,<1 
Условие I) очевидно. Пусть ^ - достаточно малое, а 

М - достаточно большое положительное число. Пусть 0< 14 -f 
и m(t) = ifa + H ). Тогда в силу (13) имеем 

1%мКц ;  •„ _ , 
0 

4Сty(t)f(1+ 

В силу (25^ для первого члена в правой части неравенства 
(27) будем иметь 

<^(t) 4 С(М), 

где С (М)—»о при М—*=о. Увеличив, если нужно М, будем 
теперь считать, что при 0<t 44 имеют место неравен­
ства „Ц) 

m 

где - какое-нибудь малое положительное число. При ука­
занном (фиксированном) числе М для второго члена в пра­
вой части неравенства (27) будем иметь 

1Л It) 1/ 1" 

6 С^Ц)(^ Th 

- 137 -
I8 



За счет уменьшения \ можно теперь добиться, чтобы ука­
занный член в (27) был достаточно малый ^ 

Таким образом, мы доказали, что интеграл j || 
стремится к нулю при ^—*о равномерно по t, выберем 
t>o и за^ксируем *^<4 так, чтобы для всех о <i 41 
выполнялось неравенство 

-

Пусть о - достаточно малое положительное число. Обо­
значим через 6.Д- то множество из отрезка [о, IJ, для кото­
рого тев S. Принимая во внимание очевидное равенство 

М^[оЛ])и1&,Л[«И, 
и используя ооотношение 

ß|ln + |Hi »0 при (mee 6у)—><?, 

мы получаем 

^ 0 ^nlyj 

|t|in(ik-iOHin iljcti <t, 

если 6 достаточно малое ч/сло. 
Итак, выполнено и условие 2) теоремы Витали. По этой 

теореме функция (Шц li) непрерывна в точке to6- Со, 4]. 
Ввиду произвольности точки -к0 функция a (fc) непрерывна 
на [0,1]. 

Кроме того, мы доказали следующий результат: для Любо- • 
го Ъ > 0 существует такое &>о (не зависящее от "t, 
ö<.t £ 1 ), что 

при тев^с^(6.еГо,ф. (28) 

в) Сначала положим 
5) (°,1 )= I ̂  j f - бесконечно дифференцируемая функция 

с компактнда носителем в (0,1) j 
и обозначим через (0,1) пространство, двойнственное к 
S) (0,1) (т.е. 2> (0,1) есть пространство распределений на 
(0,1)). Есж Fe 8' (0,1), а^€$(0,1), то значение F на 
функции ^ мы будем обозначать через Если F - ре­
гулярное распределение (т.е. распределение, порождаемое ло­
кально интегрируемой f (0,1) функцией F(t)^ то обозначим 
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Теперь мы докажем первое равенство из (23) (второе ра­
венство доказывается аналогично). Точнее, мы докажем, что 
для любой ft® (0,1) имеет место равенство 

< (Та); f> = (3U (Ц «f (t)) (at U0), (29)_ 

где Jw(t)= j a,'(i)[x(|t-3|)-ae(t)JtU - непрерывная в (0,1] 
функция и Т 0 - интегральный оператор (7). 

Прежде всего следует отметить, что при всех vftS (0,1) 
имеем 

(T4)'(4)=(TY)(i). (30) 
Действительно, выберем такую функцию j (t), чтобы выполня­
лось равенство ^ =Tif +-р Так как е S (0,1), то из 
(18) следует равенство f1 -Т\р' + jоткуда и следует 
соотношение (30). 

Далее, принимая во внимание симметричность оператора Т 
и учитывая (30), при всех if е 25 (0,1) подучим 

< (Та)' f > -
а - < - (Ты, ч') = - (tv/T-f')-
= -(«-, av)')- -К iT f  - оч) (о)] 'у. 
= (u' ,7> -(T f )(o)).  (31) 

На последнем шаге мы воспользовались интегрированием по 
частям и соотношением u-(<J = о. 

С другой стороны, так как еиррч^с(о^) и имеет 
место неравенство (21), то при всех if е 56 (0,1) сущест­
вует интеграл , i 

jQJa(ity [b)dJt = jj ̂ '(^[«(li-dlj-ae-N^jf = 

= (|Cx,(|t -31) -*• W] f (Mt) a(i)cU^[u'(4)[(T f) (i)-(T^)(o)] oU, 

Таким°образом, продолжая равенства (31), получим равенство 

(29)'< (Ta)',vf > « <u': rnf-(T,f)(Q)>-

= (^),С(т^М-(тч)(о)])-(^(улк); 
Доказательство утверждения I) закончено. 

U) Достаточно доказать, что, какова бы ни была после­
довательность { Ч..) элементов из единичного шара прост­
ранства 1л/0 * = 4,1 последовательность 
(Ткомпактна в °w'. 

В 'силу (17') для каждого ^ найдутся такие элементы u4t 
fc Ц, и (T„t что . 

*ГЛIt)- u*lfe)+ 
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IK«U+ KlyM + &. (32) 
По скольку 

(T«rJW = (T^J(i) + (Tv-J(t), 
то для завершения доказательства утверждения LV) доста­
точно показать, что последовательность {Ти^ компактна в (J, 
а последовательность в V, В свою очередь для этого 
достаточно показать, что множества 

{pltXnOlt)}, 

- суть компактные множества в пространстве С [о,1]. 
Докажем, например, компактность множества 

т.е. покажем, что функции 
<  =% (t)[У.(ö)[х(!Н1)-*(-t)] , 

равномерно ограничены и равностепенно непрерывны. Компакт­
ность остальных множеств устанавливается аналогично. 

Ограниченность одним и тем же числом следует из 
(26) и (32): ( 

j <4jfc)l <r 2^(fc)j ~~ k(ii-oi)-jc(t)l4d tc' 

( С' = const ; »V « 412-, • • •). 

Остается доказать равностепенную непрерывность Имеем 

-il) (lH-j<(Ujl^.(33) 

TT О 

Нам надо доказать, что при любом заданном t>о существует 
не зависящее от м, число 5>0t что 

l<i  (t<)-<!k^)U£ при \ t r t L \ < S  ( о i h , к  &  1). 
Полокш 

Ввиду (33) достаточно доказать, что для каждого 1>о суще­
ствует такое ^>0, что 

jp- t при I -tj<- f .  (34) 
о 

Доказательство проведем от противного. Пусть для неко­
торого определенного числа С>о не существует такого чис­
ла 6>о, о котором идет речь в (34). В таком случае,ка­
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кое бы число *>о ни взять, найдутся в отрезке [0,1] 
такие два значения Ц и что ItrttN.a j 
Возьмем теперь последовательность {положительных чисел 
так, что <fn—»-о. В силу сказанного, для каждого <$, 
найдутся в [0,1] значения 1,* и t* такие, что 

li" - Cl < , а j *(•£,£; 4 Ui ^ Ь. 

Из ограниченной последовательности {4?1, можно извлечь под­
последовательность (которую будем снова обозначать через 
{ сходящуюся к некоторой точке I" отрезка [0,l]. Так: 
как ' &К) а —»о, то одновременно и после­
довательность сходится к -t0. 

Тогда будем иметь: 
1) функции j) сходятся к функции 0 почти 

всюду при п, —*оо; 
2) при любом заданном А > о существует число р >0, од­

но и то же для всех rv и такое, что 

если шеа й.< /36 Здесь мы воспользовались соотношении! 
(28). Тогда по теореме Витали должно быть 

j > о ' при п.—*•&>, 
о 

а это противоречит тому,^что при всех значениях п. 

= j* 1 , С) >^>0. 

Таким образом, нами доказано, что функции c^tt) pasm-
мерно ограничены и равностепенно непрерывны, а следователь­
но, и образуют компактное множество. 

Тем самда доказано, что интегральный оператор (7) впол­
не непрерывен как оператор из W0 в W. 

Lvi) Из непрерывности ядра -и(т) при О4 \ и нера­
венства (2) вытекает, что оператор Т вполне непрерывен в 
пространстве С [о, 1]. Поэтому предположение о существовании 
решения уравнения (I) равносильно условию, что соответст­
вующее однородное уравнение х-Тх имеет лишь нулевое ре­
шение пространстве С[о,1]. Отсюда следует, что уравнение 
Х'Тх имеет лишь нулевое решение и в пространстве W, так 
как при каждой х е W функция (T*)(-fc) является непре-

-  141 -



равной функцией на отрезке [0,l], 
Теорема I доказана. 

4. Доказательство теоремы 2. Напомним один результат из 
теории проекционных методов для уравнений второго рода (см. 
[31, стр. 200). 

Теорема 3. Пусть банахово пространство Е непрерывно 
вложено в банахово пространство Е , т.е. 

Е'сЕ,  !1*1| Е  *С1Х* е, (ХСЕ'). 

Пусть Т вполне непрерывен, как оператор, из В в £', а 
проектор® 1^ ограничены, как операторы из Е' в Е, причем 

—кр сильно, где Р - оператор вложения пространства Е' 
в пространство Е. Пуоть свободный член уравнения 

3 C - T x 4 . f  
принадлежит Е . Пусть это уравнение имеет единственное ре­
шение Хс. 

Тогда при достаточно больших rv и уравнение 

имеет единственное решение х^ и 

| | Э С 0  ( t g  * - 0  п р и  и , — * • < * • .  ( 3 6 )  

Быстрота сходимости характеризуется неравенством 

i|x^- *JE ^ С lift*,, - хо11£ • (37) 

Имея целью применить теорему 3, обозначим через С\о,1) 
пространство непрерывных в (0,1) функций X(i) таких, что 

- llxILx = max {tA(<-1)Л1 Je (t)lj- < +°° . 
11 V(0,1) ofcttV 

Будем считать, что о i > < 'I • Тогда имеем 

СМ сСЛ(°,<<); l | : x l |c>(oij 4 , | 3 ( l |
C[o | 1] ( X f eC i : 0'' , 1 )' ( 3 t i )  

Итак, будем проверять, что выполнены все условия теоре­
мы 3, где в роли Е' и Е выступают ClO,I] и С*(0,1), а 
операторы Т и ft определены формулами (7) к (10) соот­
ветственно, г 

Из (10) и (9) вытекает, что Рп - т.е.. что^ Рл 

действительно является проектором из С[о,1] б С (0,1). 
Из (10) и (38) следует, что проектор Р* ограничен 

>е ž Далее в силу (9), (10) и (36) для любой 
непрерывной на [0,lJ функции x(t) имеем 

Utl* "-1'С>(0| | 
4 "»х"х'с[о,<] ~с  
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при rv—»о. Другими словами, последовательность проекторов 
как операторов из С [0,1] в СЛ(0,1), сильво стре­

мится к оператору вложения С [0,1] в Сл(0,1). 
Так как в теореме 2 предполагаетоя существование реше­

тя уравнения (I) (уравнения (6)), то для применения теоре­
мы ? остается еще установить, что Т вполне непрерывен как 
оператор из С л(0,1) в С[ОД]« 

Пусть S есть ограниченное множество пространства 
С" 10,1), т.е. для любой х^5сСЛ(0,1) 

tX(l-t)x|x(i)KK (K-cõnet). (39) 
Докажи, что функции 

^(i) = j*(lt-4|)xt4)eU (**S) 

образуют компактное Множество в С[о,1], т.е. что оператор 
(7) - вполне непрерывный оператор из С* (0,1) в С[о,1]. 

Равномерная ограниченность функций Ч (t) следует из (2) 
и (39): , 

4 CK, ' .. 

где C'=^max j НДл (It-öl)lОстается до-
казать равностепенную непрерывность ч (Н Имеем 

ly li«j- ̂ )1 * К (. (40) 

Пусть уМ > 0 — некоторое достаточно малое число. Покроем 
точки U и It числовой прямой отрезками и 

мины ZyU, в середине которых находятся 
точки и Эти отрезки могут перекрывать друг друга и 
выходить из [0,1]. В интеграле (40) модуль подинтегральной 
функции не больше 

I  jm(MI)Hfr(k-oi)l 
1^(1 -*)* . (41) 

Интегрируя эту сумму по множествам 

a.(-t<;/u)=([i,-/L|>'b<^]n Со,0) 

и складывая результаты, получим положительную величину, ко­
торая не больше 

3z4rC(/0, (42) 
где 4-= const (постоянная из (2)), а 

(Г I in il , л • 
-р- М—• 0 при ц »0. (43) с  И - j '  

о 
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Hau надо доказать, что при любой Ь > 0  существует та­
кое £>о (не зависящее от хе S ), что 

1 ^ 1 - Ь * ) - п р и  I k r ^ c  5  ( o s - f c , ,  * ) .  
В силу (42) и (43) выЗираем теперь и так, чтобы иметь 

12 не (/.)<!• 

Затем, в силу непрерывности подинтегральной функции в ин­
теграле 

,/ г IX(l-fc,-41)-*(lk-dl) J. 
К \ ^77777 ^ 
C0,-lJ\(a(44;/«)Ua(-tZi/u)) 3 

и 3) 

существует такое <f, что этот интеграл не больше i/Z, ес­
ли < <5", и окончательно мы получаем Mt«)-^(ti)|<i. 
Таким образом доказано, что Т вполне непрерывный опера­
тор из Сх(0,1) в C[0,lj. 

Итак, теорема 3 применима. При tv>. и,„ уравнение (8) 
имеет единственное решение х„, и имеет место сходимость 
(II). В силу теоремы I оценка (12) вытекает из (37). 

Действительно, пусть х„(t) есть решение уравнения (I). 
Оценим норму II Для этого прежде всего 
найдем оценку погрешности ' ^Хс на первом частичном 
промежутке [О, 

Проинтегрируем равенство (18) not t от 0 до t 4 А/: 

x,lt)-*.(pJ«3[.lo)Jae(t)At**.W[*H)At+Jfra(i)WeU+ (f'(*)#. 
о о о о 

Пользуясь рценкой (2) для ядра *(t) и помня, что функции 
и jjt(|i-6|)xõ(4)4л непрерывны на [0,1], 

получим оценку 

IXeltj-XolOjjiCtllatl, (44) 

где о & t 5 А/. 
С другой стороны, при О £ t t А, 

fcx0 (t) = x0(o)^l + х0 (М-£ 

и, следовательно, , 
Х„ (t) - а х0 (i) = (x0(t) -х0(0)] + i L4(0)-Х0(qj . 

Отсюда в силу (44) следует оценка 

IXeliJ-P^WUC^ImM (45) 

где ка - малое положительное число (А,0 fr е_<). 
Точно такую-же оценку можно установить и для последнего 

частичного промежутка: 
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IС Ml* A/l (4-A, ä."U<; k<lb0). (46) 

Рассмотрим теперь случай, когда l<v 4 (i.+-f )А. 
• Тогда 

x„(l)- P**0(t) = И*' i 4)( v(^), 
где lA, < <• Си-4)А/. Отсюда в силу теоремы I следует 
оценка 

*" ' L 1-(U#)A, 1 (17) 

На основе (45), (46) и (47) наконец находим 

iXo-Pn.Xc«^^ 

4 MX ^Vt)Х IХ0 li) -1> Х„ (t)l + max^ ̂  tx(( - t )Л[ ̂ (t) - P„X0(tjf + 

+ max max ^(<-t)X| X0 (t)-%,% ft)| 4 
l 4 i i n - z  u ( v 4 t 6 ( L t l ]  

»a"V k.i«ce<rjifcii§is*L чЙ:ШУ№«11] 

Теорема 2 доказана. 
Автор выражает признательность Г.Вайникко за руководст­

во. 
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LOGARITMILISELT ISEARASE TUUMAGA. INTEGRAAL VÕRRAJiDI TE 

LAHENDAMISEST ESIMEST JÄRKU SPLAIN-KOLLOKATSIOONIMEETODIL 

A. Pedes 

R e s ü m e e  

Artiklis käsitletakse võrrandi (1) ligikaudset lahenda­

mist meetodil (8). Võrrandi (1) tuum on logaritmiliselt 

iseärane ja rahuldab tingimusi (2), (3) ja (4). Näidatakse, 

et toodud meetod koondub kiirusega (12). 

ÜBKR DIB LÖSUNG DER INTEGRALGLEICHUNGEN 

MIT DSN LOGARITHMISCH SINGULÄREN KERNEN 

BEI DER SPLIKB-KOLLOKATIONSMETHODE ERSTEN GRADES 

A. Pedas 

Z u s a m m e n f a s s u n g  

Dieser Artikel behandelt die Auflösung der Integral­

gleichung (1) nach der Methode (8). Der Kern der Gleichung 

(1) ist logarithmisch aingulär und genügt den Bedingungen 

(2), (3) und (4). Es wird gezeigt, dap diese Methode gegen 

die Geschwindigkeit (12) konvergiert. 
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О РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ 
К. Рейвас 

Кафедра математической статистики и программирования 

Настоящая работа основывается на результатах работы [2] 
и указывает некоторые возможности их применения. Именно, в 
§1 даются необходимые и достаточные условия для того, чтобы 
линейная целева..'. функчия б<ляа огг .ьячена или ограничена 
сверху (снизу) на множестве точ&< выпуклого многогранника 
(см. [I], стр. 116). При этом предполагается, что множество 
определяющих элементов (.см.[2}, стр. 189) рассматриваемого 
многогранника уже найдено. 3 противном случае можно пользо­
ваться аналогичными признаками, приведенными С.Н.Черниковым 
в [5] (.стр. 9I-S8). 

В §2 указываются признаки экстремума линейной целевой 
функции на множестве вершин некоторого выпуклого многогран­
ника, являющегося специальным сечением многогранника реше­
ний рассматриваемой задачи линейного программирования. Эти 
признаки являются уточнениями условий, описанных Т.Ху в [4] 
стр. öl-ts4,  96-99).  

$1. Условия существования решения задачи 
линейного программирования 

I. Введение. Пусть имеется задача линейного программи­
рования 

о/у4аЧ ... exbr , U.I-) 

где многогранник i i  допустимых решений задан в а-мерном 
пространстве Rrv системой 

L H , а . 2 )  
*V / *1 у kV \ 

Отождествим в дальнейшем точку А»(х , •• • > л. ) с ее ради­
ус-вектором, применяя для последнего то же обозначение. 
Тогда можно линейную целевую функцию задачи (.1.1») записать 
в виде скалярного произведения векторов А0 

= 1а<х> •••)%«.' и 

%*{х\ •• • ,у.к) t т.е. 

х  +  • • •* С^ 0 л
х  (.1.3) 

и задача (.1.1') записывается в1 виде 



(Ао'*)-^:шГ ил) 

В [2](стр. 188-189) было введено не ограничивающее общ­
ности предположение, что ранг матрицы коэффициентов системы 
(1.2) определяется ее первыми столбцами и равен ^>(1 <• 4 
i min было показано, что многогранник ii можно 
представить в виде 

U-U„ + V(R„J. (1.4) 
Здесь К является выпувяш многогранником ^-мерного под­
пространства (определенного уравнениями 
и задается системой 

1 
I l-'1 (1.5) 

для которой предполагается, что для каждого v справедливо 
Kui #0. Через V обозначено (rvfj-мерное век­

торное пространство, дополняющее V(fy) с до пол­
ного пространства V(Rrv) и имеющее базис {žjt =?-Н, 
составленный из базисных решений однородной системы 

V- 1 
(см. также [6J, стр. 116—118). 

Во множество определяющих элементов многогранника Ц 
входят кроме векторов + еще вершины ( (<,, 

)Ч> V/<) и направляюще векторы Ч) {*-*,-• i fr) fr* о, 
где при rv, = 0 — {4-)!f - Ф \ неограниченных ребер . многогран­
ника К- Если известны все определяющие элементы много­
гранника U, то известен весь многогранник: любую точку X 
из 1Л можно по формулам представления (см. [б], стр. 118) 
выразить в виде hi " 

X--E*u.\+-L Р>Л + Z. fcihl (1.6) 
тае J" 4lfM 

и предполагается, что 
»u.pV'O, -^iV00 (I'7) 

Л/ 

b.Vо, Lh^ - 0' 
В дальнейшем пользуемся обозначениями, введенными в [2J 

(стр. 192-193). Именно, через А (с нижними, а иногда так­
же с верхними индексами) обозначена некоторая подматрица, 
матрицы коэффициентов системы (1.5) или (1.2), а через А -
подматрица соответствующей расширенной матрицы. При этом 
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нижние индексы при А (или А ) указывают индексы строк 
матрицы или la-J, входящих в А (или Ä ), верх­
ние индексы вида alt означают, что ос-ый столбец заменен 

t-ым ,а,о) столбцом, а индекс вжда *. 
означает, что »-ый столбец пропущен. Через d с соответ­
ствующими индексами обозначен определитель (иногда с под­
ходяще выбранным знаком) матрицы А (или А ) и через j 
с такими же индексами - ранг рассматриваемой матрацы. На­
пример, для любой вершины Дц. многогранника U*, найдется 
последовательность индексов Н, - ,*ч),так чтобы 

V^(u) — V w  ' ' '  1  

*0 
%(U),1 ' ' ' alf(K),f I 

и координаты х* (<*=fr.. ,^) точки выражаются формулам* 
1 «МО. 

oi. _ а • -Ц(ц-) (1.9) 

-040 -dtA™"-  _ Sc<),4'"St11)»-'4(4ÜаЦ(Ч<*н• 
LK«) ЦП а^и)|1-? 

и ... = Ху = о (см.[2], предложение 1.7). Анало­
гично, при непустом множестве {У.»1) координаты (*»1,•••,?) 
каждого вектора получаются при подходяща! выборе ин­
дексов но 
формулам л ' 

^ - (1Д0) 

а $ =----^4-0. (см. [2], предложение 1.8). 
ß описанных обозначениях векторы Zt(t = f+<, можно 

записать в виде 

м1( <1)-^ , о,...,0,1,0,..,о),С1»11) 
«Ч. У 

где последовательность iиндексов из 
определяет некоторую произвольна фиксирован­

ную вершину 9С,, многогранника 1^, 
В изложении §2 важную роль будет играть подмножество 

множества индексов ."О, определенное для ^Юссиро-
ванной последовательности (h(u), •••, ^("-)) при &• iu)../ ,иМ) 
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следующим образом: 

^ I,(и)--.щи) ={i£iV'"i l nM ̂ "11,(11).. • (I.I2) 

Мы дадим аналитические признаки для существования реше­
ния задачи (I.I) на множестве точек (1.2). Они представ­
ляются в виде неравенств, которым должны удовлетворять оп­
ределители, составленные из коэффициентов системы (1.2), в 
частности (1.5), и координат вектора К, записанных во 
введенных выше обозначениях. 

Пусть 

Д„=тах (A„,3EJ, (1.13 А) 

А / "in IA0) Xu). _ (1.13Б) 

Известно (см. [б],ист'р.'^З!), что если задача (I.I), 
(Iv2) разрешима, то для задачи максимизации 

EXT Г (А 3£)=Д (I.I4A) 
X c U V  0 1  

а для задачи минимизации 

оГьТЛ • (LI4B) 

Отметим (см. [ЗГ, стр. 318), что если задача (I.I) яв­
ляется задачей максимизации целевой функции (А 0  3Q ;  то она 
имеет решение (I.I4A) только тогда, когда функция (Д, Д) ог­
раничена по крайней мере сверху на множестве точек %£ U. 
Если же (I.I) - задача минимизации функции (А<, Д), то она 
имеет решение (1.14Б) только тогда, когда функция (Ao(3t) ог­
раничена по крайней мере снизу на множестве точек Хч lt. 
Поэтому вопрос об условиях существования решения задачи 
(I.I) равносилен нахождению условий ограниченности (хотя бы 
односторонней) целевой функции (А 0  X) на множестве точек 
JUU. 

Вычислим с учетом введенных обозначений и формул (I.IO), 
(Г.II) величины lA0,4j), (A0|Zt) соответственно, для лю­
бых [х-1 и t = • , ъ. Именно, 

=-«ga . и) •• 

=o id»  

(A> * 2_ * bo/1 
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где 

<*t) 

Л0, 

(0= 

%(»),*• • 
VM 

jt 
^01 Щ a

0t 

%br),t 

В силу линейности целевой функции задачи (I.I), 
ее значение в произвольной точке 1Л выражается, 
том (1.6), (I.I5) и (I.I6), формулой 

(A0,1)=£^(A0,XUV 

(1.2) 
с уче-

1.У)-
tr 

M-lf (^(КГ).. .L(wp Хк/ч ̂ 04(W-) - U(Kr) 
^1.7)/От -

(1.Г7) 

К, 
И rv-

где выполняются условия (1.7). отсюда видно, что если из­
вестно множество определяющих элементов многогранника ре­
шений задачи (I.I), то для вычисления значений целевой 
функции в произвольной точке этого многогранника достаточно 
вычислить ее ч» значений (А,,-*«) в вершинах многогранника 

а также [Ц определителей (•» порядка ^ 
? определителей Л4

о1^,( . w порядка 
Для предлагаемых нами условии ограниченности функции (А„, X.) 
на множестве точек многогранника IX вычисляются только 
госледние упомянутые [V*-f определители. 

Замечание. Из (формулы (I.I7) следует го соглашению 
(1.8), что при пустых множествах т.е. при 
|Vi-о и f = функция (А0£) всегда ограничена на мно­

жестве точек многогранника U и тем самым задача (I.I), 
(1.2) всегда разрешима. 

2. Условия ограниченности линейной функции на сдеикад»-
ном подмножестве точек многогранника U при непустом (^}_ 

Подученные нами основные результаты будут сформулированы в 
виде предложений, подробные доказательства которых опус­
каются для краткости изложения. В некоторых случаях указы­
вается лишь общий принцип доказательства. 

Предложение I.I. Пусть задача (I.I), (1.2) такова, что 
для системы (1.2) справедливо ^. Пусть, кроме того, у 
многогранника Ч,, определенного соответствующей (1.2) 
системой (1.5), фиксирована некоторая вершина I«»',--М, 
которая соответствует последовательности (1,(*г),i ifMl 
индексов из (см. (1.9)). Функция(А»,30 ограничена 
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на множестве точек л 

4 £. Cl. 18) 
t*f+) 

тогда и только тогда, когда при всех t=f+*,.••, n, тлеют 
место 

(1.19) 

Для доказательства предложения достаточно учесть выра­
жения (I.18) и (I.I6), а также условия (1.7). 

Следствие I.I. Если при предположениях предложения 1.1 
для всех i= ̂  и, выполнены условия (I.I9), то зада­
ча линейного программирования (I.I), (1.2) эквивалентна за­
даче (I.I), (1.5). 

Другими словами, если выполнены условия (I.19), то для 
решения задачи (I.I), (1.2) можно ограничиться рассмотрени­
ем случая, когда многогранником допустимых решений будет 
U..C R», определенный системой (1.5) (см. [б], стр. 126-
127). 

3. Условия ограниченности линейной функции на множестве 

Н2215_М^£2£Е§нника_ Ü„. соответствующие необходимые и до­
статочные условия даются в виде двух предложений, сформули­
рованных отдельно для случаев ум и <^>Л-

Предложение 1.2. Для того, чтобы линейная функция [h0.\) 
была (хотя бы односторонне) ограничена на множестве точек 
многогранника К», заданного системой (1.5) при Р =1 (т.е. 
aL ( ио ), необходимо и достаточно, чтобы aC( 4-Q иf кроме 
того, выполнялось одно из следующих условий: 

1. р-4 = 0) 
2. (Ц = 4, egn а,6| ^ 6SnC4,i ; 
3. s«n а 6 4  - -egn a-,,, j 

где последовательность-индекс (ч) удовлетворяет условиям 
предложения 2.3 из [2], т.е. определяет направляющий вектор 
голу прямой U,. При этом в случае I функция (А,,*) ограничена 
как сверху так и снизу; в случае 2 ограничена только сверху 
и в случае 3 - только снизу. 

Предложение 1.3. Линейная функция (А 0,Э£) ограничена (хо­
тя бы односторонне) на множестве точек многогранника за­
данного системой (1.5) при ^ ) 2 и ненулевом А0 = (л0,, • • • Д,?), 
тогда и только тогда, когда выполняется одно из следующих 
условий: 
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1°. либо рч = 0, либо [I-,*0 и для каждого 4- <1, • • •, JW 
справедливо =  

ü; 
2°. при (v,*0 существует по крайней мере один ie)< (•••,[!,} 

так, что d . ^0 и для каждого IM,---, Р-< 
либо -il-w  

(oi =  °) (1.20 А) 
либо ' " 

88nct,o,,
4U)-"jvW= egni^jt9U«tV- ^,20Б\ 

З и. при jv, *о существует по крайней мере один ö6{1z-",pi) 
так, что Л,-.,. • м>о и для каждого ,а, 

Uiiiü/ - - -ь ' I 
либо ' ^ 

"°, С 1,21 А) 
либо 1 1  d  

6gn ~sSnctjCDjjHJ"^I*2IE) 
где j, И), ()), j (d; удовлетворяют условиям предло­
жения 1.8 из [2], т.е. определяют различные направляющие 
векторы U-i J f 1*) неограниченных ребер много­
гранника IV При этом в случае 1° функция (A 0 j  3L) будет 
ограничена как сверху так и снизу, в случае 2° она ограни­
чена только сверху и в случае 3° - только снизу. 

Отметим, что в силу замечания, сделанного в конце пер­
вого пункта, первая половина условий случая 1° является 
тривиальным. Она включена в предложение для целостности из­
ложения. Доказательство остальных основывается на формулах 
представления (1.6) точек Зе. Ц с  и выражениях (I.I7) при 
условиях (1.7). 

§2.  Признаки экстремума линейной целевой функции 
в фиксированной вершине многогранника К,„ 

^_§водные_замечания. Пусть дана задача (I.I), (1.2) и 
известно, что эта задача разрешима, т.е. либо ^- KV И (V,-O (  

либо выполнены условия предложений I.I, 1.3 (или 1.2). Те­
перь мы дадим аналитические признаки для того, чтобы значе­
ние (Ао, Ih-) целевой Функции (I.I) в некоторой гУиксирован-
ной вершине {Л и| u*4 t... (у, у многогранника U„, за­
данного системой (1.5), являлось экстремальным, т.е. дадим 
условия для того, чтобы 

3SS 
Целесообразно напомнить некоторые определения и резуль­

таты из работы 12]. Рассмотрим неупорядоченную последова-
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тельность, состоящую из у различных индексов где 
ui, • • • I 4 € \1 > " ''т ) и обозначим ее через (ч, • • •, ). 

Определение 2.1. Неупорядоченная последовательность 
0 - 1 1 - •  • ,  i - j )  н а з ы в а е т с я  J - в ы р о ж д е н н о й ,  е с л и  ^  ̂ = р  и  
существует точно J значений индекса 
таких 1 что (здесь 3 = о,..., m-j ). Число J 
называется порядком вырожденности последовательности 
. .,1$) и обозначается через При когда мно­
жество 1^) является пустым, считает­

ся wü-
Определение 2.2. Пусть неупорядоченная последователь­

ность является J-вырожденной. Такая пос­
ледовательность (ч Ц) называется Х-допустимой, 
если существует точно # значений индекса 
таких что egn sgn (здесь 
учитывая (1.12)). Число J< называется порядком допустимос­
ти последовательности (w, • ••, ^) и обозначается через 
X: • . При Л;.,.- * *l-f I когда множество {<%••• 

Г"Л ' t 1 ' . я в л я е т с я  п у с т ы м ,  с ч и т а е т с я  L  - О .  
Предложение 2.1. Пусть последовательность (w , - • • , ^ ) 

такова, что Однозначно определенная точка 3(.^ . 
пересечения гиперплоскостей , заданных уравнениями 

С2Л) 

является вер«ной многогранника U0| заданного системой 
(1.5), тогда и только тогда, когда порядок вырожденности и' 
порядок допустимости последовательности (ц •• • - • ^ удов­
летворяют условию 

По предложению 2.1 вершины д») многогран­
ника Но-, заданного системой (1.5), будут определены после­
довательностями li, 14, ^м)), удовлетворяющими ус­
ловию Хи - I где для краткости обозначено 
= Xi(л)=Хи- При этом по (I» 12) имеет место 

« тем самым ^I 
Пуоть фиксирована вершина \ У.и I ,47. оп­

ределенная последовательностью (С, (w-Ц М) с • 
* Xv1 ^-(-Рассмотрим мюжество векторов {At *(a i( ,a i f)| et 
t .^г'Если отличен от нуля, то может случиться, 
что некоторые из этих векторов А;, имеют пропорциональ­
ные координаты. Выберем из каждого класса векторов А. с 
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пропорциональными координатами по одному вектору и обозна­
чим их через = (c4-l«v ' *"> <Ч.-1*м), t,. 
В силу Л-ц{иГ)... справемиво 

f 4 11 * 3w , 
и поэтому можно считать, что 

1Аиип1а*''-"-?'ЫАм*г)1г=,."'<гЛ. 
Отсюда следует, что из векторов •••,*,<) можно 
составить по крайней мере один базис ^-мерного простран­
ства, содержащего многогранник U0. Следовательно, при г,>^ 
любые н из них, а тем более множество векторов 
^A0)Afc^tt,jK=1, ••. образуют линейно зависимые сис­
темы. Последнее утверждение записывается в ивде 

где (t<it-..+ |CV( |^о, так как A 0 f o .  
Фиксируем некоторый базис {А^^к-fWA^iurjl г= 

-1...^, соответствующий последовательности (^(иг),...,*^)) 
с dx<(ur)...АО, и вычислим координаты векторов А0 и 
Ац.((Г) в этом базисе. Выражение (2.2) принимает вид 

Ae-ilXw' ( 2- 3 )  

где а для Afcv.(ur) имеют место выражения 

(2.4) 

В координатной записи как (2.3), так и каждое выражение 
(2.4) представляет собой линейную систему уравнений для 
определения, соответственно Ь и Äj. (г-1, • >v<) с отлич­
ным от нуля определителем &х Решением системы 
(2.3) будет в описанных нами обозначениях 

1% [- i f ' '  iWžbjsSfliuaw ) 

или, что то же самое, 

С - О, *,iur)6. {«,(*),-.,% («1}\ }*,и, («-)}, 
Для какдого <-.1,. . . ,  V, система (2.4) имеет решение 

>°* x,i"i A x (2.6) 

Введем обозначение 
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! 
V* rS 
*г,(и • • • /4r,(v') 

тогда 
• • • > (̂un 

(2.7) 

^Kv<tw|--• K^(W) "Le^iv) •• 4^(w) • . ,XS(»-) (2.8) 
при любых (ur)) . . . J -fcy (IV). 

Из векторов (ьг^) можно выбрать не более 
С[ базисов {Ах<(и, • •-, А* .„-/у и для каждого из них 
справедливы (2.5) и (2.6). Если базис уже фиксирован, то 
для вычисления как £ так и всех серий . 

надо вычислить у определителей по­
рядка f. 

2. Условия существования экстремума в фиксированной 
вершине многогранника U0. Предлагаемые нами условия яв­
ляются необходимыми и достаточными для того, чтобы значение 
W*w) целевой функции (Ад, 36) в вершине %we К являлось 
решением задачи 

'А0Х)—*- extr 
1 ' 3UK» 

при условиях предложения 1.3. При условиях предложения I.I 
оно же будет решением задачи (I.I), (1.2). 

Предложение 2.2. Пусть ..^(кГ) является 
некоторой вершиной многогранника заданного системой 
(1.5) при ?Н и АLl(„r,... ̂ {Иaa<(ur)... ̂ (krf-o)с 

Если можно выбрать последовательность (х4(kr),... 
• »Л5(иг))с^1(и1...^ с ^(«и-ХрМ?0 так, чтобы 
для каждого <*=-( ,•••,£ выполнялось одно из условий 

^оэслМ-. • • з«^(И ~Ci ( (2 S) 
sgri (baxt{M) • »<?(иг) ®Sn ,<f (iv)' 

то имеет место (AOJ0tw)-Ao - Если же можно выбрать (х,М, ... 
... ,эс?(иг)) с Ait, iur)...i?(w) с так' Чтобы 

для каждого * - -i , р ? выполняется одно из условий 

^о*4 (1*1 • • • <*» W (W-)'0' Л ^ 2 ю) 

s^^OX-.Cr)- - Х?(И~ 1 Sgn 

т о  с п р а в е д л и в о  - 1 А 0 * 6 »  •  И м е е т  м е с т о  и  о б р а т н о е :  е с л и  
Функция 1А0,Х) имеет в вершине много­
гранника U0 максимум (минимум), то существует последова­
тельность (эедкг), I Мц(ЦГ|...;?{нг» с, Лллиг),. ̂ {1АГ)*о 
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тах, чтобн выполнялось (2.9) (соответственно (2.IO)). 
Замечание I. Если одновременно существуют последова­

тельно стж, для которых удовлетворяется соответствен»,(2.9) 
* (2.10), то ^о" bto этом случае U0 является едшезнач-
не определенней течке* пространства ). 

Замечание 2. При ^ считаем VfW 
Е (*"|),есл* вершна тиюгогранни— 
ка* Uec определена па следовательно стъс (««< С^")), удов­
летворяюще* условж» предложен*! 2.1. 

Здесь мы воспользовались обозначениями (I.I3). Отметим, 
что для проверки условий (2£9) жлн (2.10) требуется ВЫЧИС­

ЛИТЬ не более {<£, определителей 
порядка у.- Доказательстве предложения основывается на 
двух леммах, которые следуют из введенных определений и 
фориул (I.ie), (1.15), (2.3), (2.8). 

Лемма 2.1. Пусть многогранник Uot заданный системой 
(1.5), имеет размерность CK <U*tC0£^ Тогда из произ­
вольно фиксированной вершны многогранника 1Л0 выходит 
по крайней мере die 14, ребер (ограниченных или неогра­
ниченных) с направляющими векторами ((Г)) 4'(ИЯ*>•••>|*« Ю, 

^Жпбая точка ЭК U0 представима в виде 

%•' У-Ы* ^l'(kr) ' ^0. (2.II) 

Лемма 2.2. Пусть многогранник U0 задан системой (1.5) 
в ^-мерном пространстве, и в последнем фиксирован ба­
зис {A3v(krJ|<*. = 4,...,^Тогда значение функции f А„,*) в 
любой вершине 3fcu (а* 4,...,\) выражается формулой 

t (Ao Л«) ' (Ao,X*r)- I[V)-.. (w) I (<*)£*, (2.12) 

где [!>*(<*)* О, а А* вычисляются по (2.5). 
Нами выработаны алгоритмы для решения задачи (I.I), 

(1.2) с учетом условий предложений I.I-I.3 и 2.2. Они яв­
ляются модифскациями алгоритма, который выработан нами для 
нахождения всех определяющих элементов многогранника U, 
заданного системой (1.2). Последний алгоритм основывается 
на результатах работы [2]. 
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UraURSB PLüSEBRIlCSÖLBSANDK LAHENDÖTaSTISÖIMUSTEST 
К. Riives 

R e s ü m e e  

Kasutades töö [2] tulemusi, on antud analüütilised tunnu­
sed ae Heilt#, et üldine lineaarne planeerimisülesanne omate 
lahendit. Vaetavad tunnused on tarvilikud ja piisavad ning 
nad esitatakse võrratuetena, mida peavad rahuldama determi-
nandid, mille elementideks on peale slhifunktsiooni korda­
jate ka lubatavate lahendite hulktahukat määrava võrratuste 
süsteemi kordajad. Lõpuks on antud analüütilised tunnused 
määramaks, kas fikseeritud punktis sihifunktsioon saavutab 

ekatreemumi või mitte. 

COBDITIOHS FOR SOLVABILITY OF A LIHBAR PROGRAMMUJG PROBLEM 
К. Riives 

S u m m a r y  

Using the results of [2]^ we give analytic co*4i-

tione for solvability of a linear programming problem. The 

conditions are necessary and sufficient. They are presented 

in the form of algebraic conditions for the determinants, 

whose elements are coefficients of objective function and 

coefficients of the system of constraints determining the 

polytope of solutions of the problem. Finally we give ana­

lytic conditions for the extremue of the .objective function 
in the fixed point of the polytope. 
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