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Eessona.

Kiesolev raamat on moeldud neile, kes alustavad mehaanika
stuudiumi staatikaga, eeskitt meie korgema tehnilise oppeasutise
esimese semestri iiliopilastele. Raamat eeldab, et lugeja tema
labitootamisele asudes valdaks elementaarset matemaatikat giim-
naasiumi tavalise kursuse ulatuses, ning edaspidi, roobiti staati-
kaga, tutvuks jark-jargult ka ruumilise analiiiitilise geomeetria
elementidega ning paralleelprojektsiooni votetega.

Silmas pidades just algajaid, on vajalikud matemaatilised
mottekidigud raamatus kisiteldud tisna elementaarselt ja vordle-
misi detailselt, et kergendada lugejale jialgimist. Sellega on tahe-
tud voimaldada ka isoleeritud isedéppijale produktiivset tootamist.

Sisuliselt on aine raamatus késiteldud tildise mehaanika seisu-
kohalt, eelastmena tehnilise mehaanika stuudiumile; eksperimen-
taalset kiilge pole puudutatud. On pittud tutvustada lugejat
moistetega ja meetoditega elementaarses ulatuses nonda, et see
annaks teatava teadmiste raudvara ja iihtlasi juhiks oppija tahele-
panu vajadusele arendada ruumilise kujutlemise voimet, arvuta-
mise kindlust ja oskust moelda mehaanika kujutel-
mades. Olulist tidhtsust omab seejuures harjutusiilesandeis
pakutud materjal. Lugejale olgu soovitatud neis iilesandeis nou-
tud arvutusi alati ldbi viia 16puni ega kohkuda vésitava arvutus-
t66 ees. Neil eeldustel kiesoleva kursuse tosine ldbitéotamine
peaks 6ppijale tasandama teed korgemate palade juurde.

Autor.






Sissejuhatus.

§ 1. Mehaanika liigitamine. Mehaanika aineks on kehade
liikumise ja tasakaalu seadused. Muutusi keha litkumises voi ka
kujus seletab mehaanika t un gide mojuga. Subjektiivselt annab
tung ennast tunda témbe vo6i surve niol niiteks raskete esemete
kandmisel; sddrast tungi kompenseerime ehk, nagu mehaanikas
oeldakse, ,tasakaalustame siis lihaseid pingutades. Kogemustest
on teada, et lihaste pingutamise véimel on piir, mille iiletamisel
vastava raskuse kandmine osutub véimatuks. Analoogiliselt arves-
tab mehaanika mone ehitise (niiteks silla) koormamisel samuti
kompenseerivate pingete tekkimist, millede piir oleneb ehitiseks
kasutatud materjali vastupidavusest. Osutub koormus mones
kohas liiga suureks, siis tekivad rikked, mille tagajérjeks voib
olla ehitise kokkuvarisemine.

Tunge kompenseerivad pinged avalduvad ise jélle tungidena.
Tiieliku kompensatsiooni saavutamise puhul 6eldakse, et keha on
tasakaalus. Mehaanika eripeatiikk staatika kisitleb just
tasakaalu kiisimusi, selgitades tungide matemaatilise analiilisimise
votteid ja pohjendades noudeid, mida tuleb rahuldada tasakaalu
saavutamiseks. Tungide méju litkumisele uurib mehaanika tidht-
saim eriosa — diinaamika. Liikumise seadusi omaette, ole-
nemata tungidest, kisitleb eripeatiikk kinemaatika.

Mehaanikat véib késitella, rohutades eeskiitt katselisi tule-
musi, fiilisika eriosana. Sel puhul koneldakse ,katselisest ehk
,,eksperimentaalsest* mehaanikast. Moodsa katselise mehaanika
loojaks on Galilei (1564—1642). Léhtudes katseliselt piisti-
tatud pohilausetest voib aga mehaanikat késitella ka formaalsete
matemaatiliste deduktsioonide najal, laialt rakendades matemaa-
tilise analiiiisi votteid. Siirase ,,teoreetilise (ka ,,ratsionaalse®)
mehaanika rajajaks on Newton (1643—1727); teoreetilist
mehaanikat on arendanud ja siivendanud esijoones prantslased
Lagrange (1736—1813), Laplace (1749—1827) jt.



Tehnika arenemisega on Poncelet (1789—1867) ja
Coriolis’e (1792—1843) mojul omandanud suure tihtsuse
»tehniline mehaanika, s. 0. mehaanika sddrane kiasitlusviis, kus
silmas peetakse esijoones inseneriteadusi, niiteks ehitiste konst-
ruktsioonide vastupidavuse kiisimusi (Culmann, 1821—1881).
Vastandina tehnilisele mehaanikale kutsutakse teoreetilist
mehaanikat siis ka ,,ildiseks* mehaanikaks. Kiesolevas raama-
tus tulevad kone alla staatika alged iildise mehaanika seisu-
kohalt.

§ 2. Tungiiihikud. Fiiiisika seisukohalt saab tunge mitmeti
liigitada nende loomuse poolest, koneldes niiteks elastsuse tun-
gidest, elektrilistest tungidest ja teistest. Téahtsaks, inseneri
konstruktiivses t60s enamasti eeskiitt arvesse tule-
vaks tungi eriliigiks on kehade raskus.

Tungide suurusi saab omavahel ,,Staatiliselt*
vorrelda paljudel juhtudel vedrukaalude (diinamo-
meetri) abil (1. joon.). Sel puhul loetakse kaks
tungi vérdseks, kui nad samades oludes sama
vedru juures esile kutsuvad sama pikenemise.
Inseneriteadustes (tehnikas) on kombeks tungide
vordlusel tungiiihikuna tarvitada kilo grammi
(kg), v6i suuremate tungide puhul tonni (t;
1 t=1000 kg). Tehnika kiisimuste jaoks kiillal-
dase tdpsusega v6ib lugeda tuﬁgi 1 kg vordseks
1 liitri vee raskusega; 1 t oleks seega iihe kant-
meetri veel kaal. kg ja t on nn. tehnilised
tungitihikud.

Fiitisikalistes uurimistes on otstarbekohasem kasutada teis-
sugust tungitihikut, mis rajatud mitte staatilisele raskusemoistele,
vaid diinaamikas kisiteldavale kiirendusele. Selles nn.
absoluutses ehk CGS-siisteemis (Sentimeeter-gramm-sekund-
stisteemis) on tungiiihikuks d ii ii n (Dyn), s. o. tung, mis annab
massilel gramm (g) 1 sekundiga (sec) kiiruse kasvu 1 senti-
meetri vorra sekundis. Massi 1 g sisaldab seejuures 1 kantsenti-
meeter (cm®) puhast vett (tdpsemalt 1,000027 cm3) 4° C tempe-
ratuuril ja normaalréhumisel. Tung 1 kg vastab 980 665 diiiinile.
Ummarguselt on 1 diiiin umbes vordne 1 milligramm-raskusega.

Markus: Nimetused »gramm® ja ,kilogramm on roobiti
tarvitusel kahes erinevas méttes: tehnikas nad tdhendavad

1. joonis.
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raskust, fiitisikas aga enamasti massi. Mass on keha asen-
dist olenematu, raskus aga oleneb geograafilisest laiusest ja kor-
gusest merepinna suhtes. Massil 1 kg on raskus 1 kg laiusel
45° merepinnal, — mujal on sama massi raskus pisut erinev.

§ 3. Tungide matemaatiline iseloom. Tungide tasakaalusta-
mise kiisimustes ei piisa iiksnes tungide suuruste teadmisest, sest
vigagi oluliseks osutuvad veel tungide rakenduspunktid ja suunad.
Nii niiteks saab tugevasti koormatud kangi tasakaalustada juba
vordlemisi viikese tungi abil, andes viimasele sobiva suuna ja
rakendades teda parajal kohal. Matemaatilises keeles véljenda-
takse seda nonda, et tunge tuleb mehaanika probleemide lahen-
damisel kisitella vektoritena, s. o. matemaatiliste moiste-
tena, kus koos on arvestatud 1) suurust, 2) rakenduspunkti ja
3) suunda. Piltlikult on otstarbekohane sddrast tungivektorit
kujutella noolena, mis algab vastavas rakenduspunktis, omab vas-
tava tungi suunda ja sisaldab parajasti niipalju pikkusiihikuid,
kui palju tung sisaldab tungitihikuid.

Tuleb silmas pidada, et mitte iiksnes tungid, vaid ka paljud
teised moisted (nditeks kiirus ja kiirendus) omavad vekto-
riaalse suuruse (vektori) iseloomu. Kboikidel neil juhtudel
saab kasutada mainitud noolkujutist. Vektor on seega iildisem
moiste kui tung; ainult erijuhtudel on vektoriks just tung.

Vastandina vektoritele kutsutakse suurusi, mis sisuliselt pole
seotud suunaga (nagu niiteks mass, temperatuur) skalaar-
seteks ehk skaalariteks. Mass 1 kg on skaalar; raskus
1 kg on vektor.

Harjutusiilesandeid.

1. Telliskivi laius on pool tema pikkusest ning paksus pool
tema laiusest; erikaalu 2,6 puhul kaalub ta 11 naela. Arvutada
telliskivi mootmed.

2. 4 m pikk malmtoru (erikaal 7,25), vilise ldbimooduga
17 cm, kaalub 145 kg. Arvutada toru seesmine 1dbimoot.

3. Vedur annab rongile, mille raskus 400 tonni, ihe minu-
tiga kiiruse 30 km tunnis. Kui suur vidhemalt peaks sel puhul
olema veduri poolt arendatud tombetung?

i



4. Kui suur peaks olema vesinikuga tididetud sfaarikujuline
ohupall, et ta suudaks kanda 400 kg bruto?

5. Ule ploki on visatud noor, mille otstele on kinnitatud iihelt
poolt raskus 1 kg, teiselt poolt natuke suurem raskus P. XKui
suur peab olema P, et vihid kolme sekundi méddumisel oman-
daksid kiiruse 50 cm sec—!? (Ploki ja n6ori mass ning hoordu-
mine jadgu arvestamata.)

12



I. Vektorid.

§ 4. Vektorite liitmine. Suure tidhtsuse tottu, mida vekto-
rid omavad mehaanika probleemides, tutvume kdoigepealt vekto-
rite moningate iildomadustega, ajutiselt tihele panemata jittes
nende vektorite fiilisikalist tdhendust, s. o. mitte peatudes selle
juures, kas need vektorid kujutavad tunge, kiirusi voi midagi
muud.

Vektoritega saab samuti nagu arvudega (skaalaritega)
teostada mitmesuguseid tehteid. Algeliseks vektortehteks on

samas punktis rakendatud vektorite liitmine iiheks
uueks vektoriks sama rakendus-
punktiga.

Olgu (2. joon.) punktis O raken-

— —
datud 2 vektorit OA ja OB (séddrase
kirjutusviisi puhul on noolega vihja-
tud vektori suunale). Selleks, et liita

— —>

vektoriga OA vektor OB, tombame
AC || OB ja votame pikkuse AC vord-
sena pikkusega OB vektorile OB vas-
tavas suunas. Sellega on punkti C asukoht iiheselt méédratud.

1 7 SRr o
Vektor OC loetakse siis vektoriga OA vektori OB liitmise tule-
museks.

>

Y

2. joonis.

Kui oleksime vastupidises jarjekorras tahtnud Vektoriga_aﬁ
—
liita vektori OA , siis sama eeskirja kohaselt oleksime pidanud

tombama BC’ ||OA ja votma BC’' = OA vektorile _O_Z vastavas
suunas. Sel teel leitud punkt C’ peab aga kindlasti langema
varemleitud punkti C kohale, sest OACB on roopkiilik ja seepérast
tingimata just BC || OA Ja BC — OA Tulemusena oleksime seega

saanud, liites vektoriga OB vektori OA jalle endise vektori OC

13



— — —>
Seda kahel viisil saadavat vektorit OC kutsutakse 04 ja OR vsi

O‘B> ja 0—741) summ aks, ehk, kui tihtis on rohutada, et tegemist
on just vektortehtega, vektoriaalseks Summaks., Sim-
bolites kirjutatakse:

—_— —> —> —
OC=0A 4+ OB=0B 4 04 . (1)

Sageli tdhistatakse vektorit liheainsa, siis aga enamasti gooti

— — —
tdhega. Téhistame 04 — Y JIOB — B IS@QEE , Siis 2. joonise
kohaselt

@:9[—}—23:23—}—%. (2)

Summa € esineb vektorite 9 Ja B kaudu méidratud parallelo-
grammi OACB diagonaalina, kusjuures oluline on, et kéik kolm
vektorit on rakendatud selle parallelogrammi iihes ja samas tipus.
Kirjeldatud vektorite liitmist kutsutakse sageli , liitmiseks paral-
lelogrammi seaduse alusel®,

Vaatleme niiiid tildjuhtu, kus iihises punktis O on rakendatud

s e e
mitte enam kaks, vaid # vektorit OA,.= U, , OAT — 9.

52,, =%, (3. joon.). Need vektorid ej tarvitse asetseda iihes
tasapinnas, vaid véivad omada
Usna meelevaldseid suundi ruu-
mis. Parallelogrammi seaduse
alusel voime liita vektoreid A, ja
9, tiheks uueks vektoriks S; ; sel
viisil saame siisteemi, mis koos-
neb n—1 vektorist &, o Wz W,
--» A ,, mis koik rakendatud iihi-
ses punktis O. Liidame niiiid S,
ja U; parallelogrammi seaduse
alusel uueks vektoriks &, , Saame
B, SBomis. slisteemi, mis koosneb ainult
n— 2 vektorist &;, W, SR L
Séérast toimingut Jatkates jouame 16puks kahest vektorist PG
%, koosneva siisteemini. Liites need iilejasinud 2 vektorit, saame
liheainsa vektori & n- Sel viisil saadud vektorit € , kutsutaksegi
késiteldud iildjuhul punktis O rakendatud vektoritekogu 9, ,
‘212,...,9{,,summaks:

@,,:%1—}—?[24—---—}—?[,,. (3)

c ey

14



Hiljemini (§ 10) veendume, et tulemus &, ei olene jiarjekorrast,
milles kirjeldatud toimingu puhul vektorid %, A, ..., A, (liide-
tavad) on kasutatud.

§ 5. Komponentide ahel. Osutub moéni vektor & teatavate
samas punktis rakendatud vektorite 9%;, A., ..., A, summaks,
siis kutsutakse neid liidetavaid 9%;, ..., %A, ka vektori &
komponentideks. :

Punktis O rakendatud komponentide liitmiseks peaksime § 4
selgitatud toimingu kohaselt koigepealt vétma (4. joon.) PP,
paralleelselt ja vordselt vek-

toriga A,; tihendusnool 5_)1’2
(joonisel miarkimata!) kuju-
taks siis A + .. Et selle

vektoriga 61_52 = &, niiiid liita
9, , peaksime punktist P, lih-
tudes tombama P.P; paral-
leelselt ja vordselt vektoriga

—
s ; OP; kujutabki siis sum-
mat &, 4 3. Kirjeldatud
viisil edasi sammudes saa-
me jark-jargult murdjoone )
ORPIR, .o Py P, A Jontn
kus P,_,P, on paralleelne ja
vordne viimase komponendiga 9,. Koikide komponentide sum-

4
e

—
maks & osutub OP,. Selle summa & leidmiseks piisab murd-

joonest OP;...R ; osasummade &’2, b—l—;_.; ... valjajoonestamine
oleks iilearune. Murdjoont OP;...P, nimetame komponentide
Wy, s, ..., A, kaudu midratud ahelaks ehk lithidalt —
komponentide ahelaks. Komponentide ahela iiksikud liilid (kiiljed)
OP,, PPy, P,P;, ..., P, P, on vastavalt paralleelsed ja vord-
sed komponentidega %A, Ao, ..., A,. Komponentide ahel on
tasane, kui koik komponendid asetsevad iihes ja samas tasapinnas,
muidu mitte. Uhendades ahela alguse O ahela 16puga P ,, saame

ahela sulgeja G = O_P: Ahel koos oma sulgejaga moodustab
kinnise hulknurga OP.P,...P ,0. Selle hulknurga tegelikuks
kujutamiseks juhul, kus ahel pole tasane, tuleks rakendada kuju-
tava geomeetria votteid. Summa A; + --- + A  médramisvotet

15



komponentide ahela kaudu nimetatakse ka vektorite liitmiseks
»hulknurga pohiméttel“. Erijuhul, kus komponentide arv on
vaid 2, saame kolmnurga (5. joon.); kujund on siis tingimata
tasane. .

Olgu iimberpsordult alul ette antud mingi vektor E-Z i

; Joonestame meelevaldse ruumilise

murdjoone, mis algaks punktis O

ja 10peks punktis P, . Télgenda-

des seda murdjoont komponentide

ahelana, véime tema jirgi mii-

5 joonis, rata punktis O rakendatud vekto-

rid %, As, ..., mis paralleelsed

ja vordsed ahela iiksikute lillidega OP;., P.,P,, ... . Niiviisi

saadud vektorid %;, %A, ... osutuvad siis kindlasti vektori & kom-

ponentideks. Viimast toimingut, mis moodustab liitmise poord-

tehet, kutsutakse vektori @ lahutamiseks komponentideks.
Komponentide arvu véib seejuures meelevaldselt ette anda.

§ 6. Vektori lahutamine komponentideks eritingimustel. Ette-
antud komponentide arvu puhul saab antud vektorit & ikkagi
veel Iopmata mitmekesisel viisil

] S komponentideks lahutada, sest

/ )-"-"4'-}.\ \~\ e komponentide ahela kuju jaib
g i e 0 i veel lisna meelevaldseks. 6. joo-
e \‘\9 5 nisel on kujutatud niiteks 4 eri-
0\ 6 € e nevat ahelat OAP, OBP, OCP,
e el ODP, milledest igaiiks ise-

moodi méadrab vektori 07; lahu-
tamist kaheks komponendiks.

Teatavate lisanduete juurdevétmisega véib saavutada seda,
et vektori lahutamine komponentideks toimuks iihesel viisil.

Staatika kiisimuste puhul esinevad siiraste lisanuetena sageli
jargmised:

1) Lahutada & kaheks komponendiks, milledest ii k s, litleme
A, on meelevaldselt ette antud. Sel puhul on kolm-
nurgas OAP (7. joon.) punktide O, A ja P asukohad kindlad; et
teine komponent B peab olema paralleelne ja vordne liiliga AP,
siis on ta gellega méadratud tiheselt. Otsitavat komponenti B

16



kutsutakse sel puhul vektorite & ja % vaheks (diferentsiks):
B=6—U. (4)

Joonisest ilmneb, et sama B oleksime saanud ldhtudes ahelast
OBP, kus BP on paralleelne ja vordne antud vektoriga 9.

SERhtads €  kalgla BRI L
komponendiks,millede siht-
sirged (kandesirged) a ja
b ldbi O on ette antud (a ja
b peavad siis tingimata aset-
sema koos vektoriga & sa-
mal tasapinnal). Jillegi on 0 B
sel korral ahelas OAP punk- T T
tide O, A ja P asukohad AYHIAR
médratud tiheselt ja selle tagajdrjel ka molemad komponendid
A ja B samuti midratud iiheselt (8. joon.). Seda toimingut nime-
tame liihidalt vektori lahutamiseks ,,kahes antud sihis“. Koige
sagedamini esineb sel puhul rakendustes erijuht, kus need kaks
sihti on teineteisega risti.

3) Lahutada & kolmeks komponendiks, millede etteantud
3sihtsirget a, b ja c 1dbi O ei asetse iihel tasapinnal. Kiisi-

8. joonis. 9. joonis.

muse lahendab sel juhul ruumiliselt méeldud 9. joonis. Kolm
sirget ¢, b ja ¢ midravad rooptahuka OADBCEPF , mille diago-

3 —_
naaliks on OP =@&. Otsitavateks komponentideks osutuvad

— — -
OA =%, OB=%B, OC=E6. Samast joonisest ilmneb, et ahe-

2 J. Nuut, Staatika alged. X 17



laid, mis vastavad noéuetele, ja mille iihiseks sulgejaks on 53,
leidub 6, nimelt OADP , OAEP, OBDP, OBFP, OCEP, OCFP.
Nad kujutavad A, B ja € liitmist vastavalt kuues voimalikus
jarjekorras:

AN+B+€C, A+C+B, BH+A+CE, BLEC+A, C+A+ B,
C+B+U.

Igal juhul on summaks iiks ja sama vektor O_P>: & . Toimingut
sel juhul nimetame lithidalt vektori lahutamiseks ,,kolmes antud
sihis*. Koige sagedamini esineb rakendustes erijuht, kus need
kolm sihti on omavahel ko6ik paarikaupa risti, s. t. kus roop-
tahukas osutub risttahukaks.

§ 7. Koordinaatteljestikud. Mehaanika probleemide uuri-
misel on viga
paljudel juhtu-
del otstarbe-
kohane raken-
dada analiiiiti-
lise geomeetria
meetodeid, vot-
tes abiks 3 ko-
ordinaattelge,
mis omavahel
ko6ik paarikaupa
risti. Neid telgi
nimetatakse siis
jarjekindlalt z-, y- ja z-telgedeks. Seejuures on aga telgede nime-
tuste valikus ruumiliselt veel kaks oluliselt erinevat voéimalust,
nagu need kujutatud 10. joonisel: iihe puhul koneldakse vasak -
poolsest (joon. 10a), teise puhul parempoolsest teljes-
tikust (joon. 10 b). Tahendagu kiie esimene sérm (poial) z-telge,
teine y-, kolmas z-telge, siis saame vasema kie sdrmedele anda
vasakpoolse, parema kie sormedele parempoolse teljestiku kuju
(11. joon.). Vasakpoolset teljestikku eelistavad prantsuse (ja
vene) autorid, parempoolset — inglise ja saksa omad; sellepérast
koneldakse sageli ka vastavalt prantsuse ja inglise teljestikust.
Katse niitab, et pole kuidagi véimalik paigutada vasakpoolset
teljestikku parempoolsele nonda, et vastavate tihtedega nimeta-

10. joonis.
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tud telgede positiivsed suunad koik korraga vastavalt iihtiksid.
Kui aga telgedele anda nimed z, ¥y, z monel teisel, 10. joonisest
erineval viisil, siis sddrast uut teljestikku saab alati poorata nii-

11. joonis.

sugusesse asendisse, et ta langeks iihte kas teljestikuga joonisel
10a, voi aga teljestikuga joonisel 10 b, tidhendab, iga teljestik
osutub tingimata kas vasakpoolseks vdi aga parempoolseks.

Uhtluse mottes on kéesolevas raamatus edaspidi jirjekindlalt
tarvitatud parempoolset teljestikku.

Tasapinnaliste kiisimuste uurimisel véib piirduda kahe, nii-
teks x- ja y-teljega, jéttes z-telje lihtsalt #ra. Neile telgedele
~ antakse siis enamasti 12. joonisel kujuta-
tud asend. Vajaduse korral vdib sellele Y
lisaks alati veel kujutella joonisel puudu-
vat z-telge, risti joonise tasapinnaga
labi O. Parempoolse teljestiku puhul
peab see z-telg siis suunatud olema vaat-
leja poole; vasakpoolse teljestiku eelista-
misel viiks z-telje positiivne suund vastu- 0
pidiselt vaatlejast joonise tasapinna taha.

Koordinaatide «lgust, s. t. punkti,
kus koordinaatteljed omavahel 16ikuvad, tihistatakse harilikult
tihega O (origo = algus). Alguse O asukoha ja telgede sihid
piititakse valida nénda, et see voimalust mooda holbustaks antud
kiisimuse ,,analiiiitilist* kisitlemist.

12. joonis.

§ 8. Vektori projektsioonid telgedele. Olgu antud méni
meelevaldne vektor . Valime tema algpunkti O koordinaatide
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alguseks ja paigutame 1dbi O {isna juhusliku koordinaatteljestiku.
Lahutame P komponentideks nende kolme koordinaattelje sihis
(13. joon.). Neil komponentidel on siis teatavad pikkused, mida
saab iseloomustada veel pluss- v6i miinus-markidega, soltuvalt
sellest, kas vastava komponendi suund langeb ilihte vastava telje
positiivse suunaga, voi aga osutub vastupidiseks. Sel teel saame
iga vektori P puhul kolm arvu, mida tdhistame niiteks
X, Y, Z; igaiiks neist arvudest voib osutuda kas positiivseks,
voi negatiivseks, voi saab erijuhul olla ka null. 14. joonisel on
Xo<'00Yi=>0.,:7 < 0% 1"0On 'koik kolm@aryu: X', Y , Z korraga

?
///
4
Rl o
:
i B/ ;'I y
1 1
i 0 i
Y = p
/
A “/t'll

13. joonis. 14. joonis.

nullid, siis vektori P ots P langeb tema algpunktiga O iihte ja
vektor P ise sellega k a o b (null-vektor). On Z = 0, siis vektor
asetseb tingimata x-y tasapinnal; analoogiline olukord valitseb,
kui Y=0, voi kui X =0. On korraga Z—=0 ja Y =0, siis
vektor B on sihitud z-telge pidi jne.

Et OASBCRPQ on risttahukas, siis tasapind PRAS on risti
x-teljega, jarelikult iga sirge selles tasapinnas, ka sirge AP, on
risti a-teljega. Leiaksime seega punkti A, tommates 1abi P rist-
Jjoone sellele teljele, s. t. ,,projektides P teljele . Analoogili-
selt leiame B ja C, projektides P vastavalt y- ja z-teljele. Vek-
tori P algpunkti O projektsiooniks mistahes koordinaatteljele on
iga kord sama punkt O ise. Seega vektori P komponendi —O—A>

S
saame projektides P z-teljele; samuti saame komponendi OB,

- . . . - ‘_) - . .
projektides P y-teljele, ja komponendi OC, projektides P z-teljele.
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Neid komponente iseloomustavaid arve X, Y, Z kutsutakse see-
piarast vektori projektsioonideks koordinaattelgedele.
Moénikord nimetatakse ka neid arve otsekohe vektori f kompo-
nentideks koordinaattelgi pidi, kuigi see sisuliselt ei ole péris
korrektne, sest X, Y, Z on skaalarid (arvud!), komponendid
aga on alati méeldud vektoritena.

Projektsioonidega X, Y, Z on vektor P iiheselt midratud,
nagu seda saab vilja lugeda 13. joonisest. !

§ 9. Paralleelsed vektorid. Olgu X vektori P projektsioon
z-teljele (15. joon.). Vaatleme kdrvuti veel monda teist vektorit
%', mis vektoriga f samasuunaliselt paralleelne ning suu-
ruse poolest vordne, kuid rakendatud mones teises punktis O'.
Projektides ka P’ z-teljele saame sel

teljel vektori BC , mille pikkust, kui
teda varustada varem-selgitatud ees-
kirja kohaselt méirgiga, niitab en-
dine arv X . Selles veendume, vottes
ajutiselt abiks uued koordinaatteljed
x', y' , 2 paralleelselt ja samasuuna-
liselt endiste telgedega «, v, z, kuid
algusega punktis O’ (kanname teljes-
tiku roopliikkega punktist O
punkti O’). Siis peab esiteks B’ kom-

‘.-+ - . . . .
ponent O'D x'-telje sihis ilmsesti
olema vordne ja samasuunaliselt

15. joonis.

paralleelne vektoriga 6X , mille
pikkust iseloomustas arv X . Teiseks tasapind PDC on kindlasti
risti sihtidega ' ja . Kolmandaks ka O’B on risti sihtidega 2’ ja
x , sest B pidi olema punkti O’ projektsioon teljele . Et O'D | BC,
siis seega nelinurk O'DCB osutub ristkiilikuks, mille tottu

—>
BC = O'D , tihendab, ka BC pikkust iseloomustab endine arv X .

Samasugused kaalutlused nditavad, et ka projektsioonid teis-
tele telgedele on vektoritel R’ ja R iihised, sest antud juhul z-telg
pole millegi poolest teiste telgedega vorreldes eelistatud. Niisiis:

vektori samasuunaliselt paralleelsel iillekandmisel mone uue
rakenduspunkti juurde ei muutu projektsioonid X, YV, Z.
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Ehk teisiti:
samasuunaliselt paralleelsetel ja suuruse poolest vordsetel
vektoritel on vastavad projektsioonid X, YV, Z vastavalt

-

vordsed.
Kui kaks \Zektorit on.paralleelsed Tp §uu-
P ruse poolest vordsed, kuid vastassuunalised,
nagu ‘B ja P’ 16. joonisel, siis kehtivad iildi-
P selt ikkagi iilaltoodud kaalutlused, ainult
A suuna pooramise tagajiarjel muutuvad pro-

jektsioonidel X, Y, Z iiheskoos koéik méirgid
vastupidisteks. Tadhendab:

vordse suurusega paralleelsetel, kuid vastassuunalistel vekto-
ritel erinevad projektsioonid vaid selle poolest, et mirgid on
vastupidised.

Asjaolu, et vektori $ projektsioonideks on X, Y, Z, kirju-
tame edaspidi stimboolselt ka kujul

B (X, K0

§ 10. Ahela sulgeja projektsioon. Olgu punktis A rakenda-
tud vektorid

By (X e 7))
%2:(X2, YZ; Z2)

............ (5)
B (Xn, Yo, Zy)
Olgu nende vektorite summaks P :
B=P14+Pat---4%B,. (6)

Arvutame neil andmeil summa P projektsioone EXaC YA e
§ 5 kohaselt moodustab § komponentide oS, B, ahela

APP,...P., sulgeja ﬁn(17. joon.), kusjuures P;P, on sama-
suunaliselt paralleelne ja vordne vektoriga P. jne. Votame meele-
valdse sirge s, millel valitud positiivne suund (,,orienteeritud‘
sirge), ja projektime ahela liilid ning ahela sulgeja sellele sirgele.
Saame sel teel projektsioonid A’Py’, PPy, ..., P, /P,’, o1 gl
mida voime jillegi kisitella positiivsete voi negatiivsete arvudena,
vastavalt sellele, kas projektsiooni alg- ja 16pp-punktiga midratud
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suund iihtib sirge s positiivse suunaga, voi aga osutub vastu-
pidiseks; langeb erijuhtudel projektsiooni 16pp algusega iihte, siis
vastab sellele muidugi arv null.

Algebra eeskirjade kohaselt on kirjeldatud viisil mirkidega

varustatud arvude A'P,, P,P,, ..., P, P, summaks para-
jasti see samuti mér-
giga varustatud arv, P

mis vastab punktis A’
algavale ja punktis P,’
Ioppevale loigule sirgel
s. See tiahendab aga, et
ahela sulgeja pro-
jektsioon mistahes , ] :
orienteeritud sirge- ~ j\ AN s
le on vordne sama . . s 5
ahela liilide pro- 8 A k2 5
jektsioonide sum- 17. joonis.
maga samal sirgel.
Seda lauset nimetame edaspidi projektsiooni esimeseks pohi-
Iuauseks. )
Vottes eritt sirgena s jarjest x-, y- ja z-telge, leiame projekt-
siooni esimese pohilause alusel seostest (5) ja (6):

X:X1+X2+"'+Xn

Y=Y+ Y:+.---+7Y, (7)
Z=Z1+2s+4 -+ Z,.
Valemid (7) annavad punktis A rakendatud vektorite B;, ..., B,

liitmise eeskirja analiiitilisel kujul, kusjuures
pole tédhtis, kus nimelt asetseb punkt A. Erijuhuna voib see punkt
A langeda ka koordinaatide algusse O.

Kui ahela moodustamisel oleksime vektorid 8, ..., B, votnud
mingisuguses meelevaldselt teises jarjekorras, siis valemitega (7)
méidratud arvud X, Y, Z oleksid jadnud ikkagi endiseks, sest
paremat kitt esineksid valemites koik endised liidetavad arvud,
ainult moénes teises jiarjekorras, mis ei avalda mdoju algebraliselt
voetud summale. Arvud X, Y, Z omalt poolt médiaravad punktis A
rakendatud vektori P iiheselt. Sellega ongi selgunud, et vek-
torite liitmisel § 5 kohaselt hulknurga pohimdétte alusel leitud
summa ei olenekomponentide jidrjekorrast, nagu
viaidetud § 4 16pus.
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§ 11. Suunakoosinused. Vektori § projektsioonidega X, Y, Z
on maaratud vektori suurus ja suund; meelevaldseks jddb ainult
veel rakenduspunkt. Vektori  suurust, s. t. positiivsena
moeldud arvu, mis néitab, mitu korda nool ¥ on iihikust pikem,
tahistatakse sageli siimboliga |‘B|; samalaadiline siimbol on tarvi-
tusel algebras arvu ,,absoluutse suuruse* tdhistamiseks, mis sisu-
liselt kujutab ,,vektori suuruse® erijuhtu. Vektori suurust kutsu-
takse monikord ka vektori absoluutvairtuseks.

13. joonisel on kolmnurgas OBS taisnurk tipu B juures, mille
tottu seal OS2 = X2 | Y2 . Teiselt poolt esineb seal ka kolm-
nurgas OSP taisnurk, nimelt tipu S juures, — jarelikult on OP2 =
=108? -|- Z? .. Kokkuvottes on seega OPZ=X2i0-7y2 172 knid
siin OP? ei tdhenda midagi muud, kui vektori B : (X, Y, Z) suu-
ruse ruutu. Niisiis: :

BE=X2+ Y2122, |B|= Y XAHT2T 2, (8)

kus ruutjuur on alati moéeldud positiivsena. Valem (8)
madrab vektori suuruse tema kolme projektsiooni kaudu, kus-
juures pole noutav, et vektor algaks just punktis O, sest vektori
paralleelne iilekanne meelevaldse teise rakenduspunkti juurde ei
mojusta arve |‘,]3 X ;

Vektor P moodustab x-telje positiivse suunaga teatava nurga o
(18. joon.), mis vo6ib kdikuda 0° ja 180° vahemikus. Projektides P
x-teljele, saame kolmnurgas OPA tipu A
juures kindlasti alati tdisnurga. Sellest

kolmnurgast loeme vilja, et cos a = %,
kusjuures o osutub teravnurgaks, kui
X >0, ja niirinurgaks, kui X < 0. Pro-
jektsiooniga X on jarelikult otseselt miaa-

ratud cos a mark.

Olgu vektori P nurgad y- ja z-teije
positiivse suunaga vastavalt § ja y. Kui
a, B, vy on teada, siis sellega on méairatud

18. joonis. vektori P suund ruumis. Rakendustes osu-

tub enamasti otstarbekohasemaks vektori §

suuna médramine mitte otseselt a, B, v, vaid kaudselt cos a,
cos B, cos y kaudu. Neid vahemikus — 1 kuni + 1 kéikuvaid
arve kutsutakse vektori f suunakoosinusteks. Edaspidi
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tdhistame need suunakoosinused lithendatult siimbolitega I, m , n:
= COS o, M —SCORD - 7/— COS™Y 3

Et iilalleitud suunakoosinuse arvutamise vote on vastavate muuda-
tustega ilmsesti rakendatav ka teiste koordinaattelgede puhul,
sest a-telg pole teistega vorreldes mitte millegi poolest eelistatud
olukorras, siis saame (8) kaasabil valemid:

[ XUMGHRRE
T IR T VE+Y+ 2
_ PO 9
™= e P 2 !
VA VA
0l — et

Ll =a s

Jallegi pole siin oluline, et vektor P algaks just koordinaatide
alguses O, sest paralleelsel iilekandmisel mone teise rakendus-
punkti juurde ei muutu nurgad a, §, y ega projektsioonid X ,Y , Z .

Kirjutades (9) pdhjal
X:l%l-l:‘ﬂsl-cosa, (10)

ning vottes arvesse, et z-telje valik on siin iisna meelevaldne,
saame lause:

vektori projektsioon mistahes orienteeritud sirgele on vordne
vektori suuruse ja vektori ning sirge positiivse suuna vahe-
lise kaldenurga koosinuse korrutisega.

Seda lauset nimetame projektsiooni teiseks pohilauseks.

Vektori kolme suunakoosinuse vahel valitseb valemist (10)
kergesti tuletatav seos. Kirjutame (10) iga telje puhul eraldi
vilja, tostame ruutu ja liidame saadud seosed. Saame sel teel:

X2 _+_ Y2 _I__ Z2 — I$I2lz + |§B[2m2 + ‘%]27”2 —_
= |B|2(1* + m* + n2).,
ehk, (8) péhjal: :

X2 4 Y2 4 22 = (X2 4 Y2 4 22) (B4 m2 4 n?) .
Jagades siin mélemad pooled arvuga X2 4 Y2 -+ Z2, jareldame:

24m?4n=1. (11)
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Suunakoosinuste ruutude summa annab seega alati arvu 1. On
kaks suunakoosinust teada, siis saab selle seose pohjal miirata
kolmanda suunakoosinuse absoluutviirtuse; lahtiseks jaab ainult
margi kiisimus.

Asetseb vektor @ x-y tasapinnal,
siis ta on risti teljega z, seega y = 90° ja
n=cos y=0. Seos (11) annab sel eri-
juhul (19. joon.):

cos?a 4 cos?f=1.

x Kuid joonisest on ndha, et siin cos =
19. joonis. =sin a; jéarelikult praegu leitud eri-
kujuline tulemus iihtib trigonomeetriast

tuntud valemiga

COS% @ - Sin% o =—=Hla

§ 12. Skalaarne korrutis. Olgu punktis O rakendatud kaks
vektorit B, : (X1, Y1, Z,) ja B : (Xs, Y2, Z,). Vektorite B, ja P
suundade vaheline nurk ¢ (20. joon.) voib kéikuda 0° ja 180°

vahemikus. Vektorite projektsioonide
kaudu on voimalik seda nurka arvu-
tada. Vastava valemi tuletamiseks
projektime ahela OABP,; -vektori P.
kandesirgele, valides viimasel positiiv-
“seks suunaks just vektori 9, suuna.
Y See projektsioon peab projektsiooni
esimese pohilause alusel vordne olema
sama ahela sulgeja projektsiooniga.
Liilide ja sulgeja projektsioone saame
arvutada projektsiooni teise pohilause
20. joonis. alusel, arvesse vottes seejuures, et liili

OA suuruseks on |X1| (arvu X, abso-

luutvadrtus!), lili AB suuruseks on |Y1[ ja liili BP; suuruseks |Z1| f
ning sulgeja OP; suuruseks on ’?Bll. Kaldenurkade koosinusi on
samuti kerge méidrata: olgu vektori B, suunakoosinused
vastavalt I, = cos oy, ms = cos B2, me = cos y,; kaldenurk AOP, on
siis as, kui X; on positiivne, ja 180° — a,, kui X, on negatiivne,
nagu selgub joonisest. Selleparast liili OA projektsioon suunale
OP, teise pohilause alusel peab olema vérdne arvuga ]Xll * COS ag ,
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kui X; >0, ja vordne arvuga ]X1| €0 (180° — ay), kui X, <<0;
molemal juhul tuleb viélja arv X,l,, nagu on kerge kontrollida.
Samal viisil selgub, et lillide AB ja BP, projektsioonideks on vas-
tavalt arvud Y,m. ja Zn,.

Sulgeja OP; projektsioonina leiame joonisest arvu ]EBII * Ccos .

Projektsiooni esimese pohilause alusel on seega
I%1l * COS P = Xllg + Y1m2 + Zl'flg s

Kuid (9) pohjal on I, — _’.‘2_I jne. Jarelikult:
2!

®
e o R L A
ol cos v = T T 2
ehk teisiti:
15:81' . I‘,B_g * COS ‘= XX, + Y,Y, ALl (12)

Arvu ]2]31| i I‘BZI -cos ¢, ehk, mis tdhendab sedasama, arvu
XX, + Y,Y, + Z,Z, kutsutakse vektorite ; ja B, skalaar-
seks korrutiseks. Seda skalaarset korrutist tidhistatakse
paljudel juhtudel ka liihidalt siimboliga (:%.). Skalaarne kor-
rutis on arv, seega skaalar, mitte vektor! Kirjutades (12) kujul

(BiP:2) = XuXo + Y1Y, + Z:12Z, (12a)

nideme, et (B;Po) = (P2PB1), jéarelikult skalaarne korrutis ei
muutu, kui korrutatavad vektorid ‘'votta vastupidises jidrjekorras.
Mehaanikas esineb skalaarne korrutis paljudel juhtudel, niiteks
t 60 moiste puhul.

Valemist (12) leiamegi nurga ¢ seose pdhjal:

 XiXe + YiY: + 212,
VI A Y+ ZE - VX + Y+ 2

CoOS @ — (13)

Mélemaid ruutjuuri tuleb siin votta positiivsetena. ¢ on seega
iitheselt madratud 0° ja 180° vahemikus.

Kui ¢ =90° siis cos ¢ =0, mille téttu siis ka lugeja
valemi (13) paremal poolel peab muutuma nulliks; tdhendab,
(’B:%B.) on sel korral null. On iimberpoordult kahe nullist erineva
vektori B, ja B, puhul skalaarne korrutis null, siis ka cos ¢ =0,
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jarelikult need vektorid on siis teineteisega risti. Kahe vektori
ristiseisu tunnus peitub seega tingimuses

X, X, e Y1Y2 Af Z1Z2 =0 : (14)

On kaks vektorit ; ja P. samasuunaliselt paralleelsed (see-
juures mitte tingimata suuruselt vordsed!), siis peavad neil olema
suunakoosinused [l; ja l., my; ja ms, n, ja me vastavalt vordsed.
Valemite (9) pohjal tihendaks see:

X3 Xy Yy Yy Zy __ 2

BT B’ TBl Bel’ TRl %’

millest jargneb

G n gt o) i 15

w=v=2 |=m as)
On vektorite paralleelsus vastassuunaline, siis l; = — I, jne., ning
analoogilisel viisil leiaksime

PRSI A R 158

e P m& )
Umberpoordult on kindlasti kas l; = I, jne., voi I, = — I, jne., kui

tiidetud on ndéue (15) voi (15a); seega neis nouetes peitub vek-

torite paralleelsuse tingimus, mille voime sonastada ka jargmiselt:
vektorid on paralleelsed siis ja ainult siis, kui nende vastavad
projektsioonid koordinaattelgedele on vordelised; positiivse
vordeteguri puhul on seejuures paralleelsus samasuunaline,
negatiivse vordeteguri puhul vastassuunaline.

Méarkus: Vektori B:(X, Y, Z) skalaarne korrutis ise-
endaga on (12) pohjal:

|%] - || - cos 0°= |B|- B8] = | B =X+ V2 | 22,

mis viib meid jélle tagasi valemi (8) juurde.

Harjutusiilesandeid.

6. Punktis O on rakendatud vektorid % ja %, kusjuures IQII
on 5,7 tihikut ja ]%I on 8,3 iihikut, ning nurk % ja B suundade vahel
on 117°. Arvutada nende kahe vektori summa suurus ja nurgad,
mis see summa moodustab komponentidega % ja B . ‘
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J 7. Arvutada eelmises iilesandes mainitud vektorite A ja B
vahe ) — B suurus ja nurgad, mis see vahe moodustab vektori-
tega A ja B.

8. Vektor &, mille suurus on 25 iihikut, on lahutatud kaheks
ristkomponendiks & ja $, kusjuures G ja P vaheline kaldenurk
on 38°. Arvutada ](Sil ja |.i)| :

J 9. Vektor moodustab ruumis kolme koordinaatteljega vord-
sed teravnurgad. Arvutada nende nurkade suurus.

J/ 10. Vektor moodustab z-teljega nurga o =50° y-teljega
nurga B = 60°, z-teljega niirinurga y . Arvutada vy.

11. Vektor, mille suurus on 15,8 iihikut, moodustab y-teljega
nurga p = 132°, olles seejuures risti z-teljega. x-teljega moodus-
tatud nurk « iiletab 90°. Arvutada vektori projektsioonid telgedele.

12. Vektori ¥ puhul on ]Xl = ]Y| = IZI — 13,5, kusjuures
X>0,Y<0,Z>0. Arvutada |€B| ja nurgad o, §, vy telgedega.

. 13. Arvutada nurk vektorite P, ja . vahel jirgnevas tabelis
suunakoosinuste kohta antud andmeil:

l m | n
8| 038 | k067 >0
B! <O W08 1 01T

, 14. Tiita vabad kohad alljirgneva tabeli viimases reas
nonda, et vektor P, oleks risti vektoritega B, ja Po:

¢ Y ] 4
il 8B 6 ; Al
. | —10 +7,5j 45
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v 15. Miéirata vektor ; eelmises iilesandes nénda, et |SB3} =
=825

16. ]%1] ==l [532] =i I‘B;] =8 |2B4| = 4; vektorid on raken-
datud tihises punktis O ning P, ja P; on vastassuunalised, samuti
on B, ja P, vastassuunalised; peale selle on P, risti vektoriga R, .
Méiidrata nende nelja vektori summa suurus graafilisel teel.
Kontrollida tulemus analiititiliselt, valides koordinaatteljed sobi-
val viisil.

. 17. Uhises punktis rakendatud vektorid on kujutatud korra-
piarase kuusnurga iihest tipust viljuvate diagonaalide kaudu.
Madrata nende vektorite summa suurus graafiliselt ja analiiuiti-
liselt, vottes kuusnurga kiilje pikkusiihikuks.

18. Samalaadne kiisimus juhul, kus kuusnurk on asendatud
korrapérase seitsenurgaga.

19. Korrapérase tetraeedri ruumala on iihik. Selle tetraeedri
iihest tipust viljuvad kolm serva kujutavad kolme vektorit. M-
rata nende vektorite summa suurus ja nurgad, mis summa moo-
dustab komponentidega.

20. Analoogiline kiisimus korrapirase oktaeedri puhul.

21. Vektorid B;, B., Ps, Bs asetsevad koik z-y-tasapinnal
esimeses veerandis ja on rakendatud koordinaatide alguses. Nende
vektorite otspunktid asetsevad kéik sirgel 2 —5 =0 , vastavalt
kaugustel 1, 2, 3, 4 a-teljest. Msirata nende vektorite summa
suurus ja suund graafiliselt ja analiiiitiliselt.

22. Uhikvektorid (s. o. vektorid, mille suurus on tihik) %A,
Az, A3 x-y-tasapinnas on rakendatud koordinaatide alguses ja suu-
natud vastavalt sirgete 22 — 3y =0, 8¢ + 4y = 0, 4z — by —=10
pidi. Arvutada vektorite summa suurus.

23. Uhikvektor &; moodustab - ja y-teljega nurgad 1:86%;
iihikvektor &, moodustab y- ja z-teljega nurgad 60°. Méidrata
skalaarne korrutis (8,8,), arvestades koik voimalused.

24. z-y-tasapinnas vektor 9 asetseb sirgel 22 +~3y —5=0,
omades projektsiooni X — 1. Samas tasapinnas vektor B asetseb
sirgel 3z —4y 4+ 6 =0, omades projektsiooni Y =2. Uhiseks
rakenduspunktiks on mainitud sirgete l6ikepunkt. Midrata

a) molema vektori otspunktide asukohad; b) summa A+ B
kandesirge vérrand.
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25. Punktide A, B ,A C koordinaadid on antud tabelis:

x Y ; 2
20 1 | 5
— 6 E—-3 "
S T Ty T

—) . . . _+ . . .
Vektor CD on risti vektoriga AB ning roobik y-z-tasapinnaga;

——
selle vektori CD suurus on 10 iihikut. Arvutada punkti D koordi-
naadid tapsusega 0,01.
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II. Tungid ja momendid.

§ 13. Uhises punktis rakendatud tungide tasakaal. Pikaajali-
sed kogemused vaatluste ja katsete najal kinnitavad, et samas
punktis rakendatud mitu tungi liituvad iiheksainsaks sealsamas
rakendatud tungiks just samal viisil, nagu liituvad neid tunge
kujutavad vektorid. See asjaolu Gigustabki sisuliselt tungide kisit-
lemist vektoritena: vektorite omadused kanduvad otseselt iile ka
tungidele. Nagu iga teisegi vektori puhul, saab ka tungi juures
méidrata tema kolm projektsiooni X, ¥, Z koordinaattelgedele;
need projektsioonid méidravad tungi suuruse ja suuna poolest
iiheselt; lahtiseks jdib siis ainult veel rakenduspunkti kiisimus.
Nurk kahe tungi vahel ning tungide ristseisu voi roopseisu tingi-
mused on miadratud nende projektsioonide najal § 12 leitud ees-
kirjade kohaselt. Tungide liitmist saab teostada parallelo-
grammi v6i hulknurga pohimattel. Tungi voib meelevaldselt lahu-
tada samas punktis rakendatud komponenttungideks.

Uhises punktis rakendatud komponenttungide summat kut-
sutakse sageli ,,resultanttungiks® ehk ,,resulteeruvaks* tungiks.

Uhises punktis rakendatud komponenttungid hivivad vastas-
tikku, kui nende resultanttung kaob, s. t. kui nad koos méjuvad
sellele punktile nonda, nagu poleks seal iildse mingit tungi. Sel

puhul deldakse siis, et vastav punkt, v6i ka vastavad tungld oma-
vahel, on tasakaalus.

Olgu iihises punktis rakendatud tungid %B; : (X, Y., Z,),
Bo:(X2,Y2,22),...,8, : (X, Yu, Z,). Tarvilik ja kiillaldane
tasakaalu tingimus peitub sel puhul nduetes

X+ X, AU LD
Vit ¥, e ) (16)
Zy+Zy+ - +Z,=0,

sest siis ja ainult siis kaob resultanttung iildse.
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Graafiliselt tihendab resultanttungi kadumine seda, et vas-
tavas komponentide ahelas alg- ja 16pp-punkt langevad iihte, teiste
sonadega, et vastav ahel osutub kinniseks jooneks.

Mehaanika probleemides juhtub vérdlemisi harva, et kéik
konesolevad tungid on rakendatud just lihes ja samas punktis. Sel
korral tuleb selgitada, kuidas need rakenduspunktid on omavahel
seotud, kas nad néditeks kuuluvad koik iihe ja sama kindla keha
juurde, v6i on nad seotud omavahel liikuvate varraste voi nooride
abil, voi jédllegi on tidiesti soltumatud iiksteisest, jne. Vastavalt
valitsevale olukorrale kujunevad siis tasakaalu tingimused iildse
keerulisemaks kui seda arvestavad valemid (16). Tahtsat osa
neis lildisemates tingimustes mingib tungi momendi
moiste.

§ 14. Staatiline moment antud punktis. Olgu antud moni
tungivektor P ja meelevaldselt valitud punkt O (21. joon.). Kui
O ja tungi B rakenduspunkt A molemad
kuuluvad iihe ja sama kindla keha juurde
ning seejuures O on mone teise keha
kiilge kinnitatud, siis tung P piitiab iildi-
selt esile kutsuda esimese keha p6oret
kinnistatud punkti O timber. Tungi poor-
devoimet iseloomustavad sel puhul kaks
arvu, nimelt 1) tungi P suurus ja 2) tungi
P kandesirge kaugus e¢ punktist O (tungi 21. joonis.
,,0la‘ suurus). Katsed niitavad, et seda
poordevoimet saab otstarbekalt moota just kor-

rutise [‘,B'wz abil, kus e tdhendab punktist O &
vektori P kandesirgele tommatud risti- o*tf::?T\‘_: """"" i
16igu pikkust (vt. ka 22. joon.!). Seejuures N \\\]LB
tuleb aga arvestada veel teatavaid lisaasja- i L
olusid. \‘\\ P

Esiteks saaks poorlemine toimuda vaid
tasapinnas ABO, s. t. nonda, nagu oleks libi A
pooratava keha punkti O pandud poorlemistelg Ll

22. joonis.

risti tasapinnaga, milles asub O ja mojuv tung.

Teiseks voiks siddrase poorlemistelje puhul péoramine iildi-
selt toimuda kahes vastupidises suunas, kuid méjuv tung eelistab
ii ht suunda. 21. joonisel oleks see eelistatud suund vaatleja

3 J. Nuut, Staatika alged. 33



seisukohalt kellaosuti liikumise suunas, 22. joonisel aga vastu-
pidi.

Neil asjaoludel osutub vajalikuks tungi P poordevéimet
punkti O suhtes omakorda kdsitellavektoriaalsesuu-
rusena. Poordevoimet iseloomustavat vektorit kutsutakse tungi
B podordemomendiks, ehk staatiliseks momen-
diks, ehk joonmomendiks, voi ka iisna lithidalt lihtsalt
»momendiks* punktis O. Mainitud momentvektorit kujutellakse
punktis O rakendatud noolena, mille suurus on [SB, * @ ja mis sihi-
tud risti O ja P sisaldavale tasapinnale (tasapinnale O) sellest
tasapinnast iihele v6i teisele poole, vastavalt erikokkuleppele,
mille kohe selgitame.

Mainitud erikokkulepe oleneb sellest, kas tootada parem-
poolse voi vasakpoolse koordinaatteljestikuga. Nimetame het-

keks momentvektori I8 suuna z'-teljeks,

'3 OA suuna (punktist O vektori ® al-

LB P g use poole!) z'-teljeks ning OB suuna

R o (punktist O vektori # 16 pu poole!)

y'-teljeks. Sel teel saadud z'-, ¥'-, 2/~

teljestik pole kiill iildjuhul mitte tdiesti

i ortogonaalne, sest '~ ja y'-teljed ei tar-

ey vitse moodustada tdisnurka; ometi aga

i P saab selle teljestiku puhul ikkagi 6elda,

0/ 27 kas ta kuulub parempoolsesse v6i vasak-

8 poolsesse tiilipi. Erikokkulepe moment-

vektori M suuna valiku kohta seisab

niitid selles, et kirjeldatud viisil het-

keks moodustatud a’-, y'-, z'-teljestik

28. joonis. peab osutuma alati samatiiiibili-

seks, nagu see x-, y-, z-teljestik,

millega on juba varem otsustatud jirjekindlalt tostada. § 7 tehtud

otsuse kohaselt tuleb meil jirelikult alati vétta 9% niisuguses

suunas, et hetkeks tekkinud abiteljestik «’, ¥', 2’ osutuks tingi-

mata parempoolseks. Vastavalt sellele néudele ongi val-

mistatud 23. joonis, kus mélemal juhul A\ OAB on méeldud vaa-
datuna iilevalt ja M on moeldud joonise tasapinnas.

Saavutatud erikokkulepet voime sonastada ka jargmiselt:

olles peatunud parempoolse teljestiku juures, anname moment-

vektorile IR alati sifirase suuna, et vaatlejal, kelle jalad on
punktis O ja pea I suunas, nool P niitaks paremalt vasakule.

%
>
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Vasakpoolse koordinaadistikuga tootades tuleks iimberpoor-
dult nouda, et nool P niitaks vasakult paremale.

§ 15. Momendi tolgendus pindalana. Jédgu tungivektor P
ruumis paigale, punkti O asukoht, mille suhtes ® momenti M
madrame, olgu aga muutlik. Selle punkti O asendi muutumisel
muutuvad siis iildiselt ka 9 suurus, siht ja suund. Suurus |£Ut|
on null (s. t. momentvektor kaob) siis ja ainult siis, kui O on vée-
tud vektori P kandesirgel, sest siis a = 0 ja seepirast ka kor-
rutis ]‘,Bl a0

Kui punkti O uus asukoht O’ on valitud endises tasapinnas
O%, siis vastav uus momentvektor M’ on endise momentvektoriga
M paralleelne, sest mélemad peavad olema risti ithe ja sama tasa-
pinnaga OR ehk O} .

On O’ ja O kaugused vektori R kandesirgest vordsed, siis ka
momentvektorite suurused |[M| ja [MM'| on vordsed, muidu mitte.

Jadgu niitid aga punkt O paigale ning lubame tungivektorile
B ,,libiseda‘ oma kandesirget mooda, s. t.
rakendame samasuunalise ja niisama
suure ‘P mitte punktis 4 , vaid mones uues
punktis A’ samal kandesirgel (24. joon.).
Momentvektor MM punktis O peab siis jai-
ma muutumatult endiseks, sest a, |‘B|,
tasapind OP ja pooramissuund on jédnud
koik endisteks. Muutub aga P suund sa-
mal kandesirgel vastupidiseks, siis piisib
kiill momentvektori suurus ja siht, kuid 24. joonis.
suund on endisele vastupidine.

Joonis néitab, et korrutis |‘B|-a vordub kolmnurga OAB
(A OF) kahekordse pindalaga. Seega on momentvektorid M ja M’
kahes erinevas punktis O ja O’ suuruse poolest vordsed niipea kui
kolmnurkade A OP ja A O'R pindalad osutuvad vordseteks.

Momentvektorit saab, nagu iga vektorit iildse, projektida
mistahes orienteeritud sirgele. On momentvektori projektsioonid
kolmele koordinaatteljele teada, siis on sellega méadratud ka
momentvektor ise tervikuna, niipea kui teada on veel punkt, mil-
les ta rakendatud. Momentvektori projektsioone z-, y- ja z-teljele
tahistatakse harilikult vastavalt tihtede L, M, N kaudu.

Edaspidi selgitame, kuidas saab méidrata L, M, N, kui
momentvektor on véetud koordinaatide alguses ja teada
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on tungivektori P projektsioonid X, Y, Z ning selle tungivektori
rakenduspunkti A koordinaadid z, ¥, 2. Veel hiljem selgub siis,
kuidas neil andmeil saab arvutada meelevaldses punktis voetud
momentvektori projektsioone.

§ 16. Abilause kolmnurga pindala projektsioonist. Toestame
koigepealt geomeetrilise abilause:

kolmnurga pindala projektsioon mistahes tasapinnale /I vor-

dub selle pindala suuruse ja kolmnurga ning I] vahelise kalde-

nurga koosinuse korrutisega.

Olgu /\ OAB projektsiooniks tasapinnale IT kolmnurk O’A’'B’
(25. joon.). Projektsiooni suurus ei muutu, kui tosta II paralleel-
selt iseendaga punktini O , nii et projektsiooniks osutuks A\ OA”B”.
Voime seega piirduda viimase eriasendiga.

Sirged AB ja A”B” asetsevad iihes tasapinnas, mis risti tasa-
pinnaga II. Jéirelikult AB ja A”B” on kas paralleelsed voi 16iku-
vad iihises punktis.

B
7 A
Bll
0
7 A“
B
0'44
A
25. joonis. 26. joonis.

Esimesel juhul (26. joon.) paneme libi O tasapinna T risti
sihtidega AB ja A”B”; T annab léikejoontena OC ja OC’’ vasta-
valt kolmnurkade OAB ja OA”B” korgusi, ning lauses mainitud

kaldenurgaks osutub C(/)\C” = @. Seejuures on OC” = OC - cos ¢
ning AB = A”B”. Et kolmnurga A OAB pindalaks on 1L AB-0C
ja A\ OA”B” pindalaks on § A”"B” -OC”" =4 AB-0C - cos ¢ =
= /\ OAB - cos ¢, siis lause kehtivus sel juhul on ilmne.
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Teisel juhul votame arvesse, et /\ OAB ja /\ OA”B" pindalad
ei muutu, kui kiillg AB voi vastavalt A”B” libiseb oma kande-
sirget mooda. Laseme AB siddra-

selt libiseda, kuni A langeb AB ja
A"B"” kandesirgete iihisesse punkti
S (27. joon.). Parast seda paneme
labi BB’ tasapinna risti sirgega
08, mille tagajirjel on méiratud ‘A’
l6ikejooned BD ja B”D , mélemad \Vﬁ'}

risti sirgega OS . Niiltid on BD ja
27. joonis.

B"D vastavalt kolmnurkade OSB
ja OSB” korgused, ning nurk

BBB" on lause sonastuses maini-
tud kaldenurk, mille jille tdhistame siimboliga ¢ . Seejuures
B"D = BD - cos ¢ . Kolmnurga OAB pindalaks on niitid $OS - BD;
kolmnurga OA”B” pindalaks on § OS - B”’D = {OS - BD cosiip —
= /\ OAB - cos ¢. Lause on seega ka sel juhul osutunud oGigeks.

§ 17. Moment telje suhtes. Kujutagu I tungivektori P
momenti punktis O (28. joon.). Paneme ldbi O mingisuguse meele-
valdselt orienteeritud sirge z.
Olgu momentvektori 9 projekt-
sioon sellele sirgele tahistatud
tihega N . Projektsiooni teise
pohilause alusel on siis

N:[‘JJI[-cos P, (17)

A

kui ¢ tdhendab nurka I ja =z
suundade vahel.

v Paneme ldbi O veel tasa-
pinna [T risti sirgega z ja vaat- o8
leme /\ OR projektsiooni sellele

tasapinnale. Nurk ¢ on siis iihtlasi tasapindade O ja IT vaheline
kaldenurk, sest ta kujutab nurka nende tasapindade normaalide
vahel. Eelmises paragraafis toestatud abilause pohjal on
2:-\NOA'B"=2- A\ OAB -cos ¢, kui A’B’ tahendab vektori f =

——

— AB projektsiooni tasapinnale II. Vottes arvesse, et 2+ /\ OAB
kujutab aga parajasti [EIR] , jareldame siit (17) abil, et N absoluut-
viadrtus vordub /\ OA’B’ kahekordse pindalaga. Joonisest selgub

. joonis.
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—y
tihtlasi, et N on positiivne, niipea kui nool A’B’ niitab paremalt
vasakule niisugusele vaatlejale, kes seisab sirge z sihis peaga posi-
tiivses suunas (eeldatud on seejuures parempoolse koordinaat-

—
teljestiku tarvitamist!); s#ddrast noole A’B’ suunda nimetame
edaspidi positiivseks poorlemissuunaks iimber telje z.

_
Samuti niitab joonis, et N osutub negatiivseks, kui nool A’B’
niditab vasakult paremale (negatiivse poorlemise suunas
iimber telje z ).

—

/\ OA’B’ kahekordne pindala on aga vektori A’B’ momendi
¥ suurus punktis O, kusjuures I peab just sihitud olema
z-pidi ja nimelt, nagu jillegi joonisest selgub, z positiivses suu-

—_—
nas, kui nool A'B’ vastab positiivsele poorlemisele, ja negatiivses

—

suunas, kui nool A’B’ vastab negatiivsele poorlemisele iimber
telje z. Korvutades seda iilalleituga, nideme, et arv N parajasti
iseloomustab néutaval viisil vektori 9%’ suurust ja suunda sirgel z .

—>
Vektorina iihtib 9 komponent z sihis tungivektori 4B pro-

—

jektsiooni A’B’ momendiga punktis O.

Kui vektor P piisib paigal, punkt O aga libiseb sirgel z, siis
muutuvad kiilll M ja ¢ , kuid MM’ jadb nii suuruse kui suuna poo-

lest muutumatuks, sest A\ OA’B’ suurus ja noolte AT}_—?)’ poorlemis-

suund jadvad endiseks, teiste sonadega, I’ libiseb ainult koos

punktiga O ning arv N jiadb kogu aeg endiseks. Tiahendab:
vektori f momendi I} projektsioon N meelevaldsele O-st lLibi-
minevale kindlale sirgele 2z ei muutu, kui momendi rakendus-
punkt O libiseb seda sirget méoda.

Arv N on jarelikult séltumatu O erilisest valikust sel sirgel z .
Seda arvu kutsutakse tungivektori # momendiks telje (sirge) z
sSuhtes.

Olgu niitid punktis O parajasti koordinaatide algus. Projek-
tides seal vdetud momentvektori M kolmele O-st libiminevale
koordinaatteljele z, y, 2z, saame kolm arvu L, M SN,
mis vastavalt kujutavad tungivektori f momente koordi-
naattelgede suhtes. On iimberpsordult momendid L, M,
N koordinaattelgede suhtes teada, siis on nende kaudu iiheselt
méadratud momentvektor I koordinaatide alguses. Libiseb B oma
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kandesirget mooda, siis momentvektor M jaib muutumatuks ja
seepiarast jadvad muutumatuks ka momendid L, M, N koordi-
naattelgede suhtes.

§ 18. Momendi projektsioonide analiiiitiline viljendus. Arve
L, M, N saab viljendada tungivektori  projektsioonide X , Y , Z
ja selle rakenduspunkti A koordinaatide z, ¥, z kaudu. Selgitame
arvutuskidiku niditeks N puhul.

N on sobiva mirgiga voetud kolmnurga OA’B’ (29. joon.)
kahekordne pindala. See kolmnurk asetseb x-y-tasapinnas. Ana-
liititilise geomeetria eeskirjade koha-
selt saab seda pindala seal viljen-
dada kolmnurga kolme tipu koordi-
naatide kaudu determinandi kujul:

]

1 y L1y, Y ! "
kahekordne pindala = |1, 2., ¥a|.
: 1, s

Olulise lisakokkuleppena loeme see-
juures O esimeseks, A’ teiseks, B’
kolmandaks tipuks (teatavasti deter-
minandi médrk vo6ib muutuda vastu-
pidiseks, kui tippude jirjekorda
muuta). Siis on koigepealt

A S S

~~

ning

e, U
sest A’ projektsioonid xz- ja y-teljele iihtivad punkti A vastavate
projektsioonidega.

Kolmanda tipu B’ koordinaatide leidmiseks votame arvesse,
et nad on midratud punkti B projektsioonidega vastavatele telge-

—_  —
dele. Kujutleme hetkeks OAB ahelana OA 4+ AB , mille sulgejaks

—
on OB. Projektides seda ahelat jarjest x- ja y-teljele, saame
projektsiooni esimese pohilause alusel

z2+X=2, Y+ T¥=W"

Viies sel teel leitud viidrtused iilalantud determinanti, leiame,
rakendades determinantide tuntud omadusi:
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i 0, 0 e J
2/ OA B 141 8 i Y - : —-
Y,
1, 24+ X, y+7Y oS A

@z,

y v"— —
i ! — Yl

)

Projektsiooni N midramiseks jadb niiiid ainult veel otsustada
mérgi kiisimust. Avaldis Y — yX osutub positiivseks v6i nega-

tiivseks, soltuvalt sellest, kas i>i( voOi i<’X, s. t. vastavalt
y ¥ y V3

sellele, kas 30.

joonisel kujuta-

tud nurkadest

y o, f esimene
AAY v6i aga teine
YA X osutub viikse-
Yo y semaks. Sama
joonis néiitab,

X
0 ko et esimesel ju-

hul vektori ﬁ
kaudu midratud poorlemissuund iimber z-telje .on positiivne,
tdhendab, N > 0, teisel juhul aga negatiivne, tihendab, N < 0.
Sellest selgub, et avaldis Y — yX annabki juba N 6ige mir-
giga igal juhul. Jirelikult:

y B i

30. joonis.

N=2zY—yX. (18)

Arvude M ja L arvutamine toimub tidpselt samal péhiméttel,
ainsa vahega, et tihtede x, y, X, Y asemele tulevad vastavalt
tahed iz ,im o Z ; Xijaly: , z, Yiidi i Seega on':

L e oy
M =z2X— aZ (19)
N:xY—yX.

Et vektorid I ja R on teineteisega ristiseisus, siis valemi (14)
péhjal peab kehtima seos

LX + MY + NZ=0. (20)
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Toepoolest veendumegi, asetades L, M ja N asemele avaldised
(19), et summa LX + MY 4 NZ identselt kaob.

Arv N, s. t. arv 2Y — yX muutub nulliks siis ja ainult siis,
—
kui /\ OA'B’ kéduneb sirgloiguks, nimelt kui kas A’B’ kandesirge

labib O, voi jallegi 16ik ;FIE’ kaob; esimesel korral vektori R
kandesirge peab loikama z-telge, teisel korral see kandesirge peab
olema paralleelne z-teljega. Molemaid véimalusi iseloomustab
asjaolu, et vektor PR asetseb z-teljega iihisel tasapinnal. Silmas
pidades z-telje meelevaldsust, jireldame siit:
vektori moment mone telje suhtes kaob siis ja ainult siis,
kui see vektor asetseb telje tasapinnas.

Markus: Vaatleme peale vektorite B ja M veel vektorit A,
mis viib punktist O vektori R rakenduspunkti 4 ; viimase vektori
projektsioonideks on siis just punkti 4 koordinaadid x, v, 2.
Valemite (19) kaudu méidratud vektorit 9 kutsutakse ka vekto-
rite A ja P vektoriaalseks korrutiseks; siimboolselt
kirjutatakse sel puhul

WM =UXB.
Tegurite jarjekord on seejuures oluline: jirjekorra muutmine
muudab vektoriaalse korrutise suuna vastupidiseks. Olgu silmas
peetud, et kahe wvektori vektoriaalne korrutis kujutab jillegi
vektorit, kuna aga kahe vektori skalaarne korrutis kujutab
skaalarit.

§ 19. Vektori kandesirge vorrand. Libiseb vektor B oma
kandesirget mooda, siis 6 arvu X, Y, Z, L, M, N vorrandeis
(19) jddvad muutumatuiks, kiill aga muutuvad seejuures raken-
duspunkti A koordinaadid x, v, z samades vorrandites. Kui 4
oleks voetud kuski viljaspool endist kandesirget, siis L, M, N
el saaks jadda endiseks, kuigi X, Y, Z on endised, sest sdédrases
uues kohas A rakendatud vektor B oleks endisega samasuunaliselt
paralleelne ja suuruse poolest vordne, asetseks seejuures aga kas
koordinaatide algusest O teisel kaugusel, mille t6ttu tema moment
punktis O ei saaks enam olla endise suurusega, — voi tasapind O
oleks endisest erinev, mille tagajirjel momentvektoril kindlasti
oleks niiiid teine siht, — v6i 16puks, kui ka tasapind oleks endine,
siis ometi pooramissuund iimber O osutuks vastupidiseks, mis-
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parast ka momentvektori suund peaks osutuma vastupidiseks
(kdiges selles veendugu lugeja ise, tehes vastavad joonised!).

Neist asjaoludest jireldame, et vérrandid (19), kus Pty
Z,L, M, N tihendavad konstante, on rahuldatud muutujatega
x, Y, z siis ja ainult siis, kui nende muutujatega miiratud
punkt A asetseb vastava vektori P kandesirgel. Teiste sonadega,
siisteem (19) kujutab vektori P kandesirge vérrandit. Vektor R
on seejuures iseloomustatud oma kolme projektsiooniga X, Y, Z
ja kolme momendiga L, M, N koordinaattelgede suhtes. Need
6 arvu voib soovikohaselt ette anda, kuid mitte iisna meelevaldselt,
vaid tingimata nénda, et rahuldatud oleks néue (20), sest moment-
vektor peab ju alati olema risti tungivektoriga; teisi kitsendusi
nende kuue arvu valikus ei ole. On need arvud vabalt, kuid ikkagi
arvestades mainitud vabaduse kitsendust, valitud, siis (19) mas-
rab iiheselt sirge joone, mis vastavat vektorit § kannab. Naili-
selt (19) koosneb kiill kolmest vorrandist, kuid tegelikult,
seose (20) tottu, séltumatuid vorrandeid seal esineb koigest kaks,
nagu see peabki olema sirge miiramise puhul ruumis.

Sirge (19) suunakoosinusteks on vektori B suunakoosinused,
s. t. valemitega (9) misratud arvud I, m, n! , Kirjutades (10)
pohjal X asemele |B|-1, ¥ asemele [EBI "m, Z asemele |P|-n,
saame (19)-le anda kuju

= I‘,El (yn—zm) , M = ISBI s (zl—an) ,
N =] (am —yl), (21)

millest nahtub, et L, M, N on vérdelised vektori B suurusega.
Valime veel ® iihikvektorina, s. t. votame |‘B| — 1 ning kirjutame
sel puhul L, M, N asemele vastavalt siimbolid 4,0y, anis
(20) pohjal muidugi jille eeldab

Al 4 um +-vn = 0; (22)
kandesirge vorrand omab siis kuju
A=yn—zm, wn=zl—an, vi=ixm—— yl. (23)

Kuitahes suure vektori ® puhul on

L=[B4, M= 'w, N=[§-».
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Suunakoosinused !, m , n peavad muidugi rahuldama ndude (11)
Plmrmd—1 .

Kuus apyu b, m, n, 4,1, ',u"" mis valitud nonda, et rahuldatud
oleks nii (11) kui ka (22), kutsutakse sirge joone (kandesirge)
koordinaatideks. Igale voimalikule valikule vastab iiks ja
ainult iiks sirge; iimberpoordult saab iga sirge puhul miirata
tema koordinaadid praegumainitud mottes.

§ 20. Moment meelevaldselt voetud punktis. Olgu jille
$:(X, Y, Z) moni tungivektor, mis rakendatud teatavas punk-
tis A : (x, y, 2), s. o. punktis A, mille koordinaatideks arvud
z, ¥y, z. Otsitud olgu seekord P ¢
moment koordinaatide algusest O #
erinevas punktis O’ : (§ 7, ). Sel-
leks kanname hetkeks koordinaat- P
teljed roopliikkega iile punkti O’ A
(31. joon.). Analiiiitilisest geomeet- 3 )
riast tuntud valemite pohjal on siis 0 4

punkti A koordinaadid «’, ¥, 2’ selle 8 e iy
uue teljestiku suhtes: /i e

r=2—§, ¥Yy=y—n, "
?=z—_. (24) ¢

Olgu punktis O’ véetud momentvek-
tori M’ projektsioonid koordinaat-
telgedele tahistatud vastavalt siimbolitega L', M’, N’, kusjuures
on ilmsesti iikskoik, kas projektida endistele voi uutele telgedele,
sest teljed on vastavalt samasuunaliselt paralleelsed. Vektori P
projektsioonid on ka uues teljestikus endiselt X, Y, Z. Raken-
dades valemid (19) uue teljestiku juures, kus O’ on alguspunk-
tiks, leiame (24) kaasabil :

L'=yZ—2Y =
=(y—n)Z—(2—0)Y =
=yZ —2Y — (nZ —(Y) =
:L-—(’r)Z—§Y) »

31. joonis.

ning analoogiliselt
M=M—(X—E&2)
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Siin jallegi (19) pohjal L, M, N tdhendavad vektori ¥ momente
endiste koordinaattelgede suhtes, s. t. punktis O voéetud moment-
vektori I projektsioone.

Leitud tulemuse holpsamaks meelespidamiseks téhistame
ajutiselt

44— E¥ =Ly LX< EZ = Myl gX =N, (25)

ning paneme téhele, et L , M , N oleksid punktis O véetud moment-
vektori projektsioonid, kui tungivektor P oleks rakendatud mitte
punktis A, vaid punktis O’. Siis tlalleitud tulemusi saab kirju-
tada ka kujul:

L=L'+L,M=M +M, N=N +N. (26)
Tahistame punktis O rakendatud vektorit, mille projektsioonideks
on arvud L, M, N, siimboliga 9% ning kujutleme ka moment-

vektori P punktist O’ paralleelselt iilekantuna punktisse O . Uhise
rakenduspunkti O puhul seos (26) niitab, et

M=MW +M, (2T
ehk sonastatult:

vektori ! moment punktis O on summa § momendist meele-
valdses punktis O’ ja momendist, mille saaksime punktis O
kui ¥ oleks rakendatud selles meelevaldses kohas O’.

§ 21. Momentide liitumine. Olgu punktis A : (z, v, z) raken-
datud » tungivektorit

Bee (X Y 10 Z)y 8o s (X o WIERIEN . . s R in (R RIS 07 5)..
Igaiiks neist annab omaette momentvektori

M, 2 (L, My, Ni), Mz 2 (Lo, Maglia)s o ., My 5 (L, , M, N,)
punktis O, kusjuures

=9z, =2Xy,  Ly=—=9yZ,-sewl. ... L =Yg, Qogps

M1: .......
N1: .......

.....................
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Liites koik need punktis O rakendatud momentvektorid iiheks
uueks samal kohal rakendatud vektoriks M : (L, M, N)

M= +MWo+---+ M,
saame vektorite liitmise analiiiitilise eeskirja kohaselt:

L: L1+ L2+"'+ Ln
M=M+M,+ - ---+ M, (29)
N = Nyt i« <IN,

Moodustades seejuures paremat kitt esinevad summad L, + -- - +
+ L, jne. seoste (28) alusel, saame, silmas pidades veel, et z, v, =
on igal pool iihised viaidrtused, nimelt iihise rakenduspunkti A
koordinaadid:

L =yl -+ @@ @(Yi+ -« +Y,)
M=2(X;4--- +X,,)—x(Z1+ <4+ Z,) (30)
N =S¥} + -~ +Y,,)—y(X1+ <& a) .

n

Kuid X; + - -+ + X, jne. pole midagi muud kui iihises punktis A
rakendatud tungide B;, ..., B, resultanttungi P projektsioonid
X,Y,Z. Tulemus (30) omab seega kuju:.

L=yZ—2Y, M=2X—%Z, N=2Y —yX.

Selle vordlus vorranditega (19) niitab, et IR osutub parajasti
resultanttungi § momendiks punktis 0.

Et seega M ja P peavad olema jillegi teineteisega risti, siis
antud juhul

(Lot -~ SRR . .. IR, (L

Matemaatikas on kombeks summad nagu X; + X, + --- +

+ X, liihendatult tidhistada summa siimboli 3 (kreeka tiaht
,»Sigma‘“) abil kujul

§ =y

> X; , voi ka lihtsalt > X, .

=1
Indeksi ¢ asemel voib siin muidugi tarvitada ka mond teist tahte,
niditeks j, k; seda tuleb arusaamatuste drahoidmiseks tingimata
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teha eriti siis, kui mitu 2-mairki esineb korvuti (s. t. korrutamise
puhul). Vektorite M ja P ristiseisu tunnust véib summa siimboli 3
abil kirjutada kujul:

I EXL LM Sy, 4 SN (31)

Harjutusiilesandeid.

26. Punktis O rakendatud nelja tungi projektsioonid on nii-
datud jargnevas tabelis:

X \ Y Z
1 1,78| + 2,58 — 0,79

—5,32| —2,65 + 8,07
)

o Dogg | 4,97| 1 6,71

V| &« 8| &

4+ 0,28] 4+ 3,15, — 5,68

Arvutada tasakaalustava tungi suurus ja nurgad, mis tema moo-
dustab telgedega.

27. Tungi rakenduspunkti koordinaadid on 2, = —3, y; =
=+2, z =+ 4; tungivektori 16pp-punkt omab koordinaate
Zo=—1, Yyo=—4, 2= 4 8. Arvutada punktis 2;= 41,
Ys = + 2, 23 =—3 voetud momendi projektsioonid.

28. Tungi projektsioonid ont X =2, ¥ =—2, 'Z—05;
momendid z- ja y-telje suhtes on vastavalt [ —"=883 8up— 1 |

Maéérata kohad, kus tungi kandesirge 16ikab koordinaattasapindu.

29. Tungi momentvektor koordinaatide alguses on 10 iihikut
suur ja moodustab telgedega vordsed teravnurgad. Tung ise on
rakendatud punktis, kus ¥y = —1 ja 2=>5. Arvutada tungi pro-
jektsioonid telgedele.

30. Tungi kandesirge on midratud vorranditega
r4+y—2+4=0, 220—3y+2—1=0.
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Tungi projektsioon z-teljele on 4 1. Arvutada tungi momendid
koordinaattelgede suhtes.

31. Tungi kandesirge ldbib punkti x =1, y=1,2—=1 ning
omab suunakoosinusi I =— &, m = + 4. Arvutada koordinaa-
tide alguses voetud momentvektori kandesirge suunakoosinused.
Arvutada momentvektori suurus, kui tungi suurus on iihik.

32. Tung on rakendatud koordinaatide alguses ja moodustab
z- ja y-teljega nurgad 135°, z-teljega aga teravnurga. Arvutada
punktis (— 3, 2, 1) voetud momentvektori suurus ja projektsioo-
nid telgedele.

33. Tungi momentvektor koordinaatide alguses on risti tasa-
pinnaga 2 —y + 24+ 1=0 ja omab projektsiooni N—=—1.
Tung ise asetseb tasapinnas z 4+ 2y—22—3—=0. Arvutada
tungi suurus.

34. Tungi kandesirge on risti y-teljega ja 16ikab seda telge
kaugusel 5 iihikut koordinaatide algusest, moodustades seejuures
y-z-tasapinnaga 30°-se nurga. Tungi moment z-telje suhtes on
— 3. Arvutada tungi projektsioonid koigil véimalikel juhtudel.

 35. Tungi 3,78 kg kandesirge moodub teatavast teljest 42 cm
kaugusel, moodustades selle teljega nurga 37°. Arvutada selle
telje suhtes voetud momendi suurus.

36. Korrapirase tetraeedri ruumala on iihik. Selle tetraeedri
serv kujutab tungivektorit. Arvutada vastasserva kui telje suhtes
voetud momendi suurus.

37. Korrapédrase oktaeedri ruumala on iihik. Oktaeedri iiks
serv kujutab tungivektorit. Arvutada momendid kéikide servade
suhtes.

38. Kangil, mille 6la pikkus on 2,7 m, on rakendatud tung
35 kg, mille suund moodustab 6laga nurga 40°. Arvutada teise
ola pikkus, teades, et seal on 75°se nurga all rakendatud kangi
tasakaalustav tung. Lahenduse otsimisel toetuda tdsiasjale, et
kang on tasakaalus ainult siis, kui mélema rakendatud tungi
momendid kangi toetuspunktis on suuruselt vordsed.

/ 39. Tung on rakendatud punktis (4, — 2, 4+ 3), omab pro-
jektsiooni Z = -+ 1 ja annab punktis (1, — 1, — 2) momendi null.
Arvutada tungi teised projektsioonid.

40. Tung on rakendatud punktis (0, 8, — 1) ja omab pro-
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jektsioone X =2, Y =2, Z=—4. Kui suur on selle tungi
moment sirge
*+2y—2=0, 3r—y+22=0

suhtes?

41. Sirge koordinaatidest on teada, et | = — fsy m=—13%
u=+42, » =—1. Méiéirata kohad, kus see sirge 16ikab koordi-
naattasapindu.

42. Tung on risti tasapinnaga £ +y—2z—1=0 ja omab
punktis A : (—2, —3, + 1) momenti null. Kirjutada punktis
B:(0, +1, +1) voetud momendi kandesirge vorrand.

/ 43. Punktis 4 : (—1, +2, —1) on rakendatud kolm tungi
B1, B2, Ps, mis omavahel paarikaupa risti. P, projektsioonid on
Xi=+4+3,Y,=+4,27Z,=—12. Tungid on kéik samasuurused,
ning tung . on roobik x-y-tasapinnaga. Miidrata nende tungide
momentide summa koordinaatide alguses.

—_ —> —>
44. Kolm tungivektorit AB, BC, CA moodustavad kolm-
nurga vastavalt kiilgedega 13, 14, 15. Arvutada nende tungi-
vektorite momentide summa mingisuguses meelevaldses punktis.
Veenduda, et see summa iga punkti puhul osutub samaks.

45. Andes eelmise iilesande andmeil kolmandale tungivekto-
—

rile vastupidise suuna AC, arvutada momentide summa tungi-

vektoreist moodustatud kolmnurga sisse joonestatud ringi kesk-

paigas. Kas niitid veel summa osutub samaks ka igas teises
punktis?

48



ITI. Tungikomplekside teisendamine.

§ 22. Kindel keha. Kui vaatlusele tulevad korraga mitu tungi,
mis rakendatud mitmes punktis, siis eldakse, et tegemist on tungi-
slisteemiga, tungikoguga ehk tungikompleksiga. Elementaarses
staatikas mingivad tdhtsat osa sédirased tungikompleksid, kus
koik rakenduspunktid kuuluvad iihele ja samale kindlale
kehale. Seejuures maistetakse staatikas kindla keha all nii-
sugust keha, millel koikide punktide omavahelised kaugused igas

Sédrane kindla keha moiste kujutab matemaatilist fiktsiooni,
samuti nagu fiktsioon peitub ka niiteks geomeetrilistes maistetes
»sirge, | tasapind“ ja mujal. Looduses tegelikult esinevad kehad
pole kunagi staatika méttes absoluutselt ,kindlad“, vaid paindu-
" vad (deformeeruvad) eranditult koik, niipea kui neile méjuvad
kiillalt suured tungid; samuti paisuvad nad iildiselt temperatuuri
tousmisel. Sellele vaatamata osutub kindla keha fiktsioon staa-
tikas vigagi vidrtuslikuks tasakaalu seaduste selgitamisel. Tuleb
muidugi silmas pidada, et sel teel leitud seadused on tegelikkude
,flitisikaliste kehade juures rakendatavad vaid teatavas ldhen -
duses, kuid seda tdpsemalt, mida enam antud keha omaduste
poolest liheneb staatikas kasutatud kindla keha fiktsioonile. Just
inseneriteaduste alal leidub aga ka sageli juhtumeid, kus kindla
keha kujutelmale rajatud analiiiis ei anna selgust; sel puhul kénel-
dakse ,staatiliselt middramata‘ probleemist ja otsitakse lahendust
teiste meetodite abil, arvestades niiiteks kehade elastseid omadusi.
Elastsusopetus moodustab tehnilise mehaanika eripeatiiki. Kies-
olevas raamatus ta kdne alla ei tule; kisitlemist leiavad vaid sii-
rased probleemid, mis oma loomuse poolest on ,staatiliselt
maéadratud,

4 J. Nuut, Staatika alged. : 49



§ 23. Tung libiseva vektorina. Kindla keha staatika on raja-
tud teatavatele aksioomidele, mis kiillaldases kokkukoélas kordu-
valt teostatud katsete tulemustega.

Esimese aksioomi s6nastame jargmiselt:

kaks vordset, kuid vastassuunalist tungi ei avalda kindlale

kehale mingit mo6ju, kui neid kujutavad vektorid asetsevad

iihel ja samal kandesirgel (32. joon.).

Uhine kandesirge 1dbib muidugi tungide molemaid rakendus-
punkte A ja B. Selle aksioomi péhjal voib mistahes tungi-
kompleksile, mis moéjub antud kindlale
kehale, kaks sadrast tungi juurde lisada,
voi ka vastuoksa voib igast tungikomp-
leksist kaks sddrast tungi lihtsalt vilja
jatta, ilma et selle tagajarjel tekkinud
uue tungikompleksi mdju kehale muu-
tuks esialgse tungikompleksi mojuga vor-
reldes.

Erijuhul selle aksioomi poéhjal ei

39 Saonts. avalda mingit moju kehale kaks vordset,

kuid vastassuunalist tungi, kui nad on

rakendatud iihes ja samas punktis, sest niisuguste tungide vekto-
rid asetsevad siis kindlasti iihisel kandesirgel.

Teise aksioomi sonastame jirgneval viisil:

tungid, mis rakendatud kindla keha iihes ja samas punktis,

ei avalda sellele kehale mingit moju, kui nende resultanttung
kaob.

Sadraseid tunge voib jarelikult mistahes tungikompleksile
juurde lisada, voi samuti mistahes tungikompleksist vilja jitta,
ilma et sel teel saadud uus tungikompleks oma méju poolest kehale
erineks esialgse tungikompleksi mojust
samale kehale, Té6siasja, et kaks vordset ja 3
vastassuunalist samas punktis rakendatud <L§—Q—>
tungi ei avalda mingit mdju kehale, vo6ib
ilmsesti kisitella ka selle teise aksioomi
erijuhuna.

Olgu niitid kindla keha punktis A rakendatud meelevaldne
tung B (33.\joon.). Valime selle tungi kandesirgel mone uue
punkti B meelevaldselt ning rakendame seal samal kandesirgel

33. joonis.
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kaks vordset ja vastassuunalist tungi P’ ja ', nagu niidatud
joonisel. Aksioomide pdhjal see ei avalda mingit mdju kehale.
Valime niiiid veel tungi ' suuruse vordsena esialgse tungi P suu-
rusega. Siis on P ja L kaks vordset, kuid vastassuunalist tungi,
mis asetsevad iihisel kandesirgel; esimese aksioomi pohjal need
kaks tungi voib lihtsalt tungikompleksist B, B, O dra jitta,
ilma et see avaldaks moju kehale. Seega jadb aga lépptulemusena
niitid endise tungi P asemele ainus tung P’, mis suuruse, suuna
ja kandesirge poolest iihtib tungiga 8, kuid on rakendatud A ase-
mel punktis B. Selle tungi P’ moju kehale peab, nagu #sjased
kaalutlused niitavad, olema sama, kui endise tungi P moju.
Tahendab:

kindla keha juures rakendatud tungi rakenduspunkti voib
nihutada tungi kandesirget mooda keha piirides mistahes
teisele kohale, ilma et selle tagajiarjel muutuks tungi moju
kehale.

Kindla keha staatika probleemides vdib, teiste sonadega,
lubada tungile oma kandesirget mooda libiseda. Vektorit,
mille fiitisikaline ekvivalent ei muutu, kui see vektor oma kande-
sirget mooda nihkub teisale, kutsutakse ,libisevaks® vektoriks.
Kindla keha staatika kiasitleb tunge libisevate vektoritena. Paneme
tihele veel, et § 17 tulemuste kohaselt siddrase libiseva tungi
moment mistahes punktis libisemise tagajirjel ei muutu. Libisev
- vektor on iseloomustatud kuue arvuga X, Y, Z, L, M, N, —
rakenduspunkt on teataval méidral vaba. Nende kuue arvuga
on (19) kaudu kindlaks médratud selle vektori kandesirge; neid
arve kutsutakse ka libiseva vektori koordinaatideks.
Libiseva vektori koordinaate ei saa valida tdiesti meelevaldselt,
sest tuleb ikkagi rahuldada néuet LX 4+ MY 4+ NZ =0 ; teisi
kitsendusi ei ole.

Tungi libistamist kandesirget méoda kasutatakse dige sageli
staatiliste kiisimuste otsustamisel juhtudel, kus soovitatakse
monda tungide kompleksi asendada teissugusega. Nimetame seda
toimingut sel puhul edaspidi ,esimeseks elementaartehteks*
(tungikomplekside juures).

§ 24. Komponenttungide asendamine resultanttungiga ja
iimberpoordult. Olgu kindla keha punktis A rakendatud tungid
B, ja P. (34. joon.). Lisame sellele tungikompleksile veel samas
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punktis A rakendatud 2 vordset ja vastassuunalist tungi P ja P,
valides P just tungide B, ja P summana; aksioomide pohjal see
kehale moju ei avalda. Nagu aga niilid joonise najal kerge veen-
duda, kaob uues kompleksis kolme tungi

; P, Bo, ¥ resultanttung, mille tottu
< ¥ ki i \\,, neid tunge vo6ib tungikompleksist
A 7/ vilja jitta. Sel puhul jaib iile iiksnes
‘Pz / tung P ; tema moju kehale on seega
Sl sama kui esialgselt vaadeldud tungide
34. joonis.

B ja P2 koosmoju. Et niitid aga P oli
parajasti valitud B; ja B, resultanttungina, sus oleme sel viisil
toestanud lause:

ithises punktis rakendatud kaks tungi vo6ib alati asendada

nende resultanttungiga, ilma et selle juures muutuks kehale

avaldatud moju.

On iihes punktis rakendatud rohkem kui kaks tungi, siis voib
neid selle pohjal jarjest paarikaupa asendada resultanttungidega,
jatkates seda toimingut seni, kuni iile jddb iiksainus resultanttung
selles punktis. Teiste sonadega,

ithes punktis rakendatud tunge voib luta, ilma et selle taga-
jarjel muutuks moju kehale.

Sadrast tungide liitmist kasutatakse jillegi staatika kiisi-
muste juures tungikomplekside teisendamise otstarbeks. Seda
toimingut nimetame edaspidi sel puhul ,teiseks elementaar-
tehteks*.

§ 21 tulemuste kohaselt on teise elementaartehte juures saa-
dud resultanttungi moment mistahes punktis vérdne liidetud
komponenttungide momentide summaga.

Olgu 34. joonisel iimberpéérdud jirjekorras antud esialgu
punktis A rakendatud tung $. Valime tungiga § suuruse poolest
vordse, kuid vastassuunalise tungi ' ning peale selle veel 2 tungi
1 ja P, nonda, et kolme viimase tungi resultanttung kaoks. See
nbuab, nagu joonisest selgub, et P; ja B. oleksid parajasti esi-
algu antud tungi ® komponendid. Nende kolme tungi lisanda-
mine on teise aksioomi pohjal lubatud. Jittes aga niiiid saadud
neljatungilises kompleksis tungid $ ja R’ dra sel pohjusel, et nad
on vordsed ja vastassuunalised ning samas punktis rakendatud,
jouame tungikompleksi juurde, mis koosneb ainuiiksi tungidest
$B: ja P., tahendab, esialgse tungi P komponentidest. Niisiis:
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tungi voib asendada oma kahe mistahes komponendiga, ilma

et selle tagajarjel muutuks moju kehale.

Sama motte alusel voib iga saadud komponenttungi oma-
korda lahutada kaheks komponenttungiks ning jatkata s#ddrast
toimingut {isna meelevaldselt. Et selle juures tekkiv tungikompleks
ikka jille koosneb vaid esialgse tungi komponentidest, siis jarg-
neb seega iildlause, et

tungi voib asendada tema mistahes komponentidega meele-

valdsel arvul, ilma et moju kehale seejuures muutuks.

Tungi lahutamist komponentideks tungikompleksi teisenda-
mise otstarbeks nimetame edaspidi ,kolmandaks elementaar-
tehteks* tungikomplekside juures.

Nulitungi lahutamine komponentideks, mis sisuliselt moodus-
tab eelmise toimingu erijuhtu, on lubatud otseselt juba teise
aksioomiga.

§ 25. Tungikompleksi asendamine kahe tungiga. Kolme ele-
mentaartehte abil saab kindla keha juures rakendatud tungi-
kompleksi alati asendada k a h e tungiga, milledest ii h e rakendus-
punkt seejuures veel on
valitav meelevaldselt. Selles
veendume, joudes selgusele,
et juhul, kus tungikompleks
“ koosneb vaid kol me st tun-
gist, sddrane taandamine on
alati teostatav; mistahes
tungikompleksi taandamist
voib ju siis ilmsesti toime-
tada jark-jargult kolmikute

kaupa.
Olgu siis antud 3 tungi
B, O, R vastavalt raken- 35. joonis.

duspunktidega A, B, C

(35. joon.). Paneme ldbi A ja £ tasapinna § ning ldbi A ja R
tasapinna y. Nende kahe tasapinna loikesirgel s votame meele-
valdselt veel punkti D. Lahutame £ komponentideks Q4 ja Qp
vastavalt sirgete BA ja BD sihis; samuti lahutame @ komponen-
tideks M, ja Np vastavalt sirgete CA ja CD sihis (kolmas
elementaartehe!). P, O, N asendab niiiid kompleks P, D4, Qp,
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Ra, Np. Laseme D, ja R, kumbagi libiseda rakenduspunktini A ,
samuti Qp ja R, libiseda punktini D (esimene elementaartehe!).
Saame sel teel kompleksi B, Ry, D4, Rp’, O’ . Kolmel esimesel
tungil on siin iihine rakenduspunkt A ; liidame nad seal teise
elementaartehte alusel iiheks tungiks 9. Samuti on kahel viima-
sel tungil tihine rakenduspunkt D, mille t6ttu need véime liita
iiheks tungiks %B. Seega olemegi saanud kolme esialgse tungi
B, L, RN asemel kaks tungi U ja B.

Jadb veel ndidata, et saadud kahe tungi puhul i h e rakendus-
punkt on valitav meelevaldselt. Seda selgitab 36. joonis, kus
A ja B vastavalt rakenduspunktidega
A ja D kujutavad iilalkirjeldatud toi-
minguga saadud kahte tungi. Valime
niitid veel M meelevaldselt ning paneme
labi M ja A tasapinna o ning ldbi
M ja B tasapinna d . Nende tasapindade
loikesirgel ¢ valime vabalt veel iihe
punkti N ning lahutame % komponenti-

36. joonis. deks A 4 ja A yvastavalt AM ja AN sihis,

ning ¥ komponentideks B, ja By vas-

tavalt DM ja DN sihis. Nihutame jillegi saadud tunge rakendus-

punktideni M ja N ning liidame I6puks seal tungid paarikaupa.

Sellega oleksid % ja B elementaartehete abil asendatud jillegi

kahe tungiga, milledest aga iiks on rakendatud iisna meelevald-

selt etteantud punktis M . (Teise rakenduspunkt N pole enam

iisna meelevaldne, sest ta peab asetsema U, ¥ ning M kaudu
madratud sirgel ¢.)

Viide on seega toestatud.

Mérkus: Voiks arvata, et kirjeldatud toimingu puhul teki-
vad raskused, kui konstruktsioonis kasutatud punktidest méni
langeb viljapoole kindla keha piirkonda. Kuid tuleb silmas pidada,
et motteliselt voime sel puhul ajutiselt kénesoleva kindla keha
tdiendada lisaosadega vajalisel miiral nénda, et sellega oleksid
haaratud kéik konstruktsioonis tarvitatud abipunktid; pérast,
lIopptulemuse saamisel véib neid lisaosi jille lugeda koérvalda-
tuiks, — ainult 16pp-punktid M ja N peavad muidugi jiima
kindla kehaga litkumatult seotuks. S#irane motteline tegevus-
vabadus lubab konstruktsiooni teostamisel eeldada keha piira-
mata suurena. Sel alusel staatikas harilikult jaetaksegi tungi-

54



komplekside teisendamise puhul kindel keha, millele see kompleks
méjub, iildse mainimata, kuigi sisuliselt muidugi see keha kons-
truktsiooni alusena on oluline.

§ 26. Tungikompleksi iildine resultant ja resulteeruv moment.
Olgu kindla keha juures rakendatud tungid

Sl O CTLED SRR A L | SRR PO Y B
EBH:(X"’ Yn’ Zn) (32)

vastavalt punktides

Al:(xlp Y1, zl)y A2:(x21 Yo, 22),...,
A (=, Y, 24). (33)

Punktid (33) véivad selle juures ka osaliselt voi isegi koik oma-
vahel iihte langeda. Koordinaadistiku asend on meelevaldne;
votame koordinaatteljed nonda, et algus langeks meelevaldselt
etteantud kohale O .

Igale tungile kompleksist (32) vastab punktis O oma moment-
vektor. Olgu need momentvektorid vastavalt

M:(Ly, My, N1), My:(La, Mz, N3), ...,
Mn:(Ln My, Ny (34)

Liidame need iihises punktis O rakendatud momentvektorid
My, ..., M, itheks uueks vektoriks M: (L, M, N) :

M=y + WMo+ --- + M.
Vektorite liitmise analiiiitilise eeskirja kohaselt saame

L=L+Ly+---+Lys=2L
M:M1+M2+"'+Mn=2Mi (35)
N:N1+Nz++Nn:2Nt

Sel viisil defineeritud vektorit M kutsutakse tungikompleksi
(32)—(33) resulteeruvaks momendiks punk-
tis O. See resulteeruv moment muutub iildiselt punkti O asukoha
muutumisega.
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Moodustame veel iihe vektori f: (X, Y, Z), kus

X:X1+X2+'+Xn:2X,
Y=Y, +Ys+---4+Y,=2Y, (36)
Z == By - Zo e e AT i B

jattes seejuures aga R rakenduspunkti tidiesti meelevaldseks.
Sadrast liiki vektorit, mille suurus ja suund on iiheselt miira-
tud, kuid rakenduspunkt iisna vabalt valitav, kutsutakse ,,vabaks
vektoriks. Praegu moodustatud % on seega ,,vaba“ vektor.
Vastandiks sellele kutsutakse vektorit, millel ka rakenduspunkt
on iiheselt fikseeritud, ,kinnistatud®“ vektoriks. Momentvekto-
rid kuuluvad oma loomuse poolest iildiselt , kinnistatud* vektorite
hulka. Kolmanda vektoriliigiga — ,libisevate vektoritega —
tutvusime juba varemini (tung!).

Valemitega (86) defineeritud vaba vektorit R kutsutakse
tungikompleksi (82) iildiseks resultandiks. See iildine
resultant ei olene rakenduspunktlde Ay, A., ..., A, koordi-
naatidest.

Tungikompleksi iildist resultanti ei tohi kuidagi #ra vahe-
tada {iihises punktis rakendatud komponenttungide resultant-
tungiga, kuigi nimetuste sarnasus selleks ahvatleb. Kompleksi
tildine resultant on va b a vektor, komponentide resultanttung aga
ainult 1ibisev vektor; komponentide resultanttungiga tohib
komponente kindla keha juures asendada, kuna aga kompleksi
iildine resultant iiksinda veel kompleksi iildjuhul ei asenda.

Olgu niitid tungikompleksi (32)—(33) kallal toimetatud
mingisugused elementaartehted. Kergesti veendume, et selle
tagajérjel ei muutu ei iildine resultant ega ka resulteeruv moment
punktis O. Toepoolest, elementaartehte puhul méne tungi B ;
projektsioonid jadvad kas endiseks (esimese elementaartehte juu-
res!), voi liituvad teiste tungide projektsioonidega (teise ele-
mentaartehte puhul!), v6i 16puks jagunevad omakorda mitmeks
liidetavaks (kolmanda elementaartehte teostamisel!). Igal juhul
jaéb selle tagajiarjel X — 3 X, jne. endiseks, seega ei muutu
lildise resultandi projektsioonid telgedele. Samuti ei muutu
resulteeruva momendi projektsioonid L — 3L ; jne., sest esimene
elementaartehe ei muuda iildse liidetavaid arve L, , teine elemen-
taartehe votab ainult kokku méningad L iy mis vastavad
tihise rakenduspunktiga tungidele, moneks uueks osasummaks,
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I6puks kolmas elementaartehe asendab iiksiku L; vaid uute liide-
tavatega, millede summaks on endine L, ; seega summad 2L; jne.
elementaartehete méjul kunagi ei saa muutuda. Sonastame tule-
muse lausena:

elementaartehted ei muuda tungisiisteemi iildist resultanti
ega ka resulteeruvat momenti.

Samalaadilised kaalutlused niitavad, et tungikompleksi osa-
desse jagunemisel meelevaldsel viisil, valemite (35) ja (36) abil
arvutatud kogukompleksi iildist resultanti ja resulteeruvat
momenti voib saada ka teisiti, nimelt méirates samade valemite
pohjal kompleksi iga osa jaoks eraldi iildise resultandi ja resul-
teeruva momendi, ning liites pérast sel teel saadud komponendid
vastavalt. Voib seega 6elda, et kogukompleksi iildine resultant ja
samuti resulteeruv moment on osakomplekside iildiste resultan-
tide vGi vastavalt resulteeruvate momentide vektoriaalne
summa.

Méarkus: Tungikompleksi resulteeruva momendi M ja
tildise resultandi ® skalaarne korrutis

(MR) =LX + MY + NZ

ildjuhul erineb nullist, sest iildjuhul M ja R pole mitte iiks-
teisega risti. Kiill aga kaob (IMMNR) erijuhtudel, niiteks siis, kui
- koik rakenduspunktid (33) langevad iihte, sest siis on kehtiv
valem (31).

§ 27. Samaviirsed tungikompleksid. Tundes tungikompleksi
(32)—(33) resulteeruval momendi koordinaatide alguses O,
saame holpsasti arvutada ka resulteeruva momendi mistahes
teises punktis O’, mille koordinaatideks on, iitleme, & 1%,
Valemi (27) pdéhjal on nimelt iga iiksiku tungi ; puhul

Mi =M’ + My,
kus M; tdhistab P; momenti sel korral, kui see R; oleks raken-
datud mitte punktis 4; , kus ta tegelikult on, vaid punktis O’.
Vottes summa koikide §;-de kohta, leiame siit:
2%,‘:2%['—‘}'25&»
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ehk, tihistades S, tdhega M ja 3 M, tihega M,
M= + M. (37)

Et seejuures I midramisel kéik vektorid PB; tuleb rakendada
iithes ja samas kohas O’, siis § 21 kohaselt on lubatud need 9; seal
asendada vastava resultanttungiga, mille projektsioonideks on
aga 2X;, Y, ZZ,;, tihendab, parajasti iildise resultandi %
projektsioonid X, Y, Z. Seega M projektsioonid L, M, N on

Dipzl oy Ml px SNy x| i(38)

Tahistades MM’ projektsioone siimbolitega L', M’', N’, jireldame
valemitest (37) ja (38):

L=L—(qZ— (YY), M= (tX-—52),
N' =N — (Y — gX), (39)

mis viliselt iihtivad § 20 saadud valemitega. Tungikompleksi
resulteeruv. moment punktis O’ on seega  viljendatud
ML, M, N, R AKX, Y,Z) a0 a8 n () kaudu.

Eeskirjast (39) teeme ti#htsa jirelduse. Olgu nimelt kor-
vuti kompleksiga (32)—(33) antud veel moni s#ddrane teine
kompleks, mille resulteeruv moment koordinaatide alguses O
iihtib eelmise kompleksi resulteeruva momendiga sealsamas. Kui
niitid veel ka iildine resultant teisel tungikompleksil on sama
mis esimeselgi, siis jargneb valemeist (39) otsekohe, et mélema
kompleksi resulteeruvad momendid mistahes teises punktis O
samuti peavad iihtima.

Kaks tungikompleksi, milledel iildine resultant on iihine
ning samuti on tihine resulteeruv moment mingisuguses tihes
punktis O , kutsutakse samavadédrseiks. Nagu praegu
nigime, on samaviidrsetel kompleksidel resul-
teeruvad momendid iihised ka igas teises
punktis O'.

On mone tungikompleksi iildine resultant null ning samuti ka
null resulteeruv moment iihes mingisuguses punktis O, siis oel-
dakse, et see kompleks on samavadrne nulliga. Vale-
mist (39) jallegi jargneb, et sddrase kompleksi resulteeruv
moment peab ka igas teises punktis O’ kaduma.
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§ 28. Samaviirsete komplekside teisendatavus elementaar-
tehete abil. Antud tungikompleksiga samaviirse kompleksi
saame alati, kui rakendame selle antud kompleksi juures mingi-
sugused elementaartehted, sest iikski elementaartehe, nagu juba
selgitasime varemini, ei muuda iildist resultanti ega resulteeru-
vat momenti. Veendume niitid veel, et ka {imberpésrdult just
elementaartehted voimaldavad igal juhul iile minna mistahes
antud tungikompleksist mistahes teise juurde, kui ainult see teine
kompleks on esimesega samaviirne.

Selleks toestame koigepealt, et nulliga samaviirse kompleksi
koikide tungide havitamine on teostatav elementaartehete abil.
Toepoolest, iga kompleks taandub elementaartehete najal, nagu
nidgime (§ 25), kaheks tungiks, milledest iihe rakenduspunkt
on valitav meelevaldselt. Valime selleks rakenduspunktiks koordi-
naatide alguse O. Rakendades elementaartehteid nulliga sama-
vadrse kompleksi juures peame igal hetkel saama ikkagi jille nul-
liga samaviirse kompleksi, sest iildine resultant ja resulteeruv
moment ei saa muutuda. Jérelikult on taandamisprotsessi tule-
musena saadud kaks tungi koos samaviirsed nulliga. Resultee-
ruv moment punktis O peab seega siin olema null; selle resultee-
ruva momendi saame, liites mélema tungi momente punktis O ; et
seejuures esimene tung on rakendatud just O-s, siis tema moment
seal on juba null, — jérelikult peab ka teine tung punktis O andma
momendi null, et summa null vélja tuleks. See tihendab aga, et
teise tungi kandesirge peab libima O, mille t6ttu libistamise teel
saame ka teise tungi lugeda rakendatuks samas kohas O. Siis
on aga voimalik neid kahte tungi asendada iihe resultanttungiga,
ning viimane peab seejuures tingimata osutuma nulliks, sest
muidu oleks kompleksi iildine resultant nullist erinev. Seega
kompleksi koik tungid on elementaartehete abil hivinud, nagu
viitsimegi.

Tédhendagu niiiid stimbolid (S) ja (S’) kahte meelevaldset,
kuid samaviirset kompleksi, mis samasusmirgi abil kirjutame
ka nonda:

(S) = (Sgu

Téhendagu (—S’) kompleksi, mille saaksime, andes kompleksi
(S’) koikidele tungidele vastupidised suunad samade rakendus-
punktide juures. Kompleksidel (S’) ja (—S’) on siis ilmsesti
iildised resultandid vordsed, kuid vastassuunalised, samuti ka
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resulteeruvad momendid vordsed ja vastassuunalised. Komplek-
sidest (S’) ja (—S’) kui osadest moodustatud uus kogukompleks
omab seepirast resulteeruvat momenti null ja samuti iildist resul-
tanti null, tdhendab, ta on samavéirne nulliga; siimboolselt kirju-
tame seda kujul

(8L (—8) =0

Elementaartehete abil saab, nagu iilal nigime, sidirases komplek-
sis koik tungid hédvitada; toimetades koik selle juures tarvitatud
tehted timberpoordud jarjekorras, saame jiarelikult ka siirast
kompleksi elementaartehete abil iiles ehitada. See tdhendab aga
seda, et kompleksile (S) saab kompleksi (S’) + (—S’) juurde
lisada, kasutades ainuiiksi elementaartehteid. Niitid on aga sel
viisil moodustatud uues kogukompleksis (S) + (S’) 4+ (—S8’) ka
osa (S) 4+ (—S8’) omaette samavédrne nulliga, sest oletuse jargi
pidi olema (S) = (S’), mille téttu komplekside (S) ja (—S’)
tildised resultandid ja samuti ka resulteeruvad momendid on vas-
tavalt vordsed, kuid vastupidised. Jarelikult peab kogukompleksis
(S) + (8') + (—8’) voimalikuks osutuma esimest osa kolmanda
vastu elementaartehte abil hivitada, mille tagajirjel jiadb iile
ainutiksi kompleks (S’) . Sel viisil oleksimegi joudnud, ldhtu-
des kompleksist (S) , elementaartehete abil kompleksi (S’) juurde,
mida oligi vaja toestada.

Toestuse mottekdiku viljendab liihidalt ja - tabavalt siim-
boolne kirjutus:

(5) = (8) + [{==8) - (ST =[S+ (—8')] 4- (8) = &),

kus iga kord samasusmirgiga on vihjatud véimalusele teisen-
dada elementaartehete abil.

Kompleksi (S) teisendamisvéimalusi kompleksiks (S’) on
I6pmata palju, sest voiks ju néiteks esialgu toimetada iikskoik
missuguseid meelevaldseid tehteid meelevaldsel arvul, ning alles
mone aja pirast asuda plaanikindlale tosle. Ei tohi arvata,
et iilalantud toestuses niidatud teisendamistee osutub ka koige
lithemaks, sest igal konkreetsel juhul v6ib onnestuda leida liihe-
maid; toestuse eesmirgiks oli ainult selgitada, et vihemalt iiks
tee peab alati viima sihile.
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§ 29. Tungipaar. Vo6ib juhtuda, et tungikompleksi iildine
resultant kaob, resulteeruv moment ménes punktis O seejuures aga
mitte. S#édrasel erijuhul iildise resultandi | projektsioonid on
X=0, Y=0, Z=0, mille tottu valemeist (39) jirgneb
L'=L,M =M,N = N ;tihendab, siirase kompleksi resultee-
ruv momentvektor on igas punktis nii suuruse kui ka suuna poo-
lest sama. V6ib oelda ka, et sel puhul resulteeruv moment osu-
tub samuti nagu iildine resultant ,,vabaks*“ vektoriks.

Taandades sddrase erikujulise kompleksi kaheks tungiks
Bi: (X1, Y1, Z1) ja P2 : (X, Y5, Z,), peame saama

Xi+X,=0, Y1 +Y,=0, Z, +Z,=0,
ehk
X =—X,, Yi=—Y,, Z,=—12,.

Taandatud kompleks koosneb seega kahest suuruse poolest vord-
sest, kuid vastassuunalisest tungist, seejuures tingimata erinevail
kandesirgeil, sest muidu kompleks oleks samaviirne nulliga ja
resulteeruv moment sellepidrast samuti null. Niisugust kahetungi-
list siisteemi kutsutakse tungipaariks (37. joon.); tungi-
paari puhul on

R=0, M=Kz 0, (40)

Vaba vektorit M kutsutakse tungipaari puhul mitte enam momen-
diks antud punktis, vaid lihtsalt
»tungipaari momendiks‘ ehk ka ,,tun-

f C
gipaari tel jeks“. Need kaks tungi Sy, "
PB: ja R., milledest tungipaar koosneb, 3 \

kutsutakse tungipaari komponen- 0\g
tideks. L ?,

Tungipaari telje suurust [‘)J?] saab D
holpsasti arvutada, vottes punkti O 37. joonis.
tungide R, ja P, kandesirgetele risti
tommatud 16igu keskkohas; selle ristiloigu CD pikkust a kutsu-
takse tungipaari ,,0laks®. 37. joonisest selgub, et tungi P, moment

a .s
CD keskkohas O omab suurust 5 *|B:1| ; niisama suur on samas

kohas ka teise komponendi . moment, ning mélema komponendi
momentvektorid osutuvad samasuunalisteks, mille tottu nende
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suurused liituvad puht-aritmeetiliselt. Seega tungipaari telg M
omab suurust:

W] =5 - Ba] + 5 [Bo| =25 [Bi] =a- By, (41)
sest tungipaaril on ]‘,Bl| == [2[%2' . Niisiis:

tungipaari momendi (telje) suuruse miirab iihe komponendi
suuruse korrutis olaga.

§ 30. Diinaam. Uldjuhul on tungikompleksi puhul nii iildine
resultant kui ka resulteeruv moment nullist erinev. Varemini sel-
gus, et tungikompleksi saab taandada kaheks tungiks. Paljudel
juhtudel on aga otstarbekohasem teostada taandamist kolmele
tungile, milledest kaks moodustavad tungipaari. Et see tde-
poolest peab alati olema Ildbiviidav, seda niitavad jargmised
kaalutlused.

Vaatleme korvuti meelevaldselt etteantud esimese komplek-
siga veel teist kolmetungilist kompleksi, kus esimeseks tungiks on
punktis O rakendatud esimese kompleksi iildine resultant %, teine
ja kolmas tung koos aga moodustavad tungipaari, mille teljeks M
on esimese kompleksi resulteeruv moment punktis O. Teine ja
kolmas tung tuleb seega valida vordses suuruses, kuid vastastikku
vastupidises suunas tasapinnas, mis risti resulteeruva moment-"
vektoriga M, ning anda paari 6lale veel sidiirane suurus, et (41)
kohaselt momentvektori suurus parajasti vilja tuleks, hoolitsedes
seejuures ka o0ige poOoramissuuna eest. Koik see on teostatav
ikkagi veel 16pmata mitmekesisel viisil.

Teise tungikompleksi iildiseks resultandiks on jillegi endine
3, sest teise ja kolmanda tungi projektsioonid hivivad vastamisi.
Teise tungikompleksi resulteeruv moment punktis O on aga
samuti endine 9, sest esimene tung, olles rakendatud just punk-
tis O, seal lisandit momentvektorile anda ei saa, mille t6ttu resul-
teeruva momendina punktis O jidéb vaid tungipaari moment, mis
pidigi olema IN.

Sellest jargneb niiiid, et moodustatud teine tungikompleks on
esimesega samavidrne. § 28 alusel peab ta seega saadav olema
esimesest kompleksist elementaartehete kaudu. Et elementaar-
tehted ei muuda tungikompleksi mdju kehale, siis jareldame:

mistahes tungikompleksi moju kindlale kehale on alati asen-
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datav tungi ja tungipaari koosmojuga, kusjuures siin esikohal
mainitud tungil rakenduspunkt on valitav meelevaldselt,
tungipaari telg aga oleneb sellest rakenduspunktist.

Lauses mainitud tung toukab keha teatavas suunas, kuna
lisaks tulev tungipaar piiiiab samal ajal keha poorata. Mistahes
tungikompleksi m6ju kindlale kehale avaldub seega toukamises ja
pooramises. On tungikompleks samaviidrne nulliga, siis kaob
nii touketung M kui ka poorav moment M ; koik tungid hivivad
siis vastamisi ja keha on tasakaalus. Umberpoordult saab
valitseda tasakaal ainult siis, kui pole ei tdukamist ega pooramist,
tdhendab, kui % ja M kaovad, teiste sonadega, kui rakendatud
tungikompleks on samavidirne nulliga. Kindlale kehale méjuva
tungikompleksi samavairsus nulliga on seega kindla keha puhul
tasakaalu kiillaldaseks ja tarvilikuks tingimuseks.

Kompleksi, mis koosneb tungist ja tungipaarist, kutsutakse
Plickeri jiargi ,,dinaamiks“ (1867). Kindlale kehale mdjuv
tungikompleks on alati asendatav diinaamiga.

§ 31. Minimaalne resulteeruv moment. Uldjuhul leidub 16p-
mata palju erinevaid diinaame, mis asendavad antud tungi-
kompleksi, nagu niha juba sellest, et touketungi rakenduskoha O
voime valida meelevaldselt. Sobiva O valikuga voib saavutada
aga seda, et tungipaari telje suurus ]21)2] osutuks minimaalseks.
Seda nditavad jargmised kaalutlused.

Olgu jialle antud tungikompleksi {ildiseks resultandiks
R :(X,Y,Z) jaresulteeruvaks momendiks koordinaatide alguses
M :(L,M,N). Nagu § 26 16pus tdhendasime, R ja M skalaarne
korrutis

M) =LX + MY + NZ

iildjuhul erineb nullist. Veel varemini (§ 12) selgitasime, et ska-
laarne korrutis niitab vektorite suuruste korrutist nendevahelise
nurga koosinusega. Moodustab % suund % suunaga nurga o,
siis jarelikult

LX+MY+NZ:|§R|-|‘)’R[-cosg;, (42)

kus I‘RI tdhendab tungikompleksi kaudu méiédratud konstanti,
[91?[ ja ¢ aga olenevad O valikust ja on seega muutuvad.
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Méiédrates valemite (39) abil resulteeruva momendi
W: (L', M’', N') mones uues punktis O’: (§ 1, §) ning téhistades
nurga uue vairtuse siimboliga@’, saame skalaarse korrutisena
|R| - |M|-cosgp’ =L'X + M'Y + N'Z.

Asendades siin L', M’, N’ nende avaldistega valemeist (39),
leiame:

X4+ MY 4 NZ=LX LMY 4L NzZ_
— [X(9Z2—CY) + Y(EX—E£Z) 4 Z(£Y — nX)] =
:LX+MY+NZ—O:
—LX 4+ MY + NZ.

Skalaarse korrutise viirtus on seega jadnud endiseks:
|R] - || - cosp’ = |R| - |M| - cos @,
millest jargneb, et ka

s

-cos<p’:|€m|-cos¢. (43)

See tdhendab, et resulteeruva momendi projektsioon iildise resul-
tandi suunale on Q' mistahes valiku puhul iiks ja sama.

Et aga vektori projektsiooni suurus kunagi ei saa iiletada
vektorit ennast, siis M’ ei saa kunagi suuruse poolest viiksem olla,
kui seda on || - cos @ absoluutvidrtus. On ¢’ = 0° v5i 180°, siis
I’ peabki omama oma kéige viiksemat voimalikku suurust, olles
seejuures sama- v6i vastassuunaliselt paralleelne tungikompleksi
ildise resultandiga M. Siiraselt mairatud »kompleksi mini-
maalset resulteeruvat momenti“ tdhistame stimboliga M’ min.
Jérgnevas paragraafis selgub, millised peavad olema punkti O’
koordinaadid, et resulteeruv moment seal osutuks minimaalseks.

§ 32. Tungikompleksi tsentraaltelg. Toetume iilalselgunnd
néudele, et resulteeruv moment on minimaalne seal kohas, kus
vektorid R ja M’ on paralleelsed. Vektorite paralleelsuse tunnuse
alusel (§ 12) peab jirelikult siirases kohas O’ olema

L, AN
ol T

Viiljendades siin L', M’, N’ valemite (39) pohjal ning asendades
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selle juures § #, { harilikkude koordinaatide siimbolitega
z,Yy,z,saame siit nende x , ¥, 2z jaoks vorrandid :

L—(yZ—2zY) _ M— (2X —xZ) __ N—(2Y —yX)
X e Y i Z - (49

Et siin kolm tundmatut @, , z on seotud ainult kahe rippu-
matu vorrandiga, siis néutavaid punkte minimaalse resluteeruva
momendiga M’ i, leidub isegi lopmata palju. Koik need punktid
O :(z,y,z) koos moodustavad vérranditega (44) méiratud
joone ruumis. Et need vorrandid (44) on muutujate z, v, z
suhtes lineaarsed, siis see joon peab olema sirge. Sirget (44)
kutsutakse antud tungikompleksi tsentraalteljeks.

Tsentraaltelje igas punktis ja ainult neis punktes tungi-

kompleksi resulteeruv moment on minimaalne.

Veendume veel, et tsentraaltelg ise on paralleelne kompleksi
lildise resultandi % suunaga. Selleks on kiillaldane niidata, et
rakendades vektorit R selle tsentraaltelje ménes punktis (z, v, 2),
vektori teine otsapunkt langeb alati ka samale teljele. Vektori
teise otsa koordinaadid on seejuures z + X, y+ Y, 24+ 2Z;
pannes need véidrtused vorrandeisse (44) jooksvate koordinaatide
x, Yy, z asemele, leiaksime toepoolest:

L—[w+Y)Z—(+2)Y] _M—[(z+2)X— (v +X)Z] __
X " b e

PNl (v - X)X (Y]
= - |

Pérast lihtsustamist taandub see tulemus aga jille kujule (44),
mille téttu tulemus peab olema 6ige, sest (44) on valitud z, v, 2
puhul oéige, viljendades O’ asetsemist tsentraalteljel. Niisiis
koordinaadid z + X, y+Y, 2 + Z antud eeldustel tdepoolest
rahuldavad samuti vorrandeid (44), niipea kui koordinaadid
%, y, z neid rahuldavad; seega vektori % molemad otsapunktid
langevad tsentraalteljele alati koos korraga, mis voimalik on vaid
seetottu, et tsentraaltelg on iildise resultandiga R paralleelne.
Jarelikult :

tsentraaltelje mistahes punktis resulteeruv momentvektor ja
iildine resultantvektor omavad mélemad tsentraaltelje sihti.

Tsentraaltelge saaks orienteerida, valides tema positiivseks
suunaks just iildise resultandi suuna. Siirasel kokkuleppel nurk @’
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seal voetud momentvektori MM i, ja iildise resultandi | suuna
vahel osutub {ihtlasi selle momentvektori MM ., kaldenurgaks
tsentraaltelje suhtes.

Minimaalse momentvektori 9., asukoha mé&iramine vor-
randite (44) abil osutub véimatuks, kui X =0, Y =0, Z =0,
s. t. tungipaari puhul. Siis on aga resulteeruv moment ,,vaba‘
vektor, mille suurus igas kohas on iiks ja sama, ning seega
on ka arusaadav, miks sddrasel juhul minimaalse momendi otsi-
mine muutub mottetuks. Sel juhul pole iildse ka motet konelda
tsentraalteljest, kiill aga voib ikkagi riidkida tsentraaltelje
sihist, mis langeb iihte tungipaari telje sihiga.

On projektsioonidest X, Y, Z ainult iiks v6i kaks vérdsed
nulliga, siis tsentraaltelg leidub; tuleb sel juhul vaid (44) tolgen-
dada nonda, et seal, kus nimetajas esineb null, ka vastav lugeja
peab olema null, sest paralleelsuse tingimuse motte kohaselt
R ja M peavad andma koordinaattelgedega vastavalt vérdsed
sihikoosinused. Igal juhul saame siis sel korral seose (44) asemel
k a k s vorrandit, millega tsentraaltelg on iiheselt masratud.

Valides diinaami nonda, et tungipaari moment osutuks mini-
maalseks, saame, nagu selgus, kompleksi resulteeruva momendi
touketungi rakenduskohal (tihendab tungipaari teljel) paralleel-
sena tsentraaltelje sihiga, s. t. touketungi sihiga. Tungipaari
tasapind selles erikujulises diinaamis peab jirelikult olema
risti touketungi sihiga. Touketungi rakenduspunkt véib see-
juures veel tsentraaltelge pidi libiseda. Siirast erikujulist
diinaami kutsutakse tungikruviks (Ball, 1870), ehk,
kui arusaamatusi pole karta, ka lihtsalt kruviks. Kindla
keha juures rakendatud tungikompleksi saab alati méju poolest
asendada teatava kruviga. Nimetuse , kruvi“ niitlik péhjendus on
ilmne: keha toukamine ja pooramine toimuvad nagu mehaanilises
kruvis selle liikumise puhul mutris.

Arvu f
|M] - cos ¢ __ | min |
[92] 9]

Plasy

(45)

kutsutakse tungikruvi ,,nooleks*.

Tungikompleksi taandamine tungikruviks omab tihtsust pal-
judes staatika kiisimustes. Tungikomplekside liitumist véib néi-
teks taandada kruvide liitmisele.
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§ 33. Resulteeruvate momentide siimmeetriline jaotus ruumis.
Koordinaatteljestiku valikul osutub staatika probleemides sageli
ctstarbekohaseks votta iiheks koordinaatteljeks, niiteks z-teljeks,
just tungikompleksi tsentraaltelge; kiisimuste analiiiitiline kisit-
lemine muutub siis enamasti holpsamaks.

Niitena uurime sel teel resulteeruvate momentvektorite I
suuruste ja suundade jaotust ruumis.

z-teljeks valime tungikompleksi tsentraaltelje, vottes selle
positiivseks suunaks iildise resultandi % suuna. Koordinaatide
alguse O ja pirast seda veel z-telje valik
jaab teatava médrani meelevaldseks. 2
Resulteeruv moment M :(L, M, N)
punktis O on W i Ja langeb seetottu AA
tsentraaltelje, s. o. z-telje sihile; jareli-
kult L=0, M=0. N vo6ib olla posi- A8
tiivne vo6i negatiivne, erijuhul ka null. r
Samuti on tldise resultandi projektsioonid
X=0, Y=0, kuna Z on kas positiivne

—
voi null. 38. joonisel OA kujutab iildist

resultanti i ning b_g resulteeruvat mo-
menti M.

Valime niitid ruumis vabalt veel
iithe punkti O’. Kasutades koordinaatide 38. joonis.
alguse ja x-telje valiku vabadust, voime
alati probleemiseadet kitsendamata oletada, et ‘O’ asetseb para-
jasti a-teljel ja nimelt tema positiivsel poolel. Selle punkti O’
koordinaadid oleksid siis ® —=a, y=0, 2 =0, kusjuures veel
a =>0. (39) pohjal omab siiirasel korral resulteeruv moment I
punktis O’ projektsioone

Li==05n M/ — 1 oZipiN: = N, (46)

Seega on W risti x-teljega, s. t. O ja O iihendava sirgega. Téis-
nurkne kolmnurk O'PQ asetseb tasapinnas, mis samuti risti selle
sirgega. M’ kaldenurk 1 a-y-tasapinna suhtes on méaratud
seosega
tan p = —N—. (47)
aZ

Et N ja Z selles seoses on konstandid, siis 1 ldheneb nullile
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a piiramata kasvamisel, ning liheneb 90°le ¢ piiramata kahane-
misel. M suurust madrab valem

M| = N L @222, (48)

kust nédha, et M’ kasvab piiramata o piiramata kasvamisel, ning
ladheneb minimaalsuurusele |N [ , kui a piiramata kahaneb. Nihkub
O’ roobiti z-teljega iiles- voi allapoole, siis voib temaga koos viia
ka z-telge ja z-y-tasapinda, ning v ja ]9)2" jaavad muutumata.
Poorleb O’ limber z-telje (tsentraaltelje), jaiades ikkagi kaugu-
sele a sellest teljest, siis vGiksime lasta ka a-telge seda podrie-
mist kaasa teha, mille tagajirjel selgub, et 1 ja iEDE'] jaavad
jéllegi muutumata, — ainult ' siht ruumis muutuks, sest ta
peab jaima alati risti kaasapoorleva z-telje sihiga.

Leitud tulemused annavad néitliku pildi ruumi punktides O’
voetud momentvektorite W jaotusest: jaotuses valitseb siimmeetria
tsentraaltelje suhtes; mida kaugemal O’ asetseb tsentraalteljest,
seda suuremaks liheb momentvektor, ning seda suurema terav-
nurga moodustab ta tsentraalteljega; lopmata suures kauguses

oleks momentvektor tsentraalteljega risti, olles seejuures ise ka
l6pmata suur.

§ 34. Eritiiiibilised tungikompleksid. Erijuhtudel véib kruvis
kaduda kas R voi M . Kaovad molemad korraga, siis on siis-
teem samaviirne nulliga.

Kaob %, resulteeruv minimaalne moment aga mitte, siis
kompleks ilmsesti taandub tungipaariks. Kaob vaid 9’ min, uldine
resultant aga mitte, siis kompleks taandub iiheksainsaks tungiks,
mis rakendatud kompleksi tsentraalteljel ja omab selle tsentraal-
telje sihti. Moélemal juhul kompleksi iseloomustav muutumata
vaartusega skalaarne korrutis LX + MY + NZ (,invariantne
skalaarne korrutis) ilmsesti omab vidrtust null, sest tema kolm
liidetavat muutuvad eraldi nulliks.

Umberpoordult, kui

LX A MY BNZ-0,

siis on kas |§R| =) %y01 ]m'mi,,| =0, sest (42) ja (43) pohjal on
selle invariantse skalaarse korrutise viirtus vordne korrutisega
|R] - [ iq | » mis saab null olla ainult siis, kui iiks tegureist on

null. Kompleks taandub siis kas tungipaariks véi iiheksainsaks
tungiks.
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Kompleksi tiilibi kohta saab seega selgusele jouda jargmisel
viisil, ,

Midrame kompleksi iildise resultandi ja  resulteeruva
momendi iihes {isna meelevaldses punktis (niiteks koordinaatide
alguses). Arvutame saadud andmeil LX + MY 4+~ NZ. Osutub
see avaldis positiivseks voi negatiivseks, siis kénesolev tungi-
kompleks on samaviirne k ahe tungiga, samaviirne diinaamiga
ja samavéirne kruviga, mille nool f ei kao.

Osutub aga see avaldis nulliks, ilma et X, Y ja Z ise oleksid
korraga nullid, siis kompleks tingimata peab olema taanduv
iheksainsaks tungiks.

Osutub avaldis LX 4+ MY 4+ NZ nulliks selle tottu, et
X=Y=Z7Z=0, siis vaatleme veel kompleksi momenti iihes
meelevaldselt valitud punktis. Kui see moment ei kao, siis
kompleks on samaviirne iihe tungipaariga. Kaob aga see
momentvektor samuti, siis kompleks on samaviirne nulliga.

Tasase tungikompleksi puhul, s. t. kompleksi puhul, mille
koik tungivektorid asetsevad iihes ja samas tasapinnas, véib seda
tasapinda alati valida x-y-tasapinnaks. Siis kéikide tungide Z-pro-
jektsioonid muutuvad nulliks ja samuti muutuvad nulliks koéik
rakenduspunktide z-koordinaadid. Valemeist (19) jargneb aga
siis, et iga {iksiku tungi puhul koordinaatide alguses voetud
momentvektori L- ja M-projektsioonid muutuvad nulliks, sest
saarase tungi ¥; puhul on

Li:yi'O_O'Yi:O: M,~:0-X,~—x,~0:0.

Selle tagajirjel osutuvad aga nulliks ka arvud Z = 37Z;,
L=23L;,, M =3M; . Siit jargneb, et invariantne skalaarne
korrutis LX + MY -+ NZ kiesoleval juhul tingimata muutub nul-
liks. Arvestades varem-leitud tulemusi, saame seega lause:

kui tasane tungikompleks pole samaviirne nulliga, siis ta on

alati asendatav kas iiheainsa tungiga, voi iiheainsa tungi-

paariga.

Uksik tung ja samuti ka iiksik tungipaar on elementaartehete
abil ilmsesti asendatav tasase tungikompleksiga. On niiiid
mone ruumilise tungikompleksi puhul invariantne avaldis
LX + MY 4+ NZ vordne nulliga, tdhendab, see tungikompleks
asendatav kas iihe tungiga voi tungipaariga, siis selle tottu sama
tungikompleks nidhtavasti on teisendatav ka tasaseks kompleksiks.
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Harjutusiilesandeid.

46. Naidata, et tasapinnal iiksik tung on alati samaviirne
kolme tungiga, millede kandesirgeteks on samas tasapinnas meele-
valdselt etteantud kolmnurga kiiljed.

47. Naiidata, et ruumis iiksik tung on alati samaviirne kuue
tungiga, millede kandesirgeteks on meelevaldselt etteantud tetra-
eedri servad.

v 48. Tung %P x-y-tasapinnas on rakendatud punktis (-4 1
—4) ja omab projektsioone X =3, ¥ = 4. See tung on asenda-
tud kolmest tungist koosneva samaviirse kompleksiga nonda, et
mainitud kolme tungi kandesirged l6ikuvad kohtades (0, + 5),
(+ 12, 0) ja (0, 0) . Arvutada kompleksi tungide suurused.

49. Tungide %, ja P. projektsioonid ja rakenduspunktide
koordinaadid on antud tabelis:

X M Z Z Y z

By 0 | —1 0 0| 0 -}‘)

B! 0 | H P +1IF1] 0 | 0
;-D TE -

Punktls (-——1-——1———1—) on rakendatud tung Bs: (41,

L, W Mlssuguses z-y-tasapinna kohas peaks rakendatama nel-

jas tung P, et kompleks P, P, osutuks samaviirseks komplek-.

siga By, B2 ?

50. Jargnev tabel sisaldab andmeid kolme tungi %, B, €
projektsioonide ja rakenduspunktide kohta :

X ¥ Z @ Yy 2 :

A |+3|+2|—1| L|—1]|-—3
® [ a5 [0 o] —olay

[ e

Midrata puuduvad andmed nonda, et kompleks oleks samaviirne
nulliga.
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vV 51. Tungipaari kaks komponenti asetsevad kuubi vastas-
servadel, omades suurust kumbki 2 iihikut. Kuubi serva pikkus
on 3 iihikut. Arvutada tungipaari telje projektsioonid sama
kuubi servadele.

52. Tung P: (4+2, —1, —1) on rakendatud punktis (0,
—4, 4+ 3). Tung £ moodustab koos tungiga P tungipaari ja on
rakendatud y-z-tasapinna punktis. Méidrata tungi £ rakendus-
punkt, teades, et tungipaari telg on M : (—3, —5, —1).

 53. Kompleks koosneb kahest tungist %, B, millede pro-
jektsioonid ja rakenduspunktid on antud tabelis:

X X Z ) Y z

o |+1|41]+1]+2] o]—1
) R RE R T E Y R

See kompleks on asendatud diinaamiga, kusjuures iildine resul-
tant on rakendatud xz-teljel positiivsel poolel kaugusel 1 koordi-
naatide algusest. Arvutada diinaami tungipaari telje projekt-
sioonid ja selle telje suurus.

54. Diinaam koosneb tungist, mis sihitud x-telje suunas, ja
tungipaarist, mille telg on roobik z-teljega. Niidata, et vastav
tungikompleks peab taanduma tiheksainsaks tungiks.

J 55. Diinaam koosneb y-teljel asetsevast ning selle telje posi-
tiivses suunas mojuvast tungist, mille suurus on iihik, ning tungi-
paarist, mille telg omab samuti suurust 1, moodustades seejuures
koordinaattelgedega vordseid teravnurki. Asendada see diinaam
kahe tungiga %, B, vastavalt alljargnevale tabelile, tiites seal
tithjad kohad parajal viisil:

{’XYnyz
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56. Madrata koht, kus eelmises iilesandes mainitud diinaami
tsentraaltelg 16ikab x--tasapinda.

57. Kompleks %, B, € on miiratud tabeliga:

X b Z & Y z

A |[—1|+3|—5 0| —2|—4

B (+2—4 +1|—3 41|42
€ (+1 |41 |42|—1|4+4|+4

Méidrata kohad, kus selle kompleksi tsentraaltelg 16ikab koordi-
naattasapindu.

58. Kompleks koosneb tungidest:

X i Z z Y z

ot | ol | o

g o 0+1I0

B (1| ol @l o 4 g

Midrata koht selle kompleksi tsentraalteljel, kus z — 1. '

59. Niidata, et kahe tungi tsentraaltelg peab kohtuma nende
tungide kandesirgeid 16ikava iihise ristsirgega. (Népunaiide:
arvutuste lihtsustamiseks valida teljestik nonda, et z-telg oleks
liheks kandesirgeks ja a-telg oleks iilalmainitud iihiseks rist-

sirgeks.) b
ol 5 u\r\k\OA SN ! :
60. Tung U :€415—05—==+) on rakendatud punktis
(0, —1,0). Tung B asetseb kandesirgel

Yy—1=0, 26—=2=0.

Médrata B nonda, et kompleksi %, B tsentraalteljeks osutuks
parajasti z-telg.

61. Arvutada tungidest ¥ : (+2, —1, +3) jaB: (—1,
—3, + 2) koosneva kompleksi minimaalse momendi projektsico-
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nid koordinaattelgedele, teades, et A rakenduspunktiks on koordi-
naatide algus, kuna ¥ on rakendatud punktis (—2, —4, +1).

62. Liita 2 tungikruvi {iheks uueks tungikruviks, s. t. mii-
rata selle uue ,,resulteeruva“ tungikruvi telje vorrand ning iildise
resultandi ja resulteeruva momendi projektsioonid, jérgmiste
andmete najal: esimese tungikruvi teljeks on z-telg, iildine resul-
tant on R, : (43, 0, 0), kruvi nool f; = 4 § ; teise tungikruvi
teljeks on y-telg, iildine resultant on %M. : (0, +4, 0), nool
f 2 ==\ ’_}y .

v 63. Tungikruvi teljeks on z-telg, iildine resultant on % : (0,
0, 4+ 10), nool f = + 2. Arvutada sdirase tungikruviga asenda-
tud tungikompleksi resulteeruva momendi projektsioonid punktis
(—38,—2, +1). '

o 64. Tungikompleksi tsentraalteljeks on y-telg. Kompleksi
resulteeruv moment punktis (—38, 4 2, — 4) omab projektsioone
M =—3, N'= + 8. Arvutada iildise resultandi suurus ja vas-
tava tungikruvi nool f.

v 65. Tungikompleksi tsentraalteljeks on a-telg. Kompleksi
resulteeruv moment punktis (42, —6, -+ 10) omab suurust 15
ja moodustab z-telje positiivse suunaga nurga 30°. Arvutada

punktis (41, 41, 0) voetud resulteeruva momendi pro-
jektsioonid.
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IV. Paralleeltungid.

§ 35. Samasuunaliste paralleeltungide graafiline liitmine.
Paralleeltungide kompleks, s. t. sddrane kompleks, kus koik tungi-
vektorid on omavahel paralleelsed, peab alati taanduv olema iiheks
tungiks voi iiheksainsaks tungipaariks, niipea kui see kompleks
pole samavidrne nulliga. Téepoolest, paralleeltungide kompleksi
tihist tungide sihti voime valida z-teljeks, mille tagajiarjel koik
X- ja koik Y-projektsioonid kaovad ja sellepirast ka iildise resul-
tandi projektsioonid X ja Y muutuvad nulliks. (19) pohjal on
siis ka iga iiksiku tungi momendi M; projektsioon N i
=x;"0—y; - 0=0, jiarelikult on ka resulteeruva momendi pro-
jektsioon N =N = 0. Kaige selle tagajirjel muutuvad aga nul-
liks kdik kolm liidetavat invariantses avaldises LX + MY 4 NZ,
millest jargnebki, et iilaltoodud viide on Gige.

On opetlik selgitada, kuidas tegelikult teostub paralleel-
tungide kompleksi taandamine elementaartehete abil. Seejuures
on kiillalt, kui selgub, kuidas talitada k a h e paralleeltungi puhul,
sest tlildjuhtu saab siis kisitella jark-jargult, vottes paralleeltunge
kokku paarikaupa. Et paralleeltungide kompleksi iildisel resul-
tandil ilalmainitud telgede valiku puhul on X =0, ¥ =0, siis
see iildine resultant, tdhendab, ka kompleksi tsentraaltelg, peab
osutuma samuti paralleelseks kompleksi tungide iihise sihiga;
taandades kaks paralleeltungi iiheks, peame seetdttu saama tungi,
mis jélle endistega paralleelne.

Vaatleme eeskitt kaht samasuunaliselt paralleelset tungi. Nii-
suguste tungide P ja Q ,liitmist* iiheks tungiks selgitab 39. joo-
nis, kus rakenduspunkte A ja B iihendav sirge AB on véetud risti
tungide iihise sihiga, mis ei kitsenda probleemiseadet, sest tunge
modda kandesirgeid libistades voime seda eriasendit igal juhul
saavutada.
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Joonise kohaselt on tungidega B ja £ kodigepealt liidetud
kaks meelevaldset, kuid vastassuunalist tungi & ja &’ iihendus-
sirge AB sihis, mis moodustab esimesest ja kolmandast elemen-
taartehtest kombineeritud toimingu. Edasi on & ja P liidetud
tiheks tungiks A, ning &’ ja

Q) liidetud tiheks tungiks 9B . p (& >V
Neid tunge % ja B saab nihu- |
tada iihise rakenduspunktini RK__Ys i
C . Koos sellega on ristkiilik :
ADEF iile kantud kohta C 7 YN
ristkilikuna CSEP ja ana- ol
loogiliselt ristkillik BKHG ! P 2
tile kantud C juurde rist- 2. ————— ‘6 %
kiilikuna CUTV . Kui niitd

9 ja B rakenduspunkti C K
juures lahutada komponenti- v

deks vastavalt sealsete rist- 86 seanis.

kiillikute kiilgede sihtides,

— — —
siis nende komponentide puhul CP=€, CV =6, CS=1%,
po-o oo . ey . aiiie . .
CU =%£., ja CP ja CV havivad vastamisi; iile jaavad C juures

—_ —

ainult CS ja CU, mis samasuunaliste tungidena liituvad arit-
meetiliselt, andes ainsa tungi M, mille suurus

%)= ] + 9]

Saadud tungi R voime soovi korral veel nihutada punktini O sir-
gel AB. Elementaartehete abil saaduna on % ilmsesti sama-
vadrne kompleksiga B, L.

Punkti O asukoha sirgel AB saaksime méadrata joonisest geo-
meetrilistel kaalutlustel. Et A\ ADE ~ A COA, siis

DE _ 04,
oy T CO.

samuti on sirgest CO paremat kéitt
RO
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Jagamise kaudu jargneb neist kahest vorrandist

DE-BK __ 0OA-CO
AD-KH — CO-OB

ehk

BK _ 04
AT ORY

sest DE = KH . Lopuks saadud proportsioon miirabki punkti O
asukoha A ja B vahel, sest pikkused AD, BK ning kogupikkuse
AB voib lugeda antuks. Vattes proportsioonis ristkorrutised ja
kirjutades AD ja BK asemele vastavalt IEBI ja [Q , ning OA ja OB
asemele positiivsetena méeldud liihendussiimbolid a ja b, saame
kergesti meelespeetava kuju

|8 =019 (49)

Seos (49) néitab, et kompleksi P, O resulteeruv moment punktis
O kaob, sest a- |‘,Bl on B momendi suurus punktis O, samuti
O ,Q} on £ momendi suurus sealsamas, ning mélemad moment-
vektorid punktis O on otse vastassuunalised. Kompleksiga B, O
samavidrse ainsa tungi M moment punktis O peabki olema null
ka juba sellepirast, et see tung % on seal rakendatud. Lihtudes
sellest praegumainitud tosiasjast, oleksime saanud tuletada tingi-
muse (49) lihtsamal teel.

Sonastame tulemuse lausena:

kaht samasuunalist paralleelset tungi saab asendada iihe tun-
giga, mis endistega paralleelne, ja mille suurus on antud tun-
gide suuruste summa; asendava tungi rakenduspunkt asub
rakenduspunkte iithendaval sirgloigul suuremale tungile lahe-
mal, jagades seda sirgloiku vordeliselt antud paralleeltungide
suurusega.

Paralleeltunge P ja O véime kisitella 16ikuvate kandesirge-
tega tungide piirjuhuna, kus 16ikepunkt kaob 16pmatusse. Laena-
tes sealt komponenttungide ja resultanttungi maisted, celdakse
ka paralleeltungide P ja £ puhul, et need ,komponendid* liitu-
vad iiheks ,resultanttungiks® 9% .
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§ 36. Vastassuunalised paralleeltungid. Olgu niiiid punktides
A ja B rakendatud tungid P ja Q. vastassuunaliselt paral-
leelsed. Voime sona-sonalt korrata eelmises paragraafis kirjel-
datud toimingut, nagu see ongi tehtud 40. joonisel, kus koik
vastavad punktid ja tungid on mérgitud vastavalt samade tiahte-
dega, nagu 39. jooniselgi. Lopptulemuses tekib siiski teatav
erinevus, mis tingitud asendi erinevusest algandmeil: ,liitmise*
tulemusena saadud ,,resultanttung“ % oma suuruse poolest ei
ole enam P ja L suuruste summa, vaid nende suuruste vahe

40. joonis.

(diferents); seejuures on N ikkagi endiste tungidega paral-
leelne, kuid suunatud suurema komponendi suunas,
ning R rakenduspunkt O sirgel AB asetseb niiiid viljaspool 16iku
AB, aga ikkagi suuremale komponendile lihemal. Téipselt nagu
vareminigi, leiame jille seose (49), kui @ ja b endisel viisil tihen-
davad positiivsetena moeldud loikude OA ja OB pikkusi vasta-
valt. Tulemuse sonastame jargmiselt:

kaks vastassuunaliselt paralleelset, suuruse poolest erinevat
tungi on asendatavad iihe tungiga, mis endistega paralleelne,
suunatud suurema komponendi suunas ning suuruse poolest
vordne komponentide suuruste diferentsiga; resultanttungi
rakenduspunkt komponentide rakenduspunkte iihendaval sir-
gel asetseb viljaspool komponentidega maaratud vahemikku,
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olles seejuures suuremale komponendile lahemal; Ioigud
resultanttungi rakenduspunktist komponentide rakendus-
punktideni on vordelised komponentide suurustega.

40. joonisel ndidatud konstruktsioon pole ldbiviidav, kui
komponendid  ja £, olles suuruse poolest vordsed, moodus-
tavad tungipaari, sest siis, nagu on kerge kontrollida, % ja B
9 kandesirged osutuvad alati jille
'ig\ paralleelseteks ning punkti C
/ ~h seega ei leidu (41. joon.). Saadud

b b tungid A ja B moodustavad sel
korral mistahes & ja &' puhul
alati jille tungipaari. See tungi-
/ paar A, B peab olema samaviirne
; esimesega P, L, seega modlema
tungipaari momendid (teljed) pea-
vad olema samad. Toepoolest sel-
gubki juba puhtgeomeetrilistel kaalutlustel 41. joonisest, arves-
tades tosiasja, et koik seal ndha olevad tdisnurksed kolmnurgad on
omavahel sarnased,

s A
o = 1

41, joonis.

, tdhendab: [- |§B| =h- |9I| i

l ja h on aga seejuures vastavate tungipaaride 6lad, seega momen-
did on suuruse poolest tdepoolest vordsed. Et ka pooramissuunad
molemal tungipaaril iihtivad ja momentvektorid on loomulikult
risti tungipaaride iihise tasapinnaga, siis ongi mélemad moment-
vektorid tihised.

§ 37. Tungipaaride liitmine tasapinnas. Koosneb kompleks
ainuiiksi tungipaaridest, siis tema iildine resultant kaob, nagu
kerge niha. See tdhendab aga, et sddrane kompleks peab taan-
duma iiheksainsaks tungipaariks (eeldusel, et kompleks pole
samavaidrne nulliga). Jéarelikult ka tungipaarid kahekaupa voe-
tuna peavad liituma uueks tungipaariks. Selgitame liitmise toi-
mingut koigepealt erijuhul, kus mélemad tungipaarid (,,kompo-
nentpaarid“) asetsevad samas tasapinnas.

Olgu antud (42. joon.) samas tasapinnas tungipaarid %, B
ja €, ©. ,Resultantpaari“ leidmiseks otsime esiteks 9% ja D
kandesirgete loikepunkti S, ning B ja € kandesirgete loike-
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punkti 7', ja rakendame neis punktides vastavalt nihutamise teel
tungid A, D ja B, €. Joonisel on need S ja T juurde nihutatud

tungid selguse mottes eral-
datud stimbolitega A’, D' ja
B, 6. Asendades niitid W
ja @ nende resultanttungiga
&, ning analoogiliselt ¥’ ja ¢
resultanttungiga $, saame
sel viisil esialgse kompleksi
A, B, €, D asemele komp-
leksi &, . Joonisest selgub,
et & ja $ on vastassuunaliselt
paralleelsed ja suuruse poo-
lest vordsed, moodustades
seega tungipaari. See ongi
otsitav ,,resultantpaar®.

42, joonis.

Kirjeldatud kqnstruktsioon pole teostatav iiksnes siis, kui
A ja D kandesirged on paralleelsed, s. t. kui 16ikepunkti S (ja siis

43. joonis.

selt tungipaari A, B tungide sihid teatava nurga vorra.

ka T) pole olemas. Sel korral
(43. joon.) saame aga liita sama-
suunaliselt paralleelseid tunge A
ja D § 35 eeskirja kohaselt iiheks
tungiks & ; samuti voime liita
samasuunaliselt paralleelsed tun-
gid B ja € iiheks tungiks & . Joo-
nisest selgub, et & ja $ moodusta-
vad jalle tungipaari, mis ongi sel
korral otsitav resultantpaar.
Oleksime voinud raskusest
padseda ka teisel teel, poorates ni-
melt koigepealt 41. joonise koha-
See oleks

voimaldanud leida néutavad 16ikepunktid S, T ja neis rakendatud
tungipaari &, $ varemseletatud viisil.

§ 38. Tungipaari kandmine meelevaldsetele paralleelsirgetele

tasapinnas.

Enne kui nididata ruumis meelevaldselt asetsevate

tungipaaride liitmist, tGestame abilause:

tungipaar laseb ennast elementaartehete abil nonda teisen-

79



dada, et tema komponendid langeksid samas tasapinnas meele-
valdselt etteantud kahele paralleelsele sirgele.

Olgu (44. joon.) %, B antud tungipaar ning tdhendagu s, ¢
samas tasapinnas meelevaldselt etteantud sirgeid jooni. Olgu S
tungi ¥ kandesirge ja sirge s lgikepunkt; analoogiliselt olgu T
tungi B kandesirge 16ikepunkt sirgega #. Kanname 9 punktisse
S ja lahutame ta seal kom-
ponenttungideks € ja &
vastavalt sirge s ja sirge
ST sihis. Nihutame pérast
seda @ oma kandesirget
modda punktini T ja lii-
dame ta seal samasse
kohta nihutatud tungiga
B iiheks resultanttungiks
v D. Joonisest saab vilja

A1, Soonts - lugeda, et selle tagajirjel

tilejadnud tungid € ja D

moodustavad jille tungipaari, mille kandesirgeteks on parajasti

s ja t ; tekkimisviisi kohaselt peab see tungipaar olema sama-
vaarne esialgse tungipaariga %, 8.

Peaksid sirged s ja ¢ olema véetud paralleelsetena tungidega
%A ja B, siis vajalikkude 1dikepunktide S ja 7 leidmine otseselt
poleks voimalik. Kuid sel korral véime alati 41. joonise jérgi enne
tungipaari %, B poorata meelevaldse nurga vorra. Parast
seda otsime l6ikepunkte sirgetega s ja ¢t ning talitame endisel viisil
edasi.

Abilause on seega téestatud.

Tungipaari saab jiarelikult enda tasapinnas meelevaldselt
poorata ja nihutada ning komponente viia soovikohaselt teine-
teisele lihemale vo6i teineteisest kaugemale, ilma et samaviirsus
selle all kannataks.

§ 39. Erinevatel tasapindadel asetsevate tungipaaride liitmine.
Olgu A, B ja €, D kaks tungipaari erinevatel tasapindadel
a, f. Midrates nende tasapindade IGikesirge s, vdime neid
tungipaare abilause kohaselt alati orienteerida noénda, et A ja
samuti ka D langeksid kandesirgele s (45. joon.). Liidame seal
% ja D iiheks tungiks §, mille rakenduspunkt sirgel s on mui-
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dugi meelevaldne. Tungid B ja € on mdlemad paralleelsed sir-
gega s ja seetottu ka omavahel paralleelsed ning asetsevad see-
parast teatavas iihises tasapinnas y. Selles tasapinnas véime
B ja € liita iiheks resultanttungiks  § 35 véi 36 eeskirjade koha-
selt. Joonisest saab vilja
lugeda, et & ja § moodus-
tavad tungipaari; see asen-
dabki kahest tungipaa-
rist koosnevat kompleksi
. R iy T L
Praegukirjeldatud toi-
ming pole ldbiviidav, kui
tasapinnad o ja f, mille-
des tungipaarid %, B ja
€, ® vastavalt asetsevad,
on roobikud, sest siis puudub vajalik ldikesirge s. Niitame, et
sidrasel korral osutub alati véimalikuks iiht tungipaari elemen-
taartehete abil iile kanda teise tungipaari tasapinda; sellega prob-
leem taanduks samas tasapinnas asetseva kahe tungipaari liit-
misele, mis juba leidnud kasitlemist varemini (§ 37).
Tungipaari 9, B iilekandmist omast tasapinnast a paralleel-
' sesse tasapinnasse ( selgitab

45. joonis.

» 46. joonis. Projektime I ja
- /_/"‘J?'D_B_> B rakenduspunktid A ja B

4 QV tasapinnast o tasapinnale §

X A vastavalt kohtadesse C ja D .

: by ) Siis ABDC on ristkiilik ; olgu

& % ¥ —> M selle ristkiiliku diagonaa-
| / . ” lide 16ikepunkt. Rakendame

} ,,"' \ ] punktis M kaks vordset, kuid

E A 4 e / vastupidiselt suunatud tungi

8L A ja ¥ paralleelselt tungi
*_ﬁ _/ A sihiga; A suurus olgu 9

suurusest tipselt 2 korda suu-
rem. Liites A’ ja B § 36 ees-
kirja jargi, saame tungi €, mille suuruseks osutub 2 - || —
—i‘)[l -~ “Hl, ja mille rakenduspunktiks sirgel BM peab (49)
pohjal olema just punkt C. See tung € on tungiga 9 sama-
suunaline ja suuruse poolest vordne. Analoogilisel viisil liidame
B’ ja A § 36 kohaselt, mis annab punktis D rakendatud tungi D,

46. joonis.
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mille suund vastab B suunale ja suurus on $ suurusega vordne.
Sel teel ongi tungipaar %, B asendatud samaviirse tungipaariga
€, D tasapinnas .

Oppijale olgu harjutuseks ja asjasse siivenemiseks tungivalt
soovitatud kéik siin paralleeltungide puhul selgitatud graafilised
konstruktsioonid tegelikult teostada tépsete joonestusriistade abil,
kasutades vajaduse korral paralleelprojektsiooni véotteid.

§ 40. Tungi lahutamine paralleelseteks komponentideks.
Toimetades § 35—39 kisiteldud konstruktsioone iimberpoordud
mottekaigus, s. t. lahtudes iga kord l6pptulemusest ning minnes
samm-sammult tagasi algandmeteni, ndeme kohe, et iga iiksik
tung on (dige mitmekesisel viisil) asendatav kahe paralleelse sama
voi ka sama- ja vastassuunalise komponendiga. Samuti selgub
voimalus iga tungipaari asendada jillegi viga mitmekesisel viisil
teiste tungipaaridega.

Tungi lahutamist paralleelseteks komponentideks saab hdlp-
sasti uurida analiiiitilisel teel. Olgu antud moni tung . Orien-
teerime z-telje B suunas, siis selle

A tungi projektsioonid X =0 ja Y =0
ning Z:|‘B]. Tungi R rakendus-
punkti voime seejuures ikka veel
T i valida z-y-tasapinnas; olgu selleks
’Bf y rakenduspunktiks A :(§ 5 0).

2

E7 ’ Bl //:g’AJ Olgu P lahutatud = paralleelseks
A,_.‘_x_"":“ komponendiks B®;, B2, ..., B,, mis
''''''''' N jallegi koik rakendatud a-y-tasa-
\\ pinna punktides A; : (21, %1, 0),
Ai‘Pz AQ:(x2yy2’ 0);---,An:(xn> Yns 0)
2 (47. joonis). Komponentide pro-
i s jektsioonid - ja y-teljele kaovad
koik; jéddvad ainult projektsioonid Zi, Z., ..., Z z-teljele.
Et kompleks B,, ..., B, peab olema samaviirne ainsa tun-

giga B, siis selle kompleksi iildine resultant peab omama pro-
jektsioone null z- ja y-teljel ning projektsiooni Z teljel z. Samuti
peab kompleksi resulteeruv moment koordinaatide alguses O
tihtima tungi P momendiga selles kohas. Selle momendi projekt-
sioonid on:
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L=
M=0-X—E§Z=—EZ (50)
N:g

Uksiku tungi §#; moment punktis O omab analoogiliselt (50)-ga
projektsioone:

L; =y.:2,;
M,' :——xiZi (51)
Ni :0.

Uldise resultandi ja resulteeruva momendi etteantud suurusest
jargnevad seega vorrandid.:

EZ,' o Z
Sy Z; =02 (52)
—3x,;Z; =—E&Z
On R ning rakenduspunktid A, A4,, 4., ..., A, antud, siis

kolmes vorrandis (52) osutuvad tundmatuiks »n arvu Z,, Z,,
wve., Z,. Uldiselt on kolme lineaarse vorrandi kaudu just kolm
suurust tiheselt madratud. Jirelikult saab paralleelseid kompo-
nente kindla keha staatika seaduste najal miadrata tiheselt
ainult siis, kui komponentide arv on parajasti kolm. Suurema
komponentide arvu puhul leidub voérrandsiisteemil (52) lopmata
palju erinevaid lahendussiisteeme, — probleem on siis ,,staatiliselt
madramatu®.

Piirdume staatiliselt maiaratud juhuga n — 3, kirjutades sel
puhul vorrandid (52) kujul:

Zl + Z2 + Z:z: Z
012y + XoZy + X032y =§7 (53)
Zy + Yoo+ YsZs =07

Selle vorrandsiisteemi determinant

1l RRR
4= &, %2, X3},
Yis Y2, ’!/3:

mis analiiiitilisest geomeetriast tuntud valemi péhjal pole midagi
muud, kui vastava kolmnurga A;4.4; kahekordne pindala. Jire-
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likult A kaob siis ja ainult siis, kui punktid 4,, 4., A; asetse-
vad iihel sirgel. Moodustavad need punktid aga toelise kolm-
nurga, siis A erineb nullist ja tundmatud Z,, Z.,, Z; on selle
tagajarjel (53) kaudu méaaratud lihesel viisil. Lahendid Z,, Z., Z;
voivad olla kas koik positiivsed, voi osalt negatiivsed, koik 3 kor-
raga negatiivsed olla ei saa, sest nende summa on positiivne.
Negatiivne Z; tdhendab, et B; on suunatud P-ga vastupidiselt.

§ 41. Komponentide suuna analiiiis. Uurime ldhemalt vorrand-

siisteemi (53) lahendite méirke.
Meil on sel puhul veel ilmne vabadus valida koordinaatteljed
nénda, et A; ja A, langeksid molemad z-teljele, et seega 7, = 0
ja y2=0. Kolmas vdrrand

y ¥y (53) omab selle valiku puhul
A, kuju:
oA
YsZs =nZ , ehk zazyl -Z .
D x 0 ol A2 —x f
A Az A Siit jirgneb, et Z, on siis ja
A - ainult siis positiivne, kui 7
Al Sheoil ja ys; on varustatud iihe ja

sama méirgiga, tihendab, kui
A asetseb sirge A4, suhtes samal poolel, kus A; (48. joonis).
Asetsevad aga A ja A; sirge A;A, suhtes erinevatel pooltel, siis
n Jja ys on vastasmirgilised
ja Z; selle tagajirjel osutub &
negatiivseks (49. joonis).
Z3 = 0 tuleks ainult siis,
kui n= 0,8 talkui A - aset:
seks sirgel 4:4,. 07—~ 0——«>’——A<?—>x
Koordinaattelgede valik
ja samuti punktide numerat- AP oA,
sioon ei saa avaldada moju
tiheselt méadratud tundmatu-
tele Z,, Z,, Z;. Selle tottu saame leitud tulemuse sdonastada
jargmiselt:
Komponent on tungiga 8 samasuunaline, kui tema raken-
duspunkt asetseb teise kahe komponendi rakenduspunktidega
mairatud sirge suhtes samal poolel, kus tungi § rakendus-

punktki.

49. joonis.
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Komponent on tungiga  vastassuunaline, kui tema
rakenduspunkt asetseb teise kahe komponendi rakendus-
punktidega miiratud sirge suhtes tungi § rakenduspunktiga
vorreldes vastaspoolel.

Komponent kaob, kui tema rakenduspunkt asetseb viljas-
‘pool teise kahe komponendi rakenduspunktidega miiratud
sirget, tungi P rakenduspunkt aga langeb selle sirge peale.
Tehes vastavad proovid joonisel, jireldame siit:
1) Koik komponendid on tungiga R samasuunalised, kui P
on rakendatud komponentide rakenduspunktidega mésratud kolm-
nurga seesmises osas (viirutatud piirkonnas 50. joonisel).

/ g

50. joonis. : 51. joonis.

Az

2) Kaks komponenti on tungiga P samasuunalised, iiks aga
vastassuunaline, kui P on rakendatud véljaspool komponentide
rakenduspunktidega midratud kolmnurka ja nimelt 51. joonisel
viirutatud piirkonnas.

3) Uks komponent on tun-
giga P samasuunaline, kaks aga
vastassuunalised, kui ® on ra-
kendatud viljaspool komponen-
tide rakenduspunktidega méiéi-
ratud kolmnurka ja nimelt
52. joonisel viirutatud piir-
konnas.

4) Uks ja ainult iiks kom- 52. joonis.
ponentidest on null, kui tung P
on rakendatud mainitud kolmnurga kiilgsirgel.

Lugeja hooleks olgu jidetud selgitada, missugused komponen-
did nimelt on tungiga P vastassuunalised igal tiksikul juhul.
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Kaob kolmnurk A;A.A;, s. t. asetsevad A,, A,, A; iihisel
sirgel, siis vorrandsiisteemi (53) determinant A kaob, nagu iilal
néigime; ildjuhul sel korral lahendust iildse ei leidu. Erijuhul
aga, kui ka A asetseb samal sirgel, on lahendeid 16pmata palju,
mille t6ttu siis probleem mehaanika seisukohalt muutub ,staati-
liselt médramatuks. Viimasel korral saaksime staatiliselt misra-
tud probleemi ainult vihendades komponentide arvu iihe vérra,
s. t. piirdudes kahe rakenduspunktiga A,, A, punktist A libi-
mineval sirgel. Valides nimelt seda sirget x-teljeks i =0
Y1 =0, y»=0), saame siis (53) asemel vaid kaks vorrandit:

x1Z1 + x2Z2 — §Zl

mis alati iiheselt lahendatavad, niipea kui A, tdepoolest erineb
punktist A,. Lugeja hooleks olgu jietud sel puhul selgitada
lahendite mirkide kiisimust ning veenduda, et vastus on kokku-
kolas valemiga (49).

§ 42. Seotud paralleelvektorite kese. On z-teljega paralleel-
sed tungid P:, Ps, ..., B, antud meelevaldsel arvul » , siis vale-
mitega (52) on midratud mitte iiksnes nende »resultanttung* P
(ka ,,summa‘‘), vaid ka veel selle P rakenduspunkti A kaks esi-
mest koordinaati § ja 5. Eeldatud on seejuures, et |§B| erineb
nullist, s. t. et kompleks §, , Bz, ..., B, ei taandu iiheks tungi-
paariks ega ole samaviirne nulliga. Vérranditest (52) jargneb
nimelt sel eeldusel:

Z.z'.Z- Zy.Z.
L7 g Sl 55
T7, ' §o5)

E—

Seejuures pole tihtis, et koik rakenduspunktid asetseksid just
x-y-tasapinnas, sest koikide tungide libistamisel vastavaid kande-
sirgeid pidi, mis ju sihitud on risti x-y-tasapinnaga, seostes (55)
midagi ei muutu.

Loobume niiiid erikujulise koordinaadistiku valikust ja samuti

noudest, et rakenduspunktid A, A,, A., ... oleksid k&ik iihes ja
samas tasapinnas. Nouame selle eest aga, et paralleeltungid
Bi, P2, ... oleksid kaik samasuunalised, — siis sama

suunda omab muidugi ka nende tungide resultanttung . Téhen-
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dagu 1, m, n koigil neil tungivektoreil iihiseid suunakoosinusi.
Tungide R,, ., . . . rakenduspunktid olgu vastavalt A, :(21, ¥1,21),
Asi(2s, Y2, 22), ... . Projektsiooni teise pohilause alusel on siis
tungi ® projektsioonideks

X,=B|-1, Y, =|B]| m, Z=|B,] n. (56)

Miirame (55) eeskujul iihe punkti C koordinaatidega (& 7, {),
kus

x| B, iy, B, 3z - |®.
§: X }‘Bt|, n= ,—yt ‘*ll’ :_zt ‘s‘Bll' (57)
Z[% 3| %] =| %
ning arvutame (39) abil kompleksi ., P, ... resulteeruva

momendi selles punktis C .
tksiku tungi ®; momendi M’ arvutamisel punktis C leiame

koigepealt :
L,”:Li_’(nzi—§Y[):(y,Zi_ziYi)—(nZi-Cyi):
==y, IsBi,l—mzi' \s'le— n"‘%ii+m€' stl

Seetdttu kompleksi resulteeruva momendi W’ projektsioonidena
leiame

L'=Z3L'=3ny,. |B|—2mz,- \‘I(Si|—2nn- |B;|+2ZmE- B |=
=n3y, |B,|—m2z- ]iBi‘——nnE[‘B[]—i-mé‘Z\‘Bil:

2y |% 22 | Blog =
T e b
—n 3y, [Bl—m3z- B —nZy[B|+m3z |B=

=0,

ja samasugusel viisil

Jirelikult kompleksi momentvektor I punktis (57) kaob, s. t. W’
on kindlasti M i, , millest omakorda jiargneb, et punkt C peab
asetsema kompleksi tsentraalteljel. Ainsat tungi ¥, millele komp-
leks taandub, véib seega kindlasti rakendada selles punktis C .
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Niiiid paneme aga veel tihele, et valemeis (57) suunakoosinu-
sed [, m, n iildse ei esine. See tihendab, et punkt C jdab samaks,
kui anda kompleksi B,, B, ... tungidele meelevaldne teine, koi-
gile tungidele muidugi jille iihine suund, seejuures aga mitte
muutes nende tungide suurusi ja rakenduspunkte. Ikkagi on siis
ainus tung P, millele see uus kompleks taandub, rakendatav
endises punktis C. Kompleksi tsentraaltelg, mis alati on paral-
leelne iildise resultandiga, seega paralleelne tungiga R ja
samuti paralleelne kompleksi tungidega Bi, P2, ..., teeb jire-
likult suuna muutumist kaasa, kuid libib seejuures alati iihe ja
sama, vorranditega (57) médratud punkti C. Oluliseks eeldu-

seks seejuures on, et tungid Bi, Bo, ... el libise, vaid jis-
vad kogu aeg seotuks kindlate rakenduspunktidega A4, , 4., ... .
Punkti C nimetame seotud paralleelvektorite Bi, PBo,uuikesk-

meks. See kese piisib paigal, kui muutuvad ainult vektorite
sihid; ta oleneb ainult nende vektorite suurustest ja rakendus-
punktidest. 1

Asetsevad rakenduspunktid koik iihel tasapinnal, siis ka
kese C asetseb samal tasapinnal. Tdepoolest, vottes rakendus-
punktide A,, A,, ... tasapinna sel Jjuhul z-y-tasapinnaks, s. t. vot-
tes 21 =0, 2,=0, ..., leiame valemist (57)

e Zn B _Jojs)
AL -

millest selgubki, et ka C asetseb samal tasapinnal. C {ihtib sel
korral valemitega (55) méiratud punktiga A paragraafist 42,
kus tungid olid véetud erilises suunas, nimelt kéik risti z-y-tasa-
pinnaga. Nagu nieme, viimane ndue osutub mitteoluliseks, sest
ka iga teise suuna puhul, niiteks ka siis, kui By, B., ... ise koik
ka langeksid sellesse tasapinda, kese jaib endisele kohale.

Asetsevad rakenduspunktid A; kéik iihel ja samal sirgel, siis
ka kese C asetseb sellelsamal sirgel. Toepoolest, valides selle
sirge niiteks z-teljeks, s. t. vottes =0, =00, 21=0,
#22=0, ..., leiame valemeist (57) =0, §{ =0, millest jirg-
neb, et ka C langeb z-teljele.

’

§ 43. Massikese. Seotud paralleelvektorite keskme maiste esi-
neb mehaanikas enamasti pisut erilisemal kujul, nimelt juhul,
kus B, B., ... tihendavad punktides A,, A, » - .. kontsentreeri-
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tud masside raskusi. Raskused (kaalud) kujutellakse oma-
vahel paralleelsete tungidena, mis vérdelised vastavate massidega.

Téhistame punktidesse A,, A,, ... paigutatud masse vastavalt
tdhtedega m,, m,, ... . Raskuse vordelisust massiga viljendame
vorrandiga

|B;|=m,9, (58)

moeldes g all vordetegurit, s. t. iga 7 puhul iiht ja sama arvu. Selle
vordeteguri tegelik suurus pole kiesoleval hetkel tahtis, nagu
kohe selgub. Kirjutades nimelt vorrandeis (57) iga |‘,E,’ asemele
m g, leilame:
2z, mg g2m;z, m;z,
i 2mig L GRm, . 2,

2my,
n:......:j—”” (59)

2m;z

§: . o . . . . —_— E——

mg
Nagu néeme, langeb vordetegur g siin 16puks vilja, ning keskme C
asukoht oleneb iiksnes massidest m,, m., ... ja kohtadest
Ay, As, ..., kus need massid asetsevad. Punkti C kutsutakse

sel puhul vastavalt jaotatud masside massikeskmeks. Moni-
kord radgitakse selle asemel ka ,raskuskeskmest®, kuid sddrane
nimetus tombab tédhelepanu korvale tésiasjast, et juba massidega
on kese méidratud; vastavate raskuste (maapinnal muutlikkude
suuruste!) tundmine pole keskme arvutamiseks vajalik. Prakti-
listes arvutustes voib aga muidugi massides m,; asemel lihtuda
ka raskustest P, , miirates siis massikeskme C otseselt vale-
mite (57) jargi.
On koik kone alla tulevad massid omavahel vordsed, siis
" voime koik m, asendada iihe ja sama tdhega m, mis siis oma-
korda valemeist vélja langeb. Juhul, kus esineb k& punkti paigu-
tatud %k vordset massi, saame nimelt valemite (59) pohjal:

__fn_.t,+m1'2+..+ ”“-'k_"_‘(f1+"-+Ik)_xl+--"tfi_zzi

i m+m=+...4+m ~—  km k R

b
VESP b Vi R R B N R )
— ._.Zzl
i iy o
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Valemitega (60) madratud punkti kutsutakse lihtsalt punktide
Adhdiiged kk‘eskmeks‘. ‘Vastandina viimasele oeldakse ka sageli,
et (59) méaidrab samade punktide ,,kaalutud* keset.

Keskme ja kaalutud keskme moisted analoogiliste valemite
pohjal defineerituina esinevad ka mehaanikast hoopis erinevatel
aladel, niditeks statistikas.

§ 44. Punktide keskme graafilised miiramisvotted. Kahe
punkti kese asetseb neid punkte iihendava sirgloigu keskkohas,
nagu selgub valemeist (60), kui seal votta k — 2.

Teatavate punktide keskme asukoha méiramiseks véib koige-
pealt méidrata keskmed osade kaupa, varustades siis saadud osa-
lised keskmed massidega proportsionaalselt iga kord kasutatud
punktide arvuga, ning pirast miirata saadud masside jaotuse
massikeskme. Analoogiliselt voib talitada, kui ko6ik konealused.
punktid algusest peale on varustatud erinevate massidega ning
otsitud on nende massikese. Selgitame métet konkreetsel niitel,
vottes 4 punkti A,, A,, A;, A, vastavalt massidega m,, m,,
ms, my. Votame A; ja A, tiheks osaks, A; ja A, teiseks osaks;
kasutame esimese ja teise osa téhistamiseks vastavalt iiks ja kaks
kriipsu. Leiame:

§, M1 + Mas

- i (massiga m, + m»)

" MaXs + M4 .
= massiga m. Mmy) .

& gy ( g 3 | My)

Saadud kahe osalise massikeskme uue massikeskme jaoks leiame:

iy (ma + ma) &' + (ms + M) & (mamr + Mawe) + (Mas + Mas) !
T (M me) + (me + ma) ma + M + My + My

mis ilmsesti iihtib véidrtusega, mille oleksime saanud otseselt
rakendades terviku kohta (59); massikeskme teiste koordinaati-
dega n ja { on lugu tdpselt analoogiline. Olgu jietud lugeja
hooleks kontrollida osadeks jaotamise votte lubatavust iildjuhul,
kus k& punkti on mingisugusel meelevaldsel viisil jaotatud ala-
osadesse.

Paljudel juhtudel saab kirjeldatud osalise miiramise péhi-
mottel massikeset holpsasti leida graafilise konstruktsiooni najal.
Olgu niiteks antud jillegi 4 punkti A,, A,, A,;, A, vordsete
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massidega ning otsitud nende punktide kese. Punktidest A, ja A,
koosneva osa kese C’ asetseb 16igu 4,4, keskkohas (53. joonis).
Samuti asetseb Aj;, A, kese ldigu A;A, keskkohas C”. Saadud
punkte C’ ja C” tuleb varustada kumbagi massiga 2, s. t. jillegi
vordsete massidega. Nende masside massikese asetseb seetdttu
16igu C’C"” keskkohas C, mis ongi nelja punkti 4,, 4., A;, A,
kese. Osadesse jaotamise viis on
seejuures lisna meelevaldne: nii-
sama histi oleksime voinud osa
A,, A; jaoks miadrata osakeskme
C" ning osa A,, A; jaoks osa-
keskme C!V, — terviku kese C A4,
peaks ikkagi tulema endisele ko-
hale, kuid seejuures loigu C”’C vV
keskkohas, s. t. C asub sirgete C'C” ja C"'C 'V 16ikepunktis. Need
sirged peavad selle tagajirjel ilmtingimata 16ikuma igal juhul,
s. t. ka siis, kui nelinurk A4;,A4,4;A4, pole tasane. Sel teel oleme
tuletanud, lahtudes staatika kaalutlustest, puhtgeomeetrilise lause
nelinurga omaduste kohta.

Vaatleme teise nditena juhtu, kus antud on 3 vordse massiga
punkti A;, A,, Az (54. joonis). C"" tdhendab siin osa A;, A,
keset (loigu A;A. keskkohta). Seda
punkti C"” tuleb eeskirja kohaselt varus-
tada massiga 2. Punktis A3, mis on
loomulikult iseenda kese, jadb mass 1.
Punktidesse C"” ja Aj; asetatud masside
massikese asetseb tingimata sirgel
A, c* A; C"" A, , millest jirgneb, et kolme punkti
A,, Ay, A; kese peab tingimata aset-
sema Kkolmnurga A,A4,A; Kkiiljepooli-
tajal. Seega koik kolm kiiljepoolitajat peavad kohtuma iihises
punktis €', nimelt kolmnurga tippude keskmes.

(49) pohjal leiame veel, et punkt C kiiljepoolitajal C"A,
peab asetsema punktist 4, kaks korda kaugemal kui punktist C",
sest mass, ja selle tagajirjel ka raskustung punktis A; on vasta-
vast massist (raskusest) punktis C"” kaks korda viiksem. Nii-
siis pikkus C”’C moodustab iihe kolmandiku kiiljepoolitaja kogu-
pikkusest C""A,. See on ilmsesti kehtiv mistahes kiiljepoolitaja
kohta. Sel viisil staatika kaalutlused annavad puhtgeomeetrilise
lause: ,,Kolmnurga kiiljepoolitajad kohtuvad {ihises punktis, mis

53. joonis.

54. joonis.
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eraldab iga kiiljepoolitaja kiiljepoolses osas tédpselt iihe kol-
mandiku.‘

Vaatleme niitid veel kord 4 punkti A,, 4,, 4;, A,, kisitelles
neid seekord ruumiliselt tetraeedri nelja tipuna (see tetraeeder
ei tarvitse olla korraparane). Kolmest punktist 4,, 4,, A; koos-
neva osa kese CV (55. joonis) peab langema, nagu praegu nigime,
kolmnurga A;4.A4; kiiljepoolitajate 16ikumise kohale. Seda punkti
CWV  tuleb varustada massiga 3, kuna iilejiinud neljandasse
punkti jadb mass 1. Terviku kese C asetseb igatahes sirgel
CWVA, ja nimelt punktist 4, kolm korda kaugemal kui punk-
tist CV. Valides tetraeedri tahu neljal véimalikul viisil, saame

2As 4 erinevat sirget, mis koik pea-
vad kohtuma samas punktis C.
Korvalsaadusena oleme seega
leidnud geomeetrilise lause:
,»irgloigud, mis ithendavad tetra-
eedri tipu vastastahu kiiljepooli-
tajate loikekohaga, kohtuvad iihi-
ses punktis; see punkt eraldab
igal sddrasel 16igul tahupoolses
osas lihe veerandi.*

55. joonis.

§ 45. Massikeskmed pideva massijaotuse puhul. Seni oleme
késitelnud massikeskme médramise kiisimusi vaid juhul, kus
massid on eraldatult jaotatud léplikus hulgas punktides. Ometi
aga esineb see ,diskreetsete punktide” massikeskme kiisimus
praksises vordlemisi harva, kuna sagedamad on juhud, kus punkte
on Iopmata palju ja nad tdidavad pidevalt teatava ruumiosa,
néditeks kindla keha. Saidraste ,pidevalt jaotatud punktide*
massikeskme midramine toimub samuti valemeis (59) viljenda-
tud pohimotteil, ainsa vahega, et niitid tuleb hariliku summa ase-
mel tegelda l6pmata kasvava liidetavate arvuga summa piirviir-
tusega, s. t. integraaliga. Kiesolevas raamatus integreeri-
mist néudvad probleemid iildiselt kiisitlemist ei leia; kiill aga
vaatleme moningaid siiakuuluvaid erijuhte, kus integreerimisest
saab paidseda geomeetrilise siimmeetria kaalutluste najal.

Olgu niiteks keha sirgloigutaoline, niiteks iihtlasest mater-
jalist iihtlaselt peen traaditiikk. Massikese C peab siis asetsema
selle sirgloigu keskkohas (56. joonis). Tdepoolest, igale iisna

92



viikesele sirgloigu osakesele A iihel pool seda keskkohta C vas-
tab alati samal kaugusel C-st, kuid teisel poolel asetsev niisama
viike osake A’. Kohtades A ja A’ paigutatud vérdsed massid
omaette annavad osalise massikeskme just kohas C. Jaotades
antud sirgloigu terves ulatuses osapaa-

rideks A, A’ mainitud viisil, leiame A ¢ A
seega koik osakeskmed samas kohas C,
— selle tottu ka terve kogu massikese
peab langema sinnasamasse kohta (valemeist (59) on nimelt
ndha, et erijubul i =2:—=...= x, =—«, saame ka £=z).
Massikeskmes C on moeldav kogu sirgloigu mass, mis iihtlase
materjali puhul muidugi on vérdeline sirgléigu pikkusega.

56. joonis.

Olgu keha tasapinnaline ja seejuures kolmnurgakujuline,
nagu néiteks plekist I6igatud kolmnurk. Lodikame mottes selle
kolmnurga UVW (57. joonis) paral-
leelselt kolmnurga iihe kiiljega UV
tisna kitsasteks ribadeks PP’. Iga
tiksiku sddrase riba massikese aset-
seb siis iilalleitu pohjal selle riba
(sirgloigu) keskkohas C’. Kboik
punktid C’ koos moodustavad aga
kolmnurga UV W kiiljepoolitaja WM .

57. joonis. Nende koikide osaliste keskmete C’

uus kese asetseb seetottu samal

kiiljepoolitajal. Kus mimelt, seda iitleb kaalutlus, et samal viisil

see terviku (kolmnurga pinna) massikese peab asetsema ka igal

teisel sama kolmnurga kiiljepoolitajal. Seega kolmnurga pinna

massikese asetseb kiiljepoolitajate iihises 1oikepunktis, s. t. samas
kohas, kus asetseb selle kolmnurga kolme tipu kese.

Ekslik oleks arvata, et iga hulknurga pinna massikese iildiselt
langeb iihte tippude keskmega: ainult kolmnurga juures on
see moodapaidsematult nonda.

Tasase nelinurga UVWS pinna massikeskme voib leida graa-
filise konstruktsiooni abil jargmiselt:

Jaotame nelinurga pindala diagonaali UW abil kaheks kolm-
nurgaks (58. joonis), ning miadrame iilalselgitatud viisil saadud
kolmnurkade SUW ja WVU pindade massikeskmed C; ja C, vas-
tavalt. Nelinurga pinna massikese C peab siis langema sirgele
C.C,. Toimetades sama nelinurga lahutamist kaheks kolm-
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nurgaks ka veel teise diagonaali SV kaudu, leiame endisel viisil,
et otsitav massikese C peab langema teisele sirgele C5C,. Jire-
likult on C sirgete C,C, ja CsC4 loikepunkt.

Samale ideele rajatud konstruktsioonid on rakendatavad ka
suurema kiilgede arvuga tasapinnalise hulknurga juures, milles
veenduda jaigu lugeja enda hooleks.

58. joonis. 59. joonis.

Vaatleme niitid veel tetraeedrikujulist keha. Loikame métte-
liselt selle tetraeedri PQRS paralleelselt iihe tahuga PQR 6hu-
kesteks lestadeks P’Q'R’ (59. joonis). Siaidrase iiksiku lesta massi-
keskmeks on vastava kolmnurga P'Q’'R’ pinna massikese C’. K6ik
punktid C’ langevad seejuures sirgele, mis iihendab tetraeedri tipu
S vastastahu PQR massikeskmega C;. Neid sirgeid leidub neli,
vastavalt tetraeedri neljale tipule, ja otsitav tetraeedri ruum-
ala massikese C asetseb nende nelja sirge joone iihises ldike-
punktis, seega samas kohas, kus asetseb selle tetraeedri nelja tipu
S, P, Q, R kese (vt. eelmine paragraaf!). Ainult tetraeedri
puhul on see alati nonda; suurema tippude arvu juures on tahk-
keha massikese iildiselt erinev tippude keskmest.

Stummeetrilise kujuga esemetel langeb massikese ilmsesti
igale simmeetriateljele, millest kohe jiargneb, et koik siimmeetria-
teljed peavad l6ikuma {ihes kohas, nimelt keha massikeskmes.
Nii néiteks asetseb massiivse iihtlase ellipsoidi massikese selle
ellipsoidi tsentris; samas asetseb ka ellipsoidi pinna massikese.
Risttahuka massikese langeb iihte tema nelja ruumilise diagonaali
loikepunktiga. Ringi pinna ja samuti ringi piirdejoone massi-
kese asetseb vastava ringi tsentris.

On keha iiksikud osad valmistatud erineva erikaaluga mater-
jalist, siis voib méadrata massikeskme asukoha esialgu igale iiksi-
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kule iihtlasele osale eraldi, ning siis juba need osalised keskmed
(59) pohjal iiheks kokku votta. OoOnsuste arvestamisel voib see-
juures tarvitada kunstlikku votet, nimelt miidrata koigepealt
massiivsena moeldud keha massikese, siis eraldi 66nsuse massi-
kese ja lopuks jidlle rakendada valemid (59), vottes seal seekord
aga OOnsuse massi negatiivse margiga, kuigi vastavalt
keha materjali tihedusele: siis lopptulemusena 6onsuse kohtades
ilmsesti ongi arvestatud mass null, nagu vajalik.

Raskematel juhtudel keha massikeskme midramine eeldab,
nagu juba mainitud, integreerimise oskust.

Harjutusiilesandeid.

, 66. x-y-tasapinnas on punktides A:(4 3, —5) ja B:(—2
— 8) rakendatud vastavalt tungid P ja £, kusjuures I‘Bl =0 Ja
|Q| — 3, ning R on suunatud z-telje positiivses, £ aga sama telje
negatiivses suunas. Méadrata koht sirgel AB, kus tuleks raken-
dada nende kahe tungi resultanttungi, ja selle resultanttungi
kandesirge vorrand.

v 67. xz-y-tasapinnas asetsevad kolm samasuunaliselt paral-
leelset tungivektorit. Esimese vektori kandesirge vorrand on
2x —3y + 5 =0, teine kandesirge ldbib koordinaatide alguse,
kolmas loikab y-telge negatiivsel poolel kaugusel 2 tihikut koordi-
naatide algusest. Teine tung on esimesest 2 korda suurem ja kol-
mandast 3 korda viiksem. Miérata selle tungikompleksi tsent-
raaltelje vorrand.

_ —> —>

U 68. x-y-tasapinnas on antud tungivektorid AB, BC, CA,

kusjuures punktid A , B, C on miératud koordinaatidega A:(—1,

—1),B:(+4, —2),C:(+5, +6). Asendada see tungi-

kompleks kahe paralleeltungiga, milledest iiks langeks x-teljele

ja omaks suurust 1. Miérata nende paralleeltungide projekt-
sioonid ja nende kandesirgete vorrandid.

69. Kolm iihesuurust tungi on koéik suunatud nénda, et
kolme koordinaatteljega nad moodustavad vordseid niirinurki.
Nende tungide rakenduspunktid on vastavalt (—1, —1, +2),
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(—38, +2, —1), (+1, —1, 4+4). Msiirata kohad, kus
kompleksi tsentraaltelg 16ikab koordinaattasapindu.

70. Sama kiisimus, nagu eelmises iilesandes, kuid eeldusel,
et kolmanda tungi suund on vastupidine.

71. Esimene tungipaar asetseb tasapinnas z-—y + 22 —
—3 =0, teine tungipaar tasapinnas 22 +~y—z +1=0. Esi-
mese tungipaari telg omab projektsiooni N; = - 4, teise tungi-
paari telg projektsiooni N, — — 3. Neid kahte tungipaari asen-
dav resulteeruv tungipaar on véetud tasapinnas, mis libib koordi-
naatide alguse. Kirjutada selle tasapinna vérrand.

72. Tung B:(—38, 4+4, —1) on rakendatud punktis
A:(4+3,+8,—1) ; tung O:(—5, + 3, —2) on rakendatud
koordinaatide alguses; kolmas tung & , olles rakendatud punktis
(—2,—1, + 1), on valitud nénda, et kompleks B, O, & taan-
dub tungipaariks. Kirjutada selle tungipaari tasapinna vérrand.

73. z-telge pidi mdjub positiivses suunas tung, mille suurus
on 3 iihikut. Asendada see tung kahe paralleeltungiga, mille-
dest iiks oleks rakendatud punktis (+3,—4,0), omaks samuti
z-telje positiivset suunda ja oleks 8 iihikut suur. Missuguses
x-y-tasapinna kohas peaks siis rakendama teise komponendi?

Y 74. Kolmnurga kiilgede pikkused on vastavalt 7 cm, 24 cm
ja 25 cm. Sellele kolmnurgale iimber joonestatud ringi keskkohas
surub tung, mille suurus on 1 kg. Kuidas jaguneb see surve
kolmnurga kolmele tipule?

v 75. Kolmnurga kiilgede pikkused on 15 cm, 20 cm ja 25 cm.
Kolmnurga seesmises osas, kohal, mille kaugus lilhemast kiiljest
on 5 cm ja keskmisest kiiljest 8 em, surub tung 1 kg. Kuidas
Jaguneb see surve kolmnurga kolmele tipule?

76. Kuidas jaguneks surve eelmise iilesande andmeil, kui
suruva tungi 1 kg rakenduskoha kaugused iilalmainitud kahest
kiiljest on endised, kuid see rakenduskoht ise on valitud nénda,
et lihema kiilje vastastipus, ja ainult seal, surve osutub nega-
tiivseks?
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, 77. Kui kaugel iilesandes nr. 75 mainitud kolmnurga kiilge-
dest peaks asetsema suruva tungi rakenduskoht, et surve jagu-
neks kolmnurga tippudele vordselt?

, 78. x-y-tasapinnas asetseva nelja punktl A B, C, D koordi-
naadid on nédidatud jargmises tabelis:

|

AIB C D

x’0‘+5|0 o

" 0 0 {+3 Jud

Miédrata nelinurga ABDC tippude keskme ja pinna massikeskme
koordinaadid.

79. Koordinaatide algus koos punktidega, mis voetud kolmel
koordinaatteljel positiivsetel pooltel ja kaugustel 1 {ihik koordi-
naatide algusest, médirab teatava tetraeedri. Missugused mas-
sid tuleks paigutada selle tetraeedri tippudesse, et nende massi-
kese langeks etteantud kohta (z, y, z) ? Kas saab seejuures
piirduda iiksnes positiivsete massidega? Mis toimub, kui masse
proportsionaalselt muuta ?

Arvuline naide: x = —2, y= 4+ 8, 2 = —4 ; massid mia-
rata nonda, et nende summa oleks iihik.

80. Kui kaugel Pidikese keskkohast asetseb Piikesest ja
Maast koosneva siisteemi massikese? Viljendada tulemus Pii-
kese labimoodu osades.

' 81. Ruudukujulisest plekist loigatakse naaberkiilgede kesk-
kohti iihendavat sirget pidi maha iiks kolmnurk. Kui palju nih-
kub selle tagajirjel iilejadnud plekitiiki massikese, kui ruudu
kiilje pikkus on a ?

82. Ristkiilikutaolise plekitiikki mootmed on 25 X 40 cm.
Sellesse tiikki on stantsitud iimmargune auk, libimooduga 10 cm.
Augu keskkoht asetseb ristkiiliku pikemast kiiljest kaugusel 10 cm
ja liihemast kiiljest kaugusel 15 cm. Maidrata selle plekitiiki
massikeskme asukoht.

83. Ulevalt lahtine kast § tolli paksuste seintega on viliselt
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20 tolli pikk, 15 tolli lai ja 18 tolli korge. Mitme cm kdrgusel
asetseb tiihja kasti massikese?

84. Korrapirasest koonusest péhja libimésduga d ja kérgu-
sega H on lilemine osa paralleelselt phjaga maha 16igatud, nii et
ile on jaanud ainult tiivi, mille kérguseks on . Kus asetseb
selle tiive ruumala massikese? (N#pundide: Koonuse ruumala
massikese asetseb tipust 3 korda kaugemal kui pohjast.)

v 85. Kuubikujuline anum seesmise servapikkusega @ on poo-
leni téidetud veega. Anum kallutatakse niiiid iiht serva pidi
nonda, et vesi parajasti ulatub &#dreni. Kuidas muutub selle
kallutamise tagajirjel veekogu massikeskme kérgus?
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V. Siisteemide tasakaal.

§ 46. Siisteemi sisetungid. Olgu antud hulk , materiaalseid*
punkte, mis méne piistitatud kiisimuse seisukohalt moodustavad.
teatava terviku, niiteks kindla keha, v6i mone masina liikuvad osad,
voi piikesesiisteemi planeedid, v6i vedeliku ménes anumas voi
midagi muud selletaolist. Sidirast punktide kogu kutsutakse siis
mehaanikas ,,punktide stisteemiks v6i ka lihtsalt ,,siisteemiks®.
Pidike koos planeetidega moodustab niiteks ,,piikesesiisteemi“.
Iga ehitis selles mottes moodustab siisteemi, mille osadeks (ele-
mentideks) on néditeks alused, toed, kandjad, seinad jne.

Stisteemi punktidele mojuvaid tunge voib liigitada nende
paritolu jargi kahte liiki. Kogemused niitavad nimelt, et iga
kord kui esineb monel kehal A rakendatud tung, seda tungi voib
lugeda tingituks teatava teise keha B olemasolust. Keha B nagu
,kutsub esile’“ keha A juures rakendatud vastava tungi. Olgu
niitid mone punktisiisteemi juurde kuuluvas punktis A; konsta-
teeritud teatav tung R . Vastavalt sellele, kas see tung B on
esile kutsutud“ sama siisteemi kuuluvast monest osast A4,,
voi aga on tingitud sellesse siisteemi mittekuuluvast kehast B,
kutsutakse tungi P siis esimesel juhul ,,seesmiseks ehk sise-
tungiks, teisel juhul aga ,viliseks” ehk viadlistungiks.

Sise- ja vilistungide liigitelul on méte vaid siis, kui slisteem
on sisuliselt tdpselt piiriteldud. Siisteemi lahutamisel osadesse
moni tung, mis enne kuulus seesmiste hulka, voib parast lahuta-
mist osutuda viliseks (iimberpoordult mitte!). Osade kokku-
votmisel uueks siisteemiks moni tung, mis enne oli viline, voib
pirast osutuda seesmiseks (mitte limberpéordult!). Siisteemis,
mis haarab kéiki maailmas iildse esinevaid kehi, on k 6 ik tungid
loomulikult seesmised.
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§ 47. Reaktsiooni seadus. Mehaanikas toetutakse jargmisele,
pikaajalistest kogemustest tuletatud seadusele:

Kui punktis 4 on rakendatud moni tung, mille olemasolu
on tingitud punkti B olemasolust, siis punktis B on tingimata
ka rakendatud niisama suur, kuid vastassuunaline tung, mis
tingitud 4 olemasolust.

Selle seaduse teises sénastuses on piistitanud juba Newton
»mehaanika kolmanda pohiseadusena® omas teoses ,,Phtlo-
sophiae naturalis principia mathematica’ ( 1686). Newtoni kol-
mandat pshiseadust kutsutakse ka ,méju ja vastumoju‘ ehk
»reaktsiooni“ seaduseks. Moodaminnes olgu siin mainitud, et
Newtoni ,,esimene‘“ pohiseadus on tuntud inertsi seaduse nime
all; ,,teine pohiseadus viidab sisuliselt, et tung on vektor, mille
suund langeb iihte tema poolt esilekutsutud kiirendusvektori suu-
naga ja mille suurus on vérdeline selle kiirendusvektori suunaga;
nendele seadustele on rajatud diinaamika.

Mehaanika rajamise algpsevil arvati, et B olemasolust kohas
A esilekutsutud tung peab olema sihitud ithendussirget AB pidi.
Praegu tunneme fiiiisikalisi niahtusi, kus see nii ei ole ; magneti-
pooluse méju elektrivoolu kandvale juhtmele ja timberpodrdult
on néiteks sihitud risti selle iihendussirgega.

Ulalsénastatud kujul on reaktsiooni seadus seni igal juhul
eranditult kinnitust leidnud ning arvatakse, et ka edaspidiste
vaatluste tulemused siin vististi muutusi ei too. Reaktsiooni sea-
duse alusel punktis B esinevat tungi, mis vordne, kuid vastas-
suunaline punktis A esineva tungiga, kutsutakse viimasele tun-
gile vastavaks ,,reaktsioontungiks* ehk ka lihtsalt reaktsioo-
niks. Kumba neist kahest tungist lugeda just reaktsioontungiks,
oleneb kisiteldava kiisimuse isedrasustest.

Sageli punktid A ja B langevad ruumiliselt iihte, kuuludes
seejuures aga ikkagi erinevatele kehadele. Asetseb niiteks raske
kera horisontaalsel siledal laual, siis teoreetiliselt need kaks keha,
kui nad on staatika méttes kindlad, puutuvad kokku iihises punk-
tis. Kera raskus surub lauale just selles puutepunktis; laud, sur-
vele mitte jarele andes, paneb vastu just samas geomeetrilises
kohas sellega, et ta avaldab kerale seal vordset ja vastassuuna-
list reaktsioontungi (,,arendab* reaktsiooni). Surve mojub
lauale, reaktsioon aga kerale; punkt A kuulub seega kiesoleval
juhul lauale, punkt B kerale, kuigi geomeetriliselt mélemad
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punktid asetsevad samas kohas. Kera piisib paigal seetottu, et
temale méjuv raskustung on tasakaalustatud laua poolt arenda-
tud reaktsiooniga. Laud saab piisida paigal seetottu, et temale
mojuv kera surve leiab mingil tdiendaval viisil lauale mdjuvate
tungide n#ol tasakaalustamist, niditeks selle tagajirjel, et laud
toetub jalgadega porandale, mis omakorda avaldab reaktsiooni
lauale, jne.

Lugeja tehku endale hoolsasti selgeks siin valitsev olu-
kord, silmas pidades alati, et surve ja reaktsioon on rakendatud
erinevatel kehadel, kuigi voib-olla (nagu praeguses néites)
geomeetrilises mottes iihel ja samal kohal. Voetagu veel arvesse,
et fiiiisiliselt kahe erineva keha punktid ei saa kunagi absoluut-
selt iihtida, — ikka jadb moni, kas voi ilisna viike vahe.

Reaktsiooni seadus annab tdhtsa jarelduse punktisiisteemis
esineva sisetungide kompleksi kohta. Mojugu siisteemile punktis
A, moni sisetung, s. o. tung, mis tingitud samasse siisteemi
kuuluva teise materiaalse punkti A, olemasolust. Siis esineb
kindlasti veel iiks sisetung, mis esimesega suuruse poolest vordne,
kuid vastassuunaline, — nimelt punktis A, rakendatud punkti 4,
poolt esilekutsutud reaktsioontung. See niitab, et siisteemi juu-
res esinev sisetungide kompleks koosneb paarikaupa vordsetest,
kuid vastassuunalistest tungidest. Selle kompleksi iildine resul-
tant peab sellepirast olema null.

Kui oletada veel, nagu see klassikalises mehaanikas tavali-
selt kombeks, et tung ja sellest tingitud reaktsioontung langevad
iihisele, rakenduspunkte iihendavale sirgele, siis see tung ja
reaktsioontung koos ei saa moodustada tungipaari, vaid nad
annavad koos mistahes punktis momendi null. Sellest jérgneb
siis omakorda, et sisetungidest koosneva kompleksi resulteeruv
moment mistahes punktis osutub nulliks. Koos eelmise tulemu-
sega see tihendab aga, et sisetungide kompleks on samaviirne
nulliga. Réhutagem aga veel kord, et see jiareldus on Gige ainult
siis, kui tung ja temale vastav reaktsioon ei saa kunagi moodus-
tada tungipaari.

§ 48. Tasakaalu kuus tarvilikku tingimust. Punktisiisteem
oeldakse staatilises tasakaalus olevat, kui selle siisteemi iga iiksik
materiaalne punkt on tasakaalus, s. t. kui igas s#érases punktis
eraldi seal rakendatud koikide tungide resultanttung kaob.
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Sellest definitsioonist saab kohe tuletada punktisiisteemi
kohta kuus tarvilikk u tasakaalu tingimust, kusjuures kombe-
kohaselt piirdume kitsendava oletusega, et tung koos reaktsioo-
niga kunagi ei moodusta tungipaari.

Kui punktisiisteemi igas iiksikus punktis seal rakendatud
ko6ik tungid (s. t. nii sise- kui vilistungid) koos hivivad, siis ilm-
sesti tungide kompleks, mis koosneb eranditult koéikidest, selle
slisteemi punktides iildse rakendatud tungidest, peab andma iildise
resultandina nulli, ja samuti osutub nulliks selle kompleksi resul-
teeruv moment mistahes kohas. Tehtud oletusil on aga seejuures
osakompleks, mis koosneb ainuiiksi k&ikidest stisteemi sisetungi-
dest, juba omaette samaviirne nulliga. Jarelikult peab iilejisinud
osakompleks, s. t. kompleks, mille moodustavad stisteemile moju-

vad koik valistungid, tasakaalu puhul osutuma samaviirseks
nulliga.

Kasutades vilistungide siimboliseerimiseks indeksit ,ex*

(extérieur = vilimine), leiame seega, et silisteemi tasakaaluks
on ilmtingimata tarvilik :

X Pol Pl s — 0
1
o Bk L Rt IR g

Need ongi kuus tasakaaluks tarvilikku tingimust. Neis tingimus-
tes sisetungid iildse ei esine, mis eriti tihtis neil kordadel, kus
sisetungide loomusest, nende keerulisuse tottu, midagi kindlat
pole teada.

Sageli kutsutakse vilistunge lihtsalt siisteemi juures ,;raken-
datud* tungideks. Nummerdades neid ,,rakendatud* tunge mingi-
suguses meelevaldses jirjekorras ning jittes indeksi ex’ ara,
kirjutatakse iilalantud kuus tarvilikku tingimust harilikult kujul

o gt | Z'Yk:.O, 2. Z;==0
62
o, iz <ofEl s~ 0 (629
pidades endastmoéistetavaks, et siin summad haaravad ainult neid

rakendatud tunge, s. t. vilistunge.

Et tarvilikud tingimused (61) véi (62) iildjuhul pole veel
tasakaalu saavutamiseks kiillaldased, seda selgitab lihtne niide:
olgu voetud kahest punktist A , B koosnev siisteem (60. joonis), kus
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need punktid on omavahel seotud kummipaelaga; rakendame neis
punktes kaks vordset, kuid vastupidi suunatud vilistungi punk-
tide iihendussirge sihis, — need vilistungid rahuldavad siis kind-
lasti tingimusi (62), — ometi ei tarvitse siisteem olla tasakaalus,
sest kummipael iildiselt venib.

thel tihtsal erijuhul on aga kuus tingimust (62) siiski ka
kiillaldased, nimelt siis, kui kénealune punktisiisteem moodustab
kindla keha. Sel korral on
nimelt teatavasti lubatav keha juu- (——=4 g ol
res rakendatud tungikompleksi asen-
dada diinaamiga. See diinaam kaob
aga kindlasti, kui rahuldatud on tingimused (62), s. t. kui raken-
datud tungide kompleks on samaviirne nulliga. Jirelikult sia-
rasel korral on tegemist kindla kehaga, mille juures vilistunge
iildse rakendatud ei ole, ning jéivad iile vaid sisetungid. Et vii-
maste kompleks alati on samaviidrne nulliga, siis voib kindla
keha puhul neid sisetunge elementaartehete abil hivitada.
Seega antud juhul koik tungid iildse hévivad vastastikku, mis
tahendabki tasakaalu. Seetottu kindel keha on tingimata tasa-
kaalus, niipea kui vilistungide kompleks on samavadrne nulliga,
tihendab, kui see kompleks rahuldab tingimusi (62). Nii néi-
teks 60. joonise puhul oleks kindlasti tegemist tasakaaluga, kui
iihendusena A ja B vahel votta kummipaela asemel kindel varras.
Mirgitud tosiasja sonastame lausena:

Kindla keha tasakaaluks on tingimused (62) tarvilikud
ja kiillaldased.

Miarkus I: Oluline erinevus kindla keha ja juhusliku punkti-
siisteemi vahel peitub selles, et kindla keha juhul tohib tungi
rakenduspunkti kandesirget mooda vabalt nihutada, kuna aga
mittekindla punktisiisteemi puhul sédédrane toiming {ildiselt pole
lubatav. Kindla keha puhul tung on libisev vektor, iildise
punktisiisteemi puhul tuleb aga tungi kisitella seotud vekto-
rina. Majub tung kindla keha iihele punktile, siis ta tihtlasi mojub
ka kogu kehale; mdjub aga tung niditeks vedeliku mdnele osake-
sele, siis selle vedeliku teised osakesed ei tarvitse sdirase tungi
moju veel otseselt tunda.

60. joonis.

Mirkus II: Koénelesime siin punktisiisteemi ,,staatilisest®
tasakaalust kui niisugusest, kus siisteemi iga punkt omaette on
tasakaalus. Moeldav on veel teissugune siisteemi tasakaalu kont-
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septsioon, nimelt sdidrane, kus siisteemi iiksikud punktid tun-
g i d e méjul liiguvad, kuid nénda, et méne aja moodumisel endine
olukord ikka jille kordub. S#irasel korral voiks konelda ,,diinaa-
milisest” tasakaalust. Takistuseta vénkuv pendel vo6i jillegi vilis-
mojudest vaba siisteem, mis koosneb péikesest ja iihest planee-
dist, annaksid sidirase, diinaamilises tasakaalus oleva siisteemi
néiteid. (,,Diinaamilisest* tasakaalust koneldakse ka veel monin-
gatel teistel juhtudel, niiteks, kui protsessi viltel teatavad kesk-
mised arvud omavad konstantset suurust.)

§ 49. Uhes punktis kinnistatud kindla keha tasakaal. Kindla
keha tasakaalu kiisimustest omavad praktilist tdhtsust sisrased,
kus keha liikumisvabadus on tokestatud mingisuguste lisaasjaolude
tottu. Vaatleme méningaid neist.

Olgu néiteks liikumisvabaduse tdkkeks asjaolu, et mingi
seadme kaudu kindla keha iiks punkt O peab tingimata alati
plisima paigal. Olgu sddrasele ,,iihes punktis kinnistatud* kehale
rakendatud mingisugune vilistungide kompleks B, P2, ..., B, s
mille iildise resultandi projektsioonideks on X Y RN 1S~
tatud punktis O voetud resulteeruva momendi projektsioonideks
on L, M, N. Lihtsustamise mottes v6ib seejuures seda punkti O
alati valida koordinaatide alguspunktiks. Need ,»,otseselt” raken-
datud tungid $,, P, ..., R, siis kindlasti ei ole aga mitte ainsad
sellele kehale méjuvad vilistungid, sest arvesse tuleb veel kinnis-
tusseadmest tingitud tung N : (Xg, Yg, Zg), mis mojudes sel-
lele kehale kinnistatud punktis O , igal juhul takistab O paigalt-
nihkumist. Otseselt kehale rakendatud tungid B,, B., ... piiiia-
vad O nihutada, mille téttu keha punktis O surub takistavale
seadmele; R on seadme reaktsioon sellele survele, See
reaktsioon i on esialgu tundmatu; ta oleneb sellest, millised on
otseselt rakendatud kompleksiga miiratud projektsioonid X, Y ,
Z,L, M, N. Téiiendades seda kompleksi veel tundmatu tun-
giga RN, saame alles kehale majuva vilistungide kogukompleksi.
Voib ka Gelda, et % lisamisega otseselt rakendatud valistungidele,
saame voimaluse keha kisitella iisna vabana, s. t. mitte enam sead-
mega seotuna, sest ft asendab parajasti seadme moju.

Kindla keha tasakaalu kiillaldaseks ja tarvilikuks tingimu-
seks on, et vilistungide kogukompleks osutuks samaviirseks nul-
liga. (62) annab seega antud juhul:
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X+X'.R:0’ Y4 ¥y=0, Z—i—Zm:O,
T = 0 M= 0 5 N =104 (63)

sest reaktsioon 9, olles ise rakendatud punktis O, annab seal
momendi null. Neist tingimusist (63) kolm viimast ei sisalda
enam tundmata reaktsioontungi % projektsioone, — need kolm
viimast tingimust iliksinda ongi juba, nagu kohe selgub, kiillal-
dased keha tasakaalu saavutamiseks kiesoleval juhul; kolm esi-
mest tingimust saab rahuldada alatdi, valides % parajal viisil.
Et kolm tingimust L =0, M =0, N =0 on toesti tasakaaluks
juba kiillaldased, see selgub jargmistel kaalutlustel:

1) Nende téditmise puhul otseselt rakendatud tungikompleksi
Bi, B2, ... invariantne skalaarne korrutis LX + MY + NZ
ilmsesti kaob, seega kompleks on kas samaviddrne nulliga — ja
siis on tasakaal endastmoistetav —, voi taandub iiheks tungiks ‘%,
mis sihitud tsentraaltelge pidi.

2) See tsentraaltelg ldbib punkti O, sest seal resulteeruv
moment on minimaalne, nimelt null.

3) Otseselt rakendatud tungikompleks B;, B., ..., B, on
jarelikult samavéddrne ainsa tungiga %, mis rakendatud punk-
tis O. Séirast tungi P peab aga just tasakaalustama kinnistus-
seadme poolt arendatud vastav reaktsioon %, ning tasakaal on
seega kindlasti saavutatud.

Nagu praeguantud toestusest selgub, on tingimustega L — 0,
M =0, N=0 juba kaudselt fikseeritud reaktsioon % : see R
peab nimelt olema vordne, kuid vastassuunaline otseselt raken-
datud tungikompleksi %,, ., ..., ¥ iildise resultandiga. Seda
iitlevadki kolm esimest vorrandit (63), miidrates iiheselt kolm
tundmatut Xm’ Ym’ Zm'

Leitud tulemuse saab sonastada jargmiselt:

Uhes punktis kinnistatud kindel keha on otseselt raken-
datud tungide mojul tasakaalus siis ja ainult siis, kui nende
tungide resulteeruv moment kinnistatud punktis kaob.

Intuitiivselt on see tulemus peaaegu endastmoistetav: on
keha iiks punkt kinnistatud, siis otseselt rakendatud tungide mdoju
voib viljenduda ainult keha pooramises selle punkti iimber;
moment niitab aga tungide pooramisvéimet, — kui pooramist
ka ei teki, siis moment peab tingimata kaduma.
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Rohutame veel kord, et iilalsonastatud tingimus jatab reakt-
siooni iildse mainimata. See ongi loomulik, sest reaktsioon on,
nagu tdhendasime, esialgu tundmata, — tingimusest, mis kéne-
leks ka reaktsioonist, oleks selle tagajirjel praktiliselt vihem
kasu. Tagantjarele, kui juba selgunud on tasakaalu olemasolu,
saab antud juhul reaktsiooni tidpselt méiirata.

Niite tihes punktis kinnistatud kehast annaks mehhanism,
millel tiks sfadrikujuline osa on paigutatud pisut suurema raadiu-
sega samuti sfadrikujulisse paigalseisvasse pesasse. Liikuva
sfadri tsenter jadb sddrase seadme puhul alati paigale, kuna
teised keha osad saavad liikuda.

§ 50. Telje kiilge kinnistatud keha. On kindlal kehal kinnis-
tatud mitte iiks, vaid ka ks punkti O ja O, siis peavad paigale
jdadma ka koik punktid sel kehal, mis asetsevad sirgel 00’ . Kehal
jadb seega vaid vabadus poorelda selle sirge OO’ kui telje iimber,
telge pidi mitte libisedes; oeldakse siis, et keha on kinnis-
tatud telje kiilge (nagu niiteks hooratas).

Siddrase keha juures otseselt rakendatud vilistungide komp-
leksi B1, Ro, ..., B, iildise resultandi projektsioone tdhistame
jallegi siimbolitega X, Y, Z. Punktis O voetud resulteeruva
momendi projektsioonid olgu vastavalt L, M, N. Valime O
koordinaatide alguseks ning viime veel z-telje ldbi punkti O’
nonda, et selle O' koordinaatideks oleks, iitleme, =0, y =0,
2= {. Keha tasakaalu tingimuste otsimisel tuleb peale nende
otseselt rakendatud vilistungide arvestada veel punktides O ja O’
tokkeseadme poolt arendatud reaktsioone % : (X g Yl gidija
g (Xult) Yo Zy'). Reaktsiooni ® moment punktis O kaob,
sest M| on rakendatud just selles punktis O. Reaktsioontungi R’
moment punktis O omab projektsioone

Lm’ :O'Zmr_gyml:_é-ym/
My /28 X, el g L (64)
Ny’ =0.-Y,/—0.X,'=0.

Keha on tasakaalus siis ja ainult siis, kui tema juures rakendatud

‘kogukompleks B, R, ..., $,, R, W on samaviirne nulliga,

Hh A qba

gl N L G RER B R ¢ G IREL =0 o Z By =0,
Ll " e 0 oMt Mo O N 04 (65)
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Ainult viimane neist kuuest tingimusest ei sisalda reaktsioone %
ja %’ . Ta on muidugi tarvilik tasakaalu puhul, — veendume aga,
et ta iiksinda kéesoleval juhul on juba kiillaldane (viis esimest
saab alati rahuldada paraja reaktsioonide valikuga!).

Kui nimelt tungikompleksi ®;, R., ..., B, puhul N=0,
siis seda kompleksi saab asendada diinaamiga, mille tduketungi
voime rakendada punktis O, ja mille tungipaari telg peab olema
risti koordinaatteljega z, sest selle tungipaari momendi projekt-
sioon N koordinaatteljele z on null. Mainitud tungipaari voib
seega paigutada z-telge sisaldavasse tasapinda ning tema kompo-
nente rakendada just punktides O ja O’. 61. joonisel on need
diinaami tungipaari komponendid
tdhistatud vastavalt & ja £, ning
diinaami touketung mirgitud tihega
B. Et O ja O on kinnistatud, siis
nad arendavad parajasti sidraseid
reaktsioone N ja RN, et R tasakaa-
lustaks P ja & punktis O, ning R’
tasakaalustaks £, punktis O’. Tasa-
kaal on seega kindlustatud, nagu
viitsimegi.

Resulteeruva momendi projekt-
siooni N poorlemisteljele z v6ib jirje-
kindlalt nimetada resulteeruvaks momendiks selle telje suh-
tes. Tulemuse v6ib sonastada jiargmiselt:

61. joonis.

Telje kiilge kinnistatud kindel keha on tasakaalus siis ja
ainult siis, kui otseselt rakendatud tungikompleksi resulteeruv
moment kinnistatud telje suhtes kaob.

Ka see tulemus on intuitiivselt ilisna endastmoistetav.

Sonastuses ei esine jiallegi reaktsioonid kui tundmatud. See-
kord aga ei 6nnestu isegi tagantjirele reaktsioonide tiielik arvuta-
mine, sest neid reaktsioone maiadravad 6 projektsiooni, kuna vor-
randeid nende méidramiseks jadb ainult 5. Neljas, viies, esimene
ja teine vorrand (65) midravad kiill iiheselt AN S Al 4 N
— kolmas vorrand méiidrab aga ainult kahe tundmatu summa
Z g+ Zg ', jattes lahtiseks, kui suur iiksik liidetav selles summas
peab olema. Reaktsioonid jaivad seega antud probleemis osa-
liselt ,,staatiliselt méiramatuks®, nimelt osutuvad staatiliselt
maidratuks ainult nende reaktsioonide projektsioonid kinnistatud
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telje ristsihis, lahtiseks aga jididvad projektsioonid kinnistatud
teljele endale. Et see ideaalselt kindla keha puhul loomulikult ka
peab nii olema, selgub 61. joonisest: siirase kindla keha puhul
vo6ib ju alati rakendada lisaks seal esinevatele tungidele veel kaks
vordset, kuid vastassuunalist tungi vastavalt punktides O ja O
z-telje sihis, ilma et see avaldaks méju kehale. See mojustaks aga
teiselt poolt ikkagi kohe samades punktides rakendatud tasa-
kaalustavaid reaktsioone i ja N, sest neid tuleb vétta nonda, et
O ja O kumbki omaette oleks tasakaalus. Nende meelevaldsete
tungide lisandamisel punktides O ja O muutuksid jarelikult
reaktsioonide projektsioonid z-teljele; reaktsioonide projektsioo-
nid risti z-teljega voetud sihtides ei muutu.

Méarkus: Kui keha pole ideaalselt kindel, siis tungide lisan-
damine z-telje sihis poleks enam tihtsusetu, sest selle tagajarjel
tekiksid siis kehas ikkagi teatavad viikesed ideformatsioonid, mil-
lede iseloomu v6ib jillegi haarata teatavate vorrandite abil.

§ 51. Telge pidi libisev keha. Vaatleme juhtu, kus keha saab
poorelda telje timber, kuid samal ajal ka hésrdumiseta libiseda
seda telge pidi. Siin tuleb kéigepealt matemaatiliselt tdpsustada,
mida nimelt tuleb moista h66rdumiseta libisemise voima-
luse all.

Libisemine sirget pidi héérdumiseta tihendab siirast liiku-
misvéimalust, kus kénesolev sirge ei avalda mingit takistust,
s. t. mingit reaktsiooni siis, kui sel sirgel asetsevad keha punktid
nihkuvad just selle sirge sihis. Kieoleval juhul see tdhendab
seda, et keha telg takistab liikumist ainult sel korral, kui selle
telje kohal asetsevad keha punktid piitiavad lahkuda teljest, mitte
aga siis, kui liikkumine toimub telge pidi. Staatika keeles tolgen-
datakse seda nénda, et telje kohtadel tekkiv reaktsioon ei oma
projektsiooni telje sihis, s. t. telje poolt arendatud reaktsioon
saab olla suunatud ainult risti selle teljega. Jirelikult:

Libisemine toimub hoordumiseta, kui telg suudab arendada
reaktsiooni ainult telje normaali suunas (,,normaalreakt-
siooni®).

Valime niilid sdérasel teljel meelevaldselt punktid O Jar'0
Telg ise olgu jalle voetud z-teljeks ning O koordinaatide alguseks.
Tarvitame eelmise paragraafi siimboleid. Reaktsioonid % ja W
vastavalt punktides O ja O’ peavad kiesoleval juhul mélemad

108



olema z-teljega risti, seega Zg =0 ja Z;'=0. Tasakaalu tin-
gimused esinevad, jillegi kujul (65), ainsa vahega, et niitid kol-
mandas tingimuses puuduvad reaktsioonid Zy jaZy'. Selle taga-
jérjel esineb tasakaalu tingimustes niitid k a k s reaktsioone mitte-
sisaldavat vorrandit:

Z ==t () . (66)

Need kaks tingimust (66) ongi tasakaalu kindlustamiseks antud
juhul kiillaldased. Toéepoolest, korrates eeldusel (66) mottekiike,
mis viisid 61. joonisele, nideme, et niilid diinaami toéuketung P
peab tingimata langema z-y-tasapinnale, sest Z — 0; vdime seega
anda z-teljele just selle tungi P suuna (62. joonis). Tungipaari
@, L voime seejuures oma tasapinnas alati veel
nii poorata, et tema komponendid oleksid sa-
muti risti z-teljega ja et seetottu ka & langeks
xz-y-tasapinnale. Siis ka punktis O tunge R ja &
tasakaalustav reaktsioon M peab langema sa-
masse x-y-tasapinda, tidhendab, olema risti tel-
jega z, ning samuti on selle teljega risti ka
tasakaalustav reaktsioon punktis O'. Et seega
reaktsiooni ristseis keha telje suhtes on saavu-
tatud, siis tasakaal ongi kies.

Tulemuse sonastus kolaks jargmiselt: 62. joonis.

Kindel keha, saades poorelda kinnistatud telje iimber ja
ka hoordumiseta libiseda sama telge pidi, on tasakaalus, kui
otseselt kehale rakendatud valistungide kompleks annab iildise
resultandi risti kinnistatud teljega, kusjuures veel resulteeruv
moment selle telje suhtes kaob.

Et kéesoleval juhul reaktsioonid tohivad olla ainult risti tel-
jega, siis reaktsioonide suurused ja suunad on méiidratud iihe-
selt; tegelikult jddbki niiiid nelja tundmatu X, Y, X', Y’ mii-
ramiseks just 4 vorrandit:

Nk X4 XQt=0, Y iy + X' =0,
L QVy'=0, M Xy'=0. (67)

Arvesse tuleb niitid nimelt ikka ainult sddrane tungikompleksi
B, B, ..., P, asendav diinaam, kus tungipaari komponendid
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on kinnistatud teljega risti. Nouetega (67) on miiratud reaktsi-
oon telje i g a s punktis.
Kisiteldud kinnistusseadme niite pakub kruvil liikuv mutter.

§ 52. Uhes punktis tasapinnale toetuv keha. Vaatleme kind-
lat keha, mis toetub siledale tasapinnale ainult iihes punktis
(nagu néiteks ohuga tugeva surveni tdidetud pall siledale péran-
dale). Siin vajab jille koigepealt selgitamist, mida moistetakse
staatikas ,,sileda‘“ tasapinna all.

Analoogiliselt varemoelduga pilistitame siin definitsiooni :

Tasapind on ,sile”, kui ta suudab arendada reaktsiooni
ainult enda normaali suunas (,,normaalreaktsiooni).

Siis ja ainult siis nimelt see tasapind ei avalda takistust
kehale viimase libisemise puhul moéda seda tasapinda. Vastand
siledale tasapinnale on ,kare* tasapind, — see takistab teataval
méadral ka libisemist. Tehnikas kasutatud tasapinnad on tegeli-
kult kéik enam v6i vihem karedad, — ,,sile“ tasapind kujutab
ainult matemaatilist kisitlemist lihtsustavat fiktsiooni. Tasa-
pinna karedust saab tehniliselt vihendada poleerimise teel. Liu-
vali tuleb omaduste poolest siledale tasapinnale voérdlemisi
lahedale.

Olgu niitid punkt O, milles keha siledale tasapinnale toetub,
voetud koordinaatide alguseks ja see tasapind ise voetud a-y-tasa-
pinnaks. Tasapinna reaktsioon kehale punktis O olgu % . Et tasa-
pind on moéeldud siledana, siis valitud teljestiku juures kaovad
reaktsiooni projektsioonid z- ja y-telgedele, ning jadb ainult pro-
jektsioon Zy tel»jel'e z. Keha juures otseselt rakendatud véilis-
tungide kompleks omagu iildist resultanti projektsioonidega
X, Y, Z ja punktis O resulteeruvat momenti projektsioonidega
L, M, N. Tasakaalu korral peab kogu vilistungide kompleks
(s. t. otseselt rakendatud vilistungid pluss tasapinna reaktsioon i
kehale) osutuma samaviirseks nulliga. Jirelikult on siis:

X:O,Y:O,Z+Zm.:0,L:0,M:0,N:0, (68)

sest reaktsioon R, olles rakendatud punktis O, annab seal
momendi null. Viis neist tingimusist (68) ei sisalda reaktsiooni;
need 5 tingimust ongi kiillaldased, kui keha seos tasapinnaga on
sédrane, et keha punkt O ei saa iildse tasapinnast lahti (,kahe-
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poolne* seos). Toepoolest, neil viiel tingimusel otseselt rakenda-
tud tungikompleksi invariantne skalaarne korrutis LX +4 MY 4
+ NZ kaob, mille tottu see kompleks taandub iiheleainsale tun-
gile (kui ta pole tildse samaviirne nulliga). Kompleksi tsentraal-
telg 1abib punkti O, sest seal on resulteeruv moment minimaalne,
nimelt null. Selle tagajarjel voime kujutella, et kompleksi asendav
ainus tung on rakendatud just punktis O. Et X =0 ja Y =0,
siis see ainus tung pealegi peab olema risti z-y-tasapinnaga, seega
saab teda tasakaalustada samas kohas tasapinna normaalreaktsioo-
niga kehale. Tasakaal on jirelikult kindlustatud.
Reaktsiooni suurus on méiratud iilejadnud ainsa vorrandiga
siisteemist (68) : :
4+ &0, (69)

Tulemuse vo6ib sonastada jargmiselt:

Sileda tasapinnaga iihesainsas punktis seotud kindel keha
on tasakaalus siis ja ainult siis, kui kehale otseselt rakendatud
vilistungide kompleks taandub iiheleainsale tungile, mis sihi-
tud risti tasapinnaga, ja nimelt nonda, et kandesirge liabib
toetuspunkti.

Noutud kahepoolset seost saab tehniliselt realiseerida nii-
teks kahe paralleelse sileda plaadi vahele paigutatud teraskuuli
kujul.

,,Toetumisega‘‘ tasapinnale sona kitsamas mottes on aga tege-
mist oieti vaid siis, kui keha seos tasapinnaga on ,,iihepoolne’, s. t.
kui keha iihes suunas on voimeline tasapinnast lahkuma, teises
suunas aga mitte (tasapinnast ei saa ,ldabi tungida®). Sel juhul
tuleb tasakaalu kindlustamiseks lisada veel iiks noue, nimelt, et
ainus tung, millele otseselt rakendatud tungide kompleks taan-
dub, suruks keha vastu tasapinda. Analiitiliselt
tihendab iihepoolne seos antud juhul seda, et reaktsiooni projekt-
sioonil peab olema kindel etteantud mérk, niiteks positiivne, kui
tasapind ainult kannab tema peale ile valt pandud keha, mitte
takistades sama keha tousmist iilespoole. Surumine vastu tasa-
pinda sel korral leiaks aset ainult siis, kui Z =< 0.

§ 53. Kahes punktis tasapinnale toetuv keha. Vaatleme keha,
mis kahes punktis (nagu niiteks jalgratas) toetub siledale tasa-

pinnale. Olgu need punktid O ja O'. Valime O koordinaatide algu-
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seks, 00" z-teljeks ning toetustasapinna z-y-tasapinnaks. Punkti
O’ z-koordinaadi vidrtuseks olgu seejuures &, — teised koordi-
naadid on nullid. Et tasapind on eeldatud siledana, siis reakt-
sioonid R ja N punktides O ja O’ peavad olema normaalsed, seega
molema reaktsiooni projektsioonid z- ja y-teljele peavad kaduma,
ning jaavad ainult projektsioonid Z S | Reaktsiooni R
moment koordinaatide alguses O kaob; reaktsiooni ' moment
sealsamas omab projektsioone

L0, g lie! = 18 & S - 0. (70)

Siit jargnevad keha tasakaalu tingimused:

X0y Y E=0 Z—}—Zm—}—-Zm’:O, =10, M—-gzm’_—_ &
i el 111 (71)

Neli neist tingimusist, nimelt reaktsioone mittesisaldavad
X =iy =5 Ihp==0 N (72)

on kahepoolse seose puhul jillegi tasakaaluks kiillaldased. Selles
veenduda olgu jéetud lugeja enda hooleks. Peatume aga siin
pisut iiksikasjalisemalt juhul, kus seos on ainult iihepoolne.

Et tingimuste (72) téditmise puhul LX 4+ MY -+ NZ =0,
siis tungid sel korral peavad taanduma kas iiheksainsaks tun-
giks, voi iiheksainsaks tungipaariks. Viimasel juhul, s. t. tungi-
paari puhul, iihepoolse seose korral tasakaalu olla ei saa, sest
tasakaalustavad reaktsioonid peaksid siis ju samuti moodustama
tungipaari ega saaks seega olla ,,iihepoolsed*. Niisiis tuleb iihe-
poolse seose korral lisaks tingimustele (72) veel noue, et otse-
selt rakendatud tungide kompleks oleks samavidirne iihe tun-
giga P. Et L =0 ja N =0, siis see ainus tung peab asetsema z-
ja z-teljega iihises tasapinnas; et iihtlasi X =0, siis see tung
peab olema risti z-teljega, 16igates seda telge mingis punktis P .
Jérelikult on B asendatav kahe paralleelse komponendiga, mis
rakendatud punktides O ja O’ samal teljel. Neid komponente
saabki tasakaalustada samadel kohtadel tekkivate reaktsiooni-
dega M ja N, kuid, arvestades nende reaktsioonide iihepoolsust,
ainult siis, kui komponendid on samasuunalised ja nimelt
vastassuunalised tasapinna véimaliku reaktsiooni suunaga. Kom-
ponentide samasuunalisus leiab aga § 35 ja 36 tulemuste jirgi
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aset siis ja ainult siis, kui punkt P langeb sirgldigu 00’ piiridesse.
Seega voib resultaadi sénastada jargmiselt:

Siledale tasapinnale kahes punktis iihepoolselt toetuv
kindel keha on tasakaalus siis ja ainult siis, kui otseselt raken-
datud vilistungid taanduvad iiheleainsale tungile, mis surub
keha vastu tasapinda, olles sihitud tasapinnaga risti nonda, et
kandesirge 16ikab toetuspunktidega maiiratud sirgloiku.

§ 54. Mitmes punktis tasapinnale toetuv keha. Vaatleme
kindlat keha, mis toetub siledale x-y-tasapinnale k punktis
AREaiCae] o Oy 0 L A,:(x,, y,, 0); piirdume juhuga,
kus seos on iihepoolne, iitleme, kus koik reaktsioonid %, St |
saavad suunatud olla ainult z-telje positiivses suunas.

Vahelduseks kasutame siin tasakaalu tingimuste leidmiseks
teist teed, lihtudes nimelt reaktsioonide analiiiisist.

Paralleelsed samasuunalised reaktsioonid %, .. ., R, luba-
vad endid liita iiheksainsaks tungiks %, mis jallegi omab positiiv-
set z-telje suunda. Nimetame R resulteeruvaks reaktsiooniks.
Selle resulteeruva reaktsiooni rakenduspunkti C véime paigutada
Jélle z-y-tasapinda. Olgu C koordinaatideks =& , y =%, 2=0.
Keha on tasakaalus ainult siis, kui tema juures otseselt rakenda-
tud vilistungid tasakaalustavad resulteeruva reaktsiooni s el
kui nad taanduvad tiheks tungiks, mis risti a-y-tasapinnaga, olles
suunatud z-teljele vastupidiselt ja rakendatud samas punktis C,
kus resulteeruv reaktsioongi.

k

Et reaktsioonid Ri,..., N, on tundmatud, siis punkti C
asukoht on veel esialgu ebaméirane. Igal juhul on aga C seotud
samasuunaliste paralleelvektorite Ry, ..., E}tk kese (§ 42), seega
madratud valemitega: y

Sz | R Sy | R

§ ¥ «“’__ ’ n_—zlm;‘ . (73) A2 OAJ

Valime y-telje nonda, et ta ldbiks A, GO
viahemalt kaks toetuspunkti A, , jittes b
seejuures koik teised toetuspunktid sin- 9| o 4
napoole, kus koordinaat x pole negatiiv- °Ag
ne (63. joonis). Esimesest valemist (73)
jdrgneb, et ka C asetseb siis samal poo- g

lel, sest ka § ei saa siis olla negatiivne. 88, joonis.
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Valitud y-telg moodustab toetuspunktide kogu A.,..., A4,
juures tihe ,,dédrsirge’. Sddraseid ,ddrsirgeid‘ voib aga alati leida
mitu, nagu selgitatud 64. joonisel.
Koik iildse voimalikud ddrsirged koos
moodustavad kumera hulknurga
sédraselt, et koik toetuspunktid A,
asetsevad kas selle hulknurga sees,
vOoi aga piirdejoonel, ning igas selle
hulknurga tipus asetseb kindlasti iiks
punkt A, . Sel teel defineeritud kume-
rat hulknurka kutsume toetuspunk-

64, [ybonts; tide kogu , kumeraks kontuuriks®.
Et 63. joonisel selgunud tulemus
ilmsesti ei olene sellest, missuguse &dirsirge nimelt oleme valinud
y-teljeks, siis jareldame, et C ei saa mingil tingimusel asetseda
véljaspool tilalmainitud kumerat kontuuri, iikskdoik millised ka
oleksid samasuunalised reaktsioonid R;,..., %N s

Seega oleme leidnud keha tasakaaluks antud juhul tarviliku

tingimuse :

_1

Otseselt rakendatud vilistungid peavad taanduma iiheks-
ainsaks, toetustasapinnaga risti suunatud tungiks, mis suruks
keha vastu seda tasapinda, kusjuures selle tungi kandesirge ei
tohi Ioigata toetustasapinda viljaspool toetuspunktidega mii-
ratud kumerat kontuuri.

See tingimus on iihtlasi kiillaldane, sest sel puhul osu-
tub voimalikuks iihepoolseid reaktsioone R, ,..., R . Vvalida nonda,
et resulteeruva reaktsiooni rakendus-
punktiks oleks just sama koht, kus vilis-
tungide kompleksi asendava ainsa tungi
siht 1oikab toetustasapinda. Et sdirane
reaktsioonide valik toepoolest on teosta-
tav, seda selgitab kaalutlus 65. joonise
najal.

Lahutame kumera kontuuri, kus C
asukoht on meelevaldselt (muidugi iilal-
sonastatud néude kohaselt!) ette antud,
tipust A; tommatud diagonaalide abil
kolmnurkadeks. Punkt C langeb siis tingimata iihe niisuguse
kolmnurga piirkonda. Lahutame kollal C rakendatud tungi kol-

65. joonis.
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meks paralleelkomponendiks rakenduspunktidega selle kolmnurga
tippudes. § 41 tulemuste kohaselt on need komponendid siis koik
selle tungiga samasuunalised. Tasakaalustame niiiid need kolm
komponenti vastavate iihepoolsete reaktsioonidega ja loeme reakt-
sioone koigis teistes toetuspunktides A, nullideks. Saadud reakt-
sioonide kompleks kindlustab siis tasakaalu.

Praegukirjeldatud reaktsioonide valik pole ainuvéimalik:
ildjuhul % >3 saab reaktsioone sama tulemusega etteantud C
puhul valida I6pmata mitmekesisel viisil. Ainult juhul % = 3, kui
seejuures toetuspunktid moodustavad tdelise kolmnurga, reakt-
sioonid on méa#ratud iiheselt 65. joonise juures selgitatud vétte
alusel. Reaktsioonide valiku mitmesus selgub sama joonise najal
suurema % puhul kas voi juba sellest, et kumera kontuuri kolm-
nurkadeks lahutamine vo6ib toimuda mitmekesisel viisil, olenevu-
ses sellest, missugune toetuspunkt on just ristitud punktiks A, .
Juhul & >3 on jédrelikult reaktsioonide probleem ,staatiliselt
méadramatu®.

Reaktsioonide .arvutamine staatiliselt madratud juhul ¥ =3
toimub kéige hélpsamini kolme vorrandi

|Ba] + [Re] 4 || = [B]
Ty |§R1I + 2 - ]m:zl + @ lm3l =§- I‘BI
Vi |§R1| + Y2 ]mz[ ~+ " Ysh lmsl =9 |5Bl
abil, kus |ERI‘ X l?RZ ; |§Rg[ on ainsad kolm tundmatut. Need vorran-
did on sisuliselt samad, mis vorrandid (53) .

Konkreetse niite siinkisiteldud probleemile pakub jalgadega
siledale porandale toetuv koormatud laud; on jalgade arv 3, siis
koormuse jaotus jalgadele on staatiliselt miiratud, suurema jal-
gade arvu puhul enam mitte. Viimasel juhul tuleb surve jaotust
otsustada lisakaalutluste najal, arvestades niiteks laua elastsust.

§ 55. Tungi lahutamine kuues antud sihis. Kindel keha véib
teise kiilge kinnistatud olla mitme kindla varda abil. Kui niiiid
esimesele kehale méjub mingi otseselt rakendatud tung véi tun-
gide kompleks, siis see kandub iile neile varrastele; viimased aren-
davad siis muidugi vastavaid reaktsioone. Tungi jaotus varras-
tele on iildjuhul iiheselt midratud, kui varraste arv on parajasti
kuus. Seda selgitavad alljargnevad kaalutlused:
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Olgu esimese keha juures rakendatud tung P : (X, Y, Z),
mille moment meelevaldselt valitud koordinaatide alguses omab
projektsioone L, M, N . Probleemiseade nouab selle tungi ‘§ asen-
damist kuu e tungiga B; : (X1, Y1, 2Z1), ..., Bs : (X6, Y6, Zs) ,
millede kandesirged s:,...,S; on meelevaldselt ette antud, liihi-
dalt — tungi lahutamist ,, komponentideks kuue kandesirge sihis.

Otsides probleemi analiiiitilist lahendust, peame koigepealt
need kuus kandesirget mingisuguste arvude abil matemaatiliselt
iseloomustama. Sobivaks votteks osutub siin iga iiksiku sirge s,
masdramine § 19 selgitatud viisil kuue ,,koordinaadi* ll. y My, My,
A;y u;, v, kaudu, milledest kolm esimest kujutavad sirge suuna-
koosinusi, kolm viimast aga sellele sirgele paigutatud tihikvektori
momente koordinaattelgede suhtes. Sirge suunakoosinused pole
seejuures mitte midagi muud, kui sama iihikvektori projektsioo-
nid koordinaattelgedele. Sirge kuus koordinaatil, ,..., v, peavad
muidugi rahuldama noéudeid (22) ja (11).

Sirgele s, langeva ,komponendi %, projektsioone ja
momente telgede suhtes midravad siis seosed

X,=|%[ 1L Yz':lﬂsil.mi’ Z,= B, n,;
= B, 4y M= [B,|- ) Ny= |%,| %, (T5)

sest koik need projektsioonid peavad olema vordelised B, suuru-
sega. Kuus kandesirget on antud, kui teada on nende 36 koordi-
naati. Kuus tundmata ,komponenti“ P, ..., Rs moodustavad
koos kompleksi, mis peab olema samavididrne ainsa tungiga .
Kompleksi iildine resultant ja resulteeruv moment peab seetottu
iihtima vastavate tungi P elementidega, mis annab (75) abil
kuus vorrandit '

Isz1| L+ I‘le lo + mal ls + |§B4| ly s + “Bo] g =5 X
I%ll my + |§B2| 105 S S B B Sl R — Y
I?Bll N + VOISR TR R R T TR E=—=
|$1|'11+]ﬂ32|'12+ 2ol it R U e SRR . — 105 ({16)
kuue tundmatu jaoks |Bif,..., l&]s(;] . Need 6 tundmatut on

lineaarse vorrandsiisteemiga (76) iildiselt iheselt médratud
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Jja probleem seega pdohimétteliselt lahendatud. Niihisti P kui ka
PBi, ..., P 0n seejuures loomuse poolest kisiteldud libisevate
vektoritena.

Ainult erijuhul, kus siisteemi (76) determinant muutub
nulliks,

ll ’ l2, ’ lG
b /(5 SR 4 wan i (77)
1}1 ’ "’2 ’ » Ve

kujuneb olukord teissuguseks, sest siis voib kas iildse puududa
lahendus, v6i aga lahendusi vo6ib olla 16pmata palju. Sel korral
sirged S;,...,S8; pole mitte enam valitud {isna séltumatult iiks-
teisest, vaid kuuluvad, nagu Pliicker’i jargi oeldakse, koik koos
iihte ja samasse lineaarsesse sirgete kompleksi,
mis méaédratud just vorrandiga (77) . Selle erijuhu lihemal uuri-
misel meie ei peatu.

Vastassuunas voetuna siisteemi (76) lahendid annavad kuue
varda reaktsioone tungi R survel.

Kui iiksik tung R kirjeldatud viisil on lahutatav ,,komponen-
tideks* kuue meelevaldse kandesirge sihis, siis ilmsesti sama on
kehtiv ka mistahes tungide kompleksi kohta, sest iga iiksiku
tungi sellest kompleksist voiksime siis lahutada mainitud kande-
sirgete sihis ning pérast igal iiksikul sidédrasel kandesirgel sinna
langenud komponente iiheks uueks ,kompleksi komponendiks
kokku votta.

Kui vorrandsiisteem (76) annab |‘Bi l jaoks negatiivse vaar-
tuse, siis tuleb ainult votta vastava sirge s, koordinaadid vastu-
pidise méirgiga, mille tagajirjel ]‘Bi | mirk muutub positiivseks
ja suurus jadb endiseks. Et sirgel on 2 suunda, siis tema koordi-
naatide koikide mérkide korraga muutmine on lubatav.

§ 56. Noorhulknurga moiste. Tehnika kiisimustes mitme-
sugusel kujul sageli esinevaks punktisiisteemiks on sididrane, kus
materiaalsed punktid 4,,...,A on jidrjekorras ithendatud
ideaalsete, s. t. mittevenivate nooridega voi ideaalsete, mitteveni-
vate ega ka kokkusurutavate varrastega. Loomulikult sidirane
siisteem ei moodusta enam kindlat keha, sest punktide kaugused
liksteisest saavad sel korral iildiselt veel muutuda. Siisteemi sidu-
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vad pinguletommatud noorid voi vardad nditavad igas asendis
koos iiht murtud joont (lahtist v6i kinnist ,,hulknurka®), mille
tottu séddraseid punktisiisteeme mehaanikas kutsutakse vastavalt
noorhulknurkadeks v6i varrashulknurkadeks.

Siisteemi sisetungid kanduvad varras- voi noorhulknurgas
edasi siisteemi varraste voi vastavalt nooride kaudu. Sisuline vahe
molema tiilibi vahel peitub selles, et noor suudab iile kanda ainult
tommet (iihepoolne seos!), varras aga kannab iile nii tombe-
kui ka survetungi (kahepoolne seos!).

Varras- voi néorhulknurgale méjuvad vilistungid on raken-
datud materiaalsetes punktides 44, ... ,A” , . t. varraste v6i noo-
ride otspunktides. Need vilistungid on loomu poolest nende punk-
tidega seotud vektorid. Sdidraste hulknurkade tasakaalu kiisi-
muste selgitamine toimub otstarbekohaselt graafiliste votete
najal; vastavad meetodid on vilja arenenud eriliseks distsiplii-
niks, mille nimetuseks on ,,grafostaatika‘. Kiesolevas kursuses
piirdume ainult iisna iildjooneliselt probleemiseade selgitamisega,
jattes korvale koik iiksikasjad ja erikiisimused ning praktilised
lihtsustamisvotted.

i

!

i

Ly A

i A“¢1
!

|

!

A s
B Y i )

66. joonis.

Punktid 4,,...A4 olgu nummerdatud iihendamise jirjekor-
ras, s.t. nonda, et 4, ja A, 41 oleksid alati omavahel noori voi
vardaga iihendatud (66. joonis). Hulknurk on kinnine, kui siis
veel ka A, on iihendatud punktiga A,, vastasel korral on hulk-
nurk lahtine.

Jaotame mdotteliselt noorhulknurga kahte ossa, A,,..., A4,
ja Ak+1 »...,A . Teise osa mdju esimesele kandub siis iile
noori A4 +1 kaudu, ning katkeks selle noori katkestamisel

118



mistahes vahepealses kohas J. Noori seal labi lsigates vdiksime
seda moju siilitada, rakendades iihenduse katkestamise kohas
J vastava tungi, mille tdhistame siimboliga Ik, §iy o 808 tung
peab suunatud olema punktist A , bunkti A, poole. Samuti
mojub teine osa esimesele sama néoritiiki kaudu, ning jillegi on
moju iihenduse katkestamise korral asendatav kohas J rakenda-

tud tungiga, mis niitid aga suunatud vastupidiselt punktist 4

k41
punkti A, poole; seda tungi tdhistame siimboliga T, iy
Reaktsmom seaduse alusel tungid ¥, %y ja $k+1 , On suu-

ruse poolest vordsed ning vastassuunahsed Nende tungide suu-
rused ei muutu, kui noor A A e 1ldbi 16igata mones teises
kohas; nad iseloomustavad selles nooriosas valitseva ,,pinge* suu-
rust. Edaspidi nimetame neid tunge lihtsalt ,,pingeteks.

Analoogiline olukord valitseb varrashulknurga varrastes,
ainsa vahega, et siis lihe osa mdoju teisele ei tarvitse piirduda tom-
bega, vaid saab niisama histi avalduda toukamises (surumises).

Stisteemi igale iiksikule punktile A, mdojub teatav vilistun-
gide resultanttung %, ja peale selle veel kaks pinget, ¥, , | ja
7 10 punktis A, kinnitatud kahe noori sihis. Erandl selles
mottes voivad moodustada 1a htise hulknurga otspunktid A4; ja
A, kui kummalgi 16peb ainult iiks ithendus-
lili. Hulknurk on tasakaalus, kui iga iiksik
tema punkt Ai on tasakaalus, s. t. kui igas
iksikus punktis A, seal rakendatud kolm
tungi B, , T, S. / on omaette tasa-

i, i+1
kaalus:

i, i—1°

P e =0 i)
(67. JOOHIS) See tmglmus (78) on noor- voi
varrashulknurga tasakaaluks tarvilik ja kiil-
laldane.

67. joonis.

§ 57. Varignon’i hulknurk. Tingimus (78) nduab, et P (i
b resultantvektor oleks suuruse poolest vordne, kuid vas-
tassuunaline vektoriga g 41 Seega vordne ja samasuu-
naline vektoriga ¥. . Jéarelikult vektor Z, . osutub

i+1,i i+1, 1

vektorite B, ja ¥, , | summaks, kui kdik kolm vektorit raken-

dada mingisuguseé meelevaldses iihises punktis O (68. joonis).
Sellega on T + suurus ja suund graafiliselt médiratud P, ja

z,
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Ei’ AR suuruste ja suundade kaudu. 68. joonisel kujutatud kolm-
nurk méidrab moélema pinge MR PR suurusi, nii-
pea kui on teada B, suurus ja suund ning punktiga
A iihendatud noéoride voi varraste sihid, sest siis
on selle kolmnurga kaudu vastavad kiilgede pikku-
sed madratud.

>0 Kui ¥, ;41 On suuruse ja suuna poolest graa-

Il;i-1

i filiselt leitud, siis saame, liites sellega B, {1 tap-

65, fobuis: selt samasugusel graafilisel viisil méirata jirgneva
pinge ¥, g jne. Kasutades konstruktsiooni

juures juba varem leltuud vektorit ¥ s voime lihtsalt joones-

tada vajaliku uue kolmnurga endise kdrvale jne. (69. joonis).
Tekib jarjest iiksteise kiilge paigutatud kolm-
nurkade jada ‘ihise tipuga O. Need
kolmnurgad koos moodustavad hulknurga
or, P W 3 it2 .0, millel vilja joonesta-
tud k01k punktlst O viljuvad, diagonaalid;
need diagonaalid madravad graafiliselt iiksi-
kutes nooriosades vo6i varrastes valitsevaid
pingeid ja nende nooriosade v6i varraste sihte.

Kiiljed P, Pi+1’ Pi+1Pi+2 , ... kujutavad
tasakaalustatud hulknurga tippudes 4,
A, N rakendatud vilistungide resultant- 69. joonis.

tunge suuruse ja suuna poolest.

Kirjeldatud viisil tekkivat hulknurka OP;P,...0, mille
saame, alustades konstruktsiooni juba esimesest noérhulknurga
resp. varrashulknurga tipust, kutsutakse noor- (varras-)hulk-
nurgale vastavaks Varignon’i hulknurgaks. Varignoni hulk-
nurk on tasane ainult siis, kui teda méadrav noorhulknurk ise on

tasane. O on Varignoni hulknurga ,,poolus‘, — selle v6ib valida
meelevaldsel kohal; pingeid kujutavad 16igud OP;, OP,,... on
,,pooluskiired‘, iilejaanud 16igud P;P,, PsP3,... on Varignoni

hulknurga ,,kiiljed*.

Noorhulknurk saab olla tasakaalus ainult siis, kui Varlgnonl
hulknurga joonestamine osutub voimalikuks, s. t. kui iihen-
dused omavad just sddraseid sihte, et vastavad pooluskiired
Varignoni hulknurgas parajasti saavad viljuda iihisest poolusest
0, kui ,kiiljed*“ P,P,, P,Ps,... suuruse ja suuna poolest vasta-
vad noéorhulknurga juures rakendatud véilistungidele B,, R.,...
Varrashulknurga puhul on see tingimus iihtlasi kiillaldane, n6or-
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hulknurga juures (iihepoolne seos!) aga veel mitte: viimasel
juhul tuleb nimelt lisaks veel néuda, et Varignoni hulknurgast
jargnevad pingete suunad vastaksid toepoolest tommetele,
sest noorid ei saa touketunge edasi anda.

§ 58. Rippsild. Asja selgitamiseks kisitleme iisna liihidalt
70. joonisel kujutatud rippsilla skeemi.

C D
A
4, 1P
A "? %
v Y
s o] T
8’ BZ B.‘l B‘ AAARTIRARN
: 2 8
g
P
% s
70. joonis.

Sild ST ripub kandjatel A.B;, A.B,,..., millede iilemised
otsad A,, A,,... on omavahel iihendatud koieosadega AA.,
AsA;, ... Koie 1opposad on seejuures muidugi kinnitatud kind-
late sammaste CS ja DT abil.

Igale kandjale A, B, langeb teatav osa silla raskusest;
kandja enda raskus jaagu selle korval arvestamata, samuti jiigu
arvestamata koie enda kaal. Vastavad nosrhulknurgale A,4,...
mojuvad vilistungid on joonisel mirgitud vektoritena R, , B, ...
Kui BB, = B,B3 = ..., siis voib kandjatele langevad raskused
B1, Bz, ... lugeda omavahel vordseteks. Joonisel on arvestatud 8
kandjat, kusjuures siimmeetria tottu keskmine kois on véetud
horisontaalsena. Samuti siimmeetria alusel v6ib analiilisi juures
piirduda silla iihe poolega.

Valime punkti A, korguse punkti A; suhtes meelevaldselt ja
méadrame selle jargi teiste kandjate pikkused tasakaalustatud
silla puhul. Vastava Varignoni hulknurga ,Xkiiljed*“ peavad antud
juhul moodustama koos sirge joone vertikaalses suunas. Pooluse
O asukoht on méératud horisontaalse sihi s, ja koieosaga A4,
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paralleelse sihi s, abil. Jirgnevate koieosade sihid on siis koik
ette midratud vastava Varignoni hulknurga kaudu. Nende jargi
juba saab siis méidrata kandjate ja sammaste SC ja DT pikkusi
ning moota koieosades valitsevaid pingeid.

Vastavalt korgust A, muutes voime proovide najal leida sii-
rase sobiva, et sammaste pikkused omaksid noutavat etteantud
suurust. Konstruktori iilesandeks on valida m6otmed nonda, et
projektitud sillas koie pinged ei kujuneks liiga suureks. Varig-
noni hulknurgast saab vélja lugeda, et pinged on seda viikse-
mad, mida korgemad on sambad; sammaste piiramata korgenda-
mine teeks aga silla konstruktsiooni iilearuselt kalliks. Pingete
suurust mojustab ka kandjate arv, nagu kerge jareldada jiallegi
Varignoni hulknurgast. Lopliku lahenduse valimisel tuleb konst-
ruktoril arvestada veel rida teisi silla kohta piistitatud lisanoudeid.

§ 59. Kahes otsas kinnistatud nooril libisev rull. Ulalkésitel-
dud noorhulknurga tasakaalu probleemist pisut erinev kiisimus-
seade tekib, kui materiaalsed punktid 4,, 4., ..., milledele mgju-
vad vastavad vilistungid B;, B, ..., saavad hoordumiseta 1ibi -
seda ideaalsel nooril. Selle iih e noori otsad on seejuures siis
moeldud liikumatult kinnistatuina, v6i aga noor ise on kujutatud
kinnisena. Oluline vahe varema kiisimusega vorreldes peitub
selles, et seal ei olnud tegemist i he nooriga, vaid mitme noori-
tiikiga, millede otsad olid vastavalt kinnistatud punktides A,,
A, jne. Konkreetse niite noori pidi libisevatele punktidele annab
koistransport, kus koiel veerevate rul-
lide kiilge on kinnistatud transporti-
vad vagonetid. Selle kujutelma alusel
nimetame nooril libiseva punkti ka
libisevaks ,,rulliks®.

Vaatleme koigepealt erijuhtumit,
kus tegemist iiheainsa libiseva rul-
liga A. NoOOri otsad olgu seejuures
litkumatult kinnistatud kahes kindlas

i R punktis F ja F’. Rullile A mojugu
valistung B (71. joonis). Noor FAF'

on moeldud ideaalsena, s. t. ta ei tohi venida ega ka avaldada
takistust kuju muutumisele. Et FA - F'A pingule tommatud
noori puhul alati on vordne noori konstantse kogupikkusega, siis
noori pidi libisedes A voib liikkuda ainult mooda ellipsi kaart,
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kus tulitippideks on just kinnistatud punktid F ja F’, kui prob-
leemi kisitella tasapinnaliselt. Tasakaalu kiisimuse analiiiisimi-
seks voime seetdottu mottes noori iildse korvaldada, asendades
teda paindumatu ellipsikaarega EE’, noudes, et A oleks sunnitud
kogu aeg selle kaare peale jidima, omades aga véimalust seda
kaart méoda hoordumiseta libiseda. Kaar avaldab siis A
kaudu temale iileantud surve puhul reaktsiooni sellele punktile 4 ;
hoordumise puudumist tolgendame endisel viisil nonda, et see
reaktsioon R saab olla sihitud ainult kaare normaali sihis
(normaalreaktsioon!). Tasakaalu puhul peab olema B+R=0,
millest jirgneb, et ka viilistung P peab siis méjuma antud kohal
just ellipsi kaare normaali sihis. See normaali siht poolitab aga,
nagu ellipsi omadustest teada, fokaalkiirte FA ja F’'A poolt moo-

dustatud nurga F;1\F’ =@ ; seega tasakaalu puhul joonisel
o B %. Leitud tingimus on iihtlasi tungi 6ige suuna puhul
kiillaldane tasakaalu tekkimiseks, sest siis noor (ellips) saab
arendada paraja reaktsiooni ® tungi P méju hivitamiseks.
Reaktsiooni ® voib lahutada kaheks komponendiks T, ja %
noori kahes sihis punkti A juures (72. joonis). Seda lahutamist
andev tungiparallelogramm osutub antud
juhul rombiks, sest diagonaal % poo-
litab selle parallelogrammi nurga tipu A
juures. Seega on aga ]le — ]IQI Neid
noori sihis méjuvaid tunge saab tegeli-
kult realiseerida ainult noor ise temas
tekkiva pinge kaudu vilistungi B méjul.
Arvestades T, ja I, vordsust suuruse
poolest, tarvitame selle noori pinge
tahistamiseks {(hist tdhkte 7, pidades
seejuures muidugi ikkagi silmas, et noori pinge igal kohal majub
noori enda sihis. Joonisest selgub, et noori pinge T projektsi-

72. joonis.

oon R suunale on '—‘?’ , jarelikult
VORKCRIRH L |
T cos 3 S
Et |2]3| it |§R , siis jareldame siit:
|B| =2T cos-é’—f (79)

Katkestades noori mistahes kohas, peaksime tasakaalu siilita-
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miseks sealsamas rakendama noori sihis parajas suunas just
pinge T suuruse tungi. No6ori terves ulatuses on pinge T sama.
Selle pinge suuruse méidrabki valem (79). Pinge kandub iile
noori kaudu ka kinnistuskohtadele F' ja F’, avaldades seal tom-
met, mille suurus on endiselt 7' .

§ 60. Kolmnurgaks pingutatud néor. Olgu niilid voetud noor,
millel libiseb k a ks rulli A; ja A, (73. joonis). Loigates mottes
noori katki mingis kohas J rullide A; ja A, vahel, peaksime
varemsaavutatud tasakaalu alalhoidmiseks kohas J molemale

saadud nooriotsale rakendama tunge,
; mis vordsed katkestamata nooriosa
\ A.A, pingega. Teeme seda ja vaat-
leme siis siisteemi esimest alamosa,
kuhu kuulub 4;. Omaette voetuna
kujutab ta eelmises paragraafis kési-
teldud siisteemi. Samuti kujutab
eelmises paragraafis vaadeldud siis-
73. joonis. teemi iilejadnud teine alamosa oma-
ette. Rakendades varemleitud tule-
musi, jareldame siit, et rullile A; rakendatud vilistung B; peab
ikkagi poolitama n6ori poolt moodustatud nurga kohal A, , samuti
peab poolitama nurga kohal A, teise rulli juures rakendatud
véalistung PB.. No6ori pinget igas osas midrab valem (79). Et aga
katkestuskohal J reaktsiooni seaduse alusel pinge peab olema
arvuliselt mélemas alamosas iihine, siis jargneb, et terves nooris
kogu ulatuses valitseb iiks ja sama pinge 7 . Té&histades nurki
rullide A; ja A, kohtadel vastavalt siimbolitega ¢, ja @., saame
seega

i
i
i
i
i
i
i
i
i
i

|21§1|:cos P [§I§2| cos 22 (~2T)

Analoogilised kaalutlused niitavad, et ka iildjuhul, kus tege-
mist n rulliga 4,, 45, ..., 28 mis noéori pidi libisevad hoordu-
miseta vastavalt n tungi %,, P, ..., ¥, mojul, tasakaal on
saavutatud siis, kui mainitud tungide sihid poolitavad nurki
@i, ...,9, kohtadel A,, ..., A , omades noori pingule tomba-
miseks tarvilikku suunda, ning kui selle juures on rahuldatud
vorrandid

|| : cos ﬁ-— |85 : cos ﬁ = fies B, | s one %". (80)
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Iga avaldis I‘B‘.I :cos%l kujutab siin iihtlasi kogu nooris valitseva
pinge kahekordset suurust 27 .

Need tulemused on rajatud muidugi eeldusele, et teisi vilis-
tunge peale B;, Po, ..., %, noorile ei moju, eriti, et noor ise
ei kaalu midagi.

Leitud tingimused on kehtivad ka siis, kui n66r on kinnine.
Vaatleme sel puhul iiksikasjalisemalt juhtu, kus kinnine noor
kolme tungi abil on tédmmatud kolmnurgaks. Tungid $;, B, Bs
peavad siis muidugi méjuma samas tasapinnas, sest kolmnurga
kolm nurgapoolitajat asetsevad kéik selle kolmnurga tasapinnas.
Kolme nurga ¢, @2, @, midramiseks saame antud juhul kolm
vorrandit

Iﬂsll os— |§B3] cos"#3

5| :cos %—2: |Bs| :cos‘—g

P1 + @2+ @pza=m.
Viimasest vorrandist jargneb:
8 WM e Py Pa
cos ¢ _sm(2+2).
Kirjutame holbustamiseks Z° asemele a ;Ja [B,| asemele P,. Kahest
esimesest vorrandist Jargneb niitid

P;cos oa; = P; sin (o3 + ap)
P; cos 0z = Py sin (a3 + o3) , (81)

millest jagamise teel jareldame

cos a P P
L—oi ehk €08 ay=—===co8aq;,
cos ay P, 1

ning edasi veel

- A LT it
Sin oz = ‘/ 1— ;.%COS2 (51 :?,L]/P12—-P22 + Py*sin® o4
1 1
Esimesest vorrandist (81) saame seega

P; cos a; = P, (sin a; coS az 4+ cos o; Sin ay) =

:P1 (—i:—:‘ Sinu1 COS oy + —}Tl COS oy l/Plz—-P22 + Pzzsinz (11) i
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ehk, peale lihtsustamist ja irratsionaalsuse eraldamist:

P3—-P2Sin (05} :VP12—P22 +P22Sin2 oy .
Tostes siin molemad pooled ruutu ning lihtsustades, jareldame

2P2P35ina}:P22+P32-—-P12,
ja siit:
P22+Pa2——P12

sing ="2tie— (82)

Sellega. on teravnurk o; = %‘ madratud. Vastavate indeksite

iimberpaigutamisega saame valemist (82) otsekohe ka sin a
ja sinag .

Erijuhul P, = Ps — P; — P yvalem (82)iannab :
& 7o 1
Slnalz—g—sz:T, a1:300, @1:6002 ¢2:¢3,
Jarelikult noorkolmnurk sel korral osutub vordkiilgseks, nagu
ongi oodata juba iiksnes siimmeetriale rajatud kaalutlustel.

Harjutusiilesandeid.

/ 86. Lihtplokist iile visatud noéor on 4,2 m pikk ja kaalub
800 g; ploki ratta 14bimdot on 25 em. No6oOri otstes kinnistatud
vihid 1,2 kg ja 1,5 kg hoiavad tasakaalu, kusjuures hodrdumine
ei tule arvesse. Kui pikad on noori osad ploki molemal poolel?

87. Ristkiilik 35 X 50 cm koosneb kahest kongruentsest
taisnurksest kolmnurgast, mis valmistatud erinevast materjalist.
See ristkiilik, asetsedes piisttasapinnas, on keskel toetatud risti
labimineva horisontaalse telje abil. Missuguseid kaldenurki roht-
sihiga moodustavad tasakaalu asendis selle ristkiiliku diagonaalid?

88. Kehale méjuvad punktides A, B, C jargmised tungid:
punktis A tung B, mille suurus on 14 kg ja méjusuund punktist A
punkti B poole; punktis B tung £, mille suurus on 28 kg ja moju-
suund punktist B punkti C poole; punktis C tung &, mille suurus
50 kg ja méjusuund on vastupidine punktist C punktile A viivale
suunale. Punkti A kaugus punktist B on 35 ¢m, punkti B kaugus
punktist C on 1,2 m, punkti A kaugus punktist C on 1,25 m. Keha
on toetatud ABC tasapinna kohal O, mille kaugus sirgest BC on
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10 cm, ning piisib selle téttu tasakaalus. Kui suur on toetus-
punkti O kaugus kiilgedest AB ja AC?

89. Horisontaalne 10 m pikk tala kaalub 0,4 t ja on toetatud
kahes kohas A ja B, mis asetsevad teineteisest 6 m kaugusel.
Teatavas kohas M punktide 4 ja B vahel mojub talale lisakoormus
300 kg. Kus kohas nimelt asetseb M, kui on teada, et tala ulatub
toetuspunktist A 1,2 m vérra iile ja et reaktsioonid toetuspunkti-
des A ja B koormatud tala puhul on omavahel vordsed?

/ 90. Horisontaalse telje kiilge on ekstsentriliselt kinnistatud
massiivne iihtlane 2 cm paks rauast ketas (erikaal 7,8). Ketta
14bimé6t on 40 cm; telje tsentri kaugus ketta keskkohast on 5 cm.
Ketta piirdejoone korgeimas kohas on rakendatud horisontaalne
tung 4 kg, mis hoiab ketta tasakaalus. Kui suure nurga verti-
kaaliga moodustab telje keskkohta ketta keskkohaga {iihendav
sirge?

91. Silindrikujuline iihtlane korsten labim6oduga d meetrit
on h meetrit pikk ja kaalub & tonni. Missugune tuulesurve alam-
madr, arvestades kilogrammides korstna diametraaltasapinna
ruutmeetri kohta, osutub sellele korstnale ohtlikuks?

92. 70 em pikk riiul, mis kaalub ise 0,8 kg, on horisontaal-
selt vabalt asetatud kahele siimmeetriliselt paigutatud kandjale.
Kui suur on kandjate vahelise kauguse alammiir, et oleks luba-
tud panna riiuli mistahes kohale 1,5 kg raske ese?

93. Ummarguse kolmjalgse laua libimést on 90 cm; jalgade
toetuspunktid asetsevad laua teljest 30 ecm kaugusel. Kui suur
_ peaks olema laua omakaal, et laua juures istuv kiilaline, toetudes
temale 20 kg-se raskusega, ei ajaks lauda timber?

94. Kolmjalgsele lauale on pandud 8,6 kg raske ese kaugusel
20 cm laua keskkohast, seejuures aga vordsel. kaugusel kahest
jalast. Siimmeetriliselt paigutatud jalgade toetuspunktid asetse-
vad lada teljest 30 cm kaugusel; laud ise kaalub 5 kg. Arvutada
poranda reaktsioonid jalgadele.

95. Kolmjalgsele statiivile on monteeritud 12 kg raske
mooteriist. Statiivi jalad on 1,4 m pikad ja moodustavad oma-
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vahel nurki 30°; statiiv kaalub 0,8 kg. Arvutada iiksikule jalale
mojuva reaktsiooni projektsioon jala suunale.

96. Punktide A, B, ... koordinaadid on antud jargnevas
tabelis:

l A ! B c D E F
@ | +145 ’ +145 | 0 —015 || —0,35 | —0,65
y . —02 | —02 I+ 0075 g o6 0
z } 0 +1 —04125| —03 || 0 + 05
o \ H I K P ’ Q
¢ | —055 | 40725 —005 L 4097 | —055 \ 0
i R 0 | +255 ‘ 0 iy,9 1 3 0es
z 0 +0425) 0 +2,04 0 | <11

Lahutada z-teljel positiivses suunas moéjuv 100 kg suur tung
komponentideks kuue kandesirge AB,CD, EF , GH ,IK , PQ jargi
ja méadrata nende komponentide projektsioonid telgedele (andmed
on valitud nonda, et need projektsioonid osutuvad tédisarvulisteks).
Kontrollida tulemus!

97. Joonestada varrashulknurk nelja tipuga tasakaalu asen-
dis, kusjuures neis tippudes rakendatud vilistungide suurused
oleksid vaheldumisi 1 kg ja 2 kg ning need tungid on jérjest
pooratud samas suunas 30° vorra. Esimeses tipus rakendatud
valistung olgu vastava dirvardaga risti ja moodustagu jargmise
vardaga nurk 110°. Tehtud joonise najal méarata varrastes valit-
sevad pinged ja selgitada, kas vardaid tohib tasakaalu rikkumata
asendada niitidega.

98. Arvutada 70. joonisel kujutatud rippsilla sammaste CS
ja DT korgused, vottes A;B; =8 m, B;B; =4 m ja oletades, et
koieosa A;A, on rohtjoone suhtes kallutatud 15° vorra. °

99. 46 m pikk kois on kinnistatud kohtades A ja B sam-
maste kiilge, kusjuures koht B asetseb kohast A 5 m vorra korge-
mal. Sammaste vaheline kaugus on 40 m. Kboiel libiseva rulli
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kiilge kinnistatud koorem on A ja B vahel peatuma jaanud
surnud punktis. Mitu m allpool A taset asetseb sel puhul rull?

100. Arvutada eelmise iilesande andmeil kéie pinge suurus,
kui koorem moodustab 0,8 t ja kéie enda kaal ei tule arvesse.

101. Kahe punkti A ja B omavaheline kaugus on 60 cm.
Neis punktides oma otstega kinnistatud niit on niitipidi hoordu-
miseta libiseval rongal rakendatud tungi méjul tasakaalus, kus-
juures niidi osad moodustavad tdisnurga ja iihepoolne osa on
teisest just 2 korda pikem. Miirata niidi kogupikkus.

102. Kinnine no6r on kolme tungi abil pingutatud kolm-
nurgaks. Kaks neist tungidest on omavahel vordsed, kolmas on
5% vorra suurem. Arvutada tekkinud kolmnurga nurki.

103. Milline peaks olema tungide vahekord, et nende mdjul
pinguletdmmatud kinnine méoér niitaks tasakaalu asendis kolm-
nurga kuju, kus iiheks nurgaks on 50°, teiseks 60° ?

104. Kinnine no6r on viie tungi abil & 7 kg pingutatud
korrapiraseks viisnurgaks. Arvutada sel puhul nooris valitseva
pinge suurus.

105. 1 kg raske kuul K on néoride abil seotud kohtadega A
ja B, millede omavaheline kaugus on 50 em. Koht A asetseb
seejuures kohast B 30 cm vorra korgemal. Noori KA pikkus on
30 em, noori KB pikkus on 25 em. Arvutada pinged neis noori-
des tasakaalu asendi puhul.

9 J. Nuut, Staatika alged. 129



VI. To6 moiste ja hoordumine.

§ 61. Elementaartoo. Punktisiisteemide tasakaalutingimuste
leidmiseks vo6ib paljudel juhtudel lihtuda t66 moistest, kuigi vii-
mane sisuliselt kuulub mitte enam staatikasse, vaid diinaamikasse
(litkumisopetusse). Mehaanilise t66 ehk lihtsalt ,,t66‘ all méois-

tetakse mehaanikas teatavat skalaarset

? suurust (s. t. mitte vektorit!), mille koos

madravad selle punkti liikumisel kujun-

e datud tee (,,trajektoor‘) ja sellele mate-

riaalsele punktile litkumise ajal mojunud

i tung. Erijuhul, kui punkti trajektoor

B on sirge ning sellele punktile liikumise

74. joonis. ajal méjunud tung oli suuruse ja suuna

poolest piisiv, tungi poolt antud juhul tehtud t66 definitsioon kolab
jargmiselt (74. joonis) :

To66 on tee pikkuse korrutis tungi suurusega ja tungi ning

tee suuna vahelise kaldenurga koosinusega.

On punkt konesolevas ajavahemikus nihkunud sirget joont

mooda punktist A punktini B, siis seda kdidud teed voime kési-

— >
tella vektorina AB . Samuti kujutab vektorit tung ® , mis liitkumise
viltel suuruse ja suuna poolest piisinud. Tadhendagu ¢ nurka

—

nende kahe vektori AB =& ja % vahel. Korrutis || |S| cos ¢
pole siis midagi muud, kui vektorite @ ja P skalaarne korrutis
(&%) . Niisiis antud erijuhul

Tov= |EIS] . }8] ~cos p = (SP) . (83)
Paneme veel tihele, et ]GI "CoSq kujutab teevektori & projekt-
siooni Sp tungivektori R suunale, ning et “,B{ - cos ¢ kujutab timber-

poordult tungivektori R projektsiooni P teevektori suunale
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(75. joonis), s. t. tungi P komponendi & suunas. Valemit (83)
voib seega tolgendada veel kahel viisil:

a) to6 on antud erijuhul korrutis tungi suurusest ja punkti
nihkest selle tungi suunas;

b) t66 on sel erijuhul korrutis tee pikkusest ja tungi kompo-
nendist tee suunas.

On ¢ =0, siis cosp =1 ja t66 osutub lihtsalt tee pikkuse
korrutiseks tungi suurusega; punkt nihkub siis just tungi suu-
nas. On aga @ — xnt, tihendab, punkt
nihkub just tungile vastupidises suu-
nas, siis cos p=—1 ja t6oks osutub
jéllegi korrutis tee pikkusest ja /
tungi suurusest, kuid seekord véde-
tud miinusmérgiga. Seega to6 va-
lemi (83) poéhjal voib osutuda kas
positiivseks voi negatiivseks. To66 kaob sama valemi jéirgi ainult
siis, kui pole nihkumist véi pole tungi, véi kui cosp =0, tihen-
dab, ka siis, kui tung méjub risti punkti nihku-
missuunaga.

T66 definitsioon ‘ildjuhul on samuti rajatud valemile (83).
Liigub punkt koverjoonelisel trajektooril, kusjuures ka veel tung
on suuruse ja suuna poolest muutlik, siis vaatleme vastavat nih-
kumist mitte korraga tervikuna, vaid jaotame ta méttes iisna
viikesteks osadeks, mida nimetame sel puhul ,elementaarnihe-
teks®., Iga tiksikut sdiirast elementaarnihet kisitleme iisna vii-
kese vektorina (vektori ,diferentsiaalina®); siiraseks elemen-
taarnihkeks kulub iisna vihe aega, mille viltel tung ei jouagi
mirgatavalt muutuda. Selle tottu loeme tungi elementaarnihke
ulatuses suuruse ja suuna poolest piisivaks. Moodustame valemi
(83) alusel suuruse, mis kujutab elementaarnihke puhul tehtud
tood, s. t. moodustame skalaarse korrutise elementaarnihkumi-
sele vastavast lisna viikesest teevektorist ja selle nihkumise
hetkele vastavast tungivektorist, tdhistades selle ,lépmata vii-
kese* teevektori suurust siimboliga ds (tee ,,diferentsiaal®),
vastava tungivektori suurust siimboliga P ja nurka tungivektori

75. joonis.

/N
ja elementaarnihke suundade vahel siimboliga P,ds. Mainitud

/\
skalaarne korrutis on siis P-ds-cos P,ds ; nimetame seda ele-
mentaarnihkumisele vastavaks elementaartooks, tarvita-
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des selle tédhistamiseks ka siimbolit d7 (t66 T »diferentsiaal®) :

dT =P-ds-cos P ds. (84)

Et siin paremat kiitt esinev tegur ds on ,16pmata vaike®, siis ka
skalaarne korrutis d7 ise osutub ,,lopmata viikeseks®.

N\

P ja nurk P,ds vbib iga iiksiku elementaarnihke puhul olla
erinev. Véttes koverjoonelise trajektoori puhul tehtud ,elemen-
taartoode” summa trajektoori algusest kuni trajektoori 16puni,

saamegi selle liikumise kestel tehtud
kogutoo (vt. 76. joonis).

L4 Antud seletuse tdpsustamiseks
i tuleks kasutada piirprotsessi moistet,
mille juures meie aga siin ei peatu.

il Kogutoé arvutamiseks tuleb iildjuhul
rakendada integreerimise tehet. Staa-

B tika kiisimuste otsustamisel saame piir-

76. joonis. duda elementaart6d moistega, koérvale

jattes integraale.

§ 62. Elementaartoode summa. Teevektorit & miiravad tema
projektsioonid koordinaattelgedele. Olgu vektori algpunkt A
madratud koordinaatidega «, y, z (77. joonis). Vektori 16pu-
punkti koordinaadid olgu vastavalt 4 z,
Ay, A zvorra suuremad (need arvud 4 2
jne. voivad muidugi olla negatiivsed voi
osaliselt nullid), nii et see lopupunkt B
omab koordinaate « 14 z,y-+4 vy,
24 A4 2. Sel korral A x, A y,A 7 ongi

Q
™

N

z;_-----L--B.-_
<

H - . .
just vektori AB — @ projektsioonid koor-

dinaattelgedele. Juhul, kus teevektor Z}E
on ,lopmata viike“, kujutades seega siis : {8y
vaid ,,elementaarnihet, viljendame seda,-
kirjutades kasvu siimboli A asemel dife- 77. joonis.
rentsiaali stimboli ¢, — projektsioonideks
on siis jarelikult dz , dy, dz.

Tungi P projektsioonid samadele koordinaattelgedele olgu

—
X,Y,Z. Tungile B ja nihkele AB vastav t66 on skalaarne kor-
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—>
rutis (P AB). Meelde tuletades valemit (12) voime seetdttu

kirjutada
Pre= X~ Ao YA Yy - Z A%
Elementaartoo jaoks saame siit avaldise, tdhistades seda ele-

mentaartood endisel viisil jille diferentsiaali siimboli d abil
kujul dT :

dT = Xdx+ Ydy | Zdz. (85)
Olgu niitid nihkuva materiaalse punkti juures korraga raken-
datud mitu tungi B,: (X;, Y1, Z1), Bo: (X2, Y2, Z3), ..., siis

—_— i
nihke AB puhul igaiiks neist tungidest teeb teatava t6o T,. Koik
need osalised tood T , kokku annavad teatava summa T :

T:ZTi: (Xi4dx+Y Ay +Zi:A4A2) 4+
—{—(XgA x—l—Yg'A y+ZQA Z)+...

Seda summat T voib aga siis kirjutada ka kujul

T=(Xi+Xo+-0-) A0 (Y14 Yoo ---)- Ay +
+(Zi+Zo+-0)-Az.
Kuid avaldised sulgudes kujutavad siin §,, R., ... resultanttungi
projektsioone X, Y, Z . Jarelikult jille

T=X-Ax+4+Y:Ay+2Z- Az,

millest selgub, et tbéde 7T, summa vordub resultanttungi tooga.
Analoogiliselt leiame elementaartoode summana

dT = 2dT, = Xdz + Ydy + Zdz,

millest néha, et ka elementaartédde dT,. summaks on resultant-
tungi elementaartoo. Seega on kehtiv lause:

Mojub materiaalsele punktile mitu tungi korraga, siis
mistahes nihkumise puhul komponentide tééde summa vordub
resultanttungi tooga. it
Erijuhul, kui komponenttungid on tasakaalus, tahendab,
nende resultanttung on null, kaob selle tottu komponenttungide
toode summa. See annab tidhtsa jirelduse staatilises tasakaalus
olevate punktisiisteemide kohta.

Staatilises tasakaalus olevas punktisiisteemis on nimelt just
igas tiksikus selle siisteemi punktis sise- ja vilistungid tasakaalus;
kui niiiid sddrase tasakaalus oleva siisteemi punktid nihkuvad
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»l0pmata viikeste* suuruste vorra oma kohtadelt, siis igas iiksi-
kus punktis tehtud elementaartéode summa peab osutuma nulliks,
jarelikult peab null olema ka terve siisteemi ulatuses arvestatud
koikide seal rakendatud tungide elementaartsode summa. Tule-
muse tidhtsuse pirast sénastame ta eraldi lausena:

On punktisiisteem tasakaalus, siis siisteemi punktide mis-
tahes elementaarnihete puhul koikide siisteemis iildse raken-
datud sise- ja vilistungide elementaartsode summa peab
tingimata kaduma.

§ 63. Voimalikkude nihete printsiip. Praegu-sonastatud tule-
muses on jutt tdiesti meelevaldsetest siisteemi punktide elemen-
taarnihetest, arvestamata siisteemis valitsevaid seoseid, mis tea-
taval méédral piiravad siisteemi punktide nihkumise vabadust.
Piirdume niitid siisteemidega, kus sisetungid on tingitud vaid
seostest, ja késitleme elementaarnihkeid, mis on kokkukolas
siisteemi seostega.

Koosneb niiteks siisteem kahest punktist A ja B, mis oma-
vahel iihendatud kindla, punkti O {imber poorleva vardaga
(;,kang®, 78. joonis), siis punkti A nihkumine ,,kokkukélas siis-
teemis valitsevate seostega‘ eeldab,

iA 0__— et A asukoht piisib alati sfiiiril, mille
A B tsentriks on O ja raadiuseks pikkus
M OA . Pealegi on ilmne, et A nihkumi-

78. joonis. sel teatavasse kohta A’ tipselt on mai-

ratud koht B’, kuhu on siirasel kor-
ral nihkunud punkt B. Teissugused nihkumised pole niiiid enam
lubatud.

Paneme tihele, et antud néites sisetungide toode summa
osutub nulliks, sest nii punktis A kui ka punktis B vastav sisetung
mojub sfadri raadiuse sihis (hoides nii A kui B piisival kaugusel
vastavate sfddride iihisest tsentrist O), jirelikult sisetung on
alati suunatud ristiigale voimalikule punkti A véi B elementaar-
nihkele, — siis on aga (84) pohjal vastav iiksik sisetungi
elementaartoo ja sellepirast ka sisetungide elementaartsode
summa kindlasti null. Analiiiisides lihtsamaid teissuguseid kahe-
poolseid seoseid mehhanismides, voib veenduda, et seostest tingi-
tud sisetungide toode summa osutub nulliks, niipea kui
ho6rdumine jatta arvestamata. Selle analiiiisi juu-
res meie ei peatu.
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Uldjuhul, kus kahepoolsed seosed mehhanismis on kuitahes
komplitseeritud, voetakse praegumainitud asjaolu hodrdumise
puudumise definitsioonina:

Siisteemi kahepoolseid seoseid loetakse hoordumis-
vabadeks siis ja ainult siis, kui sisetungide elementaartoode
summa kaob, niipea kui siisteemi punktide elementaarnihked
on kokkukolas mainitud seostega.

Sageli ei mainita eraldi, et siisteemi seosed on seejuures koik
eeldatud kahepoolsetena, kuigi see asjaolu omab tidhtsust. Tege-
likult tuleb igatahes tasakaalu kiisimusi tiilalantud definitsiooni
abil -uurides alati hetkeks oletada, et koik seosed on just kahe-
poolsed.

Vottes arvesse, et eelmises paragraafis antud lause alusel
sise- ja vilistungide elementaartood koos alati peavad andma
tasakaalu asendis summa null, jireldame praegusest definitsioo-
nist, et hoordumise puudumisel juba vilistungide poolt iiksinda
tehtud elementaartood peavad andma summa null, niipea kui
elementaarnihked on kokkukdlas siisteemis valitsevate
seostega. '

Kui siisteem ei ole tasakaalus, siis leidub vdhemalt iiks seos-
tega kokkukolas olev elementaarnihete kogu, kus vilistungide
elementaartoode summa erineb nullist. Toepoolest, lubame siis-
teemi igale punktile nihkuda just tema juures rakendatud koi-
kide (s. t. nii seesmiste kui vilimiste) tungide resultanttungi
suunas; need nihkumised on siis kindlasti kokkukoélas siisteemi
seostega, sest mitte-tasakaalustatud punkt hakkakski Newtoni
teise pohiseaduse kohaselt (§ 47) is e liikuma just selle resultant-
tungi suunas, nagu seda selgitatakse diinaamikas. Kirjeldatud
elementaarnihete puhul elementaartéode kogusumma osutub kind-
lasti positiivseks, sest iga resultanttungi suund langeb iihte vas-
tava elementaarnihke suunaga. Et seejuures aga sisetungide
arvele langev elementaartoode summa jadb ikkagi nulliks, sest
nihked on kokkukolas siisteemi seostega, siis vilistungide t66
omaette peab juba olema positiivne, seega erinema nullist.

Koigist neist kaalutlustest jargneb lause:

Hoordumisvaba seostega mehhanism on tasakaalus siis
ja ainult siis, kui kahepoolsetena arvestatud seoste pohjal
voimalikkude igasuguste elementaarnihete puhul vilistungide
elementaartoode summa kaob.
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Selle lausega viljendatud tosiasja kutsutakse »voimalikkude
nihete printsiibiks“. Sonastuses on oluline, et arvesse tulevad
igasugused voimalikud elementaarnihked; tasakaalu ei ole,
kui vaid moéningate elementaarnihete puhul elementaartésde
summa osutub nulliks, teissuguste elementaarnihete puhul (mis
ikkagi kokkukdlas seostega!) aga mitte.

Esinevad siisteemis ka hodrdumised, siis vélistungide hulka
tuleb lugeda ka hoordumistunge.

§ 64. Voimalikkude nihete printsiibi interpretatsioonid. V5i-
malikkude nihete printsiibile v6ib mitmel viisil anda naitlikuma
kuju.

Olgu tegemist méne masinaga, mille osad liiguvad seal raken-
datud tungide mdjul. Olgu mingisugusel viisil teostatud nende
tungide poolt masina liikumisel tehtud kogutso pidev mo6tmine.
Joonestame sellekohase téodiagrammi, kujutades niiteks t66d aja
funktsioonina (79. joonis). Ordinaadi kasv dT iisna viikesel aja-
vahemikul dt niitab siis elementaartédde summat antud hetkel,
mis vastab masina osade teatavale asendile. Staatilises tasakaalus
saab masin olla ainult seal, kus dT osutub nulliks, tahendab, seal,
kus t66 kaigukévera puutuja diagrammil on r6 6 bik ajateljega.

Teise, veelgi tihtsama tolgenduse véimalikkude nihete print-
siibile saame anda, silmas pidades asjaolu, et mistahes punktis A

T
A
T
)
i) s
J > t
1, hbaeg ¢,
79. joonis. 80. joonis.

rakendatud mistahes tunge véime realiseerida ideaalse néori kiilge
kinnitatud vihtide abil, juhtides noore iile viikeste plokkide
Ry, R,, ..., nagu see skemaatiliselt selgitatud 80. joonisel. Nih-
kub nooride tihine rakenduspunkt A , siis nihkuvad ka vihid
pisut iiles- ja allapoole. Punktis A tehtud t66 A elementaarnihke
puhul on sama, mis vihtide kohal nende tousmisel voi langemisel
raskustungide poolt tehtud t66: punkti A elementaarnihke pro-
jektsioon seal rakendatud vastava tungi suunale (noorile!) on
nimelt parajasti vérdne viikese pikkusega, mille vérra vastav
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viht nihkub alla- véi iilespoole, olles esimesel juhul positiivne,
teisel negatiivne.

On niiiid kirjeldatud viisil moétteliselt vihtidega varustatud
siisteem tasakaalus, siis igasuguse seoste pohjal voimaliku punk-
tide A elementaarnihete kogu juures vihtide langemisel voi tous-
misel tehtud elementaartoode summa peab olema null. Jarelikult
monede vihtide langemisel teised peavad vastavalt tousma, et
negatiivne t66 kompenseeriks positiivset t66d. Uurime asja
lihemalt. Témbame mingisugusel kohal horisontaalse x-telje,
viies z-telje vertikaalselt allapoole. Et vihid saavad liikuda
ainult vertikaalses sihis, s. t. risti x-y-tasapinnaga, siis antud
kiisimuse puhul on olulised ainult vihtide asukohtade z-koordi-
naadid z;, 2, ... . Vihtidekogu massikese C omagu selles
asendis z-koordinaati {. Valemi (57) alusel on

é__ 21"%1l+22'|"32|+"'
i R |

Olgu niitid aset leidnud teatavad elementaarnihked, mille taga-
jirjel vihtide koordinaadid pole enam endised 2z, 22, ..., vaid
pisut erinevad uued z; 4 dz1, 2> + dz»,... . Massikeskme C uus
asukoht on siis midratud uue koordinaadiga ¢ + d{, kusjuures
sama (57) pohjal

C+ dé-___.(z‘ + dZI)](BII + S

I‘Bxl'*‘"' )
LS 1w T KA. A T e i LA
T g Pl [ e - B + [ + - -
g Guc B de (Bl -
AN TR oo

Kuid dz; * ISBII + dzs [‘B_,| + . .- kujutab parajasti vihtide nihku-
misel raskustungide poolt tehtud elementaartoode summat, mis
tasakaaluasendis peab andma nulli. Seega teine liidetav muutub
nulliks, ja

4 @@8=C(, ehk di =@
See niitab, et tasakaaluasendi kohal véimalikkude elementaar-
nihete korral vihtide massikese C peab piisima paigal. Tasakaal

valitseb siis ja ainult siis, kui seostega kokkukolastatud mistahes
elementaarnihete puhul vihtide massikese jdab alati paigale.
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On siisteemis valitsevad seosed sddrased, et teatava asendi
juures vihtide massikese iildse enam madalamale langeda ei saa,
siis on tasakaal kindel, nagu selgub jirgmistest kaalutlustest

Rakendatud tungide méjul siisteemi punktid peaksid, nagu
juba varemini tihendasime, hakkama liikuma nonda, et elemen-
taartoode summa osutuks positiivseks. Need rakendatud, vihti-
dega realiseeritud tungid on vihtide juures paralleelsed ja see-
tottu asendatavad iiheainsa tungiga R, mille suuruseks on antud
tungide summa, ja mille rakenduspunktiks on vihtide massi-
kese C. Varemini-leitud d¢ avaldisest jirgneb

(l‘BlI == ,%2[ i d & == Iﬂsll “dzy + l;rle “dzy 4 - - -
ehk

l%ldé—: I%ll ~dzy + I%zl dzg + -,

mis niitab, et sellele nihkele vastavate elementaartésde summa
vordub tungi P elementaartooga massikeskme C nihkumisel. Oleks
niitid see t66 t6epoolest positiivne, siis peaks olema d {>0,
tdhendab, massikese C peaks nihkuma allapoole, kui lubada siis-
teemi punktidele alluda seal rakendatud vilistungidele. Et aga
seosed oletuse jiargi ei luba C
nihkumist allapoole, siis tuleb
jéreldada, et resultanttunge,
millede mojul siisteemi punk-
tid alustaksid liikumist, iiheski
punktis pole olemas, s. t. siis-
teemi iga iiksik punkt ja selle-
pirast ka kogu siisteem tervi-
kuna on tasakaalus. Jire-
likult :

Siisteem on kindlasti tasa-
kaalus, kui vihtide massikese
on oma madalaimas asendis.

81. joonis.

Viimast tulemust v&ib
néiteks kasutada kahes punk-
tis kinnistatud iihtlase raske ahela tasakaalu kuju leidmiseks,
vaadeldes ahela iiksikuid liilisid otseselt seal asetsevate vihtidena.
Ahela tasakaalu kuju peab olema sadrane, kus vastava pikku-
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sega joone kaar kinnistatud punktide vahel annab voimalikult
madala massikeskme. Matemaatiline analiiiis niitab, et sddraseks
jooneks (,,aheljooneks‘) osutub hiiperboolse koosinuse kiigu-
kover, s. t. kover, mille vorrand sobiva teljestiku valiku puhul
omab kuju

@x
Y =ia:cosh o)

kus @ on ahela pikkusest ja kinnistuskohtade asendist olenev
konstant (kovera ja y-telje loikepunkti ordinaat, 81. joonis).

Mirkus: Kuivorra tihtis on voimalikkude nihete printsiibi
rakendamisel seoseid arvestada kahepoolsetena, selgitab
lihtne niide: pendel, s. o. ideaalse niidi kaudu kinnispunktiga O
seotud raske materiaalne punkt A, on ilmsesti tasakaalus, kui
iihendusniit on pingutatud vertikaalses suunas nonda, et A aset-
seks allpool punkti O . Arvestades niitiihendust iihepoolse seosena
(nagu ta tegelikult ongi), voiksime aga siis ikkagi seosega kokku-
kolas anda massile A viikese nihke otse iilespoole, mille puhul
A peale méjuva raskustungi t66 poleks null, vaid oleks negatiivne.
Tuleb tingimata arvestada (fiktiivselt) niidi seost ikkagi kahe-
poolsena, et siddrane elementaarnihkumine ei kuuluks lubatavate
hulka.

§ 65. Robervali kaalud, detsimaalkaalud, diferentsiaalplokk.
., Lihtmasinate“ all méistetakse mehaanikas mehhanisme, millede
juures on rakendatud kaks vilistungi, nimelt teatav ,,koormis‘ £

R

g L
i B . i
Jﬁf‘r’:&j’ gy /o~ »
i 8 |
| b
82. joonis. 83. joonis.

ja ,tasakaalustav tung® . Lihtmasinate tasakaalu tingimuste
leidmisel véib edukalt rakendada just voéimalikkude nihete
printsiipi. Selgitame seda kolme niitega.

Esimene niide: Robervali kaalud.

Lihtsa kangi kiilge paindumatult kinnistatud vaekaussidega
kaalud (82. joonis) ei sobiks Oigeks kaalumiseks, sest tulemus
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oleneks koormise ja vihtide asendist kaussidel. Jitame lugeja
enda hooleks seda iiksikasjaliselt pohjendada.

Mainitud pahet saab viltida, kinnitades kausid Sarniir-
parallelogrammi kiilge 83. joonisel skemaatiliselt selgitatud viisil.
On I‘BI ja |D,[ seal niilid vordsed, siis parallelogrammi pé6ramisel
toetuspunktide O ja O’ iimber teatava viikese nurga vérra kauss
A, liikkudes paralleelselt iseendaga, tostab ‘R rakendus-
punkti teatava viikese suuruse dh vorra; samal ajal kauss B,
liikudes jillegi paralleelselt iseendaga, langetab koormise £
rakenduspunkti just sama suuruse vérra. Vilistungide elemen-
taartoode summa selle elementaarnihke puhul oleks jarelikult,
kui arvestada o6igel viisil mirke:

— |B|*dh + |2 - dh = (|D| — [R])dh =0,

kui ainult I‘,Bl ja Q[ on omavahel vordsed, s6ltumata sellest, mis-
sugustele kohtadele nimelt koormis ja tasakaalustav viht on pai-
gutatud. ]‘,Bl = IQI on jirelikult nende kaalude puhul tarvilikuks
Ja kiillaldaseks tasakaalutingimuseks; kausside suhteline korgus
pole oluline. Tegelikult konstrueeritakse kaalud muidugi nénda,
et parallelogrammi enda raskuse mojul ‘tasa-
kaaluasendis kaalud osutuvad horisontaalseks.
Teine niide: detsimaalkaalud.

i
i
0 A

C/%

"
A, € Fi

84. joonis.

Kang AC (84. joonis) saab piisttasapinnas liikuda kinnis-
punkti O timber. Platvorm FH toetub kinnispunktile #. Plat-
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vorm DE toetub EG kaudu platvormile FH . Kohtades B,C, D, F
on Sarniiriihendused, kusjuures BD ja CF on iihendusvardad.
Poorame mottes kangi AC iisna viikese nurga vorra, mille taga-
jirjel A ning temaga iihes alati horisontaalne kauss tostab tungi $
rakenduspunkti teatava viikese suuruse dh vorra. Sellest tingi-
tuna langevad punktid C ja B ning iihes nendega punktid F', G,
D ja E. Detsimaalkaalude dimensioonid on nonda valitud, et D
ja E langused oleksid omavahel vordsed, s. t. nonda, et platvorm
ED liiguks paralleelselt iseendaga. Geomeetrilised arutlused nii-
tavad meile edaspidi, kuidas seda saavutada.

Téhistame C langust siimboliga dh ., analoogiliselt B langust
siimboliga dh, jne. Et

dhe _oc
dbi QA2
siis
oC
dhc = O—Adh A
ja analoogiliselt
OB
dhg = —O—A—dh !

Ilmsesti on
dhr =dhc, dhp=dhg, dhg—=dhg.

Eesmirgiks on saavutada dhyp = dhp , vdi, mis sisuliselt sama,
dhg = dhy. Arvutades dhg , leiame:

dhg _ HG HG e
m.—ﬁ, dho———dhp___
=-Hq g —
- (-
oy

Noéue dh; — dhy annab seega vorrandi
HG OC dh=="58 OB dh

HF. ' OA 04
ehk
HG _ OB
HF = 0C * (80)

See ongi otsitav néue, mille rahuldamisel platvorm DE on sunni-
tud liikuma paralleelselt iseendaga, nihkudes igal pool alla tép-
selt niisama palju, kui kangi AC punkt B. Koormis £ langeb
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jérelikult niisama palju, nagu ta oleks nihkunud, olles kinnista-
tud otse punkti B kiilge, tihendab dh g vorra.
Véimalikkude nihete printsiibist jérgneb niiiid tasakaalu-
tingimusena
]Q[-th ——[SB|-dh:0,
ehk
998 an—|p|-dh=0.
See niitab, et tasakaal valitseb siis ja ainult siis, kui

I8l __ 0B
1] T 04
Enamasti véetakse %% = 0,1, millest ka tingitud nimetus

»detsimaal‘‘-kaalud.
Kolmas niide: diferentsiaalplokk.

Kaks kontsentrilist hammasratast
4 erinevate raadiustega R ja » on teine-
N teisega lahutamatult seotud. Neist ratas-
A test 85. joonisel kujutatud viisil iile visa-
P tud kett kannab plokki B, millele méjub
koormis £. Tasakaalustav tung B olgu
rakendatud kohas 4 . Véimalikkude nihete
printsiibi rakendamiseks kujutleme ketti
T sédrasena, et ta oleks suuteline iile kandma
l mitte iiksnes tommet, vaid ka touketungi,
nagu seda teataval miidral teeb niiteks

terastross.

Laseme ketil mérgitud tungi ® raken-
duspunkti A koos ketiga nihkuda, iitleme,
P suunas iisna viikese suuruse ds vorra.

= Ploki mélemad rattad péorduvad selle
tagajirjel kumbki teatava iisna viikese
a nurga do vorra joonisel nooltega mirgi-

tud suunas. Keti osa C ja B vasakul poo-

lel véheneb siis R - da vérra, paremal poo-

lel aga pikeneb r-da vérra. Et R>r,

siis selle lopptulemusena kogu ketiosa C
85. joonis. ja B vahel litheneb

R-da—7r-da= (R—r) da= (R_r)g,s

Y
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vorra, sest ds = R-da. Et see liilhenemine vordselt jaguneb keti-
osa parema ja vasaku poole vahel, sest koormatud plokk B piiiiab
piisida véimalikult madalas asendis, siis koormise £ rakendus-
punkt touseb

R—r
2R ds

vorra. Voimalikkude nihete printsiip annab jarelikult tasakaalu-
tingimusena

|- ds — 9] Z=T ds =0,

mis peab kehtima iga ds puhul, ka siis, kui ds on negatiivne, s. t.
kui A peaks nihkuma tungile §§ vastupidises suunas; viimase voi-
maluse haaramiseks tulebki keti kaudu realiseeritud seost P ja £
rakenduspunktide vahel motteliselt lugeda kahepoolseks. Leitud
tingimus annab

|9 :R;T -19]- (87)

Vottes diferentsi R — » viga viikesena suurema hammasratta
libimooduga 2R vorreldes, leiame, et tasakaalustav tung $ moo-
dustab iisna viikese murdosa koormisest £.. Masina kasulikkust
tosteabinéuna miirab seega rataste raadiuste diferents, millest
ka tingitud nimetus ,,diferentsiaal-*“ plokk.

§ 66. Tasakaalu liigid. Punktisiisteemis valitsev tasakaal v5ib
olla mitmet liiki. Liigitamist tuleb teostada kaalutluste najal, mis
sisuliselt kuuluvad diinaamikasse.

Kui tasakaal leiab aset siirases siisteemi punktide asendis,
kuhu need punktid neile méjuvate tungide sunnil pérast mistahes
elementaarnihkumist ise piiiiavad alati tagasi poorduda, siis sel
viisil iseloomustatud tasakaalu kutsutakse ,piisivaks® ehk ,,sta-
biilseks®. Elementaarnihked on siin ja ka edaspidi ikka moeldud
siisteemi seostega kokkukélas olevatena.

Kui vastupidiselt pirast voimalikku elementaarnihet punktid
ise neis rakendatud endiste tungide mojul hakkaksid liikuma
nonda, et nad veel enam eemalduksid tasakaaluasendist, siis del-
dakse, et konesolev tasakaal on ,ebapiisiv® ehk ,labiilne®.

Vahepealne voimalus esineb sel korral, kui mistahes v6ima-
liku elementaarnihke puhul siisteem saavutatud uues asendis osu-
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tub ikka jille tasakaalus olevaks, sel puhul koneldakse ,,ukskoik-
sest ehk ,,indiferentsest* tasakaalust.

On moéeldav veel iiks liik: siisteemi kiditumine parast teosta-
tud elementaarnihet v6ib oleneda sellest, missugused nimelt on
need teostatud nihked, ilmutades méningate puhul stabiilsuse,
teiste puhul jéllegi labiilsuse tunnuseid. Siirasel korral oeldakse,
et tasakaal on ,,ebamiirane‘.

Neid tasakaalu liike saab niitlikult selgitada raske kera
asendite abil hodrdumist mitteavaldaval pinnal. 86. joonisel

M S

86. joonis. 87. joonis. 88. joonis.

kujutatud lohus on siirase kera tasakaal stabiilne, 87. joonisel
kujutatud kiinkal labiilne, ja 88. joonisel ndidatud tasapinnalisel
alusel indiferentne. Ebaméiirase tasakaalu voimalust interpre-
teerib 89. joonis, kus toetuspind on méeldud horisontaalsete moo-
dustajatega silindrina: kera nihkumisel pinna téusva poole suunas
ilmnevad stabiilse tasakaalu tunnused,
sest kera piitiab tagasi tulla; nihkumisel
toetuspinna langeva osa suunas tasakaal

4 néib olevat labiilne, sest kera hakkaks
edasi veerema; mihkumisel toetuspinna
88, joomis horisontaalse moodustaja sihis tasakaal

tundub indiferentsena.

Uhes punktis toetatud raske keha on stabiilses tasakaalus,
kui massikese asetseb toetuspunktist libimineval vertikaalil, see-
juures allpool toetuspunkti. Langeb aga massikese samale
vertikaalile, olles ise seejuures ilalpool toetuspunkti, siis
tasakaal osutub labiilseks. Indiferentne tasakaal leiab aset, kui
massikese ruumiliselt iihtib toetuspunktiga.

Igasuguste kaalude puhul konstruktsioon on harilikult teosta-
tud noénda, et kaalukangi massikese asetseks parajasti siis toetus-
punktist ldabimineval vertikaalil, ja seejuures muidugi allpool
toetuspunkti, kui selle kaalukangi enda asend on horisontaalne.
Sellega saavutatakse seda, et ka koormatud kaalude (piisiv)
tasakaal leiab aset ainult kaalukangi horisontaalses asendis.
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Komplitseeritud mehhanismide puhul tasakaalu liigi otsusta-
mine voib osutuda vordlemisi keeruliseks matemaatiliseks prob-
leemiks.

§ 67. Hoordumisnurk. Ho0rdumise arvestamata jiatmine on
tegelikkude probleemide puhul lubatav ainult esimeses lihendu-
ses. Igasugustes konstruktsioonides inseneri tegevuse aladel
méangib hoordumine viga olulist osa. Peatume iisna liihidalt
votete juures, millede najal hoordumisest tingitud lisatunge saab
staatika probleemides arvestada.

Kogemused niitavad, et tungiga ¥ vastu fiiiisilist tasapinda
surutud fiitisiline keha K piisib tasakaa-
lus ka siis wveel, kui tung P moodustab
tasapinna normaaliga teatava mitte liiga
suure teravnurga ¢ (90. joonis). See on
ilmsesti voimalik vaid seetottu, et fiitisi-
line tasapind 7 on véGimeline avaldama
kehale K sama nurga all normaali suhtes
kallutatud ja vastupidi suunatud ,kald-
reaktsiooni® (ideaalselt sileda tasapinna
puhul on arvestatud ainult ,normaal-
reaktsiooni“ tekkimine). Kaldreaktsiooni
tekkimist nimetataksegi , hoordumiseks®,

Kaldreaktsiooni ft voime lahutada tangentsiaalseks ja nor-
maalseks komponendiks, vastavalt tasapinna enda ja tasapinna
normaali sihis. Tédhistame neid komponente siimbolitega %, ja
R, nimetades meid vastavalt ,tangentsiaalreaktsiooniks“ ja
,normaalreaktsiooniks“. Hoordumise puudumisel, s. t. sileda
tasapinna puhul, tangentsiaalreaktsioon kaob ja iile jididb ainult
normaalreaktsioon. Tegelikud katsed niditavad aga alati ka
R, olemasolu.

Kui R, ei kao, siis keha K elementaarnihke puhul toetustasa-
pinda pidi reaktsioontungi elementaartoo erineb nullist, sest kald-
reaktsioon N : annab seejuures kindlasti nullist erineva toohulga,
kuna normaalreaktsiooni R, t60 jadb nulliks, sest selle reaktsioon-
tungi siht on risti nihke sihiga.

Tasakaal valitseb 90. joonisel skitseeritud juhul tegelikult
ainult siis, kui, nagu 6eldud, nurk ¢ ei ole liiga suur. Seega leidub
selle nurga ¢ vadrtustel iilemm d & r, mille iiletamisel tasakaalu
enam ei saaks olla. Seda iilemmaiara kutsutakse keha K ja tasa-

90. joonis.

t
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pinna T vaheliseks hoordumisnurgaks. Ho66rdumisnurga téhisena
tarvitame siimbolit f3.

Ho66rdumisnurka [} saab defineerida suurima teravnurgana,
mille reaktsioontung % véib normaaliga moodustada. Veel enam
kallutatud reaktsiooni tasapind 7 ei suuda kehale K avaldada.
Hoo6rdumisnurga  suurus oleneb K ja T pindade fiiiisilistest oma-
dustest. Katsed kinnitavad, et § ei olene méjuva tungi P suu-
rusest.

Tombame K ja T tihises kohas O k 6ik kiired OM , ON jne.,
mis O ldbiva normaali suhtes on kallutatud
hoordumisnurga f vorra. Koik need kiired
koos moodustavad ringkoonuse avausega 2f ;
seda koonust kutsutakse ka hoordumiskoonu-
seks. Reaktsioonivektor R langeb alati kas
selle koonusega piiratud ruumiosa sisse-
poole (s. t. sinna, kus asetseb ka normaal

PN

T Bl ise), v6i dérmisel juhul selle koonuse pin-
A goRnie nale. Telgloikes annab hédérdumiskoonus
nurga
/N
MON =28.

Hoordumise olemasolu puhul tasakaal valitseb siis ja ainult siis,
kui valistunge saab kom-
penseerida  reaktsioonidega
(91. joonis) vastavate hoor-
dumiskoonuste piirides.

Selgitava niitena vaat-
leme vastu seina toetatud
redelit AB, millest inimene
kavatseb iiles ronida (92. joo-
nis). Olgu redelist ja temal
asetsevast inimesest koos-
neva silisteemi massikese C,
seal rakendatud raskus olgu
R . Kisitelles probleemi ai-
nult piisttasapinnas, asen-
dame hoordumiskoonused
kohtadel A ja B vastavate 92. joonis.
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N\ /\
avausnurkadega MAN ja FBN. Need nurgad ei tarvitse olla
vordsed, sest hodrdumisnurk seina ja redeli kombinatsioonis véib
erineda h6ordumisnurgast maapinna ja redeli kombinatsioonis.
Tasakaal valitseb seni, kui ® kandesirge libib avausnurkade haa-
radega midratud nelinurga FMNG sisemuse. Tdepoolest, kandes
siis P rakenduspunkti seda kandesirget mooda monesse meele-
valdsesse kohta D selle
nelinurga sisemuses,
voime parast R lahu-
tada komponentideks
DA ja DB sihis. Neid
komponente hiavitavadki
ho6rdumiskoonuste pii-
ridesse langevad vasta-
vad reaktsioonid kohta-
des A ja B. 93. joonis.
On redel pistita-

tud viga kallakult, naiteks nii, nagu see kujutatud 93. joonisel,
siis leitud tulemuse jargi redelit pidi iilesronimine peab osutuma
voimatuks, sest massikese C nihkub siis iilesronimise juures
lubatavast asendist eemale, mille tagajiarjel redel peab langema.

Kisiteldud redeli probleemis reaktsioonid punkti D meele-
valdsuse tottu on ,,staatiliselt maddramatud®.

§ 68. Hoordumistegur. Hoordumisnurga maéistet voib néitli-
kult esile tuua veel kaldpinna 7T abil (94. joonis), millele aseta-
tud raske keha K, eeldades, et kald-
pinna ja keha pinna fiitisilised omadu-
sed on endised. Rakendame kehale K
mojuva raskustungi R kohas M, Kkus
K kaldpinnaga kokku puutub. Nurk B
ja kaldpinna normaali MN vahel on
vordne kaldpinna kaldenurgaga ¢ . Seni
kui ¢ ei tileta héordumisnurka p, saab

94. joonis. R tasakaalustada vastassuunalise kald-
reaktsiooniga M. Uletab aga ¢ selle

lubatava iilemméidra f, siis noutavat kaldreaktsiooni enam tek-
kida ei saa ja keha K peab hakkama libisema mooda kaldpinda
alla. Jirelikult hoordumisnurka  voime defineerida ka séirase
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kaldpinna kaldenurga iilemmadrana, mille iiletamisel keha K
parajasti hakkab libisema. Keha K raskus pole seejuures oluline,
sest B ei olene tungi P suurusest.

Tavaliselt méidratakse mitte otseselt B, vaid arvu tanp.
Arvu f = tan § kutsutakse K ja T vaheliseks , hoordumisteguriks,

Hoordumistegur f niitab otseselt jagatise %}I suurimat voi-
malikku viédrtust (95. joonis). '
Mojub kehale K vilistung P, surudes K vastu tasapinda T .
siis K hakkab T pidi libisema, niipea kui nurk, mille P moodus-
tab T normaaliga, iiletab ho6rdumisnurga .
Lahutame ka § normaalkomponendiks B, Ja

tangentsiaalkomponendiks R ~ Suhe ItB\’l’ vOr-
n

dub tungi R poolt normaaliga moodustatud

nurga tangensiga. Seega K libisemine algab,

kui

| | e
: m E=Aan B o f .
s. t. kui
95. joonis. ] I‘Stl = IS’BnI :

Olgu horisontaalsele tasapinnale toetuva keha kaaluks V% Pou-
gates sama keha veel horisontaalses sihis. tungiga $, nideme, et
sel puhul keha juures rakendatud on kokku teatav vilistung R,
mille normaal- ja tangentsiaalkomponentideks on parajasti & ja
9. Praeguleitud valemist jirgneb, et alustatud liikumise alal-
hoidmiseks peab parajasti olema

9] =79 - (88)

Siis nimelt $ ja %, vastastikku kompenseeruvad ja keha liigub
tihtlase kiirusega (inertsi méjul). Siédrase liikumise teostamisel
rakendatud touketungi § tooks on ].§| -8, kui s tdhendab teekonna
pikkust. See t66 on absoluutviirtuse poolest vérdne reaktsioon-
tungi R, poolt tehtud t6dga. Raskuse § t66 on null, sest raskus-
tungi siht keha libisemisel horisontaalses pinnas on risti nihku-
mise suunaga.

Méarkus: Ka veeremise puhul tuleb tegelikult ilmsiks hodr-
dumine, mis viljendub selles, et niiteks normaaltungiga § vastu
horisontaalset pinda surutud ratas hakkab veerema ainult siirase
lisatungi mo6jul, mille moment toetuspunktis iiletab tea-
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tava alamméira. Staatika pohiméttel momenti saab asendada
sobivalt valitud tungipaariga. Olgu selle tungipaari telg tihista-
tud stimboliga M. Veeremine algab, kui

> |8,

kus koefitsienti 8 v6ib, nagu katsed kinnitavad, lugeda soltuma-
tuks suurusest ® ja ratta raadiusest. o kutsutakse ,,veeremise
hoordumisteguriks.  Hoordumine veeremisel on alati tunduvalt
viiksem kui samade kehade héordumine libisemisel.

Harjutusiilesandeid.

106. 57 kg raske kast libiseb 13 m pikkust kaldpinda mésda
alla; rohtsihis nihkub kast selle tagajiarjel 8 m vorra. Kui suure
t60 on kasti nihkumisel teinud raskustung, kui hédrdumist mitte
arvestada? Niidata, et t60 oleks olnud sama, kui kast oleks
langenud otse vertikaali sihis samalt kérguselt.

107. Punkt A on % meetri vorra kérgem punktist B. Raske
ese, mille kaal on P kg, libiseb mingisugust teed mooda punktist
A punktisse B. Naiidata, et sel puhul raskustungi poolt tehtud
t66 on igal juhul Ph kilogramm-meetrjt, olenemata sellest, millist
teed méoda on toimunud liikumine. (Nipuniide: vaadelda ele-
mentaarnihke projektsiooni vertikaalile ja summeerida need pro-
jektsioonid, toetudes geomeetrilistele kaalutlustele.)

108. Telliskivi dimensioonid on 6,5 X 12 X 25 c¢m, kaal on
3,4 kg. Arvutada too, mis tuleb teha lauale toetuva telliskivi
pooramisel horisontaalse serva {imber stabiilse- tasakaalu alg-
asendist labiilse tasakaalu loppasendini. Vaadelda koéik voimali-
kud algasendid ja vorrelda tulemusi protsentuaalselt.

109. 4 m pikk kois kaalub 3 kg. Kois on visatud iile liht-
ploki, mille rulli 14bim66t on 30 em. Koie otstesse A ja B on kinni-
tatud vihid 0,9 kg ja 1,6 kg vastavalt. Alghetkel on A ja ploki
telje nivoode vahe 2,56 m. Sellest asendist alates lubatakse koiele
vihtide m6jul liikuda seni kui ploki rull on teinud 2 tiiru. Arvu-
tada koiest ja vihtidest koosneva silisteemi juures raskustungi
poolt tehtud kogutoo.

110. Ulevalt lahtine kuubikujuline anum, mille maht on
8 liitrit, on pooleni tdidetud veega. Anumat kallutatakse poran-
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dal nonda, et vesi parajasti hakkab servast iile voolama. Arves-
tame seejuures kaht kallutamisviisi: a) s#didrast, kus anuma iiks
serv jédb porandale; b) sadrast, kus ainult iiks tipp jadb péran-
dale, ning seejuures iiks diagonaaltasapind ji#b piisti. Kumma
kallutamisviisi puhul tarvilik t66 on suurem ja mitme % vérra
nimelt? (Anuma enda kaal jididgu arvestamata.)

111. Rakendada véimalikkude nihete printsiip kiilu ja kruvi
tasakaalu tingimuste leidmiseks.

112. Rakendada véimalikkude nihete printsiip mitmetiiiibi-
liste liitplokkide tasakaalu tingimuste leidmiseks.

113. Millega on seletatav, et keemikute kaalud niitavad
oigesti, olgugi et nad on rajatud lihtsa kangi pohimottele?

114. Méiédrata diferentsiaalploki hammasrataste dimensioo-
nid nénda, et koormis oleks tasakaalustavast tungist 10 korda
suurem, viiksema hammasratta kaal oleks suurema ratta kaalust
10 % vorra viiksem, lugedes rataste paksused vordseiks ja nende
profiilid geomeetriliselt sarnasteks.

115. Raske iihtlane koonus toetub horisontaalsele lauale.
Kirjeldada tasakaalu asendid, nimetades iga kord tasakaalu liik.

116. Raske iihtlane ellipsoid kolme erineva peateljega toetub
horisontaalsele lauale. Kirjeldada tasakaalu asendid ja méiirata
iga kord vastav tasakaalu liik.

117. Kuubiline, iihtlaselt tdidetud kinnine kast, mille vilis-
kiilje pikkus on 80 ecm, kaalub koos tididisega 130 kg. Toolistele
on tehtud iilesandeks nihutada kast horisontaalsel pinnal teisele
kohale, mis asub endisest 16 m kaugusel. Milline peaks olema
kasti ja maapinna vaheline h6ordumisnurk, et kasti lohistamiseks
pinda modda kuluks niisama palju tood, kui kulub kasti trans-
portimiseks noutavale kohale, veeretades ta jirjest iile serva.

118. Tooline nihutab 100 kg raske kasti 18 m pikkust kald-
pinda moodda alla, kusjuures korgusnivoode vahe alg- ja lopu-
punkti vahel on 2 m. HG66rdumisnurk kasti ja kaldpinna vahel
on 20°. Arvutada toolise poolt tehtud t66 kilogramm-meetrites.

119. Kui suur oleks t66 eelmise iilesande andmeil juhul, kui
kasti tuleb liikata kaldpinda mooda alt iiles?
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120. 2,5 m pikk ahel, mis kaalub 20 kg, on visatud péigiti
ile 1,b m laia ja 80 cm korge laua Ja hakkab parajasti libisema,
kui ahela ots on pérandast 25 em kaugusel. Arvutada hodrdu-
misnurk ja h6érdumistegur ahela ja laua vahel. Arvutada ahela
juures rakendatud vilistungide kogutso alghetkest kuni ajani,
kus ahel on tervena poérandal.

121. Kaks iihepikkust 8-tollist palki on teineteise kérvale
pandud horisontaalsele aluspinnale, nii et nad pikuti kokku puu-
tuvad. Neile kahele on peale pandud kolmas samasugune palk,
mis jillegi terves pikkuses kokku puutub nii esimese kui ka tei-
sega. Kui suured vihemalt peavad olema ho6rdumisnurk ja
hoordumistegur palgi ja aluspinna vahel, et need kolm palki
pisiksid selles asendis? (Palke kisitella silindritena.)

122. Kui tugevasti vihemalt peaks suruma lametangidele,
soovides nendega hoida igas asendis eset, mille raskus on 3 kg. ja
mille h(')érdumiste_guriks tangide suhtes v6ib lugeda halvemal
juhul 0,2 ? Tangide kiepoolse 6la pikkusena vétta 20 cm ja eseme-
poolse osa pikkusena 5 cm.

123. Vilumata lo6gi tagajirjel kirves on tunginud ainult
isna védhe puuhalu sisse ning jéddnud seal kinni, nii et 9 kg raske
halg ripub kirve otsas. Olgu kirvetera poolt moodustatud kiilu
nurgaks 10° ja héordumisteguriks puu ja kirve vahel 0,1. Kui
suur vidhemalt on siddrasel juhul halu kiilgsurve kirvele?

124. 5 tonni kaaluv veoauto pidurdatakse teel, mille kalle
on 0,08. Kui suur vihemalt peaks olema héordumisnurk rattas
kummi ja maantee vahel, et pidurdamine siirase kaldega teel
lildse oleks voimalik? Kui suur on alghetkel pidurdav tung, kui
ho6rdumisnurk on sellest alammaiirast 4 korda suurem?

125. 60 cm ldbiméoduga silindrilise 1,2 m pika teerulli liik-
velepanemiseks tuleb tema telje kiilge rakendada horisontaalne
tung 30 kg. Arvutada veeremise héordumistegur &, lugedes rulli
massiivseks erikaaluga 2,5 .
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