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I. METOODILISI NAPUNAITEID ISESEISVAKS
TOOKS ARITMEETIKAS JA ALGEBRAS.

Kaugoppeosakorina iiliopilaste oppeprotsessis omab otsustavat
tahtsust iseseisev t66 kursusekava ulatuses.

Eriti peab kaugdppe iiliopilane organiseerima iseseisvalt t66
aritmeetikas ja elementaaralgebras ning omandama esmajérje-
korras aritmeetiliste ja algebraliste iilesannete lahendamise tehnika.

ARITMEETIKA.

Vene NFSV Haridusministeeriumi matemaatikaprogrammi
(1946. a.) seletuskirjas on o¢eldud, et aritmeetika Opetamise ees-
mark on Opetada Opilasi teostama tehteid tdis- ja murdarvudega
arusaamisega, kiiresti, kindlalt ja voimalikult ratsionaalselt ning
kasutama neid teadmisi iilesannete lahendamiseks ja lihtsamateks
praktilise iseloomuga arvutusteks. Edasi lisatakse, et V Kklassis
tuleb poorata suurt tdhelepanu iilesannete lahendamisele tdis- ja
murdarvudega. Ulesannete sisuks olgu iildtuntud séltuvused, nagu
néiteks: soltuvus hinna, véddrtuse ja hulga vahel, kiiruse, tee ja
aja vahel jne.

Tiiiipiilesandeist vaadeldakse iilesandeid kahe arvu leidmiseks
nende summa ja vahe jirgi; nende suhte ja summa vo6i vahe jargi;
iilesandeid, mis lahendatakse iihe tundmatu kérvaldamise teel
asendusviisiga voi andmete vordsustamisviisiga, ja teisi.

Iga madrgitud tiiiibi kohta tuleb lahendada iilesandeid mitme-
suguse sisuga: liikumise, segude, koostdd, basseinide iilesan-
deid jne.

Vene metoodilises kirjanduses on olemas materjale aritmeeti-
liste {ilesannete lahendamise metoodikast, eriti algkoolicpetajaile.
See kirjandus aitab algajat Opetajat, kuid sellest on véhe.

Ainult siis saab aritmeetika Opetamine kulgeda normaalselt,
kui Opetaja ise ‘oskab hdsti {ilesandeid lahendada, orienteerub sel-
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gelt aritmeetiliste iilesannete pohitiiiipides ja, mis peaasi, aritmee-
tiliste tilesannete lahendamise meetodeis.

Opetaja peab oskama lahendada igasugust iilesannet aritmeeti-
kast kaasaja aritmeetiliste {ilesannete kogudest *.

Edaspidistes metoodilistes juhendites toetume peaasjalikult
aritmeetiliste iilesannete kogule , C6opHuk apumMeTnyecKux 3ajaad
st meayunanm Punnuesa u Yekmapesa” (3 msnamme 1941 r.).

§ 1. Numbriliste iillesannete lahendamine.

Aritmeetiliseks {ilesandeks nimetatakse igasugust kiisimust, mil-
lele vastuse saamiseks tuleb kahe voi mitme arvu pohjal leida uus
arv. Otsitavat arvu nimetatakse otsitavaks, aga iilesandes tuntud
arve — andmeteks.

Kui iilesandes on otseselt ndidatud tehted, mis on tarvis teha
antud arvudega otsitava arvu saamiseks, siis nimetatakse niisugust
iilesannet numbriliseks iilesandeks ehk harjutuseks

Pirisiilesandeks nimetatakse sellist kiisimust, kus andmed ei
osuta, milliseid tehteid tuleb teha antud arvudega, et saada otsi-
tav arv.

Harjutusi leidub koigis aritmeetiliste {ilesannete kogudes. Har-
jutuste lahendamine annab dpilastele oskuse arusaamisega, kiiresti
ja voimalikult ratsionaalselt teha tehteid tdis- ja murdarvudega.
Harjutuste lahendamisel on noutav iileskirjutuste oige asetus,
tehete jarjekorra seletus ja arvutuste seletus.

Harjutuse
e, e |
88— 1l 10
14: 22 +82 3

lahendamisel seletatakse esiteks tehete jdrjekord: et leida resul-

taat antud harjutuses, leiame arvude 3 ja 6% korrutise, leitud kor-

*]1) ®unuuen C. B. u Hexkwm apes §I. ®., CGopHHK apH®MeTHUECKHX
3ajau Ags meayuydsumy, 4 wu3gasue, 1946 r.
2) Bepesauckasa E. C, COopHHK 3amaiy H ympaxHeHHH N0 apHpme-
Tuke, Hu3ganHus 1939—1944 rr.
3) Kamenckuiit u Jlu6epman, COopHHK 3alay H YNPAKHEHHH IO
apudmeruke, 1939 r.
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rutisest lahutame arvude 1151; ja 9% jagatise, siis leiame arvude 14

ja 2% jagatise ning liidame selle arvude 8§ ja 14; korrutisega,
lugejas saadud vahe jagame nimetajas saadud summaga.

Lahendamise iileskirjutus korraldatakse harilikult kiisimuste
jargi (sammude viisi):

1) 3:65=193; 2) 113 26'23 Sy
3) 195 —15=182; 4) 14:25 =63

2 2 i
5) 83- 147= 120 jne.

Mbonikord tehakse iileskirjutus vorduste reana:

1 £ 9 1 1 3
v e A 93 ot 197_13_ 815 S ARG I G
2 2 it g9 EoRby Bl S3 i
14:25 + 8+ 14= 675+ 120 12675

Vahel on kasulik arvutus varustada seletusega. Niiteks on tar-
vis ll% jagada Qé-ga. Et jagada segaarv segaarvuga, teisendame

segaarvud liigmurdudeks, ja et jagada murd murruga, selleks
..... jne.

On vidga tarvilik peatuda ,z-ga” harjutuste lahendamisel kui
headel harjutustel seoste kohta nelja aritmeetikatehte komponen-
tide vahel.

Naiteks:

(w -5 4+ 529 210) 10 — 9999 999 — 1,

on tarvis leida z.
Lahendus.
1) Vihendatav on vordne lahutatavaga, mis on liidetud vahega:

-0 =215 4 529 210) - 10 =9 999 999 4 1 = 10 000 000.

2) Korrutatav vordub korrutisega, mis on jagatud korrutajaga:

100000 =27 5 1 529 210 = 1 000 000.



3) Liidetav on vordne summaga ilma teise liidetavata:

1000000 —2:7. 5 — 1 000 000 — 529 210 — 470 790.

4) Korrutatav vordub korrutisega, mis on jagatud korrutajaga:

1000000 — -7

5 =—470790 :5=—094 158.

5) Jagatav on vordne jagajaga, mis on korrutatud jagatisega:
1000000 —z-7 =28-94 158 = 753 264.
6) Lahutatav on vordne vdhendatavaga ilma vaheta:
72 =1 000 000 — 753 264 — 246 736.

7) Korrutaja on vordne korrutisega, mis on jagatud korruta-
tavaga:

r— 246736 : 7=—35 248.
Vastus: z=—35248.

Harjutusi. Lahendada aritmeetiliste iilesannete kogust (®uuu-
yeB u YekmapeB — mist neayumsmmi, 3 u3m. 1941 r.) jargmised
iilesanded: 389, 390, 391, 392, 393, 398, 399, 400, 1653, 1656,
1657, 2167, 2266, 2269.

-

§ 2. Lihtiillesandeid.

Kui aritmeetiline iilesanne lahendub iihe tehtega, nimetatakse
seda iilesannet lihtiilesandeks. Lihtilesanded selgitavad
ithe voi teise tehte maistet, tutvustavad tehete kasutamise mitme-
suguste juhtudega. Toome néditeks moned {ilesanded, mis lahen-
datakse iihe tehtega. %

a) Opilane ostis ruudulisi ja joonelisi vihikuid, kusjuures ta
ruudulisi ostis 12 vorra rohkem kui joonelisi. Kui palju ruudu-
lisi vihikuid peab dra tarvitama, et neid jddks 7 vorra vdhem kui
joonelisi?
Vastus: 19 vihikut.

b) Isa on emast 4 aasta vorra vanem ja tiitrest 28 aasta vorra
vanem. Mitme aasta vorra on tiitar emast noorem?

Vastus: 24 aasta vorra.
c¢) Kahes kassas oli kummaski 3452 rbl. Uhest kassast anti
vilja mingi summa, teisest anti vdlja 750 rbl. vorra vdhem iile-
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jdagist esimeses kassas. Kui palju raha jdi jdrele kahes kassas
kokku?

Vastus: 4202 rbl.

d) Kui toole panna 3 korda rohkem toolisi ja sellesama t06-

liste arvuga tootada iihe vahetuse asemel kahes vahetuses, mitu

korda kiiremini lopetatakse siis t60 sama tootootlikkuse juures?

Vastus: 6 korda.

§ 3. Puhtaritmeetilisi liitiilesandeid.

Kui iilesanne nouab lahendamiseks rohkem kui iihe tehte, nime-
tatakse niisugust iilesannet liitiilesandeks. Liitiilesande lahenda-
misel tuleb iilesanne jaotada lihtiilesandeiks ning siis lahendada
need lihtiilesanded.

Liitiilesande jaotamist lihtiilesandeiks ja nende lahendamise
jdrjekorra nditamist nimetatakse iilesande lahendamisplaani koos-
tamiseks. Lahendamisplaani koostamisel liitillesande lahendami-
seks voib arutleda jargmiselt: alustatakse. iilesandes antud arvu-
dega, seejirel tehaksé kindlaks, milliseid tehteid tuleb teha nii iiles-
andes antud arvudega kui ka arvutamisel saadud arvudega, et
jouda otsitava arvuni (siinteetiline liitiilesande arutlusvote, siin-
tees — otsene arutlusviis).

Kuid liitiilesande lahendamisel vGib plaani koostamisel arutlus-
kdik olla ka iimberpoordud, — ldhtudes otsitavast arvust teha
kindlaks, mida on tarvis teada, et leida otsitav arv (analiiiitiline
liitiilesande arutlusvote, analiiiis).

Olgu antud iilesanne: Osteti fotoaparaat, pikksilm ja pianiino.
Fotoaparaat maksab 180 rbl.,, pikksilm on 6 korda odavam kui
fotoaparaat, pianiino aga maksab 10 korda rohkem kui fotoapa-
raat ja pikksilm kokku. Kui paljii rublasid kulutati kogu ostuks?

Siinteetiline liitiilesande arutlusvote (siintees).

Fotoaparaat maksab 180 rbl.,, pikksilm on aga 6 korda oda-
vam; seepdrast, kui 180 jagada 6-ga, voib teada saada, kui palju
maksab pikksilm. Saanud teada pikksilma hinna ja teades iiles-
ande andmeist fotoaparaadi hinda, saame teada, kui palju mak-
savad fotoaparaat ja pikksilm kokku, kui liidame fotoaparaadi ja
pikksilma leitud hinna. Leidnud fotoaparaadi ja pikksilma hinna
kokku, voime leida pianiino hinna, selleks on tarvis korrutada
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fotoaparaadi ja pikksilma hinna summa 10-ga. Teades iga oste-
tud eseme hinda, voime teada saada kogu kulutuse summa, kui
liidame iga iiksikeseme hinna.

Siinteesi puhul tuleb hésti osata vorrelda ja valida andmeid
iilesandest ning andmete jargi koostada kiisimusi. Esimese liht-
iilesande lahendus annab uue arvu, mis kombineeritakse kasuta-
mata andmetega iilesandest jne., kuni saadakse vastus iilesande
kiisimusele.

An.aliiiitiline liitiilesande arutlusvdote (analiiiis).

Et leida, mitu rubla on kulutatud ostuks, peame teadma iga
eseme hinna eraldi. Fotoaparaadi hind on teada. Pianiino hinda
aga ei tea, iilesandest on teada, et pianiino hind on 10 korda
suurem fotoaparaadi ja pikksilma hinna summast. Kuid pikk-
silma hinda me iilesandes ei tea. Jérelikult tuleb esialgu teada
saada pikksilma hind, mis on 6 korda odavam fotoaparaadi hin-
nast. Niisiis, et vastata iilesande kiisimusele, leiame esiteks pikk-
silma hinna, seejirel fotoaparaadi ja pikksilma hinna kokku jne.

Analiilisi puhul eraldatakse esijoones teatud jdrjekorras koik
lihtillesanded, ja alles pédrast seda algab eraldatud lihtiilesannete
lahendamine.

Ulesande lahenduse iileskirjutamise
vormid.

Pidrast iilesande -lahendamisplaani koostamist on tarvis iiles
kirjutada lahendused. :
Toome iileskirjutuste pohivormid.
Ulesanne: On ostetud 10 m sitsi — 7 rbl. 20 kop. meeter ning
12 m linast riiet 8 rbl. 50 kop. meeter. Kui palju raha kulutati
ostuks?
1. Arvutused ilma selgitava tekstita:
By rbl 20 kop X 10="72.rhl
2) 8 rbl. 50 kop. X 12 =102 rbl.
3) 72 rbl. 4 102 rbl. =174 rbl.
Vastus: 174 rbl

2. Laﬁenduse tileskirjutus numbrilise valemina:
7 rbl. 20 kop. X 10 4 8 rbl. 50 kop. X 12=174 rbl.



3. Lahenduse iileskirjutus kiisimustega:
1) ‘Kui palju maksab sits? 7 rbl. 20 kop. X 10 =72 rbl.
2) Kui palju maksab linane? 8 rbl. 50 kop. X 12 =102 rbl.
3) Kui palju raha kulutati ostuks? 72 rbl. 4 102 rbl. =
= 174 "rbl.
Vastus: 174 rbl.
4. Lahenduse dileskirjutus vastuste vormis:
1) Sitsi hind: 7 rbl. 20 kop. X 10=72 rbl.
2) Linase hind: 8 rbl. 50 kop. X 12 =102 rbl.
3) Ostuks kulutati: 72 rbl. 4+ 102 rbl. = 174 rbl.
5. Uleskirjutus selgitava tekstiga tehte 15pus:
1) 7 rbl. 20 kop. X 10= 72 rbl. maksab sits.
2) 8 rbl. 50 kop. X 12 =102 rbl. maksab linane jne.

6. Lahenduse iileskirjutus kogu lahendusprotsessi iiksikasja-
lise seletusega.

Et teada saada, kui palju raha kulutati ostuks, on tarvis teada,
kui palju raha kulutati sitsi ostmiseks ja kui palju linase riide
ostmiseks. Et sitsi osteti 10 m, 7 rbl. 20 kop. meeter, siis kogu
sitsi hinna teadasaamiseks tuleb 7 rbl. 20 kop. korrutada 10-ga;
7 rbl. 20 kop. X 10=72 rbl. jne.

U.lesande lahenduse kontroll.

Kui koiki tehteid arvudega on tarvis kontrollida, siis seda tar-
vilikum on kontrollida saadud resultaati liitiilesande lahendami-
sel, sest ainult lahenduse kontroll avastab tehtud vea. Ulesande
lahendust voib kontrollida kahel viisil:

1) uurida, kas saadud vastus rahuldab iilesande tingimusi v&i

2) koostada uus iilesanne, vottes saadud vastuse iiheks and-
meks.

Kontroll esimesel viisil. Kolmes kastis on 54,8 ts.
kartuleid. Esimeses on 1,9 ts. vihem kui teises, teises aga on
12,9 ts. vahem kui kolmandas. Kui palju kartuleid on igas kastis?

Vastus: 12,7 ts.; 14,6 ts.; 27,5 ts.
Ulesande tingimuste kohaselt on esimeses kastis 1,9 ts. vihem
kui teises, ja tdepoolest: 14,6 ts.— 12,7 ts.==1,9 ts. Teises kas-

tis on 12,9 ts. vihem kui kolmandas, ja toepoolest: 27,5 ts.—
— 14,6 ts.=12,9 ts, ‘jne.



Kontroll teisel viisil. Kolm niidumasinat niidavad
viheldase aasa lg tunniga. Kui kiiresti voiks selle niita kolmas

niidumasin, kui on teada, et esimene niidab aasa 8 tunniga ja
teine 6 tunniga?
Vastus: 3 tunniga.

Kontrolliks koostame sellise iilesande:

Kolm niidumasinat niidavad aasa lg tunniga. Kui kiiresti nii-

daks selle esimene niidumasin, kui on teada, et teine niitis 6 tun-
niga ja kolmas 3 tunniga?

Vastus: 8 tunniga,
s. 0. saadi arv, mis oli korvaldatud antud iilesande andmetest.

Harjutusi. Aritmeetiliste {ilesannete kogust pedagoogilistele
koolidele (siinteesi voi analiiiisiga ja koos kontrolliga) lahendada
jargmised {ilesanded: 188, 189, 745, 884, 886, 887.

§ 4. Tiitpiilesanded.

Votame iilesanded:

a) 38 kootud miitsi ja 45 kaelasalli jaoks kulus 15 kg 640 g
villa. Miitsile ja kaelasallile 1dheb kokku 360 g villa. Kui palju
villa ldheb eraldi miitsile ja kaelasallile?

b) Hariliku kiiruse puhul soidab kaubarong Moskvast Novo-
sibirskisse 141 tundi. Sama teekonna voib ta sooritada 69 tun-
niga, kui suurendada kiirust 24 km vorra tunnis. Mitu km on
Moskvast Novosibirskisse?

Kasutades nende {ilesannete juures tavalisi siinteesi- voi ana-
liliisivotteid, jouame iilesseatud sihile aeglaselt ning {ilesande
lahendamisplaani me ei koosta. Et lahendada eespool toodud iiles-
andeid, tuleb kasutada erilisi votteid (meetodeid), mis on raken-
datavad ainult iiksikuil erijuhtudel.

Seepdrast jaotatakse aritmeetilised iilesanded kahte gruppi:
puhtaritmeetilised {ilesanded nii otsese lahenduskdiguga kui ka
vastupidise lahenduskdiguga, millede lahendamiseks on kiillaldane
kasutada tavalisi siinteesi- ja analiilisivotteid ning kus noutakse
tipset arusaamist arvude vordlemisest nende vahe ja suhte abil.

Teine iilesannete grupp on tiiiipiilesanded. Tiiiipiilesannete all
me moistame niisuguseid liitiilesandeid, millede lahendamiseks
kasutatakse erivotteid. Votame vaatluse alla tavalised tiidipiiles-
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anded, milliseid esineb koolipraktikas. Ulesannete tiiiipideks jaota-
mise aluseks on aritmeetiline sisu, seejuures on suurt tdhelepanu
osutatud lahendamise meetodeile.

1. Ulesandeid nelja aritmeetilise tehte komponentide ja
resultaatide vahelistele seostele.

1. Tehases on 6 tsehhi. Esimeses, teises j.a kolmandas tseh-
his on kokku 270 téopinki. Neljandas tsehhis on 22 toopinki
vidhem kui esimeses, viiendas 29 vorra rohkem kui teises ja kuu-
endas 15 vorra vdhem kui kolmandas. Mitu to6pinki on kogu
tehases?

Lahendus. Toopinkide arv esimeses, teises ja kolmandas
tsehhis on kokku 270, s. o. kolme liidetava summa; neist esimene
vdhenes 22 vorra, teine suurenes 29 vorra ja kolmas védhenes 15
vorra, Uus summa — toopinkide arv neljandas, viiendas ja
kuuendas tsehhis — peab olema 270-st viiksem 22 + 15 —29=28
vorra;

270 — 8 =262; 262 4 270 =1532 (toopinki).
Vastus: 532 toopinki.

2. Istutatud puudest kuivasid dra 38 kaske ja 19 kuuske. Pdrast
seda jdi kaski 18 puu vorra rohkem kui kuuski. Kumba puuliiki
oli istutatud rohkem?

Lahendus. Istutatud kaskede ja kuuskede arvude vahe
vihenes 38 vorra (vdhendatav vdhenes 38 vorra) ja suurenes 19
vorra (lahutatav vdhenes 19 vorra), 10ppkokkuvottes vahenes
38 — 19=19 vorra: vahe on 184 19=237.

Vastus: kaski oli istutatud 37 vorra
rohkem kui kuuski.

3. Lahutamistehte teostamisel tahvlil kustusid &ra moned
numbrid, seetottu jdi tahvlile lahendamisest jargmine pilt:
S L TN Taastada puuduvad numbrid.
1?2?83
73265
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Lahendus. 1) ?—3=2>5; vihendatava iiheliste arv on 8;
2) 6 — ?=2; lahutatava sajaliste arv on 4 jne.

Vastus . 92748
19483

73265

4. Kahe arvu korrutis on 345; ta vdheneb 69 vorra, kui korru-
tajat vihendada 3 vorra. Leida korrutatav ja korrutaja.
Lahendus. Kui korrutajat vidhendada 3 vorra, vdheneb
korrutis kolmekordse korrutatava vorra. Korrutatav on 69 :3 =23;
korrutaja on 345 :23 = 15.
Vastus: 23 ja 15.

5. Kui tundmatu arv jagada 7-ga ja jagatis liita jagatavaga ja
jagajaga, saame 263. Leida arv.

Lahendus. Jagaja vordub 7-ga. Seitsmes osa jagatavast, lii-
detud jagatava ja arvu 7-ga, on vordne 263-ga. Siit liidetav —
seitse kaheksandikku jagatavast — on vordne summaga 263 ilma
teise liidetava 7-ta;

263 — 7=—256; 256 :8=—2382; 32-7=224.
Vastus: 224.

6. Uhel koormal oli kaupa 8,5 ts. vorra rohkem kui teisel;
kui molemale koormale lisati kaupa, siis esimesel oli ainult 7,1 ts.
vorra rohkem kui teisel. Kui palju kaupa lisati teisele koormale,
kui esimesele lisati 4,7 ts.?

Lahendus.

1) 85 ts. 4 4,7 ts.=13,2 ts. (vahe suurenes 13,2 vorra);

2) 132 ts.— 7,1 ts.= 6,1 ts. (lahutatav suurenes 6,1 vorra).

Vastus: 6,1 tsentnerit.

7. Kuidas muutub murru véirtus, kui murru lugejale lisada

% lugejast, nimetajast aga lahutada .4 nimetajast?

8

Lahendus. Lugeja on suurendatud -g— korda, nimetaja on

vahendatud —g— korda; murd suurenes %-—2—:2;—; korda.

14

Vastus: murd suurenes 225 korda.

8. Opilasel oli tarvis liita kaks kiimnendmurdu. Ta eksis ja
asetas koma suuremas arvus noutavast kahe numbri vorra vasa-
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kule ja sai summa 27,8986, kuna 6ige summa on 400. Leida liide-
tavad.

Lahendus. Koma viimisega kahe numbri vorra vasakule
viahendas opilane iiht liidetavat 100 korda ehk 0,99 vorra tema
suurusest. Summa véhenes samavorra. Seepdrast 400 — 27,8986 —
=372,1014 on 0,99 liidetavast. Leiame liidetava: 372,1014 : 0,99 —
—375,86.. Teine liidetav on 400 — 375,86 — 24,14.

Via s tis: 879,86; 24 14,
9. Antud on kaks arvu: lO% ja 4%. Mitu korda on tarvis

lO;-le lisada ‘%8 ja niisama palju kordi lahutada 4%-st L et uute

ﬁ )
arvude vahe oleks 8}} ?
Lahendus.
1

1) Antud arvude vahe on IO§—4§=6€1—5.

1 1 1 L
2) Vahe suureneb 8;—65= 215 vorra.

3) Kui lisada iiks kord vidhendatavale

%
2’

B,
7 12 lahutada lahuta-

1 1 Brivig
tavast suureneb vahe 1 T 13 =gz5 vorra.

48

4) Vahe suureneb 2fl§ vorra, kui vdhendatavas ja lahutatavas
R e
teha muudatusi 245:;5=20 korda.
Vastus: 20 korda.
Harjutusi. Ulesannete kogust pedagoogilistele koolidele lahen-
dada iseseisvalt jargmised iilesanded: 398, 399, 400, 576—588,
801, 805, 811, 896, 936, 1369, 1463, 1570, 1572, 1588, 1656, 1657,
1773, 2106, 2273, 2274, 2292, 2303, 2387.

2. Ulesandeid kahe voi mitme arvu leidmiseks nende summa
ja vahe jidrgi (arvu jaotamine mittevordseteks osadeks).

1. Raamatukogus oli 6500 raamatut vene, prantsuse ja saksa
keeles. Prantsusekeelseid raamatuid oli 2560 vorra vdhem kui
venekeelseid ja saksakeelseid 220 vorra rohkem kui prantsuse-
keelseid. Kui palju raamatuid igast liigist oli raamatukogus?

Lahendus. Et leida raamatute arv igast liigist, on tarvis
esiteks teada raamatute arv mingisuguses iihes liigis; siis, kasu-
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tades andmeid arvude vahekorra kohta, leiame raamatute arvu
kahes iilejadnud liigis. Ulesanne lahendatakse kolme tundmatu
arvu vordsustamise meetodiga. Tundmatuks arvuks, mille kind-
lakstegemisega tuleb alustada iilesande lahendamist, vdib votta
ikskoik millise kolmest otsitavast arvust. Vérdsustame nditeks
prantsuskeelsete raamatute arvu vene- ja saksakeelsete raama-
tute arvuga. Ulesande andmete jirgi on prantsusekeelsete raama-
tute arv 2560 vorra viiksem kui venekeelsete raamatute arv ja
220 raamatu vorra viiksem kui saksakeelsete raamatute arv. Et
vordsustada koik need kolm arvu prantsusekeelsete raamatute
arvuga, on tarvis venekeelsete raamatute arv vihendada 2560
vorra ja saksakeelsete oma 220 vorra.

1) Kui palju viheneks raamatufe iildhulk raamatukogus, kui
venekeelsete raamatute arvu vihendada 2560 vorra ja saksakeel-
sete oma 220 vorra? 2560 4 220 = 2780 (raamatut).

2) Kui suur oleks raamatute iildarv raamatukogus, kui koigis
kolmes keeles oleks raamatuid sellisel hulgal nagu prantsuse kee-
les? 6500 — 2780 = 3720 (raamatut).

3) 3720 :3=1240 (prantsusekeelseid raamatuid).

4) 1240 + 2560 = 3800 (venekeelseid raamatuid).

5) 1240 + 220 = 1460 (saksakeelseid raamatuid).

2. 940 rbl. eest osteti laud, diivan, peegel ja pesukapp. Diivan
on 120 rbl. vorra lauast odavam, peegel 40 rbl. vorra diivanist kal-
lim ja pesukapp 60 rbl. vorra peeglist odavam. Kui palju maksis
iga ese?

Lahendus. Lahendame iilesande, oletades, et 4 eseme hind
on vordne laua hinnaga. Siis esemete iildhind suureneks 120 -+
+ 80 4 140=2340 (rbl.) vorra, sest peegel on lauast odavam
120 — 40 =80 (rbl.) vorra, pesukapp aga on lauast odavam
60 4+ 80 =140 (rbl.) vorra. Esemete iildhind oleks 940 4 340 —
= 1280 (rbl.). Laua hind on 1280 rbl.:4 =320 rbl.; diivani hind
on 320 rbl. — 120 rbl. =200 rbl. jne.

3. Kolmel vennal oli mingisugune rahasumma: esimesel ja tei-
sel kokku 600 rbl.; teisel ja kolmandal kokku 500 rbl.; kolmandal
ja esimesel kokku 700 rbl. Kui palju raha oli igal vennal iiksikult?
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Lahendus.

1) 600 rbl. + 500 rbl. 4 700 rbl.= 1800 rbl., s. o. kolme venna
kahekordistatud rahasumma. '

2) 1800 rbl.:2==900 rbl., kolme venna rahasumma.

3) 900 rbl. — 600 rbl.=300 rbl., omas kolmas vend.

4) 900 rbl. — 500 rbl.=400 rbl., omas esimene vend.

5) 900 rbl. — 700 rbl.= 200 rbl., omas teine vend.

Vastus: 400 rbl.; 200 rbl.; 300 rbl..

Lahendage see iilesanne teisel viisil.

4. Koolisaalis seisid pingid. Opilaste koosoleku ajal selgus, et
kui igale pingile istuks 7 inimest, jadks iihele pingile 5 inimest,
kui aga igal pingil istuks 6 inimest, jadks 37 Opilast kohata. Mitu.
pinki oli saalis?

Lahendus.

1) 7—5=2; paigutades 7 inimest pingile, jddks vabaks.

2 kohta;

2) 7—6=1, paigutades 6 inimest pingile, istuks 1ga1e pingile:
| inimene vidhem;

3) 37 + 2=239; 39 pinki, sest kohata jddnud 37 Opilast vaisid’
tulla 37 pingilt, peale selle tuleb kahe Gpilase arvel lisada 2 pinki.

Vastus: 39 pinki.

5. Kahes maatiikis on kokku 24}—1 ha. Kui esimesest dra 16igata

1 s Sss o7 . : 2 ' & s
35 ha ja lisada teisele, on esimeses ikkagi % ha vorra rohkem kui:

teises. Kui suur on kumbki maatiikk?
Lahendus.

1) 24lha—iha=239ha;
2) 23, 0ha:2 =115

3) 112 ha—}-~-ha—12 " ha;
4) 12, ha 431 ha=153] ha;

) llhha 32ha=8£mha.
Vastus: 15 h 813 ha..

6. A ja B, tootades koos, voivad 1opetada mingi t66 12 pdevaga,
Aja C — 13% pdevaga ning B ja C — 17% péievéga.
15



Mitme pédevaga igaiiks neist voiks iiksinda tootades Iopetada
selle t66? Mitme pédevaga koik kolm koos tootades voiksid Iopetada
selle t66?

Lahendus.

1¥ ¥ 12 =L toost tdidavad A ja B iihe pdeva jooksul.
2) 1:13
3) 1:1

; 30 t00st tdidavad A ja C iihe pédeva jooksul.
; 120 toost tdidavad B ja C iihe pdeva jooksul.

4) ﬁ+4_0+m=65 toost tdidaksid koik kolm pdevas, kui

igaiiks kahekordistaks oma téoosa.

5)%%:2=T% tovst taidaksid kolm iihel péeval.
6) W_l? 35 t00st tdidab pédevas C.
1
14 gp==40 (paeva) jne. Vastus: 20 p.; 30 p.; 40 p.

Harjutusi. Lahendada iseseisvalt iilesannete kogust pedagoogi-
listele koolidele jargmised iilesanded: 636, 648, 654, 662, 705, 807,
874, 901, 1670, 1672, 1683, 1686, 1739, 1757, 1823, 1863, 2006, 2124,
2122 2173 2297, 2321.

3. Ulesandeid, milledes tundmatute arvude leidmiseks on
tarvis koigepealt leida antud arvude. vahe.

Siia kuuluvad ka moned iilesanded liikumise kohta iihes suunas.

1. 500 g suhkrut on 4 rbl. 50 kop. vorra odavam 1 kg riisist,
2 kg suhkrut on 1 rbl. 50 kop. vorra kallim 1 kg riisist. Kui palju
maksab 1 kg riisi ja 1 kg suhkrut?

Lahendus. Tingimuste jirgi on 2 kg suhkrut 1 rbl. 50 kop.
vorra kallim 1 kg riisist, kuid 2 kg suhkrut on 4 kg riisist 4 rbl.
50 kop. X 4=18 rbl. vorra odavam. (See jdreldub tingimuste esi-
mesest osast, sest 500 g X 4=2000 g.) Sellest jareldub, et 1 kg
riisi hind, suurendatud 1 rbl. 50 kop. vorra, on vordne 4 kg riisi
hinnaga, vdhendatud 18 rbl. vorra. Seepérast 4 kg riisi on 1 kg rii-
sist 18 rbl. 4+ 1 rbl. 50 kop.=19 rbl. 50 kop. vorra kallim, siit 3 kg
riisi maksab 19 rbl. 50 kop.; 1 kg riisi maksab 19 rbl. 50 kop. : 3=
=6 rbl. 50 kop.; 2 kg suhkru hind on 6 rbl. 50 kop.+ 1 rbl
50 kop.=8 rbl.; 1 kg suhkrut maksab 8 rbl.:2 =4 rbl.

Vastus: 6 rbl. 50 kop.; 4 rbl.
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2. 4 tosinat supilusikaid ja 6 tosinat teelusikaid kaalub 4 kg
680 g, kuid 6 tosinat samasuguseid supilusikaid ja 6 tosinat tee-
lusikaid kaalub 5 kg 904 g.

Kui palju kaalub iiks supilusikas ja iiks teelusikas?

Lahendus. (Tundmatu korvaldamise meetod.) Erinevuse
kaalus pohjustab erinevus supilusikate arvus.

1) 6 —4=2 (tosinat);

2) 5kg 904 g—4 kg 680 g=1 kg 224 g;

3) 1 kg 224 g:24=>751 g (kaalub supilusikas);

4) 1 kg 224 g-2=2 kg 448 g;

5) 4 kg 680 g — 2 kg 448 g=2 kg 232 g;

6) 2 kg 232 g:72=231 g (kaalub teelusikas).

3. 15 kg kohvi ja 12 kg suhkru eest maksti 768 rbl.; teine
kord maksti 17 kg kohvi ja 14 kg suhkru eest 872 rbl.

Kui palju maksab 1 kg kohvi ja 1 kg suhkrut?

Lahendus. (Andmete vordsustamise meetod.) Suurendame
esimesel korral ostetud kohvi ja suhkru hulka 7 korda ja teisel
korral ostetud hulka 6 korda.

105 kg kohvi ja 84 kg suhkrut maksab 5376 rbl.
102 Kkp =8 K - - 5232 rbl.
35 Ll B AR maksab 144 rbl.

144 rbl. : 3—=48 rbl. (maksab 1 kg kchvi);

48 rbl. X 15=1720 rbl.; 768 rbl. — 720 rbl.=48 rbl,;
48 rbl.: 12=4 rbl. (maksab 1 kg suhkrut).

Vastus: 48 rbl.; 4 rbl.

4. Pumbati vett kahe pumbaga. Kui iiks tootas 9 tundi, teine
aga 3 tundi, siis pumpasid nad 69 tiinnitdit. Kui esimene tootaks
kolm korda aeglasemalt, teine aga kaks korda kiiremini, annaksid
nad 48 tiinnitdit. Mitu tiinnitdit pumpas kumbki pump tunnis?

Lahendus. (Metateesise ! meetodiga.) Tingimus — esimene
pump tootas kolm korda aeglasemalt, teine aga kaks korda Kiire-
mini, — on samavdidrne sellega, et molemad pumbad tddtasid
samasuguse tootlikkusega kui esimesel juhul, kuid esimene ei t66- -
tanud mitte 9 tundi, vaid 3 tundi, teine mitte 3 tundi, vaid 6 tundi.
Saame jirgmise iilesande: Esimese pumba 9-tunnise ja teise
3-tunnise téoga saime 69 tiinni vett, kuid esimese pumba 3-tunnise

1 Metateesis — kreekakeelne sona — tdhendab iimberpaigutamist.

2 Iseseisvad t60d elementaarmatemaatikas. 17



ja teise 6-tunnise tooga saime 48 tiinni vett. Mitu tiinnitdit pum-
pas kumbki pump tunnis? Viimasest tingimuse osast jareldame, et
esimese pumba 9-tunnisest ja teise 18-tunnisest toost saaksime
144 tiinni vett (koik arvud on suurendatud 3 korda). Teostame
esimese ja teise tingimuse osa vordlemise:

144 tiinni — 69 tiinni="75 tiinni; 18 tundi —3 t.=15 t;

75 tiinni : 15=2>5 tiinni (teine pump pumpab 5 tiinni tunnis);

5 tiinni X 3 =15 tiinni; 69 tiinni — 15 tiinni = 54 tiinni;
54 tiinni : 9=©6 tiinni (esimene pump pumpab 6 tiinni tunnis).

Lahendada see iilesanne, liilitades vélja teise pumba to6tundide
arvu.

5. Moskvast ldheb Moskva—Saraatovi liinil kaubarong MitSu-
rinskisse kiirusega 25 km tunnis, teine kaubarong valjub MitSurins-
kist Saraatovisse kiirusega 30 km tunnis. Vahemaa MitSurinski ja
Saraatovi vahel on 50 km vorra pikem kui Moskva ja MitSurinski
vahel. Kui teine viljus MitSurinskist, oli esimene juba 25 km kau-
gusel Moskvast. Teha kindlaks vahemaa Moskvast Mitsurinskisse
ja Saraatovisse, kui esimene rong joudis MitSurinskisse ja teine
Saraatovisse iihel ajal.-

Lahendus. (Jidkide meetodiga.) Esimene rong oli katnud
25-km-se vahemaa Moskvast teise rongi véljumise momendiks,
tdhendab, esimene rong véljus Moskvast | tunni vorra varem kui
teine rong MitSurinskist. Vahemaa MitSurinskist Saraatovisse on
50 km vorra pikem kui Moskvast MitSurinskisse, et aga mdlema
rongi iiheaegse liikumise alguseks asus esimene 25 km vorra ldhe-
mal MitSurinskile, kui on tegelik vahemaa Moskva—MitSurinski
vahel, siis vahemaade vahe on 25 km vorra suurem ja on seega
50 km + 25 km =75 km.

Kuid rongid saabusid iiheaegselt — iiks MitSurinskisse, teine
Saraatovisse. Teine rong soitis tunnis ldbi 5 km vorra rohkem
maad kui esimene (30 km — 25 km); iiheaegsel liikumisel kattis
teine rong 75 km vorra maad rohkem kui esimene, jdrelikult nad
soitsid iiheaegselt 15 tundi (75 km:5 km). Esimene rong soitis
15 tundi 4+ 1 tund =16 tundi. Vahemaa Moskvast MitSurinskisse
25 km X 16 =400 km, MitSurinskist Saraatovisse 30 km X 15=
—450 km, Moskvast Saraatovisse 400 km 4 450 km =850 km.

Vastus: 850 km.

Harjutusi. Aritmeetiliste {ilesannete kogust pedagoogilistele
koolidele lahendada jargmised iilesanded: 613, 665, 814, 830, 888,
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779, 780, 1616, 1624, 1633, 1694, 1798, 1802, 1811, 1826, 1831, 2115,
2145, 2285, 2313, 2330, 2354, 2366, 2347, 2424.

4. Osa leidmine arvust ja arvu leidmine tema osa jirgi.

1. Uhes vabrikus todtavate naiste arv moodustab % sealsamas

tootavate meeste arvust. Millise osa moodustavad naised selles
vabrikus tootajate koguarvust?

Lahendus. Naised moodustavad —13— meeste arvust; jarelikult
oli mehi 3 osa ja naisi 1 osa; kokku oli tootajaid 4 osa. Naised
moodustavad- vabrikus tootajate iildarvust % :

1
Vastus: -

2. Miilija miiiis 4 ostjale ounu: esimesele % kogu Gunte arvust

ja veel 32 ouna; teisele —l~ jarelejddnud ountest ja veel 32 Guna;
kolmandale 7 teisest ostjast jarelejadnud Guntest ja veel 32 Guna;

neljandale 3 kolmandast jérelejadnud Guntest ja viimased 32 Guna.
Mitu ouna ostis iga ostja?

Lahendus.

1) Viimased 32 6una moodustavad 1 — %: %ijlejéégist parast

kolmandat ostjat;
2y 32 %:48; 48 ouna jdi kolmandast ostjast jirele;
3) 48 + 32=280; 80 6una on % tilejddgist pédrast teist ostjat;

80 : 3 = 120; 120 Guna jdi jédrele pdrast teist ostjat jne.
Vastus: 162 6una; 108 6una; 72 Guna; 48 duna. _

S 7 £
3 18 iihest arvust on 5 teisest arvust. Kumb arv on suurem?

5 2 3
Lahendus. 18 esimesest arvust on — telsest esimesest

; Ts

on - 90 teisest (_ vihendati 5 korda), i—g— esimesest ehk esimene arv

jon 5 teisest (56 suurendati 18 korda) . Tédhendab, esimene arv on

i suurem.
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7.3 1 esimene arv on L teisest.
1818 B 5

4. Vaadis on 27 pange piiritust. Algul valati vaadist 9 pange
piiritust vélja ja asendati niisama suure hulga veega; seejirel
valati sellest segust jdlle 9 pange védlja ning asendati niisama
suure hulga veega, kolmas kord valati uuesti 9 pange segu vilja
ning asendati veega. Mitu pange piiritust ja mitu pange vett jai
vaati?

Lahendus.

1) 27—9=18 (pange);
2) 9:27=—;— (o0sa);

Teine lahendus.

3) 18-%:6 (pange);
4) 18— 6=12 (pange);
5) 12-%=4 (pange);

6) 12 — 4 =28 (pange piiritust);
7) 27—8 =19 (pange vett).

Vastus: 8 pange piiritust; 19 pange vett.
5. On miiiidud kaks iihesuguse kaaluga korvitdit marju. Uks

kolmandik esimesest korvist miiiidi 3% rbl. kg; i—g- iilejadgist 3 rbl.

kg ja iilejddnud osa 2% rbl. kg. Teine korvitdis miiiidi {ihesuguse
hinnaga ja saadi niisama palju raha kui esimese korvitdie eest.
Millise hinnaga miiiidi marju teisest korvist?

Lahendus. Oletame, et kummaski korvis oli 1 kg marju.
1) siis ;—kg eest saadi 3% rbl.><%=11—12 rbl.;
1 2
mlﬁ—§@=§@;
2 13 13
3) 5 kg X5=75 kg;

4) ;*?' kg eest saadi: 3 rbl. X;—§= 1% rbl.;

2 13 5
5) 5 kg—5 kg=35 kg;
6) 557 kg eest saadi: 2;—(; rbl.x%=% rbl.;

1 A 17
7) 135 1bl. 415 1bl. + 55 rbl.=3 rbl.
Vastus: 1 kg marjade eest teisest korvist saadi 3 rbl.
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Harjutusi. Aritmeetiliste {ilesannete kogust pedagoogilistele
koolidele lahendada jargmised iilesanded: 1412, 1416, 1417, 1422,
1521, 1526, 1577, 1601, 1610, 1634, 1770, 1772, 1783, 1875, 2031,
2047, 2071, 2077, 2175, 2184, 2299, 2305, 2336, 2339, 2342, 2351,
2390.

5. Ulesandeid arvu jaotamiseks mittevordseteks osadeks suhte
jargi. Jagamine poordvordeliselt antud arvudega jne.

(Vordeline jagamine.)

1. Uhes rahakotis on 52 rbl., teises 34 rbl. Pédrast seda, kui

kummastki voeti {ihepalju raha éra, oli esimeses l% korda rohkem

kui teises. Mitu rbl. voeti kummastki kotist?

Lahendus. (Osade meetodiga.)
1) 52 rbl. — 34 rbl.=18 rbl. Kui voeti dra iihepalju, jdi vahe
endiseks.

2) Votame tervikuks summa, véljendades selle arvuga 1, mis

9

jdi teise rahakotti. ja on 1%— l=15; % teise kotti jaddnud rahast

on 18 rbl.;
3). 18:rbl.; 1%::20 rbl.; teise kotti jdi 20 rbl.;

4) 34 rbl.—20 rbl.=14 rbl.; kummastki rahakotist voeti
14 rbl. Teostada kontroll vastupidise vottega.

2. Nelja vasetiiki kaal on 144,5 kg. Kolme viimase tiiki kaal

on % esimese tiiki kaalust, kahe viimase kaal on pool teise tiiki

kaalust, kolmanda tiiki kaal on 0,7 neljanda tiiki kaalust. Kui palju
kaalub iga vasetiikk eraldi?

Lahendus. (Sarnasusmeetod.) Oletame, et neljanda vase-
tiiki kaal on 1 kg, siis kolmanda tiiki kaal oleks 0,7 kg; (1 kg +
+ 0,7 kg) -2=3,4 kg — see oleks teise vasetiiki kaal; (1 kg +
+ 0,7 kg + 3,4 kg) -3=15,3 kg — see oleks esimese tiiki kaal.
1 kg+ 0,7 kg+ 3,4 kg+ 153 kg=20,4 kg — see on oletatav

nelja vasetiiki kaal. 144,5 kg: 20,4 kg=7-11§. Tegelikult on nel-
janda tiiki kaal 7Tl§ kg;
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7% ngO,7=4§—Z kg on kolmanda tiiki kaal jne.
: R N, B - g R
Vastus: 108§ kg; 2445 kg; 45; kg; 735 kg.

3. Kahes taskus on raha. Kui esimesest taskust asetada teise
1,6 rbl., siis on kummaski iihepalju. Kui aga teisest asetada esi-
messe 0,5 rbl., siis on esimeses 2,5 korda rohkem kui teises. Kui
palju raha on kummaski taskus?

Lahendus. (Osade meetodiga.)

1) 1,6 rbl. X 2=23,2 rbl.,, niipalju on esimeses taskus rohkem
kui teises.

2) 0,5 rbl. 4+ 0,5 rbl. + 3,2 rbl. =4,2 rbl., niisugune on esimese
ja teise tasku summa vahe, kui teisest asetada esimesse 0,5 rbl.

3) Kui votta teise taskusse jddnud summa tervikuks ja viljen-
dada see arvuga 1, on esimeses 2,5 iihikut, vahe on aga 2,5 — | =
= 1,5 iihikut.

4) 4,2 rbl.:1,6=28 rbl. — see on teise taskusse jddnud
summa.

5) 2,8 rbl. +0,5 rbl.=3,3 rbl. — oli teises taskus.

6) 3,3 rbl. 4+ 3,2 rbl.=6,5 rbl. — oli esimeses taskus.

Voa sitar's: 65 abls 8.3 b1

4. Kaks rongi viljusid jaamast A ja B erineval ajal; esimene

liikus l% korda kiiremini, kuid hakkas liikuma 14 ftundi hiljem.

Rongide kohtumisel selgus, et teine oli 1dbinud 1% korda suurema

vahemaa kui esimene. Mitme tunni pédrast peale esimese rongi
lilkkumise algust kohtusid rongid?

Lahendus. (Osade meetodiga.) Kui esimene rong sdidaks
niisama palju tunde kui teine (s. o. 14 tunni vorra rohkem kui

tegelikult), oleks esimese rongi poolt ldbitud vahemaa l% korda

suurem kui teise rongi poolt ldbitud vahemaa, s. o. vahemaad moo-
dustaksid 3 osa ja 2 osa vdi 12 ja 8 osa. Tegelikult moodustavad
need vahemaad 5 ja 8 osa. Nihtavasti esimene rong soitis oma
tee 7 osa ldbi 14 tunniga, seepdrast oma tegeliku tee, mis koosnes
5 osast, ldbis ta 10 tunniga. Teine rong soitis 24 tundi.

5. Baas saatis kioskile ja kahte kauplusse 420 kg riisi. Esi-

mene kauplus sai kaks korda rohkem kui kiosk ehk % sellest, mis

*
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sai kiosk ja teine kauplus kokku. Kui palju riisi sai kiosk ja
kumbki kauplus?

Lahendus. (Oletuse meetodiga.)

1) Oletame, et kiosk sai 1 kg riisi, siis esimene kauplus peab

saama 2 kg; 2 kg on % riisi hulgast, mille said kiosk ja teine

kauplus; 2 kg : %:2—:23— kg.
2) 2—2— kg —1 kg =1% kg; niipalju riisi saab teine kauplus.
3) 1 kg+2 kg + 15 kg—4+ kg.
4) 420 kg: 45 kg=90 (korda); 90 kg sai kiosk.
5) 90 kg X 2=180 kg; niipalju sai esimene kauplus.
6) 1% kg X 90 =150 kg sai teine kauplus.

6. Jaotada 8,51 kolmeks liidetavaks nii, et nende korrutamisel
jdrjekorras 0,145-ga, 0,116-ga, 0,174-ga saaksime vordsed korru-
tised.

Lahendus. Esimese liidetava ja 0,145 korrutis on vordne

116

teise liidetava ja 0,116 korrutisega ning moodustab 0,145-st 125

ehk %; jarelikult esimene liidetav on teisest %; teise liidetava ja

0,116 korrutis on vordne kolmanda liidetava ja 0,174 korrutisega,

kuid 0,116 moodustab 0,174-st %g ehk 3 ; jarelikult kolmas liide-

tav vordub §-ga teisest; votame teiseks liidetavaks 1, siis esimene
moodustab % ja kolmas —+ telsest, . 14 3 texsest liideta-
vast on 8,51; siit: 8,51 :ﬁ= 3,45 (teine liidetav); 3,45 g 3 £ DT8

(esimene liidetav), 3,45 X %::2,3 (kolmas liidetav).
Viaastis: 27611345 2.3.
7. Kuivatatud cuntest hinnaga 6,6 rbl. kg ja ploomidest 8,4 rbl.
kg koostati 12 kg segu hinnaga 7,05 rbl. kg. Mitu kg Sunu ja
ploome voeti segusse?
Lahendus. (Oletuse meetodiga.) Kui oleks voetud 12 kg
¢unu, siis maksaksid need 6,6 rbl. X 12=79,2 rbl., segu maksis
aga 7,05 rbl. X 12 = 84,6 rbl. Et suurendada segu hinda
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84,6 rbl. — 79,2 rbl.==5,4 rbl. vorra, on tarvis asendada osa Sunu
ploomidega; kui 1 kg Gunu asendada 1 kg ploomidega, touseb segu
hind 84 rbl. —6,6 rbl.=1,8 rbl. vorra; ploome on vdetud
5,4 rbl. : 1,8 rbl.=3 (kg), ounu 12 kg — 3 kg =09 kg.

Harjutusi. Aritmeetiliste iilesannete kogust pedagoogilistele
koolidele lahendada jargmised iilesanded: 1584, 1664, 1702, 1722,
1724, 1728, 1745, 1866, 1955, 2125, 2291, 2324, 2333, 2341, 2355,
2361, 1708, 1738, 1762, 1845, 1854, 2113, 2118, 1602, 1605, 1685,
17083, 1707, 1710, 1740, 1750, 1836, 2311, 2316, 2325, 2331, 2364,
2368.

Toodud iilesannete grupid lahendatakse tavaliselt harilike ja
kiimnendmurdude Oppimisel; kdik nad lahendatakse kaalutlemise
teel ja arendavad Oppijais algatusvoimet ning leidlikkust.

§ 5. Ulesandeid vérdelistele suurustele.

1. Kolmlause.

Ulesandeid, milledes antakse ithe suuruse 2 véirtust ja iiks
vadrtus teisest, esimesega vordelisest suurusest ning noutakse
leida teise suuruse teine véirtus, nimetatakse iilesandeiks liht-
kolmlausele. Niisiis, iilesandeis liht-kolmlausele tuleb kolme antud
arvu jargi leida nende neljas vordeline.

Ulesandeid, milles antakse 2 véiirtuse kaupa kahest vdi roh-
kemast suurusest ja ainult iiks vdédrtus esimesega piri- voi poord-
vordelisest suurusest ning noutakse kindlaks teha teine selle suu-
ruse vadrtus, nimetatakse iilesandeiks liit-kolmlausele.

1. Hammasratas teeb 50 tiiru minutis. Teine hammasratas,
haakunud eelmisega, teeb 75 tiiru minutis. Leida teise ratta ham-
maste arv, kui esimese ratta hammaste arv on 30.

Lahendus. (Vorde abil.) Molemad haakunud hammasrattad
poorlevad minutis iihe ja sama hammaste arvu vorra, seepirast on
hammaste arv péordvordeline nende poolt tehtud tiirude arvuga.

50 tiiru — 30 hammast,

75 fiiru — 2z hammast (z on teise ratta hammaste arv)
Xt 30:=="80>7b;
T—= %) =20 (hammast).

Vastus: 20 hammast.

Mirkus. Ulesannete lahendamisel kolmlause abil tuleb mee-
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les pidada, et iga vastava vordeliste suuruste vdartustepaari jaga-
tis on jdav ja poordvordeliste suuruste paari korrutis on jdav.
Antud iilesandes on 50 - 30 =75 - 20.

2. Tiik tditub veega kraavi kaudu, mille mootmed on: laius
2,5 m ja siigavus 0,6 m, 30 tunniga, kui vesi voolab kiirusega 1,2 m
minutis. Kui kiiresti tditub sama tiik, kui vee kiirus on 2 m minu-
tis ja kraavi laius on 3 m, siigavus 1 m?

Lahendus. (Uhiku kaudu.)

25 m—0,6 m— 1,2 m— 30 tundi;
3m—1 m—2 m—? tundi.

Kui kraavi laius on 1 m, siigavus 0,6 m ja vee kiirus on see-
juures 1,2 m minutis, siis tiigi tditumiseks kulub 2,5 korda rohkem
aega kui 30 tundi ehk 30 tundi X 2,5.

Kui kraavi laius on 1 m, siigavus 1 m ja vee voolukiirus
1,2 m minutis, ei kulu tiigi tditumiseks mitte 30 tundi X 2,5, vaid

Fi0e = % korda vdhem ehk

30 tundi-2,5-3

; 5
30 tundi X 2,5 : T 5

Kraavi laiuse ja siigavuse puhul 1 m ning vee voolukiiruse

puhul 1 m minutis ei kulu tiigi tditumiseks mitte W__sw,

vaid 1,2 korda rohkem ehk » tundi-§,5-3- B

Kui kraavi laius on 3 m, siigavus 1 m ning vee voolukiirus
| m minutis, ldheb tiigi tditumiseks 3 korda vidhem aega kui
30 tundi-2,5-3-1,2 30 tundi-2,5-3-1,2

5 ehk 5.3 :

Kraavi laiuse puhul 3 m, siigavuse puhul 1 m ja vee voolukii-
ruse puhul 2 m minutis viheneb tiigi tiitumise aeg veel 2 korda
ja on:

30 tundi-2,5-3-1,2
5-3-2

Lahendus kirjutatakse iihiku kaudu iiles jargmiselt:

2,5 m laiuse, 0,6 m siigavuse, 1,2 m/min. vee voolukiiruse puhul
taitub tiik 30 tunniga.

1 m laiuse, 0,6 m siigavuse, 1,2 m/min. vee voolukiiruse puhul
taitub tiik 30-2,5 tunniga.

I m laiuse, 1 m siigavuse, 1,2 m/min. vee voolukiiruse puhul
taitub tiik 30-2,5-0,6 tunniga.

=9 tundi.
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1 m laiuse, 1 m siigavuse, 1 m/min. vee voolukiiruse puhul

taitub tiik 30-2,5-0,6- 1,2 tunniga.
3 m laiuse, 1 m siigavuse, 1 m/min. vee voolukiiruse puhul t&i-
tub tiik '
30-2,5:-0,6-1,2

3 tunniga.

3 m laiuse, 1 m siigavuse, 2 m/min. vee voolukiiruse puhul
taitub tiik

30-2,5-0,6-1,2
3-2

=9 tunniga.

Vastus: 9 tundi.
3. 25 toolist, tootades iga pdev 5 tundi, peavad 15 pédevaga

tegema valmis % toost. Ulejddanud too tditmiseks liitusid nendega
veel 15 inimest. Mitme pédevaga oleks t60 Iopetatud, kui toolised

tootaksid 6% tundi pédevas?
Lahendus. (Vorde abil.)

25 toolist — 5 tundi — > todst — 15 pieva;

1 8
40 » _— 6:1‘ 9 (s ﬁ 1) z ”
Lahendus kulgeb jargmisel viisil:
25 toolist — 15 pdeva el st by
PR ey y:15=25:40;
5 tundi — y pédeva
1 : z:y=>5: 6—l~ .
6+ ”» e B ”» ; W T B
4
S5tk x
i toost — 2z péeva ; 8
B, oo S ik ATy
7 toost  — x péeva

Oletame, et 40 toolist tootasid samades tingimustes kui 25 t6o-
listki:
25 toolist — 5 tundi — > toost — 15 peva;
3
40 » S8k 5 ”» i ﬁ 'y - Y ”»

Tundmatu pdevade arvu madrgime tdhega y, sest otsitav ei
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vasta veel koigile iilesande tingimustele. To6dliste arv ja toopie-
vade arv on poordvordelised:

¥:15=25:40.
Muudame to66tundide arvu vastavalt tingimustele.
40 toolist — 5 tundi ——%t()ést — Y pdeva;

3

1 ¢
297w R0t it e . plveL

Igapdevane tootundide arv ja todpdevade arv on poordvorde-
lised:

Zige=0" 6711 :

Votame viimase iilesande tingimuse:
40 toolist — 6 tundi — o toost — 2z pieva;
8

1 o
a0 ——67 o e, Epleval
T66 hulk ja toopdevade arv on vordelised.
. s 8 . 3
x.Z—l—l.ﬁ.
Korrutame kolme vorde pooled:
y:15=25:40;
Zig et B 6%;
ol s B
wsiinrioak £ L B
; 8 25 3
(i 32 @) (15-Y22) :(QS-S-H);(4O-?-ﬁ).

Taandame esimese suhte liikmed korrutisega y-z, teise suhte
liikmed (25-5-8'- %)-ga. Saame: z:15=1 :73 , =20 (pdeva).
Vastus: 20 péeva.

Harjutusi. Aritmeetiliste iilesannete kogust lahendada jiargmi-
sed iilesanded: 2598, 2610, 2614, 2616, 2623, 2628, 2644.

2. Protsendid.

1. Nisupeksmisel saadakse 69% seemneid, 28% aganaid ja
3% teisi jaatmeid. Kui palju teri, aganaid ja teisi jidtmeid saab
45 ts. nisust?
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Lahendus. (Vorde abil.)
1) 100% nisu kaalust on 45 ts.
69% ” i3] ” X ts-

Nisu kaal ja tema kaalu protsendid on vordelised.
2:45=69% : 100% ehk z:45=169: 100;

x:%?:Sl,OS (ts. on seemnete kaal).
2) 100% — 45 ts.
28% —y
Saame vorde: y: 45 =28 : 100;
=451—6(2)8= 12,6 (ts. on aganate kaal), jne.

Vastus: 31,05 ts. teri, 12,6 ts. aganaid, 1,35 ts. muid jaitmeid.
2. Rohi kaotab kuivades 28% enda kaalust. Kui palju oli nii-
detud rohtu, kui heina saadi 144 ts.?

Lahendus. Rohu kaal on 100%; 100% — 28% — 72% rohu
kaalust on 144 ts.

72% on 144 ts.
IOO%J)n Fr

z:144 —=100:72

144 - 100
T=—r5— =200 (ts.).

Vastus: 200 ts.

3. Vabrikus tootab 4158 meest ja naist, kusjuures naiste arv
on 65% meeste arvust. Kui palju on mehi rohkem kui naisi?

Lahendus. Meeste arv on 100%; 165% meeste arvust on
4158 inimest.

165% on 4158 inimest
100% on =z

4158 - 100 .
# = —e=—=2520 (meest) jne.

Vastus: mehi on rohkem 882 inimese vorra.

4. Kaup maksab jaemiiiigikaupluses 1653,6 rbl., sealjuures
kauplus lisab 6% juurdehindlust vabrikuhindadele. Vabrik lisab
viljaantava kauba omahinnale 4%. Maéérata kindlaks kauba oma-
hind vabrikus.
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Lahendus. Kauba vabrikuhind on 100%. 100% -+ 6% vabri-
kuhinnast on 1653,6 rbl. :

106% on 1653,6 rbl.

100% on z
 z="23010 _ 1560 (rbl.).

1560 rbl. on kauba vabrikuhind, see on 100% -+ 4% = 104% kauba
omahinnast vabrikus. Leiame kauba omahinna vabrikus ehk 100%.

104% on 1560 rbl.
100% on z

1560 - 100
o= 1500 (rbl.).
Yastus: 1500:¥bL

5. Miiiirsepast stahhaanovlane ladus oma abitdolistega 23 400
tellist, norm aga oli 3200 tiikki. Leida plaanitditmise protsent.

Lahendus. 3200 tellise asemel 23 400 Kkivi

100% asemel T
23400 - 100 1
="mpp ~— 197"

Jarelikult taideti plaan 731 %-liselt.

6. Mitme protsendi vorra suurenes to0lise igapdevane tootasu,
kui ta 9 rbl. 45 kop. asemel edaspidi teenis 14 rbl. 40 kop.?

Lahendus. 945 rbl. asemel 14,4 rbl.

100% asemel %
z:100— 144 : 9.45
3 14,4 - 100

AR l5221(/)
ISQﬁA —100% =52§—1% ~ 52,38% .
Vastus: korgendus on 52,38% endisest tootasust.

7. Tootootlikkus tousis 20% vorra. Mitu protsenti vidhenes tea-
tava detaili valmistamiseks kuluv aeg?

Lahendus. 100% on tootootlikkus; 100% -+ 20% = 120%;
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tootootlikkus suurenes vahekorras 120: 100 =6 : 5; detaili valmis-

2 # 1 (EAE.
tamise aeg vihenes vahekorras 6:5, s. o. + tunni vorra;

1 _100%
2= Siedy

Vastus: 16—23—% vorra.

8. Kaks toolist voivad tdita teatud tellimuse 7,5 tunniga, t66-
tades iihesuguse tootlikkusega. Esimene to6line suurendas oma
tootlikkust 40% vorra. Mitme tunniga téitsid toolised iilesande?

Lahendus.

B) ol 75_15,

2) E:2=T5 toost tdidab tunnis teine tooline;

3) 100% + 40% — 140% moodustab esimese véljatootus teise
omast;

4) :100- 140—75,

9) 15+75 25’
6) 1 :2—5 = 67 (tundi).
Vastus: 6% tunniga.

9. Mitu grammi vett on tarvis lisada 50 g 35%-lisele soolhap-
pele, et saada 10%-list soolhapet?

Lahendus.

1) 50 g - 0,35=17,5 g;
2): 17,8 g 20 =1780;
3) 175 g — 50 g=125 g.
Vastus: 125 g.

10. Kaup muutus odavamaks 14—%% vorra. Mitu kg voib teda
osta niiiid selle raha eest, mille eest varem anti 10,3 kg?

Lahendus. 1 kg kauba endine hind on 100%; alandatud
hind on 100% — 14-+% =—852%, s. 0. nii mitu korda vihem, kui
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mitu korda on 852 viahem 100-st; ostetud kauba hulk peab niisama
palju kordi suurenema:

100
8

10,3 kg - == 19 kg

ol en

Vastus: 12 kg.

Harjutusi. Aritmeetiliste iilesannete kogust lahendada jargmi-
sed iilesanded: 2670, 2672, 2673, 2675, 2679, 2686, 2693, 2702,
2710, 2714, 2741, 2754, 2759, 2764, 2770, 2776, 2789, 2790, 2796,
2804, 2815.

3. Vordeline jagamine.

Antud arvu jaotamist niisugusteks mittevordseteks osadeks, kus
iga kahe otsitava osa suhe oleks vordne antud arvude suhtega,
nimetatakse vordeliseks jagamiseks ehk jaotamiseks vordelisteks
osadeks.

1. Kassas on kolme-, viie- ja kiimnerublased rahatihed, igast
liigist iihepalju, — kogusummas 1080 rbl. Mitu rahatéhte oli kokku
kassas?

Lahendus. (Sarnasusmeetodiga.) Oletame, et kassas on iiks
kolme-, iiks viie- ja iiks kiimnerublane paberraha; 3 rbl. 4 5 rbl. +
+ 10 rbl. = 18 rbl. oleks siis kassas; 1080 rbl. : 18 rbl. = 60
(korda); 60 paberraha igas védartuses, kokku 60 X 3 = 180.

Vastus: 180 paberraha.

2. Téokojas on kolm iithesuguse mahuga metallitiikki: raua-,
vase- ja tinatiikk, iildkaaluga 69 kg. Mairata iga tiiki kaal, kui
raud on veest 7,8 korda raskem, vask 8,5 korda ja tina 11,3 korda
raskem. ;

Lahendus. I on raua kaal, Il — vase kaal, III — tina kaal,
siis .

Ly1Es M1 =—178:85: 113781855 13.
Izmﬁgsé—ﬁ”g:lg,s (kg); 11:%2%:21,25 (kg); jne.

3. Jaotada arv 245 kolme ossa nii, et I1:11=3:8; I:1ll=
=29

Lahendus. Kui oletada, kasutades esimest vorret, et I osa
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vordub 3 iihikuga, siis saame sobivuse teise vordega, mille jérgi
I osale vastab kaks iihikut. Muudame vorded nii, et I osa sisal-
daks iihtsa arvu iihikuid kummaski vordes. Leiame viikseima iihis-
kordse 3 ja 2 jaoks, ta vordub 6-ga; korrutame esimese suhte liik-
med 2-ga ja teise omad 3-ga:

1011 =262 18
L Hl=—=08:07
o 3 B el £
. S——
49
245 - 6 3
I=T= 30;
245. 16 ,
245 .27
III=—49—=135.
4. Jaotada 1082 4 ossa nii, et I:II:%:O,(B);

. [AReR . 1- . 102
IV:III=0,5: 15 ; II.III::_—-S«.?.

Lahendus. Murdarvude suhte asendame tidisarvude suh-
tega.

WV D=3 88 7B
IH:H=3:10} 7-4
[:IT:1I1:1V=72:84:280:105
1082 .72
72+ 84 280 + 105

Vorrutame II arvu osade hulgad esimeses ja kolmandas vordes;
selleks korrutame esimese 'suhte liikmed 3-ga, kolmanda suhte liik-
med 7-ga; et vorrutada III arvu osade hulgad, on tarvis teise
suhte liikmed korrutada 7-5-ga, kolmanda suhte liikmed 4-ga;
kuid II arv esineb esimeses suhtes, seepérast esimese suhte liikmed
korrutame samuti 4-ga, jne.

SR 7}3~4

I

= 144 jne.

Vastus: 144; 168; 560; 210.

5. Jaotada 4408,6 rbl. viie isiku vahel nii, et kui A saab 4 rbl.,
siis B saab 5 rbl.; kui B saab 3 rbl., siis C peab saama 2 rbl. Kui
C saab 3 rbl,, siis D saab 5 rbl.; kui D saab 6 rbl., siis E saab 7 rbl.
Kui palju saab igaiiks?
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Lahendus. A, B, C, D, E poolt saadud summad tidhistame
vastavalt I, II, III, IV, V abil.

Siis:
I: TI=4:5,
W iEe=3:2,
II: IV=23:5,
IV: V=6:7.

Kui oletada, et arv I koosneb 4 osast, siis arv II peab omama
5 niisugust osa. Arvu III osade hulga saame teada vordest
I Hl==3:2 ehk &5: Hl=3:2;

m=22—3L (0sa).

IV arvu osade hulga saame teada kolmandast vordest.

10:56 ' 50 =5 5w BTkt
SRR v e et P LU ot Y

I:II:III:IV:V:4:5:3%:5%:%:108: 135:90 : 150 : 175.
4408,6 - 108
108 4 135 490 4 150 4 175

Yo =723,6 (rbl.) jne.

6. Talupoeg ldks kiilast linna kiirusega 3 km tunnis; tagasi
tuli ta hobusega keskmise kiirusega 6 km tunnis. Kogu teekonnale
edasi-tagasi kulutas ta 6 tundi. Kui suur on vahemaa kiilast linna?

Lahendus. Liikumise ajad iihel ja samal vahemaal on
poordvordelised liikumise kiirusega. Seepédrast on 6 tundi tarvis

1'1=2:l,

jagada po6ordvordeliselt arvudega 3 ja 6; [HI=3:¢

—5-=+ (tundi); 3-4=12 (km).

Et jagada arv osadeks poordvordeliselt antud arvudega, tuleb
see arv jagada vordeliselt antud arvude poordvairtustega.
Mainitud iilesandes oli meil tarvis 6 tundi jagada poordvorde-

liselt arvudega 3 ja 6, selleks aga jagame vordeliselt arvudega
s |
R T

7. Kahe arvu summa on 1680; leida need arvud, teades, et
3% esimesest on 5% teisest arvust.

Lahendus. 3% on 0,03; 5% on 0,05. Esimese (I) arvu kor-
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rutis 0,03-ga vordub teise (II) arvu ja 0,05 korrutisega. Arvud I
ja II peavad olema poordvordelised arvudega 0,03 ja 0,05.

I1:11=0,05:0,03=5:3.

__1680-5

Sk e o

=1050; II=630.

8. Kahel vordsel metsalangil to6tab kaks puuraiujate brigaadi.
Uks brigaad, 21 inimest, tootab kohalike tingimuste jdrgi 6 tundi
péevas, teine brigaad, 15 inimest, to6tab 7 tundi pédevas. Teine bri-
gaad 16petas langi raiumise kaks pdeva hiljem kui esimene. Mitu
pdeva tootas kumbki brigaad?

Lahendus. Kumbki brigaad tditis ithe ja sama suurusega
toohulga, seepdrast pdevade arv, mis kulutati kummagi brigaadi
poolt tooks, on poordvordeline tooliste arvuga ja igapdevase 106
tundide arvuga. Kui toopdevade arvu margime tdhistega I ja II,
siis:

£5 | BRI
I:l=g
IIII:(%'%)’(%'%); 1:11=5:6;

[ —-I=6—5=1 (0sa);
[=2:5=10 (pdeva); II=2-6=12 (pdeva).

Vastus: 10 pdeva ja 12.pdeva.

Harjutusi. Aritmeetiliste {ilesannete kogust lahendada jargmi-
sed iilesanded: 2828, 2830, 2832, 2836, 2853, 2863, 2875, 2880, 2885,
2889, 2893, 2894, 2899, 2912, 2916, 2925, 2933, 2942, 2945, 2952,
2960, 2969.

4, Ulesandeid segude kohta.

Ulesandeid segude kohta on kahte liiki. Esimese liigi iilesanne-
tes antakse iga segatava sordi hulk ja tema hind, ndutakse leida
segu hind. Teise liigi {ilesannetes antakse ainult iga segatava
sordi hind, segu hind ja segu iildine hulk, noutakse leida, kui palju
on tarvis votta igast sordist, et saada noutava hinnaga segu.

1. 1 m® kasepuid maksab 24 rbl,, 1 m?® méannipuid — 20 rbl.
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ja 1 m® haavapuid — 16 rbl. Arvutada 1 m? segapuude hind, kui
seal on 45% kase-, 30% maénni- ja 25% haavapuid.

Lahendus.

1) 24 rbl. X 0,45=10,8 rbl.;

2) 20 tbl. X 0,3 = 6 rbl;

3) 16 rbl. X 0,25= 4 rbl;

4) 10,8 rbl. 46 rbl. +4 rbl.—=20,8 rbl.

Vastus: 20,8 rbl.

2. Mitu protsenti puhast hobedat sisaldab hobe prooviga 750?
Lahendus. 750:1000=0,75; 75%.
) Vastus: 75%.

3. Kuivatatud Guntest hinnaga 6,6 rbl. ja 84 rbl. kg koostati
12 kg segu hinnaga 7,05 rbl. kg. Mitu kg Sunu kummastki sordist
on segus?

Lahendus.

1) 7,05—6,6=0,45 (rbl.) on kasu odavama sordi kg-1t.

2) 84 —7,05=1,35 (rbl.) on kahju kallima sordi kg-1t.

3) Et segu ei annaks kasu ega kahju, on tarvis, et kasu iihelt
sordilt vorduks kahjuga teiselt sordilt, selleks peab iga segatava
aine hulk olema pdérdvordeline selle aine iihiku hinna ja segu
ihiku hinna vahega. Esimese sordi hulk suhtub teise sordi hulgaga
nagu 1,35:0,45=3: 1. Siit odavama sordi hulk %%:9 (kg).

Selle lahenduse skeemikujuline iileskirjutus on jargmine:

I 6,6 rbl. +045 4 . ; 8
11 84 rbl. 7,05 rbl.’ 1.35 ’ I:11=1,35:045=3:1
19,2 2 12.1
ber ag o ildm s e

Vastus: 9 kg ja 3 kg.
Harjutusi. Aritmeetiliste iilesannete kogust lahendada jirgmi-
sed iilesanded: 2978, 2990, 2991, 3006, 3013, 3019, 3020, 3027, 3028.

5. Ulesandeid aritmeetikakursuse kdigi osade kohta.
l. Sissepddsu hind aeda on 1,5 rbl. Kui alandati pdédsme
hinda, suurenes kiilastajate arv tema % vorra, sissetulek aga suu-

renes tema %v()rra. Kui palju alandati hinda?
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Lahendus. Sissetulek pddsmete eest on 1,5 rbl. korrutatud

kiilastajate arvuga. Teine tegur suurenes tema % vorra ehk l%

g 5
korda, korrutis suurenes tema — vorra ehk 5y korda. Saame teada,

4
mitu korda suurenes esimene tegur:
5 3 ; & 1 =
iy = (korda), s. 0. vdhenes & 0sa vorra.

150 kop. X § =25 kop.
Vastus: 25 kop. vorra.

2. Poiss, kogudes raha raadiovastuvotja jaoks, poordus abi-
saamiseks isa ja kahe onu poole. Esimene onu andis 25% sellest,
mis oli kogutud ilma onu abita, kaasa arvatud ka poisi enda

summa. Teine onu andis 33%% ja isa 50% sellest, mis oli kogutud

ilma nendeta, kaasa arvatud poisi enda summa. Kui palju maksis
vastuvotja, kui poisil endal oli 104 rbl.?

Lahendus. Esimene onu annab 25% sellest, mis oli kogu-
tud temata, kaasa arvatud poisi korjandus, see on 100%. Seepirast

esimese onu sissemaks on % = vastuvotja hinnast. Tép-
100425

333 1

selt samuti annab teine onu =

3 vastuvotja hinnast,

100+ 33
- 1 . e 1 1 1 47
ja isa annab - hinnast. Koik kolm annavad F+—+?=6‘0;

47 13,

l—— 50 104 rbl. —=480 rbl.

Vastus: 480 rbl.

3. Rong moédub 7,2 sek. semaforist ja 12 sek. platvormist,
mille pikkus on 120 m. Kui pikk on rong ja kui suur on tema kiirus?
Lahendus. Rong modédub semaforist 7,2 sekundit, niikaua
labib ta vahemaa, mis vordub tema pikkusega; 12 sekundiga libib
ta vahemaa, mis vordub 120 m pluss rongi pikkus. Jirelikult
12 sek. — 7,2 sek.—4,8 sek. jooksul ldbib ta 120 m; 120 m : 4,8 —
=25 m; 25 m X 3600=90000 m=90 km; 25 m-7,2=180 m.
Vastus: 180 m; 90 km.

4. Valvur tootab 4 pdeva ja 5. pdeval puhkab. Ta alustas
esmaspdeval t66d pérast piihapdevast puhkepieva. Kui kaua aja
padrast ta puhkab jille piihapieval?
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Lahendus. Pdevade arv, mis moodub, alates esmaspéevast
kuni jargmise puhkuseni piithapdeval — see on vidikseim arv, mis
peab jaguma 5-ga (4 pdeva tood + 1 pédev puhkust) ja 7-ga
(7 pédeva niddalas). Viikseim iihiskordne arvudele 5 ja 7 on 35
(pieva, kaasa arvatud pithapdev); kuni piihapdevani moodub
34 pdeva. :

Vastus: 34 pdeva pérast.

5. Tehase insener soidab iga pdev rongiga jaama kell 8 hom-
mikul. Samal kellaajal soidab talle jaama vastu auto ja toob ta
oigeks ajaks tehasesse. Kord joudis ta jaama tund aega tavalisest
varem ja mitte soovides oodata autot ldks talle vastu. TGepoolest,
teatava aja pédrast ta kohtas oma autot ja saabus tehasesse 20 min.
varem kui tavaliselt. Arvutada kellaaeg, millal insener kohtas

autot?
Vastus: kell 7.50.

Harjutusi. Aritmeetiliste {ilesannete kogust lahendada jiargmi-
sed iilesanded: 3051, 3058, 3061, 3085, 3096, 3099, 3104, 3111, 3114,
3117, 3127, 3137, 3152, 3158, 3174, 3195, 3211, 3222, 3226, 3239,
3249, 3250, 3254, 3315, 3324, 3326, 3341, 3422, 3425.

ALGEBRA.

Matemaatikaprogrammi seletuskirjas, 1946. a. védljaanne, raagi- -
takse, et algebra oOpetamise eesmirgiks keskkoolis on laiendada
opilaste kujutlust arvust, opetada teadlikult, kiiresti ja voimalikult
ratsionaalselt teisendama algebralisi avaldisi, Opetada vorrandite
koostamise votteid ja nende lahendamise meetodeid. Opetaja ise
peab tdiuslikult valdama algebraliste avaldiste teisendamise teh-
nikat ja omama oskust lahendada iilesandeid vorrandite abil.
Stabiilses algebra iilesannete kogus ei tohi iikski iilesanne Gpeta-
jale raskusi teha. Peale selle peab Opetaja oskama lahendada kor-
gemat tiiiipi iilesandeid elementaaralgebra iilesannete kogust.

Oma igapdevases to0s peab Opetaja miinimumina kasutama
jdrgmisi raamatuid:

1. Saposnikov ja Valtsov, Algebra iilesannete kogu VI—VIII
ja VIII—X Kklassile, RK ,,Pedagoogiline Kirjandus”, 1949.

2. Anexcaxun, Kaypmaun u Couyrosa. J[lonoanu-
TeJlbHbIH CcOOpHUK aare6panueckux 3aznauy, u. I. Tlom pemakuuei
npogeccopa 'pebGenua. ;
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3. basamos u UnunruH JlONONHHTENbHBIH COOPHHK a/red-
panueckux 3anad, 4. II. Tlox penakuueir npod. I'peGenua.

4. [IpxeBanbckuil. COopHUK ajreGpamyecKux 3ajgad, 4. I,
1941 r.

5. O6ep u Ilaneabe. YrnpaxHeHHs 10 3JieMEHTapHOM
anarebpe, 1940 r.

6. Kpeumap. 3anaun no aare6pe, 1940, YVunearus.

7. Kpeumap. 3anaunuk mo airebpe, 1937, OHTHU.

8. ,,Marematnka B mKose’. MeToMHUECKHI XKypHaxa, 1937—1941;
1946—1947 rr.

9. A. Kisseljov, Algebra VI—VIII Ja VIII—X Kklassile,
RK ,,Pedagoogiline Kirjandus”, 1949.

10. Anexcaunapos u Koamoropos. Axre6pa, Yunen-
ru3, 1940 r.

1. S. Brons$tein, Algebra ja selle opetamine seitsmeklassi-
lises koolis, RK ,,Pedagoogiline Kirjandus”, 1949.

12. YUucrsikoB. Meroauka anre6psi.

13. T u6u. DiemeHTapHasi MaTeMaTHKA.

14. Bapcykos A. H. VYpaBueHus neppoil cremenu, 1944, ja
teised.

Allpool antakse metoodilisi ndpuniiteid abiks kaugdppe iilidpi-
lasele, kes opib iseseisvalt, arendades oma oskust lahendada iiles-
andeid vorrandite koostamise teel ning oskust ratsionaalselt tei-
 sendada algebralisi avaldisi.

Elementaaralgebra iilesannete esimene grupp ongi iilesanded
avaldiste teisendamiseks. Alustame nendega. :

§ 1. Tehteid relatiivsete arvudega.

Arvutada algebraliste summade korrutis:
(—3+5+4+8—4) (+2—7—6).

Noutava korrutise voib leida kahel viisil:
a) Arvutame esmalt mélemad summad, pérast leiame saadud
arvude korrutise:

—34+5+8—4=+46; 2—7—6=—11; (+6) (—11) =—66
Jérelikult
(—3+4+54+8—4) (2—7—6) = (+6) - (—11) =—66
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b) Noutava korrutise arvutamisel teisel viisil korrutatakse esi-
teks esimese summa liikmed teise summa esimese liikmega, parast
korrutatakse esimese summa koik liikmed teise summa teise liik-

mega jne.
(—3+5+8—4) (2—7—6)=(—3)(+2) +
+ (+5) (+2), 4 (+8) (+2) + (—4) (+2) + (3) (—7) +
F T PR D (8~ *%
+ (+5) (—6) + (+8) (—6) + (—4) (—6) =—6+ 10+ 16 —8+
+ 21 —35—56+428+418—30 —48 4 24=117 — 183 = —66.

Harjutusi. Arvutada:

2 [—3+3—3];

9 [s+s+i—z][-2+3—3][- (-2 +{E'+
afles 5o

o i
T

3245 —— x4l

e s e Son

§ 2. Algebraliste avaldiste numbrilised vadrtused.

1): Leida hulkliikme numbriline vdartus:
B+YyYy4+24+3U+2) - (2+2) (x4 y), kui

a) r=—4, y=2, 2=1; b) v=-—3, y=4, 2=—1.

Lahendus.
a) (—4)°+ 2+ P+32+1)(1—4)(—4+2) =—64+8+
+ 14+ 3(+3)(—3) (—2) =—55 + 54 = —1.
b) (—8)7+4 4 (—1)*+3(4— 1) (—1 —3) (—1 +4) =
—927 + 64 — 1 + 3(43) (—4) (+1) = +36 — 36 —0.
2) Leida avaldise numbriline véartus:
1 " 1 2
a>—3b2 4 2ab | b2 —3a? 4+ 2ab  3a? + 10ab + 362’

kui a=2, b=-3; a:——L, b=%.
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Kui a=2, b =—3, saame:

a?— 3b2 4 2ab =4 — 27 — 12 =—35; b2 — 3a® + 2ab —
=9 — 12— 12=—15;

3a? + 10ab + 36> = 12 — 60 + 27 = —21

SRR

Kui a:—é—, b_4,saame

a2—3b2+2ab=%—%—%—§;12174“_24_ 13454,

b2——3a2+2ab=%—%_%_—_3__‘112_—_8=_%=_116;

302+ 10ab + 8b2 =y — o4 3 _16-M049__15__ 5,
S T e R

3) Leida avaldise numbriline véartus:

2a 26 2¢ (b—c)(c—a)(a—D)
a-+b +b+c+c+a T (b+c)(c+a)(a+0b)’

kui a:%, b_—:—}l-, ¢c— —1.
Saame:
1 | e
. 2 o 4 2. 4R o e
B RS e AT
£ R TR r TRE e TR T
Harjutusi. Leida avaldiste numbrilised vidartused:
i
l+w(ac— )
xz+41
ab (x® 4+ y2) + xy (a2 + b2) 2T Tk —-__l 55
2) ab (x> — y?) + ay (a2 — b2)° kui a_7, b— 3 ‘x_3,
y=—1I,

3) a+b a—b

20? : .
Q(a—b)_2(a+b)+a2_.bz’ kui =3, b=—2 ja

. 2 g
kLIl a'='—§, b-——-2—,

xy (®—a)ly—a) | (x—0b)(y—
AT Tt T YA e 11 P

a:—_%, b:l;

8 9. 1 1
s ki 2=+, y=—+,



a2(@ —b)(x—c) | B2(x—c)(x—a) | 2(x—a)(x—Db)
5 a—ta—o T 6—ab—a T c—a)c=b"

v 1
kui 2—=-—=

2 1
5 a=§, b=—7,C=——2.

§ 3. Tehteid ratsionaalsete avaldistega.

Ratsionaalseid avaldisi on voimalik mitmel viisil teisendada.
Peatume pohimistel teisendustel.

A. Tehteid tiis-iiksliikmetega ja téis-hulkliikmetega.

1) Arvutada korrutis (23 4222422+ 1) - (22— 4 1).
Lahendus.
224222+ 22 +1
X 22— z 41
b+ 22t - 22° + 22
— 2 —228—222— 2
+ 22422242241
2+ 4 22+ 224 x=—l—1'

2) Arvutada korrutis:

(a* — 3a2b? + 2ab3 — b*) (2a® + a2b — 3b3).
Lahendus.

< at —3a%’b%+ 2ab® — bt
2a® 4+ a®b — 363

2a" — 6a°b* + 4a*b® — 2a°b*
+ a% — 3a*b® + 2ab* — a®b®
— 3a*b? —+9a%6% — 6ab® - 3b7
24" -+ a®h — 6a°b> -— 2a*b? + 8a2b® — 6ab® -+ 367

3) Lihtsustada avaldis:
(2a% + 3ab — b2)2 — 4 (a2 — b2) (a2 + 3ab + 2b2).

Lahendus.

(202 4 3ab — b?)? — 4a* + 120%b -+ 5a2b? — 6ab? + bh;
—4(a? — b?) (a2 + 3ab + 2b2) — —4a’t — 1203 — 4a2b? +
+ 12ab° + 8b*.

41



5)

42

Piérast liitmist saame:
a?b? + 6ab?® + 9b* = b2 (a® + 6ab + 9b%) = b?(a + 3b)2.
4) Kontrollida Lagrange’i samasus:
(@® + b?) (a1® + by?) — (aa; + bby)? = (ab, — bay)2.
Lahendus.

(@ + b2) (@? 4 b1?) = a?a;? + b2a;? + a2b,® 4 62,3
(aa, 4 bb;)? = a%a,® + b%b,2 4 2aa,bb,.

Pérast lahutamist saamie:

(a® 4 0%) (a:® + bs%) — (@@ + bby)? =
=a2b12 -+ b2a12 e 2aa1bb1 — (abl pe ba,)2.

Leida hulkliikmete jagatis:
o8+ 3+ 23 — 3ayz

ct+y+2z
Lahendus.
3 — 3wyz + (% + 28)
— a8 — a2y + 2) z+(y+2)
—2}y+2)  —3eyz+ (P + ) | P —a(y+2)+ WP+ —y2)

+a2(y +2) + 2(y 4 2)?
z(y: + 2% —yz) 4 (y3 4 29)
—2@P+22—y2) — (P + )
0

Harjutusi.
1) Arvutada korrutis (—a+4b+4c)(a—b+4c)(a+b—c).
2) Arvutada tdhelepandavad korrutised:
a) (am!'+ am2b + a™3b2 4 ...+ ab™2 4 bm1) (a — b), kus
tahistab positiivset tédisarvu;
b) (am!— am2h  am3b2 — ... — ab™2 + bm1) (a 4 b), kus
tahistab positiivset paaritut tdisarvu;
) +y+2) @+ Y2+ 22— yz—2z—2Y).
3) Arvutada hulkliikmete jagatised:
a) Ply—2) +13(2—2) +28z—y),
z2(y —2) + 2 (z—2) +22(z—y)’
b —zt + (a2 — a)a® + (a3 + 3a)x? + (—ad 4+ 2a?)r — 2a?
) —22 + a2z + 2a d
c) (F—1):(x—1);
d) (a®—1): (a+1).




4) Kontrollida Euleri samasus:
(ax 4 by + cz + dt)? + (bx — ay 4+ dz — ct)? +
+ (cx —dy—az+ bt)?2 + (dx + cy — bz — at)?=
— (@ 02 @) (@2 Y2+ 2 B,
5) Miirata kindlaks samasused:
a) (z+y)'+2+y'=2(2+2y+ )%
b) (x4 y)5—2° —yS=>5zy(z+ y) (22 4 2y + ¥?);
¢) F+y)—a—y =Tay(z+y) (P +yx + ¥?)".
Nédpunédide ndite a) kohta: olgu z4+y=s, zy=p,
siis #t 4 yt = (22 + y2)2 — 2222 — (32_2[',)2__2[,2:
—8§* — 4ps? 4 2p?;
(z+y)t+ 2t yrt=s'+ st —4ps2 + 2p% =
=2(s?—p)2=2(a* + 2y + ¥?).

B. Tegureiks lahutamine.

Tihti on kasulik esitada tdis-hulkliige mitme teguri korrutisena,
néiteks esimese astme hulkliikmete korrutisena. Tegureiks saab
lahutada ainult neid hulkliikmeid, mis on saadud teiste hulkliik-
mete korrutamisel, kusjuures antud hulkliige lahutatakse niisuguste
hulkliikmete korrutiseks, mis esinesid tema saamisel. Uldist reeg-
lit hulkliikme tegureiks lahutamiseks ei ole; kiillaldase praktika
pohjal hulkliikmete teisendamisel v6ib moningail juhtudel suu-
rema vaevata ndha, millisteks teguriteks lahutub antud hulkliige
(ratsionaalsete arvude valdkonnas).

Lahutada tegureiks:

1) 14 25

Lahendus.
14 28= 134 (2%)°= (1 + #) (1 — 2 + 2%;
1—2242t=(1422)2—322=(14+2V3+22)(l —zV 3+ a?;
I4+25=14+22)(14+2V3+22)(1—zV 3+ 2?).

2) x3+a:+\2.

Lahendus.

Btz4+2=@F+1)+ (z+1)=(=z+1)@F—2z+2).

3) 3—a?—ad®—at



Lahendus.
3—a?—a*—at=(1—a?) 4+ (1l —a®) + (1 —a*) =
= (1 —a) (3 + 3a + 2a2 + a®).

4) (24 )° =2 =5
Lahendus.

(z4+y)s—2 — 9=
=(@+9)5— (@+y) (@ —Y+ 2P — 2P + ) =
=@+ [E+y)—2+ 2y — P + 2 — ] =

=@+ ) [(@+ 20y +9?)? — 2 + 2y — PP+ 2 — ] =

= (= + y) (523%y + 52%y? + 5ay®) = 5ay (¢ + ) (2* + 2y + ¥?).

5) z® + y® + 28 — 3zyz.

Lahendus. z asendamisel avaldisega [—(y + 2)] muutub
meie avaldis nulliks:

[—y+2P+v¥+22—3[—(¥y+2)]yz=
=—(U+2)° +*+2+3(y +2)yz=
=—3(y+2)yz+ 3(y + 2)yz=0.
Jarelikult on tal tegur (x4 y + 2); eraldame selle:
B4 y3 422 —3ryz= (v +y+2)*—3xy(z+y) —
—32z(z+2) —3yz(y +2) —92yz= (t+y+2)°—
— 3zy(z + y) — 3xyz — 3x2(x + 2) — 32yz —
—3yz(y+2) —3ryz=(r+y+2)3—3(+y+
+2)(xzy+rz+y2) =(r+y+2) (@ +y*+22—

— Yy — 22— Y2).
6) 2°(y—2) + ¥ (z—2) +22(z—9).
Lahendus. Meie avaldis muutub nulliks, kui
Ty =214 Je=2.

Jirelikultta jagub korrutisega (¢ — y) (z—2) (y — 2).
Eraldame need tegurid:
By —2) +y¥—2) +2@—y)=2*(y—2) +
+ (¥%2 — 2%y) — (zy® — 2%) =23(y — 2) + y2(y¥*? —2%) —
—z(yt—28) =2 (y—2) +¥2(y+2) (y —2) —2(¥y—2) (¥ +

+yz+2)=y—2) [P +yz(y+2) —2(?+yz+2°)] =

= (y —2) [(2® — 22?) — (212 —¥%2) — (2y2—y2’) ] =

— (— ) [2(z+2) (2 —2) — (v —2) —y2(z —2)] =

=W—2@—2@E+2) —y¥—yl=
=@Wy—2)(@—2)EF—y)(t+y+2).



Harjutusi. Lahutada tegureiks:

1) 12525 4 522 + 10;

2) ad+ 2a* 4 2a%b + b3,

3) a®(b? — c?) + b3(c? — a?) + c3(a? — b?);

4) (224 2x)2 — 14(22 + ) + 24;

5) 23+ 922 4 1l —21;

6) (¥+2) (z2+2) (z+y) +ayz; :

7) z2(y*—2°) +y(Z—2*) +2(x* —¥?).

Ndpunidide ndite 7 kohta. Antud avaldis muutub nul-
liks, kui y==2, seepdrast tema teguriks on y — 2z, samuti on
tema tegureiks 2 — 2 ja  — y. Et antud avaldis on kolmanda ast-
meline, siis ta vordub 2(y — 2) (z— 2) (x — y), kus & on jddv arv.
Vordsustades koefitsiendid xy? juures antud ja saadud avaldistes,
leiame, et k=1.

8) (a+b+c)5— (b+c—a)s— (c+a—b)s—
—(a+b—c)s.

Nédpundide. Antud avaldis vordub
abclk(a® + b2 + ¢?) + [(bc + ca + ab) 1;

see peab olema viienda astmeline.

Olgu a=b=c=1, siis 243 —1—1—1=3k+ 3,
k+1=80. Olgu a=b=1, c=—1, siis 14+1+4+1—243=
=—(3k—1); 3k—1=240; k=80, [=0; jarelikult antud aval-
dis vordub 80abc(a? + b2 4 c?).

9) (b—¢)(b+0)*+ (c—a)(c+a)*+ (a—b) (a+ b)*.

10) Lahutada tegureiks ndited Sapo$nikovi ja Valtsovi iiles-
annete kogu I osast, peatiikk III, § 6.

C. Ratsionaalsed murrud.

1) Lihtsustada murd:

2a2 — ab — 3b2?
2a2 — Hab + 3b2 °
Lahendus.
2a2 — ab — 3b? (202 — 2b2) — (ab + b2)

22 —5ab 1 3b2 (22 — 3ab) — (2ab — 3b%)
_(@+d)[2(a—b)—b] _a+bd
~  (2a—3b)(a—b) ~ a-—b’
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2) Lihtsustada murd:

(el =yt
(L=l Y PP ==

Lahendus.

@+y) ——y' _ Tey@@4y) (@ +ay+9)? T
(t+y)*—a®—ys  bry(z+y) (@2 +ay+y?) 5
3) Liita:

(2% + 2y +y2).

2a 4z z—a
a2——12+2a2+3az+z2'

Lahendus. Lahutame teise murru nimetaja tegureiks:
202 4 3ax + 22 = (a + ) (2a + z);
2a +z z—a __(2a+z)2—(a—2z)2 __  3a(a+27)
e 2024 3ax +22T (2—2?) (2a+z) (@®—a%)(2a+7)°
4) Lihtsustada:
2 b2 c2

a
(a—b)(a—c) + (b—a)(b—c) + (c—a)(c—0b)"’
Lahendus.

a? b2 2 a2
(a—b)(a—0)+(b-a)(b—0)+(0—0)(0—17):(0—5)(0—0)_—
b2 ¢ o g (b—¢) —bi(a—~c) +C2lab)
T@=hG—a T E—at—a " @—hb—a@=0
5) Lihtsustada: ’
& y 1 1)\2
st )
2z g2 p Yy *
R e
Lahendus.
Lugeja on:

@F+ay+y)(@e—y)? _ (B—13)(z—v)
z3y3 R 33 :

Nimetaja on:

it —ady—azyt (B—yd)(z— )

222 22
Antud murd vordub ;}—y
6) Lihtsustada:
PN R, »”
(q W 1) Sy g° 3
SR ol D o &gy
VRS ST i q 45 q ¥
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Lahendus. Jagatav on:
(P +or pP—g

X s 7 _pPp+9q
L= Frepte e
rq 7?
Jagaja on:
ppP+¢) __pP+9)
7*(P*—pq + ¢°) =0
Jagatis on 1.
7) Naéidata, et
at b
@—t@—oa—a to=a0—ao—a

ct as

+(C—-d)(c—a)(0—b) T (d—a)(d—b)(d—c) =a+b+c+ad

Lahendus. Viies murrud iihisele nimetajale leiame, et luge-
jate summa on:
—at(b—c)(b—d)(c—d) —b*(c—a)(c—d)(a—d) —
—ct(a—b)(a—d) (b —d) —d*(b—c)(c—a)(a—D).
See avaldis muutub nulliks, kui b =d, kui ¢=d, ja seepérast
ta vordub:
k(b—c)(c—a)(a—b)(a—d)(b—d)(c—d)(a+ b+ c+ad).
Vordsustades koefitsiendid a*b2c ees leiame, et = 1. Uhine
nimetaja on

(b—c¢) (¢ —a) (a— b) (a—d) (b —d) (c — d),
seepdrast murdude summa on
atb+4c+d.

Harjutusi.

1) Lahendada koik iilesanded Sapo3$nikovi ja Valtsovi teosest
»Algebra iilesannete kogu VI—VIII Kklassile”, IV peatiikk, § 6.

2) Lihtsustada:

a+2b 2a-+0b
ab* ~  a%
2421 1 1 1\ a4 ¢2"
W('ﬁ_ﬁ)_(a_‘l_?)'_afc?_

3) Nadidata, et kui

Btct—a? | Pta>—0 , @ d—
2bc + 2ac + 2ab el
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(b2+c2—a2 2n+1+(02+a2—b2)2n+1+(a2+b2—c2)2ﬂ+1=1-

T RS 2ca

4) Niidata, et kui

2 —yz P—zx 22—yx

siis

7 AR T e Bee
siis
az——bc b2 — ac c-—ab
@ y z
5) Teisendada murd + Y lihtsamaks, vottes
a—1 2a —1

AT B Aa Sl s

§ 4. Irratsionaalsed avaldised.

Irratsionaalsete avaldiste arvutamisel ja teisendamisel kasuta-
takse praktikas ainult iiht avaldise vdirtust — aritmeetilist. Peale
selle tuleb mirk miinus paarituarvulise juurija korral alati tuua
juuremérgi alt juuremadrgi ette, néditeks:

S 5
V—7=—VT7,
vastasel korral saame vale tulemuse.
Olgu tarvis arvutada:

(&%+4V6—;1+2V@;W—2V§

Lahendus
(V%+4V6—V1+2V@ 1—2V&_
=_4V%+4VB—WH+QV&)V2V‘_1=
=—Jv5+4V6vb5—4V6+
+V1+2V_V2V6—1_~JVw9+
+13/23——V‘3+V—-—0.

——— T T 3‘—‘
Kui aga enne jitta 1/1—2 V 6 ieisendamata, tuleb vastus 2 v/ 23
(vale). Kontrollige.

Lahendage Sapo$nikovi ja Valtsovi teosest ,,Algebra iilesannete
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kogu VIII—X klassile”, peatiikk IX, iilesanne nr. 317. Seletage, miks
peab olema kaks vastust: + 1 ja — 1.
Irratsionaalsete avaldiste teisendamise aluseks on samasus

V a) =a, mis oma sisult on juure definitsioon. Selle samasuse
abil saab iga ratsionaalse avaldise teisendada irratsionaalseks:

3 3
s=/3r=(V8) = ... ey=/aFor=
mis annab voimaluse taandada murde ja kaotada irratsionaalsust
nimetajas voi lugejas:

3 3 ‘ .
1% 14 1 —b = e
aa b et A 7 —(Va b) ’

val va yi=s

8 Yl el MY .
g L eg el S peodeint i

n n
Samasuse (Va) =—a teine kasutamisvoimalus esineb juuraval-

diste teisendamise pohireeglite tuletamisel. Toome moningaid néi-
teid irratsionaalsete avaldiste teguriteks lahutamise ja irratsio-
naalsete murdavaldiste teisendamise kohta.

HV15—V6=V315-V2).
Qa+b—VaE—P=Vatb)—Va—0b)Vatb=
=Va+b(Va+b—Va—0b).

3) 24V z+3=2+3Vze+Vz+3=Vz(Vz+3)+
+WVz43)=Vz+3)Vz+1).
g V- V6 V§(V§—V?)=ﬁ=l/§.
VB—yid V7T (¥V5—V72)
5) a2+ b2 —sz4—b4=(|/a2+'b2)2—w—_b2-Va2~—b2=
az 4 b (Va2 Fp2)2
_VEFR—VE—R
V a® + b2

n n
Toome kaks ndidet, milles peale valemi (VE) — a noutakse veel

astme astendamise ja korrutise astendamise seaduse kasuta-
mist.

o sV -5l 2)T -5 -5

4 Iseseisvad t66d elementaarmatemaatikas. 49



PRy s A n]2
7 [1]/1]2 _a_[(]/?)] e ool .4 S
b a _b2" a '—b2n a _b2n—2‘
Irratsionaalsete avaldiste jagamise ja korrutamise oppimisel

valemite abil on kasulik irratsionaalsete avaldiste tegureiks lahu-
tamisel rakendada jirgmisi valemeid:

3 3 3 3 3
8 Va+2Vay+Vi=We+vi).
b)a—b=1a+Vb)(Va—Vb).

3 3 6 6 6 6
9 Va—Vo=Va+Vs)ya—vs). ‘
daVa—boVb=Va—VbBP=Va—Vb)a+Vab+b).

3 3 3 3 3

& at+o=Va+Vi)Ve—vas+V#).
) e—y+3Va43Vy=0V2+VVz—Vy)+
+3WVz4+VyY)=WVz+Vy) Vz—Vy+3) jne.
Analiiiisime moningaid néiteid vorduste toestamiseks.
1) Toestada: V2+V“3=%F—l.

Lahendus. Molemad antud vorduse pooled on positiivsed.
Selleks et toestada nende vordsust, piisab, kui toestada, et nende
ruudud on vordsed. Vasaku poole ruut on 2 4 V/ 3; parema poole

3+2V341 __4+2V3
3 =

= =2+ V3. Seega molema poole

ruut on
ruudud on vordsed.
2) Toestada:
1 £ 3 4
Vi— Vs Vi—Vi Vetvr
Lahendus. Asendame antud murrud nendega vordsete mur-
dudega, millel on ratsionaalsed nimetajad.

1 ; 3 WLy B
*’—_—V~5=V6+V3, W—V5+V2,

V6
4 vavagy AR
e B e A

Siis saame:
V64+V5=V54+V2+V6—V2ne
3) Taestada, et kui a ja b on positiivsed arvud ning a> — b on
positiivne, siis
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VatVe=) EVE=0 ) e=VE=s,

: V;_—V—;=l/a_+;/2az—:b_ a—1/2a_2:—_5.

Lahendus. Et toestatava vorduse molemad pooled on posi-
tiivsed, siis on kiillaldane, kui ndidata, et nende poolte ruudud on

vordsed. Vasaku poole ruut on a -V b. Parema poole ruut on

a+Va2—b , a—V)Ya:—b a T a SV g
5 3 1/2 +2V( + Vi b;( Va=o) -

=a-+ Vb jne.
4) Toestada:

24-y3 2 )8
VitVetyvs Tyva—Vavs AV

Lahendus. Saame'

- Y T+ -

V2ffVT 3_‘

LVE__(3+V3)V2.

V2+Ve+ys 6
St A BRI Vo 1. S RF
V2-Va2sys b6

Harjutusi.

1. Lahendada iilesanded §-d 9, 10, 11 Saposnikovi ja Valtsovi
tilesannete kogust, II jagu, ptk. IX.

2. Lihtsustada:

3 3 ;
V10+1/20-|-1/40—1/5—V80 ok b L

x3 — 3, 3 — 1 x2 — 8 3z — (22 —1 x2 — 4
c)]/ @+ ( ; W 4+]/w « (x2 Y% ’

oletades, et 22 ei ole 1.
) {32 V5)5_25
Bxysp+2

:' R “ e B e o !

s oy 51
. )il B
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3) Niidata, et kui:
= INES e Fin
a)Vz+Vy+Vz=0
siis
(x4 y + 2)3=2Tzyz;
3 3 3
b)(y—)VI—F+E—n)VI—pP+(—yV1-2=0,
siis
(1—2%) (1 —9°) (1 —2°) = (1 —ay2)>.
§ 5. Murdarvulised ja negatiivsed astendajad.
1) Lihtsustada:
i L3 2% 2 1
(@® —af 4+ 1)@ 3¢ + De—a? +1).
Lahendus.
N <8 1, 4, L 1 1
@ —z2* 1) +2t+ )=@2+ 12— (z!)P=22+z+1,
1 1 1
@+a2+1)@—2% +)=@+12—(@2P=2"+z+1.

2) Kontrollida samasus:
4 2

(@®+a®- b3)2+(b2+a3 * ¥
Lahendus.

o
2

2 =(a®+b%)*.

Lk
3

A T Shg TORING )
a®+a3-b%=ad (a®+b3);
vorduse vasaku poole vaib kirjutada jérgmiselt:
2 1 2

(@ 4897 @ +5)

ehk

Ly o

(a® +b3)2.

3) Lihtsustada murd:
81 T 3
a2 —a’x ?_9a%g +2m

$ :
a.2_—:z:2

Lahendus. Oletame, et
1 1
(E7=y, a7=b,
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saame:

P=Py+ By 7o OV W=V 9
B— k= B2—y2 = Y
ehk
3 X
a? —2x*,
Harjutusi.

1. Lahendada Sapo$nikovi ja Valtsovi teosest ,Algebra iiles-
annete kogu VIII—X klassile”, IX ptk., § 12 harjutusiilesanded.

2. Lihtsustada avaldis:
1 p(p _l q—p

. TR Y
(p 9° q
1\¢ 1
o=l 1
oletades, et p>1, ¢g> 1, pg > 1.
3. Arvutada avaldis:

)ﬂ—-q

e e G :

A= 7'm(x;+9ﬁ),
kui

2pq
a+ 075

x=(a—b

kus p ja g tdhistavad mistahes ratsionaalseid arve ja ?z:-—t_% on
positiivne.

Elementaaralgebra iilesannete teise grupi moodustavad esimese
ja teise astme vorrandid iihe ja rohkema tundmatuga. Ulesannete
lahendamist vorrandite abil on iisna raske selgeks oppida, siin on
tarvis tublisti treenida. Viga tarvilik on tosiselt tutvuda vorran-
dite ja vorrandisiisteemide ekvivalentsuse teooriaga (vt. Gibs,
Elementaarmatemaatika) .

§ 6. Esimese astme vorrandid ja vorratused iihe

tundmatuga.
1) Lahendada vorrand:
g Txe+4 _ 3m—5 ’
T — =,

1 Vt. ka elementaarmatemaatika Opikut GOpetajate instituutidele. S. 1. No-
vosjolov, Algebra, Eesti Riiklik Kirjastus, 1950.

53



Lahendus:
20z+4) 10z __ 53z —35)
TR e [
2(7z44) — 106=5(3z—5); 1le=33; z—=2=—3,

Kontrollime, kas siis, kui =3, antud vorrandi molemad poo-
led saavad iihe ja sama numbrilise vddrtuse. Kui =3, on vor-

randi vasak pool o 2-4
z — 1 ! z—3
lo St e
Lahendus. Pérast nimetajast vabanemist saame:
4(2xr—1) — (bx+2) —3(zx—3) — 12=0;
8 —4—5r—2—3x+4+9—12=0;
8—5—3)z—4—24+9—12=0; 0-2—9=0; 0-z=09.
Vorrandil ei ole lahendit, see on lahendamatu vorrand.
3) z-;—ﬁ_l__?(m—sl— 17)_!_5(:1'? 10)= 293—{—6.
Lahendus. Pirast murdudest vabanemist saame:
3(z+6) +4(x+ 17) +5(z— 10) —6(2x 4 6) = 0;
Q-0 =0,
Vorrandit rahuldab iga x védéartus; vorrand on méaidramatu.
4) Tx+48 x4 5 2

21 8x — 11 B

—3=2, ja parem pool on 9—%—5=2.

Lahendus. Teisendame koik vorrandi liikmed i{ihenimelis-
teks, vottes iihiseks nimetajaks 21 (8 — 11) ja vabastame vorrandi

nimetajast, oletades, et 8z — 11320, s. 0. £ %. Saame: _43x——

— 172 =0 voi x:%=4; 4 on vorrandi lahend, mida kinnitab

ka kontroll.

z41 x4+ 2 4

S)m-—l:l——w+3+m2+2x—3=0'

Lahendus. Viime koik vorrandi liikmed iihisele nimetajale
(x— 1) (z+ 3) ning vabaneme sellest nimetajast, oletades, et ta
ei ole null, s. 0. et z ei ole 1 ega —3. Saame (z+1)(z+3) —
—(x+2)(x—1) +4=0; 32z+4+9=0; siit z=—3. Jirelikult,
antud vorrandil ei ole lahendit.

6) Lahendada vorrand:

m2r—=m(z+ 2) — 2.




Lahendus.
mz—mx+2) +2=0; (Mm—m)z=2(m—1):
m(m—1)z=2(m—1).

. R Ay o e PN S
Kui m(m — 1) 3240, siis =y kui m=20, siis

saame 0-z=2, vorrand on lahendamatu. Lopuks, kui m =1, siis
0-2=0, vorrand on midramatu.

7

3

Qo @eniliii ) 2ah
a—b a+b a?—0b2

Lahendus. Oletame, et a—b ja a4+ b on nullist erinevad,
muidu vorrandil ei ole motet. Viime koik vorrandi liikmed vaiksei-
male iihisnimetajale ja vabastame vorrandi sellest nimetajast.
Saame vorrandi 2az —a? — b2, Kui a3£40, omab vorrand lahendi

-’C=a2;b2. Kui a=0, siis b ei vordu nulliga; sel juhul vorrandil

ei ole lahendit.
8) Lahendada vorratus:

mx—1) >z —2.

Lahendus.

(m—1)z>m—2.

i & e : —2
Kui m > 1, siis m — 1 on positiivne ja x >%—_-—1.
m—2

Kui m < 1, siifs m — 1 on negatiivne ja ¢ <_—.

Kui m =1, siis vorratus saab kuju z-0> —1; ta on oige igal
x véadrtusel.

9) Ulesanne iihe tundmatuga esimese astme vorrandi koosta-
miseks. Kolm isikut jaotavad omavahel mingi rahasumma. Esi-

mene saab 600 rbl. vorra vahem kui %sellest summast, teine saab

% sellest summast, kolmas saab 4000 rbl. vorra vdhem kui pool sel-
lest summast. Tuleb leida kogu summa ja kui palju raha sai igaiiks.

Lahendus. Koostada vorrand {ilesande andmete jirgi, see
tdhendab, véiljendada vorrandi abil seosed iilesandes antud arvude
ja tundmatute arvude vahel. Uldist reeglit vorrandi koostamiseks
ei ole vdoimalik anda. Siin on tarvilik suur treening {ilesannete
lahendamisel vorrandite abil. Antud iilesande voib lahendada
jargmisel viisil.

Igas algebra iilesandes tuleb kdigepealt valida tundmatu suu-
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rus. Antud iilesandes tuleb votta tundmatuks rahasumma, mis tuleb
jaotada. Me margime selle tdhega z, vottes iihikuks rubla.

Niiiid on tarvis koostada vorrand, mille lahendiks on tundmatu
arv z. Vorrandi koostamiseks mérgime dra tehted, mis tuleb teha
arvuga x. Pdrast seda kontrollime, kas saadud arv rahuldab iiles-

N = s ¥ " 2
ande tingimusi. Esimene saab rahasumma, mis on vordnegx

ilma 600 rbl., s. o. %x—600; teine saabii—, kolmas aga% — 4000.

Selleks, et arv = rahuldaks iilesande tingimusi, on tarvilik ja pii-
sav, et nende kolme osa summa oleks z. Nii saame vorrandi:

2z @ @
Lahendame saadud vorrandi:
2
g+;+; — &= 4600;
8z + 3r 4 6 — 122 =4600 - 12;
5z —4600-12; z=2900-12__ 1 040.

S
Jaotamisele kuuluv rahasumma on 11040 rbl. Esimese isiku
osa on % —600 ehk 2110 _ 00— 6760 (rbl.). Teise osa on
2=1% 9760 (rbl). Kolmanda osa on 2 —4000="100__

—4000=1520 (rbl.). Koigi kolme summa on 6760 + 2760 +
+ 1520, mis on toesti 11 040 rbl.

Harjutusi.

1) SapoSnikovi ja Valtsovi teosest ,,Algebra iilesannete kogu
VI—VIII Kklassile”, VI ptk, lahendada jirgmised iilesanded:
110—135, 163—177, 188—210.

2) Saposnikov ja Valtsov, ,Algebra iilesannete kogu VIII—X
klassile”, ptk. XX, iilesanded 25—39.

3) Saposnikov ja Valtsov, ,Algebra iilesannete kogu VI—VIII
klassile”, VI ptk., iilesanded 383, 412, 428, 477 (jagamine jiigiga):
tilesanded 386, 392, 393, 396, 419 (iimbervalamine); iilesanded
388, 397, 398, 413, 414, 461 (segud); iilesanded 389, 402, 403, 421,
447, 466, 474, 475 (protsendid); iilesanded 399, 441, 442, 463, 467,
468 (liikumine); iilesanded 404, 405, 406, 407, 408 (basseinid);
lilesanded 415, 416, 484 (kahekohaline arv); iilesanded 420, 429,
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437, 473 (tundmatute korrutis); iilesanded 423, 431, 433 (murd);
iilesanded 391, 441, 453, 454, 455, 458, 459, 462 (fiiiisika).

4) Kuuekohaline arv algab vasakult numbriga 1. Kui see num-
ber viia esimeselt kohalt vasakult viimasele kohale paremal, siis
uus saadud arv on kolm korda suurem eelmisest. Leida esialgne
arv.

5) Vaat sisaldab a liitrit veini. Temast valatakse vilja liiter
veini ja asendatakse liitri veega; seejdrel valatakse liiter segu
vdlja ja uuesti asendatakse ta liitri veega. Niiviisi korratakse
korda. Kui palju puhast veini jdidb vaati?

§ 7. Esimese astme vdrrandisiisteem kahe ja mitme
tundmatuga.

Enne kui asuda harjutuste juurde esimese astme vorrandisiis-
teemide lahendamisel, tuleb korrata teooriat: mis nimetatakse vor-
randisiisteemiks, millal antud vérrandisiisteemil on iiks ja ainult
iiks lahendite siisteem, millal ta on vastuoluline ja millal mééira-
matu.

Esmajérjekorras on tarvis korrata esimese astme vdrrandisiis-
teemi kahe tundmatuga. Kahe vorrandi lahendamine kahe tund-
matuga taandatakse vorrandi koostamiseks, mis sisaldab ainult
itht tundmatut. Niisuguse vérrandi koostamist nimetatakse tund-
matu elimineerimiseks. Kasutatakse nelja elimineerimismeetodit.
1) Koefitsientide vordsustamise meetod. 2) Asendusmeetod.
3) Tundmatute vordlemise meetod. 4) Miidramata kordaja mee-
tod. Omaette meetod on abitundmatute meetod, mis tihti lihtsus-
tab algebralist avaldist, sageli asendatakse murdavaldis tiisaval-
disega jne. Koigi nende votetega peab olema tuttav.

1) Lahendada siisteem:

3z + 4y —29=0
9z — 20 —17=0 }

Lahendus. Kahe tundmatuga esimese astme vorrandisiis-
teemi iildine kuju:

ar+ by 4+ c=0
de+by+c =0
ab
a!bl

Vorrandisiisteemil on iiks ja ainult iiks lahendisiisteem, mis
véljendub valemitega:

Siisteemi determinant D — =ab’ — ba'.
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be —cb’ | ca’' — ac’

ab' — ba’’ y=ab’——ba"

Wk o g bc’ — cb’ saadakse nimetajast D

Lugeja x jaoks N‘=|—c’ b

tine = ees seisvate koefitsientide a ja @’ asendamisega véorrandite

ar+ by +c=0
adz+by+c =0

vabaliikmetega, mis on voetud vastupidiste mérkidega, ehk vaba-
lilkkmetega tingimusel, et nad on iile viidud vorrandi paremale
poolele, s. 0. —c ja —c'.

c

, | =a'c — ac’ saa-
c

Tépselt samuti lugeja y jaoks Ny:lZ’ %

dakse nimetajast D koefitsientide b ja ¢, mis seisavad ¥ ees, asen-
dusega vabaliikmetega —c ja —c’.

Meie juhul

D=

g ;
9_2!=3-(—2) 4049

ta ei vordu nulliga, jarelikult antud siisteemil on iiks lahendisiis-
teem:

29 4
x__l\é_ 17—2| —126
gk R ARET Py
’3 29&
N R —210
3 o LA
Bk Moadier g b

Voib otseselt veenduda, et need vaidrtused rahuldavad antud
siisteemi.
2) Lahendada siisteem:
4z 4 3y =26
52 —9y= 7
Lahendus. Lahendame mdidramata kordajate meetodiga.
Korrutame esimese vorrandi pooled mingi mééiramata arvuga m,
liidame péarast selle vorrandi pooled teise vorrandi pooltega, siis
saame
(4m 4 5)x + (3m — 9)y =26m + 7. (1)



Et arv m on méiidramata, siis valime ta nii, et selles vorrandis
koefitsient iihe tundmatu ees, nditeks vy ees, muutuks nulliks, s. o.
votame 3m — 9=0 ehk m=3. Siis (4m 4+ 5)z=26m + 7 ehk
(4-3+5)r=26-34 7. Siit z=—25.

Kui vorrandis (1) votame 4m + 5=0, saame
(83m —9)y=26m + 7. Aga et mr=—~4—5, siis y=2.
3) Lahendada siisteem:
1 1
2 —1 7 3y —5 s
3 e
P 21 By =D
Lahendus. Lahendame abitundmatute meetodiga.
Vottes

2x1_1=“; 3y1—5=b’
saame:
at+b =3
3a—2b:4}
Leiame, et a =2, b=1, siit
=22 @l_—5=1.

Jéarelikult,

3
x:::—4--, = 2.

4) Lahendada siisteem:

22 —3y+5=0
4x—6y+9=0

Lahendus. Antuad siisteemi determinant

D= —2-6+4-3=0.

groatt
g o

Jarelikult koefitsiendid = ja y ees kummaski vorrandis on teine-
teisega vordelised:
2

Sl U Sl SR
TS dig=5>g.

Antud vorrandisiisteemil ei ole lahendit.
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Lahendame antud siisteemi asendusmeetodiga. Esimesest vor-
3y—>5
2

randist saame: = . Asetame selle z védrtuse teise vor-

randisse, saame:

‘@2___'@_61/—*-9:0 ehk 0-y=2.

Antud vorrandisiisteem on ekvivalentne siisteemiga
millel ei ole lahendit.

x :3!/ ; - ;
0- Y= 2
5) Lahendada siisteem:
(m+ 5)z+ (2m+3)y — (3m+2) =0
(3m + 10)z + (5bm + 6)y — (2m +4) =0
Lahendus. Antud vorrandisiisteemi determinant
:\ m-5 2m 43|
|3m+10  5m+46
Kui m(m — 2) 540, siis vorrandisiisteemil on ainult {iks lahen-
disiisteem iihise nimetajaga D.
llm414  Tm+22

m—2 ! L

D —m(m—2).

Kui m =0, saab siisteem jargmise kuju:

5z 43y —2=0
10z + 6y —4=0

m =0 korral on siisteem mairamatu.
Kui m =2, siis vorrandid saavad jairgmise kuju:
711/'—{— 7y—8:0 7 74 g
162 + 16y — 8=0 (16 =167~ —8°
juhul, kui m=2, ei ole siisteemil lahendit.

Ei ole raske eespool oeldut laiendada kahest vorrandist koos-
nevalt siisteemilt vorrandeile, kus on kuimitu tahes tundmatut
(vt. algebra opikust).

6) Lahendada siisteem:

r+ay+a2z+ad=0
x4+ by + 0224 63=0
T4 ey 42z ¢3=90
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Lahendus. Lahutame liikmeti esimese vorrandi liikmed
jargemooda teise kahe vorrandi liikmetest, saame antud vorrandi-
siisteemiga ekvivalentse vorrandisiisteemi:

z+ay+a2z+a*=0
(b—a)y+ (b2 —a?)z+ b3 —a?=0
(c—a)y+(c2—a?)z+c®—a*=0
Jagades koik teise vorrandi liikmed (b — a)-ga ja kolmanda
lilkmed (¢ — a)-ga, pérast lahutades teise vorrandi liikmed kol-
manda liikmetest, saame vorrandisiisteemi:

z+ay+4a2z+ad=0
y+ (b+a)z+02+ab+a2=0
z24+c+b+4+a=0

Vastus: z=—(a+b+4¢); y=bc+ ca+ ab; z= —abec.

Harjutusi. 1. Lahendada Sapos$nikovi ja Valtsovi teosest
»Algebra iilesannete kogu VI—VIII klassile”, ptk. VI, a) iiles-
anded: 243, 244, 249; b) iilesanded: 300, 304, 317, 318, 321, 324;
c) iilesanded: 351, 361, 365; d) iilesanded: 259, 265, 271, 290, 330,
337, 349, 350.

2. Saposnikov ja Valtsov, ,,Algebra iilesannete kogu VI—VIII
klassile”, ptk. VI, iilesanded 501, 502, 479, 487, 486, 497, 491, 492,
503, 490, 501, 499,500, 481, 513, 517, 523, 527, 534, 536, 541, 545,
550, 561.

3. Lahendada siisteemid:
a) x(y+2):y(2+x):2(x+y)=p:q:r]
1 1 1
;+§“+;=P+4+f
1 S b e 1
“pra+r YT p—q57 *T g1
b) axr + by + cz=d }

Vastus: 2=

a2 + b2y 4 c?z=—d?
adr 4 b3y + 3z =d?
d(d — b)(d —c)

Vastus: xtzm.

4. Rauamaaki saadakse kahest eri kaevandusest: iiks maak .
sisaldab 72% rauda, teine aga 58%. Teatud hulk esimest maaki
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segatakse teatud hulga teise maagiga, saadakse kolmas maak, mis
sisaldab 62% rauda. Kui segu jaoks oleks voetud igat maaki 15 kg
vorra rohkem, saaks maagi, mis sisaldab 63,25% rauda. Leida neil
tingimustel: 1) vahekord, milles oli tehtud segu mélematest maa-
kidest, 2) molemate seguks voetud maakide kaal.

5. Kolm kraani A, B ja C, millest kaks — B ja C — lasevad
viahem vett 1dbi kui kraan A ning nad on iihe ja sama ldbilaske-
voimega, on avatud reservuaari tditmiseks iiheaegselt. Leida aeg,
mis on tarvilik reservuaari tditmiseks, teades, et

1) kui sulgeda iiks kraan, kas B v6i C, momendil, kui reser-
vuaar on tditunud pooleni, pikeneb tditmisoperatsioon 1 tunni
vorra;

2) kui peale selle sulgeda veel teine kraan momendil, kui -

LA e s 4N
reservuaar on taltunudT-m, pikeneb tditumine veel 1 tunni vorra.

6. Arvutada hobeda ja vase sulami kaal ning proov, teades,
et sulatades vaske 3 kg puhta hobedaga, saadakse sulami proov
900, sulatades teda aga 2 kg teise sulamiga, mille proov on 900,
saadakse sulam prooviga 840.

§ 8. Uhe tundmatuga teise astme vdrrandid.
Korrata algebra oOpiku jédrgi ruutvérrandite teooriat.

Lahendada vorrandid:

1) (7—4V3)2>+ (2 -V 3)2—2=0.
Lahendus.
C—V3)2=7—4V3; 2—V3)x=y;
V4 y—2=0; he=l; Yyo==—2;
2, =2+V3; z,=—2(2+V3)-
2) x3+3x2+3xi_l—__n_li

B—22—z+1 ~ n2°

Lahendus.
(z+1)3 amPo Qs 1R s
@+D)(@z—12 n2’ (@—1@  n2’

. Sl 8 S L o BRRG m

A S z—1

"
1 1 1 1
3) x—8+x—6+w+6+x+8=0'

jne.
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Lahendus. Liidame esimese murru neljandaga ja teise kol-

mandaga:

2 G 2 :
b e g i pd e e

1 1 A

z+1 c—2 ¢gax—3 , z+4
4) +m+2+x+3+’"—4_4

z—1
Lahendus. Antud vorrandist saame, lahutades tema igast
vasakpoolsest liikmest 1, vorrandi:

:c—1+( a:-|—2)+( w—|—3)+(+ 4)—0
iR L DR T R IR
z—4 =z+4+3 z+2 2—1’22—2—12" a2+a—2°

x=%(—1+]/6-_9).

5) 21 — 5t =48.
Lahendus.
e—1" =41 1, z—1 ac+1 15
;c-{-l—z—l_o_?’ z+1 -0 LB
6) Lahendada homogeenne vorrand:
ab(a—z)2 4 (a2 + b)) (z—a)(x—b) +ab(z—b)2=0.

Lahendus. 3
ab(zx —a)?+ (a4 b?) (x—a)(x—b) + ab(x— b)2=0;

oA .
ap =" siit z—a=n(z—b);

ab[n(z—b)12 + (a2 4 b2)n(x —b) (x —b) + ab(x — b)2=0;
(x— b)2[abn? + (a2 + b2)n + ab] =0;
(x—b6)2=0; x;=>0 (antud vorrandit ei rahulda);

abn? 4+ (a%2 + b%)n + ab =0; t’ll...':—%; n2=_;i;
a%+ b | 2ab
A S K g s
z4+a+m 1—ma+mz

)x+a—m_l+ma-—m:v'

Lahendus. Lahendame tuletatud proportsiooni abil:
z+a4+m4z4+a—m 1—ma4mr+14+ma—mz,
z+at+m—z—a+m '|—ma$mz—1—ma4mz’

20+4-2a 2 ¢ x=i\/72Tf

2m T 2ma—2ma’
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8) Milliste 1 vidrtuste korral vérrandi 222 — (A4 1)z 41+
+ 3 =0 lahendite vahe vordub iihega? i

Lahendus. Olgu z; ja z; antud vorrandi lahzzﬁ}dld

(21 — 22) 2= (21 + @)% — 42,2;

’ 3
x1+x2=l—;-—l; xma:%—; >
1)\2 12 —61—23
e —204 5Pt
2 —6A—27=0; 4 =-—3; 1,=09. <
Kui A= —3, siis z;=—1; 2,=0.

Kui'fe=9, sifs Zie=2; =3
9) 2t —2(2® 4 b?)a? + (a? — b2)2=0.
Vastus: =(a+4b) ja =(a—b).
10) VI0+z— V10 —z=2.
Lahendus.
VI0+z=VvV10—z+2;, 104+2=44+4V10—z+ 10—2;

2% —4=—4v 10—z, 2—2=2v 10 —z;
2 —36=0; z1=6; z;=-—6.

Teine lahend: —6 on voorlahend, rahuldab vérrandit
VI0—z—Vv10fz=2

x4+ 4 s S
Y-V st

Lahendus.
4 & 3
V:ii—l=y; siis 6y? — 5y — 6=0; Y= 5; y2=—%.

wasil R w44 .3 hing:
Vm+4—_y’ ]/x—1—2’ % =5

z+4 2y, B
Viti=—13 a=-s

Teine lahend on voorlahend, ta tekkis antud vérrandi poolte
ruutu tostmisel ja rahuldab vorrandit:

Vw—l_l/ac+4__ 5
x+4 w—it o6

12) 522 4 352 — /22 472 — | —4.
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Lahendus.
5(x2+7x—1)§\/'f2+7x?1+1:0; Va4 Tz—1=uy;
siis 5y —y+1'=0 jne.

Harjutusi. 1. Lahendada Sapos$nikovi ja Valtsovi teosest
,Algebra iilesannete kogu VI—VIII klassile” ptk. VIII i{ilesanded:
39—52, 68—72, 77, 78, 82, 83, 84, 85, 87, 88—100, 102, 103, 106.

2. Saposnikov ja Valtsov, , Algebra iilesannete kogu VIII—X
klassile”, ptk. XI, iilesanded: 23, 24, 25, 29, 32, 36, 39, 43, 44, 45;
iillesanded: 95—109; iilesanded: 110—122, 126, 130.

3. Saposnikov ja Valtsov, VIII—X klassile, ptk. XII, iiles-
anded: 5, 7, 17, 18, 22, 24, 26.

4. Sapos$nikov ja Valtsov, VIII—X klassile, ptk. XIII, iiles-
anded: 11, 13, 16, 18, 20, 21, 26, 33, 35, 37.

l—ax | 1—bx
3. 2 + ax =2.

Nédpundide. Lisada igale murrule —I.

6. (@224+z+1)(22+x+2)=12.

Nédpundide. Teine tegur esitada kujul (22424 1) +1 ja
teha asendus 22+ + | =y.

7. Leida reaalsed lahendid:

3
— 1 4 1
Vot s =gpl+3).
x
L R
Nidpunidide. Vz=m;

4

ﬁ(mg—{—”%), parast taandamist avaldisega m +

- ] B
siis on: m+;n—_
1
-+ — saame
m
414 1
ﬁ(’"—l‘l‘;?z)=1

jne. Taandamisel avaldisega m + % kadusid imaginaarsed lahendid.

1 1 v 1 1 2
iy, Do o e B e~ Gl Do 7 S T Sy
Nédpundide.
1 1 1 1 1 1
(8—.7:_1—:1:)+ (4—a:_5—w)+2(3—2x—15—2.7c) =0 )

22— 9z 4+ 8=y jne.

5 Iseseisvad t60d elementaarmatemaatikas. 65



§ 9. Teise astme vdrrandite sust&emid

Mitme tundmatuga teise astme vorrandite ﬁl ndamisel esineb
raskusi. Ainult moningail erijuhtudel taandub see iihe tundmatuga

ruutvorrandi lahendamiseks. On tarvis suurt treeningut teise astme
vorrandisiisteemi lahendamisel.

Lahendada siisteemid:
1) 224 o2y=12
Ty —y: = 2
Lahendus. z=ny, saame
n2y? 4+ ny?2—12
ny? — Y= 2}
Korrutame saadud teise vorrandi molemad pooled 6-ga, pérast
lahutame ta pooled esimese vorrandi pooltest, saame:

n*y? — 5ny? 4 6y? =0 ehk n* —5n + 6 =0 (y23£0) jne.
Vastus: z, ,==+2Vy 2 T, 4= *3.

2 =1

)V +V +)/wy}

V 3y + V oy =78

Lahendus. Vabastame esimese vorrandi nimetajaist, teise
vorrandi vasaku poole lahutame tegureiks, saame:

t+y—Vay=7
Vay(z4y) =178

Vottes:
T+4+Y=m ja \/E:ﬂ,
saame:
m—n=—17].
mn—78 .
Vastus: T =Yy=4; 2=y =09. Teised lahendid on imagi-
naarsed.

3) 24y + ry=—1
24y — (¢+y) =22
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Lahendus. Teise vorrandi kirjutame jargmiselt:
(z+y)?— (2 +y) — 20y =22.

Vattes:
z4+y=m jazy=n,
saame:
m4=n==—1; m*— M- 2n =20
Leiame:
my=4; my=—5; my=—5; ny=4 jne.
Vastus: oy=1y=>5; Ty=y,=—1; 23—1ys=—4;.

Ty=Ys=—1.

4) z+y—2=4
x2+y2+22=14}

Lahendus. Vabastame kolmanda vorrandi vasaku poole
nimetajaist.

:cy——zy—xz:aﬁe—yz (1).

Tostame esimese vorrandi molemad pooled ruutu:
224y 22— 2(xy — 22 —Yy2) =16

ehk (1) pohjal pidades silmas teist vorrandit:

144 2-22—16; ayz=6, xy:_g.

Asetanud véartuse zy vorrandisse (1), saame:

6 .
3 —z@ty) =1
Kuid esimesest vorrandist:

r+y=4+z;
saame seega:
6

?—2(4—{-2):1. jne.
5) z(y+2) :y(x+2) :z(x+y)=a:b:c}
1 1 1
a2ty +z=afb+e
Lahendus. Kirjutame esimese vorrandi jargmiselt:

zytzz_ wy+yz 22 +yz
L e
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Jagame iga lugeja zyz-ga:
1 1 1 1 3 1
2Ty Py Y +3

a b c

Vordsete suhete rea omaduse pohjal saame:

1 1 1 ' 1 1 1 1 1
2G+g+ﬂ_?+;_?+;_7+z
T W N (e e P SR e R .
ehk, arvestades teist vorrandit:
1 1 1 1 1 1
7+§_?+;_§+;_ﬂﬂw+q_2
Rl e I IR T TR Bt
siit
1 1
3 + ; =2a
1 1
e B i
1 1
37 + e =2c
1 1o D g =35
NASHIS: Fepasrgi KM aag 3l fa s

~ Harjutusi. 1. Lahendada Saposnikovi ja Valtsovi teosest
»Algebra iilesannete kogu VIII—X klassile” ptk. XIV iilesanded:
a) 4,9, 12, 14, 16, 20, 24, 25, 26, 30; b) 36, 39, 44, 47, 49, 55,
57, 89, 62, 63, 65, 67, 72, 75, 80, 84, 87, 90; c) 106, 108, 23, 124,
125, 126, 127, 132, 133, 134.

2. Lahendada siisteemid:
a) yz=a+y+z
Wy—=—c+zrz+vy
Nédpundide. Antud siisteemi teisendame kergesti jérg-
miseks: :

c—1)(y—1)=c+1
(z—1@E—1)=b+1
(y—N(E—1)=a+l

Korrutame teise vorrandi pooled esimese pooltega ja jagame
tulemused kolmanda vorrandi pooltega, saame:

68



g D (b+1HC+U
(z—1)2= ST s
vz 2z I o i

)bz+cy cx+ az ay+b:c a2 4 b2 42"
re)z 4y +z= 9}

ne.

2+ y?+22= 41
2 P20 =189

3. IlpxkeBanbckuii, C60pHHK aiarebpanueckux 3anau, 4. I, 1941 r.
NeNe 536—561.

§ 10. Logaritm- ja eksponentvorrandid.
1) Arvutada: 7'g%3
Lahendus. Samasuse a'°¢,N—=N péhjal on
7l0g,9.3 — (),3,
2) Arvutada:
4;7 +1log, V'3

Lahendus.

4

& oV T_ g Ty 16"8Y3_2)3
3) (0,13)*~**=0,002197.
Lahendus.

(0,13)*** = (0,13)3; z—204=3; z=—207.
4) 37" = \/ 6561.
Lahendus.

3ﬁ=1;é§=3g; V;=—i—, x=4.

5) [ 7% =1.

Lahendus.
4 (3—=) (=) L 40

(3—2)(2—2) =0 jne.
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6) logslogslogsr —0.
Lahendus.

logslogsr =1vy; logyy=0; y=1;
logologar == 1; lome = z;ilogez=1; 12Fr=25 lopsr==27 =02 =4

7) =' "% =100

Lahendus. Logaritmides saame:

g%z + 1gz — 2=0; lgz=—2; z=001; lgz=1; z=10
8) xy=29; (2z)lgy—8,

Lahendus.

Logaritmides
saame:

molemad vorrandid alusel 2

logsx + logyy =1log:8 =3; logyy (logs:2 + logyr) =3.

Asetades teise vorrandisse esimesest

logsr =3 — logyy;
teisendame teise vorrandi niisuguseks:

logs?y — 4logsy + 3=0 jne.
Lahendada Sapos$nikovi ja Valtsovi teosest
,»Algebra iilesannete kogu VIII—X klassile” ptk. XVI iilesanded:

a) 1—34; b) 181, 189, 190, 196, 197, 198, 200, 201, 202, 203, 204,
205, 208, 214, 215, 217, 222, 229, 232, 235, 239—248.

2.

Harjutusi. 1.

Arvutada: a) 3"°%2t18x3, p) gf-legs 5. o) g2tloe 7.
3. Lahendada vorrandid:
a) 2093 by oY= 2 ¢) 5"+ 5 =V¥5.
Lahendada siisteemid:
a) y=-Ttl=1; y+zr=4;
) ‘

b) (z4y)* =2; (z+7v) 3°=279936.

§ 11. Teise astme vorratused.

Teooriast 14bi lugeda teine peatiikk Gibsi , DnemenrapHasi mare-
MaTHKa'.
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Teise astme vorratuste lahendamisel on kasulik kasutada skeemi:

3 ar? +br+c>0 av?+bx+c¢ <0
nul Al Rahuldub tingimusel kui Rahuldub tingimusel kui
(=]

AN

s a>0 r>x ja e x plrla

T a<0 el o x>z jax <y
'3 |

=]

[

s a>0 Igal x vidrtusel Voimatu

T a<0 voimatu igal @ vairtusel

:‘\la

o l

\"4

s a>0 Igal x véairtusel - Voimatu

T a<o vdimatu igal = vidrtusel

?'Q .

z; ja xy on vorrandi ax® 4 bx + ¢ = 0 lahendid, kusjuures z; > x,.

1) Lahendada vorratus:
222 — b5z — 12 < 0.

Lahendus.

222 — 5z —12=0, By =—3; B=4.

Lahendid on erimérgilised, sest kolmliikme &drmised liikmed
on vastupidiste markidega. Antud kolmliige on negatiivne, kui
x vdidrtus asetseb tema nullkohtade vahel. Vorratuse lahendid on

maédratud sellega, et peab olema ——% <z <4

2) Lahendada vorratus:
622 — 17z 45 > 0.

Lahendus. Antud kolmliikmel on kaks erinevat nullkohta

=

%ja % Ta on positiivne = vdartustel, mis asetsevad tema null-
kohtadest viljaspool. Jérelikult, kas z < % voi x > %

3) Missugustel i vdirtustel vorratus z? 4 2z 4 4> 10 rahul-
dub igal = véartusel?
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Lahendus. 224+2x+1— 10> 0. Selleks et teise astme
kolmliige jddks positiivseks, on tarvis, et koefitsient 22 ees oleks
nullist suurem ja diskriminant 62 — 4ac oleks vordne nulliga voi
sellest vdiksem. Antud juhul: 4 —4 (21— 10) <0, s. 0. 2 >11.

Harjutusi. 1. Lahendada vorratused:
a) —22+4x+4+1>0; b) 922—62+ 1> 0;
c) 222 —z+4+3>0.

2) Lahendada vorratused: -
z 20 B 1 1
a) x-—l_a:+1<z2—l’ b) x2—2x——15>x2—x—2'
3) Millistel 2 vdartustel vorratus 22— (84— 2)z + 1542 —
— 24— 7 > 0 rahuldub mistahes = véirtusel?

4) Millistel 2 vaartustel igal x véirtusel
(A—2)22+2(2A—3)x+ (54— 6) > 0?

5) Milliseid tingimusi peab rahuldama arv m, et kolmliige
2> —2(4m — 1)x + 15m? — 2m — 7 oleks positiivne igal = vdar-
tusel?

§ 12. Harjutusi kogu elementaaralgebra kursuse kohta.

Harjutamiseks kogu elementaaralgebra kursuse ulatuses votta
raamat: Kpeumap, 3amauu no anare6pe. [Tocobue st yuurenei cpea-
veil wkonbl. Yunearus, 1940 r. Selles vdikses kogus on jargmised
osad:

1. Avaldiste teisendamine (27 numbrit).

2. Vorrandid ja vorrandisiisteemid (28 nr.).

3. Irratsionaalsed vorrandid (29 nr.).

4. Logaritmid, logaritmvorrandid ja  eksponentvorrandid
(25 nr.).

5. Kombinatoorika elemendid (27 nr.).

6. Vorratused (34 nr.).

7. Korgema astme vorrandid (26 nr.).
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II. METOODILISI NAPUNAITEID ISESEISVAKS
TOOKS GEOMEETRIAS.

Geomeetria opetamise eesmirk on arendada opilastes ruumilist
kujutlust kujundite omaduste tundmadppimise teel ja nende oma-
duste kasutamise teel arvutus- ja konstruktsiooniilesannete lahenda-
misel; arendada opilastes loogilist motlemist ja oskust kasutada
saadud teadmisi praktilistes toodes (maastiku mootmised, mitme-
suguste ehitiste, pindalade ja ruumalade arvutamine jne.). Teooria
ja praktika seos matemaatika Gpetamisprotsessis ilmneb esiteks
harjutuste tditmisel, mis annavad teatava ettevalmistuse praktiliste
kiisimuste lahendamiseks, ja teiseks, praktiliste toode teostamisel,
kus leiavad kasutamist opilaste matemaatilised teadmised.

Need t66d ja harjutused peavad® olema orgaaniliselt seotud
matemaatikaprogrammiga ja nad ei tohi segada matemaatiliste
teadmiste siisteemi. (Keskkooli matemaatikaprogrammi seletus-
kirjast, 1944. a.) .

Tuleb meeles pidada, et ainult kiillaldase hulga iilesannete
lahendamise puhul Gpitavast materjalist omandab opilane tdepoo-
lest selle ‘materjali.

Kasulike iilesannete allikatena geomeetriast osutame jidrgmis-
tele raamatutele:

M. TTonpyxenko. CoopHHK reOMeTpHYECKHX 3ajay. I1naHH-
metpusi. Yunearus, 1936; B. PomasoBckwuii, 3anaun Ha mo-
CTpOeHHE B CTepeoMeTpHH, Yunearus, 1936; ero e J0NOJHHTENbHBIN
COOpHHK 3aj1au no ctepeoMeTpuH, Yunearus, 1940. I1. 1 3 m k, C60p-
HHK CT€PeOMETPHYECKHX 3a/lay Ha KOMOMHALHH TeOMeTPHYeCKHX Tell.
Yunearus, 1936. I'ynb. COOpHHK reoMeTpHYeCKHX 3ajay, NJIaHH-
MeTpHsi (ZonosHeHHe K cTaGHabHOMY 3anaudnky H. PoiGkuHa),
Yunenrus, 1940. B. lenone, O. )Kurtomupckuii, A. Petn-
coB. COopHUK reoMeTpuyecKHX 3ajay, Yunearus, 1941. Kisseljov,
Geomeetria, planimeetria VIII .ja IX klassile. RK ,,Pedagoogiline
Kirjandus”, 1949; Kisseljov, Geomeetria, stereomeetria XI klassile,
Eesti Riiklik Kirjastus, 1950.
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Haid, trigonomeetria kasutamist noudvaid iilesandeid geomeet-
rias voime leida iilesannete kogus:

H. Po 6 kuH: ,,CoGpaHne CTepeoMeTpHUECKHX 3ajay, Tpebyio-
I{UX OpuMeHeHusi TpuroHomerpun”. Ioc. usx., 1923.

On tarvis meeles pidada, et opetamise eelduseks on, et Gpetaja
ise oskaks vabalt iilesandeid lahendada. See saavutatakse ainult
suure praktikaga — mida rohkem on Opetaja iilesandeid lahenda-
nud, seda parem. Eriti tarvilik on, et Gpetaja oleks lahendanud
Kisseljovi opikust koik geomeetria iilesanded.

Geomeetria iilesandeid on nelja tiiiipi: konstruktsiooniilesanded,
geomeetriliste kohtade iilesanded, toestamisiilesanded ja arvuta-
misiilesanded. Konstruktsiooniilesannete lahendamise eesmirk on-
esiteks Opetada opilast tegema ja lugema jooniseid, teiseks oOpe-
tada teda matemaatiliselt motlema, tosta tema matemaatilist kul-
tuuri, Opetada kombineerima, kasutades geomeetrias omandatud
teoreetilisi teadmisi. Selle {ilesannete tiiiibi juurde kuuluvad,
metoodilises mottes, geomeetriliste kohtade iilesanded, millised
lillitame konstruktsiooniilesannete ossa (Kisseljov, Geomeetria,
planimeetria, VIII ja IX klass. RK ,Pedagoogiline Kirjandus”,
1949, k. 89, iilesanded 21—23; lk. 118, iilesanded 1—5 ja lk. 199,
iilesanded 15—20). Tuleb meeles pidada, et arusaamine geomeetri-
lisest kohast on iiks pohimistest moistetest geomeetrias. Ulesanded
toestamise kohta aitavad vahetult omandada teooriat, Opetavad
moodustama matemaatilisi toestusi, s. o. aitavad omakorda kaasa
matemaatilise kultuuri tostmisel. Lopuks arvutamisiilesanded ope-
tavad arvutamisel oigesti kasutama geomeetrilisi teoreeme (pea-
asjalikult meetrilisi, s. o. seotud moG6tmistega), opetavad arvutama.
Siirdume niiiid nende nelja tiiiipi iilesannete arutlemisele.

§ 1. Konstruktsiooniilesandeid.

1. Igas konstruktsiooniilesandes on tarvis konstrueerida otsi-
tav kujund A teise antud kujundi a jirgi, kusjuures otsitava
kujundi elemendid on teatud vahekorras antud kujundi elementi-
dega. Elemhentaargeomeetrias vaadeldakse ainult niisuguseid konst-
ruktsioone, mis taanduvad sirge konstrueerimisele, mis ldbib kahte
antud punkti (joonlaua kasutamine), ja ringjoone konstrueerimi-
sele, millest on antud keskpunkt ja raadius (sirkli kasutamine).
Tuleb eristada kaht tiiiipi konstruktsiooniilesandeid. Esimest tiiiipi
iilesanded on niisugused, milles otsitava kujundi asendile ei esi-
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tata mingeid noudeid ja see voib olla valitud vabalt, nditeks:
konstrueerida kolmnurk aluse, tipunurga ja korguse jargi. Siin
antud kujund a koosneb kahest antud 16igust AB ja & ning antud
nurgast, otsitavalt kujundilt ndutakse, et ta oleks kolmnurk, millel
on antud alus, korgus ja tipunurk; selle kolmnurga asendile ei esi- ~
tata mingeid noudeid.

Teist tiiiipi tilesanded on niisugused, kus otsitava kujundi asend
on méddratud iihes teiste andmetega. Naditeks: ehitada kolmnurk,
kui on antud iiks tema tippudest ja sirged, millel asetsevad korgu-
sed, mis ei 1dbi seda tippu. Siin kujund @ (antud) koosneb punktist
B ja kahest sirgest 4 ja k&, ja otsitav kujund A on kolmnurk, mille
iiks tipp peab iihtima punktiga B, ja korgused, mis ei lidbi seda
tippu, peavad asetsema sirgetel # ja k. On selge, et otsitava kolm-
purga asend ei ole vabalt valitav, sest me oleme seotud kas voi
tingimusega, et iiks tema tippudest iihtiks antud punktiga B.

Lopuks peetagu meeles, et kui {ilesande lahendamisprotsessis
on tarvis edaspidisteks konstrueerimisteks kasutada ndiiteks sirge
ja kaare loikepunkti, peame valima iihe neist punktidest. Harili-
* kult saame lahenduse, valides ka teise punkti; sel juhul andmete
vaba valik annab meile mitu kujundit A, mis rahuldavad iilesande
tingimusi.

Konstruktsiooniilesande lahendamisprotsess toimub harilikult
neljas jérgus.

Koige tdhtsam jark on analiiis, mille eesmdrk on leida kogu
konstruktsioonide ahel, mis viib meid otsitava kujundini. Analiiiis
seisneb selles, et, oletades iilesande lahendatuks — otsitava kujundi
konstrueerituks — me uurime hoolikalt joonist (tehtud kasitsi,
»Silma” jirgi) eesmirgiga vilja selgitada koik joonise elementide
omavahelised seosed kui ka seosed iilesande andmetega (selleks
tuleb harilikult joonist tdiendada). Oletades, et otsitav kujund on
leitud, peab ta joonestama voimalikult iildisel kujul, mitte koorma-
tes teda muude seostega peale nende, mis on iilesandes margitud.
Naiteks, kui on tarvis ehitada kolmnurk aluse, tipunurga ja kor-
guse jargi, siis oletades, et iilesanne on lahendatud, on tarvis otsi-
tav kolmnurk joonestada teravnurkne ja isekiilgne, aga mitte tiis-
nurkne, vordkiilgne jne.

Lopetanud analiiiisi, siirdume teisele lahendamisjargule —
konstrueerimisele, s. o. teostame konstruktsiooni, mis selgus ana-
litiisist, neist seostest, mis leidsime analiiiisi puhul; sealjuures ehi-
tame otsitava kujundi tingimata sirkli ja joonlaua abil, selleks et
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esiteks voimalikult tdpselt kujutada leitud seosed ning sellega teha
analiiiisi tulemus Opilastele hésti selgeks, ja teiseks siivendada
opilaste tapsust.

Teostades konstruktsiooni peame meeles pidama, et analiiiisi
puhul ei voeta arvesse koiki iilesande tingimusi ja seepdrast ei
rahulda koik analiiiisi tulemusena leitud kujundid {ilesande nou-
deid. Niéiteks olgu tarvis joonestada ringjoon antud kolmnurga
sisse. Mairkame, et sissejoonestatud ringjoone keskpunkt on iihe-
kaugusel nurga haaradest, otsime punkti, mis rahuldab seda tingi-
must, rakendades geomeetriliste kohtade meetodit (joon. 1).

Sirgetest AB ja AC vordsetel kaugustel asuvate punktide geo-
meetriline koht koosneb kahest sirgest, mis poolitavad kolmnurga
tipu A juures olevad sise- ja vidlisnurgad. Niisuguste punktide geo-

Joon. 1.

meetriline koht, mis on sirgetest AC ja BC iihekaugusel, koosneb
kahest sirgest, mis poolitavad tipu C juures olevad nurgad. Nende
kahe paari sirgete 16ikumisel paariviisi saame neli punkti, mille-
dest iiks, nimelt sisenurga-poolitajate 16ikepunkt, ongi otsitav
keskpunkt; iilejddnud 3 punkti on vilisringjoonte keskpunktid ja
nad ei kolba iilesande lahendusteks. See juhtus sellepérast, et
analiilisi puhul me ei arvestanud seda tingimust, et ot31tav punkt
peab olema kolmnurga sees.

Niisiis teostades konstruktsiooni, peame veel ldbi viima toes-
tuse, et leitud kujund tdepoolest rahuldab koiki {ilesande tingimusi.

Mbningail juhtudel — nimelt siis, kui analiifisimisel tdielikult
voetakse arvesse koik iilesande tingimused, — toestamise tarvilik-
kus ‘kaob. Lopuks iilesande lahendamise viimane jdrk on uuri-
mine, mille eesmdrgiks on selgitada antud iilesande lahenduste
arv, olenevalt andmete suurusest ja asendist (lahenduste arv voib
olla null, s. o. iilesanne voib olla lahendamatu). Siin margime, et
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voimalike lahenduste arvu loendamisel tuleb meeles pidada, et
juhul, kui otsitava kujundi asend on milline tahes, loetakse erine-
vaiks ainult omavahel mittevordsed kujundid.

Et illustreerida koike eespool Geldut, teostame kahe jdrgmise
iilesande lahendamisprotsessi:

a) Ehitada kolmnurk aluse a, korguse % ja tipunurga « jargi.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud, olgu kolm-
nurk ABC otsitav (joon. 2). Et leida 8
koik seosed joonise elementide vahel,
teeme jargmise tdiendava konstruktsi-
ooni. Joonestame kolmnurga ABC iim-
ber ringjoone; punktis A tombame tal-

le puutuja (vastavad konstruktsioon- 0|h
iilesanded loeme juba lahendatuks).

Ringi keskpunkti O iihendame tipu- 19

ga A, punktist O joonestame ristsirge A \/ ¢
sirgele AC, mis, nagu teada, 1dbib 16i- T

gu AC keskpunkti O,. Puutuja ja koo- e

lu vahelise nurga omaduste pohjal on
~ CAT = £ CBA —a. Paneme tidhele, et raadius OA on risti
puutujaga AT.
Niiiid siirdume konstruktsiooni juurde.
Votame vabalt sirge
0 (joon. 3) ja paigutame sel-
lele meelevaldselt voetud
p  punktist alates antud sirg-
16igu a (AB =a), punkti 4
juurde kanname nurga a ja
A  tombame sirgele AT ristsir-
ge punktis A4; siis jaotame
0, B 16igu AB pooleks (0O,) ja

A & p  punktist. O, tombame rist-
sirge sirgele AB kuni 16iku-
miseni (O) eelmise ristsir-

gega. Keskpunktist O joo-
nestame raadiusega OA
ringjoone, mille kaar asetseb AB kohal iilal, see on niisuguste
punktide geomeetriline koht, millest 16ik AB on niha nurgas a.
(On selge, et samasuguse segmendi voib ehitada ka 16igu AB alla.)
Jaab iile arvestada antud korgus, mida nahtavasti voib teha jirg-

Joon. 3.
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misel viisil: meelevaldsest punktist D sirgel AB tombame ristsirge
(sinnapoole, kus on ehitatud segment); sellele asetame (punk-
tist D) 16igu, mis on vordne korgusega A (DR) ja punktist R
tombame alusele paralleelse sirge. Selle paralleeli ja ringjoone
16ikepunktid C ja C, ithendame punktidega A ja B. Kolmnurgad
ACB ja AC\E on otsitavad kolmnurgad.

Asume tOestamisele. Molemate
kolmnurkade alused vorduvad loigu-
ga a — konstruktsiooni jargi; korgus
on h, mis ndhtub jooniselt, ja 16puks,
nende kolmnurkade tipud on ehita-
0 tud segmendi kaare punktid. Teos-

tame 16puks iilesande uurimise. Jooni-
sest (joon. 4) nédhtub, et

e 0,0~ §ete

ja seepdrast kui

£

Joon. 4. 2 4

b 5 ctg s,
siis aluse paralleel, mis on témmatud punktist R, 16ikub ringjoo-
nega kahes punktis — seega on iilesandel kaks lahendust. Kui

h=3ctg s,
siis paralleel puudutab ringjoont iihes punktis — saame iihe lahen-
duse, ja 16puks, kui

h>5ctgs,
siis paralleel ei 16iku ringjoonega ega puuduta teda; lahendust
ei ole, iilesanne on sel juhul lahendamatu. Lahenduste arv soltub
siin niisiis andmete suurusest.

b) On antud ringjoon ja sellel kolm punkti — A, B, C. Selle
ringjoone sisse joonestada kolmnurk nii, et antud punktid oleksid
ringjoone ja selle kolmnurga iihest tipust tommatud korguse,
nurgapoolitaja ja mediaani (muidugi nende pikenduste) Ioike-
punktid.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja kolmnurk
NMP on otsitav (joon. 5); et MB on nurga NMP poolitaja, siis
kaar NBP jaotub punktis B pooleks ja punktist B sirgele NP
tommatud ristloigu alus on NP keskpunkt, s. o. punkt D. Ringi
keskpunkt O asetseb sirgel BD; sirge BD on paralleelne sirgega
AM. Siit selgub konstruktsioon: tombame sirge ldbi B ja antud
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ringi keskpunkti O; punktist A tombame sirge, mis on paralleelne
sirgega BO, kuni ldikumiseni ringjoonega — saame punkti M,
iihendame M ja C ning BO ja MC l6ikumispunktist tombame sirge,
mis on risti sirgega BO; tema l6ikepunktid ringjoonega (N ja P)
ihendame punktiga M. Kolmnurk NMP on otsitav.

Toestus. Konstruktsiooni jargi on NP 1 AM, tihendab, AM
on korgus. Edasi, et O on iimberjoonestatud ringjoone keskpunkt
ja OD | NP, siis D on NP keskpunkt, s. o. MD on mediaan; 16puks,
et O on iimberjoonestatud ringjoone keskpunkt ja BD | NP, siis
B jaotab kaare NBP pooleks, .
s. 0. MB on nurgapoolitaja,
mida oligi tarvis toestada.

Uurimine. Tombame
1dbi punktide A ja O sirge kuni
16ikumiseni ringjoonega (S).
Soovitame lugejal ndidata, et
kui me kinnistame punktid A
ja B, oniilesande ainsa lahen-
duse saamiseks tarvilik ja pii-
sav, et punkt C asetseks mada-
lamal punktist S, s. 0., et kaar
ABC oleks poolringjoonest
vdiksem. Niisiis soltub siin
lahenduste arv andmete asen- Joon. 5.
dist.

Mirgime, et mone lihtsama iilesande lahendamist voib kohe
alata konstruktsiooniga, jattes vahele kolm iilejadnud jarku. Nii
toimib Kisseljov lihtiilesannete lahendamisel (Geomeetria, plani-
meetria VIII ja IX Kklassile, §-d 62—67, iilesanded 1—7; Geo-
meetria, stereomeetria XI klassile, {ilesanded §-dest 19—22; §-dest
35—37, lk. 37 iilesanded 12—20). Meie aga ei soovita alahinnata
analiiiisi ja teda kasutada isegi lihtiilesannete puhul, kui lahen-
dust kohe ei leia, sest see on tdhtis jark, esiteks nditab ta Oppijale,
kuidas me leidsime konstruktsiooni, mis viib meid eesmérgile, ning
teiseks Opetab ldhenema iilesandeile matemaatiliselt — Opetab
siistemaatiliselt uurima.

Selle paragrahvi 16pus néditame, millised elementaarsed konst-
ruktsioonid loeme véGimalikuks ja teeme moningaid markusi
konstruktsioonide kohta ruumis. :
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1. Votta vabalt punkt, mis asetseb antud sirgel voi véljaspool
seda, antud ringjoonel, sees- vo6i viljaspool seda.

2. Léabi kahe antud punkti tommata sirge.

3. Joonestada ringjoon, millest on antud keskpunkt ja raadius.

4. Antud sirgele sellel antud punktist asetada antud pikku-
sega loik.

5. Leida kahe antud sirge l6ikepunkt.

6. Leida antud sirge ja antud ringjoone 16ikepunkt, leida kahe
antud ringjoone l6ikepunktid.

7. Votta tasapind 1dbi kolme antud punkti, 1dbi sirge ja punkti,
mis asetseb viljaspool seda sirget, 1dbi kahe 16ikuva sirge ja ldbi
kahe paralleelse sirge.

» J

139

4 Joon. 6.

8. Leida kahe tasapinna loikesirge ja leida sirge ja tasapinna
16ikepunkt. :

9. Votta vabalt punkt antud tasapinnal voi sellest védljaspool.

10. Ehitada sirge antud tasapinnal. ‘

11. Ehitada antud keskpunktiga ja antud raadiusega kerapind.

12. Vétta vabalt punkt kerapinnal voi véljaspool seda.

13. Leida antud tasapinna voi antud sirge ja antud kerapinna
l6ikejoon voi 16ikepunkt.

14. Ruumis antud tasapinnal teha koik konstruktsioonid, mis
kuuluvad tasapinnalisse geomeetriasse.

Ruumiliste kujundite kujutamisel tasapinnal peab tundma
jargmist. 4

1. Sirgloigud, mis on paralleelsed joonise tasapinnaga, esine-
vad joonisel loomulikus suuruses.
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2. Sirgléigud, mis on risti joonise tasapinnaga, kujutatakse
joonisel kaks korda vdiiksemate sirgloikudena ja moodustavad
135%-lise nurga horisontaalsirgega (joon. 6).

3. Paralleelsed sirgloigud on ka joonisel paralleelsed.

4. Tasapinnalised kujundid, mis asetsevad tasapinnal XOZ
(need paigutame alati paralleelselt joonise tasapinnaga) voi sellele
paralleelsetel tasapindadel, kujutatakse vordsete kujunditena.

5. Tasapinnalised kujundid, mis asetsevad teistel tasapindadel,
kujutatakse iseendaga mitte vordsete ja mitte sarnaste kujunditena.

6. Suhe, milles on jaotatud sirgloik, sédilib projekteerimisel,

s. 0., kui C jaotab sirgloigu AB suhtes %, siis tema projektsioon C,

jaotab sirgloigu AB projektsiooni A;B; sellessamas suhtes.
7. Paralleelsed sirgloigud sdilitavad oma pikkuste suhted ka

projektsioonis.

Joon. 7. Joon. 8. / Joon. 9.

Sirge kujutatakse sirgldiguna, tasapind enda tiikina. Harili-
kult kujutatakse tasapinda ristkiiliku projektsioonina, nagu on nai-
datud joonistel 7—9; joonisel 7 on kujutatud vertikaalne tasapind
(joonise tasapinda motleme alati vertikaalsena), joonisel 8 — hori-
sontaalne tasapind, joonisel 9 — profiilne tasapind.

Z:
A
A
0 D ) X
q 02 AI
- {
Joon. 10.

Ulesanne. Tasapinnal XOZ (joon. 10) on antud vordhaarne
kolmnurk AOC: a) kolmnurk AOC poorleb aluse OC {imber kuni
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horisontaalse tasapinnaga {ihtimiseni; b) kolmnurk AOC, jidddes
vertikaalsesse asendisse, pooratakse telje OZ itimber kuni tema
joudmiseni profiilsele tasapinnale. Ehitada kolmnurga AOC kuju-
tis igas nimetatud asendis. :

a) Selle pooramise juures jadb korgus AD kogu aeg risti tel-
jega OX. Kui AD langeb tasapinnale XOY, siis tema kujutis 4,D
on paralleelne teljega X ja pikkuselt on ta kaks korda vidiksem
kui AD.

by Kolmnurga pooramisel kuni tema iihtimiseni -profiilse tasa-
pinnaga tuleb OC risti joonise tasapinnaga, seepdrast kujuta-
takse ta 1oiguna OC,, kaks korda vdiksemana tegelikust suurusest,
ta ldheb telge ¥ mooda. Korgus AD 1édbib 16igu OC, keskpunkti ja,
olles paralleelne joonise tasapinnaga, esineb joonisel loomulikus
suuruses ning asetseb paralleelselt teljega OZ.

Soovitame iseseisvalt 1dbi tootada jargmised harjutused:
PomaunoBcku#, 3agaun Ha MOCTPOEHHE B CTEPEOMETPUH. Yume-
ru3, 1936, § 5, samaun 1—10;

Kisseljov, Geomeetria, stereomeetria XI klassile, iilesanded
§-dest 60—64.

§ 2. Pohimised konstruktsiooniilesanded.

Kisseljovi opikust, Geomeetria, planimeetria VIII ja IX klassile,
lahendada iilesanded §-dest 61—67.
Ulesanne 1. Ehitada kolm-
nurk tema 3 kiilje jargi. Lahen-
c dus on selgesti ndhtav, analiiii-
sist vo6ib loobuda, toestus ja
uurimine on soovitav teha.
Ulesanne 2. Ehitada nurk,
mis vordub - antud nurgaga
8 , A ABC (joon. 11), mille iiheks
haaraks on antud sirge ja tipp
asetseb antud punktis O.
P Analiiiis. Oletame, et
tilesanne on lahendatud. Vot-
tes vordsete nurkade haarade-
le vordsed 16igud BF = BE —
= OR = OP, saame kongru-
M 0 : P entsed kolmnurgad, millest
Joon. 11. selgub konstruktsioon.
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Ulesanne 3. Poolitada antud nurk (joon. 12).

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Vottes punk-
tist B nurga haaradele vordsed 16igud BD ja BE, iihendame punk-
tid E ja D nurgapoolitajal vabalt ;
valitud punktiga F; kolmnurgad £ %
BEF ja BDF on kongruentsed
kahe kiilje ja nende vahelise
nurga jargt ja seega DF = EF.

Paneme tahele, et EF + FD =
8 A

— 9DF > ED, siis DF > % ED. .
Joon. 12.

£

Siit leiame konstruktsiooni.

Ulesanne 4. Antud punktist C sirgel AB tommata sellele sir-
gele ristsirge (joon. 13).

Analiiiis. Oletame,
et iilesanne on lahendatud.
Vottes punktist C sirgel
AB vordsed loigud CD =
= CE ja iihendades D ja
E ristsirgel vabalt voetud
A _ g Pbunktiga F, saame kongru-

D c £, entsed tdisnurksed kolm-
Joon. 13. nurgad (kaatetite jargi),
8. .00 BF =2 FE.

Paneme tdhele, et DF > DC; siit leiame konstruktsiooni.

Ulesanne 5. Antud punktist A tommata ristsirge antud sirgele
(joon. 14). A

F

D\/c’ C

Joon. 14.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Véttes punk-
tist R sirgel BC molemale poole vordsed 16igud RD — RE, saame
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kongruentsed tdisnurksed kolmnurgad ADR ja AER, Kkust
AD — AE. Nieme, et AE > AR; iihendades D ja E ristsirgel
vabalt valitud punktiga F, saame jdlle kongruentsed tdisnurksed
kolmnurgad DRF ja ERF, kust DF=EF; paneme tahele, et

FE.> RE= —; DE, siit leiamegi konstruktsiooni.

Ulesanne 6. Joonestada ristsirge antud lgigule AB ldbi tema
keskpunkti (joon. 15).

Joon. 15.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Uhendades
punktid A ja B ristsirgel vabalt valitud punktiga C, saame kong-
ruentsed tdisnurksed kolmnurgad ARC ja CRB, nii et AC= CB;

paneme tihele, et AC > AR= ;— AB. Vottes DR=RC, saame
AD — AC — BC = BD, kust leiamegi konstruktsiooni.

2P
Joon. 16.

Soovitame teha jdrgmisi harjutusi: Kisseljovi opikust, Geo-
meetria, planimeetria VIII ja IX klassile, analiiiisida iilesanne
§-st 68; § 69 harjutustest lahendada iilesanded: 15, 16, 22, 23, 25,
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27, 32; § 102 harjutustest lahendada iilesanded 32—46; analiiiisida
iilesanded §-st 126—129 ja §-st 132; § 135 harjutustest lahendada
iilesanded: 23, 25, 28, 29, 30, 32, 33, 35, 39, 50.

Selle paragrahvi 16petame jargmise iilesande analiiiisiga, jdttes
edaspidised lahendamisjargud oppija teha.

Ulesanne. Antud on nurk ja sellest vidljaspool punkt (joon. 16).
Ldbi punkti A tommata sirge, mis 16ikab nurgast dra kolmnurga
antud perimeetriga 2p.

"Analiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud. Joonestame
vilisringjoone. Kasutades seda, et iihest punktist tommatud ring-
joone puutujad on vordsed, on kerge nédidata, et BD = BE =p,
siit saamegi konstruktsiooni.

§ 3. Konstruktsiooniilesannete lahendamise pdéhimised
meetodid.

a) Geomeetriliste kohtade meetod. Uks pohimis-
test geomeetria moistetest on punkti geomeetrilise koha moiste, sel-
lega peab Opilane tutvuma voéimalikult varakult ja peab Oppima
temaga opereerima vabalt, kasutades teda kogu geomeetria kursuse
ulatuses. Koigepealt peavad koik pohimised geomeetrilised kohad
olema hésti tuntud, nagu:

Tasapinnal:

1. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad iihekaugusel
antud sirgest, on paar sirgeid, mis on paralleelsed antud sirgega —
iiks iihel, teine teisel pool.

2. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad iihekaugusel
antud nurga haaradest, on selle nurga poolitaja.

3. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad iihekaugusel
kahest antud punktist, on antud punktide vahelise 16igu keskrist-
sirge.

4. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad iihekaugusel
antud punktist, on ringjoon, mille keskpunktiks on antud punkt.

5. Geomeetriline koht punktidele, millest antud 16ik on ndha
antud nurgas, on kaks segemendi kaart, millest kumbki mahutab
endasse antud nurga piirdenurgana ja millest iiks asetseb antud
16igust iihel pool, teine teisel pool.

6. Geomeetriline koht punktidele, millest antud 16ik on ndha
tdisnurgas, on ringjoon, mille keskpunktiks on 16igu keskpunkt ja
raadiuseks on pool antud 16igust.
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7. Geomeetriline koht punktidele, mis jaotavad antud suhtes
niisuguste kiirte 16igud, mis ithendavad mingit punkti ringjoone
punktidega, on ringjoon.

Ruumis:

1. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad iihekaugusel
antud tasapinnast, on kaks tasapinda, mis on paralleelsed antud
tasapinnaga — iiks iihel ja teine teisel pool sellest tasapinnast.

2. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad iihekaugusel
kahest 16ikuvast tasapinnast, on tasapind, mis ldbib antud tasa-
pindade l6ikejoont ja poolitab nendest tasapindadest moodustatud
kahetahulise nurga.

3. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad iithekaugusel
antud punktist, on kerapind keskpunktiga selles punktis.

4. Koigil antud punkti ldbivail tasapindadel vdetud teise antud
punkti projektsioonide geomeetriline koht on sfdir, ‘mille diameeter
on antud punkte ithendav 16ik.

5. Geomeetriline koht sirgetele, mis 16ikavad antud sirget ja
ldbivad viljaspool seda sirget olevat antud punkti, on tasapind,
mis 1dbib antud sirget ja antud punkti.

6. Geomeetriline koht sirgetele, mis 16ikavad antud sirget a ja
on paralleelsed teise antud sirgega b (a ja b ei loiku), on tasa-
pind, mis 1dbib sirget a ja sirget ¢, mis 16ikub sirgega a ja on
paralleelne antud sirgega b.

7. Geomeetriline koht sirgetele, mis 16ikavad paralleelsete sir-
gete paari, on tasapind, mis 1dbib neid sirgeid.

Opilased peavad tingimata 6ppima ehitama lihtsamaid geomeet-
rilisi kohti. Esitame niisuguste iilesannete néiteid.

0 Q [
Joon. 17. Joon. 18.

Ulesanne 1. Sirgloik pikkusega [ libiseb oma otstega mooda
tiisnurga haarasid (joon. 17). Leida selle sirgloigu keskpunktide
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geomeetriline koht, s. o. selgitada, millise koverjoone moodustab
selle juures punkt P.

Lahendus. Sirgloigu mistahes asendil asetseb tdisnurkse
kolmnurga ROQ {imberjoonestatud ringjoone keskpunkt 16igu

keskpunktis, s. o. punktis P, jarelikult OP = éja tdhendab, P joo-

nestab ringjoone raadiusega, mis vordub poolega sirgloigust ja
mille keskpunkt on tédisnurga tipus.

Ulesanne 2. On antud sirge ja sellest viljaspool kaks punkti
A ja B (joon. 18). Leida sirgel punkt, mis on punktidest A ja B
iihekaugusel.

Lahendus. Punktidest A ja B iihekaugusel asetsevate punk-
tide geomeetriline koht on sirge, mis on risti sirgega AB ja ldbib
16igu AB keskpunkti. Otsitav punkt peab jarelikult asetsema sellel
ristsirgel. Samaaegselt peab otsitav punkt olema antud sirgel,
jarelikult ta on ristsirge ja selle sirge loikepunkt, s. o. punkt C.
Nihtavasti, kui AB oleks risti antud sirgega, siis punkt C oleks
»eemaldunud 16pmatusse” ja iilesanne oleks lahendamatu.

Ulesanne 3. Geomeet-

riline koht punktidele, mis 4 P £

asetsevad kahest paralleel-

sest sirgest iihekaugusel, on / aQ \

sirge. Milline? p R
Ulesanne 4. Geomeetri- / \

line koht punktile, mis jao-

tab kahe paralleelse sirge 8 a 2

Joon. 19.

vahelise kauguse antud suh-
tes, on sirge. Milline?
Ulesanne 5. Niisuguste
sirgloikude keskpunktide geo-
meetriline koht, millede ots-
punktid asetsevad kahel paral-
leelsel sirgel, on antud sir-
0 p : ¥
getega paralleelne sirge, mis
poolitab antud paralleelide
vahelise kauguse (joon. 19).
Ndpundide. PQ on

£ trapetsi ABCD keskloik, nagu
ka QR on trapetsi CDEF kesk-
Joon. 20. 10ik.
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Ulesanne 6. Ehitada geomeetriline koht ruumi punktidele, mis
asetsevad kahest paralleelsest sirgest iihekaugusel (joon. 20).

Lahendus. Olgu P niisugune punkt ruumis, mis on iihe-
kaugusel antud sirgetest. Uhendades punktist P sirgetele tomma-
tud ristloikude alused, saame vordhaarse kolmnurga DPE, mille
tasapind on risti antud sirgete tasapinnaga. Korgus tipust P poo-
litab aluse. Siit selgub konstruktsioon. Otsitav geomeetriline koht
on tasapind, mis on risti kahe antud sirge tasapinnaga ja ldbib
sirget, mis poolitab nende paralleelide-vahelise kauguse.

Ulesanne 7. Ehitada geomeetriline koht ruumi punktidele, mis
asetsevad vordsetel kaugustel kahest 16ikuvast sirgest [ ja m
‘(joon. 21).

Opilasele jdetakse toestada, et otsitav geomeetriline koht on
tasapind, mis labib antud sirgete poolt moodustatud nurgapooli-
tajat ja on nende sirgete tasapinnaga risti.

Joon. 21. Joon. 22.

Ulesanne 8. Leida koonilised pinnad, millele kolm antud sir-
get /, m ja p, mis ldbivad iiht ja sedasama punkti, on moodustajad
(ehitada otsitavate koonuste teljed) (joon. 22).

Jatame oOpilasele toestada, et otsitav geomeetriline koht (telg)
on niisuguste tasapindade 16ikejoon, mis ldbivad sirgete /, m ja m,
p poolt moodustatud nurgapoolitajaid ja on risti nende sirgete paa-
ride tasapindadega.

Ulesanne 9. Ehitada geomeetriline koht punktidele, mis asetse-
vad vordsetel kaugustel kolmest mitte iihel tasapinnal asetsevast
paralleelsest sirgest a, b, c.

Otsitav geomeetriline koht on niisuguste tasapindade ldikejoon,
mis on risti tasapindadega, mis ldbivad sirgete paare a, b ja b, ¢
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ning jaotavad nendevahelise kauguse pooleks. Millal on iilesanne
lahendamatu?

Ulesanne 10. Ehitada geomeetriline koht punktidele, mis aset-
sevad vordsetel kaugustel kahest paralleelsest tasapinnast.

Vastus. See on tasapind, mis poolitab antud tasapindade
vahelise kauguse.

Ulesanze i1. Ehitada geomeetriline koht punktidele, mis aset-
sevad vordsetel kaugustel kahest I6ikuvast tasapinnast.

Vastus. See on tasapind, mis poolitab antud tasapindade
vahelise kahetahulise nurga.

Ulesanne 12. Ehitada geomeetriline koht punktidele, mis aset-
sevad vordsetel kaugustel kahest antud tasapinnast ja kahest antud
punktist.

Vastus. Antud tasapindadest vordsetel kaugustel asetseva
tasapinna ja kahte antud punkti {ihendava sirgloigu keskristtasa-
pinna ldikejoon (viimane tasapind on geomeetriline koht punktile,
mis asetseb vordsetel kaugustel kahest ruumipunktist). Analiiii-
sida iilesanne.

Ulesanne 13. Leida antud sirgel punkt, mis on vordsetel kau-
gustel kahest ruumipunktist A ja B.

V astus. Otsitav punkt on antud sirge 16ikepunkt tasapinnaga,
mis on risti 16iguga AB ja libib selle 16igu keskpunkti. Analiiiisida
tilesanne.

Ulesanne 14. Ehitada geomeetriline koht sirgele, mis 1abib ruumi-
punkti A ja moodustab vordsed nurgad antud kiivsirgetega a ja b.

Ndpundide. Tombame ldbi A sirged, mis on paralleelsed
sirgetega a ja b ja ldbi nende sirgete poolt moodustatud nurga-
poolitaja ehitame tasapinna, mis on risti selle nurga tasapinnaga.
Toestada, et see on otsitav geomeetriline koht.

Ulesanne 15. Leida geomeetriline koht niisuguste sirgloikude
keskpunktidele, mille otspunktid asetsevad kahel antud kiivsirgel
a ja b (joon. 23).

Lahendus. Uhendame punktid A ja D teineteisega, olgu AD
keskpunktiks F. Siis CF on paralleelne sirgega a.

Olgu ED keskpunktiks K, siis FK on paralleelne sirgega b.
CK on samal tasapinnal, kus on CF ja FK, tdhendab, otsitav geo-
meetriline koht on tasapind, mis ldbib mistahes niisuguse sirgloigu
keskpunkti, mille otsad asetsevad antud sirgetel, see tasapind ldbib
kaht sellest keskpunktist viljuvat sirget, milledest iiks on paral-
leelne sirgega a ja teine sirgega b.
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Soovitame oppijail lahendada jédrgmised i{ilesanded: Kisseljov,
Geomeetria, planimeetria VIII ja IX klassile, § 102 harjutustest
tilesanded 21—23, § 135 harjutustest iilesanded 1—5, § 143 harju-
tustest iilesanded 1, 2.

a) Geomeetriliste kohtade meetod konstruktsioon-
iilesannete lahendamisel seisneb selles, et me, korvaldades fiiles-
ande iithe tingimuse, ehitame tolle geomeetrilise koha, mis rahul-
dab iilejddnud tingimusi. Vottes arvesse korvaldatud tingimuse,
kuid korvaldades mingi teise, ehitame teise geomeetrilise koha.
Ulesande lahenduseks on ilmselt konstrueeritud geomeetriliste koh-
tade 16ikekujund.

Soovitame teostada harjutused Kisseljovi opikust, Geomeetria,
planimeetria VIII ja IX klassile, § 133; analiiiisida § 134, 135
ning § 143 harjutustest iilesanded 14, 19—22; PomMaHOBCKH i,
3agauu Ha MocTpoeHue B crepeomerpuu, 11—14.

Joon. 23. Joon. 24.

Ulesanne. Ehitada kolmnurk aluse, tipunurga ja alusele tom-
matud mediaani jargi (joon. 24).

Lahendus. Korvaldades tingimuse mediaanist, leiame geo-
meetrilise koha punktidele, kust antud alus on ndha antud nurgas.
Korvaldades niiiid tingimuse nurgast, kuid vottes arvesse tingimuse
mediaanist, saame teise geomeetrilise koha, nimelt ringjoone kesk-
punktiga aluse poolitamispunktis, s. o. punktis C ja raadiusega, mis
vordub mediaaniga. Otsitav tipp on kahe ringjoone Ildikepunkt.

Kiisimus. On antud ringjoon. Kuidas leida tema keskpunkt?

Soovitame veel kord analiiiisida kolmnurga ehitamise iilesannet
tipunurga, aluse ja korguse jdrgi. Ehitanud geomeetrilise koha
punktidele, kust antud alus on ndha antud nurgas, ehitame geo-
meetrilise koha punktidele, mis sirgest, millel asetseb alus, on
kaugusel #; siis vaatame, kus need geomeetrilised kohad l6ikuvad.
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b) Simmeetriameetod (Kisseljov, Geomeetria, plani-
meetria VIII ja IX klassile, § 102, iilesanded 1—3).

Jargmised iilesanded nditavad, kuidas teljelise siimmeetria
omadusi saab moénikord kasutada konstruktsiooniilesannete lahen-

damisel. A
/740/ |
. ? 3
0y S T
B,
Joon. 25.

Ulesanne 1. On antud nurk ning kaks punkti A ja B (joon. 25).
Punktist B tommata sirge nii, et tekiks vordhaarne kolmnurk, mille

N
\/\M
g < 2 A
: C
.

Joon. 26.

tipp asetseb sirgel OT (antud nurga haaral) ja kolmnurga iihe
haara pikendus ldbib punkti A.

Oletame, et iilesanne on lahendatud ja punkt K on otsitav. Ehi-
tame punkti B, siimmeetriliselt punktiga B telje OT suhtes.

Li=n—2y=n—2a—28;

y=a+pf ja LDKB =1+ 28—=n—2a, seega iilesanne on
taandunud jirgmiseks: ehitades punkti B, siimmeetriliselt punk-
tiga B telje OT suhtes, {ihendame A ja B, ehitame geomeetrilise
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koha punktile, millest 16ik AB; on ndha antud nurgas (7 — 2a)
ja lopuks leiame, kus see geomeetriline koht 16ikub kiirega OT.

Ulesanne 2. Antud sirgel AB leida punkt X, millega {ihendades
antud punktid M ja N saame nurgad NXB ja MXA, milledest iiks
on teisest kaks korda suurem (joon. 26).

Oletame, et punkt X on leitud, nii et £ NXB =2 £ MXA.

Ehitades punkti C, mis on siimmeetriline punktiga M telje AB
suhtes, ithendades punkti C punktiga X ja pikendades NX, saame,
et XC on nurga AXT poolitaja ja seega CR=CT, s. o. NT on puu-
tujaks ringjoonele, mille keskpunktiks on punkt C ja raadius on

vordne CR -:%MC. Jatame oOpilastele jdreldada siit konstruktsioon.

Joon. 27.

Ulesanne 3. Sirgel AB leida punkt X nii, et temast kahele antud
ringjoonele O ja O, tommatud puutujad moodustaksid sirgega AB
vordsed nurgad (joon. 27).

Olgu O, ringjoone O, peegeldus sirgelt AB. Tombame puu-
tuja XN,.

Jdtame Opilastele toestada, et L AXM—= LN, XB, s. o, et
MXN, on sirge — iihine puutuja kahele ringjoonele O ja O,. Konst-
ruktsioon selgub siit. Kui palju lahendusi on siin vbdimalikud?

Mirgime, et siimmeetriameetod taandub murdjoonte sirgesta-
misele — nditeks iilesande 3 lahendamist v6ib alustada nii: asen-
dame murdjoone MXN sirgega MXN, ja otsime punkti N, asukoha.
Ulesanne taandub kiisimusele, kuidas murda sirge nii, et saada
otsitav kujund.

c) Sirgestamismeetod on eriti sagedasti kasutatav
neis tilesandeis, kus andmeteks on mone murdjoone kiilgede summa
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voi vahe (Kisseljov, Geomeetria, planimeetria VIII ja IX Kklassile,
§ 102 harjutustest iilesanded 73 ja 74).

Ulesanne 1. FEhitada kolmnurk, millest on antud 4, ¢, a4 b
(joon. 28). '

Et murdjoone BCA kiilgede summa on teada, siis sirgestame
murdjoone, milleks AC pikendusele asetame CD = BC. Kolmnurk
BCD on vordhaarne ja seega E on tipust C alusele BD tommatud
ristloigu aluspunkt, ta on BD keskpunkt. Siit selgub iilesande
lahendus: ehitame antud nurga A, votame AB=—c¢ ja AD —a + b;
jaotame BD pooleks (E) ja punktist E ehitame ristsirge sirgele BD.
Selle 16ikepunkt sirgega AD (C) ongi otsitav tipp. ;

Jatame opilaste lahendada jérgmised iilesanded:

1) Ehitada vordhaarne kolmnurk, millest on antud tema haar a
ning korguse ja aluse summa s.

Joon. 28. Joon. 29.

2) Ehitada kolmnurk, millest on antud kiilgede summad a + &
ja b + ¢ ning tipunurk B.

(Vaata ptk. II, § 5, iilesande nr. 17 lahendust.)

3) Ehitada tdisnurkne kolmnurk hiipotenuusi ja kaatetite
summa jargi.

4) Ehitada tdisnurkne kolmnurk hiipotenuusi ja kaatetite vahe
jargi. ‘

Nidpundidide. Oletame, et iilesanne on lahendatud; paigutame
iihe kaateti teisele ja uurime niirinurkset kolmnurka, mida on
kerge ehitada.

d) Paralleelliikke-meetod (Kisseljov, Geomeetria,
planimeetria VIII ja IX klassile, § 101, iilesanded 1—3) pohineb
parallelogrammi omadustel ja kasutatakse neil juhtudel, kui konst-
ruktsioon on keeruline selle tottu, et kujundi osad on iiksteisest
liiga kaugel — siis kasutataksegi otsitava kujundi mingisuguse
osa paralleelliiket.
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Ulesanne 1. Ehitada nelinurk, kui on teada tema nurgad ja
kaks vastaskiilge (joon. 29).

Oletame, et kujundis ABCD on antud: kiiljed BC ja AD ning
nurgad A, B, C. Nihutame kiilje BC tema endaga paralleelselt
asendisse AE. Tekib kolmnurk AED, milles on teada kaks kiilge
AE — BC ja AD ning nurk EAD, mis vordub kahe tuntud nurga
vahega. Ehitame selle kolmnurga. Hiljem on kerge tommata sir-
ged EC ja CD, seepirast et esimene moodustab tuntud nurga sir-
gega EA, teine aga moodustab tuntud nurga kiiljega AD. Pirast
seda jddb ainult tommata CB paralleelselt sirgega EA — ja lahen-
dus on ilmne. Et sel iilesandel on iiksainus lahendus, siis jérel-

dame sellest, et nelinurk on méairatud tema nurkade ja kahe vas-
~ taskiiljega.

Ulesanne 2. On antud kaks ringjoont O ja O, ja sirge AB.
Paralleelselt sirgega AB tommata 16ikaja nii, et antud ringjooned

Joon. 30. Joon. 31.

Ioikavad sellest dra koolud, millede summa vordub antud sirg-
liguga S (joon. 30).

Olgu CF || AB ja CD + EF = S. Nihutame ringjoont O, nii, et
CD ja EF moodustaksid iihe sirgloigu CJ=S.

Kiisimus taandub punkti O, leidmisele. Tommates OG 1 CD ja

O:L | DL leiame GL:%—. Et O\M || AB, siis lahendatakse iiles-
anne jargmiselt: tommates O\M || AB votame OM | O, M, sirgele
MO, asetame osa sirgloigust MO,, mis vordub poolega 16igust S,
ja joonestame ringjoone keskpunktiga O, ning raadiusega O,F. See
ringjoon 16ikab ringjoont O punktides D ja D,. Otsitavad l6ikajad
ldbivad D ja D, ja on paralleelsed sirgega AB.

Kolmnurkade ja nelinurkade ehitamisel on vdga tihtis teada
kujundite omadusi, mis tekivad nende kiilgede paralleelliikkel.
Jargmise kahe iilesande lahendamisel kasutatakse peaaegu koiki
neid omadusi.
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Ulesanne 3. Kolmnurga kiilgede paralleelliike (joon. 31).
Kolmnurgas ABC nihutame CA asendisse BD ja AB pikendusel
margime AE = AB. Siis tekib kolmnurk CDE. Niidata, et kolm-
nurgas CDE: 1) kiiljed on kaks korda suuremad kolmnurga ABC
mediaanidest; 2) kolmnurga CDE pindala on kolnf korda suurem
kolmnurga ABC pindalast; 3) kaks korgust igast kolmnurgast
ADE, AEC ja ADC vorduvad kolmnurga ABC korgustega; 4) nur-
gad punkti A juures vorduvad kolmnurga ABC sise- voi vilis-
nurkadega ja nurgad kolmnurga ABC mediaanide vahel on vord-
sed kolmnurga DEC nurkadega; 5) AD, AC ja EO on kolmnurga
EDC mediaanid. Kui iilesande tingimused voimaldavad ehitada
kolmnurka DEC vo6i iiht viikestest kolmnurkadest, siis vastupidise
paralleelliikkega on kerge jouda kolmnurgani ABC.

Ulesanne 4. Nelinurga kiilgede
paralleelliike (joon. 32). Antud neli-
nurgas ABCD nihutame paralleel-
selt kiilgi AB ja AD vastavalt
asendisse CX ja CY.

Roopkiilikul BXYD on jargmi-
sed omadused: ;

1) selle rodpkiiliku kiiljed ja g
nurk on vastavalt vordsed diago-
naalidega ja nurgaga nende vahel
nelinurgas ABCD;

2) nurgad BCX, XCY, YCD on Joon. 32.
vastavalt vordsed nurkadega B, A :
ja D antud kujundis;

3) nurgad XCD ja BCY on vastavalt vordsed nurkadega vas-
taskiilgede AB ja CD; BC ja AD vahel,

4) roopkiiliku pindala on kaks korda suurem nelinurga pindalast;

5) punkti C kaugused roopkiiliku tippudest on vastavalt vord-
sed nelinurga kiilgedega;

6) roopkiiliku diagonaalid on kaks korda pikemad 101kudest
mis poolitavad AB ja CD, BC ja AD; diagonaalidevaheline nurk
on vordne samade loikude vahelise nurgaga.

Viga palju iilesandeid nelinurkade konstrueerimise kohta
lahendatakse roopkiiliku BXYD konstrueerimise abil.

Niisugustes iilesannetes iihed andmetest annavad vGimaluse
ehitada selle roopkiiliku, teised andmed aga méiravad punkti C
(sageli punkt C on kahe geomeetrilise koha 16ikepunkt) ja anna-
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vad voimaluse kujundilt BXYD siirduda kujundile ABCD vastu-
pidise paralleelliikke abil. Néitena soovitame analiiiisida § 101
juurde kuuluvat iilesannet Kisseljovi oOpikust Geomeetria, plani-
meetria VIII ja IX klassile.

e) Sarnasusmeetod (Kisseljov, Geomeetria, planimeet-
ria VIII ja IX klassile, § 181, iilesanded 1—3).

Ulesanne 1. Ehitada kolmnurk kahe nurga ja iimberjoonesta-
tud ringjoone raadiuse jargi. Ehitades kolmnurga kahe nurga
jargi, taandub iilesanne jdrgmiseks: ringisse raadiusega R joo-
nestada koodlkolmnurk, mis on sarnane antud kolmnurgaga. Olgu
ABC antud kolmnurk (joon. 33). Ehitame iimberjoonestatud ring-
joone keskpunkti O, OA = OC = OB on tema raadiused. Asetame
raadiuse R loikudele OC, OB, OA. Kolmnurk NPQ on otsitav,

mis on sarnane antud kolmnur-
P gaga ja selle iimberjoonestatud
ringjoone raadius on vordne
antud raadiusega R = ON.

Mirkus. Ulesande lahen-
damisel sarnasusmeetodi abil
eemaldame algul meetrilised
tingimused ja sdilitame sarna-

A c suse tingimused (nurgad, suh-
07 3008 ted) ja seejdrel teisendame

N sarnaselt kujundi antud moot-
Joon. 33. meteni.

Ulesanne 2. On antud nurk
ja punkt M selle sees. Tommata ldbi punkti M sirge nii, et tekiks
viikseima iimbermooduga kolmnurk (joon. 34).

Joonestame vilisringjoone (oletades, et {ilesanne on lahenda-
tud), siis kolmnurga iimbermoot vordub summaga OK + OR —=20R.

Ulesanne taandus niisuguseks: joonestada ringjoon antud nurga
sisse nii, et punkt M jddks sellest vasakule (voi ringjoone vasa-
kule osale) ja et puutuja punktist O oleks vdikseim. Nihtavasti
on see siis, kui M asetseb ringjoone vasakul osal: ja toepoolest,
koigi niisuguste ringjoonte keskpunktid asetsevad nurgapoolitajal
ja vdiksema puutuja annab ringjoon, mis asetseb ldhemal punk-
tile O. Niisiis {ilesanne taandus jargmiseks: on antud nurk ja
punkt tema sees. Libi selle punkti ehitada ringjoon, mis puudu-
tab nurga haarasid. See iilesanne on lahendatud Kisseljovi 6pi-
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kus Geomeetria, planimeetria VIII ja IX klassile (sarnasusmee-
tod, § 181).

Ulesanne 3. Ehitada kolmnurk, teades tema korguse ja aluse
suhet, tipunurka ja kiilje mediaani (joon. 35).

Joon. 34. Joon. 35.

Ehitame kolmnurga tema tipunurga jérgi, teades, et %on antud

(eemaldades tingimuse mediaanist). Olgu —:—:a, h=—ba. Ehi-

tame segmendi, mille kaarelt antud 16ik AB=5b on ndha antud
nurgas a; ldabi B tombame ristsirge 16igule AB ja sellel margime
h=ba; selle otspunktist tombame paralleeli 16igule AB — I15ike-
punkt ringjoonega annab meile lahenduse. Jitame lugejale uurida,
millal on kaks lahendust, millal iiks ja millal mitte {ihtegi.

Joon. 36.

Ulesanne 4. On antud nurk AOB ja selle sees punkt C
(joon. 36). Leida haaral OB punkt M, mis asetseb iihekaugusel
haarast OA ja punktist C.

7 Iseseisvad t66d elementaarmatemaatikas. 97



Eemaldades tingimuse antud punktist, votame haaral OB
vabalt punkti K, tombame sellest haarale OA ristsirge ja punk-
tist K kui keskpunktist joonestame raadiusega TK kaare kuni 16i-
kumiseni sirgega OC. Jdab veel tommata CM, mis on paralleelne
sirgega PK. Soovitame Oppijail toestada, et punkt M on otsitav,
uurides kolmnurki OMC ja OKP; sellesama saavutame, ithendades
K ja N ning tommates ldbi C paralleeli sirgele KN.

f) Algebra rakendamise meetod geomeetrias.
(Kisseljov, Geomeetria, planimeetria VIII ja IX klassile, iiles-
anded §-dest 184 ja 185; §-dest 209—211; § 211 harjutustest iiles-

anded 21, 40, 42).
: Meie iilesandeks on siin algebralise meetodi otsene kasutamine
geomeetriliste konstruktsioonide juures.

Opilane peab oskama ehitada sirgloike:

=" 2=Va b, s=V@F; 2=V a0
peab oskama ehitada vordelisi sirgloike. Keskmise vordelise
konstrueerimise rakendamine mitu korda jirjest annab antud sirg-
16igu mistahes astme konstruktsiooni.
Kui loigu OA (joon. 37)
F votame iihikuks ja loigu OB
pikkuse tdhistame tdhega =,
siis tommates sirge BC 1 AB
saame:

>

> 2 0c =9 enk 0C=0B*—2.
3 Tommates siis CD ] BC,
saame o LI
D oc OB’
OD - OB = 0(C?, siit saame

G OCSsraght. i i g
OD——OF——-— ;—x 2

Joon. 37.

Samal viisil leiame:
OE=z4 "OF =28, O0G=2%:.,

Joonisel tekib spiraalitaoline murdjoon ABCDEFG, mis moo-
dustab koordinaatide telgedel jérjestikku x-i astmed.

Jatkates teda punktist A edasi kellaosuti liikumise suunas,
saame jdrjestikku tdisarvuliste negatiivsete astendajatega z-i ast-
med.
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Opilane peab oskama ehitada ruutvorrandi lahendeid:
a) valemite jdrgi, b) Vieta teoreemi jargi.
a) Lahendades vorrandi

$2+m+n2=0’

a=—F+V G —m

konstruktsioon viib meid tdisnurkse kolmnurga kaateti ehitamisele
tema hiipotenuusi ja teise kaateti jdargi ja seejdrel loikude liit-
misele.

saame

‘Lahendite reaalarvulised vaartused saame, kui %—}n.

Mairgime, et kui m ja n loetakse oma loomult positiivseiks (16i-
kude pikkused), siis: :
m m
T 1/( —
ei kolba.

Kui vorrand on 2?2 + ma — n? =0, siis lahendite konstruktsioon

viib hiipotenuusi ‘/(g)i—k n? konstrueerimisele kahe kaateti jérgi.
b) Kui vorrandil on kuju: 22 + mz + n2 =0, (1)

siis

T+ Tp=—m; mm=n?% (2)

et viimane vordus nditab, et la- M K

hendid omavad iihesuguseid mar- 5
ke, siis esimese vorduse voib
iiles kirjutada jargmiselt: AP 0 ’2_1’ B

|20+ |22 |=m (3) Joon. 38.

Niiviisi taandus asi kahe
16igu konstrueerimiseks, milliste summa ja korrutis on vastavalt
vordsed antud suurustega m ja n? (joon. 38).

Loigule AB=m kui diameetrile ehitame poolringjoone. See-
jarel joonestame MN || AB kaugusel n temast.

Siis ristsirge MP mdirab sirgel AB punkti P. Loigud AP
ja PB kujutavad endast lahendeid z; ja @, mis on voetud abso-
luutvéirtustena. Opilastele jddb teostada kontroll selle iile. Fakt,
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et lahendid on reaalsed ainult siis, kui '"7 > n, ndhtub jooniselt 38:

siin n > 5 puhul sirge MN ei l6ika ringjoont.

Kui vorrandxl on kuju 24 mx—n2=0, siis tema lahendld
on erinevate maérkidega, jdrelikult nende algebralise summa saame
vastavate 16ikude lahutamise teel. Lahendite konstruktsioon selle
juhtumi jaoks on kujutatud joonisel 39. Vabalt valitud punktist

O raadiusega OM =% joonestame ringjoone. Vabalt valitud punk-

tist M tombame talle puutuja ja margime sellel 16igu MN —n.
Labi punktide N ja O tombame sirge, mis 16ikub ringjoonega punk-
tides A ja B. Siis 1oigud AN ja BN kujutavad endast lahendite
x, ja x, vaartusi, sest AN —BN=AB=m ja AN-BN=MN?—=
=n?. Nagu nédhtub, on siis konstruktsioon alati voimalik. Illust-

M
m n
2
N
A o B
Joon. 39.
reerimiseks soovitame analiiiisida iilesannet § 209 juurde — Kis-

seljov, Geomeetria, planimeetria VIII ja IX Kklassile.
é Ulesanne 1. Ehitada nii-
N suguse ruudu kiillg x, mille
pindala on kaks korda suu-
rem antud ruudu pindalast.
Meil ‘on: “22=2a% «ehk

p Q |z|=aV 2, s t otsitava

/ \ ruudu kiilg on antud ruudu

8 C diagonaal. Soovitame teha

Joon. 40. konstruktsiooni.

Ulesanne 2. Kolmnurgas

ABC tommata sirge, mis on paralleelne alusega, nii, et ta poolitaks

kolmnurga pindala. Oletame, et iilesanne on lahendatud (joon. 40).
Meil on:

pindala ABC __ AB-AC __ 2,
pindala APQ ~ AP-AQ  1°

kuid
Al vAC
AP~ AQ>
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jarelikult
AB-AC _AB _,

AP AQ ~ AP2
siit
AB
AP-—V—_2.

See valem annab meile lihtsa konstruktsiooni. Poolitame loigu
AB (M) ja ehitame tdisnurkse vordhaarse kolmnurga AMN. Vii-
mase hiipotenuus AN annabki otsitava sirgloigu:

AN — v MN 2+MA2=3—,B_2.

Jéaab veel 16igul AB mirkida 16ik AP = AN ja ldbi P tommata
paralleel BC-le. Lahendus on iihene ja alati voimalik.

Ulesanne 3. On antud nurk ja punkt M tema poolitajal. Labi
antud punkti M tommata sirge nii, et tema 16ikepunktid antud
nurga haaradel maddraksid antud pikkusega sirgloigu a (Pappuse
iilesanne).

Analiiiis. On antud nurk BAC (joon. 41) ja BC=a libi
antud punkti M toémmatud sirgloik, AM nurga BAC poolitaja.
Joonestame kolmnurga ABC iimber ring-
joone keskpunktiga O, tombame dia-
meetri DE ning koolud AE ja BD. Tiis-
nurksed kolmnurgad ADE ja FDM on
sarnased (kaared BD ja DC on vordsed,
jarelikult F poolitab BC); jarelikult
DM - DA — DF - DE; teiselt poolt dia-
meetri ristsirge omaduse pohjal:

DF -DE =DB?, s. 0. DM-DA = DB?,

Olgu niiiid AM=m, MD=rz,
BD =0b, siis vordus viljendub jarg- Joon. 41.
misel kujul:

z(x + m) =102, (A)
kusjuures kolmnurgast BFD nahtub, et

b=—2_ kus a= £ BAC.

2 cos 5

Konstruktsioon. Ehitame antud 16igule a= BC kaare
(BAC), millelt antud sirgloik on ndha nurgas a. Olgu D kaare
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BDC keskpunkt sellel ringjoonel. Ehitame diameetri DE, iihen-
dame E ja C ning votame

o o
CG='2‘,

DG:]/T; + b2 (kolmnurgast DGC). Punktist G joones-

tame ringjoone raadiusega GC, mis ldikab sirget DG punktides
H ja K. Seepirast

DH=DG—GH=—141 % p—s

ja DK=DH + HK =z 4+ m —= DM + MA = DA.

Vaéttes punkti D keskpunktiks, joonestame ringjoone raadiusega
DK, siis viimane 16ikub varem ehitatud ringjoonega ABC punk-
tis A, s. o. antud nurga tipus (teine 16ikepunkt annab siimmeet-
rilise joonise diameetri DE suhtes).

Toestus. Pidrast nurga tipu A ehitamist tombame sirgldi-
gud AB ja AC. On selge, et £ BAC=a, sest konstruktsiooni
jargi BD=DC ja AD on selle nurga poolitaja. Loik BC, mis
labib punkti M, on konstruktsiooni jirgi pikkusega a. Jddb veel
veenduda selles, et AM =m. Meil on:

AD—=KD=—z+m
(konstruktsioon); peale selle:
DM -DA — DB?;
see aga tihendab, et 16ik DM on vorrandi (A) lahend, s. 0. DM =z,
jarelikult:
AM =AD — DM = (x + m) —x=m.

A
%
8, o &
8
Joon. 42.

Uurimine. Ringjoonte 16ikepunkt on olemas, kui teise ring-
joone raadius DK ei ole suurem esimese diameetrist DE:
DK < DE, AD < ED, AM + MD < EF + FD,
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sest
FD < MD, AM < EF ja et EF =3 olg5
saame lahenduse olemasolu tarviliku tingimuse

m< 5 ctg 5.

Nditame, et see tingimus on piisav. Toepoolest, kui AM = EF,
siis- punkt £ on nurga tipp, s. o. punkt A iihtib punktiga E. Selle
juures punkt M iihtib punktiga F ja 16ik BC | AM (EF). Sel
juhul on '

a a o
m = 5 ctg 7ehk a=2m tg. (B)

Joonestame mitmesugused l6ikajad 1dbi punkti M (joon. 42).
Neil loikajail tekivad l6igud BC mitmesuguse pikkusega. BC 1 MA
puhul on ldigu BC pikkus mdédratud valemiga (B). Me jatame
lugejale ndidata, et see vdartus on minimaalne ja et sellelt vaar-
tuselt kasvab loigu pikkus ldikaja poorlemisel.

Soovitame opilastel lahendada jdrgmine iilesanne: on antud
kaks kolmnurka; ehitada kolmnurk, mis on esimesega sarnane ja
teisega pindvordne.

§ 4. Toestamisiilesanded.

Oskus toestada teoreeme, kombineerida teoorias omandatud
teadmisi teoreemide iseseisval toestamisel, milliseid Opetaja ei ole
toestanud — see on oOpilase korge matemaatilise kultuuri nditaja,
ja seepdrast tuleb sellele geomeetriliste iilesannete liigile piihen-
dada erilist tdhelepanu.

Geomeetrilisi teoreeme on kolme tiiiipi: ,,projektiivsed” teoree-
mid, mis méénavad mingisugust fakti, mis on seotud ainult asen-

diga, nagu nditeks teoreem — , Kolmnurga sisenurga poolitaja
ja kahe selle sisenurgaga mitte korvuti asetseva valisnurga pooli-
tajad 16ikuvad iihes punktis” — on ,,projektiivne teoreem”; , meet-

rilised” teoreemid, mis mooénavad suurusega seoses olevat fakti,
nditeks Pythagorase tecreem, ja 16puks segaiseloomuga teoreemid,
nagu nditeks teoreem: ,Igas kolmnurgas l6ikuvad mediaanid iihes
punktis ja jagunevad selles punktis.ldikudeks, mis suhtuvad nagu
1:2, alates Kkiiljest.

Opetamise kogemus on ndidanud, et opilastel on raskem aru
saada esimest ja kolmandat tiiiipi teoreemidest. Tuleb alustada
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lihtsate teoreemide toestamisega, kusjuures on tarvis iga kord
rohutada, milline teoreemi eeldus nimelt on kasutatud mingi jdrel-
duse voi vdite saamiseks. Margime siin muuseas, et opilased tava-
liselt ei armasta toestamisiilesandeid. Opetaja peab Gpetama opi-
lasi lahendama niisuguseid iilesandeid, jdttes geomeetria kursuses
sellele iihe esimestest kohtadest. Tingimata soovitame teostada
koik toestamisiilesanded; mis leiduvad Kisseljovi opikus Geomeet-
ria, planimeetria VIII ja IX klassile, ja nimelt: §-st 27 iiles-
anded 4—7; §-st 69 iilesanded 1—14; §-st 102 iilesanded 1—20;
§-st 135 iilesanded 7—19; §-st 143 iilesanded 3—12; §-st 211
ilesanded 1—14; §-st 269 iilesanded 1—S8.

Toestada teoreem — see tdhendab arutluste abil jouda teoreemi
eeldustelt selle jdreldusele. Naditeks teoreemis: ,Nurgapoolitaja
mistahes punkt on vordsetel kaugustel nurga haaradest”, on eel-
dus — ,kui punkt N asetseb nurga poolitajal”; vidide — ,siis ta
on vordsetel kaugustel nurga haaradest”. Me peame jdreldama
teise esimesest, s. 0. esitama teoreemi eeldused niisuguses vormis,
et nendest saada jédreldused, millest koosneb viide; koigepealt on
tarvis teada, milles seisneb teoreemi eeldus ja milles tema vdide.
Opilased peavad oppima neid julgelt ja tdpselt formuleerima.

Kuid sellest on vdhe. Opilasele tuleb ndidata, et teoreemi viide
ei saa olla oige, kui koik teoreemi eeldused ei ole tdidetud, —
nditeks eespool mainitud nédites — kui punkt N ei asetse nurga-
poolitajal, siis ta ei saa olla vordsetel kaugustel nurga haaradest.

Jérelikult peab Opilane oppima koigepealt tdhelepanelikult 1dbi
motlema koik teoreemi eeldused ja neist igaiiht maksimaalselt dra
kasutama. Kui teoreem toestatakse mitme eeldusega, tuleb oOpe-
tajal ndidata opilasele, millise eelduse drakasutamisel nimelt mil-
line vdite osa on saadud. Opilasele on tarvis ndidata, et pole
motet rddkida mingisugustest oletustest, kui neid ei kasutata toes-
tuses. Ebaonnestumise puhul peab opilane koigepealt veel kord
ldbi sirvima koik teoreemi eeldused ja kontrollima, kas nad on
koik tdielikult dra kasutatud. Esineb juhtumeid, kus opilane on
unustanud kasutada mingisuguse teoreemi eelduse, kuid on teoreemi
ikkagi ,,toestanud”. Sel juhul peab ©pilane ise aru saama, et, jét-
tes kasutamata iihe eelduse, ta ei saa toestada teoreemi — on
olemas mingi viga arutluses voi see eeldus on iileliigne. Ope-
taja, kes valib teoreeme iseseisvaks toestamiseks, peab hoolitsema,
et ei oleks iihtegi liigset, teistest soltuvat eeldust.

Edasi, opilane peab tédpselt sonastama moistete definitsioone,
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milledega ta opereerib, andes nimelt moistete definitsioonide need
sonastused, mis on noutavad antud teoreemi tGestamisel.

Eespool toodud ndites peab Opilane endale otsekohe asetama
kiisimuse:

1) Mis see tdhendab, et sirge on nurgapoolitaja? See tdhen-
dab, et ta poolitab antud nurga.

2) Mis on punkti kaugus sirgest? Punktist sirgeni tommatud
ristloigu pikkus.

Enne kui iile minna nédidete juurde, osutame, et teoreemide
toestamisel on tarvis joonised teha koige iildisemal kujul, vabad
kitsendustest, vdlja arvatud need, mille tingib teoreem — nagu
nditeks, kui teoreemi eelduses rddgitakse ainult vordhaarsest kolm-
nurgast, siis ei tohi mingil juhul joonestada vordkiilgset voi téis-
nurkset kolmnurka; kui aga on rédagitud kolmnurgast iildiselt,
siis tuleb teda ka joonestada iildiselt, jne.

Ndide 1. Toestada, et vordkiilgses kolmnurgas kolmnurga sees
voetud punkti M ja kolmnurga kiilgede vaheliste kauguste summa
on jadv, ta vordub kolmnurga korgusega (joon. 43).

Antud: vordkiilgne kolmnurk ja
selle sees punkt M.

Toestada, et

MR4+MP+MK=h (1)

Toestus. Kuna antud on ainult,
et punkt M asetseb kolmnurga sees,
siis peamegi selle dra kasutama, sel-
leks, iihendades punkti M tippudega,
margime iiles, et kolmnurkade AMC,
AMB ja CMB pindalade summa vor- Joon. 43.
dub kolmnurga ABC pindalaga: sest
et pindala AMC= % -MR; pindala AMB— % -MP; pindala
CMB =2 - MK; pindala ABC— ¢

2. MR+22. MP+ L. MK="5 1. @)

Me ei kasutanud veel iiht eeldust, nimelt, et kolmnurk on vord-

killgne: see annab AC=AB=CB, mis peale asetamist vor-

-h, seega siis

dusse (2) ja molema poole taandamist arvuga '%C annab vor-

duse (1), mida oligi tarvis toestada.
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Nédide 2. Toestada, et kui ringjoone punktist tommata ristloi-
gud selle ringjoone sisse joonestatud kolmnurga kiilgedele, siis
nende ristloikude alused asetsevad iihel sirgel [nn. Simsoni sir-
gel (joon. 44)].

Ringjoonel on antud vabalt valitud punkt P ja ringjoone sisse
joonestatud kolmnurk ABC. Punktist P on tommatud ristloigud
kolmnurga kiilgedele (voi pikendustele). Toestada, et punktid S,
M ja N asetsevad iihel sirgel.

Toestus. Tuleb toestada, et £ CMN— _2SMA. Neli-
nurk SAMP on koolnelinurk, sest nurgad ASP ja PMA on tiis-
nurgad. Nurgad AMS ja APS on vordsed kui piirdenurgad, mis
toetuvad iihele ja samale kaarele. Et nurgad CMP ja PNC on

tdisnurgad, siis punktid P,

B ' M, N ja C asetsevad iihel

ringjoonel (mis on tommatud
PC  keskpunktist raadiusega

5 PC). Niisiis nelinurk PMNC
on koolnelinurk ja nurgad
CPN ja CMN on vordsed kui
piirdenurgad, mis toetuvad
iihele ning samale kaarele.
Téhendab, piisab kui toestada,
et

o« SPA="2 CPN.
Kuid see on selge:
£ SPA=90°— £ PAS =90° — (180° — £ PAB) =

= £ PAB — 90°;
£ CPN =90° — £ PCB;

kuid et eelduse jdrgi nelinurk PABC on kodlnelinurk, siis:
«£ PAB 4+ £ PCB = 180°,
~£ PAB — 90°=90° — ~ PCB,
mida oligi tarvis testada.

Me kasutasime dra nelinurga PABC kui koolnelinurga, kirju-
tades, et: £ PAB 4+ ~ PCB =—180° me kasutasime dra eelduse,
et PM | AC, PS | BA ja PN | BC, kui kirjutasime, et nelinur-
gad PMNC ja SAMP on koolnelinurgad; kuid selle toestamiseks,
et nelinurk PMNC on koolnelinurk, oli tarvis eeldus, et PM | MC

Joon. 44.
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ja PN | NC, selle toestamiseks aga, et nelinurk PSAM on kool-
nelinurk, oli tarvis ainult eeldus, et £ S 4+ £ M =—180° mis voib
muidugi nii olla ka l6puks siis, kui nurgad S ja M ei ole tdis-
nurgad.

See, et £ S on tdisnurk, oli meile tarvis, kui me kirjutasime, et

£ SPA=90°— L PAS.

Niiviisi me oleme kasutanud dra koik teoreemi eeldused. Seda
tuleb opilasele seletamisel tingimata rohutada. ‘

Niide 3. Toestada, et kui kolmnurgas ABC iihendada korguste
aluspunktid, siis saame kolmnurga, milles esimese kolmnurga kor-
gused on nurgapoolitajad (joon. 45).

Antud on: vabalt valitud
kolmnurk ABC ja BN 1 AC, B
AM | BC, CP 1 AB; punktid '
M, N ja P on iihendatud.

Toestada, et sirged BN,
AM, CP on nurkade MNP, NMP, 0
NPM poolitajad.

Selleks  toestame nurkade
MNB ja BNP vordsuse jne. Et
CP on risti sirgega AB ja BN A &
on risti sirgega AC (eelduse
jargi), siis nurgad OPA ja ONA
on tdisnurgad — nende summa vor-
dub 180° ja jérelikult nelinurk ANOP on kodlnelinurk. Nurgad
BNP ja MAP kui piirdenurgad, mis toetuvad iihele ning samale
kaarele,-on vordsed. Edasi, et (eelduse jiargi) AM ja BC on risti,
samuti BN ja AC on risti, siis nelinurk MONC on samuti kool-
nelinurk (samadel pohjustel), ja jdrelikult samadel pohjustel on
omavahel vordsed nurgad BNM ja PCM (kui piirdenurgad, mis
toetuvad iihele ja samale kaarele). Nurgad BAM ja BCP on oma-
vahel vordsed kui kahe tdisnurkse kolmnurga AMB ja CPB terav-
nurgad, mis omavad iihise nurga MBP. Niiviisi £ PNB = 2 MNB,
s. 0. BN on nurga PNM poolitaja. Analoogiliselt toestame, et
AM on nurga PMN poolitaja ja CP on nurga NPM poolitaja.

Tuleb juhtida oppija tdhelepanu sellele, et kolmnurga ABC
korguste ristseisu tema kiilgedega me kasutasime selle toestami-
seks, et nelinurk — néditeks ANOP — on koolnelinurk. Kuid sel-
leks on meile piisav, et nurkade P ja N summa on 180° ja sel-

Joon. 45.

107



leks ei ole sugugi tarvis, et need nurgad oleksid tdisnurgad.
Asjaolu, et need nurgad on tdisnurgad, me kasutasime dra nur-
kade PCB ja MAB vordsuse toestamiseks jne.

Nidide 4. Kui kolmnurga ABC kiiljed BC, CA, AB (joon. 46)
l16ikuvad iihe ja sama sirgega punktides a, b, ¢, siis niiviisi kiil-
gedel tekkinud sirgloikude vahel kehtib seos:

R e G (1)
aC bA c¢B

Et seda toestada, tombame kolmnurga tippudest kuni 16ikumi-
seni sirgega (mida nimetatakse transversaaliks) kolm (meele-
valdse sihiga) paralleelset sirgloiku, olgu a, B, y tippude kaugu-
sed transversaalist, mis on moodetud mooda tommatud paralleele.

Siis on:

eB B W Lyl s

PRl Y Rt 5 Raty
korrutades nende vorduste pooled, saamegi vorduse (1), mida oligi
tarvis toestada.

Joon. 46.

Mirkus. Kui transversaal oleks olnud paralleelne kiiljega
BC, siis oleks punkti a pidanud vaatlema, kui 16pmatuses aset-

sevat, ja suhet % kui iihega vorduvat.

Milleks oleks muutunud siis otsitav suhe?

Kui kaks kiilge AB ja AC oleksid muutunud paralleelseteks,
siis punkt A asetseks lopmatuses. Millise teoreemi saame sel
juhul?

Ndide 5. Poordteoreem (Menelaose teoreem). Kui kolmnurga
ABC kiilgedel AB, AC, BC on voetud kolm punkti a, b, ¢, mis
rahuldavad seost (1), siis need kolm punkti asetsevad iihel sirgel.

Toestus. Sirge ab 16ikab kiilge AB mingisuguses punktis ¢’
nii, et saame vorduse:

aB bC c'A

aC ' bA 7= l; seesama vordus, korvutades teda vordusega (1),
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niitab, et 4 =2, see tihendab, et punktid c ja ¢’ iihtivad.

Nidide 6. m, on mediaan, mis on tommatud kolmnurga kiiljele a.
Toestada, et 4m,? = 262 + 2¢2 — a2

Nidpundide. Tidiendada kolmnurk parallelogrammiks.

Ndide 7. Antud on piistkoonus (joon. 47).

Toestada, et iikski koonilise pinna puutuja ei ole paralleelne
moodustajaga.

Koonilise pinna puutujaks nimetatakse sirget, millel on koonuse
pinnaga ainult iiks iihine punkt (kaks iiheks liitunud punkti).

Toestame teoreemi vastuvditeliselt. Olgu koonuse pinna puutuja

s S
<
R E
Q T
Joon. 47. Joon. 48.

MQ selle pinna punktis M paralleelne moodustajaga SR. Tombame
tasapinna ldbi nende kahe paralleelse sirge SR ja MQ. Et see tasa-
pind omab koonusega iihise punkti M ja koik moodustaja SR punk-
tid, siis ta 16ikab koonilist pinda mooda kaht moodustajat SR ja
ST, kus ST on see koonuse moodustaja, mis ldbib puutepunkti M.
Et puutuja MQ asetseb samal tasapinnal, siis saame (joon. 48),
et sirge MQ, mis on paralleelne sirgega RS, 16ikub koonilise pin-
naga: selle sirge ja koonuse iiks 16ikepunkt on M, teine aga aset-
seb lopmatuses, ja jdrelikult MQ ei ole puutuja, nagu me oleta-
sime, mida oligi tarvis toestada.

Ndide 8. On antud piistkoonus (joon. 49) ja tema pinnal
punkt M, milles on tommatud koonuse pinna puutuja MQ. Léabi
punkti M on tommatud koonuse moodustaja SR, ja ldbi moodus-
taja SR ning puutuja MQ on voetud tasapind.
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Toestada, et sellel tasapinnal ei ole koonuse punkti, mis ei aset-
seks moodustajal.

Olgu nii, et voetud tasapinnal leidub punkt N, mis kuulub koo-
nuse pinnale, kuid mis ei asetse moodustajal SR (joon. 50). Et

punkt N asetseb koonuse pinnal, siis voetud tasa-
S .pind, omades koonusega iithise punkti N ja koik
moodustaja SR punktid, 16ikub koonusega kaht
moodustajat SR ja SK mooda, kusjuures SK
labib punkti N. Sirge MQ asetseb eelduse jargi
M N samal tasapinnal ja jarelikult (vt. ndide 7) ei
ole paralleelne sirgega SR. Nagu néhtub
K tasapinnalisest joonisest (joon. 50), on sirgel
MQ koonusega kaks iihist punkti M ja K ning
\ sellepdrast ta ei ole puutuja. Saime vasturdiki-
R vuse, mis toestabki teoreemi.
Joon. 50. Nidide 9. Toestada (joon. 49), et tasapind,
mis on tommatud 1dbi moodustaja SR ja kooni-
lise pinna puutuja MQ, 16ikub koonuse pohja tasapinnaga moodda
koonuse pohjaringjoone puutujat moodustaja SR ja pohjatasapinna
loikepunktis.

Toepoolest, nagu toestatu jargi nédites 8, ei ole tasapinnal voe-
tud koonuse punkte peale moodustaja SR punktide, siis ka selle
tasapinna ja pohjapinna loikesirgel (RT) ei ole niisuguseid punkte,
s. o. sirge RT omab koonuse pohjaringjoonega ainult iiht iihist
punkti R ja seepdrast on ta selle ringjoone puutuja.

§ 5. Arvutamisiilesanded.

Siirdume niilid arvutamisiilesannete juurde. Koigist neljast
geomeetria {ilesarinete tiilibist on see Opilastele koige tuttavam ja
arusaadavam iilesannete tiiiip. Kuid neile iilesannetele ei piihen-
data keskkoolis kahjuks alati kiillaldast tdhelepanu.

Arvutamisiilesanded esiteks kontrollivad opilase teoreetilisi
teadmisi ja teiseks opetavad teda konstrueerima ja lugema jooniseid
ning siistemaatiliselt ja 10opuni tegema koik noutavad arvutused.
On tarvis nouda 6pi1asélt, et ta iilesande lahendamisel esiteks teeks
lahendamisplaani, formuleeriks tdpselt, mida ta otsib igal lahen-
duse etapil, — ei tule karta samasugust vahekiisimuste siisteemi,
nagu aritmeetiliste iilesannete lahendamisel. Kuid tuleb meeles
pidada, et histi tehtud joonis on pool edu. Seepérast tuleb iga-
suguse, isegi ka lihtsa iilesande lahendamise juures kasutada
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sirklit ja joonlauda. Soovitame iga kord nouda opilaselt ithe voi
teise teoreemi kasutamisel selle tdpset formuleerimist. On kasulik
praktiseerida Opilastega lihtsate iilesannete suusonalist lahenda-
mist. Olemasolevate iilesannete kogudest voib soovitada: ,,C6op-
HHK reoMmerpuueckux 3aaauy’ M. Tlonpyxenko (Yunearus, 1936 r.)
ja I1. [13biK, ,,C60pHHK cTepeoMeTpHuecKux 3anau’ (Yunearus, 1936).

Nidide 1. Arvutada kolmnurga pindala tema kolme mediaani
jargi.

Nédpundide. Olgu BAC antud kolmnurk. AA’, BB’, CC" on
tema mediaanid ja G nende l6ikepunkt. Pikendame GA” ja votame
A’A” = GA’. Kolmnurga GA”C pindala vordub iihe kolmandi-
kuga kolmnurga ABC pindalast. Kolmnurga GA”C kiiljed leitakse
kergesti.

Vastus: 3 VMM —m,) (M— m) (M—m,),
: kus 2M =m, 4+ m, + m,.

Nidide 2. Arvutada kolmnurga pindala tema kolme korguse-
jargi.

Ndpundide. Kasutada vordusi ah,= bh,— ch..

Vastus: + =4V HH—h) (H—h) (H— k),
kus QH':ha_l + hb_l + hc_l-r

Niide 3. Kolmnurga ABC kiilgedel AB, BC, CA on voetud vas-
tavad punktid C,, A, By nii, et AC,= - AB, BA,— 4 BC,
CB, = CA. Sirged AA,, BB,, CC, moodustavad iiksteisega I5iku-

des kolmnurga, mille pindala tuleb leida, kui antud kolmnurga
pindala on S.

Néidpunédide Tahistame sirgete AA, ja BB, l5ikepunkti
tahega N, sirgete BB, ja CC, loikepunkti tihega P ja sirgete CC,
ia AA, loikepunkti tdhega M. Siis pindala MNP — pindala ABC —
— pindala AMC — pindala BPC — pindala ANB. Niiteks pindala
AMC otsimiseks leida suhted

pindala AMC ' pindala AMC
pindala BMC 12 pindala AMB*
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On tarvis tdhele panna, et pindala AMC + pindala BMC + pindala
AMB = pindala ABC.

Vastus: %S.

Niide 4. Kolmnurga ABC kiiljele BC on ehitatud kaks vord-
kiilgset kolmnurka BCD ja BCD’.

Leida pikkused AD ja AD’, kui antud kolmnurga kiiljed on
a-bic

Ndpunédide. Leida AD ja AD’ ruutude summa ja vahe.

Vastus: /k?—{-?S\_/—g ja }/-k?—QS\/—_& kus
a? 4 b? 4 c? = 2k2,

Nidide 5. Kolmnurga kolme korguse aluspunktid on omavahel
ithendatud. Leida sel viisil tekkinud kolmnurga {imbermdot.

Nédpundide. Uhendades mingi kahe korguse aluspunktid,
saame kolmnurga, mis on sarnane antud kolmnurgaga.

Vastus:g—&.
abe

Nidide 6. Selgitada arvutamise abil, et kolmnurga kolm sise-
nurga poolitajat 16ikuvad iihes punktis.

Nédpunidide. Kui O on nurgapoolitajate AA, ja BB, loike-
punkt, siis OA, =—2%AA;. Kui O, on nurgapoolitajate A4, ja CC,
loikepunkt, siis 0,4, :;’7 AA;; et OA, = 0,4,, siis kolm nurga-
poolitajat loikuvad iihes punktis.

Nidide 7. Vordhaarne tdisnurkne kolmnurk, mille kaatet on a,
on pooratud 30° vorra tdisnurga tipu iimber. Leida pindala, mis
on iihine tdisnurkse kolmnurga molemale asendile.

Ndpunidide. Otsitav pindala vordub kahe kongruentse vord-
haarse kolmnurga pindalade summaga.

Nédide 8. Kahe kontsentrilise ringjoone raadiused on 15 ja 8.
Diameetri pikendusel on voetud punkt 17 i{ihiku kaugusel kesk-
punktist ja sellest on tommatud puutujad neile ringjoontele. Arvu-
tada puutepunktide vaheline kaugus.

Napundide. Kasutada Ptolemaiose teoreemi.

‘Vastuszg%.
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Siirdume stereomeetria iilesannete juurde. Siin tuleb tdhelepanu
poorata kolmele pohilisele iilesannete tiiiibile: iilesanded loigete
alalt, iilesanded hulktahukate alalt ja iilesanded poordkehade ja
iimarkehade alalt (koonus, silinder, kera).

Toome nditeid moningate loigete konstrueerimise kohta.

Ndide 1. Ehitada korrapdrase kolmetahulise prisma loige tasa-
pinnaga, mis ldbib servade B,V, Dx ja Ja keskpunkte (joon. 51).

Loikaja tasapind loikab tahku RJ/aD mooda sirget BC. Piken-
dame BC kuni loikumiseni sirgega RJ punktis N (et sirged BC
ja RJ asetsevad iihel tasapinnal RDaJ, siis nad kas ldikuvad
voi on paralleelsed).

R R
A \
8 D 8, =0
\\/\ M
A C ¢
Jak £
// \\\ \ 8
U N ™. p\ I /
v \ l,’B Nl Ve Y, ;%
NHZ n v 1 5L n
\‘L/ v/
N ‘ N
Joon. 51. Joon. 52.

Punkt N asetseb tasapinnal RB,VJ. Uhendame punktid A ja N;
AU on loikaja tasapinna ja tahu VB,RJ loikejoon. Néhtavasti on
UB tahu VJ/a l6ikejoon ja AC on tahu VB,D=x 16ikejoon. Loikena
saime kujundi AUBC.

Ndide 2. Ehitada prisma 16ige tasapinnaga, mis ldbib servade
aD, aE ja B\R keskpunkte (joon. 52).

Pikendades BC kuni l6ikumiseni sirgega RE punktis N, iihen-
dame punktid A ja N; AP on loikaja tasapinna 16ikejooneks tahul
‘VB\RE, PB aga tahul VEax; pikendades -BC kuni 16ikumiseni sir-
~ gega RD punktis M ning iihendades A ja M, saame AK, mis on
tahu B;RD l6ikejoon. Lopuks KC on tahu BDaV 16ikejoon. Loige
on kujund APBCKA.

Nidide 3. Ehitada prisma 16ige tasapinnaga, mis 1dbib servade
Ja, 2D, B\D keskpunkte (joon. 53).

8 Iseseisvad to0d elementaarmatemaatikas. 113



Pikendame AC kuni 16ikumiseni sirgega VB, punktis M; piken-
dame BC kuni loikumiseni sirgega RJ punktis N. Uhendame M
“ja N. Loikeks on kujund TACBUT.

Napundide. Et saada loikaja tasapinna ja tahu I5ikesirget,
tuleb ehitada kaks punkti, mis on iihised selle tahuga ja lgikaja
tasapinnaga ja siis need punktid {ihendada.

Soovitame iseseisvalt ehitada jargmised liked.

a) Kuubi 16ige tasapinnaga, mis ldbib tema mingil kolmel ser-
val vabalt voetud kolm punkti.

b) Kuubi 15ige tasapinnaga, mis libib tema mingil kolmel
tahul vabalt voetud kolm punkti.

M R B
' K
1\
BI ' N b /'A, /"—M C
A 7-(:,,_
7 5 8,
uX P
(8 2 ]
1 N /
Vo \}// i A, ot G
\V’
AN N
Joon. 53. Joon. 54.

¢) Ehitada mingisugune kuubi 16ige tasapinnaga nii, et 16ige
oleks: 1) isekiilgne kolmnurk, 2) vordhaarne kolmnurk, 3) vord-
kiilgne kolmnurk, 4) ristkiilik, 5) ruut, 6) romb, 7) vordhaarne
trapets, 8) kuusnurk, 9) viisnurk.

Loikeiilesannete lahendamisel on tarvis koigepealt need 16iked
ehitada ja kogu iilesanne jaotada tasapinnalisteks iilesanneteks.

Nidide 4. Korrapdrase kolmetahulise prisma iga serv on a.
Prisma on l6igatud tasapinnaga, mis ldbib servade AA4,, 4,B; ja
AC keskpunkte (joon. 54). Arvutada 16ike pindala (ABC ja A,B,C,
on prisma pohjad).

Koigepealt ehitame kujundi, mille saame 16ikes. RD on tahu
AABB,; loikejoon. Loikesirge ehitamiseks tahul ABC pikendame
RD kuni l6ikumiseni sirgega AB punktis T ja iihendame T ja M.
MK on loiketasapinna ja tahu ABC 1dikejoon; RM on ldiketasa-
pinna ja tahu A,ACC, loikejoon.
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Loikesirge ehitamiseks tahul BCC,B; on tarvis leida sellel tahul
veel iiks ldiketasapinna punkt peale K. Selleks pikendame RD kuni
l6ikumiseni sirgega BB, punktis N; iilhendame N ja K; PK on otsi-
tav 16ikesirge. (P on sirgete B;C, ja NK 16ikepunkt, mis asetsevad
iihel tasapinnal.) Lopuks DP on tahu A;B,C; 16ikejoon. Niisiis on
loikeks kujund RDPKMR.

Kiilje RD arvutamiseks kasutame joonist (joon. 55).

Ruudu kiilg on a. Tuleb arvutada kahe 16ikuva kiilje keskkohti
iihendava sirgloigu pikkus.

Ndpundide. Tommata diagonaal AB,, mis on paralleelne
otsitava 16iguga. Miks diagonaal AB, on paralleelne sirgega RD?

8
A B
*
N
N
\
e ™ 5
Xy M c
& A,
\\ P
A, b ~8, T
Joon. 55. Joon. 56.

RM arvutamiseks toimime analoogiliselt, vottes ruudu A;ACC;.
MK arvutamiseks mairgime, et me pikendasime RD kuni 16ikumi-
seni sirgega AB (joon. 54); tdisnurksed kolmnurgad RA,D ja RAT
on kongruentsed (nurgad A,RD ja ART on vordsed kui tippnurgad,

kaatetid RA ja RA, on molemad vordsed %).
Jérelikult AT=A,D=71.

Vaadeldes niiiid joonist (joon. 56), voime taandada iilesande
jargmiseks: On antud korrapidrane kolmnurk kiiljega a (ABC).
Kiilg AB on pikendatud poole oma pikkuse vorra (AT), punkt T
on iithendatud punktiga M, s. o. kiilje AC keskkohaga. Leida 16igu
MK pikkus.

Nédpunédide. Vordhaarsest kolmnurgast TAM, kus AT =

=AM=52—, teades nurka TAM, mis vordub 1800 — 60°—= 120°,
leiame kiilje TM; edasi, et vordhaarses kolmnurgas TAM nur-
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gad MTA ja AMT on moélemad 30°, ndeme kolmnurgas KTB: kiilg

TB on a+ 5 »3—a nurk KTB =30 nurk KBT = 60°, tihendab

TKB =90°, Lelame kaateti TK, seejdrel leiame lahutamise
teel MK.

KP pikkuse leidmiseks mérgime, et me pikendasime RD kuni
I6ikumiseni sirgega BB,. Téisnurksed kolmnurgad DB\N ja DAR
on kongruentsed, sest neil on vordsed nurgad A,DR ja B,DN kui

tippnurgad ning kaatetid B,D = DA, =i;—.

Tihendab B\N=RA, =3 ja iilesanne taandus selliseks
(joon. 57).

8 C
8,
8 4 G 0 P
;/
N A/ Cl
Joon. 57. Joon. 58.

On antud ruut B,BCC, kiiljega a. Tema kiilg BB, on pikenda-
tud tema poole pikkuse vorra (kuni punktini N) ja punkt N on
iihendatud punktiga K; BK leiame tédisnurksest kolmnurgast TKB
(joon. 56).

Ndpundide. Taisnurksest kolmnurgast NBK, teades kaate-
tid, leiame hiipotenuusi NK. Leides kolmnurkade NBK ja NB,P
sarnasuse pohjal 16igu B,P, leiame seejirel NP ja pirast PK.

Lopuks, 16igu DP pikkuse kindlakstegemiseks vaatleme korra-

parast kolmnurka A4,B,C, kiiljega a (joon. 58), kus DB, = % ja B\P
on teada. Kolmnurgast DB;P leiame nurga DBP=60° ja kahe
kiilje DB; ja B,P jirgi kiilje DP.

Niisiis (joon. 59) on meil viisnurk DRMKP, millel RD —= RM =

=#; MK:DP:“‘::;; KP—_—”;5; tema pindala arvutami-

seks tombame diagonaalid DM ja DK ja arvutame nende pikkused,
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siis arvutame otsitava pindala kui kolme kolmnurga DRM, DMK
ja DPK pindalade summa, mis arvutame kolme kiilje jiargi (Heroni
valem).

Vaatleme joonist 54, joonestame ‘eraldi joonise 59, Kkus

TR=RD="Y2; RM="Y2; TM=2v3/

Koosinusteoreemi jdrgi saame kolmnurgast MTR tahistades
nurga MTR téhega a:

MR2—=TR2 - TM2 — 2TM - TR - cos a

voi, asetades siia leitud véértused:

kust

] UG 2 e

= ;/6 cosa=‘°i:~; cosa=—-16

M K

M
I[?
r
p R
0 D
Joon. 59. Joon. 60.

e

ok

Kasutades sama teoreemi kolmnurgas MTD (joon. 60), saame:
MD?—=TM? 4+ TD? — 2TM - TD - cos a =

3 ; 205 7= S DSy __@AfE
=Ta2+2ae—7v3'“l/2'"4‘1/6=7’ MD—5V5.

Diagonaali DK arvutamiseks vaatleme joon. 61, kus

TK —Ta]/3 (joon. 56); TD =al 2;
TR i 2; TM:%Vﬁ (joon. 56);
RM = 2; cosa=%1/§ (joon. 60).

Kasutades niiiid koosinusteoreemi kolmnurgas DTK (joon. 61)
kiilje DK pikkuse arvutamiseks, saame:.
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DK?=TK? + TD? — 2TK - TD - cos a =

_ 27a? - 3 S a1 aldiym. S8at s 806 L P
=5 +20'—2-3aV3aV 23V 8 =" — T =

siit
DK:%V%.
Soovitame lahendada jargmise iilesande: Korrapirases kolme-
tahulises piiramiidis on 1dbi korguse keskpunkti tommatud tasa-

pind, mis on paralleelne kiiljetahuga. Arvutada 16ike pindala, tea-
des, et pohjaserv on a ja kiiljeserv on b.

K

D

Joon. 61. Joon. 62.

Kursuses tuleb jdtta koige tdhtsam koht stereomeetria iiles-
annete lahendamisele koos trigonomeetria kasutamisega. Lahen-
dame moned ndited.

Nidide 1. Taisnurkse kolmnurga hiipotenuusi ldbib tasapind,
mis moodustab kaatetitega nurgad « ja g. Millise nurga ta moo-.
dustab kolmnurga tasapinnaga (joon. 62). :

Olgu P antud tasapind ja AB tdisnurkse kolmnurga ABC hiipo-
tenuus. Et saada nurgad « ja g, tombame CD risti tasapinnaga P
ning ithendame D punktidega A ja B; siis LCAD—=a ja
£ CBD = p. Et saada kahetahulise nurga joonnurk kolmnurga
- ABC tasapinna ja tasapinna P vahel, tombame DE risti sirgega
AB ning iihendame E ja C; siis tuleb ka EC risti sirgega AB
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(kolme ristsirge teoreemi pdhjal), ja jérelikult nurk CED on otsi-
tav joonnurk; mérgime ta tihega . Niiiid leiame seose nurga ¢ ja
nurkade a ja g vahel. Selleks kasutame mdnda sirgldiku kui pohi-
16iku, et tema kaudu viljendada teisi sirgloike. Niisuguseks 16iguks
v01b olla nende kolmnurkade, milles esinevad nurgad «, g, ¢, iihine
kaatet, s. o. 16ik CD.

Oletades, ‘et CD = a, leiame:

AT Che 3 ~OF wanor—;
sin e

sinp’ sing
Et nurk ACB on tiisnurk, siis AC-CB = CE - AB ehk
AC-CB=CEv AC? 4 CB2.

Eespool toodud avaldiste asendamine annab otsitava.

Joon. 63. Joon. 64.

Nidide 2. Leida korrapdrase neljatahulise piiramiidi ruumala,
kui on antud pohjaserv a ja kahetahuline nurk kiiljetahkude vahel
(joon. 63).

Tahistades piiramiidi ruumala tdhega V ja korguse SO tihega

h, saame: V:—,ld-a“’h. Et leida A, selleks kasutame joonnurka «;

selle voib ehitada, tommates punktidest B ja D ristloigud ser-
vale SC; et kiiljed CB ja CD on vordsed ja iithesuguse kaldega SC
'suhtes, siis ristsirged 16ikuvad servaga iihises punktis £. Uhenda-
des E ja O, saame:

ZBEO =i DEO = g—
Téhistades £ SCO tidhega ¢, leiame:

A DC tgq>:Ltgr;
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tg ¢ leiame vordusest:

x OE: OF a
Niiviisi:
o sin ¢ S0 8 o ok 2@ __
tgg 7 e P ctg2.|/ gy
=C05%:Vsin2%—cos‘3%——cos—g~:V—cosa.

Asetades selle eespool % jaoks saadud avaldisse, leiame V.

Nidide 3. Roopkiilik, mille kiiljed on @, b ja teravnurk on a,
poorleb suurema diagonaali ristsirge iimber, mis on tommatud dia-
gonaali otspunktist (roopkiiliku tasapin-
nal). Leida poorlemisel tekkinud keha

B (joon. 65) pindala ja ruumala.
Olgu ABCD poorlev roopkiilik ja MN
poorlemistelg. Otsitava ruumala ja
A ¢ Otsitava pindala leiame osade kaupa,
nagu ndha joon. 65. Jitame selle Opi-

lase enda leida.

M

y 0 Ndide 4. Sirge, mis puudutab
koonust, moodustab puutepunkti 14bi-

N va moodustajaga nurga « ja pohja tasa-
Joon. 65. pinnaga moodustab kaldenurga f. Leida

nurk moodustaja ja pohja tasapinna vahel.

Nadpundide. Ara kasutada asjaolu, et tasapind, mis labib
moodustajat ja koonuse puutujat, 16ikab pohja tasapinda pohja
ringjoone puutujat méoda. Vaadelda joonist selles tasapinnas.

Lopuks anname monede konstruktsiooniilesannete, toestamis-
iilesannete ja arvutamisiilesannete lahendused.

Ulesanne 1. Tasapinnal on antud kolm punkti M, N, P
(joon. 66). Noutakse ehitada niisugune tdisnurkne kolmnurk ABC,
mille jaoks need antud punktid oleksid kiilgedele ehitatud ruutude
keskpunktideks. (Ruudu keskpunkt on tema diagonaalide loike-
punkt).

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja kolmnurk
ABC on otsitav. Tombame punktidest N, M, P sirged vastavalt
risti kiilgedele AB, BC, AC. Nad loikuvad punktis O — hiipote-
nuusi keskpunktis, sest et N, M, P on kiilgedele ehitatud ruutude
diagonaalide 10ikepunktid, need ristjooned ldbivad kiilgede kesk-
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punkte ja niiviisi nende 16ikepunkt on ringjoone keskpunkt, mis on
kolmnurgale ABC iimber joonestatud. Et N ja M on kiilgedele
AB ja BC ehitatud ruutude keskpunktid, siis on:

NR=»—;~.4B; DM=—;BC,

nurgad BNR ja DMB on kumbki 45°.
Et kiiljed AB ja BC on eelduse kohaselt teineteisega risti, siis.
kujund RBDO on ristkiilik, siit .

OR—BD =3 BC ja OD=RB—AB.
Niiviisi:

ON = OR + RN = 3 BC + 3 AB=DM + OD — OM,

N 8 M B
R D
A c
; Dp
A c
P

“Joon. 66. Joon. 67.

ja seega tdisnurkne kolmnurk NOM on vordhaarne, millest muu-
seas jdreldub, et NM lihisnurgad on temal 45°; arvestades eespool
tehtud mairkust nurkade BNR ja DMB kohta, tuleme otsusele, et
meie tdisnurkse kolmnurga tipp B peab asetsema loigul NM. Mar-
gime, et kiilg AC on risti sirgega OP ja et P on ruudu keskpunkt,,
mille kiilg on AC, siis OP =A0 = OC.

Konstruktsioon. Uhendame punktid N ja M; punktidest
N ja M tombame sirged 45° nurga all sirgele MN, nende loike-
punkti (punkti O) ithendame punktiga P. Edasi, punktist O tom-
bame sirge risti sirgega OP ja mirgime sellel punktist O kumma-
legi poole 16igu pikkusega OP. Saame punktid A ja C, milledest
tombame sirged risti vastavalt kiilgedele ON ja OM; kui need sir-
ged loikuvad sirgel MN, siis on lahendus voimalik ja kolmnurk
ABC, kus B on loikepunkt, on otsitav. Vastasel korral on lahendus.
voimatu.
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Ulesanne 2. On antud kolmnurk ABC (joon. 67). Tommata
alusele AC paralleelne sirge nii, et selle sirge 16ik kiilgede vahel
vorduks kiilgmiste 16ikude AD ja CR summaga.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja DR paral-
leelne alusega AC, ja

AD 4+ CR=DR.

Paigutame 16igule DR punktist D 16igu pikkusega AD, saame
punkti O; siis, sest eelduste jirgi peab olema AD + RC = DR, 16ik
OR peab vorduma loiguga RC. Uhendame A ja O ning O ja C.
Et AD = DO ja OR = RC, siis kolmnurgad ADO ja ORC on vord-
haarsed ja nende alusnurgad on vordsed, — nurk OAD on vordne
nurgaga DOA ja nurk ROC on vordne nurgaga OCR. Kuid, teisest
kiiljest, et sirge DR on eelduste kohaselt paralleelne sirgega AC,
siis nurgad CAO ja DOA, ROC ja OCA on vordsed omavahel ja
niiviisi jdreldame, et omavahel on vordsed ka nurgad DAO, OAC,
RCO ja ACO, s. o. sirged AO ja CO on nurgapoolitajad. Siit saame
konstruktsiooni. Tombame nurkade A ja C poolitajad ja 1dbi nende
l6ikepunkti O tombame alusele paralleelse sirge. Selle paralleeli
16ik kiilgede vahel ongi otsitav.

Toestus. Konstruktsiooni jdrgi nurk CAO on vordne nur-
gaga OAD; nurk ACO on vordne nurgaga OCR, edasi, samuti
konstruktsiooni jargi (sest sirged DR ja AC on paralleelsed), on
omavahel vordsed nurgad DOA ja CAO, ROC ja OCA; tihendab,
nurk DAO on vordne nurgaga AOD, nurk COR on vordne nur-
gaga OCR, s. o. kolmnurgad ADO ja ORC on vordhaarsed,
AD=DO, OR=RC, s. o. AD + RC=DR, mida oligi tarvis
toestada.

Ulesanne 3. (Pascali teoreem). Igas ringjoone sisse joonesta-
tud kuusnurgas asetsevad vastaskiilgede loikepunktid iihel sirgel
(joon. 68).

Olgu ABCDEF kuusnurk, mille vastaskiiljed AB ja DE 16iku-
vad punktis L, kiiljed BC ja EF punktis M, kiiljed CD ja FA
punktis N.

Vaatleme kolmnurka /SK, mis moodustatud kuusnurga kiilgedest
AB, CD, EF, teiste sonadega, meie kuusnurga kiilgedest, mis on
voetud iile ithe. Punktid L, M, N on asetatud vastavalt selle kolm-
nurga kiilgedel SK, KI, SI. Need punktid asetsevad iihel sirgel, kui
on kehtiv seos:

LS MK NI _
IK MI'NS =1 R
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Kuid kui me 15ikame kolmnurka ISK jirjestikku iga kuusnurga iile-
jdanud kiiljega DE, BC, FA, saame seosed:

LS EKDI _( MK CI BS | NI AS FK__
LK +E1 Dy » 'MI CS BK > NS AK FI
Korrutame need kolm vordust liikmeti grupeerides tegureid mur-
dude lugejais ja nimetajais:
LS MK NI CI DI AS BS EK FK _ Y

LK MI NS El FI CS'DS 'AK 'BK ~—

=1.

Joon. 68.

Kuid igaiiks kolmest viimasest murrust, mis kuuluvad vasakusse
poolde, vordub iihega. Niiteks korrutised CI - DI ja EI - FI on vord-
sed kui l6ikude korrutised, mis on dra ldigatud ringjoonega punk-
tist 7 viljuvatest sirgetest. Niiviisi saame seose (1) ja teoreem on
toestatud.

Miédrkus. Eespool mainitud
toestus jdidb kehtima, kui punktid
A, B, C, D, E, F iihtivad paariviisi
ja kolmnurga ISK kiiljed on ring-
joone puutujad. Seejuures teoreem
votab jargmise kuju: ringjoone
sisse joonestatud kolmnurga tippu-
dest ldbitommatud puutujad 16ika-
vad vastavaid kiilgi kolmes punk- Joon. 69.
tis, mis asetsevad iihel sirgel.

Ulesanne 4. On antud kolmnurk ABC (joon. 69) ja selle sisse
on joonestatud kolmnurk A’B’C’ nii, et viikese kolmnurga tippu-
dest suure kolmnurga kiilgedele tommatud ristjooned on viikese
kolmnurga nurgapoolitajad. Toestada, et need sirged on suure
kolmnurga korgused.
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Antud on: nurk A’B'O on vordne nurgaga C’B’O, nurk
B’A’O on vordne nurgaga OA’C’ ja nurk A’C'O on vordne nurgaga
OC'B'. Toestada, et sirged AC ja BB’, BC ja AC’, AB ja CA’ on
paariti iiksteisega risti, s. 0. et BO ja OB’ on iiks sirge, CO ja OA’
on iiks sirge ja lopuks AO ja OC’ on iiks sirge. Et eelduste koha-
selt nurgad OB’C ja OC’C on tdisnurgad ja seega annavad sum-
mas 180° nelinurk B’OC’C on koolnelinurk ja nurgad C’B’O ja
C’CO kui piirdenurgad, mis toetuvad iihele ja samale kaarele, on
omavahel vordsed. Et nelinurk AB’OA’ on samadel kaalutlustel ka
koolnelinurk, siis analoogiliste arutluste pohjal on nurgad A’B’O
ja OAA’ omavahel vordsed. Sellest, et nelinurk A’BC’O on kool-
nelinurk, selgub analoogiliste arutluste pohjal nurkade C’'BO ja
C’A’0 vordsus. Vaadeldes tédisnurkseid kolmnurki AB’O ja OC’B,
jareldame, et nurgad AOB’ ja C’'OB on omavahel vordsed; tais-
nurksete kolmnurkade AA’O ja CC’O nurkade vordlemisel saame
nurkade COC” ja AOA’ vordsuse. Lopuks, tidisnurksete kolmnurkade
CB’0 ja BA'O vardlemisest jireldub nurkade COB’ ja BOA’ vordsus
(opilane moistab kergesti, et niiteks nurgad OCC’ ja C'B’O on
omavahel vordsed, samuti nurgad OAA’” ja OB’A’, ja et eelduste
kohaselt on nurgad C’'B’O ja OB’A’ vordsed, seetottu on omavahel
vordsed ka nurgad OCC’ ja OAA’).

Nurgad AOA’, A’OB, BOC’, COC’, COB’, B'OA annavad sum-
mas 4d. Et edasi, AOA’—=COC’, COB’—= BOA’, C'OB=AOB’
ja A’'OB = B’OC, siis nurgad AOA’, A’OB, C’'OB annavad sum-
mas 2d, s. o. joon AOC” on sirge; nurgad C'OC, C'OB, BOA’
annavad summas samuti 2d ja jérelikult ka joon COA’ on sirge,
ja lopuks nurgad C'OB, COC’ ja COB’ annavad samuti summas
2d, s. o. ka joon BOB’ on sirge, mida oligi tarvis toestada.

Tarvilik on poorata opilase tdhelepanu faktile, et selle toesta-
miseks, et nditeks nelinurk CB’OC’” on koolnelinurk, on tarvis
ainult, et nurgad CB’O ja CC’O annaksid summas 2d, kuid seda,
et need nurgad on tdisnurgad, kasutasime seal,” kus véiitsime, et
kolmnurgad CB’O ja CC’O on tiisnurksed.

Ulesanne 5. Toestada, et koolnelinurga diagonaalide korrutis
vordub tema vastaskiilgede korrutiste summaga (Ptolemaiose teo-
reem).

Et nelinurk ABDC on koolnelinurk (joon. 70), siis nurk ACB
vordub nurgaga ADB ja nurk ABC vordub nurgaga ADC kui
piirdenurgad, mis toetuvad samadele kaartele.
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Votame nurga DBK vordse nurgaga CBA. Nagu ndha, kolm-

nurgad DKB ja BAC on sarnased ja sellepirast ]%:=gg ehk
AC-BD —=BC-KD. (1)

Et nurk BKA kui vilisnurk on vordne nurkade BDK ja DBK
summaga, s. 0. ACB ja CBA summaga, aga see viimane summa
on vordne vahega 180° — BAC, ja selle tottu, et nelinurk ACDB
cn koolnelinurk, nurkade BAC ja BDC summa on 180°, nurk BKA
vordub nurgaga BDC, aga et peale selle nurgad KBA ja DBC on
omavahel vordsed kui nurgad, mis koosnevad iihest ja samast nur-
gast ja kahest vordsest nurgast, siis kolmnurgad BKA ja BDC on

c €
ﬂ\ b (
A K 0
A 7} 8
\\\ :
N 1
N )
\\ ]
8 b .
Joon. 70. Joon. 71.
. AB _ AK
sarnased, millest jareldub, et CBE=0D ehk
AB.CD—=CB - AK. (2)

Liites vorduste (1) ja (2) vastavad pooled, tuues parempoolses
osas sulgude ette CB ja mairgates, et AK 4+ KD=AD, saame
selle, mille pidime toestama.

Ulesanne 6. Ehitada kolmnurk tema tipunurga a, selle nurga
poolitaja [ ja kiilje b jargi (joon. 71).

Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et kolmnurk ABC on
ehitatud. Pikendame CD (nurgapoolitaja) kuni 16ikumiseni 1dbi A
mineva sirgega, mis on paralleelne kiiljega CB (punkt K). Et sir-
ged AK ja CB on paralleelsed, nurk AKC on vordne nurgaga DCB
ja et (selle tottu, et CD on nurga ACB poolitaja) nurk ACD on
vordne nurgaga DCB, siis nurk ACD on vordne nurgaga AKD,
s. 0. kolmnurgas CAK on alusnurgad vordsed — see kolmnurk on
vordhaarne. Edasi, sirgete AK ja CB paralleelsuse tottu nurgad
DAK ja DBC on vordsed, siis nurk KAC on vordne nurkade BAC
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ia ABC summaga, s. o. vahega 180° — @, kus a on C tipunurk.
Niiviisi taandub iilesanne kolmnurga ehitamisele kahe kiilje jérgi,
mis on vordsed b-ga, ja nendevahelise nurga jargi.
Konstruktsioon. Ehitame kolmnurga KAC, milleks vabalt
valitud sirgel votame vabast punktist antud 16igu & (joon. 72),
ehitame, nagu joonisel nididatud, nurga « ja tema haaral votame
16igu b, saame loigu AK. Uhendame K ja C, sirgel CK votame
punktist C antud nurgapoolitaja {= CD, ithendame A ja D ning
pikendame sirget AD kuni 16ikumiseni sirgega, mis ldbib punkti C
ja on paralleelne sirgega AK (CB). Saame l6ikumiskohas punkti B
ja kolmnurk ABC on otsitav. Toepoolest, et sirgete CB ja AK
paralleelsuse tottu nurgad AKC ja BCD on vordsed, kuid nurgad
AKC ja KCA on vordsed omavahel kui vordhaarse kolmnurga
alusnurgad, siis nurgad ACD ja
DCB on vordsed, s. 0. CD =1 on
nurgapoolitaja. Edasi, et nurgad
ABC ja DAK on omavahel vord-
sed sirgete AK ja CB paralleelsuse
tottu, siis nurk CAK, mis konstrukt-
siooni jdrgi on nurkade vahe 180°
Joon.' 72. —— a, vordub nurkade ABC ja BAC
summaga, s.o. 180° miinus nurk
BCA, niiviisi nurk BCA ongi nurk a. Lopuks kiilg AC on konst-
ruktsiooni jdrgi vordne antud ldiguga b.
Uurimine. Ulesanne on nahtavasti lahendatav, kui (=
= CD < CK, aga et kolmnurgast CAK koosinusteoreemi jirgi on

CK2 = 2b2 — 2b2 cos (1800 — a) = 2b2 + 202 coS a,

ja konstruktsiooni voimalikkuseks on tarvis, et kehtiks vorratus

A% o
5 -

Ulesanne 7. Ehitada kolmnurk tipunurga a, kiilje a ja antud
nurga tipust tommatud mediaani m jargi.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja kolmnurk
ABC (joon. 73) on .otsitav: nurk ABC = q, killg CB =a ja medi-
aan BD=m, AD —= DC. Pikendades mediaani BD tema pikkuse
vorra ja {ihendades siis niiviisi saadud punkti K punktidega A ja C,
saame parallelogrammi ABCK; selle tottu, et diagonaalid selles
nelinurgas on poolitatud, on: ‘AD =DC eelduse jirgi, KD =DB
konstruktsiooni jargi. Kolmnurgas KAB on tuntud: kiillg BK=2m,
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kilg AK=a, sest parallelogrammis on vastaskiiljed vérdsed, ja
1opuks nurk BAK on vordne vahega 180° — a, sest sirgete BC ja
AK paralleelsuse tottu on nurgad CAK ja ACB omavahel vordsed
ning seega nurk BAK on vordne kahe nurga CAB ja CAK sum-
maga ehk nurkade CAB ja ACB summaga, s. o. 180° miinus nurk
ABC, seega on ta vordne antud nurgaga «. Niisugust kolmnurka
oskame ehitada.

Konstruktsioon. Vabalt valitud sirgel mérgime 16igu,
mis on vordne 2m (BK) i(joon. 74), ja ehitame sellele segmendi,
milles antud nurk 180° — « on piirdenurk, selleks ehitame punkti K
juurde nurga a, haarale KT punktis K tombame ristsirge kuni 16iku-
miseni sirgega, mis on risti 16iguga KB ja mis ldbib tema kesk-

p
8
g h
A 8
K\’
: 0

K
Joon. 73. Joon. 74.

punkti. Vottes niiviisi saadud punkti O keskpunktiks, tombame ring-
joone raadiusega OK. Nagu teada, osa ehitatud ringjoonest, mis
asetseb 10igust KB ehitatud nurga 180° — a suhtes teisel pool,
ongi punktide geomeetriline koht, kust antud 16ik KB on nédha
nurgas 180° — qa. Niiiid ja4b veel arvestada antud kiilge KA, mis
on vordne loiguga a; selleks joonestame raadiusega a, vottes
punkti K keskpunktiks, ringjoone, mis 16ikab ehitatud ringjoont
punktis A; iihendame punkti A punktidega K ja B; ldbi punkti D,
s. 0. 16igu KB keskpunkti, tombame punktist A kiire, millele punk-
tist D méargime 16igu DC, mille pikkus on AD. Lopuks ithendame
punkti C punktiga B — kolmnurk ABC on otsitav. Toepoolest,
kujund ABCK on parallelogramm, sest selles kujundis konstruki-
siooni jargi poolitavad diagonaalid teineteist. Siit jareldub, et kiilg
BC on vordne kiiljega AK (mis vordub 16iguga a). Edasi, et D on
konstruktsiooni jérgi kiilje AC keskpunkt, siis BD on nurga ABC
tipust tommatud mediaan. Niiiid on (sest punkt D on ldigu KB
keskpunkt):
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DB=%KB=%-2m=m.

Lopuks nurk ABC vordub a-ga, sest et parallelogrammis ABCK

nurkade KAB ja ABC summa on 180°, aga nurk KAB vordub konst-

ruktsiooni jirgi vahega 180° — a, jérelikult nurk, ABC vordub
a-ga.

Teostame iilesande uurimise. Selleks vaatleme eraldi kaht juhtu:

1) Otsitava kolmnurga tipunurk on niirinurk, s. o. a > 909,

180° — a < 90° ja esimese ringjoone keskpunkt asub 1digust KB

0 iilalpool (joon. 75). Keskpunkt O

asub 1digust KB samal poolel,

kus asub meid huvitav segment.

Nurk KOD on ilmselt vordne

180° — @ kui nurk, mille haarad

on risti nurga BKT haaradega.

8 Téisnurksest kolmnurgast KDO

K m
D m
saame: OK=— ——. Esimese
i sin a

T ringjoone diameeter on seega
Joon. 75.

vordne Nagu ndha, kui

sine ”
KA=a> ;%";, siis kaks ringjoont ei 16iku, s. o. lahendust ei
ole. Kui a=§n—ma, siis molemad ringjooned puudutavad teineteist
punktis, mis on diametraalselt punkti K vastas — iilesandel on
2m
sin ¢’
a<?2m, a>2m ja a=2m; esimesel juhul saame kaks loike-
punkti — iihe, 16igust KB iilalpool, see annabki meile lahenduse,
sest ta asetseb meid huvitaval segmendi kaarel, teise, 16igu KB
all; niisugusel juhul saame iihe lahenduse. Teisel juhul saame
molemad 16ikepunktid 16igust KB iilalpool — kaks lahendust. Kol-
mandal juhul saame iihe lahenduse, sest molemad ringjooned 16i-
kuvad punktis B ja punktis, mis on 1digust KB {ilalpool.

2) Otsitava kolmnurga tipunurk on teravnurk, a < 90°,
180° — « > 90°, seega esimese ringjoone keskpunkt ja meid huvi-
tav segment asetsevad 1oigust KB iiks iihel, teine teisel pool
(joon. 76).

iitks lahendus. Kui a <

siis on voimalikud kolm juhtu:

siis

: 2m 2. : ; 2m
Kui a> -, siis lahendust ei ole. Kui a=_4—,

molemad ringjooned puudutavad teineteist punktis, mis on diamet-
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raalselt punkti K vastas, s. o. punktis, mis asetseb meid mitte huvi-
taval segmendikaarel, ka sel juhul ei ole lahendust.

Kui a <;?—nm—a, siis saame jille kolm juhtu:

a < 2m;:0 =2 ja ue= 2.

Joon. 76.

Esimesel juhul — kaks loikepunkti — iiks on l6igust iilalpool,
teine selle all, — iiks lahendus. Teisel juhul toimub 16ikumine 15i-
gust allpool, s. o. meid mitte huvitaval segmendil — lahendust ei

0
B

Joon. 77. Joon. 78.

ole. Lopuks, kolmandal juhul, 16ikuvad molemad ringjooned kahes
punktis, iiks neist on punkt B, teine aga asetseb 16igust allpool —
idlle ei ole lahendust. Kui otsitava kolmnurga tipunurk on téis-
nurk — tuleb iilesande pohjal ehitada tdisnurkne kolmnurk hiipo-
tenuusi ja kaateti jargi (sest mediaan vordub poole hiipotenuusiga).

Ulesanne 8. Ehitada kolmnurk tema kolme mediaani jargi
(joon. 77).

Oletame, et iilesanne on lahendatud. Et AO — —Z— AE, OD _—_% BD

9 Iseseisvad t06d elementagrmatemaatikas. 129



ja OC:% KC, siis iilesanne ’taandub kolmnurga AOC ehita-
misele tema kahe kiilje AO=% AE, OC:% KC ja mediaani

OD:% BD jargi (sest punkt D on 16igu AC keskpunkt). Tdienda-

des kolmnurka AOC paralleelogrammini (joon. 78), taandame iiles-
ande kolmnurga AOR ehitamisele tema kolme kiilje jdrgi: AO,
AR—0OC ja OR=20D. Poordudes tagasi kolmnurga AOC
juurde, me taastame ka terve otsitava kolmnurga ABC, selleks
pikendame mediaani OD tema kahekordse pikkuseni (OB) ja
tihendame B ja A ning B ja C. Tdestus ja uurimine on silmanéh-
tav. Meie jdtame selle teostada oOpilastele.

Joon. 79. p

Ulesanne 9. Antud kolmnurga ABC sisse ehitada kolmnurk, mis
on sarnane antud kolmnurgaga MNP (joon. 79).

Tombame punktist N sirge, mis on paralleelne kiiljega BC,
punktist M kiiljega AB paralleelse sirge ja punktist P kiiljega AC
paralleelse sirge. Niiviisi on kolmnurga MNP iimber ehitatud
kolmnurk kolmnurgaga ABC sarnane. Markides niiiid kiiljel B" C’
punktist B” pikkuse BC, saame punkti K (kui BC on suurem 16i-
gust B’C’, vastasel korral punkt K asub C’ ja B’ vahel). Punktist
K tombame sirge paralleelselt kiiljega A’C’ ja pikendame kiilge
B’A’ kuni sellega' 16ikumiseni punktis 7. Saame kolmnurga, mis
on kongruentne kolmnurgaga ABC; ta on sarnane kolmnurgaga
A’B’C’ ja kolmnurgaga ABC, kaks vastavat kiilge KB’ ja CB on
omavahel vordsed konstruktsiooni jidrgi |(kolmnurkade B’KT ja

B'K

BCA sarnasusest jiareldub vastavate kiilgede vordelisus, s. o. Tt =
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=B'——T, kuid vordusest B’K = BC jareldub vordus B'T = BA, samuti

nagu vordusest —= B'K KT - jareldub see, et KT=AC).

Et lopuks kolmnurga B’KT sisse, mis on kongruentne kolmnur-
gaga ABC, ehitada kolmnurgaga MNP sarnane kolmnurk, tuleb
punktist B” 1dbi punkti P tommata 16ik kuni 16ikumiseni sirgega
TK, saame punkti B”, mis vastab punktile P, punktist B” tombame
sirgega PN paralleelse sirge, saame punkti N’, on tarvis veel tom-
- mata punktist B” sirgega PM paralleelne sirge. Kolmnurk B”N’M’
on otsitav; sarnastest kolmnurkadest B”M’B’ ja PMB’ jireldub:

MP B'P
MB" ~ BB’
ja sarnastest kolmnurkadest B’PN ja B’B”N’ jireldub:
PN _ BP MP PN
BN BB % ME T BN

Kolmnurkade B”N’B’ ja PNB’ sarnasusest jareldub vorre:

NB __ BP
BN ~— BB"’
kolmnurkade B’MP ja- BPMB” sarnasusest jareldub vorre:
B'M v g NB' B'M
BM — BB 5% BN = BM°

siit selgub, et sirged MN ja M’N’ on paralleelsed, mida oligi tar-

vis toestada (kolmnurga ABC

sisse on ehitatud kolmnurgaga 0

MNP sarnane kolmnurk).
Ulesanne 10. Kolm kiirt valju-

vad punktist O (joon. 80). Tom-

mata 16ikaja nii; et selle l6ikaja

kiirte vahelised 16igud on vordsed. A B
Oletame, et iilesanne on lahen- £

datud. Punktist £ tombame Kkiil-

jega OB paralleelse sirge. Kolm-

nurkade AKE ja AOB sarnasu- Joon. 80.

sest jareldub vorre:

Al AE 1

RO 5. sh iy,

Konstrueerimiseks votame iihel kuljel vabalt valitud 16igu (OA),
jaotame ta pooleks (K) ja jaotuspunktist (K) tombame sirgega OB
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paralleelse sirge. Selle sirge ja keskmise kiire 16ikepunkti (E)
ithendame punktiga A. Otsitav 16ikaja ldbib punkte A ja E. Toes-
tuse soovitame teha opilasel endal.

Ulesanne 11. On antud nurk (joon. 81) ja punkt A selle nurga
sees; ldbi punkti A tommata l6ikaja nii, et punkt A poolitab nurga
haarade vahelise 16ikaja 16igu.

(4
i

0 8- o)
K

Joon. 8l1.

Oletame, et iilesanne on lahendatud ja CB on ofsitav sirge
(s. o. otsitav sirge ldbib punktid C ja B). Antud punktist A tom-
bame haaraga OC paralleelse sirge. Kolmnurkade OCB ja KAB
sarnasusest jareldame, et

CA_ KO o
4B — KB’ OK=KB.

D

Joon. 82

Siit jdareldub konstruktsioon. Antud punktist A tombame sirge,
mis on paralleelne nurga iihe haaraga, olgu haaraga II. Selle
paralleeli loikepunktist K haaral / votame kauguse, mis vordub
kaugusega punktist O kuni punktini K. Saame punkti B ja otsi-
tava loikaja tombame ldbi punktide A ja B. Toestamise jdtame
opilase teha.

Ulesanne 12. On antud kaks paralleelset sirget ja punkt A
nende vahel (joon. 82). Tommata ringjoon, mis puudutab mole-
maid sirgeid ja ldbib punkti A.

Eemaldame esiteks eelduse, et otsitav ringjoon peab ldbima
punkti A. Kaht antud paralleelset sirget puudutavate ringjoonte
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keskpunktide geomeetriline koht on antud sirgetega paralleelne
sirge, mis poolitab antud paralleelide vahelise ristloigu. Edasi,
punktist A raadiusega OD tombame sirget /7] 16ikava kaare. Saame
kaks l16ikepunkti O’ ja O”. Lugejale jitame toestada, et need kaks
punkti on otsitavate ringjoonte keskpunktid; niiviisi saame kaks
lahendust.

Ulesanne 13. On antud kolmnurk ABC, mille iga kiilg on jao-
tatud kolmeks vordseks osaks ja kolmandike otspunktid on iihen-
datud, nagu nédidatud joonisel 83. Arvutada niiviisi saadud kolm-
nurga pindala S; ja kogu kolmnurga pindala S suhe.

Joon. 83.

Punktist L tombame sirge (LN) paralleelselt sirgega CD; vaat-
leme kolmnurki NBL ja DBC; BY _ 1 Kolmnurkade ANL ja ADE

*"BD . 3
sarnasusest saame vorde j—ﬁ: %, kuid kolmnurkade DBC ja NBL
NB 1 :
sarnasusest. jareldub, et PN=7} DN — 2NB;

AD= 3 AB; BD=3NB=2AB; NB=2AB; DN= 4 AB;
AN=AD+DN=; AB+ + AB=" AB;
AD S AD VAR ST 8 AR
AN \AB FAN S T T T NAL S
Olgu niiiid kolmnurkade ADE, RQC ja BSL pindalad tihista-
tud vastavalt S,, S; ja Ss.
Et kolmnurkade pindalad suhtuvad nagu vordsete nurkade

pindal\g AD_C=:13 ja ka pindala ALB =

= pindala BRC— 1 S; et kolmnurkade ADC, BRC ja ALB pind-

alade summa on S, jdrelikult
S+ S+S5=S,;

lahiskillgede korrutised, siis
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8\ o VADAR. SR
pindalaABL™ AB-AL ~— 3 7 — 7°

Be; SN e B -
S, =+ pindala AB[‘_'T":?S_QTS’ samuti

g ey X ey 3 1 Jg . o)
82—2—15 ja Sg—Q‘I‘S ja SI+S2+33=Sz:ﬁS:78, *S—=7-.

Ulesanne 14. Toestada, et igas kolmnurgas (joon. 84) kuuest
nurgapoolitajast iga kolm (kaks vilist ja iiks seesmine) l6ikuvad
iihes punktis.

Pikendades kiiljed AB ja AC, tombame vilisnurkade C ja B

/\

Joon. 85.
nurgapoolitajad. Iga punkt sirgel
CO’ on vordseil kaugustel kiilge-
dest AC ja BC, iga punkt sirgel

O’'B on vordseil kaugustel kiilge-

Joon, 84. dest AB ja BC, jarelikult O’

on vordseil kaugustel kolmest kiil-

jest BC, AB ja AC, s. 0. O’ on kiilge BC ja kiilgede ja AB ning AC

pikendust puudutava ringjoone keskpunkt. See ringjoon, olles

sisse joonestatud nurka A, omab keskpunkti, mis asetseb nurga A

poolitajal, s. 0. O" asub nurga A poolitajal, mida oligi tarvis toes-
tada.

Ulesanne 15. Ehitada kolmnurk tipunurga, aluse a ja sisering-
joone raadiuse r jérgi.

Votame antud nurga ja joonestame sinna sisse ringjoone antud
raadiusega r. See tehakse selliselt (joon. 85). Tommatakse nurga-
poolitaja, siis paigutatakse haara ristsirgele 16ik, mis on vordne
raadiusega r, ja selle 16igu otspunktist (lugedes vastavalt nurga
haaralt) tommatakse sellele haarale paralleelne sirge kuni 16iku-
miseni nurgapoolitajaga. Saadakse punkt O” — otsitava ringjoone
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keskpunkt. Ldigu OP = 0Q loeme antuks, sest- teda saab iiles-
ande andmete jargi alati ehitada.

Oletame, et iilesanne on lahendatud (joon. 86). Siis summa
20P + 2GT + 2GV on kolmnur-
ga perimeeter, s. o. perimeeter on
20P + 2a. Antud nurga haaradel
votame tipust O ldigud OP +
+a=0Q + a (OP on antud);
voetud 1oikude otstest tombame
ristloigud haaradele. Need 16iku-
vad punktis O” (joon. 87), vot-
tes selle keskpunktiks, tombame Joon. 86.
ringjoone raadiusega R = O"'V.

Seejirel ehitame antud nurga sisse ringjoone raadiusega r. Jaota-

/"’
des O”0" osadeks vordeliselt raadiustega r ja R, nii et —go—/,v,,=£;

8

A &
Joon. 87. Joon. 88.

14bi punkti N tombame puutuja ringjoonele (r), ta on ka puutujaks
ringjoonele (R). Tdisnurksed kolmnurgad O”KN ja NAO"” on sarna-
sed, jirelikult g5 = oow =1 ja et O"K =7, 0""A=R, siis tom-
matud puutuja ringjoonele (r) on risti ringjoone (R) raadiusega
puutepunktis A. Kolmnurga (joon. 87) iimbermoot on 20P + 2a
(sest tommatud sirge on puutujaks molemale ringjoonele. Edasi,
nurga BOM haarade vahel tommatud sirge 16ik on a. Toepoolest:
OB + BM +~ OM=2 (a-+ OP); kuid teisest kiiljest, et BM on
puutujaks ka ringjoonele (R), saame, et sama perimeeter vordub
20P + 2BM, sest et BM on puutujaks ka ringjoonele (r), selle-
parast et see perimeeter on OP + 0Q + PM + MK + KB + BQ =
=20P + 2MK + 2BK = 20P + 2BM, selle tottu, et PM=MK ja
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QB — BK, kui iihest punktist ringjoonele (r) tommatud puutujad.
Siit BM =a ja kolmnurk OMB on otsitav.

Teine lahendus. Oletame;, et iilesanne on lahendatud
(joon. 88). Olgu O siseringjoone keskpunkt ja raadius r. AO ja
OC on nurgapoolitajad. Téhistades nurgad OAC ja OCA vastavalt

i; ja %, saame, et nurk AOC vordub vahega
; 1
180°— (£ %) — 1800 — 5 (180° — a) = 90°+ 5.

Kolmnurka AOC on lihtne ehitada aluse a, tipunurga 90°+% ja

korguse r jargi. Edasi, tipust O kui keskpunktist, raadiusega r,
joonestame ringjoone ja punktidest (tippudest) A ja C tombame
sellele puutujad. Ulesanne on alati lahendatav.

A o S

Joon. 89.

Ulesanne 16. Antud on otsakuti asetsevad sirgloigud AB ja BC
(joon. 89). Leida niisuguste punktide geomeetriline koht, kust
need 16igud on ndha vordsetes nurkades.

BD peab olema kolmnurga ADC nurgapoolitajaks. Jaotame

AC vailiselt vahekorras 2—2. Uhendame E ja D; DE on vilisnurga

poolitaja ja DE on risti sirgega BD. Siit jareldub konstruktsioon:
leiame punktiga B harmoonilise punkti £ (s. o. punkti, mis jaotab
AC viliselt samas vahekorras, nagu B jaotab AC seesmiselt).
Poolitame BE ja, saadud punkti keskpunktiks vottes, joonestame
ringjoone. Koik punktid D asetsevad sellel ringjoonel — see ring-
joon ongi otsitav punktide geomeetriline koht. Toepoolest, kui D
asetseb sellel ringjoonel, siis nurk EDB on tadisnurk kui diameet-
rile toetuv piirdenurk. Tdhendab, DE ja BD on teineteisega risti;
E, B, C ja A on harmoonilised punktid, DE on vilisnurga pooli-
taja, BD on sisenurga poolitaja. :
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Ulesanne 17. Kolmnurga ABC nurgas (joon. 90) tommata 16ik
DE nii, et 16igud AD, DE, EC on omavahel vordsed.

Olgu l6ik DE tommatud nii, et 16igud AD, DE, EC on omavahel
vordsed. Ulesanne viib meid kujundi ADEC Kkonstrueerimisele.
Punktist B tombame paralleeli sirgele DE kuni l6ikumiseni sirgega
AE punktis G, punktist G tombame GK paralleelselt sirgega CE.
Kolmnurgad ADE ja ABG, AEC ja AGK on paariviisi sarnased.
Me ndeme, et ehitades kujundi ABGK, leiame kohe punkti E sir-
gete BC ja AG loikepunktina, seejdrel ka terve kujundi ADEC,
tommates ED paralleelselt sirgega BG. Kujundi ABGK konstru-
eerimiseks markame kujundite ABGK ja ADEC sarnasusest, et
AB =BG =GK, sest et AB:BG: GK=AD : DE : EC. Selle tottu

Joon. 90.

teostame kujundi ABGK konstrueerimise jdrgmiselt. Et G aset-
seb punktist B antud kaugusel AB, siis tombame punktist B, kui
keskpunktist, kaare raadiusega AB; edasi, votame CB-1 (punktist C
punkti B poole) 16igu pikkusega AB (joonisel AB on suurem Kkui
CB ja seepirast saame selle operatsiooni tagajirjena punkti L val-
jaspool 16iku CB); punktist L tombame sirgega AC paralleelse
sirge kuni l6ikumiseni tommatud kaarega — saame punkti G, mil-
lest tombame sirgega BC paralleelse sirge kuni tema loikumiseni
kiilje AC pikendusega punktis K. Kiiljed AB, BG, GK on oma-
vahel vordsed konstruktsiooni jargi. Uhendame niiiid punktid A
ja G, Kiilgede BC ja AG loikepunkti tdhistame tihega E ja punk-
tist £ tombame paralleeli kiiljega BG; punktis D 16ikub see paral-
leel kiiljega AB. Loik DE ongi otsitav. Toepoolest, kolmnurkade
ADE ja ABG, AEC ja AGK sarnasusest (nad on paariviisi sarnased

o 4 = AD AB
vastavate kiilgede paralleelsuse tottu) jareldub vorre 7z = p==
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=1, jarelikult AD —DE ja £C _LG‘ kuid kolmnurkade ADE ja

AE DE By g
ABG sarnasusest jdreldub ju vorre AG=BG' > % GKR=BG’

ja selle tottu, et 16igud BG ja GK on vordsed, on ka 16igud EC
ja DE omavahel vordsed, mida oligi tarvis toestada.

Uurimiseks tdheldame, et keskpunktist B tommatud kaar raadiu-
sega AB 16ikub kiilje CB pikendusega punktist B kaugusel AB.
Seega siis, kui L asetseb punktist B kaugusel, mis on suurem kui

AB, puudub iilesandel lahendus,
sest kiir, mis tuleb punktist L
paralleelselt sirgega AC, jaib

a ringjoonest viljapoole.
Soovitame Opilasel vastata
8 K ) kiisimusele, millise punkti L asu-
; koha puhul on kaks lahendust
W ja millise puhul on iiks lahen-

C dus.
Joon. 9l. Ulesanne 18. Toestada, et kui
kolmetahulises nurgas iiks tasa-
nurk on tdisnurk ja teised kaks on 60° siis tasapind, mis l6ikab
servadest dra kolm vordset 16iku, on risti tdisnurga tasapinnaga
(joon. 91). .

Loigaku tasapind BCD kolmetahulise nurga servadest dra kolm
vordset 16iku AB=AC =AD =a, nurk BAD on tidisnurk, nur-
gad BAC ja CAD on 60°. Et kolmnurgad ABC ja ADC on eelduse
kohaselt vordhaarsed, nurgaga 60°, siis on nad vordkiilgsed. Téis-
nurkne kolmnurk BAD aga on vordhaarne. Lastes vordhaarses
kolmnurgas BCD tipust C ristsirge alusele (K), kolmnurgas BAD
tipust A ristsirge alusele, ldheb see punkti K, s. o. kiilje BD kesk-
punkti; arvutame KC ja KA +pikkused. Et

BD?—a? + a?, BD—a/ 2, siis
BD 1/7. g Tt ay 2\ _ e 11 i
—-—KD—- ]aAK _a2——(—2.—) _T,AK—aV§~—CK,
kolmnurgas AKC on: AC =aq, CK:AK‘_—_aV—;— , s. 0. nende Kkiil-
gede pikkuste vahel kehtib seos AC?=CK?+ AK?, mis iitleb, et
kolmnurk AKC on tédisnurkne, tdisnurk on tipu K juures, s. o. tasa-

pinnad BCD ja BAD on teineteisega risti, mida oligi tarvis toes-
tada.

A
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I1I. HARJUTUSI ELEMENTAARMATEMAATIKA
ULESANNETE LAHENDAMISEKS.

Sissejuhatus.

Igale matemaatika Opetajale on teada, millist tdhelepanu tuleb
koolipraktikas osutada elementaarmatemaatika iilesannete lahen-
damisele.

Uheaegselt teoreetilise materjali Oppimisega tuleb Opilasel
lahendada suur hulk iilesandeid iilesannete kogudest, milledes on
ette ndhtud kindlaksméadratud harjutuste hulk, mis on kohustuslik
igale kooliopilasele. On loomulik, et koik need iilesanded peab opi-
lane lahendama, kuid iihel ajal nendega tuleb Gpetajal hoolitseda
selle eest, et ettevalmistuse tase touseks, et Opilastel tekiks huvi
matemaatika Gppimise vastu. Mainitud eesmérkide saavutamiseks
aitab kaasa raskemate iilesannete lahendamine. On loomulik, et
Gpetaja-kaugoppija oskab teostada praktikas koike seda ainult sel
juhul, kui tal on kiillaldane ettevalmistus iilesannete lahendami-
seks ja tarvilikud kdsiraamatud. Viimaste aastate jooksul on vilja
antud palju mitmesuguseid iilesannete kogusid ja késiraamatuid,
kuid koik need on vilja antud viikeses tiraaZis ning piithendatud
elementaarmatemaatika eriosadele. Kiesolev , Harjutuste kogu
iilesannete lahendamiseks elementaarmatemaatikas” on ette ndh-
tud mainitud liinga tditmiseks. Selles kogus antakse harjutusi
algebra, geomeetria ja trigonomeetria kohta, mille poolest ta pohi-
liselt erineb koigist varem véljaantud iilesannete kogudest.

Selle kogu koostamisel on kasutatud suur hulk {ilesannete kogu-
sid ja opikuid.

Esmajirjekorras on esile tostetud see materjal, mis ei ole kiil-
laldaselt esitatud kooli {ilesannete kogudes (toestamisiilesanded,
konstruktsiooniilesanded jne.) ja milliseid Gpetaja vo6ib dra kasu-
tada oma praktilises t60s.

Ulesannete lahendamisele kdesolevast iilesannete kogust tuleb
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asuda ainult sel juhul, kui teoreetiline materjal on hésti opitud
ja on lahendatud kiillaldane hulk keskmise raskusega iilesandeid
antud osas. Igas osas tuuakse moned iilesanded iiksikasjalise
lahendusega, mis annavad vdimaluse tutvuda nende meetoditega,
mida kasutatakse kindlat tiiiipi iilesande lahendamisel.

Soovitav on iilesandeid lahendada selles jérjekorras, nagu nad
on kiesolevas kogus. Enne kui asuda konstruktsiooniilesannete
lahendamisele, tuleb tdhelepanelikult 14bi tootada koik seda tiifipi
iilesanded, mis on aruteldud Kisseljovi geomeetria opikus. Erilist
tahelepanu tuleb poorata harjutustele, mis on seotud geomeetriliste
kohtade leidmisega.

Selles kogus ei ole iilesandeid monede osade kohta, sellepdrast
soovitame kasutada jdrgmisi iijesannete kogusid:

1. II. O6ep u I'. [Tanenbe, YnpaxkHeHus IO 3JeMeHTapHOH
ajrebpe.

2. E. IlpxeBaabckuii, CoopHHK anrebpanueckux 3aaady.

3. B. lenone u O. )KHTOMHUPCKH i, 3aJayHHK 110 TEOMETPHH.

4. B. Kpeuwmap, 3anaunuk no ajarebpe.

ALGEBRA.

§ 1. Tehted ratsionaalsete ja irratsionaalsete algebraliste
avaldistega.

Algebra kursusest on teada, et kolmliiget a2? 4 bz + ¢ saab esi-
tada algtegurite korrutisena, kui on teada selle kolmliikme null-
kohad w, ja x,. Hulkliikme lahutamisel algtegureiks on méonikord
kasulik esitada hulkliige teise astme kolmliikmena mone avaldise
suhtes, leida selle kolmliikme nullkohad ja lopuks teostada tegu-
reiks lahutamine. Selgitame seda tegureiks lahutamise viisi rea
ndidetega.

Nr. 1. Lahutada algtegureiks:

(224 x)2 4 4(22 4+ 2) — 12.

Lahendus. Votame tarvitusele tahistuse z—2a2 + z; siis
antud avaldis vordub:

(2 +2)2+4(22+2) —12=22+4 4z — 12.

Viimase kolmliikme nullkohad on —6 ja 2 ja seepdrast saab teda
esitada korrutisena (z—2)(z+6). Poordudes tagasi endise
tahistuse juurde, saame:
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(B2 +2)2+4(22+7) —12=(2—2) (24 6) =
= (@ +2—2) (@ +2+6) = (2 +2+6) (@ —1)(@+2),

sest
24+zrz—2=(x—1)(z+2).
Nr. 2. Lahutada algtegureiks:
Z+z+1)@+c+2) — 12
Lahendus. Selleks et selle iilesande lahendamine taandada

iilesandele nr. 1, esitame iga kolmliikme kaksliikmena ja saadud
kaksliikmed korrutame. Saame:

@+z+1)(@+2+2) —12=[(2+2) + 1]1[(2* +
+2) +2] —12= (22 +2)°+ (22 +2) +2(2*+2) +
+2—12= (22 4 2)2 + 3(22 + z) — 10.

Niiiid votame kasutamisele tdhistuse 22 4+ r —2z; antud avaldis vor-
dub
24+32—10=(z2+5)(z—2)=(®*+2+5) (22 +z—2) =
=(22+z+5)(z+2)(x—1).

Nr. 3. Lahutada algtegureiks:
(22 + 4z + 8)2 + 3z (22 + 4x 4 8) + 222,
Lahendus. Olgu 2? + 4z + 8 =2; siis saame:
(22 + 4z + 8)2 + 3z (22 +-4x + 8) + 222 =22 4 32z 4 222
Viimane kolmliige omab nullkohad 2y —=-—2%; 2z,——=z ja see-

parast

22 4 3rz 4 222 = (2 + 27) (2 + z).
Asetades siia z vadrtuse saame: "

(2 + 42+ 8+ 22) (2 + 42+ 8+ 7) =
— (22 4 62+ 8) (22 + 5z + 8) = (2 + 2) (¢ + 4) (4% + 52 + 8).

Nr. 4. Lahutada algtegureiks:

a) (2+2z)2—14(22+1zx) + 24
Vastus: (z+4)(z—3)(zx+2)(z—1).

b) (2 +z+4)? 4 8x(z? +z+4) + 1502
Vastus: (z+42)%2(224 62+ 4).
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c) 2(x2 4+ 6+ 1)2+5(x2+6x+ 1) (224 1) +2(22+ 1)%
Vastus: 9(z+ 1)2(22 442+ 1).
Nr. 5. Lahutada algtegureiks:
+1)(z+2)(x+3)(x+4) —24.

Lahendus. Selleks, et antud juhtu taandada eelmistele,
korrutame esimese teguri neljandaga ja teise kolmandaga. Saame:
[z4 1) (E+9I[(z+2) (@ +3)] —24=
== (z2+5:z:—|—4) ($2+5$+6) — 24 =
= [(2® 4 5z) + 4][(2? + 5z) 4 6] — 24 =
= (22 + 52)2 4 10(22+ 52) + 24 — 24 =
= (22 + 52) (22 + 5z + 10) ==z (x 4 5) (22 + 5z + 10).

Nr. 6. Lahutada algtegureiks:
a) @+ 1) (z43)(@+5)(x+7) + 15.
Vastus: (z+4+ 2)(x+ 6) (224 8z + 10).
b) 4(x+ 5) (x + 6) (z + 10) (x + 12) — 322,
Vastus: (z+ 8) (2% + 15) (222 4 35z + 120).
Bezout’ teoreemi jdrelduse pohjal on teada, et hulkliige
f(z) =ax" + a;z! + a2™2 4 ... + Qu 1% + G

jagub jddgita binoomiga ¥ — , kui arv ; on funktsiooni f(z) null-
kohaks. Kui on teada koik funktsiooni nullkohad =z, x,, ;... Za,
voib funktsiooni esitada jargmisel kujul:

() =ap(z— 1) (x— ) (T —23) ... (T — Zn).

Siit jareldub, et kui hulkliikme nullkohad saab leida proovimise
teel, siis on kerge hulkliiget algtegureiks lahutada. Arutleme
moningaid nditeid.

Nr. 7. Lahutada algtegureiks:

zt — 223 — 1122 4+ 122 4 36.

Lahendus. Kui antud funktsioonil on tédisarvulisi nullkohti,

tuleb neid nullkohti otsida vabaliikme jagajate hulgast. Igaiiks

neist jagajaist tuleb votta proovimisele, et teada saada, kas ta on
funktsiooni nullkoht. Vabaliikme jagajad on:

s hat0e So Je i o st iy D el 00 L Re -3
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Pérast kontrolli ndeme, et nullkohaks on arv —2. Siit jareldub, et
hulkliige jagub binoomiga @« 4 2. Saame:
ot — 22% — 1122 + 122 + 36 — (z + 2) (2 — 422 — 3z + 18).

Et funktsioonil voib olla kordseid nullkohti, siis on tarvilik kont-
rollida, kas ei ole arv —2 nullkohaks veel tegurile 2°® — 422 — 3z
-+ 18. Kontrolli teel teeme kindlaks, et —2 on teise teguri null-
kohaks ja jarelikult saame:

2t — 223 — 1122+ 122 4+ 36 = (4 2) (¢ 4+ 2) (22 — 6 + 9) =

= (z+ 2)2(z — 3)2. :
Nr. 8. Lahutada algtegureiks:
z* 4 223 — 1622 — 2z + 15.

Lahendus. Vabaliikme jagajad on:
o i b o i b § e = € 3
Parast kontrolli ndeme, et nullkohtadeks on arvud: 1; ;1; 3; —b..
Siit jareldub:
4+ 223 — 1622 — 2+ 15 =(x— 1)(z+ 1) (x—3) (x + 5).
Nr. 9. Lahutada algtegureiks:
a) 2+ 922+ lle— 21,
Vastus: (z—1)(x+3)(z+7).
b) % + 922 4 23z + 15.
Vastus: (z+1)(z+ 3)(z+5).

c) 2z 4 73 — 222 — 13z + 6.
: Vastus: (z—1){(z+2)(z+3)(2z—1)..

d) 92° — 1522 — 32z — 12,
Vastus: (3z+ 2)2(x—3).
Nr. 10. Lahutada liithimal teel algtegureiks avaldis:
z(y* —2%) +y(2 —2%) + 2(22 — ).

" Lahendus. Kui antud hulkliiget vaadelda kui z-i funktsiooni,
siis t=2 ja x=1y korral antud avaldis saab nulliks ja seepédrast
(r—2) ja (x—y) on tema tegurid. Kui aga antud hulkliiget
vaatleme kui z funktsiooni, siis z=—1v korral antud avaldis muutub
nulliks ja jdrelikult z— y on tema tegur. Niisiis selgus, et hulk-
liikkme tegurid on: (zx —2), (x—1vy), (z—y). Et antud hulkliige
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on 3-ndat jarku hulkliige, ei ole rohkem tegureid, mis soltuksid
muutujaist x, ¥ ja 2. Niisiis:

(Y —2)+y(Z—2) 4 2(2— ) =
=c(r—y)(x—2)(z2—y),

kus ¢ on jddv kordaja. Niiiid on tarvis mddrata c¢. Parem ja vasak
pool on samaselt vordsed, jarelikult peavad olema vordsed sar-
naste liikmete koefitsiendid. Vorreldes koefitsiente 2% juures pare-
mal ja vasakul poolel, saame: —1 = —c¢; c=1 (oleks voinud vor-
relda koefitsiente iikskoik millise kahe sarnase litkme ees). Siit
hulkliige vordub korrutisega:

(F—y)(@®—2)(2—y).
Nr. 11. Lahutada lithimal teel algtegureiks avaldis:
alb—c)d4+b(c—a)d+c(a—b)s.

Lahendus. Kui antud hulkliiget vaadelda a funktsioonina,

S
f(@) =a(b—¢)3 + b(c — a)® + c(a — b)?,
siis a=rc ja a=> korral saame:
f(c)=c(b—c)3+b(c—c)3+c(c—b)3=0;

f(b) =b(b—c)3+b(c—0b)3+c(b—0b)*=0;
ning seepdrast a —c¢ ja a— b on selle hulkliikme tegurid. Kui
aga hulkliiget lugeda b funktsiooniks, s. o.

f(b) =a(b — )3 + b(c — a)* + c(a— b)3,
siis b = ¢ korral saame:

f(c) =a(c—c)®+ c(c— a)® + c(a—c)3=0,
jarelikult & — ¢ on hulkliikme tegur. Niisiis leidsime hulkliikme
kolm tegurit (@ —c), (a—b) ja (b —c). Et antud hulkliige on
neljandat jirku, aga kolme leitud teguri korrutis on kolmandat
jarku, peab hulkliige sisaldama veel a, b ja ¢ suhtes esimest jarku
teguri.

Niisiis
a(lb—c)®+b(c—a)’+c(a—0b)>=

= (a—b)(a—c) (b —c)(Aa+ Bb + Cc + D),

kus 4, B, C, D on koefitsiendid, mis tuleb arvutada. Viimase vor-

duse parem ja vasak pool on samaselt vordsed ja seepdrast peavad
olema vordsed koefitsiendid sarnaste liikmete puhul. Vorreldes
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ad3b, bdc, cda, be? koefitsiente, saame: A—=—1, B=—1; C=—1;
L=,
Niisiis saame:
a(b—c)d+b(c—a)*+c(a—b)’=
=(a—0b)(b—c)(c—a)(a+b+c).
Nr. 12. Lahutada lithimal teel algtegureiks jdrgmised aval-
dised:
D (y—2P+ (z2—2)°+ (z—y)°
Vastus: 3(y —2)(z—2)(z—v).
Wi a = R ) B 6= &) (b= a){a+
+b—c)(—a+b+c)+ (a—b)(—a+b+c)(a—b+0).
Vastus: —4(b—c)(c—a)(a—0).

3) (=)o +0) +(e—a) (c+a)* + (a—b)(at b)
Vastus: —(b—c)(c—a)(a—0b).
4) z(y+2) (¥ —2°) +y(2+2) (2> —2) + 2(z + ) (2 —¥?).
Vastus: (y—2)(—2)(z—y)(z+y+2).
5) (b—c)(b+ )%+ (c—a) (c + a)° + (a—b) (a+ b)>,
Vastus: —2(a—0b)(b—c)(c—a)(a+b+c).
Nr. 13. Lahutada tegureiks:
(¥ +2)(2+2) (x+y) + 2z

Lahendus. Selleks et esitada antud avaldis korrutisena, peab
esiteks teostama korrutamise, seejdrel rithmitada liikmed kolme-
kaupa nii, et pdrast iihise teguri sulgude ette toomist jadks sul-
gudesse iiks ja seesama avaldis. Saame:

(Y¥+2)(z+2)(z+Yy) +ayz=
=y2x + ¥’z + Y2’ + y’x + 2% + 2% + 202 - 2xy 4 Yz =
= (zyz + y2? + 22%) 4 (2Yz 4 ¥°2 + y%2) + (P 4 2%y 4 2y2) =
=2z(yz + 2y + 22) + y(yz2 + 2y + 22) +2(yz + 2y + 22) =
= (yz+ 2y +22) (z 4+ y + 2).
Nr. 14. Lahutada tegureiks:
ad(b+c) + b%(c+ a) + ¢3(a+ b) +abc(a+ b +c).

Lahendus. Siin tuleb avada ainult viimased sulud, seejérel
saadud kuus liiget rithmitame kahekaupa. Saame:
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a3(b+ c) + b3(c + a) + c3(a + b) + a?bc + ab?c + abc? —
= [a®(b + ¢) + a?bc] + [b3(c + a) + ab%c] +

+ [c3(a + b) + abc?] = a?(ab + ac 4 bc) + b2 (be + ab +

+ ac) + c2(ac + bc + ab) = (ab + ac + bc) (a2 + b2 + ¢?).

Nr. 15. Lahutada tegureiks:
1) zyz(2® 4 y3 + 28) — y328 — 2828 — ady8,
Véstus: (22 — y2) (y* — x2) (22 — 2y).
2) abcx® — (b2c? + a2c? 4 a?b?)x? 4 abe(a? + b2 + )z —
— a?b2c2?,
Vastus: (ax— bc) (br — ac) (cx — ab).

Nr. 16. Lihtsustada murd:
(@a+ b—+c)(cb —a?) + (be + ac + ab) (a— b) + (bc+ac+ab)(a—c)
cb—a24b(a—b) +c(a—rc)
Lahendus. Lahutame lugeja tegureiks:
(@a+b+c)(cb—a®) + (bc + ca + ab) (a — b) +
+ (bc+ca+ab)(a—c) = (a+ b+ c)cb —a%(a+
+ b+ ¢) + a(bc + ca + ab) — b(bc + ca + ab) +
+ a(bc + ca + ab) — c(bc + ca + ab) =
(rithmitame 1., 4. ja 6. liikme iihtedesse sulgudesse ning 2., 3. ja

5. liikkme teistesse sulgudesse; teisest sulgavaldisest toome iihise
teguri a sulgude ette)
= [abc + b2c 4 bc? — b2c — abc — ab? — be? — ac? — abc] +
+ [—a?2—ab —ac + bc + ac 4 ab + bc + ac + ab] =
=—a(bc + b2 4 ¢?) 4 a[— a® + 2bc + ac + ab] =
=a[—bc— b2 — 2 —a? 4 2bc + ac + ab] =
=a(ab + ac + bc — a® — b2 — ¢?).

Teostades korrutamise nimetajas, saame:
cb—a?+b(a—b)+c(a—c)=cb—a%2+ab—b2+ ac— =
—=ab + ac + bc — a? — b2 — 2.

Niiiid voib murru iiles kirjutada jargmiselt:

a(ab+4ac+bc—at—b2—c?)
ab+ac+bc—a?—b2—c2 T

Nr. 17. Lihtsustada murd:

#(y—2) +y(z—2) +24(z—v)
(W+22+ (z4+2)2 + (2 + v)?
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Lahendus. Lahutame lugeja tegureiks:

(y—2) +y'(z—2) + 2 (@x—y)=
=gy —2) Ly Y| 23w —2Yy=—
=a*(y — 2) + (y'z —2%y) — (y'x — 2'z) =
=z(y—2) +yz(y) — &%) —z(y* — 2') =
=z (y—2) +y2(y —2) (V¥ + y2 + 2°) —
—2(y—2)(y+2) (¥ +2) =
= (y — 2) (* + ¥z + y?2? + y28 — 2y® — 2y2? — 2Y?2 — 228%) =
= (y —2) [(&* — 2®) — (2y’2 — ¥32) — (Y2 — ¥°2°) —
— (@2 —y2) = (y—2)[z(z—y) (P +zy + ¥?) —
—y22(x—y) —y22(z—y) —B(r—y)] =
=@—y (Y- +2y o’ —y2—yZ—2] =
=@E—y9 U —2[(#—2°) + (Y —v2°) + (W —v2)] =
=@E—9@y—)lEr—2)(@+2+2°) +y@—
—2)(@+2)+PE—2)]=@—y)(¥—2) (r—
—2) (@ +r2+ 22+ a2y +yz+97).

Niisiis lugeja vordub:
(z—y)(y—2)(r—2) (B + > + 22 22 + 2y + ¥2).
Teisendame nimetaja:

(Y+2)2+ (z+2)?+(z+ )=
—y? 4+ 2yz+ 224+ 22 4 222+ 22 + 22 22y + Y2 —
= 22% + 2y? + 222 4 2yz + 222 + 2xy =
=2(22 4+ ¥ + 22+ Yz 4 22 4 7v).

Niiiid voib murru esitada jargmiselt:

(z—y)(y—2)(z—2) (2 +y°+ 24 rz+xy4yz) 1
22+ 92+ 22+ yz + 22 + 7)) —7(55—‘?/)(?/_2)(“5_2)-

"Nr. 18. Lihtsustada murd:

23 (Y2 — 22) + y3(22 — 22) — 23(22 — 3?)
PW—2) +PE—2) +P—1)

yz2+ 2z +zy

Vastus: R

Nr. 19. Lihtsustada murd:
(@2 — b2)3 4 (b2 — ¢2)3 + (2 — a?)3
{d— 0)S o [ c)2 4 (cra)d
Vastus: (a4 b)(a+c)(c+0b).
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Nr. 20. Lihtsustada murd:

m (b2c3 — b3c?) 4 m2(b3c — bc3) + m3(be? — b2c)

a(b2c3 — b3¢?) 4 a2(b3c — bcd) + a3(bc? — b2c)? *
m(m—b)(m—c)

Viastus: e YL

Nr. 21. Lihtsustada murd:

(@a—b)(a+b+c)(@a+b—c)
2a2b? - 2a2c? 4 2b%? — at — bt — ¢t

a—b

Vastus: PR | (PR Y

Nr. 22. Leida:
el oldjreliig
I 7T,k P e

- Lahendus. Teisendame murru lugejat:

1

#4024l )=

a2(c—-b) + b%(a —¢) i c2(b— a) o=

ac 3 ab
adc — a3b 4+ b3a — b3¢ + 1:3b —-c3a (a3c — c3a) — (a3b — ¢3b) + (b3%a — b‘c)
e abe abe
__acla—c)(a4c) —b(a—c)(a®FacH-¢?) 4 b3(a—c)
abe
__ (a—c)(a% 4 ac? — ba? — abc — bc2  b3)
& abc %
(a — ¢) [ (a%c — abc) + (ac? — be?) — (ba? — b’)]
abc
_(a—ofac@—b) +cHa—b) +b@—b)@+b)] _
- abc
(a—c) (a —b)(ac + c2—ab —b2)
abc o
(@—¢)(a—b)[(ac —ab) + (2 —b)] _ (a—c)(a—b)(c—b)(@a+b+¢)
e abc i abc 5

Teisendame murru nimetajat:

ofb— ) o(t ) el—)=
a?(c — b) + b2(a—c) + c2(b —a) a?(c —b) + ba—b%c + % —ca
N abc o & abc 5
__a*c—b) + (c% —bx) — (c?a—b%a)
P abe e
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__:__a?(c—b) +bc(c—b) —a(c—b)(c+b)

abc
__(c—b)(a®+bc—ac—ab)  (c—b)[(a?— ab) — (ac — bc)] L8
i abc i3 abe
__(c—=b)la(a—b)—c(a—b)] __ (a—b)(c—b)(a—c)
7 e abc i abc ¢

Niitid voib murru kirjutada jargmiselt:

(a—c)a—b)(c—b)(a+b+c)
abc

oGl g Uttt
abe
Nr. 23. Arvutada:
(x"—l——7_zn)- 4
3 4 zn/ xnt? 4 322
6x2n — 24 2z

22+ | 6znt3 4928 3an £ 6

Lahendus. Arvutame lugeja:

7—azn 4
(x",_l'“sq-zn)'xz(an-a) ol
_B3an—3 4220 —gn—7 4 20 4 L4 (afn den—i0) "
5 3+ an “22(zn4-3) 223 fam)2
 4(2n 45) (zn— 2)
2234 zn)2 3

Teisendame nimetajat:

6220 — 24 22 B(@m—2)(@n42)-22 - 4(zn—2)
z2n+3 | 6203 4 928 3zn 46 23(zn 4 3)2-3(2n+2) © a2(an 4 3)2°

Niisiis antud murd vordub avaldisega:

4(zn 4 5) (zn — 2)
22(3 + zn)2

“4(xﬂ—2) =x"+5.
2% (zn 4 3)2
Nr. 24. Leida:
a+2 2a+4b
1) abs ~  a%%
b2+ 2 (L 1) (1 1ya24c2°
bz T \p2 T 2 T F—F)Tcr
. (a4 b)2
Vastus: @b
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x—1 1 —3z 4 22 |
2)h+4p—n2_ el RG-S
1 —22 4 22 — 223 ;
1+ 2z + 22 + 223

(@Z+1)(2z+1)

Vastus: m.

leiia il
[~ el vl
B2 < T T

'a+b+c

b—c c—a ,a—0>

a+b+c

Yastasod

4)

Vastus: a4 b-+c.
1 1 x Y

Ea s G o
ACTTHE GINChL S Ll d L B

(@—y)a—=p (@a—z)(a—yP

Vastus: 2a°
Nr. 25. Kui

Yy +yz+2x=1,
siis

. y Fo 4zyz
1—x‘-’+1——y2+1-—22_(l—zz)(l—yz)(l—zz) :

Toestada.
Lahendus. Vorduse vasakul poolel liidame murrud:

o Y z
l—ﬁ+l—f+1—ﬂ=
_al—)(1—2) +y(l—a)(1—2) +2(1—2) (1 =) _
o8 (1—22)(1—9%)(1—2%) e
z—a—m Yl + y —y —y2?  yr?P 4 2 —2y? — za? | 22’
E5 (I'—2?) (1—9%)(1—2%) 3

Teisendame lugejat nii, et ta sisaldaks tegurit
xy + yz + 2z
T+ Y+ 22—+ 1) — ¥ (2 +2) —2(2 + ¥*) +
+ryz(yzt+ 22+ 2y) = (C+y+2) —2(2+9) —
—y(Z+2) —2(2+9?) + Yz,
sest viimane tegur on eelduse jirgi vordne {ihega. Esimese liikme
korrutame avaldisega (zy + yz + zx), s. o. ithega ja avame sulud:
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@+y+2)(wy+yz+22) —2(2+9?) —y(22+28) —
—2(22 4 y?) 4 zyz =% + ayz + 20? 4 2y 4 y?2 + wyz +
tayzty22+ 22z —x(22+y2) —y(22+ %) —2(22 4+ ¥?) +

+ zyz=4ayz + y(2* + 2%) + 2(?? 4 ¥?) + 2 (y* + 2% —

—z(22 4 y?) — y(22 + 2?) — 2(2* + ¥?) = 4dwyz.
Lugeja on 4zyz ja jdrelikult saame:
4zyz
(1 =2~ {2’

Nr. 26. Ndidata:

N b e L

B y—2z z — )
_‘1 x+y)(l+y+z)( z4al
Lahendus. Vorduse vasaku poole igas sulgavaldises teos-

tame lahutamise:

( i;g)(l_—?;—_}_—j( j——{—: wi?iy y?:z zi—ww

A 2y 28

T atyytzzta
(selleks, et iga murdu esitada summana, lildame iga murru luge-
jale iihe ja sellesama arvu, samuti ka lahutame iihe ja sellesama
arvu)

Fh Yk ey Yk E YR 2k

z+y y+2z2 24z
s E+v)+@E—y) W+2)+@¥—2) (2+2) +(2—72) =
z+v v+=z2 z2+z

oy xz—y y—2z z —x
—( a--}—y)(l_{—y—f-z)(l z+.z'
Nr. 27. Kui )
@ y e ; a b ¢
P K A e S AT M e o
siis
] y? i
F s ol ol
Toestada.

Nr. 28. Naidata, et

25202 — q2b2 — 2
a2b2c a%b c+ll <o g S
bc——~+b(a-—ﬁ~.

kui
C:‘:G—-}—Q, b=a—"1.
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Nr. 29. Kui

p+a=1,
siis
gl L G —1)
de AR Bl Wi E T :
Toestada.
Nr. 30. Kui
2se=a-+ b+ c,
siis

1 1 1 1 abc
s——a+s—b+s—c_?zs(s—a)(s—b)(s——c) :

Nr. 31. Kui

a+b+c+d=0,
siis
(@+b)(a+c)(atd) = (b+c)(b+d)(b+a)=
. = (c+d) (c+a)(c+b) = (d+a) (d + b) (d + )
ja :
a® 4 b3+ ¢ 4 d® + 3(a+ b) (b +¢) (c +a) =0.
Lahendus. Vordusest
at+b4+c+d=0
saame
; (a+¢) =—(b+ad)
ja i
(@+d)=—(b+0),
ja seepdrast :
(@+b)(@a+c)(@+d)=(a+b)-[—(b+d)] [—(b+0)]=
= (b+¢)(b+4d)(b+g).
Samast vordusest
_ (@+ b) =—(c +d)
ja
(@a+d)=—(b+o0),
ja seeparast
(@+d)(atco)(a+d)=—(e+d) (a+c)-[—(b+¢)]=
—(c+d) (c+ a) (c +'b).
Eelduse jargi
(@ +b) =—(c +d)
ja
a+c:—(b+d),
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ja seepdrast:
(@+b)(@at+c)@+d)=—(c+d) - [—(b+dl@a+d) =
— (d+a) (d+b) (d+ ).
Vottes kuupi molemad .vorduse
(@+ b) =—(c+d)
pooled, saame:
(a+b)>=—(c+d)%
a® + 3a2b + 3ab? + b3 = —c3 — 3¢%d — 3cd? — d3;
a® 4 b3 + ¢3 + d® 4 (3a2b + 3ab?) + (3c%d + 3cd?) =0;
a®+ b3 + 3 4 d3 4 3ab(a + b) + 3cd(c + d) =0.
Kasutades vordust ¢ +d=—(a + b), asendame summa vVii-
mases liikmes:
a3+ b3+ ¢34 d® + 3ab(a+ b) — 3cd(a + b) =0;
ad + b3+ 3+ d3 4 3(a+ b) (ab — cd) =0.
(1)
Teisendame viimast tegurit:
ab—cd=ab+ ac—ac—cd=a(b+c) —c(a+d) =
=a(b+c)F+ec(b+c)=(a+¢c)(b+0),
sest eelduse jérgi
Asendades viimase teguri vorduses (I), saame:
ad+ b3+ c34-d34-3(a+b)(b+c)(¢c+a)=0.
Nr. 32. Kui
2s—a+b+4c+d,
siis
4(bc+ ad)? — (b2 4 c2—a? —d?)?=
=16(s —a)(s—b)(s—c)(s—4d).
Nr. 33. Leida, millega peab vorduma jdiv kordaja k, et hulk-
liige
¥+ y° 4 28 + kayz
jaguks hulkliikmega
z4y+2
Arvutades k&, leida jagatis.
Lahendus. Oletame, et esimene hulkliige jagub teisega; siis

B+ yP+B+hyz=(+y+2-Q vy, 2), * (1)
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kus Q(z, v, 2) on hulkliige, mille saame esimese hulkliikme jéga-
misel teise hulkliikmega. Vorduses (I) koefitsient £ on jddv, kuid
z, y ja z voivad olla igasuguse viartusega, s. o. vordus (I) on
samasus. Kordaja £ leidmiseks anname muutujatele z, ¥ ja z nii-
sugused erivddrtused, mille puhul @+ y 4+ z=0. Niisuguseid
vadrtusi voime leida lopmata palju. Votame nditeks niisugused
vaartused:
Te=2;" Yy=—1; z=—1.

Asetades need vairtused vordusse (1), saame:

A (=P ()R (=D (— D=
='(2—1—1)-Q(2; —1; —1); =
6+ 2k =0; k=—3.
Niisiis '
23 4 Y3 4 28 — 3ayz
jagub hulkliikmega x4 y + 2. Korraldades hulkliikme liikmed
tdhe = alanevate astmete jédrgi, leiame jagatise:
3 __ 3z 3 3 FEE2)
P s gl 4 ?—z(y+2) + [(y+2)?—3y2}
3+ 22y + 2)
0 —2*(y + 2) — 3wyz 4 3 4 2
—2*(y +2) —2(y + 2)?
0+2l(y+2)?—3y2] +9°+2°

4+ zl(y+ 2)2 =32l +L(y +2)*— 342y +2)] .
0 :

Niisiis
¥4 yd+ 22— 3ryz =
=(@+y+2) (@24 92+ 22—y —r2—Y2). (A)

Nr. 34. Niidata, et
a3+ b3 4¢3 — 3abc =
=5 (@+b+ol(@—b)2+ (b—e)?+ (c—a)?2].
Nidpunédide. Kasutada iilesandes nr. 33 tuletatud vordust
(A).

Nr. 35. Kui
a+b4c¢c=0,
siis :
a® 4 b3 + ¢3 = 3abo.
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Nr. 36. Kui a, b ja c¢ on iiksteisest erinevad reaalarvud, siis
be(a—b)(a—c) +ac(b—a)(b—c) +ab(c—a)(c—Db)

on positiivne arv.
Nédpunédide. Esitada antud avaldis ruutude summana.

Nr. 37. Lihtsustada murd:
a3 + b3 4 ¢3 — 3abe
, (@—0)2+ (b—c)? + (c—a)? :
Ndpundide. Kasutada iilesandes nr. 33 tuletatud vordust
(A).

Nr. 38. Lihtsustada murd:
(bc — a?) + (ac — b2) + (ab — c2)
a(bc — a?) 4+ b(ac — b2) +c(ab—c2?)

Nédpundide. Kasutada iilesandes nr. 33 tuletatud vordust
(A).
Nr. 39. Lihtsustada murd:
l+(@+ Va2 —1pp+ Yor—1p
@+vVa@—DHe+yer—1)

Lahendus. Esitame antud murru kahe murru summana:
1+@+Va—D2b+ Vo2—12 1 o
@+Va—1+Vr—1)  (@a+VZE—-De+yVr—1)

(@+Ve@—1Po+VE—1p
+ (@a+Va2—1)(b+ Vo2—1)
ja nimetajat korrutame korrutisega (@ —Va*— 1) (6—V 62 —1),
teise murru taandame)
m—Vm—uw—VM—n+w+Vﬁ—nw+Vw—n—
=2[ab+V (@®>—1)(2—1)].

= (esimese murru lugejat

Nr. 40. Kui
Botii- g 220 ey
Vz+Vy+ve=

siis
(r+ vy + 2)3 =27zyz.
Lahendus. Eelduse jirgi
3o Silays
Ve4+ViI=—V2Z

Viimase vorduse molemad pooled tostame kuupi:
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= ToroRag, S e
z+3VayYy4+3IVvaY+y=—2;
3 3 3
s4+y+2+3Vay(Vz+Vy =0.

: A
Summa viimastes sulgudes asendame avaldisega — V/ z.
Saame:

T+ y+2+3VaU(— V2 =0; 2+ y+2=3Vaz
Tostes vorduse molemad pooled kuupi, saame:
(x+ y + 2)3 =27xy=.
Nr. 41. Lihtsustada murd:

1—ab+ VIita@—aVIits
Peahst Vi b e

Vastus: w_ﬁ;_“_j
l1—b+4+ V14062
Nr. 42. Lihtsustada murd:
a3 3na (2 —1) V224 =2
nd—3n+4+ (n2—1) Vvn2—442°

13/ =2
Vastus.;l—__]]/n+2'

11— 1 — 92
T+ 221+ 2
1—a2 1— 2
‘+WV1—+@'W
2y — V=) (1 — )
2 + 2yt — oyt

Nr. 43. Lihtsustada murd:

Yastus:

Nr. 44. Toestada jargmine vordus:

TVl e TR T O e
1 2 4 V =
V@‘V@*’V§= V2—1.
Lahendus: Vorduse vasakus pooles teostame liitmise ja tule-
muse tostame kuupi:

3 3 3 3
(_V_T;vmz) 2
3

Vo

g e & o LR
_(—=V2P430— Y22 V4430 —V2)- V16+4 __
—_— 9 b g
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3 3} 3 3
_1—-3y24+3y4—24+3Y4—6V8+
— * Bk

3 3 3 3
+3V'1‘6+31/E—31/§§+4_91/§—9_3—2 I
9 e 9 T P

3 3 4
(K_l—_ ) =V 2—1.

% = 3730 g ]3'/3 et
1t: 1 2 4
Vi-Vit+Vs=Vvz-1
Nr. 45. Toestada vordus:

Vvs—vielyasvm—ve).

5"@
+
5@

Niisiis

< w
|

& $ .
Lahendus. Viljendame vorduse parema poole V4 ja V5

kaudu ning tostame ta ruutu. Saame:
i Maed 3 S
|s(Ve+Vevs—ve|=
T g AR IR o - T TR 3
=+ (Vi+Ve Ve 4+ VsV —2V 2. VE—10VE)=
3 3 3 3
=g (9 Vi+9V5) =V5—V3.
A AL B AT 3 85
Niisiis [5(V2+vo—va)=v5—Vi.
. 1 3— 3# 3_ e . BT
Siit s (V24+v20—vV2) =VV5—V4.
Nr. 46. Toestada jargmised vordused:

4 1 4
(3+2V'§)4 _ V541
a) 4 e .
3—2V5 ¥V5—1

SR e W S SRR
32 27, 3 1 3 9
b) (VF_ 3) =Vis+Vs=V%

o VVE—ver—1 Wes—ym—i).
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§ 2. Uhe tundmatuga vorrandid.

Nr. 1. Lahendada vorrand:

x 41 At +2 +
z—1 z+3 ' a2+42x—3
Lahendus. Koik murrud viime iihisele nimetajale
(. — 1) (® + 3) ja vabaneme sellest nimetajast oletades, et 521 ja
x % —3. Saame:

@+ 1) (E+3) — (2+2) (z—1) +4=0

=0.

VOi

3z+9=0, z—=—3.
Kuid varem markisime, et = ei saa vorduda arvuga —3. Siit jarel-
dub, et antud vorrandil ei ole lahendit.

Nr. 2. Lahendada vorrandid:
2(59:—39)

2(1—6)
a) 2.1:—16+ 8+ 3z — 94
Vastus: z=12.

5(z—2) 2(z—3)

b) ATy e
1 Vastus: x:—%.
4 7 37
et e TEIG L

Yastus: a=—F

Nr. 3. Lahendada vorrand:

1 18 BT
1*-—{—21:——3+:v2+2x-y-2 x> 4+2x+1"

Lahendus. Votame kasutusele uue tundmatu oletades, et
24+2c4+1=y.

Saame:

18
R T B A

Vabaneme nimetajast oletades, et
y¢4a y# <3 1’ I/;éo‘

Saame:
1/2“ ]7y+72=0, yl=89 y2=9

Siis leiame z vdartused ja saame:
1‘1:—4 To = +2 2?34——-1"‘2\/2.
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Nr. 4. Lahendada vorrand:

2¢ 3x ___l
4a.~2+3m+8+4a:3—6x+8— b

Lahendus. Oletades, et x 720, jagame vasaku poole molema
murru lugeja ja nimetaja arvuga :
2 g 1

4:c+3+—i— 42—6—}-%

5 -

Votame kasutusele uue tundmatu

Saame vorrandi

2 3 1
y+3+y—ﬁ—§

ning lahendame selle. Lahendid: ¥, =0; y.=33.

Siis arvutame x vdirtused ja saame:

e 1
Tyo==%= 1\ —2; 23=2; Ty=.

Nr. 5. Lahendada vorrand:
(x—3) (¢ —4) (x—7) (x — 8) =60.

Lahendus. Korrutades esimese sulgavaldise neljandaga ja
teise kolmandaga, saame:

(22 — 11z + 24) (22 — 11z 4 28) = 60.
Kui votta
y=2a2— llo + 24,
saame vorrandi:
Y(y+4) =60; 244y —60=0; y;=—10; y,==©6.
Siit:
1) 22— 1lz+24=—10; 22— 1124+ 34=0; o=
=11V =15);
2) 22— 1lz4+24=6; 22— 1124+ 18=0; 23=2; x,=09.

Nr. 6. Lahendada vorrandid:
a) (282 —3z+ 1)2=2222— 33z + 1.

Vastus: x,:O; 172—_"%, 233:3; Ty=—= — —+



b) (z+ a) (z+ 2a) (x — 3a) (r — 4a) = c*.
Vastus: z—a= -V 2602 =2 v 4c* 4 25a°,
¢) (12z2— 1) (6z—1) (42 — 1) (3z — 1) =$5.
1 =5:V——39_

1
Vastus: L= Ty=—71g; 34 %

1 1 1 1
d) ;r—8+w——6+a:+6+a:+8=0'

Nédpundidide. Liita esimene murd neljandaga ning teine kol-
‘mandaga.

Vastus: =0; T3 ==V50.
3 1 4 4 1 3
€) ?—i—w— 1 +w—2+m—3+w—4+x—5=0'
Nédpundide. Liita paariviisi need murrud, millel nimetajate
summa on iiks ja seesama.

Vastus: x.-—_—%; 12‘3=%(51V1‘7); x4'5=%(5iv‘7)'

1 1 1 1 1 1 1 1
—:c__l+w+2+m—3+z—4+w+5+w_6—|—w+7+w=O'

f)

Nédpundidide. Liita paariviisi need murrud, milledel nimeta-
jate summa on iiks ja seesama.

7 i3 o
Vastus: $|,2,3,4=—7i]/-7+3 —1.

Nr. 7. Lahendada vorrand:
(z+2) (@ + 3) (x4 8) (z + 12) =42*.

Lahendus. Korrutame esimese teguri neljandaga ja teise
kolmandaga. Saame:

[(z+2)(x+12)1[(z+ 3) (x + 8)] =4a?;

(22 + 14z + 24) (22 + 11z + 24) =422

[(22 + 24) + 1421 [ (22 + 24) + 112] = 422
Korrutame kaksliikmed vasakul poolel:

(22 + 24)2 4 25z (22 4 24) + 15422 = 422,

(22 + 24)2 4 25z (22 4 24) + 15022 = 0.
Viimase vorrandi vasak pool on 22 4 24 suhtes ruuttrinoom, mille
esitame korrutisena:

(22 4 24 + 152) (22 + 24 + 10z) =0,
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niisiis

22 4 152 + 24 =0; zip=(— 15 = v 129);
224 10x + 24 =0; 23—=—6; v,=——4.

Nr. 8. Lahendada v6rrand'

3z —1 x—17

:c+l +w+2 ek 3

z—1"

Lahendus. Eraldame igast murrust tdisosa:
2z+2—3+3x+6—7 z—1—6

z+1 :c+2_—4+
2@+1)—3 | 3@+2)—7 _
z+1 +

(x
J:+2 +

2 — x+l+3 m—+2-——4+1
6
z+1+w+2=z—l'
Lahendades viimase vorrandi, saame:

I]:S; 7 e——aad

o | en

Nr. 9. Lahendada vorrand:
4z — 17 10.1,—13 8x — 30

x—4 + 20— 3 23:-——7+a=—1
Lahendus. Eraldame igast murrust tdisosa:
(4z — 16) — 1 (10— 15) +2 (8z —28) —2
z—4 + w5

i ) 558
z—1 ;

%1

52 —5+1,

2z—3 i 257

1 2 2 1
v i 0 Jg &Yt S dovwe e o e

5 S

222 —llz 412 222 —92 47"

Lahendame viimase vorrandi ning saame:
piiid
=3

Nr. 10. Lahendada vorrandid:

m+1 x—2 z--4
w—1+m+2+z‘+3+

I

Vastus: Zjp=

2) z2+21+2+x2+82:+20__22+4:5+6

z—1

1(—li

22 46z 4+ 12

z+ 1 PR I SR SR R B +

Nédpundide. Eraldada tédis-hulkliikmed murdudest.

Yastus:

11 Iseseisvad t60d elementaarmatemaatikas.

69

5

®)

.’L'lzo; Ty = — —g—.
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2(3z—4) , 9(z—1) 2(32—2) , 3(z—2)
3) 2z 4 1 P 8¢ 1+ 2SS + 7 D
; V.astus: z=75; xaz—é—:;.

Nr. 11. Lahendada vorrand:

Ba+b—z)2+(a—b+2)2_ 3a+b—2z
Bb+a+2)2+ (a—b+12)?2 3b+a+z
Lahendus. Mdlema murru lugejat saab lihtsustada, kui vor-
randi molemast poolest lahutada 1:

(3a+b—x)2+(a—b+z)2“-_l=3a+b_z_1,
BbFaFz)2+ (@a—bF2z)2 - 3btatz !
Ba4b—2)2— (Bb+a+x)?  2a—2b—2z
@b+fataz)?2+ (a—b+x? 3btatz’

Ba+b—z+3b+a+z)(Ba+b—2—3b—a—nx) %
962 + a2 + 22 + 6ab - 6bx -+ 2ax + a2 4 b2 + 22 — 2ab + 2ax — 2bx
 2(a—b—u2),
T 3+a+4z’
(4a + 4b)2(a — b — ) 2 2(as=b)
1062 + 4ab + 262 + 4z(a + b) + 222 3bta+tz °

Siit saame:
: 2a42b - 1 =
(a—b—2) {5_1»2"+2ab+a2+2x(a+b) e _3b+a+x}"—0'
Vordsustades esimese teguri nulliga ja lahendades saadud vorrandi,

saame r, =— a — b. Vordsustades teise teguri nulliga ja lahendades
niiviisi saadud vorrandi, saame:

T3 — o e \/m.
Nr. 12. Lahendada vorrand:
3a+2b+3x)2= 2a + 3b 4 2z
da4+b—=z 3a42b—2z°
Lahendus. On kerge ndha, et kui kummaski vorrandi pooles
murru lugejast lahutada nimetaja, saame iihe ja sellesama vahe.
Arvestades seda lahutame vorrandi molemast poolest arvu 1:

3a+2b+3z)2_1_2a+3b+2z

at+b—z —30+2b—2x——l’
(Ba+2b+32)2— (4a+b—2x)2 _ 2a+43b+22x—3a—2b+4 2z
(4a+ b —=)2 T 3a+2b—2z :
(Ta+3b+2x)(—a+b+4zr) (—a+b+42)

(4a + b — )2 TS OB D *

Toome koik liikmed vasakule poolele ja votame iihise teguri sulgude
ette:

7a + 3b + 2z 1 =
(—a+b+4x) (4a+b__x)2—_3a+2b—21]—0'
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- : ; ; —b s
Vordsustades nulliga esimese teguri, saame xlza——;r. Vordsus-

tades nulliga teise teguri ja lahendades vorrandi, saame:
Toz= =+ \/ a2 + b2 + 3ab.
Nr. 13. Lahendada vérrandid:

1) (2::—Sa+3b 2 25a+ 9b — 34z
22 —5b 4 3al = 25b 4 9a— 34z °

Vastus: #y=a; z,=02>.
2 (a+b+2z)2_5a—3b+4z
) a+b—2! = 5a—3b—4z°
Vastus: 2,=0; x3=—== \/ a® — b2,
3) (Sa+4b—x)2_2a+b-a+2b+z
50 +4a—2z!  26+a b+2a+4z°
Vastus: 2,=2a+4b; z,—a -+ 2b.
z+7a—b2 a z+a—b
4) (x+7bja) = b z4b—a’ :
Vastus: zy=a-+4b; zo3= +V a? + 34ab + b2.
5 a+3b+3x)2_3a+b+z
)(a+7b—x RSO e

Vastus: xI:%(a—}—llb); Tyz= =+ \/ a? + 6ab + b2,

Nr. 14. Lahendada vorrand:
{4 o+ 1P 49
(@+12@24+1) 45°
Lahendus. Votame kasutusele uue tundmatu
2=2a*4+2+41,
siis
Z+1)2=224c+142=21z
P24+ l=224+2+]—r=2—1.
Asetades koik selle antud vorrandisse saame:
e 49
22— a2~ 45°

Lahendame viimase vorrandi z suhtes ning saame:

; Zip= i—.%x.
Asendades 2z, saame kaks vorrandit:
1) 224241 =%x
ja
2) 22+ 24 1=——%x.
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Lahendades need vorrandid saame:
r=2; %=—;-: x3.4=%('-—9iV5_5)-

Nr. 15. Lahendada vérrand:
(@412 _ 625
z@+ 12 112°
Lahendus. Selleks, et kasutada uut tundmatut, esitame vor-
randi vasaku poole jargmisel kujul:
(@+D@2+1)_ 625 a241 2241 625
(@4 2z4+1) 1127 2z (@+1)+22 112°
Jagades teise murru lugeja ja nimetaja avaldisega 2? + |, saame:

2+1 1 62
z 112
1“"&2_2:??
Votame:
x
Fri- %
siis
1 1 625 .

3 140 113
lahendades viimase vorrandi saame:

e ey — i
LT M Mo 5y ;
Siit
0o e @y Ap
PEI TR EL T B
[.ahendades viimased vorrandid saame:
1 —25 % — 399
Kol i i

Nr. 16. Lahendada vorrand:

@41p _ 128
z@f1)~ 15 °

x3.4:—;-(3 e 4l) v

Veastussz=3; x2=%;

Nr. 17. Lahendada vorrand:
(x2—4x+4+5)2— (z— 1) (x — 3) =4.
Lahendus. Teostades korrutamise teises liikmes saame:
(2> —4x +5)2 — (22 —4r 4 3) = 4.
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Teisendame vorrandi vasakut poolt nii, et saaksime teise astme
vorrandi 2?2 — 4z suhtes:
[(22—4x) +5]2 — (22 —42) — 7=0;
(22 — 47)2 4 10 (22 — 42) + 25 — (22 — 42) — 7 =0;
(22 —42)2 4+ 9(22 —42) + 18=0.
Lahendades selle vorrandi saame:
22— 4z=—3;, 22— 4x=—6; ,=1; 2,=23;

1'3_4=2i l/ —2.

Nr. 18. Lahendada vorrand:
ot 4 228 — 1122 + 4z + 4 =0.
Lahendus. Téiendades kaks esimest liiget tdisruuduni
saame:
ot 4228 + 22 — 1222 + 42+ 4=0;
(22 4+ 2)2 4+ 422 4 40+ 4 — 1622 =0;
(22 + )2 + 4 (22 + ) + 4= 1622

‘Vorrandi vasak.pool on tdisruut ja seeparast voib vorrandi kirju-
tada jargmiselt:
[ (22 + z) + 2]2 — 1622 =0;
{[22 +2) + 2] — 423{[(2* + 2) + 2] + 42} =O;
22—3x+2=0;. 224+ 52+ 2=0.

Lahendades kaks viimast vorrandit saame:

— 5=+ V17
x,:l; 12=2; X34 = 3 QVE,

Nr. 19. Lahendada vorrandid:
1) z* — 1223 4 4922 — 78z + 36 = 0.

Vastus: 2,=3; 2,=3; 233=3 =%V b.
2) z* — 1023 + 3522 — 50z 4 24 = 0.

Vastus: mi=1; 2o0=4; 23=3; 24=2.
3) 4ot — 423 4 922 — 42+ 4=0.

Vastus: x1_2=x3,4=—i—(li\/—15).

4) 32z* — 4823 — 1022 + 21z 4+ 5=0. -

1
Vastus: 31:5 x2=—7; g 5174:-—?.

WY
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5) xt* — 4ax® + (4a% 4 b% + c?)a2 — 2a(b? + )z + b2c2 = 0.
Vastus: xl;gza"_‘ '\/02—Tz; Z3‘4=aiva2——ﬁ
6) x4+3x+l=3x3+%x7.

Vastus: mp=+ (7= V85); me=~(l=V10).

7) 322(z — 4)? + 5(zr — 2)2=32.

Vastus: z,3=2+4 l; T3=1; 2,=3.

Nr. 20. Lahendada vorrand:
4+ 1=2(1 +2)*
Lahendus. Arendame parema poole Newtoni binoomi

valemi jérgi: N

ot 4 1 =2 4 8z + 1222 4 828 4 2z%;
ot 4 823 + 1222+ 8r 4+ 1 =0.

Lahendame saadud siimmeetrilise vorrandi. Jagades molemad
pooled 22-ga, saame:

24841248+ 4 L =0; (24 5) 48[z 1)+ 12=0.

Votame:

siis

y2=x2+2+$ja y2~2=x2+wlz.

Asetame vorrandisse (I) y, saame:

siit

166

¥*+8y + 10=0,

y=—4=V6 v+ =—4=V5,
r=v|—4FV 6y 18+8V6).

Nr. 21. Lahendada vortand:

e —T8

5
i —Ta"



L ahendus. Vabaneme nimetajast (oletades, et 133 — 78z 340,

S. 0. x;é%) ja rithmitame liikmed:

25(133 — 78z) — 133z — 78; 13325 — 7826 =133z — 78;_
(13325 — 133z) — (7825 — 78) =0;
133z(zt — 1) — 78(25 — 1) =0. -
133z(22 — 1) (22 + 1) — 78(x2 — 1) (#* + 22+ 1) =0;
(22 — 1) (1332% + 133z — 78* — 782% — 78) =0;
(22 — 1) (782" — 1332% + 7822 — 133z + 78) =0.
Jarelikult: :
22— 1=0 ja 782* — 1332° + 7822 — 1332 4 78 =0.

Lahendades esimese vorrandi saame:

X1 =1+ 1=
Teise vorrandi lahendame kui siimmeetrilise vorrandi ning saame:
8 2 —3+x4Y—40
o Prads E T SEe@ Bk asreRusa i | EDEARE
Nr. 22. Lahendada vorrandid: *
11z —6 :
ke gohns
a) z'= 6z —11°
1 i
Vastus: z1=—1; 2,=2; x3_~% = F(l _-l:V——35).
257z — 68
B L
b) a° = e 257
Vastus: go==1+2; 234=1% %;

o 13 273l
5678 = ]/3—4 *n V— 8-

c) z* 4+ 428 — 1822 — 12x 4 9=0. ‘
Vasfus: 2,=3; Zg=——1; x3,4=—3i2V§.

Nr. 23. Uurida vorrandit:
mr=m(x+ 2) — 2.
Lahendus. Uurimisel tuleb sélgitada:

1) missuguste m véirtuste puhul vérrandil on itksainus
lahend,;
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2) missuguste m vadrtuste puhul ei ole lahendit;
3) missuguste m véartuste puhul on 16pmatu palju lahendeid.
Pérast teisendamist saame:
m2x —mer=2m—2; ezm(m—1) =2(m—1). (I)
Vaatleme moningaid juhtumeid:
I. Olgu m=40 ja m 1, siis m(m — 1) 0.
Lahendades selle vorrandi saame:

_2Am—1
T mim—1)"*

Et m —13£0, voib molemad murru liikmed jagada avaldisega

i f 2
m— 1. Pédrast taandamist saame v —=-—.

m
II. Olgu m=0. Siis voib antud vorrandi iiles kirjutada jarg-
miselt: 0-x=—2. Sellel vorrandil ei ole lahendeid.

III. Olgu m=1. Siis vorrand (I) votab kuju 0-2=0. Sel
juhul rahuldab vorrandit iga x véartus.

Nr. 24. Uurida vorrandit:
a?x+4=a(x+2)+ 0.
Lahendus. Piérast teisendamist saame:
ar—ar—2a+b—4; za(a—1)=2a+b—4. (I)
Vaatleme koiki voimalikke juhtumeid:
I. Olgu a£0; a1, siis a(a— 1) 0.
Sel juhul on vorrandil iiksainus lahend
A 2aFb=41
o a@pe3Y
II. 1) Olgu a=0; b>4. Sel juhul vorrandi (I) voib iiles
kirjutada jargmiselt: 0-x==0—4. Vorrandil lahendeid ei ole.
2) Olgu a=0; b=4. Vorrandi (I) vaib iiles kirjutada jarg-
miselt: 0-z=0. Vorrandit rahuldab iga z vaéartus.
III. 1) Olgu a=1; b=2. Vorrandi (I) voib iiles kirjutada
jargmiselt:

0 2=24+b—4; 0-2=b—2.
Vorrandil lahendeid ei ole.

2) Olgu a=1; b=2. Vorrandi (I) voib iiles kirjutada jarg-
miselt: 0-x=0. Varrandit rahuldab iga x viartus.
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Nr. 25. Uurida vorrandit:
m(x—2) —3m=—2x+ 1.

Vastus: I. (m—1)(m+41)#0; RS i

m—1
II. m=1. Vorrandil lahendeid ei ole.

III. m=—1. Rahuldab iga x vadartus.
Nr. 26. Uurida vorrandit:

ax+b_3_“f’%‘£’=_;__
Vastus: 1. a—13£0; x:‘m:s(:—-ﬁ—blﬁ

{b;é % Vorrandil lahendeid ei ole.
II. a=1

b= %— Rahuldab iga x vaartus.
Nr. 27. Uurida vorrandit:
(a4 z) (1 4+ bx) =a(l + b) + a?b? + ba?.
Vastus: I. Kui 1+4ab_<0, siis xz%.
IL Kui 1+ ab=0, siis rahuldab

vorrandit iga x véartus.
Nr. 28. Uurida vorrandit:

2x+a x—b _ 3ax+ (a — Dby
b R ab 3

; : 2 & __ 2ab
Vastus: I. Kui a4+ b6z£0, siis T=_Tp-

II. Kui a4+ b=0, ei ole vorrandil
lahendeid.

Nr. 29. Uurida vorrandit:

a—zxz , at=x g b (a — b)x
a—b+a+b+7—a2—b=+2(a+b)'

Vastus: I. Kui 6(b+2)3£0, siis x_—_b(b—Qﬁ—Q—).
II. Kui =0 ja az= 0, siis lahendeid
ei ole.
II. Kui 6= —2 ja az%£0, siis lahendeid
ei ole. '

IV. Kui 6 =—2 ja a=0, siis rahuldab
vorrandit iga x véaartus.
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Nr. 30. Lahendada vorrand:

Lahendus. Votame uueks tundmatuks

z=1V 222 — 152 + 11. ' (I
Vorrandi (I) molemad pooled tostame ruutu ja avaldame
222 — 15z.
Saame:
22—=222— 152 4 11; 222 — 15z =22 —11. (11)

Kasutades vordusi (I) ja (II), asendame antud vorrandis z aval-
dised tdhega z.

Saame:

2—114+564+2=0;, 224+2—6=0; z=—3; 2,=-+2.
Lahend z; = —3 ei kdlba, sest vordus (I) néitab, et 2 peab olema
positiivne.

Asetades vordusse (I) z asemel viartuse 2, saame:

2=V 22— 15z4+11; 4=222— 152+ 11; 222 — 15247 =0;

1
Zl=7; x2=—2— .

Asetame leitud vadrtused antud vorrandisse ja veendume, et nad
on vorrandi lahenditeks.

Nr. 31. Lahendada vorrandid:
a) 3Vt es—2=22+42.

Vastus: 2=2; Zy=23; x3_4=:1—*—2—‘/ﬁ-

b) V& 7+ 87 =g [+ (r+ 1)2].
Vastus: ,=3; z——4.

¢) 2224 3z — 3+ V 222 + 3z + 9=230.
Vastus  ar==:8; xzz—%.

d) 2 — 3z + 5 V 2* — 3z + 76 = 260.
Vastus: 7=15; 2,——I12.
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Nr. 32. Lahendada vorrand:

V@t ot +4v@E—ai=5va—a

Lahendus. Jagame vorrandi molemad pooled avaldisega

s o e
V a? — 22, Saame:

1/““’#41/‘“—”"—5; ViE+e s

Vottes

s £ —y, saame vorrandi ¥ + —3— =25, mille lahendid

on 1 ja 4; vastavad z vdédrtused on 2, =0 ja xgz%_
Nr. 33. Lahendada vorrand:

z+3 S5z 42 13
5:c+2+l/:v+3

Vastus: 2,=05; z3——

30
27"

Nr. 34. Lahendada vorrand:
3z 4+ / 6z 4+ 10 =235.

Lahendus. Viime esimese liikme vorrandi paremale poolele
ning saame:

V 6% F 10 =235 — 3z. 1)

Selle vorrandi lahendiks vGib olla ainult niisugune védartus, mil-
lel juuremirgi all seisev avaldis on positiivne, s. o. niisugune z
vadrtus, mis rahuldab vorratust 6z 4 10 > 0. Kui see tingimus
on tdidetud, on vorrandi vasak pool positiivne; siit jareldub, et
ka vorrandi parem pool peab olema positiivne, s. o.  peab rahul-
dama vorratust 35 — 3z > 0. Niisiis vorrandi lahendiks voib olla
ainult niisugune z, mis rahuldab iiheaegselt kahte vorratust:

62+10>0| 2>—2
35 —32>0 %"3>x

Kui z rahuldab mainitud tingimusi, on vorrandi (I) molemad poo-

5 35
SIESEST
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led positiivsed ja neid voib tosta ruutu, seejuures voorlahendeid
ei teki. Saame:

6x 4 10 = (35 — 3z)2. (IT)
Piérast teisendamist saame:

22 — 24z 4 135=0.
Vorrandi (II) lahenditeks on 9 ja 15. Ulesandes antud vorrandit
rahuldab see x véirtus, mis on eespool mérgitud vorratuste-siis-
teemi lahendiks, s. 0. x=09, sest et —%< 9 <§3§. Teine vaar-
tus =15 ei ole antud vorrandi lahendiks. Otsese asemdamisega
on kerge kontrollida, et x=9 on vorrandi lahend.

Nr. 35. Lahendada vorrandid:
a) t—V4—22=1,
Vastus: x:1+2_V7_.

b) 222 — 52 = —\/2% + 20z — 4.
Vastus: e=2— Vv 3.
Nr. 36. Lahendada vorrand:
V3+1+Ver—4=1V 4z +5.
Lahendus. Selleks et koik juuravaldised oleksid positiivsed,
on tingimata tarvilik, et oleks # > 4. Sel tingimusel moélemad

vorrandi pooled on positiivsed. Tostes molemad pooled ruutu,
saame:

x4+ 142y Bz+1)(x—4) +r—4=4x+5;
VBz+1)(z—4) —4.
Teist korda ruutu tostes leiame:
322 — 1l — 4=16; (1)
312 — 11z — 20="0.
Vorrandi (I) lahendid on:

i
.’131:—-5 ja x2r=5.

Ulesandes antud vorrandi lahendiks on =25, sest * peab olema
suurem kui 4. %

Nr. 37. Lahendada vorrandid:
a) Vz—2+V7—z=1\ 3.
Vastus: x]:f—g; Bgc—3:
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b) 2vV3r+ 143V 5x—4=—4\/ 6+ 1.
; Yastus r=5
c) V2r+3+VvVbhr4+ 1=V 12¢+ 13.

Vastus: £=3.

d Vz+6+Ve+3=V5—z+ V3r+4
1

Vastus: r=—z; 2
Nr. 38. Lahendada vorrand:
3 SR 3_____
13/7—3—]§w-5=6_x.
Vi—x+4VYz—5
Lahendus. Aritmeetika kursugest on teada, et kui on antud

i RiFvie s o = a+b _c+4d
vorre o-=-, siis voib saada tuletatud vorde —— =-—-,

s. o. esimese suhte liikmete summa suhtub nende vahesse, nagu
teise suhte liikmete summa suhtub nende vahesse. Tuletatud vor-
rete kasutamine lihtsustab sageli lahendamist, kuid ta voib seotud
olla lahendite kadumisega wvo6i voorlahendite ilmumisega. Voor-
lahendid teevad nulliks antud vorde iihe suhte nimetaja. Kadunud
lahendid teevad nulliks saadud vorde iihe suhte nimetaja.

Selleks, et lihtsustada antud vorrandit, vaatleme teda kui vorret:

- FaRAs Rk
Vi—oe—Yax—5_6—=

3 3 =
VT=—ad$ya—5

Koostame tuletatud vorde:

3

3 3 3
(Vi—2—VYa—38)+(V7T—a+Vae—5)__6—2)+1,
3 3 3 3 —6—2x)—1"
(V7T—2—yYa—5)—(V7—2+ Vz—5)

3 3 3
2VT—2_ 77—z Vi—a_T—=, 7——:1:_7—.1:___0_
3 T 5—a’ 3 Tax—5" x—5 x—5
—2VY=z—5 Yx—5

3

V- VT =o.
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Siit
3 —
7—x
x—95

=0 (1
ja ;
1 —(]/7:’5”)2=0. (11)

Lahendame molemad vorrandid.

Vorrandil (I) on lahend x;=7. Vorrandil (II) on lahend
2, =6. Nagu eespool juba mainitud, voib vorrandi lahendamisel
esineda lahendi kadumine. Kadumaldinud lahenditeks voivad olla
need lahendid, mis muudavad vorde nimetaja nulliks, s. 0. * — 5=
—0, =0>5. Otsese asendamisega veendume, et antud vorrandil
on lahendid: =17, s=26, z3=25.

§ 3. Kahe tundmatuga vorrandisiisteemid.

Nr. 1. Lahendada ja siis uurida m vddrtusi vorrandisiis-
teemis:
(m+5)z+ (2m 4 3)y — (3m +2) =0
Bm + 10)x + (5m 4+ 6)y — (2m + 4) =0.
Lahendus. Arvutame vorrandisiisteemi determinandi:

= 32118 ﬁﬁig'—<m+5><5m+6>—<3m+10)<2m+3)_

—m?®+2m=m (2 —m).
I. Kui A¢0 8.0, m(2—m)¢0 m 70 ja m =2, siis siis-

teemil on ainult iiks lahendipaar. Tundmatud méaératakse kindlaks
valemi jargi:

o s
== ja y=7%"

kus

st gz;ti gz:’l__g‘=(3m+2)(5m+6)—(2m—|—4)(2m+3)=
=m(llm-14);

&”=|3ZT—1(5) g:iit:(m+5)(2m+4)—(3m+2)(3m+10)=
= m(Tm-4-22).

Niisiis

Do _mUm+14) _Um+1, A, —mOm+22)_ Im+22
ety Nt PO Wi b o Rls, Raally greienr o P Wi [
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II. Olgu m =0, siis antud stisteemi voib iiles kirjutada sellisel
kujul:

10z 4+ 6y —4 =0
Antud juhul z ja y koefitsiendid ja vabaliikmed on vordelised:

%=%=72{» jarelikult siisteemil on l6pmata palju lahendeid. Nii-

siis m=0 Kkorral siisteem on madaaramatu.

{ 52 +3y—2=0

III. Kui m=2, siis antud siisteemi voib iiles kirjutada jarg-
miselt:

72 +7y —8=0
16z 4 16y — 8 =0.

Antud juhul 116 = —17—6_ = %, jarelikult m =2 korral siisteemil
lahendeid ei ole.

Nr. 2. Lahendada ja siis uurida m véartusi jargmistes vor-
randisiisteemides:

(m— 1)z + 2my + 2=0
a) {2mx+ (m—1)y — (m—1) =0.

Vastus: L m#%; mz=£ —1;

_2m—1),  m+l
s handens 3m—1"
8 m=%; lahendeid ei ole.

III. m=—1; on lopmatu hulk lahendeid.

b) [z4+my—1=0
i»mx—3my— (2m +3) =0.

Vastus:-I. m£0; mz=*%—3; ¢ =2; y——_——-i-

m

II. m =0; siisteemil lahendeid ei ole.
ITI. m = —3; siisteem on madramatu.

[ (2m—3)z— my — (3m—2) =0
){—5x+(2m+3)y+5=o.

Yastus’ I _an=>—1I; m¢3; x=64(r'nn:;);
Sl
Y=im—9"
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II. m.—_%; stisteemil lahendeid ei ole.

III. m = —1; siisteem on maéadramatu.

Nr. 3. Leida m ja p nii, et siisteem

(3m —5p+b)r+ (8m—3p —a)y=1
{(2m—3p+b)x+(4m—p)y:2

oleks mddramatu.

.. la+5b  8a+12
Vastus. =—y ) P=—4—

Nr. 4. Lahendada ja uurida vorrandisiisteemid m védrtuse
suhtes:

a) {(m— N4+ (m+1)y—2(m2—1) =0
(m*—1)z+ (M4 1)y —2(m3—1) =0

Vastus: . mx£0, mzZ—l;z2=m+ 1, y=m— 1.
II. m=0; siisteem on maéadramatu.
III. m=1; siisteem on madiramatu.
b) { (m—1)2 4 (m?* — 1)y — (m+ 1)2=0
(@2m — 1)z + (m + 1)y — (m? — 1) =0
Vastws; I -ms=00mat—1; m=1T;

_(m4+1)(m—3),  m2—5m+2
e et o e
II. m=0 ja m=——1,; siisteem on mddramatu.

III. m=1; lahendeid ei ole.
m(m—1Dz+m(m+4 1)y — (m®+2) =0
) { (m2— 1)+ (M4 1)y— (m*—1) =0
Vastus: L m=50;: maA5t) m==£2;

o oomitmel s omimA]
T 1) » I m2 :

II. m=0 ja m=1; lahendeid ei ole.

III. m=—1; m=2; siisteem on médiramatu.

Nr. 5. Leida m nii, et vorrandid
T—y=m, mxt+y=1, r+y=2

kuuluksid iihte siisteemi.
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Nidpundide. Leida kahe vorrandi lahendite siisteem ja lei-
tud védartused asetada kolmandasse vorrandisse.

; Vastus: m=0 voi m=—1.

Nr. 6. Lahendada vorrandisiisteem:

4
{w-}-y—l 2x—y+3+ 2 it

3 1
x+y—1+2w—y+3+3—=

Nidpundide. Vatta:

1 G
a¥y—1_ % m—y+3

Vastus: z=2; y=—3.

=7.

Nr. 7. Lahendada vorrandisiisteemid:

a) {3m+y—2+m+4y+1+24

3z +y—2 :c—1—4y+1+1‘2
Vastus: 2=—1; y=2.

TVaz+2y+2vV 22 —y=232
Vastus: 2=3; y=2.

{ 3Var+ 2y —5V 2r —y=2

\ { \3/x+y+2—v_2x—-3y—7+3=0
e

3
2Vz+y+24+3v2e—3y—7—14=0
Vastus: 2=4; y—=—5.

Uksliikme astmeks nimetatakse temas esinevate tdhtede asten-
dajate summat.

Naditeks: 1) 5a®b%c on kuuenda astme iiksliige a, b ja ¢ suhtes.

2) 2a®bc on viienda astme iiksliige;

3) babc on kolmanda astme iiksliige. Hulkliiget nimetatakse
homogeenseks, kui koik tema liikmed on.iihe ja sama astmelised.

Néiteks: 1) 2abc? 4 3a3b — 5bc® on neljanda astme homo-
geenne hulkliige;

2) 3ab? — 5b% — 2ac? on kolmanda astme hulkliige.
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Vorrandit nimetatakse homogeenseks, kui koik tema liikmed
on tundmatute suhtes ithe ja sama astmelised.

Naiteks: 1) 222 — 3zy + 5y*=0 on homogeenne vorrand z
ja y suhtes; :

2) 2ax® — 3bx*y + 5cy*=0 on homogeenne vorrand z ja y
suhtes.

Peatume siisteemide lahendamisel, mille koosseisu kuulub
homogeenseid vorrandeid.

Nr. 8. Lahendada siisteem:

{6x2—xy— [ 2922
4 17
o4 2y =&

Lahendus. Esimene vorrand on homogeenne. Jagades esi-
mese vorrandi molemad pooled y2-ga, saame:

6-(—;—)2—% 1R,

p Gt : 3 -4 . ARACH
Lahendame saadud ruutvorrandi “; suhtes ja leiame —;=§ vai
§=*-§-; m:%y VOi &= — %y. Niitid taandub antud siisteemi

lahendamine kahe sﬁsteemi lahendamisele:

e A b
/——-7 .,—-‘_—“3"
(I){ i (ll){ ‘ W

Lahendades need siisteemid, saame:

I+

ja
) o=+ 5 V2 y=F3V2
Nr. 9. Lahendada siisteem:
22 — day 4+ 32— 17
y2—22=16

Lahendus. Teisendame siisteemi nii, et iiks .vorrandeist
tuleks homogeenne. Antud juhul saab niisuguse teisenduse teha,
sest molema vorrandi vasakul poolel seisab iihe ja sama astmeline
homogeenne hulkliige. Korrutades esimese vorrandi pooled 16-ga
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ja teise omad 17-ga ning lahutades teise pooled esimese pooltest,
saame:

32y? — 64zy + 4822 =16-17 : ; ;_
1792 — 1722 = 16- 17 1592 4 6522 — 642y =0
Niiiid taandub siisteemi lahendamine eelmisele juhule:

15y2 4 6522 — 642y =0
l Y2 —a2=—16

Esimesest vorrandist saame:

z 3 voi B 5
e e Ve |
Edasi lahendame kaks vorrandisiisteemi:
g v .
113 Gakerl 1y a { * =Y
Y2 —22=—16 Y2 —22—=16
ja saame:
B mees 8 5 ) x:i%;y:i—?

Nr. 10. Lahendada vorrandisiisteemid:
22—y + y2 =21
) {y2—22y+ 15=0
Vastus: o= =+4; y= =*5
r==+3y 3 y==V

i

| S

2

b 2 — 2xy + 3y2=9
) {x2—4:cy+5y2=5

Vastus: ze==+3; Y= +=2 voi
x=i5l/-;—; yziV%.
?4zy+y>*=13
DN\ —ayfy2=7

Vastus z==3; y==1'voi z==1; y==%3.

Allpool esitatakse siisteemid, mis lahendatakse edukalt uute
tundmatute meetodiga. See meetod seisneb selles, et tundmatuteks
ei loe meie siisteemi kuuluvaid tundmatuid endid, vaid nende sum-
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mat, vahet voi korrutist ja niiviisi taandame antud siisteemi ele-
mentaarseks siisteemiks.

Nr. ll‘. Lahendada siisteem:
r—22y? 4 y?=19
{ r—zy+y=4
Lahendus. Teisendame vorrandi vasakud pooled nii, et nad
vdljenduksid tundmatute summa ja korrutise kaudu:

P?+2ry 4y — 22y — 222 =19 [ (24 y)?—2zy — (2y)?=19
{’+y-“”y=4 {(x+y)—xy=4

Votame kasutusele uued tundmatud
T+y=u; TY=0
ja saame:

w— 02— =19
u—uv=—4

Lahendades selle siisteemi asendamismeetodiga, leiame:

By g
Rt B

5 o~

Endiste tundmatute juurde tagasi tulles saame:

=

oMy Py s SR
Siit:

1) zl__:9+41/7—3-, o 9—41/73

2) x2=9—41/73, % 9+4V73

Nr. 12. Lahendada siisteem:

223y? — Y322 — 36
{ 222y — y2r—=~56

Lahendus. Teisendame kumbagi vorrandit nii, et oleks voi-
malik kasutada uusi tundmatuid:
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{ 222 (20 — y) == 36

7y (22— y) =6
Votame: Y
2t —y=1t, zy=—u.
Saame:
: u?t — 36
{ ut =’6

Esimesest vorrandist leiame u: .
u-(ut) =36; u-6=236; u=—=.

Teisest vorrandist leiame f= 1. Endiste tundmatute juurde tagasi
tulles saame: ; B

2r — =1
ry==6
Lahendame selle siisteemi asendamismeetodiga ning saame:
) o=20=3 2) B=—23;p=—u.

Nr. 13. Lahendada siisteem:
2+ 2y 4+ y?=19(z —y)?
2 —zy+y:=7(z—y)
Lahendus. Teisendame vorrandite vasakud pooled nii, et
nad viéljenduksid tundmatute vahe ja korrutise kaudu:
J 22— 22y +y? + 32y =19(x — y)?2 ‘
| 22 — 22y + ¥? + 2y ="T(z —v)
(z—y)?432y=19(z —y)? (18(z—y)2—3zy=0
{(x-—y)’+xy=7(r—y) (F—y)?—7(—y) +2y=0
Votame kasutusele uued tundmatud
UB=T—Y, V=Y
ja saame: j ‘
6uz—ov=20
u?—7u+4v=>0
Leiame esimesest vorrandist v ja asetame teise, Lahendades vor-

randi leiame:
=0; Uy=1 ja v,=0; v,=6.
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Siirdudes endistele tundmatutele saame kaks siisteemi:
r—y=~0 z—y=1
(0 {xy':O (In) {xy:ﬁ
Lahendades need siisteemid leiame:
1) % e 08 pe==0; 2y 20K Ys=2; '3) ‘x3=—~'2; Ys=—3.

Nr. 14. Lahendada vorrandisiisteem:

97
4 4 —"
{x +y_4

ry=3
Lahendus. Teisendame vorrandid nii, et vasakud pooled

viljenduksid tundmatute ruutude summa ja tundmatute korrutise
kaudu.

[:z:" + 2222 4 yt — a2 =%Z (22 4 y2)2 — a2 =¥

Y=3 Ty =3
Vottes
u=2"+y* v=uxy,
saame:
97
L > 3O
u 202 = 7}
U= 3
Lahendades selle siisteemi saame:
5
Y= \3, U=+

Siirdudes endistele tundmatutele saame kaks siisteemi:
2 . S ,5, 2 i 3
(1) ?+Y=-3 (1) 2 +y 3
Ty == TY =23

Edasi tuleb lahendada need siisteemid.

Nr. 15. Lahendada vérrandisiisteemid:

(22 4+ ¥?) (z + y) =65
{xy(x+y) =30

Vastus: 21=2, y1=23 v0i Za=23, Y2=2.

182



2+ P+ vy =84
Vastus: 21=8; ;=2 voi Zo=2}: 9y ==8.

+y)'+4z+y)>—117=0
<) {x—y=25

b) {x+y+\/xy=l4

Vastus: z1=14; y1=—11 v0i =11 yo=—14.

d z—y+ 22— y?2=2330
’{x+y+ﬁ~w=dw

Vastus: zl:—lﬁ; o= 15.

y+r+y=11 :
) 22y + yr =30

Vastus: o= =1y 3l== 2\ ®==3;
V=1 ¥2=5; ys=3; y4=2.

i {(%—5>2+(3y—2>2
(22 —5) (3y — 2) — 4

Vastus: x,::%; x,=%; =30 Bp=2;
1 2
Yi==1; Vi=g> Ys=2; | A hadim

(32 + 4y) (Tx — 2y) + 3z + 4y — 44
) { 3z 4 4y) (72 — 2y) — Tz 4 2y =30

Yasits: zoed; 1'2-—:%;'; Y=2; Yg=—

—
Sl-
.

L

Nr. 16. Lahendada siisteem:
z+y Sz - 34
[V Sx +Va:+y _5
z+y+2y=29
Lahendus. Olgu
. o ANV
V e L F
siis esimene vorrand votab niisuguse kuju:

1 34
it L
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siit

58 3
zl_?’ 22—’5—.
Jarelikult
$HY S AW e O g By
55 —2 =7 VOi 5; kui 53: 9, siis

116 x4y 4
y=-=3g=, kui aga 5 25, siis 1 =z

Asetades y selle vdartuse teise vorrandisse leiame lahendite sﬁé-
teemid.

Nr. 17. Lahendada siisteem:

[x—y+ =Y 2

a+y a+y
24+ y2=234

Lahendus. Vabaneme irratsionaalsusest nimetajas ja leiame
esimeses vorrandis iihise nimetaja:

R4 VE—y 2
x4y 2 Lo
Oletades, et =z + y 3= 0, voib vorrandi kirjutada jargmiselt:

22— y? 4/ 22 — y2 = 20.

Vattes
<= \/ 2 — y2
ja saame:
2242—20=0,

siit
2=V 22— y’=—5 voi =4 jne.

Nr. 18. Lahendada vorrandisiisteemid:

a) [V%_2y+]/3x—2y

2—18=2y (4y—9)
Vastus: 2,=6; y;=23; z,=3; y2:_g.
by |ZH¥—VE+VY—2Vay=2
VZ+Vy=38 ;
Vastus: x|=25; y1=9, 1'2:47?; y2,_—_{i.}.
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Nr. 19. Lahendada siisteem: /.,

24z 2 7 3
aﬁm—zf:?; T+ Y= 5 1Y
Lahendus. Antud juhul vaatleme esimest vorrandit kui vor-
ret. Kirjutame tuletatud vorde: esimese suhte liikmete summa suh-
tub nende vahesse nagu teise suhte liikmete summa suhtub nende
vahesse:
by bty oyt T R3

Dtay+ i —22tay—y?” 73"
24910, Sty 5

0y v gy S D

siit
22 + y? = 2 ay (ay 7 0).
Tostes teise vorrandi mélemad pooled ruutu saame:
xH¢w+W=%M%ﬂ+w=gdewv

Niisiis saime siisteemi:

ﬁ+w=%w

72 4 y"’:% 22?2 — 2xy

Vordsustades vorrandi paremad pooled saame:
% 222 — 22y = -g— zy.

Siit zy=0 voi 2y=2. Esimese resultaadi jdtame korvale, sest
oletuse jargi xy=0. Niisiis zy =2, aga teisest antud vorrandist
saame:

z+y=3.
Edasi lahendame siisteemi:
T+ y=3
ives
ja saame: ‘
Dy 27 oy =]
vOi
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Nr. 20. Lahendada vorrandisiisteemid:

{ Y4 Vbl - YT
a)

Vatyp—yVai—y 5—V7

8y s (R
3 12=7

Vastus: v, = *=24; y, ,= I8 voi
Ty,=*8; y;,=6..

z §i*
b) V@’,’*"V';—x—y
2y +1)_ ¢

ylzy —1)

Vastus: z=+2v3; y=:2}3/3;

tilejadnud lahendid on imaginaarsed.

Nr. 21. Lahendada siisteem:

oty F =T (1)
{x‘+xzy2+ yt=133 (2)

Lahendus. Kirjutame esimese vorrandi selliselt:
22+ Y2 =74 xy.
Tostame molemad pooled ruutu ja saame:
'+ Yyt 4 22%? =49 + l4zy + 222
VoI
zt 4 yt 4 22y? =49 + l4xy. (3)

Vorrandite (2) ja (3) vasakud pooled on vérdsed ja jarelikult on.
vordsed ka nende paremad pooled, s. o. 49 + l4xy =133, siit
zy==6. Asetades vorrandisse (1) korrutise vddrtuse saame:

22 4 y2=13.
Edasi lahendame siisteemi:

4 y2==13
{x2y2=36
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ja saame:

1) 2=3; y=2; 2) v==—3; y——2: 3) z=2; y=3;
4) z—=—2; y=——3.
Nr. 22. Lahendada siisteem:

2+ 2y 4y =49
zt 4 22y? | y* =931

Vastus: z2==+5 y=—=+3 VOi = =+3, y— +5.

Nr. 23. Lahendada siisteem:

i R
Va4 V=35
R e
Vrz+Vy=5
Lahendus. Tihistame:
i e
M Xr=13: ==

Siis siisteem vatab kuju:

w4+ v3=35 (U+v)(? —uv+02) =35 [ —uv40v2=7
{u e B { u+4+v=>5 u+v=>5

Lahendades viimase siisteemi, arvutame u ja v ning seejirel leiame
xjay.
Nr. 24. Lahendada siisteemid:
8 b A
23 e O
Vastus: £,=27; y,=1; Ta=1; y,=27.
by TV (E+y) =30
"= +1=35
Vastus: 2,=3; y,=2; Tp=2; y3=3.

§ 4. Jada piirvéirtus.

Definitsioon. Arvu / nimetatakse JUda T B A s
piirvdartuseks, kui iga kuitahes viikese & > 0 korral voib leida
niisuguse arvu N, mis soltub arvust ¢, et vorratus [z, — /]| <e
jaab alati kehtima, kui aga n > N.
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Nr. 1. Toestada, tugenedes jada piirvédértuse definitsioonile, ef
arv 3 on jada

—
—

2z 38, o |

S 3-8 20 L 18 §
3 ’g, 6, a.-,n+1,--c

9 )

| ©

piirvdértuseks.
Lahendus. Naitame, et iikskdik milline on valitud ¢ > 0,
ikka voib leida vastava arvu N nii, et vorratusest n > N jireldub

[Zn— 3| < e
Koostame avaldise vahe absoluutvdirtuse jaoks:
3' 3n—3n —3 '—3 Y
n + 1 5% n41 n+1 R L

= - S 3
Kui n valime nii, et gy <'g,
S0
& 3
n—+1 >£— ja n>£——1,
siis
aFi—3<e
Niisiis antud juhul arvu N v&ib votta vordsena %-— 1.8t

Nx:,:iz—— 1. (Tuleb maérkida, et iildiselt arvu N voib valida mit-

mel viisil ja ta ei tarvitse olla tingimata tiisarv. Niisiis voib votta

N>v§——l.) Seega iga ¢ jaoks voib leida vastava N ja siit

3n
lim —=3.
his oo T !

Votame vaatlusele moned erijuhud:

1) Kui e=2, siis N=3 — 1=4,5—1=35.

WI N W

Niisiis, kui jada liikme number on arvust 3,5 suurem, siis selle
lilkme vadartus erineb 3-st vihem kui % vorra. (Antud juhul vois
yotta N > 3,5.)

2) Kui £=0,16, siis
3100 75 71

l=—"—1=~.

Nz= g 3 3
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Niisiis koigil n > 1 Vairtustel on |rs — 3] < 0,16. (Antud Juhul

vois votta N > 741 )

Nr. 2. Toestada, tugenedes jada piirvdirtuse definitsioonile, et
arv 1 on jada

Vi—t1, ¥5—1. yMo-1 yil—1 y&Fi-1,
V241" V541" Y1041’ Y741’ 7 yefi41’ "
piirvdartus.

Lahendus. Ulesanne on lahendatud, kui nditame, kuidas
etteantud ¢« > 0 jdrgi saab mdairata vastava arvu N nii, et vorra-
tusest n > N jireldub [z, — 1| <.

Moodustame avaldise vahe abso]uutvé'iirtuse jaoks:

P 11 |Vn2+1—1 Vre+l—1—ynfi—1]|__
“od Vn4+1+1 . Vrerfi41 o

=! Vn2+1+1 |= VnTj—H—l '

2 M
Kui n valime nii, et VEEI+1 < ¢ (eeldame, et £< 1),
s. o. §< VAL 2 1<Vl m41 >(§ 15,

n2>(2—l) — 1; n>V(——T—l siis

ye4i—1 .|
*Vn2+l+l 1‘<8

Niisiis iga ¢ > 0 jaoks voib votta
(2,
VSV E-1 -1

im 1/_"2+1—_1=
n—soo V24141
Votame vaatlusele moned erijuhud:
1) kui e=0,1, siis

ja siit

N—]/(Ol f— 1= v1®— 1=y 30.
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Niiviisi, kui jada liilkme number n > \/ 360, siis selle liikme
absoluutvaartus erineb arvust 1 vdhem kui 0,1 vorra.
2) Kui ¢=0,001, siis

2 2 e
N=)/ (oo —1) — 1= v 1999 1.
Kui jada liikme number on suurem kui N, erineb ta oma absoluut-
védartuselt arvust 1 vdhem kui 0,001 vorra.

Nr. 3. Toestada, tugenedes jada piirvddrtuse definitsioonile, et

2 :
arv o on jada

. . 2” .
IR o IR

]
ols

ol oo

u‘6¢
)1'6)

N

VA
N
piirvdartuseks.

Nr. 4. Toestada, tugenedes jada piirvddrtuse definitsioonile, et

3 .
arv — on jada
2.1.2% 41 31
4 2 300544 797 bR~ 1
piirvdartuseks.

Nr. 5. Toestada, tugenedes jada piirvdartuse definitsioonile, et
arv | on jada

P! 2\
¥ A ey ’T_—F—?,

.
b

g o
3

28 S
3° 6

|

b

piirvddrtuseks.

§ 5. Progressioonid ja summad.
Selles osas esitatakse rida iilesandeid 16Gpmatute ridade
a+a+a+...+a.+....

summeerimise kohta.
Et faktiliselt ei saa summeerida 16pmata palju liidetavaid, siis
on tarvis selgitada, millistel juhtudel siimbolil

a+a+ta+...+a.+...

on arvu tdhendus ja mida meie moistame loputu rea summana.
Moodustame rea n esimesest liikmest summa

Si=ai1+a+a+...¥a

ja nimetame seda summat edaspidi rea osasummaks. Kui n muu-
tub, muutub ka osasumma Sa.
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Rida nimetatakse koonduvaks, kui n piifamatul kasvamisel osa-
summa S, piirvdartuseks on arv S. Arvu S nimetatakse siis rea
summaks ja sel juhul siimbolil

g+ a+...+a+ ...

on arvu tdhendus. Kui arvul S, ei ole mingisugust piirvdirtust n
piiramatul kasvamisel, siis nimetatakse r1da hajuvaks; niisugusel
real ei ole summat ja siimbolil

a+a+a+...+a,+ ...

ei ole arvu tdhendust.

Ulesannete lahendamisel aritmeetiliste ja geomeetriliste prog-
ressioonide kohta on noutav ainult nende valemite tundmine, mis
tuletatakse elementaaralgebra kursusest.

Nr. 1. Millega vordub korrutis:

4 8 on
V5-V5:-V5... V5.
Lahendus. Kirjutame iga teguri murdarvulise astendajaga
astmena ja leiame astmete korrutise:

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
(EE LR SR R 1 e e 7Y ~3 Sk
9875670, ¥ =nb =5 -

kus astendaja on arvutatud geomeetrilise progressiooni liikmete
summa valemi jargi. .

Nr. 2. Summeerida 16pmatu rida:
2 3 2 3
P RE S Yo T e e A

Lahendus. Riihmitades paariviisi liidetavad, saame geo-
meetrilise progressiooni.

s+l + b+ 5 +Hlg st =
=g Bl e B rppd S e

S SEC e
ik A B T
7 R
Nr. 3. Leida n liikme summa:

a—+ 2a% + 3a® + 4a* + .. . 4 na”.
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Lahendus. Antud iilesande taolised iilesanded lahendatakse
jargmise meetodiga. Paneme tdhele, et antud reas a astmete ees
seisvad koefitsiendid 1, 2, 3, ..., n moodustavad aritmeetilise
progressiooni, kuid astmed a, @? a® ..., a® moodustavad geo-
meetrilise progressiooni teguriga a.

Olgu S otsitav summa:

S=a+2a*+3a3 +...+ (n— l)a 4 nar, (1)

Korrutades molemad pooled a astmetest moodustatud geomeetri-
lise progressiooni teguriga a:

S-a=a?+ 2a%+ 3at+...4 (n— 1)a* + na* (11)

ja lahutades vorduse (II) vordusest (1)
saame:

S—S-a=[a+2e2+3a+... 4 (n—1)a*! 4 nar] —
— [a? + 2a® 4 3a* + ... 4 (B — 1)a" + na™'];
S(l —a)=(a+a*+a®+ ...+ a*) — na™l,

sest igale liikmele peale a ja a"! tuli temaga sarnane liige.
Summa, mis on sulgudes, on geomeetriline progressioon tegu-
riga'a, seeparast saame:

an+l

S(1 —a) =%—naﬂ+‘,
-siit
S = a(l—a" na™t!
T (1—ga)? 1—a °

Nr. 4. Summeerida 16pmatu rida:
1 +3v+4 522 4 723 492 4 ...,

’

kus
Neelim <k
Lahendus. Antud juhul « astmete ees seisvad koefitsiendid
1, 3, 5 7, 9, ... moodustavad aritmeetilise progressiooni, kuid
astmed
20 oo S B

moodustavad geomeetrilise progressiooni teguriga z. Téahistame
otsitava summa tdhega S ja korrutame vorduse = '

S=14+3x4 5224 723 492t + ... (I)
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molemad pooled z astmetest koosneva geomeetrilise progressiooni
teguriga z:

S-x—=x+4 3224523 4 72t 4+ 925 4 . .. (11)
Lahutame vorduse (II) vordusest (I):

S(1 —2z)=14+224+2r24+ 2234 ... =

—142[z4+224+28 ... F+2"+...].

Lopmatult kahaneva geomeetrilise progressiooni liikmete summa,

mis asetseb sulgudes, vordub avaldisega l—i—x

Jarelikult
2
siit
142
SE“_——W.

Nr. 5. Leida I6pmatu rea summa:
1 + 222 4 323 + 42t 4. ..,
kus
O<c <4

Vastus: S:L—_QH—&@_:@

(1—axp
Nr. 6. Summeerida I6pmatu rida:
1 2 3 4 5
rtxTatete e
Viastus: "§=8
Nr. 7. Taestada, et

3 4 5 6
St s tatgto=2

Nr. 8. Toestada, et
1 1 1 1

2%.4%.80.16% . —2

Nr. 9. Summeerida 16pmatu rida:

l —2+4 202 — 323 424 — ...
kus

Qg I

Vastus:

13 Iseseisvad t06d elementaarmatemaatikas. 193



Nr. 10. Summeerida 16pmatu rida:
x+322 428 4 324+ 2535 .. .,
kus
O=<c2*< 1!

Vastus: S:m(az"'—l—).

1 —2a2

Nr. 11. Kirjutada geomeetriline progressioon, milles esimene
liige a; =6, viimane liige b =192, liikmete arv on kuus.

Vastus: = 6; 12; 24; 48; 96; 192.

Nr. 12. Leida neli arvu, mis moodustavad geomeetrilise prog-
ressiooni, teades, et esimese ja teise summa on 15, kolmanda ja
neljanda summa on 60.

Lahendus. Olgu otsitavad arvud: =+ u; ug; ug? ugs. Siis
eelduse jargi on: u 4 ug=15; uq® + ug®=60.

Lahendame siisteemi:

u (14+4g)=15

{uq?(l + q) =60
Jagades teise vorrandi pooled esimese vastavate pooltega, saame
g==x2; kui votta ¢=2, siis u=5 ja arvud on 5, 10, 20, 40; kui
aga g =—2, siis u=—15, ja arvud on siis: —15; 30; —60; 120.

Nr. 13. Leida neli arvu, mis moodustavad geomeetrilise prog-
ressiooni, teades, et ddrmiste summa vordub suurema, aga kesk-
miste summa.vordub viiksema lahendiga, mis on vérrandil

g* — 65z + 10506 — 1/2—
Masitus: ‘8 1218 27.

Nr. 14. Leida geomeetriline progressioon, milles esimese

seitsme liikme summa (S;) vordub 444 % ja suhtub.2-se kuni 8-nda
liilkme (incl.) summasse nagu 1 :2.
Lahendus. Andmete kohaselt on antud progressioon
u—+uqg+ug?+ ...+ uq’ + ...
Geomeetrilise progressiooni liikmete summa arvutame valemi
jargi '
87=u+uq+uq2+...+uq6:”1——_£q‘1_7=444—;-.
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Arvutame liikmete summa 2-sest kuni 8-nda liikmeni:

uq + ug? + ... + ng' =" 1E

L=y
Moodustame suhte
u(1 —q") ug(l —q") 0
i e vag o e =3; =2

Asetades leitud vdirtuse ¢ —2 ava]dlsse S;, saame:
(1 ~g%) s 1
G e T B

L 128y g 889
__]———4447, 127u=—2“', T

Otsitav progressioon on:

[CIEN

Nr. 15. Geomeetrilise progressiooni esimese kolme liikme
summa on 21; kuid esimese nelja liikme summa on 45; leida see
progressioon.

Vastus: 3,6.

Nr. 16. Leida esimese kolmekiimne niisuguse paarituarvu
summa, mis jagamisel 5-ga annab jaigis 1.

Lahendus. Arvude iildkuju, mis 5-ga jagades annavad jii-
gis 1, on 5k + 1; vottes k& vaartuseks 0, 1, 2, saame need arvud:
15 6; 11; 165 21; ... (eriti tuleb markida, et jagades arvu 1 5-ga,
saame jagatise 0; sest 1 =05+ 1). Ulesande noude jirgi tuleb
votta sellest reast ainult paaritud arvud, s. o.

T ) 21 .. o) Leiame:
Ugo=u; + 29d = 291; Sio= (1 + 291) - 15 =4380.

Nr. 17. Leida esimese saja niisuguse arvu summa, mis jaga-
misel 3-ga annavad jdagis 1.

Vastus: Sip= 14 950.

Nr. 18. Leida koikide sajast vdiksemate 3-ga jaguvate arvude
summa ruut.

Vastus: 16832

Nr. 19. Leida aritmeetiline progressioon, milles
S, =3n2 + 4n.
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Sellessamas progressioonis leida u;o, mitte arvutades ei esimest
liiget ega vahet.
Lahendus. Kui S,=3n2+4n (n=1, 2, 3, ... puhul),
siis
Si=U=3"124+4:1=7
(vottes n=1);
SQ—__ul +UQ:3‘22+4'2=20
{vottes n=2).
SQ—S|=UQ":—20—7= 13,
jarelikult otsitav progressioon on —-7; 13; 19; ... Niiiid arvutame
uyo. Oletades, et n=10, saame:
Si10=23"1024 4 -10=2340; oletades, et n=29,
saame:
Seq=3-92+4-9=279.
Kiimne liikme summa ja iiheksa lilkme summa vahe on
Sm ——89:340 a3y 279:61,

see ongi otsitav kiimnes liige.

Nr. 20. Leida aritmeetiline progressioon, milles S,=n? iga-
sugusel liikmete arvul n.

Lahendus. Eelduse kohaselt mitme tahes liikme summa
leitakse valemi S,=n? jirgi. Summa, mis sisaldab {iht liiget,
saame, kui selles valemis votta n=1, s. o.

Sl = U= o1
Kahe esimese liikme summa leiame kui valemis votta n—=2, s. o.
So =t s == 22 =4,
Siit
uQ:SQ——S|=4—1:3.
Sellepérast otsitav progressioon on = 1; 3; 5; ..., sest progres-
siooni vahe on 2.

Nr. 21. Leida Ss aritmeetilises progressioonis,
milles:
dn—1
| mcand 6 .

VaastnsSsSse=

w &
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Nr. 22. Leida liige u, aritmeetilises progressioonis, milles:
S, = pn 4 gn2.
Vastus: u,=2gm -+ p—gq.
Nr. 23. Leida aritmeetiline progressioon, milles u;=2 ja esi-

= 2 s i 3 Sa
mese kiimne liikme summa on 5 kiimne jargmise liilkme summast.
Lahendus. Arvutame esimese kiimne liikme summa:

Sio =850, 10— 5 + w10) =5(2u + 9d);
Jargmise kiimne liikme summa on:

Slo= (11 + tha + ths + .. . tz0) =%—uﬂ' 10=
— [ (1 + 10d) + (21 + 19d)] - 5=5(4 + 29d).

Ulesande tingimuste jargi saame vorrandi:
(4 - 9d) -5:% {4 4 29d) - 5,
kust d=4. Otsitav progressioon on =—2; 6; 10 ...

Nr. 24. Arvutada aritmeetilise progressiooni vahe, milles
uy = 100, teades, et tema esimese kuue liikme summa on viis korda

suurem kuue jdrgmise liikme summast.
Vastus: d=—10.

Nr. 25. Arvutada esimene liige aritmeetilisele progressioonile
vahega 4, teades, et esimese viie liikme summa on kolm korda
vdiksem viie jargmise liikme summast.

Viastis: ==

Nr. 26. Arvutada z vorrandist:
@+1) 4+ @+ + (2+7) +...+ (z428) =155.

Vastus: z=1.

Summade arvutamisel tuleb monikord kasutada loomulikkude
arvude astmlete summade arvutamise valemeid. Loomulikkude
arvude rea summa leitakse valemi jérgi:

Si=1¥2184. Fn=CFE

nagu aritmeetilise progressiooni - liikmete summa. Loomuliku arvu-
rea arvude ruutude summa arvutatakse valemi jargi:
n(n+1)2n +1
e (A)
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Selle valemi tuletamine antakse elementaaralgebra kursuses.
Matemaatikas kasutatakse tihti mérki X, mis on summa tdhiseks.
Selgitame selle mérgi tdhendust rea ndidetega. Olgu antud summa

12422432+ ...+ n2
Liidetava iildkuju on k2. Kasutades summeerimise mirki kirjuta-
takse see summa iiles jargmiselt:

k=n
2k2=12+22+32+...+n2.
k=1
Vorduse vasak pool osutab, et summeeruvad arvud on &2, kus &
saab jargemooda vaidrtused 1, 2, ..., n. See summa sisaldab n

liidetavat, millised saame, asetades & asemel jirjest koik arvud I-st
kuni n-ni.
Summa

1 b ST o b (A d)

voib iiles kirjutada jargmiselt:

n
' (2k— 1),
k=)
Toepoolest, kui me k asemele asetame jargemooda véidrtused 1,
2, 3, ..., n, ja saadud resultaadid kirjutame liidetavatena eelne-

vate juurde, siis saame antud esialgse summa. Summa
1:24+2-34+3:44+...4+n(n+1)

voib iiles kirjutada jargmiselt:
Sk(k+41).
=k

Summa
1:3+3-54+5:7+...4+@n—1)2n+1)
voib iiles kirjutada selliselt:

3 (2k—1)(2k+ 1).
k=3
Eelnevad ndited osutavad, kuidas summa diileskirjutuselt aren-
datud kujul siirdutakse summa iileskirjutusele summeerimismargi
abil. Niiiid vaatame {imberpoordud iilesannet, kuidas summa iiles-
kirjutuselt margi 3 abil siirduda summale arendatud kujul:
R=n
Avaldis 3 k(k+3) tahendab summat:

k=1

198



BB B Aln 4 8).
k=10
Uleskirjutus 3 k*(k+ 1) viljendab summat:
T

12-2 422343244 ...+ 102-11.

Niiiid vaatleme summade arvutamise nditeid.

Nr. 27. Arvutada summa:
1:242-34344+...4+n(n+1).

Lahendus. Kasutades summeerimismarki, kirjutame antud
summa teisel viisil. Saame:

1:'242-34...4n-(n+1)=

n k=n
Skk+1) =3 (BP+k). (I)
=x3 =1

Niiiid kirjutame summa (I) arendatud kujul. Andes tdhele & véar-
tused 1, 2, 3, ... n, saame:
k=n

k=]
=2+ D+@+2)+@+)+ @+ +...+ (2 +n) =
e P PR Y T4 N

_nn+1)2n+1) (14+n)-n__an+1)[2n41 5
ik 6 + 2 B 2 [ 3 +1]_

_nn+1D2(n+2) __nn+1)(n42)
=3 6 X 3 }

kus loomuliku arvurea arvude ruutude summa on arvutatud valemi

(A) jargi.

Nr. 28. Arvutada summa:
1245249241324+ 1724...4 (4n—3)2

Lahendus. Kirjutame, nagu eelnevas iilesandes, summa
teisel kujul:

124524924 1324 ... 4 (4n—3)?=

k=81 R=n
= 3 (4h—3)= 3 (16k*—24k+9). (1)
k=1 k=1
Oletades, et k=1, 2, 3, ..., n, kirjutame summa (I) arendatud

kujul:
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k=n

(16k2 — 24k 4+ 9) — (16-12—24-14+9) +

-

Il

= :16-22—24-2—}—9) + (16-32—24-349) +...+
+ (1612 — 24n 4 9)=
[summeerime koik esimesed liikmed ja toome sulgude ette 16;
riihmitame koik teised liikmed ja toome sulgude ette —24; riih-
mitame koik kolmandad liikmed]
=16(124+224324+...4+n?) —24(14+2+3+...4+n) +
+O9+9+...49) =
n liidetavat
=16-TATNERED oot b1 L gy

Nr. 29. Leida summa:
1-442-54+3-64...+n(n+3).
Vg s tis: 3= Bt lia+
: S= 3 3
Nr. 30. Leida summa:
PR SRS @

Vastus: S:"M”Z”I).

Nr. 31. Arvutada loomulikkude arvude kuupide summa
S;=13425 4+ 3 ... 4nd
Ndpunédide. Votta samasus
(z+1)t=2at 4+ 4a% 4 622 4 4z 4+ 1
ja votta z=1, 2, 3, ..., n, kirjutada n vordust.

Liita koikide nende vorduste vastavad pooled, koondada sar-
nased liikmed ja arvutada S;.

Vastns: S3—_—{"(";'9}2.

Nr. 32. Leida summa:
134534934 ... 4 (4n+1)3.

Lahendus:
y Re=n
134534934 ...+ (4n -+ 1)3=2 (4k+1)3=
R=0
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k=n
2(43k3+3.42k2+3.4.k+1).:
k=0
= (43-034+3-42-02+3-4-0+1) +
+ (43-1343-42-124+3-4-1+1) +
+ (4%-2243-42-224+3-4-2+1) +
+ (43-3°+3-42-324+3-4-3+1)+...+
4+ (423-n4-3-42-n2+4+3-4n +1)=
[riihmitame eraldi esimesed, teised, kolmandad ja neljandad liik-
med ja toome iihisteguri sulgude ette]

=412 B4 3B ... 4n3)43-42(124+ 24 ... +n2) +
+ U243 R TR T L ) =
n 4 1 korda

:64{n(n;|-1)}2+48n(n+1)6(2n+l)+lzn(n2—|—l)+n+]:

= (n+1)2n+1)(8n*+ 12n + 1).
Nr. 33. Leida summa:
1-2242-32 43424+ ... 4+n-(n+1)2

S __n(n—+1)(n +2)(3n +5)
== D .

Vastiis

Nr. 34. Leida summa:
134334583+ ...4 (2n—1)3.
Vastus: S=n(n+1)(2n2—2n+41) —n.

Nr. 35. Arvutada summa:

1'n4+2n—1)2+ ... +k(n—k+1)24+...+n-12

Cnn4+12(n+2)
VaStus. ——'T—Q———.-
Nr. 36. Arvutada summa:

1—24+3—44+5—64...—2n.

Vastus: S=—n.

Nr. 37. Arvutada summa:
12—22 432 — 424+ (—1)~1n2

N an(na-1)
S 2

Vastus: , kui n on paarisarv.

S:'%_—”, kui n on paarituarv.
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Nr. 38. Arvutada summa:

2:-1243:224 ...+ (n+ 1)n2
Vastus: S._—__"(',l +Al,)(i'1';i7_’_'j:?)

Sageli saab 16plike ridade summeerimist teostada 16plike vahede
meetodiga. Peatume liihidalt selle meetodi vaatlemisel. On teada,
et kui on antud rea iildine liige, siis voib iiles kirjutada terve
rea, vottes n=1, 2, 3, ..., n. Niiviisi rea liikmed on funkt-
siooni f(n) vdiirtusteks, kus n=1, 2, 3, ..., n. Naiteks kui
f(n) =n(n+ 1), siis on rida niisuguse kujuga:

(D) +7@2) +f@) +...+f(n)=1-2+2-3+...+n(n+1).
Niiiid siirdume meetodi sisu juurde. Olgu tarvis leida summa
(D) +7(@2) +F3) +...+i(n).
Valime funktsiooni F(k), mis rahuldab tingimust:
F(k+ 1) — F(k) =[(k).

Kui niisugune funktsioon F(k) on leitud, voib tdestada jargmise
teoreemi:
kui
f(k) =F(k+ 1) — F(k),
siis

(D) +7@2) +i@) +...+ () =F(n+1) — F(1).

Toestus. Eelduse jargi

S() =E27—F(1)
f(2) =BG — ££27
f3)y=EHT—Ft3T

........ - a g

JSimy=F(n+1) —Ery
Liidame saadud vorduste pooled ja koondame sarnased liikmed:
F(1) +7@2) +7@3) +...+[(n) =F(n+1) — F(1).

Teoreem on toestatud.
Vaatleme moningaid néiteid mainitud meetodi kasutamise

kohta.
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Nr. 39. Leida summa:
cos x + cos 3z + cos 5 + ...+ cos (2n — 1)=.
-Lahendus. Antud juhul

f(k) =cos (2k — 1)z, F(k) =

Toestame, et F(k) rahuldab tingimust
f(k) =F(k+1) — F(k).

sin (2k — 2z
Zaiim o

Toepoolest
in2k
Flk+1) =550
in 2k in(26 —2
F(k+ l) —F(k) =s2";in.:"sn(251nx )x=

__2cos(2k —1)x-sinx
£5 2sinax

=cos (2k — 1)z=f(R).

Niiiid voib kasutada summa arvutamiseks toestatud teoreemi:
cosZ + cos 3x + cos Sr 4 ...+ cos (2n — )z =
=f(1) +72)+Ff@B)+... +f(n)=F(n+1) —F(1) =

__sin 2nx__sin (2—2)x _ sin2nx
= Dilnge Taing 2 sne .

Nr. 40. Leida summa:
FO) +i(1) +1(2) +...+Ff(rn—1),
kus
f(x) =a + bx + ca2.
Lahendus. I variant. Antud juhul
[ (k) =a + bk + ck2.
Maidadrame funktsiooni F(k). See peab olema 3-nda astme hulk-
liige:
F (k) = Ak3 4 Bk? + Ck.
Arvutame koefitsiendid:
F(k+ 1) — F(k) =
=A(k+1)*+B(k+1)24C(k+ 1) — Ak® — Bk2 — Ch=
=3Ak2 + 3Ak + A + 2Bk + B+ C=a + bk + ck®> =[(k).

Vordleme iihesuguste & astmete koefitsiente ja saame:

b—23A + 2B 3 2
gr= Ak B C) CePoote
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Niisiis
PRy o T
Arvutame summa:
[O) +7(1) +1(2) "t;"*'f(n_ 1) ={(0) + F(n) — F(1) =

b_—2—cn2_I__fia—3b+c_’z ¢ b—c

=a+—§~n3+

6 3 2
L 2L 3 _ 3n2
A, .... (35b+—c=a+an—a+b" "+c2n 2?’;7*15=
_an+bn(n +cn(n—;)(32n-—l)

H vartapt

fO) +i()+i2)+...+f(rn—1)=a+ (a+b+c)+
+ (a+2b+22%) + (a+3b+3%) + ...+
+[a+b(n——l)+c(n——1)2]-:a+a+.;.+a-{:

n korda
O 42434 ... (n—DI+cl2+2+3 4.+

2n—1
+(n—1)2]=an4 ™Dy 2EERZD)

n(n

Nr. 41. Leida summa:
sinz 4 sin 2z 4 sin 3z 4 ... 4 sin (n — 1) 2.

Nédpundide. [(k)=sinkzr. Kasutades koosinuste vahe
valemit, valime funktsiooni:

(2k — 1)z
cos 5
F(k) i 2sin
2
(2n — 1=
Cosi——cos—"—T-‘—
Vastus: S= ~
2sin?

Nr. 42. Leida summa:
1 + cos a + cos 2a + cos 3a + ... + cos (n— 1)a.
Ndapunidide.
f(R) =cos (kK — 1)a.
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Kasutades siinuste vahe valemit, valime funktsiooni:

. 2x—3
sin —5—a
P e

2sinfé1

n—1 iR

COS'—Q——d'Slﬂ—2—

Vastus: S= i

sin%

Nr. 43. Leida summa:

arc tgi—_r%ﬁ—‘—arc tgﬁ—{—..-}‘arctgm%q——l)—ﬁ; I>0.
Nidpundide:

f(k) = arc tgﬁ_—E(:_}_—l)mz.

Kasutades valemit

arc tg r — arc tg y = arc tglx_*_;wyg,
leiame funktsiooni
F (k) = arc tg kx.

Vastus: S=arctgﬁ_ﬂx—e.

Nr. 44. Arvutada summa:

k=n

2k
kél arc tg2————+k2+k4.

Nédpunaidide. Funktsiooni F(k) madramiseks on tarvis kasu-
tada iilesande nr. 43 ndpundites antud valemit, saame:

F(k) =arctg (k2 —k 4+ 1).
Vastus: S—arctg (n2+n+l)—z.

§ 6. Logaritmid.

Definitsioon. Arvu N > 0 logaritmiks alusel @ > 0 nime-
tatakse niisugust astendajat, millega tuleb astendada alus a, et
saada antud arv N. Logaritmi tdhistatakse jargmiselt: log, N==.
Logaritmi definitsioon antakse peaaegu alati oigesti, kuid paljud
ei saa aru sellest definitsioonist. Seoses sellega on tarvilik vaa-
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delda rida nditeid, mis on. seotud definitsiooniga. Lahendamisel
tuleb arvestada, et definitsiooni jdrgi on a'°za¥ —=N.

Logaritmi definitsioonist ndhtub, et logaritmitav arv peab olema
positiivne, s. o. log, N omab motet ainult siis, kui ¥ > 0. Kui
logaritmitavana kasutatakse muutuva véirtuse siimbolit, siis on
igakord tarvis tdpsustada, milline on muutuja véimalik muutumise
piirkond, et logaritmil oleks arvu tihendus. Nditeks: 1) avaldi-
sel log (x— 1) on mote ainult nende z véartuste puhul, kus
z—1>0, s. o. x> 1. Viéirtusel <1 avaldis log (zx— 1) ei
oma motet. 2) Avaldisel log (sinz) on arvu tdhendus nende
x vadrtuste puhul, kus sinz > 0, s. o. vdértuste puhul:

2=t 4 2kn, ks 0<t<n ja k==, £1;2; ...

2
Nr. 1. Millega vérdub avaldis 643 %" »

Lahendus. On antud aste, mille alus on 64. Astendajas
esineb logaritm alusel 64. See annab meile voimaluse teisendada
antud avaldist nii, et siin esineks aste 640227,

Saame:
2 2 2
643" _ (ggton7) 5 — 975 — 9.

Nr. 2. Millega vordub avaldis 81'%2:xs32?

Lahendus. Antud avaldist tuleb teisendada nii, et astme
alus vorduks logaritmi alusega. Selleks peab arvu 81 esitama arvu
243 astmena, s. o. leida = log»4381. Definitsiooni jargi 243*=81;
axe— 4 B e 4

4
z= . Niisiis 81 = 2435,
Asetades leitud véartuse antud avaldisse 81 asemele, saame:

4 4 4
—5-logm 2

4
(243?) =243 == (2431°zm32)? =5 820 =216,
sest definitsiooni jargi 24392332 — 32,
Nr. 3. Arvutada avaldis:

10g,,432

6
4V +1
logy(x* + 1)
[ R i
Lahendus. Antud murru nimetajas esineb aste, mille alus
on 2, ja astendajas esineb logaritm alusel 8. Teisendame astme

aluse nii, et ta oleks arvu 8 astmeks.
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Saame:

6 6 6 6
UV AVEF1 4V 2+ 1 ___24}’,¢+1____24
1,108 +1) — log(F 1) Wi §1 T

(8 2 8 6 (810gs(x2+ ’)) 6 (=2 + ])6

Nr. 4. Leida avaldiste vaédrtused:
a)l' 3logs?: b) 7log70,3; c) a'%%ab |
Voasta s 200,350

Nr. 5. Arvutada avaldise vaartus:

5
o ]0l—log7 ;.

Vastus: ze=4.

Nr. 6. Millega vordub 125'x!6?
Vastus: 64.
Nr. 7. Leida avaldiste vaartused ':

1 08163,

a) 10%0g2; b) 5%oed; ¢) 3loews; d) 83
Voastis: 8- 9.3 8
Nr. 8. Leida avaldise véartus:
glog (2 — V3] 3o 2+v3y,

Vastus: 4.
Nr. 9. Arvutada avaldise vaartus:
5logs (2 — 19 (2 1)
3108, [(x — 1T 7108, [ + 17
Viastus: i3
Nr. 10. Leida avaldlse vaartus:
5 + 55 [Slogz}’x +3]
Vastus: % :
Nr. 11. Arvutada avaldise viartus:
% [] + 4log,5]10gz«7'
Nastirs: 3

! Siimbol log aluse néitamiseta tahendab logaritmi alusega 10.
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Nr. 12. Leida avaldise viartus:
[510g,;,9 + 3log316]210g75‘
Veastus: 25

Algebra kursuses tuletatakse vordus

i
log,a,’

logs A = log.A
mille abil voib arvutada arvu A logaritmi alusel a;, kui on teada

selle arvu logaritm alusel a. Tegurit ! himetatakse moodu-
a*1

log,a
liks iileminekul logaritmidelt alusel a logaritmidele alusel a;.

Allpool antud iilesannete lahendamjsel peale mooduli kasuta-
mist iileminekul iihelt logaritmide siisteemilt teisele tuleb meeles
pidada veel jargmist.

Olgu nditeks logaritmide siisteemis alusega 14 antud log;s7 =a,
siis

log142 = log4 %:10g1414 —log1i7=1—a;

samuti, kui logs2=a ja logs3 =0, siis

logs05 = logsp —2—@5 = logs030 — log3e2 — logzed=1—a —b.
Uldiselt, kui logaritmide aluse a saab lahutada. algtegureiks a;,
Qs, @3, ..., Qy ja kui on antud £ — 1 teguri logaritmid, siis k-nda
teguri logaritm leitakse jargmiselt:

a=a," Qa3 ... G; log,a=1og.a; + log.as + ...+ log.ax,
siit

log.ar =1 — [log.a, + log.as + . .. + log.ax-1].
Nr. 13. Antud on:
logis7 =a; logsb=10;

leida logs;28.

Lahendus. Saame:

10g3528 == 10g1428 A —‘1‘“"* (I)

log433°
Koigepealt arvutame log;428. Saame:

l0g1428 =logi4(14 - 2) = logi4 (14 . %i) = logi414 +
+ logis14 —logiy7=14+1—a=2—a,
siis arvutame
log1435 = log147 + logi1sb =a 4 b.
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Asetades leitud vairtused vordusse (I) leiame:
2—a
10g3528=m.
Nr. 14. Arvutada log.l,2 teades, et Iog2:a ja log3=>b.

Lahendug. Saame logsl,2—1og 1,2- log4

Arvutame:
log 1,2 =log 2 = log 12 — log 10 =1log 3 + 2 log 2 — I =
=b+2a—1; log4=2log2=2a.
Lopuks saame:

log4 I’QZEL_I..

2a

Nr. 15. Arvutada logy;50 teades, et logi 64 =a.
12—a

Vastus: % —%a

Nr. 16. On antud logz3=a; logsd=>5. Leida logso8.
Vastus: 3(1 —a—0b).

Nr. 17. On antud log::3=a; logs5=">0. Leida logsl2.
R
1+2a+3b’

Nr. 18. Arvutada logss12 teades, et logs4 =a ja log53_b

a+b
51

Mas tus:

Vastus:

Nr. 19. Arvutada logs20 teades, et log2=a ja log 3 =0.

1+4a
Nasts: 5%

Nr. 20. Arvutada log;6 teades, et log2=a, log3=0.
. a-++b

Vastus:1 :
ik’

Nr. 21. Olgu a? 4 b?= 7ab Toestada, et

loga;_b (]oga+log b).

Lahendus. Lisades vorduse pooltele 2ab saame:
a? + 2ab + b2 =29ab; (a + b)2=23%ab; 2log(a+ b) =21log 3 +
+ log a + log b; 2[log(a + b) — log 3] =log a + log b;

a+b

log——= 2 (loga+ logb).

14 Iseseisvad t66d elementaarmatemaatikas. 209



Nr. 22. Toestada, et
log,n
log,,.n

Lahendus. Asendame nimetajas logaritmi alusel am loga-

ritmidega alusel a.

=1 + log.m.

Saame:
1 1
]oc;g,,nn = Og“nl = log,(am) = log.a + log,m =1 + log.m.
1% fog am)

Nr. 23. Toestada, et
logya - logb = 1.
=)
Nr. 24. Lihtsustada avaldis

logy(1og,a)
log,a

Vastus: loga.

Nr. 25. Antud on a? -+ b2—=c?. Toestada:
logbﬂa - ]Og‘—ba re 2 logcﬂa b IOg‘-ba.

Nr. 26. Antud on
1 1

y=101-—log=' z=101—]ogy
(logaritmid on voetud alusel 10).

Toestada:
1

x=101—logz.

§ 7. Vorratused.

Ulesannete lahendamisel vorratuste kohta on tarvis silmas
pidada vorratuste pohiomadusi.
Kui a > b ja b > ¢, siis a > c.
Kui a > b, siis a + m > b 4 m, kus m on mistahes reaalarv.
Kui a > b, siis am > bm, kui m > 0 ja am < bm, kui m < 0.

Kui @ > b ja ab > 0, siis—i-<%ja%>%,kui ab < 0.

Kui a > b >0, siis a* > b*, kui z> 0.
Kui a > 1 ja a> >0, siis a* > a?;
kui aga 0 <a <1 jaa>pg>0, siis a* < af.

STCE e R0 TN e
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7. Kui A>B>0 ja a> 1, siis log.A > log,B.
8 Kui A>B>0 jaC<ac<l, siis log.A < log,B.
Eespool nimetatud omaduste tGestuste iile lugege elementaar-
algebra opikust voi sooritage nad iseseisvalt.
Nr. 1. Niidata, et
1 1 1 1 1
vtvtvatmt - +E>ve.
Lahendus. Me vbime kirjutada:
1 1 1 1
. s & O g £
Vi~ Vil ViTVa
3 R ¢ T L_-_——l;
i~V Y e T
Liites nende vorratuste vastavad pooled saame:
1 1 1 1 1

Nr. 2. Niidata, et
1 1 1 1 1
n+1+n+2+n+3+"‘+ﬁ>?’

kus n on positiivne tdisarv.

Nr. 8. Olgu n ja p positiivsed tiisarvud
. (n>21; p2>1).
Tdoestada:
1 1 1
e e S eV RN TE= Rty
1 1 1
Tt < " ntp
Lahendus. Kerge on ndidata, et:
1 1 1 3
D TR DEFR <TG TE=Da T H

b 1 el | 1 ;
)(n+k+1)(n+k)_n+k—n+k+l’

1 1 1

<) (n¥k—1)n+k) ntk—1 ntk’

Siit jdreldub: ;
1 1 1 1 1

n+k'"n+k+1<(n+k)2<n+k—1_n+k'
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Vottes k=1,2,3, ..., pja summeerides vorratused litkmeti saame:

1 1
Tl h+2<(n+l)’< oo,
1 1
n+2—n+3<(n+2)"<n+l a2
1 1 S 1

513_n+4<(n+3)z<n+2_n+3,

1 1 ¥iid 1 1
nip AP Fl TR <ntp—1 n¥p
1 RN
PFS ey G g ) 7 e
1 1
e <n T ats

Nr. 4. Olgu n ja p positiivsed tdisarvud.
Toestada:
1 : 1 1 1

2 arr R aFnaFn Taramsa T T
1 1 1
TETanFrED <7 atp’
Nr. 5. Toestada: ‘
1 1
2y1 ’21/§+21/3
Nr. 6. Toestada, et
a+0> Vvab(a>0, b>0),

Frios +T>V’2+1—1

s. 0., et kahe positnvse arvu aritmeetiline keskmine ei ole vdiksem
nende geomeetrilisest keskmisest.

Lahendus.

atb_\ab=1 (a+b—2vab) =, (Va—Vb)?>0.
Siit jédreldub, et

>0 ja2tl > vab.
Nr. 7. Toestada vorratus:
(a2 + 0% + ¢?) > ab + ac + be.

Nr. 8. Tﬁgstada, et koikidel a reaalarvulistel vdartustel kehtib
vorratus:

3(1 +a2+a*) > (1 + a+ a?)2
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Nr. 9. Naidata, et téhtede'positiivsetel vaartustel:
1 1
) (@+0)(+5) >4
2y {a® + b3) > a?b + ab?;
) x—l— gL

Nr. 10. Kui a, b ja ¢ on kolmnurga kiiljed, siis
a? + b2 4 ¢ < 2(ab + ac + be).

Nr. 11. Olgu u,,=(1—|—%\)"; n on positiivne taisarv.
1) Toestada, et

Un+1 > Unp.
2) Toestada, et

<{i4 1P
Nr. 12. Toestada:
n—1

gy T Tardel % Teu e TR A
vl 2 VR Beo SV B ST s B VT iR e B T D

Lahendus. Vorratus on toestatud, kui néditame, et

Yt £ (n=9,3, 4,..1).

Vn
Meil on:
n(n—1) S n(n—1) e
Ly o ) iy ke L
1_ e e EE s e

n{n—1) A affe—1) 8
1\ 1 3 :
:V(l—'——r—l-) h+7i<Vn_+—l<1’ kl]ln>2,
sest iilesande nr. 11 pdohjal on (1+17\)n < 3.
Siit jareldub:

n—1
Vn>'|/n+1
Nr. 13. Toestada, et
1= Il+l
\/2<\/3>\/4>\/5 >\/n>\/n—|—1>
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Nr. 14. Toestada, et

ad + b3
2

Lahendus. Voime kirjutada:
a2+ b? —2ab= (a—b)2 > 0.

> (1Y @>0; 6>0).

Siit:

az—ab 4 b2 > ab
Korrutame vorratuse molemad pooled avaldisega 3(a + b) ning
saame:

3(a® 4 b%) > 3ab(a+ b); 3a®+ 3b3 > 3a2b + 3ab2.
Lisame vorratuse molemale poolele a® + b3 saame:
4a3 4 403 > a3 + 3a2b 4 3ab? 4 b3.
Siit:
285 iy
Nr. 15. Toestada, et

1 (a——b)2
8 a

[

(a——b)2

o

kui @ > b.

Nr. 16. Toestada, et
(@+¢)(b+d) > ab+ cd + 2V abed.
Nr. 17. Téestada vorratus:
a2+ b24+c2—ab—ac—bc+1>0.
Nr. 18. Naidata, et kui
a > 4 a; ; 2
Ry
ja koik by (i=1, 2, 3, ..., n) on iihe ja sellesama margiga arvud,
siis
ay+ay+az+...+a,
by+bs+bz+ ...+ b,
vddrtus on vdhima ja suurima iilalkirjutatud suhte vdartuste vahel.

Nr. 19. Lahendada vorratus:

me  x—1 2w+3
Mt .
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Lahendus. Kanname koik vorratuse liikmed vasakule poolele
ja viime iihisele nimetajale, saame:

2mx + 20z — 5m 4+ 10
12(m — 2) <0.

Antud juhul ei saa nimetajat dra jdtta, sest me ei tea tema marki.
I. Oletame, et m — 2 >0; korrutades vorratuse molemad poo-
led positiivse arvuga 12(m — 2), saame:
2z(m + 10) —5m + 10 < 0; 2z(m + 10) < 5(m — 2).

Et m > 2, siis m 4+ 10 > 0 ja jarelikult
5(m—2)
T mFi0)"

II. Olgu m —2 < 0; korrutades vorratuse molemad pooled
negatiivse arvuga 12(m — 2) ja poorates vorratuse margi, saame:

2z(m + 10) —5m + 10 > 0; 2x(m + 10) > 5(m —2).
a) Kui m < — 10, siis tegur m + 10 on negatiivne ja me saame:

5(m—2)
< mF10)"

b) Kui —10 < m < 2, siis tegur m 4+ 10 on positiivne ja me
saame:

S5(m—2)
>3 m £ 10)"
c) Kui m=—10, siis voib vorratuse kirjutada jargmiselt:
2z-0 > —60.
See vorratus on Gige igal z véirtusel.
Niisiis
_ 5(m — 2)
I. m > 2, x<m—m—) s
Crade 5(m—2)
Lol {m< 10; x<2((m+120)).
i . S5(m —
10 o m, z> 2_(_’;1—__*-10) g
m = —10, vorratus on oige igal = vdartusel.

Nr. 20. Lahendada vorratused:
1—3x ! 2
e pr
2z —1 x+42 2r— 5

b) mEr 3 >2(m+1)'
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1 2(m—1
(m<.-2') w>_3(1__m-
1 __2(m—1)
m>0{m>2’ < 3 =2m)*
Vastus: a) m——-%, vorratust ei rahulda

iikski = véartus.

2(m—1)
m<0, r<— 30 —2m)’
( 4m — 5
Mg B e )
—5
0 x>24('2n
b) 3 4m—5

m =2, vorratus ei kehti
tihelgi x vaartusel.

Nr. 21. Lahendada vorratus: /
(@ — 3)2(5¢ + 2)3(—z+ 2) (—3z + 1) >0
Lahendus. Korrutis
(x —3)2(5¢ + 2)*
on positiivné igal x véartusel, vélja arvatud v==3 ja x:—%, ja
seepdrast voib vorratuse vasaku poole jagada selle korrutisega
(823, 222}
Saame:
5z 4+ 2) (x—2) (3z— 1) > 0.

Korrutise mérk soltub tegurite (5z+2), (v —2) ja (3z—1)
markidest, kuid nende tegurite margid soltuvad z vaartuse asen-
dist nende tegurite nullkohtade suhtes ja nimelt arvude
——%, % ja 2 suhtes.

Asetades nullkohad kasvavas jdrjekorras jaotame arvutelje

jargmisteks vahemikeks:
—oo...—-5~...~3—...2...+oo.

Kui z kuulub vahemikku (-— 0; —%-), on koik tegurid negatiivsed

ia korrutis on samuti negatiivne. Kui z kuulub Vahemlkku( 33 3)
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on esimene tegur positiivne, kaks iilejddnud on aga negatiivsed,
ja koikide tegurite korrutis on positiivne.

Kui  kuulub vahemikku(%; 2) , on esimesed kaks tegurit posi-
" tiivsed, kolmas on negatiivne ja nende tegurite korrutis on nega-
tiivne.

Kui 2 kuulub vahemikku (2; +o0), on koik tegurid positiivsed
ja seepdrast nende korrutis on positiivne. Resultaadid voime iiles
kirjutada jargmise tabeli kujul:

Tegurite ja korrutise margid igas vahemikus
Vahemikud
S+ 2 x—2 3z —1 | P (korrutis) jareldus
A .
REAN G - T i T e L
5
2 1 i 1 ) 1
i R e Sl o AR N gk Sarie s
e b e = b
3 v
| !
Foapes . ¥ o h el 2> 2

Niisiis antud v6rratus on oige, kui

———<x< Ja 2 <z (kui seejuures z=3).

Nr. 22. Lahendada vorratused:

a) (2z+1)(x—>5)(z+ 3) (3z—4) < 0;
b) (—3z+2) (x4 1) (42— 5) <0,

Vastus: a) —3<x<——%—; §<x<5.
2
bh) z < —1; 3 <z<7-

Nr. 23. Lahendada vorratus:

(22— 1)@+ 22

(x4 1) (@ — 2)°

Lahendus. Tegur (z-42)% on positiivne igal = vaértusel
(kui aga x=<—2); tegur 22 on positiivne igal = vairtusel (zz£ 0);
tegur (z— 2)* on positiivne igasugusel arvust 2 erineval z vaar-
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tusel (vr£ 2) ja seepdrast voime vorratuse vasaku poole korru-
tada avaldisega 2?(r — 2)* ja jagada avaldisega (v 4 2)2. Saame:
422 — 1
sErhE—2" 0
Jagatis vorratuse vasakul poolel on sellesama maérgiga, mis lugeja
ja nimetaja korrutiski; seepdrast antud vorratuse lahenduse voib
asendada vorratuse

z(z+1)(x—2)(2z— 1) (2x + 1) > 0 lahendusega.

Koostame tabeli ja leiame lahendused.

Tegurite ja korrutise mirgid igas vahemikus
Vahemikud
z41|22+4+1| = 2x¢ — 1 | @ — 2 | korrutis jéreldus
“—00,,.— 1 - — — = s -
f A 1 1
sri—dip Ll b deat L sl Do Uk T e b et
it g
e + + s o i 5
1 1
0...5 sm i, 5 s ags v <zl
1
a2 =4 o + 4= = 5
2...+00 + + + + + + z>2

Vorratus on rahuldatud, kui
1, 0<e<s, 2>2.
Nr. 24. Lahendada vorratused:

a) gv(z-l- 2)>0

—2x+3
b EIna—nr:

Vastus: a) z<—2; —1<z<0;. 2> 1.

b) -—%<ar:<-3 > 4
Nr. 25. Lahendada vorratus:

xr—2

TR
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Lahendus. Kanname iihe vasakule poolele ja leiame iihise
nimetaja.
x—2

2x+3_1>0 r—2—22x—3 (x+5)>0 a:+5<0

%+ 3 —>0 2+ 3 ' 43
Viimane vorratus on ekvivalentne vorratusega

(z+5)(2z+3) <O0.

Vorratus on oige, kui

—SH<<r< — %
Nr. 26. Lahendada v6rratused'

a) . +1 —3<0;

b) s S5

c) ?;c%>7§;.
Vastus: a) z2< —2; 2> —I1.
b) %<x<l;x>3.
c) —%<x<~%;x>2.
Nr. 27. Lahendada vorratus:

@ — 52+ 6
Sisafe—0¢

Lahendus. Lahutades tegureiks lugeja ja nimetaja, saame:
cTrETs>0:
Viimane vorratus on ekvivalentne vorratusega:
(z+2)(x+3)(z—2)(x—3) > 0.
Vérratus on oGige, kui
< —3; —2<r<+2; z>3.

Nr. 28. Lahendada vorratused:

) ;ﬁsmx
o >z,

z42 x—2
c) 3z+l<2z——-l
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Vastus: a) z < —1; %<z<l.

1

b) z< —+; 1 <2<3."

;O<z<%;x>8.

Nr. 29. Lahendada vorratus:
1 2 3
w+1+m—{-3_a:+2<0°
Lahendus. Leides antud vorratuses koigi liikmete iihise
nimetaja ja lihtsustades lugeja, saame:
—x+1
(z+l;(m+2v(z+3)<0'
Vorratus on rahuldatud, kui < —3; —2<z<—1 jaz> 1.

Nr. 30. Lahendada vorratused:

2 1 g

8 ST a P a1
1 1

w(.z—l)(w+2)>z7(m+3)'

b)

Vastus: a) —3<a<—1; ——%<x<0; x>l

b) < —3; 2<z<—1; 2> 1.
Vorratuste lahendamisel tuleb sageli kasutada lauset, mida peab
toestama: kui ruutkolmliikme ax? 4 bx + ¢ diskriminant b2 — 4ac

on negatiivne, siis igal reaalarvulisel z, vdértusel iihtib selle kolm-
liikme vdirtuse mark koefitsiendi @ mérgiga.

Nr. 31. Lahendada vorratus:
3m+1)a2—6(m24+m+ 1)z +7(m3—1) <O.
Lahendus. Antud kolmliikme diskriminant
A=236(m2+m+ 1)2 —84(m + 1) (m®* — 1),
ehk ' ‘

A=12(m24+m+1)[3(m24+m+ 1) —T(m2—1)] =
= 12(m2 + m 4 1) (—4m? 4 3m + 10).

Tegur (m?2+m-+4 1) on alati positiivne, sest kolmliikmel
m? 4+ m 41 ei ole reaalarvulisi nullkohti. Seetottu diskriminandi
A mark iihtib kolmliikme

' (—4m? 4 3m 4- 10)
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mérgiga, millel on nullkohad 2 ja —%. Vaatleme koiki voimalikke
juhtumeid: '
a) kui m < —% voi kui m > 2, siis kolmliikmel
(—4m? 4 3m + 10)

on oma esimese liikme mirk, s. o. ta on negatiivne. Jarelikult 4
on negatiivne, seega antud vorratuse vasakul poolel seisev kolm-
liige ei oma reaalarvulisi nullkohti; antud vorratuse vasaku poole
mirk iihtib oma esimese koefitsiendi m + 1 mérgiga. Kuim < — %,

siis m 4+ 1 on negatiivne, sel korral antud vorratus on 6ige,. {iks-
k&ik milline on z vaartus. Kui m > 2, siis m + 1 > 0; antud vor-
ratus ei ole oige iihelgi x véirtusel.

b) Kui —% < m < 2, siis A on positiivne ja antud vorratuse
vasakul poolel seisval kolmliikmel on kaks erinevat nullkohta

zy ja x (11 < T3).

Kui m+ 1 <0, siis vorratus on oige, kui <z voi kui z> .
Kui m + 1 > 0, siis vorratus on oige, kui 2; < @ < 2,.

c) m_—_—% korral on antud vorratus odige igasugusel z vaar-
tusel, vilja arvatud, :c:—%l. m=—2 korral vorratus ei kehti

ithelgi z vaartusel.

Nr. 32. Lahendada vorratused:

a) mx2+(2m+1)x+m—|—2>0;‘
b) im—1)a2—2(m+ 1)z +m—3>0.

Vastus: a) Kui m > ’zlf’ on vorratus dige igal z
véartusel.

1

Z‘:

vaartusel, mis erineb —3-st.

Kuf == on vorratus oige igal =

. 1 s b L
Kui m < &, siis vorratuse vasakul poo-

lel olev kolmliige omab kaht nullkohta z, ja
Xy (231 N xz).
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Kui 0 <m Se g siis kolmliige on posi-
tiivne, kui z < z; voi kui z > z,.
Kui m < 0, siis vorratus on oxge kui
aga z; < < .
b) Kui m < é, siis vorratus on voimatu.

m < 1, siis vorratus on oige juhul, kui
2, <z< @

m > 1, siis vorratus on oige juhul, kui
x <z voi kui 2 > z,

Kuim>%

kus z, ja x, on vorratuse vasakul poolel seisva kolmliikme null-
kohad.

Nr. 33. Missugustel arvu m véartustel kolmliige
x?—2(4m — 1)z + 15m?2 —2m — 7
on positiivne igal x vdartusel?

Vastus: kolmliige on positiivne, kui 2 < m < 4.

Nr. 34. Lahendada vorratus:

(x—2)(@2+x41)
2—9 >0.

Lahendus. Kolmliikme 224 z-4+ 1 diskriminant on
b? —4ac=1—4=-—3 <0, jarelikult igasugusel reaalarvulisel z
vaartusel on 224241 > 0.
Jagades vorratuse molemad pooled selle kolmliikmega, saame
ekvivalentse vorratuse
x—2

9>0

Lahendades viimase vorratuse saame:

~~F gD,
3 =L,

Nr. 35. Lahendada vorratused:

(x—1(x2—ax+4)

) Gon@Featd <O

Vastus: 1. <a<4
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(@24 1) (. — 3)
) @ramtoess 0
VMoarstirs: - o< —3: 3.

2441
9 e <0
Vastus: vorratusel ei ole lahendeid.

& —8x+415
22— 10z + 21 < 20.

Vastus: x>7%; BT,

d)

Nr. 36. Lahendada vorratus:
V2r41-3/2—8>3.
Lahendus. Juured on reaalsed, kui z > 8, ja seepirast me

vaatleme edaspidi vdartusi > 8. Viime teise juuravaldise vorra-
tuse paremale poolele:

V241334V e—8.
Vorratuse molemad pooled on positiivsed ja seepirast vaib nad
ruutu tosta:
224+1>94+2—84+6vV2—8 2>61z—8.
Viimases vorratuses on molemad pooled positiivsed ja seepirast
voib neid teiskordselt ruutu tosta:
22 > 36(x — 8); 22 — 36z 4 288 > 0.

Viimane vorratus on oige vddrtustel < 12 ja z > 24. Et z viartus
peab olema suurem kui 8, on antud vorratus Gige, kui 8 < z < 12
ja kui z > 24.

Nr. 37. Lahendada vorratused:
a) Va+6>vz+1+v2—5

b) v2z4+ 14+ V1<,
c) Viz—13— v 3x— 19> / bz —27.

Vastus: a) ~g—<x<3.
By i i 3 s 0B,

c) g<x<9.
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Nr. 38. Toestada, et hiipotenuusi ja tdisnurga tipust hiipote-
nuusile tommatud korguse summa on poolperimeetrist suurem.

Nr. 39. Murru lugeja on tema nimetajast 1 vorra vdiksem; kui
murru lugejale ja nimetajale lisada |, on murru véirtus suurem

kui %, kui lugejast ja nimetajast lahutada 1, on murru vééartus

vaiksem Kkui =

7 .
Leida murd.

R A O R

Vastus: 95 33 47 56 ]a( 7

Definitsiooni jargi |a|=a, kui a >0 ja |a|=—a, kui a <0,

s. 0. positiivse arvu absoluutvdartus vordub sama positiivse arvuga,
aga negatiivse arvu a absoluutvdértus vordub arvuga —a.

Nr. 40. Kindlaks teha, millistel = vairtustel on Gige vordus:

i xz—1 W3 z—1
[ 2¢4+3 |7 2¢+4+3°

Lahendus. Vordus on 6ige nendel z vaartustel, mille puhul

2%—:_—13 > 0, sest sel juhul murru absoluutvairtus vordub sellesama

murruga.

Nr. 41. Leida, millistel z vdartustel on oige kumbki kahest
vordusest:

(2 B [ 5k Db
S Gy P R
b) |2—z4a2]  2—a242®

[ B—=a—a2 | C 8§—p—2z2"°

Nr. 42. Lahendada vorratus:
@ >5f+s (0<a<B<1),
logaritmides molemad pooled alusel 10.
Lahendus. Jagame vorratuse molemad pooled positiivse
arvuga (* ja saame samapidise vorratuse (:;—)w > 5p. Logaritmides
molemad vorratuse pooled alusel 10, saame samapidise vorraluse

«

z log 3 > log5+logﬂ.
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.4

B8
- . a

ratuse pooled negatiivse arvuga log g+ Saame:

70t % < 1, siis log - on negatiivne arv. Jagades molemad vor-

log 5 -} log 8
® loge —logpg *

Nr. 43. Lahendada vorratus a*>>2 (e >1), logaritmides vor-

ratuse molemad pooled alusel %

Lahendus. Logaritmides mélemad pooled alusel %, mis on

vaiksem kui 1, saame vastupidise vorratuse

zlog, a<log, 2.

T ;3

Arvust 1 suurema arvu logaritm iihest vidiksemal alusel on nega-
tiivne arv, seepdrast log , a < 0.

2;
Jagades vorratuse molemad pooled negatiivse arvuga log | @, saame

2
log, 2°

.7;>——L :

log | «
2
Nr. 44. Lahendada vorratus a*> b6 (a > 0; b > 0) logaritmi-
mise teel: 1) alusel a, kus 0 < a < 1; 2) alusel g, kus g > I.
Uurida koik véimalikud juhud.

§ 8. Matemaatiline induktsioon.

Elementaarmatemaatika Oppijad teavad, kui tdhtis on mate-
maatikas toestuse viis, mis on rajatud nn. tdielikule ehk matemaa-
tilisele induktsioonile. See meetod lubab jéireldada, et mingi vadide
on oige igasuguse loomuliku arvu n > £ puhul, kui 1) ta on oige
méne n védrtuse & puhul ja 2) selle viite digsusest (n — 1) puhul
jareldub tema oigsus arvu n puhul. Lahendame moned iilesanded,
millede lahendamine on seotud matemaatilise induktsiooni meetodi
kasutamisega.

Nr. 1. Toestada vorduse oGigsus:

e ROREC SR T R
1.2 1-2.3 1-2.3-4 Bt LTl

Kus n=—1,2.3,:%.
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Lahendus. Koigepealt nditame, et vordus on Gige mone n
vadrtuse puhul:

1 o 2 1 1
l=q@=1); 1 —y5=13—13= 9 (#=2);

1 . 6—3—2 1
T aas — o =0

Niiiid oletame, et vordus on dige arvu (n — 1) puhul, ja tdestame,
et siis ta on oige ka arvu n puhul:

I SR SRR i LA o RIS DR
2! 3! 4 7 (=) b
_h_i_l_i_ LV st 5 O
A 2! 3! 4 58 S 3
s SV A _n—l r—n==1,"
nl T (n—1) n! n! n! %

sl bor i 8o a3 1

PR v R oRE TR L e T R e T

Siit jéreldub, et antud vordus on Gige igasuguse loomuliku arvu
n puhul.

Nr. 2. TGestada vorduse oigsus:

arctg +arctg +arctg13+arctg21+ +arctgn2+n+]
= arc tg- +2,kus ne=1,2:-3;

Lahendus. Niditame, et vordus on dige mone n vdaartuse
puhul.
Kasutades arc tg-te summa teisendamise valemit

arc tgz + arc tgy—arctgl +y

(juhul kui zy < 1) saame:

0=:1; arctgs_arctg—_i_—é;
1 1
3+7 10
n=—2; arctg +arctg7—arctg 1=arctg%=
1__.~
37

= arcig ?—arctg g
P K Sl 2+2°
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Nt arctg +arctg 7 + arctg m—arctg 5 +arctg—l§
i t 2+13 o t B t
=arc gl——l——T_arc g2—5__arc gm.
— 513

Niiiid oletame, et vordus on Gige arvu (n-—1) puhul ja tdes-
tame, et siis ta on Gige ka arvu n puhul:

1 1 1 3
(arctg§+ arctg7+arctg]—3+...+arctg(n 1)2+(n—1)+1)+

+arctgn2+n+1_arctg( 1H_2+arctg q_+_n+1

n—1+ 1
e n+1 n2-|-n+ n—1+n+1 e
%arctgl e _arctgn3+2n2+2n+1_,,+1—
n+1 n2+n+1
m(n®+ 1) ol
= arctg 5 ——nzj_n+2—3rCtg(,,+7_>)M=arCtng§-_2'

Siit jdreldub, et vordus on oige iga loomuliku arvu n puhul.

Nr. 3. Olgu = mingi antud arv, mis asetseb 0 ja 1 vahel. Arvude
yn lopmatu jada on kindlaks méaratud jargmisel viisil:

y1=%, Y o + 55 ys———i—y2 s
n=%+55
Toestada, et
Uit 2 s, KIS =25 374

Lahendus.
I >4 sest-& >0

Naitame, et y;, < y. ja siis, kasutades tdieliku induktsiooni mee-
todit, teeme kindlaks, et yn-1 < ¥n.

(5

yz
ylf=2 o + S +Tl=y2-
Niisiis y; < y». Niilid cletame, et on oige vorratus:

Yn-2 < Yn-1,
ja toestame, et sel korral ¥n-1 < ¥a.
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Et 0 <z I,  siis. vorratusest yss < ¥Un-
Yins < Ylaiy

, tuleneb vorratus
Siit jareldub:

& oS
Yn-1 =?+ "2

S Yny < Yn o kits ne==92,"3 4
Nr. 4. Toestada, et

sinx
cos;-cos%-cosz cos—n =y kusie=1.2.3
2 2% igjpas
2"
Lahendus. Naitame, et vordus on Gige mone n viartuse
puhul:
x x
4 sinz
n=1; COS"2‘ = )
2-sini 2~sinf—
2 2
4-sin£ sin-x— cosi ~
z & 2 4 2 -cosz
n=—2; cos 5'CoS— = —
¢ ’ 4sinz sinﬁ
2 4
sinx sini
45 2 woonogine
= x 7 B, x
B ain S caHE M
22.sin 5+ Sin 55 22. sin 2,
? x e
sinx - cos —- - 2 sin —
x ] o 8 8
n=—3; cos " COS ‘' COS 5 = =
2 4 8 4% cge . X
--smﬁdsmg

sinz?is\;;\
B sin %

93 23sin ?

Oletame, et vordus on o6ige vdartusel (n— 1) ja toestame, et siis

sinx

ta on oige ka arvu n puhul:

COSi‘CO —‘cosﬁ 'COS—m
2 S i g 1 9 —
—{cos % -cos - -cos L 32 cs"r'
= ) 4 g - 008y cos =
g i x
sinz - 2sin — - cos —
sin x % o
on—1g 2 on—1
2’1-—1

sin??: .2 sin =
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> x
sinz - sin ——
2’1——1

5 sinz
2" . sin P -sin% 2"-sin%
Nr. 5. Toestada, et
i)
x pe oA 22" 1 1
1——3:2+ 1-——9:‘+ 1—:03+“.+1__a,2" T e S S

Rids w12 3.
Nr. 6. Toestada, et

V3 V3

arc tg——4—|— arc tg + arctg+— £6 +...+
3 3
+ arctg (QnV1)2n s=arcig "_VH :

kisn=1,2 3, ...
Nr. 7. Toestada, et

1 1
arctg%+arctgiflig—}-arctg—é_—sg-}-...-}-arctgi—_;l—z—:

=arctgn—_';_l, Rus fe—1.2. 8,

Nr. 8. Toestada, et '

1 — "

(I+2)(1+2)(1+2) +...+ (142" )=,
kus:-nt=1 2 8. .3
Nr. 9. Olgu

S,.=al - (a] + 1)02+ (a. — 1)(a2+ 1)a3++
- (a, -+ 1)(02-*- 1) ...(anpl —+ l)an-

Toestada, et
Si=(@+ 1)@+ (@+1)...(a+1)—1
Nr. 10. Antud on, et
ny1 = 30n — 200 ja Qy=2, a;=3.

Toestada, et
a” e 2“ + 1.

Lahendus. Oletades antud valemis n=1, saame:
=301 —209p=—=3-3—2:2=5=2241.
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Oletame, et
an=—2241
ja toestame, et siis
Gun =21 4 1,
Toepoolest:
Ut =30n — 2001 =3(2°+ 1) —2(2' + 1) =
=327 4+3—20 —2—27(3 —1) + 1 =22+ | |,
Nr. 11. Olgu:
Qni1 = 30n — 20n ja @y=0, a;=1.

Toestada, et

Qn=2"—1.
Nr. 12. Olgu arvude paarid
(a; b); (ai; b1); (as; bo);
moodustatud jargmise seaduse jargi:

sV iy VR T
— s b= S et ba—'—T *

a,=

Toestada:
a,,_—.a—{-%(b"a) (1“:—,,);
bh=a+3 (b—a) (1 4+55).

Nr. 13. Toestada samasus:

e il y kDO (e DEFE LY
l+ 55 g abe e abed BT L
+(a+1)<b+l)<c+1) A e+ D04 D I DULNE
abed . . . skl abed . . . kI

Nr. 14, Toestada samasus:

Shk+ 1) (k+2) ... (k40 = nat1) ... (1+9+1).

=1

Nr. 15. Toestada samasus:

1 e BELE - )
k1) ... (k+q) glg  a+D@+D) ...+

n
Y
2

R

—
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§ 9. Trigonomeetrilised samasused.

Trigonomeetria kursuses tuletatakse valemid:

sina+sinb=25ina+b 2"
sin @ — sin b = 2 sin a;b +
cosa+cosb=2cosa+b =2

)

+w
o
>
|

cos @ — cos b =2 sin

N

1+cosa=2cos2%

1 — cos a =2 sin? %
Need valemid voib iiles kirjutada jargmiselt:

si +b 2 %(sin a - sin b).

R L :
sm%-cos#:-z—(sm a — sin b)

— 1
cos‘%f'cos‘l—fl—’=7(cosa+cosb)
.. a+b . b—a_ 1
smT-smT_i(cosa—cosb)

ga __ 1+4cosa

cos? 5 = —5—
it & 1—cosa

SR

M

(Ia)
(16)

(Ie)

(12)

(Ie)
(1f)

Samasuste toestamisel tuleb sageli funktsioonide korrutis asendada

funktsioonide summa voi vahega. Nii nditeks:
1) sin 10°- cos 8% = % (sin 18° 4 sin 29),

mille saame valemi (la) jargi, oletades, et

a-t+b . a—b
o) =10 Ja 2

=

2) cos 120 cos 20° —_—% (cos 32° + cos 8%),

mille saame valemi (Ic) jargi, oletades, et

a+b o, ‘a—b
2

=20; ——=12
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Nr. 1. Kontrollida samasus:

cos 200 - cos 409 - cos 60° - cos 809 = llﬁ :

Lahendus.

cos 20° - cos 40° - cos 60° - cos 80° =
= (cos 20° - cos 40°) - cos 60° - cos 80° =

(sulgudes olevate koosinuste korrutise voib asendada koosinuste
summaga, kasutades valemit Ic)

= % (cos 60° + cos 20°) - % cos 800 = % (% ~+ cos 200) cos 80° =

= % (% cos 80° 4 cos 20°- cos 800) - % (cos 80°
+2co0s 20°cos 80°) =

(koosinuste korrutise asendame valemi (Ic) jargi)
1

(cos 80° 4 cos 100° + cos 60°) =

8
= % (cps 800 — €0s 800 + cos 60°) = 11—6,
sest cos 100° = — cos 80°.
Nr. 2. Kontrollida jéirgmiséd samasused:
s a) 8cos 10°-cos 500 cos 70° =/ 3
b) sin 20° - sin 40° - sin 60° - sin 80° = 1%

Nr. 3. Kontrollida samasus:
tg 200 + tg 40° + / 3 - tg 20° - tg 40° —= / 3.
Lahendus. Ule minnes siinustele ja koosinustele saame:
tg 200 4 tg 40° 4 / 3- tg 200 - tg 40° —

__ sin20° s sin 400 it V'3 -sin200-sin 400
T cos200 cos 40V cos200-cos400

~ - ainfS00 i Y 3 sin200.sin40°
" 05209 cos 400 c0s200.cos400

Y3 st at SERR
g+ V3 an20enAl. g o g a0 sind0n)
c0s 200 - cos 400 i 2 c0s 209 - cos 409 S
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(lugejas olevate siinuste korrutise asendame valemi (Id) jargi
koosinuste vahega)

__ V'3(14cos20°—cos60%) _ V/ 3(2 cos 60° + cos 20° — cos 609) 4

2 cos 200 - cos 400 2 c0s20° - cos 400

¥/ 3(cosb0’ 4 cos20° _ /3-2c0s200 cos400 V3
T 2c0s20°-cos40®  2cos200.cos400 ¢

Nr. 4. Kontrollida samasused:

4 cos 200 |
a) tg30° 4 tg 400 4 tg 500 4 tg 60° = Sin600

b) tg20°-tg40°-tg60°-tg80°=3.

Nr. 5. Toestada samasus

cos 69 - cos 66° - cos 420 - cos 789 —= %
teades, et
YV5—1 f

o sin 180 = 5

Lahendus. Kasutades valemit (Ic) saame:

(cos 69 - cos 66°) - (cos 429 - cos 78°) — % (cos 72° +- cos 60°) +

+ 5 (cos 120° 4 cos 36%) =+ (sin 189 4 1 ) (— 5+ cos 369) =

4
ey (VE—L_!_ 1) V54+1 1)_1
T e 4 Tk A IR B IR e |
sest cos 36° = cos? 18 — sin2 189 =1—2 sin? 18 = 154-“

Nr. 6. Toestada samasus

I =(3f
G085 Yo *

b4 2n 3n 4n Sn 6n
COS—]‘S"COSﬁ'COS'ﬁ'(:OS*lg'COS]—‘_.)'COS1—5
teades, et
w Y BEY o IS s
Cos = =— I8 (B0 s SRt

Nr. 7. Toestada samasus:
sin 3a - sin®a + cos 3a - cos®a = cos®2a.
Lahendus. Kasutades valemeid (Ic) ja (ld) saame:

sin 3a - sin®a + cos 3a * cos®a = (sin 3a - sin a@) - sin%a 4
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~+(cos 3a - cos a)cos?a _—_% [cos 2a — cos 4a]sin?a + .

-+ % [cos 2a + cos 4a] cos?a = —;— [cos 2a - sin%a — cos 4a - sin%a +
-+ cos 2a - cos?a 4+ cos 4a cos?a] =

cos 2a(sin2a + cos?a) + cos 4a(cos?a — sin%2a)] =

cos 2a + cos 4a - cos 2a] = % cos 2a[l + cos 4a] =

1
= 5 C0s 2a - 2 cos?2a = cos®*2a,

sest valemi (Ie) pohjal:

1 + cos 4a =2 cos?2a.

Nr. 8. Toestada samasused:

a) 4sina-sin (60° — a) - sin (60° 4 a) = sin 3a;
b) 4 cos a-cos(60° — a) - cos(60° 4 a) = cos 3a.

Nr. 9. Toestada samasus:

sin? a—;;b ~+ sin® a—;—b —2sin? ;’ b sin aT—b cos b = sin2b.
Lahendus. Teisendame esimese ja teise liikme, kasutades
valemeid (Ic) ja (If). Kolmandas liikmes asendame siinuste kor-

rutise valemi (Id) jargi koosinuste vahega. Saame:

Sin2a+b+Sin'la;b_Qsinti__bsina—_bcosb_—
2 2 2 2
1 — cos(a + b) 1 —cos(a—b)
T 5 - 3 —(cos b — cos a) cos b =

1

7[l~ (cosacosb —sinasinb) + 1 — (cosdcosb+

4 sin a sin )] — cos?b + cos a cos b = ; [2 —2cosacosb] —
— c0s2b + cos a cos b = 1 — cos2b = sin?b.
Nr. 10. Toéestada samasused:

. .
a) sxn2(1+i)—51n2 2 — = ~7g Sine;

8 ) 8 215
) 1 + 15 -T2 eus(a—b) st f—b)
sinfa | sin2b sing-siny ~ sin?a-sin?b ’

c) cos? 3 (1 —l—sec?%—{-tg%) (I — sec 5 +-tg 5| =sina;

234



d) sin(a — b) + sin (b —¢) + sin (¢ —a) +
. a—b. . b—c . c—a ;
-+ 4 sin 35— Sill~—— sin—; =0

i b
e) tga+ttgh+tge—Snatita

f) (sina + sin 2a + sin 3a) : (cos a 4 cos 2a + cos 3a) = tg 2q;

=tga-tgb-tgc;

g) sec (—Z——{—a)-sec (%——a) —=2sec2a;
h) sin 260 sin 150 sin 410

sin43Y - sin 170 + sin170.sin2% — sin43°. sin 20 ;
« + P.
,

i) tga-secot-tggpseca _
seca 4-secyp

=g

k) 14 11 =2sin(150+—2—)cos(150——%)'
1+

- cos? (450 - )
sina 2

Nr. 11. Toestada, et

i 3 g C
sinA 4 sin B 4 sin C=4 cos%cosg—cosi—,
kui

A+ B 4+ C=180°.

Lahendus. Kaks esimest liiget liidame siinuste summa
valemi jirgi, aga kolmanda teisendame kahekordse nurga valemi

jargi. Saame: sinA + sin B 4 sin C =2 sin +B e A_Q_B; 3
i C
+25m—2~cosT.
Eelduse jargi
A+ B+ C=180°,
jarelikult
A+B=1800—C; 3B 900 O sinA+E
—=—sin (900—--22) —_—COSTC.
Niisiis saame:
2cos%cos —{—QSm g =
._2cos§(cos —{—sm ) kuid —__.900 A-;B_’
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siit
{ 5 A B
sm—g—zsm(gﬂ"——Ai'B)_cos +

Niiviisi saame:

2cos£(cos st —-cos A+B)_

2
=2cosT-2cos A_B':A+B .cos A= B:A—B s
=4cos%-cos%-cos§.
Nr. 12. Oletades, et
A+ B4 C=180°,
toestada jargmised vordused:
a) sin A + sin B — sin C:4sin—';— singcos 52:—;

b) sin 24 + sin 2B 4 sin 2C=4sin A sin B sin C;
¢) sin?4 + sin?B + s8in2C — 2=2cos A cos B cos C.

GEOMEETRIA.

Toestamisiilesanded.
§ 1. Kolmnurgad ja hulknurgad.

Nr. 1. Toestada, et kolmnurga mediaan on tema poolperimeet-
rist vdiksem.
Toestus. On antud kolmnurk ABC ja mediaan BE, s. o.

AE = EC. On tarvis toestada, et BE < fi%ﬁi@'

Igas kolmnurgas on mistahes kiilg kahe teise kiilje summast
viiksem ja seepidrast kolmnurgas ABE (joon. 92) on BE < AB +
+ AE (I). Samal pohjusel kolmnurgas BCE on BE < BC + EC (1II).

Liites vorratuste (I) ja (II) vastavad pooled, saame:

2BE < AB + BC + AE + EC ehk BE < 4B+ BCHAC

Nr. 2. Toestada, et vordhaarses kolmnurgas on kaks mediaani
vordsed, kaks nurgapoolitajat vordsed ja kaks korgust vordsed.
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Nr. 3. Kui vordhaarses kolmnurgas vordsete kiilgede keskpunk-
tidest tombame ristloigud kuni I6ikumiseni teise vordse Kkiiljega,
siis need ristloigud on vordsed. (T(")éstada.)

Nr. 4. Ristsirged, mis on tommatud nurga kahele haarale vord-
setel kaugustel nurga tipust, I6ikuvad nurgapoolitajal. (Toestada.)

Nr. 5. Sirge, mis on risti nurgapoolitajaga, 16ikab nurga haa-
radest dra vordsed 16igud. (Toestada.)

Nr. 6. Kolmnurga mediaan on viiksem nende kiilgede pool-
summast, mille vahel ta asetseb. :

Ndpundide. Pikendada mediaan tema enda pikkuse vorra,
saadud punkt iihendada selle kiilje iihe otspunktiga, millele on tom-
matud mediaan, ja uurida saadud kujundit.

8

E
Joon. 92. Joon. 93.

Nr. 7. Toestada, et kolmnurga sees voetud mingi punkti ja
kolmnurga tippude vaheliste sirgloikude summa on kolmnurga
iimbermoodust vdiksem ja pooliimbermoodust suurem.

Toestus. On antud AABC ja punkt D selle sees (joon. 93).
Toestada:

1) DA + DB + DC < AB + BC + CA;
2) DA+ DB+ DC>4B+EC+CA

Geomeetria kursusest on teada, et kumer murdjoon on liihem igast
teisest murdjoonest, mis teda holmab, ja seepirast:

(I) AB+ BC > AD + DC ) Liites poolte kaupa
(I1) AB+ AC > DB + DC | vorratused (I), (II) ja (III),
(III) BC + AC > AD + DB | saame:

2AB + 2BC + 2AC > 2AD + 2DC + 2DB.
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Siit:
: AD 4+ DC + DB < AB + BC + CA.
Teoreemi esimene osa on toestatud. Teoreemi teise osa toestame,

kasutades seda, et kolmnurgas iga kiilg on kahe teise kiilje sum-
mast vdiksem.

Kolmnurgast ABD (joon. 93) saame: AB < AD + BD. (1)
,, BCD . BC<BD+CD. (ID
7 ADC . AC < AD 4 CD. (III)
Liites poolte kaupa viimased vérratused (I), (I1I), (III), saame:
AB + BC + AC < 2AD + 2BD + 2CD;
AD 4 BD 'y cD >ABABCH AC
Teoreemi teine osa on toestatud:

Nr. 8. Toestada, et vordkiilgse kolmnurga sees voetud mis-
tahes punkti ja kolmnurga kiilgede vaheliste kauguste summa on
jddv ja vordub kolmnurga korgusega.

Nr. 9. Toestada, et vordhaarses kolmnurgas aluse mistahes
punkti ja haarade vaheliste kauguste summa on jdiv ja ta vordub
haarale tommatud korgusega (joon. 94).

Joon. 94. Joon. 95.

Toestus. On antud vordhaarne kolmnurk ABC (s. o.
AB = BC), MM, | BC; MM, | AB; AA, 1 BC. On tarvis toestada,
et MM, + MM, — AA,, iikskoik kus asetseb alusel AC voetud
punkt M.

Punktist M tombame sirge ME || BC, siis MM, = EA, kui roop-
killiku vastaskiiljed. Tdisnurksed kolmnurgad AM.M ja AEM on
kongruentsed, sest neil on hiipotenuus AM iihine ja teravnurgad
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MAM; ja AME on vordsed (kumbki neist vordub nurgaga C). Siit
MM;=AE kui kiiljed, mis asetsevad vordsete nurkade vastas
kongruentsetes kolmnurkades. Niiviisi saame:

AA, — AE + EA, — MM, 4+ MM,.

Nr. 10. Lébi kolmnurga tippude on tommatud sirged, mis om
paralleelsed vastaskiilgedega. Toestada, et 1) nende poolt moodus-
tatud kolmnurk on antud kolmnurgast neli korda suurem; 2) iga
tema killg on antud kolmnurga vastavast kiiljest kaks korda
suurem.

Nr. 11. Kui tdisnurkses kolmnurgas iiks teravnurk v6rdub%d,
siis tema vastaskaatet on pool hiipotenuusist. Toestada.

Nr. 12. Toestada, et kolmnurk on vordhaarne:

1) kui tema nurgapoolitaja on iihtlasi korguseks;
2) kui tema mediaan oh iihtlasi korguseks;

3) kui tema nurgapoolitaja on iihtlasi mediaaniks.

Nr. 13. Mingi nurga haaral OX on paigutatud kaks 16iku OA
ja OB, ja teisel haaral OY kaks 16iku OA’, OB’, mis on vastavalt
vordsed esimestega ja loikude otsad on omavahel iithendatud: punkt
A punktiga B’, ja A” punktiga B. Toestada, et punkt M, milles 16i-
kuvad sirged AB” ja A’B, asetseb antud nurga poolitajal.

Nr. 14.. Kui kolmnurgas ei ole kaks kiilge omavahel vordsed,
siis nende vahel asetsev mediaan moodustab véiksema kiiljega
suurema nurga kui teise kiiljega (toestada, tdiendades joonist)
(joon. 95).

Toestus. Eelduse jargi kiilg AB < BC ja BM on mediaan,
s. 0. AM = MC. On tarvis téestada, et nurk ABM > nurgast MBC.
Toestuseks pikendame mediaani nii, et MD = BM, ja iihendame
punkti D punktidega A ja C. Nelinurk ABCD on roopkiilik, sest
tema diagonaalid poolitavad teineteist. Siit £ CBM = £ ADM kui
poiknurgad paralleelide juures. Kolmnurgas ABD on eelduse poh-
jal kiillg AD > AB ja seetottu asetseb suurema kiilje vastas suurem
nurk, s. o. nurk ABM > nurgast ADM, ja teoreem on toestatud.

Nr. 15. Toestada, et kolmnurga mediaan on vidiksem kui nende
kiilgede poolsumma, millede vahel ta asetseb, ja suurem kui vahe
selle poolsumma ja kolmanda kiilje poole vahel.
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Nr. 16. Toestada, et kolmnurga mediaanide summa on pool-
{imbermoodust suurem ja {imbermoodust vdiksem.

Nr. 17. Toestada, et kui kolmnurga kaks korgust on vordsed,
siis kolmnurk on vordhaarne.

Nr. 18. Toestada, et igas kolmnurgas ABC:

1) nurga A poolitaja moodustab korgusega, mis véljub tipust 4,
nurga, mis vordub £ B ja £ C poolvahega.

2) £ B ja £ C poolitajad moodustavad omavahel nurga, mis

vordub nurga % ja tdisnurga summaga.
3) Vilisnurkade B ja C poolitajad moodustavad omavahel

. A it
nurga, mis on nurga 5 tdiendusnurk.

Nr. 19. Kolmnurga mediaan poolitab koik sirgloigud, mis on
tommatud kolmnurgas paralleelselt sellele kiiljele, mille kesk-
punkti 1dbib voetud mediaan.

Nr. 20. Toestada, et tdisnurkses kolmnurgas hiipotenuusile
tommatud mediaan on vordne hiipotenuusi poolega.

Nr. 21. Toestada, et tdisnurkses kolmnurgas mediaan ja kor-
gus, mis on tommatud hiipotenuu-
sile, moodustavad nurga, mis vor-
dub selle kolmnurga teravnurkade
vahega.

Toestus. On antud, et
AABC on tdisnurkne:
CD | AB; AE=—EB: (joon. 96).
D E Toestada: L DCE= -~ A — £ B.
Eelduse jargi AC1 CB ja AB 1
1 CD, jarelikult ZACD= LB
kui vastavalt ristuvate haaradega
nurgad. Kolmnurk ACE on vordhaarne, sest ta mediaan vordub
poole hiipotenuusiga, s. 0. AE = EC. Siit £ A= £ ACE kui vord-
haarse kolmnurga alusnurgad. Jérelikult

ZDCE— ~«ACE — 2ACD= <A — £ B.
Teoreem on toestatud.

Joon. 96.

Nr. 22. Toestada, et kui {ihendame kolmnurga korguste alus-
punktid, siis saame uue kolmnurga, milles esimese korgused on
nurgapoolitajad.
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§ 2. Roopkiilikud ja trapetsid.

Nr. 1. Toestada, et ithendades jarjestikku mingi nelinurga kiil-
gede keskpunktid, saame roopkiiliku.

Toestus. Olgu antud nelinurk ABCD. Selle nelinurga kiil-
gede keskpunktid on M;, My, M3, M4. On tarvis toestada, et nelinurk
MM;M3M, (joon. 97) on roopkiilik. Tombame diagonaali BD ja
vaatleme kolmnurki BDC ja ABD. Loik M;M; on kolmnurga kesk-

16ik ja seepirast MuM;= o BD ning MyM, || BD. Loik MM, on

kolmnurga ABD keskloik ja seepdrast M1M4=%BD ning
MM, || BD. Viimastest vordustest jareldub, et MyM;= MM, ja
MM, || MiM,, jarelikult konstrueeritud nelinurk on rdopkiilik.

C

G N
sl ks

s / S
A
Joon. 97.

Nr. 2. On antud ruut ABCD. Tema kiilgedel on voetud vord-
sed loigud AA,, BB,, CC, ja DD,. Punktid 4,, B,, C,, D, on iihen-
datud jdrjestikku sirgetega. Toestada, et nelinurk 4,B,C;D; on
ruut.

Nr. 3. Igasugune trapetsi sees asetsev aluste vaheline sirg-
16ik poolitub keskloiguga.

Nr. 4. Kolmnurgas on 1dbi alusnurkade poolitajate 16ikepunkti
tommatud alusega paralleelne 16ik. Toestada, et see 16ik vordub
kiilgede l6ikude summaga, vottes need 16igud aluse poolt (joon. 98).

Toestus. Antud on: L EAD—= ~DAC, LFCD— ~DCA

ja EF || AC. Noutakse toestada, et EF —= AE 4 FC. Kolmnurk AED
on vordhaarne, sest L EAD=— EDA = £ DAC, jarelikult

16 Iseseisvad to6d elementaarmatemaatikas. 241



AE —=ED (I). Nurkade £ FCD= LFDC= DCA vordusest
jareldub, et kolmnurk DFC on vordhaarne, jarelikult FC = DF (II).
Liites poolte kaupa vordused (I) ja (II), saame:

Teoreem on toestatud.

P e

Joon. 98.

Joon. 99.

Nr. 5. Toestada, et kume-
ras nelinurgas:

1) kahe jérjestikuse nurga
poolitajad moodustavad oma-
vahel nurga, mis vordub kahe
teise nurga poolsummaga;

2) kahe vastasnurga poo-
litajad moodustavad omava-
hel nurga, mis vordub kahe
teise nurga poolvahega.

Nr. 6. Toestada, et roop-
kiillikus diagonaalide 1oike-
punkti ldbiv roopkiiliku vas-
taskiilgede vaheline sirgloik
poolitub selles punktis.

Nr. 7. Toestada, et roop-
kiiliku nurkade poolitajad
moodustavad ristkiiliku; tema
valisnurkade poolitajad moo-
dustavad samuti ristkiiliku.

Toestus. On antud: (joon. 99).

~ ABB,— . B\BC; DAB,— . BAB,:
£ BCD,= 2 D,CD:' « CDD, = . DDA

Noutakse toestada, et nelinurk A,B,C,D; on ristkiilik.
Roopkiiliku tihe kiilje ldhisnurgad moodustavad summas 2d,

S0

£ DAB + £ ABC = 2d, jarelikult

5 DAB

+

<ABC_

=d,

£ BAB, + ~ ABB,=d.
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Kolmnurgas ABB, nurk BB,A —d, sest kahe teise nurga summa
on d. Nurk CB;A, =d kui nurga BB,A tippnurk. Tédpselt samuti
saab toestada, et £ A,D,C,=d. Niisiis nelinurgas A,B,C\D, kaks
vastasnurka on tdisnurgad. Selle nelinurga kiiljed on paariviisi
paralleelsed: B,C, | A:D, ja A,B, || CD,, sest iga paari sirgete
l16ikumisel kolmandaga moodustuvad vordsed poiknurgad, ja see-
parast see nelinurk on roopkiilik. Et sellel roopkiilikul on taisnurk,
siis nelinurk A4,B,C,D, on ristkiilik. Analoogiliselt saab toestada
teoreemi teise osa.

Nr. 8. Toestada, et kaks niisugust roopkiilikut, milledest iiks
on joonestatud teise sisse, teisiti Oeldes niisugused, millel neli
tippu esimesest asetsevad vastavalt teise neljal kiiljel, omavad
iihise siimmeetria-keskpunkti.

Nr. 9. Olgu ABCD ja DEFG kaks ruutu, mis on asetatud kor-
vuti nii, et kiiljed DC ja DE on iihe ja sama suunaga ning kiiljed
AD ja DG on teineteise pikendused. Kiiljel AD ja kiilje DC piken-
dusel on voetud kaks 16iku AH ja CK, mis vorduvad loiguga DG.
Toestada, et nelinurk HBKF on ruut.

Nr. 10. Toestada, et igas trapetsis haarade ja diagonaalide
keskpunktid asetsevad iihel ja samal sirgel, mis on paralleelne
trapetsi alusega; haarade keskpunktide vaheline kaugus vordub
aluste poolsummaga, diagonaalide keskpunktide vaheline kaugus
vordub aluste poolvahega.

Nr. 11. Toestada, et kui punktidest A, B ja 16igu AB keskpunk-
tist C tommata ristloigud vabalt voetud sirgeni, siis ristloik, mis
on tommatud punktist C, vordub punktidest A ja B tommatud rist-
16ikude poolsummaga vo6i poolvahega, sedamooda, kas need rist-
I6igud on iihesuunalised voi vastandsuunalised.

Nr. 12. Toestada, et kui kolmnurga kolmest tipust ja tema
mediaanide loikepunktist tommata ristloigud mingi vilissirgeni,
vordub viimane neljast ristloigust kolme esimese summa kolman-
dikuga (joon. 100).

Toestus. On antud: AE—=EB; BF —=FC; AD=2DF. Sir-
ged AA,, DD,, BB,, CC, on risti sirgega NN,. On tarvis toestada,
et

DD, = 5 (AA, + BB, + CC).
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Toestuseks poolitame punktiga K 16igu AD ja punktidest K ja F
tombame ristloigud sirgele NN,. Loik FF, on trapetsi BCC,B,
keskloik ja seepirast

FF, — BBI—}—CCI 0
Loik KK, on trapetsi ADD,A, kesklonk ja seepirast
KK, = Mot (IN)
2]
r
£ D
Hiiar C
A
N . N,
A, X, o ik SURE Sl
" Joon. 100.
Loik DD, on trapetsi KFF,K, keskloik ja seepirast
DD, =%+ (11l

Vorduses (III) asendame KK, ja FF,, kasutades vordusi (I) ja (II).
Saame:

BB, +CC, | AA+ DD,

DPD, =2 2 ;DDleiA‘JrBf”LCC—‘—i-%;

e 2
—DDl AAIMCH DD, =3 (AA] + BB, + CC,).

Teoreem on toestatud.

Nr. 13. Toestada, et kolmnurga nurk on terav-, tdis- v6i niiri-
nurk soltuvalt sellest, kas vastaskiilg on vdiksem, vordne voi suu-
rem kui vastava mediaani kahekordne.

§ 3. Ringjoon.

Nr. 1. Toestada, et kui kahe teineteist puutuva ringjoone puute-
punktist tommata vabalt voetud sirge, 16ikab see sirge molemaid
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ringjooni kahes teises niisuguses punktis, et sealt tommatud raadiu-
sed on omavahel paralleelsed.

Toestus: Eelduse jargi sirge AB (joon. 101) lébib puute-
punkti B. Kesksirge OO, ldabib samuti punkti B. £ ABO = £ CBO,
kui tippnurgad. Kolmnurgad AOB ja BO,C on vordhaarsed ja see-
parast

£ BAO—= £ABO = L CBO,— L BCO,; £ BAO = L BCO,.

Sirged AO ja O,C on paralleelsed, sest nende 15ikumisel kolman-
daga tekkisid vordsed poiknurgad. Teoreem on toestatud.

Nr. 2. Toestada, et kui kahe ringjoone 16ikepunktidest A ja B
tommata vabalt kaks loikajat, siis koolud, mis {ihendavad uusi
16ikepunkte, on omavahel paralleelsed. ¢

0,

Joon. 101. Joon. 102.

Nr. 3. Toestada, et kui kaks ringjoont puudutavad teineteist,
siis iga loikaja, mis on tommatud 1dbi puutepunkti, 16ikab ring-
joontest dra kaks vastastikku asetsevat {ihe ja sama kraadide
arvuga kaart.

Nr. 4. Toestada, et kui kahe ringjoone puutepunktist tommata
ringjoonte sees asetsev mingi l6ikaja, siis puutujad, mis on tom-
matud 14bi selle 16ikaja otspunktide, on paralleelsed.

Nr. 5. Toestada, et kahe vordse koolu 16igud, kui kodlud 16iku-
vad iihes ringis, on vastavalt vordsed.

Nr. 6. Toestada, et iga nelinurga nurgapoolitajad moodusta-
vad nelinurga, mis on koolnelinurk. Seesama on kehtiv vilis-
nurkade poolitajate kohta.

Toestus. On antud (joon. 102):
£ DAA,= L BAA,; L CBA,= L ABA;;
o BECyE 22 DEGy ;. DX CDE ver FOADGY,
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Antud nelinurga nurkade summa on 4d, s. o.
LA+ LB+ £LC+ 2D =4d.

On tarvis toestada, et nelinurk A,;B,C,D; on koolnelinurk,
s. o. tema timber voib ehitada ringjoone. Teoreem on toestatud, kui
me nditame, et saadud nelinurgas on vastasnurkade summa 2d.
Kolmnurgast ABA, saame:

£BAA=2—(L2A4+ L 2B). ()
Kolmnurgast CDC, saame:
£CCD=2d—(3 2C4+ 2D). (11)

Kasutades vordusi (I) ja (II), teeme kindlaks saadud nelinurga
vastasnurkade summa:

~« BAD, + £ B,C\D,—= ~BAA+ £ CCD—
AL LB it i
=2d“(T+T)+2d—(T+T)=
___4d__4A+43—{2—4Q+,4D=4d_%1:2d.

Niisiis kumeras nelinurgas 4,8,C,D, vordub vastasnurkade summa
kahe tdisnurgaga, jédrelikult vdib selle nelinurga iimber joones-
tada ringjoone. Analoogiliselt saab toestada ka teoreemi teist osa.

Nr. 7. Kaare AB poolitamispunktist C tommatakse vabalt kaks
sirget, mis 16ikuvad ringjoonega punktides D, E ja kooluga AB
punktides F, G. Toestada, et nelinurga DEFG iimber vo6ib joones-
tada ringjoone.

Nr. 8. Niidata, et kaarte AB ja AC poolitamispunkte iihendav
sirge, kus 4, B ja C on kolm punkti iihel ringjoonel, 16ikab koolu-
dest AB ja AC ira vordsed 16igud, lugedes neid loike alates punk-
tist A.

Nr. 9. Toestada, et sirge, mis on paralleelne puutujaga kool-
kolmnurga tipus ja 16ikub kolmnurga kahe kiiljega, 16ikab sellest
kolmnurgast ara niisuguse nelinurga, mille {imber voib joones-
tada ringjoone.

Nr. 10. Antud ringi diameeter AB on pikendatud punktist B
edasi. Ldbi mingi punkti C sellel pikendusel on tommatud
sirge CD | AB. Toestada, et kui selle ristsirge vabalt valitud
punkti M iihendame punktiga A, siis korrutis AM-AA, on jdiv
(kus A, on selle sirge ja ringjoone teine ldikepunkt).
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Nr. 11. Nelinurga vastaskiiljed on pikendatud l6ikumiseni ja
sel viisil moodustunud nelja kolmnurga iimber on joonestatud
ringjooned. Toestada, et koik need ringjooned 16ikuvad iihes punktis.

Nr. 12. Kaks ringjoont loikuvad punktides A ja B; libi A on
tommatud l6ikaja, mis 16ikub ringjoontega punktides C ja D; toes-
tada, et nurk CBD on jaav iga loikaja jaoks.

Nr. 13. Vordkiilgse kolmnurga ABC iimber joonestatud ring-
joonel on voetud vabalt punkt M; toestada, et 16ikudest: MA, MB,
MC iiks vordub kahe iilejddnu summaga.

Nr. 14. Toestada, et kui kolmnurga {imber joonestame ring-
joone ja sellel vabalt valitud punktist tombame ristloigud kolm-
nurga kiilgedele, siis nende aluspunktid asetsevad iihel sirgel.

Nr. 15. Milline kool, mis ldbib punkti ringi sees, on koige
vdiksem?

§ 4. Tahtsad punktid ja jooned kolmnurgas.

Nr. 1. Toestada, et kolmnurga korgus ja iimberjoonestatud
ringjoone raadius, mis on tommatud kolmnurga tippu, moodusta-
vad kiilgedega vordsed nurgad.

Nr. 2. Millistel tingimustel timberjoonestatud ringjoone kesk-
punkt asetseb kolmnurga sees, viljaspool, kolmnurga piirjoonel?

§ 5. Vordeliste 16ikude teoreemid.

Nr. 1. Sirge, mis on tommatud 1dbi trapetsi aluste keskpunk-
tide, 1dabib mitteparalleelsete kiilgede loikepunkti ja diagonaalide
l16ikepunkti. Toestada.

Nr. 2. Kui kolmnurga mittevordsete kiilgede vahel asetseva
nurga tipust on tommatud nurgapoolitaja ja mediaan, on esimene
teisest vdiksem. Toestada.

Nr. 3. Toestada, et kui kaks ringjoont puudutavad teineteist
valimiselt, siis puutepunktidega piiratud iihise puutuja 16ik on ring-
joonte diameetrite keskmine vordeline.

§ 6. Meetrilised seosed kolmnurkades ja nelinurkades.

Nr. 1. Toestada, et nurgapoolitaja ruut (joon. 103) vordub
kolmnurga kiilgede korrutisega ilma aluse l6ikude korrutiseta.
Toestus. On antud:

~« BAD — ~ DAC.
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Noutakse toestada:
AE?—AB-AC — BE - EC.

Joonestame kolmnurga ABC {imber ringjoone ja pikendame nurga-

poolitajat kuni Ioikumiseni ringjoonega punktis D. Punkt D on

kaare BDC poolitamispunkt, sest piirdenurgad BAD ja DAC on

vordsed ja jarelikult toetuvad vordse-

A tele kaartele. Kolmnurgad ABD ja AEC

on sarnased, sest nurgad punkti A juu-

B res on vordsed eelduse pohjal, ja

£ C= D kui piirdenurgad, mis toe-

£ tuvad iihele ja samale kaarele. Kolm-
nurkade sarnasusest jéreldub:

0 AB:AE=AD:AC; AB-AC=AD"AE
[ ehk
. Joon. 103. AB:-AC=AE(AE + ED);
AB-AC= AE? + AE - ED.
. Kuid kui 1dbi. ringi sees voetud punkti £ on tommatud moéningad
koolud (BC, AD), siis iga koolu loikude korrutis on jddv ja see-
parast .

AL ‘ED e=8BE - EC.
Siit
AB-AC—=AE?2 4 BE-EC; AE?—AB-AC— BE-EC.

Teoreem on toestatud.

Nr. 2. Toestada, et trapetsi diagonaalide ruutude summa vor-
dub haarade ruutude summaga koos aluste kahekordse korrutisega.

Nr. 3. Toestada, et teravnurkse kolmnurga pindala vordub
korguste aluspunktide poolt moodustatud kolmnurga pooliimber-
moodu ja {imberringjoone raadiuse korrutisega.

Nr. 4. Kolmnurga kiilgede a, b, ¢ jargi leida iimberringjoone
raadius.

Nr. 5. Kolmnurga ABC korguste h, h,, h. jirgi leida tema
pindala S.

Nr. 6. Leida kahe teineteist vilimiselt puudutava ringjoone
raadiuste R ja r jargi‘iihise puutuja pikkus.

§ 7. Kujundite sarnasus.

Nr. 1. Toestada, et kolmnurga kahe sisenurga poolitajate ja
vastaskiilgede 10ikepunkte ldbiv sirge loikub kolmanda kiiljega
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samas punktis, kus selle kiiljega 16ikub vastastipu juures asetseva
védlisnurga poolitaja.

Nr. 2. Toestada, et trapetsi diagonaalide 16ikepunkti ja haa-
rade pikenduste 16ikepunkti ithendav sirge poolitab aluse.

Nr. 3. Toestada, et kaks ruutu on-alati sarnased.

Nr. 4. Nurga haarad on iihendatud kahe paralleelse sirgloi-
guga ja iga sirgloigu otspunktis on tommatud ristsirged nurga
haaradele kuni vastastikuse l6ikumiseni. Toestada, et ristsirgete
loikepunktid asetsevad nurga tipuga iihel sirgel.

Nr. 5. Trapetsi aluste a ja b jargi leida haaradevaheline sirg-
16ik, mis on tommatud paralleelselt alustega lidbi diagonaalide
16ikepunkti.

§ 8. Pindalad.

Nr. 1. Trapets on jaotatud diagonaalidega neljaks osaks. Toes-
tada, et haaradepoolsed osad on pindvordsed.

Joon. 104.

Tdestus. On antud trapets ABCD {joon. 104). Noutakse
toestada, et kolmnurgad ABE ja CED on pindvordsed. Kolm-
nurgad ABD ja ACD on pindvordsed, sest neil on iihine alus AD
ja vordsed korgused. Jooniselt ndhtub, et pindala ABE = pind-
ala ABD — pindala AED (1) ja pindala ECD = pindala ACD —
— pindala AED (II). Vorduste (I) ja (II) vasakud pooled on
vordsed, sest nende paremad pooled on vordsed. Seepidrast pind-
ala ABE — pindalaga ECD. Teoreem on toestatud.

Nr. 2. Roopkiilik on jaotatud neljaks osaks sirgloikudega, mis
on tommatud 1&bi diagonaali mingi punkti paralleelselt kiilgedega.
Toestada, et diagonaalist kahele poole asetatud osad on pind-
vordsed.

Nr. 3. Roopkiilik on jaotatud neljaks osaks sirgloikudega, mis
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ithendavad mingi seesmise punkti tippudega. Toestada, et vastas-
tikku asetsevate osade pindalade summad. on vordsed.

Nr. 4. Toestada, et sirge, mis iihendab ringi timber joonestatud
nelinurga diagonaalide keskpunkte, ldbib selle ringi keskpunkti.

Moningaid geomeet)riliste konstruktsiooniilesannete
lahendamise meetodeid.

§ 1. Geomeetriliste kohtade meetod.

Punktide geomeetriliseks kohaks nimetatakse joont voi joonte
kogu voi pinda, mille koikidel punktidel on mingi kindel omadus,
mis kuulub iiksnes neile. Niisiis, kui noutakse toestada, et mingi-
sugune joon on punktide geomeetriline koht, mis rahuldab mingi-
sugust eeldust, siis jagunevad toestused kahte ossa: 1) on tar-
vis nédidata, et iga punkt, mis rahuldab noutavat eeldust, asetseb
tingimata sellel joonel; 2) et selle joone iga punkt rahuldab tin-
gimata noutavat eeldust. Kui konstruktsiooniilesannete lahendus
viib meid mingisuguse punkti leidmisele, mis peab rahuldama min-
geid kindlaid eeldusi, siis eemaldades iihe neist eeldustest, ndeme,
et filesanne muutub madramatuks, s. o. tema lahendiks ei ole iiks,
vaid terve rida punkte, mis omavad koiki noutavaid omadusi, vélja
arvatud eemaldatud omadus. Need punktid moodustavad mingi-
suguse geomeetrilise koha. Pirast seda, vottes arvesse eemalda-
tud eeldust ja eemaldades mingi teise, ndeme, et otsitav punkt
voib votta lugematu hulk uusi asendeid, mis koik kokku moodusta-
vad uue geomeetrilise koha. Teeme kindlaks molemate geomeetriliste
kohtade kuju ja ehitame need. Siis otsitav punkt peab asetsema
esimesel ja teisel geomeetrilisel kohal ja on jérelikult méaratud
nende l6ikumisega. Ulesanne on voimalik v6i voimatu, olenedes
sellest, kas leitud geomeetrilised kohad 16ikuvad voi mitte. Nii-
sugune on geomeetriliste kohtade meetodi tuum. Seda meetodit
tuleb sageli kasutada, sellepdrast on tdhtis teada ja osata ehitada
mitmesuguseid geomeetrilisi kohti.

Loendame need geomeetrilised kohad, millede teadmine on tar-
vilik allpool antud konstruktsiooniilesannete lahendamisel.

I. Geomeetriline koht tasapinna punktidele, mis seisavad antud
punktist O antud kaugusel R, on ringjoon keskpunktiga O ja raa-
diusega R.

II. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad vérdsetel kau-
gustel antud punktidest A ja B, on sirgléigu AB keskristsirge.
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III. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad vordsetel
kaugustel kahest sirgest, on nende kahe sirge poolt moodustatud
nurga poolitaja.

IV. Geomeetriline koht punktidele, mis asetsevad antud kau-
gusel sirgest AB, on kaks sirget, mis on paralleelsed sirgega AB.

V. Antud sirget AB sellel antud punktis M puudutavate ring-
joonte keskpunktide geomeetriline koht on punktist M tommatud
sirgloigu AB ristsirge.

VI. Antud ringjoont O sellel antud punktis M puudutavate
ringjoonte keskpunktide geomeetriline koht on antud ringjoone
keskpunkti ja punkti M ldbiv sirge.

VII. Geomeetriline koht punktidele, milledest antud sirgloik on
ndha antud nurgas, on kaks kaart, mis toetuvad sellele sirgloigule
ja millesse antud nurk mahub piirdenurgana.

VIII. Vordsete koolude keskpunktide geomeetriline koht antud
ringis O on kontsentriline ringjoon, mis on puutujaks iihele nen-
dest kooludest.

§ 2. Sirgestamismeetod.

Seda meetodit kasutatakse eriti sageli kolmnurga konstrueeri-
misel, ja nimelt neil juhtudel, kui antud elementide hulgas on
tema kiilgede summa voi vahe. See meetod seisneb selles, et poo-
ratakse iiht neist kiilgedest, mille summa v6i vahe on antud, nende
kiilgede 16ikepunkti iimber, kuni molemad kiiljed moodustavad iihe
sirge, kusjuures joonisel saadakse antud summa voi vahe.

Edaspidise eeldusena on tarvilik lahendada jargmised konst-
ruktsiooniilesanded (vt. A. Kisseljovi ,,Geomeetria”).

1. Poolitada antud sirgloik.

2. Ehitada antud sirgloigu keskristsirge.

3. Ldbi vabalt valitud punkti sirgel tommata selle sirge rist-
sirge. :

4. Viljaspool sirget asetsevast punktist tommata sellele sir-
gele ristsirge.

5. Antud sirge punktis ehitada nurk, mis vordub antud
nurgaga.

6. Poolitada antud nurk.

7. Ehitada kolmnurk tema antud kolme kiilje jargi.

8. Viljaspool antud sirget asetsevast punktist tommata sirge,
mis on paralleelne antud sirgega.
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9. Antud sirgloik jaotada n vordseks osaks.
10. Leida kolme antud sirgloigu neljas vordeline.
11. Jaotada kaar kaheks vordseks osaks.
12. Ehitada ringjoon, mis ldbib kolme antud punkti.
13. Leida ringi keskpunkt.
14. Tommata puutuja ringjoonele ldbi temal asetseva voi
temast véljaspool asetseva antud punkti.
15. Antud sirgloigule ehitada kaar, millesse antud nurk mahub
piirdenurgana.
16. Tommata iihine puutuja kahele antud ringjoonele.
17. Ehitada kahe antud sirgloigu keskmine vordeline.
18. Ehitada ringjoone sisse korrapdrane kolmnurk.
19. Ehitada ringjoone sisse korrapirane kuusnurk.
20. Ehitada ringjoone iimber korrapdrane nelinurk.
Ulesanne nr. 1. Ehitada kolm-
A nurk antud kiilje, kahe teise Kkiilje
vahe ja neist suurema kiilje vas-
tasnurga jargi.
On-.antud: a: b —c=d; =B
Analitiis. Oletame, et iiles-

8 anne on lahendatud ja et A ABC
Dd pl el 0 c °n konstrueeritud  (joon. 105).
£ Selleks et saada joonisel antud

Joon. 105. vahe d, poorame kiilge AC punkti

A imber seni, kuni ta iihtib kiil-
jega AB. Siis AC votab AD asendi ning 16ik BD vordub antud
1oiguga d. Uhendades punktid D ja C, saame A DBC, millest
on teada kiiled BC=a, BD=d ja nurk DBC=180°— £ B.
Ehitades kolmnurga DBC nende andmete jdrgi, taandame iiles-
ande tipu A leidmisele, mis: 1) peab asetsema kusagil kiilje DB
pikendusel; 2) peab olema vordsetel kaugustel punktidest D ja C.
Jarelikult, tipp A leidub sirge BD pikenduse ja 16igu DC kesk-
punktist tommatud ristsirge 16ikepunktis.

Konstruktsioon. Ehitame A DBC kiilgede a=BC,
d = DB ja nendevahelise nurga 180° — £ B jirgi. Loigu DC kesk-
punktist tombame temale ristsirge ja pikendame teda kuni kiilje
BD pikendusega loikumiseni punktis A. Uhendades punkti A4
punktiga C saame otsitava kolmnurga ABC.

Toestus. Kolmnurk ABC on otsitav, sest ta rahuldab koiki
iilesande tingimusi: kiilg BC=a; L ABC=180°— ZDBC—
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= 180° — (180° — 2 B) == £ B; kahe teise kiilje vahe AC —
— AB=AD — AB =d. : ‘

Uurimine. Selleks et kolmnurka oleks voimalik ehitada,
on tarvis, et vahe d oleks vidiksem kui @. Kui antud nurk B on
terav- voi tdisnurk, siis iilesanne on alati lahendatav ja ainult
iiheselt, sest sel juhul £ BDC, olles vaiksem kui £ ABC (kui sise-
nurk), on tingimata teravnurk ja seepdrast kaldsirge DB ja rist-
sirge EA l6ikuvad tingimata DB pikendusel punkti B pool ja méa-
ravad otsitava tipu A. Kui aga nurk B on niiri, siis ehitus ei ole
alati voimalik, sest voib juhtuda, et A-s DBC nurk BDC on tiis-
nurk, ja jdrelikult sirged DB ja AE on paralleelsed (joon. 106)
voi kui nurk BDC on niirinurk, siis sirged DB ja AE, kuigi 15i-
kuvad mones punktis A (joon. 107), ei mdédra otsitavat tippu, sest

c g
A
0 \IE/ c
B 1] A
Joon. 106. Joon. 107.

saadud A-ga ABC nurk ABC ei vordu nurgaga B, vaid on
180° — £ B, ja jérelikult see kolmnurk ei rahulda iilesande tin-
gimusi.

Nr. 2. ' Ehitada kolmnurk: a) kahe kiilje ja suurema kiilje
vastasnurga jirgi; b) kiilje ja selle kahe ldhisnurga jargi; c) kahe
kiilje ja vdiksema kiilje vastasnurga jargi.

Nr. 3. Ehitada tdisnurkne kolmnurk hiipotenuusi ja teravnurga
jargi.

Nr. 4. Ehitada tdisnurkne kolmnurk kaateti ning hiipotenuusi
ja teise kaateti summa jérgi.

Nr. 5. Ehitada tdisnurkne kolmnurk kaateti ja kahe teise kiilje
vahe jargi.

Nr. 6. Ehitada tdisnurkne kolmnurk antud teravnurga ja selle
vastaskaateti jirgi.
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Nr. 7. Ehitada kolmnurk kahe nurga ja neist ithe nurga vas-
taskiilje jargi.

Nr. 8. Ehitada vordhaarne kolmnurk tipunurga ja aluse jérgi.

Nr. 9. Ehitada vordkiilgne kolmnurk tema korguse jérgi.

Nr. 10. Ehitada kolmnurk aluse, korguse ja kiilje jargi.

Nr. 11. Ehitada kolmnurk kiilje, kahe teise kiilje summa ja
iihele nendest tommatud korguse jérgi.

Nr. 12. Ehitada kolmnurk nurga ja selle nurga ldhiskiilgedele
tommatud korguste jargi.

Nr. 13. Ehitada roopkiilik kahe ldhiskiilje ja ithe diagonaali
jargi. \

Nr. 14. Ehitada roopkiilik kiilje ja kahe diagonaali jdrgi.

Nr. 156. Ehitada roopkiilik kahe diagonaali ja nendevahelise
nurga jargi.

Nr. 16. Ehitada roopkiilik aluse, korguse ja diagonaali jargi.

Nr. 17. Ehitada romb kiilje ja diagonaali jargi.

Nr. 18. Ehitada ruut antud diagonaali jargi.

Nr. 19. Ehitada ruut kiilje ja diagonaali summa jargi.

Nr. 20. Ehitada kolmnurk kiilje a, kahe teise kiilje vahe d ja
kahest viimasest vdiksema kiilje vastasnurga C jirgi.

Nr. 21. Ehitada kolmnurk an-
tud kiilje a, selle ldhisnurga B ja
kahe teise kiilje summa m jargi.

Nr. 22. Ehitada kolmnurk an-
tud kiilje a, tema vastasnurga A
ja kahe teise kiilje summa m jérgi.

Antud on: a; LA;b+c=m.

8 G -
Joon. 108. Joon. 109.

Anadiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et A ABC
(joon. 108) on otsitav. Poorame killge AC punkti A iimber kuni
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ta votab asendi AD, nii et AD = AC ja jarelikult BD —m. Uhen-
dades punkti D punktiga C saame A BDC, milles on teada kaks
killge BC=a ja BD =—m ja nurk BDC, mis asetseb nendest viik-
sema vastas ja on vordne poolega antud nurgast A.

£ ADC = L ACD kolmnurga ACD vordhaarsuse tottu,
ZBAC=ADC 4+ ~ACD=2 L ADC,

kolmnurga vilisnurga teoreemi pohjal, kust

4ADC=£2A-.

Konstruktsioon. Vabalt valitud sirgel votame 16igu
BD —m. Punkti D (joon. 108) juures ehitame nurga suuru-

segaAQ_A’ punktist B loikame dsja ehitatud nurga haara kaarega,

mille raadius on a. Uhendades saadud 16ikepunkti C punktiga B
saame A BCD. Tipp A iihtib kiilje BD ja CD keskristsirge AE
16ikepunktiga.

Uurimine. Ulesande lahenduvuseks tarvilikud eeldused
seisnevad ilmselt selles, et summa m oleks suurem kui a. Kui
see eeldus on tdidetud, siis /A BDC konstrueerimisel voib esineda
kolm juhtu:

1) Kiilg a voib olla vdiksem ristloigu BK pikkusest (joon. 109),
siis /A-ka BDC ei saa ehitada, siit jareldub iilesande voimatus.

2) Kiilg a voib vorduda loiguga BK, siis saame tdisnurkse
kolmnurga ja iilesanne omab {ihe lahenduse.

3) Kui kiilg @ on suurem ristloigust BK, siis punkti B {imber
joonestatud ringjoon raadiusega a 16ikub sirgega DK kahes punk-
tis C, ja C,, saame kaks kolmnurka BDC, ja BDC,. Tombame
kiilgede DC, ja DC, keskelt ristsirged E;A; ja E,A,, saame kolm-
nurgad BA,C, ja BA,C,, mis rahuldavad eeldusi. On kerge toes-
tada, et need kolmnurgad on kongruentsed.

Tédisnurksest kolmnurgast BKD saame:

BK — BD sin BBK:m-sin%.

Niitid voib iilesande lahendamise voimalikkuse eelduse iiles Kkir-
jutada jargmiselt:

m-sing<a<m.

Kui see eeldus on tdidetud, omab iilesanne iihe lahenduse; vas-
tasel korral lahendust ei ole.
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Nr. 23. Ehitada kolmnurk antud kiilje, selle vastasnurga ja
kahe teise kiilje vahe jérgi.

Nr. 24. Ehitada kolmnurk tema {imbermoodu ja nurkade jargi.

A ndu'd optidpy LB C:

Analiis. Oletame, et A ABC (joon. 110) on ehitatud. P56-
rame kiilje BA punkti B {imber kuni asendini BD ja kiilge CA
punkti C iimber kuni asendini CE. Siis DE =—2p.

Joon. 110.

Uhendades D ja E punktiga A saame A ADE, milles on teada

itks kiilg DE =2p ja kaks nurka: £ ADE — él_? ja 4AED_£2Q.

Kui kolmnurk ADE on ehitatud, siis tipud B ja C saame seal,
kus AD ning AE keskristsirged l6ikuvad kiiljega DE.

Konstruktsioon. Ehitame kolmnurga ADE kiilje DE —
=2p ja nurkade g ja -g': jargi. Kilgede AD ja AE keskelt tom-
bame ristsirged, mis 16ikuvad kiiljega DE punktides B ja C. Kolm-
nurk ABC on otsitav.

Toestus: Kolmnurk ABC rahuldab koiki iilesande noudeid.
Kolmnurga BDA ja kolmnurga CAE vordhaarsusest jareldub, et
AB=DB ja AC=EC, jarelikult

AB 4 BC +AC=DB 4+ BC 4+ EC=2p.
Peale selle

£ABC=_~ADB + ~BAD =2 ~ADB=2-55_ B
Jja
LACB=2 £CEA=2-5C—ccC.

Uurimine. Ulesanne on alati lahenduv ja omab iihe
lahenduse.
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Nr. 25. Ehitada kolmnurk antud kiilje, kahe teise kiilje summa
ja iihele neist kiilgedest tommatud korguse jérgi.

Nr. 26. Ehitada kolmnurk antud kiilje ja kahele teisele kiiljele
tommatud mediaanide jargi.

Antud on: a; my; m,.

Analiiiis. Kui AABC (joon. 111) on otsitav, siis tomma-
tes tema mediaanid BD ja CE, mirkame, et A-gas BOC on teada
kolm kiilge: :

BC=ua, BO:%mb, CO:%mc.

(Kolmnurga kolm mediaani 16ikuvad iihes punktis; see punkt 15i-
kab igast mediaanist dra iihe kolmandiku, lugedes éra ldigatud
lIoiku vastavast kiiljest.)

Konstruktsioon. Ehitame A BOC kolme kiilje jérgi:

BC:mBO:%mﬁCO:%mD

Pikendame BO kuni punktini D nii, et BD =m, ja CO kuni punk-
tini £ nii, et CE=m, 'Tommates sirged BE ja CD kuni l6iku-
miseni punktis A, saame otsitava kolm-
nurga ABC.

Toestus. A-gas ABC on kiilg
BC=a konstruktsiooni jirgi; BD ja
CE on pikkuselt vordsed loikudega m,
ja m,; toestame, et BD ja CE on medi-
aanid, s. 0., et E ja D on kiilgede AB
ja AC keskpunktid. Uhendades punktid
E ja D ndeme, et A EOD~ A BOC,
sest neil on vordsed nurgad £ BOC =
= £ EOD Kkui tippnurgad ja nende nur-
kade lédhiskiiljed on vordelised. Kolmnurkade sarnasusest jareldub,
et ZEDO= LOBC, s. o. ED || BC, ja et

ED : BC— 0D : OB,

Joon. 111.

kust
ED:%BC

ED ja BC paralleelsusest jdreldub, et A AED oo A ABC, kust

AE_AD _ED_ 1
AB T AC SR R

17 Iseseisvad to6d elementaarmatemaatikas. 257



s. 0. E on kiilje AB keskpunkt ja punkt D on kiilje AC keskpunkt,
seepdrast EC ja BD on toepoolest mediaanid.

Uurimine. Ulesanne on lahenduv ja tal on iiks lahendus,
kui on voimalik ehitada A BOC, s. o. kui

2 2 e 2
3~mb+§m£>a ja gmp—zm.<a.

Nr. 27. Ehitada kolmnurk kahe antud kiilje ja kolmandale
kiiljele tommatud mediaani jérgi.

Nr. 28. Joonestada ringjoon, mis puudutab antud sirget antud
punktis ja antud ringjoont.

Joon. 112.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et ring-
joon A (joon. 112) on otsitav. Keskpunkt A peab tingimata aset-
sema ristsirgel, mis on tommatud antud punktis K sirgele MN.

Uhendades ringjoonte keskpunktid A ja O sirgega AO ja puute-
punkti C punktiga K sirgega CK, saame vordhaarse kolmnurga
ACK. Tommates keskpunktist O sirge OB || CK kuni 16ikumiseni
KA pikendusega punktis B, saame A AOB, mis on sarnane /\-ga
ACK ja mis on jarelikult ka vordhaarne. Vordusest AB=AO
-jareldub, et KB=CO, s. o. KB on vordne antud ringjoone raadiu-
sega ja seepdrast punkti B asend kui ka sirge BO asend on teada.
Niiviisi voib leida keskpunktile A teise geomeetrilise koha, selleks
on nimelt sirgloigu OB keskristsirge.
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Konstruktsioon. Sirgele MN temal antud punktis K
tombame ristsirge ja votame sellel 16igu KB, mis vordub antud
ringjoone raadiusega. Uhendame punkti B keskpunktiga O ja
sirgloigu BO keskpunktist tombame ristsirge kuni l6ikumiseni KB
pikendusega punktis A, mis ongi otsitava ringjoone keskpunkt. Jaédb
iile ainult punktist A raadiusega AK joonestada ringjoon.
®* Toestus. Konstruktsiooni jargi AB=AO ning KB = CO,
jarelikult AK=AC. Kuid AK on raadius, millega tombame ring-
joone A, jarelikult keskpunktidevaheline kaugus AO vordub raa-
diuste summaga ja seepdrast ringjoon A puudutab antud ring-
joont. Peale selle, nagu ndhtub konstruktsioonist, puudutab ring-
joon A sirget MN sellel antud punktis K, ja seepirast koik iiles-
ande nouded on tdidetud.

Uurimine. Kui votta punktist K tommatud ristsirgel 16ik
KB,, mis vordub antud ringjoone raadiusega, antud sirgest tei-
sele poole, siis, sooritades tdiesti samasuguse konstruktsiooni nagu
enne, saame ringjoone A;, mis puudutab antud ringjoont seesmi-
selt, nii et iildse iilesandel on kaks lahendust: vélimine ja sees-
mine puutumine; kuid voivad esineda juhud, kus on véimalikud
kas kaks vilimist voi kaks seesmist v6i mingi iiks voi isegi mitte
ihtegi puutumist. Lahendite mitmesugused liigid soltuvad ring-
joone O, sirge MN ja sellel asetseva punkti K vastastikusest asen-
dist. Vaatleme koiki juhtumeid, mis voivad esineda.

Sirge MN ja ringjoon O vb6ivad: 1) mitte 16ikuda ega puudu-
tada; 2) puudutada; 3) loikuda.

1. Kui sirgel MN ja ringjoonel O ei ole iihiseid punkte, nagu
see on ndidatud joonisel, on iilesanne alati voimalik ja ta omab
kaht lahendust: iiks seesmine, teine vilimine puutumine.

2. Kui MN puudutab ringjoont O, siis voivad esineda kaks
juhtu:

a) Punkt K ei iihti ringjoone ja sirge puutepunktiga. Sel juhul
iilesandel on ainult iiks lahendus — vilimine puutumine.

b) Punkt K iihtib ringjoone O ja sirge MN puutepunktiga. Sel
juhul muutub iilesanne mairamatuks ja omab I6pmata palju lahen-
dusi, nii seesmiste kui vélimiste puutumistega.

3. Kui MN ja ringjoon O loikuvad, vo6ib esineda kolm juhtu:

a) Punkt K asetseb ringjoonest O viljaspool. Sel juhul omab
tilesanne kaht lahendust: molemad ringjooned puudulavad antud
ringjoont vélimiselt.
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b) Punkt K asetseb ringjoone O sees. Ulesanne omab kaht
lahendust: molemad puutumised on seesmised.

¢) Punkt K on iiks sirge MN ja ringjoone O loikepunktidest.
Et otsitava ringjoone keskpunkt peab sel juhul iihtima punktiga K
ja ringjoone raadius vordub nulliga, siis ei oma iilesanne iihtegi
lahendust.

Nr. 29. Antud raadiusega joonestada ringjoon, mis puudutaB
antud sirget sellel antud punktis.

Nr. 30. Joonestada ringjoon, mis 1dbib antud punkti A ja puu-
dutab antud sirget sellel antud punktis B..

Joon. 113.

Nr. 31. Antud raadiusega joonestada ringjoon, mille kesk-
punkt asetseb antud nurga haaral ja mis teisest haarast 16ikab
dra antud pikkusega koolu.

Nr. 32. Nurga haaral antud punktist joonestada ringjoon, mis
nurga teisest haarast 16ikab édra antud pikkusega koolu.

Nr. 33. Joonestada ringjoon, mis puudutab antud ringjoont sel-
lel antud punktis ja antud sirget.

Analiiiis. Oletame, et ringjoon A (joon. 113) rahuldab néu-
deid, s. o. puudutab ringjoont O sellel antud punktis K ja sirget MN.
Et kahe puuteringi keskpunktid asetsevad puutepunktiga iihel sirgel,
siis otsitav keskpunkt peab tingimata olema sirgel OK. Teisest
kiiljest, tommates punktis K puutuja ringjoonele O kuni 16ikumi-
seni sirgega MN punktis B, ndeme, et otsitav ringjoon puudutab
nurga KBM kaht haara ja seepirast tema keskpunkt peab asetsema
selle nurga poolitajal.
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Konstruktsioon. Uhendame ringjoone' O keskpunkti
antud punktiga K ja témbame punktis K puutuja KB kuni 16ikumi-
seni antud sirgega MN. Kui sirge KB on paralleelne sirgega MN,
siis lahenduse edaspidine kdik on ilmne. Tombame sirgete KB ja
MN poolt moodustatud nurgapoolitaja kuni tema I6ikumiseni sir-
gega OK punktis A. Votame punkti A keskpunktiks ja joonestame
ringjoone raadiusega AK. See ringjoon ongi otsitav.

Toestus. Et punkt A asetseb nurga KBM poolitajal, siis
AK = AZ ja seepirast ringjoon A puudutab sirget MN. Peale selle
nihtub konstruktsioonist, et ta puudutab ka ringjoont O sellel
antud punktis K.

Uurimine. Sirge KB, antud ringjoone puutuja punktis K,
I6ikudes sirgega MN, moodustab kaks korvunurka: KBN ja KBM,
seepirast on iilesandel iildiselt kaks lahendust: iiks keskpunkt A
saadakse OK ja nurga KBM poolitaja 16ikumisel (vélimine puu-
tuja), teine keskpunkt A; tekib OK ja nurga KBN poolitaja 16iku-
misel (seesmine puutuja). Vaatleme koiki voimalikke ringjoone (0]
ja sirge MN vastastikuse asendi juhtusid:

1) Sirgel MN ei ole ringjoonega O iihiseid punkte.

2) Sirge MN puudutab ringjoont O.

3) Sirge MN 16ikub ringjoonega O.

Kui sirgel MN ei ole iihiseid punkte ringjoonega O, siis iiles-
anne on alati lahenduv ja ta omab kaks lahendust — seesmine ja
vélimine puutumine.

Kui MN puudutab ringjoont O, siis voivad esineda kaks juhtu:

a) puutepunkt iihtib punktiga K. Ulesanne muutub méadrama-
tuks ja omab lugematu hulga lahendusi, nii seesmise kui ka vali-
mise puutumisega; :

b) puutepunkt ei ithti punktiga K. Sel juhul on iilesandel
ainult iiks lahendus: vidlimine puutumine.

Kui sirge MN 16ikub ringjoonega, siis voivad esineda kaks ise-
sugust asendit:

a) sirge, loikudes ringjoonega, ei 1dbi punkti K. Ulesanne
omab kaht lahendust — seesmine ja vdlimine puutumine;

b) sirge MN I6ikub ringjoonega ja K on iiks I6ikepunktidest.

Ulesandel sel juhul lahendust ei ole.

Nr. 34. Antud raadiusega joonestada ringjoon, mis 16ikab
antud nurga haaradest dra antud pikkustega koolud.
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Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et noutava
raadiusega ringjoon O (joon. 114) ldikab antud nurga XYZ haara-
dest dra antud 16igud AB=a ja CD =»5. Uhendades keskpunkti
O l6ikepunktidega B ja D ja tommates ristsirged, mérkame, et
kumbki tdisnurkne kolmnurk OEB ja OFD on méidratud hiipote-
nuusi ja iihe kaatetiga, seepdrast on voimalik ehitada molemaid
neid kolmnurki. See konstruktsioon méirab ristlikude OF ja OF
pikkused, s. o. keskpunkti O kaugused antud nurga haaradest, pérast
seda on iilesande lahendus teada.

Konstruktsioon. Votame sirgel XY vabalt valitud punk-
tist K 16igu KL, mis vordub antud 16igu a poolega. Tombame
punktis K ristsirge KM ning punktist L antud raadiusega R mir-

KX

Joon. 114.

gime ristsirgel kaare. Sirge, mis on tommatud punktist M ‘paral-
leelselt haaraga XY, on keskpunkti O iiks geomeetriline koht. Et
saada teine geomeetriline koht, teeme analoogilise konstruktsiooni

vabalt valitud punkti N juures sirgel YZ: votame NP:—’;;

tombame NQ 1| YZ ja loikame seda ristsirget punktist P antud
raadiusega’ R tommatud kaarega. Saadud tdisnurkse kolmnurga
NPQ tipust Q tombame sirge paralleelselt haaraga YZ. Niiviisi
ehitatud kaks geomeetrilist kohta mdadravad loikudes keskpunkti
0. Ringjoon, mis on témmatud keskpunktist O antud raadiusega R,
on otsitav.

Toestus. Tommates punktist O ristsirged OE 1 XY ja
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OF 1 YZ ning ithendades punkti O punktidega B ja D, saame tiis-
nurksed kolmnurgad OEB ja OFD. A OEB—= A MKL (OB—=R =
= ML; OF = MK), ja jarelikult

EB=KL—= ; :
ja seeparast
AB—=2EB=2: 5 =a.
Samuti
AOED = /A QNP AUD — 0P —R+ OF N Yi

ja sellepérast

: FD—=NP—13;
jarelikult,

CD:?FD:Q-%:[).

Niisiis, ringjoon O on tommatud antud raadiusega R ja loikab
nurga haaradest dra noutava pikkusega koolud a ja b, nii et koik
iilesande nouded on rahuldatud.

Uurimine. Et kool ei tohi olla diameetrist suurem, viljen-
duvad iilesande voimalikkuse tingimused vorratustega a < 2R ja
b < 2R. Kui neid vorratusi on arvestatud, on iilesanne alati lahen-
duv. Kui seejuures on eelduseks, et nditeks haarale XY peab tulema
nimelt kool b, on lahendus alati iihene; vastasel korral, kui on iiks-
koik millisel haaral peab olema kool a ja millisel kool b, on iiles-
andel kaks lahendust.

Nr. 35. Antud raadiusega joonestada ringjoon, mis puudutab
antud sirget ja antud ringjoont.

Nr. 36. Antud ringjoone sisse joonestada kolm iihesuurust
ringjoont, mis puudutavad iiksteist ja antud ringjoont.

M Nr. 37. Ehitada romb nurga ja diagonaalide summa voi vahe
jargi.
Nr. 38. Antud raadiusega joonestada ringjoon, mille keskpunkt
asetseb antud nurga haaral ja mis nurga teist haara puudutab.
Nr. 39. Ehitada vordhaarne kolmnurk korguse ja timbermoddu
jargi.
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Nr. 40. On antud kaks punkti; tommata sirge nii, et nendest
punktidest sellele sirgele tommatud ristloigud tulevad antud
pikkusega.

Nr. 41. Antud sektori sisse joonestada ringjoon, mis puudutab
" raadiusi ja sektori kaart.

Nr. 42. Ehitada vordhaarne kolmnurk  tipunurga ja {imber-
moodu jargi.

Nr. 43. Ehitada tdisnurkne kolmnurk teravnurga ja kaatetite
vahe jargi.

Nr. 44. Lébi viljaspool ringjoont asetseva punkti tommata
loikaja nii, et tema seesmine osa vordub antud l6iguga.

Nr. 45. Leida geomeetrilised kohad:

a) antud punktist antud sirge punktideni tommatud sirgloikude
keskpunktidele;

b) punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel kahest paral-
leelsirgest;

c¢) iihise alusega ja vordsete korgustega kolmnurkade tippudele;

d) punktidele, millest antud ringjoonele tommatud puutujad on
vordsed antud pikkusega;

e) punktidele, millest antud ringjoon on ndha antud nurgas
(s. o: igast punktist ringjoonele tommatud kaks puutujat moodus-
tavad omavahel antud nurga);

f) niisuguste ringjoonte keskpunktidele, mis on joonestatud
antud raadiusega ja mis puudutavad antud sirget;

g) antud ringjoont sellel antud punktis puudutavate ringjoonte
keskpunktidele;

h) niisuguste ringjoonte keskpunktidele, mis on joonestatud
antud raadiusega ja puudutavad antud ringjoont (kaks juhtu);

i) koigi koolude keskpunktidele, mis ldbivad ringjoone antud
punkti;

k) punktidele, mis jaotavad koik ringjoone antud punkti ldbi-
vad koolud iihes ja samas vahekorras m : n; a

1) punktile, mille kaugused antud nurga haaradest suhtuvad
nagu m:n; \

m) kahest antud punktist niisugustel kaugustel asetsevale punk-
tile, et nimetatud kauguste ruutude summa on jdav;

n) kahest antud punktist niisugustel kaugustel asetsevale
punktile, et nimetatud kauguste ruutude vahe on jdav.
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§ 3. Sarnasusemeetod.

Mbonel juhul ei ole kasulik hakata kohe ehitama otsitavat kujun-
dit, vaid on parem alustada niisuguse kujundi ehitamisega, mis
otsitava kujundiga on sarnane; pdrast seda on kerge iile minna
noutavale kujundile. Sel juhul jaotatakse andmed kahte klassi:
iihed annavad voimaluse ehitada kujundi, mis on sarnane antud
kujundiga, teised aga on selleks, et sellelt kujundilt {ile minna nou-
tavale. See meetod on eriti kasulik neil juhtudel, kui ainult iiks
antud suurustest on noutava kujundi joonelement, koik teised aga
on nurgad voi kiilgede suhted.

Niiteks kui kolmnurga ehitamiseks on antud kaks nurka voi
nurk ja selle nurga lahiskiilgede suhe v6i kolme kiilje suhted ning

Joon. 115.

peale selle mingi joonelement !(nditeks kiilg, korgus, mediaan,
nurgapoolitaja, sissejoonestatud voi iimberjoonestatud ringjoone
raadius jne.), siis esmalt, jdttes tdhele panemata antud joonele-
mente, ehitatakse antud kujundiga sarnane kujund, parast, kasu-
tades antud joonelementi, ehitatakse otsitav kujund. Sarnasusemee-
todit kasutatakse sageli iihtede kujundite ehitamisel teiste sisse.

Nr. 46. Joonestada ringjoon, mis ldbib kaht antud punkti ja
puudutab antud sirget.

Analiiiis. Oletame, et {ilesanne on lahendatud ja ringjoon O
on otsitav (joon. 115). Keskpunkt O peab ilmselt asetsema rist-
sirgel, mis on tommatud 16igule AB tema keskpunktist. Uhenda-
des keskpunkti O puutepunktiga C ja punktiga B, ndeme, et punkt
O peab seisma iihekaugusel antud sirgest KN ja antud punktist B.
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Ulesanne taandub niiiid jirgmiseks: on antud = NKD ja selle sees
punkt B; noutakse selle nurga haaral KD leida niisugune punkt,
et tema kaugused antud punktist B ja nurga teisest haarast KN
oleksid vordsed.

Seda iilesannet on vdga lihtne lahendada sarnasusemeetodi abil,
sest kui sirgel KD vabalt valitud punktist P tommata sirged
PQ||OB ja PR| OC, siis AKOB ja A KPQ ning AKOC ja
A\ KPR sarnasusest on kerge jireldada, et PQ=PR. Jirelikult,
kui tommata haaral KD vabalt voetud punktist P ristsirge PR haa-
rale KN ja mirkida raadiusega PR sirgel KB punkt Q, siis otsitav
punkt O on sirgega PQ paralleelse ja punkti B ldbiva sirge ning
sirge KD 16ikepunkt.

Konstruktsioon. Uhendame antud punktid A ja B ning
16igu AB keskelt tombame ristsirge DK, mis l6ikab antud sirget
KN punktis K. Uhendame K ja B ning sirgel KD vabalt valitud
punktist P tombame sirgele KN ristsirge PR, raadiusega PR joo-
nestame kaare, mis 16ikub sirgega KB punktis Q. Uhendame P
ja Q ning punktist B tombame sirge BO || PQ. Selle sirge loike-
punkt sirgega DK on otsitava ringjoone keskpunkt O. Tema raadius
on OB.

Toestus. Ringjoon keskpunktiga O ja raadiusega OB on toe-
poolest otsitav: esiteks, et punkt O asetseb 16igu AB keskristsirgel,
siis see ringjoon ldbib ka punkti A. Teiseks, ta puudutab tingimata
sirget KN. Et veenduda selles, on kiillaldane nididata, et sirgele KN
punktist O témmatud ristléik vordub raadiusega OB. Et OB || PQ
konstruktsiooni pohjal ja OC | PR kui kaks ristsirget iihele ja
samale sirgele KN, siis A KOB oo A KPQ ja A KOCoo A KPR.
Nende kolmnurkade sarnasusest jdreldub:

OB _OK . OC__OK
PQ— PK 2 PR PK"
Nendest vorretest saame:
0B_0C
PQ— PR’
Jarelikult OC = OB ja seepdrast ringjoon, mis on joonestatud
raadiusega OB, ldbib punkti C ning sirgete KN ja OC ristseisu
tottu on sirge KN tingimata ringjoone O puutuja, mida oligi tar-
vis toestada.

Uurimine. Ulesanne on lahendamatu: 1) kui punktid 4 ja

B asetsevad antud sirgest KN teine teisel pool; 2) kui punktid A

Kuid PQ = PR konstruktsiooni jargi.
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ja B asetsevad sirgel KN, sest molemal juhul punkte A ja B ldbiv
ringjoon I6ikub tingimata sirgega KN ja ei voi puudutada teda.
Koigil teistel iilejddnud juhtudel iilesanne on lahenduv ja omab
iildiselt kaks lahendust: ringjoon O ja ringjoon O; (joon. 115),
mille keskpunkti saame DK l6ikumisel sirgega BO;, mis on tom-
matud paralleelselt sirgega PS, kus S on raadiusega PR tomma-
tud kaare teine loikepunkt sirgel BK. Peale selle, soltuvalt sir-
gete AB ja KN vastastikusest asendist, voivad esineda jargmised
erijuhud.

1) Sirge KN ldbib iihte antud punktidest, nditeks punkti B.
Ulesanne omab sel juhul iihe lahenduse: otsitav keskpunkt asetseb
AB keskristsirge ja sirgele KN

punktis B tommatud ristsirge T s £
16ikepunktis. .
2) Sirge KN on paralleelne GH—AF
sirgega AB.  Sel juhul oh iiks
A S

lahendus, kusjuures konstrukt-
sioon lihtsustub.

3) Sirge AB on risti sirgega
KN. Sel juhul omab iilesanne
kaht lahendust, kusjuures mélema ringjoone raadiused on vordsed.

Nr. 47. Antud segmendi sisse joonestada ruut nii, et tema kaks
tippu asuksid koolul, teised kaks tippu kaarel.

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja et KZMN
(joon. 116) on ruut, mis on ehitatud antud segmendi AKZB sisse.
- Tommates kaare AKZB keskpunktist O ristsirge OCE Kkiiljele KZ
ning iihendades punktid C ja Z, tombame sirge CZ vabast punk-
tist F ristsirge FH sirgele AB. Kolmnurkade CFH ja CZM sarna-
susest saame:

Joon. 116.

FH :ZM —CF:CZ. ()
Tommates FG || KZ, saame kolmnurkade CGF ja CEZ sarnasusest:
GF : EZ=CF : CZ. (I1)

Vorrete (I) ja (II) vordlemisel saame:
il ZM == GR ZEZ,
Asetades saadud vordes keskmised liikmed iimber ja asendades
GF vordse vaartusega CH, saame:
FH :CH=ZM :EZ =21,
kust
FH = 2CH.



Sellest jareldub, et kui votta sirgel AB punktist C vabalt vali-
tud 16ik CH, AB ristsirgel punktis H 16ik HF kaks korda suurem
kui CH, siis sirge, mis ithendab punkte C ja F, 16ikumisel segmendi
kaarega madédrab otsitava ruudu iihe tipu asendi. ;

Konstruktsioon. Antud segmendi keskpunktist O tom-
bame sirgele AB ristsirge OC ja votame punktist C sirgel AB
vabalt valitud 16igu CH. Punktis H tombame sirgele AB ristsirge
ja votame sellel 16igu HF = 2CH (joon. 116). Uhendame C ja F
ning pikendame CF kuni 16ikumiseni segmendi kaarega punktis Z.

Punktist Z tombame sirgele AB ristsirge ZM ja tombame
ZK || AB. Punktist K tombame sirgele AB ristsirge KN. Niiviisi
saadud nelinurk KZMN on noutav ruut.

Toestus. Tombame FG | AB. Kolmnurkade CGF ja CEZ
sarnasusest saame:

, BZ:GF €2 :CF. (111)
Kolmnurkade CFH ja CZM sarnasusest saame:
M : FH == CZ : CF, (IV)

Vorretest (III) ja (IV) jéreldub:
EZ: GF —ZM:FH,
Vahetades keskmiste liikmete kohad ja mirgates, et GF = CH,
saame:
BT ZMe=CH s FH =1
(konstruktsiooni jargi), kust
EZ— 3 IM.

Kuid E on kdolu KZ keskpunkt (sest raadius OE on risti kooluga
KZ) ja seepirast vordusest

1
EZ:§ZM

jéreldub, et
KZ = ZM.
Uhendades K ja C markame, et
A CKN — A CZM(CK = CZ; ~ CKN — .~ CZM);
jarelikult
NK=2ZM =KZ,

.....

koik nurgad on tdisnurgad ja seeparast KZMN on ruut.
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Uurimine. Kaare AKZB suurenemisel segmendi sisse joc-
nestatud ruudu kiilg suureneb kuni suurima voimaliku vdartuseni,

mis on R V/ 2, millise viirtuse ta saab siis, kui kaar AKZB muu-

tub vordseks %-ga ringjoonest. Kaare edasisel suurenemisel muu-
tub iilesanne lahendamatuks. Niisiis iilesanne on voimalik ja omab
iihe lahenduse sel juhul, kui kaares AKZB ei ole mitte enam kui
270 kaarekraadi.

Nr. 48. Antud sektori sisse ehitada ruut nii, et kaks tema tippu
asuksid kaarel ja teised kaks raadiustel.

Analiiiis. Oletame, et iiles- s
anne on lahendatud ja et ruut Cimra
KZMN (joon. 117) on joonesta- o
tud antud sektori AOB sisse. -
Uhendades keskpunkti O ruudu
tipuga Z, lastes ristsirge OP sir-
gele KZ ja tommates sirgel OZ N Vic/ ™M
vabalt valitud punktist E sirge 20
EF||KZ, ED||ZM ja DC | EF,
méarkame, et kolmnurkade OFE 0
ja OPZ sarnasuse tottu saame: Joon. 117.

FE PL#=0F ;0L (I)
ning kolmnurkade ODE ja OMZ sarnasusest:

DE : MZ— OE : 0Z; (11)
vorretest (I) ja (II) jéreldub: :
FE :PZ—=DE : MZ,

ehk, asetades keskmised liikmed {imber:
FE:DE—PZ:MZ—=1:2,

FE:CD:%DE.

Sellest selgub, et kui sirgel OP vabalt valitud punktis tommata
ristsirge CD ja punktis D tommata DE | CD ning votta DE = 2CD,
siis sirge OE loikab sektori kaart punktis, mis saab iiheks ruudu
lipuks. -

Konstruktsioon. Poolitame sirgega OS nurga AOB,
mille moodustavad sektori raadiused. Sellel sirgel vabalt valitud
punktis tombame temale ristsirge CD kuni 16ikumiseni sirgega OB,
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punktis D tombame ristsirge sirgele CD ja votame temal 16igu
DE==2CD.

Uhendame punktid O ja E ning pikendame sirget OE kuni 16i-
kumiseni sektori kaarega punktis Z. Punktist Z tombame ZM || OS
ja ZK 1 OS; punktist K tombame KN || OS ning {ihendame punk-
tid M ja N. Kujund KZMN on noutav ruut.

Toestus. Et raadius OS on risti kooluga KZ, siis KP = PZ.
Tommates EF || ZK, saame kolmnurkade OFE ja OPZ sarnasusest:

PZibBEe—=070F.
Kolmnurkade OED ja OZM sarnasusest:

ZM S ER Q08
jarelikult

PZ . FE—=MZ: DE,

kust keskmised liikmed timber asetades ja asendades FE vordse
suurusega CD, saame:

P4y M= Cl)abi e d 2
(konstruktsiooni jargi), ja jarelikult:
PZ— MZ,

et aga PZ on pool loigust KZ, siis KZ= MZ. Uhendades O ja K
mirkame, et A ONK=A OZM (OK=—O0OZ kui raadiused;
Z OKN = £ OZM, sest igaiiks neist tdiendab vordse’d nurki
OKZ ja OZK 90°ni; L NOK= ~2MOZ, sest igaiiks neist tdien-
dub kuni pooleni £ AOB vordsete nurkadega). Nende kolmnurkade
kongruentsusest jareldub, et NK = ZM. Jirelikult nelinurk KZMN,
omades kolm vordset kiilge (NK=MZ=KZ) ja konstrukt-
siooni jargi kaks tdisnurka (L NKZ ja LMZK), mis aset-
sevad vordsete kiilgede vahel, on ruut.

Uurimine. Sektori raadiustest:- AO ja BO moodustatud
nurga AOB suurenemisel suureneb sissejoonestatud ruudu kiilg
KZ kogu aeg kuni saavutab suurima voimaliku vdartuse, s. o. kuni

ta muutub vordseks R v/ 2, kus R=—AO. See toimub siis, kui
~£ AOB saab vaartuse 270° sel juhul ruudu kiilg saab vordseks
vahemaaga A ja B vahel. Edaspidisel nurga AOB suurenemisel
muutub iilesanne lahendamatuks.' Niisiis, iilesanne on voimalik ja
omab iihe lahenduse, kui £ AOB ei iileta 270°.
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Nr. 49. Ehitada kolmnurk tipunurga, korguse ja nende 16ikude:
suhte jirgi, milleks korgus jaotab aluse.

Nr. 50. Joonestada sisse ruut: 1) antud kolmnurka; 2) antud
sektorisse; 3) antud segmenti.

Nr. 51. Lédbi antud punkti tommata sirge nii, et kolm antud
sirget, mis ldhtuvad iihest punktist, 16ikaksid otsitavast sirgest dra
antud vahekorras olevad 1oigud.

Nr. 52. Léibi ringjoonel antud punkti A tommata kool AD, mis
l6ikuks antud kooluga BC niisuguses punktis E, et 16igud DE ja
DC oleksid antud vahekorras.

Nr. 53. Tommata kolmnurga sees alusega paralleelne 16ik nii,.
et see loik oleks keskmiseks vordeliseks iihe kiilje loikudele.

Nr. 54. Ehitada vordhaarne kolmnurk, kui on teada tema haar
ning korguse ja aluse summa.

Nr. 55. Antud sirgel leida niisugune punkt, et selle kaugus
antud punktist ja kaugus teisest antud sirgest oleks antud vahe-
korras.

§ 4. Paralleelliikke-meetod.

Sageli on kasulik asetada antud voi otsitava kujundi moned
osad timber teise asendisse, milles on kergem selgitada antud ele-
mentide ja otsitavate elementide vahelisi seoseid. On olemas mitme-
sugused niisuguse iimberasetuse votted.

Meie vaatleme paralleels»ef iilekannet ehk 8
paralleelliiket.

Nr. 56. Ehitada kolmnurk tema kolme £ D
antud mediaani jargi.

‘Antud on: m, ms, m.. 0

Analiiiis. Oletame, et iilesanne on A £ c
lahendatud ja et A ABC (joon. 118) on
otsitav. Tommates selles kolmnurgas tema G
mediaanid AD, BF, CE, mirkame, et /\-s Joon. 118.

AOC on teada kaks kiilge
el e 2
AO_?ma, CO :gmc
ja kolmanda kiilje mediaan
OF :% ny,

seepdrast on konstruktsiooni kerge teha.
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Konstruktsioon. Ehitame A OGC kolme kiilje jargi:
4 AN 2
OG:§m,,, OC_ﬁﬁmc, GC=§ma

ja taiendame ta rodpkiilikuni. Tombame selles roépkiilikus diago-
naali AC ja pikendame AO kuni punktini D, nii et AD=m,, ja
CO kuni punktini E, nii et CE=m, (joon. 118). Tommates sir-
ged AE ja CD, saame nende loikumisel tipu B. Kolmnurk ABC on
otsitav.
Toestus. Uhendades punktid £ ja D méarkame, et

A EOD > A\ AOC
riurkade vordsuse tottu, sest

L AOC == &£ EOD;
ja nende nurkade ldhiskiilgede vordelisuse tottu. Kolmnurkade sar-
nasusest jareldub, et ED || AC ja et

ED:AC=EO:0C,

$:50. et
ED — J AC.
ED ja AC paralleelsuse tottu on
/A BED oo A BAC,

kust saame: i

EB DR _ED |

AB LD AT T I
millest:

g Vg
BE—_—§ AB; BD __§BC,

s. 0. punktid £ ja D on kiilgede AB ja CB keskpunktid ja seeparast
CE ja AD on toesti kolmnurga ABC mediaanid, neil on konstrukt-
siooni pohjal noutav pikkus. Uhendades tipu B vastaskiilje kesk-
punktiga F, saame kolmanda mediaani BF, mis ldbib tingimata
punkti O ja jaguneb selles vahekorras 2 : 1. Jédrelikult BO = 2 - OF,
kuid

OF:—;—OG:%(%mb): %mb.

Niisiis, BO:% my, ja jarelikult BF =m,, s. o. ka kolmas medi-

aan on noutava pikkusega.
Uurimine, Ulesanne on lahenduv ja omab iihe lahenduse,
kui on voimalik ehitada A OCQG, s. o. kui

2 2 2 Ry 2 2
3 Ma 5 My => 5 M Ja 3 Mg — 5 My <5 M.
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Jéarelikult kolme mediaani jargi kolmnurga ehitamise voimalikkuse
eeldused seisnevad selles, et kahe mediaani summa oleks suurem
kolmandast ning vahe vdiksem kolmandast.

Nr. 57. Ehitada trapets tema nelja antud kiilje jargi.
Analiiiis. Kui ABCD (joon. 119) on otsitav trapets, siis,
tommates sirge BE || CD, mairkame, :
et A-s ABE on teada koik kolm kiil-
ge: AB—a, BE=—c ja AE=d— ). B b £
Konstruktsioon. - Ehitame
A ABE kolme kiilje jargi, tipust B .
tombame sirge paralleelselt sirgega
AE ja votame sellel 16igu BC=b. g d-b \F D
Lébi punkti C tombame sirge paral- P
leelselt sirgega BE kuni loikumiseni Joon. 119.
AE pikendusega punktis D. Trapets
ABCD on otsitav.
Toestus. Kujund ABCD on toepoolest trapets, sest et
BC || AD; selles trapetsis kiilg AB=a; BC=b;
AD —AE +ED—d — b+ b=d.

Niisiis on trapetsis ABCD koik neli kiilge noutava pikkusega.
Uurimine, Ulesanne on lahenduv ja omab iihe lahenduse,
kui on voimalik ehitada A ABE, s. o. kui

a+c>d—bjaa—c<d—b.

[}

r B

Joon. 120.

Nr. 58. Ehitada nelinurk ABCD (joon. 120), teades kaiki tema
kiilgi ja 16iku EF, mis ithendab vastaskiilgede keskpunkte.

18 Iseseisvad to6d elementaarmatemaatikas. 273



Lahendus. Oletame, et iilesanne on lahendatud ja nelinurk
ABCD (joon. 120) on otsitav. Et lihendada antud 16ikusid teine-
teisele, teeme kiilgedega AD ja BC paralleelliikke, nii et kiiljed
AD ja BC lihevad asendisse ED, ja EC,. Siis sirgléik DD, on
vordne ja paralleelne sirgloiguga AE ning sirgloik CC, on vordne
ja paralleelne sirgloiguga EB; kuid et AE = EB, siis DD, = CC,
ja DD, || CC,. Selle tottu kolmnurgad DD,F ja CC,F on kongru-
enised  (sest neil: DDy = CCy, ' DE=CF ja £ D\DF — ~ FEC);
tahendab £ D\FD =  CFC, ja seepdrast joon D\FC, peab olema
sirge, s. o. kujund ED,FC; on kolmnurk. Selles kolmnurgas on
teada kaks kiilge (EDy=AD; EC,=BC) ja mediaan EF, mis on
tommatud kolmandale kiiljele. Nende andmete jiargi on kolmnurka
kerge ehitada (kui pikendame mediaani EF punktist F tema pikkuse
vorra ja saadud punkti iihendame punktidega D, ja C,, siis saame
roopkiiliku, milles on teada kiiljed ja iiks diagonaal). Saanud
A\ ED,C,, ehitame kolmnurgad D,DF ja C,CF ning seejarel kogu
nelinurga ABCD.

Nr. 59. Ehitada nelinurk kolme kiilje a, b, ¢ ning kahe nurga
a ja B jargi, mis on neljanda kiilje ldhisnurkadeks.

Nr. 60. Ehitada trapets tema iithe nurga, kahe diagonaali ja
keskloigu jargi.

Nr. 61. Kahele antud ringjoonele tommata iihine 16ikaja, mis
on paralleelne antud sirgega, nii et 16ikepunktidega madaratud
koolude summa vo6i vahe vordub antud pikkusega.

Nr. 62. Ringis on antud kaks koolu AB ja CD. Leida ring-
joonel niisugune punkt X, et sirged XA ja XB loikaksid koolust édra
antud pikkusega 16igu. (Paralleelliikke- ja geomeetriliste kohtade
meetod.)

Nr. 63. Ehitada nelinurk, teades nelja kiilge ja kahe vastas-
kiilje vahelist nurka.

Nr. 64. Ehitada nelinurk, teades tema diagonaale, kaht vas-
taskiilge ja nendevahelist nurka.

§ 5. Punktide geomeetriline koht ruumis.

Punktide geomeetriliseks kohaks ruumis on enamasti kas pind
voi joon. Kui punktide geomeetriline koht ruumis on joon, on
teda sageli otstarbekohane vaadelda kahe teise geomeetrilise koha
loikejoonena — kahe pinna ldikejoonena. Ulesannetes geomeetri-
liste kohtade otsimiseks ja ehitamiseks on olulised jirgmised kaks
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momenti. Olgu kujund F otsitav geomeetriline koht. Niisugusel
korral toestatakse:

1) Iga punkt, mis omab vaadeldavaid omadusi, kuulub kujun-
dile F.

2) Kujundi F iga punkt omab vaadeldavat omadust.

Need kaks momenti vastavad otsesele ja poordteoreemile. Neil
juhtudel, kui lahendus on lihtne ja kohe selge, jdetakse pdordteo-
reem sageli toestamata.

Leida geomeetrilised kohad.

Nr. 1. Ruumi punktidele, mis on vordsetel kaugustel kahest
antud punktist.

Nr. 2. Ruumi punktidele, mis on vordsetel kaugustel kolmest
antud, mitte iihel sirgel asetsevast punktist.

Nr. 3. Ruumi punktidele, mis on vordsetel kaugustel kahest
paralleelsest tasapinnast.

Nr.. 4. Ruumi punktidele, mis on vordsetel kaugustel kahest
16ikuvast tasapinnast.

Nr. 5. Ruumi punktidele, mis asetsevad antud punktist O kau-
gusel a.

Nr. 6. Ruumi punktidele, mis asetsevad antud tasapinnast P
kaugusel a.

Nr. 7. Ruumi punktidele, mis asetsevad antud sirgest A4,
kaugusel a.

Nr. 8. Ruumi punktidele, mis on vordsetel kaugustel kahest
paralleelsest sirgest.

Nr. 9. Ruumi punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel
kolmetahulise nurga tahkudest.

Nr. 10. Ruumi punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel
kahest 16ikuvast sirgest.

Nr. 11. Ruumi punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel
kolmetahulise nurga servadest.

Nr. 12. Kaugus punktist A tasapinnani P on a. Leida geomeet-
riline koht niisugustele ruumi punktidele, mis asetsevad punktist A

ja tasapinnast P kaugusel %a.

Nr. 13. Sirge AA, on paralleelne tasapinnaga P ja asetseb
temast kaugusel a. Leida geomeetriline koht niisugustele ruumi
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punktidele, mis asetsevad sirgest AA, ja tasapinnast P kaugu-

sel%a.
Nr. 14. Loik AB omab pikkuse 2a. Leida geomeetriline koht
niisugustele ruumi punktidele, mis asetsevad punktidest A ja B

kaugusel %a.
Nr. 15. Paralleelsete sirgete A4, ja BB, kaugus teineteisest
on 2a. Leida geomeetriline koht niisugustele punktidele, mis kum-

mastki sirgest asetsevad kaugusel %a.

Leida geomeetriline koht:

Nr. 16. Punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel kolm-
. nurga kolmest kiiljest.

Nr. 17. Punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel ring-
joone punktidest.

Nr. 18. Punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel rombx
neljast kiiljest.

Nr. 19. Punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel vord-
haarse trapetsi neljast tipust.

Nr. 20. Leida ruumis niisugune punkt M, mis asetseb antud
ristkiiliku tippudest A, B, C ja D antud kaugusel a.

Nr. 21. Leida punkt, mis asetseb vordsetel kaugustel neljast
mitte iihel tasapinnal asetsevast punktist A, B, C ja D.

Leida geomeetriline koht:

Nr. 22. Sirgetele, mis loikavad antud sirget a ja ldbivad
antud punkti A viljaspool seda sirget.

Nr. 23. Sirgetele, mis l6ikavad antud sirget a ja on paralleel-
sed teise sirgega b (a ja b ei 16iku).

Nr. 24. Sirgetele, mis loikavad paralleelseid sirgeid a ja b.

Nr. 25. Sirgetele, mis on risti antud sirgega AB ja ldbivad
sellel sirgel antud punkti C.

Nr. 26. Punktidele, mis asetsevad vordsetel kaugustel kolmest
mitte {ihel tasapinnal asetsevast paralleelsest sirgest a, b ja c.

Nr. 27. Sirgetele, mis ldbivad antud punkti ja on paralleelsed
antud tasapinnaga P.

Nr. 28. Sirgetele, mis on puutujaiks kerale ja on paralleelsed
antud sirgega.
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Nr. 29. Kerapinna puutujatele, mis on témmatud 1dbi antud
punkti A.

Nr. 30. Niisuguste kerade keskpunktidele, mille raadius on R
ja mis on puutujaiks Kerale raadiusega r.

Nr. 31. Ruumvordsete piliramiidide tippudele, millel on {ihine
pohi.

Nr. 32. Sirgetele, mis l6ikavad sirget AA; punktis B antud
nurgi a.

Nr. 33. Sirgetele, mis loikavad tasapinda P punktis A ja moo-
dustavad selle tasapinnaga nurga a.

Nr. 34. Niisuguste kerapindade keskpunktidele, mille raadius
on R ja mis ldbivad punkti A.

Nr. 35. Kerade keskpunktidele, mis puudutavad kolmetahulise
nurga tahke.

Nr. 36. Lébi ruumis antud punkti A tommata antud sirgega a
paralleelne sirge.

Nr. 37. Leida ruumis véljaspool sirget @ voetud punkti A kau-
gus sellest sirgest.

Nr. 38. Libi ruumis antud véljaspool sirget a asetsevast punk-
tist A tommata ristsirge sirgele a.

Nr. 39. Lébi antud punkti M tommata sirge, mis 16ikab kaht
antud sirget a ja b, mis ei asetse iihel tasapinnal.

Ndpundide. Otsitav sirge ldbib punkti M ja loikab sirget a,
seepdrast ta asetseb tasapinnal P, mis on méddratud punktiga M ja
sirgega a; sama sirge peab asetsema tasapinnal Q, mis ldbib
punkti M ja sirget b, jérelikult on otsitav sirge tasapindade P
ja Q loikesirge.

Nr. 40. On antud tasapind P ja sellest viljaspool kolm punkti
A, B ja C, mis ei asetse iihel sirgel. Tasapinnal P ehitada punkt,
mis on kolmest antud punktist vordsetel kaugustel.

Nédpundide. Otsitav punkt on tasapinna P loikepunktiks
selle sirgega, mis on risti kolme antud punkti A, B, C libiva tasa-
pinnaga ja ldheb ldbi kolme punkti A, B, C tommatud ringjoone
keskpunkti.

Nr. 41. Leida ruumis niisugune punkt, mis asub mitte iihel
sirgel asuvast kolmest punktist A, B ja C antud kaugusel a.

Nédpundide. Tombame sirge OM, mille punktid on iihekau-
gusel punktidest A, B ja C. Liabi selle sirge ja punkti B votame
tasapinna. Selles tasapinnas punktist B joonestame ringjoone raa-
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diusega a. Ringjoon loikab sirget OM kahes punktis. Need punk-
tid on otsitavad.

Nr. 42. Viljaspool tasapinda P asetsevast punktist M tom-
mata sirge, mis on paralleelne tasapinnal P asetseva sirgega.

Nr. 43. Tasapinnal P tommata viljaspool tasapinda P _aset-
seva ja tasapinnaga P paralleelse sirgega paralleelne sirge.

Nr. 44. Lébi antud sirge a tommata teise, sirgega a mitte 16i-
kuva, sirgega b paralleelne tasapind.

Nédpundide. Labi sirgel a vabalt valitud punkti A tombame
sirge ¢ paralleelselt sirgega b. Labi kahe Il6ikuva sirge a ja ¢
votame tasapinna P. Tasapind P on otsitav. Kui a || b, siis iga
tasapind, mis ldbib a, on paralleelne 51rgega b (vélja arvatud tasa-
pind, mis 1dbib a ja b).

Nr. 45. On antud kaks mitte 16ikuvat sirget @ ja b ning
punkt M viljaspool neid sirgeid. Labi punkti M tommata sirge-
tega a ja b paralleelne tasapind.

Ndpundide. Labi punkti M tombame sirge a, | a ja b, || b.
Tasapind, mis 1dbib sirgeid a; ja b, on otsitav. Kui a ja b on paral-
leelsed, on iilesandel l6pmata palju lahendusi.

Nr. 46. Labi punkti M tommata sirge, mis on ortogonaalne
(risti) antud sirgega a ja paralleelne antud tasapinnaga P.

Nédpundide. Léabi punkti M votta tasapind Q L a ja tasa-
pind R, mis on paralleelne tasapinnaga P. Tasapindade Q ja P
16ikejoon on otsitav sirge.

Nr. 47. Ehitada sirge, mis on paralleelne antud sirgega a ja
16ikab kaht teist, mitte iihel tasapinnal asetsevat sirget b ja c.

Lahendus. Labi sirgel b vabalt valitud punkti B tombame
sirge m ||\@. Lébi kahe l6ikuva sirge m ja b tombame tasapinna P,
mis on paralleelne sirgega a. Tapselt samuti 1dbi sirgel ¢ vabalt
valitud punkti C tombame sirge n || a. Ldbi kahe loikuva sirge n
ja ¢ votame tasapinna Q, mis samuti on paralleelne sirgega a.
Sirge MN, tasapindade P ja Q ldikejoon, 16ikab sirgeid b ja c, sest
ta asetseb kummagagi neist iihel tasapinnal ja on samal ajal
paralleelne sirgega a kui kahe niisuguse tasapinna 16ikejoon, mil-
ledest kumbki on paralleelne sirgega a.

Nr. 48. On antud kaks mitteldikuvat sirget a ja b ja tasapind
P || a. Sirged a ja b loigata kolmanda sirgega nii, et see kolmas
sirge oleks paralleelne tasapinnaga P ja risti sirgega a.
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Nédpundide. Lédbi sirge a votame tasapinna Q, paralleelse
tasapinnaga P.

Olgu punkt B sirge b ja tasapinna Q 16ikepunkt. Labi punkti B
tombame BD | a. Sirge BD on otsitav.

Nr. 49. Kuubi (joon. 121) servadel on voetud punktid E, F
ja G, kusjuures kaks neist, E ja F, asetsevad iihel tahul, aga kol-
mas paralleelsel tahul. Ehitada kuubi 16ige tasapinnaga, mis 1dbib
kolme punkti E, F ja G.

Nédpundide. Uhendame punktid
E ja F, mis asetsevad tahul BB,C,C.
Ldbi tahul AA,D,D asetseva punkti
G tombame sirge GH || EF. Uhendame
punktid H ja E. Labi punkti F tombame

8% c
e / F
/ 4
A /
1/ 8
H \t\
E e
b 5 \
7 \
I/ B ‘/ \\E
A A 8
Joon. 121. Joon. 122.

FK || EH, iihendame punktid G ja K; viisnurk HEFKG (joon. 121)
on- otsitav loige.

Nr. 50. Kuubi (joon. 122) servadel on vdetud kolm punkti
E, F ja G, kusjuures mitte mingisugused kaks punkti ei asetse
tihel ja samal tahul. Ehitada kuubi 16ige tasapinnaga, mis 1&dbib
kolme punkti E, F ja G.

Nidpundide. Ulesande lahendamiseks leiame veel iihe loike-
punkti ithel kuubi serval, seejdrel taandub iilesanne eelmiseks.

Ldbi punkti F tombame sirge FF,, mis on paralleelne kuubi
servaga AA,. Lébi sirge FF, ja punkti E votame tasapinna, mis
16ikub kuubi vasaku kiiljetahu tasapinnaga sirget MN mdoda.
Punktid £ ja F kuuluvad otsitavale Iikele, seepérast sirge EF iga
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punkt kuulub l6ikepinnale. Jdrelikult ka punkt M (EF ja vasaku
kiiljetahu 16ikepunkt) kuulub sellele tasapinnale. Uhendame kaks
punkti M ja G; et need punktid mélemad kuuluvad I6ikepinnale,
siis neid ldbiva sirge iga punkt asetseb otsitaval lGiketasapinnal,
jarelikult ka punkt H (sirge GM ja kuubi serva l6ikepunkt) kuu-
lub sellele tasapinnale. Kuid niiid taandub iilesanne eelnevale
iilesandele, sest 16ike antud punktide £, F, G, H seast kaks, G ja H,
asetsevad iihel tahul.

Nr. 51. Vottes vabalt kolm punkti kuubi servadel nii, et 1) kaks
neist asetsevad iihel tahul v6i 2) mitte mingisugused kaks punkti ei
asetse iihel tahul, ehita-
da kuubi tasapinnaline 16i-
ge, mis l4dbib antud punkte.

Nr. 52. On antud kaks
mitteldikuvat sirget AB ja
CD. Kummastki neist ehi-
tada 14dbi tasapind nii, et
need tasapinnad oleksid
paralleelsed.

Nr. 53. Ehitada sirge
nii, et ta loikaks molemat
kaht kiivsirget a ja b téis-
nurgi. Toestada, et selle
sirge 16ik on koige lithem
sirgete a ja b vahelistest
16ikudest.

Lahendus. Olgu a ja b kiivsirged (joon. 123). Labi sirge a
votame tasapinna P, mis on paralleelne sirgega b. Sirgel b vabalt
valitud punktist A tombame tasapinnale P ristsirge AB. Libi kahe
16ikuva sirge b ja AB votame tasapinna Q. Olgu tasapindade P ja
Q ldikejoon BC ning antud sirge a ja sirge BC l6ikepunktiks D.
Tasapinnal Q lébi sirgete BC ja a 16ikepunkti D tombame sir-
gega AB paralleelse sirge DE. Sirgloik DE ongi otsitav. Toepoo-
lest, DE on risti tasapinnaga P, sest DE | AB, teisest Kkiiljest
DE 1 b, sest b | AB, aga DE || AB. Igasugune teine sirgloik, néi-
teks AX, on tasapinna P kaldldik ja on seepirast suurem kui AB
voi ED.

Nr. 54. Ehitada nurk, mis vordub kahe kiivsirge vahelise nur-
gaga ja mille tipp on antud punktis.

Joon. 123.
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Nr. 55. Ehitada lithim sirgloik kuubi serva ja kuubi selle dia-
gonaali vahel, mis ei 16ika antud serva.

Nr. 56. Léibi kahetahulise nurga tahkudest viljaspool asetseva
punkti M ehitada tasapind, mis on iihtviisi kaldu kahetahulise
nurga tahkude suhtes.

Nidpuniadide. Kahetahulise nurga tahkudel votame sirged
a ja b paralleelselt tema servaga AB ja sellest vordsetel kaugustel.
Ldbi kahe paralleelse sirge @ ja b votame tasapinna P. Lébi
punkti M ehitame tasapinna Q, mis on paralleelne tasapinnaga P.
Tasapind Q on otsitav.

Nr. 57. Tasapinnal P on antud kaks sirget a ja b, viljaspool
tasapinda P on antud sirge c. Sirgel ¢ leida punkt, mis asetseb sir-
getest a ja b vordsetel kaugustel.

Nr. 58. Antud on tasapind P ja sellest viljaspool 16ikuvad sir-
ged a ja b. Tasapinnal P leida sirge, mille iga punkt on vordsetel
kaugustel sirgetest a ja b.

Nr. 59. Labi antud punkti M ehitada tasapind, mis on risti
tasapindadega P ja Q. '

Nr. 60. Punktist A, mis asetseb tdisnurkse kahetahulise nurga
ithel tahul, tommata ristsirge sirgele MN, mis asetseb selle nurga
teisel tahul.

Nr. 61. Labi punkti M ehitada tasapind, mis on risti tasapin-
naga P ja paralleelne sirgega a.
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