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Funktsioonide lahendamine kuupsplainidega, kus splaini
teise tuletise vaartused rajapunktides on vordsed nulliga

Bakalaureusetoo
Patrik Nukka

Liihikokkuvote. Kéesolevas bakalaureusetoos késitletakse funktsioonide lahen-
damist kuupsplainidega olukorras, kus splaini teise tuletise vadrtused rajapunkti-
des on vordsed nulliga. T'66 eesmérgiks on anda hinnang interpoleerimisel tekkivale
veale ning kinnitada saadud tulemusi numbriliste nédidetega. Naidisfunktsioonide
interpoleerimine on realiseeritud programmeerimiskeeles Python.

CERCS teaduseriala: P130 Funktsioonid, diferentsiaalvorrandid.
Marksonad: Kuupsplainid, veahinnangud, interpolatsioon, numbriline ldhenda-
mine, ligikaudsed meetodid.

Approximation of functions by cubic splines with natural
boundary conditions

Bachelor’s thesis
Patrik Nukka

Abstract. In the following bachelor’s thesis the interpolation of functions by cu-
bic splines is considered with natural boundary conditions. The purpose of the
thesis is to estimate the interpolation error and to give numerical examples. The
numerical examples have been implemented in the Python environment.
CERCS research specalisation: P130 Functions, differential equations.
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Sissejuhatus

Kaesolevas t60s késitletakse funktsioonide ldhendamist kuupsplainidega. Nagu voib
lugeda t66st [1], veel kiillalt hiljuti kasutasid insenerid paindlike joonlaudu, et
tommata siledaid koverad 1abi etteantud punktide. Selliseid joonlaudu nimetati
“splainideks”, sealt tuli ka matemaatikasse sona splain. Splainde kasutamine inter-
poleerimiseks on viga populaarne, sest suure interpolatsioonisolmede arvu korral
poliinoomidega interpoleerimine ei ole viaga praktiline. Néiteks interpoleerimisel
Newtoni interpolatsioonipoliinoomiga on selle aste ainult iithe vorra vaiksem, kui
interpolatsioonisolmede arv. Kuupsplainidega intepoleerimise kohta voib pikemalt
lugeda niiteks raamatutest [1] ja [9].

Kuupsplainidega interpoleerimist on varasemalt uuritud mitmes bakalauruset6os
(vt néiteks [4], [8]), kuid kuupsplaine, kus splaini teise tuletise vddrtused on raja-
punktides vordsed nulliga, ei ole nendes késitletud.

Kuupsplaini defineerimiseks jaotatakse 16ik [a, b] koigepealt osaldikudeks vorgu A
abil, mis koosneb punktidest a = x¢o < 1 <--- < xy = b, kus N on etteantud natu-
raalarv. Seejédrel noutakse, et 16igul [a, b] kaks korda pidevalt diferentseeruv funkt-
sioon Sa oleks igal osaldigul [z;_1,2;], j=1,2,..., N, kolmandat jarku poliitnoom.
Niisugust funktsiooni Sa nimetatakse kuupsplainiks.

TG66 esimeses osas (peatiikid 1-2) konstrueerime kuupsplaini, mis rahuldab tingi-
musi Sa(z;) = f(z;), 7=0,1,..., N vorgul A, mille theseks médramiseks nduame
lisaks, et see rahuldaks rajatingimusi SX(zo) = SX(zn) = 0. Esitame funktsiooni
Sa suuruste M;:= SX(z;), 7=0,1,..., N, kaudu ning néitame, et selline splain on
vaadeldavate rajatingimuste korral iiheselt méaéaratud.

Peatiikis 3 leiame hinnangud suurustele

ﬁl[aa’};HSA(x)_f(x)L £3§]|S’A($)—f’(x)|, ;naXIS (z) = f"(2)],

kus f on neli korda pidevalt diferentseeruv funktsioon.

Peatiikis 4 uurime kuupsplaini Sx méérava lineaarse vorrandisiisteemi maatrik-
si poordmaatriksi leidmist sel juhul, kui osaldigud [z;_1,z;] (j = 1,2,...,N) on
vordse pikkusega.

Viimases peatiikis (peatiikk 5) toome kolm numbrilist néidet, et demonstreerida
funktsioonide ldhendamist peatiikis 2 konstrueeritud kuupsplainidega.
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1. Kuupsplaini definitsioon

Olgu meil antud 16ik [a,b], kus a,b € R ning a < b. Votame naturaalarvu N > 3 ja
jaotame 16igu [a, b] punktide x; € [a,b] abil N osaldiguks [z;_1,x;] nii, et x;_4 < z;,
7=1,2,...,N. Hulka

A::{xo,xl,...,x]v|a:xo<x1<...<xN:b}, (1.1)

nimetatakse vorguks 16igul [a, b]. Punkte xg, z1, ..., xy nimetatakse vorgu A solme-
deks.

Otsime 16igul [a,b] kaks korda pidevalt diferentseeruvat funktsiooni Sa, mis igas
osaloéigus [x;_1, ;] on kuuppoliinoom.

Definitsioon 1. Loigul [a,b] madratud funktsiooni Sn = Sa(x), mis rahuldab

tingimuss
(i) Sa on kuuppoliinoom igas osaloigus [xj-1,x;], kus j=1,2,...,N ehk
Sa() = a;j+ Bi(x —xj1) +75(x —2j0)* + (0 - 2j1)°, w e [wj0,75], oy, B,
’)/j, 5] € R7

(i1) Sa € C?[a,b], see tihendab, et funktsioon Sa on loigul [a,b] kaks korda
pidevalt diferentseeruv,

nimetatakse vorgule A vastavaks kuupsplainiks.

Olgu vorgul A ette antud funktsiooni f = f(x) véértused fo, f1,..., fn, fi:= f(z;),
j=0,1,...,N.

Definitsioon 2. Kuupsplaini S, mis rahuldab jdrgmisi tingimusi
SA(ZL’j):fj, j=0,1,...,N7 (12)

nimetatakse vorgu A solmedes vadartust fy, f1,..., fv interpoleerivaks kuup-
splainiks.

Tingimusi (1.2) nimetatakse interpolatsioonitingimusteks.

Kuna meil on N osaloiku ning igas osaldigus me vajame Sa(z) méadramiseks 4
parameetrit (o, 5;, v;, 6;), siis kokku tuleb méérata 4N parameetrit. Seejuures
paneme téhele jargmist.



e Tuletiste S(Ak) (k =0,1,2) pidevus sisesdlmedes x1, xs, ..., xy_1 annab meile
3 (N -1) lisatingimust.

e Interpolatsioonitingimused (1.2) annavad veel N + 1.

See tahendab, et lisaks tingimustele (1.2) on kuupasplaini Sa kordajate leidmiseks
vaja ette anda veel kaks lisatingimust. Edasi hakkame vaatlema juhtu, kus nouame,
et My =0, My =0. Teisi juhte saab vaadata néiteks raamatust [9], Ik 97.



2. Kuupsplaini esitus

2.1 Susteemi koostamine

Valime 16igu [a,b], kus a,b € R, a < b ning fikseerime naturaalarvu N > 3.
Tahistame M;:= SX(z;), j = 0,1,...,N ning votame M, = 0, My = 0. Dife-
rentseerides kaks korda definitsiooni 1 punktis (i) antud avaldist, saame vorduse

SX(QS') 22’}/]'4-6(5]'(1'—1’]'_1), X € [[L’j_l,fﬁj].

Tingimustest SX (x;-1) = M;_1 ja SX(z;) = M; saame jérgmise vorrandisiisteemi

kordajate o ja [3; madramiseks:

Mj—l = 2,
Mj = 2’yj+65j(acj—xj_1).
Siisteemi lahendiks on .
{ Y= 3Mj,
5; = M
J 6(zj—x;-1)

Jarelikult splaini Sa teist jarku tuletis 16igus [z;-1,2;] avaldub kujul

Si(z) = Mj—lw + ij L
h; h;

(2.1)

(2.2)

kus h; = x; — x;_;. Interpolatsioonitingimustest Sa(z;-1) = f;-1, Sa(x;) = f; ning

seosest (2.1) saame

{fj—l = Gy,

- M;+2M;-1 32
fj = a]+ﬁjhj+Th]7

kus a; ja f5; on otsitavad. Stisteemi (2.3) lahendiks on

{ a; = fi1,

8, = fi=fi-1 Mj+2Mj—1h'
J h] 6 J*

(2.3)



Seega

Sa(r) =fj1+ I th] 1($ Tj- 1)—%hj(ﬂv—%—l)*%Mj—l(x—xj—l)Z
VRV WS SN PR K
6(% Tj_1) 6h; 6 h;
_Q%hi + Q%hj(mj —-x)+ f;Lj (z;-x)+ ;Mj_l (hj - (z; - z))*
My i (x-2)°, welr,a), j=1,2,...,N,
ehk

(r—2;1)3 (z;—x)3 M;h3\ o — x4
SA(x):MjG—hJj+Mj,1%T+ fi- 6J hAJ

J

M b2\ ;- ,
+(fj—1_ ]6 j) jh,» s Z'E[Zlfj_l,ll?j], j:1,2,...,N. (24)
J

Kuupsplaini Sa definitsioonis noutakse, et see oleks kaks korda pidevalt diferent-
seeruv 16igul [a,b]. Kuna Sa on igas osaldigus [z;-1,2;], j = 1,2,..., N, kuup-
poliinoom, siis piisab nouda Sa ja tema esimese ja teise tuletise S’ ja S \ pidevust
ainult punktides x1,z9,...,2N_1.

Alustame S pidevuse uurimisest. Selleks kirjutame vélja S ithepoolsed piirvéértused
punktis z;, 7=1,2,..., N -1, seose (2.2) abil. Saame

_ — . . h
lim SX(z)= nm_(Mj_lxﬂ S M 1) Y s Y e}

i hj h; hj "h;
=M;,
lim S%(z) = lim |M;= +M L) = M.~ 1= M,
Sl A( ) xﬁxﬁ( ’ h] ]+1 h]+1 ’ hj+1 jhj+1
=M;,
mis iitleb, et SX on pidev punktides x1,,...,zy-1. Analoogiliselt saab néidata,
et Sa on pidev punktides z1,x,..., TN 1.

Avaldisest (2.4) jareldub, et iga z € [x;_1,7;], j = 1,2,..., N, korral funktsiooni Sa
tuletis S’y avaldub kujul

(x zj-1)*

2h,

J

M~1(x —27)2 f]l_Mj_Mj—

1
_ h;. 2.5

Sa(z) =



Vordusest (2.5) saame tuletise Sa iithepoolsed piirvéértused punktis x;:

b hy o f i
i S4a) e o L

. hji hj Jinn = fj
1 S’ = TN N
x—gﬁryl-*- A(x) 3 J 6 i+l " hj+1

Tuletise S\ () pidevuseks 16igul [a,b] peavad kehtima vordused

hj hj +h; h; = e i
— My + %Mj + jTHMj+1 = fﬂ;llﬂfﬂ _f h-] 1
J J

; . j=1,2,...,N. (2.6)

Samasuste (2.6) lihtsustamiseks toome sisse jargmised tdhistused:

s hj+1

=— =1=X; =1,2,.... N -1.
J hj+hj+17 M] K J ) 9

Kirjutame vordused (2.6) kujul
¢ it = i) [hjer = (fi = fi-1) [y

M1 +2M; + N Mg = , Jj=1,2,...,N-1,
HjMj1 + 2V + AjiV i Iy + J
(2.7)
ehk maatrikskujul
2 N 0 ... O 0 0 M, dy \
/LQ 2 )\2 e O O 0 M2 d2
0 2 2 ... 0 0 0 M3 d3
S : : : : = . (2.8)
0 0 0 ... 2 )\N_g 0 MN_3 dN_g
0 0 0o ... HUN-2 2 /\N—2 MN—2 dN—Q
0 0 0o ... 0 MN-1 2 MNfl del
kus My, Ms, ..., My_, on otsitavad ja
dj:6(fj+1_fj)/hjﬂ_(fj_fj—l)/hj, 12 N1

hj+1 + hj

2.2 Domineeriva peadiagonaaliga maatriksid

Toome sisse moned abimoisted ja -tulemused, mida hakkame edaspidi kasutama.

Definitsioon 3. Ruutmaatriksit A = (a;;)};_, nimetatakse domineeriva peadia-
gonaaliga maatriksiks, kui

|aii|>2|azj|, i:1,2,...,n.

J#t



Definitsioon 4. Ruutmaatriksit A = (aij)?jzl nimetatakse requlaarseks, kui te-
ma determinant ei ole null.

Lause 1. Domineeriva peadiagonaaliga maatriks on requlaarne.
Téestus. Lause 1 toestuse voib leida raamatust [9]. O

Lemma 1. Olgu antud lineaarne vorrandisiisteem

Zaijl'jzbi, 2.:1,2,...,77,,
J

kus A = (aij);‘jzl on domineeriva peadiagonaaliga maatriks ning x1,xs,...,T, ot-
sitavad. Tdahistame
q:= miln (|CL“| - Z |a,-j|) > 0.
J#

Siis vorrandisisteem on theselt lahenduv ning kehtib hinnang
1
max |z;| < — max|b;| . (2.9)
j i

Téestus. Lausest 1 tuleneb esimese véite toestus, toestame niitid hinnangu (2.9):

1 1 1
—max|bl| = —Inax Zaijxj > —max(|aiixi| - Z&ijxj )
(2 7 j q (2 ‘]:#’l
1
> — max |z (|aii| 1> a ) > max|z;| .
q J G J
[
2.3 Olemasolu ja iithesus
Néitame, et suurused M;, j =1,2,...,N -1, on vorrandisiisteemiga (2.8) {iheselt
méadratud. Selleks esitame siisteemi (2.8) maatrikskujul
AM =d,
kus
2 M 0 0 0 0
s 2 A 0O 0 0
0 e 2 ... 0 0 0
A=|: 1 : : S (2.10)
0O 0 0 ... 2 Ay O
0 0 0 s UN-2 2 >\N—2
0 0 0 ... 0 jpya 2




MQ dg
M3 d3
M = : ) d= :
My_3 dn-3
My dn-2
My dn-1
Paneme téhele, et maatriks A on domineeriva peadiagonaaliga, sestiga j=1,2,..., N—
1 korral || + |p] = hj}f,;;“ - hj}f;;ﬂ = 1< 2, seega Lause 1 pohjal maatriks A

on regulaarne ehk siisteem (2.8) on iiheselt lahenduv. Sellest jareldub, et suurused
M;, j=1,2,...,N -1, ja koos sellega ka splain kujul (2.4) on iiheselt méératud.

2.4 Susteemi lahendamine

Siisteemi (2.8) lahendamiseks leidub efektiivne algoritm (vt [1]). Vaatleme lineaar-
set vorrandisiisteemi, mis on siisteemiga (2.8) sarnase iilesehtiusega, st siisteemi
kujul

bimy + C1T2 = dy,
o1 + bQIQ + Co3 = dQ,
asxo + b31’3 + C3T4 = d3
’ (2.11)
Ap-1Tn-2 + bn—lxn—l + Cp-1Tn = dn—la
ApTp-1 + bnxn = dn7
kus x1,x9,...,x, otsitavad ning a;,b;, ¢;,d; € R. Esimese sammuna elimineerime

stisteemi (2.11) teisest vorrandist tundmatuga z; liiddetava. Teiseks sammuks on
kolmandast vorrandist tundmatud x4 sisaldava liidetava elimineerimine. Jatkates
analoogiliselt kuni viimase vorrandini viime siisteemi (2.11) kujule

Tp = (rlr+1 + Ug, k:1727"'7n_17 (212)
Tpn = Up, .
kus
Pk = agqQr-1+ bk,  qo =0,
—ch
g = —,
Pk
_ dy, — apup— _
Uy = ————,  up=0.
Pk
Siisteemist (2.12) saame lihtsalt leida otsitavad xy,xs, ..., Z,.
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3. Veahinnangud

Selles peatiikis leiame hinnangud interpoleeriva kuupsplaini Sa, tema tuletise S\
ja tema teise tuletise S\ jaoks. Alustame meie arutelu iihe abitulemuse toestusega.

Lemma 2. Olgu f € C*[a,b] ning olgu vorgul A = {xg,x1,. .. ,xN|a =xg<x;<...<
xy =b} vddrtusi f; = f(x;), j=0,1,..., N, interpoleeriv kuupsplain Sa esitatud
kujul (2.4), kus M; = SX(x;). Rahuldagu kuupsplain Sa rajatingimusi My = My =
0. Siis kehtib hinnang

l4 l4 1 144
e My - Gl < max {7 @)l O @)l 3)
j=0,1,....N 4
kus
= = L - (4)
h= max b= omax (o;-ap), O= max|fO().

Toestus. Olgu meil f € C*[a,b] ning rahuldagu kuupsplain Sa rajatingimusi M =
My =0. Tédhistame

rii=M; - f"(x;), j7=0,1,...,N.

Paneme téhele, et ro = —f"(x9) ja rxy = —f"(xy). Asendades M; = r; + f"(z;)
vorrandisiisteemi (2.7), saame

Mjlr‘j—1+2/rj+)\jrj+1:dvj’ j=1727...,N_17 (32)
kus

CZj =dj—ujf"(xj_1) —2f"(.Tj)—/\jf”(Ij+1), j = 1,2,...,N—1, (33)
ning
(fi1 = fi)hjer = (i = fi1) /Dy
hj+1 + hj ’
Paneme téhele, et vorrandisiisteemi (3.2) maatriks on domineeriva peadiagonaa-
liga, seega Lause 1 pohjal leidub siisteemil iithene lahend.

d; =6 j=1,2,..,N-1.

12



Hindame niiiid suurusi d;, j = 1,2, ..., N~1. Selleks esitame f(z;1), f(2;41), f"(2;-1)
ja f"(xj+1) Taylori valemi pohjal punktis x; jadkliikmega integraalkujul (vt [6], Ik
924):

$la) =1 o) = i+ L - g [ L0y

f”(xj) 12 fm(xj)hg

]+1 6 j+1

J-1

f(xjn) =f () + f'(x5) g +
+ f;jﬂ _f(‘%(t) (7541 = t)?’dt,

P =1 ) = "y = [ PO @ -,

Tj-1

f”(ijrl) :f”(x]) f”/(‘mj)hj+1 + [ (4)(t) (xﬁl - t)dt

Asendades need avaldised vordustesse (3.3), saame

- 6 j 6 ; 1" "
4 = ]+1(£](i -)F h; ) ]J:l(fh) + 3N () + A S () By

.\ /m+1 f(4) (t) (mj+1 _ t)?’dt 3 6f(&3j)
vy Ny (hjen + hy) hjs1(hjer + hy)
__ OfCzy) , 6f(w)  6f(x)
hj(hje+h;)  hja(hja +h;) i +hy
@ fA()

~ Jayr hy(hy 1+hA)(xH_t)sdt‘ﬂjf"(%)+Mjf"'($j)hj
-1 Tog o5+ J

+ 11 f;j FOW) (@jmr = )t = 2" (23) = M " () = Mif " (@) g

j—

N e

Zj

+ 3 f" () = i f (@) iy

Arvestades, et \; = j,;lﬂ ja pj = h+h—’i]+1 saame ch kirjutada kujul

~ 1 Tj+1 .qu_ _t3
e e JRRACIE RN
]+
@) | h; —t—(%l £’ dt, j=1,2,....N—-1.
]+1+h f f ()( (xj 1 ) h] ) J ) &y )

Teeme 16igul [z;_1,2;] muutujavahetuse ¢ = x;_ + h;7 ning 16igul [z;, z,,1] muu-
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tujavahetuse t = x; + hj, 7. Siis

hiii—h: 3
f f(4) (l‘] + h]+17') (( i+l h J+17—) - hj+1(hj+1 - hj+17')) hj+1d7'

J+1

J =
]+1+h

+ﬂ/ f(4)(g;j1+hﬂ)(hj(—hﬂ) (= }27)3)}”1

J

T f f<4>(%+h3+1¢)((1 7= (1-7))dr

]+1+h

Hindame niid d~j absoluutvaartust:

- h3 1
|dj] ghﬂ—” i FO (a4 hjr) ((1-7)° = (1-7))dr
h L 3
+ T [ (xj + hyT) (7‘ - 7') dr
j+ j
h?+1 ! 2 3 3 ! 3
<t ) - I — -
Sy ( T+3T T))dT +h]+1+h0/0 (7’ T)dT
o M v, b 1 Bk 1 (hat h) (B = hahy +hG)
4 h]+1 + h 4 hj+1 + h 4 h]+1 + h 4 h]+1 + h
C(hj+1 1h]‘+h§).

Paneme téhele, et kui h; > hj,q, siis

2 2 2 2_ 12 32
hiv = hjihy +hj§h]+1 hi.y +hi=h; <h”
Kui hj < hj,, siis

B2, = hjahy + B2 < B2, — B2+ h2 = b2, < h2.

J+1 J ="+
Jarelikult .
|d;| < ZChQ, j=1,2,...,N-1.
Kuna 2-\;—p; = 1, saame siisteemi (3.2) muutujate ry,72,...,7y_1 jaoks hinnangu

maxfrjl< max |dj].

14



Jarelikult lemma 1 pohjal

max [yl < max |1 (o)l d [/ (ex)}

Seega oleme saanud, et kehtib hinnang

max 1M = 1" ()| < max {If" (wo)l, 2CH 17" o)}

7=0,1,...,
O

Paneme téhele, et kui lemma 1 puhul f”(z¢) = f”(xy) = 0, siis hinnang (3.1) saab
kuju
_max |M; - f”(a:j)|< Ch2 (3.4)
J=Us 1,0
Teoreem 1. Olgu f € C*[a,b] ning olgu vorgul A = {xg,x1,. .. ,:z;N|a =x9 <1 <
. < xy = b} wvadrtusi f; = f(z;), j=0,1,...,N, interpoleeriv kuupsplain Sa
esitatud kujul (2.4), kus M; = SX(x;). Rahuldagu kuupsplain Sa rajatingimusi
My = My =0, ning eeldame, et f"(x¢) = f"(xn) =0. Siis kehtivad veahinnangud

3 4

max 1Sa(z) - f(2)] S

max [S4 (2) - (@) <SCH,
max [S4(2) - (@) < CH2

kus
= = , = (4)
h= max = max (w;-j.), C=max|fO()].
Téestus. Esimesena leiame hinnangu suurusele SX (z) - f”(x), kui z € [a,b]. Kui
zrel[rj,xi], j=1,2,...,N,siis (2.2) pohjal

M M
Sx(x) = M; + h—(l‘ Tj1).

J

Teisendame suurust SX (x) - f"(z), x € [z;_1,7,], eesmérgiga kasutada hinnangut
(vt 7], 1k 74)

=751

P (1- 75

T —=Tj-1

e ) S )| s gon selaa) 69

J J
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Saame

M; — M;_,

$400) - 1) My + B o) - (e
T ) (12 T ) S )
=<Mj_1—f"(xj_1)>(1—’”—f“) O - )
(1= @) e, e

Seose (3.6) ja hinnangute (3.4) ja (3.5) kohaselt iga x € [z;_1,2;], 7= 1,2,..., N,
korral

r—=T;1 T — lL'Jl

[Sa (@) = f"(2)] <

(M1 = [ (- 1))( )+(M f(x5))

J

)

J

T —Tj T — SL’J1

+ (1) (1 -

2 ro

J

T-Tj T—Tj
S(l— h~] + h-] )] max |M; - f”(xy)|+ C’h2

J J

3
<=Ch?.
8

Jarelikult oleme naidanud, et
max |S (z) - f”(:r)| max  max |SX () - f"(z)| < C’h2 (3.7)

Tahistame
h(x):= Sa(x) - f(z), xela,b], j=1,2,...,N.

Paneme téhele, et h(z;) =0, j =0,1,...,N. Rolle’i teoreemi kohaselt (vt [2]| lk
217) leiduvad punktid §; € (x;_1,x;), nii, et A'(§;) =0, j=1,2,...,N. Kuna

h'(x) = Sh(z) - f'(x), welxja,x;], j=1,2,...,N,
siis SA (&) = f'(&), 7=1,2,...,N. Jarelikult = € [x,_y,z;] korral

Sa(@) = @)= [ (K@) - £ (e,
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millest hinnangu (3.7) abil saame z € [x;_1,x;] jaoks

Sa() - f')l < [ 158 - prolar< o [Car< Son
& 8 & 8
Kokkuvottes oleme naidanud, et

e [S4(e) - /()] = max | max[Sh(a)- ()| < SO (38)

,,,,, xe Tj-1,Tj

Leiame 16petuseks hinnangu ka suurusele Sa(z) — f(x), kus x € [zj1,2;], j =
1,2,..., N. Kuna Sa on funktsiooni f vaartusi fy, f1, ..., fv interpoleeriv kuupsplain,
siis

SA(xj):f(mj)a jzoalv"'>N'
Jarelikult

Sa(@) = @)= [ (Sa0 - @)t welrya)

Viimasest seosest ja hinnangust (3.8) jareldub, et x € [;_1, z;] korral

Sa(@) - f(@)|< [

Tj—

IS4 (£) = F(8)]dt < §C’h3/ dt < SCh‘l.
Seega oleme néidanud, et

- 3
max 1Sa(z) — f(2)] = jmax max ]|SA(Z‘) - f(z)| < gCh : (3.9)

~~~~~ TE[Tj-1,Tj
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4. Uhtlase vorgu juhtum

Selles peatiikis leiame maatriksi (2.10) poérdmaatriksi juhul, kui z; — ;-1 = h iga
j=1,2,..., N korral. See peatiikk pohineb raamatul [1].
Olgu meil 16igul [a,b] antud vork A, mille korral

b-a ,
h::xj_xj—lzTy j=1,2,...,N.
Sellist vorku A nimetatakse iihtlaseks vorguks 16igul [a,b]. Kui me eelda-
me, et meil on tegemist iihtlase vorguga, siis me saame leida maatriksi (2.10)
poordmaatriksi vahetu aruteluga.

Toome sisse n-ndat jarku determinandi

2 A0 - 0 0 0
1-X 2 XA 0 0 0
Dy(\):= . n=23,..., (4.1)
0 00 « 1-XA 2 A
0 00 « 0 1-X 2

kus A € R on suvaline muutuja. Téhistame
D_1(N) =0, Do(N) =1ja Di(N) =2.
Arendame determinandi (4.1) viimase rea jérgi, saame

Da(N) = Y (=1)™ a5 = (~1)™ " (1= N1 +(=1)""2D, 1 (), n=2,3,... |
J

kus a,; asub n-ndas reas ja j-ndas veerus ning m,; on elemendile a,; vastav
taiendmiinor. Vaatleme téiendmiinorit m, ,-; lihemalt:

2 X0 - 0 0 0
1-A 2 X - 0 0 O
mn’n_l = = (_1)n—1+n—1)\Dn_2()\) = )\Dn_g()\)7
o 00 - 1-X 2 0
0 00 0 1-X A

18



kus n=2,3,.... Jarelikult A € R korral
Dyp(N) =2D,1(A) = A(1 = A)Dy—a(N),
millest saame rekurrentse vorrandi
Dy (N) =2Dp 1 (M) + A(1 =)Dy 2(A) =0, n=2,3,....
Vorrandile (4.2) vastav karakteristlik vorrand on

¢ =2q+M1-X)=0.

(4.2)

Viimase karakteristliku vorrandi lahendid on 1+ (1-A+A2)1/2 ja 1-(1-X+\2)1/2

millest (vt [5])

Dy(N) =i [1-(1=XA+ A2 ey [1+ (1 - A+ 2)2]", n=2;3,...

Kordajad c; ja cy leiame lineaarsest vorrandisiisteemist

Do(N),
Di(N).

C1 + Co
i [1=(1=X+X)12] + cp[1+(1-X+A2)12]
Viimase stisteemi lahendid on

RPN KRS Ca (P P
21— A+ X227 2T (1 A+ A2

C1 =

Kokkuvottes oleme leidnud, et

[T+ (1= A+ AD)Y2]" 7 — 1= (1= A+ A2)2]!

Du() = 2(1- A+ A2)172 ’

Kuna meil on tegemist iihtlase vorguga, siis

him b 1

s — = — = — :12N_1
J hj+hj+1 2h 27 J » ) ’

millest jéreldub, et (4.3) saab kuju

(1+3/2)"" = (1-v3/2)""
D, = , n=1,2...
V3
Jéarelikult avaldub maatriksi (2.10) determinant |A| kujul

1
|Al = Dn_1=2Dn_o - ZDN—&

n=1,2.3,...

(4.3)

(4.4)

(4.5)

Maatriksi (2.10) podrdmaatriksi A™! = (a;;)N} elementide méadramiseks toome

4,5=1
sisse algebralise taiendi moiste (vt néiteks [3]).
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Definitsioon 5. Olgu A = (a;;) n-ndat jirku ruutmaatriks. Suurust A;; = (-=1)*m; ;
(4,7 €{1,2,...,n}), kus m;; on elemendile a;; vastav tdiendmiinor, nimetatakse
maatriksi A elemendi a;; algebraliseks taiendiks.

Teoreem 2. Kui n-ndat jirku ruutmaatriks A = (a;;) on requlaarne, siis

A11 A21 Anl
1 Alg A22 Ang

A= — : (4.6)
Aln A2n e Ann

kus Ai; on maatriksi A elemendi a;; algebraline tiiend ning |A| on maatriksi A

determinant.

Téestus. Teoreemi toestuse voib leida raamatust [3]. O
Teoreemi 2 pohjal saame poordmaatriksi A~! elementide a;; leidmiseks jargmised

seosed: o
(-1)"""Dn_1-;D;_1

Gy = SRl ilci<j<N-1, @
ay = SPeeDel mil<j<i<N-1
Kuna suurused M;, i =1,2,..., N — 1, médratakse siisteemist (2.7), siis
N-1
M;=Y ayd;, i=1,2,...,N-1.
j=1
Uhtlase vorgu korral
3 .
dj:ﬁ(fjfl_zfj—i_fjJrl)’ ]:1727"'7N_17
jarelikult iga v =1,2,..., N — 1 korral
3 N 3. _ _
M; =72 2y Gij (fi-1=2f; + fis1) = ﬁ[amfo + (Gi2 = 2ai1) f1
7=1
N-2
+ 3 (@i = 2055 + Qi) fi + (@in-2 = 2Gin-1) fvo1 +@nvoify]. (4.8)
j=2
Téahistame

V3 V3 1 5\?
7”1:14—7, 8121—7, : - .
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Seose (4.4) kohaselt

D - Tn+1 _ Sn+1 Dn—l ~ 1= O-Zn
n - - .
r—-s rn 2+0

Seega, kui 1 <i<j <N -1, siis

03 [Diafr] [Dyeacy ] 097 Dy fr] [Dovoayfr -] rV-2

Qi = =

I |A| [rN=2 r2Dn_q
_O-j—i(l _ 0-21')(1 _ O—QN—Qj)

(2+0)(1-o2N)

(4.9)

Paneme téhele, et seostest (4.7) jareldub, et kui 1 <j<N-1,1<i< N -1, siis
kehtib a;; = a;;.

Kokkuvottes oleme ndidanud, et iihtlase vorgu korral on voimalik seoste (4.8) ja
(4.9) abil leida suurused M;, i = 1,2,...,N - 1, mis on vorrandisiisteemi (2.8)
lahendiks.
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5. Numbrilised naited

Toome niitid numbrilised néited konkreetsete funktsioonide kuupsplainidega inter-
poleerimisest.

5.1 Naide 1

Olgu interpoleeritav funktsioon antud eeskirjaga

f(x)=sinz—cosx, x¢€ [%,%] (5.1)
Kuna om 9w

f"(x) =cosx—sinz, xe€ [Z’Z]’
siis funktsioon f on loigul [%, %’r] kooskolas interpoleeriva splaini Sa rajatingi-

mustega My = My = 0.

Olgu 16igul [2%, 25| antud iihtlane vork A, mille korral h= %2 =2 N >3, N eN.
Funktsiooni (5.1) interpoleeriva kuupsplaini (kujul (2.4)) ja selle teist jarku tuleti-
se (kujul (2.2)) konstrueerimiseks leiame alguses funktsiooni f védrtused vorgu A
solmedes ehk suurused f; = f(z;), 7=0,1,...,N. Jirgmisena méérame suurused
M;, j=1,2,...,N -1 lahendades siisteemi (2.8) Pythoni paketi NumPy sisefunkt-
siooni numpy.linalg.solve(a, b) abil

Joonistel 5.1 ja 5.2 on esitatud funktsiooni (5.1), selle teist jarku tuletise, funkt-
siooni (5.1) interpoleeriva kuupsplaini Sa ja kuupsplaini teise tuletise S} graafikud

koos funktsiooni vadrtustega vorgu A solmedes juhul, kui N = 4.
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/2 n 3n/2 2n

—0.2 4
—0.4 4
—0.6 4
—0.8 4

—1.0 4

— fix) =sin{x) — cos(x)
——- Kuupsplain

@ Funktsiooni vaartused sélmedes
1

Joonis 5.1: Funktsiooni (5.1) ja teda interpoleeriva kuupsplaini graafikud koos
funktsiooni vadrtustega vorgu A solmedes (funktsiooni f ja kuupsplaini graafikud
langevad peaaegu kokku).

Yy

1.4 4

1.2 A

1.0 A

0.8

==

0.6

0.4 4

— f"{x) =cos(x) — sin(x)
—=—=- Kuupsplaini teist jarku tuletis
_ @  Funktsiooni teist jarku tuletise vaartused sélmedes
] /2 n 3n/2 2
x

Joonis 5.2: Funktsiooni (5.1) teist jarku tuletise ja teda interpoleeriva kuupsplaini
teise tuletise graafikud koos funksiooni teist jarku tuletise védrtustega vorgu A
solmedes.
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Jargmistes tabelites on toodud suuruste

evt= max  [Sa(wziy) = farg)l, N=2, i=2,3,...,11,
§=0,1,...,N-1
k=0,1,...,10
efi= max  |SX(wg) - f(zk)|, N=2', i=2,3,...,11
j=0,1,...,.N-1
k=0,1,...,10
arvulised vaartused, kus x; = z; + %, k=0,1,...,10, = 0,1,..., N — 1. Lisaks
on toodud ka jagatised ;—NN ja ;TN Kuna funktsiooni f neljandat jarku tuletise
2N

absoluutne véaartus ei iileta 16igul [
saame jargmised teoreetilised hinnangud:

Toodud hinnangute pohjal on alust arvata, et suhted ;—NN ja
vastavalt arvudele 16 ja 4, kui NV kasvab.

5m 971

47 4

] suurust 1.4143, siis teoreemi 1 pohjal

max |Sa(z) - f(z)] £0.5303625h%,

e[ 3, %]

47 4

474

max |SX(z) - f"(x)| <0.5303625h>.

[, %)

6’
[
€2

H N ‘ Teoreetiline viga EN L
4 0.2018 1.5047 x 10793 | 16.8588
8 1.2612 x 10702 8.9255 x 1079 | 16.2273
16 7.8825x 1079 | 5.5003 x 1079 | 16.0576
32 4.9266 x 10705 | 3.4254 x 10797 | 16.0144
64 3.0791 x 10796 | 2.1389 x 10798 | 16.0036
128 1.9244 x 10707 1.3365 x 10799 | 15.9926
256 1.2028 x 1079 | 8.3571 x 10~ | 15.8392
512 7.5179 x 10~10 5.2762 x 10712 | 8.9871
1024 | 4.6984 x 10~11 5.8700 x 10-13 | 0.6095

Tabel 5.1:

24

f’V peaksid lahenema
N




N | Teoreetiline viga e o
2N
4 0.3271 7.4086 x 10792 | 4.0560

8 8.1784 x 10792 | 1.8266 x 10792 | 4.0151
16 2.0446 x 10792 | 4.5493 x 10793 | 4.0038
32 5.1115x 1079 | 1.1362 x 10793 | 4.0010
64 1.2779 x 10793 | 2.8399 x 10-%4 | 4.0002
128 3.1947 x 1074 7.099 x 1079 | 4.0001
256 7.9867 x 10795 | 1.7748 x 1079 | 4.0000
512 1.9967 x 10795 | 4.4370 x 1079 | 3.9999

1024 | 4.9917x 1079 | 1.1093 x 107% | 3.9922

Tabel 5.2:

Tabelitest 5.1 ja 5.2 on ndha, et néite 1 korral saadud tulemused on kooskolas
teoreetiliste hinnangutega.

5.2 Naide 2

Olgu interpoleeritav funktsioon antud eeskirjaga
9 o
f(z) =cos3x + 5%~ 2x, x€[0,2m]. (5.2)

Kuna
f"(x)=9-9cos(3z), x¢€[0,2r],

siis funktsioon f on 16igul [0, 27] kooskdlas teda interpoleeriva splaini Sa rajatin-
gimustega My = My = 0.

Olgu 16igul [0, 27] antud tihtlane vork A, mille korral h = %’ =22 N>3, NeN.
Funktsiooni (5.2) interpoleeriva kuupsplaini (kujul (2.4)) ja selle teist jarku tuleti-
se (kujul (2.2)) konstrueerimiseks leiame alguses funktsiooni f vdartused vorgu A
solmedes ehk suurused f; = f(x;), 7=0,1,...,N. Jirgmisena médrame suurused
M;,j=1,2,...,N -1 lahendades siisteemi (2.8) Pythoni paketi NumPy sisefunkt-
siooni numpy.linalg.solve(a, b) abil.

Joonistel 5.3 ja 5.4 on esitatud funktsiooni (5.2), selle teist jarku tuletise, funkt-
siooni (5.1) interpoleeriva kuupsplaini Sa ja kuupsplaini teise tuletise S graafikud
koos funktsiooni vaartustega vorgu A solmedes juhul, kui N =4.
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|
— ) =cos(3x) + 3x? — 2x

— == Kuupsplain
@® Funktsiooni vaartused sélmedes
125 +
100 -
75 A

50 +

25

@D

T T
2 32 2

Joonis 5.3: Funktsiooni (5.2) ja teda interpoleeriva kuupsplaini graafikud koos
funksiooni vadrtustega vorgu A solmedes.

17.5 4 — {x) =9 — 9cos({3x)
——~ Kuupsplaini teist jarku tuletis

15.0 4 ® Funktsiooni teist jarku tuletise vaartused sdélmedes

12.5 1
10.0 +
7.5 1

5.0 1

P
<3

Joonis 5.4: Funktsiooni (5.2) teist jarku tuletise ja teda interpoleeriva kuupsplaini
teise tuletise graafikud koos funksiooni teist jarku tuletise vadrtustega vorgu A
solmedes.
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Jargmistes tabelites on toodud

eni= max  |Sawky) - f(agy)|, N=29, i=2,3,...,11,
§=0,1,...,N-1
k=0,1,...,10
efi= max  |SX(wg) - f(zk)|, N=2', i=2,3,...,11
§=0,1,....,N-1
k=0,1,...,10
arvulised vaartused, kus x; = z; + %, k=0,1,...,10, = 0,1,..., N — 1. Lisaks
on toodud ka jagatised ;—JJVV ja ;{V . Kuna funktsiooni neljandat jarku tuletise ab-
2N

soluutne véartus ei ileta 16igul [0,27] suurust 81, siis teoreemi 1 pohjal saame
teoreetilised hinnangud

Toodud hinnangute pohjal on alust arvata, et suhted ;—IJVV ja
vastavalt arvudele 16 ja 4, kui N kasvab.

z€[0,2

max] |Sa(z) - f(x)] 30.375h%,

ex |SK(z) = f"(x)| <30.375h2.

"
EN
£

2N

H N ‘ Teoreetiline viga EN ;—NN
4 184.9251 2.2520 9.0360
8 11.5578 2.4923 x 10791 | 18.5810
16 0.7224 1.3413 x 10792 | 16.8764
32 4.5148 x 10792 7.9479 x 10794 | 16.2167
64 2.8217 x 10793 4.9010 x 1079 | 16.0560
128 1.7636 x 10794 3.0524 x 10796 | 16.0141
256 1.1022 x 1079 1.9061 x 10797 | 16.0036
512 | 6.8890 x 10797 | 1.1910 x 10798 | 15.8603
1024 | 4.3056 x 10798 | 7.5096 x 10719 | 15.2376

Tabel 5.3:
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N | Teoreetiline viga e e

4 74.9473 10.825 2.6081
8 18.7368 4.1506 3.8419
16 4.6842 1.0803 3.7345
32 1.1711 2.8929 x 1079t | 3.6199
64 0.2928 7.9918 x 10792 | 3.9058

128 7.3191 x 10792 | 2.0461 x 10792 | 3.9765
256 1.8298 x 10792 | 5.1456 x 10793 | 3.9941
512 45744 x 10793 | 1.2883 x 10793 | 3.9985
1024 | 1.1436x 10793 | 3.2219 x 10-% | 3.9997

Tabel 5.4:

Tabelitest 5.3 ja 5.4 on ndha, et néite 2 korral saadud tulemused on kooskolas
teoreetiliste hinnangutega.

5.3 Naide 3
Olgu interpoleeritav funktsioon antud eeskirjaga
f(z) =sin(v/3x) - cos(x), z€[0,2n]. (5.3)

Kuna
f"(x) = cos(z) - 3sin(v/3zx), x€[0,2n],

siis funktsioon f ei ole 16igul [0, 27] kooskdlas teda interpoleeriva splaini Sa raja-
tingimustega My = My =0, sest f(0) =1 ja f"(2m) = 3.98009.

Olgu 16igul [0, 27] antud iihtlane vork A, mille korral h= %2 =2 N >3, N eN.
Funktsiooni (5.3) interpoleeriva kuupsplaini (kujul (2.4)) ja selle teist jarku tuleti-
se (kujul (2.2)) konstrueerimiseks leiame alguses funktsiooni f védrtused vorgu A
solmedes ehk suurused f; = f(z;), 7=0,1,...,N. Jirgmisena méérame suurused
M;,j=1,2,...,N -1 lahendades siisteemi (2.8) Pythoni paketi NumPy sisefunkt-
siooni numpy.linalg.solve(a, b) abil

Joonistel 5.5 ja 5.6 on esitatud funktsiooni (5.3), selle teist jarku tuletise, funkt-
siooni (5.1) interpoleeriva kuupsplaini Sa(z) ja kuupsplaini teise tuletise S% ()
graafikud koos funktsiooni vaartustega vorgu A solmedes juhul, kui N = 4.
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— fix) =sin(v3x) — cos(x)
——- Kuupsplain

@® Funktsiooni vaartused sélmedes
|

Joonis 5.5: Funktsiooni (5.3) ja teda interpoleeriva kuupsplaini graafikud koos
funksiooni vadrtustega vorgu A solmedes.

|
—— Fi{x) =cos(x) — 3sin{v3x)
——- Kuupsplaini teist jarku tuletis
® Funktsiooni teist jarku tuletise vaartused sélmedes

Joonis 5.6: Funktsiooni (5.3) teist jarku tuletise ja teda interpoleeriva kuupsplaini
teise tuletise graafikud koos funksiooni teist jarku tuletise vadartustega vorgu A
solmedes.
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Jargmistes tabelites on toodud

envi=_max [Sa(zky) - flawy)l, N=2%, i=2,3,... 11,

§=0,1,...N-1
k=0,1,...,10
", _ " " _ 9t s
E€n+=  1nax ’SA(xkj)_f (xkj)’7 N_27 2_2737"'711
7=0,1,....N-1
k=0,1,...,10
arvulised vaartused, kus zy; = x; + %, k=0,1,...,10, 5 =0,1,..., N — 1. Lisaks on
. . . &l
toodud ka jagatised =X ja —X-.
€2N EQN

|

Nl v | & |
4 | 7.1329 x 1079t | 4.8965
8 1.4567 x 10791 | 4.6069
16 | 3.1621 x 10792 | 4.1523
32 | 7.6152x 10793 | 4.0380
64 | 1.8859 x 10793 | 4.0095
128 | 4.7035 x 10794 | 4.0024
256 | 1.1752 x 10794 | 4.0006
512 | 2.9375 x 1079 | 4.0001

1024 | 7.3436 x 10796 | 4.0000

Tabel 5.5:
" e
N En %
4 4.0273 | 1.0116
8 3.9809 1
16 | 3.9809 1
32 | 3.9809 1
64 | 3.9809 1
128 | 3.9809 1
256 | 3.9809 1
512 | 3.9809 1
1024 | 3.9809 1
Tabel 5.6:

Kuna néite 3 korral ei ole teoreemi 1 eeldused tédidetud, siis teoreetilised hinnangud
ei pruugi kehtida. Tabelitest 5.5 ja 5.6 ndemegi, et see on nii: vead vahenevad
tunduvalt aeglasemalt, kui nédidetes 1 voi 2.
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Lisa

# —x— coding: utf-8 —x*-

import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt
import scipy.optimize as sc

a=5%np. pi/4

b=9%np . pi/4 #otspunktid

n=4 #osaloikude arv

def f(x): #interpoleeritav funktsioon
return np.sin(x)-np.cos(x)

def df(x): #funktsiooni teist jarku tuletis

return -np.sin (x)+np.cos(x)

def d4f(x): #funktsiooni neljandat jdrku
tuletise absiluutvadrtuse wvastandvdadrtus
return -np.abs(np.sin(x)-np.cos(x))

def S(N,x): #interpoleeriv kuupsplain
h=(b-a) /N #osaloikude pikkus
X=np.linspace (a,b,N+1) #sdlmed
Y=1 (X) #funktsiooni vdidrtused solmedes
A=np.zeros ((N-1,N-1)) #kordajate maatriks
d=np.zeros (N-1) #vabaliige

for j in range(len(d)):
Aljllil=2
if not j=—len(d)-1:
Alj]lj+1]=0.5
Alj][j-1]=0.5
d[j]=6x«((Y[j+2]-Y[j+1]) /h=(Y[j+1]-Y[j]) /h)/(2*h)
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AJ0][-1]=0
Menp . zeros (N+1) #kordajad

M[1:-1]=np.array(np.linalg.solve(A,d))
try:
for j in range(1,N+1):
if X[j-1]<=x and x<=X]|j |:
return (M[j]|/(6xh))*(x=X[j —1])**x3+(M]]
=1/ (6xh) ) = (X[ j]=x)#x3+ (Y[ ] = (M[j]xh=*x2)
/6)x(x=X[j =1]) /h+(Y[j-1]-(M[j -1]*h*x2)
NGRS
continue
except:
list =|]
for k in x:
if b—k:
list .append ((M|-2]/(6xh))*(b-k)*x3+Y[-1]*(k
X[ -2]) /h+(Y[-2] -(M] -2]*h=*x%2) /6) *(b-k) /h

break
for j in range(N+1):
if X[j-1]<=k and k-X[j]:
list .append ((M|j]|/(6xh))*(k-X[j-1])
#x3+(M[j =1]/(6xh))*(X[j]-k)**x3+ (Y]]
[=M[j]*h*x2)/6)+(k=X[] =1]) /bt (Y]]
I ) [6) < XT3 )
continue
return np.array(list)

def dS(N,x): #interpoleeriva kuupsplaini
teist jarku tuletis
h=(b-a) /N #osaloikude pikkus
X=np.linspace (a,b,N+1) #sdlmed
Y=1f (X) #funktsiooni vidirtused solmedes
A=np.zeros ((N-1,N-1)) #kordajate maatriks
d=np.zeros (N-1) #vabaliige
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for j in range(len(d)):
Aljllil=2
if not j=—len(d)-1:
Alj]]j+1]=0.5
Aljlli-1]=0.5
dlj]=6x((Y[j+2]-Y[j+1]) /h=(Y[j+1]-Y[j])/h)/(2xh)
Al0][-1]=0

Menp . zeros (N+1) #kordajad

M[1:=1]=np.array(np.linalg.solve(A,d))

try:
if x=—=a or x=b:
return 0
for j in range(1,N+1):
if X[j-1]<=x and x<=X]|j|:
return M| j|*(x-X[j-1])/bM[j -1]*(X[j]-x)/h
else:
continue
except:
list =|]
for k in x:
if b—k:
list .append (0)
break
for j in range(N+1):
if X[j-1]<=k and k<X][j]:
list .append (M[j |*(k-X[j -1]) /h-M[j —1]*(X
[j]-k)/h)
else:
continue
return np.array(list)
def viga (N): #interpoleeriva kuupsplaini
viga

x=np.linspace (a,b,10%«N+1)
vaartused=S (N, x)
return np.amax(np.absolute (vaartused-f(x)))
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def dviga(N): #interpoleeriva kuupsplaini
teist jarku tuletise wviga
x=np.linspace (a,b,10xN+1)
vaartused=dS (N, x)
return np.amax(np.absolute (vaartused-df(x)))

t=np.linspace (a,b,200)
s=S(4,t)
ds=dS(4,t)

c=np.linspace (a,b,n+1)

ax = plt.gcal() Hteljestik
ax.spines | ’right ’|.set color( ’none’)
ax.spines | top’|.set color( ’none’)
ax.xaxis.set ticks position(’bottom”)
ax.spines| ’bottom’|.set position ((’data’,0))
ax.yaxis.set ticks position(’left”)
ax.spines|’left ’|. set position ((’data’,0))
plt.xticks ([0, np.pi/2, np.pi,3*np.pi/2, 2%np.pi],
[r 3087, r’$\pi/2%", r’$\pi%’, r’$3\pi/2%", %2\
pi$ " |)

plt.xlim(-1,b+1)
plt.xlabel (’x")
plt.ylabel (’y")

plt.plot(t,f(t), k-",label=r’$f(x)=\sin(x)-\cos(x)$")
plt.plot(t,s, ’k——",label="Kuupsplain’)
plt.plot(c,f(c), ko’ ,label="Funktsiooni_véddrtused_solmedes’

)

plt.legend ()

plt . figure ()

ax = plt.gcal() #teljestik
ax.spines | ’right ’|.set color( ’none’)
ax.spines | top’|.set color( ’none’)
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ax.xaxis.set ticks position( bottom”)
ax.spines | ’bottom’|.set position ((’data’,0))
ax.yaxis.set ticks position(’left’)
ax.spines|’left ’|. set position ((’data’,0))
plt.xticks ([0, np.pi/2, np.pi,3*np.pi/2, 2%np.pi]|,
[r’$08 7, r’$\pi/2%8 7, r’$\pi$’, r’$3\pi/2%", %2\
pi$ " |)

plt.xlim(-1,b+1)
plt . xlabel (’x")
plt.ylabel (’y’)

plt.plot(t,df(t), k-",label=r’$f’’ (x)=\cos(x)-\sin(x)$")

plt.plot(t,ds, 'k——",label="Kuupsplaini_teist _jéarku_tuletis
)

plt.plot(c,df(c), ko’ ,label="Funktsiooni_teist_jarku_
tuletise _véadrtused_solmedes’)

plt.legend ()

Y

plt .show ()

en=np.zeros (10) #kuupsplaini vead juhtudel N=4,8,...,2048
den=np.zeros (10) #kuupsplaini teist jarku tuletise wvead
juhtudel N=4,8,...,2048

for i in range(2,2+len(en)):
en|i-2]=viga (2*x*1i)
den[i-2|=dviga (2*x*1)

print (’Kuupsplaini_vead_juhtudel N=4,8,...,2048 ")
print (en)

print (’Kuupsplaini_vigade_jagatised _juhtudel _N=4 8, ...,2048
)
for i in range(1l,len(en)):

print ((en[i-1])/(en[i]), N="+str (2*x(i+1)))

print (’Kuupsplaini_teist _jadrku_tuletise _vead_juhtudel _N
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—4.8,...,2048")
print (en)

print (’Kuupsplaini_teist _jadrku_tuletise _vigade_jagatised_
juhtudel N=4 8 ,...,2048 ")

for i in range(1l,len(en)):
print ((en[i-1]) /(en|i]) , ' N="+str (2xx(i+1)))

C=—sc.minimize (d4f,7+np. pi/4,bounds=[(a,b)]) .fun|[0]#
funktsiooni mneljandat jdarku tuletise maksimaalne vidrtus
(absoluutselt)

print (’Kuupsplaini_teoreetiline _hinnangud_juhtudel _N
~4,8,...,2048")

for i in range(2,2+len(en)):
print (3xCx (((b-a) /(2xx1))**4) /8, 'N="+str (2xx1))

print (’Kuupsplaini_teist _jdrku_tuletise_teoreetiline_
hinnangud_juhtudel _N=4 8, ...,2048 ")

for i in range(2,2+len(en)):
print (3xCx (((b-a) /(2xx1))*%2) /8, 'N="+str (2xx1))
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