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SISSE JUHATUS

Juhend on koostatud vestavalt N.Piskunovi 8pikutels:
“Diferentsiaal~ ja integraalarvutus" I, Tallinn 1965 (tekstis

lthendatult P I) ja “Diferentsimsal- ja integraalarvutus" IT,
Tallinn 1966 (tekstis lihendatult P II) ning I.Peterseni ja

H.Roosi "K8rgema matemaatika Ulesannete kogule" I (1962) ja
II (1961) (tekstis lthendatult PR I ja FR II),

Opikust vdetud iilesannete lahendamine on miinimummdudeks
kursuse lHbitsstamisel, Kursuse téielilkuks omandamiseks on soo-
vitav l#bi tddtada ndidatud tilesanded ke illesannete kogudest
PR I ja PR II,

Stigissemestril kisitletav kdrgem matemaatika III haarab
teemad: Uldintegraal, mi#siratud integrasl, mddratud integraali
rakendusi ja mitme muutujs funktsiloonid.

Kevadsemestril késitlstav kdrgem matemaatika IV h&lmab
teemad: kehe- je kolmekordne integraal, joonintegraal, pind-
integraal ja diferentsiaalvdrrandid.



ULDINTEGRAAL EHX MAMRAMATA INTEGRAAL

Antud funktsiooni algfunktsioon. Ulesandrid, mis viivad
ldintegraall mdistele. Uldintegraal ja selle lihtsamaid oma-
dusi, Uldintegrealide pdhivalemid. Integreerimise Hldvstteid:
swme integreerimine, ositi integreerimine, integreerimine
asendusvdttega.

Ratsionaalsete rurdfunktsioonide lalmtamine osamurdudeks.
Ratsionaalsete murdfunktsioonide integreerimine. Trigonomeet-
riliste ja irratsionsalsete funktsioonide integreerimine, NHi-
teid ldintegraalidest, mis pole avaldatavad elementaarfurnit-
sioonide kaudu.

Enne kui asuda kdne all oleva teema Jppimisele, peavad
h#sti peas olema diferemtseerimise pdhivalemid.

Teemat kisitletakse Ipiku P I peatitkis X, Nimetatud pea-
tikist tuleb hésti #ra 3ppida §-d 1-9, 11, 14, 15 ja 16, Ara
véib JHtte §-d 10 ja 13.

Integreerimise pﬁhivalemid, mis cn antud § 2, tuleb kind-

*iasti pihe dppida.

Rohkesti téhelepanu pddratagu nurdratsionaalse funktsioo-
ni integreerimisele (§ 5 - I ja IT, §-a 7,8 ja 9), sest viga
suur osa irratsionsalseid, trigonomeetrilisi ja muid funktsioo-
ne teisendatakse enne integreerimist muutuja vahetamisega murd-
ratsionmalseteks funktsioonideks,

Irretsionaalsete funktsioonide integreerimisel on mdni-
kord 3pikus antud trigonomeetriliste teilsenduste (§ 15) asemel
sobivam kasutada hilperboolseid teisendusi, mis on ndidatud
tilesannete kogus PR I, 1k.190 valemites (31) je (32). Buper-
boolsete funktsioonide definitsioonid on antud samas lesanne-
te kogus lk. 113, Nendest definitsioonidest vdib jéreldade
hiiperboolsete funktsioonide niisuguseid omadusi, mis mdnlkord
kergendevad integreerimist:



chx + sh x
ohgx-lhzx x5

oh #x = ob% + snx,
aix = Z(ch 2x + 1),
/-hxdx=chx+c,
fchxdx=shr+c,

dx
= th x +
/chzx— iy,

éx
by it o 2
‘/shzx e

Sageli v3ib antud #ldintegraali avaldamiseks kasubada mitut
eri vdtet ja icale v3ttele vastavalt saada ka erineva vastuse.
Kuid k81ik saadud vastused erinevad {iksteisest ainult konstantse
liidetava v8rre, kuigi see alati pole silimanthtav,

Féiteks, kul I=|——9% — _ Jahendamiseks kasutada
L S e - 3

telsendust t = x + 1, siis saame I = —ﬁ-§'=arctant+ c =
1 %%

= gpotan (x + 1) + ¢, kui aga kasutada teisendust x = ;%—1-

ehk 332;1"“&“, T ®- 1_d.§..§=arctgnz+c-
bk -

= arctan 2__;__;,._0.

Saapdud vastustest pole otsekohe niha, et nad erineksid
ainult konstantse liidetava v3rra, Kui aga lugeda suvalisi
konstante mSlemas vastuses vdrdseteks ja esimesest vastusest
lahutada teine, siis saame: arctan(x + 1) = (- arctan _?__;_:_5)’

millest tan [ arctan(x + 1) + arctan 2 ; ] =
tan arctan(x + 1) + tan arctan -2—-;-;-5
= 2=
1 - tan arctan{x + 1)- tan arctan &_%_3,
2 +x
Fok Qi Saok 2
x At 82 . 3.

=
1-(x+1)-2_;__5 -32-21-2

Bt ten(3® + x§) = -1, kus k on tdisarv ja



-9 <. arctana - aroban,s<57,
siis

arctan (x + 1) - (-nrctang;x) = gi-kf,hu k=0
v3i-i, Jirelikult erinevadki saadud ldintegrsalid konstandi
vdrra, "

lispilane peab clems teadlik, et Uldintegrael avaldub

elementaarsetes funktsioconides ainult eriti valitud funktsioco-
nide kaudu., § 16 on toodud niéiteid usma lihtsatest funktsioco-

nideat, mille integraalid ei avaldu elementsarfunktsioonide
kaudu. _

hesannste kogust FR I tuleks l#bl t¥tads niited
I - XVI, 1k.181-206 ja lshendada Ulesanded: 1053 - 1035,
1087, 3058, 1042, 1043, 1045, 1048, 1049, 1052, 1055, 1057,
1058, 1063, 1066, 1073, 1078, 1080, 1084, 1085, 1087, 1098,
1092, 1084, 1095, 1102, 1107, 1108, 1109, 1114, 1116, 1119,
1125, 1126, 1131, 1132, 1141, 1145, 1150, 1151, 1154, 1156,
1158, 1166, 1168, 1171, 1175, 1181, 1186, 1198, 1194, 1196,
1200, 1202, 1204, 1209, 1220, 1221, 1224, 1226, 1228, 1232,
1235, 1239, 1244, 1251,

MAARATUD INTEGRAAL

thesanded, mis viived mifiretud integrasli méistele. Pideva
funktsiooni miiratud integresl kui summe plirvalirtus, selle
olemascluteoreenl sdnastus (ilms tdestuseta). MEMreatud inte-
graali lihtsemaid omedusi, keskviirtuateoreem.

M#liratnd integreali btuletis illemise raja jérgi. Madiratud
integraali ja ldintegraali vaheline seos. Newton-Leibnizi va-
lem.

Mairatud integreaali arvutamine mmutuja vahetusega ja osi-
ti inbegreerimisega.

ILsplilu arvu katkevusiohtadegs (tdkestatud kumi ka tdkes-
tamata) funktsioomide integresrimine., L¥ymatu rajags piratu
integraal, virdluspeintsilp, sbsoluutne ja tingimisi koonduvus.

Mairatud integraall on kiisitistud Spilu P I XI peatikis
§=d 1 « 7,

Mgdratud integreeli omedustest tuleks esile tosta 6. oma-



dust (1k.388), mis v3imaldab integreerida praktikas kiillaltki
sagell esinevaid mitteelementaarseid funktsloone, nagu

2x, kui Osx=<1,

f(x) =< 2, kui 1<x<2,
4x - x°, kul 2<x=<4,
seega
4
f(x)ax = [ f(x)ax + ff(x)dx - /f(x)dx =
0 0 1 2
4
= [ 2x ax + 2dx+f 4x - x2 dx = 3 + 7.
0 1 2

M#tratud integraall arvutamiseks muutuja vahetuse abil on
kaks v3imalust, Uldintegraali v3ib avaldada uue muutuja kaudu,
saadud funktsioon teisendada tagasl esialgse muutuja funktsioo-
niks ning alles sesjirel arvutada integraal Newton-Leibnizi
valemi abil, Niisugusel juhul pole vaja integraali rajasid muu-
ta, Sel viisil on lahendatud uUlesannete kogus tR I ndide II,
1k, 223, Sagell on aga uue muutuja kaudu leitud iildintegraali
tiilikas teisendada esialgse rmuutuja funktsiooniks, kohasem on
teisendada integraali rajasid uuele muutujale vastavaiks,

Nii on lahendatud 3pikus P I, 1k, 394 toodud nHide ja
fillesannete kogus PR I ndide VII, 1lk. 226.

b
Kul miiratud integraall { f(x)dx arvutamisel kasutada
mutuja teisendust u = ((x), siis peab sellel funktsioonil
vahemikus a<x<b olema liks ja seesama pddrdfunktsioon

S 16 o8 o
W(U)-Nniteka fxzdxz g_. -1=3+s:3'.

X

Kui aga selle integraall arvutamiseks kasutada teisendust

u"xz, s11s vahemikus -1<x<0 x = =Vu, dx = - du »
2Vu

vahemikus 0=<x<2 aga x =\/—t? ja ax = - T « Seetdttu

2Vu

tuleb antud integraal kdigepealt telsendada summaks ja siis
kumbagi liidetavat eraldi integreerida:
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2 (4]} .
IR 2 fzz . oo - G
-{xdx -!xdxé- oxdx {O\l( 2ﬁ)+ quTx'

=-%fﬁm+%fﬁ¢=%[fﬁm+[ﬁ'm]-

1 4
T
s%{[\ﬂ/u]o+[uw/ulo}z-s(1+4-2)=3.

Jittes aga tihele panemata, et funktsioonil wu = x% on
vahemikus -l1<x<2 kaks erinevat pdSrdfunktsiooni, saaksime
vale vastuse: du = 2x dx, dx = 9% 4

3 2Vu
2 2
2 du u e
dx = — T - o ik 1.
x fuau 3 ’5 525

M#dgratud integraali arvutamine lihtsustub tunduvalt, kui
integreerimise piirkond on sUmmestriline mullpunkti suhtes fja
integreeritav funktsiocon on kas paaritu-v3i paarisfunktsioom.

Olgu nHiteks f(x) paaritufunktsiocon, 8.0, f£{-x) = =f(x),
siis

(o] a
J‘f(") dx = | f£(x) dx + [ £(x) ax.
e e

N

Tehes nifid esimeses integraalis asenduse x = -,
dx =-dy, saame:

j"r(:) ax -f’r(-y)(-ay) =/°rm ay = -(/‘rm ay =
gl a .

= -fr(x) dx (kul asendeda ¥y = x), Seegs
0

A a
f‘r(x) dx=-‘Lf(x) dx+b/f(x) ax = 0,
-8

Eui f(x) on psarisfunktsioom,s.0, f(-x) = f(x), sile

[0 ax = for(z) & [.f(x) <
“a

-



Tehes esimeses integraalis asenduse x = -y, Saame:
0
[ew) ax = emian = - [emey = [“emay = [fewes,
2a a a (] (o]

Seega

/‘f(x)dx -f'r(x)a; + frax =2 frmax.
-8

0 0 0
Niisiis

* :
i 2 f f(x)ax, kui f(x) on paarisfunktsioon

f(x)ax =
™ 0, kui f(x) on paaritufunktsioon,

Pdratute integraalide puhul peab teadma m3lema tiilibi de-~
finitsiooni ja mdistma, et siin ei ole tegemist tavaliste miu-
ratud integraalidega, Seetdttu tehtagu endale selgeks, et
plirviiirtuste arvutamine on vdltimatu ning antud rajade vahetu
kesutamine Newtoni-Leibnizi valemis lubamatu.

{lesamnete kogust PR I tuleb liébl tBdtada § 13, nHited
I, II, IV = X, XIT - XV ja lahendada iilesanded 1265(1), 1266,
1268, 1270, 1273, 1281, 1282, 1285, 1287(1), 1288(1,2), 1290,
1201, 1293, 1295, 1297, 1299(1), 1301, 1303, 1305, 1309(1,3,5),
1310, 1312, 1315, 1322, 1326, 1327, 1329, 1333, 1335, 1341,
1343, 1344, 1347, 1349, 1351, 1352, 1356, 1358, 1364, 1366,
1368, 1382, 1383, 1387, 1390, 1391,

MAKRATUD INTEGRAALI RARENDUSI

Midratud integraali rakendamine geomeetriliste ja fiulisi-

kaliste suuruste leidmiseks.
Pindala arvutamine rist- ja polaarkoordinaatides, Keha
ruumala arvutamine pralleelldigete pindalade kaudu., Kaare pik-

kuse arvutamine, P86rdpinna pindala arvutamine.

Lihtsamad fillsikalise sisuga Ulesanded.

Mgdratud integraali rakendusi on klsitletud 3piku P I
peatikis XII, millest tuleb dppida k&ik §-d 1 - 8.

e



Kdesolev teema peab andme 111idpilasele kindla veendumuse,
et médratud integraall mdiste on mdsdapddsmatult vajalik viga
mitmesuguste suuruste mddtmisel,

Ulesannete kogust PR I tuleb 1lébi t&dtada § 14 n#ited
I - XVI ja lshendada Hlesanded 14C7, 1408, 1409, 1411, 1412,
1417, 1421, 1423, 1427, 1429, 1431, 1437, 1441, 1443, 1447,
1451, 1455, 1460, 1462, 1467, 1470, 1473, 1475, 1478, 1483,
1487, 1488, 1490, 1495, 1507, 1511, 1517, 1520, 1527,

Geomeetrilise sisuga illesannete lahendamisel tuleb eri-
list tdhelepanu pdtrata rajade 3igele mHdramisele, Ndgiteks
8piku P I harjutuses nr.9 moodustedb viirutatud pindala OACB
(joon. 1) poole uuritavast kujundist (teine,kujutatule stimmeet-
riline kujundipool on III veerandis). Kolmnurga OAB pindaln
v6ib miérate elementaarselt (alus AB = 1, kdrgus 1) S, = 53

vz2' z 2 4 2 1
¥u jundi ACR n:ndansz=4' (2x - x")ax = x% - &~ =1,
1 v

Kogu kujundi pindala on seega S = 2(5; + 82) = . Tiéhtis on

mdista, et antud kolme joone vahel on nimelt pinnatiikk OACB,
samuti osata leida joonte 1l8ikepunkte nende v3rrandite paari-
kaupa koos lahendamisel,

Harjutuses nr.37 ei ole
antud rajasid, Nagu vidrrancist

l & 2

(x + (y5)2 a® néhtub, on
jcon simmeetriline koordinaat-
telgede suhtes, funktsioon on
méératud vahemikus [-a,a). Seega
on tegemist kinnise kdveraga,
millest veerand asub I veerandis
rajadega O ja a, Leiame funkt-

2 23
sioont y = (85 - x°)2 tuletise
grtr gty 1
¥y = (.3 -x)2x "3 ja keare
2 2 -

diferentsiaall ds =|1 + (a° - x°) x



Seega joone kogupikkus

Fiisikalise sisuga iilesannete lahendamisel on kdilge civ
lisemaks momendiks elementaarkorrutise (osavahemilu rilkkuse
funktsiooni korrutise) moodustamise oaskus, Nende korruticte
summeerimine ja iileminek piirvadrtusele, s.o, médratud Intz-
graalile, el valmista tavaliselt mingeid raskusi. Voatleme
dpikus P I toodud barjutust rr,71 (vt,joonis 2), Teataval hect
kel on vedeliku nivoo kdrgusel h, Mingi védikese ajavehemiku
jooksul viheneb vedelilu ruumala AV = = Tr2An vérra. Selle
vedelikuhulga t3stmiseks kdrgusele E - h kulub tdsd

Aa = -frzAh)t(H - h) ja kogu tehtav t&Z on

C
a= -/ FePpm o n) an-
R H
T o 2 i
\ r / =X [ n2E-n a =
——rl H 0
S H .
sl Prerva:
ol h =&_R_2 H!‘E h.4. =fzn'iﬂ_2_
——4—_ 2 .. 4 .
H 12
0
Joon. 2.

KITME MUUTUJA FUNKTSIOONID

EKahe ja kolme muutuja funktsioonid kul punkti funits:oc-
nid, Kahe muutuja funktsiooni geomeetriline kujutamine: pind,
nivoojooned. Skalaarviéli. Kolme muutuja funktsiooni nivco-
pinnad.

Mitme muutuja funktsiooni piirvi#irtus, Funktsiooni pide-
vus antud punktis ja piirkonnas, L8plilkus Xinnises piirkon-
nas pidevate funktsioonide pShiomadused (1lma tBestuscta).
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Kitme muutuja funktsiooni csatuletised. Kahe muutuja
funktsiooni osatuletiste geomeetriline t#éhendus.

¥itme muutuja funktsiooni tdisdiferentsiaal, tema olemas-
olu piisavad tingimused. Liitfunktsiooni diferentseerimine,
talsdiferentsiaall kuju invariantsus. Tuletis antud suunas ja
skalaarvdlja gradient,

Korgemat jHrku osatuletised ja tHisdiferentsiaalid. Osa-
tuletiste diferentseerimise jir jekorrast sdltumatuse teoreemi
sdnastus.

Tlmutamata funktsioon, tems olemasolu tecreemi sdnastus.
Ilrmutamata funktsiooni diferentseerimine. Pinna puutuvtasapind
ja -normaal, tH#isdiferentsisall geomeetriline téhendus,

Mitme muutuja funktsiooni ekstreemum, ekstreemuml tarvi-
1ikud tingimused, piisavate tingimuste sdnastamine (esimese
diferentsiaali muutumine nulliks ja teise diferentsiaali mérgl
mutumatus ), nende tingimuste véljendamine osatuletiste kaudu
kahe muutuja funktsiooni pubul. Mitme muutuja funktsioonl kdige
vdiksema ja kSige suurema vHiértuse leldmine antud kinnises
piirkonnas.

Mitme muutuja funktsioone tuleb Sppida Spiku P I peatil-
kist VITT §=d 1-8, 10-15 ja 17 (§ 17 teoreemi 2 tdestuse
v8ib #dra jutta).

Maailmas toimuvaid ndhtusil uurides on leitud, et enamatel
juhtudel ks muutuv suurus el s3ltu mitte Uhestainsast telsest
muutuvast suurusest, vaid mitmest.Selle %3dttu on mitme mmtuja
funktsioonide teocorial suur praktiline vH#rtus,

38ltuvus mitmest muutujast on ags keerulisem kui sdltuvus
tihes ¢ nuutujast. Uhe muutuja funktsioonide uurimist kergendab
graafiku kasutamine, mitme muutuja funktsioonide puhul peab
aga graafiku agendama mudeliga ja sedagi ainult kahe muutuja
funktsioonide korral, Seetdttu vietakse mitme muutuja funktsioo-
nide uurimise ldhtekohaks kdige lilhtsam juhtum, kahe mmutuja
funktsioon. Mitme muutuja funktsioonide puhul kehtivad teo-
reemid tdestatakse kahe muutuja funktsioonide abil.

Kul funktsiooni z = f(x,y) osatuletised f!(x,y) Ja

f‘;(x.y) on pidevad punktis (x;y), siis saab funktsiooni tHis-

rdeka
junrdekasvu Az = £(x + Ax, y + Ay) - £(x,y)

12



teisendada kujule
Az = £2(x,7)e Ax + £2(x,7)* Ay + ¥ Ax + JyAy,
us ), ja ¥, léhensvad nullile Ax ja Ay lkhenemisel nul-

lile, Fahe eninese liidetava summa on funktsiooni juurdelasvu
poaosa ja teda nimetatakse antud funktsiooni tiisdiferentsiga=
liks ning ti#higtatakse siimboliga dz:

dz = £(x,5) Ax + ir(x,3) Ay
voi .

4z = £;(x,y) ax + £i(x,y) ay.

Tui funktsioonil f(x,7) on olemas t#isdiferentsiaal, sils
nimetatakse fnktslooni diferentseeruvaks,

Praktikas tekib tihti vajadus mitme muutuja funktsiooni
ekstreemumi leidmiseks., Sellise illesande lahendamisel tuleb
silmas pidada, et mitme muutuja funktsioonil v3ib ekstreemum
olla kas statsionaarses punktis v3di punktis, kus funktsioon

pole diferentseeritav, Funktsiooni =z =\ 2, y2 miinimum on

X
niiiteks punktis (0,0), kuid osatuletisi 2% ja $Z selles
ox -

punktis ei eksisteeri.

Funktsiooni suurim ja vidhim vddirtus mingis kinnises
piirkonnas voib esineda piirkonnasiseses statsionaarses punk-
tis v31 piirkonna rajajoonel, Seega tuleb arvutada funktsiooni
viétirtused statsionaarsetes punktides, piirkonna rajajoonel asu-
vates ekstreemkohtades ja, juhul kul rajajoon koosneb erineva
v3rrandiga antud osadest, veel nende osade ldikepunktides.
Saadud viHrtuste hulgast tuleb valida suurim ja véhim vilirtus.

0lgu nHiteks vaja leida funktsiooni z = x° + 4xy - ¥° =
- 6x - 2y suurim ja vihim vidsirtus kolmmurgas, mis on piira-
tud koordinaattelgedega ja sirgega 2x + 3y - 6 = 0,

_FEelkdige leiame funktsiooni statsionaarsed kohad. Neid
sgame vdrrandisiisteemist ,

L}
o

2x + 4y - 6
4x - 2y - 2

[}
o
.

13



Seepa on funktsioonil iiksainus
statsionaarne koht Po(l;l),mis
asub ihtlasi antud piirkonnas
(joon.3). Piirkonna rajajoone ik
sikute osade y =0, x=0 ja
2x + 3y - 6 = 0 1dikepunktid
on P, (0;0), P,(3;0) ja Pg(0;2).
Ra ja joone osal Ple on
funktsioonil kuju z = x° - 6x,
Tle ekstreemkoha saame v3rrandist 2x - 6 = 0, milles

SOIEE

o~ |

Joon. 3.

= 3, Seega P2 on ithtlasi ka rajajoonel asuvaks ekstreemkohaks,
Rajajoone osal P, ¥z on funktsioonil kuju 2z = -y2 - 2y.

rgol PiP, asuva ekstreerkoha ordinaadi saame vdrrendist
v -2 =0, mlles y = -1, Seega ekstreemkoht el asu antud

firkonnas, S
Ra jajoone osal P1P3 on funktsioonil kuju z = -9 + 10y - T

‘116 ekstreemkoha ordinasdl leiame vorrandist 10 - 3y = o,
nilles ¥ = %8 « Seege rajajoonel asuvaks ekstreemirchaks on

(& D).
Et  2(P,) = -4,  2(Py) =0,
z(Py) = -9, z(P;) = -8
ia z(Py) = - % , siis funktsioori suurim védrtus antud

iirkonnas on O ja véhim vddrtus -9.

{lesannete kogust FR II tuleb liébi tsstada § 15, ndited
“wXTI, XTIV-XVITI, XXII, XXIV-XXVI ning lahendada iilesanded
1529, 1530, 1533, 1534, 1535, 1538, 1539, 1542, 1544, 1546,
1550 - 1552, 1554, 1557, 1561, 1564, 1565, 1567, 1569, 1570,
1774, 1576, 1577, 1580, 1582, 1583, 1586, 1587, 1588, 1591,
1592, 1594, 1597, 1601, 1603, 1607, 1508, 1611, 1612, 1616,
519, 1621, 1623, 1626, 1631, 1637, 1642, 1647, 1648, 1650,
1653, 1656, 1657, 1659, 1662, 1665, 1667, 1669, 1672, 1676,
1678 - 1682, 1684, 1685, 1687, 1689, 1691, 1695, 1696, 1698,
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1700, 1701, 1703, 1705, 1707, 1711, 1714, 1716, 1725, 1730,
1732, 1737, 1740, 1769, 1770, 1779, 1787, 1791, 1792, 1797,
1798 - 1801, 1804,

KAHE- JA KOLMEKORDNE INTEGRAAL

Geomeetrilise ja fillsikalise sisuga illesandeid, mis viivad
kahekordse integraali mdistele, Kahekordne integraal kul summa
piirvidrtus, tema olemasolu teorsem., Kahekordse integraali
lihtsamaid omadusi, keskvHHrtuse teoreem.

Kahekordse integraali arvutamine kahe teineteisele jirg-
neva integreerimise teel, Muutuja vahetus kshekordses integ-
raelis, kahekordse integrsali avaldamine polaarkoordinaatides.
Vérrandiga z = f(x,y) santud pinnatitki pindala arvutamine.

thlesandeid, mis viivad kolmekordse integraali m&istels.
Kolmekordne integraal kul swmma piirvi#rtus, tema lihtsamald
omadusi je arvutamine,

Mautu jate vahetus kolmekordses integraalis, kolmekordse
integraali teisendamine silinder- ja sfdrikoordinaatidesse.

Tasapinnaliste ja ruumikujundite momentide ja raskuskesk-
mete leidmine.

Nimetatud palad on kidsitletud &piku P II XIV peatilkis
§-41-5,7,9 - 14 (§ 13-8t ju#b Hra 3. 131k, mmtujate
vahetuse #ldjuhtum). W

Kahekordse integraall arvutamisel on k3ige olulisem osa-
ta Bigesti méirata integreerimispiirkonda, mis on antud kas
virratustega v3i piirkonna rajajoonte vdrranditega. Scovitav
on piirkond skitseerida, joonise abil on tunduvalt kergem
miirata Siget integreerimis jir jekorde ja integraali rajasid.

Sama kehtidb ka kolmekordse integrasli puhul,

tlesannete kogust PR II tuleb l#bi t8Btada § 19 toodud
néited I -~ XIII ja lahendada illesanded:2222,2224,2227, 2229,
2230, 2232, 2234 - 2236, 2240, 2241, 2243, 2247, 2249, 2250
2252, 2255, 2257, 2261, 2264, 2265, 2268, 2270, 2272, 2275,
2316, 2322, 2323, 2329, 2336, 2338, 2344, 2346, 2284, 2286,
2287, 2290, 2293, 2299, 2500, 2305, 2307, 2309, 2310, 2339.
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JOONINTEGRAAL JA PINDINTEGRAAL

Geomeetrilise ja flilsikalise sisuga #lesandeld, mis vii-
vad joonintegraali mdistele. Joonintegraal kaare pikkuse ja
koordinasatide jeErgi tasapimnal, Joonintegraali lihtsamaid oma-
dusi. Joonintegraali arvutamine tema teisendamisel mdHratud
integraaliks, Vektorfunktsiooni joonintegrasal.

Greeni valem, Koordinastide jHrgi v8etud joonintegraali
integreerimise teest sdltumatuse tingimused.

Ulesandeid, mis viivad pindintegraali mdistele. Pind-
integraall lihtsameld omedusi, Pindintegraall arvutamine tema
kahekordseks integraaliks telsendamise teel., Vektori voog lébi
pinna.

Ostrogradsli ja Stokesi valemid, nende vektorkuju, diver=-
gents ja rootor. :

Ulalloetud- teemad on késitletud dpilm P II XV peatikis §-d
1-9,

Mitmesuguste mehaanilaiilesannete (td8, mass, raskuskese
jne.) lehendamine nduab uue matemaatilise mdiste ~ jooninteg-
rga.li kesutuselevdtmist, Opikus ongi muu;uva jdu poolt tehta-
ve t68 arvutamise iilesanne vahetult seotud joonintegraali
moistega koordinaatide jérgi. Kaare pikkuse jHrgi defineeri-
tud joonintegraal on toodud P II § 4 13pus mérkusena, Kui
funktsiooni X(x,y) vaadelda joone L tihedusena, on selle integ-
reali fillsikaliseks tdhenduseks joone L mass.

Greeni valemi rakendemisel, aga samuti ka joonintegraali
‘arvutamisel, kul see ei s&ltu integreerimisteest, tuleb alati
meeles pidada tingimusi, millal need valemid ja seosed kehti-
vad: plirkonnas D ja selles asetseval joonel (v8i joontel) L
peavad funktsioonid X(x,y) ja ¥(x,y), aga ka nende osatuleti-
sed olema pidevad. Selles mSttes om Spetlik lkbi uurida
PR IX § 20, ndide VI,

Kui joonintegraal f Xdx + Yay el sdltu integreeri-
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misteest, on X dx + Y dy = aU, kus X =% ja ¥ =
Seega v3id joonintegraali arvutada ka funktsiooni U(x,y) abil
tema vilrtuste vehena punktides N ja M, Funktsiooni U(x,y)

v3ib leids ka nii:

U

s

fx ax = V(x,y) + q?(y), kuna osatuletises X = -g—g ‘oni
Ykaduma l#inud" U(x,y) lilkmed, mis s8ltuvad sinult muutujast

y. Nuud a“ ﬂ’a@-‘-tﬂ- —gﬂl millest
\P(y) sf[! - _33!.11_1_.1),] dy, seega U(x,y) =

= V(x,y) +!(7(y).
Ylesannete kogust PR II tuleb li#bi tdbtada § 20 niited
I - IX ja § 21 ndited II ja III ning lahendada Ulesanded
2361 - 2363, 2366, 2368 - 2372, 2380 - 2388, 2392, 2395, 2396,
2403, 2405, 2406, 2407, 2408, 2409, 2411,

ESTMEST JARKU DIFERENTSTAALVORRANDID

Geomegtrilise ja fiullsikalise sisuga llesanded, mis ndua-
vad diferentsisalvdrrandi koostamist, Harilikud diferentsiaal-
v3rrandid, diferentsiaalvdrrandi jHrk, lahend ja integraal-
kdverad. Esimest jérku diferentsiaalvdrrandi lahendi olemasolu
ja ainsuse teoreemi sdnastus, Diferentsisalvdrrandi ligikaudse
lshendi mdiste. Cauchy’ tilesanne, suvaliste konstantide m¥dra-
mine vastavalt antud algtingimustele, ild~ ja erilahend., Singu-
laarse lahendi mdiste. Esimest jhrku diferentsiaalvdrrandl
geomeetriline tdlgendamine, sihivdll, isokliinid.

Eralduvate muutujatega, homogeensete, lineaarsete ja
eksaktsete diferentsisalvdrrandite integreerimine.

Opikus P II on kMesolevat teemat kisitletud XITI pestii-
kis §-d4 1-5, 7, 9 ja 15. :

Hakates teemat Sppima, tuleb kiigepealt endale selgeks teha
diferentsiasalvdrrandi definitsioon, vdrrandite lilgituse alused,

e ——

| TRE’J’V Raamamkegﬂ
e IR0 |
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lahendite 11igid ja nende geomeetriline tdhendus.

Rakendustes on erilise tidhendusega Cauchy' iilesande la-
hendamine, 8.0, diferentsiaalvdrrandi erilahendi leidmine vas-
tavalt antud algtingimustele, Kui v3rrandl #ildlahend on leitud,
téhendab see suvaliste konstantide selliste vHirtuste leldmist,
mille puhul erilahend rahuldsb algtingimusi.

Geomeetriliselt tihendab Cauchy' iilesanne esimest jérku
diferentsiaalvdrrandl puhul niisuguse integraalkdvera (eri-
lahendi) eraldamist integraalkdverate perest (lildlshendist),
mis 1¥bid antud punkti (x, y.).

Peab silmas pidema, et esimest jHrku diferentsiaalvdrran-
di puhul v3ib leiduda punkte, mida ei lEbi antud vdrrandi iUks-
ki integraalkdver, samuti aga v3ib lelduda punkte, mida l1l¥bi=-
vad mitu vdi koguni 1dpmata palju integraalkdveraid.

N#ilde 1. Diferentsisalvdrrandist g =L on nkha, et ot-

sitava funktsiooni tuletis pole médratud ttheskil punktis, kus
argument on null., Et antud vdrrandi #ildlahend on ¥y = cx, siis
on integraalkdverateks punkti (03;0) l#bivad sirged, vélja ar-
vatud sirge x = 0, Seega lebib koordinaattasapinna iga punkti,

¥us x # 0,lks ja ainult ks in-
tegraalkdver, punkti (x = 03

v # 0) ei ldbi Ukski integraal-
kover, punkti (0;0) aga kdik, s.0,
1dpmata palju integraalkdveraid
(joon.4).

Niide 2. Nagu kergesti veen=-
duda v3ib, on diferentsiasalvdrran-
a1 y2(1 + y'2) = a2 (a>0) uldla-

hend (x - ¢)2 + y2 = 2 ja ise-
Joon, 4. #rane lahend, 8.0, lahend, mis
pole tuletatav #ldlahendist, y =% a,

Seega on integraalkdverateks vdrdsete raadiustega ringid,
mille keskpunktid asetsevad x-~teljel; ja kaks x-tel jega stm-
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meetrilist sirget, mis on
{ildlahendiga antud ringjoon-
te puutujateks (joon. 5).
Kuna illdlahendis

c=x*% Vaz - yz, siis lé-

bib iga punkti,‘kua ~a<y<a,
kaks integraalringjoont; iga
punkti, kus y = £ a, lidbidb
ks ringjoon ja liks sirge

Joon, 5. ning punkte, kus y>a v3i

y<-a, el 1l&bil Ukski integraalkitver., Seega asetsevad kdik in-
tegraalkdverad ribas, mis on piiratud sirgetega y =a Ja
¥ = ~a.

Ndide 3 on toodud diferentsiaalvdrrandi koostamise ja
Cauchy' Uilesande lahendamise kohta.

100° € kuumendatud kehe jshtub ruumis, mille temperatuur
on 20° C ja plsidb konstantsena kogu jahtumise vdltel., 10 minuti
prast oli keha temperatuur 60° C. Millal on keha temperatuur
25° ¢, kul keha jahtumise intensiivsus on vdrdeline jahtuva
keha ja keskkonna temperatuuride vahega?

Olgu teataval =z jahetkel t jahtuva keha ja keskkonna
temperatuuride vahe T, siis jahtumise intensiivsus ("hetkeli-
ne kiirus“) on ‘-;% ja protsessi diferentsisalvdrrand _g% = kT,

kus k on v3rdetegur {mitte suvaline kostant!). Eraldame muutu=-

jad ja integreerime:
f%r-.=kfdt, InT =kt + C,
e

saame diferentsiaalvirrandl ildlahandi, Algtingimuseks on siin
as Jaolu, et hetkel ¢ =0 on T = 100 - 20 = 80, seeza saams
ildlahendlist ¢ = ln 8C ja erilahend on In 7 = kt + In 80
ehk

In gy = kt.

JH#b Ule mHlrata virdetegur (see pole enam algtingimuste ra-
kendamine!): kul t = 10, on T = 60 - 20 = 40, seega

0
in g-6=10k' k'I%ln'g-



Seega antud jehtumisintensiivsuse puhul on arilahend

s I LNES B e |
in 3 ic 23
ehk
In gy
‘C=10———I.
1a %
Seega vastus esitatud kilsimusele (kui T = 25 - 20 = 5):
5 1 : 5
1n in 41n
& = 10 Eg=1oﬁslo;j_§-=4omn.
in 3 2 2

Olulise tahtsusega kilsimuseks on ka joontepere diferent-
siaalvdrrandi lefdmine (vastupidine illesanne diferentsiaal-
vdrrandi tldlahendi leidmisele)., Kul on tegemist n-parameetri-
lise joonteperega, tuleb selle vdrrandit n korda diferentsee-
rida ja saadud stisteemist elimineerida parameetrid; saadakse
vdrrand F(x,y,y',...,y(n)) = 0, Selline elimineerimine on aga
v3imelik, kui parameetrid on omavahel lineaarselt sdltumatud
(vt. PR II § 17, n#dide II). See aga téhendab, et diferentsi-
aalvdrrandi tildlahendis konstandid on kill meelevaldsed, aga
peavad sealjuures olema lineaarselt s&ltumatud. Sellel asja-
olul on oluline tdhtsus kdrgemat jédrku diferentsiaalvdrrandite
teoorias.

lesannete kogust PR II tuleb 1lébi tbttada § 17 n#Hited
I - IV, VII, VIII ja X ning lahendada #{lesanded 1875 - 1877,
1882, 1883, 1885, 1887, 1895, 1899, 1900, 1903, 1906, 1909,
1911, 1913, 1915, 1917, 1920, 1921, 1923, 1925, 1927, 1929,
1934, 1936, 1939, 1941, 1942, 1944, 1946 - 1949, 1960, 1961,
1963, 1965, 1970, 1972, 1973, 2043 - 2046.

KORGEMAT JARKU DIFERENTSIAALVORRANDID

Suvalise jérguga diferentsiaslvdrrandi lahendi olemasolu
Je ainsuse teoreemi sdnastus. Cauchy' lilesanne, tildlahend ja
erilahend,

Ménede diferentsiaslvdrrandite integreerimine jHrgu alan- -
damise vdttega. 4
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Homogeensed ja mittehomogeensed suvalist Jarku lineasarsed
diferentsiaalvdrrandid. Lahendite fundamentaalsiisteem ja
Wronsky' determinant, Homogeense ja mittehomogeense virrandi
1ldlahend! struktuur. ;

Bavalist jérku lineaarsed homogeensed konstantsete kor-
da jatega diferentsiaalvdrrandid, karakteristlik vdrrands.

Lineaarsed mittehomogeensed konstantsete kordajatega di-
ferentsiaalvdrrandid, erllahendl leldmine midramatu korda jate
vdttega, Konstantide variatsiooni meetod, Nimetatud diferent-
s8isalvdrrandite rekendamine lihtsate vonkumiste uurimiseks,
resonants.

Spikus P IT on nimetatud palasid kisitletud XIII peatiikis,
§-a 16~18, 20-25 ja 28,

Et kidesoleva peatilcl valdavaks teemaks on lineaarsed di-
ferentsiaslvdrrandid, siis tuleb erilist tihelepanu pddrata
lineaarse diferenteisalvdrrandi 1ldlahendil struktuurile.

Kui n-jirku lineaarse homogesense diferentsiaalvdrrandi

(n) (n-1)

¥ + DY ¥ alsr DAY Fiye 0

n lineearselt s&ltumetut erilahendit on ¥4, Vg, T3 sew, ¥y, 8ils
ildlahend on
W 0¥y T 0¥ T Og¥s Yeret O
Bus C,, Cp; Czgees,C, On suvalised konstandid.
Vottes tlal antud diferentsisalvdrrandi paremal pool :
arvu O asemel funktsiconl f(x), saame n-jérini lineaarse mitte-
homogeense diferentsiasalvdrrandi

g (n-1)

+ ply +o0e + pn_ly' h pny = f(x).

Kuil selle mittehomogeense diferentsiaalvdrrandi uks eri-

1shend on 7, siis Uldlahend on selle erilashendi ja vastava
homogeense diferentsisalvdrrandl tildlahendi summa:

- e ; o5 clyl * 02"2 + csys +tooe + Onyn-

Kul kordajad py, Ppeess D, On konstandid, leitakse 1i-
neaarse homogeense konstantsete kordsjatega n-jérku diferent-

sinaiv&rrandl.n lineaarselt s3ltumetut erilahendit karakterist-
1liku v@rranci abil (§-d 21 ja 22), Lineaarse mittehomogeense
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diferentsiaalvdrrandi iiks erilahend leitakse aga kas konstantie
de voi midramatu kordajete vdtte abil (§-d 23, 24 ja 25).
Ulesannete kogust PR II tuleb 1#bi tsstada § 18 niited
I - XTI ja lahendada Ulesanded 2066, 2068 - 2071, 2073, 2075,
2077, 2079, 2081, 2083, 2086, 2088, 2089, 2091, 2092, 2094,
2096, 2100, 2102, 2103, 2109, 2110, 2113, 2115, 2119, 2120,
2123, 2125, 2127, 2131, 2134, 2137, 2138, 2142, 2144, 2148,
2150, 2153 - 2155, 2160, 2162. '

DIFERENTS TAALVORRANDITE SUSTEEM

Diferentsiaalvdrrandite siisteemi mdiste, Homogeenne line-
aarne konstantsete korda jatega siisteem ja selle lahendamine,
¥ui karakteristlilku vdrrandl lahendid on rsaalsed ja erinevad,

Opikus P II on nimetatud teemat késitletud XIIT peatiiki
§-des 29 ja 30, kunli esimese nHiteni (incl).

{1esammete kogust PR II tuleb lébi téttada § 18 niited
XV ja XVI ning lahendada Ulesended 2205, 2208, 2210, 2212 ja

2214,



1.

2.

4.

KONTROLLTOUDE ULESANDED

1,688 | 2,688 | 3.t88 | 4,658
Slintace 1 1sDOVe | 10.dets.|l.aprilll 10.mad
Ulesannete | 1.50 | 51-100 |101-150 | 151-190

Ulesannete
it 5 5 5 4

Lahendamiseks valida need iilesanded, mille jHrjekorra=-
numbri viimane arv thtid #lidpllase matrikli numbri viimase
arvugae.

Ulesandeis 1 - 10
a)/_&_ ,
‘kg & x2)5
b)/

P SR O
S+ 2xd

a)f!l:leS-xz-acdx,

avaldada antud i1ldintegrsal.

B ,)/'.x_*‘__a_i.n._isdx,
1+ cos x

x%dx

6.a)f 4z
4+ 5 sinx

’

ax .

)f -Sx+20
(x-2) (x + 1) (x = 3)

a)f x-xadx
b)fx +x +2dx
x(x? -l)2
o (L e,

§2+4
Lsxei

b) dax.

xs-x

3o b)/
5x + 6x + 18
V.a)f Sin%dx,
cos’x

b)fz;-:':x-bldx
x+1

dx
8°E)f3+5°oax

b) 24
‘[x +e:2+8

dx -



9, a) -xzdx, 10. a) j(tanx+eotx)5dx

b) :
.[x +5x2+4

b)f -6x2+x.

tlesandeis 11-20 arvutada antud m#éiratud integraal

Newton-Leibnizi valemi abil.,

i f: arctg x ax. 16,
0
in 2
12, f xe X ax 17.
0
4 ;
13. f x In(x + 3)ax. 18.
0
e
14, f x2 1n x ax 19,
1
1
15. f x5 arctg x dx .- 20,
0

f x2 + x)ln(x + 1)ax .
0

r!
7 In(x + V1 + x%)ax.
0

§
f (3x2 - 2x + 5) sin 4x&.
(0]

x2 cos 5x dx.

Of—win

f x In x ax.
b B

Ulesandeis 21-30 arvutada antud m##ratud integraali 1i-
- gikaudne viirtus Simpsoni valemi abil, jaotades integreeri-
misvahemiku 10 vOrdseks osaks, Arvutused teha kolmanda kiim-

nendkohani iimardatud arvudege.

3

21, f p b - x3 ax . 24,
0
1 3

2 f 2 - x2x . 25,
(0]
3 2

23, f o7* ax. 26.
0

24

3
sz-x5ax.
0
jSVS-Zxaax.
0

2
j \/2 - 8in x dx.
(0]



i
ax. 29, j— 8in x gx.
x
)
1
'/(; 1n1+x)

lesandels 31-40 arvutada antud joontega piiratud kujun-
d1 pindala. Teha joonis,

31, y°=16-8x je y2 = 24x + 48.
32, ¥ =x° . 3x ja 3x+y-4=0.
33, ¥ = 1 ja v = Lz

g 1+ x2 ¥

34, xy =6 ja x+y~-7-=

35, (x2+ y2)2 = 1622 + 932

360 ¥ = 2x - x° ja x+y=
37. (x2+ 322 = oxy.

38. §E+y2-1 o E-y=1
39, y=x2+4x Ja. FEx+ 4.

40, xy =4; x=1; x=4 ja y=0.

41, Teida joontega y =3 jay =3 +V9 - x° pitratud kujunai
ptdrlemisel iimber x~telje tekkinud keha ruumala.

42, Leida joontega y = x2 Jo 2Xx -y + 3 =0 piliratud
ku jundl pdrlemisel Umber x-telje tekkinmud keha ruumalsa.
43. Arvutada joone y = In x kaare pikkus punktide vahel,
mille abstsissid on vastavalt V3 ja Ve.
]
44, Leida parameetrilisel kujul antud joone x = %—- :

4
¥T=2 = i—- kaare plkkus punktide vahel, kus joon 13ikab

koordinsatteligi.



45.

46,

47,

49,

50,

kond

51,
52,

53.

Leida keha ruumala, mis tekib joontega x- + y2 =1,

yz = v% x ja y =0 piiratud kuajundi pddrlemisel timber
x-telje.

<

Leida kdvera y = 32-— - 1 selle osa ksare pikkus,

mille 1loikab temast abstsisstelg.

Leida kdvers r = a sin® £ kogu pixius.

Leida kdvera y = 1ln(sin x) kaare pikkus punktide

&
vahel, mille abstsissid on vastavalt %’ ja gs"": .

Leida joone 4x2 + yz = 4 pbdrlemisel uUmber y-telje
tekkinud keha pindala,
=
; 3
timber x~-telje tekkinud pinna pindala,

Leida kdvera y = kaare (-2<x<2) piorlemisel

Ulesandeis 51-60 esitada antud funktsiooni mésramispiir-
vdrratuste abil ja kujutada joonisel.

z = arc sin [2y(1 + x2) - 1]-
z = 1n[x In(y - x)])-
g = 4x - Yz

In(1 - x? - y2)

z=xy+v1n R2 +x2+y2-32-
xPe g®

z=1lnx -1lnsiny.

VI 8in y .

: x
z = arcsin =35 + arcsin (1-y).
- ¢

z = arcsin X .
IHYy
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Ulesandeis 61-70 kontrollida, Mas antud funktsioon u
rahuldab ndutud tingimust.

61, u=.m2(x"t); ..2 &-L%é
3x? ot
= o-008(x + at); S
62, u=e""° a axz-atu'
=
63. u = In[x2 +(y + 1)2]; Fa 28 - o
: 55 dy*
64, u= 1 : ﬁq..a_z.‘}. Q_?B.-.o
x2 + yz + z2 2x2 ay2 azz
5 2 P & . 235N,
65, u x ? X ax2+ maé;gi“y ayz—o.
= I. 28 2?11 -
66s u 7vx' x axe y 8y2 0
;o(y-;‘
67, u= 65 73); j’s ay - n’zg} = Xu.
32\1 232
68, = gain(x + 15 — = gu &
u = sin(x + ay); ayz aaxz
2
69, u=cosy+ (y-x)edny; (x-3) 28 &
70, w=1n(} - 3); 2% , 2% .



Ylesapdeis 71 - 80 leida antud funktsiooni suurim ja vi-

 him vifirtus antud piirkomnas,

71i.

2.

73

4.

75.

766

78,
79.

80,

2 =x% - 2xy + 2y° -~ 4x - 6y + 3 rundus
6<x<8; 4<y<6.
% = 2xy - 3x° - 3y° + 4x + 4y + 4 ristkilikus
0=sxx<3; Osy=2.
l'4x2+972-4x-6y+5 kolmmurgas kilgedege
x=0;y=0x+y=1.
2 = 4xy - 3x° = 12y° + 4x + By + 1 ruudus
O=<x<3; O0sy<3.
z = 5x° - 3xy + y2 + 4 kolmurgas killgedega
X ==l ¥==13 x+y=1,
10 + 2xy - x2 piirkonnas, mida piiravad jooned
y=4-12 jJa y=0.

4x + 2y + ax® + 12+ 6 kolmnmurgas killgedega
x=0,y=0 jax+ y+ 2=0,

z=2x% - 4xy + 5y% - 8x + 6 ruudus O=x=<4; Osy<4.
5x2 + 8xy + 5y° -18x - 18y ristkiililus

0sx<2; 0<y<3.
2= (x° - 3x)(2 - ¥2) ristikilikus - 2=x<2

- 1l=sy=<1.

Ulesandeis 81-90 arvutada antud avaldise ligikaudne vHHr-

tus, l#htudes funktsiooni z vidldrtusest punktis A ja lugedes
funktsiooni juurdekasvu ligikaudu vdrdseks tHisdiferentsisali-

ga.
81,

82,

83,

V5,022 + 3,982 35  z=Vx2+3y2; a(5:;4).

1n[(1,018)2 + (0,03)2]; =z = In(x2 + ¥2); a(1;0).

4 4
S z= H A(133).
1,052 + 2,072 x2 + 32’ i
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05° =

2 : x .
84, ——E S o o € A(2:3).

9
2,05° + 3,01

85, 3,00 * 029 ; z=xe ; A(330).

86. \/1,055 + 1,98%; z =Vx5 + ¥ A(132).

87, sarectg %:%S ; 2 = arotg ;-; a{131).
4 . 4

88, “\/(2,05)5 + (1,94)%; =z + ¥ A(232).
3 . 3

89. \/(5,95)2 + (3,03)2 + 25 3z =\x2 + 32 + 2; A(433).

5 < 5 v
90, /(2,95)% + (2,08)% + 15 z = =¥ + 32 4 1; A(352).

Ulesandeis 91-100 leida antud pimna puntuvtasapinns ja
normaall vorrandid antud punktis A.

91, @752 . 6z + 3xy = 10; Al%31;0).
92, x% + y%2 + 2% - 5= 0;  A(1;-132).
93, x2(sy2+y) =23 4a(2;-138).

o4, x2+ 3%+ 2%+ xys - 20 = 03 A(1;233).

96, x4+ 3% < 22=13 A(15151),

96, =972 - xyz = 43 A(23132).

97, = x2 . op2s a{l3e;3-7),

98, 2 = sin x sin v; A(g;étl).

9, 2 =1n(x®+ y9); A(EE‘:-{—ESO).
100, z = x° + 2y2; A(13133).



Ulesandeis 101-110 teha integreerimispiirkonna joonis

ja muute integreerimise jdr jekorda, p

0%

4 x5+3 4
101, ax f f(xsylay- 106-fdv f f(x;y)ax -
. 2 S
3 V4-y "
-X
102, j;ay { f(xs;y)ax. w’f / B
3 25-x°
105, [eax [ txyay.
» 0 “ 432
Ee we. [ar [ rtamiex.
104. ay fxsylax. 0
4 fz 4-2y2
;f e ln x
4 25-x2 109.fdx f f(x;y)ay-
10, fdx f £(x3y)ay. $.. 28
o %v;‘ 4 st-yZ
110. J ay £(xsy)ax-
0 3
S

Ulesandeis 111-120 loida antud joontega piiratud kujundi
pindala kahekordse integraali abil, teisendades joone vdrrandi

eelnevalt polaarkoordinaatidesse (2 >0), Teha skemaatiline
joonia.

112, 25 = a2(x* - y%). 16, x*+yt=a%xy.

12, (2 + 722 = a2(ax® + ¥®). 217, (x2 + y9)% = a%f.

113, x* = a%(3x? - y9). 118, (x2 + ¥°)% = a%%(ax%3y9)
1214, (x2 + y2)2 = o9° 119, y© = a2(y% - x%).

115, (2% + 39)% = a®(3x® + 2®)- 120, x* = ¥ (x® - 3PP
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.

Ulesandeis 121-130 1leids antud pindadega piiratud keha

ruumala. Teha joomis.

iz1,
122,
123,

151.

132,

133.

1“&

1358,

136e

s=VY¥; s=2Yy; =x+y=2; x=0,
x2+y2=Z; !2'4','2’38-4-
=4NT ) xrg A o0 1 =,

x2+y2=4; THe=2; =20,

z2=x3 3=0; y=03 1-4;x=\/25-13.
:Q-G-x; xz+12=§x.

2=0; z=x; =0 3y =3; xz.vg-ya; x:\’m_y’.

781-32: TR Y=g,

£ =73 ’=O; ¥y = 4-1; T = 1?,,%.
Leida ihtlase tihedusegs keha raskuskess, kul seda ke~

ha piiravad pddrdeliipscidl =x2 + 32 + 422 = 4 Hlemine
osa jJa tesapind 2z = O,

leilda ihtlase tlhedusega keha rasluskese, kul seda
keba piiravad pimned x°+ y2 =323 z =9 ; x = 0(x>0)
ja 7 = of(y=0).

Telda Uhtlase tlhedusega keha raskuskese, lkul kehs
piiraved pimad x2+ 3% =4; y+ =2 ja 3z =o0,

Leida Uhtlase tihedusege keha raskuskese, kul keha
piiravad pinnad x2 + y2 =4 . z; z = O,

Leids thtlase tihedusepm kehs raskuskess, kul keha

piiraved pimmea x2 4 g2 . 2.2; ,-2 + 2% = g2 {520).

Leide thtlase tihedusegsn kehs rasimskese, lmi keha
piirevad pimned sz =x+ 3%, x+y=ajx=0;y=0;
g =0,

Arvotada Uhtlase tihadusege keha inebtsimoment

z-telje suhtes, kui keha piiraved pimmed x2 + y2 4g%p;

x% + 12 ” -'6?3 £> 0,
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138.

139.

140,

Arvutada tthtlase tihedusege kseha inertsimoment
vz-tasapinna suhtes, ¥mi keha piirgvad pinnad

2 2
féi-L,lE i z=g. a>0; b>0; e¢>0.
a b c

Arvutada thtlase tihsdusege keha inertsimoment z-telje
suhtes, kui keha piiravad pimnad x +y + z = an;
12+y2=l.2 $ £%0,

Arvutada pluremiidi mass, kui pliramiidi pliravad tasa-
pimmad x+y+z=a, x=0; y=0; 2=0 Jja tithedus
keha igas punktis on v8rdne selle punkti koordinaadiga z.

Ulesandeis 141-150 kontrollida, kas antud avaldis on min-

gl funktsiooni U(x,y) télsdiferentsiaaliks; Jaatava vastuse
korral leida funktsioon U joonintegreali abil,

141,
142,
143,
144,
145,
146,
147,
148,

149,

15D,

¥ x2

{(arcsin y + ﬁ)d}: + (arcsin x + V__,Z)dy.
1-3

[e®*Y + cos(x - y) + 1]lax + [e®'T - cos(x - y) + 2yldy.

(cosx 1+°°s’)dx ( z+1+ginx)dy
Y

-~ tan x)dy.

(-tﬂ. v - ..—.L—
gl s ol

cos

(iny + Dax + (1n x + Day.

(:V§==li§;§ + 2x)dx + (;7i==é;!;!.+ 6yldy.

(6™ + xye™¥ + 2)ax + (x%™ + 1)ay.

(cos x - 2B X)4y _ (sqny + SOS X COB Y,
siny 81 nzy y

E+1ny+ 2x)ax + (1nx'+§+1)dy.

2x[1 - sin(x® - y®)Jax + 2y[1 + sin(x2 - ¥2)]ay.
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anndeu 151-180 leida antud diferentsiaalvdrrandi

#ildlahend.

151, ¥' + y cos x = sin x co8 x.
152, (x® - y2)ay - 2x y ax = O
155, (x2 - 1)y’ - xy = x5 - x.

254 (a+%ﬁug%ﬁq[

155, x(x® + 1)y' + (&5 - 1)y = 3_5.%3_.

156, 8xy' -y = - R

15V1+1

157, (y +Vxy)ax = x dy-

1s8, (siny+ysinx+%)u+ (xcoay-cosx-r%)dyao-
159, xy' =y + Vy2 - x2.

160, xy*' + 2x0y = y2(1 + 2x2)-

161, n':yh%.

162, yy' sin x = cos xX(sin x - y2)-

163, (———-x-'———q..l_ _)dx-.. (—-_._L_.__+—- Ydy =
V22 +y2 * x° + y o

64 xInx *y' -y =x(31nx - 1)

165, (—‘—%—2—‘—+ x)dx + (y = lﬁi)dy =

166, 4x° - xy + y2 + 7'(x% - xy + 4y2) = 0.
167.5xy'-2y=§_:.

168, 2xy'(x2 + y2) = y(y2 + 2x2)



168, ‘T‘!“é"”‘“'E""*"'V“‘B*‘e'h"“""
1+ X

170. xy' = y cos 1n§-
171, 1+ 3% = 2y'y".
172, (3")2% = y".

175, oy" + 1= 0-

174, 3" + (1 + y'z)% =0-
175, (y")2 =1 - y2
176, y" = 2.

177, 43"y = 1-

178, 7" = (1 + y'9).
179, yy" + y'2 = 1.

180, y"(1 + y) = 5y°'2-

flesandeis_ 181-190 leida antud diferentsisalvdrrandi eri-
lashend, mis rahuldab #lesandes antud algtingimusi,

181, y" + 5y' + 6y = 12 cos 2x - 8 sin 2x;
y(0) =1, y'(o) =3,
182, y" - 2y' = eX(x% + x - 3);
y{o) =2, y'(0) =2,
7(0) =,  yi(0) =1,
184, y" + 6y' + 13y = 26x - 1;
y(0)

03 y*(0) =1,
185, y" - 4y' + 5y = xe2F;

‘ ¥y'(0)
186, 43" - 8y' + 5y = 5co0s x;
¥(0) = 0; yr(0) = -'.1%

"1; 1'(0) = o-



187,

188,

189,

190.

4y"

5y°

4y"

12y = 8 sin 2x3

v(0)

ey = (12x - 7)e™%;

5y = 2x%6™;

cos X3

y(0)

y(0)

v(0)

'35

L}

v'(0)

v1(0)

v(0)

y'(0)

0.

o.

o.



Sisukord

Sissejubatus. . . . . ¢ .+ o oo o

{ldintegreal ehk mékramata integraal.

Yitratud integraal. . o . o & o -
V&dratud integraali rakendusi . .
Mitme muutuja funktsioonid. . . .
Kahe- ja kolmekordne integraal. .
Joonintegraal ja pindintegraal. .

.

Esimest Jjirku diferentsiaalvdrrandid.

K3rgemat jirku diferentsiaalvdrrandid

Diferentsiasalvdrrandite stisteem . .

Kontrolltdode iilesanded « . « « o o

1k.

13
15
16
17
20
22

23



_ 10300 00446320 6 |



	n
	Statement section
	Untitled
	Untitled

	Chapter
	ÜLDINTEGRAAL EHK iHÄÜRAMATA INTEGRAAL
	MÄXRATUD INTEGRAALI RAKENDUSI
	Untitled
	Joon. 2.
	Untitled

	KAHE- JA KOLMEKORDNE INTEGRAAL
	JOONINTEGRAAL JA PINDINTEGRAAL
	ESIMEST JXRKU DIFERENTSIAALVÕRRANDID
	Untitled
	Untitled

	KÕRGEMAT JÄRKU DIFERENTSIAALVÕRRANDID
	KONTROLLTÖÖDE ÜLESANDED
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled

	List
	Cover page
	Untitled


	Illustrations
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Joon. 2.
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled
	Untitled


