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Kéesolev loengukonspekt on mdeldud kasutamiseks ees-
katt TRU matemaatikaosakonna iiliépilastele. TOen&dosusteoo-
ria-alaae eestikeelse kirjanduse nappuse tottu on aga kons-
pekti koostamisel mdnevorra silmas peetud ka hoopiski laie-
mat lugejaskonda. Selleks on konspekti | peatukk ;Elemen-
taame sissejuhatus tdendosusteooriasse” esitatud sisulise
tervikuna, mis sisaldab nn. klassikalise tdendosusteooria
olulisemaid tulemusi (enamasti koos tdestustega), varusta-
tuna rohkete néidete, jooniste ning harjutusilesannetega.
Selle osa materjal on peaaegu tervikuna omandatav (ksnes
keskkoolimatemaatika baasil (silmas peetakse uusi program-
me); kuid ka soliidsema matemaatilise ettevalmistusega lu-
gejale on I peatiki labimétlemine kaheldamatult kasulik ni-
melt tdendosusteoreetilise intuitsiooni kasvamise seisuko-
halt. Peatukist kui tervikust langeb metoodiliselt mdnevdr-
ra valja 87 "Klassikalised tdendosusjaotused”, mis on aga
siia paigutatud viimase rakendusliku tahtsuse tottu.

Matemaatikaosakonna Ulidpilaste jaoks ettendhtud sius-
temaatiline esitus algab Il peatikiga "Moningaid mdisteid

mO0duteooriast™, kus antakse tdendosusteooria aksiomaatili-



seks esituseks vajalik ettevalmistus mdddu- ja integraali-
teooriast. Vaadeldava sisu omandamisel on tarvis mdningaid
eelteadmisi hulgateooriast ning reaalmuutuja funktsiooni-
teooriast.

Toendosusteooria aksiomaatiline kadsitlus algab alles
kdesoleva konspekti viimases peatikis "Tdendosusteooria po-
himdisteid"”, kus, tuginedes mddduteooria aparatuurile, de-
fineeritakse juba abstraktselt sindmus, téendosus, juhuslik
suurus, jaotus jne* Tuleb mérkida, et kuna @Il peatikis vaa-
deldakse osaliselt samu méisteid mis 1 peatikiski, kuigi
erinevast seisukohast ldhtudes, ei ole Onnestunud taiesti
valtida kordumisi (naiteks keskvaartuse ja dispersiooni oma-
dused).

Et tdendosusteooria aksiomaatiline esitus on kiullalt-
ki abstraktne, tuleb soovitada ka matemaatikaosakonna uli-
Opilastele paralleelselt aine silstemaatilise omandamisega
(alates 111 peatukist) tutvuda samade mdistete elementaar-
se sisuga (I peatikk), mis aitab tGhtlasi mbéista ka tdendo-
susteooria rakenduslikke véimalusi .

Eriti kehtib viimane vaide harjutusilesannete kohta.
lga paragrahvi 18ppu on lisatud niihasti teoreetilisema
kui ka praktilisema kallakuga tlesandeid (I peatiki ulatu-
ses on need paigutatudki vastavalt kahte ossa), mille la-
hendamine aitab kaasa aine siigavamale omandamisele. Et lles-
annete osas kordamist ei esine, tuleks ka nendel Ulidpilas-
tel, kes Oppimist alustavad 1l peatikist, lahendada (sobi-

va materjali juures) harjutusilesandeid | peatikist.



£t konspekt on mdeldud siustemaatiliseks aine omanda-
miseks, on viiteid (eriti tagant ette) tehtud suhteliselt
vahe, kuigi 11l ja Il ning samuti ka Il ja | peatiki va-
hel on vdga tihe seos. Viidete korral kasutatakse jargne-
vat silisteemi: sama paragrahvi ulatuses viidatakse Uhe numb-
riga (ndaide 3» valem (5), teoreem 2); teisele paragrahvile
viidatnkse kahe numbriga (ndide 2 .3,valem (1.4), teoreem 5*1»
punkt 2.5 v6i lihtsalt vt. 2.5 - s. t. vastavalt ndide 3
paragrahvist 2, valem 4 paragrahvist 1, teoreem 1 paragrah-
vist 5F punkt 5 paragrahvist 2. Teisele peatikile viidates
lisame veel peatiki numbri (rooma numbrina) - vt. 11l 1.2,
s. t. ptk. 111 81 punkt 2.

Avaldan ténu retsensentidele 1. Kullile, T. Molsile,
K. Soonetsile, R. Tammestele ja H. Oiglasele vaartuslike
nbuannete eest. Samuti ténan H. Tera ja M. Vanemat suure

abi eest konspekti vormistamisel.



I. ELEMENTAARNE SISSEJUHATUS TOENAOSUSTEOORIASSE «

81. Sindmus.
1. Sindmuse mdiste.

Esimeseks oluliseks mdisteks, millega me tdendosus-
teoorias kokku puutume, on sindmus. Et siindmus kuulub tde-
ndosusteooria pohimdistete hulka, ei ole seda vdimalik de-
fineerida veelgi lihtsamate mdistete abil.

Stindmusi tahistatakse tavaliselt suurte tdhtedega. A,
B C (lisades vajaduse korral indeksids A®, A2, ...).

Naide 1. Sundmusteks on:

C: potikaardi valjatdmbamine kaardipakist;
piltkaardi valjatdmbamine kaardipakist;
viie silma saavutamine taringuviskel;

paarisarvulise silmade arvu saamine taringuviskel;

c =Z — O

vee keemahakkamine normaaldhurdhul temperatuuril
100= Cja soojuse juurdeandmisel;

V: vee keemahakkamine normaal8hurdhul temperatuuril
20<C.

Olgu mérgitud, et mingi sundmuse A Tfikseerimisel
peab olema kindlaks maaratud ka teatud tingimuste rOrH @<

S, mille tdidetust me eeldame (vrd. sundmusi U ja V).



Tdendosusteooria seisukohast pakub sUndeste puhul huvi
eeskatt see, kas siindmus toimub (esineb) antud tingimus-
te kompleksi korral v6i <1 tnimn (ei esine), kusjuures
sindmuse konkreetne iseloom on kdrvalise tahtsusega. M&aa-
ratud tingimuste kompleksi téditmist nimetatakse tdendosus-
teoorias ka katseks.

Vaadeldes néites 1 esitatud sindmusi, paneme tahele,
et need erinevad lksteisest oma toimumise vdimalikkuse poo-
lest.

Sundmus V ei saa lUldse toimuda - seega ta on vdi-
matu. Sundmust, mis vaadeldava tingimuste kompleksi korral
el saa kunagi toimuda, nimetatakse v@imatuks sindmuseks ja
téhistatakse ]

Stindmus U seevastu toimub paris kindlasti. Sindmust,
mis vaadeldava tingimuste kompleksi korral alati toimub,

nimetatakse kindlaks sindmuseks ja tahistatakse simboliga

Stndmused C, D , L ja N wvdivad toimuda vdi ka
mitte toimuda. Sindmust, mis vaadeldava tingimuste komplek-
si korral vOib toimuda vdi ka mitte toimuda, nimetatakse

Juhuslikuks slndmuseks.

2. Sindmustevahelised seosed.

Eeldame edaspidi,et meil on fikseeritud mingi tingi-
muste kompleks S ja me vaatleme sundmusi A, B, C . .,
mis on defineeritud selle tingimuste kompleksi jaoks ja on

kas juhuslikud, kindlad voi vdimatud.

P2 >



Monikord esineb kahe sindmuse A ja B vahel selli-
ne vahekord, et alati, kui toimub sindmus A, toimub ka
stindmus B . Sel juhul Utleme, et sindmus B .idrelduh mind-
musest A ehk 3indmus B sisaldab siindmust A. ja margime selie

seose lihidalt
ACB vii B3O A.

Markus: Kaesolevas ja ka jargnevas punktis kasutusele
voetud mdisteid illustreerib hasti joonis 1
(84). kus sundmustena vaadeldakse teatavate ta-
sandiosade tabamist juhuslikul viskel.

Naide 2. Olgu sindmus B kuue silma saavutamine tarin-

guviskel. Siis on sindmuse B ja stndmuse N (vt. ndide 1)

vahel seos
ECN
(P6hjendadal)
lga sundmus A sisaldub kindlas sundmuses si >
ACSIt t
1
sest sindmus toimub kindlasti, jarelikult ka alati, Kkui

toimub sindmus A . Samuti on iga sindmuse A korral Qige
seos
0C A

Tdepoolest, vdimatu sundmus ei toimu kunagi, seetdttu vGime
eksimata Oelda, et juhul, kui see toimuks, toimuks ka Uks-
kéik milline teine siindmus.

Stindmustevahelise sisalduvusseose abil saame defineeri-
da ka kahe slndmuse vOrdsuse: siindmused A ja B on vdrd-

sed (ehk samavaarsed)parajasti siis, kui
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c
ACB ja BS$A.

Sundmuste vdrdsuse margime:
A= B.

3. Tehted slndmustega,
1

Kahe sindmuse abil saame defineerida ka mdningaid uusi
sundmusi .

a) Sindmuste snrnma. Sundmuste A ja B summaks (ka
thendiks) All B nimetatakse slindmust, mille toimumine
seisneb kas sindmuse A vOi sindmuse B (voi mdlema sind-
muse A ja B) toimumises.

Haide 3. Sindmuste C ja D summaks (vt, ndide 1) on
sindmus CU D - kas potimasti kuulava kaardi vdi pilt-
kaardi valjatdmbamine kaardipakist.

Stindmuseks L U F on tulemuse 2, 4, 5 v0i 6 saavuta-
mine taringuviskel.

Stindmus N U E (vt, ndide 2) on aga sama mis sindmus H,
s. t. Oige on vdrdus:

NUE=N
(Pdhjendadal)

Osutubf et mistahes sindmuse A ja kindla sindmuse sunm*
ma, samuti ka A ja vOimatu sindmuse summa korral kehtivad
vBrdused:

S2 t
A .

S2u a
AUDO

(Pdhjendadal)

b) Sindmuste korrutis. Sindmuste A ja B korrutiseks



(ka Uhisosaks) A/l B ehk AB nimetatakse siindmust, mille
toimumine seisneb mbélema sindmuse A ja B toimumises.
Naide 4. Sindmuste C ja D korrutiseks CD on poti-
mastist piltkaardi valjatdmbamine kaardipakist.
Sundmuste L ja N korrutiseks LI on aga vOimatu
sindmus O , sest need sundmused ei saa mdlemad Uldse esi-

neda.

Sundmuste N ja E korrutiseks on sindmus E , s. t.

NflE = E .
(PGhjendadal)
Mistahes sindmuse A ja kindla (vastavalt voimatu)

sundmuse korrutise jaoks kehtivad v@rdused:

£2T1A: A,

all10=0.
(Pdhjendadal)

Sundmuste summa ja korrutise definitsioonist jareldub,
et m6lemad operatsioonid on kommutatiivsed:
AB = BA
AU B= BU A.

(Pdhjendadal)

Olgu n suvaline 18plik naturaalarv ning olgu meil

maaratud stndmused AN , A2, ... , Ag ; n sundmuse snmmn
A1(JArp ...UAn = #Ll Al saame defineerida, rakendades
n-1 korda jarjest kahe sindmuse summa definiﬁsiooni:
(AU A2)U A3)UA4... . (Anda slndmusele U A vahetu
definitsioon!)

Samuti on defineeritav ka n sindmuse A”... Auikor-
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rotis A,AO0...A. : Tl A, , (Anda sundmusele TI)A. vahe-
- 12 n 1=1 1 =1 1

tu definitsioon!).

Naide 5, Stindmus LU NU E on tulemuse 2,4-, 5 vdi
6 esinemine taringuviskel. Olgu sindmus G 1 vdi 3 silma

esinemine taringuviskel. Siis on

1UnUg =1J1

Kolme sindmuse summa definitsioonist jareldub, et siind-

muste liitmise operatsioon on assotsiatiivne:
@Ub)Uc =alU(bUc) =alUblc

Toepoolest, siundmus AU B seisneb kas A véi B (voi
mdlema) esinemises, sundmus (AUB)UC - kas AUB véi C
(vdi mblema) esinemises, s. t. kas A B C (vii AC B
AB vBi ABC) esinemises. Jéarelikult vfime sulgudest loobuda
ning markida summa a&rmise parempoolse kirjutusviisi jéargi.

Samuti on ka kolme siindmuse korrutis assotsiatiivne:

(AB)C = A(BC) = ABC
(Pdhjendadal)

Stndmuste korrutamise ja liitmise tehteid seob distri_
butiivsuse seadus:

(AUB)C = ACUBC
(Pdhjendadal)

c) Stindmuste vahe. Sundmuste A ja B vaheks A\
nimetatakse sindmust, mille toimumine seisneb sindmuse A
toimumises ja sundmuse B mittetoimimises.

Naide 6. Sundmuste C ja D vaheks C\D on poti-

mastist mittepiltkaardi valjatdmbamine kaardipakist.



Stndmuseks D\C on mittepotimastist piltkaardi tom-
bamine.

Sindmus N\E on 4 vdi 2 silma saamine taringuviskel.

Sundmus EN\NN = 0 . (Missuguse jarelduse saame teha ka-
hest viimasest vordusest?)

LOpuks on sundmuseks N\ L sama sindmus N , s. t.
N\L = N .(PBhjendada viimased kaks seost!)

Mistahes siindmuse A korral on diged jargmised vordu-

sed:
A\1 =0 ,
A\ 0= A,
0\ A=0 .
(Pdhjendadal)
d) Vastandsiundmus. Kindla sindmuse Si ja suvalise siind-

muse A vahet J1 \ A nimetatakse siundmuse A vast«ntLsiin-
museks ning téhistatakse sumboliga |

Siit jareldub, et sindmuse A vastandsindmus 5 toi-
mub parajasti siis, kui sundmus A ei toimu.

Naide 7. Olgu slndmuseks P mindiviskel vapipoole pea-
lelangemine. Sindmus F on siis mindiviskel kirjapoole pea-
lelangemine (eeldame, et miunt ei saa serviti seisma jaadal).

Ndide 8. Sindmuse L vastandsiundmuseks L on sindmus,
milleks on kas 1, 2, 3t 4 v8i 6 silma saavutamine taringu-
viskel (s. t. sundmuse L vastandsiindmuseks on sisuliselt
mitme sindmuse summa).

Stndmuseks N on paarituarvulise tulemuse saamine ta-

ringuviskel.

- 12 -



Stindmuseks D on mittepiltkaardi valjatombamine kaar-

dipakist.
Sundmust ja tema vastandsindmust seovad jargnevad oma-
dused:
A=A,
ala = ,
Al = 0
(Toestadal)

Vastandsindmuse saame mdarata ka kindlale sundmusele
ja vdimatule sindmusele:
£21= 0 ,
0 = lNui .
(Pdhjendadal)
Tehteid sindmuste vahel ja vastavalt vastandsindmuste

vahel seovad nn. duaalsusseosed:

AUB = SfIB ehk AU B= 1B
AB= XU B ehk awB=AUB

Toestame esimese duaalsusseose (teise kuju).

Sundmus AUB téhendab sundmuse AUB mittetoimimist,
s. t. el toimu ei siundmus a ega ka sindmus B.

Sundmus 5/1B tadhendab sindmuste 5 ja B iheaegset
toimumist, s. t. A ei toimu ja B ei toimu. Vdrdus on
tOestatud. (Toestada duaalsusseoste kahe kuju samavaadrsus ja

teine duaalsusseos!)

- 13 -



4. uUksteist valistavad siindmused.

Stindmusi A ja B nimetatakse teineteist vélistava-
teks. kui kehtib seos
AB=0
Naide 9. Sundmused L ja E on teineteist valistavad.
Stindmused N ja G on teineteist valistavad.
Sindmused D ja B on teineteist valistavad.

Nagu nademe, el saa teineteist valistavad sindmused kuna-
gi koos toimuda.

Vaatleme mingite (fikseeritud tingimuste kompleksi S
korral defineeritud) sindmuste A B, ... hulka, kusjuures
eeldame, et koik vaadeldavad siindmused on erinevad, s. t. ei
leidu kaht sellesse hulka kuuluvat sindmust A ja B nili,
et kehtiks vordus A« B. Niisugust sindmuste hulka nime-
tame slindmuste silisteemiks ja tahistame simboliga J1

Stindmuste sisteemi A = {"1» A2* **** An] » millesse
kuuluvad siindmused on kéik teineteist valistavad, s. t.

AJIA] =0, kui 11 j

nimetatakse Uksteist védlistavate sindmuste sisteemiks.
Olgu «A Uksteist valistavate sindmuste slsteem. Kui

kehtib seos

siis me Utleme, et sisteem on taielik sundmuste slsteem.
Iga sundmus A moodustab koos oma vastandsindmusega taie-
liku sindmuste siisteemi | A, DJ .

Naide 10. Sindmused L , G ja N moodustavad taieliku

slindmuste siisteemi.
- 14 -



5. Ulesandeid*

1. Th5estada seosed: ABCA

ACauB ,
AfIA = A,
AL/A = A .

2. Tdestada:
kui AAIB = A, siis ACB,
kui AUB = A, siis A=SB.

Kas ka podordteoreemid kehtivad?

3. Todestada seosed
A\ B= A\ AB ,
(AUB) (AUC) = AUBC
4. Toestada:
kui A\ B= A, siis AB =0
kui AA B=0 , siis B2A,
kui (A\B)UB = A, siis BCA

1. Lasteaia ruhmas on n last. Téhistame sindmuse,
nimestikus 1i-s laps on poiss, simboliga A~(i=1,2,...,n).
Avaldada sindmuste A~(i=1,2,...,n) kaudu jargnevad siind-
mu§ed:

1) rihmas on vahemalt 1 poiss;
2) rihmas on k&ik poisid;
3) rihmas on vahemalt 3 titarlast;

4) rihmas on Uks tutarlaps, Ulejdanud poisid.

- 15 -
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2. Aknast mdddub auto. Defineerime jargmised sindmused:

A: see on sdiduauto,

B:

see auto sdidab vasakule,

C: sellel autol on naisjuht.

Avaldada sindmuste A, B, C, D kaudu jargmised

siindmused:

1) kéigil taksodel on meesjuhid,

2) sdiduautod sGidavad siin ainult paremale,

3) veoautodel ei ole naisjuhte,

4) vasakule vdivad sdita ainult taksod,

5) kéik taksod on sdiduautod.

3. Aknast méddub 10 autot. Tahistame sindmuse fet i-s

auto on takso,

stimboliga A~(i=1,2,...,10). Avaldada sind-

muste A~(i=1,2,...,10) kaudu jargnevad siindmused:

1) kolmas auto on takso, viies aga mitte,

2) Ukski mooduv auto pole takso,

3) m66dub vahemalt kaks taksot,

4) modduvatest autodest kolm ei ole taksod,

5) autode hulgas on niihasti taksosid kui ka mitte-

taksosid.

4. Klassis on n Opilast. Nende hulgast valiti juhus-

likult (ks
A
B
C

opilane. Defineerime jargmised sindmused:

valitud Opilane oli titarlaps,

valitud dpilane oli kommunistlik noor,
valitud opilane Oppis héasti,

valitud &pilane icuuluu i-naat aastat spordi-
kollektiivi (i=0,1,...,11):

- 16 -



Avaldada sindmuste A B C ja D~ (i=0,1,...,11)
abil jargnevad sundmused:

1) kdik hasti Oppivad poisid on kommunistlikud
noored,

2) kéik titarlapsed-kommunistlikud noored Opivad
hasti,

3) kbik poisid on vahemalt kolmandat aastat spordi-
kollektiivi liikmed.

5. Perekonnas on n last. Nende hulgast valiti juhus-
likult Oks. T&histame sumboliga A" slndmuse, et valituks
osutus vanuse poolest 1i-s laps (i=1,2,...tn) vanemast
alates. Defineerime veel siindmused:

B - valitud laps on poiss,
C - valitud laps on heledapdine,
D - wvalitud laps on vasakukéeline.

Avaldada sundmuste A~ (i=1,2,...,n) , B C ja D
kaudu jargmised sundmused:

1) kolm noorimat last on tutarlapsed,
2) kdik tutarlapsed on tumedajuukselised,

3) ukski laps pole vasakukéaeline.

82. Tdendosus.
1. Elementaarsindmuste silisteem.

Olgu meil tegemist katsega, millel on n erinevat

voimalikku tulemust, s. t. antud tingimuste kompleksi S
realiseerumisel v8ib toimuda n erinevat juhuslikku sind-



\
must, kusjuures Ura (Ja ainult Uks) neist kindlasti toimub.
Ndeme, et katsetulemused moodustavad meie eeldustel taieli-
ku sindmuste sisteemi.

Esitame veel Uhe tédiendava ndude: olgu vaadeldavasse
sisteemi kuuluvad siindmused vOrdv0~  ifcud (ehk vdrdtdendo-
sed). Samuti InH sindmuse mdiste, on ka vdrdtdendosuse mdis-
te defineerimatu pohimdiste, mille sisuks on katsetulemuste
teatav slmmeetria (tingimuste kompleksi S korral ei ole
Uhe katsetulemuse esinemine eelistatavam mone teise esine-
misest).

vOrdvOimalike sindmuste tdielikku siisteemi nimetame
elementaarsindmuste sisteemiks. Elementaarsindmuste siustee-
mi kuuluvaid sindmusi nimetatakse elementaarsindmusteks. Ju-
hul, kui sisteemi moodustavate elementaarsindmuste arv on
I6plik, nimetame seda 10plikuks elementaarsiindmuste slstee-
miks. Kéaesolevas (ja ka jargnevas) paragrahvis vaatlemegi
16plikke elementaarsindmuste susteeme.

Naide 1. Sisteem J1= {a",A2,... ,Agj , kus A=%x
(i=1f2,...,6) on taringuviskel i-silmalise tulemuse saavu-
tamine, on elementaarsindmuste susteem.

Jéarjestame kaardipakki kuuluvad 52 erinevat kaarti min

gil viisil ning téhistame sindmuse - kaardipakist tommati
i-s kaart - siumboliga . Siis sisteem £ =£B1,... ,B"!
moodustab elementaarsiindmuste susteemi.

Kuna kdikvoimalikud elementaarsindmuste summad moodus-
tavad omakorda siindmused, siis me saame n elementaarsind-

muse abil defineerida 2n erinevat sindmust (sealhulgas ka
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ja 0 . - Pohjendadal).
Nédide 2. Ndidetes 1.1, 1.2 ja 1.5 defineeritud sindmu-

sed avalduksid naites 1 esitatud elementaarsindmuste kaudu

jargnevalt:
L = A5 ,
N = a2U0a4d4uab6 ,
E =A6,
G = AlUA3 ,

«&= AMA2UA3UA4UAS5 (JA6

2. Klassikaline tdendosuse mdiste.

Juhuslike sindmuste vaatlemisel on neid sageli tarvis
iseloomustada nende toimumise vOimalikkuse seisukohalt. Sel-
liseks iseloomustajaks on juhusliku siindmuse tdendosus. Sind-
muse A tdendosust tahistatakse tavaliselt sUmboIiga]1P(A).

Vaatleme sindmusi, mis avalduvad teatud elementaarsiind-
muste slsteemi J1 kuuluvate elementaarsindmuste kaudu. Mida
suurema hulga elementaarsiindmuste summana vaadeldav siindmus
avaldub, seda rohkem vdimalusi on selle siindmuse toimumiseks.
See tahelepanek ongi aluseks klassikalisele tdendosuse defi-
nitsioonile.

Olgu antud I6plik elementaarsiindmuste siisteem A
Avaldugu sindmus A susteemi J1 kuuluvate elementaarsind-
muste summana. Sindmuse A  tdendosuseks nimetame selles
sundmuses sisalduvate erinevate elementaarsindmuste arvu m*

ja elementaarsiindmuste koguarvu n suhet, s. t.

.. Taht P on esitdheks sbnas "probability” ja "proba-
bility" mis té&hendab "tdendosus™ vastavalt inglise ja prant-
suse keeles.



mA
P(A) =T »

Sageli kasutatakse klassikalise tdendosuse definitsioo-
ni ka jargmisel kujul: sindmuse A tdendosuseks nimetatak-
se selle sindmuse jaoks soodsate juhuste arvu suhet kéigi
juhuste arvusse.

Selle definitsiooni rakendamisel tuleb silmas pidada,
et njuhusedH, mille kaudu on tdendosus méaratud, peavad moo-
dustama téieliku Uksteist valistavate vordtdendoste sindmus-
te 10pliku susteemi, s. t. juhused peavad olema elementaar-
sundmusteks selles mdttes, nagu me need defineerisime eelmi-
ses punktis. lIga sindmuse jaoks soodsad juhused on nimelt
need eiementaarsindmused, mida vaadeldav siindmus sisaldab.

Seega langevad parast "juhuse™ mbiste té&psustamist md-
lemad definitsioonid Uhte, kuid viimasena esitatu avab vodib-
olla intuitiivselt paremini taibatavalt klassikalise tdendo-
suse moiste«

Naide 3» Leiame ndidetes 1.1, 1.2 ja 1.5 defineeritud
stindmuste td8en&dosused:

F) > 1 PH>«1 *\1 kc)y =Q -1,

P(D) a s =£1 P(G) =8-3 -
Naeme, et kdigi juhuslike sundmuste tdendosused on liht-
murrud, s. t.
0£PA)41
Kuna vOimatu sindmus ei sisalda Uhtki elementaarsind-
must (miks?), siis on tema tdendosus O :

P0) = 8= 0



Kladel sindmus seevastu vordub aga kdigi elementaarsiind-
muste summaga (miks?), s. t. sisaldab n erinevat elemen-
taarsundmust. Seetdttu on tema tdendosus

P(E2)=8=1
3. Toendosuste liitmise lause»

Olgu sindmuste A ja B tdendosused teada. Tekib kusi-
mus, kas on voimalik nende tdendosuste kaudu avaldada ka siind-
muste A ja B summa, vahe jne., s. o. sindmuste A ja B
abil moodustatud siindmuste tdendosusi .

Osutub, et m6nel juhul on see vdimalik. Nii kehtib nai-
teks jargmine oluline teoreem, mida nimetatakse tdendosuste
liitmise lauseks»

Teoreem 1. Olgu sundmused A ja B teineteist valis-
tavad. Siis kehtib seos;

P(AUB) = P(A) ¢ P(B) , @
s. t. sundmuste summa tdendosus vdrdub liidetavate tdendosus-
te summaga.

Toestus. Olgu sindmuse A tdendosus P(A) = - , S. t.
sindmus A on m. elementaarsindmuse summa.

Olgu sindmuse B tdendosus P(B) = LE , S. t. sindmus
B on mg elementaarsiundmuse summa. Meie eelduse kohaselt ei
sisaldu Okski sindmuses B sisalduv elementaarsindmus sind-
muses A

Sundmus AU B sisaldab niihasti sundmuses A sisaldu-
vaid kui ka slindmuses B sisalduvaid elementaarsindmusi. Et

need on kOik erinevad, siis on AU B 1o+ mB elementaar-
stindmuse summa, s. t.
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+ W3 Lo
p(ausy - SRS LA LD
Teoreem on téestatud.
Jartldus 1. Siundmuse A vastandsiindmuse 5 tdendosus

avaldub sundmuse A tdendosuse kaudu jargnevalt:
P(D - P(A) . @
TOestus. Stndaused A ja 5 on Uksteist véalistavad,
seega vOime nemde korral rakendada teoreemi 1. Euid
P(A) + P(1) = P(AUI) =P(B) =1,
kust jareldubki seos (2).
Jéareldus 2. Kui sindmus A sisaldub siindmuses B :

ACB,
siis on O0ige vorratus:
P(AY* P(B) . ®
TO6estus. Sindmuse B voime esitada kujul:
B= AU(B\A)

Toepoolest, kui toimub sundmus A, siis toimub ka sindmus B
(eelduse tottu); peale selle on veel vdimalus, et B toimub,
kuid A ei toimu. Siit jareldub ka, et siundmused A ja
B4 A on teineteist valistavad. Jarelikult kehtib seos:
P(B) = P(A) + P(B\A) , @)
millest aga jareldubki vérratus .
P(B)> P(A) ,
sest alati P(B\A) ~O
Jareldus 3. Moodustagu slndmused B”»B",...,B" (Uksteist

valistavate sindmuste sisteemi. Siis kehtib vérdus:
K *
P(U B) =2 P(BD . ®)
i=1 i=l
. (1dest&dn?!)
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Naide 4.

P(L) = 1i P(G) = P(LUG) = P(ALUA3UAB) =\ =\ =\ +
p(L) =1 -J = p(l) = p(alia2U a3(Jaduab) =1

ECN; P(E) =33 P(N) =7; £< P(N~AE) = PCANAN) =
= % - % } b e

Naite 4 esimene osa illustreerib teoreemi 1, teine osa

jareldust 1 ja kolmas osa jareldust 2.
4. Uldine tdendosuste liitmise lause«

Vaatleme nt id, kuidas saaks madrata kahe suvalise sind-
muse summa tdendosust, loobudes kitsendusest, et nad peavad
olema teineteist valistavad.

Teoreem 2« Suvaliste sindmuste A ja B korral kehtib
Seos:

P(AUB) = P(A) + P(B) - P(AB) . (6)

Toestus. Olgu slndmuse A tdendosus P(A) = BA , S. t.
sindmus A on mA elementaarsundmuse summa.

Olgu sindmuse B tdendosus P(B) = ng ,s. t. B on
mB elementaarsundmuse summa. Olgu mAB elementaarsindmust
sellisod, mis sisalduvad niihasti siindmuses A kui ka sind-
muses B . Siis siindmuses AU B sisaldub T+ mR - m~ eri-

nevat elementaarsiindmust. Jarelikult

p(AUB) = TU™MMag = ™ . W MAB - pa) + pee) _peae) A

Teoreem on tdestatud.
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MBnevSrra keerukam on leida valemit enam kui kahe suva-
lise sindmuse summa tdendosuse jaoks.

Jareldus 4. Suvaliste sindmuste A, B ja C korral
kehtib seos:

P(AUBUC) = P(A) + P(B) + P(C) -P(AB) - P(AC) - P(BC)+ P(ABCJ).
(Tdestada?)

Naide 5» Sundmus CUD (vt. naide 1.4) on kas potimas-
trist kaardi v6i piltkaardi saamine juhusliku kaardi valimisel
kaardipakist* Leiame selle sundmuse tdendosuse teoreemi 2
abil:

P(CUD) = P(C) + P(D) - P(CD)

Siin sindmus CD on potimastist piltkaardi témbamine

(vt. néide 1.4); P(CD) = , sest sundmus CD koosneb

kolme erineva elementaarsindmuse summast. Siis

P(CUD) =% N o= 8fF=25 -
Defineerime sindmuse H - A&rtumastist kaardi valja-
tombamine. Ilmselt P(H) B”" . Leiame

P(CUDUH) = P(C) + P(D) P(H) - P(CD)-P(CH)-P(DH)+P(CDH)

Selleks on meil tarvis leida veel sindmuste CH , DH
ja CDK tdendosused. On aga lihtne ndha, et OH = 0 , siis
ka CDH =0 , ja P(CH) = P(CDH) = 0 ; slindmus DH on aga
artumastist piltkaardi tdmbamine, seega P(DH) - e Saame
niiud:

p(cuduh) =% + + =
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5. Ulesandeid«

l« Tuletada tdendosuste liitmise lause nelja sundmuse
Jaoks«

2. Uldistada tdensdosuste liitmise lause n siindmuse
Jaoks«
3* Paigutada suuruste vahele Oige (vOrratuse— voi vor-

duse-) mark ning pdhjendada saadud seoseid:

P(AUB) P(A) + P(B) ,
P(A) P(B) + P(A\ B)t
P(A) P(B) + P(AB) ,
P(AB) P(A) - P(i) «

1. Eas susteem, mis koosneb slndmustest:
- vapi pealelangemine esimesel mindiviskel,

A2 - vapi pealelangemine teisel mindiviskel,

Ak - vapi pealelangemine k-ndal mindiviskel
on Uksteist valistavate sindmuste slsteem? *
Defineerida sindmuste A”,...,A" abil Uksteist vélista-
vate slndmuste slsteem!
Kas see susteem on taielik?

K sindmused AN, ...,A" on vdrdtéendosed?

2« HOngal on 7 erinevat votit. Pimedas ukse taga seis-
tes vOetakse nende hulgast iks. Kul suur on téendosus sel-

leks, et see vOti avab ukse luku?



3. Loteriipiletite koguarv on 10 000. Vditude hulgas
on 10 suurt, 100 keskmist ja 1000 vaikest vOitu. Kui suur

on tdenaosus voita? Kui suur on tdendosus mitte vdita?

4. Kuup, mille kdik kiljed on varvitud, saetakse tu-
handeks Uhesuuruseks kuubiks, mis hoolikalt segatakse. See-
jarel vdetakse saadud hulgast iks juhuslik kuup. Leida jarg-
nevate sundmuste tdendosused:

Ag - saadud kuup on varvimata kilgedega;

A,, - saadud kuubil on iks kiilg varvitud;

A2 - saadud kuubil on kaks kiilge varvitud;

A™ - saadud kuubil on kolm kilge varvitud;

AN - saadud kuubil on neli kiilge varvitud;
AinNaz2; Ny My ILMSWMIAY,  ata2, av? .

5. Lapsel, nimega Maire, on kdes 27 ladina téhestiku
téhte. Ta vOtab nende hulgast juhuslikult 5» Kui suur on
tdendosus selleks, et ta saaks katte oma nime tadhed a) jar-

jekorda arvestamata, b) Qiges jarjekorras?

6. Lapsel, kelle nimi on Viivi, on kdes kaardid 1,1,1,
V,V. Kui suur on tdendosus selleks, et ta kogemata laob

oma nime?

7. Laps kirjutab juhuslikult tahti (ta tunneb 27 ladi-
na tahestiku tahte). Kui suur on tdendosus, et ta, tundma-
ta mingeid Gigekeelsusreegleid, Kkirjutab kogemata sfna "ma-
temaatika’?

8. Seltskonnas on 5 noormeest ja 5 neidu, kes istuvad

Juhuslikus jarjekorras Umber laua. Kui suur on tdendosus
26 .



selleks, et tekiks "kirju rida"?
Igal noormehel on neidude hulgas oma sumpaatia. Kui
suur on tdenadosus selleks, et iga noormees saab oma neiu

lauanaabriks?

9 8-korruselise maja lifti asus esimesel korrusel 5
inimest. Leida tdendosus selleks, et iga reisija valjuks

liftist erineval korrusel.

10. Uldise méngude hulga véhendamiseks jagati 2n vdist-
konda kahte vdrdse suurusega alagruppi. Leida tdendosus, et

2 kdige tugevamat vdistkonda on erinevates alagruppides.
1

11. Rihm dlidpilasi, mis sisaldas 2M noormeest ja 2N
neidu, jaotati kaheks vOrdseks osaks. Leida tdendosus sel-

leks, et m8lemasse ossa sattus uhepalju noormehi.

12. Voetakse a) 3 ja b) 6 kaarti 52-kaardilisest pa-
kist. Leida tden&dosused sundmustele:

1) nende hulgas on potiéss;

2) nende hulgas on kuningas ja é&ss;

3) nende hulgas on tépselt iks &ss;

4) iga kaart on erineva tugevusega;

5) iga kaart on erinevast mastist;

6) nende hulgas on kdigi mastide esindajad;

7) nende hulgas on punaseid ja musti kaarte.
(Kahte kaarti loeme Uhetugevuseks, kui neil on sama arv voi

pilt, kuid erinev mast.)

13. Leida tdendosus selleks, et vottes 52 kaardi hulgast

3, saaksime 4, 3, 2 Uhetugevust kaarti.



14. Kaardipakk, mis sisaldab 52 kaarti, segatakse kor-
ralikult labi ja sealt vBetakse 6 kaarti. Leida td8endosused:

a) nende hulgas on potiéss,

b) kaartide hulgas on iga masti esindajaid«

¢) nende hulgas on véhemalt 1 &ss.

15* Leida tdendosus selleks, et vottes 52 kaardi hul-
gast 4, saaks nii musti kui ka punaseid kaarte; vahemalt 3

erinevast mastist kaarti; iga kaart erinevast mastist.

16. Kaardipakis on 36 kaarti. Nende hulgast vdetakse
huupi kaks kaarti. Kui suur on tdendosus selleks, et mdle-
mad kaardid oleksid potimastist? Et nad on mdlemad samast

mastist? Sama tugevusega?

17* Leida minimaalne arv kaarte, mis tuleks votta, et
saada tdendosusega P > ~ véhemalt 2 Uhetugevust kaarti?

18. Arvude 1,2,...,n jadast valitakse juhuslikult 2
arvu. Kui suur on tdendosus selleks, et ks neist on vaik-
sem kui K, aga teine on suurem kui K, kus 1<._k<n ,

K on meelevaldne taisarv?

19. Partii sisaldab N detaili, nende seas M praak-
detaili. Voetakse juhuslikult n detaili. Kui suur on tde-

nadosus selleks, et nende seas on m(£M) praakdetaili?

20. Mis on tdendosem, kas visates korraga 4 taringut
saada vahemalt Uks 6, v0i visates 24 korda kahte taringut

saada vahemalt Uks kord korraga 6 ja 67? Tdestada!
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8* Tinglik tden&dosus.
1. Tingliku tdendosuse mdiste.

Ubnikord voib esineda olukordi, kus mingi siindmuse
tdendosus sdltub mdne teise sindmuse esinemisest (vOi mit-
te-esinemisest).

Neide 1. Vaatleme urni, mis sisaldab 5 valget ja 3
musta kuuli. Urnist vletakse juhuslikult Ghekaupa kuule.
Tahistame simboliga K sindmuse, et esimene urnist vde-
tud kuul osutub valgeks, ja stmboliga M sindmuse, et tei-
ne vdetav kuul on valge.

Sindmuse K tdendosust on lihtne leida: P(k) =~

Milline on aga sundmuse M tdendosus? Sellele Jriisi-
musele vastamiseks on meil tarvis teada, kas toimus sind-
mus K vdi K : esimesel juhul oleks sindmuse M tde-
naosus ~ , teisel juhul aga *

Niisuguses olukorras on otstarbekas votta kasutusele
slindmuse tingliku tdendosuse mdiste.

Sundmuse A tinglikuks tden&dosuseks tingimusel B
P(A/B) nimetatakse sindmuse A ~tbendosust eeldusel, et
sindmus B toimub (toimus).

Vaatleme niud, kuidas on vdimalik leida sundmuste ting-
likke tbendosusi.

Olgu P(A) =7~ P(B) =~ , P(AB) =~

Eeldame, et sindmus B toimub (toimus). Kindlasti esi-
neb siis lks siundmusesse B kuuluvatest elementaarsindmus-

test (neid on arvult mB)» Jarelikult moodustavad need ele-
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mentaarsindmused meie eeldusel téieliku sisteemi, s. t. uue
elementaarsundmuste slsteemi*

Selleks, et saaks toimuda sundmus A , peab (meie eel-
dust arvestades) toimuma »fr« elementaarsindmustest, mis si-
saldub niihésti sindmuses A kui ka sindmuses B™* Et nen-
de arv on mAB , siis saamegi otsitavaks tdGendosuseks T%: ,

seega

Kokkuvdttes saime seose:
P(A 7/ B) = , ¢D)

mille kehtivuseks on tarvis veel eeldada, et P(B) PO

Seost (1) korrutisena kirjutades ja arvestades, et
P(AB) = P(BA), saame:

P(AB) = P(B)P(A/B) = P(A)P(B/A) . @)

Viimane seos peab paika ka sel juhul, kui P(A) =0
vdoi P(B) = 0 , sest sel juhul alati ka P(AB) =0 .
(Miks?)

Naide 2, Arvutame ndites 1 leitud tingliku tdendosu-
se, kasutades selleks valemit (1).

Leiame selleks kdigepealt sundmuse KM tdendosuse. Ka-
he kuuli votmiseks kaheksa hulgast on erinevaid véimalusi
cg = 28 = lgalhe neist vdimalustest vOoime lugeda elemen-
taarsiundmuseks. Sundmus KM , s. t. slndmus, et kaks esi-
mast kuuli on valged, koosneb - 10 elementaarsindmu-

sest. Seega
PCKM) « Wk =4 , Ja PAWO = |
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Naide 3» Arvutame sindmuste korrutiste EN ja LN
tdendosused (vt. naiteid 1.1 ja 1.2):
P(N) =\ ; P(E/N) =~ ; P(EN) = P(N)P(E/N) =\ .\ =\ .

Teiselt poolt aga EB = E , seega P(EB) =P(E) =g

P(L)y =£ ; PM) =~ , kuid P(N/L) =0 , sest cind-
muse A toimumisel el saa sindmus B Uldse toimuda. Niisiis
P(LN) = P(L)P(M/L) = 0 .

Teiselt poolt: LN 0 , jarelikult P(LN) =0 .

2. Soltumatud slindmused.

VOib esineda ka slndmusi, mis teineteisele praktilist
mdju ei avalda.
Naide 4. Olgu slUndmuseks E~ esimesel taringuviskel
6 silma saamine, siundmuseks Eg - teisel taringuviskel
6 silma saamine. Ilmselt ei mdjusta sindmuse E* toimumine
mingil viisil sindmuse Eg tdendosust.
Me Utleme, et sindmus A on sOltumatu sindmusest B.
kui kehtib seos
P(A/B) = P(A) . (©)
Paigutades vorduse (3) seosesse (2), saame sOltumatute
sindmuste korrutise tdendosuse leidmiseks valemi (4-):
P(AB) = P(A)P(B) . (O]
Seostest (2) ja (4) saame ka jargneva vorduse:
P(A)P(B/A) = P(A)P(B)
Siit aga jéareldub
P(B/A) = P(B) ,
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seega ka sindmus B on sGltumatu sindmusest A . Niisiis,
alati, kui sundmus A on sdltumatu sindmusest B, on iht-
lasi ka sindmus B sdltumatu sindmusest A , s. t. slndmus-
te sOltumatus on vastastikune.

Naide 5. Vaatleme sundmusi C ja D (naide 1.1).

PCC) =1 i P(DC)

Jarelikult sindmused C ja D on soltumatud.
Naites 3 vaadeldud sundmuste paarid E ja K ning j,

ja N on aga s6ltuvad. (Tdestadal)
3. Taistdendosuse valem.

Vaatleme veel kord naites 1 esitatud kisimust: milline
on teisel vottel urnist valge kuuli saamise tdendosus. Vas-
tuse leidsime sellele kusimusele Uksnes eeldusel, et me tea-
me, missuguse kuuli saime esimesel vottel. Milline on aga
vastus juhul, kui me esimese katse tulemust ei tea?

Sel juhul saame kasutada nn. tdistdendosuse valemit.

Tuletame selle.

Moodustagu slndmused téieliku slsteemi, s.t,
1) Hf =0 , kui 11 j ;
2) U H. =£>
) i=11
Olgu teada kdigi sundmuste tdendosused PHY .

Olgu A suvaline sindmus, mis vdib esineda koos ihega
sindmustest aGd=1,...,n) =
Olcu teada tinglikud tOendosusea PE@HH . Siis aval-
dub sindmuse A tdendosus P(A) jargnevalt:
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n
P(A) = "P(A/Hi)P(Hi) . (5
i=l
TOestame taistdendosuse valemi (5).

Eelduste 1) ja 2) kohaselt kehtivad seosed:
n n

A =A£2 =AU Hi s U AHi ,

i=l i=l
sest iga sUndmusen A vbib es;tada kujul asl ja
P(A) = Z I XAHi) = 51P(A/Hi)P(Hi) ;
i=l i=l
et s 0 , siis ammugi AHATIAHM = O , ning me saame

rakendada t8endosuste liitmise teoreemi. Viimase vOrduse
saame aga tdendosuste korrutamise teoreemi pdhjal.
Naide 6. Leiame 10pliku vastuse naites 1 esitatud ki-

simusele. Selleks tuleb meil vaadelda taielikku siindmuste

P(M/K) =% "
Otsitav tbéendosus P(M) avaldub siis selliselt:

P(M) = P(K) = P(M/K) + P(K)P(M/K) =J *7 +$ * =

4. Bavesi valen.

Naide 7. I urnis on 3 musta ja 5 valget kuuli;
Il urnis on 4 musta kuuli;

Il urnis on 6 musta ja 1 valge kuul.

Juhuslikult valiti (ks urn ning voeti sellest juhuslikult

Uks kuul. Kuul osutus valgeks. Kui suur on tdendosus, et
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see voeti | urnist (s.t., juhuslikult valitud urn osutus 1
urniks); 1l urnist; 11l urnist?

Otsekohe vdime oelda, et tdendosus selleks, et kuul péa-
rines Il urnist, on null (seal ju valgeid kuule polnudki).
Voib ka arvata, et tdendosus selleks, et kuul vdeti 1 urnist;,
on suurem kui tdendosus selleks, et see voeti Ill urnist* Kui-
das aga leida tépne vastus esitatud kisimustele?

Oletame, et on antud tdielik siindmuste sisteem /H]
...,Ha}, kusjuures me eeldame, et tdendosused P(H.;) (mn.
aprioorsed téendosused) on meil teada.

ulgu A sindmus, mis vOib esineda koos ihega sindmus
test (i=1,2,...,n) ; olgu teada tinglikud tdendosuse.
P(A/H™) . Nende abil tahame leida sindmuste tingli  _.
tdendosused siindmuse A suhtes, nn. aposterioorsea Iot: s>
sused P(Hi/A) .

Kehtib nn. Bayesi valem:

P(H=DP(A/HI)

£_P(L PR

P(H£A) =

Toestus. Kasutades tingliku tdendosuse definitsiooni:

P(H.A
P(H./A) = PE-A
1 P(A)

teisendame lugejat tdendosuste koirutamise valemi abil:
RHA) = P(H.)P(A/HI) ,

nimetajas aga kasutame tadistdendosuse valemit (5).

Naide 8. Lahendame niilid ndites 7 esitatud tlesande.



Taieliku sundmuste susteemi moodustavad sundmused:
- kuul vdeti I urnist;
Hg - kuul véeti Il urnist;
- kuul voeti 111 urnist.
IImselt POL,) = PCHg) = P(H3> = ~
Stindmuseks A on valge kuulikese saamine. Leiame va-

jalikud tinglikud téendosused:

PAELD) = £ ; PCA/Hg) = 0 ; P(A/H3) = 7

Siis

Kontrollimiseks kasutame asjaolu, et stndmused ILpHg,-..
.,-,H moodustavad tdieliku slndmuste susteemi ka tingimusel,

n
et A toimus, seega ¥ (Hs/A) = 1 . Toepoolest, meie nai-
i=l
psg2l - 8_ A,

5. Ulesandeid«

1. Kas teineteist valistavad sundmused on s6ltuvad vdi
sdltumatud?
2. Kas sellest, et sindmus A sdltub sindmusest B,
jareldub, et sindmus B soltub sindmusest A?
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3. Kas leidub sindmusi, mis on kéigist Ulejdanutest
sOltumatud? (Tdestadal)

4. Olgu A ja B kaks teineteist valistavat sindmust,
mis on mdlemad sindmusest C sdltumatud. Kas sindmus AUB
on samuti siindmusest C sdltumatu? Toestada!

5. 0Olgu A ja B kaks suvalist sundmust, mis on méle-
mad sundmusest C sodltumatud. Kas on siis alati AUB sol-
tumatu sundmusest C?

Leida tarvilik ja piisav tingimus selleks, et AU Boleks
siindmusest C soOltumatu!

6. Kas sellest, et P(ABC) = P(A)P(B)P(C) , jareldub,
et sindmused A, B ja C on paarikaupa s6ltumatud? Tdes-
tada!

1. Olgu p =P(A) , g ™P@B) , r =P(AUB)
Avaldada P(a5) , P(EB) , P((a\ b)U(B\A)) »p, g ja r kau-
du.

2. On teada, et A"AgC A . Toestada seos

PAYPA) ¢ P(Ap) - 1 .
2 . P(Ap)

3. Toestada, et PCAg/AMN. 1 ——F® 1 *

4. Toestada, et sindmuste A f B ja C paarikaupa so6l-
tumatusest ei jareldu nende taielik sdltumatus.

5. A, B ja C on paarikaupa s6ltumatud sindmused;
P(B) = P(C) , P(ABC) =0 . Leida mai P(A)
6. TOestada seos:

P(A/B) = P(A/BC)P(C/B) + P(A/BC)P(C/B)

P(A)
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7. TdOestada teoreem: r (hesugust eset saab paigutada
n lahtrisse .o viisil.

8. Olgu analudtiline n muutuja funkt-
sioon. Mitu erinevat r jarku tuletist tal eksisteerib?

9. Mitmel erineval viisil saab n taldrikule paiguta-

da r 0dunakooki ja s kohupiimakooki?

1. Kaks laskurit tulistasid tGht marklauda. Esimene las-
kur tabab marki tdendosusega 0,7» teine tdendosusega 0,8.

Leida tdendosus, et marki tabatakse, kui kumbki tulis-
tab a) Uks kord; b) kaks korda.

2. Kolm lampi on lulitatud jérjestikku. Pinge tdstmisel
on nende labipdlemise tdendosused 0,3 , 0,2 ja 0,2 . Lei-
da tdendosus selleks, et parast pinge tdstmist sdiliks voo-
luahelas vool (selleks peavad kdik lambid jaama polema).

3. Elektrivoolu ahel punktide A ja B vahel on moo-

elemendil 11 - 0,1 ; elemendil Kg - 0,2
0,4 ; elemendil Lg - 0,7

; elemendil Lj -
; elemendil L~ - 0,5
Leida voolu katkemise tdendosus ajavahemiku T véaltel.
4_ Tdendosus lambi labip6lemiseks 1000 tunni valtel on
0,8. Leida tdendosus selleks, et kolmest sellisest lambist

vahemalt »1veel 1000 tunni moddudes pdleks.
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5. Loteriil oa N piletit, neist vbidab n piletit.
Ostetakse & n piletit. Leida vahemalt Uhe piletiga voit-
mise tdendosus.

6. Garderoobis on 2n paari kalosse.

a) Olgu need k&ik Uhesugused ja Uhesuurused. Nende
hulgast valitakse juhuslikult 2m kalossi. Leida sindmus-
te Bi tlendosused, kus B~ téhendab, et vBetud kalosside
hulgas on 1 paari (i=0,1,2,...,m; 2m”™n)

b) Olgu kdik 2n kalossipaari erinevad*

Leida sindmuste A~ (i=0,1,...,m) tdendosused, kua

tédhendab, et juhuslikult vBetud 2m kalossi hulgas on i
Oiget paari (2n°n) e

7 . Kaks vordselt osavat laskurit tulistavad kordamddda
marklauda, kusjuures kummalgi on Oigus lasta kaks korda* Esi-
mene tabaja saab auhinna.

a) Olgu tabamise tBendosus p =~ . Mis on tdendo-
sem, kas auhind antakse valja voi mitte?

b) Leida tdendosus selleks, et esimene laskur saab
auhinna ;tdendosus selleks, et teine laskur saab auhinna; tde-
nédosus selleks, et kumbki el saa auhina”.

c) Vastata samadele kisimustele juhul, kui mdlema las-
kuri korral on tabamise tdendosus p =" ,

S. Loteriipilet vdidab tdendosusega 0,02. Leida vahemalt
1 piletiga vditmise tdendosus, kui ostetakse 2, 3, 4, 5 pile-
tit.

9. Saks spordiseltsi A ja B on kumbki esindatud 3

viistkonnaga (mehed, naised, noored).
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A meeskond vdidab 80%-lise tdendosusega.

A naiskond vdidab 40%-lise tdendosusega.

A noortevdistkond voidab 40%-lise tb8endosusega.

Summa spordiseltsi vdit on tdendosem (vOitjaks loetak-
se see j kes saavutab véhemalt 2 vOitu 3-st)?

10. Abonent unustas telefoninumbri viimase numbri jr
valib selle juhuslikult. Leida tdendosus selleks, et tal ei
t;ule helistada ule 3 K&

11. Visatakse kolme téringut. Leida tdendosus selleks,
er nejLst vahemalt uhel langes peale 6 silma, kui on teada,
et igal taringul langes peale erinev arv silmi.

12. Urnist, mis sisaldab 3 valget ja 2 musta kuuli,
voetakse 2 kuuli ja pannakse urni, mis sisaldab 4 musta ja
4 valget kuuli; seejarel vOetakse sealt 1 kuul. Leida tde-
ndosus selleks, et see kuul on valge.

13. Uliopilane laks eksamile, olles 25 kordamiskisimu-
se hulgast 20 selgeks Oppinud. Talle esitati 3 kiiexrust.
Leida tdendosus selleks, et ta oskas kéigile vastata.

14. Eksamil oli 25 kisimust.

30 ulidpilasest 5 Oppis selgeks kdik ,

10 " " 20
10 " " 15
5 " " 10

Leida iga riuhma ulidpilaste jaoks tdendosus saada hinne 5,
4, 3 ja 2.
15* Krossirajal tuli mootorratturil labida teeldik AB,

kus oli 12 takistust, neist igauhe juures oli tdendosus
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voistluse katkestamiseks 0,1 ; tUlejaanud teeldigu BC labi-
mise tdendosus oli 0,7» Leida tdendosus selleks, et mootor-
rattur labib kogu vOistlustrassi AC e

16. Kastis oli 15 tennisepalli, nende seas 9 uut. 1 mén-
gu jaoks voetakse juhuslikult 3 palli ja pannakse need parast
méangu tagasi. Il midngu jaoks vdetakse jalle juhuslikult 3 pal-
li. Leida t8endosus selleks, et need on kéik uued.

17. 1 toopingil valmistatud detail on mittekvaliteetne
tdendosusega 0,2, 11 toopingil valmistatud detail aga tdendo-
susega 0,3. | pingi tookiirus on 2 korda suurem kui teisel.
Leida tdendosus selleks, et juhuslikult valitud detail oleks
kvaliteetne.

18. Tehnilise kontrolli osakonda saabus partii tooteid
kolmes kastis. Nende kastide hulgast kontrolliti Uhte. Leida
tdendosus selleks, et partii tunnistati praagiks, kui | icas-
tis oli 2/3 praaktooteid, Ulejaanud kahes aga kdik kvaliteet-
sed tooted.

19. Kaks mangijat A ja B viskavad kordamédda minti.
Vdidab see, kes saab enne vapi. Leida A v0idu tdendosus,
kui ta alustab esimesena.

20. Bahakotis on 10 20-kopikalist, 5 15-kopikalist ja 2
10-kopikalist minti. Kui suur on td@endosus selleks, et huupi
vdetud 6 mindi vaartuste summa on vahem kui 1 rubla?

21. 5% mehi ja 0,25 % naisi on varvipimedad. Vaatlus-
alune isik osutus varvipimedaks. Leida tdendosus selleks, et
ta on mees a) eeldades, et mehi ja naisi on Uhepalju; b)ole-

tades, et ta Opib Glikoolis, kus Ulidpilastest 66,7 % on
naised.
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22. 18 laskuri hulgast 5 tabas marki tdendosusega 0,8,
7 - tdendosusega 0,7, 4 - tbendosusega 0,6 ja 2 — tdendosu-
sega 0,5 . Juhuslikult valitud laskur tulistas, kuid ei ta-
banud marki. Leida tdéendosus tema kuulumiseks igasse vaa-
deldavasse rihma.

23. Koolipoiss, kes tahtis oma sdprade ile nalja hei-
ta, korjas kokku kdik mitsid garderoobist, kus neid oli n
tukki, ja riputas juhuslikult tagasi. Leida tdendosus PQ

selleks, et vahemalt iiks sattus Oigesse kohta tagasi. Lei-

da lim P,
n ->00 n

84. Geomeetriline ja statis-

tiline tdendaosus.
1. Elementaarsindmuse mdiste Uldistamine.

Praktiliselt esineb sageli katseid, mille puhul erine-
vate vdimalike katsetulemuste arv on ldpmata suur.

Naide 1. Vaatleme mérklauda, millesse tulistatakse
punktikujuliste kuulidega (v0i arvestame reaalse kuuli kor-
ral tema keskpunkti tabamust).

Marklaua iga punkti tabamist vdime vaadelda erineva
katsetulemusena. (Seega katsetulemuste hulk oh ldpmata suur;
samuti on ldpmata suur katsetulemuste abil kirjeldatavate
erinevate siundmuste hulk. (Miks?) Kahjuks pole nende tée-
ndosusi vdimalik médrata, kasutades klassikalist tdendosu-
se definitsiooni. (Miks?)

Et anda uldisemat t8endosuse definitsiooni, Uldistame
kdigepealt elementaarsindmuse mdiste.
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Sindmust A nimetatakse elementaarsindmuseks« kui ei

leidu selliseid sundmusi

A DA ja Ag DA,
et kehtiks seos
A= AMUAg -

Loplikku vdi lI6pmatut sindmuste slisteemi “e{A*} , kus
mistahes kaks sindmust A/ ja A on elementaarsiind-
mused ja valistavad Uksteisé, ning

Ua® = I ,
nimetatakse elementaarsindmuste sisteemiks (laiemas mot-
tes).

Nédites 1 on tasandi iga uUksiku punkti tabamine elemen-
taarsindmuseks. Seega on elementaarsindmuste hulk selles

ndites ldpmata suur.
2. Geomeetriline tdéendosus tasandil.

Teeme kdigepealt lihtsustava eelduses oletame, et kdik
elementaarsindmused on vdrdtdendosed. (Siin kasutatakse
vordtdendosuse méistet monevorra Uldisemalt kui varem, sest
vaadeldakse elementaarsundmusi, mille tdendosus on 0). An-
tud ndites tahendab see, et marklaua kdigi punktide tabamine
on vOrdvQimalik, s. t. ihegi punkti tabamine ei ole tden&o-
sem mingi teise punkti tabamisest. See aga tdhendab, et
marklaua mingi osa tabamine s6ltub ainult selle osa pind-
alast, mitte tema asukohast marklaual.

Eeldame, et igale elementaarsiindmusele on seatud vas-

tavusse mingi punkt tasandil, kusjuures k&igi elementaar-

42 .



slindmuste hulgale vastab tasandiline piirkond, millel eksis-
teerib pindala. Siis vastab igale elementaarsundmuste abil
defineeritud sindmusele teatav punktihulk tasandil; vaatle-
me ainult selliseid sundmusi, millele vastavate elementaar-
sundmuste hulk kirjeldab pindala omava piirkonna tasandil.
Niisuguse siindmuse vdime defineerida vaadeldava tasandipiir-
konna tabamisena (Juhuslikul viskel). Sindmuste sellise Inter-
pretatsiooni korral vastavad siindmustevahelistele seostele
analoogilised seosed hulkade vahel (vt. joonis 1). Sellis-

tele sindmustele saame omistada geomeetrilise tdendosuse.

Joon. 1.

Tabatagu mingit juhuslikult valitud punkti, mis kind-
lasti paikneb tasandilisel pinnaosal pindalaga S . T6endo-
sus selleks, et tabatav punkt asub sellel pinnaosal paikne-
vas piirkonnas pindalaga s , vdrdub suhtega g -

Naide 2. Ulesanne: Ruudukujulisele marklauale kilje-
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pikkusega a visatakse ring diameetriga d < Milline peaks
olema a ja d suhe selleks, et ringi keskpaiga sattumisel
marklauale satuks tdendosusega A1 marklauvale ka ringi 1iga
punkt (vt. joonis 2)? Selleks margime marklaua keskele ruudu
eervapikkusega a-d . Selleks,

et ringi iga punkt satuks mark-

lauale, peaks ringi keskpunkt

langema sisemisesse ruutu. Pik-

kuste a ja d otsitava suhte

leiame seosest

(a-d)2 = 2 a2 .

Joon. 2.

3» Geomeetriline tdendosus ruumis.

Uldisemalt voib geomeetrilise tdendosuse miiste defi-
neerida suvalises eukleidilises ruumis.

Tabatagu mingit juhuslikku punkti, mis kindlasti paik-
neb ruumiosas a ruumalaga V . TOendosus selleks, et ta-
batav punkt asuks selles ruumiosas paiknevas ruumiosas A
ruumalaga v , on ~ *

Koveral oleks geomeetrilise tdendosuse mbiste jargmine:

Tabatagu mingit juhuslikku punkti, mis kindlasti paik-
neb kdvera kaarel pikkusega L . Tdendosus selleks, et
tabatav punkt asub selle kaare osal A pikkusega 1 , on
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Naeme, et geomeetrilise tdendosuse korral on iga Uk-
siku punkti tabamise tdendosus alati O (miks?), seega,
lugedes ei lopisysadpmpciiksikute punktide tabamise
tdendosusi, veendume, et iga elementaarsindmuse tbendosus
on 0 .

Samuti on O ainult I6plikust v6i ka loenduvast hul-
gast elementaarsindmustest koosneva sindmuse geomeetriline
tdendosus. (Miks?)

Tuleb mérkida, et geomeetrilist tbGendosust ei saa omis-
tada kaugeltki iga hulga B tabamisele. Selleks on ndutav,
et vaadeldaval hulgal B eksisteeriks ruumala (pindala,
kaarepikkus)e

lga ruumiosast R valjaspool paikneva hulga A taba-
mise tdendosus on 0. (Miks?) Kui aga hulk A paikneb osa-
liselt ruumiosas Sl , Siis on voimalik leida hulga A ta-
bamise tdendosus ainult siis, kui hulgal n n A eksisteerib

ruumala. Olgu hulga Q D a ruumala v* , siis on otsitav

geomeetriline tdendosus vr.

Kui hulk A langeb lhte kogu ruumiosaga voi eri-
neb sellest ainult 18pliku vdi loenduva hulga punktide vor-
ra, siis on selle tabamise tdendosus 1 . (Miks?)

Sonastada Ulaltoodud laused geomeetrilise tfendosuse
jaoks tasandil ja koveral!

Geomeetrilise tdendosuse abil lahendatavatest llesan-
netest on klassikaliseks saanud nn. Buffoni ndelailesanne.

Esitame selle.
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4. Buffoni noéelaillesanne.

Katku tasandit paralleelsirged, kusjuures naabersirge-
te vahekaugus olgu 2a . Tasandile visatakse juhuslikult
néel pikkusega 2t(t < a) (vt. joonis 3)* Leida tdendosus
selleks, et ndel 10ikub mdnega tasandil paiknevaist paral-

leelidest.

Joon. 3«

Lahendus. NOela asend talle lahima paralleeli suhtes
on Uheselt maddratud kahe parameetriga (tdendosus selleks,
et ta paikneb kahest paralleelist v3rdsel kaugusel, on O -
miks? Seetdttu vdime selle juhu jatta vaatlemata.) Nendeks
parameetriteks on n3ela keskpunkti kaugus x talle l&himast
sirgest (O™ x <a) ja ndela ning paralleelsirgete vaheli-
ne nurk ~ (0 i loeme niihasti ndelal kui ka sir-
getel mingil viisil fikseerituks positiivse suuna ning méa-

rame nurga ”~ nende positiivsete suundade vahel).



Léikumine toimub, kui kehtib vdrratus

04 t sin® , 0sSffJC. @

Noela kdikvoimalikele asenditele vastab ristkilik x/y-
tasandil, mille pindala on aSl j ndela ja paralleelide
I6ikumisele vastavateks elementaarsundmusteks on sellised
x/" -tasandi punktid, mis paiknevad piirkonnas, mis on maa-

ratud vorratustega (1). Selle piirkonna pindala on
st

s:Jtsin"d" =2t -
[e)

Otsitava tdendosuse vaartuseks saame seega a3i -

¢ 5. Bertrandi paradoks.

Tuleb aga mérkida, et mdningate Ulesannete korral on
voimalik Uhele sindmusele mddrata geomeetriline tdendosus
mitmel erineval viisil, sdltuvalt sellest, millised sund-
mused me valime elementaarsiincbnusteks ning loeme seega vérd-
tOendosteks.

Naiteks selle kohta on klassikaline nn. Bertrandi pa-
radoks, mis omal ajal pdhjustas matemaatikute seas palju
vaidlusi.

Ulesanne« Ringile joonestatakse juhuslikult kOOI. Kui
suur on tdendosus, et see kOOl on pikem kui ringi joonesta-
tud vordkilgse kolmnurga kulg?

1. lahendus. Simmeetria tottu vdime vaadelda ainult
thesuunalisi kddle, mis on maaratud oma keskpunktiga dia-

meetril (vt. joonis 4a). Meie tingimust rahuldavad ainult



need kdolud, mille keskpunkt asub ringi keskpunktist kau-

gusel g_, seega on otsitav tdendosus lk:.

Joon. 4.

2. lahendus. Simmeetria tottu vdime vaadelda ainult
neid kodle, mille Uks otspunkt on fikseeritud; need on maa-
ratud oma teise otspunktiga, Ulesande tingimust rahuldavad
ainult need kddlud, mille otspunkt satub jamedama joonega
margitud osale ringjoonest joonisel 4b; kuna see on - WO
gu ringjoone pikkusestt siis on otsitav tdendosus - .

3. lahendus. KOOl on maaratud oma keskpunktiga. Meie

tingimust rahuldavad Uksnes sellised kd6lud, mille keskpunkt

asub ringi keskpunktist kaugusel » 2s» t.» mille kesk-
qr_.
punkt asub ringis, mille pindala on (joonis 4 ¢).
A

Otsitav tdendosus on seega "
Milles on viga? Kuidas saab Uhe ja sama sundmuse toe-
naosus tulla erinev s6ltuvalt erinevast arvutusviisist?
PGhjuseks on siin see, et erinevates lahendustes on
erinevatel viisidel valitud elementaarsindmuste slsteemid.

Seda, millisel viisil valitud elementaarsindmuste sisteem



osutub Ulesande lahendamisel sobivaimaks, ei ole vdimalik
otsustada tdendosusteooria vahenditega, sest selle kisimu-
se vastus sOltub sellest, missugused siindmused on vdrdtde-
naosed, viimane mbiste ei ole aga meie kasitluses matemaa-

tiliselt defineeritud.

6. Geomeetrilise tB8endosuse abil

lahendatavaid Ulesandeid.

Geomeetrilist tdendosust on otstarbekas rakendada ka
mitmete Ulesannete lahendamisel, mis oma probleemiseadelt ei
olegi geomeetrilise iseloomuga. Oluliseks momendiks on siin
see asjaolu, et sellistes Ullesannetes on kdikvdimalike ele-
mentaarsindmuste hulk mingil viisil vastavusse seatav kas
16igu, pinna- vOi ruumiosa punktide hulgaga, ning kdik ele-
mentaarsiundmused on vordtdendosed.

Uks tiipilisi geomeetrilise tdendosuse abil lahendata-
vaid Ulesandeid on jargmine,nn. "kohtumise Ulesanne".

Kaks isikut A ja B leppisid kokku, et kohtuvad kel-
la 12.00 ja 13»00 vahel teatud kohas. Kumbki pidi teist oota-
ma 20 minutit. Leida tdendosus, et kohtumine toimub.,

Ue vdime eeldada, et isikute saabumine igal Uksikul mo-
mendil on vordvéimalik saabumisega mingil teisel momendil.
Samuti ei mdjusta Uhe isiku saabumishetk mingil maaral tei-
se isiku saabumishetke.

Selgitame Ulesannet graafiku abil (vt. joonis 5). Tel-
jele x kanname isiku A vdimalikud saabumismomendid, tel-

jele y isiku B vdimalikud saabumismomendid. Seega on
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meil igale elementaarsundmusele seatud vastavusse punkt ta-
sandil. (Kuidas?)

Isikud kohtuvad juhul, Kkui

IX- < 3 *

Seda olukorda kir-
jeldab viirutatud pind-
alale kuuluvate punkti-
de hulk joonisel. Ules-
ande lahendamiseks tu-
leb vaid. leida viiruta-
tud osa pindala ning
selle pindala suhe kdik-
voimalikke elementaar-
sindmusi kirjeldava ruu-
du pindalasse. On liht-

Joon. 5» . N .
ne ndha, et otsitav tde-

naosus on

7. Statistiline téendosus.

Praktikas kohtume sageli ka selliste silndmustega, mis
avalduvad ldpmatusse elementaarsindmuste siisteemi kuuluvate
elementaarsindmuste kaudu, kusjuures pole alust eeldada, et
vaadeldavad elementaarsiindmused on vordtéendosed.

Sel juhul puudub meil uldiselt vdimalus sundmuste tde-

naosuse arvutamiseks teoreetilistest kaalutlustest lahtudes.
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Kui meil on aga vdimalik teostada korduvalt katseid,
mille tulemusena vaadeldav siindmus vdib esineda vdi ka mit-
te esineda, saame ma&rata meid huvitava siindmuse suhtelised
sagedused jﬂl katseseeria pikkuse n mitmesugustel vaar-

tustel.

Tahistame sindmuse A esinemise suhtelise sageduse n
katsest koosneva katseseeria korral h"CA) = = _ *

On lihtne kontrollida, et kehtivad jargmised seosed:

® N Nl A ja n korral (p6hjendadal);
2= V i) =1 1iga n korral (pbhjendadal);

3 Kui A ja B on Uksteist valistavad sindmused,
ATB=0 , siis h”AUB) = h”A) + h”B)

Osutub, et kui meil on mingi sindmuste klassi J1 igale
sindmusele A omistatud arv h(A) , mis rahuldab tingimusi
1= - 3 on sellel arvul h(A) ka kdik klassikalise tdendo-
suse olulised omadused (vt. 2.2 - 2.4; 3*1 - 3.4).

Seega vdime sindmusele, mille jaoks saame mdadrata suh-
telise sageduse, omistada tdendosuse, ILbedes selleks suhte-
lise sageduse.

Kuna n muutudes suhteline sagedus muutub, ei ole sel-
lisel viisil maératud tdendosus Uhene.

MGnikord vGib esineda olukord, kus jada h~”A) lahe-
neb mingile piirvaartusele

lim h~(A) = h(A)
n -*to

Sel juhul nimetatakse piirvadédrtust h(A) sindmuse A
statistiliseks tdendosuseks.

Tuleb aga mérkida, et statistilise tGendosuse tépset
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arvulist vaartust ei ole pohimdotteliselt voimalik maarata,
sest kunagi ei saa korraldada l6pmata pikka katseseeriat;
selle asemel on aga vdimalik vastavalt suvalisele etteantud
arvule £ maarata katseseeria pikkus N(£ ) nii, et sind-
muse A suhteline sagedus h”A) erineb vdga suure (s. t.
arvule 1 l&hedase) tdendosusega piirvaartusest h(A) va-
hem kui £ vdrra.

Enamus tdendosusteooria praktilisi rakendusi kasutab-
ki nimelt statistilist téendosust, kusjuures selle vaartu-
seks valitakse kas suhteline sagedus ~(A) katseseeria
mingi pikkuse n korral voi sellest (miardamlse teel saa-
dud arv.

Tdendosusteooria seisukohalt on iga sindmuse tdendo-
sust voimalik statistiliselt mddrata; selleks tuleb vaid
vajalik arv kordi realiseerida slndmuse eelduseks olev tin-
gimuste kompleks S ning registreerida siindmuse suhteline
sagedus (slndmuste "kompleksi korduva realiseerimise flusi-
lise vGimalikkuse kontrollimine ei kuulu muidugi tdendosus-
teooria kompetentsi). Seega vOime edaspidi radkida iga (mei-
le vajaliku) sindmuse tb6endosusest,pddramata téhelepanu sel-
lele, mil viisil on see tdendosus médratud vli kA Ssee on
uldse maaratav.

Naide 4. Pikaajaliste vaatluste tulemusena on kind-
laks tehtud, et vastsundinute hulgas on 52 % poisslapsed.
Seega v3ime Oelda, et poisslapse sindimise statistiline tde-

naosus on 0,52.

Margime siin, et ka statistilise tdendosuse puhul on
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kindla sindmuse tfendosus 1 (miks?), vOimatu sindmuse tode-
ndosus O (miks?), kuid sindmus, mille tdendosus on O ,
ei tarvitse olla vbéimatu (pbhjendada!) ja sindmus, mille
tdendosus on 1, pole tingimata kindel (pdhjendadal!). Keh-
tib ka Gldine tdendosuste liitmise lause (pGhjendadal),
jaab jousse tingliku tdendosuse definitsioon ja sOltuma-

tuse maaratlus.

8. Ulesandeid.
\
1. Tdendosusega 1 tabatakse mingit kuubis paiknevat

punkti. Kui suur on tdendosus selleks, et tabatav punkt
asub thel kuubi diagondaltasanditest?

2. Leida toendosus selleks, et juhuslikult valitud
reaalarv on ratsionaalarv.

3. Tee pikkus on M km. Tee &ares mingis punktis asub
vaatamisvaarsus A . Teest m km asfalteeriti. Leida tde-
ndosus, et asfalteeriti vaatamisvaarsuse kohal asuv teeosa.

4. Telefoniliinil pikkusega L toimus avarii. Leida
tdendosus selleks, et selle avarii koht asub uUhele otspunk-
tidest lahemal kui 1

5* Ringi on joonestatud ruut, mille tipud paiknevad
ringjoonel. Kui suur on tdendosus, et juhuslikult ringi vi-
satud punkt asetseb ruudus?

6. Aken on kaetud vorega, (vt. joonis 6) mille varba-
de vaheline kaugus on a (varbade jamedus olgu tiuhiselt
vaike). Aknasse visatakse huupi pall raadiusega r (r<?)

Leida akna purunemise tdendosus (pall labib vdre).
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7. Singis raadiuse-
ga R valitakse juhusli-
kult «punkt. Leida tbendo-
sus selleks, et see asub
ringi keskpunktile l&he-
mal kui r (r<R)

8. Tasandil paiknevad
paralleelid vahekaugusega Joon. 6.
2a. Tasandile visatakse ju-
huslikult mint raadiusega r<a * Kui suur on tdendosus
selleks, et mint ei 10iku Uhegi sirgega?

9. Maja on 20 m pikk ja 7 m kdrge. Fassaadil on 6 akent
moGtmetega 1,2 m X 1,4 m ma* akent mddtmetega 1,8 m x 1,4 1.
Maja pihta visati huupi pall 1&bimdédduga 0,3 m. Leida tdenéo-
sus, et see pall lendas aknast sisse.

10. Kaks isikut lepivad kokku kohtuda teatavas kohas aja-
vahemiku T véaltel. Leida tdendosus selleks, et kummalgi ei
tule teist oodata kauem kui ajavahemik t (t<T).

11. 2 aurikut sdidavad samal kuupédeval juhuslikul kella-
ajal sadamasse. Leida tdendosus selleks, et nad kohtuvad sa-
damas, kui esimene aurik seisab sadamas 1 tunni, teine 2
tundi .

12. Latt pikkusega 1 murtakse juhuslikult kolmeks tu-
kiks. Leida tdendosus selleks, et neist tikkidest saaks moo-

dustada kolmnurga; vordkilgse kolmnurga; vdrdhaarse kolmnur-

13. Voetakse kolm juhusliku pikkusega 18iku, mis on li-
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hemad kui 1 . Kui suur on tdendosus selleks, et nendest
saab moodustada kolmnurga?

14. Ruudus tippudega (0,0), (O©,1D), @00, (@,1) va-
litakse juhuslikult punkt (F e}). @) TOestada, et O £ x ,
y N1 korral

P(y yi=2Ay<PC y) =xy .

Olgu 0< z< 1 . Leida

b) P(T-4]<2)

o) P(f*<z) ,

& P(min(y,™)<z) ,

e) P@ax(®y,Tl)<2 ,

H PAN+Y)<z)

15> Leida tdendosus selleks, et vérrandi

XN +YX +* =0

Juured oleksid reaalsed, kui y ja ~ on maddratud eelmxs<
Ulesandega.

16. Osake liigub mdoda sirget samhaaval; n-nda sammu
pikkus olgu an , 04 ay4 1 , kusjuures samu pikkus a
Juhuslik. Leida tOendosus selleks, et osake tletab punkti 1
a) esimese sanmuga; b) teise samuga; c) kolmanda sammuga;

d) n-nda samuga.

85» Juhuslik suurus.

MBningate probleemide vaatlemisel ei piisa sellest,
kui tehakse kindlaks Uhe vOi teise sUndmuse esinemine (ja
selle tdendosus). Sageli on tarvis teatavate sindnuste esi-
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nemisega siduda ka méningaid kvantitatiivseid suurusi. Sel-
line on olukord .juhuslike suuruste korral.

1. Juhusliku suuruse moiste.

Praktikas esineb tihti muutuvaid suurusi, mis soltuvalt
Juhusest omandavad mitmesuguseid erinevaid arvulisi vaartusi.

Naide 1. Mangitakse "kulli ja kirja'. Esimene mangija
annab teisele 1 kopika, kui mindile langeb peale vapipool,
ning saab teiselt mangijalt 1 kopika, kui mindile langeb pea-
le Kirjapool.

Esimese mangija saadav rahasumma X soltub sellest,
missugune kahest elementaarsundmusest:

V - langeb peale vapipool,

K - " " Kirjapool
esineb; kui esineb V , omandab X vaéartuse -1 , kui bsi-
neb K , omandab X vadrtuse +1 .

Niisuguseid suurusi nimetatakse juhuslikeks suurusteks.
Juhuslik suurus on seega elementaarstiindmnaft funktsioon (kus-
Juures uldiselt tuleb elementaarsiindmusi mdista laiemas mot-
tes, vt. punkt 4.1).

Naide 2. Vaatleme mingi mddteriista osuti liikumist
skaalal. Lugedes skaalat kovera kaareks, mille mingit punk-
ti kindlasti tabatakse (osuti langeb sellesse punkti), saa-
me igale punktile seada vastavusse elementaarsindmuse. Siin-
Juures me ei tarvitse eeldada, et kdigi punktide tabamise
tdendosused on vordsed (hagu see oli geomeetrilise tendo-

suse korral).
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Juhuslikuks suuruseks X , mille vaartus soltub sel-
lest, milline elementaarsindmus esineb, on modteriista lu-
gem.

2. Juhusliku suuruse .laotus»

Juhuslikku suurust iseloomustab kdigepealt tema vOima-
like vaartuste hulk. Kuid sellest Uksi ei piisa juhusliku
suuruse igakulgseks iseloomustamiseks.

Naide 3. Olgu loteriipiletite koguarv 10 000; nende
seas on 1000 therublast voitu, 100 10-rublast voitu, 10
100-rublast voitu ja 1 1000-rublane voit.

Valime juhuslikult the pileti. Sellele piletile langev
vOidusuama on juhuslik suurus, mille tihistare tihega T .
IImselt on meil vBimalikud jargmised sindmused:

A : piletile ei lange voitu,

B : " langeb 1-rublane Voit,
C : " ' 10-rublane VOIt,
D : " " 100-rublane \Voit,
E : " M1000-rublane VOit.

Vastavalt sellele, kas toimub sindwus A ,B ,C , D
voli E , omandab juhuslik suurus Y vaartuse 0, 1, 10,
100 vbi 1000.

Kujutleme teist loteriid, millel on samuti 10 000 pi-
letit ning vdimalikud vdidusummad on samuti O, 1,10, 100 ja
1000, milledest igatks langeb 2000-le piletile.

Ka sel juhul on mingi piletiga vdidetud summa {'/uhus—
lik suurus, mille tahistame seekord simboliga Z .
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Juhuslikel suurustel Y jJa Z on sama vaartuste hulk.
Ometi on nad oluliselt erinevad!

Taielikumat informatsiooni juhusliku suuruse kohta an-
nab tema _jaotus. Olgu X [18pliku hulga vadrtustega juhus-
lik swrus; tdhistame tema poolt omandatavad vaartused sim-

bolitega a, x2, ...» . Vaatleme slndmusi X = ,

X=xX£]J ... >X=xQ . Nende sindmuste hulk moodustab tiie-

liku Uksteist valistavate sindnuste sUsteemi. (Miks?)
Tahistame

P(X = xi) =pt }
siis arwpaaride hulka &Y (G=1,2,...,n), kus Pi™ 0,

i/;l p- : 1 nimetatakse juhusliku suuruse .jaotuseks. Sageli
esitatakse jaotus tabelina.

Naide 4. Naites 1 vaadeldud juhusliku suuruse X jao-
tus on jargmine:

=
N =

Naites 3 vaadeldud juhuslike suuruste Y ja Z jaotu-

sed on aga sellised:

4 0 1 10 100 1000 Z:z~» O 1 10 100 1000
pj 0,8889 0,1 0,01 0,001 0,0001 Pi 0,2 0,2 0,2 0,2 0,2

MBningatel juhtudel saab juhusliku suuruse jaotuse esi-
tada ka valemina. Uheks tiipilisemaks naiteks sellest vald-
konnast on binomiaaljaotus (vt. punkt 7*2)

- Juhusliku suuruse jaotust saab graafiliselt esitada
kas tulpdiagrammina (Vt. joonised 7 ja 8) vdi jaotuspoli-
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goonina (vt. joonised 9 Oa 10; samuti vt. jooniseid punkti-
des 7.1 - 7.5).

Joon. 7. Joon. 9.
T w i Yy
Joon. 8. Joon. 10.

Sageli on otstarbekas ka konstanti (Juhusest s6ltuma-
tut suurust) vaadelda juhusliku suuruse erijuhuna; konstan-

di c jaotus on triviaalne:
PX=0) =1, s. t. juhusliku suuruse X ainsa vaar-

tuse c¢ tdendosus on 1.
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3. LOpmatu hulga vadrtustega juhusliku, suuraae .laotus.

Naites 2 vaadeldud Juhuslikul suurusel on I6pmata pal-
Ju vadrtusi. Seega on kdigi (V01 vahemalt 18pmata paljude)
vaartuste omandamise tdendosus null. (Miks?) Selliste ju-
huslike suuruste jaoks el saa tabeli voi valemi abil jao-
tust esitada.

Lopmata paljude vaartustega juhusliku suuruse jaotust
on sobiv iseloomustada teiste karakteristikute, naiteks jao-
tusfunktsiooni abil.

4. Juhusliku suuruse .jaotusfunktsioon.

Vaatleme juhuslikku suurust X . Olgu x suvaline re-

aalarv. Siis me vBime defineerida sindmuse
X< X,

mis seisneb selles, et juhuslik suurus X omandab vaartuse,
mis on vaiksem kui reaalarv x .

Leidnud sindnuse X< x tdendosuse iga reaalarvu X
korral

P(X< ¥) , (-0«<x<o0.) ,
saame reaalse argumendi x funktsiooni, mida nimetatakse
Juhusliku suuruse X jJaotusfunktsiooniks ja tdhistatakse
simboliga
Q) = P(X< X) (-00< X< 00) X

Juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon FMX) (vt.
jJoonis 11) iselobmustab vaadeldavat juhuslikku suurust.
Naide 5. Naites 3 vaadeldud juhuslike suuruste Y ja
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Z jaotusfunktsioonid on mdaratud jargnevalt:

FTGO = 0,0 , x40 , P7() =/0,0000, x*0,
0,2, O0< 141 , 0,8889, O<x*1,
0,4 , 1< x410 , 0,9889, 1< x<10,
0,6 , 10 < x<100 , 0,9989, 10<x*100,

0,8 ,100< x™00OO , 0,9999, 100<x*1000,
~,0 , x> 1000 , V1, 0000, x>1000.

Jaotusfunktsiooni on hélpus esitada ka graafiliselt (vt
Jooniseid 12 ja 13).

T} bl

(0%}

9* 1T |

tl 1 1

1 .

el I 1 1

4 i i 1
0 4 40 AO00 4000 Jc

Joon. 11. Joon. 12.

Joon. 13.



Jaotusfunktsiooni omadused.

1° Jaotusfunktsiooni F'xl'(x) vaartuste hulk on tokes-
tatud:
ONPIO) <1 (—eo<sX<«*?) .
Miks?)
Kui juhuslikult suunisel X eksisteerib minimaalne
vaartus xg 4 siis
XQ) =0 iga x4 xQ korral; ()
kui aga juhuslikult suurusel X eksisteerib maksimaalne
vadrtus x *, siis
PXCGO =1, kui x> x*%. (©)
Olgu juhusliku suuruse X vadrtused tokestatud: s. t.

et
X>xQ ja X< x* on kindlad sindnused.

Ka sel juhul kehtivad VOrdused (2) ja ).
Vaatleme nliid tdkestamata juhuslikku suurust X . Kuna
X omandab Uksnes reaalarvulisi vaartusi, -eo<X<®° , siis
Fx(-oc) = P(X<-00) =0 , ()

da

FX(~ )=P(X<o00)=1. O

2°  Jaotusfunktsioon on mittekahanev:
4 Q) , kui x<y . ®
Toepoolest, sindnuste X<y ja X<x vahel kehtib x <y

korral sisalduvusseos:

X< x)C X<y ,



(miks?); teoreemi 2.3.1 jarelduse 2 pdhjal tuleneb aga sel-
lest seosest vdrratus:
PCX< y) > PCX< X) ,

mis on samavédirne vérratusega (6). (Miks?)

3° Jaotusfunktsioon on vasakult pidev:

lim () = FxX) . @)
y Fx-
TOepoolest,

FXCX) = PCX<x) = P(X<X -S) + PXx << X<x) . ®

. - _ A . - ey
Siindmus g_iron (é( S< X~x) on viimatu, sest cIj_l_g(x S)= X

ja vanenmiic I'I!’% (X -<F,X) ei sisalda ainsatki punkti. Siis
C

lim P(X - X<x) =0 ,
J+o+

ja kuna vBrduse (8) parema poole esimene liidetav léheneb
( 6 lahenemisel nullile) jaotusfunktsioon! vaartusele
A, - 0) , jareldubki siit virdus (7).

%. Pidevad . diskreetsed juhuslikud suurused.

Kui juhuslikul suurusel X on Uksnes n erinevat vaar-
tust, siis on tema jaotusfunktsiooniks treppfunktsioon, kus-
Juures katkevuspunktideks on X vOimalikud vadrtused x»,

xn (miks?); valjaspool katkewuspunkte plsib jaotus-
funktsioon konstantsena (raiks?) (vt. naiteks 7.2); samasugu-
se omadusega on ka joonistel 12 ja 13 kujutatud jaotusfunkt-
sioonid.

Kui juhuslikul suurusel X on loenduv hulk erinevaid
vaartusi, siis on tema jaotusfunktsiooniks I6pmatu hulga
astmetega treppfunktsioon. (Mida vBime sel korral 6elda hi-
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pete pikkuse kohta? Kuidas kaitub jaotusfunktsioon valjas-
pool katkewvuspunkte? Vt. naiteks 7*4).

Kui juhuslikul suurusel X on Ipmata palju erinevaid
vaartusi ning iga vaartuse omandamise tdenaosus on O , siis
nimetatakse juhuslikku suurust X pidevaks» Pideva juhusli-
ku suuruse X jaotusfunktsioon on pidev funktsioon. (Vt.
naiteks 7.6 ja 7.7).

7. Toendosuse tihedus.

Olgu X pidev juhuslik suurus. Siis vOib tema jaotus-
funktsioon Ej(xX) olla oma argumendi x jargi diferentsee-
rus (see ei tarvitse aga alati nii olla, sest iga pidev
funktsioon el ole diferentseerus - miks?).

Kui FjJ(X) on diferentseeruv, siis nimetatakse tema
tuletist

®

Juhusliku suuruse X tdendosuse tiheduseks e. tihedusfunkt-
siooniks. (Vt. joonis 14.)

Leiame tdendosuse ti-
heduse omadused:

1° &x(x)>0. (¢10))

Toepoolest, kuna
Fj(x) on alati mitteka-
hanev. siis on tema tu-
letis alati mittenega-

tiivne.
Joon. 14



2° lga < x2 korral y

P(x1”™ X< x2) =?s(x2) “ rx(n) =1 fx(x)cbcj (11)
*1
seos (11) jareldub seostest (1) ja (9) ning Newton-Leibnizi
valemist.

3° f)fz(x)dx; =1. (12)
‘(9
Seose (12) saame seosest (11), valides vaid ~-o00t

X2 =oo ning rakendades VOrdusi (4) ja (5). (Vt, naiteks
7.6 ja 7.7.)

8. Juhuslik vektor.

MBnikord vBib samal elementaarstindmuste hulgal olla
maaratud rohkem kui Uks juhuslik suurus, s. t. juhuslike
suuruste hulk mis n.-0. “sOltuvad samadest
Juhustest'.

Kui me mingi elementaarsindmuse E korral vaatleme
Uheskoos juhuslike suuruste X~ ,...,Xn Vvaartusi, siis-qe
Utleme, et me vaatleme juhusliku vektori (~»...»X”") vaar-
tusi elementaarsindmuse E korral.

Naide 6. MOOdame mingil indiviidide hulgal (naiteks
ulidpilastel) mitut nditajat (naiteks pikkus X , kaal X2 ,
vanus X~ jne.). Moéotmistulemused sBltuvad sellest, milli-
se konkreetse indiviidi kdigi indiviidide hulgast me vali-
me; iga fivgik indiviid moodustab seega elementaarsundmuse;
nii on juhuslikud suurused X" , Xg ja X" koik maaratud
samal elementaarsindmuste hulgal.

Valime Uhe indiviidi ja mdodame selle pikkuse, kaalu



Ja vanuse; siis saame juhusliku vektori (X<,X2>%3) vaar-
tuse sellele indiviidile vastava elementaarsindmuse korral»

Juhuslikku vektorit iseloomustavad:

1° Vektori jaotus ehk tema komponentide Uhine .iaotus,
mis oa esitatav tabelina, kui on Iépliku hulga
vaartustega,

2° wvektori jaotusfunktsioon ehk tema komponentide Uhi-
ne jaotusfunktsioon

FX1, ..., XnO»*eexn™ = P/X1< -

(Tuletada juhusliku vektori jaotusfunktsioon! omadused, mis
on analoogilised juhusliku suuruse jaotusfunktsiooni omadus-

Jasti siis, kui on diferentseeruv iga oma argu-
mendi jargis

box,..*, A

Tarvilik, kuid mitte piisav tingimus tdendosuse tihe-
duse eksisteerimiseks on, et vektori kdik komponendid olek-
sid pidevad juhuslikud suurused. (Miks pole see tingimus
piisav?)

Tuletada junusliku vektori tdendosuse tiheduse omadused,
mis on analoogilised juhusliku suuruse tdendosuse tiheduse
omadustega 1° - 3%

Edaspidi vaatleme eeskatt kahedimensionaalseid juhuslik-
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ke vektoreid. (Vt. joonis 15> kus on kujutatud kahedimensio-
naalse juhusliku suuruse tdendosuse tihedus.)
Kahedimensionaalse

vektori Uhine jaotus ju-
hul, kui X vOib oman-
dada n erinevat vaar-
tust  Xqq- Un»
m erinevat vairtust
Xnf...,, onesita-
tav nx m ruutu sisal-
dava tabelina, kus

Joon. 15. Pij = = AR
(a=1,2,...,n, j-1,2,°==,m<
Tabeli aarmine parempoolne veerg esitab X~ jaotust ning

alumine rida - Xg jaotust.

pi. = P(*l = *11" » p.j = PZ2 = x2j~ =

4 Z2
*1 \ *21 X22 X2m P i.
*11 P11 P12 ***  plm  pl
*12 P21 P22 ot p2v P2.
*1n pnl pn2 ot pnm pn.
p.i pli p2 7 p- 1

- 67 -



Naide 7. Siin on X teatava aine eksami ettevalmista-
miseks jaetud pédevade arv, X2 - eksamil saadav hinne.

XN -x,

1 2 3 4 5 6 7
2 0,08 003 0,02 0,00 O 0,00 0 0,10
3 0,02 0,06 0,12 0,12 0,02 0,00 O 0,35
4 0 0,0 0,3 0,13 0,02 0,03 0,03 0,40
S 0 0 0,03 0,04 0,01 0,05 0,02 0,15

0,05 0,10 0,30 0,30 0,1C 0,10 0,05

Kahedimensionaalse juhusliku vektori jaotusfunktsiooni
kui kahe reaalse argumendi funktsiooni on vdimalik terviku-
na illustreerida iUksnes ruumilise ''graafikuna®’. (Kirjeldada
naites esitatud juhusliku vektori (X1fX2) graafikut, teha
vastav ruumiline joonisl)

9. Soltumatud -juhuslikud suurused.

Vaatleme kahedimensionaalset juhuslikku vektorit (X,Y),
Nimetame juhuslikke suurusi X ja 1 soOltumatuteks,
kui iga reaalarvude paari (X,y) korral on siindmused
X< x ja Y< vy 3)
soltumatud.

Vaatleme juhuslike suuruste X ja Y U(hist jaotus-
funktsiooni

FIYORY) = P(X< X, Y<Y) .



Arvestades sindmuste (13) sOltumatust, saame seose
(3*4) pohjal vorduses
P(X<x, Y<y) = P(X<xX)P(T<y) = XQQFY(Y) ,
millest jareldub, et
PyCy) = 2XQIFTH) - a4

vaatleme niud n-dimensionaalsot juhuslikku vektorit

Me utleme, et juhuslikud suurused X~ (i=1,2,..=,n)
on paarikaupa séltumatud, kui iga <i’\j korrai. on Ja
XU soltumatud.

Juhuslikud suurused X~ (i=1,...,n) on taielikult
soltunatud, kui iga naturaalarvude hulga J©N,j2»%x ,jJk da
reaalarvude hulga iji,"-,XH &”™n ;jX" n;i=l,2,...,k)
Ji M jl, kui i1 ¢ 1korral moodustavad sindmused X/A<x”
(i=1,2,=..,k) taielikult sdltumatute sindmuste slsteemi.

10. Ulesandeid.
\

1. Eeldame, et sOltumatutel juhuslikel suurustel X ja
Y eksisteerivad téendosuse tihedused ja fyCx). Toes-
tada seos: (03]

X+YA = FIROEDFY A A -
(Vt. ka 111, 3.11 -3.13).

1 Urnis on 2 valget ja 3 musta kuuli. Urnist vietakse
Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tahistab 2 valge kauli
vahel vbetud mustade kuulide arvu. Leida X jaotus, kui kuu-
le ei asetata tagasi. Missugune on X-i tdendoseim VAArtus:
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2. Urnis on 2 valget pa k musta kuuli. Urnist voetakse
Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tahistab 2 valge kuuli
vahepeal vbetud mustade kuulide arw. Leida X jaotus, kui
kuule el asetata tagasi.

3* Umis on m valget ja kK musta kuuli. Urnist voe-
takse Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tdhistab 2 esi-
mesena valjatulnud valge kuuli vahepeal vBetud mustade kuu-
lide arwu. Leida X jaotus, kui kuule ei asetata tagasi.

4. Umis on 2 valget ja 3 musta kuuli. Urnist voetak-
se Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tdhistab 2 esimese-
na valjatulnud valge kuuli vahel vbetud mustade kuulide ar-
w. Leida X jaotus, kui iga kuul asetatakse kohe tagasi
ja kuulid segatakse. Missugune on X-i td8endoseim vaartus?

5. Umis on m valget ja k musta kuuli. Urnist vie-
takse Ukshaaval kuule. Juhuslik suurus X tahistab 2 es? le-
sena valjatulnud valge kuuli vahel vetud mustade kuulide
arwu. Leida X jaotus, kui iga kuul asetatakse kohe taga-
si ja kuulid segatakse. Missugune on selle juhusliku suuru-
se tbendoseim vairtus?

6. Visatakse 3 tiringut. Leida langenud silmade arwu
Jaotus.

7. Kaks korvpallurit A ja B viskavad korvi; mangi-
ja A tabamise tdendosus on 0,6; mangijal B - 0,4. Pall
vahetub esimesel moodaviskel. Leida mdngija B visete arwu
Jeotrus, kui alustab A .

8. Uliopilasel tuli eksamiks Oppida 50 kusimust, kuid
ta jbudis Oppida vaid 40. Eksamil esitati talle 3 kisimust.
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Kui tlidpilane vastab Oigesti kolmele kiisimusele, saab
ta hinde 5> kui Ulidpilane vastab Oigesti kahele kiisimusele,
saab ta hinde 4; kui Ulidpilane vastab Gigesti Uhele kisimu-
sele, saab ta hinde 3» kui ulidpilane ei vasta Uhelegi kisi-
musele Oigesti, saab ta hinde 2.

Leida Ulidpilase hinde jaotus.

8. Juhusliku suuruse arvulised
karakteristikud.

1. Keskvaartus«.

MBnikord on otstarbekas iseloomustada juhuslikku suuru3t
Uhe arvuga, mis teatud mottes kdige paremini selle juhusliku
suuruse vaartusi esindab (vt. joonis 16). Selleks arwuks va-
litakse tavaliselt juhusliku suuruse keskvadrtus (mida mdnin-
gate probleemide korral ka ootevaartuseks e. matemaatiliseks
ootuseks nimetatakse). Juhusliku suuruse X keskvéartuse ti-
histame simboliga EZ .

Joon. 16. Erineva_kesk-
vaartusega_juhuslike
suuruste tdenaosuse ti-
heduse graafikud.



Diskreetse juhusliku suuruse X keskvaartuseks EX ni-

metatakse seosega n
EX = 27 Xi pi *
i=1
madratud suurust, kui X omab I6pliku hulga erinevaid vaar-
tusi, ja suurust 0
EX = ?:11 xi Pj » (@)

kui juhusliku suuruse X véartuste hulk on loenduv ning ri-
da (@ koondub absoluutselt; kui rida (2) ei koondu absoluut-
selt, siis utleme, et juhuslikul suurusel X ei ole kesk-
vaartust. (Vt. naiteid 1-4.)

Pideva juhusliku suuruse X keskvadrtuseks nimetatak-
se valemiga (3) médratud suurust

n- 7/ xxQ)dz , ©)

kui tdendosuse tihedus TxX(X) eksisteerib ja integraal ()
koondub absoluutselt; kui integraal (3) ei koondu absoluut-
selt, siis me utleme, et juhuslikul suurusel X ei eksis-

teeri keskvaartust.
KOige uldisem keskvadrtuse avaldis

EX=J x dPx (X @

defineeritakse Stieltjesi integraali abil (vt. [7], Ik. 449).
Valem (4) annab ainuvBimaliku kuju EX arvutamiseks nende
Juhuslike suuruste jaoks, mis ei ole diskreetsed ega oma ka
tdendosuse tihedust; erijuhtudena tulenevad siit ka valemid
@O - 3 (tuletada need!).
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2. Keskvaartuse omadused«

1° EC=C , kui C on konstant (s. o. juhusest sdltu-
matu suurus)-

2° EX+Y) =EX +EY .
Vaatleme lihtsaimat juhtu, kus X ja Y on I8pliku
hulga véérttistega Juhuslikud suurused. Olgu nende jaotused:
PX=x)=p* ((=12,....n) ,
PCY =7)) = Gg=12,....m
ning juhusliku vektori (X , y) Uhine jaotus:

PX = ,Y=y)=Pj (=1,2,...,n; j=1,2,....m) <
IImselt m n
i =X1 pij * gj=H pij*
p L p a=H pij
Siis
n m n m n m
EQY) =Z I > i +ydpid*Z E v u +4W U 75pV|O:
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=
n m m n n m

=L 4 EP 7iE pa * i pi 1 -
= b TR APy mEL T PEFZ VY

= EX + EY .

Toestada seos 2°: a) juhul, kui X ja Y on diskreetsed
loenduva hulga vaartustega juhuslikud suurused (kas sellest
tdestusest jarelduks ka vaadeldav eri juht? Miks?)h) juhul,
kui X ja Y omavad toendosuse tihedust.

\3° E(CX) =C-EX .

4° EX> 0, kui X> 0 .

5 E(X eY) =EX «EY , kui X ja Y on sdltumatud

Juhuslikud suurused.
10



Toestada keskvaartuse omadused 1° ja 3° - 5°1
Naide 1. Arvutame naites 5«1 vaadeldud juhusliku suuru-
se X keskvaartuse:
BXaJ .1+J.(-D *0 .

Olgu margitud, et niisuguseid ménge, mille korral kumma-
gi mangi ja voidetud summa keskvaartus on 0 , nimetatakse
Oiiglaste*« mangudeks* Seega on vaadeldav mang Oiglane*

Naide 2* Arwutame nuud loteriivoidu keskvaartuse (Vt.
naide 53) kummagi jttu jaoks, s. o. juhuslike suuruste Y ja
Z keskvaartused™

By=1.0,1+10 . 0,01 + 100 . 0,001 + 1000 . 0,0001 = 0,4;
BZ=1.0,2+10 .0,2+100 . 0,2 + 1000 . 0,2 = 222,2 .

Keskvaartuste vordlemine naitab, kui palju kasulikum on
osavott teisest loteriist.

Naide 3. (Peterburi mang0 Kaks isikut A ja B mangi-
vad jargmist mingu: A viskab minti. Kui I viskel langeb pea-
le vapipool, maksab ta B-le 1 kopika, kui Il viskel langeb
esmakordselt peale vapipool, maksab ta B-le 2 kopikat,
kui k-ndal viskel langeb esmakordselt peale vapipool, maksab
A mangijale B 2*1 kopikat.

Leida mangija B wvOidusumma X keskvairtus*

Kirjutame X jaotuse:
PCx-r“-1) » ~ )
(pdhjendadal).
Kasutades valemit (2) saame:

e = bl &K1 .PX=2k-1)= 51 k1 .x. =00
k=1 k=1

N>
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Jarelikult mangija B vOidusumma keskvaartus on Idpmata
suur!

Naide 4. Vaatleme nlid mangu, kus niihasti A kui ka
B viskavad kordambétda minti, kusjuures kumbki maksab teise-
le summa vastavalt sellele, mitmendal viskel see esmakord-
selt saab vapipoole (méng kestab seni, kuni kumbki on vapi—
. poole saavutanud).
Mangija A vOidu keskvaartuse arvutamisel saaksime rea:

S. 0. rea, mis ei koondu absoluutselt; jarelikult keskvaar-
tust ei eksisteeri.
Naiteid pidevate juhuslike suuruste keskvaartuste arvu-

Juhusliku suuruse keskvéartusele vBib anda jargmise il-
lustratsiooni .

Vaatleme reaaltelge kui varba, mille tihedus punktis x
(lugedes mingist fikseeritud nullpunktist sellel varval) vor-
dub juhusliku suuruse Z tfendosuse tihedusega Tj() sel-
les punktis x < Siis on selle varva raskuskeskmeks juhusli-
ku suuruse Z keskvadrtus EZ (kui see eksisteerib).

k®

Joon. 17.
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Teine interpretatsioon oleks jargmine: kujutleme homo-
geenset tasandilist plaati (vt. joonis 17), mida piirab
x-telg ja kdver TxX(X) < Siis paikneb selle plaadi raskus-
kese sirgel x = EX .

3. Dispersioon.

Teiseks oluliseks juhuslikku suurust iseloomustavaks
tunnuseks on tema hajuwvus keskvéartuse suhtes. Hajuwvust ise-
loomustavad mitmed karakteristikud, mille hulgas olulisemaks
on dispersioon (vt. joonis 18).

DX = EXX - EX)2 . ®)

Joon. 18. Erineva dispersiooniga normaal jaotuse
toendosuse tiheduse graafikud.

Dispersiooni arvutamiseks on sageli otstarbekam kasuta-
da valemit

DX = EX2 - (EX)2 . )

Toepoolest, kasutades keskvadrtuse omadusi 1° - 3°, saa-
me seosest (6) tuletada seose (7) (teha sedal).



Dispersiooni arvutamiseks diskreetse juhusliku suumise

puhul vBime kasutada valemit:
n n n 2

- EX)2 P+ = xi pi ~(C _ Pi). » <8)

AN ozZy
i =1 =1

=1
VvOi vastavalt:
) o oo O oo ) }
DX = i -EX) px=~ pt- (! *i Pi> = <9
i=1 i=1 i-1
Kui aga juhuslikul suurusel eksisteerib tdendosuse tihe-

dus, siis saab dispersiooni arvutamiseks kasutada valemit:
00 00 «0

DX = j (X - EX)2 f&x(x)dx =3 x2 fJ)dx - z(xX)dxj2. (10

_olguutjuurt dispersioon_iogt i nimeté%?’;\kse standardhal -
beks. Samuti kui disperaioon, on ka standardhdlve juhusliku
suuruse hajuvuse karakteristikuks.

Tuleb mérkida, et igal juhuslikul suurusel ei tarvitse
dispersiooni Uldse eksisteeridagi. lImselt on dispersiooni
eksisteerimiseks tarvilik ja piisav, et eksisteerivad suuru-
sed EX ja EX2 (kas on tarvis nBuda mGlema suuruse - EX ja
EX® eksisteerimist? Missuguste juhuslike suuruste korral dis-
persioon kindlasti eksisteerib?).

Dispersiooni tihtsamatest omadustest margiksime jargne-
vaid:

1° DX> 0 ;

22 Dc=0Ff

3° D(X) = c2DX i

4° D@ + X) =DX ;

5° Kui X ja Y on soltumatud, siis D(X + Y) = DXy,

- 77 -



Kb6ik Ulalméargitud omadused on lihtsalt tdestatavad Uks-
nes seoste (6) ja (7) ning keskvaartuse omaduste 1° - 5°
abil (tdestadal)*

Naide 5. Leiame ndidetes 54 ja 5@ vaadeldud juhusli-
ke suuruste dispersioonid.

Juhusliku suuruse X dispersiooni on lihtne leida otse

lahtevalemist:
DX =E(XX -EX)2 =201 - 02 +J(-1-0)2=2+"~=1 ;
I ja Z dispersiooni leidniseks kasutame valemit (7):

DY = EY2 - (EV)2 = 0,1.12 + 0,01.102 + 0,001.1002 +
+0,0001 . 10002 - 0,42 = 111,1 - 0,16 = 110,%4.

Dz = 0,2 (@ + 102 + 1002 + 10002) - 222,22 =

202020,2 - 49372,84 = 152647,36 .

(Millega vordub naidetes 3 ja 4 vaadeldud juhuslike suuruste
dispersioon?)
Naiteid dispersiooni arvutamise kohta vt. ka 8§ 71

4. Momendid.

Keskvaartus ja dispersioon kuuluvad juhuslike suuruste
anvuliste karakteristikute klassi, mida Uldkujul saab esita-
da jargnevalt:

9. = EZr , an
5L 3 E(X - EX)I, r on naturaalarv. (12)

Valemiga (11) mdaratud suurust n\, nimetatakse juhus-
liku suuruse X r-_jarku momendiks; valemiga (12) defineeri-
tud suurust m - juhusliku suuruse X r-jérku tsentraal-

seks momendiks.
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Kui juhuslikul suurusel X on I6pmatu hulk erinevaid
vaartusi, siis v0ib juhtuda, et momendid (11) ja 412) ei ek-
sisteerigi mbnede r vaartuste korral voi ka iga r korral9
r—1,2,eee

Osutub, et kui eksisteerib mingi r-Jarku moment, siis
eksisteerivad ka kdik k-jarku momendid, k = 1,2,...,r. (Kas
siit jareldub ka vastupidi, et kui mingi k-jarku moment ei *
eksisteeri, el eksisteeri ka Ukski r-jarku momert, r =K
K+1, ... ?

Juhusliku suuruse momente ja tsentraalseid momente seob

jJargmine lihtne secs:
r

Sr=X1 (-Di °r 0811 “r-i = 13)
i-o

(P6hjendada valemit (13) ja lihtsustada seda, arvestades, et
mQ =1 (miks?) ja m = EXI).

Valemist (13) jareldub, et alati, kui eksisteerib r-jar-
ku moment, eksisteerib ka sama jarku tsentraalne moment ja
vastupidi. (Miks? Kas saaks ka momente tsentraalsete momen-
tide kaudu esitada? Kirjutada vastav seos!)

Momentidel ja tsentraalsete momentide arvutamiseks s(aab
kasutada jargmisi valemeid:

n*=£ 4 pt ; fi.=£ &i-BE)rpxf
i1 i1

ny = Xj AL i “r = i " 521 pi F

=1 i1
L0

00
mv -] A xeod iy -J > - BOr X0 dx .
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Peale keskvadrtuse ja dispersiooni on juhuslikule suu-
rusele X oluliseks karakteristikuks veel koimandat jarku
tsentraalne moment, mille kaudu defineeritakse aslmmeetria

kordaja

)32 °
Juhuslikku suurust X nimetatakse giimmfifttriliseks puk,
ti c suhtes, kui iga x puhul (-0e<x< oo) kehtib ssos
PX =x+¢) =PX=x-0,
kui X on diskreetne juhuslik suurus, voi
xXX+c)=™x-o0 ,
kui X on pidev juhuslik suurus.

Kui punkti c¢ suhtes summeetrilisel juhuslikul swrusel
X eksisteerib keskvaartus EX , siis EX = ¢ . (Miks?)

Kui simmeetrilisel juhuslikul suurusel eksisteerib kol-
mas tsentraalne moment A7 » 3 3 vdrdub see nulliga (tdes-
tadal). Kui nullpunkti suhtes stmmeetrilisel juhuslikul sur-
rusel eksisteerib kolmas moment n , vdrdub see nulliga (Kr-
Jutada valja tingimused, et juhuslik suurus on nullpunkti sh-
tes simmeetriline, ja t8estada viimane lausel).

Néeme, et kolmandat jarku tsentraalse momendi vaartus
iseloomustab teatud maaral juhusliku suuruse ebastmmeetrili-
sust (vt. joonis 19)* (Mis puhul on asimmeetria kordaja posi-

tiivne, mis puhul negatiivne?)

- 80 -



Joon. 19.

5. Segaihomendld.

Juhusliku vektori (X©, Xo) r—-jarku segamomen-

diks nimetatakse suurust
Jiop p
B Xg e X*)lkus r+ (1 =1,2,...,n) ja

n
r on mittenegatiivsed taisarvud, ) rm =r .
i-1
IImselt on r-jérku segamomente enam kui Uks (mitu?),
erijuhtudena kuuluvad r-jarku segamomentide hulka ka iga
komponendi r-jarku momendid. (Missugused on sel juhul as—

tendajate ™ vaartused?)



Juhusliku vektori r-jarku tsentraalseks
segamomendiks nimetatakse suurusi

E [ -BEXDF...Cn -EX~"11] , kus r. (i =1,2,...,n) ja
n
r on mltirenegatiivsed taisarvud, U y-=*.
i-1
On vBimalik ka, et teatavate r» vaartuste korral sega-
moment el eksisteeri. (Kas juhul, kui juhusliku suuruse X
igal komponendil X~ on I6plik hulk vaartusi, eksisteerivad

tema kdikvoimalikud momendid?)
6. Kovariatsloon.

Olgu X ja Y juhuslikud suurused. Vektori (X,Y) teist

jarku tsentraalset segamomenti

E X-BO( -E) (€3]
nimetatakse juhuslike suuruste X Ja Y kovariatsiooni ia ja
tahistatakse stumboliga cov(X,Y) .

Kovariatsiooni arvutamiseks on sageli hdlpsam kasutada
valemit (16);

cov (X,Y) = EQXY) - EffiY . (19
(Toestadal)

Soltumatute juhuslike suuruste X ja Y kovariatsioon
vordub nulliga. (Miks?) Kovariatsiooni mark iseloomustab m6-
nevirra juhuslike suuruste X ja Y Uhise muutumise iseloo-
mus kui X suurenemisel reeglina ka Y suureneb, on
cov (X,1) > O , kui aga X suurenemisel uldiselt Y véaheneb,
siis cov (X,Y)< O .

Kovariatsiooni arvutamiseks peame teadma juhuslike suu-
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riste X ja Y Uhist jeotust. Erijuhul, kui X ja Y on
mdlemad diskreetsed, kusjuures juhusliku suuruse X jaotus
on: P(X=X) =p. , Y jaotus: P(Y:yJ) 30- ja vekto-
ri (X,Y) jaotus: PX =x» ,Y=yY =p*. , saame kova-
riatsiooni arvutada jargnevate valemite abil:

n m n m
oov(x,x) =L, L VjPij -1v i «T.yjij >

i=1 j=1 i=1 j=1

00 o0 «0 «Q
oov.y) - 21 £ xiyjpij - N xipi «Z! 7043 »

i=l =1 i=1 j=1

Kui juhuslikel suurustel X ja Y eksisteerivad toe-
ndosuse tihedused Ja Ty(y) ning Uhine tdendosuse
tihedus TY(X,y) , saameovariatsiooni arvutamisel kasu-
tada valemit:

cov(x, V) =YYXFOady - £o\3 dx_z(vf FE)AY).

BO-00
(Kas iga juhuslike suuruste paari (X,I) korral eksisteerib

cov(X,) ?)
7. Korrelatsioonikordaja.-

Sageli Kasutatakse kahe juhusliku suuruse X ja Y va-
helise sbltuvuse iseloomustajana (lineaarse) korrelatsiooni
kordajat r~ , mis arwtatakse jargnevalt:

coT(XN) . W X -EX) - EY)) (1)
m fri X VE(X - EX)  Vb(Y-EY)2

Korrelatsioonikordajal on jargmised omadused:
1° Kui X ja Y on soltumatud, siis r”™ =0 ;

2° rX+ta, Ytb = rxy *
- 83 -



/| IXT » kui ab >0,
2 BT*L - kui ab<oOf
fl,kui a>0,
I-1 , kui a< 0 .
TOestada need omadused, kasutades valemeid (16) ja (A7)
ning keskvaartuse ja dispersiooni omadusi .
Cauchy-Bunjakovski virratuse (vt. 111, 4, 11)

Kui IsaX+b Siis XY

EX2EY2

abil saame ndidata korrelatsioonikordaja veel the olulise
omaduse:

5° -1n Tjx £1 (tdestadal) .
Korrelatsioonikordaja saavutab absoluutselt maksimaalse vaar-
tuse, kui X ja Y on omavahel lineaarses sdltuvuses. Sel-
letottu nimetataksegi vaadeldavat korrelatsioonikordajat li-
neaarseks. \Oib ¢elda, et korrelatsioonikordaja absoluut-
vaartus iseloonustab teatud mdttes X ja Y vahelise line-
aarse seose tugewvust (vt. joonised 20, 21, 22, 23).

Joon. 20. Juhuslikud suurused Joon. 21. Juhuslike suurus-
X ja Y on lineaarselt sdltuvad. te X ja Y vahel on positiiv-
ne korrelatsioon.
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Joon. 22. Juhuslike suuruste Joon. 23. Juhuslikud suurused
X ja Y vahel_on ndrk negatdiy- X {51 Y on praktiliselt soltu-
ne korrelatsioon. maitud.

Naide 6. Arwvutame tabelina esitatud kahedimensionaal-
se juhusliku suuruse X , Xg komponentide kovariatsiooni.

Suuruse ECX™Xg) arvutamise hdlbustamiseks kirjutame
tabelisse kdigepealt x2Jjpij * seejarel summeerime leitud
korrutised veergude kaupa: korrutame vastavate X~ vaar-
tustega ning summeerime teiskordselt.

X2 1 2 3 4 5 6 7

2 0,06 0,06 0,04 0,02 0 0,02 O
3 0,06 0,18 0,36 0,36 0,06 003 O

4 o 0,04 0,52 0,52 0,28 0,12 0,12
5 0 0 0,15 0,20 0,05 0,25 0,10

B:Ll X2jPij 0,12 0,28 1,07 1,10 0,39 0,42 0,22

- 0,12 0,56 3,21 4,40 1,95 2,52 1,54
Ji XIi " jli x28Pi3 = 14,30 = =
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Seejarel leiame vajalikud keskvadrtused:

W =0,05.1+0,10.2 + 0,30.3 + 0,30.4 + 0,10.5 + 0,10.6 +
+ 0,05.7 = 3,e0 ,

EXg = 0,10.2 + 0,35.3 + 0,40.4 + 0,15.5 = 3,60
ja rakendame valemit (@7)-*

cov~"Xg) = 14,30 - 3,80.3,60 = 14,30 - 13,68 = 0,62.

Et leida korrelatsioonikordajat, tulleb meil leida veel
B5l ja DXg - N

EX» = 0,05 + 0,10.4 + 0,30.9 + 0,30.16 + 0,10.25 +

+ 0,10.36 + 0,05.49 = 16,50 ;
EX] = 0,10.4 + 0,35.9 + 0,40.16 + 0,15.25 = 13,70 ;

DX1 = 16,50 - 3,802 = 16,50 - 15,44 = 1,06 {0 = 1,03
DX2 = 13,70 - 3,602 = 13,70 - 12,96 = 0,74 }ox2 = 0,86

rxXy = 1Ur $1rs85s = 0,698 *
8. Kvantiilid; mediaan.

Vaatleme pidevat juhuslikku suurust X , mille jaotus-
funktsioon FMX) on rangelt monotoonne argumendi Xx sel-
liste vaartuste vahemikus, kus 0< F(Q ™ 1 . Siis leidut
vorrandil

QG) =p
iga p(0O< p< 1 korral tUhene lahend x~. Seda 1Iahendit X
nimetatakse juhusliku suuruse X p-kvantiiliks (vt. joonis
24).

A | siiis nimetatakse punkti  Xp = x*  medi-

2

1. Kui p =



aaniks. Mediaan (vt. joonis 25) on selline reaalarv Me t
mille korral
P(X< Me) = P(X™ Me) = £ .

M*X=b+J

Joon, 5. Joon. 26.
Joonisel 26 kujutatud juhul ei ole mediaan Uheselt mdaratud,
vaid mediaaniks on iga punkt 16igul [b- b+<n> sest =
= J P )dx =J Fx()dx = F2 =\ = Kokkuleppeliselt loetak-
se sel juhul mediaaniks tavaliselt mediaanldigu keskpunkt b .
Stimmeetrilise jaotuse korral Me = EX (kui vaid mdlemad suu-
rused eksisteerivad - miks?).
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2. Suurust X1 nimetatakse alumiseks kvartiiliks, suu-

*

rust x. Ulemiseks kvartiiliks:

PX<x1) =&Fi PX<1,)=¢£ .
5 $

Kvartiilide Xo - ¥ vahet kasutatakse ka juhusliku
t 5
suuruse hajuvuse karakteristikuna; ilmselt

PO N X< X3) =\ .
2 i
Punkti x* nimetatakse alumiseks sekstiiliks,

5
punkti x~ nimetatakse Ulemiseks sekstiiliks.
Ka sekstiile kasutatakse hajuvuse karakteristikutena (Vt.7.7).
9. Mood.

Diskreetse juhusliku suuruse moodiks nimetatakse tema

kdige téendolisemat vaartust x~ , s. t.
A x max Pj

Pideva juhusliku suuruse moodiks (vt. joonis 27) nime-
tatakse tema niisugust
vaartust x , millele
vastab tbendosuse tihe-
duse maksimaalne vaar-
tus, s. t sellist véar-
tust Mo , et
xMo) = max fjC) < - N,X—- x

Juhuslikul suuru-

sel Wib esineaa Joon. 27.
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ka enam kui Uks mood. Uhe moodiga jaotust nimetatakse uni-
modaalseks jaotuseks, kahe moodiga jaotust bimodaalseks (Vt.
Joonised 28 ja 29) ja mitme moodiga - multimodaalseks jao-
tuseks.

Joon. 28. Bimodaalne jaotus. Joon. _29. Kahetlpullne Jaotus,
mis ei ole bimodaalne

Kui juhusliku suuruse véartuste hulk on tokestatud, moo-
dideks on vahemiku otspunktid, vahemiku sees aga leidub purkt,
kus X&) saawtab miinimumi, Utleme, et meil on antimo-
daalne jaotus (vt. joonis 30).
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10. ulesandeid.

1. TOestada, et
m;n E(X-a)2 = DX .
Millise a korral realiseerub miinimum?
2. Leida D) , kui atEQX) , ja E(X-a)2=Db .
3. Toestada seos: o
=-J FOYdx + I3 @A - FCY)AX .

-00 o
Milliseid taiendavaid eeldusi tuleb tdestamisel teha? TOlgen-

ced?i saadud seost graafiku abil (vt. joonis 3D»

Joon. 3.

4. Olgu X ja Y sdltumatud juhuslikud suurused. Toes-
tada VOrratus:

DOOD(Y) £ DCXY) .

Millisel juhul kehtib vordus?

5. Visatakse 3 taringut. Juhuslikuks suuruseks X on
taringutel saadud silmade arvude suma. Leida EX ja DX !

6. Leida Ulesandes 5*7 defineeritud juhuslike suuruste
keskvadrtused ja dispersioonid.

7. Leida llesandes 5.4 defineeritud juhusliku suuruse
keskvaartus ja dispersioon.

8. Leida Ulesandes 5.8 defineeritud juhuslike suuruste X
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(Oigesti vastatud piletite arv) ja T (saadud hinna) jeotus.
Leida X ja Y kovariatsioon ja korrelatsioonikordaja. (lai-
da okonoomseim viis vajalike suuruste arvutamiseksl)

87 Klassikalised jaotused.

KdikvOimalike Juhuslike suuruste hulgas on mdnedel eri-
line osa tdendosusteooria praktiliste uUlesannete lahendami-
sel: Uhelt poolt sobivad nad mitmete looduses esinevate prot-
sesside kirjeldamiseks kas tapselt voi ligildhedaselt, tei-
selt poolt aga on nende jaotused suhteliselt lihtsalt esita-
tavad ja uuritavad. Nende juhuslike suuruste jaotusi nimeta-
takse klassikaliseks (sest neid tuntakse ja kasutatakse juba
pika aja jooksul).

1. Bernoulli _jaotis (ka indikaatorfunktsioon),

Olgu A mingi sundnus, mille tdendosus P(A) =p . De-
fineerime juhusliku suuruse X jargnevalt:

r
0 , kui sindus A ei toinu ,

X = — - (1)
1, kui sindnus A toimub .
Sellist juhuslikku suurust nimetatakse sindmuse A indikaa-
torfunktsiooniks ja tihistatakse simboliga 14 <
Igale sindmusele vastab Uheselt maaratud indikaatorfunkt-
sioon, teiselt poolt on ka indikaatorfunktsiooniga sindmus
Uheselt mdaratud: A= jlgp=1J =
Juhusliku suuruse X = 1a jaotus on jargmine (pdhjen-

dadal ):



Pi 1-p
Selle jaotuse graafikut kujutab joonis 32 (Juhul p = JZ)»
Juhusliku suuruse X
Jaotuse jargi on lihtne
leida ka tema jaotusfunkt-
sioon (pdhjendadal)

1p, O<x£1 ,
Q) =1 1, x>1 ,

~o0, x<0 ,
millele vastaks graafik Joon. 2.
Joonisel 3.

Kuna X on diskreetne juhuslik suurus, siis ei eksis-
teeri tal tdendosuse tihedust.
Arwutame juhusliku suuruse X keslz\)/éartuse:
EX=1p+0Q0 -p) =p -
Samal viisil on vBimalik leida X mistahes jérku momendid:
mr=EX =1.p +0rrl-p =p . @=12,..)
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Kasutades leitud momente, arvutame dispersioonis

DX =BEX2 - B)2=p-p2=p1 -p) -
Samuti on vBimalik leida asUmmeetriakordaja; arwvutame sel-
leks 3. tsentraalse momendi:

i =m - 3m2 + 2= p - 32 + 20° = p(A-p)(A-2p) =
Naeme, et indikaatorfunktsioon on simmeetriline ainult kol-
mel juhuls

m =0, kui a p=0,
b) 1-p=0,s. t p=1,
c 1-2p=0,s t p:ﬁ\-

Esimesed kaks on triviaalsed juhud, kus sindnus A on
kas peaaegu kindel ja toimub tdendosusega 1 vdi peaaegu VOi-
matu, s. t. toimub tdendosusega O ; kolmas on aga juhtum,
kus sindnuse A esinemine ja mitteesinemine on virdse tOe-
naosusega sundmused.

£ IMOOM Jr <?Tl/ .
Binomiaal jaotus.

Vaatleme katset, millel on kaks vdimalikku tulemust A
ja B =5 ; olgu nende sindnuste tdendosused vastavalt
PA *p ja PG m1l-p»q.

Selline katse on nditeks mindivise, kui siundmuseks A
loeme mindi Kirjaga poole pealetulekut (P(A) = A ; samuti
kuulikese votmine ndites 3.1 Kkirjeldatud umist, kus sind-
museks A on valge kuulikese esinemine PA) =09) jre.

Sooritame vaadeldavat katset n korda jarjest, kus-
Juures eeldame, et k-nda katse tulemus el sbltu sellest,
missuguse tulemusega 18ppesid eelnevad katsed (k=2,3,...,n).
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Katseseeria tulemuseks vdime saada 211 erinevat katse-
tulemuste jada (mis koosnevad n elemendist).

Defineerime juhusliku suuruse X jargnevalt:

X X K , kui katseseeria tulemusena sindmus A esines
tapselt k korda (s. t. X vadrtuseks on sindnuse A esi-
nemiste arv katseseerias). Ilmselt on meie juhusliku suuruse
X wvoimalike vaartuste hulk jo,1,...,nJ =

Leiame nuld juhusliku suuruse X jaotuse.

Selleks arvutame tdendosuse stindmuse Jaoks, mis
seisneb selles, et n katsest kK korda esineb katsetule-
mus A k=0,1,...,n) .

Stindmus esineb nditeks siis, kui kdigepealt kK
korda jérjest juhtub sindmus A , seejérel aga n-k Kkorda
Jarjest sindnus B ; samuti siis, kui A esineb kdigepealt
k-1 korda, siis tuleb sindnus B n-k korda ja viimaks toi-
mub veel kord sindmus A (vt. tabelit, milles on esitatud
kdikvdimalikud sindnuste A ja B kombinatsioonid veergu-

dena juhul, kui n =7 »k 2).

B B BBBBIBIBIBIBIBIBIBBBAAAAAA
B B BBBBIB BB BB AAAAADBUBUBB BA
B BBBBUBAAAADBUBI B BAUBU BUBIUBAB
B BB AAADBUBUBADBI BIBAIUBIUBIBIBA BB
B AABBAUBI BAUBI BIBAIBIUBIBUBAUB BB
A B ABABBAGBU BIBAIDBU BUBIBAIDBB BB
A ABADBUBAIDBIUBIBAUBIBIBIBADBBB BB

Lopuks esineb sindmus ka siis, kui kdigepealt n-k

korda toimub sindnus B ja seejarel Kk korda siundmus A .
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Iga selline Uksikstndmus on omakorda n sOltumatu sindmuse
(vastavalt A vdi B) korrutis, mille tdendosuseks on kas
p voi (g - Kalsutame niid téendosuste korrutamise reeglit,
pidades silmas, et iga kord peab sindmus A esinema tapselt
K korda, stndmnuse A k-kordse esinemise tdendosuseks on aga
pK, sindnus B n-k korda, selle tdendosus on aga
Seega saame iga Uksikslndmuse tdendosuseks p q v Paneme
tahele ka seda, et kdik kirjeldatud Uksiksindmused valista-
vad Uksteist (igalks neist erineb igast teisest vahemalt ka-
he katsetulemuse poolest), seega saame otsitava tdendosuse
leida UksiksUindmuste summara. Pole raske ndha, et Uksiksind-
muste arv on CrIf =N (hGFc)t (kombinatsioonide arv n elemen-
dist Kk kaupa); tdepoolest, Kk siundnust A saab esineda n
katse korral nii mitmel viisil, kui palju on kombinatsioone n
elemendist Kk kaupa; koik tlejaanud katsed I6pevad stindmu-
se B tolmumisega. Seega saame valemi:

PC(*E£) = cE£pkan“k &k=0,1,2, ..., n,

mis annab tdendosuse selleks, et n katsest koosnevas seei”i-
as esineks tulenus A Kk korda. On ilme, et kui n katset
on sooritatud, siis esineb tulemus A Kkindlasti mingi arv K
korda, kusjuures Kk VvOib omandada Uksnes vaartusi nullist ku-
ni n-ni, s. t
AUWEU~ - - ~ =B .

Kuna siUndmused Ewg } «oodustavad Ufcsteist valistage

sindnuste susteemi (miks?), siis ndeme kaé et tdendosuste

littmise teoreemi kohaselt peab kehtima seos:
n n K knk



Olgu margitud, et samasuguse summa saame ka binoomi
p + g n-nda astme arvutamisel: tdepoolest,

1“ - <P e D“ ="10"pV~ "k =

Et vastavalt juhusliku suuruse X definitsioonil® oman-
dab X véaartuse k parajasti siis, kui esineb siundmus )
saame valemi (1) pbhjal kirjutada valja ka juhusliku suuruse
X jaotuse

PCX =K) =cEpkgn k (k=0, 1, ..., n) = ()

Jaotusega (2) mdaratud juhuslikku suurust nimetatakse
binomiaal . jJaotuseRa _juhuslikuks suuruseks, seost C2) aga bi-
nomiaal jaotuse valemiks (vt. joonised 34 ja 35)«

Joon. 34. Binomiaaljaotus juhul, kui ps\ ,n =8 .

Binomiaal jaotusega juhuslik suurus on diskreetne. (flks?)
Jeonistel 34 ja 35 on esitatud binomiaaljaotuse graafikud
(Jaotuspolugooni kujul) n =8 ja P=" ning p =
korral. Siin on abstsissteljele margitud sUndmque A esi—
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nemiste arv Kk (mis muutub nullist kuni katsete koguarvuni
n N ning ordinaatteljele on kantud vastavalt sindmuse W
tOendosused.

Leiame binomiaaljaotusega juhusliku suuruse moodi.

Joon, 35. Binomiaaljaotus juhul, kui p , 8.

Jarjestikuste véartuste tdendosuste suhte jaoks saame

vaartuse

IIB
V

. P

n-m
PG } =5TT “q =

QII

Miks?)
Seega P(X =m + 1) > PX =m) , kui (n - mp>(ml)<j,
t.,kui np-g>m ning PX=m+ 1)< PX -m , kui
m>np-4qg-e
Seega on meil kaks vBimalust:
a Kui np - g on tiisarv, siis tdhistame np - g =m

ja
PX=m) =PX=m+ 1 ,

s. t. jaotusel on maksimaalne vadrtus kahe jarjestikuse tais-

arvu m ja m+ 1 Kkorral;
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b) Kui np - g ei ole tiisarv, siis tdhistame
m= [np -\ +1
ning jaotus saavutab moodi X vaartusel m .
Joonisel 34 on moodiks vastavalt
[8*4"11+1=6
jJa joonisel H*
B -T0 “ +1=0%*
Binomiaaljaotusega juhusliku suuruse X jaotusfunktsi-
ooni avaldise leiame, summeerides iga X jJaoks kdigi Xx-st
vaiksemate vaartuste tdendosused:

px(@) = lz<<'x ob>v-k .

(Pdhjendadal)
Jaotusfunktsiooni graafik binomiaal jaotuse jaoks juhul
n=5,p =R on esitatud Joonisel *H.
Binomiaal jaotusel
el eksisteeri tdenaosuse
tihedust. (Miks?)
Mitmesugustes ar-
wutustes on sageli ots-
tarbekas kasutada asja-
olu, et binomiaal jaotu-
sega juhuslik suurus X
on esitatav n sdltuma-
tu Uhesuguse jaotusega Joon. 36.
indikaatorfunktsloonl summana:

n
x=Zl iIA PA)=p .
1=1 ]
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Toepoolest, 1. =1 paragjasti siis, kui i-ndal katsel
esineb tulemus A ; ' %:zl I*i = K parajasti siis, kui lei-
dub k sellist katset iN, 12 » eee » N e qille kor-
ral tulemuseks osutub A ; samuti on aga binomiaal jaotus de-
Fineeritud.

Kasutades keskvaartuse omadust 2° ja indikaatorfunkt-
- siooni keskvaartust, saame leida binomiaaljaotusega juhusli-
ku suuruse X keskvéartuse:

EX=~"EC™Y np . (©)

Samuti leiame juhusliku suuruse X dispersiooni, kasu-
tades dispersiooni omadust 5° (selgitada vajalike eelduste
taidetusl): n

DX = DI. _ = npq - (@)

Leiame veel binomiaal jaotusega juhusliku suuruse kolman-
da tsentraalse momendi. Pllame ka siin kasutada binomiaal jao-
tuse avaldist indikaatorfunktsioonide kaudu,

Olgu Y = ?Tzl X. , kus Xj-d moodustavad tdielikult I-
tumatu sUsteemi. Silis

Y - EY = |I:L1(Xr][ - Exi) .

¢-en3a(E & -B&N3 ja

E(Y - EY)3 = E(JL (X, - EX,))3 x E(£ X4 - EX~)3 +
( ) (i:1(><l 1) (i:l )

+

SRR O — B oy Xy — EXp) =

N M n
¢ E(EX. -EX)Il (Xj - EXd) ~ (V EX¥) =

Jzi Mi, j
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n
E(EQX. - EX)3)+ 3EMU . - EX)D) EZ(Xj - EX)) +
G - & TP EEO - W)

A " ™
+E(Z- (X - EX,) -E(Z1 (X. - EX.)1. (fc . eN)) =
ki, j

X+ - EX.)3) .

1
"

Seega n

E(Y - EY)3 = I_-IZ1 E(X.l - EX)3 ,
ja binomiaal jaotusega juhus;iku suuruse X kolmas tsentraal-
ne moment E(X - EX)3 avaldub jargmiselt

EX-BEO3=mp@ -pR-p) f
seega saame mittetriviaalsel juhul, kui O< p< 1 , binomi-
aaljaotuse sUmmeetria tingimuseks p =" .

Binomiaalset jaotusseadust on vdimalik rakendada mitme-
suguste Ulesannete lahendamisel.

Naide 1. Perekonnas on 10 last. Lugedes poisi sundimi-
se tdendosuseks 0,5 (tegelikult on see arv demograafilise ma-
terjali pdhjal ligikaudu 0,52), ja eeldades, et iga lapse su-
gu on sdltumatu varem sundinud laste soost (tegelikult eksis-
teerib nbrk sdltuvus) arvutada toéendosus selleks, et perekon-
nas on 5 poega? 7 poega? 10 poega?

Ulesande lahendamiseks leiame:

pPW0) =1 . ® 10 =~55*0,1»,

P("0>

«TO55 * 11,7 * >

p<»io> * e TOr* A2*>6 *
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3. Hipergeomeetriline .jaotus.

Selle jaotusega tutvumiseks on sobivaim jargmine klas-
sikaline katseskeem:

Olgu meil um, mis sisaldab M musta ja N - M valget
kuuli. Umist voetakse n (n4 N) korda juhuslikult roul,
seda tagasi asetamata.

Olgu juhuslikuks suuruseks X saadud n kuuli hulgas
sisalduvate mustade kuulide arv.

Ilimselt on X jJaotus madratud valemiga

P(X = K) =

ning X wvoimalikud vaartused on K =max(Q, n - N + M),...,
min(M,n) . (TBestadal)

Ulesanne:

Fikseerimte N=10,M=6,n=5» Leida X jaotus
Ja seda kasutades avaldada jaotusfunktsioon. Valmistada graa-
fikud. Leida EX ja DX .

4. Poissoni . jaotus.

Vaatleme juhuslikku suurust X , mille jaotus on m&a-
ratud valemiga ,
PXBK =e 1- , (©)
kus N1 on suvaline positiivne arv.
Niisugust jaotust nimetatakse Poissoni jaotuseks. MO-
ningate /1 vaartuste jaoks on Poissoni jaotuse graafik
(polugooni kujul) esitatud joonisel 37*



Néeme, et Poissoni jaotusega juhuslik suurus on disk-
reetne ja 16pmatu hulga vaartustega.

Poissoni jaotusega
Juhusliku suuruse jaotus-
funktsioon (vt. joonis 38)

avaldub summana:
K

FO) =e N2I-£r

X( ) k< x ¥
Poissoni jaotusega juhus-
liku suuruse Z keskvaar-

tus avaldub 18pmatu summa-

Joon. 3«
na:
© K @ K el
EZ = ilke-A-4r =<ixr 71V )
fro e = he"2i ZZTI
= e‘”zv- & _fil ¢
(siin kasutasime seost c:o% 883)*
Joon. 3B.

Dispersiooni arvutamiseks leiame kdigepealt teise mo-
mendi :
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Dispersioon avaldub siis vahena EX2 - (E>()2 :
DX = A2 +0-2 =11 .

Leiame veel Poisso/ni Jaotuse moodi:

m+1%

seega PX=m+ 1) > P(X =m) siis, kui A>m +1 ,s. t
m< A-1» ning PX=m+ 1)< PX=m) siis, kui
N<m+1%}s. t. 7T>N-1. Kui m=A -"1» siis
PX=m+ 1) =P(XX=m) , seega kbige tdendolisemad on X
vaartused N1 ja N -1 ; kui aga A ei ole tiisarv, siis
on X koige tdendolisemaks vaartuseks

Kui aga A <1 , siis on juhusliku suuruse X k3ige
toendolisemaks vaartuseks O . Naitena vaadeldud juhul A= 2
on kdige toendolisemateks vadrtusteks Xol ja X m 2 j
PX=1D =PX =2 = 2672 . Leiame veel Poissoni Jaotusega
Juhusliku suuruse astummeetria: selleks arvutame kdigepealt
kolmanda momendi:



Kuna Poissoni jaotuse korral on mittetriviaalsel juhul
0 >0 , siis on see juhuslik suurus ka alati astimmeetriline.

Naide 2. Poissoni jaotus sobib mitmesuguste looduses
jJa tehnikas esinevate protsesside kirjeldamiseks.

Poissoni jaotusega on naiteks radioaktiivse aine korral
lagunevate aatomite arv ajailhikus, telefonikeskjaama teatud
ajavahemiku valtel laekuvate véaljakutsete arv jre.

5. Uldistatud Poissoni jaotus.

MGningate probleemide uurimisel pakub huvi ka Poissoni
Jaotusega juhuslikust suurusest Uldisema jaotusega diskreet-
se, 16pmata paljude vadrtustega juhusliku suuruse uurimine,
mille jaotus on esitatav valemiga

PX=a+kd) =e " (<><a b<w) . ®

Nagu ndha, on Uldistatud Poissoni jaotus saadud seose-
ga (B) defineeritud Poissoni jaotusest nihke (a vOrra) ja
venituse (b korda) tagajarjel; juhul, kui b<, 0 , lisandub
ka peegeldus. Joonistel 39 ja 40 on kujutatud uUldistatud

1Z Z L

S J-

Joon. 3%

Poissoni jaotuse graafikud, mis on saadud joonisel 37 kuju-

tatud Jaotusest juhul Jl= 2 vastavalt jargnevate a ja b
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vaartuste korral: a=2,5; b=2

=TT X% - T TTTyY
6 S 4 Y 2 4 O v 2 3

Joon. 40.

ja a=3; b=-0,5.

Joon. 41.

Uldistatud Poissoni jaotuse arvulised karakteristikud
leiame vastavatest Poissoni jaotuse arvulistest karakteris-
tikutest, kasutades karakteristikute omadusi:

EX=a+bE(Y) =a+bl ,
kus Y~ P(A)*
\ DX = b2D(Y) =b2/1 .

Ka Uldistatud Poissoni jaotus ei ole thegi A > 0 kor-

ral simmeetriline. (Miks?)

6. Uhtlane jaotus.

Me Utleme, et X on uhtlase jaotusega juhuslik suurue,
kui tema tOendosuse tihedus T™(X) on maddratud seosegas



0, X < a,
= b-a,a* b » n
0, X >b ,
kus a ja b on suvalised reaalarvud, a< b . Simbool-
selt margime seda vastawust:
X ~ U@,b) -

Untlase jaotusega juhusliku suuruse tdendosuse tihedu-
se graafik on kujutatud joonisel 41.

(Kontrollida tdendosuse tiheduse omaduste 1°, 2° ja 3°
taidetust))

Leiame Uhtlase jaotusega juhusliku suuruse X jaotus-
funktsiooni. Selleks kasutame seosest (5,11) tuletatud VOr-
dust:

Fz() = PX < x) = P(-«—<X< x) Sj x@®dt .

—oP

Kui x<a, nademe, et X)) =0 j
kui a4 x £ b , saame:

o) =J fz()dt=£-1_ fdt =g-=] ,
a

kui x> b , saame:

Pj(x) :J fx (t)dt :"-1-82(4t =1.

seega o, Xx<a,
PX() =< b-T-Ft a£ x4b ,
1, xXx>b.

(Vt. joonis 42.)
Leiame nuid tUhtlase jaotusega juhusliku suuruse arvuli-
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sed karakteristikudi
Et Uhtlasel jaotusel eksisteerib tdendosuse tihedus, siis
saame EX arwutada valemit (6.4) kasutades:

00 D
B ./ =B-l- jJxd*=34"# =% " =
_OO a

Saadud tulemus on ka intuitiivselt taiesti ootusparane. Arvu-
tare ka teist jarku momendi ja dispersiooni:
(0) ~

w2=/7A jGayxt = / Ss2*=}ThHr =— "2
a

DX = EX2 - (EX)2 = - +aj-+- . (g2 =
Jaotuse simmeetrilisuse kontrollimiseks leiame veel ka E>(’3 :

=J xSfjfcOdx =5-1-5 O>* - ad) , p> + a~b2 t a2) .
-00

EX-WL)3==C ¢ anb2 +ad _ t |bx a2} +
+20@ 1 @3 =0 _
Seega on meil iga a ja b korral tegemist stmmeetri-
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lise jaotusega. Tulemus on jallegi taiesti ootusparane.

Kuna Uhtlase jaotuse tdenaosuse tihedus on konstantne,
el eksisteeri Uhtlase jaotusega juhuslikul suurusel moodi.
Seevastu eksisteerivad kdik kvantiilid (vt,, joonis 43)»
viimaste leidmine on lihtne:

Xp=a+@G®-a)p -
(PBhjendadal)
Untlase jaotuse me-

diaan on ilmselt vordne

keskvéartusega. (Miks?)

Joon. 43.
7. Normaal jaotus.

Vaatleme juhuslikku suurust X , mille tdendosuse ti-

hedus on maaratud valemiga 0
X -m2

fIX) = e *x i (©)
siin m(-o»<m<o00) ja 6"(0< 6< 00 ) on jaotuse pa-
rameetrid. (Kontrollida, kas Tj(X) rahuldab tdendosuse ti-
heduse omadusi 1° — 3° <) Kasutame siin matemaatilisest
analuisist tuntud seost:
r ., t2
J e dat = \/Z% ..

Sellise jaotusega juhuslikku suurust nimetatakse nop-



maal . 1aotusega juhuslikuks suuruseks; stmboolselt tahistame
seda vastavust
X~ N(m,C) -
Parameetri vaartustega m =0 ja ~- 1 normaaljaotu-

se tiheduse graafikut kujutab joonis 44.

On lihtne ndha, et maksimumi omandab jaotusega (8) maa-
ratud kdver punktis x =m (miks?) (antud juhul punktis
m = 0 ), k3ver on maksimumpunkti Umbruses kumer (tOestada),
omab ka&dnupunkte punktided m - & ja m +6 (tdestada) ning
on piirkondades (oo ,m-¢) ja (m+6 ,<>) ndgus.

Funktsioon T~(X) on positiivne iga X Vvaartuse kor-
ral (-oo< X < oo ) (Mmiks?), .kuid ldheneb asumptootiliselt
x-teljele selle mblemas suunas (niks?). Todendosuse tiheduse
fj(xX) vaartused saab iga X jaoks vahetult arvutada vale-
mist (8), kuid tuleb markida, et jaotuse N(O, *) jaoks on
nende vaartused ka tabuleeritud (yt. tabel 8); seda tabelit
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kasutades saame leida ka TM(X) vaartused mistahes parameet-
rite korral (vt. joonis 45).
Toepoolest, olgu X~ N(m, 6 ). Siis X = ¥ ~K(0x)

(miks?), ning valemist (8) naeme, et

X=-m
XA =77 f5~ ) -

1b1¢)
| (©Y]
X~Nla,6) N %-NOV
j X
i 24 011 3 z=in
~gVy ) Joon. 45.
W ft

Naide 3. Olgu X~N(3, 2). Leiame fj(4)
v fx@) = \fj(:7-2) = J fj(*) =J . 0,3521*0,176

(arwu 0,3521 Ileidsime tabelist 8). Vahetult arvutades saak-

sime :
x (@) = 2.2
1/Sr.2 2 YAC
1 _o0,88 0176
2
Normaal jaotuse jaotusfunktsioon! (vt. joonis 46) leiame inte-
greerimisel 2
_Ct-mVv
2 6*
XX> =/ FI<F>« = 6 “w dt e

Kahjuks pole see integraal elementaarselt avalduv. Seevastu



on jaotusfunktsiooni vaartused juhul <h1: 0, 6'= 1/)tabulee—
ritud (vt. tabel 4;; arvestades, et alati, kui X*"~"N(m, 6 ),
on X = Bi’ normaal jaotu-

sega, X’\NQOJI) ; seega saa-

me leida suvalise normaaljao-

tusega juhusliku suuruse jao-

tusfunktsiooni vaartuse mis-

tahes argumendi korral:

Naide 4. Leiame nuud
Joon. 46.
naites 3 vaadeldud juhusliku

suuruse jaotusfunktsiooni kohal x = -1

(-D = BX(rJ"Z" >= P -2>=0.0228 .
Leiame niud normaal jaotusega juhusliku suuruse arvuli-

sed karakteristikud: 2
o 2627
B a x x(x)= xe
x-m)“ fn_ &-m)*
X -m ,,2@ dx + .26 g
. ~ =mj
\/25L]fJ T vzkg J
toepoolest,
<§° _ - m)2 00 c ©
x - m 26" dx -6J te*y dt=6e 2 =0 :
T75 5
aga oc
J 26 dx = 1
1I/STFF

Juhusliku suuruse X dispersiooni leidmisel peame silmas,



et dispersioon ei muutu nihke tagajarjel, s. t
DX =DX , kus X =X - EX .
Seega v3ime arvutada juhusliku suuruse X~ANCO,” ) disper-

sioonik:

ox =exf-1 fx (1" 4= e

W J I1are)
o 7
\J -~ fe 26e dx = G
-00

Integreerisime S™ A ositi™*
X

—é'-e 2<*ddx:du; U=-0e 26-
X =v j dv =dx ,

ning liidetavate vaartusteks saime:

2
% X2
6x e 26 5 . Te2 .
lim xe - lim xe 26 =0i
1/24 700 LLI X X —»-»0
X2
kuid e26°“ dx =6

Seega naeme, et normaaljaotuse parameetriteks on vaadel-
dava juhusliku suuruse keskvaartus ja standardhalve. Vasta-
valt sellele on normaaljaotus parameetritega O ja 1 nor-
meeritud ja tsentreeritud ehk normaliseeritud normaaljaotus.

Pole raske leida ka normaaljaotusega juhusliku suuruse

kolmandat tsentraalset momenti.
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e

E(X - EX)3 = e 26 dx=0. 5
va3tery) 1%

(Arvutadal!). Seega on iga normaal jaotus oma keskpunkti suh-
tes summeetriline.
Neljanda tsentraalse momendi vaartuseks leiame:
X2

>(x-K)4= - W i 2* dr-36*
Q>
(Arvutadal)
Neljandat tsentraalset momenti kasutatakse suvalise ju-
husliku suliruse jaotuse vordlemiseks normaal jaotusega. Suu-

rust
4

C)N
nimetatakse juhusliku suuruse ekstsessiks; nagu ndeme, on
normaal jaotuse korral
e=0 .
Naide positiivse ekstsessiga juhusliku suuruse kohta on too-
dud joonisel 47» joonis 48 aga illustreerib negatiivse ekst-
sessiga juhuslikku suurust (vOrdluseks on mGlemale joonisele
paigutatud sama keskvéaartuse
Ja dispersiooniga normaal jao-
tuse tdendosuse tiheduse ko-
ver .
Normaal jaotusega juhus-
likul suurusel eksisteerivad
kdik kvantiilid; neid on V0i-
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malik leida normaaljaotuse tabelist (kuidas?).
Paneme tdhele, et normaaljaotuse korral langevad Uhte
keskvaartus, mood ja mediaan. (Miks?)
4 Osutub, et

&) ’

uldiselt aga

seega on sekstiilide vahe li-
Joon. 48. gikaudu vordne kahekordse
standardhalbega.

Paljud looduses toimuvad protsessid on kirjeldatavad nor-
maal jaotuse abil. Nii on naiteks mingisuguse suuruse mootmis-
tulemus normaal jaotusega (kusjuures keskvaartuseks on mddde-
tava tulemuse Oige vaartus, dispersioon on aga seda suurem,
mida ebatipsemad on modtmised). Paljude juhuslike soltumatu-
te faktorite mdju summa on vaga uldistel eeldustel normaalse
Jaotusega (vt. § 8). Huvitavaks illustratsiooniks normaaljao-
tuse n.-0. "loomuliku™ esinemise kohta on jargmine klassika-
line katse Galtoni virega (vt. joonis 49).

Katseseadeldise aluseks olevale lauale lastakse suur arv
kuulikesi. Vastu naelu juhuslikult pdrkudes satuvad nad vahe-

desse, moodustades normaal jaotuse kdveraga véga sarnase kujun-
di.



L«KMMM*

Radioaktiivse aine iga Uksik aatom laguneb juhuslikul
ajamomendil.

Vaatleme mingit konkreetset aatomit, mis ei ole antud
ajamomendini lagunenud. T&endosus selleks, et ta jargneva
ajavahemiku valtel laguneb, s6ltub Uksnes selle ajavahemiku
pikkusest t e« Tahistame selle tbendosuse simboliga F(©) ;
siis toendosus selleks, et aatom aja t valtel ei ole lagu-
nenud G(t) on 1-F(t) = Funktsioon G(t) on monotoonselt
kahanev;

GO =1 . o
Vaatleme veel mingit teist ajavahemikku s . Siis G(s+t) on
téendosus selleks, et aatom ei ole ajavahemiku s+t valtel
lagunenud; see on nii parajasti siis, kui aatom pole lagune-
nud ei ajavahemiku s ega ka ajavahemiku t valtel, s. t
G(stb) = G(S)G(Y) - (€XD)
On voimalik kontrollida, et tingimusi (10) ja (11) rahuldab

funktsioon
6() = e~ (-0«<A<G0) .
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Siit jareldub, et
FOO =1 - e" ** )

kus jaotusfunktsiooni omaduste pdhjal A >0 . (Kontrollida!)
Juhuslikku suurust X , mille jaotusfunktsioon on maaratud
seosega (12), nimetatakse eksponentsiaaljaotusega juhusli-
kuks suuruseks (/1 >0) =

Seega nédeme, et radioaktiivse aine iga aatomi lagunemis-
moment kui juhuslik suurus on eksponentsiaaljaotusega. Ekspo-
nentsiaalse jaotusfunktsiooni graafik on kujutatud joonisel
50.-

Joon. 50.

Toendosuse tiheduse aga leiame jaotusfunktsiooni dife-
rentseerimisel (vt. joonis 51);

.o * 1 ** e 1
X

>0
10, <0

Joon. 51.
- 116 -



Juhusliku suuruse X keskvaartuse leilame integreerimisel:
oo

BX =4, xe=/x dx - xe /X
0 0 o

Leida LX !

Nagu ndgime, on eksponentsiaaljaotusega juhusliku suu-
ruse tdendosuse tiheduse maksimum punktis x = 0 (tbestada!\
ja ta ei ole simmeetriline. (Miks?)

~  Vaadeldaval juhuslikul suurusel eksisteerivad kdik kvan-
tiilid (miks?), mida vOib leida lihtsa arvutuse teel.

Olgu margitud, et eksponentsiaaljaotusega on voimalik
kirjeldada mitmeid looduses ja tehnikas esinevaid protsesse:
naiteks tdotavate aparaatide (sdlmede) valjalangemine juhus-
like rikete tagajarjel toimub eksponentsiaaljaotuse kohaselt

jre.
9. Cauchv ;iaotus«

Vaatleme juhuslikku suurust X , mille t8endosuse ti-
hedus (vt. joonis 52) on mdaratud seosegas

x =
0 5C(1+x2)

Jaotusfunktsiooni
Fx() leiane toe-
naosuse tiheduse inte-

greerimisel :

- 1f dt
~*1  1+?

= + arctg ). (3)



On lihtne ndha, et (X) on summeetriline funktsioon
(miks?), samuti, et max \X) = fg©O) , (tdestadal)* see-
ga on punkt O juhusliku suuruse X mediaaniks ja moodiks;
ka k3ik jaotuse kvantiilid vOib leida vahetu arvutamise teel
valemist (13)«

Kui aga putame leida juhusliku suuruse keskvaartust EX,
néeme, et see el eksisteeri:
~— [-£-2 dx =
% J 1+~

-COo

seega integraal ei koondu absoluutselt. Jarelikult ei eksis-

EX = \ . in (1+x2) I ,
d e

+
X

teeri ka dispersioon jt. momendid.
Olgu X ja Y soOltumatud normaaljaotusega juhuslikud
suurused, kusjuures DX = DY = 1. Siis juhuslik suurus Z;T

on Cauchy jaotusega.
10. Ulesandeid.

1. Olgu p = 9 e Mitu erinevat vaartust omandab bino-
miaal jaotusega B(n,p) Juhuslik suurus X , kui n on
paarisarv; paaritu arv?

2. Millise Kk vaartuse korral omandab binomiaaljaotu-
sega B(n,p) juhuslik suurus maksimaalse vaartuse, kui n
on paarisarv; paaritu arv?

3. Olgu Kk ja p Fikseeritud. Juhuslikul suunisel Xn

on binomiaal jaotus B(n,p) . Leida

lim =K .
n V-0 (¢ )

4. Olgu Uhel katsel Kk erinevat voimalikku tulemust
Al (i=1,2,...,K) vastavalt tdendosustega
118 .



P(At) =pt , JZ Pi=1 . i

Tahistame sindmuse, et n katse korral siindmus

esineb r, korda, AO - rO korda, ..., Al, - r,_ korda

(15)

(Toestada see seos!)

Vaatleme juhuslikku vektorit X = (X*,.. .»Xx®) , mille
iga komponent X~ omandab vadartuse r” parajasti siis, kui
siindnus A" toimub r™ korda. Sellist juhuslikku vektorit
nimetatakse nolUnomiaal jaotusega juhuslikuks vekcoriks.

Kirjutada valja vektori X jaotus.

Kas vektori komponendid X~, ..., X on sdltuvad, paa-
rikaupa sdltumatud voi taielikult sdltumatud?

Missuguse jaotuse saame erijuhul, kui Kk =2 ? Mida

voime Oelda sel juhul X ja Xg omavahelise seose kohta?

Olgu K = 3 = Leida X ja vaheline korrelatsioo-
nikordaja.
5. Vaatleme katset, millel on 2 voimalikku tulemust

jal =B vastavalt tdendosustega P(A) =p ja PB) =g .

Teostame seeria soOltumatuid katseid.

Defineerime juhusliku suuruse X , mille vaartuseks
on K parajasti siis, kui sundnus A esmakordselt esines
k-ndal katsel (k=0,1,...)

Sellist juhusliku suuruse jaotust nimetatakse monikord
geomeetriliseks jaotuseks. Ta kuulub erijuhuna Uldisemasse

jJaotuste perre, mistdottu teda nimetatakse ka 1. jarku nega-
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tiivseks binonlaal .laotuseks .

Leida 1. Jarku negatiivse binomiaaljaotusega Juhusliku
suuruse Jaotus! Milliseid naiteid oleme seni vaadelnud, kus
Juhuslikel suurustel on negatiivne binomiaaljaotus?

6. Sama katseseeria abil saame kirjeldada ka k-Jarku
negatiivset binomiaal jaotust.

Juhuslikku suurust X , mille vaartuseks on K para-
jJasti siis, kui stndmus A esineb r-ndat korda k-ndal kat-
sel, nimetatakse r-Jarku negatiivse binomiaalJaotusega Ju-
huslikuks suuruseks™ r-jarku negatiivse binomiaalJaotuse
valem on jargmine:

PXX =r+k) = ( »Dheee) .
Toestada see valem!

Leida EI !

(Kasutada lahendamiseks binomiaaljaotust!)

7« Leida Uhtlase Jaotusega AA (-1,1) Juhusliku suuru-
se ekstsess; milliste parameetritega normaal jaotusega tuleks
seda jaotust vorrelda?

8. Kasutades uUlesandes 5*1 tuletatud valemit, leida
soltumatute juhuslike suuruste X ja T summa tdendosuse

tihedus,

*+T() ,  kui

kui kehtivad seosed a) O<a<c<b
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b) O<c<a<b ,
c) 0<c<b<a
Sellisel viisil defineeritud juhuslikku suurust Z=X+Y
nimetatakse Simpsonl .jaotusega juhuslikuks suuruseks (vt.
ka 111 3.14).

1. Mis on tdendosem, kas vOita vOrdse vastasega mangides

a) 3 partiid 4-st voi 5 partiid 8-st?

b) vahemalt 3 partiid 4-st vbi vahemalt 5 partiid
8-st?

c) ulimalt n partiid 2n partiist voi tle n-1
partii 2n partiist?

d) ulimalt n partiid 2n+tl partiist voi tdle n-1
partii  (@2n+l0-st partiist?

2. Osakonna ulidpilastest 30 % olid noormehed. Nime-
kirja jargi valiti 10 esimest. Kui suur on tdendosus, et
nende Ulidpilaste hulgas on 3 noormeest? Vahemalt 3 noor-
meest?

(Kasutada lahendamiseks binomiaal jaotustf)

3. Partiis sisalduvatest detailidest on 1 % praak. Kui
suur kogus detaile tuleks kontrollida, et selles tdenaosu-
sega 0,95 sisalduks véhemalt Uks praakdetail?

(Kasutada lahendamiseks binomiaal jaotustl)
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88. Piidirteoreemid.

1. Binomiaal .jaotusega -juhuslike suuruste _jaded.

Vaatleme binomiaaljaotusega juhuslikke suurusi

B(n,p) , kusjuures eeldame, et p on sama iga 3" kor-
ral, kuid n “meo .

Osutub, et sel juhul ka
lim ET

=,
lim = npq <> ,
n 9O
lim max PQ(n= K) 0 (Toestada vii-
ning nN-»«* o*k*n mane seos!)

Vastavate jaotuste graafikud on esitatud joonisel 53 n
vaartustel 4, 25> 100 ja 400 5P =" e

- —lru»
©® is ‘sf--

Joon. 53.

Jargnevalt vaatleme normeeritud ja tsentreeritud bino-
miaal jaotusega juhuslikke suurusi

v - N \ -

an,
Tn* —  * vnF * Qlaselt E1=°. BTn . 1
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Nende suuruste Yn jaotuste graafikud on kujutatud jooni-
sel H4.

Nédeme, et n suurenedes ladheneb YQ jaotuspoligoon ai-
na rohkem normeeritud ja tsentreeritud normaal jaotuse tdenéo-
suse tiheduse kdverale.

Joon. ™.

Selle tdhelepaneku range tdestus ongi jargneva teoreemi -
nn. klassikalise piirteoreemi ehk Moivre-Laplace*i teoreemi
sisuks.

2. Moivre-Laplace*iteoreem.

Teoreem 1. Olgu ”~ binomiaaljaotusega B(n,p) juhus-

lik suurus ning Yn V~A?2 (Xn - np) =

Siis P, k="B)
lim —i—WnmM———————— =1. @
Oc - np)2
1 0 2npq
V2X S/npg

(See tahendab, et Yn jaotuspoligooni tipud lahenevad nor-
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saal Jaotuse tiheduskdvera sama abstsissiga punktidele.)

TOestus:
-MSP) = PZn =K) * °u 4n k = HTSZETT PKIn'k =
Rakendades Stirling! valemit faktoriaalide arvutamiseks

nt = v2?2In nnenen , kus ©n = o(n%

saame:
0bV - k= ne UJ U ijtloeeee - -
yfstv®r VT |/SE k"Cn-k; n*V k e'ntk e™ e n| k
tf g */npsk™ng m-k 8n:8k-_~8n—k
m"Ar NMBSSSTAV A > -
© -0,-0
Siin lim en n =1, kuivaid K »m jan-k *0°
M —>»«0

Paigutades saadud avaldise seosesse (t), saame tOestamist va-

jJavale seosele anda kuju:

lim e_£—i0* — =1 . (@)
n—».*> — — (k-np)
Vg e’ 2npq
Saadud seose tdestamiseks on piisav, kui me naitame, et
molema teguri piirvaartuseks n lahenemisel I0pmatusele on 1.
IImselt selleks, et
lim Z =1, onpiisav, et lim-0- =1, kui Z > 0O:
n n n -» n
seega on avaldise (2) esimese teguri piirvadrtuse uurimiseks
piisav uurida avaldise

fe(n-fc)
népq
piirvaartust.



Taéhistame nidd faSB® s i. J siis K = nptx*Vhpq 9

Ve n-k = npXjj- vinpg
Saame:
lim (np+xk 1/npa) (na-xk Vnpa) C2pg N@-p)"
n"pq n+~in pqg |/
“nj =1 » (©)
kui HIE’TI)\?I’I = 0..

Avaldise (2) teise teguri lugejat teisendades saame:

G« conn oo KaVmRa ) ee Vg

np+x* Vnpq np+x* 1/npq
__ n-k Xk Ybp5 “9 - AN
Ogc =<l ¢
9c) g V)
Kasutame nuild reaksarendusi:
2 3 4
In@+x) =x - — 2 + ***
WMA-X) =-|x +"~+7~ + 7~ +
kus X <1 -
Saame:
In(Dk(™BE)n"k = KIN(S])HN-K)INn(Sas) =
_ - \Vnpg npq
= - (pXJ™V/npg. .
np+x* "/npq  2(np+xk \/npq;2
r xk 1/npq *K “Pl
+ (ng-xk Vnpq.
ng-x* Vnpq 2(sg->"Vnpq]
x| npq X2 npq -1
= -xvVnpq + xvVWVnpq - === +0(n ) *

2(nptxk Vnpg) 2(ng-xk Vnpq)
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(. —¢t —— 1 ) +0(?).
"np+xk v'npg  n.goK Vnpq

Suluavaldist teisendades saame:
1 1 np+x, I/npg’+ng-x, Vqu

U = —————— ——— + — —

N np+x™Vnpg  nopd™. I/npg nopg+n Vnpq x™ (g-p)-xknpq

1
npa+xk (G-p) \Znpa-XjjPg

Jaab veel Ule naidata, et lirm Wn = [lim =1 .
n o Ne 0
INT
Selleks leiame: lim = pim [ 1 #KOB)_ xXKhy
n npq V*Hq nJ
alati, kui on taidetud tingimus (3); jarelikult ka linffYM
n -#>n

Seega ongi tdestatud seos:/

n«>  (k-np) n ->os %,
e N 0-T-

ning vordus (2), jarelikult aga ka (1) on tdestatud.
3. Piirteoreemid.

AsjatOestatud teoreem on iiheks lihtsamaks esindajaks
arvukate piirteoreemide penes®, mis kdik vaatlevad juhuslike
suuruste jada piirvaartust kui juhuslikku suurust. Selliseid
piirteoreeme, mis, nagu kaesolevgi, kasitlevad piirsuuruse
toéendosuse tihedust, nimetatakse lokaalseteks piirteoreemi-
deks (vt. joonis 54); niisuguseid piirteoreeme aga, mille

7"
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sisuks on mingi vaide juhuslike suuruste jada piirsuuruse
Jaotusfunktsiooni kohta, nimetatakse integraaleeteks piir-

teoreemideks (vt. joonis 55)«

Joon. 55> Normeeritud ja tsentreeritud bJLnomiaal-
Jaotusega (p =1/2,n=50) juhusliku suu-
ruse ning normaaljaotusega (m = 0, &= 1)
Juhusliku suuruse jaotustunktsioonid.

4. Normaaljaotuse kasutamine binomlaal.laotuse

lahendamisel .

Vaatleme jargmist Ulesannet:
Minti visatakse 400 korda. Kui suur on tSenadosus sel-
leks, et vapipool tuleks peale rohkem kui 220 korda?
Lahendus. Ilmselt on vapipoole esinemise arvu jaotuseks
binomiaaljaotus parameetritega p * 0,5 » a “ 400 , seega
tapne vastus oleks 400
vV * K 1 400
= 2_— (C400* ~
k=221
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Et hoiduda liiga "tilikatest arvutustest, lahendame bi-
nomiaal Jaotuse normaal jaotusega, valides viimasele samad pa-
rameetrid, (Miks? -Tuletada pdhjendus piirteoreemist!) Seega
tuleb meil leida m=np =200; 6 - |/pg= 10 . Tuleb la-
da Fx(220) , kus X~N(200,10)

Kuid valemi (7*9) kohaselt

Fx(220) = Px 200 (@ = 0,9772 .

-KT"
Meie Ulesande vastuseks on aga P(X"220) =1 - P(X< 220) =

=1-F@20) =1-0,9772 = 0,0228 .
Sel viisil on vdimalik lahendada paljusid sarnaseid

Uulesandeid.
5. Poissoni piirteoreem.

Moivre—Laplace*i teoreemi toestamisel vajalikke
piirprotsesse jalgides on lihtne margata, et binomiaaljao-
tus koondub kdige kiiremini normaaljaotuseks sel juhul, kui
p = 5» Bing koondumine on seda aeglasem, mida suurem on va-
he Jp - <] - Siit tekib praktiline probleem - vdib-olla
leidub mbni teine parem asiumptootiline valem binomiaaljao-
tuse lahendamiseks eriti vdikeste ja eriti suurte p vaar-
tuste korral, s. o. juhul, kui koondumine normaal jaotuseks
on véga aeglane (ja selleks, et saada mingil maaral rahulda-
vat ladhendit, tuleks valida n kullalt suur).

Asumptootilise valemi niisuguste juhuslike suuruste jeo-
tuse leidmiseks andis Poisson, kes lahtus jargmistest eeldus-
test:

Olgu katseseeriate jada:
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"1
E21 B22 »

Enl  ®n2 »e*e* ®nn *

(igas reas on Uks katseseeria) selline, et igas seerias on
katsed soltumatud ja sundmuse A esinemise tdendosus i—ndas
seerias olgu p, , mis sOGltub Uksnes seeria numbrist i ,
mitte katse numbrist seerias j , ning olgu A ,
S. 0. sUndmuse A esinemiste arv kogu i-nda seeria valtel.
Neil eeldustel kehtib Poissoni teoreem.

Teoreem 2. Olgu YQ binomiaaljaotusega juhuslike suu-
ruste jada, Y~B(p ,n) , (n=112,...)

n -0 m
siis Ilm P(Yp =m) = a1 o» ()
Seega valdab Poissoni teoreem, et toodud eeldustel on bino-
miaaljaotusega juhuslike suuruste jada piirvaartuseks Poisso-
ni jaotusega juhuslik suurus.

Toestus.
Kasutades binomiaaljaotust, saame:

ba --}1m«? - SITm TJT >M -
—Ir C'E5 [Gii-)l =~ =@ I*
Bt
oyt - w0 R GD B

< 4 >

a-nH
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1- 1- szl
lim ( 2L)J_’LI—(——— Z—) 1 iga fikseeritud a ja m kor-
n -+0o A &\l
n
rai, ja n
Iim @ - = e-a ,
M -*oo

siis on sellega teoreem tdestatud.
6. TFiebdSovi vorratus.

Vaatleme juhuslikku suurust X , mille kohta eeldame, et
tal eksisteerib keskvaartus X  ja dispersioon DX < 00
TSebdfiovi vOrratus annab hinnangu juhusliku suuruse X

keskvaartusest kdrvalekaldumise tbéendosustele:
P(IX - EXI ><£ -N2 . ®

Vaatleme koigepealt juhtu, kus X on diskreetne juhus-

lik suurus. Avaldame X dispersiooni kahe liidetava summana:

-£ j-e0 2Z fr-ex~ + X1 k-Exppj.
i=1 IXj-EXIc*
Molemad liidetavad on mittenegatiivsed. Uhte neist ara
jattes vOib avaldis ainult védheneda, seega:
dx” pi = £2p0 k - exJ>£ ,
pa-EX|>:£
kuna d 2£ [x™-EXI2 , siis meie avaldis ainult vdheneb, kui
asendame koik liidetavad suurusega << P ; summeeritavate tde-

naosuste summa annabki tdendosuse selleks, et |X-EX|>«£, s.o.

vOrratuses (5) vasakul asetseva tdendosuse. VOrratus on tdes-

tatud.
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7. Bernoulli suurte arvude seadus.

Teoreem 3. Vaatleme mingit katset, mille Uks voimalik
tulemus on siindnus A , P(A) = p ; sooritatagu seda katset
n korda jarjest, kusjuures eeldame, et katsetulemused on
s6ltumatud.

Olgu sindnuse A esinemise suhteline sagedus

Neil eeldustel leidub vastavalt igale etteantud arvude

£ ja cT paarile naturaalarv N(£,&) nii, et

pclTr - p|>£)<E*
kui n> N(<E ,cP) .

TOestus: Vaatleme binomiaaljaotusega juhuslikku suu-
n

rust X A*N(h,p) - Siis X = _ " IZ' = k_ ; valemite (7.3)
i= i
ja (7.4 poéhjal EX =np , DX =npq -
Olgu T=- ; siis EY =p , DY:>é* npg =~  (ré-

kendame siin keskvaartuse ja dispersiooni omadusi).
Kasutame niiiid juhusliku suuruse Y jaoks TSebOFiovi
voOrratust:
P(Y - BY]|*E)M] ] i
asendades EY ja DY nende konkreetsete vaartustega meie

Juhusliku suuruse Y jaoks, saame:

*

Toepoolest, olgu antud <€ ja <5 , siis tuleb meil va-
lida N<E ,$) nii suur, et ~EA<cT kui n>N(£ <J) ,s. L
nfE

N> . Teoreem on tdestatud.

Seega naeme, et pikas katseseerias ldheneb sindmuse suh-

teline sagedus selle sindmuse tfendosusele. See vaide kannabki
Bernoulli suurte arvude seaduse nime.

tf?



Joonis 56 Illustreerib Bernoulli suurte arvude seadust
mindi fiskaalsel} siin kujutatakse vapipoole esinemise (s. o.
sindmuse A,p(A) = N suhtelise sageduse —  muutumist sol-
tuvalt n muutumisest.

Siit tuleneb ka loogiline alus statistilise tdendosuse
rakendamiseles kuna kdigil sundmustel, millel tdéendosus ek-

sisteerib, on see s6ltu-
matute katsete jada suh-
teliste sageduste piir-
vaartusteks, on loomulik
omistada ka neile stndmus-
tele, millel eksisteerib
suhteliste sageduste ja-
da piirvaartus, kuid po-
le defineeritud tdendo-
sust, tdendosus vordeena

Joon. 56. piirvaartusega.
8. Ulesandeid.

1. Toestada Moivre-Laplace™i teoreemiga samane teo-
reem, kasutades binomiaal jaotuse asemel trinomiaaljaotust
(s. t. katsel on kolm voimalikku tulemust A™ , A2 , A* vas-
tavalt tdendosustega P(AN) = p™ .

2. Toestada Bernoulli teoreem, kasutades Moivre-Lap-
lace™i teoreemi.

3. Tdestada iseseisvalt vorratus (5) pideva juhusliku

suuruse X jaoks, eeldusel, et eksisteerib fxX).
+

- 152 -



1. Suurte arvude seaduse katselisel kontrollil saadi

Jargnevad tulemused:
Vapi esinemiste

Visete arv Vapi esinemiste arv suhteline sagedus

Buffon: 4040 2048 0,5080

Pearson 12000 6019 0,50"16
24000 12012 0,5005

Kelle tulemus oli kdige parem (s. t.f nii suur vbi suu-
rem kdrvalekalle keskvaartusest esineb suurima tdendosusega)?

2+ Mingi sindmuse tdendosus madratakse Monte-Carlo mee-
todil. Leida vajalik katsete arv, et saada tdendosusega
P~ 0,99 otsitav tdendosus veaga, mis on ~ 0,01 =

3. Sundmuse esinemise tdendosus on 0,6. Kui suur on toe-
ndosus selleks, et 60 katse valtel esineks sindmus rohkem kui
30 korda?

4. Leida tdenaosus selleks, et valimisjaoskonnas esime-

r

se 100 valija hulgas oleks 75 voi rohkem meest; alla 40 mehe
(lugedes mehe ja naise esinemise vOrdtdendoseks).

5. Taringut visati 1000 korda. Kui suur tdendosus on
saada alla 300 korra 3 voi 6? Milline on arvude 3 vOi 6 esi-
nemise vahemik tdendosusega 0,957?

6. Taringut visati 1000 korda. Leida summeetrilised pii-
rid, mille vahel asub tulemuse "6 esinemise arv tdendosusega
0,85.

7% Sundmuse Uhekordse esinemise tdendosus on 0,3. Kui
suure tdenadosusega vOib kinnitada, et 100 katse tulemusena
saadud siindmuse esinemise suhteline sagedus on 0,2 ja 0,4 va-
hel? Mis on tdendosem, kas sagedus 0,2 voi 0,47
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8. Mitu katset on vaja selleks, et toendosusega 0,9 ei
erineks sagedus tdendosusest (mille vaartus on 0,4) rohkem
kui 0,1 vorra?

9. Poisi suUndimise tdendosus on 0,516. Kul suur on tde-
naosus selleks, et 10000 vastsundinu hulgas pole poisse roh-
kem kui titarlapsi?

10. Ravimit vererdhu alandamiseks rakendati 100-le pat-
siendile. Osutus, et 68-1 vererdohk alanes, 32-1 aga tdusis.
Kui suur on tdendosus selleks, et ravim mfjus (tegemist ei
ole juhuslike muudatustega).

11. KA poissi viskavad kordamtoda minti. Uks saab 8
korda 10 viskest vapi, teine suudistab teda mindi voltsimi-
ses. Mangu jatkatakse. 100 viskest on vapp saadud 65 korral.
Teine jadb oma siiidistuse juurde. Millal on Qigus siidista-
miseks suurem, kas parast esimest vOi teist viskevooru?

12. Teatris on 1000 kohta. Teatril on kaks sissepaasu,
kummagi juures on garderoob. Kui palju kohti peaks olema kum-
maski garderoobis selleks, et kdik teatrisse tulijad 99 juhul
100-st voiksid riided dra anda garderoobis selle ukse juures,
kust nad teaFrisse tulid? (Oletame, et iga tulija tuleb toe-
naosusega ﬁ‘kummastki uksest.)

13. Lahendada Ulesanne 7 Poissoni jaotuse abil!

89. Markovi ahelad.

1. Soltuvate katsete .jadad.

Vaatleme katset, millel on Kk vdimalikku tulemust
%_ ’A-E, ._o’ o



Teostame seeria katseid, kusjuures oletame, et katse-
tulemuste AN, ...,A2 esinemise tdendosus i-ndal katsel sol-
tub sellest, milline tulemus esines (i-1)-sel katsel.

Tinglik tdendosus tulemuse AN esinemiseks i-ndal kat-
sel peale teada oleva tulemuse esinemist (i-1)-sel katsel sol-
tub Uksnes (i-1)-se katse tulemusest ning ei muutu taiendava
informatsiooni saamisel eelnevate katsete tulemuste kohta.

Markovi ahelat, mille korral katsetulemuste esinemise
toendosused ei sOltu katse jarjekorranumbrist 1 , nimeta-
takse homogeenseks Markovi ahelaks.

Edaspidi vaatleme homogeenseid Markovi ahelaid.

Naide 1« (a<b, a ja b on
taisarvud). Paiknegu momendil t mingis selle 18igu punk-
tis ¢ (a<c<b ; c on taisarv) osake» lIgal ajamomendil t
(1=0,1,2,...) mdjub osakesele joud, mis tdukab teda tdendo-
susega p Uhe Uhiku vBrra paremale, tdendosusega q = 1-p -
Uhe Uhiku vorra vasakule. Punkte a ja b loeme peegelda-
vateks ekraanideks, s. t., kui osake paikneb momendil t*
punktis a , (VWi b), siis satub ta momendiks ~ toenéo-
susega 1 punkti atl (vastavalt b-1 X

Niisugust protsessi nimetatakse juhuslikuks ekslemiseks
(vt. joonist 57).

Lugedes osakese paiknemise punktis ati siUndmuseks Al
(=0,1,...,b-a) , saame Markovi ahola.
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2. Ulemlnekumaatriks.

Stndmuse esinemist nimetatakse sageli (lahtudes
fuusikalisest interpretatsioonist) ka siUsteemi paiknemiseks
olekus j ; siis sindnuse A esinemisele i-ndal katsel
jargnevat sindmuse A, esinemist (i+l)-sel katsel nimeta-
takse sisteemi Uleminekuks olekust j olekusse 1 . Sind-
muse A, tinglikku tdendosust tingimusel, et eelmisel kat-
sel esines sundmus A® , nimetatakse olekust Jj olekusse 1
Ulemineku tdendosuseks ning téhistatakse sumboliga p.g <

Selline Markovi ahel on taielikult iseloomustatud tde-
naosuste pji  -1)2,et«,k f 1 =1, 2, ===, k) hulgaga,
mida tavaliselt esitatakse maatriksina

/ P12 eee Pik \
P21 p22 p2k
oL = (1)
\Pkl pk2 *** pkk ]
maatriksit Ji nimetatakse Uleminekumaatriksiks.

IImselt peavad Uleminekumaatriksi elemendid rahuldama

jJargnevaid tingimusi:

1° 04pni4 1,
K @

227 pjixa
1=1

sest olekust j lahtudes satub siisteem kindlasti mingisse
olekusse 1, 1=1,2,
Naide 2. Naites 1 kirjeldatud Markovi ahela uUlemineku-

maatriks 5c on jargmine:
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0 1 O O-. O 0O O
g O p O. O O O
(0] q (0] p - (6] (6] (0]
0O 0 g O-. O O O
O O O o p

0O 0 O O0-...q 0] p
0 0 0 0...0 1 o

Tuletada see Uleminekumaatriks!
3. Pleminek n sammu .jooksul«

Teades Uhest olekust teise ulemineku tdendosusi, mis on
antud maatriksis (1), on véimalik leida ka n sammu jooksul
toimuvate Uleminekute tdendosusi .

Tahistame n sammu jooksul olekust Jj olekusse 1 ule-
mineku tdendosuse siumboliga Pa(n) jolgu m< n , s. t. et
meil on vaja vaadelda susteemi olekut katsel i1 , sellele
jargneval katsel jarjekorranumbriga i +m ning seejarel
katsel jarjekorranumbriga i+ n .

Oletame, et slsteem on n sammu valtel lainud olekust j
Ule olekusse 1 . Seda vdis ta teha, olles katse i + m ajal

Ukskdik millises olekus 1,2,...,k, seega
p31(n) = .It_! pU (m) (©)

Tahistame n sammu valtel toimuva Uleminekumaatriksi

simboliga 9u4(n) . Saame siis

plg() pl2() ... P1k(MA
1) p22(n) ... P2k
Pkl (n) Pk2(n) pkk(n),
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ning valemist (3) jareldub seos:
7/T(n) ju @ 5T(n-m) ,

*

aga seega ka

JI(n) = x a .
4. Ergoodiline teoreem.

Teoreem. Olgu mingi s > 0 korral Uleminekumaatriksi
5T(s) k3ik elemendid positiivsed.
Siis eksisteerivad sellised konstandid p» , et
lim piH(M) s p. , i=—1,2,....,k =

TOestus. Naitame koigepealt, et eksisteerivad piirvair-

tused
i= Llim min PAHCT)
J n U i4dk 3

Jja

.= lim  max -m(n
pU n—»ool"i"kp ™

Kasutades seost (3) m=1 korral saame:

K K
ddn) mH o>, . PijBY Tl Pu-

= min p, 1(n-1).
14 1< k J

Kuna saadud vOrratus kehtib iga 1 korral, siis ka

min  plH(N)> min pl4(n-1) .
1M1* K IME K 4]

Siit aga jareldubki p~ eksisteerimine. (Miks?)
Samuti saame tdestada fu. eksisteerimise. (Toestadal)

Nuid olleks veel tarvis naidata, et
, pd * pj < )
Arvutame kdigepealt vabe ~ Pij™) » kasutades
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seost (2) : K
i

Pij(n) - Pijcn) = 'Y' fpjr(a> " plr(s)J prj(ns) -
r=1
Tahistame
rMil@) » 1011 pir(s) > plr<s> »
pir(e) " pIr(s) = _piI@r) , kui PjjCsX p~Cs) .
Siis
f:;,ln (PipCs) - PxrCs)) =S1fil<r>“Z1(3il() = 0 *
Kasutasime siin seost —(2); arvutada Uksikasjaliselt!
Tahistame
ZILRxI~ =UA 1~ =HI -
Thl i
Et Pr( YO i™a 1 ja MR korral, siis

Y~ B i;,() B.ra) =1 . (Miks?)
" s

Seega
0+ 41~ 1+
ja samuti ka h = mar h,, rahuldab vorratust
i,I"k il
O~Mh<1. (Miks?)
Seosest (2) lahtudes leiame: f
13U) - pl3(n)] = Prid<n-s) -_B ~ 4 ~ - ¢
Ip13U) |0()Ilr5\1 rj<n-s) -_B
~h o max jCn-s) - min -(n-s)u
1"Ur~k p?é ) 1<r4k prJ( )1
n max Pi-j0n—s> - PLj(n-s -
e kII . | J(-9)|
Siis ka
1 J P O> - p« (NDI* J p4 @Q-3)-p4 (n-s)l

- 140 -



Siit ilmselt jareldub, et

JPIi°HToe> " pij(Il+a)N ht+\ 1 “ %ipi5(n~a) "
- pL)(M-s)I™M ht+l ,
sest alati jPi-j(n*s) - Pij(h-s)| ~ 1 .
Seetdttu

Iim max Ip, ..(+s) - p, j(n+ts =0
t ¢ 1£ i,I4Zk*p13( ) pt‘!( |

Tahistades n+ts=n* , saame Uhtlasi

lim max Ip, ..n) - p~Cn*)/ =0 ,
n'+oo 1,14kl p13 @) -p ) 1

seega jareldubki siit (4). (Kuidas?)

Uhtlasi naeme siit, et .
K

H pdml -
J=l
(miks?) ning meie teoreem on tdestatud.

Naide 3. Vaatleme juhuslikku ekslemist, mis erineb nai-
tes 1 defineeritud ahelast vaid sellepoolest, et igasse punk-
ti ati (i=0,2,...,b-a), kus osake paiknes mingil momendil
tu , VOib ta positiivse tdendosusega r (p+gtr=1) jaada
paigale ka momendiks tN+" e

5. Ulesandeid.

1. Tuletada naites 1 vaadeldud Markovi ahela jaoks
n-sammulise Ulemineku maatriksid 31I(n) =2; n=2kj n=2k+1,
) .
2. Kas naites 1 defineeritud Markovi protsessi korral

kehtib ergoodiline teoreem? Miks?
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3. Tuletada UlemInekumaatriks naites 3 vaadeldud juhuks
pidades silmas, et a ja b sailitavad oma peegeldavad oma-
dused (kui osake ei jaa neisse punktidesse paigale, liigub
ta ainult vdhemiku sissepoole!)=

Kaa sellise protsessi korral kehtib ergoodiline teoreem?

11. MONINGAID MOISTEID MOODUTEOORIAST.

81. Hulkade médtuvus.

1. Hulk ja klass.

Vaatleme mingit mittetihja hulka , mida nimetame
ruumiks. Selle hulga elemente u) (indeksitega voi ilma) ni-
metame ruumi punktideks.

Meie uurimisobjektiks on ruumi Q hulgad (s. t., hul-
ga ilct alamhulgad), mis koosnevad punktidest oJ . Hulki ta-
histatakse tavaliselt tadhtedega A,B,C,... (ka indeksitega:
Ay A2 ,AZN,AN2) LAT ,AeC) . Muuhulgas vaatleme ka hulki {ojj-
Uhest ainsast punktist CJ koosnevat hulka, samuti tihja hul-
ka 0 , mis ei sisalda ainsatki punkti. Ka ruum Q 1ise on
Uks uuritavatest hulkadest.

Hulkade hulki nimetatakse klassideks. Klasse tahistame
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tahtedega /1 %A BC F » .e= e Kuil koik
klassi /1 kuuluvad hulgad kuuluvad ruumi Q , Utleme, et
klass J1 on defineeritud ruumis £2 . Sageli on otstarbe-
kas defineerida hulkade klass teatud reaalarvude hulga T ,
m. indeksite hulga abil.

Olgu T mingi I6plik, loenduv vOi mitteloenduv reaal-
arvude hulk. Nimetame seda hulka indeksite hulgaks. Olgu iga-
le indeksile t € T seatud vastavusse mingi hulk AL 6 £2.
Klass Ja* : t £ TJ on siis indeksite hulgal T defineeri-
tud klass. Kui indeksite hulgaks T on naturaalarvude jada
jl1,2,...J = N , siis nimetatakse hylgal N defineeritud
klassi |An : nf =]A hulkade .jadaks.2 Seega jada on
I16pmatu jarjestatud hulkade klass.

Hulkade klasside jaoks defineeritakse sisalduvusseosed
jJa hulgateoreetilised operatsioonid tavalises tahenduses,
miistes vaid hulgaelementide all ruumi R hulki A,B,...
jJre. Nii téhendap seos /1c £> , et iga hulk A€ 1 kuu-
Iub ka klassi \E* Klasse /1 jJa loetakse vordseiks (ta-
histatakse /1 = ) parajasti siis, kui on Oiged mdlemad
seosed: Jt<-% ja JZcJt . Hulkade klasside ihisosa ja
summa (Uhend) defineeritakse seostega:

Jt /|$:{& AGJi ja A@J?)j,
AUJ3=[ A A</IVBI A*J$ VBi AeAN%}.

_____________ [ C—

Jada korral loobume sageli traditsiooniliselt ka sul-
gudest ning téhistame jada |An| lihtsalt AQ , seega samu-
ti kui jada uldliiget.
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Naide 1, OIgu A mingi meelevaldne hulk ruumist Q
Lihtsa hulkade klassi saame defineerida jargnevalt:

=la , 1,7 (@ =£2\A) -

Naide 2. Igale ruumile vastab selle ruumi koigi
hulkade (hulga kdigi alamhulkade) klass < Illmselt kuu-
lub hulka <2)g ruumi £2 iga hulkade klass /1C . (TOestadal)

Naide 3« Olgu ruumiks arvsirge E . Seame igale
reaalarvule R  vastavusse hulga A” = [®»”"3+1) ruumis

B . Vastavalt mingile indeksite hulgale T saame hulkade

klassi |an : TJ . Jadaks AQ osutub vaadeldaval Juhul
poolldikude [n,n+1) hulk.
Naide 4. Olgu ruumiks koigi 108igul fa,bj pideva-

te funktsioonide hulk C™a ~j. Hulgad ruumis Q vOime de-

fineerida nditeks jargnevalt:
Ad =|F(X) :: F(X)€ Ga>by , F(d) = 0.

Valides indeksite hulgaks T 18igu [a”,b” , a™ av. b,

saame maaratleda hulkade klassi
~Ad - -

2, Hulkade jada koonduvus.

Olgu meil antud ruum B , ja olgu T meelevaldne in-
deksite hulk, millele on seatud vastavusse hulkade klass
(At - te 1) =n;

Klassi JE elementide Ulemiseks ra.jaks %u T A</ ni-
metatakse kdigi punktide hulka, mis kuuluvad vahemalt Uhte

hulkadest A\ , s. t.
sup A. =U A._ .
t6 T T



Klassi elementide alumiseks rajaks ti(r:}f if?“ aime—

tatakse koigi punktide hulka, mis kuuluvad Uheaegselt koi-

gisse hulkadesse A™ , s. t.

inf =ru
tE™* ul
On lihtne naha, et kui leidub YT Uhisosata hulka A.
1
ja AN, AN T =0, ™ ,t2e T = siis on ka
infFA. =0 .
te T

(Toestadal)

Hulkade jada jaoks saame defineerida ka alumise ja ule-
mise kuhjumishulga. Deskriptiivne (s. o. kirjeldav) definit-
sioon oleks jargmine:

Niisuguste punktide hulka, mis kuuluvad kdigisse hulka-
desse A" , valja arvatud tlimalt 16plik arv hulki, nimeta-

takse jada AN alumiseks kuhjumishulgaks lim An (:gjm InFAD.
n-oe

Konstruktiivselt on see definitsioon valjendatav kujul:
ta =U N A« CH)
k=l =k
Toepoolest, jo—k A«.] on selliste punktide hulk, mis kuu-

luvad kdikidesse hulkadesse A , valja arvatud 16plik arv

hulki A~ , . A~_1 f paneme tahele, et kui k4. k2, siis
00 oP
QA AaAcn a .
N * j*k2 *
00
Koigi hulkade "\ A" summa annabki kdigi selliste punktide
J=k
hulga, mis ei kuulu ainult Glimalt 16plikku arvu hulkadest AQ.



Koigi selliste punktide hulka, mis kuuluvad I6pmata
paljudesse hulkadesse , himetatakse jada AQ ulemi-
seks kuh_jwnishulgafirdH ning tahistatakse sumboliga Him An =

= lim sup Aq . Konstruktiivselt saaksime selle definitsioo-
_n-*00
ni esitada jargnevalt:

(e o]
lim An = 0 Aa . (2)
“ k=1 j=k ~
(Toestadal)
IImselt kehtivad seosed:
infF AnC lim AnC lim AQC sup AQ . (©)
(Toestadal)

Olgu margitud, et Ulalesitatud deskriptiivsed definit-
sioonid on rakendatavad ka mistahes I6pmatu hulkade klassi
alumise ja ulemise kuhjumishulga madratlemiseks. (Miks?)

Kuhjumishulkade abil defineeritakse ka hulkade jada

koonduvus.

Hulkade jada Aq nimetatakse koonduvaks, kui kehtib vOr-
dus:

Iim A, = limA, =A .

Kuhjumishulkade Uhist vadrtust A nimetatakse jada An
piirvaartuseks ﬂl.ing.EDAq = limAy . Jada A koonduvust piir-
vaartuseks A tdhistatakse sumboliga —* , niisiis vdime Kir-
Jutada:

An > A .
Jada Aq nimetatakse mittekahanevaks, kui
AjC Aj¥1 (=1,2,...)
Mittekahanevat jada nimetatakse kasvavaks, kui iga j kor-
ral (=1,2,...) kehtib vorratus:
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Jada A, nimetatakse mittekasvavaks, kui

Ad 3 A3+1 >e
Kui iga j korral Aj 4 » nimetatakse mittekasvavat
Jada kahanevakse Mittekahanevaid ja mittekasvavaid jadasid
nimetatakse monotoonseteks«

Kui mittekahanev jada An koondub piirvaértuseks A ,
tahistame seda sumboolselt: A / A . Mittekasvava jada
koonduvust margime: An\ A .

Teoreem 1. Hulkade monotoonne jada on koonduv.

TSestus: Vaatleme hulkade mittekahanevat jada A"

Aj C -

Meil on tarvis tdestada vordus

14 A, = Xim A, -

Kasutades valemit (2) arvutame lim An .

Et A_.CA. un , siis iga k korral OACA, » jareli-
u

IE
k-1 00 00 (00]
kult ka (@JA,C Ua , ja Ua = U a, . Seega
00 o0 <t o0

ns A =n Ua.=n Ua, .
n k=1 j=k J k=1 j=1 3

Vordsete hulkade Uhisosa vOrdub aga hulga enesega,
seetdttu saame: °S. T\._ A
n uUui- Ua, .
k=1 j=1 3 j=1 J
Teiselt poolt, valemi (O p%l&ialqgehtibocs)eos



00

ahl 3

ning vajalik vordus ongi tdestatud.

sest

Mittekasvara jada korral on teoreemi tdestus pohlmdtte-
liselt analoogiline. (TOestada iseseisvaltl)

Haide 5» Hulk on ring raadiusega 1, mille kesk-
punkt Cg on maaratud (polaarkoordinaatides) polaarraadiu-
sega 1,5 ja polaarnurgaga ~ - <n (vt. joonis 58)«

Sel juhul
lim =0,

limAg s
= j(x,y) :0,5<Vr2* ~2,5j
(Toestadal)
Naeme, et jada A" ei
koondu. (Miks?)
Naide 6. Vaatleme hulka-
Joon. 58. de klassi (vt. naide 1).
AEUPA =<Q ; A*ig(fl_Aso ;
lim A ja lim A ei eksisteeri. (Miks?)
Naide 7. Vaatleme hulkade klassi <=Q (hdide 2). Nae-

me, et

sup A =B ; inFA =0 .
Ae™Bd Ae<0,Q

a) Kui iR sisaldab 16pliku hulga elemente, siis ka cfL
\
sisaldab 16pliku hulga hulki ja Tim A ning liza ei ek-
sisteeri.

b) Kui £2 sisaldab I6pmatu hulga elemente, siis S)SI on
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nitteloenduv ning pole seega jadana jérjestatav. Vaadeldaval
Juhul ei saa konstruktiivseid definitsioone lim A ja lim A
naaramiseks rakendada, kuid kasutades deskriptiivseid defi-
nitsioone, voime veenduda, et

lim A=0f lim A=8
ATE& AeAR
(Téestadal)

Naide 8. Vaatleme hulki AQ , mis on defineeritud nai-
tes 3* Naeme, et

SUP * fl %) »
infFAQ=1limAn =M1 Ag =0 .

Seega jada An koondub ja lim An =0 .

rl *O*
3. Kinnised hulkade klassid.

Olgu meil antud ruum , mis sisaldab hulki A,B,..a.
Vaatleme mingit ruumis £2 defineeritud tehet (operatsiooni)
$ , mis seab hulkadele AfB,«.# vastavusse hulga j*(A,B,..0Os

Erijuhul vbib tehe J* olla defineeritud ka
16pliku hulga hulkade jaoks, s. t., ta seab 18plikule hulga-
le hulkadele A", ...,An vastavusse mingi hulga "(X, ..., AM=
=8 jJ on ka tehteid (naiteks hulga taiendi leidmine), mis
seavad Uhele ainsale hulgale vastavusse mingi teise hulgat
Y(A) =S .

Hulkade klassi JC nimetatakse tehte J suhtes kinni-
seks. kui see tehe seab klassi Jt kuuluvatele mistahes hul-
kadele alati vastavusse klassi JC kuuluva hulga, s. t., ala-
ti, kui

A,B, ... €£JCt
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siis ka
S = Y(A,B,...)6

Osutub, et klass $£> on iga hulgateoreetilise tehte suh-
tes kinnine. (Miks?)

Teoreem 2. Olgu , t6 T tehte / suhtes kinnised
klassid. Siis on ka nende tUhisosa @ - N1 n , selle tehte
suhtes kinnine. et

TOestus: Valime suvalised elemendid A,B,... Kklassist£
ning rakendame neile tehet $ ; saame hulga

S = Y(A,B,...)
Kuna AjB, ...~ iga t6 T korral ning kdik Kklas-

sid on tehte Y suhtes kinnised, siis ka S B ,
t6 T ning seega tdoepoolest SE. M\ >/1. , mida oligi tar-
vis tlestada, teT T

Olgu meil antud ruumi ~ mingi hulkade klass ja
mingi tehe ~P selles ruumis Uldiselt ei ole kin-

nine tehte P suhtes. Sel juhul vdiksime leida ruumis
mingi hulkade klassi 33C T mis oleks tehte 7P suhtes
kinnine. Nimetame minimaalseks klassi sisaldavaks teh-
te ip suhtes kinniseks hulkade klassiks fob (jJ£ ) sellist
ruumi hulkade klassi mis sisaldab hulkade klassi
A , on tehte P suhtes kinnine ning sisaldub igas teises
nende omadustega hulkade klassis. Sellist klassi #% ( )
nimetatakse ka hulkade klassi Jt poolt indutseeritud mini-
maalseks ~P-tc-imiseks hulkade klassiks.

Teoreem 3, Iga ruumi Q , selle ruumi hulkade klassi4

ja tehte ?P korral leidub minimaalne klassi j£ poolt in~-
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dutseeritud Y 7kinnine hulkade klass ) -

Toestus. Alati leidub vahemalt Uks ruumi £2 hulkade

klass fba <%2 nii, et < on tehte suhtes kinnine ja
4n -
Olgu koigi tehte J* suhtes Kinniste klassi &  sisal-
davate klasside hulk €T
Defineerime )= 1 On. .
tET v
Tahetult on ndha, et >

D NI CeRe(J#) ,

2) Hb (Jt) on teoreemi 2 pbhjal Kinnine P suhtes ,

3 ) iga t€ T puhul.

Teoreem on sellega tdestatud. \

Hulgateoreetilise summa ja vahe’:’ suhtes kinnist hulkade
klassi nimetatakse ringiks. lga ring sisaldab ka tihihulka.
(Toestada! ) Seevastu kogu ruumQ ei tarvitse ringi kuuluda.

Kingi, mis sisaldab ka kogu ruumi Q , nimetatakse al-
gebraks. Algebra vbime defineerida ka summa ja taiendi suh-
tes kinnise klassina. Osutub, et algebra /1 _ladks on sama-

vaarsed definitsioonid:

MmO kui A,B6J1 , siiska AUB6~"™ ;
u° kui A€Jt, siiska |l eA j

r* kui k.be/1 , siiska aUbeA =
2 kui A,B&-A
’31 M 6 n

, Siis ka a- BeJb }

(TBestada definitsioonide samavaarsusl)

3 Koneldes hulkadest kasutame edaspidi lihtsuse aOttes
ka sbnu “'summa’’, "‘vahe' ja "korrutis', mdistes nende <« j
hulgateoreetilist summat (e. Uhendit), hulgateoreetilist va-
het ja Uhisosa.



Kasutades hulgateoreetiliste tehete vahelisi seoseid on
lihtne tdestada, et algebra on kinnine ka kahe hulga Uhisosa,
I16pliku arvu hulkade summa ja I6pliku arvu hulkade vahe leid-
mise tehete suhtes.4 (Tdestada!) Loenduva summa suhtes ei ole
aga uldiselt ei ring ega ka algebra kinnine.

Algebrat, mis on kinnine ka loenduva summa suhtes, nime-
tatakse 6 -algebraks (loe: sigma-algebra); 6 -algebra C
vahetuks defineerimiseks kasutame algebra definitsiooni, kus
vaid ndude 1° (vOi 1*) asendame rangemaga:

1°)  kui C ., i=1t,...t siis ka

A6 4 .
=i

Osutub, et § -algebra on kinnine ka loenduva Uhendi
suhtes. (Tdestadal)

Hulkade klassi <€ , mis sisaldab koos iga aonotoonpe
jJadaga ka viimase piirvaartust, nimetatakse monotoonseks
klassiks.

Olgu meil antud hulkade klass JC . Siis vbime (teo-
reemi 3 pohjal) alati leida selle klassi JC poolt indutsee-
ritud minimaalse algebra ) , klassi Jt poolt indutsee-
ritud minimaalse @G-algebra C (\I,) ja klassi Jtpoolt in-
dutseeritud minimaalse monotoonse klassi (\L) - .

Vaatleme, millised on klasside /I (JD . C(L) ja

vahekorrad.

4 Edaspidi utleme lihtsalt "16plik summa™ voi "“loenduv
summa’ (vastavalt "Uhisosa’™ moistes selle all 16pliku (vas-
tavalt loenduva) hulga hulkade summat (Uhisosa).
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Algebra ja ~-algebra definitsioonidest jareldub va-

hetult, et
N c @) .
(Toestadal)
Ulejaanud seoste leidmiseks on kasulik jérgnev teoreem:
Teoreem 4. Iga monotoonne algebra on 6 -algebra.

Toestus. Selleks, et algebra oleks 6 -algebra,
tuleb naidata, et alati, kui

A A2 -
kehtib seos %ﬁeA
i=1
Defineerime hulgad:
="y *
"2 = N A2,

1 j=
Siis Ijnselt BxC Ci=lf2feee) , s t# jada
on monotoonne ning seega koonduv; teoreemi 1 pohjal eksis-
teerib lim B = U bz
M oo 11 a
Meie definitsiooni kohaselt aga lim B_ = lm U .__
00 N n “*ooi=l 1
= U A. . Kuna eelduse kohaselt klass on monotoonne,
i=1 1
siis ka
lim Bge”™,
n —-»00
see aga tahendab, et
i=1 1

mida oligi tarvis naidata.
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Osutub, et kehtifc ka teoreemi 4 pddrdteoreem:

Iga G —algebra on monotoonne algebra. (Tdestadal!) Siit
jareldub, et alati

C {X) o/IM) .

(Toestadal)
Veelgi sisukama tulemuse aimab aga jargmine teoreem, mille
esitame siin tdestuseta.”

Teoreem 5. Klassi poolt indutseeritud minimaalne

6 -algebra C (,J6) ja minimaalne monotoonne klass of
Uhtivad.

4. Hulkade mddtuvus.

Olgu meil antud ruum ning olgu defineeritud selle
ruumi hulkadest (-algebra 0 . Ruumi fig nimetame siis
modtuvaks ruumiks ja téhistame siumboliga ( , C )

Ruumi B iga hulka, mis kuulub &—algebrasse C
nimetame (§ -algebra C suhtes) mdotuvaks hulgaks.
Olgu margitud, et dldiselt saab ruumis Q defineerida

mitu erinevat ~ -algebrat ,Cji t... ning vastavalt

sellele saame erinevad mootuvad ruumid (£?, CM)t @(Q,0,-.

Naide 9« Hulkade klass JCp (vt. naide 1) on (o-al-
gebra. M6dtuvaks ruuniks oleks sel juhul (62,J7”) . (TOes-
tada, kasutades 6 -algebra definitsioonil!)

Naide 10. Hulkade klass on -algebra. (Toes-
tada! ) Ruum (QQ, ) Ol seega alati mdotuv.

Naide 11. Olgu ruumiks Q tasandi R2 Kkoigi punkti—

N Ve, tlestust kas 72/ bk. 68 voi /4/ k. 73.
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de hulk. Madrame siin klassi kui k3igi taisarvuliste tip-
pudega poollahtiste ruutude (vt. joonis 59)
IGGY) n” x< ntl, mN y< mHJI =Anm hulga:
{An,m I nxm = °»t 1* +2» } -
Olgu klassi poolt indutseeritud minimaalne 6 -al-

gebra C (Jt) =C . Vaatleme mddtuvat ruumi @? ,C) <

Joon. 59.

C mottes mdotuvateks osutuvad siis kdik loenduvast
hulgast taisarvuliste tippudega poollahtistest ruutudest
koosnevad hulgad, (vt. nditeks hulk B joonisel 59),kuid
Ukski ring, kolmnurk jne. ei ole mdotuv. (Miks?)

Naide 12. Olgu ruumiks 8 arvsirge R . Vaatleme
klasse

. . sirge koigi tokestatud vqhemike (a,b) klass;
X 2 : sirge kdigi tokestatud pooll0ikude [a,b) klass;
: sirge koigi tokestatud I0ikude [a,b] klass;
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: sirge koigi tokestatud poolldikude (a,bj Klass.

MGotuvuse defineerime vastavalt 6 -algebrate ) >
Q*(>) ’ Q‘A) ja q\] jJargi. Osutub, et

QOK) =CUI2) = CH3) =<f(X4). (Téestadal)

Sellisel viisil defineeritud mdotuvaid hulki nimetatak-
se Boreli mdttes médtuvateks hulkadeks e. Boreli hulkadeks
sirgel.

Sarnaselt voib Boreli hulgad maaratleda mistanes n-di-
mensionaalses eukleidilises ruumis En . Selleks vdib va-
lida klassiks naiteks koigi lahtiste tdkestatud n-di-
mensionaalsete risttahukate hulga ning defineerida & -al-
gebra (@2 Cc#,) . (Kas vOiks kasutada ka Kkinnisi rist-
tahukaid? Toestadal)

Osutub, et médtuva ruumi ~ hulki saab samuti kasit-
leda mé6tuvate ruumidena.

Teoreem 6. OlIgu antud méotuv ruum (&?,Q .

Olgu hulk B ruumi Q mingi alavhulk. Siis moodus-
tab hulkade klass jBC : CE d=% (—algebra ruumis B .

TOestus. Arvestades, et BCC B , naitare, et A on
(b-algebra.

a) Olgu B*€ & ja B.,6S <« siis peavad leiduma hul-
gad AleC ja A2e C nii, et B = BA , B2 = BAp . Siis
B~ B2 = BAI\ BA2 = B(AN A 2) = BA3e-", sest A3 =
=AM\ A2€ C , kuna Con 6 -algebra.

b) Olgu B™, B2, siis leiduvad hulgad A",
N2feee niil et Bj s pA«y AJO # Sxis By r  BOp -
a a? 1-1
=BM A.=BA6C , sest A= NJA.BC
=11 =1 1
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c) B =BR ; kuna eelduse pdhjal ~, siis B6
Teoreem on tdestatud. Tuleb silmas pidada, et (@ -al-
gebra 3 wsib osutuda ka triviaalseks, s. t. sisaldada Uks-

nes ruumi B ja tihja hulka O .
5. Ulesandeid.

1. Kas kdigi ratsionaalarvude hulgal defineeritud hul-
kade klass |Az : zeZjon jada? Kas leidub jada, mille ele-
mentideks on kdik hulgad A ? Kuidas oleks sellist jada
voimalik defineerida?

2. Toestada, et kui

inFA. =0 ,
te€T
ei tarvitse leiduda indekseid , ?2E£ T nil, et A AR2=

=0 (konstrueerida vastav naide juhul T = (1,2,3)).

3. Vorrelda hulkade jada koonduvuse definitsiooni arv-
Jada koonduvuse definitsiooniga. Mis on neil definitsiooni-
del Uhist ja mis erinevat? Vorrelda monotoonsete jadade koon-
duvust arv- ja _hulgajadade korral.

4. Ringi, nl1is on kinnine loenduva summa suhtes, nimeta-
takse G -ringiks. Milline on vahekord ringi, algebra, (?-al-
gebra ja 6 -ringi mbistete vahel?

5. Esitada jada AR (vt.joonis 60) analuttiliselt. Leida
selle jada piirvaartus.

6. A™ on korraparane 2i+1—nurk (vt. joonis 61). Esi-

tada jada Agq analuutiliselt. Leida selle jada piirvadrtus.
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Joon. 60. Joon. 61.

82. M65¢t.

1. Hulgafurirtsioon.

Olgu meil antud ruum i3 ja selle ruumi mingi hulkade
klass . Olgu igale hulgale seatud vastavusse re-
aalarv ~(A) . Siis Utleme, et hulkade klassis JC on defi-
neeritud hulgafunktsioon *A) .

Edaspidi lepime kokku, et vaatleme ainult niisuguseid
hulgafunktsioone ~ , mis Uhegi hulga A£36 korral ei
omanda vaartust -oo , s. t.

fiA)> -oo , Ae « (€D)

Hulgafunkts iooni (A nimetatakse 16plikuks, kui iga

hulga & korral klassist X kehtib vérratus
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Hulgafunktsiooni f(A) nimetatakse C?-18plikuks. kui iga
hulga A€ korral leidub jada Bn, (n=1,2,...) nii,
et BxM1 B =0 , kui 1™j ja A= C/Bx , B+K «»

IImselt on iga 16plik hulgafunktsioon (™-10plik, kuid
vastupidine vaide Uldiselt ei kehti. (Miks?)

Edaspidi eeldame lihtsuse mdttes, et vaadeldavad hulga-
funktsioonid on 18plikud, kui pole tehtud muud kokkulepet.
(Vt. pdordelt)

Hulgafunktsiooni ~A)  nimetatakse aditiivseks. kui

iga klassi kuuluvate hulkade A ja B paari korral, mis
rahuldavad seoseid AL/Bfc#", aDb = 0 , kehtib vdrdus
FAUB) = y2(® + f(B) . @

Nagu ndha, on aditiivse hulgafunktsiooni defineerimiseks so-
bivaim selline hulkade klass , mis on kinnine liitmise
suntes, kuna siis tarvitseb vaid piirduda eeldustega A ,
BbX , AlB =0 .

Teoreem 1. Kui A,B,A\B6”~, ACB ning klassil
on defineeritud aditiivne hulgafunktsioon <M(A) , siis

f(B\A) = f(B) - Q) . ©)

Toestus. Kuna 4C B , siis B = (BM)UA , BWTIA=

= 0 = Seega aditiivsuse tottu jareldub seosest (2):
f(B) = F(B\A) + ~(A)

Et eelduse tottu ~(B)<«? ning »™(B\A)>-cx? ,
f(A)> -00 kokkuleppe (1) kohaselt, siis on ka “(B\A)<oo ,
vI?®<e> ning kehtibki seos Q).

Jareldus 1. Kui A,B€~~ ja ACB , ~(B)<oo, aiis
ka [|"MA)]<oo . (TOestadal)



Jareldus 2. Kui 06 3C , siis hulgafunktsiooni A

aditiivsusest jareldub seos

f(0) =0 .
(Toestada! Mida oleks tarvis taiendavalt nduda selle jarel-
duse tegemiseks siis, kui ~(A) ei oleks 16plik hulgafunkt-
sioon?)

Hulgafunktsiooni ~(A) nimetatakse G-aditiivseks.
kui iga niisuguse jada | A"JcIMF korral, et » Oa
AfIA] =0 kui i/ , kehtib seos

0 ax) = £ F(AL) . ()
il i=1

6 -aditiivse hulgafunktsiooni jaoks sobivaim maaramis-
piirkond on loenduva summa suhtes kinnine hulkade klass,
(Naiteks?)

Iga 6 -aditiivne hulgafunktsioon on Uhtlasi aditiivse,
(tdestadal) kuid vastupidine omadus uldiselt el kehti. (Miks?)

6-aditiivse hulgafunktsiooni jaoks saame tdestada teo-

reemi, mis on Uldistuseks teoreemile 1 ja tema jareldustele.

Teoreem 2. Olgu loenduva summa suhtes kinnine hul-

kade klass, t)bK\ olgu A klassil# defineeritud aditiiv-
o]

ne hulgafunktsioon; olgu A = UA. , A.A, . A0 a4 =0

(i/j) . Siis rida XI ’\(A*) koondub absoluutselt.
Toestus. Votame kasutusele tahistused
+ JA , MADNO, i A, MADN O,
AA~\N0, F@ADN0; 1 10, F(Ax)> 0 .
Siis kehtivad seosed A, = ANUA? , AN , AN AtPH) A7 =0

(a=1,2,...)
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Tahistame U At = A+, U A? = A7 ; ilmselt A0 A~ =0
ja At ATedC P =

kuna A = A+UA“ , F(A)<°° , ~(A+)>0 , F(A")>-oe ,
siis on *(A+)<oo , t see aga tdhendab ~(A)
6 -aditilvsuse tottu, arvestades A" ja A™ definitsiooni,

et kehtivad vordused: ® ®

If<A9l = I FCEAD] =1 E FADL = 1] [FAS) |« ,

n @ m
IT(A)] =1f<UA;)] =1E TA)l =T [FfF(ADI<~ ,
siit aga jareldubki n
£ 1fa)] = T 1raja |+ IF(AT) |<0®
£ 11 = W ajals 1D

Naide 1. Olgu .#* reaaltelje tdkestatud poollQikude
hulk. Defineerime klassil Jargmised hulgafunktsioonid:
[a.b)) =max (lal, [oD #
f2([ath)) =a-b,

La»h)) =b -a .
Naide 2. Olgu =J{V |(-0® ,b) , [@, 00), (-00,00),
a,b£ BJ . Defineerime klassil funktsiooni 3@)."

f3A = "4@A) , kE€iX j
/3(A) =<~ , A6 (E\*P)

Paneme tadhele, et ~ ([a,b)) on 16plik, kuid ei ole
aditiivne; ~ [a,b)) ja M4.(Ea,b)) on I6plikud ja (5-adi-
tiivsed; "3(£a,b)) on 6>-aditiivne ja 6 -16plik. (TOes-
tadal )

Klass ei ole kinnine el vahe ega ka summa suhtes.



2. Pidev hulgafunktsioon.

Hulkade klassil defineeritud hulgafunktsiooni jJ™(®)
nimetame alt pidevaks, kui iga mittekahaneva jada Apg kor-
ral, kui A ( n =1 ,2,..«) ja lim , kehtib seos

»/(lim An) = Lim ~"An> . ©)
n n

Hulgafunktsiooni <“(A) nimetatakse Ulal;; pidevaks, kui
iga mittekasvava jada *n korral, kui (n=1,2,...)
ja nl_i*rgo kehtib vordus:

\/‘l_Clllmj>A ) = HI-Irn;of(An) . . ®

Kui hulgafunktsioon on ulalt ja alt pidev, nimetatakse
teda pidevaks«

VOib raakida ka hulgafunktsiooni pidevusest mingil hul-
gal A : hulgafunktsiooni ~(A) nimetame pidevaks hulgal A
siis, kui seosed (6) ja (6) kehtivad kdigi hulgaks A koon-
duvate monotoonsete jadade korral.

Pidevate hulgafunktsioonide loomulikuks maaramispiir-
konnaks on monotoonsed klassid. Edaspidi eeldame alati, et
klassiks , millel hulgafunktsioon ~(A) on defineeritud,
on O -algebra C . vaatleme niiid, kuidas on hulgafunktsioo-
nide omadused omavahel seotud. *

Teoreem 3. Aditiivne alt pidev hulgafunktsioon
on 6*-aditiivne.

Toestus. Vaatleme —algebrat C , hulkade jada A",
A C AJHA» =0 (), 1,j=1,2,*..) . Defineerime hulgad
\ *npg k=1,2,...) . Illmselt ka B" Cning jJada on

mittekahanev. Seega eksisteerib Iim B*€ t ning eelduse
K 400
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tottu kehtib seos

lin f(8,) = F(lin 8, ,
K ¢ 00 >0e

siit aga jareldubs
3

Iim vitU A. f(CLlim UA)D) = f(CU a

K K5 ||) (K005>i=1) (—11) @
K Kk

Kuid TF(A) aditiivsuse tottu [DA,) = XTI ) .

“iF1 1 i=1

Saadud seost kasutades teisendame vOrduse (7) vasakut poolt
K 00

lim f(LIJ(A,) a lim H f(A ) =H @A, . ®
K-t i=1 K i=1 11 i=1 1
Vordused (7) ja (8) koos annavadki vOrduse (4); teoreem on
sellega tdestatud™
6ige on ka selle teoreemi potordteoreem, isegi mBnevor-
ra tugevamal kujul.
Teoreem 4. 6 -aditiivne hulgafunktsioon ~(A) on pi-
dev.
TOestus, a) Toestame kdigepealt funktsiooni ~(A) alt
pidevuse. Olgu meil mingi jada V V* A» An€ C J siis
kindlasti ka A6 C .

Defineerime hulkade jada B, :
n k-1

BL =Al» \ =-Ak “~ Ai *
IImselt ka Bx£C , BB.. =0, kui i*j , ning
A = _UlB.1 . Leiame nidd lim M"A".) . Kasutades hulkade By
= K

*

~ Olgu margitud, et tdestatud teoreemid jaavad kehtima
ka ndorgemate eeldustega hulkade klassi Jt puhul, kuid siis
tuleks vaidetele kogu aeg lisada klausel "kui vastav funkt-

sioon on maaratud.
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definitsiooni ja funktsiooni ~(A) 6 -aditiivsust, saame:

K - K y2
lim f(Ak) = limvfC U B,) = lim ZZ f(Bt) = fcB~
K =40C K ¢05 isl K < i=l

Teiselt poolt aga\funktsiooni ~(A) 6M-aditiivsuse

tottu:

MBlemaid vOrdusi kokku vottes saamegi seose (5)» ning
teoreemi esimene pool on tdestatud.

b) TOestame niud funktsiooni ~(A) Ulalt pidevuse.

Olgu meile antud mingi hulkade jada Aq ; Ag6 C nil,
et Ag\ A .

Vaatleme jada Bi = ANy A+l  (i=1,2,...). Et AMIA A,
siis jada B™ on mlttekahanev, B~/ B . Teoreemi osa a)
pdhjal on *f(A) alt pidev, seega kehtib vdrdus

lim f(B,) = f(Clim B, ) .

K —€D K “md®
Avaldame seose mBlemad pooled jada A™ hulkade kaudu, see-
jarel rakendame vordust (3) (Jada B~ konstruktsiooni ning
meie eelduse pdhjal on selle rakendamine lubatav):

= lim[f(A.,) -F(ALLK)] =
& K 0o K ~oo

m F<Al> - Xim f<Altb) = F(A1l) - IL1imfF(An) ,
K +00 n > oo

taéhistame 1+k = n } kuli K ¢ , siis ka 1+k = n >

Teiselt poolt saame, kasutades jallegi vordust (3):

"F s Vv K +oeANAT+K>I - Aw L]

K -*e00
= fAL) - f ( lim An) .

_ _ M ¢><z0
MBlemaid vordusi kokku vottes saame:
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f(An) - H|i_r>no[;‘(Aa) = f(Al) - ~ n|:‘m<)AQ)

seega

lim f(AQ) = lim An)
N +oe N

mida oligi tarvis tdestada.

3. Méot.

(e-algebral C maaratud 6 -aditiivset 18plikku mitte-
negatiivset hulgafunktsiooni nimetatakse I0pliknk-na mddduks.

6 -algebral C maaratud 6 -aditiivset ~-16plikku
mittenegatiivset hulgafunktsiooni nimetatakse 6?-10plikuks
mddduks. Edaspidi mdistame mddduna alati (kui pole tehtud
mingit muud kokkulepet) 18plikku mddotu, mille tdhistame sum-
boliga ~a(A) -

Loplikku mddtu y**(A) , mille korral yU(if2) =1 , ni-
metatakse tdendosusmddduks. TOendosusmbddu tahistame sumbo-
liga P(A) .

LOpliku mdddu definitsiooni vOib anda ka vahetult.

Olgu ruum Q mddtuv  ©-algebra £ suhtes ja olgu
igale mddtuvale hulgale A (AbC) seatud vastavusse reaal-
arv yu(A) nii, et

1. 01 /n(A)<<x™ ; (©))
2.yM. (MAx) = X1 yu(A+x) , kui

kteC ja Axn k. =0 @G*j, i.,=1,2,...) . (10)

M&otuvat ruumi (R ,C) , milles on defineeritud m3st™*

1
" Edaspidi tahistame sageli m6otu ilma argumendita, s.t.
kirjutame mé6otyu. , mida tuleks mdista hulgafunktsiooninayu(A) .
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~(A) (Ioplik voi  6*-16plik), nimetame mddduga ruumika ja
téhistame simboliga @%C ) . Sel juhul deldakse ka, et
mddt ~u(A) on defineeritud hulkade klassil C ).
Vaatleme niiud mdédtude omadusi. Paneme téhele, et nii-
hasti 10plike kui ka 6-18plike médtude korral kehtivad
kdik aditiivsete funktsioonide omadused, muuhulgas naeme,
et aé6tuval ruumil defineeritud médt on pidev k&igil mOOtu-
vatel hulkadel. Mdddu mittenegatiivsusest tulenevad aga md-

ningad mdéddu eriomadused.

MB6du monotoonsus:
Kui A,BeC ja Ac B , siis
yu(A) 4/U(B) . v
Tulemus jareldub vahetult teoreemist 1 ja mdddu mittenega-
tiivsusest. (TOestadal)
Teoreem 5. kui Ax€ C (i=1,2,...) ja /n. on klas-
sil C defineeritud mdéot, siis kehtivad vorratused:

ACUV* E1/AN) @ELT2,...) 12

* a3

Toestus, Defineerime hulgad:



Teiselt poolt aga 0,0 A, (1=1,2,...) ja mdd6du mo-
notoonsuse (seos (11)) to6ttu saame iga kK korral vlrratu-
se

A(AL)

Siis ka E"A A)> C/~(C, k =1,2,...,n voi
iJ (A ; ( ) (
K=1,2,...) . as

Kuid mé6dédu 6 -aditiivsuse tdttu leiavad aset vOrdused

N4 Cl)=p 1/XCi) (16)
ja (0 0] 00
/{‘/(ili(i: ’1) T 1 an

Seoseid (14), (15) ja (16) kokku vottes saamegi vOrra-
tuse (12), seostest (14), (5) ja (7) tuleneb vérratus (13)»

Tuleb markida, et sageli nimetatakse 6 -aditiivset I6p-
likku ja Q -16plikku hulgafunktsiooni vastavalt 16plikuks
ja 6 -16plikuks iUldistatud a00duks. (Mille poolest erineb

uldistatud m6ot mdddust?)

4. MOOdu . jatkamine.

Olgu maaratud ruumi hulkade klassid JC~ ja 3C "»
J» Olgu hulkade klassidel ja
defineeritud vastavalt md&dud ja yuU” e Kui iga KN
korral

yunrA) =yuz® ,

siis Utleme, et mdddud M”™ ja M” langevad Uhte klassil
"if /



Kui V*  ning /*2 lanSeveci klas-

sil siis me Utleme, et m00t /72 QU /**1
klassil J*2 < Kui m&ddul eksisteerib Uksainus jatk
klassil ™2 » s s me uUtleme, et mdodul N on klassil

«*> madratud (determineeritud) jatk. Edaspidi tahistame
me mdddu maaratud jatku sama tahega nagu méotu ennastki.

Nagu nagime, oli mdddu méaramiseks loomulik huikade
klass (D-algebra. Seda asjaolu valjendab ka jargnev teo-
reem.

Teoreem 6. (Caratheodory teoreem.) Kui mdot yM. on
defineeritud meelevaldsel hulkade klassil JC” , siis ek-
sisteerib tal mdadratud jatk klassi N poolt indutseeri-
tud minimaalsel 6"-algebral C («K|) . Kui mdst Ji. on
(G-16plik voi 16plik, siis on ka tema jatk 6 -18plik.

Teoreemi tdestuskéaik on kiallaltki pikk: selles naidatak-
se mdddu jatku konstruktsioon, kasutades selleks taiendavalt
defineeritud hulgafunktsioone - nn. valis- ja sisemddte.
Nimetatud mdttekaiku rakendatakse reaalmddtuja funktsiooni-

teoorias Lebesgue®/mdddu konstrueerimisel (vt. [2], [6] )-
5¢ MOOdu taielikustamine.

Olgu , ) mddduga ruum. Nagu tdestatud, on
JA@© =0 } teiselt poolt ei jareldu vordusest ~u(N) =0
kaugeltki, et N = 0 . Vaatleme kbigi selliste hulkade N
klassi JF , mille korral yoc(N) =0 , N6&JV.

lImselt klass Jf on ring: kui N,Mej\fc Ct siis ka

KIJN6 C da M\N€ C ning mdddu aditiivsuse ning mono-
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toonsuse tottu ka y~(MC/N) = yu(M\N) =0 , seega ka
UUFIG INF ning bI\KeJ\T.

Teeme reaalmuutuja funktsiooniteoorias tavalise kokku-
leppe: kui Nx€ C , yKCNp =0 , NjOITj] =0 (i*J)), siis
ka

ao
/*(npg) =0.

Siis osutub klass «X <O-ringiks« (Toestadal)

Uldiselt ei tarvitse meelevaldne hulk U , mis kuulub
méotuvasse hulka N£ J\Tt olla mddtuv. Sageli on aga ots-
tarbekas omistada ka nulladdduga hulga alamhulkadele mO0t
null« Osutub, et ka hulkade klass JH.-~M, UCN, yu(N) = o]
moodustab  6*-ringi,

Kasutades hulki M€JK. , vdime me laiendada ka mOOtu
omavate hulkade klassi, defineerides:

MCCAMUL) M) =YAIA) as)
kus a€ C , n, , M2eJK.

Osutub, et ka selliste hulkade klass on 6 -algebra.
Nimetame seosega (18) maaratud mddtu taielikustatud m6dduks«
Taéhistame hulkade klassi:

{8 :B = (ANITAVIL, , A6C, *v*2J$:Co

ning loeme médtuvateks kdiki 6 -algebrasse C kuuluvaid
hulki«

On voimalik tdestada, et jatkates mdotu Caratheodory
teoreemis antud konstruktsiooni abil, saane taielikustatud
mdodu -

Naide 3« Ruumis RN on vOimalik kdigil I8ikudel (vOi

vahemikel voi poolldikudel) [a,b] méarata mé66t seosega
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ytx[a,b] = b-a = Selle mdddu jatkamisel kdigile Boreli hul-
kadele saame nn. Lebesgue®i mdddu. Lebesgue®i mOOt on tiie-
likustatud moot. Lugedes mootuvaiks kOik hulgad, millel ek-
sisteerib Lebesgue”i mddt, saame Lebesgue’i mdttes mOOtuva-
te hulkade klassi, mis sisaldab Boreli mottes mdodtuvate hul-
kade klassi. Viimased erinevad lksteisest ainult hulkadel
md&duga null.

Naide 4. Naites 1 defineeritud funktsioon ei ole
mdot (miks?), samuti ei ole mdédt ka , kuid ja
madravad vastavalt I6pliku ja <o-16pliku mdddu, kusjuures
N on mdddu N2  jatkuks klassil

Naide 5. Defineerime ruumi
= = £ (i=1,2,...,6) . Et *52= C(1,2,...,6\
siis on sellega m66t mdaratud kogu 6—algebral % . Olgu
margitud, et selliselt defineeritud mddot on tdendosusmddt.
(Miks?)

Naide 6. Vaatleme ndites 1.11 defineeritud ~-algeb-
rat (: , hing defineerime siin nn. "loendava™ m&6du, vot-
tes "M(A) sk , kui A sisaldab k thikruutu. MOOt on
6 -16plik. (Tdestadal)

Naide 7. Vaatleme ruumi E 6 -algebrat ja de-
fineerime siin "loendava™ méddu: yUCA) = k , kui hulk A

sisaldab k taisarvu. Saadud méot on O-idpijjc, (Tdesta-
da!)

Naide 8. Vaatleme naites 1.11 defineeritud S -algeb-

c~3
rat ning loeme hulga A~T md6duks /*(ANT) = 4 , kus

o * max[min(|n], [ntl] ) , min(m] , m+l]DI .



Sellisel viisil defineeritud abdt on tdendosusmoot.
(Téestadal)

Osutub, et ndidetes 5> 6 ja 8 defineeritud m66te ei ole
voimalik taielikustada, sest neis on ainult tihja hulga mdot
0 = Naites 7 defineeritud m33tu el ole vdimalik taielikusta-
da seetdttu, et kdik ruumi B  hulgad on juba mO0tuvad.

Naide 9« Olgu ruumiks arvsirge R e Defineerime
mdddu /n igale poollahtisele 1digule A = la,b) seosega:

b

S>u(h) = — ~ e dx .
Py | :

Sellist mé6tu saame jatkata igale Boreli mottes mOOtuvale
hulgale. (Toestada, et médot J* on tdendosusmoot!)
Naide 10« Olgu ruumiks Q. taisarvude hulk T ja C -
- ; Fikseerime suvaliselt naturaalarvu n ja reaalarvu
p, 0<p< 1 e Ma&rame punkti m mdodu:
yu.(m) = pQagil , kui O™~ m”~™ n
yw(m) = 0. ulejdanud juhtudel

<siin °S * rrrrbTr i=1-p)e-
Naide 11. Olgu ruumiks B taisarvude hulk ja C - °82i
fikseerime suvalise mittenegatiivse reaalarvu /1 =
Madrame punkti m mOOduks y~(m) = E_‘i\II',EI,m , m=0
yu(m) 0O, m<O0 ,

Kuigi mddtuvate hulkade klass on siin sama mis eelne-
vaski naites, leidub kdesoleva naite puhul nullist erineva

mbédduga hulki I6pmata palju.



6, Ulesandeid.

1. Tuua naide negatiivse mitteaditiivse I6pliku hulga-
funktslooni kohta.

2. wfa on vaja nbuda funktsioonilt ~(A) selleks, et
ta oleks hulgal 0 pidev?

3. 1=\ uldistatud m66du korral kehtib monotoonsuse oma-
dus?

4. TOestada, et naidetes 5-7 esitatud mdddud on 6 -adi-
tiivsed.

5. Tdestada, et ndidetes 10 ja 11 esitatud m66dud on

téenaosusmdddud .
83» MOoOtuv funktsioon.

1. Funktsioon abstraktses ruumi?;

Funktsiooni X ruumist ruumi , luhidalt
X (BN m defineerime eeskirjana, mis seab Uheselt iga-
le ruumi punktile 7 vastavusse mingi punkti CJ2 =

*X (@D, Cgre2™
Funktsioon X ei tarvitse olla Uksihene: voib leiduda
veel mingi teine punkt nii, et ka
X (CJ1) =COg -
Punkti co2 nimetatakse punkti eo N kujutiseks (funkt-
siooni X jéargi), punkti cJ* - punkti o) 2 orlp;lnssl
(funktsiooni X jargi). Ruum {iJ® on funktsiooni X uwsii-

ramispilrkond.
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Olgu mingi hulk ruumist bA, . Hulga koigi

punktide kujutiste hulka

{cJ2 : w26 x (a)™ , A}
nimetatakse hulga A" kujutiseks (funktsiooni X jargi) ja
tahistatakse sumboliga X (AM) .

Voime kénelda ka hulkade klassi JC kujutisest (funkt-

siooni X jargi),
{a2 A2 . X (A.),
ning tahistame selle kujutise siUmboliga X - KOigi ruu-
mi 3 ~ punktide kujutiste hulka
{<u2 s ¢j2 =x (u;1) , an, e fitf =x (1,)
nimetatakse funktsiooni X vaartuste hulgaks:

Naide 1. |Indeksite hulgal T defineeritud hulkade
klass mddrab funktsiooni X (T , seades igale reaal-
arvule t G T vastavusse hulga A. ruumi Stl kdigi alam-
hulkade klassist -

Naide 2« MOOt W. on funktsioon yfY( C  £0»°%%)) *
seab k6igi méotuvate hulkade klassi C igale elemendile A
vastavusse mittenegatiivse reaalarvu YU(K) . Téendosusmoét

P aga on funktsioon P( C £0,0) .
2. Podrdku.jutis«

Olgu meil vaatlusel mingi hulk « Selle hulga
originaaliks (funktsiooni X jargi) nimetame kdigi nende
punktide hulka, mille kujutis sisaldub hulgas A2 , s. t,

{wl X (0)1)6 A2} .

Samuti on klassi 2 originaal:



lal sAL =3 - X (u™) e A2 , A2Ej™}

Hulga A2 originaal kuulub alati ruumi 1 < Kuna
Uldiselt kdik ruumi g 2 punktid ei tarvitse kujutamisest
osa votta (s. t. vOib leiduda punkte <72 , mis ei ole uUhe-
gi punkti (0 j kujutiseks), siis vdib esineda olukordi, et
mittetihja hulga originaaliks on tuhi hulk.

Kui vastavusest votavad osa kdik ruumi Q 2 punktid,
siis Utleme, et kujutamine toimus ruumiks 3 s - Sel juhul
on ainult tihihulga originaaliks tihi hulk, ning funktsioo-
ni X vaartuste hulk X GE&2M) = 2 (uldiselt X (EcM)C
cft2) .

Kogu ruumi PR2 originaal on alati mittetihi, see
langeb Uhte kogu ruumiga fl1, .

* Teoreem 1. Hulk A™ sisaldub alati oma kujutise

X(ALl) = A2

AlC : X (cjl)6A21 ,

kusjuures voOrdus
Kni={«, 11 1°)612j

leiab uUldiselt aset juhul, kui funktsioon X on Uksthene.
Teoreemi tdestamiseks on tarvis kasutada vaid kujutise ja
originaali mdistet ning funktsiooni uUhesust. (TOestada teo-
reem iseseisvalt!)

Seades igale hulgale A2 (sealhulgas ka uhepunktilise-
le hulgale {~2]" vastavusse tema originaali

o)1 =X (U1)€ Aj

defineerime vastavuse ruumi £2. hulkade ja ruumi hui-



kade vahel. Seda vastavust nimetame funktsiooni X poord—

N
kujutiseks ja tahistame sUmboliga Z*“ , seega v5ime Kir-

Jutada:

[ - Z (col)€A2j= Z“1(A2) , @
eriti [oon :z =uw2) = z72"1(c32) , (@)
ja {unr - Z (CINS & 2} =z%1("2) ;
samuti ka

{al : A1 =N : z (WE.K2I , A2£j j = Z~1(3F2) .

Kuna Z ei ole lUldiselt Uksihene9, siis ei ole Z ta-
valises mdttes funktsioon: iga punkti @2 poordkujutis
Z"n(CUZ) sisaldab uldiselt enam kui ihte punkti (sest Q02
voib olla mitme erineva punkti GJI®, , --- kujutiseks).

Seega naeme, et eelmises punktis antud ja uldiselt ma-
temaatikas kasutatava funktsiooni mdistega vorreldes on
podrdkujutis ménevdrra uldisem mdiste. Esitame podrdkujuti-
se definitsiooni:

Kul ruumi igale hulgale A2 (sealhulgas ka igale
Uhepunktilisele hulgale) on vastavusse seatud mingi kindel
(tihi voi mittetuhi) hulk ZzZ“~ (A2) ruumist , Siis Ut-

leme, et meil on defineeritud podrdkujutis Z~"( )
3* Poordku.jutise poolt indutseeritud hulkade klassid.

Tuleb markida, et podrdkujutisel on mitmed huvitavad
omadused, mille kohta jargnevalt esitame mdningad teoreemid.
Teoreem 2. P6o6rdkujutis Z~1("c2 = ) Jagab ruumi
Uhisosata hulkadeks Z“1(u)2) , s. t*
Z"1(w2)n z71(CIE) =0 , kui op2 JEIO2 .
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(Teoreemi tdestamisel kasutatakse iksnes podrdkujutise defi-

nitsiooni ja funktsiooni uUhesust - tdestadal)

Jéareldus 1. Ruumi suvaliste uhisosata hulkade
originaalid ruumis A on Uhisosata, s. t. kui A2F)A2 =0,
siis ka

=1(A2)) M (™1(A2)) = 0 . (Toestadal)
Teoreem 3. Poordkujutis sailitab hulkade sisalduvus-
eeosed ning hulgateoreetilised operatsioonid*
1. Kui AjCB2 , siia Z_ 1(A2)C~(Bij) (

2. ) = U(X-1(B™)) ,
x"1(ne” = fior*1
(fs" ) = fior<1( )
mistahes hulkade klassi :0CET , kor-

ral. (Tdestadal!) Viimastest seostest tulenevad jargmised olu-
lised vaited;

Jareldus 2. Olgu ruumis iR 2 maaratud 6 -algebra O 2j
selle 6 -algebra originaal C~ ruumis iQ, , C1l =3r1(C2)
on samuti 6 -algebra. Seda nimetatakse po&drdkujutise
poolt indutseeritud B -algebraks.

Jareldus 3. Olgu JM2 ruumis N~ 2 mingi hulkade klass
ning C(J’\Z) selle hulkade klassi poolt indutseeritud G—al*
gebra. Siis X“1(C ¢ ) on minimaalne hulkade klassi
X“~" (") poolt indutseeritud 6 -algebra:

C(x-1(1,)) = i-1c™ ("))

Jéareldus 4. Olgu ruumis méaratud 6 -algebra ]
kdik sellised hulgad ruumis mille pddrdkujutised kuu-
luvad 6 -algebrasse moodustavad (3-algebra, mille

tahistame téhega (@2 :
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{a2 ' j-1(@2)c ej, e2. 0)

6—algebrat C~/ nimetatakse O -algebra C” kujuti-
seks, mis on indutseeritud podrdkujutise abil.
Poordkujutise abil on vdimalik indutseerida ka mdotu.
Olgu ruumis (€], C1l) defineeritud mdot . Defineeri-
me mdddu JXz ruumis (_I"Q,CZ) » fos C2 N poordkujuti-
se 2”7~ abil indutseeritav 67-algebra, seosega:
/*272) ~/*1 1= n2n3 *
Seega on moot defineeritud iga CZmGttes mddtuva (vt. seos
(®)) hulga k2 jaoks. Sellist médtu M 2 téhistame edaspi-
di sumboliga d , S. t.
yUu2,@2) = /4-X"1(A0)

4. Indikaatorfunktsioon.

Vaatleme suvalist ruumi £2/1 ja ruumi Q 2={0,1} .
Fikseerime mingi mittetuhja hulga AC ffi,.
Defineerime funktsiooni 1a(f£c™ -*~ 2) jargmiselt

(vrd. funktsiooniga 14 ptk. | p. 7*1).

, kui CWFE A,
0, kui a)”A.

Funktsioon 8

1n on maaratud iga punkti Jaoks.
Seda funktsiooni nimetatakse hulga A indlkaatorfunkt-
siooniks. llmselt saab iga hulga A jaoks ruumist £2~ de-
fineerida indikaatorfunktsioon!, seega on indikaatorfunktei-
~ Edaspidi jatame indikaatorfunktsioonil vahel lihtsuse
mdttes argumendi markimata, s. t. Kirjutame 1™ = 14(CJ) .
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oonide hulk seatav Uksihesesse vastavusse hulkade klassiga
oUE2 - Muuhulgas saab indikaatorfunktsioonid omistada ka
tihjale hulgale ja kogu ruumile; need osutuvad konstantse-

teks:

N m0* ]l -
sealjuures on need hulgad ka ainsady mille indikaatorfunkt—
sioon on konstantne. (Miks?)

Paneme tahele, et tehetele hulkade vahel vastavad ka
teatavad tehted nende hulkade indikaatorfunktsioonide vahe[.
Tulemusi kokku vdttes saame jargneva teoreemi:

Teoreem 4 :

a) Kui A10 B1 =0 , siis IADUBI = 1IAI + IBi J

\ \ »1=*

b) kui A~”C , Siis 1AM IB” ;

c) lai< St “ 4 *
(Téestada teoreem,kasutades selleks indikaatorfunktsiooni

definitsioonil)
5. Lihtfunktsioon _ja elementaarfunktsioon.

Edaspidi vaatleme eeskatt selliseid funktsioone
XM =H£22) » ®ille korral =R , s. t. reaalarvuliste
vaartustega funktsioone. Selliste funktsioonide hulka kuulu-
vad ka moot (m6o6du korral on = (:) ja indikaator-
funktsioon. Ka 10pliku hulga indikaatorfunktsioonide lineaar-
ne kombinatsioon maddrab reaalarvuliste vaartustega funktsi-
ooni :
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X(CO) = £3 rt 1A &) , [0

i=1 i
kus TER , Ai“Aj =0 » i~Md» N A= *
Selliselt defineeritud funktsioon X -»R) on

Uheselt maaratud kogu ruumis £2” j see ilmneb eritiselges-
ti jargmisest, seosega (4) samavadrsest definitsioonist:
{q',kui Y
rn , kui u»€Aq .
Erilist huvi pakub Glaldefineeritud funktsioon erijuhul,
kui ruum N on médtuv, s.t. kui on defineeritud £ -algebra
e Juhul, kui k&ik hulgad , mis esinevad seoses (@), on
modtuvad,nimetatakse seda funktsiooni Ilhtfunktsiooniks. liiht-
funktsioon indutseerib ruumi jJaotuse 16plikuks hulgaks
osadeks: N =X (i=1,2,..=,n) =
Vaatleme niuidd loenduva hulga indikaatorfunktsioonide
lineaarset kombinatsiooni:
X(u>) = 8 ri 1A, Q) »
i=1l 1
kus BeE R , AJHAj] =0, (i7J) , Ual =0>n . ®)

Juhul, kui k&ik hulgad A™ on mdédtuvad, nimetame funkt-
siooni (5) elementaarfunktsiooni fra- Blementaarfunktsioonil on
loenduv hulk erinevaid vaartusi r~(i=1,2,...) ning ta in-
dutseerib ruumi N jaotuse loenduvaks hulgaks osadeks:

AN = X71(ri) ,  i=1,2,...0 .
Margime ara elementaarfunktsiooni veel Uhe olulise oma-

duse. Olgu B suvaline hulk ruumis B . Leiame selle hulga

originaali:
_17P



r@® =/an, :X@1M,)=r. ,r. £€B ,
A N N
3=1,2,... ngl= ZT X (X))
> =i 3
VvOi
3ri1(B) = ¢~ D X(cA,) = r=x , 1~ B* >
Jj=12,... 1= ILX” (rj.»
- 0=1 3

vastavalt sellele, kas hulk B sisaldab 13pliku vbi 18pma-
tu osajada punktide r”~ jadast.

Osutub, et hulk X (B) koosneb uUlimalt loenduvast
hulgast mddtuvatest hulkadest, seega on mddtuv.

Sellega on tdestatud jargmine teoreem:

Teoreem 5. Olgu B suvaline hulk ruumis
olgu X [liht- voi elementaarfunktsioon. Siis hulk X"A(B)
ruumis on alati mdotuv.

Nimetatud omadusel on suur tahtsus funktsioonide uuri-
misel ja nendega opereerimisel. Kahjuks tuleneb see omadus
aga asjaolust, et elementaarfunktsioonid omavad vaid loen-
duva hulga vaartusi, mis on oluliselt kitsendav eeldus
funktsiooni jaoks. (Miks?) Edaspidi vaatleme funktsioone,
mis sailitavad originaali mddtuvuse vahemalt teatavate hul-

kade B (BCR 2) korral. Sellisteks osutuvad mddtuvad funkt-
sioonid.

6. M55tuv funktsioon.

Lihtfunktsiooni nimetatakse 16pliku hulga vaartustega

mdotuvaks funktsiooniks.

Elementaarfunktsiooni nimetatakse loenduva hulga vaar-
tustega médtuvaks funktsiooniks.
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Defineerime nuid Uldise mddtuva funktsiooni. Olgu ruu-
mid (ff,,, C,j) Ja (A?22»"2"N mddtuvad. Nimetame Funktsioo-
ni XE2,J +£2~) mddtuvaks parajasti siis, kui iga mddotuva
hulga Ag £ 2 korral X7~(Ap) on C ~mdotuv. (Seda defi-
nitsiooni nimetatakse mddtuva funktsiooni deskriptiivseks de-
Finitsiooniks)e

Naeme, et iga I6pliku hulga vaartustega mé6otuv funkt-
sioon ning samuti ka iga loenduva hulga véaartustega m00tuv
funktsioon on mOOtuvad funktsioonid, sest nende korral on
koguni ruumi 1 , iga hulga (mitte ainult mé66tuva hulga)
originaal "~-mddtuv. Tuleb aga kohe markida, et mitteloen-
duva hulga vaartustega funktsioonide korral pole see ndue
kaugeltki alati tdidetud, sest kasutades seost

x-1(B )=wuj r w)

nédeme, et kui hulk B sisaldab mitteloenduva hulga
erinevaid funktsiooni X vaartusi, ei ole hulk LJBX—A(<ﬂa
kui mitteloenduva hulga médtuvate hulkade udhend uldiselt
loenduv (kuigi erijuhtudel ta vdib loeaduv olla).

Osutub, et kehtivad jargmised meile edaspidiseks véaga
olulised teoreemid, mis esitame siin tdestuseta.”

Teoreem 6. Iga mdotuv funktsioon on teatava lihtfunkt-
sioonide jada piirvaartuseks*

Teoreem 7. Iga mittenegatiivne m66tuv funktsioon on
mittenegatiivsete lihtfunktsioonide jada piirvaartuseks.

Olgu margitud, et mddtuva funktsiooni vdib defineerida

9 Toestus vt. naiteks 2J, lk. 118.
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ka kui lihtfunktsioonide jada piirvaartuse (sellist defi-
nitsiooni nimetatakse mddtuva funktsiooni konstruktiivseks
definitsiooniks). Sel juhul tuleks teoreemina tdestada mO0-
tuva funktsiooni omadus, mida valjendab deskriptiivne defi-
nitsioon.

Osutuh aga, et deskriptiivse definitsiooni vdib asen-
dada temaga samavaarsega, mille poolt esitatav tingimus on
aga ndrgem ja kergemini kontrollitav. Seda asjaolu valjen-
dabki jargnev teoreem.

Teoreem 8. Olgu ruumid (Bj» CJ) ja ("2*’39 me®**

N mingi selline klass ruumis ~ 2 »

tuvad; olgu
C(e>) - C:2 (s. t. klassi & 2 poolt indutseeritud mi-
nimaalne 6 -algebra C langeb GJhte antud 6 -algebra-
ga 02) *Sis on funktsioon X(Ec™ B> ™ mestuv parajas-
ti siis, kui iga hulga korral X-1(A2) on md&tuv.

Tdestus. Tuleb tdestada, et iga mddtuva hulga B2
korral on hulk X“1(B2)C 1Qj mddtuv.

Olgu Bz suvaline mddtuv hulk ruumis B 2 » s*
B2€ C2

Siis peab leiduma loenduvast hulgast loenduva summa
ning vahe leidmise tehetest koosnev operatsioon ja loen-

duv hulk hulki AN A2 »... hulkade klassist nii, et
B2 =7 (V a2, ...)

Kui sellist operatsiooni ja hulkade jada An ,AQf £27°
ei leiduks, vdiksime moodustada 6'"-algebra C2 * nis si-
saldaks koiki © -algebrasse C kuuluvaid hulki, véalja ar-

vatud hulk Bp ja kdik hulgast B2 loenduva hulga loenduva
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suma ning vahe leidmise tehete tulemusena saadud hulgad;
siis C 2 cCz *m~s oloks vastuolus meie eeldusega selle
kohta, et C2- C(@C) *s. t. C2 on minimaalne klas-
si POO!”™ indutseeritud 6 -algebra.

Leiame nldud hulga poordkujulise X“A B2) -

Kasutades teoreemi 3 saame:
X'1(B2) = X~V (ALtA2,...) = y (X" 1(AL), X“1(A2),...) .

Et iga hulk X A(A’\) on eelduse kohaselt md6tuv, selliseid
hulki on aga X~ (B2) avaldises ainult loenduv hulk, siis
on ka X“ (B2) mdGtuv.

Teoreem on tdestatud.

Olgu margitud, et viimati tdestatud omadust kasutatak-
se reaalmuutuja funktsioonide t«foorias mdotuva funktsiooni
defineerimiseks. Tdepoolest, meenutade md&tuva reaalmuutu-
jJa funktsiooni definitsiooni. 10

Funktsiooni f(x) , mis on defineeritud hulgal A ,
nimetatakse m6otuvaks sellel hulgal, kui

1° hulk A on médtuv,

2° hulk |X I f(X)> aJ on mdotuv iga Iopliku a

korral .
Toepoolest, kaesoleval juhul
=ACR ; 2=RrR t
C2 on Boreli mdttes méotuvate hulkade klass (C2="%)
J on hulka A kuuluvate Boreli hulkade klass (teoreemi

1.6 kohaselt on see klass samuti G -algebra). Teatavasti

Vt. naiteks £6Jt
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aga $ = C(jtf) , les JC= a¢) : a € R)M. (Toestadal)
Seega ndue, et hulle | x : f(x) > aj on mddtuv, tahendab,
et hulk f-~((a,0°)) peab olema mddtuv, ning sellest ja-
reldubki teoreemi 8 pdhjal funktsiooni f m00tuvus.

Naide 3. Defineerime funktsiooni X(R <tR), kus j
(R2 , £2) on 2-dimensionaalne eukleidiline ruum, (R,-0)
on reaalarvude hulk* M&dtuvateks loeme mdlemas ruumis Bo-
reli hulki.

Olgu funktsioon X madratud seosega:
X( oyl , COf) — CI2 = t
kui 0O”™ on vektor ((‘J’9 , H) .
Leiame nuud funktsiooni X podrdkujutise X~
Fikseerime k&igepealt suvalise punkti co*e R . Siis
X“1(un) = € (oo, , ol =
= Q2 ~ oqu:A ICAj)o € (oo, «*) , g =CJg- J1
s. t. hulgaks I"'F(U)Z) on sirge ruumis R2 (vt. joonis &).
Olgu niud antud hulk k2 - (#2,00)C R = Hulga A poord-

kujutiseks saame:
X (A2) = | (@icli) = 6C=i00) , 6(2- »")=
|(c™,en™) -U6(C-",°°) , €(.bX2 -cn, ,00)],

s. t. saime pooltasandi ruumis R2 . Pooltasand kuulub tea-
tavasti Boreli hulkade klassi tasandil, ja seega hulk Xr\k2)
on médtuv. Vaadeldes klassina ZC klassi N(@, <») ; a€RJ,
saame, et on méotuv alati, kui A2” NI f seega
funktsioon X on teoreemi 8 pdhjal mdotuv*

Teoreem 9. Olgu antud médtuvad ruumid (€n~,C.) ,
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(FR»"2D cR3.73) ning mddtuvad Funktsioonid
X@R da YErj~ 2&5>) -
Siis on ka funktsioonll Z=10Y -»> , mis

on mddratud seosega ZCa”) = XCYCa”)) , mddtur.

Joon. 62.

Toestus. Funktsiooni Z mddtuvuse tdestamiseks on
tarvis naidata, et iga hulk = Z~"CA”™) on -mB6-
tuv. Funktsiooni Z definitsiooni pdhjal avaldub hulk A®
Jargnevalt:

Al = Y 1(~1(A3)) .

Hulk Ag = X~-\aO on 2-m® Muvi sest X on mod-

Funktsiooni Z = X =Y nimetatakse funktsioonide X
ja Y kompositsiooniks; tavalisest funktsioonide korruti-
sest eraldamiseks margime selle stmboliga X O0Y , kuna aga

funktsiooni X mdistame funktsioonide X(u>) ja Y (co)
korrutisena.



tuv funktsioon. Siis on aga ka hulk y~CA,) -mddtuv,

sest T on modtuv Funktsioon. Teoreem on tdestatud.

Eeldame niud, et ruumis N on defineeritud ka moot,
s. t. vaatleme ruume @&7,,Cv ja (R2,C2) .
Kahte funktsiooni X \(E2" <& 2) ja * N 2)

loeme ekvivalentseteks ning tahistame selle seose sumboli-
ga AN, kui
noco X DA Xxu)) =0 -
Edaspidi vaatleme/mitte Uksikuid funktsioone, vaid
mdistame funktsiooni X(cJ) all koigi funktsiooniga X(tO)
ekvivalentsete funktsioonide hulka, s. t. samastame omava-

hel kdik ekvivalentsed funktsioonid ehk vaatleme funktsioo-

nide asemel vastavaid ekvivalentsi klasse.

7. Mootuvate funktsioonide .lada koonduvus.

Kui ~ 2 =R , siis on kdik funktsiooni X( Q2
vaartused reaalsed. Koige Ulihtsam on sel juhul koon-
duvus defineerida koonduvusena koik.jal (igas punk-
tis). Oeldakse, et funktsioonide jada Xn (») koondub funkt-
siooniks X(COM), kui reaalarvude Xn(a)”?) «jada koondub re-
aalarvuks X(cJ™) iga korral .

Olgu margitud, et ndue, olgu ruum £22 reaalarvu-
de ruum, pole siinjuures oluline. Tarvilik on Uksnes, et
ruumi £22 elementide hulgas on mingil viisil defineeritud

koonduvus. Edaspidi alati, kui radgitakse koonduvusest, il-

ma selle liiki juurde markimata, mdistetakse koonduvust koik-

jal.
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Osutub,et koonduvus kdikjal on vaga range ndue; sageli
piisab nérgemate tingimustega maaratud koonduvustestki olu-
liste tulemuste saavutamiseks. Seetdttu defineerime veel mb-
ningad koonduvuse mdisted.

Mc”)c”)*tuvate funktsioonide jada X”~0J) kohta 6eldakse,
et ta koondub médtuvaks Ffunktsiooniks X(co) mb6du _jérgi.
koi iga < >0 korral

lim Jx™00) - X(00)| =<£j =0
n +tee 1

M80du jargi koonduvust téhistame jargmiselt:
X(u>) = - Iim Xn(®) ,
ehk
Xn(c3)™X(43)
Kehtib jargmine teoreem:
Teoreem 10. Kui

X(c0) =yix - lim Xn(cl) ,

da
Y () =yu. - Lim Xn(ol) ,
siis
X(00)~Y(u>)
(Toestadal)

Defineerime veel Uhe koonduvuse mddtuvate funktsioonide
ruumis. Selleks tuleb meil eeldada, et ruumQ 2 on taie-
lik.

Ruumi a 2 nimetatakse taielikuks, kui selles igal
fundamentaal jadal CJ  eksisteerib piirvaartus, s. t. sel-
lest, et vastavalt igale arvule £ >0 leidub N(£) nii,

et kehtib seos



Jwn - w n+m(<-£.
kui n>N(<£) , m=1,2,..=, jareldub jada cJq piirvaar-
tuse CJ eksisteerimine.
Vaatleme médtuvate funktsioonide jada X~ £2° e

Jada Xn(co) koonduvushulgaks nimetame hulka S s

s*5 £ U b ive> -w
s. 0. koigi aelliste punktide hulk, mille korral iga Kk
jaoks leidub selline n , et iga m korral on taidetud
vorratus
Ilv'>- w 4 4 -
Kuna kdik funktsioonid XWw) on médtuvad, on ka hulk
W~ 1< e]

A-mGdtuv; et hulk S on moodustatud loenduvast hulgast
mdotuvatest hulkadest Uhendi ja Uhisosa leidmise teel, siis
on ka hulk S C”-mdGtuv.

Nimetame hulka A , \ S =D jada XQ(cO) hajuvushul-
gaks. Ka jada hajuvushulk D on C”-médtuv. Me itleme, et
funktsioonide jada Xn(cO) koondub peaaegu kdikjal, kui

selle jada korral kehtib vOrdus:

yM1(®) =0 ,
kus on mdéot ruumis -
Kuna ruum on taielik, siis eksisteerib peaaegu

kdikjal koonduval jadal ka piirvaartus X(cO) , mille vdime

defineerida naiteks jargnevalt:

JX(J) = Ilim Xn(ad) ,CJ6S ,
A XU)> = B A W€D . ®
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Nagu ndeme, maarab jada XQ(cj) Tunktsiooni X(cO)
Uksnes hulgal S , kuna hulgal D vdib X(c0) valida mee-
levaldselt; Ukskdik kuidas me funktsiooni X(u>) ka ei de-
fineeriks hulgal D , saame alati funktsiooni, mis on ek-
vivalentne seosega (6) defineeritud funktsiooniga.

Funktsiooni X nimet ~ae peaaegu I6plikuks, kui

/™N{0o0: |x(cO)|]* ooJd= o

Esitame veel mdningad olulised tulemused, kuid tdes-
tusteta, kuna kdik tdestused on samased vastavate tdestus-
tega reaalmuutuja funktsiooniteoorlas.

Teoreem 11. Kui mdot on 16plik ja peaaegu 16p-
like funktsioonide jada XaCcO) koondub peaaegu koikjal
peaaegu 16plikuks piirvaartuseks X(u>) , siis koondub see
jJada samaks piirvaartuseks ka mdédodu jargi.

Teoreem 12. Kui jada Xn(u>) koondub mdddu jargi, siis
leidub tal osajada X_ (W) , mis koondub peaaegu koikjal.

Seega naeme, et Igpliku mé6du korral on koonduvus pea-
a:agu kdikjal tugevam kui koonduvus mdé6du jargi: koonduvusest
peaaegu kdikjal jareldub koonduvus m&6du jargi, vastupidi aga

mitte.
8. Ulesandeid.

1. Olgu meil defineeritud funktsioon X(E™ Hi2) .

Fikseerime mingil viisil punkti U)2 . Millega vordub siis
X (a2) , kui ei leidu sellist punkti , et X(cON) =
=co2 ? -

2. Olgu 4 loenduv hulk, mitteloenduv hulk.

Kas leidub funktsiooni X(cO™) , mis kujutab ruumi

ruumiks I£2
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3. Missugune peab olema funktsioon X(™>) selleks, et
poodrdkujutis X (AA) oleks tavalises mdttes uUhene funktsi-
oon (s. t. Uhene punkti funktsioon)? Mida voiks sel korral
6elda hulkade £2" ja ™2 vaimsuse kohta?

4. Olgu funktsioon X(co) UkslUhene. Missugune peab siis
olema ruumide ™™ ja "2 vaimsuste vahekord?

5. Kas pédrdkujutise abil oleks voimalik indutseerida
médtu ka ruumis méddu jargi ruumis (2. *"2 T N

6. Kas klassikalises analuiUsis tuntud elementaarfunkt-
sioon vOiks olla uhtlasi elementaarfunktsioon p. 5 mdttes?

7. TOestada, et sin x on mdédtuv funktsioon,

8. Toestada, et xy on mddtuv funktsioon,

9. Mille poolest erineb seosega (3) defineeritud 6 -al-
gebra C 2 hulkade klassist JT2 .{ — XA, krendl
Kas Ji2 on & -algebra? Pdhjendadal

84. Integraal.

1, Lihtfunktsiooni integraal,

Olgu meil ruumis (£2, C%JJ) defineeritud lihtfunktsi-
oon XCQ -mR) :

X(co) = £ rA.Cod) ,
i=1 1

Integraali 1 funktsioonist X(cJ) mddduyt* jargi ule
kogu ruumi a defineerime seosega:
=J X(i0)ytA(dcu) = JXd/u. — * @)
01
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Integraal on arv, ning juhul, kui mdot on Idplik,

|]ike=°.
Integraali Ule mdédtuva hulga A defineerime seosega:

Ix(0JI)yU<dcd) =7/ X(0>)IA u?)yu(dct) . @

Naeme, et integraalil on jargmised lihtsad omadused:

1° Kui X(cO)™ 0 , siis™ X(u3)/U.(d0 (monotoonsus)

2° KX(co)/MW-(d«>) = K* X(u?)-i(du>) (homogeensus) ;

3JIx(u>) + Y(coyly.(dup) ="/ X(C-H)A Cd 7~ Y(~(d.)
(aditiivsus, ka distributiivsus). (Tdestadal)
Seosest 3° saame teise aditiivsuse omaduse, kasuta-
des teoreemi 3»4, mille kohaselt
XIAt/B = Z(IA + IB) = XIA + XIB » kui ANB ~ 0 .
Seose (2) rakendamine saadud vorduse mdlemale poolele annab-
ki omaduse 4°:

4°  / Xu?)yi*(dcO) =J X(coyMdu>) + / X(oOUA(dud) , kui

AUB A B
Ales =0 .

Seostest 1° ja 3° tuleneb ka teine monotoonsuse omadus:
5° Kui X(co)”™ Y(o>) , siis
JX(io)zx(dco) AJ Y (0 )>U(dad) . (Toestadal)
n n a

2, Mittenegatiivse mddtuva funktsiooni integraal.

Selleks, et defineerida integraal mistahes mddtuvast
funktsioonist, kasutame asjaolu, et iga mittenegatiivne mdo-

tuv funktsioon on avaldatav lihtfunktsioonide mitte-
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kahaneva jada piirvéu":irtusena12 (vt. teoreem 3e?)e

X(CI) = nLim Xn(O) , Xn(u>)" Xn+1(cO) .
n -

TOestame kdigepealt mdningad lemmad.
Lemma 1. Olgu X~cO) (n=1,2,...) mittekahanev mitte-
negatiivsete lihtfunktsioonide jada,

lim X (e0) » Y(o>) ,
n oe

kus Y(oo) on mittencgatiivne bihtfunktsioons Siis

1im~Xn(co)ui.(da>) “jY(co)Nu(dco) . A
£l
n
Toestus. Eeldame, et Y(cJ) =1 X ri e kusjuures ol-
gu O™ Pl< r2<...<rn . 1=1

Olgu £. suvaline positiivne arv. Defineerime ruumis
hulkade Bm jadas

Bn =]co : Y00)> Kud) -£ . n~ mJ (=1,2,...) .

Kuna eelduse pdhjal Xn(cO) on mittekahanev, siis

8y C By« B =

sest iga punkti cO* jaoks leidub N# nii, et “
- Y@Ww?»)>-£ , kui n> N*, vastavalt meie eeldusele.

Kasutades siis monotoonse jada piirvaartuse avaldist
(vt. teoreem 1.1), saame

lim B
m —3D

= 0N -

12 Teatavasti on reaalarvude vallas igal tokestatud mit-

tekahaneval jadal 16plik piirvaartus; tdkestamata mittekaha-
neva Gada piirvairtuseks vdime aga lugeda + °° , seega on lgal
mittekahaneval jadal piirvaartus (vt. naiteks [7] ).
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Koi yn(£2)< 00 9 kehtib méddu 6*-aditiivsuse tottu ka

vordus
LIJIim /<(Ba) = (£2) ,

millest jareldub seos:

lim/4 (E2 - Bn) = O .
m *>00

Kasutades integraali omadusi 4° ja 1°, saame vOr-
ratuse:
yw)M((do))> \] XaCcO)yu(dco) {

a Bm
integraali omaduse 5° ja hulga Bm definitsiooni péhjal

jareldub, et iga n< m korral kehtib vorratus

/~(coLuCdcO)n \] (Y(co) -£)/~(dt0) = !MT(00>|(du>) -
—E/*( -
Teisendame saadud integraali, kasutades integraali de-
finitsiooni ja omadust 3° -
Et aga J*T(cu )M(dto)>\] T(ooyA(da>) - rmyx(BR- B®) ,
®m i&

siis saame kokkuvottes:

\] Y(0?)/i(dCA>) - JV U) yw. (dcO)4 + rnyn(ii- Bx) ,

Aning kui £ 0, m ¢ , jareldubki siit seos Q)»
Lemm« ?_ Kui ja T'n(=) on mlttekahanevad
mittenegatiivsete lihtfunktsioonide jadad, ja13
Iim 1(c0) = lim Tn(cO) iga bIef» korral , (4
M =e0*

M =00

Vaadeldavate piirvaartuste eksisteerimine jareldub
eelneval lehekiljel tehtud markusest.



siis ka
lim X (co)M(dco) = 1lim FY (co)yu(dcl)
m
Toestus. Et
Ilim Xn(c0)4 Ym(cO) ,
n

siis lemma 1 péhjal

lim fXn(co)yu(dcO)”™ | Ym(w )>u(dco) -
_+OO

Sl . -
Teostame nuud vOrratuse paremal poolel piirprotsessi
m meoe e

lim \] Xn(@y*(dcoK  T-im me(*o W.([dw>) j

Vahetaggs jadad Xn(co) ja \'(Am (0>) saame vastupidise
vOrratuse. Mdlemaid vorratusi kokku vottes saamegi vOrdu-
se (4.

Anname niud mittenegatiivse funktsiooni integraali de-
finitsiooni.

M&dtuva mittenegatiivse funktsiooni X(cO) integraa-
liks ule kofqu ruumii L nimetame suurust

X(co)yu(dcO) = [lim fX (co)yu(dco) ,

Sl n *°°A 7
kus Xa(a>) on suvaline mittekahanev mittenegatiivsete liht-

funktsioonide jada, mis koondub funktsiooniks X(u>) .
See definitsioon on korrektne, sest lemma 2 p6hjal ei
sO6ltu integraali definitsioon mittekahaneva mittenegatiivse-
te lihtfunktsioonide jada konkreetsest valikust. (Selgitadal)
Néeme, et mittenegatiivse lihtfunktsiooni korral langeb
definitsioon Uhte varemtooduga, sest iga lihtfunktsioon on
esitatav jadana, kus alates nr-ndest elemendist on jada kons-

tantne. (Tdestada, et elementaarfunktsiooni integraali viime



esitada I6pmatu summana Y™ r./UCA.) , kui kéik kordajad
j=1 d
on mittenegatiivsed!)

3. Suvalise m66tuva funktsiooni integraal.

Selleks, et defineerida integraal mistahes mddtuvast
funktsioonist X(co) , defineerime vastavalt funktsioonile

X(@?) kaks mittenegatiivset funktsiooni X+(cO) jJa

x+@ - X(UR{(0:X(t0)>0} » X+C")™0 }

X'0)= XMY:{ca:x(co)<0}, X*(@)0 -

MBlemad funktsioonid X+(>) ja X (w) on md6tuvad.
(Miks?)

Iimselt X(cOF XHU>)- X(U>) ning kuna need on mdlemad
mittenegatiivsed mOO0tuvad funktsioonid, siis eksisteerivad

ka integraalid

OUUTUSTie X oL X jau&a UU Jtu.'g,u.evaiu. vuim aiaadd:
1) 1+ ja I” on mblemad I8plikud. Siis me Utleme,
et funktsioon X(CJ) on integreeruv« ja defineerime

J X(@>)"cc(d<o) seosega:

Sel juhul on funktsiooni X(u>) integraal I6plik.
2) Uks suurustest 1+ ja 1 on I6plik, teine 16p—

matu. Siis defineerime JX(co)/*(dco) jargnevalt:



3 I+ ja I on mélemad Idpmatud. Sel juhul me utle-
me, et funktsioonil X(<a>) ei eksisteeri integraali. Funkt-
siooni  X(u>) nimetame juhtudel 2) ja 3) mitteintegreeru-
vaks.

Naeme, et igal integreeruval funktsioonil eksisteerib
16plik integraal. Erijuhul, kui X(0J) on lihtfunktsioon, on
ka X+@)ja JHP) lihtfunktsioonid, ning I+ ja I on mii-
ratavad lihtfunktsioon! integraalina. Erijuhul sailib punktis
1 antud definitsioon.

Siit saame leida ka avaldise elementaarfunktsiooni inte-
graali leidmiseks. Sel juhul tahistame

+ | r£ , kui rx> 0 , J-r+ , kui 0,

1 1o, kui r»™0; 1 1 0 ,kui m~n Q.

su. i+=f; rmi. 1 i-=f-r-1
1=1 1 i=1l 1

Valides mlttekahanevaks lihtfunktsioonide jadaks rea

£ rt L. osasunmade Jada, leiame, et
i=1 1 Al
I+ =1 ri/"M"A » 1 = ri/"NAN
=1 i=1l

ning seega
J X(u>)yu(dcO) = *
R 1=1 i=1
kui rida riyW(A") on absoluutselt koonduv; vastasel
korral on funktsioonil kas I8pmatu integraal vdi el eksistee-

ri integraali uldse. (Miks?)



4. Absoluutne integreeruvus.

Arvu 1+ + I” nimetame funktsiooni X(CO) absoluut-
seks integraaliks. Nagu ndeme, eksisteerib see alati (olles
16plik voi 10pmatu). Kui funktsiooni absoluutne integraal on
16plik, Utleme, et funktsioon on absoluutselt integreeruv.

Niisiis jareldub funktsiooni integreeruvusest tema ab-
soluutne integreeruvus ja vastupidi. Kui funktsioon ei ole

integreeruv, on tema absoluutse integraali vaartuseks + oo .
5. Maaratud integraali omadusi.

Maaratud integraali vOime defineerida ka Ule mingi m&o-
tuva hulga AC { selleks tuleb vaid integraalsummas asen-
dada iga hulk Aj Uhisosaga ¢ sisuliselt tahendab
see, et me integreerime funktsiooni X(0))1a (vt. seost
(2)). Seda kasutades saamegi anda Uldise definitsiooni in-

tegraali jaoks ule mingi mddtuva hulga A :
T X(co)yU(du>) =/ X(co) IM(du>) . ®)

On ilmne, et alati, kui eksisteerib integraal Uule ko-
gu ruumi, eksisteerib ka integraal lle selle ruumi mistahes
médtuva hulga. (Miks?) Integreeruva funktsiooni korral on
integraal Ule iga hulga A 16plik.

Ma&aratud integraali omadused, mis olid tuletatud punk-
tis 1 [lihtfunktsiooni jaoks, kehtivad ka uldjuhul. Selles
on vBimalik veenduda, kasutades integraali defineerivat pdir-
protsessi.

1° Kui X(CJ) > 0 , siis j*X(co)M(dcO) > 0 ,
Sl
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2°  j kX(o>)yu.(dcO) = Kk J X(==>)yuU(dco)

3°  / (X(co)+Y(@>))/<(da>) = fx(co)/A(dco)+J Y(o))M(dco),

Nl I N
4° J XCcunCdc0) = jX(cHAa.(du))+ ]ex(u>)/*(dco) ,
AUB A B
kui AN B=0*

5° Kui X(c0)™ Y(c0) , siis

J X(co)y/M(do>)>]Y(c0)/x(du))
(Toestada need omadused!) ~

Lisaks tulalmargitud omadustele margime veel mdningaid.
Kasutades funktsiooniteoorias tavalist kokkulepet

co.0=0 ®)
saame tdestada ka jargmise integraali omaduse:

6° Kui yU(A) =0 , siis

/ X(a>)/A(dc0) =0 .
Kehtib ka teatud mdttes vastupidine omadus:

7° Kui X(W)~™O ja yu(x >0 > 0 ,

siis T X(coyx(dco)> 0 .
(Toestadal!) &

Erilise tdhtsusega integraali teoorias ja selle raken-
dustes (muuhulgas ka tdendosusteoorias) on jargmised, nn.
integraali pidevuse omadused. Neid omadusi kasutades saab
lihtsalt tbéestada ka integraali omadused 1-5? Esitame siin
pidevuse omadused tdestuseta, kuna tdestused sarnanevad vas-
tastele tdestustele reaalmuutuja funktsioonide teoorias (Vt.

naiteks [6] )-
8° Koondugu mddtuvate funktsioonide jada XQ(co) mdod-



du jargi funktsiooniks X(co) . Kui leidub integreeruv
funktsioon Y(co) nii, et

IXa(m>) " Y(&J) (n=1,2,..=; ) f

lim  FXN@@OIMCI) = I xu))IMdu)) -

n weef2 ) ) 62 ) )
9 Kui mddtuvate ja mittenegatiivsete funktsioonide

kasvav .iach
~N(00)4 X2(cOO™ ... < Xn(cIHN. ..
koondub piirfunktsiooniks X(cO) peaaegu kdikjal, siis
FXIDIMAIO) = 1Im (X (>)M(d<0) . -
(g “

6. Ulesandeid,,

1. Tbestada, et kui X(co)™ 0 , siis ka
J X )Hyw.(dc>)4 0 .
n 2. Tbestada, et iga mddtuv mittenegatiivne funktsioon
on avalduv mittenegatiivsete lihtfunktsioonide mittekahane-
va jada piirvaartusena, kui on teada, et iga mddtuv funkt-
sioon avaldub lihtfunktsioonide jada piilrvaartusena.

3. Kas lihtfunktsioonide integraalide jada omab alati
piirvaartust? Millega saab seda pdhjendada?

4. Kas mittekahanev reaalarvude jada koondub alati?

5. Kus kasutatakse lemmasid 1 ja 2 ?

6 . Missuguse tulemusega matemaatilises analiisis (Rie-
manni integraalide korral) sarnanevad lemmad 1 ja 2 ?

7. Missugune omadus on rangem, kas integreeruvus voi
absoluutne integreeruvus? Integraali vOi absoluutse inte-

graali olemasolu? Kuidas on vastav vahekord matemaatilises
analuisis?
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8. Vottes ruumika Sl arvsirge R , saame analllsis
tuntud funktsioonid. Missugune vahekord on &sjadefineeritud
integraalidel Riemanni integraalidega?

9. Millega vordub *
JIx(co)yu(du) ,

kui X&) =00 , yu. (® =0 ? Miks?
§56* M&aramata integraal.

1. M&aramata integraali mdiste.

Olgu meil fikseeritud mingi médtuv funktsioon X(co)

ruumist (B3, ruumi R < Eeldame, et eksisteerib
I =/1(w)udco)
£2

Seame igale mdédtuvale hulgale ACepa vastavaisse arvu
shNA) = vJ X(CI)/x(dcO) = IJ*2r<™/4(d<0). ¢9)
A 77
Sel viisil oleme me ruumis £1} defineerinud hulgafunkt-
siooni  ~(A) , mida nimetame maaramata integraaliks funkt-
sioonist X(u))
Osutub, et mddramata integraal eksisteerib alati, kui

eksisteerib maaratud integraal
FX(u>y*(du>) ,

kusjuures alati, kui X(4Won integreeruv, on maaramata inte-
graal 16plik hulgafunktsioon.

Maaramata integraal sailitab kdik mé&dratud integraali
omadused.

Seega naeme muuhulgas, et maaramata integraal on adi—



tiivne hulgafunktsioon. Edasi pakub huvi, kas mddramata in-
tegraal on ka 06 ™aditiivne. Tdestame teoreemi:
Teoreem 1. Madramata integraal on 6-aditiivne hulga-
funktsioon.
Vaatleme kdigepealt olukorda, kus X(u>) on mittenega-
tilvne funktsioon,
(0 0]

Olgu A= (@ Aif APDAj =0 G * j)

Siis 1A = Zjl

b 0
X@u>) 1 = X(u>) 1 =2 Tx(EDla = Ilm Erx(o»l. .
A 1 i i=1 i i=1 i
Tahistame XH X(@0) I. =X (oJ) iljnneb, et jada
=1 i

X~a)) on mlttenegatllvsete funktsmonlde mittekahanev ja-
da, mis koondub funktsiooniks X(00) IA . Integraali omadu-
se 9° podhjal siis

J lim Xn@u>)A(dcd) = lim Jx~co)yu(dcd) . ()
Arvestades aga, et

J lim xMu(doJd) =\] X(u>) 1A M(dcO) =\] X(co)yu(dco; ,
B Q- Q 7 fIA.
i=1l i
kuid JXn(u>)yU(du>) = |x(cO)yu(dcd) ,

) UA,
i=1 71

annabki seos (2) teoreemi vaite tdestuse mittenegatiivse
funktsiooni X(ci) korral. Uleminek suvalise X(o0) juhu-

le ei valmista enam raskusi, (TOestadal)
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2. Maaramata integraal kui moot.

Nagime, et madramata integraal on alati 6 -aditiivne
hulgafunktsioon. Pidades silmas integraalide omadusi ndeme,
et mittenegatiivse integreeruva funktsiooni maaramata inte-
graal ~(A) on alati mddt. (TOestada!) Siinjuures paneme
tihele, et sellega on meil ruumis Q. defineeritud (lisaks
varem defineeritud méodule , mille abil lldse integraal
avaldubki) veel teine mddt . Meile edasiseks ulesandeks
on uurida samas ruumis erineval viisil defineeritud mddtude
vahekordi -

Utleme, et md6tuvas ruumis (A, M, yW-) hulkade klassil

C defineeritud hulgafunktsioon on M -pidev, kui ta
omandab vaartuse O igal hulgal A , mille yM—mddt on O,

s, t., kui seosest

I}
o

YEN(A)
jareldub seo3
7~-® =0

Juhul, kui ruumiks (iQ,~* yW) valida sirge R,#%c)
(Y. on Lebesgue’i mdot), siis langeb -pidevus uUhte ma-
temaatilises analiisis tuntud absoluutse pidevusega (vt.
naiteks CeJ ).

Integraali omadusest 6° jareldub, et maaramata inte-

graal on M. -pidev hulgafunktsioon.
3. Sadon-Nikodvmi teoreem.

On huvitav markida, et kehtib ka vastupidine tulemus:
iga y* -pidev 6 -aditiivne hulgafunktsioon avaldub tingi-
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mata mingi funktsiooni madaramata integraalina mddduytx jargi.
Teoreem 2. Olgu antud médduga ruum (~2 »C y0.) = Iga
yCC-pidev, 6 -aditiivne ja I6plik hulgafunktsioon <~(A) on
teatava 16pliku funktsiooni X(co) maaramata integraaliks
@D
f(A) = J*X(CI)yu(dco) ,

A
ning funktsiooni X(CO) nimetatakse sel juhul hulgafunktsi-

ooni tuletiseks mdddu ju .jJargi;

xX@)= @ - ©)

Olgu margitud, et tuletis mdddu jargi eksisteerib ai-
nult yM.-pidevatel hulgafunktsioonidel.

Radon-Nikodymi teoreemi tédielikku tdestust me siin ei
esita, kiull aga naitame, et seosega (3) maaratud funktsioon
X(GJ) on Uhene (ekvivalentsi tépsuseni).

Toepoolest, oletame, et eksisteerib kaks funktsiooni

X(W) jJa Y(Qu>) nii, et iga mdéotuva hulga A korral keh-

tib vOrdus
<® = J xsysacoy = Fyiciyrdco) |
A A
YU(CI X(@QT) * Y(CO)) > O .
Et XU  Y(CO)) =

=yU(6J: X(cn))> Y(CO)) +yU(CI :X(U))<cYyWw)) ,
siis peab kindlasti olema kas yCt(CO: X(CO)>Y(CO)) > 0O vdi
/<(a>: X(U>)< Y(CO))> 0 .
Oletame, et kehtib esimene vOrratus. Vaatleme funktsi-
ooni  X(CJ) - Y(u)) , mis on samuti mOOtuv Ffunktsioon ja

hulka B =]co : X(cJ) > Y(cO ) , Siis integraali monotoon-
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8use tottu (omadus 7°):

T Ix(@) - 1(00)I/M(dCO) > O ,
B
see aga tahendab, et

\] X(60 )}:U(dﬁ)> j Y(a>)/4(da>) ,

mis on aga vastuolus meie eeldusega. Tdestada teoreem juhul,
kui

yU(X(ct)> Y(c0)) =0
4. Lebesgue®i lahutus.

1166tusid Y*- ja ~ nimetatakse teineteise suhtes sin-
gulaarseteks (sumboolselt: M- + d), kui ruumi £2 saab esi-
tada kahe hulga ja summana, D=0 nii, et

=0 ; yuC&j )=o0 .

Radon-Nikodymi teoreemile saame anda jargneva uldistu-
se Lebesgue’i teoreemi naol:

Lebesgue»i teoreem: Olgu ruumis (iR., CyU.) defineeri-
tud hulgafunktsioon yn(A) hulkade klassil COSiis leiduvsd
W. -pidev hulgafunktsioon ~(A) ja suhtes singulaarne
hulgafunktsioon V(A) nii, et

VAR) = y/(A) + 1N1A)
Hulgafunktsioonid y/(A) ja P(A) on Uheselt mdaratud. Kui
~(A) on 18plik méot, siis on ka y/(A) ja p(A) 16plikud mdo-
dud. Uhtlasi leidub ruumis E2 funktsioon ¥(cO) nii, et
=J f(co)/~(dcd) ,

seega

ACA) = /7F(COY/*(du>) ¢ (A
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Kui ~A) on mdbt, on F(oJ) mittenegatiivne ja méddu
suhtes integreeruv.
Naeme, et Radon-Nikodymi teoreem on Lebesgue®i teoree-
mi erijuhuks yU-pideva funktsiooni <~(A) korral.
TSestame Lebesgue®i lahutuse Uhesuse.03etame,et eksis-

teerib kaks lahutust

fU)

fU) + P
ja

B = @B + /()
kus ~(A) jJa () on YCi-pidevad, $(A) ja ))"(® on
JA-singulaarsed.
IImselt on siis ka ~(A) - y/(A) yU-pidev m53t,
D'® - 0() aga yiA-singulaarne modt. Naeme, et
y/A) - v @ = A -DK
seega yU -pidev m00t vérdub yU -singulaarsega. Siit jarel-
dub aga, et see moot on samaselt vordne nulliga (kuna ta
Uhelt poolt peab voérduma nulliga kdigil hulkadel, mille
~M-mddt on vdrdne nulliga, teiselt poolt aga ka kdigil hul-
kadel, mille -mdot erineb nullist). Jarelikult
Y/ 2y ja V(M) = 9°A |,
mida meil oligi tarvis tdestada.
Ulejasanud osa Lebesgue™i teoreemist me ei testa. Toes-

tuse vOib leida naiteks opikust [2] v6i [5]-
5. Ulesandeid.

1. Milline analoogia on punktis 1 defineeritud maara-

mata integraali ja analllsis tuntud maaramata integraali va-
hel? Milline on erinevus?
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2. Kas funktsioonil, mis ei ole integreeruv, vOib maa-
ramata integraal eksisteerida? Milline see integraal siis on?
3« Avaldada integraal:

F* X(Coyyu(dCc>)
aUb
integraalide kaudu, mille integreerimispiirkondadeks on A, B

ja AN B} A ja B on suvalised.

4. Toestada integraali 6 -aditiivsus suvalise mdGtuva
funktsiooni korrall

5% Olgu meil ruumiks a reaalarvude hulk (R, &yU),
kus yU. on Lebesgue’i mdot. Defineerime siin md6du ” seo-
sega: ~(A) = kK , kui leidub Kk taisarvu Jpj2reeenj ™ A
Missugune on médtude ” jayOC vahekord?

6. Olgu ruumis (R,j8yu.) defineeritud mdédt *~[a,b])
seosega

ffed =mex Q , ).

Kas ™ on -pidev? Kas yU. on " -pidev?

7. Olgu c konstant« Defineerime mdéddu *N(A) :

f A * /-t .

Missugune on mdédtude ~ jayu. vahekord?
8. Leida ja U Ulesannetes 5-7» kui need ek-

sisteerivad.
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86. Ruumide otsekorrutis.

1. Otsekorrutise mliste.

Olgu antud n ruumi £2«, vastavalt
Uldelementidega <m,,, n* R + (i=1,2,... ,n).
Hulki ruumis téhistame vastavalt sumbolitega A~B™, ...

Defineerime ruumide n otsekorrutise

X EN2 x eee x~An =~ kui k3igi jarjestatud punkti-
hulkade (korteezide) cJ ~ ) eee* hulga, kus
6Jie , iIs1,2,...,n ,

Margime siin, et ruumide otsekorrutist nimetatakse ka
Descartes™i (Cartesiuse) korrutiseks.

Ruumi a kuuluvad hulkadena ka ko&ikvdimalikud hulgad

A=A"X ... X An =
(cjif..._,cjn) :0>+x€ AIiCiQ,;isl,...,nj j @

selliseid hulki nimetatakse risttahukateks ruumis Q ¢ Ju-
hul, kui méni hulkadest A" Ilangeb Uhte kogu ruumiga R t.
saame hulgad, mida nimetatakse silindriteks ruumis £2 .

Silindri naiteks on hulk:

Al *A2 x ... xAk X X ... X —
=1 mee ) - M
n™M,..o kN n , 1 = U | A

MBnikord kasutatakse otsekorrutise korral ka tahist:

1 X ..o Xel?N = P IMX ... xXAN31 N1 »

sel juhul on silindri Uldavaldiseks
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»

K n-k _

J=1 Aj§ * ]=1 mj » (k=1f...,n)5 @
kus hulk jin, ... ,1J on meelevaldne k-elemendiline alam-
hulk hulgast {l€2,...Mj , aga jm~,... J=

Sll,a.-tuJ ]?_I,...I -
Erijuhul, kui kd&ik ruumid g - on omavahel vdrdsed,
kasutame otsekorrutise jaoks tahistust 02 n . Selle ruumi

elementideks on jarjestatud elemendirihmad OJ= (

uxeS2) .
2. Modtuvate ruumide otsekorrutis.

Olgu ruumid ,*==, R n mddtuvad vastavalt <5-algeb-
rate C/ f...fCq suhtes. Hulkade klass JC = | X ... X
X s ANE , 1=1,...,nj ei ole uldiselt 6 -algebre.
MBGtuvus ruumis RN x ... x Q g defineeritakse ~-algeb-
ra @(#) abil, kus C (I on hulkade klassi 3C poolt in-
dutseeritud ainiaaalne 6 -algebra, mida tdhistatakse sium-

boliga

C -Cnx ... xCn.

Siin 6 -algebrat C nimetatakse 6 -algebrate
otsekorrutiseks. Tuleb aga meeles pidada, et iga hulk AeC
ei tarvitse olla esitatav kujul A=Al x ... x Aq , AIC#
Naide 1. Olgu ruuaiks reaalarvude hulk B , kus
mdotuvus on maaratud Boreli mottes mddtuvusena.
Ruuaiks B 11 on siis n-diaensionaalne eukleidiline
ruum RIl , mddtuvus selles ruumis on madratud Boreli mot-

tes mG6tuvatel hulkadel.
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Risttahukad ruumis RI.l on tavalised n-dimensionaalsed
risttahukad, kui hulkadeks A" on 18igud ruumis R™ ; luge-
des hulkadeks A™ mitmest 18igust (vahemikust) koosnevaid
hulki, saame risttahukatena tavaliste n-mootmeliste rist-
tahukate hulgad (vt* joonis 63).

On lihtne naha,
et risttahukate summa
jJa vahe el anna ala-
ti risttahukat (tuua
naidel), seetdttu ei
saa ka G -algebra
koosneda Uksnes rist-

tahukatest.

3. Médtude korrutis.

Olgu igas ruumis ~ maaratud mdot , S. t., ol-
gu meil médduga ruumide hulk (£2~,CH )s---, EN*
Defineerime ruumide otsekorrutise Q = R>jX..,xBD ning
m&drame mootuvuse O -algebra C = C’\ X , X suhtes
selles ruumis. Jargmiseks probleemiks on méddu - definee-
rimine ruumis (B ,C) .

Igale risttahukale A = A x ... x AQ , kus A" C™N ,
saame madrata méddu P~ seosega:

A x ... x A = )-- A) . 3

Teoreemi 2.6 kohaselt on voimalik selliselt defineeri-
tud mOOtu jatkata kdigi hulkade wB.C jaoks, sest C -
_C{ AgXmm> iie c 11 -
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Selliselt defineeritud mé6tu M- nimetatakse m&&tude

n
korrutiseks; yU = X eee X#/An = MN/Ni >
Seega on voimalik igale md6duga ruumide I8plikule hul-
gale | (Q%,Ct,/%) , i=1,...,nJ seada vastavusse mdddu-
a ruum B, ,M) , kus ~ =nR 4»C-1
g n ¢ 7 ) i=1 7 i=1 i
a =] a -
Edasi tekib kisimus, kuidas avaldub moot |n|

mistahes m&6tuva hulga A€ C jaoks (A ei ole ildiselt rist-
tahukas). Lihtsuse mottes vaatleme esialgu ainult kahedimen.-
sionaalseid ruume e Selle kiusimuse selgitamiseks

on meil tarvis defineerida hulga Idige.

Olgu meil mingi hulk 2 . Hulga A 10ikeks
punktis cJ” nimetame hulka AMj ={~2 5 nanoon
ruumis - Hulga A [16ikeks punktis AN nimetame hul-
ka A~ =1CIN s (GINCIMNN A} ruumis ; Tlmselt, kui

A, siis A =0 (i=1,2). (Miks?)

Teoreem 1. M&Gtuva hulga A iga 16ige A-*« on mOO-
tuv  (i=1,2) . '

TOestus. Lihtsuse mottes votame i=1 ; i=2 Kkorral on
tbestus taiesti analoogiline. Vaatleme kdigi selliste mdotu-
vate hulkade K klassi ruumis N X » eb iSa hulga
K 1iga 18ige K ) on méotuv. Selline hulkade
klass on <9 -algebra. Téepoolest, olgu K~AK”~67", s. t. iga

punkti cJ” korral L~ . *207" N2 -

Siis (KANEA)~A = |CR2 : (CJI~UJNe =

- 210 -



:/\/\2 * M 1* AN N * N FNDNAN NN~
=|cR2 : CHFON)EKDN{o 2 : (a”,a2)6KJeC2,
s. t
Sarnaselt saab tdestada, et ka iga jada K~,~,... korral
kuulub summa C/i klafssi . (Téestadal)
i=l
Et koik klassi kuuluvad hulgad on mddtuvad, siis

JCcC; teiselt poolt, kuna iga risttahuka AN x A2 138ige
on alati mdotuv, kui ANE CN9 A2€ C™> siis 0C (A x
xA2\ kKMECH = , niisiis saime mdlemapoolse sisaldu-
vusseose, hing -Xf= C, seega iga m6dtuva hulga A 1iga 16i-
ge on mGotuv.

Osutub, et mistahes hulga A méot ~/*(A) avaldub md6-
tude jay”™2 kaudu hulga A [1digete abil. Toestame
selle kohta teoreemi.

Teoreem 2. Olgu A suvaline md66tuv hulk ruumis

2 Go, 2=, g2, GAXC2 W= xy2.

Siis hulga A mdédt yU(A) avaldub jargnevalt:

ye<r) = /(A 2(d0>2) =~//M 2@ 1Y Yl )L )* (4)

kus A{J2 on hulga A [18ige punktis U>2, A~ - hulga A
16ige punktis CJ”~ (need 18iked kuuluvad vastavalt ruumi-
desse £2 ja~ 2) .
Toestus.
a) Olgu A=A x A2 ; kus AEC™ , A2€ C2 j siis
@ - {8 > N AP
1 Al» C32B A2
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seega YUNAN) =yU1(Al) 1~

Integreerime niidd saadud avaldist:

AJyU1(AUR)/~27ded2n WINMa2/ *EN2* ~
J QlYedr) - YDA IN2NA*
A2 A2

Seose C3) kohaselt aga ~(A) = AN YYL2(A2) » seeSa

ongl vOrduse (4) esimene osa tdestatud.

Samal viisil saab ndidata, et

A 2AMF) NS A& Y/n2(A2) . (Toestadal)
J,"
b) Olgu A:_lj{A(l) , (l« =L«>x 4 4 A/(‘I’iA« =

1=
=0, i%, 0=1,2)
Saame sel juhul analoogiliselt eelneva juhuga:
n
/<.(A) =

(Téestada, kasutades integraali aditiivsust!)

c) Edasi vaatleme hulkadest A = A X A2 moodustatud
monotoonset klassi J\ |[A* X A2 , A€ , A2£ C2J=
=C|]a™ x A2 »A"g A2€ C 2}, s.o. teoreemi 1.5 pbhjal sa-
ma hulkade klassi poolt indutseeritud O -algebrat. Kasuta-
des integraali omadust 9°» saab naidata, et klassi” kuulu-
vate hulkade korral kehtib seos (4) ning sellega ongi meie

vaide tdestatud.
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Saadud tulemust saab induktsiooni teel Ule kanda ka
ruumidesse _161\8,1 ; selleks tuleb vaid valida
1=

4. Ruumide I6pmatu korrutis.

MBningatel juhtudel on vaja uurida ka ruumide I6pmatut
korrutist
iRlx £2x ... = Al ~ i=08.

Ruumi 3 punktideks on kdik (jarjestatud) jadad
- ...) » cJi ; risttahukateks ruumis Si on
kdik hulgad
x A2 x ... = [l Ai , A6 #

silindriteks hulgad

nAi. =N .
=178 Tkl k
lijl+ji~j = N (kbigi naturaalarvude hulk; erijuhul vdib

Uks jadadest ji~j voi | inj ka I6plik olld

Olgu ruumid (i=1,2,...) mddtuvad 6 -algebra-
tt C. mottes. MOOtuvuse ruumis Q  saame ka sel juhul
defineerida 6 -algebra IElAI DA€ q i=1,2,...p

A (iF1,2,...) mddtuvate hulkade
abil defineeritud risttahukate hulga poolt indutseeritud
6 -algebra kaudu. Tahistame saadud & -algebra jallegi sum-
boliga

=M £

1-1 />
ning nimetame seda 6 -algebrate ~ ™ korrutiseks.



Analoogiliselt on vdimalik defineerida ka mO0t ruumis

(B,<?) , kui vaid igas ruumis C™N) N defineeritud

méot * « Nimelt defineeri/mct)aC mOOdu kdigepealt mOOtuvate

risttahukate hulgal | Aj =jn At , seosega
yr(A) = SAIN *

Selleks, et mdoot /*m oleks 16plik, s. t.y1. (A)<00 iga

A€72 korral, on tarvilik, et kehtiks seos
A n (A1)<par-

(Kas see tingimus on Uhtlasi piisav?)
See tingimus on taidetud siis, kui kdigis ruumides Q,
(valja arvatud dlimalt 18plik hulk ruume) on mddt N maa-
ratud tOendosusmO0duna, s. t. YOOMEI?Y) = 1 (1=1,2,...) .

Toendosusmddtude korral kehtib Andersen-Jenseni teoreem,
mis on uUldistuseks teoreemile 1. (Toestus vt. [Z] v6i [4] ).

Teoreem 3 (Andersen-Jenseni teoreem. Toendosusmddtude
korrutis /**= DyUjL» /~(£*") =1 on 6 -aditiivne hulka-

de klassil | Al n } ning on jatkatav 67-algebrale

Al , AN i } e Seega osutub ka ruum cnBi. M ~ )

mddduga ruumiks. Margime, et ka mddot M/4” on tdendaosusmoot,
kui kOik mdéddud yUi on tdendosusmdddud.

T6endosusmdotude korral pakub huvi mé6tude kooskdla ku-
simas:

Olgu meil kaks 18plikku korrutist:

R O - AL . n .
«m d =
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Mk *By ={pl», *ys] »

Jk1,....,kP\jpl,....,pg ={4 ***’kij *
Olgu ruumis defineeritud mdot jJa ruumis
defineeritud mdot -
Kui kehtib seos /N<,(lN1 K X M , ) =

y 1r=1 pr **=1 ~

S m? .
GAxr]Bk')iGahulﬁa na ,A €Q
r=1 pr r*=1 Krv i=1 pr pr pr

(r=1,2,..=,s) korral, siis itleme, et mOOdud ja

on kooskdlas. Huvitav on ka ulalesitatud vaitega teatud mot-
tes vastupidine véaide, nn. Daniel-Kolmogorovi teoreem, mil-
lel on oluline téhtsus eriti juhuslike protsesside teoorias
(tdestus vt. [2] vbi [4])-

Teoreem 4 (Daniel-Kolmoftorovi teoreem). Olgu ruum

Q-ns..

s. t. I0pmatudimensionaalne eukleidiline ruum, kusjuures m&6-

tuvust mOistame siin Boreli mottes mddtuvusena:

€- iglui'

Vaatleme kdikvoimalikke mdédduga ruume

=nR.,A\ =T . ning olgu tdeniosusmdo-
4 jzl'u'XJ

J=1
dud kooskdlas. Siis maaravad tdenidosusmdddud Zoon  ruu-
mis Uheselt tdendosusmoddu nii, e ton kdigi mdo-
tudega kooskdlas.
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5. MItmedimenslonaaleed mé6dtuvad -Prirhiftirwmid.

Olgu defineeritud mé66tuvad ruumid (14 ),-- -/BN»-")
ning samuti ka mdédtuvad funktsioonid X~ (@@i> )}

(i=1,2,...,n) . Defineerides ruumi

R = _I'rl11R:,L ,  kus méotuvus on maaratud ,k\) -algeb-
i=
r<*a £n = _I'T,El, , haeme, et uhtlasi on defineeritud
ka (n—dimensionr:laj\%né) funktsioon
X(£2 - RY)

seostega:
x(co) = (x1(co),...,xn(co)) =X(ax,,...,con)e R .
Naitame, et ka funktsioon X(co) on mddtuv.
Teoreem 5. Funktsioon X(c-J) on mddtuv parajasti siis,
kui kéik funktsioonid X~(co) on médtuvad (i=1,2,...,n) .
TOestus.
1) Oletame, et X(CJ) on mddtuv. Siis on mddtuv ka iga

hulk X~~(A) , kui A on méotuv hulk ruumis Rn . Olgu i

suvaline taisarv, 0O< i<n . Valime hulga A”6 Rn jargne-
valt:
n
AL = (N R4) X (-00 ,X.) , kus x, on suvaline punkt
1 j=1
i

ruumis RM
Siis on mddtuv ka hulk
X~1(A) ={cJ: X(co)€ a] ={c0: X"gJ)" Xij .
Viimasest vOrdusest jareldub  funktsiooni X~ moo-
tuvus.
2) Oletame, et funktsioonid X”~a)) on mdédtuvad (i=

=1,2,...,n) , s. t. hulgad
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on m00tuvad iga korral (i=1,2,...,n)
Siis on mdotuv ka hulk

jcJ: X~ecJd X~ o, i=l,...,nj= N1

ja sellega on meie vaide tdestatud.

Jareldus 1. Mootuvate funktsioonide summa, vahe, kor-
rutis ja jagatis on m00tuvad funktsioonid. (Tdestada, kasu-
tades teoreeme 5 ja 3*9 ning ndidet 3*30

Jareldus 2. Kui mR) (n=1,2,...) cn mO0tu-
vad, siis on ka sup *(co ) , inf >Xz©) , lim ~(c0) ja
lim 17(00) mO0tuvad. (Tdestadal)

6. Kordne integraal. Fubini teoreem.

Vaatleme kahte m66duga ruumi
("2»N2°/*D) * ruumide korrutis
Q R1xRB2» C=CAx CE}m= xv<2 =
Vaatleme mddtuvat funktsiooni X(£2 -+ R) ning leiame selle
integraali
J X(oj)ya(da>) ®)
avaldise, kasutades\/\fntegreerimist ruumides 0 joa ad 2
(probleem on analoogiline kahekordse integraali avaldamisele
korduva integreerimise kaudu).
Selleks on meil tarvis defineerida funktsiooni 18ige#
Funktsiooni X [1dikeks punktis nimetatakse funkt-

siooni >1*(~22 +R) , mis on defineeritud seosega:



~X( ,Coxcer 20N x
Analoogiliselt saab mdarata ka funktsiooni X [I6ike mingis

punktis 6J2 €wil, X * it
xcj* (UVv = 2(colfcd]) o6, .
Teoreem 6, M&dtuva funktsiooni Idiked on alati mddtu-
\

vad funktsioonid.

Tdestus, Tuleb naidata, et hulk

{w2 ' XL (a>2)q ={W2 ! «».CIgKIj = A«*
s. 0, hulga
A =](CJ1,072) : XCcIAMKXj

18ige punktis (P on alati médtuv. Et aga funktsioon X(co)
on eelduse kohaselt mddtuv, siis on ka hulk A médtuv; mdod-
tuva hulga I16ige on teoreemi 1 pdhjal md6tuv, seega on ka
hulk A~ mdédtuv. Teoreem on tdestatud.
Kasu%ades funktsiooni I8iget, sdnastame Fub-ini teoreemi:
Teoreem 7 CFubini teoreem). Kui integraal (5) eksis-

teerib, on ta alati avaldatav integraalide kaudu jargnevate

seoete kohaselt: f »
acj>- /n mMmunl>| .
£ 82
J
2

Toestus. Toestame teoreemi kdigepealt juhul, kui X(c0)=
= 1~ . (A on mingi meelevaldne médtuv hulk ruumis Ctj .) Sel
juhul jé&reldub tulemus vahetult mé6tude korrutamise teoree-
mist (vt. teoreem 2).
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Kasutades integraali aditiivsust ja homogeensust, saa-
me leitud tulemust kasutades tdestada oma vdite ka lihtfunkt-
sioonide jaoks. Integraali omaduse 9= abil jareldame siit
teoreemi kehtivuse ka mittenegatiivse mddtuva funktsiooni
X(cj) jJaoks. Et funktsiooni integraali eksisteerimist oli
eeldatud, peab funktsioonil X(CO) kas positiivne v0i ne-
gatiivne osa olema integreeruv, siis aga peavad ka ldigete
vastavad osad olema integreeruvad ning ldplik tulemus jarel-

dub integraali aditiivsusest. (TOestada teoreem uksikasjali-
selt!)

7. Ulesandeid.

1. Defineerida ruumi £2 = {a,s]| jaoks ruum £2 n . Mis-
sugused punktid eksisteerivad ruumis A » ? Kui palju eri-
nevaid punkte on ruumis n ?

2. Lahendada sama llesanne ruumi B ={.AL* A2 Ak}
jaoks.

3. Missugused on_silindrid ning risttahukad ulalkirjel-
datud ruumides?

4. Millise kujuga on silinder ruumis Rn ?

5. Millega vorduvad hulgad

(A B1) x (A2 J1B2) ,
(A BM) x @2\ p2) t
(A1U B1) x (A2 U B2) ,

kui eeldada, et A2, BC R 2) ?
6. Vaatleme kahte ruumi Q 1 jaQ 2 ; olgu neis ruumi-
des maaratud algebrad jan 2 e« Vaatleme hulkade klas-
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selliste hulkade klass X on algebra.

8. Miks on iga risttahuka x A2 iga 1d8ige mddtuv,
kui Ay ja A2 on m00tuvad?

9. LOpetada teoreemi 2 tdestus, tehes labi kdik arute-
lud samm-sammult.

10. Mis oL tUldisem mdiste, kas silinder vdi risttahu-
kas?

11. Kas on tarvis nduda, et kdoik mdoddud oleksid tdenao-
susmdddud, selleks et Idpmatu korrutismddt oleks 1dplik?

12. Kas kooskflatingimuste taidetuseks on tarvilik, et
mdddud oleksid tdendosusmdddud?

13. Kas oleks vdimalik defineerida ka I0pmatudimensio-

naalne médtuv funktsioon?

15* Milline analoogia on Pubini teoreemi ja matemaati-
lises analiusis tuntud kordse Integraali arvutamise valemi

vahel? Mis on funktsiooni Idike analoogiks?
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111. TOENAOSUSTEOOBIA POHIMOISTEID.

8l. Sindmus ja tdéenadaosus*

1. Sindmuste ruum.

Téendosusteooria iUheks pdhimdisteks on sindmus. Teatava
fikseeritud tingimuste kompleksi korral (katse puhul) vdib
tavaliselt esineda mitu erinevat sindmust (katsetulemust).
KOigi erinevate sindmuste hulka, millest kindlasti toimub
Uks ja ainult Uks, nimetatakse tdendosusteoorias ka elemen-
taarsindmuste hulgaks ehk elementaarsindmuste ruumiks. Antud
tingimuste kompleksi korral vdimalike sundmuste hulgale saab
vastavusse seada teatava hulga, mille punktideks on elemen-
taarsindmused. See hulk on (vastavalt abstraktse ruumi defi-
nitsioonile) vaadeldav teatava ruumina. Sundmusteks on ele-
mentaarsiundmuste hulgad - seega teatavad hulgad ruumis. On
téestatud (Stone, 1936* vt. naiteks [3] 1k. 13)» et sindmus-
tele saab seada vastavusse hulgad elementaarsindmuste ruumist
nii, et saadud hulkade klass on isomorfne k&igi siundmuste hul-
gaga hulgateoreetiliste operatsioonide suhtes (sindmuste sum-
male vastab hulkade summa, vahele - vahe ja korrutisele -

hulkade Uhisosa). Seetdttu edaspidi loobume Uldse sindmuse ja
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temale vastava hulga eristamisest ping loeme sindmusteks
teatavaid hulki sindmuste ruumis. NOue, et sindmuste sum-
ma, vahe ja korrutis oleksid alati sundmused, asetab aga
teatavad kitsendused hulkade klassile, mille abil me siind-
mused defineerime.

Et me oma kursuses késitleme tdendosusteooriat aksio-
maatiliselt. siis vaatleme edaspidi sindmust kui teatavate
aksioomidega madratletud hulka sindmuste ruumis, pbddramata
mingit t&helepanu sindmuse sisulisele tadhendusele vdi sel-
le kirjeldamisele.

Niisiis, edaspidi loeme antuks mingi meelevaldse abst-
raktse ruumi Q , mida nimetame elementaarsindmuste ruu-
miks. Ruumi B iga punkt moodustab elementaarsiindmuse.
Selleks, et mddratleda sindmusi, tuleb meil nduda veel, et
ruumis I3 oleks mingil viisil defineeritud 6 -algebra C,
s. t. ruum 8 oleks mddtuv.

lga C-mdotuvat hulka A ruumis (R nimetame siind-
museks . s. t. sindmus on hulk AC R , A€ C . Paneme ta-
hele, et selle definitsiooniga pole sugugi ndutud, et iga
elementaarsindmus oleks sindmus - kuigi iga elementaar-
stndmus cj 6 moodustab Uhtlasi hulga j coj , el tarvitse
ildiselt kehtida seos”~C6 , s. t. ihepunktised hulgad
ei tarvitse olla mO00tuvad (kuigi nad vdivad seda olla).

MEdtuvat ruumi  (~, C) nimetame edaspidi sindmuste
ruumiks. Sundmuste ruum sisaldab alati kindlasti hulka

C » s* t. ruumi koigi punktide hulka ehk kindlat

sindmust (k6igi elementaarsindmuste hulk on madaratud ndu-
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dega, et iks neist kindlasti esineb, s. t. k&igi elementaar-
sindmuste summa on kindel sindmus). Samuti sisaldab sindmus-
te ruum alati ka tiuhja hulka O ehk véimatut stndmust (see
ei sisalda Uhtegi punkti, selletdttu ei saa Uldse toimuda).
Iga sindmusega A koos kuulub sindmuste ruumi ka tema vas-
tandsundmus S =R\ A , s. t. slindmus, mis sisaldab neid
ja ainult neid punkte (elementaarsindmusi), mida A ei si-
salda, s. t., mis toimub parajasti siis, kui sindmus A ei
toimu
Siindmuste ruumis on defineeritud seosed: AC B (siind-

muse A toimumisest jareldub slindmuse B toimumine; A= B,
kui kehtivad seosed AC B ja BC A ; ning operatsioonid:
AU B - toimub kas siindmus A, sindmus B v&i mdlemad;
A\ B= AB - toimub niihasti siundmus A Kkui ka sundmus B;
A\ B - sindmus A toimub, sindmus B aga mitte. Kehtivad
ka 1lmsed seosed:

ABC A; ABC B,

ACAUB ;BC AUB ,

oC A; ACRB,

AN BC A, Q@)
AU £=R ,
AU O =A,
ANE2 = A,

kus A ja B on suvalised sindmused. Olulised on ka nn.
duaalsusseosed, mis seovad sindmustele ja vastandsundmuste-
le rakendatud operatsioonide tulemusi:

mmsanrns, AU s= (16i) ,

NMTBsIUS , amns= (AUB)
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Naide 1. Koosnegu sindmuste ruum kahest elementaar-
slindmusest @ ja  Tahistame silindmuse i = AL
Siis 002 =J . (Miks?) Koik véimalikud hulgad sindmuste
ruumis on: kindel sindmus £2 , vdimatu sundmus 0 ja silnd-
mused A ja | . Need neli hulka moodustavad 6*-algebra C
(tdestadal!), seega voib neid lugeda kdiki sindmusteks. Sel
juhul C-= -eg (ruumi & kéigi alamhulkade hulk).

Selline 6 -algebra kirjeldab kdiki kahe tulemusega kat-
se abil madratud sindmusi (naiteks: mindivise, lambi labipd-
lemine v6i mitteldbip6lemine teatava ajavahemiku valtel; mér-
gi tabamine vdi mittetabamine tulistamisel jne.).

Ndide 2. Vaatleme markilaskmist, kusjuures eeldame, et
kindlasti tabatakse marklauda. Elementaarsiindmustena vdime
vaadelda marklaua iga Uksiku punkti tabamist; sel juhul on
elementaarsindmuste ruum kontiinuumi vdimsusega. Siundmusel
defineerime aga vastavalt marklaual paiknevate kontsentri-
liste rongaste tabamisena (vt. joonis 64).

Seega on siundmusi meil
vaid I6plik arv (kui rdngaid
on 10, on erinevate sindmus-
te arv 2"®).

Samas ruumis vOiksime
aga mootuvuse defineerida ka

mddtuvusena Boreli mdttes.
2. Sindmuse tdenaosus.

Eeldame, et meil on
Joon. 64. i
slindmuste ruumis (R,
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defineeritud I6plik moot . Me ltleme, et see m6Ot on

tdendosusmddt, kui ta rahuldab tingimust

Toendosusmddtu téhistame edaspidi sumboliga P
lgale 18plikule mdddule on voimalik Uheselt vas-
tavusse seada tdendosusmddt, defineerides P iga médtuva

hulga A jaoks seosega:

On lihtne ndha, et sel viisil maaratud hulgafunktsi-
oon P(A) on tdendosusmddt. (Miks?)

Edaspidi Utleme sindmuse A tbendosusmdddu asemel
lihtsalt "sindmuse A tdendosus".

Naeme, et kindla siindmuse tdendosus P(E*2) =1 ,
aga v@imatu sindmuse 0 toendosus P(0) = 0 (vastavalt
mdddu analoogilisele omadusele).

Kasutades tdendosuse jaoks mddtude omadusi, saame Jarg-
nevad seosed:

Kui AB =0 , siis P(A(@B) = P(A) + P(B) (mdddu
aditiivsus; elementaarses tdendosusteoorias tuntud "tdendo-
suste liitmise lausena"}

Kui AC B, siis P(A) ~ P(B) (m86du monotoonsus).

Kui AC B, siis P(B\A) = P(B) - P(A) (md6du sub-
traktiivsus)

P(1) =1 - P(A)
Sundmuste ruumi, milles on defineeritud tdéendosus, nimetame
edaspidi tdendosusruumiks ja tahistame: CEZ,C:, p)

Kui mingi omadus kehtib kogu tOendosusruumis, vélja ar-
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vatud hulgal, mille t8endosus on null (s. t. valja arvatud
stindmuse puhul, mille téendosus on null), o6eldakse, et see
ol;aduf kehtib /meie ruumis) peaaegu kindlasti.

Naide 3. Olgu (n«il elementaarsiindmuste ruumis $1 min-
gi tasandiline piirkond pindalaga S . Loeme sindmusteks
kdik selles piirkonnas paiknevad pindala omavad (s. t. Jor-
dan! méttes mOOtuvad - vt. naiteks [7]» k. 200) hulgad.
M&&rame sindmuste klassil 16pliku mdddu = s(A) , kus
s(A) on hulga A pindala. Tdendosusmdddu saame defineeri-
da seosega P(A) = . Ndeme, et see on geomeetrilise

téendosuse definitsioon.
3. Sundmuste soltumatus.

Praktiliselt on sageli vdimalik n&idata sindmusi, mil-
le sdltumatus on a priori (intuitiivselt) selge: sellised on
nditeks kahe jarjestikuse taringuviske tulemused; mingi ini-
mese silnnipdev ja tema poolt loteriil saavutatav vdit jne.

Vaadeldes aga aksiomaatiliselt defineeritud siindmusi
ja tdendosusi, tuleb aksiomaatiliselt mddratleda ka sind-
muste sOltumatus, ilma et meil tarvitseks tungida meid hu-
vitavate sindmuste konkreetsesse sisusse.

Maaratleme sindmuste soltumatuse jérgnevalt:

Olgu antud tdendosusruum @52, 4P) . Kahte slndmust
A ja B (keC , BE C) nimetame séltumatuteks, kui keh-
tib seos:

P(AB) = P(A)p(B) . ®

Edasi vdime defineerida ka siindmuste teatavate klassi-
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de s@ltumatuse: siindmuste klasse JC ja nimetame soltu-
matuteks, kui mistahes sindmuste ja BE€”T korral
kehtib seos ~(3)* Siinjuures ei tarvitse muidugi®kehtida seos
(3 kahe sundmuse A ja B korral, mis kuuluvad samasse
klassi.

Edasi vaatleme kolme sindmust A, B ja C . Nende
siindmuste puhul on olemas mitmesuguseid vdimalusi sdltuvuse
ja s@ltumatuse jaoks.

Juhul, kui kdik sindmused on paarikaupa sdltumatud, keh-

tivad lisaks seosele (3) veel seosed:

P(AC) = P(A)P(C) ,
P(BC) = P(B)P(C) 5
Sellest ei jareldu aga veel, et kehtiks seos
P(ABC) = P(A)P(B)P(C) , )

viimast tuleb eraldi nduda. Teiselt poolt ei jareldu ka seo-
se (5) kehtivusest seoste (3) ja (4) kehtimine.

Veelgi keerukam on olukord enam kui kolmest siindmusest
koosnevate siisteemide korral, sest vaadeldavaid voéimalikke
sundmuste kombinatsioone-on 211 - n-1

O6eldakse, et n sundmusest Aj , ..., Ag Kkoosnev sis-
teem on taielikult 301tumatu. kui kehtib seos:

P(}'I At)_ I'IP(A¢)
J-1
iga indeksite hulga {IJ,IZ»"'fI jc |I»2,...,nJ korral,
k=2,..e,n

Lopmatust hulgast siindmustest koosnevat silisteemi loeme
taielikult soltumatuks, kui tema iga 10plik osaslsteem on
taielikult sdltumatu.
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Siindmuste siisteemi JC nimetame paarikaupa séltumatuks,
kui kehtib seos
PCAN) = P(Ai)P(A])
iga sundmuste paari A, , Aa korral, kui vaid i/ ]
Tuleb muidugi mérkida, et taielikult sdltumatu sindmuste

sliisteem on alati ka paarikaupa sdltumatu.
4. Ulesandeid.

1. Kuidas nimetatakse elementaarses tdendosusteoorias
Uksteist valistavate sindmuste sisteemi, mille summa on Kin-
del sindmus? Tuua naiteid!

2. Miks sisaldab sindmuste ruum alati v@imatut sind-
must?

3. Mis on véimatu sindmuse vastandsindmus? Kindla sind-
muse vastandsindmus?

4. Kas vdib leiduda kindlast sindmusest erinevaid sind-
musi, mille tdendosus on 1? Vdimatust sindmusest erinevaid
sindmusi, mille tdendosus on 0? Kuidas tuleks neile kisimus-
tele vastata, mdistes tdendosust klassikalise definitsiooni
kohaselt?

5. Mida té&hendab siindmuste ruumis operatsioon ~ (slm-
meetriline vahe)?

6. TOestada seosed (1).

7. Defineerida ndidetes 1 ja 2 kirjeldatud sindmuste
jaoks tdendosused. Defineerida iUhe jaoks neist mddot, mis ei
ole tbendosusmdot, ning tuletada sellest tdendosusmbot.

8. Konstrueerida ndide paariviisi sdltumatute slndmus-
te slsteemist, mis pole tdielikult s6ltumatu.
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9. Kaks sindmust, mis on Uksteist valistavad, on sdltu-
matud. Mida saab nende sindmuste kohta delda?
10. Kaks sundmust, milledest (ks jareldub teisest, on

s6ltumatud. Kas on see v@imalik?
82. Juhuslik suurus.

1. Juhusliku suuruse mdiste.

Elementaarses t6enéosuste90rias mdistetakse juhusliku
suurusena sellist muutuvat suurust, mis séltuvalt juhusest
(elementaarsindmusest) vOib omandada erinevaid (arvulisi)
vaartusi, s. t. elementaarsindmuse funktsiooni. Sama moOis-
te on kantud uUle ka aksiomaatilisesse tdendosusteooriasse,
kuid selleks, et saada sobivat matemaatilist aparatuuri ju-
huslike suurustega opereerimiseks, tuleb meil esitada vaa-
deldavale funktsioonide klassile veel teatavaid kitsendusi,
nimelt nduda, et funktsioonid oleksid mOOtuvad, Niisiis:

Juhuslikuks suuruseks X(6J ) nimetame tdendosusruumis
(£2,C, P ) defineeritud médtuvat funktsiooni reaalarvude
ruumi  ( R,J0y”) , mida loeme Boreli mdttes mdédtuvaks ning
varustatuks Lebesgue 1 mddduga.

Loeme kaht juhuslikku suurust X(cJ) ja Y(cu) ekvi-
valentseteks, kui

PCCl - X(0>) JiY(<>)) =0 ,
ja kirjutame siis X((J)~Y(cJ) . Selliseid juhuslikke suu-
rusi nimetatakse peaaegu kindlasti vOrdseteks. Olgu margitud,

et kullalt sageli pakub meile huvi mitte Uksikute juhuslike
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suuruste X(GJ) , vaid nende ekvivalentsiklasside, s. t.
kdigi juhuslike suuruste X~ (0))~ X(cJ) vaatlemine. Sel

juhul me loeme kaht juhuslikku suurust vdrdseks, kui nad on

ekvivalentsed.
2. Juhusliku suuruse _jaotus.
Olgu antud tOendosusruum P ) ning selles de-
fineeritud juhuslik suurus X(£r? %R ) . Teatavasti indut-

seerib juhusliku suuruse X(cj) poordkujutis X>> (A) mdo-
tuvuse ning mdddu ruumis R : mddtuvateks loetakse hulki
la : ACR , X1(A)t Cr. lgale sellisele hulgale on indut-
seeritud ka m6dt 1 seosega:
W(A)= P {w : X(w )E A} = ~C"1a)).

Sel viisil indutseeritud médtuyw tahistame simboliga
P~ ja nimetame juhusliku suuruse X jaotuseks (ka tbendo-
sus jaotuseks) . Naeme, et jaotus P” on tdendosusmddt:
PX(R) = p{w :X(0>)E r]=1

Osutub, et selliselt defineeritud jaotus langeb Uhte
elementaarsest tb6endosusteooriast tuttava jaotuse mdistega,
kus vaadeldakse eeskatt juhce, kui X(u>) on lihtfunktsi-
oon. Sel juhul on X(u>) véaartuseks reaalarvud

ja juhuslik suurus X(o0) on defineeritud seosega

Siis on jaotus maadratud vdrdustega:
PxC» = PCAN = pi (i=1,2,...,n); PX(B) =0 , kui Bei
sisalda Uhtegi punktidest
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Analoogiliselt on jaotus mdaratud ka elementaarfunktsiooni
X(c0) =¥ XM 1A (u») korral. )
i=1 1

Tuleb méarkida, et jaotus on juhusliku suuruse idsaolu-
lisemaid karakteristikuid. Ometi ei m&&ra jaotus juhuslikku
suurust dheselt, kuna ta ei anna mingit informatsiooni toe-
naosusruumi kohta, milles juhuslik muutuja X on defineeri-
tud. Seega vdib erinevates tdendosusruumides ),
CcE?2,£2, p2 ) defineeritud juhuslikel suurustel
ja X2("~2 % R) olla sama jaotus: Px (A) = (A) iga
hulga AC R korral.

Teiselt poolt, alati, kui on antud jaotus P~ , vdib de-
fineerida juhusliku suuruse X(a>) nii, et on tema jao-
tuseks. lihtsaim vdimalus on selleks: valida ruumiks £2 ju-
husliku muutuja vaartuste hulk [x] CR ning mddrata suurus
I samasusteisendusega:

X(c)) = XcA) = , iga & £x] korral.

Margime, et juhusliku suuruse X poolt indutseeritud
tdendosusruumi (R Pj) nimetatakse ka .juhusliku suuru-
se X vaartuste ruumiks.

Ndide 1. Indikaatorfunktsiooni jaotus: X = 1A, .

PT (1) = P(A) , PT (0) =1 - P(A)
Lk A

Nadide 2. Binomiaaljaotus B(n,p) ; X on binomiaaljao-
tusega parameetritega n ja p ehk X *B(n,p)
Px(k) =C*p(k=0,1,...,n, g1l-p) -
Naide 3» Poissoni jaotus parameetriga X : X~ P({1)

Px(k) = e"* (k=0,1,...)
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Naide 4. Uhtlane jaotus parameetritega a ja b
X ~ U(a,b)
PX< [c.d] ) = max(0, o’ awed@a,c)> 0>d6 s

Nédide 5. Normaaljaotus parameetritega m ja 6
X-N(m,6 ) . i (x-m)2

Px<[c,d]> = —— e* 26 dx
Le.dl VZTT6 {

Ulal naidetena toodud jaotused kuuluvad na, klassika-
liste jaotuste hulka. Nagu naeme, Kkirjeldab iga siin margi-
tud jaotus parameetritest sdltuva jaotuste hulga e. pere,
millest parameetrite fikseerimisega saab Uhe konkreetse

jaotuse eraldada.
3. Juhuslik vektor,

MGdtuvat funktsiooni tdendosusruumist &2, C, p) r-di-
mensionaalsesse eukleidilisesse ruumi Rn, kus mdédétuvus on
maaratud Boreli mottes mOOtuvuseua (vastava 6 -algebra ta-
histame simboliga s. t. funktsiooai X(B - Rn) , ai-
metatakse juhuslikuks vektoriks. Seega oa a-dimeasioaaalae
juhuslik vektor n juhuslikust suurusest X~ (W),..., Xn(0);
X..(B *R) koosnev siisteem. Uksikuid juhuslikke suurusi
X~(cJ) sellest sisteemist nimetame vektori X(eJ) kompo-
nentideks. Ilmselt vdime me juhuslikku suurust kédsitleda ka
juhusliku vektori erijuhuna - (hedimensionaalse vektorina.

Juhusliku vektori jaotus Fj- maarab m66du n-dimensio-
naalses ruumis Rn

PX(An) = P(cd : X(cJd)eAn) = P(cj:(X2(0 ),..-,Xn(0)€AN)T

kus /%6 Rn
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Juhusliku vektori jaotust Pj* nimetatakse ka tema kom-

ponentide ...,2" Uhiseks jaotuseks ning téhistatakse
siis: px~,X2,... XQ * ®1 010 juhuslike suuruste
sisteemi  X,.,...,X_ Uhise jaotuse PY ~ teadmiseks

piisav kdigi vaadeldavasse susteemi kuuluvate suuruste
Xi(izl,...,n) jaotuste Pli teadmine. See asjaolu on aru-
saadav, kui peame silmas, et juhusliku vektori komponendid
vdivad olla s6ltuvad, sel puhul aga ei saa me susteemi vaat-
lemisel sama tulemust kui susteemi kuuluvate lksiknéhtuste
isoleeritud vaatlemisel.

Teiselt poolt vektori X jaotusest lahtudes on vdima-
lik leida ka vektori uksikute komponentide jaotusi. Tdepoo-
lest,

ANAN = Rj X A
kus AjC R* (R™ on juhusliku suuruse X~ vaartusi sisal-
dav kdigi reaalarvude hulk R ; indeks i on lisatud uUks-
nes ruumide Jarjestuse markimiseks nende otsekorrutises).
Hulk Pl Rj x AJ[ on seega silinder ruumis R” , ja seos

jii
X(cME€ lq R X Ajnditab, et juhusliku vektori X komponendi
Xi vadartused paiknevad teatavas hulgas Aj, kuna Ulejéa-
nud komponendid vdivad omandada suvalisi vaartusi. Seose (1)
kehtivus jareldub tdendosuemdddu kooskdlastatusest (vt. 1l
6.4).

Naide 6. Defineerime n-dimensionaalse Uhtlase jaotu-

se. Selleks fikseerime hulga A*C Rn ; olgu selle hulga ruum-



ala (Boreli mddt) V, (0< V< <)

Siie OA#TA)
PFA) = —T7——- »

kus yU on hulga A ruumala (Boreli mddt).

Nadide 7. Pollinomiaaljaotus. Vaatleme n sdltumatust
katsest koosnevat seeriat, kusjuures igal katsel on Kk vdi-
malikku tulemust: A~,___,AN , P(AN = (i=1,..»,k), mis
ei sdltu katse jarjekorranumbrist vdi eelmiste katsete tule-
mustest. Sellise katseseeria abil me saame kirjeldada k-di-
mensionaalse juhusliku vektori X = (OX*,...,X%) , kusjuures
vektori iga uksik komponent nditab, mitu korda esines katse-
seeria valtel i-s katsetulemus A~(i=1,2,...,k) . llmselt
voib iga omandada Uksnes taisarvulisi vaartusi 0,1,...,n,
ning tema jaotust kirjeldab binomiaaljaotus:

P(Xt = k) = C* pO-pHU-+ (i=1,...,k)

Sellest on aga vahe kogu juhusliku vektori muutumise
kirjeldamiseks: nditeks tuleb meil juhusliku vektori jaotu-
se juures arvesse vOtta, et on vdimatu selline vektori vaar-
tus, kus kdigi komponentide vaartuseks on 0 vdi n

Binomiaaljaotuse tuletamisega analoogiline arutelu an-

nab meile jaotuse: /K r.
NMP! < (rH! K
Px(ri»r2..... rk) = | — ————— , kui ri=n ,
*P (Jerr N 2~vZF e Xk=rkr = | i1
"0, kui £1 r=in

i=1
Selle valemiga kirjeldatud jaotust nimetatakse poliino-

miaal jaotuseks.
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Naide 8. Normaaljaotus. Olgu LU n-dimensionaalne
vektor ning B suvaline simmeetriline positiivselt mdéra-

tud n-jarku ruutmaatriks; ACAHIL . Siis seos

PXU) , -0 4, [/ nt
@stHnr A
kus > on n-dimensionaalne vektor, integraali mdistetakse

aga n-kordsena, maarab n-mo6otmeliae normaaljaotuse*

4. Juhuslike suuruste sdltumatus.

Vaatleme kahte samas sindmuste ruumis (£P,C, p) de-
fineeritud juhuslikku suurust: X1(£]?-*-R) , R)
Teatavasti indutseerib neist kumbki ruumis E 6 -algebra,
s. t. samast ruumist R on saadud kdcAerinevat tdendosus-

ruumi (RP J~) ja (R,C™A, PJM)

Juhuslikke suurusi ja X2 nimetatakse sdltumatu-
teks. kui nende poolt indutseeritud 6 -algebrad G ja
Cx on sdltumatud. See tahendab, et mistahes kaks hulka,
millest Uks kuulub 6 -algebrasse , teine - 6 -algeb-
rasse , on sdltumatud. Sundmuste sdltumatuse definit-
siooni kagutamiseks tuleb meil vaadelda jaotusi defineeri-

vaid mddte sindmuste ruumis: sindmused A ja B on séltu-

matud, Kkui

P(A T1B) = P(A).P(B) ,
meie juhul: sundmused AM€ T180M B ”
tud, kui
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PXA(AL)..PI2(A2) = P(W: X006 A1)P(CI : X"0) )E Ag) =

P(cI :(X1(cO)E ALY (a>)E A2)) . )

Kui vB8rdus (2) peab paika suvaliste hulkade A",A2C R ,
AN C  Age Cj™ korral, osutuvad XA ja X2 sdltumatu-
teks.

Paneme aga tdhele, et vdrduse (2) parem pool kirjeldab
sisuliselt juhusliku vektori X = (X",X2) jaotust ruumis
R xR =RP " tdepoolest:

PCI - (XL(CI )€ AL)O(X2(6J )€ A2~= X A2> *

Seega nédeme, et saime kahe juhusliku suuruse séltumatu-
se jaoks veel teisegi, eeltooduga samavddrse mdaratluse:
kaks juhuslikku suurust on sdltumatud, kui nende lhine jao-
tus avaldub nende jaotuste korrutisena. Siinjuures tuleb
muidugi téhele panna, et sellisel viisil on véimalik Uhist
jaotust mddratleda Uksnes ristkilikutes AM x A2, ANE
A26 ~X2 *

Enam kui kahe juhusliku suuruse sdltumatuse maaratle-
misel on mitu v@imalust:

1) 0eldakse, et juhuslikud suurused X1,X2,...,Xn on
paarikaupa séltumatud, kui nende poolt indutseeritud G -al-
gebrad (:& »---#£¥n on paarikaupa soltumatud;

2) oOeldakse, et juhuslikud suurused on taie-
likult sdltumatud, kui nende poolt indutseeritud 6 -algeb-

rad G/ _ moodustavad taielikult séltumatute klas-
Si n
side sisteemi.

Esimesel juhul kehtib seos:
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iga 1,J, 1"j korral vaadeldavast sisteemist. Teisel ju-

hul kehtib veel ka seos:

N

K K
.ﬂ P%. _) = ) A_rl _) iga hulga Ci-i»e ee»
J:]. id XJ ik j:1 XJ 1

c,...,n) korral, k=1,2,...,1N .
5. Juhusliku vektori funktsioon ,ja selle jaotus.

Olgu téendosusruumis (& , £ , P) defineeritud juhus-
lik vektor X(£2-*Rn) ; X = (X1,...,Xn) . Olgu g(Rn R)

n reaalsest argumendist s6ltuv reaalarvuliste védartustega
médtuv funktsioon . Siis on Y (B -*R),Y « g(X)juhuslik suu-
rus (méotuv funktsioon mddtuvast funktsioonist on mbéotuv,

vt, Il, teoreem 3.9» (htlasi on funktsioon Y mé&dratud tde-
néosusruumis & ) .

Vaatleme, kuidas mddrata juhuslike suuruste 9 ja Y
jaotuste vaheline seos, téapsemalt - leida Y jaotus aval-
datuna X jaotuse kaudu.

Kasutades jaotuse definitsiooni, saame:

Py (A) P(CJ : Y(cI)E A) = P(a> : g(f(co))eA) =
P(co : X(cJ)6 g"1(A) = 1M(g_1(A)

Peame silmas, et ACR , kuid g’n(A)C RI_I

Seega on juhusliku vektori funktsiooni jaotus alati
avaldatav juhusliku vektori jaotuse kaudu. Jaotusi siduva
valemi efektiivsus (s. t. rakendatavus) soOltub sellest, kas

hulk g~~(A) on efektiivselt avaldatav ruumis Rn . Uldju-

hul on see hulk kullaltki keeruka konstruktsiooniga.
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Erijuhul, kui vektor X on Uhedimensionaalne, funktsi-
oon g Uksuhene ning tema pddrdfunktsioon analuutiliselt
esitatav, on probleem alati efektiivselt lahenduv. T&epoo-

lest, siis

X(E2-*R), Y(£2-*R), g9g(R R), g“1(R-*R), ning
Py (A) = Px(g_1(A)), kus A,g”1(A)C R

6. Ulesandeid«

1. Mis puhul on kaks juhuslikku suurust X«j(*2 «R) ja
X2(i2 - R) ekvivalentsed, kui leidub vaid iiks punkt CJEE2
nii, et tXg(w) ?

2. Kas kahe juhusliku suuruse summa vahe, korrutis ja
jagatis on juhuslikud suurused?

3. Tdestada, et ekvivalentsusseos on simmeetriline ja
transitiivne.

4. Jaotus (kui md66t) on hulgafunktsioon. Kuidas tdlgen-
dada sellest seisukohast lihtfunktsiooni jaotust, mis omistab
lksikutele punktidele ® nende vaartused?

5. Olgu meil antud jaotus:

0 1 2 3 5
0,5 0,2 0,15 0,10 0,05
Konstrueerida kolm erinevat juhuslikku suurust, millel oleks
selline jaotus,

6. Juhusliku suuruse X(£2 -»R) jaotust nimetatakse
nullpunkti suhtes simmeetriliseks (jJa vastavalt juhuslikku
suurust X samuti), kui P/YJa.,b]) = Px([-b,-aJ) iga 1digu
[a,b] CR korral,
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Milliste parameetri vaartuste korral on jaotused nai-
detes 1.-5» summeetrilised? Kas neist mdni ei ole kunagi
summeetriline?

7. Jaotust nimetatakse summeetriliseks punkti < suh-
tes, kui P~( [atc,b+c] ) = Px([c-b,c-a] ). Millisel juhul on
jaotused 1 - 5 siummeetrilised mingi punkti < suhtes? Maa-

rata see punkt!

K kp ke,

8. Olgu ruumid ,R - ,...,R ruumi R alamruu-

R
mid. Olgu ruumides Rk' méd&ratud tdendosus P,_ . Millisel

jJuhul saab nende téendosusmddtude abil méarata*iﬁenéosusmﬁé—
du ruumis Rn ?

9. Kuidas saab lUlesande 8 lahendust rakendada jaotuste
korral?

10. Kas polunomiaaljaotusega vektori koordinaadid on
omavahel so6ltumatud?

11. Tuletada kahedimensionaalse normaaljaotuse valem
eeldusel, et koordinaadid on sdltumatud. Kuidas tuleks sel
juhul tdlgendada parameetreid m ja B?

12. Tuletada n-dimensionaalse normaaljaotuse valem eel-
dusel, et koordinaadid on sdltumatud. Kuidas tuleks sel ju-
hul télgendada parameetreid m ja B?

13« Tuletada 2-dimensionaalse Poissoni jaotuse valem
eeldusel, et koordinaadid on sdltumatud.

14. Tuletada 2-dimensionaalse lhtlase jaotuse valem eel-
dusel, et koordinaadid on soltumatud. Vorrelda saadud vale-

mit ndites 6 tooduga.

15- O0lgu X*~ 0(0,1) , Y~U(0,1) , X ja Y sOltumatud.
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Leida Z = max (X,Y) jaotus ja W = min (X,Y) jaotus.
16. Olgu X ~ 0(0,a) , g = sin x . Leida "g(x) =

83* Jaotusfunktsioon.

1. Jaotusfunktsioon kui .jaotuse esitus.

Juhuslikke suurusi iseloomustavad teatavasti nende
jaotused. Jaotus on aga matemaatilises mdttes kullaltki
raskesti késiteldav objekt: jaotusele kui hulgafunktsioo-
nile ei ole vbéimalik rakendada matemaatilise anallisi apa-
ratuuri. Selline olukord on iseloomulik kbikidele m&6tude-
le. Seetdttu on tekkinud vajadus mddtude esituste, s. t.
mddduga uksuheses vastavuses olevate punktlfunktsioonide
F(R =mR) defineerimiseks.

Juhusliku suuruse X jaotusele Px on vastavusse
seatud juhusliku suuruse jaotusfunktsioon Fx(x) -

Vaadeldes jaotuse vaartusi kdikvdimalikel poolldiku-
del [a,b) saame médédratleda funktsiooni kahe punkti, a ja
b jaoks:

Fx (a,b) = Px [a,b)
Esitades selle funktsiooni kahe funktsiooni vahena saame
seose:

FX(b) ~ PX() = PX ta»b) » (€))
mis madarab funktsiooni Fx(x) uUheselt kuni liidetava kons-
tandi tapsuseni. Rajatingimuse konstandi mdaramiseks saame
seosest:

Fx(b) = Fx() - Fx(-00 ) = Px(-00, b), (2)
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mida vdime lugeda samuti jaotusfunktsiooni definitsiooniks,
kuna see maarab Uheselt Jaotusfunktsioon! iga reaalarvu b
jaoks.

tihtlasi on sellega madratud, et

lim FjJxX) s Fj(-») =0
X w —o0

Jaotusfunktsiooni vdiksime mddrata ka m68du jargi sind-
muste ruumis (R ,C, P) , kuigi ta selle ruumi konkreet-
sest olemusest mingil maaral ei sO6ltu, saauti kui jaotuski.
Kasutades jaotuse definitsiooni, saame:

Fx(x) = P{cot X(o0< xJ

St Newton-Leibnizi valemi kohaselt

Fx(b) - Fx(@) = J dF(x) ,
a
funktsioon Fx(x) on reaalse argumendiga reaalarvuline

funktsioon, mis, nagu selgub, on tdkestatud variatsiooniga,
(seega on margitud valemi kasutamine Oigustatud), siis keh-
tib seos: n

Px [a,b) = Jdr(x) ,
a
kusjuures integreerimisel tuleb alumise raja véartus kaasa

arvata, ulemise raja vaartus aga arvestamata jatta.
|
2. Jaotusfunktsiooni omadusi.
Juhusliku muutuja X jaotusfunktsioonil ?x(x) on

jargmised omadused:
1=  lim FT(XX) =0 , lim Fx(Xx) =1 .
X

- -Co X -»00
Esimene piirvaartus jareldub definitsioonist. Leiame
teise: lim Fx(X) = lim Px(-oo , x) = PX(RR) =1 ,

X -»00 X



20

30

4=

sest Pj on tdendosusmdot.

?x(x) on mittekahanev funktsioon.

Toepoolest, olgu X*< Xg . Siis FACx?) =

= Pj(—oo0 ,X/]), PjCXg) = PC— »Xg)» (-00 ,X<j)C

C(- 00 »Xg) . Tulemus jareldub md66du monotoonsu-

sest. Siit jareldub, et funktsioon Pj(x) on td-

kestatud véartustega 0 ja 1

*J(x) on vasakult pidev.

Tdestus:

" 1i*of[ft(x) - 1;r(x—hj] = !ﬂ PY [x-h,x) =

0+
* Px [x,x) = Px() =0 .
Tuleb markida, et Uldiselt ei tarvitse jaotus-

funktsioon olla paremalt pidev.

lgale omadustega 1= - 3= reaalarvuliste vaartuste-
ga funktsioonile F(x) vastab mingi juhusliku muu-
tuja X jaotus Pg

Tdepoolest, madrates seose (1) pdhjal hulga-
funktsiooni PJ koigi poolldikude jaoks, on liht-
ne kontrollida, et saadud hulgafunktsioon on jao-
tusfunktsiooni omaduse 2 tdttu mittenegatiivne.
Lihtne on vahetult kontrollida ka hulgafunktsioo-
ni Pj 6 -aditiivsust; omadusest 1< jareldub, et
Pg(B) =1 , seega on saadud hulgafunktsioon jatka-
tav tdendosusmd6dduks hulkade klassil £[a,b), s.t.
Boreli hulkade #€-algebral J3

lgale jaotusele saab aga, nagu me juba nagi-
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me, vastavusse seada l0pmata palju erinevaid juhus-

likke suurusi.

5= Jaotusfunktsioonil on uUlimalt loenduv hulk katkevus-
punkte.
Olgu jaotusfunktsioonil punktis x” katkevus.
Kuna funktsioon on tdkestatud ja monotoonne, peab
funktsioon selles punktis tegema I6pliku hippe; ol-
gu selle suurus p~

FxCx® +0) - Px(x™ ) = Poe

Yaatlf mingit 10iku £a,b). llImselt

ar x”™ b
- F(a)™ 1 * lga naturaalarvu m jaoks leidub vaid I6plik
arv punkte x* nii, et L A poch B e Seega on meil

voimalik kdik katkevuspunktid 18igul £a,b) jarjestada, s.t.
neid on loenduv hulk. Et kogu sirge (- 0*, cx>) on esitatud
loenduva hulga 18pliku pikkusega 10ikude kaudu, on ka kogu
sirgel Uksnes loenduv hulk katkevuspunkte.

Siinjuures tuleb markida, et on vdimalik konstrueerida
jaotusfunktsioon, mille katkevuspunktide hulk on kdikjal ti-
he. Selleks jarjestame mingil viisil kdigi ratsionaalarvude
hulga, omistades igale ratsionaalarvule jarjekorranumbri n s
Im,n=1,2 Jaotusfunktsiooni defineerime jargmiselt:
olgu ta treppfunktsioon, kusjuures punktis rQ sooritagu ta
hippe pn = 2"nh, pidevuspunktides olgu konstantne. Selli-

selt defineeritud funktsiooni korral

»

Fz(+00) - 2x(-00 ) =y " Pn =y "2
n=1 n=1

seega on meil tegemist jaotusfunktsiooniga, kui me vaid loeme
Fx(-00) —o .



Kuna sirgel on mltteloenduv hulk punkte, siis on jao-
tusfunktsiooni pidevuspunktide hulk mltteloenduv ja seega

ka kdikjal tihe.

3. Jaotusfunktsiooni lahutus.

Olgu meil antud jaotusfunktsioon Fj(x) = F(x)

Defineerime tema hipete funktsiooni Fd(x) = Y p*
XN <X
Naeme, et hiupete funktsioonil on jargmised omadused:

1* lim Fd(Xx) =0 ; lim 2d(x) = pP*cn
—————— ————— -<Veo
< F(oo ) =1 |

2*  FMN(x) on mittekahanev;
3" PA(x) on vasakult pidev:

FAd(X) - Fd(x-0) =  lim S ke =0

Funktsiooni F , mis rahuldab tingimusi 1* - 3"» ni-
metame Uldistatud jaotusfunktsiooniks. Uldistatud jaotus-
funktsioon méarab ruumis R méddu, mlsaei tarvitse olla
tSendoeusmSOt. Funktsioon F~ on ildistatud jaotusfunkt-
sioon. (Miks?) Funktsiooniga F~ maaratud m33du tahistame
stimboliga Pd

[a,b) = PdCb) - Fd(a) .,
P,(B) = 11« Pa(i)
X —fee

Vaatleme niid vahet F(x) - FA(X) = Fc(X) =
Osutub, et



?c(x) on mittekahanev:

kuna  ZZT p”~4 P(b) - P(a) iga a ja b kor-
Ax~N<b

yc(x2) - = PCxg) - P(x1) - YZ poc> 0
X1 X < Xp
iga x* < x2 korral.

3" Fc on pidev (k6ik funktsiooni F(x) katkevusko-
had on eraldatud). Siit jareldub, et FQ on Uht-
lasi ka vasakult pidev, seega on FQ dldistatud

jaotusfunktsioon* Ea FQ madrab ruumis B mdddu:
Pc [a,b) = Fc(b) - Fc(a)

Ndeme, et iga juhusliku muutuja jaotusfunktsioon on esi-
tatav kabe Uldistatud jaotusfunktsiooni summana:
F(x) = Fc(x) + Fd(X) ,
neist esimene on pidev, teine aga treppfunktsioon.
Juhul, kui *
?c(i) * 0,
kehtib samasus
P(x) 5 Fd(XX)
ning meil on tegemist diskreetse .juhusliku suurusega (juhus-
lik suurus on liht- vdi elementaarfunktsioon sdltuvalt sel-
lest, kas katkevuspunktide arv on I6plik vSi I1dpmatu).
Juhul, kui
PdCx) = 0 ,
kehtib samasus
F(x) = Fc(x)
ning meil on tegemist juhusliku suurusega, mille iga védartuse

téendosus on null.
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Vaatleme m00tu Pc mddtuvaa ruumis (R,jE?YyA ).
Lebesgue*i teoreemi kohaselt on see mddt esitatav kahe mdd-
du summana selles ruumis, kusjuures Uks neist mf6tudest on

AA-pidev, teine aga yU-singulaarne. T&histame need mdddud

vastavalt simbolitega ja Pfl , e. t.
PC(B> = Pa(B) + PS(B)
iga B€ & , s. t* Boreli mottes médtuva hulga korral.

Mootudel Pp ja Pg eksisteerivad omakorda esitused

ruumis R ; need on Uldistatud jaotusfunktsioonid, mis on
vastavalt defineeritud seosega (1) ja (2) mddtude Pa ja
Ps abil. T&histame need Uldistatud jaotusfunktsioonid sim-

bolitega
*a(x) Jja ?s(x)

Teoreem 1. Olgu Payi*-pidev mGdt. Siis on mdddu Pa
esitus Fgﬂx) , mis on mdaratud seostega (1) ja (2), abso-
luutselt pidev funktsioon.

Tdestus. Meenutame, et funktsiooni F(x) nimetatakse abso-

luutselt pidevaks, kui iga positiivse arvu £ jaoks eksis-

teerib selline arv 5 , et iga naturaalarvu n ja suvalise
tUhisosata ldikude slsteemi fan,b™ »..., [a”"bj korral

H |?(k) ~FCa~~d , kui JZ (b.j-an) (&< b."

= =1 a

Toepoolest, téhistame l1dikude silisteemi \J] Ia ,bjl =B€A
i=1l
(s. o. Boreli mottes mddtev hulk). Siis on

ja vaite Sigsus jareldub vahetult m00du Pa ~u-pidevusest.
Seega, saame suvalise jaotusfunktsiooni F(X) esitada
krisB Uldistatud jaotusfunktsiooni summana:
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F(x) =?2a(x) + PAX) + *dXx) ,
kusjuures esimene jaotusfunktsiooni komponent on absoluut-
selt pidev, teine - singulaarne ja kolmas treppfunktsioon.

Analuusime l&hemalt veel jaotusfunktsiooni singulaarset
komponenti. Teatavasti jareldub md5tude P8 jayU singulaar-
susest, et leidub hulk Rs nii, et /~(Rg) =0 * Kkus
vBib omandada nullist erinevaid vaartusi, kuna tlejédéanud hul-
gal R\R_ on Pa null. Nimetame seda hulka Rg Uldista-
tud jaotusfunktsioon! Pg(x) kasvupunktide hulgaks.

Seega on funktsioon Fs(x) peaaegu kdikjal konstantne,
muutudes (kasvades) uksnes hulgal mddduga null. Sealjuures
on ta aga pidev.

Skemaatiliselt vdiks jaotusfunktsiooni Fj(x) jJa ta

komponente kujutada jargmiselt (vt. joonis 65); tuleb markida,

Joon. 65.
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et komponenti FQ(x) illustreerida pole v3imalik; punktid
Xj Jja Zj , kus funktsiooni F~(x) puutuja on vertikaal-
ne, on funktsiooni Fg(x) kasvupunktid, kuid selleks, et
Cg(x) 40 , on tarvis, et selliseid (diskreetselt asetse-

vaid) punkte oleks Idpmata palju.

4. Toenadosuse tihedus.

Briti suurt praktilist huvi pakub jaotusfunktsioonide
korral olukoﬁg, kui
Fd(x) - 0 ,
F(x) = Fa(x) ,
s. t. jaotusfunktsioon on absoluutselt pidev. Niisugust ju-
huslikku suurust nimetatakse sageli pidevaks. Sel korral ek-

sisteerib jaotusfunktsioonil tuletis

«*> m“g*
ning me saame jaotuse esitada mitte Stieltjesi, vaid Lebesgue®i

integraalina: b

dFx (x) = J fx(x)dx . ©)
a

Px [a,b) =

QD i T

Jaotusfunktsiooni tuletist (kui see eksisteerib), nime-
tatakse juhusliku suuruse t8endosuse tiheduseks (tihedusfunkt
siooniks). Kui me r&dgime konkreetsest juhuslikust suurusest
X(co) , tdhistame tema tdendosuse tiheduse sumboliga fj(x),
seega

X(x) = cl PX(x) *

Olgu margitud, et tdendosuse tiheduse eksisteerimine tu-
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leneb Radon-Nikodymi teoreemist: YU.-pidev m00t Pj on esi-

tatav teatava funktsiooni f(x) mdaramatu integraalina:

Siin me tédhistame ruumi R elementi tavakohaselt sumboli-
ga x 5 juhul, kui dx on vahemik reaalteljel, on Leibesgue"i
mb0du definitsiooni kohaselt ~/~(dx) = dx , seega saame va-
lemist (3) mdnevdrra ildisema valemi, mis kehtib mistahes
Boreli méttes mddtuva hulga A korral, muidugi ka seosega
(3) toodud erijuhul, kui A = [a,b) . Jaotusfunktsiooni di-
ferentseeruvus vaadeldaval juhul jareldub ka tema absoluut-
sest pidevusest.

Tihedusfunktsioonil on jargmised olulised omadused:

1° fx(x) > 0, x6R ;

Esimene omadus jareldub jaotusfunktsiooni monotoonsusest;
teise omaduse tdestamisel kasutame seost (3) juhul
s (-o0e,00) =S , ning asjaolu, et jaotus Pj on tbendo-

susmddt (vt. joonis 66).

Joon. 66.



5. Kvantiilid.

Mitmesuguste praktiliste probleemide lahendamisel pa-
kub huvi Jaotusfunktsiooni podrdfunktsioon. s. t. tuleb lei-
da vorrandi t

Fz(x) =p
lahend x , kus O£ p£ 1

Kui selline theselt mddratud lahend Xp eksisteerib,
siis nimetatakse seda vaartust juhusliku suuruse X p-kvan-
tiiliks.

IImselt on kvantiili eksisteerimiseks piisav, et Fx(X)
on piirkonnas SQ =] x : 0< ?x(x)< 1j rangelt monotoon-
ne, ammugi siis, et tdendosuse tihedus eksisteerib iga x
vaartuse korral ja on alati nullist erinev.

Antud konkreetse p jaoks on kvantiili eksisteerimi-
seks tarvilik ja piisav, et eksisteerib vahemik Xp )
nii, et pl< p< p2 ja ?x on vahemikus (Xp , Xp ) ran-
gelt monotoonne.

Kasutades kvantiili jaoks definitsiooni

Xp = inf (x : Fx(x) =p) ,

voime kvantiilid md&rata igale juhuslikule suurusele.
Erilist huvi pakuvad mdningad konkreetsed kvantiilid:

5?-kvantiili nimetatakse mediaaniks;

ja M-kvantiile nimetatakse vastavalt alumiseks ja

tilemiseks kvantiiliks;

1 ja S—kvantiile nimetatakse vastavalt alumiseks ja

Ulemiseks se/stiiliks;
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—kvantiili nimetatakse detsiiliks.
IImselt iseloomustab vabe x.,, - x ~ teatud mdaral ju-
| 4
husliku suuruse vaartuste hajuvust; mida suurem nimetatud
vahe on, seda hajuvamad on juhusliku suuruse vaartused (ul-
diselt). Seetdttu kasutatakse seda vahet mdnikord matemaati-

lises statistikas juhusliku suuruse hajuvuse iseloomustami-

seks.

6. Jaotusfunktsioonide .jada koonduvus.

Koondu”™ “e mdisteid, mida me kasutame jaotusfunktsioo-
nide jada korral, on véimalik defineerida ka ulatuslikumas
funktsioonide klassis. Olgu selleks tdkestatud monotoon-
selt kasvavate funktsioonide F (x) klass 5 *us fR-*ft)
Selliste funktsioonide hulka kuuluvad Uldistatud jaotus-
funktsioonid, viimaste erijuhtudena ka jaotusfunktsioonid.

Margime, et iga funktsioon F(x)€~" maarab Uheselt
tildistatud jaotusfunktsiooni F*(x). TGepoolest, olgu

I'ﬁ F(x) = K ja funktsioon F(x) katkegu punktides
,2,...) . Defineerime funktsiooni F*(x) seostega:
F*(x) = F(x) - k» x | x_ ,
F*(x.) = lim Pe<) —;( , 1=1,2,...
~ xi-0,
x"N€ C(F)
Saadud funktsioon F*(x) osutub vasakult pidevaks,
lim F*(x) =0 ning ta kuulub koos funktsiooniga F(x)
ﬁ|g§§fe N, ja on seega Uldistatud jaotusfunktsioon.

Nimetame hulka G(F) 6 R funktsiooni F(x) pidevus-
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punktide hulgaks, kui F(x) on pidev alati, kui x 6 C(F)

Vaatleme funktsioonide F~Cx) hulka, Fk(x)e !F ning
funktsiooni F(x)€ &

Me Utleme, et funktsioonide jada FA(x) (k=1,2,...)
koondub nérgalt funktsiooniks F(x) , kui see jada koondub
funktsiooniks F(x) hulgal C(F) . See tdhendab, et iga
punkti X*e C(F) korral on reaalarvude jada

FI1(x*), Fg (x, Fn(kx*),..-
koonduv reaalarvuks F(x*)

Osutub, et funktsioonide jada nfrgaks koonduvuseks on
piisav ka selle funktsioonide jada koonduvus mingil hulgal D,
mis on ruumis R kdikjal pidev.

Erijuhul, kui funktsioonide jada koosneb jaotusfunktsi-
oonidest FI x) (.=1,2,..2) ning ka piirvaartuseks on jao-
tusfunktsioog Fx (x), utleme, et jaotusfunktsioonide jada
FJ~(x) koondub ndrgalt jaotusfunktsiooniks FA(x) -

Osutub, et siinjuures on tarvis eriti nbuda, et ka pir-
funktsioon F(x) oleks jaotusfunktsioon: nimelt vdib esine-
da jaotusfunktsioonide Fnﬁ(x) ndrgalt koonduv jada, mille
piirfunktsioon F(x) ei ole jaotusfunktsioon. Veendume sel-
les ndite abil:

Defineerime jaotusfunktsioonid Flk(x) seosega:

0, X" -n

Fy xX) =1T,-n<x4n
n 4, XxX>n.

On lihtne kontrollida, et kdik sellised funktsioonid on
jaotusfunktsioonid: nad on vasakult monotoonsed, mittekaha-

nevad ja lim F~ ) =0, Ilim =1
X -4 -00 n X -too "m
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IImselt on sellise jada piirfunktsiooniks funktsioon
F(x) -\, x6 (-00,00),
mis aga pole jaotusfunktsioon, sest ta piirvéartusteks on
2 nii juhul x -» +o00 kui ka juhul x -»-ee.
Kontrollime, kas meil on tegemist ndrga koonduvusega.
Ilmselt C(F) = R , seega peaks koondumine aset leidma iga
reaalarvu x € R korral. Valime mingi arvu Xx<£ R . Sils

leidub kindlasti naturaal&rv n< nii, et

x<€ [- no* no>~A[<a0 + 1. -1
Jadaks FY (x=), FY (x0),...
on vaadeldaval juhul, kui xQ< 0 , jada

P, 0, ..., 0, A F % re

O, 0 s jada.n °-1

kui aga x
ANVANE 1’«__

n* -Ti
IImselt on m6lemal juhul saadud reaalarvude jadad koonduvad

"I N N * k*k*k
’ ”»

ja meil on tegemist ndrga koonduvusega.
Selleks, et garanteerida jaotusfunktsioonide jada koon-

duvus jaotusfunktsiooniks, tuleb meil nduda veel tingimuste:

Iim Fy_(—cwa = Fy(-eo), lim Fy (+00) - Fy(+eo0) 4)
n -»00 "Si n -*00 na

taidetust.

Norka koonduvust, mille korral on tdidetud tingimused
(4), nimetatakse tadielikuks koonduvuseks. Taielikult koondu-
va jaotusfunktsioonide jada piirvaartuseks on alati jaotus-

funktsioon.
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7* Helly teoreemid.

Esitame siin veel mbéningad edaspidiseks vajalikud teo-
reemid juhuslike suuruste jaotusfunktsioonide koonduvuse
kohta.

Teoreem 2 (Helly teoreem). Kui leidub I8pmatu hulk
funktsioone F~ (x)€& ning mingi 16plik konstant < nil,
et ,JF* ()] <c iga oC korral, siis leidub sellesse hulka
kuuluvate funktsioonide jada Fn(x) , mis koondub ndrgalt
mingiks piirfunktsiooniks F(x)e F ,

Tdestus, Olgu D mingi hulgal R kdikjal tihe loen-
duv punktihulk, D =%xi , i€ NJ . Arvuhulk |~ (xA)J )

s. t, kdigi funktsioonide & véartuste hulk kohal x* ,
on meie eelduse kohaselt tokestatud, jarelikult leidub selle
elementidest koosnev koonduv arvujada F n (xi)

(i=1,2,...) , mille piirvaartuse tahistame simboliga

p (x1)

lim p = F (x1) .
Vaatleme niid jadasse F * kuuluvaid funktsioone kohal x2*
Ka arvujada F ~(x2~ oOn tokestatud, seega leidub tal kind-
lasti koonduv osajada " 2x™2" * 1111116 piirvaartuse tahis-
tame sumboliga F (x2) , Saame nuud:

lim E2i(x1) = F(x1) , _lim F2i(x2) = F(x2) ,
i ¢00 i

Siinjuures kehtib esimene seostest sellepdrast, et jada f2Inm
on punktis x* koonduva jada F~fc) osajada.
Olgu meil leitud hulga F~ (x) elementidest koosnev

jada Fkx=(x) nii, et
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xr aag B g =1,2f...,k)

Moodustame siis jada P\... ) ning eraldame sellest koon-
duva osajada P .+N i7XijHLN » It -epiirvddrtuse téhistame
sumboliga F(xfct*) . Saadud funktsioonide jadal F~™ ~(X)
on omadus:

ilimooFk+1»i’\xi) = FCx.,) ( =1,2,...,k+1)
Jétkame jadade pki(x) (@( = 1,2,...) valjavalimist, kK-*o
ning moodustame seejarel nn. diagonaaljada Fi;L(x)
(i=1,2,...) = Osutub, et

iImoF..(xJ.) = F(Xé) g =1,2,...) . ®)
Tdepoolest, fikseerime mingi suvalise punkti xjeD < Dia-
gonaaljada F~(x) kdik elemendid alates j-ndast kuuluvad
jadasse F31(X)* seetdttu koondub see jada punktis X4 vaar-
tuseks F(xj) ning kehtib seos (5) -«

Sellega on hulgal D defineeritud funktsioon F(x)
seosega (5). Et jada Fu (x) elemendid on Ghtlaselt tdkes-
tatud, on ka F(x) tdkestatud; samuti jareldub sellest, et
kdik funktsioonid F~(x) on mittekahanevad, ka funktsioo-
ni  F(x) mlttekahanevus. (Tdestada iseseisvalt!)

Et hulk d on hulgal R kdéikjal tihe, saame funktsi-
ooni F(x) jatkata ruumis B seosega

F(x) = Lim  F(Xj) (6)

X*- X

xje b
iga xe R jJaoks. Ka seosega (6) defineeritud funktsioon
P(xX) (x€ R) on tdkestatud ja mittekahanev. (N&didata se-

dal) Sellega ongi Helly teoreem tdestatud.
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Teoreem 3 (Helly-Bray teoreem). Kui funktsioonide
jada M) , Fg(x), ..., FA(x)€~~ koondub nérgalt funkt-
siooniks F(x) , siis koongub iga pideva funktsiooni g(B ma

korral integraalide jada f g(x)dFn(x) integraaliks

b a
J g(x)dF(x) , kui vaid a,b €q (F)
a
Téestus. Olgu antud suvaline arv < >0 . Naitame,

et leidub indeks N(£ ) nii, et

b b .
J g00drn o - J g0 dFOOU £

a a
iga n >N(<£ ) korral.
Funktsiooni g(x) pidevuse tdttu I8igul [a,b3 on ta
tokestatud, ja leidub konstant G , mis rahuldab vordust:

max Ig(x)1 =6
s a"x£b

Jaotame nuud 16igu [a,b] osaldikudeks [x, x"+,j]
(a =0,1,...,m-1) nii, et igas osalbigus kehtiks vo0rratus

lg(x) - 86DL< N (xi*x<xi+l, i1 =0,1,...,m-1) .
Seda on vdimalik teha funktsiooni g(x) pidevuse tdttu.
Uldsust kitsendamata vdime jaotuspunktid > valida nii,
et nad kuuluvad hulka <c(P) . Defineerime treppfunktsioo-
ni gN (x) jargnevalt:

gN" (X)) = g(xi) , OCx<x=+# ; i =0,1,...,m-1)
lInselt on igal osalOigul Qige ka seos

19C) - g€ ()< " (a”x”"b)

Funktsioonide jada Fi(x) koonduvust kasutades valime in-
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deksi N(E£ ) nii, et

IF*]) ““FCBI < £75 (a=0,1,...,m-1),
M n> N(£) .

Hindame niiid vahet

1? b 1 b b
119COdPn ) - Jg()AFCO ™ I FgCOdF(x) - fg/ (x)dP(x) | +

a a a a
b b .b
gk COdRF() - Jg™ CQdPn ()| + |J8E (x)dPn(x) -
a a a
b .
- Jg(ydI7n Ol

hinnates selleks Ulkshaaval parempoolse avaldise liidetavaid:

b b b
“ 9(x)dP(x) - g™ (x)dP(x)U Jlg(x) -
a a a

- () dreoa 4F ((b) - @)~ i

.b b b
11 SE <*>"n<*> <7 g(X)dFn )M | 19~ () -
a a a

- g()JdFn (x)"-4p (Fn(b) - Fn(a))”

Teise liidetava hindamisel kasutame aga vOéimalust trepp-
funktsiooni integreerimiseks, jaotades integreerimispiir-

konna funktsiooni konstantsuse piirkondade summaks:

b b
9" QdF(X) - § o COdFn()| =
a a
m-1 x, *|Vf
=1iTo *£ -~ 0lg6 (X)dFn(x) =
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*|L|| B(A)[F(F:H'l)'- F(Xt)J - Zgg(xl)[pn(xi+1)—Fn(xij]<

i=0 i=0
m-1

11 S(XD|F(xI+1) -P n(xt+1)] +
i=0
m-1

+ Y1 s(xi)F(xi) - AC 2raG
1=0

Tulemusi kokku véttes saame:

b b
Ij g(xX)dFn(x) - J,g(xX)dF(x)|< + -y + -y =<£ , kui n>N(£)
a a

ja sellega ongi Helly-Bray teoreem tdestatud.

Teoreem 4 (Helly-Bray uldistatud teoreem). Kui funkt-
sioonide jada F1(x), F2(x),..., Fi(x)€ & koondub taieli-
kult funktsiooniks F(x) , siis koondub iga pideva ja tdkes-
tgotud funktsiooni g(R -»r) korogal integraalide
-Jg(x)an(x) jada integraaliks fg(x)dF(x)

Téestus. Olgu <€> 0 suvaline arv. Tahistame

G = su X
Winod 9091

Funktsioonide jada F~(x) taielikust koonduvusest ja-

reldub, et kehtivad vdrdused:

lim F (-00) =F(-00) , lim F (+00) = F(+00) ,
n —»<» n m-00 a

seega on meil vdimalik valida nii suured arvud A ,ia N,1 ,
et

IFn(xX) - F(xX) I< pgr , kui x<-A, n>N1f
ning B ja N2 nii, et
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IFn(xX) - F(xX)/< kui x> B, n>N2 .

Uldsust kitsendamata vdime eeldada, et -AB£ c(F) . Hinda-

me niid vahet < N
I fg(x)arn(x) - Jg(x)dP(x)j .

jaotades integreerimispiirkonna punktide -A ja B abil
osadeks ning hinnates integraalide vahet neis osades.

-A -A y -

1 g0)drn () - J g()dP(x) |= |9(-A)Fri(-A)-g(-00)Fn (-0e) -

oo -oo

- g(-A)F(- Ay + g(-00)F(-08)|< |g(-A)| jm (-A)-FC-A) | +

+ Jg(-00)] Ifq(-00) - F(-00)J" 26 =y,
kui n > N. ; analoogiliselt ka

JV g00dFn 0 - 3 g()dFOOU -y
B \ B
kui n>N2 . Helly-Bray teoreemi pdhjal on aga vdimalik

valida vastavalt arvudele -A, B ja * indeks N = N(y-)

nii, et
B B
1§ g(xX)dFn(x) - J g(xX)dF(x)j4- y- , kui n > N~ .
—A —A

. - A . ;
Valides nuud N_(£o<8 max (N Np.é\l:)og saamegi seose:

J ) g0odrno - J geodreoKE |

-00 -p0
kui n>N(£) , Jja Helly-Bray uldistatud teoreem on tdes-

tatud.
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8. Juhuslike suuruste koonduvus.

Jaotusfunktsioon! kui juhusliku suuruse karakteristiku
hindamisel on pdhilise t&htsusega kisimuseks tema pidevus.
s. t. kusimus, kas juhuslike muutujate jada (mingist) koon-
duvusest jareldub ka vastavate jaotusfunktsioonide jada (min-
gi) koonduvus ning vastupidi. Osutub, et sellisel viisil on
omavahel seotud juhuslike muutujate jada koonduvus tden&osu-
se jargi ja vastavate jaotusfunktsioonide jada taielik koon-
duvus. Kehtib nimelt jargmine teoreem:

Teoreem 5» Kui juhuslike suuruste jada X~GJ) koon-
dub tdendosuse jargi juhuslikuks suuruseks X(co) , siis
koondub vastavate jaotusfunktsioonide jada FIn(x) téaieli-
kult jaotusfunktsiooniks F/A(x) e

Toestus. Naitame kdigepealt, et koonduvus esineb hul-
gal C(F) . Valime mingid punktid x,x* € C(F) , x"< X

Siis

Fz(x") = P(X < x") ,

FA(x) = P(Xn< Xx)
Kuid sindmus | CJ : X< x"J on esitatav siundmuste sum-
mana: |Jco: X< x* , XQ< )q U T X< X",
I "xjc™s - x|> x - x"}

Kasutame siin esimese liidetava korral ilmset seost:
AB C B~ Teise liidetava puhul aga néeme, et vlrratustest

X< x* ja Xn” x jéareldub v6érratus X~ - X~ x - x"

ammugi siis |Xn - x|>x - x* , jéarelikult on ka slndmuste

© :X<x* ,xn> xj ja {L :Ixn - x]I*x - x*J vahel

sisalduvusseos. 260 -



Saadud sisalduvusseosest jareldub vdrratus tdendosuste
vahelt
p{ € : X< plco : XJ + p{co - X< x* , Xpo> xj i
(vaadeldavad sindmused on Uksteist valistavad, seega saame
kasutada t6endosuse aditiivsust). Kasutades viimaLst sisaldu-
vusseost, saame vdrratuse
P :Z<x"JMplco M xj + pfcos )3N - x|>x  X'J.
Jaotusfunktsiooni definitsiooni pbhjal saame vdrratuse
kirjutada kujul
PX(X")MPA(X) + p(co 1 |XQ - x)>x - X" ,
iga ~ korral. Seega ka
PX(X*X I;ni*i_nf P;a(x) + p{D:]x_- x]>x - x9
Kuna juhuslike suuruste jada XQ koondub tdendosuse
jargi juhuslikuks suuruseks X , siis iga x"< x korral

lim P{cj : IX - x]>x - x"} =0

n ~¥ot>

Px(x*)~ Lim inf Py () ,
kui vaid x* < Xx o )

Teiselt poolt saame analoogilise mdttekdigu tulemuse-
na:

PACX) = pleis Xn< xj = p{ci HKDXKXI T+ pfow: X~< x ,
X>x"J4Px(x") + P{cO : - XI>x" - xj,
millest jareldub, et

lim sup Px (X)) rpr7 (<" .
n —*o0- n
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Et iga x vaartuse korral

lim inf Fy O™ lim sup Fy (X) ,
n «*o° =8 n -*00 B

siis saame ahelvlrratuse:

Fx (x")A" Alﬂ»aaf Fxn(x)< };T>O§up Fyuﬁx) 4 Fx(x")

Valime niiiid punktide jadad x? € C(F) , xE - X, X>< X,

ja x£ € C(F), xI* -»» x, Xx£ > x; sils

lim FY(x") = Fy(x-0) = Fy(x) ;
X* X A A

lim  FY(X™) = Fy x+0) = Fy (x) ,
X" -* x * * *

sest ka x € C@F) . Seega saame piiril oma vOrratuse aarmis-
te lulide vorduse, kust jareldub ka vdrdus

i inf F = F ,
i im in y‘Si ) y(x)

Fy (x) ,

lim sup Fy (x)

n ~>oo0
millega ongi tdestatud jada FT (x) koonduvus punktis x
Et x oli meelevaldne punkt hu:bast C(F) , jareldub siit
jada Fy (x) nork koonduvus.
Té??liku koonduvuse tdestamiseks oleks meil tarvis veel
naidata, et kehtivad seosed:

lim Fy (oo ) = Fy(~o00) , lim Fy (® ) = Fy(oo ) .
M—+00 "Si n “mpo na

Et FA(x) Jja FM(xX) on jaotusfunktsioonid, siis tdepoo-
lest

FACeo) = Fx(oo) =1 , FAC-oe) = Fx(- oo) = 0 ,

seega on ka

lim Fy (oo =1 , lim Fy (-o0> =0
- n n -*oo n

ning teoreem on téestatud.



9. Uhine .jaotusfunktsioon.

Vaatleme juhuslikku vektorit ?=(3L,...»X") (£2 »Rn) .
Juhuslikku vektorit iseloomustab tema jaotus P”A), ACRn ,
Ss. 0. juhusliku vektori komponentide thine jao-
tus. Juhusliku vektori jaotuse esituse saame defineerida
funktsioonina FE- (Rn R) , mida nimetatakse komponenti-
de X~,...,Xn (hiseks jaotusfunktsiooniks.

Jaotusfunktsiooni defineerime jaotusena lahtiste 1dp-
matute risttahukate klassil:

FjCan,...,*N) = x (-o00fx2) x ... xC-00jX~" =

P{u> rx1(w)<x1,..., Xn(co)< xj

Naitamiseks, et tegemist on juhuslike suuruste X~,...
..,Xn GOhise jaotusfunktsiooniga, kasutame mdnikord ka Kir-
jutusviisi:
FX1-— ,Xa ™Xi»***»xn) *
On lihtne ndidata, et juhusliku vektori jaotusfunktsi-
oonil on uldiselt samad omadused mis juhusliku suuruse jao-

tusfunktsioonil, nimelt:

1= AN(X"J,-.-. ,xn) on iga oma argumendi suhtes
mittekahanev;
2° Fy y (x£,...,x_) on iga oma argumendi suhtes

vasakult pidev.

3= lim Fx X (Xo,-..-.,*) =P?(Rn) =
X~N-J-00, ... »X"-l0o0 Frokk kT ]

' H - *

4 bim Fy Y Cxl,...,,)\() -F(I‘I(-«>oxJ)x0)
1 No
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s. O risttahukas, mille (ks tahk (i-ndale koordinaadile vas-
tav) on tihihulk, seega on, vastavalt risttahuka mdddu defi-

nitsioonile, sellise risttahuka tdendosus O

5 lim  Fy T4 ---m>a) A
- m<d:1R.0mn:l (-oo.zAm) = m=1 -
EXX) 1 CX« »>eeey Xj * ) ’
11 1 n-k N n-k

nagu jareldub tbéendosusmbbddu kooskdla omadusest. Valides k=
=n -1 , saame Uhisest jaotusfunktsioonist tuletada ka vek-

tori komponentide X~ jaotusfunktsioonid:

Fﬂ(i.(X). = F)ﬁ,,_».xb._ " PA((-00 x) I R4).

4 ATA

Vastavalt definittsioonile saame:

Bl<A) = J dfF (),
A *

kus integraali tuleb arvutada n-kordsena. Olgu margitud, et
selle seose jargi on isegi risttahukate tdendosuse arvutami-

ne killaltki tilikas:

¥ 4 M s / ... JAPE(X1» ™ »xn-1»xn> =

M [K.»ai)

= j |dF~A<x1,...,xn_1,bn) - J* ....
A [bi»ai) Q [ bi ai>
%
n
= Fj(bl,...,bn) - "Fj(b1l,...,b; 1,ai,bi+l,...,blD) +
i=1
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~C™) N Fi (bj lee=]bj  »@j ,e=¢.a, ) + .=
(a n \ 1 n_]t 1 K

eoe + ("\) *

On ilmne, et iga risttahuka tdéendosus peab olema mitte-
negatiivne. Selle asjaolu garanteerib tdendosusmdddu kooskd-
la.

Analoogiliselt juhusliku suuruse jaotusfunktsiooniga on
ka juhusliku vektori jaotusfunktsiooni vbéimalik lahutada kat-
kevaks, singulaarseks ja absoluutselt pidevaks komponendiks
(ildjuhul sisaldab see kdiki kolme komponenti). Juhul, kui
jaotusfunktsioon on (k&igi oma argumentide suhtes) absoluut-

selt pidev, siis eksisteerib tal tdendosuse tihedus:

e v mOxl,. ... OXrn

Sel juhul
j dq (X) :j fJ (f)dX :J ®®; rx1f...,X n(Xl »,, *»Xn)dxl»*“
A A A

IImselt alati a <>
J fJ (2)dE =3 .3 fx1,...,XnXI»**e»xndri»** »d3n=1 *
R™ _

10. SOltnmatute komponentidega vektori jaotusfunktsioon.

Vaatleme sdltumatute komponentidega vektorit
? Ay, X0 .
Et juhusliku vektori X jaotus risttahukatel avaldub korru-

tisena:
() = PA (P [a,b%) = P(ci;X M (ci)E [ar.byi), ... .Xn (co)E.
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siis jareldame siit, et vdttes vaatluse alla I6pmatud rist-

tahukad

Saame

Seega: sdltumatute komponentidega juhusliku vektori jao-
tusfunktsioon vordub selle vektori komponentide jaotusfunkt-
sioonide korrutisega.

Diferentseerimisel ndeme, et absoluutselt pideva jaotus-
funktsiooniga sdltumatute komponentidega juhusliku vektori
tdendosuse tihedus vdrdub selle vektori komponentide tden&o-

suse tiheduste korrutisega.

Selletdttu on sdltumatute komponentidega juhusliku vek-
toriga oluliselt lihtsam opereerida kui séltuvate komponen-
tidega juhusliku vektoriga ning sellepadrast klassikaline tde-
naosusteooria kasitlebki eeskatt soltumatuid juhuslikke suu-

rusi.
11. Juhusliku vektori funktsiooni .jaotusfunktsioon.
Olgu meil defineeritud ruum (£2, CP) ning juhuslik

vektor ?= OLL,...,X )(B -*Rn) . Olgu g mingi n muutuja
k-dimensionaalne funktsioon g(x1,...,xn)=F = (y~,y")



Siis juhuslik vektor Y = (T1,...,l1k) = gCX"~...,")

on maaratud juhusliku vektoriga ~ L 1)*Y(Q-~RK)
Erilist praktilist huvi pakub olukord, kus ¥ on uhe-

dimensionaalne juhuslik vektor, s. t., juhuslik suurus.

Juhusliku suuruse Y jaotuse saame (vt. ka 2.5) aval-
dada seosega

Py(A) = BE(g~1(A)) , kui AE£ R , g<1(A)€ R1 .

Seega
Fy(x) = PY(-0*»,x) = PE(g“1(-oc*,x)) ,
aga samuti Juausliku vektori (Y*,...,Yk) korral
K K
FA(x1,... ,xn) = Bf( fAC-«0,n)) = M C-00»"))

Kasutades vektori X jaotusfunktsiooni, saame viimati

saadud seoseid esitada ka kujul:
Pr(i) =J dF
g_1 (==X?,x)

FF(x1,...,xk) = J der- A
" rl —«» N
g 1(i:l(: ,1)),

kus integraali vaadeldakse n-dimensionaalsena.

12. Kahe juhusliku suuruse summa .jaotusfunktsioon.

Vaatleme nlud lihtsat erijuhtu: olgu n = 2, K= 1,
gCx~Xp) = x1 + x2
Siis g“1(-«»,x) = (-~,x1; -o0jx”"), -o00<xl<oo ,

kus x* vO0ib omandada mistahes vaartused (vt. joonis 67).
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Seega

RE) = > PXDAXTSR) -

= %=-x1
| ( AX=XADn*n *
oo - A
Erijuhul, kui ja X2 on sdéltumatud, kehtivad seo-
sed
FXIX2 (x1»x2) = FX1(x1) FX2(x2) »
ja
dFX1X2 (x1»x2) = dFX171)dFX2(x2) *
Saame siis
“To) = { J dRXLEL)AFX2(x2) = 1 FX2(x-x1)dFil(xl> *

Joon. 67.
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13* Jaotusfunktsioonide konvolut=a cmne

S6ltumatute juhuslike suuruste ja X2 korral keh-
tivad, nagu nagime, jargnevad seosed:

Kui
Y = X1 + X2

siis
fy(x) = j PX2AX_XTN?2X1IN N e

Seega on meil defineeritud Uhtlasi teatav operatsioon
jaotusfunktsianide klassis: jaotusfunktsioonide paarile
. ja FX seatakse vastavusse nendega lheselt maaratud
jé%tusfunktsioon Fy . Sellisel viisil defineeritud operat-
siooni nimetatakse jaotusfunktsioonide konvolutsiooniks.

Jaotusfunktsioonide konvolutsiooni operatsiooni tahis-

tatakse sumboliga - :
% * fx2 = FY e
Konvolutsioonil on jargnevad omadused:

1= F- * FT = FT_* FT (kommutatiivsus)
*1 a2 *2 1

Toestamiseks margime, et X" + X2 = X2 + X~ , seega

Fy(x) — J F~ (x-x2)drjr (x2) ,
niisiis on X ja X2 osad vahetatud.
Olgu margitud, et juhul, kui meil on 3 juhuslikku suu-

rust X~, X2 ja X*, kusjuures X~ on summast X" + s6l-

tumatu, saame defineerida ka summa

Y = X1 + X2 + X3 = (X1 + X2) + X3
ning siis

fy = fx1+x2 * Fx3 = (FX" fx2)* Fx3*
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Kehtib ka konvolutsiooni assotsiatiivsus:

2° <mh*V *'X3=V ‘W =

Viimane tulemus jareldub juhuslike suuruste summa as-
sotsiatiivsusest.

Saame defineerida ka n juhusliku suuruse

jaotusfunktsioon! konvolutsiooni

kui vaid iga juhuslik suurus X, on sdltumatu juhuslikust
k-1 Stm
suurusest YZ X!
i=1
IImselt avaldub see konvolutsioon (n-"kordse integree-
\

rimise tulemusena.
Juhul, kui juhuslikel suurustel X" ja X2 eksistee-

rivad tdendosuse tihedused, saame:

ja diferentseerimisel x jéargi:
Q)

Nédeme, et piisab juba sellest, et uUhel juhuslikest suu-
rustest ja X0 eksioteeriks tdendosuse tihedus, sel-
leks et ?y(x) avalduks Lebesgue ¥ (mitte Stieltjesi) inte-

graali kaudu:



14. Simpsoni .laotus.

Naitena vaatleme juhusliku suuruse Y = X + X2 jao-
tust, kus ~ U(a,b), X2~U(a,b), s. t. juhuslikud suu-
rused X* ja X2 on s6ltumatud ja Uhesuguse jaotusega,

milleks on thtlane jaotus parameetritega a ja b . Siis
jo , x é&Ja,b], (0, X &[a,bj,
fy oo = fx (x) =J
1 Ua, 2 Uu . x e M

IImselt peab olema

[0, x~ 2a ,
Y0 = \
{0, xp2b.

Leiame nutd fy(x) x vaartuste jaoks vahemikus [2a,2b" -

Kasutades valemit (7) saame:

Qo b
frd) =j fXR(z-xDfli(x1l)axl =~ J XE
- a
(siin asendasime tema téhendusega).

Vaatleme nuidd funktsiooni fx (x-x*) vaartusi.

10, xx*< a, s. t . > x-a,
- 0, xx*>b ,s. t. x*< x-b,
1 tilejdanud x~ vaartuste korral.
Seega n min(x-atb)
ff. (o, = J
max(a,x-b)

Kui 2af£ x< atb , siis max(a,x-b) = a, min(x-a,b) =
=x-a ; kui a+b $ x< 2b , siis max(a,x-b) = x-b,
min(x-a,b) = b
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Seega saame X-a
Y 00 J 122 *ku Za<aby
Oa
m(x) = (A}J N :'/\755 , kui atb<x<2b .
X-a (b7a)
Kokkuvottes saame juhusliku suuruse Y tdendosuse tiheduse-

le avaldise:

0, x<2a ,
(E'2§£ , 2a’ X< a+bh ,
-a
fv(x) =
2b-Xo  a4pn x< 2b
(b-a)

X >2Db

Seega on lihtne naha, et saime uue jaotuse, mida nimetatak-
se Simpsoni jaotuseks. Simpsoni jaotuse tdendosuse tihedust

esitab graafiliselt joonis 68.

Joon. 68.
15. Ulesandeid.

1. Kas oleks voimalik defineerida jaotusfunktsioon ka
paremalt pidevana, sailitades tema k&ik muud omadused endi-

sena? Kuidas naeks sel juhul valja definitsioon?



2. Missuguste omadustega funktsioon on
PCX N x) ?
P(X 7-x) ?

3» Milline on pidevuse ja diferentseeruvuse vahekord
klassikalises analiuisis? Kas tuletise olemasolu on piisav
diferentseeruvuseks?

V3rrelda seda tulemust Radon-Nikodymi teoreemi vaitega.

4. Tdestada jargmised tdendosuse tiheduse omadused:

a) fICx) >0
b) Px [a,b) = J fxCx)dx = FxCb) - FxCa)
a

Mis on teise omaduse tdhenduseks? Teha joonis, mis il-
lustreeriks omadust b)

5. Olgu XC<*>) nullpunkti suhtes simmeetriline juhus-
lik suurus ja olgu FxCx) rangelt monotoonne. Missuguse seo-
se kvantiilide ja vahel saame siis?

Missuguse seose kvantiilide vahel saame juhul, kui XC<2)
on punkti a suhtes siummeetriline juhuslik suurus, Kkusjuu-
res Fx(x) on rangelt monotoonne?

6. Milleks on kvantiili definitsioonis tarvis nduda ju-
husliku suuruse X jaotusfunktsiooni ranget monotoonsust?

7. Kas diskreetsel juhuslikul suurusel eksisteerivad
kvantiilid? Kas oleks neid mingil viisil véimalik mdistli-
kult defineerida?

8. Kas juhuslike suuruste jada koonduvusest peaaegu
kindlasti saab teha mingit jareldust vastavate jaotusfunkt-
sioonide koonduvuse kohta?
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9. Leida kahe juhusliku suunise vahe jaotusfunktsioon.

10. Olgu Uhtlase jaotusega juhuslikud suurused X~ ~
/~U(0,1) (i=1,2,...,n) taielikult s6ltumatud. Leida max X"
jaotusfunktsioon ja tdendosuse tihedus. Leida min X* jao-

tusfunktsioon ja tdendosuse tihedus.

4. Momendid

1. Juhusliku suuruse keskvéaartus.

Juhusliku suuruse X iseloomustamiseks kasutatakse sa-
geli selle juhusliku suuruse keskvaartust (ka ootevaartus)
EX , mis defineeritakse juhusliku suuruse X integraalina

ule kogu ruumi, kui see eksisteerib:

@
Erijuhul, liht- ja elementaarfunktsiooni korral langeb
keskvaartuse definitsioon iUhte elementaarsest tdendosusteoo-

riast tuttava keskvaartuse definitsiooniga:
n n

3:1 .j:'
kus
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AiJIA. =0 (W j) ,
1fhﬁ &

Vaadeldava integraali (1) saame esitada ka integraali-

na juhusliku suuruse vaartuste ruumi60£2

EX = / X(cJ)P(desy = / xPz(dx) . *)

Toepoolest, moodustame integraali (1) defineeriva liht-
funktsioonide integraalide jada. Aga sellise integraali vdib
esitada ka kujul, mis on antud avaldises (2) kbige paremal;
selliste st”iade jada piirvaartuseks on aga integraal, mis
asub seoses (4) kdige paremal.

Tuleb mérkida, et 10plik keskvadartus eksisteerib vaid
juhul, kui vaadeldav juhuslik suurus X on integreeruv;
vOib esineda veel olukord, et juhuslikul suurusel on I6pma-
tu keskvaartus EX =<> véi EX = - oo , aga samuti vdib ka
keskvaartus hoopiski mitte eksisteerida (Juhul, kui ei eksis-
teeri vastavat integraali), eriti, kui summa (5) ei ole ab-

soluutselt koonduv, kuigi vG8ib koonduda tingimisi.

2. Keskvéaartuse omadusi. :

Keskvadrtuse omaduste tuletamiseks saame kasutada meile
juba tuntud integraali omadusi. Siinjuures peame silmas, et
keskvéaartus ei ole juhuslik suurus, vaid on konstant.

1= Ec = <, kus < on konstant.

Toepoolest: Ec = r-cP(da>) = c/P(dco) = c.
Erijuhul: E(EX) = EX e

2°E(X+Y) = EX + EY (tuleneb integraali distributiiv-
susest e. aditiivsusest).
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3= E(cX) = ceEX (tuleneb integraali homogeensusest).

4= Kui X > 0 , siis EX> 0 (tuleneb integraali mono-

toonsusest).

52 Kui X ja Y on soltumatud, siis

E(XY) = EX-EY .

Omaduse 5= tdestus:

Kasutame juhusliku suuruse XY jaoks keskvaartuse de-
finitsiooni, rakendades selleks valemit (4), Siin tuleb jao-
tuseks votta (X,Y) Uhine jaotus Pjy , mis realiseerub
ilmselt kahedimensionaalses ruumis R(); seetdttu tuleb ka

integraali mdista kahedimensionaalsena, samuti ruumielemen-
di diferentsiaali dz = dx*dy

E(XY) = ]] xyPiy(dz)
Et aga sOltumatute juhuslike suuruste jaotus avaldub jaotus-
te korrutisena:

Pxy (Al x A2) = Px(Al)Py(A2) ,
Saame .
EQXY) = JJ xyPx (d3c)PY (dy) = J XPx (dx)J* yPAy) = EX EY,

mida oligi tarvis tdestada.
3. Keskvaartuse avaldamine .jaotusfunktsiooni _jargi.

Keskvaartuse vdime avaldada ka Lebesgue-Stieltjesi in-
tegraalina, kasutades integreerimist jaotusfunktsiooni jargi
(viimane on teatavasti tdkestatud variatsiooniga, seega vas-
tav integraal eksisteerib alatd). Et jaotusfunktsiooni defi-

nitsiooni kohaselt

dFX(X) = Fx(xtdx) - Fx(X) = Px(x,x+dx) = Px(dx)
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siis saame seose (4) esitada iUhtlasi kujul:

EX = J xdFx(x) - (b)
Juhul, kui juhusliku suuruse X jaotusfunktsioon on abso-
luutselt pidev, seega eksisteerib tdendosuse tihedus fY(x)=

dFx (x) , i *
=- - , saame seosele (5) anda kuju:
6)

mis on sobiv keskvaartuse arvutamiseks alati, kui tdendosu-

se tihedus fj(x) eksisteerib. (Vt. nditeks I, 7.6-7«9)»
4* Juhusliku suuruse funktsiooni keskvaartus

Olgu X mingi juhuslik suurus, X(,Q #*R) ning g
suvaline mdotuv funktsioon g(R #*R) < Siis on ka g(X) ju-
huslik suurus. Vaatleme, kuidas avaldub juhusliku suuruse
g(X) keskvéaartus.

Teoreem 1. Juhusliku suuruse X mddtuva funktsiooni
g(X) keskvaartus avaldub juhusliku suuruse X jaotuse kau-
du jargnevalt: 00

Eg(X) =7 g(X)P Cdo>) = /7 g(O)Px(dx) =7 gO)dFx (X)) . (7)

T6estus.

a) Vaatleme erijuhtu, kus X on indikaatorfunktsioon I-
Tema jaotus avaldub siis jargnevalt:

JPX(1) = P(A) = p,
\PX(@0) =1-p

Juhusliku suuruse g(X) jaotuse leiame siis samuti:



sest g(X) saab samuti omandada ainult ke erinevat vaar-
tust: g(0) ja g(1) , mille esinemise tdendosused on vas-
tavalt 1-p ja p ; et g(X) on mdoétuv, siis on ta ka

lihtfunktsioon. Kontrollime niid seose (7) keskmist vdrdust:
r @

J g(X)P(dco) =/g(X)Px(dx) . ®)
thelt poolt lihtfunktsiooni integraali definitsiooni koha-
selt

g(X)P(do>) = g(1)p + g(0)(1-p)
Teiselt poolt, Egsutades vOrduse (8) paremat poolt, leiame

/g (OPx(dx) = g(0)(1-p)+g(1)p
Jarelikult kontrollitud vordus kehtib. Punktis 2 toodud
aruteluga analoogiline mottekdik naitab ka parempoolse vOr-
duse kehtimist; vasakpoolne vdrdus jareldub aga vahetult de-
finitsioonist.

b) Olgu X [lihtfunktsioon.

Saame rakendada punktis a) tooduga sarnast mdttekaiku,
kus tuleb vaid juhusliku suuruse X kahe erineva vaartuse
0 ja 1 asemel vaadelda juhusliku suuruse X n erinevat
vaartust ) 9(X) osutub ka sel juhul (Ulimalt)
n vaartusega lihtfunktsiooniks.

c) Edasi saame teoreemi tdestada juhul, kui X on mit-
tenegatiivne modtuv funktsioon; saame leida mittenegatiivse-
te lihtfunktsioonide mittekahaneva jada Xn ¢ X ning arvuta-
des nende integraalid;ndeme, et (punkti b)pdhjal) kehtib ko-
gu aeg vordus mis jaab pisima (integraali 9= omaduse

péhjal, vt. 11,4.5) ka piiril Xn X
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d) Suvalise mddtuva funktsiooni jaoks on vaadeldav teo-
reem tOestatav, kasutades funktsiooni esitust tema positiiv-
se ja negatiivse osa kaudu. Teoreem on seega taielikult tdes-
tatud. Sellel teoreemil on suur tdhtsus mitmesugustes kesk-

vaartuste rakendustes.
5. Juhusliku suuruse momendid.

Moodustame juhusliku suuruse X astmed Xr (r > 0)
Kuna astendamine on mddtuv funktsioon, on ka kdik juhusliku
suuruse astmed juhuslikud suurused.

Nimetame suurust

mp = EXr ,

s. 0. juhusliku suuruse X r-nda astme keskvaartust selle
Juhusliku suuruse r-ndaks momendiks.

Ilmselt vdib EXr kas eksisteerida vOi ka mitte eksis-
teerida, olla 16plik voi I6pmatu (séltuvalt X jaotusest
ning r arvulisest vdartusest). Kasutades teoreemi 1 ning
seoseid (1) - (6), saame momentide arvutamiseks jargnevad
valemid: n 00

EXr= J* Xr (co)P(dco) = / XrPx (dx)

mille I|htsamad erijuhud on Jargmlsed



Juhusliku suuruse absoluutseks r-jarku momendiks |m|r
nimetatakse juhusliku suuruse absoluutvadrtuse r-nda astme
keskvaartust:

Infr = E7/X™ =/ IxIrP(dCY) = J 13JrPx (dx)
(Millised lihtsamad eﬁ%juhud tulenevad viimasest valemist?)

On lihtne n&ha, et juhusliku suuruse r-jarku absoluut-
ne moment eksisteerib iga r korral, sest funktsioonil [x|r
on negatiivne osa vordne nulliga, seega ka 1= 0 ning
I = 1+ (vt. 11, 4.3)* llmselt aga ei tarvitse see absoluut-
ne moment alati 18plik olla.

Momentide ning absoluutsete momentide eksisteerimise
ja l10plikkuse kohta tdestame mdningad teoreemid.

Teoreem 2. Kui juhuslikul suurusel X eksisteerib min-
gi I6plik k-jarku moment, siis on ka tema k-jarku absoluut-
ne moment 1dplik.

Tdestus. Vaatleme suvalist juhuslikku suurust X =

= X+ - X*°. Siis

Xr = (X+ - Xr = (Xr)+ - (Xr)~ . (©))
Samal ajal [x) =X+ + X<, ja

IXIF= X+ + X™)r . (10)
Kuna binoomide (9) ja (10) arendistes (juhul, kui r ei
ole téisarv, on nendeks l0pmatud read), on samad liikmed,iks-
nes erinevate mérkidega, kehtib ilmselt ka seos:
IXIr = (Xr)+ + .
Tahistame J(Xr)+P(du>) = I+ , J (Xr)"P(du>) = I .
Siis & &
= EXF = I+ - 1°°, Jm)r - E|X|r = I+ + 1<%
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ning meie teoreem ongi tdestatud, sest EX1* 16plikkuseks
on tarvis, et 1+<00 , I“%00 , seega ka I+ + £ |
Jéareldus 1. Kui juhuslikul suurusel X on k-jarku ab-
soluutne moment I6plik, siis eksisteerib tal ka k-jarku mo-
ment.
Teoreem 3» Kui juhuslikul suurusel X eksisteerib
mingi 10plik k-jarku absoluutne moment, sifs eksisteerib
tal ka 18plik r-jarku absoluutne moment iga LD " r< K kar-
ral.

Toéestus. Lahtume ilmsest vOrratusest
XM |k+ 1 .

Toepoolest, juhul, kui [X)”1 , on ka Ixjr™~ 1 , am-
mugi siis PpGTN PO+ 1 .
Kui aga [|X]>1 , siis alati, kui r< Kk, on [X|rIXlkK
ammugi siis  [XJr< IXIN + 1 e
Kasutades integraali aditiivsust ja monotoonsust saame:
EIXIr = J |x|rP(d(0)~) 1Z1~dCJ) +J P(da>) = E|X]k + 1 ,

B - Sl Si
seega jareldub absoluutse momendi |m]~ [18plikkusest ka ab-

soluutse momendi |m|r 18plikkus. Teoreem on tdestatud.
Jareldus 2. Kui juhusliku suuruse k-jarku moment vdi

absoluutne moment eksisteerib ja on 16plik, siis eksisteeri-

vad tal ka koik r-jarku momendid (0~ r”™ k) ning need

on 18plikud.
6. Tsentraalsed momendid.

Monikord pakub huvi juhuslikule suurusele X vastava

nihutatud juhusliku suuruse Y = X-a uurimine. Nihutatud



Juhusliku suuruse Y jaotus avaldub X jaotuse kaudu jarg-

miselt:
RCGcjd)) s (fca, d-a)) (- <=<c*d™ )

Juhusliku suuruse Y momente ja absoluutseid momente
EY1“= E(X-a)r ;
E|Y)r = E X-alr
nimetatakse juhusliku suuruse X vastavateks momentideks
punkti a suhtes.
Sagedamini vaadeldakse juhusliku suuruse X keskvaar-
tuse EX vdrra nihutatud juhuslikku suurust
Y =X-EX .
Sellist juhuslikku suurust X nimetatakse juhuslikule
suurusele X vastavaks tsentreeritud juhuslikuks suuruseks.
Tsentreeritud juhusliku suuruse X momente nimetatakse

juhusliku suuruse tsentraalseteks momentideks mr

A= E(X-EX)1*= BA~
Samuti vOib vaadelda ka juhusliku suuruse X tsentraal-

seid absoluutseid momente |m|r

Imlp = EIX-EX]r = EJI]r .

Defineerides kbige uldisema mdistena momendi mingi punk-
ti a suhtes, saame erijuhuna ka punktis 5 defineeritud momen-
did, vottes a= O ; seetdttu nimetataksegi momente (punktis 5
toodud definitsiooni mdttes) vahel alpjnomentideks. s. o. mo-
mentideks nullpunkti suhtes.
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7. Taisarvuliste _jarkudega momendid.

Rakendustes suurima tdhtsusega on tdisarvuliste jarku-
dega momendid. Neist esimene on null-jarku moment mQ < On
lihtne ndha, et iga juhusliku suuruse X korral null-jarku
moment (samuti ka absoluutne ja tsentraalne null-jarku mo-
ment) eksisteerib ja on vdrdne iihega (tdestada). Uhtlasi on
see ainus moment, mis igal juhuslikul suurusel kindlasti ek-
sisteerib.

Esimest jarku algmoment on juhusliku suuruse X kesk-
vaartus my = EX

Esimest jarku tsentraalne moment vordub iga juhusliku

suuruse korral, millel eksisteerib keskvaartus EX , nulli-

ga: WL =0O.

Teist Jarku moment m2 on alati, kui ta eksisteerib,
positiivne (miks?) ja alati suurem teist jarku tsentraalsest
momendist vdi sellega vordne (miks?).

Teist jarku tsentraalne moment m®, mida nimetatakse ka
dispersiooniks ja téhistatakse simboliga DX , on Uks ju-
husliku suuruse olulisemaid arvulisi karakteristikuid, mil-
lega edaspidi detailsemalt tutvume. Dispersioon iseloomus-
tab juhusliku suuruse hajuvust (tema keskvaartuse Umber) ning
on alati mittenegatiivne (miks?), kui ta eksisteerib.

Kdik paaritut jarku tsentraalsed momendid (kui
nad eksisteerivad), on simmeetriliste jaotuste korral vord-
sed nulliga (miks?). Seetdttu ongi nende abil véimalik ise-

loomustada jaotuse simmeetrilisust (kui K> O - miks?).
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3/2
Kolmandat jarku tsentraalse momendi ja (DX) suuet
-——-nimetataksegi astmmeetria kordajaks. (Mida naitab

asummeetria kordaja positiivne vOi vastavalt negatiivne vaar-
tus?)

Juhusliku suuruse neljandat jarku tsentraalset momenti
kasutatakse juhusliku suuruse vordlemiseks normaal jaotusega.

Suurust —g - 3 nimetatakse juhusliku suuruse ekstsessiks.
m

On lihtne ndha, et iga taisarvulist jarku algmomendi
eksisteerimisest jareldub ka sama jarku tsentraalse momendi
eksisteerimine ning vastupidi (ja koos nendega kdigi madala-
mat jarku vastavate momentide eksisteerimine). Vottes arves-
se, et

t
r
= E(X-EX)r = E("Cj Xi(EX)r-i(-1)r~i =
1=0
r r
=Y2 Cy(EX)r<ieXi(-1)r~5= 53 C* Im#x-1)r_i =
i=o0 i=o0
r
= (-Dr(m*-r.m*1.ml) + JZ Cr “1°1 i
i=2
saame kokkuvéttes lihtsad seosed
r
ip = (-LF1(r-1 7 + cr(C1 » (1)
i=2

mis vOimaldavad suvalise tdisarvulise jarguga tsentraalset
momenti valjendada sama ning madalamat jarku algmomentide
kaudu (jJa ka vastupidi - tdestada!).
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8. Dispersioon,

Juhusliku suuruse iseloomustamisel on olulise téhtsu-
sega tema hajuvus keskvaartuse umber« Seda iseloomustab hés-
ti teine tsentraalne moment, mis (ténu oma méningatele hea-
dele matemaatilistele omadustele) on valitud uldiselt juhus-
liku suuruse hajuvuse karakteristikuks. Olgu siiski margi-
tud, et dispersiooni kdrval kasutatakse ka teisi hajuvuse
karakteristikuid (nditeks kvantiilide teatavaid funktsioo-
ne), seda enam, et dispersioon ei tarvitse igal juhuslikul
suurusel eksisteeridagi.

Niisiis, dispersiooniks nimetatakse suurust

DX = E(X-EX)2 = m2

Valemist (11) jareldub, et dispersioon avaldub momenti-
de kaudu:

DX — - H; ®

Dispersioonil on jargmised olulised omadused:

1= Dc = 0 (tdestada!);

2= D(X+c) = DX (tdestadal);

3= D(cX) sac2DX (tbestadal);

4= D(X-Y) = DX + DY , kui X ja Y on sdltumatud

(téestada, kasutades keskvéartuse 5 omadust!).

Sageli kasutatakse hajuvuse nditajana ka ruutjuurt dis-
persioonist, mida nimetatakse standardhalbeks 6"-\/DX.

Paralleelselt juhusliku suurusega X on sageli ots-
tarbekas vaadelda juhuslikku suurust X = X , mida ni-
metatakse juhuslikule suurusele X vastavaiganormeeritud

suuruseks.
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On lihtne ndha, et iga normeeritud juhusliku suuruse
dispersioon on 1: DX =1 (tbestadal).

Tsentreeritud ja normeeritud juhuslikku suurust

= 2 nimetatakse ka normaliseeritud juhuslikuks suu-
vrar
ruseks.

(Millega vordub normaliseeritud juhusliku suuruse kesk-
vaartus? dispersioon? null- ja esimest jarku tsentraalne mo-

ment? Kuidas avaldub aslimmeetria ja ekstsess?).
9. Segamomendld.

Olgu X = (X*j.~.jX™) n-dimensionaalne juhuslik vektor.
Selle vektori iga komponendi jaoks saame arvutada momendid,
kuid need ei anna killaldaselt informatsiooni vektori kui
terviku kohta, sest nad ei iseloomusta vektori komponentide
omavahelisi seoseid. Taielikumat informatsiooni juhusliku
vektori kohta annavad segamomendid. Nimetame vektori X
k-jarku segamomendiks suurust

E(Xil ; ;g2—.r.—XAﬂ) , kus ¢E ij = k >4>0-
Kui k> 0 , siis eksieteerib erinevaid k-jarku segamomente
I6pmata palju; piirdudes téisarvuliste indeksitega i* ja
K saame I6pliku hulga erinevaid juhusliku vektori X =
= (X1,...,XNn) segamomente. (Kui palju neid on?)

Erijuhul, lugedes ij a0 ,j /1 , i s Kk, saame se-
gajiomendi valemist leida ka vektori 1-nda koordinaadi k-nda
momendi BEX .

Suurimat huvi segamomentide seas pakub teist jarku sega-
Boaentide vaatlemine. Kahe tsentreeritud juhusliku suuruse
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1 da Y teist jarku segamomenti
EOT) = E((X-EX)(Y-EY))

nimetatakse nende juhuslike suuruste kovariatsiooniks.

Juhusliku vektori ,---,Xn) koigi komponendipaari-
de kovariatsioonide hulk esitatakse tavaliselt kovariatsioo-
nimaatriksina ning téhistatakse cov X . Lugedes vektorit X
(nagu see on tavaks) uheveeruliseks maatriksiks, saame kova-
riatsioonimaatriksi leida valemist

cov X = E(X-EX)(X-EX/) , (12)
Uksikasjalikumalt!
cov X =
k x 1-EX1)2 E((X1-EX1)(X2-EX2)) .. . ECLBEL)E-EN)
e((x2-ex2)(x1-ex1)) e (x2 -"x2)2 e ((x™ ex®N-Ey)!
\E((Xn-.BXn )(X1-EX1)) E((Xa-EXn)(X2-EX2)) ... E(XQ-EXri)2 r

S. 0. maatriks, mille i-nda rea ja j-nda veeru elemendiks on
X~ ja Xj kovariatsioon E(CNMEXDNONMEXNY) -

Naeme, et kovariatsioonimaatriks on simmeetriline, sest
E((XT-EXT1)(X5--EX;.)) = E((X5--EX;.)(Xi-EX1)) ; kovariatsiooni-
maatriksi peadiagonaalil paiknevad juhusliku vektori kompo-
nentide dispersioonid DX™ .

Kovariatsioonide praktilisel arvutamisel on otstarbekas
kasutada valemit

E(OT) = E(XY) - EQOE(Y) . (13)
(Toestada see valem!)
Valemist (12) ja keskvaartuse 5= omadusest jareldub Uht-

lasi, et kui juhuslikud suurused X ja Y on soltumatud,
siis on nende kovariatsioon 0 . (TOestadal)
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10* Korrelatsioonimaatriks.

Vaatleme normaliseeritud, juhuslikke suurusi X ja Y .
Nende kovariatsioon avaldub suuruste X ja Y kaudu jarg-
nevalt :

oy - FCEOCEN) s
V'DT"DY~

Seosega (14) maaratud avaldist nimetatakse juhuslike suurus-
te X ja Y korrelatsioonikordajaks. (Et korrelatsioonikor-
dajaid tuntakse matemaatilises statistikas veel teisigi, siis
nimetatakse valemiga (14) valjendatud suurust tap?emalt Iineiﬂ
aarse korrelatsiooni kordajaks; selle nimetuse sisulises p6h-
Jjendatuses veendume varsti )*

Tahistame juhusliku vektori X = (X*,...,Xn) i-nda ja
j-nda komponendi korrelatsioonikordaja stumboliga r.. . Siis

_ (X EX|)(X -EX, ))

Samuti kui juhusliku vektori komponentide kovariatsioo-
nid, moodustavad ka juhusliku vektori komponentide korrelat-
sioonikordajad maatriksi, mida nimetatakse korrelatsiooni-
maatriksiks ja tahistatakse téhega R * Korrelatsioonimaat-
riksi elementideks on r” ; korrelatsioonimaatriksi saame
kovariatsioonimaatriksist, korrutades selle lga i-ndat rida

1
teguriga - -—— (i=1,2,...,n) ja iga j-ndat veergu teguri-

- (d=1,2,... ,n) < (Tdestadai)

V~T~ VDX



§
VT)?~ Ol “iagonaalmaatriks, mille diagonaalelementideks

on juhuslike suuruste X~ standardhdlbe pddérdvaartused

L GELLn)

Paneme tadhele, et korrelatsioonimaatriksi diagonaalele-
mendid vorduvad Uhega (tdestadal!) ning maatriks on ise sim-
meetriline (miks?).

11. Korrelatsianikordasa

Vaatleme niiid korrelatsioonikordajate omadusi.

ooy RO

Seos on kasulik korrelatsioonikordaja praktilisel leidmisel.
2= Kui Xj ja Xj on sOltumatud, siis =0 .
(Tdestadal)
3= Kui Y \aX™ a ja YA =X b ning rE. on Yi
ja Yj korrelatsioonikordaja, siis r”~ =r.y .(TOestada, ka-
sutades korrelatsioonikordaja definitsiooni, keskvaartuse
omadusi ja dispersiooni omadust 2°).

4= Kui XO = @X.+ b, siis r

1, kui a> 0

=/
A BT RP= )

ij
Tdestada (analoogiliselt omadusele 3<). Siit (Ja jargmisest
omadusest) ilmnebki, miks sobib uUlalvaadeldsvat korrelatsioo-
nikordajat nimetada just lineaarse korrelatsiooni kordajaks.
5 Irij" 61
Selle omaduse tdestamiseks on meil tarvis tdestada Uks
oluline vdrratus, mis seob 2-dimensionaalse juhusliku vektori
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teist jarku momente ning on Uldistuseks vastavatele analii-
sis tuntud vlrratustele.

Cauchy-Bun. iakovski (Schwartzi) vdrratus.
(EXY)2  EX2EY2 . (15)
Vaatleme juhuslikku suurust
Z =X+ JN -
Kuna iga A korral E(X+a Y)p 0 , siis ka
EX2 + 2 JBEEXL + a2EY2N O.
Vasakul olev ruutvorm J1 suhtes peab olema mittenegatiiv-
selt mddratud, diskriminandi kaudu on see avaldatav ndude-
na:
4(EXY)2 - 4EX2EY2"™ O,
millest jareldubki seos (15).
Tdestame nilid korrelatsioonikordaja 5= omaduse. Selleks
valime
X = X==- EX= Y = Xj- EXj
Kuna EX2EY2 > 0 , siis saame vOrratusest (14)

(EXY)2 ; EXY
EMEY2 vm?- vsT1
ja seega

, mida oligi tarvis tdes-
tada.
Seega néeme, et korrelatsioonikordaja saavutab maksi-
maalse vaartuse parajasti siis, kui X" avaldub Xi [line-
aarse funktsioonina. (Kas ka siis, kui avaldub X~ li-
neaarse funktsioonina?)
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Naiteid juhuslike suuruste arvuliste karakteristikute
leidmise kohta vt. peatukk I, paragrahvid 6 ja 7* Siia lisa-
me vaid mdne téiendava naite.

Naide 1. X~B(n,p); vt. kal, 7.2.

Vahetult jaotust kasutades saaksime leida:

n!
BC =y~ C*P1 _i:SZ__;____r.lopI qr-1
170 Ul iKn-i)!
= np y - T T nﬂgéjll-::_::_ pi_l . qn—l—i+1
(i-1)1(n-1-1+1)!

oo

= np o P1 = nP » I3 n.:n‘l*oa Pt " e
i=0

Sarnaselt on voimalik leida ka EXp (arvutadal!) ja seeja-

rel DX .

Naide 2. X on n-dimensionaalne normaaljaotusega ju-

huslik suurus, X AN(m~ TL ). Siis

fY(x) = ——— - }____ —c - i(X'm)'E"lsx—m)
~X (\&x)n vJzT

kus m = EX , 2= cov X .

Leiame siit erijuhuna 2-dimensionaalse normaaljaotuse

avaldise. Siis 0 4
(A ron
covX=" 6 6 5* )" X = (X1*X2) *
D(X1) = , D(X2)=62= 3 ~ f on XL ja X2 kor-

relatsioonikordaja. Siis 111

= VA- !
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A o6sor
1 (6\ , B* ° " e
A 61 B|CL> (-f6162 GE; ~n2,
Leiame veel L ) >D ,
ap  6*172
61 Or (@)

1 /x1_ml x2~m2 X2~m2 pfFLI~L )
= "p \““6|" 6i(?2 *" F f aie2/ -

Edasi

x-my* Y. (x-1) =

1 o (XI-mi)(12-m2) . <*2-72)2 ,
seega 6 " f 6 -"<32 . 6| *
Zn aBINf-
A I ¢ ZeCxXi-rr™KXiTMi.) . (x,-™,)zT
m jI~L «/ 1 ««l + - ]

Nademe, et 2-dimensionaalse normaaljaotuse madramiseks
uldjuhul on tarvis teada viit arvulist parameetrit: keskvaar-
tusi ja m2 , dispersioone 6—?‘ ja <Ji ning korrelat-
sioonikordajat

Uldiselt maarab n-dimensionaalse normaaljaotuse

n + = ngl” ) parameetrit.
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12. Ulesandeid.

1. Vaatleme juhuslikku suurust X , millel eksisteerib
tdendosuse tibedus ¢ Asendame selle mdttes materiaal-
sete punktide slsteemiga (varvaga), kusjuures tahistagu fj(x)
varva tihedust punktis x . Missugune téhendus oleks mo-
mentidel sellises interpretatsioonis?

2. Leida Simpsoni jaotuse keskvéartus ja dispersioon.

3. Leida Cauchy jaotuse dispersioon.

4. Uldistatud Poissoni jaotus P(@1,a,b) on definee-
ritud seosega:

P(ak+b) = e = kl -

Leida uUldistatud Poissoni jaotusega juhusliku suuruse
keskvéartus ja dispersioon.

5. Milline seos on mk ja |r|k vahel. Miks?

6. Tdestada, et juhusliku suuruse dispersioon vGrdub
nulliga parajasti siis, kui juhuslik suurus on peaaegu kind-
lasti vordne konstandiga.

7. TOestada vaide: Kui X ja Y on normaaljaotusega
ning nende korrelatsioonikordaja on 0 , siis on nad soltu-

matud. (Napundide: kasutada ndites 2 esitatud kuju.)
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2
120
720
5040
40320
362880
3628800
39916800
47900160
62270208
87178291
13076744
20922790
35568743
64023737
12164510
24329020
51090942
11240007
25852017
62044840
15511210

10
102
103
105
10®
107
10*
1010
10u
1012
10¢
1015
10
1018

Tabel

kimnendlogari tmid.

logn!

0,00000000
0,30103000
0,77815125
1,38021124
2,07918125
2,85733250
3,70243054
4,60552052
5,55976303
6,55976303
7,60115572
8,68033696
9,79428032
10,94040835
12,11649961
13,32061959
14,55106852
15,80634102
17,08509462
18,38612462
19,70834391
21,05076659
22,41249443
23,79270567
25,19064568

26
27
28
29
30
31
32
33

35
36
37
38
39
40
4
a2
43
a4
45
46
47
48
49
50

n!

40329146 -

10888869
30488834
88417620
26525286
82228387
26313084
86833176
29523280
10333148
37199333
13763753
52302262
20397882
81591528
33452527
14050061
60415263
26582716
11962222
55026222
25862324
12413916
60828186

30414093 -

102>
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1022

1023
1025

10m
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102>
1031
10«

103
103«
1037
103»
10*°

1042
10"

1046
1047
100
1060
1022
10%4
1066
ion

Naturaalarvude faktoriaalid ja nende

1

1

logn!

26,60561903
28,03698279
29,48414082
30,94653882
32,42366007
33,91502177
35,42017175
36,93868569
38,47016460
40,01423265
41,57053515
43,13873687
44,71852047
46,30958508
47,91164507
49,52442892
51,14767822
52,78114667
54,42459935
56,07781186
57,74056969
59,41266755
61,09390879
62.78410487
64,48307487
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20
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23
24
26
26
27
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30

Tabelisse on
30 )
K

(n=15

dajad Ci kuni
tused saab tabelist

abil.

Binomiaalkordajad Cn

105
120
136
153
171
190
210
231
253
276
300
325
351
378
406
435

‘..*

-4
10
20
35
56

120
165
220
286
364
455
560
680
816
969
1140
1330
1640
177
2024
2300
2600
2925
3276
3864
4060

-1

5

15

35
70
126
210
330
495
715
1001
1365
1820
2380
3060
3876
4845
5985
7315
8855
10626
12650
14950
17550
20475
23751
27405

n

1

6

21

66
126
252
462
792
1287
2002
3003
4368
6188
8568
11628
15504
20349
26334
33649
42504
53130
65780
80730
98280
118765
142506

Tabel 2

6 7

1

7 1
28 8
84 36
210 120
462 330
924 792
1716 1716
3003 3432
5005 6435
8008 11440
12376 19448
18564 31824
27132 50388
38760 77620
54264 116280
74613 170544
100947 245157
134596 346104
177100 480700
230230 657800
296010 888030
376740 1184040
475020 1560780
593775 2035800

suuremate vaartuste korral

1

9

45

165

495
1287
3003
6435
12870
24310
4N758
75582
125970
203490
319770
490314
735471
1081575
1562275
2220075
3108105
4292145
5852925

paigutatud ainult binomiaalkor—

T -
vaartuseni

leida seose

Cn =cn"k

(k=0>1
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1

10

55

220
716
2002
6005
11440
24310
48620
92378
167960
293930
497420
817190
1307604
2042976
3124660
4686826
6906900
10016006
14307160

10

1

n

66

286

1001
3003
8008
19448
43768
92378
184766
362716
646646
1144066
1961266
3268760
6311736
8436286
13123110
20030010
30046016

38

1

12

78

364

1366
4368
12376
31824
76682
167960
362716
706432
1352078
2496144
4457400
7726160
13037895
21474180
34597290
54627300

1

13

91

455

1820
6188
18564
50388
125970
293930
646646
1352078
2704156
5200300
9657700
17383860
30421755
51895935

Tabel 2 (jarg).

1

14

105

560

2380
8568
27132
77520
203490
497420
1144066
2496144
5200300
10400600
20058300
37442160
67863915

86493225 119759850
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15 1
120 16
680 136
3060 816
11628 3876

38760 15504
116280 54264
319770 170544
817190 490314

1961256 1307504
4457400 3268760
9657700 7726160
20058300 17383860
40116600 37442160
77558760 77558760
145422675 155117520
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0.1

0,90484
0,09048
0,00462
0,00016

0,6

0,64881
0,32929
0,09878
0,01976
0,00296
0,00036
0,00003

0,36788
0,36788
0,18394
0,06131
0,01632
0,00306
0,00061
0,00007

Poissoni jaotus

0,2

0,81873
0,16376
0,01637
0,00109
0,00006

0,7

0,49669
0,34761
0,12166
0,02838
0,00496
0,00069
0,00008

0,13534
0,27067
0,27067
0,18045
0,09022
0,03609
0,01203
0,00343
0,00085
0,00019
0,00003

0,3

0,74082
0,22226
0,03334
0,00333
0,00026
0,00001

0,8

0,44933
0,36946
0,14379
0,03834
0,00766
0,00123
0,00016
0,00001

0,04978
0,14936
0,22404
0,22404
0,16803
0,10082
0,05040
0,02160
0,00810
0,00270
0,00081
0,00022
0,00005
0,00001

298 -

Tabel t

P(X=k) = e~*"yr

.04

0,67032
0,26813
0,05362
0,00715
0,00071
0,00005

0,9

0,40657
0,36591
0,16466
0,04939
0,01111
0,00200
0,00030
0,00003

0,01831
0,07326
0,14653
0,19537
0,19537
0,16629
0,10420
0,05954
0,02977
0,01323
0,00529
0,00192
0,00064
0,00019
0,00006
0,00001

0,6

0,60663
0,30327
0,07681
0,01263
0,00168
0,00016
0,00001

0,00673
0,03369
0,08422
0,14037
0,17547
0,17547
0,14622
0,10444
0,06527
0,03626
0,01813
0,00824
0,00343
0,00132
0,00047
0,00016
0,00004
0,00001
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0,00
0,01
0,02
0,03

0,05
0,06
0,07
0,08
0,09
0,10
0,11
0,12
0,13
0,14
0,15
0,16
0,17
0,18
0,19
0,20
0,21
0,22
0,23
0,24
0,25
0,26
0,27
0,28
0,29
0,30
0,31
0,32
0,33
0,34
0,35
0,36
0,37
0,38
0,39
0,40

0,5000
0,5040
0,5080
0,5120
0,5160
0,5199
0,5239
0,5279
0,5319
0,5359
0,5398
0,5438
0.5478
0,5517
0,5557
0,5596
0,5636
0,5675
0,5714
0,5753
0,5793
0,5832
0,5871
0,5910
0,5948
0,5987
0,6026
0,6064
0,6103
0,6141
0,6179
0,6217
0,6255
0,6293
0,6331
0,6368
0,(>400
0,6443
0,6480
0,6517
0,6554

Normaal jaotuse
3>(x)
x P
0,41 0,6591
0,42 0,6628
0,43 0,6664
0,44 0,6700
0,45 0,6736
0,46 0,6772
0,47 0,6808
0,48 0,6844
0,49 0,6879
0,50 0,6915
0,51 0,6950
0,52 0,6985
0,53 0,7019
0,54 0,7054
0,55 0,7088
0,56 0,7123
0,57 0,7157
0,58 0,7190
0,59 0,7224
0,60 0,7257
0,61 0,7291
0,62 0,7324
0,63 0,7357
0,64 0,7389
0,65 0,7422
0,66 0,7454
0,67 0,7486
0,68 0,7517
0,69 0,7549
0,70 0,7580
0,71 0,7611
0,72 0,7642
0,73 0,7673
0,74 0,7703
0,75 0,7734
0,76 0,7764
0,77 0,7794
0,78 0,7823
0,79 0,7853
0,80 0,7881

N(0,1)

0,81
0,82
0,83
0,84
0,85
0,86
0,87
0,88
0,89
0,90
0,91
0,92
0,93
0,94
0,95
0,96
0,97
0,98
0,99
1,00
1,01
1,02
1,03
1,04
1,05
1,06
1,07
1,08
1,09
1,10
1,11
1,12
1,13
104
1,15
1,16

1,18
1,19
1,20

jaotusfunktsioon

0,7910
0,7939
0,7967
0,7995
0,8023
0,8051
0,8078
0,8106
0,8133
0,8159
0,8186
0,8212
0,8238
0,8264
0,8289
0,8315
0,8340
0,8365
0,8389
0,8413
0,8438
0,8461
0,8485
0,8508
0,8531
0,8554
0,8577
0,8599
0,8621
0,8643
0,8665
0,8686
0,8708
0,8729
0,8749
0,8770
0,8790
0,8810
0,8830
0,8849

1,21
1,22
1,23
1,24
1,25
1,26
1,27
1,28
1,29
1,30
1,31
1,32
1,33
1,34
1,35
1,36
1,37
1,38
1,39
1,40
1,41
1,42
1,43
1,44
1,45
1,46
147
1,48
1,49
1,50
151
1,52
1,53
1,54
1,55
1,56
157

1,59
1,60

0,8869
0,8888
0,8907
0,8925
0,8944
0,8962
0,8980
0,8997
0,9015
0,9032
0,9049
0,9066
0,3082
0,9099
0,9115
0,9131
0,9147
0,9162
0,9177
0,9192
0,9207
0,9222
0,9236
0,9251
0,9265
0,9279
0,9292
0,9306
0,9319
0,9332
0,9345
0,9357
0,9370
0,9382
0,9394
0,9406
0,9418
0,9429
0,9441
0,9452
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Tabel 5 .

Student! t-jaotus; f on vabadus-
astmete arv.

Olulisuse nivoo aXprotsentides) kahepoolse hipoteesi

korral.
60 26 10 6 2 1 0,2 01
1 1,00 2,41 6,31 12,7 31,82 63,7 318,3 637,0
2 .816 1,60 2,92 4,30 6,97 9,92 22,33 31,6
3 .766 1,42 2,35 3,18 4,54 5,84 10,22 12,9
4 741 1,34 2,13 2,78 3,76 4,60 7,17 8,61
5 727 1,30 2,01 2,67 3,37 4,03 5,89 6,86
6 718 1,27 1,94 2,45 3,14 3,71 521 5,96
7 711 1,25 1,89 2,36 3,00 3,50 4,79 5,40
8 .706 1,24 1,86 2,31 2,90 3,36 4,50 5,04
9 .703 1,23 1,83 2,26 2,82 3,25 4,30 4,78
10 .700 1,22 1,81 2,23 2,76 3,17 4,14 4,59
11 .697 1,21 1,80 2,20 2,72 3,11 4,03 4,44
12 .695 1,21 1,78 2,18 2,68 3,05 3,93 4,32
13 .694 1,20 1,77 2,16 2,65 3,01 3,85 4,22
14 .692 1,20 1,76 2,14 2,62 2,98 3,79 4,14
16 .691 1,20 1,75 2,13 2,60 2,95 3,73 4,07
16 .690 1,19 1,75 2,12 2,58 2,92 3,69 4,01
17 —.689 1,19 1,74 2,11 2,57 2,90 3,65 3,96
18 .688 1,19 1,73 2,10 2,55 2,88 3,61 3,92
19 .688 1,19 1,73 2,09 2,54 2,86 3,58 3,88
20 .687 1,18 1,73 2,09 2,53 2,85 3,55 . 3,85
21 .686 1,18 1,72 2,08 2,52 2,83 3,53 3,82
22 .686 1,18 1,72 2,07 2,51 2,82 3,51 3,79
23 685 1,18 171 2,07 2,50 2,81 3,49 3,77
24 .685 1,18 1,71 2,06 2,49 2,80 3,47 3,74
25 .684 1,18 1,71 2,06 2,49 2,79 3,45 3,72
26 .684 1,18 1,71 2,06 2,48 2,78 3,44 3,71
27 .684 1,18 1,71 2.05 2,47 2,77 3,42 3,69
28 .683 1,17 1,70 2,05 2,47 2,74 3,41 3,67
29 .683 1,17 1,70 2,05 2,46 2,76 3,40 3,66
30 .683 1,17 1,70 2,04 2,46 2,75 3,39 3,65
40 .681 1,17 1,68 2,02 2,42 2,70 3,31 3,55
60 .679 1,16 1,67 2,00 2,39 2,66 3,23 3,46
120 677 1,16 1,66 1,98 2,36 2,62 3,17 3,37
co 674 1,15 1,64 1,96 2,33 2,58 3,09 3,29
25 12,5 5 2,5 1 0,5 0,1 0,05
Olulisuse nivoo (protsentides) ihepoolse hiipoteesi
korral.
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Student! t-.iaotuse, tabeli kasutamine.

Kahepoolse hiipoteesi kontrollimiseks vdime tabelist
leida sellised vaartused (vastavalt antud vabadusast-

mete arvule), et kehtiks vdrdus
P(IX]> V) »eC

(vt. joonis 69).

Joon. 69.

Uhepoolse hiipoteesi kontrollimiseks saame tabelist

leida , vaartused nii, et kehtib vdrdus
P(X> tac") =06

(vfe. joonis 70).

39 - 305 —
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11

12
13
14

16
16
17
18
19

20
21
22
23
24

25
20
27
28
29

99,0

,0457
,0201
,115
,297

,554

,872
1,24
1,65
2,09

2,56
3,05
3,57
4,11
4,66

5,23
5,81
6,41
7,01
7,63

8,26
8,90
9,54

11,5

14,3

=

97,6

,03082
,0506
,216
,484

,831
1,24
1,69
2,18
2,70

3,25
3,82
4,40
5,01
5,63

6,26
6,91
7,56
8,23

15,3
16,0

95

,02393
,103
,352
711

1,15
1,64
2,17
2,73
3,33

3,94
4,57
5,23
5,89
6,57

7,26

10,1

10,9
11,6
12,3
13,1
13,8

14,6
15,4

X p—jaotus; f on vabadusastmete arvj 06o0n

90

70

,148

,713
1,42
2,19

3,00
3,83
4,67
5,53
6,39

7,27
8,15
9,03
9,93
10,8

11,7

15,4

16,3
17,2
18,1
19,0
19,9

20,9
21,8
22,7
23,6
24,6

1,07
2,41
3,67
4,88

6,06

11,8

14,0
15,1
16,2

17,3
18,4
19,5
20,6
21,7

22,8
23,9
24,9
26,0
27,1

28,2
29,2
30,3
314
32,5

10

2,71
4,61
6,25
7,78

9,24
10,6
12,0
13,4
14,7

16,0
17,3
18,5
19,8
21,1

22,3
23,5
24,8
26,0
27,2

28,4
29,6
30,8
32,0
33,2

34,4
35,6
36,7
37,9
39,1

olulisuse nivoo (protsentides).

3,84
5,99
7,81
9,49

11,1
12,6
14,1
15,5
16,9

18,3
19,7
21,0
22,4
23,7

25,0
26,3
27,6
28,9
30,1

31,4
32,7

2,5

5,02

7,38

9,35
11,1

12,8
14,4
16,0

17,5
19,0

20,5
21,9
23,3
24,7
26,1

27,5
28,8
30,2
31,5
32,9

34,2
35,5
36,8
38,1
39,4

40,6
41,9
43,2
44,5
45,7

Tabel

6,62

9,21
11,3
13,3

15,1
16,8
18,5
20,1
21,7

23,2
24,7
26,2
27,7
29,1

30,6
32,0
33,4
34,8
36,2

37,6
38,9
40,3
41,6
43,0

44,3
45,6
47,0
48,3
49,6

6

0,1

10,8
13,8
16,3
18,5

20,5
22,5
24,3
26,1
27,9

29,6
31,3
32,9
34,5
36,1

37,7
39,3
40,8
42,3
43,8

45,3
46,8
48,3
49,7
51,2

52,6
54,1
55,5
56,9
58,3



4\ a

30
40
50
60
70
80
920
100

99,0

15,0
22,2
29,7
37,5
45,4
53,5
61,8
70,1

97,5

16,8
24,4
32,4
40,5
48,8
57,2
65,6
74,2

18,5
26,5
34,8
43,2
51,7
60,4
69,1
77,9

elo]

20,6
29,1
37,7
46,5
55,3
64,3
73,3
82,4

70

25,5
34,9
44,3
53,8
63,3
72,9
82,5
92,1

Tabelist leiame sellised Xj*
et kehtib vdrdus

P(X> X S) = oC.

50

29,3
39,3
49,3
59,3
69,3
79,3
89,3
99,3

sed,

30

33,5
44,2
54,7
65,2
75,1
86,1
96,5
106,9

10

40,3
51,8
63,2
74,4
85,5
96,6
107,6
118,5

Tabel

5 2,5
43,8 47,0
55,8 59,3
67,5 71,4
79,1 83,3
90,5 95,0
101,9 106,6
113,1 118,1
124,3 129,6

vaartu-

6

50,9
63,7
76,2
88,4
100,4
112,3
124,1
135,8

garg).

01

59,7
73,4
86,7
99,6
112,3
124,8
137,2
149,4



10

14

161
4052

18,51
98,49

10,13
84,12

7,71
21,20

6,61
16,26

5,99
13,74

5,59
12,25

5,32
11,26

5,12
10,56

4,96
10,04

4,84
9,65

200
4999

19.00
99.00

9,55
30,82

6,94
18,00

5,79
13,27

5,14
10,92

4,74
9,55

4,40
8,65

4,26
8,02

4,10
7,56

3,98
7,20

3,88
6,93

3,80
6,70

3.74
6,51

3,68
6,36

216
5408

19.16
99.17

9,28
29,46

6,59
16,69

5,41
12,06

4,76
9,78

4,35
8,45

4,07
7,59

3,86
6,99

3,71
6,55

3,59
6,22

3,49
5,95

3,41
5,74

3,34
5,56

3,29
5,42

225
5625

19.25
99.25

9,12
28,71

6,39
15,98

5,19
11,89

4,53
9,15

4,12
7,85

3,84
7,01

3,63
6,42

3,48
5,99

3,36
5,67

3,26
5,41

3,18
5,20

3.11
5,03

3,00
4,89

230
5764

19,30
99,80

0,01
28,24

6,26
15,52

5,05
10,97

4,39
8,75

3,97
7,46

3,69
6,68

3,48
6,06

3,33
5,64

3,20
5,32

3,11
5,06

3,02
4,86

2,96
4,69

2,90
4,56

234
5859

19,33
99,83

8,94
27,91

6,16
15,21

4,95
10,67

4,28
8,47

3,87
7,19

3,58
6,87

3,37
5,80

3,22
5,89

3,09
5,07

3,00
4,82

2,92
4,62

2,85
4,46

2,79
4,82

F-jaotus. Olulisuse nivoole
olulisuse nivoole

tavaliselt,

237
5928

19,36

99,84.

8,88
27,67

6,09
14,98

4,88
10,45

4,21
8,26

3,79
7,00

3,50
6,19

3,29
5,62

3,14
5,21

3,01
4,88

2,92
4,65

2,84
4,44

2,77
4,28

2,70
4,14

239
5981

19,37
99,86

8,84
27,49

6,04
14,80

4,82
10,27

4,15
8,10

3,73
6,84

3,44
6,08

3,23
5,47

3,07
5,06

2,95
4,74

2,85
4,50

2,77
4,80

2,70
4,14

2,04
4,00

«6=5"0%

Tabel

vastavad

dt JP - pool-

paksult trikitud arvud tabelis.

241
6022

19,38
99,88

8,81
27,34

6,00
14,66

4,78
10,15

4,10
7,98

3,68
6,71

3,39
5,91

3,18
5,85

3,02
4,95

2,90
4,63

2,80
4,89

2,72
4,19

2,65
4,08

2,59
8,89

I/, — Frelheltegrade fir die groRere Varianz

10
242
6056

19.39
99.40

8,78
27,28

5,96
14,54

4,74
10,05

4,06
7,87

3,63
6,62

3,34
5,82
8,13
5,26

2,97
4,85

2,86
454

2,76
4,80

2,67
4,10

2,60
8,94

2,55
8,80

11
243
6082

19.40
99.41

8,76
27,18

5,93
14,45

4,70
9,96

4,03
7,79

3,00
6,54

3,31
5,74

3,10
5,18

2,94
4,78

2,82
4,46

2,72
422

2,63
4,02

2,50
8,86

2,51
8,78

12
244
6106

19.41
99.42

8.74
27,05

5,91
14,87

4,68
9,89

4,00
7,72

3,57
6,47

3,28
5,67

3,07
5,11

2,91
471

2.79
4,40

2,69
4,16

2,60
8,96

2,53
8,80

2,48
8,67

14

245
6142

19,42
99,48

8,71
26,92

5,87
14,24

4,64
9,77

e
246
6169

19.43
99.44

8,69
26,88

5,84
14,15

4,00
9,68
3,92
7,52

3,49
6,27

3,20
5,48

2,08
4,92

2,82
4,52

2,70
4,21

2,60
3,98

2,51
8,78

2,44
8,62

2,39

20
248
6208

19.44
99.45

8,66
26,69

5,80
14,02

4,50
9,55

3,87
7,89

3,44
6,15
3,15
5,86

2,93
4,80

2,77
4,41

2,65
4,10

2,54
8,86

2,46
8,67

2,39
3,51

2,33
8,86

24
249
6284

19.45
99.46

8,64
26,60

5,77
18,93

4,53
9,47

3,84
7,81

3,41
6,07

30
250
6258

19.46
99.47

8,62
26,50

5,74
18,88

4,50
9,88

3,81
7,28

3,38
5,98

3,08
5,20

2,80
4,64

2,70
4,25

2,57
3,94

2,46
8,70

2,38
8,51

2,31
8,84

2,25
8,20

50
252
6302

19.47
99.48

8,58
26,85

5,70
18,69

4,44
9,24
3,75
7,09

3,32
5,85

3,03
5,06

2,80
4,51

2,64
4,12

2,50
8,80

2,40
3,56

2,32
8,87

2,24
8.21

2,18
8,07

75
253
6828

19.48
99.49

8,57
26,27

5,68
18,61

4,42
9,17

3,72
7,02

3,29
5,78

3.00
5.00

2,77
4,45

2,61
4,05

2,47
8,74

2,36
8,49

2,28
8,80

2,21
8,14

2,15
8,00

100
253
6884

19.49
99.49

8,6<»
26,23

5,"%
18,57

4,40
9,18

3,71
6,99

3,28
5,75

2,98
4,96

2,76
4,41

2,59
4,01

2,45
3,70

2,35
8,46

2,26
3,27

2,19
8.11

2,12
2,97

200
254
6352

19.49
99.49

8,54
26,18

5,65
18,52

4,38
9,07

3,69
6,94

3,25
5,70

2,96
4,91

2,73
4,86

2,56
8,96

2,42
8,66

2,32
8,41

2,24
8,21

2,16
8,06

2,10
2,92

500
254
6361

19.50
99.50

8,54
26,14

5,64
18,48

4,37
9,04

3,68
6,90

3,24
5,67

2,94
4,88

2,72
4,88

2,55
3,93

2,41
8,62

2,31
8,88

2,22
8,18

2.14
8,02

2,08
2,89

254
6366

19.50
99.50

7

10

12

13

14



Tabel 7

/, = Freiheitsgrade fir die gréRere Varianz

2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12 14 16 20 24 30 4 50 75 100 200 500 ~© /.
3,63 324 301 28 274 266 259 254 249 245 242 237 233 228 224 220 216 213 2,09 207 204 202 201 16
6,28 529 477 444 420 403 889 878 869 86l 855 845 887 325 818 810 801 2,9 289 286 280 277 275
359 320 296 28l 270 2,62 255 250 245 241 238 233 229 223 219 215 211 208 204 202 19 197 19 17
611 518 467 484 410 893 879 868 859 »52 845 88 827 816 3,08 800 292 2,8 279 276 270 267 265
355 316 293 277 206 258 251 246 241 237 234 229 225 219 215 211 207 204 200 19 195 193 192 18
6,01 509 458 425 401 885 871 860 851 844 887 827 819 807 800 201 288 278 271 268 262 259 267
352 313 290 274 263 255 248 243 238 234 231 226 221 215 211 2,07 202 200 1,9 194 191 19 188 19
6,93 501 450 417 894 877 368 862 848 886 880 819 812 800 292 284 276 270 268 260 254 251 249
349 310 287 2,71 260 252 245 2,40 2,35 231 228 223 218 212 2,08 204 19 19 192 1,90 18 18 184 20
585 494 448 410 887 871 856 845 887 880 828 818 805 294 286 2,77 2,69 2,63 2,56 258 247 244 242
347 307 284 268 257 249 242 237 232 228 225 220 215 209 205 200 19 1,93 1,89 1,87 184 182 181 21
578 487 487 4,04 88l 865 851 840 881 824 817 807 299 28 280 2,72 263 258 251 247 242 2,88 236
344 305 28 266 255 247 240 235 230 226 223 218 213 207 203 198 1,93 191 187 1,84 18 180 178 22
572 482 48l 899 876 859 845 88 826 818 812 802 294 28 275 2,67 258 258 246 242 287 288 281
342 303 280 264 253 245 238 232 228 224 220 214 210 205 200 19 1,91 .1,88 18 18 179 177 176 23
566 4,76 4,26 894 871 854 841 880 821 814 807 297 289 278 270 2,62 258 248 241 287 232 228 226
340 3,01 278 262 251 243 236 2,30 226 222 218 213 209 202 198 1,94 189 1,86 1,82 180 176 1,74 1,73 24
561 472 422 890 867 850 88 825 817 809 808 298 28 274 2,66 258 249 244 2,86 288 227 228 221
338 299 276 260 249 241 234 228 224 220 216 211 206 200 1,9 192 1,87 18 18 177 174 172 171 25
557 468 418 886 868 846 882 82l 818 805 29 289 28 270 262 2,54 245 240 282 229 223 219 217
337 2,98 2,74 259 247 239 232 227 222 218 215 210 205 19 195 190 1,85 18 178 176 172 1,70 169 2
558 464 4,14 88 869 342 829 817 809 802 29 286 277 266 258 2,50 241 236 228 225 219 215 218
335 296 2,78 2,57 246 237 230 225 220 216 213 208 203 197 193 1,88 18 18 176 174 171 168 167 27
54» 460 411 879 856 889 826 814 806 298 298 28 274 263 255 247 2,88 233 225 221 216 212 210
334 295 271 256 244 236 229 224 219 215 212 206 202 19 191 187 181 178 175 172 169 167 165 28
545 457 407 876 853 836 828 311 808 295 290 280 271 260 252 244 235 28 222 218 218 209 206
333 293 270 254 243 235 228 222 218 214 210 205 200 '1,94 1,90 185 1,8 1,77 173 171 168 165 164 29

542 454 404 878 850 88 820 808 800 292 28 277 268 257 249 241 232 227 219 216 210 206 208

332 292 269 253 242 234 227 221 216 212 200 204 199 193 189 1,84 1,79 1,76 1,72 1,69 1,66 1,64 162 30
589 461 402 870 847 88 817 806 298 290 2,84 274 266 255 247 2,88 229 224 216 218 207 203 201
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7,89

4,10
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4,07
7,27

4,06
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4,05
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4,04
7,19

4,03
7,17

4,02
7,12

4,00
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3,99
7,04
3,98
7,01

3,96
6,96

3,30
5,84

3,28
5,29

3,26
5,25

3,25
5,21

3,23
5,18
3,22
5,15

3,21
512

3,20
5,10

3,19
5,08

3,1«
5,0«
317
5,01
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4,98

3,14
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2,90
1,46

2,88
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2,86
4,88

2,85
4,84

2,84
4,81

2,83
4,29

2,82
4,26

2,81
4,24

2,80
4,22

2,79
4,20

2,78
4,16

2,76
4,18

2,75
4,10

2,74

2,51
8,66

2,49
8,61

2,48
«58

2,46
8,54

2.45
8,51
2,44
8,49

2,43
8,46

2,42
8,44

2,41
8,42

2,40
3,41
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8,87
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8.84

2,86

2,32
8,25

2,30
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2,28
8,18

2,26
8,15

2,25
8,12
2,24
8,10

2,23
8,07

2,22
8,05

2,21
8,04

2,20
8,02
2,18
2,98

2,17
2,95

2,15
2,98

2,25
8,12

2,23
8,08

2,21
3,04

2,19
8,02

2,18

2,17
2,96

2,10
2,94

2.14
2,92

2,14
2,90

2,13
2,88
2,11
2.85
2,10
2,82

2,79

2,19
8,61

2,17
2,97

2,15
2,94

2,14
M

/,

= Freiheitsgrade fiir die gréBere Varianz
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n

12
2,07
2,80

2,05
2,7«

2,03
2,72

2,02
2,9

2,00

LM
2

1.9«
2t

1,97
2,0

1,96
2,58

1,95
2,56

1,89
2,45

1,88
2,41

14

16

1,79
2,28

1,77
2,24

20
1,91
2,51

1,89
2,47

1,87
2,48

1,85
2,40

1,84
2,87
1,82
2,85

1,81
2,82

1,80
2,30

1,79

24
1,86
2,42

1,84
2,88

1,82
2,35

1,80
2,82

1,79
2,29

1,78
2,26
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1,57
191

1,66
1,88

1,54
1,8«

1,53
1,84

1,52
1,82
1,50
1,78

1,48
1,74

1,46
1,71
1,45
1,69

1.42
1,<5

200
1,64
2,02

1,61
1,98

1,69
1,94

1,57
1,90

1,55
1.88

1,40
1,62

1,38
1,67

7

500
1,61
1,98

1,59
1,94

1,56
1,90

1,54
1,8«

1,63
1,84
1,51
1,80

1,50
1,78

1,48
1,76

1,47
1,78

1,46
1,71
1,43
1,66

141
1,68

1,39
1,60
1,37
1.56

1,36
1,52

32

42

70

80



Tabel 7 (jarg).

/j = Freiheitsgrade fur die groRere Varianz

J’ 1 2 3 4 5 7 8 9 10 1 12 14 16 20 24 30 40 50 75 100 200 500 © /,

100 394 309 270 246 230 219 210 2,03 1,97 1,92 1,88 1,8 1,79 1,75 1,68 1,63 157 151 148 142 1,39 1,34 130 1,28 100
6,90 4.H2 39* 851 320 299 282 2,69 259 251 248 236 2,26 219 2,06 1,98 1,8 1,79 1,78 164 159 151 1,46 1,48

125 392 3,07 268 244 229 217 2,08 2,01 19 19 186 1,8 1,77 1,72 165 160 15 1,49 145 139 1,36 1,31 1,27 125 125
fte4 4N 394 347 8,17 295 279 2,65 256 247 240 238 223 215 203 194 18 1,75 1,68 159 154 1,46 1,40 187

150 391 300 2,67 243 -227 216 2,07 2,00 19 18 18 1,82 1,76 171 164 1559 1,54 147 1,44 137 134 1,29 125 1,22 150
681 4,75 391 344 814 292 276 2,62 2,53 244 287 280 220 212 200 191 1,83 1,72 166 156 151 143 187 188

200 389 304 265 241 226 214 205 1,98 192 1,87 1,8 1,80 174 169 162 1,57 1,52 145 1,42 1,35 132 126 1,22 119 200
6,76 4,71 1,88 341 311 290 278 2,60 2,50 2,41 2,34 228 217 2,09 197 1,88 1,79 1,69 162 153 148 1,89 13 1,28

400 386 302 262 239 223 212 203 1,9 19 185 181 178 172 167 160 154 149 142 138 1,32 1,28 122 116 113 400
6,70 4.66 388 336 306 28 269 255 2,46 2,87 229 223 212 204 192 184 174 164 157 147 142 132 124 119
1000 3,85 300 261 238 222 210 202 195 18 184 180 176 170 1,65 1,58 1,53 147 141 1,36 1,30 1,26 1,19 1,13 1,08 1000
6,66 4,62 380 38 504 28 266 258 243 234 226 220 209 201 189 181 171 161 154 144 188 128 119 111
384 299 2,60 237 221 209 20l 19 188 1,83 179 1,75 1,69 164 157 152 146 1,40 135 128 124 117 111 100 ©

6,64 460 878 332 302 280 264 251 241 28 224 218 207 19 18 179 1,69 159 152 141 186 1,25 115 1,00

ja T2 tahistavad vabadusastmete arve, Kkusjuures
vastab suurema varieeruvusega valjavottele (lugejale).
Tabelist leiame sellised vaartused, et kehtib
vordus

P(X> Fec. ) = .

(vt. joonis 71)e



fo

3989“4
3970 4
34K0"4
38144
3683“ 4
3521“4
333274
3123

28974
26614

2420"4
21794
19424
1714

1497 4
1295

1109-4
9405_s
7895“®
6562"5

5399 6
4398 *
3547¢*
2883

2239”6
1753

1358* "
1042

7915 ®
5953'6

4432_6
3267®
2384'®
172

1232 *
87277
lil19“7
424447
29197
19877

1338*7
8926“H
5894'®
3851“®
2194*

Normaal jaotuse

tihedus

3989
3965
3902
3802
3668
3503
3312
3101
2874
2637

2396
2155
1919

1476
1276

9246
7754

5292

3470
2768
2186
1709

1323
1014
7697
5782

4301
3167
2309
1667

8426
5902

2810
1910

8567
5652

2387

3535

@)

3988
3956

3778

1625

7274

4049
2975
2165

2604
1766

7890
5194

2185

Tabel

N(0.1) tdendosuse

CoTble oM O/a x

4

3986

3876
3765
3621

3251

2803
2565

2323
2083

1626
1415
1219
1040
8780

6077

4980
4041
3246
2582
2033
.385

9347

7071
5296

3928
2096
1075
5294

2506
1698

1140
7570

3212
2090
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5

3984
3945
3867
3752

3429

3810

2029
1459

7317
5105
3526
2411
1633

1094
7263
4772
3104

- I 2

3987
3939
3857
3739
3589

2516

2463

6679
4993

3695
2707

1411

7061
4921
3396
2320

1061
6967
4573
2972
1912

3980
3932
3847
3726
3572

3187
2966
2732
2492

4682

8605
6491
4847

3584
2623
1901

6814
4744
3271
2232

1009
6683

2845

9358
6575
4573
3149
2147
1449

9687 *
6410
4199
2723
1749

8 e

3973
3918
3825
3697
3538
3352
3144
2920

2444

6687
5508

4401
3626
2898
2294
1797

1071
8140
6127
4567

3370
2461

1275
9037
6343
4408
3032
2065

9299
6147
4023
2606
1672



Tabel 9 .

Valjavotte korrelatsioonikordaja usalduspiirid eeldusel,
et Gldkogumi korrelatsioonikordaja on 0; f on vabadus-
astmete arv.
Olulisuse nivoo (protsentides) kahepoolse
hipoteesi korral.

f 5 1 0,1 ¢ 5 1 0,1
1 0,997 1,000 *1,000 25 0,381 0,487 0,597
2 0,950 0,990 0,999 30 0,349 0,449 0,554
3 0,878 0,959 0,991 35 0,325 0,418 0,519
4 0,811 0,917 0,974 40 0,304 0,393 0,490
5 0,754 0,875 0,951 45 0,288 0,372 0,465
6 0,707 0,834 0,925 50 0,273 0,354 0,443
7 0,666 0,798 0,898 60 0,250 0,325 0,408
8 0,632 0,765 0,872 70 0,232 0,302 0,380
9 0,602 0,735 0,847 80 0,217 0,283 0,357

10 0,576 0,708 0,823 90 0,205 0,267 0,338
11 0,553 0,684 0,801 100 0,195 0,254 0,321
12 0,532 0,661 0,780 120 0,18 0,23 0,30
13 0,514 0,641 0,760 150 0,16 0,21 0,26
14 0,497 0,623 0,742 200 0,14 0,18 0,23
15 0,482 0,606 0,725 300 0,11 0,15 0,19
16 0,468 0,590 0,708 400 - 0,10 0,13 0,16
17 0,456 0,575 0,693 500 0,09 0,11 0,15
18 0,444 0,561 0,679 700 0,07 0,10 0,12
19 0,433 " 0,549 0,665 900 0,06 0,09 0,11
20 0,423 0,537 0,652 1000 0,06 0,09 0,11
f 2,5 0,5 0,05 T 2,5 0,5 0,05

Olulisuse nivoo <4 protsentides (ihepoolse hilpoteesi kor-
ral (vt. joonised 69 ja 70).
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