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Sissejuhatus

Uks titiipilisi statistilisi iilesandeid on andmeid 1, . .., x, genereerinud tiheduse 1
hindamine (peetakse silmas tihedust Lebesgue’i moodu suhtes). Juhul, kui andmete
tegeliku jaotuse kohta on vihe eelteadmisi (nt ei soovita eeldada kinldat jaotuste

peret), voib vaadelda hinnatavat tihedust 1y segujaotuse tihedusena

Yo(z) = / (z: 0)po(db),

kus ¢ on tuum ja p mingi toendosusmoot. Bayesi raamistikus vaadeldakse mootu
po juhusliku suurusena P ja postuleeritakse oma esialgseid aimdusi selle kohta eel-
jaotusena. Niisugust konfiguratsiooni voib nimetada “Bayesi segumudeliks”.

1973. aastal kirjeldas Ferguson [5] Dirichlet’ protsessi jaotust. Selle seadmine juhus-
liku moodu P eeljaotuseks on oluliselt lihtsustanud t66d Bayesi segumudelitega.
Hilisem arvutitehnika areng ja MCMC simulatsioonimeetotide véljato6tamine on
teinud Bayesi segumudelist holpsa vahendi tiheduse g ligikaudseks hindamiseks
[10]. Siinse magistrito6 eesmérk on tutvustada levinumaid Bayesi segumudeleid,
anda iilevaade vastavatest Gibbsi valikul pohinevatest tiheduse hindamise meeto-
ditest ja illustreerida nende t66d arvutisimulatsioonide abil.

To66 esimeses peatiikis késitleme segujaotuse tiheduse hindamist juhul, kui pg on
diskreetne toendosusmoot. Teises peatiikis tutvustame Dirichlet’ protsessi defi-
neerimiseks tarvilikku mooduteoreetilist aparatuuri ja kirjeldame selle olulisemaid
omadusi. Kolmandas peatiikis iildistame esimeses peatiikis esitatud tiheduse hinda-
mise meetodeid olukorrale, kus enam ei eeldata moodu pg diskreetsust. Neljandas
peatiikis vaatleme lahemalt Bayesi segumudeleid Gaussi tuumaga ja viime labi ar-
vutisimulatsioonid.

Suurem osa t66s esitatud tulemustest pohineb Subhashis Ghosali ja Aad van der
Vaarti [7] raamatul “Fundamentals of Nonparametric Bayesian Inference”. Simu-

latsioonide labiviimisel kasutati rakendustarkvara R.



1 Parameetriline Bayesi mudel

Enne siinse peatiiki probleemistiku tutvustamist esitame tuuma ja segujaotuse ti-

heduse moiste, mida kasutame labivalt kogu magistrito ulatuses.

Definitsioon 1.1. Tuum. Olgu (©,¥) moéotuv ruum. Funktsiooni
P(x;0) : R x 0 — [0, 00)

nimetatakse tuumaks, kui
1. ¥ on B(R) ® ¥-modtuv;

2. leidub Boreli o-algebral B(R) defineeritud moot A nii, et iga 6 € O korral

kujutus ¢g(x) := 1 (z;0) on mingi tdoendosusmoddu vy tihedus A suhtes.

Mirkus 1.1.1. Esmapilgul voib tunduda, et B(R) ® X-mo6otuvuse noue on liialt
abstraktne ja praktikas raskesti kontrollitav. Tegelikkuses on tingimus rahuldatud
siis, kui iga 0 € © korral ig(z) := 9 (z;0) on pidev ja iga = € R korral ¢,(0) :=
¥ (x;0) on moéotuv. Veendume selles.

Kuin € N, siis iga k € Z korral

o) ko [k LY

n n n n

ja seega

Téahistame

O (030) = Tk i () - (50

n’ n



Olgu B € B(R) suvaline. Kui 0 ¢ B, siis

deh(B) = L) sy By e By o %

mn n n

kuna [%, %) € B(R) ja ¥ on eelduse kohaselt ¥-mootuv. Juhul, kui 0 € B,

x ¥ 1 (B) U [ﬁ, k+1)c x 0 € BR)® X.

n n n

Kuna iga k € Z korral funktsioon ¢y, ,,(x;6) on mooctuv, siis ka nende funktsioonide

summana esituv

vn(as0) = (2 0)

on B(R) ® X-mootuv.

Fikseerime = € R ja 6 € ©. Paneme téhele, et

na] o

Pidevuse Heine kriteeriumi tottu

b(a:0) = li7£n¢(m;0) = lim (3 ).

x
n
Kuna ¢ (x;60) esitub modtuvate funktsioonide jada piirvddrtusena, on see ka ise
B(R) ® ¥-modtuv.

Definitsioon 1.2. Segujaotuse tihedus. Olgu p téendosusmoot ruumil (©,X)

ja funktsioon 1(z;6) : R x © — [0, 00) olgu tuum. Seosega

Py i R —[0,00), Yp(x):= /@b(:v;@)p(dﬁ)

madratud kujutust 1, nimetatakse segujaotuse tiheduseks.

Mdrkus 1.2.1. Veendume, et kujutuse v, nimetamine tiheduseks on oigustatud,

s.t tegemist on mittenegatiivse B(R)-mootuva funktsiooniga. Olgu 6§ € © ja x €
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R suvalised. Kuna funktsioon 1y on tihedus, kehtib vorratus ¢ (z,0) > 0. Niud

Lebesgue’i integraali monotoonsuse tottu

p() = / (a: 0)p(dh) > 0.

Et ¢ on mittenegatiivne ja B(R)®X-mootuv, siis Tonelli teoreemi pohjal on kujutus

Yp(z) B(R)-mootuv. Tonelli teoreemist jéreldub ka kujutuse

VO SR, vy (0) = /w(:c;ﬁ)/\(dx)

mootuvus, kusjuures suvalise § € © korral

(0) = / b ON () = vp(R) = 1.

Jarelikult

[ oaao) = [ ([ wtaiompian) ) aias) -
-/ ( / w;e)A(dx))p(de) -

— [ un@)p(a0) = [ p(as) = p(©) = 1.
© (C)

Olles esitanud tuuma ja segujaotuse tiheduse moisted, oleme valmis tutvustama
siinses peatiikis késitletavat probleemi. Olgu meil andmed z1, ..., z,, mis parine-
vad toendosusjaotusest ¥q, kusjuures eeldame, et jaotusel ¥y leidub tihedus Le-
besgue’i moodu suhtes vg. Huvipakkuv iilesanne on tiheduse ¢y hindamine.

Eeldame, et tihedus 1)y esitub segujaotuse tihedusena, s.t leidub tuum v ja (mo6o-

tuval) parameeterruumil (©,Y) méadratud toendosusmodt pg, et iga = € R korral

do(z) = / (z: 6)po(dh).

Tuuma v késitleme ldbivalt statistikule teadaoleva funktsioonina. Praktikas on sa-



geli voimalik valida tuum v nii, et tegelikule tihedusele vy seatavad lisaeeldused
poleks kuigi kitsendavad. Tuuma valiku kriteeriumitel peatume veidi pikemalt 4.
peatiikis.

Antud peatiikis seame veel iihe kitsendava tingimuse katGendosusmdodule pgy. Ni-

melt eeldame, et tegemist on diskreetse toendosusmooduga
k
bo = Zp;)dO?? (p(l)avpg) € Ska
j=1

kus S* tdhistab simpleksit {(p1,...,px) : min;p; > 0, Zle pi = 1}, s.t tegelik

tihedus esitub kujul

k
do(x) =Y pp(; 60),

Jj=1

kus arv k € N on taas statistikule teada, kuid toelised parameetrid

p?,...,p%,&?,...,ﬁg

on tundmatud.

Hindamaks segujaotuse tihedust Bayesi meetodil késitleme parameetreid juhusli-
ke suurustena ja votame kasutusele allpool kirjeldatud mudeli, milles postuleerime
nende eeljaotused. Koigepealt aga toome Dirichlet’ jaotuse definitsiooni ja tutvus-
tame selle kolme omadust, mis on edasise arutelu seisukohalt olulised. Lausete 2.7,

1.5 ja 1.6 voib leida nt autori bakalaureusetoost |14, ptk 2|.

Definitsioon 1.3. Dirichlet’ jaotus. Oeldakse, et juhuslik vektor

p:(pl,...,pk):Q—ﬂRk

on Dirichlet’ jaotusega parameetritega k € N\ {1} ja aq,...,a; € (0,00) (lithemalt



p ~ Dir(aq,...,ak)), kui p tihedusfunktsioon avaldub kujul

Mlag + ...+ ag)
F(Ozl) e F(ak)

k i—1
Hi:lp? ) (pla"'vpk) € Ska
f(or, oK) =
0, mujal.

Lause 1.4. Olgu p ~ Dir(au,...,a) ja juhusliku vektori p fikseeritud vddrtuse

1.7

p = (p1,.-.,pk) korral olgu Xy,..., X, o p. Siis juhusliku vektori p jareljaotus

on Dir(ar +n(l),...,ax +n(k)) ehk

plXi =x1,..., X, =x, ~ Dir(a; +n(1),..., a5 + n(k)),

kus n(j), j = 1,...,k, tdhistab, mitu korda vadrtus j esineb vaatluste 1, ..., x,
seas.
Lause 1.5. Olgu p juhuslik vektor jaotusega Dir(aq, ..., ax) ja tahistagu || sum-

mat S a;. Siis p keskvadrtus on

Lause 1.6. Olgu p juhuslik vektor jaotusega Dir(ay, . .., ax). Siisigaj € {1,...,k}

korral juhusliku suuruse p; dispersioon on

o (o] —a;
D(p:) — 4(4)
®) = 1o U1
Definitsioon 1.7. Parameetriline segumudel. Olgu Y = {1,2,...,k} ja c loen-
dav moot kogumil 2Y. Téhega O tihistame eukleidilist parameetrite ruumi R™
ja tahisega B(©) tdhistame sellele vastavat Boreli o-algebrat. Lisaks sellele vaat-
leme mootuvaid ruume (R*, B(R¥)) ja (R, B(R)) ning toensiosusruumi (Q, F, P).

Kuivord ldhte- ja sihthulgale vastavad o-algebrad on niitid paika pandud, saame



késitleda juhuslikke suurusi

(P1,--,Px) =p: Q= R,
0,:0—0, i=1,.. .k
Y, :Q—=Y, i=1,...,n,

X, :Q—>R, i=1,...,n.

Olgu p juhuslik vektor jaotusega Dir(aq,...,ax) jaiga i =1,...,k korral olgu 7
juhusliku suuruse 8; tihedus Lebesgue’i moodu suhtes. Olgu p, 01, . . . , 8% omavahel

soltumatud.

Juhusliku vektori p fikseeritud vaartuse p = (py, ..., px) korral olgu viidad Y7, ..., Y,
soltumatud juhuslikud suurused jaotusega Zle pid;. Kui Yy,..., Y, ja(01,...,60k)
vadrtused on omakorda fikseeritud — tdhistame neid vastavalt kui yi,...,y, ja
0 = (01,...,0;) —, siis Xq,...,X, on omavahel séltumatud juhuslikud suurused,
kusjuures igaiiks neist on tihedusele (-, §,,) vastava jaotusega.

Eelkirjeldatud mudelit voime tahistada jargnevalt:

(p17 o 7pk) =p~ Dir(ah cee ,Oék),
0, ™ x. i=1,... .k
..d k‘
Yla"'7Yn|p:pl}l\." pl(sh
=1
iid

Xi|Yz-:yi,0:9 N?/J(';Qyi), z':l,...,n.
Madrkus 1.7.1. Siinse peatiiki ulatuses kasutame téhte ¢ tdhistamaks tuuma, aga
erinevaid iihistihedusi ja tinglikke tihendusi. Kirjapildi lihtsustamiseks kasutame
eri jaotustele vastavate tiheduste eristamiseks iiksnes viikseid téhti p,0,z; ja y;

funktsiooni #(-) argumentide kohal. Néiteks

p707Y17"'7Yn7X17"‘7Xn



iihistihedust korrutismoodu Leb® x Leb™* x ¢ x Leb™ suhtes tihistame kui
7/1(177 97 Y1:n, xl:n) = T/J(P) : 7[-(9) : 7/’(?Jl:n|p) . ¢(x1:n|y1:n7 9)7

kUS 71-(9) = H?:l TF(GZ'), Yi:in = (ylv e 7yn) ja Tlm = (xlv o ,ﬂfn).
Vahel kasutame juhuslike suuruste vaartuste tahistamiseks ka teisi stimboleid. Néi-

teks kirjutame tavapérast notatsiooni vadnates

PY,=jlYi=v1,.. .. Yic1 = -1, Yi41 = Yes1s - Yo = Yn) = (y = Jly—r).

Siinjuures méirgime, et viikese v kasutamine on jéatkuvalt oigustatud, kuna for-

maalselt on eeltoodud tinglik toendosus tihedus loendava moddu ¢ suhtes.

1.1 Viitade ja parameetrite vaartuste genereerimine

Suvalise € R korral tahame hinnata 1 (z) ehk tegeliku tiheduse vaartust selles
punktis. Standardne vote Bayesi lahenemise puhul on valida teatud kaofunktsioon

L(;-) ja leida tiheduse hinnang v (x) nii, et keskviidrtus (iile 6 ja p)
k ~
B(L(Y pits(,04). do(x)
i=1

oleks minimaalne.

Levinuim kaofunktsiooni valik on seosega
L:RxR—=R, L(z;a)=|z—al?

médratud ruutkaofunktsioon. Kui mingil juhuslikul suurusel Z on 16plik keskvéar-
tus ja teine moment, siis keskmist ruutkadu E(L(Z;a)) = E|Z — a|* minimiseerib
a = EZ. Niisiis, etteantud vaatluste X; = z1,...,X,, = z, korral on parim ti-

heduse hinnang E(Zle pip(z, 0;)|z1, . .. ,xn), s.t keskvaartus juhusliku vektori
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(0, p) jareljaotuse jargi.

Paraku osutub eelneva keskvaartuse tdpne rehkendamine ka vordlemisi véiikeste va-
limimahtude korral tiilikaks, kuna 6, p|X;., = x1., jareljaotuse avaldamiseks tuleb
leida 0, p, Y1.n| X1.n, = x1.,, jaotus ja seejirel Y7., vilja integreerida, s.t summeerida
tile koikvoimalike realisatsioonide y1., € {1,...,k}™.

Alternatiivina véime hinnata huvipakkuvat keskvaértust ligikaudselt. Selleks aga
vajame meetodit, mis voimaldaks genereerida Y7, ...,Y, viartusi etteantud vaat-
luste x71., korral.

Praktikas on vahetult Y7.,|X1., = x1., jaotusest valimite genereerimine enamas-
ti liiga arvutusmahuks, kuna vastav tihedus sisaldab taas véga suure liidetavate
arvuga summasid. Viimast probleemi on aga voimalik véltida, rakendades Gibbsi
valikut. Jargnevalt tuletamegi algoritmi genereerimaks viitade Y7, ...,Y, véartusi
Gibbsi valiku meetodil. Iga ¢ = 1,...,n korral tahistagu Y_; juhuslikku vektorit
(Y1,...,Yi—1,Y41,...,Y,) ning y_, tdhistagu selle vektori realisatsiooni. Siimbo-
lite X_; ja x_; tdhendus on sama.

Lause 1.8 on tuletatud raamatus "Fundamentals of Nonparametric Bayesian Infe-

rence” esitatud jaotuse |7, lk 106] analoogina parameetrilise mudeli korral.

Lause 1.8. FEtteantud Y_; ja X1., vddrtuste korral avaldub Yy tihedus kujul

fll) xt, 0 szl ]w(*ru ) ( )d9
), (1.1)

V(Y = jly—t, x1m) = é( J 1iyi=j w(:vz, 0;)m(0;)db;
i#t

kus bj = oj +n_(j), n—(j) tdhistab, mitu korda j esineb vektoris y_; ja

(OéT—i_n t flﬁ l’t, Hz yz—r 7,/}(.%'“ r) ( T)dHT
= J iy oo b 0o 0,100,

Toestus. Koigepealt leiame toendosuse, et Y; = j vektori y_; fikseerimisel. Paneme

tahele, et
V(ye = jly—t) = /Sk V(Y = jlp, y—o) ¥ (ply—¢)dp

11



Kuivord p fikseeritud vadrtuse korral on Y7y, ..., Y, sOltumatud, saame kirjutada

/ B(ye = 31p, Y1) (ply_t)dp = / Wy = Jlp)(ply—r)dp =
Sk Sk

= [ pivtely-i)do = Elwsly-0.
Lause 2.7 pohjal
pPIY_t =y_s ~ Dir(a; +n_¢(1),..., a1 + n_y(k))
ja seega lause 1.5 tottu

Kuna Y; ja @ vairtuste fikseerimisel ei soltu Xy jaotus enam vektoritest Y_; ja X _4,

voime kirjutada

@Z)(%‘ﬂf—tay—hyt = j7 915 ey 0]43) = ¢(xtv 9])

Samamoodi ei soltu Y; jaotus vektorist 8 ja Y_, véértuse fikseerimise jarel ka vek-

torist X_;. Formaalselt tdhendab see, et

f(ﬁ(yt‘xftay*tv 9) = w(yt — ]|y*t)

Eelnevaid fakte kokku vottes saame

w(yt =7, xt’x—ta Y—t, 01? cee 79k) = ¢(yt = j‘y—t)w(wt? QJ) =

a4 n_y(j) ‘
= W@b(ﬂﬁta@)- (1-2)

12



Jargnevalt paneme téahele, et

97“'79 71:7 —
V01, ..., 0kle_,y—r) = G ko Tt|y—t) _

V(@—t|y—1)
_ ¢($—t|917 EEE) gkn y*t)w(glv B 79k‘|y7t)
Y(@—t|y—1)
Kuna vektor 0 on vektorist Y_; soltumatu ja ka 61, . . ., 8 on omavahel soltumatud,
siis voime kirjutada
k
(01, Okly—e) = p(01,...,00) = ] =(6,).
r=1

Kui Y_; ja 0 vaartused on fikseeritud, siis vektori X_; komponendid on omavahel

soltumatud ja nende iihistihedus avaldub lihtsa korrutisena:

n

¢($7t|91, ceey 9/€7 yft) = H¢(mla eyz)
ot
Siit saame vorduse

(O, B fyi) = (f[wmeyi)) (ﬁww») LI om0

r=1 r=14y;=r

i=1
i#t i#t

Integreerides 64, ..., 0, vilja, leiame tiheduse

vy = [ (f[ TT ol 0,m(0r) ) . 01 =

r=14dy;=r

it
k
= H/ 1T v 6,)7(6,)db,.
r=1 LY =T
it

13



Jarelikult

Hf:l Hiiyi:T LZJ(:L‘“ HT)W(QT)

01, Okl s,y ) = el . .
1/}( a 7 k|$ Y t) Hlefnzy;;r w($i797‘)7r(97“)d07‘ (1 3)

Tegemaks kirjapilti veidi kompaktsemaks tahistame vektorit (61, ..., 0) simboliga

61.r.. Toetudes vordusele (1.3) saame, et

Y(ye = J, x|y—t, t—¢) = /---/Wyt = jaﬂﬂt\y—t,l‘—m91;k)1/1(91;k|$—t,y—t)d91 cdly =
. aj +n—(J) +n_ t ‘
- [ R v
| Hi:y;;r Y(xi, 0,)m(0r)
H,}le f Hi:yi:r lﬁ(% Qr)ﬂ—(er)d‘gr

do, ...do =

_ aj""n—t(j) fHZyz Tw Zi, 7“) ( )d@
lal+n—1 — 1fHZyz 7"¢ i, O ) (0;)dO,
r#j
f¢$t, sz, ]¢($z7 ) ( )d0
) < le-yizyw z;, 0;)m(0;)db; > -
:aj+n—t(j) f (wtv )szz j¢(x17 ) ( )d@
la| +n—1 le,yZ] ¢ xi, 0;)m(0;)d0;

Lopuks jouamegi soovitud tiheduseni:

. V(e = 7, 2e|y—t, T4
V(Y = jly—t, 71:n) = 5, ( | ) _
Dot V(e =1 x|y, w )

aj +mn_ +(J fl/J ¢, 0 Hl yz ]¢(xz, ) (0 )d9
¢ ( f Hl-yi:J d} xza ) ( )dGJ )
i#t

O

Toetudes lausele 1.8 saame formuleerida jargneva algoritmi 1 Yi., vidrtuste gene-
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reerimiseks Gibbsi valiku meetodil tingimusel, et on antud vaatlused Xi., = 1.,
Siinne algoritm on parameetriline analoog raamatus "Fundamentals of Nonpara-

metric Bayesian Inference” esitatud algoritmile 3 |7, Ik 107].

Algoritm 1 Juhuslike suuruste Yi,...,Y,, vadrtuste genereerimine Gibbsi
valiku meetodil fikseeritud X;.,, = 1., korral
Sisend: andmed z.,, algviadrtused yﬁ?l = ( §°), . ,yg))), soovitud valimite
arv m

1: iga j =1,...,m korral

2: igat=1,...,n korral . A .

3: fikseeritud y_; = (y%y), c yl@l, yt(i_ll), N y,(f_l)) korral genereeri

yt(] ) vastavalt tihedusele (1.1)
4: salvesta y@i = (yg), . ,yg))

Viljund: vektorid ¢\ j=1,....m

Siinjuures tuleb téhele panna, et algoritmis 1 vektori @ vidrtusi ei simuleerita.
Y, véartuste genereerimisel integreeritakse 6i,...,60; lihtsalt véilja. Praktikas ei
pruugi olla algoritmis 1 esinevad integraalid analiiiitiliselt leitavad. Viimasel ju-
hul tuleb kasutada alternatiivset algoritmi (edaspidi algoritm 2), kus parameetrite
0 ja viitade Y1,...,Y, vadrtusi genereeritakse eraldi. Selleks peame tuletama viisi
0;, 7 =1,...,k, vidrtuste genereerimiseks juhul, kui on antud andmed Xy.,, = 1.y

ja vektori Y7., vadrtused yi., on fikseeritud.

Lause 1.9. Juhusliku parameetri 05| X1.n, = T1:n, Yiin = Y1:n tinglik tihedus on

_ iy ¥(2i, 65)(6;)
S 1 Lyimy ¥(i, 0)7(05)d0;

¢(9j\961:n,y1;n) (1.4)

Toestus. Paneme tdhele, et 6; jaotus soltub juhuslikust suurusest X; vaid siis,

kui y; = j. Fikseeritud y., korral vaatleme hulki J = {i : y; = j} ja vektoreid

Ty = (:L‘Z')iej. Siis

_ Y0 aglyun) iy (@i,05)7(85)
f¢(9j7$J\y1:n)d9j inIinj ¢($1,0])W(9])d9j

Q;Z)(ej |x1:n, yl:n)
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Kuna algoritmis 2 uuendatakse kordamdéoda vektoreid 6 ja y1.,, peame tuletama

ka juhusliku viida Y;|Y_y = y_¢, X1.p = 1., @ = 0 jéreljaotusele vastava tiheduse.

Lause 1.10. Juhusliku viida Yi|Y_¢ = y_t, X1.n = T1:n, 0 = 0 jireljaotusele vastav

tihedus on

(0 +n-+()(@e,0)
SE(ar + g (r)y (e, 0,)

w(yt :j’y—hxl:nagla"wek) - (15)

Toestus. Paneme téahele, et

9]@) — ¢(xt7yt:j|x—t7y—t7917"‘76k)
7 Zf:l ¢($t7yt - r‘x—tvy—helv'”ygk‘)

Y(yr = Jly—t, T1:n, 01, - - .

Asendades niitid lugejas ja nimetajas olevad elemendid lause 1.8 toestuses leitud

tihedusega (1.2) saamegi soovitud funktsiooni. O

Toetudes lausetele 1.9 ja 1.10, voime sonastada soovitud algoritmi 2. Margime,
et tegemist on raamatus "Fundamentals of Nonparametric Bayesian Inference”

esitatud algoritmi 2 |7, Ik 107| parameetrilise analoogiga.

Algoritm 2 Y, ..., Y, ja 0 vaartuste iteratiivne genereerimine Gibbsi valiku
meetodil fikseeritud X;.,, = x1., korral
Sisend: andmed 1., algvidrtused y°0 = \”,...,4?) ja 00 =
(9%0), . ,9,(60)), soovitud valimite arv m

1: iga j =1,...,m korral

2: igat=1,...,n korral

3: fikseeritud y_; = (y%j), o ,yg)l, ygi_ll), . ,yg_l)), 6= ja

vaatluste xq., korral genereeri y,fj ) vastavalt tihedusele (1.5)
salvesta y% = (yy), . ,ngj))

()

genereeri 0% vastavalt tihedusele (1.4), kui on antud x1., ja yy.,

salvesta 0U) = (99), . ,9,9))
Viljund: vektorid y@t jadl) j=1,....,m

4
5: igar=1,... k korral
6
7
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1.2 Tiheduse hindamine

Tuletame meelde, et siinse peatiiki eesmérk on esitada eeskiri segujaotuse tiheduse

k
o) = Pl (w; 69)
j=1
hindamiseks Bayesi meetodil. Nagu varemgi 6eldud, etteantud andmete Xi., = x1.,,

korral esitub parim tiheduse hinnang kujul

k

k
do(@) = B( D py(e. 05)a1n) = > E(pyi(e, 05)[z1.0).
j=1 j=1
Paraku osutub tinglike keskvadrtuste E(pjy(x,05)|r1.n), j = 1,. .., k, rehkendami-
ne keeruliseks ka vordlemisi lihtsa struktuuiga mudelite ja viikeste valimimahtude
korral. Nende arvutamiseks peame teadma tihedust ¥ (p, |z1.,). Viimasel aga puu-
dub lihtne analiiiitiline kuju, s.t tuleb kasutada tihedust ¥ (p, 0, y1.n|T1.m) ja sealt
koikvoimalikud vektori Y7i., realisatsioonid vélja summeerida. Selle operatsiooni

arvutusmahukust illustreerib jargmine néide.

Naéide 1.1. Olgu meil andmed x1,...,z100 € R. Eeldame, et need parinevad kahe
vordse dispersiooniga normaaljaotuse segust, kusjuures meil on head pohjused ar-
vata, et eri komponentidesse kuulumise toendosused on enam-vahem vordsed. Oma

eelteadmised postuleerime jargmise mudeli abil:

P1~ Beta(5, 5), p2 =1—p1,
i.1.d
w1, 2 "~ N (po, 00),
i.5.d
Y17 oo 7Y100|p = (p17p2) '~ pl(Sl +p262’

"
XilY; = yi, (1, p2) = (p1, p2) "~ Ny, 0).

Antud juhul tuum (-; p,,) vastab normaaljaotuse N (fy,,0) tihedusele ja 7 on

N (po,00) tihedus. Tingliku keskvdédrtuste E (2?21 p;¥(2; 1)) |z1:100) leidmiseks
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vajaminev tihedus avaldub kujul

Y(p, 14, Z1:100) B

¢(z100)
D yraooe{1,2y100 Y(Ps 14 T1:100, Y1:100)
B Y(r1:100)

Y(p, plr1:100) =

Seega otsitav keskviadrtus avaldub summana

2
Y (p, 1y Z1:100, Y1:100)
> /k/ (Zpﬂ/)(ﬂﬂ;,uj)) oo b
yraooe(1,21100 /SF R N5 1:100
Kokkuvottes ndeme, et tingliku keskvédartuse arvutamisel peame leidma summa-
mirgi all oleva integraali koigi 2'%° véimaliku Y7.10 realisatsiooni korral. Vérdlu-
seks, tinapieva voimsaimad arvutid suudavad teostada umbes 1022 < 277 arvutust

tunnis.

Eelkirjeldatud probleemi valtimiseks voime hinnata tinglikku keskvaartust ligikaud-

selt. Selleks paneme téahele, et

E(Ek: pjY(z, ej)‘l'l:n) =F [E(Ek: P (z,05)|Y1:n, £L‘1m)

j=1 j=1

), (16)
kusjuures vorduse (1.6) paremal pool olev keskvédrtus esitub summana

k
Z E(ij¢($’0j)|y1:na$1:n) '¢(y1:n|$1:n)- (1'7)

yl:nE{la---vk}n ]:1
Osutub, et fikseeritud y;., korral on E( Z§:1 P (x,05)|y1:n, xlm) rehkendamine
sageli teostatav. Niisiis, summa (1.7) ligikaudseks hindamiseks voime genereeri-
(m)
n

da valimeid yy.,”, m = 1,...,q, jaotusest tihedusega ¥ (y1.n|21.m), arvutada iga

m=1,...,q korral E( 22?:1 p;¥(z, Oj)\yﬁz), xlm) ja seejrel votta 1y hinnanguks
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empiirilise keskmise

q

k
do= 30 B( e 0 i)

m=1 7=1

Siinjuures paneme tédhele, et vektori Yi., vdartuse fikseerimisel ei soltu p jaotus

juhuslikust vektorist Xi., ega juhuslikest suurustest 61, ..., 0. Formaalselt

¢(917 cee 79k7p’x1:n7 yl:n) = ¢(P’91, oo 70167 Tl:n, yl:n) w(ela ce 70k‘$1:n7 yl:n) =

= w(p’yln) 'lp(el, ceey Hk‘mlﬁw yl:n)-

Siit jareldub omakorda, et iga j = 1,..., k, korral

E(p_]¢($, 0j)|x1:n7 yl:n) = E(p_] |y1:n) E(Q/)(!L‘, Hj)‘xlzna yl:n) =

4 ]
— WE(?!}(I’, 9j)|$1:n7 yl:n)‘

Kui on voimalik rakendada algoritmi 1, toimime jérgnevalt.

(m)

(i) Genereerime valimid y;.,,,

m=1,...,q, vastavalt algoritmile 1.

(m)

1in

m=1,...,q, jaiga j = 1,...,k korral leiame n("™ (j) (mitu
(m)>

1 /°

(ii) Iga valimiy

korda j esineb vektoris y
(iii) Igam =1,...,qjaiga j =1,...,k korral leiame tingliku keskvadrtuse
B((a,03) s () = [ 00, 6,)0(05 00n. 00518, =

B fw (x,0;) i:yyn):.w(xl,Hj)w(Hj)daj
L,y (i, 03)(0;)d6;
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(m)

(iv) Lopuks keskmistame iile valimite y,.," ja leaime soovitud hinnangu

I oy J(z,0;) A(m>:j¢($ia9j)ﬂ(9j)d9j
¢0($)—QZZ y‘aHn ' 1L,y i, 0;)m (65)d;

Nagu eelnevalt mainitud, ei ole monikord voimalik rakendada algoritmi 1 voi leida
punktis (iii) toodud integraali. Sellisel juhul tuleb hinnata tihedust toetudes ite-
ratiivsele algoritmile 2, mille puhul genereeritakse ka vektori @ véartusi. Paneme

tihele, et fikseeritud 6™ korral

E(T/J(I‘7 eﬂ(m))‘wlna yl:n) = ¢($, Hj(m))a

kuna 9 (z, GJ(m)) on niitid konstant. Segujaotuse tiheduse hindamise protsessi saab

seega formuleerida altoodud viisil.

(m)

1., Vastavalt algoritmile 2.

(i) Iga m = 1,...,q korral genereerime 6™ ja y

(ii) Fikseeritud 8(™ ja y%ﬁ) korral leiame hinnangu

Zp.lw Z, 9( ‘331 n;yg n)) =

(2 n™ ()

la| +n )E(w(xﬁj('m)”zl:myg?) =

I
'M?v 8

1

J

(aj + n(m) (j))w(x, H(m)).

la] +n

I
e

1

<.
Il

(iii) Niitid keskmistades iile m = 1,...,¢q leiame soovitud segujaotuse tiheduse

hinnangu:
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2 Dirichlet’ protsess: moningad eelteadmised

Eelmises peatiikis eeldasime, et hinnatav tihedus 1y on segujaotuse tihedus

Yo(z) = / (z: 0)po(db),

kus po on parameetritega p!, . . ., pg, 0, ..., 02 itheselt méaaratud diskreetne toenéo-
susmoot. Jargnevalt soovime iildistada mudeli konfiguratsiooni juhule, kus pg voib
olla suvaline toen&osusmoot ruumil (O, B(0©)). Bayesi raamistikus néuab niisugune
probleemipiistitus seda, et kasitleksime mootu pg juhusliku suurusena P ja annak-
sime juhuslikule méodule P mingi eeljaotuse. Selles peatiikis kirjeldame juhusliku
toendosusmoodu defineerimiseks tarvilikku mooduteoreetilist aparatuuri, seejarel
esitame Dirichlet’ protsessi jaotuse — juhusliku méodu P loomuliku eeljaotuse —
definitsiooni ja vaatleme selle olulisemaid omadusi. Definitsioonid ja toestuseta
esitatud tulemused on voetud vahetute tsitaatidena autori bakalaureusetoost [14].
Kaéesoleva t66 ulatuses eeldame, et parameeterruum © on eukleidiline ruum R™ ja
vastav o-algebra B(©) on vastav Boreli o-algebra B(R™). Antud peatiiki raames
esitatud tulemused kehtivad aga ka iildisema separaabli ja taieliku meetrilise ruu-
mi (S, d) korral. Olgu B(S) sellele ruumile vastav Boreli o-algebra ja P olgu koigi
mootuval ruumil (S, B(S)) méaaratud tdendosusmootude hulk. Juhusliku toendo-
susmoodu P defineerimiseks peame koigepealt tdpsustama, millised P alamhulgad
on mootuvad.

Selleks defineerime Prohhorovi meetrika p, mis on kaugus ruumil P. Kaugus mé&a-
rab teadaolevalt lahtiste hulkade kogumi 7, ja see annab meile omakorda Boreli
o-algebra B(P), mis on véhim lahtiseid hulki sisaldav o-algebra. Mérgime ette-
ruttavalt, et Dirichlet’ protsessi jaotus ongi modtuval ruumil (P, B(P)) méaaratud

toenaosusmoot.
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Definitsioon 2.1. Prohhorovi meetrika. Prohhorovi meetrikaks nimetatakse

funktsiooni p : P x P — [0, 00), mis on defineeritud seosega:
p(p,q) = inf{e > 0: p(A) < q(A°) + € ja q(A) < p(A°) +¢, VA € B(5)},

kus A= {zx € S:d(z,A) < €}.

Definitsioon 2.2. Juhuslik toendosusmoot. Olgu (€2, X, P) mingi toendosus-
ruum ja B(P) Prohhorovi meetrika indutseeritud Boreli o-algebra. (X, B(P))-mootuvat

kujutust P : Q — P nimetatakse juhuslikuks toendosusmooduks ruumil (S, B(S)).

Iga A € B(S) korral voime vaadelda kujutust
Ta:P —[0,1], Ta(p)=p(A).
Kui funktsioon f: S — R on integreeruv, siis omab tdhendust ka kujutus

Ty P = [0,1], Ty(p) = /S fdp.

Seda laadi kujutused on kasulikud nii Dirichlet’ protsessi defineerimisel kui mo-
ningate edaspidise arutelu seisukohalt oluliste omaduste toestamisel. Nende kohta

kehtib jargmine kasulik lause, mille toestuse leiab [14, lause 1.16].

Lause 2.3. (a) Kui f : S — R on pidev ja tokestatud funktsioon, siis kujutus
Ty on B(P)-mootuv.

(b) Iga A € B(S) korral kujutus T's on B(P)-mootuv.

Téhistades kompositsiooni T4 o P kui P(A), oleme valmis defineerima Dirichlet’

protsessi.

Definitsioon 2.4. Dirichlet’ protsess. Olgu « 16plik moéo6t ruumil (S, B(S)).

Dirichlet’ protsessiks baasim66duga « nimetatakse juhuslikku tGendosusmootu P
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ruumil (S, B(S)), mis rahuldab ruumi S iga l6pliku mootuva tiikelduse Ay, ..., Ay

korral omadust
(P(A1), .., P(Ay)) ~ Dir(k; a(Ar), ..., a(Ar)):

Markus 2.4.1. Kui P on Dirichlet’ protsess baasiméoduga «, siis see defineerib
ruumil (P, B(P)) toendosusmoodu PP~ mida nimetame Dirichlet’ protsessi jao-

tuseks ja tahistame stimboliga I1,,.

Méningate allpool toodud tulemuste toestamisel tuleb leida P(A) tiiiipi komposit-
sioonide keskvéértusi. Baasimooduga « Dirichlet’ protsessi korral on nende arvu-
[0

tamine lihtne. Kui & = a5y kehtib jargmine lause, mille toestus on toodud autori

bakalaureusettos [14, lause 3.11].

Lause 2.5. Olgu P Dirichlet’ protsess baasiméoduga . Siis suvalise A € B(S)
korral

E(P(A)) = a(A).

Dirichlet’ protsessi loplikku baasimootu a voib esitada ka kujul a = M - &, kus nn
kontsentratsiooniparameeter M on konstant «(.S) ja & seosega a(A) = #, Ae
B(S) méiratud toendosusmoot. Jargmine lause avab kontsentratsiooniparameetri
M praktilist tdhendust. Nimelt kompositsiooni P(A) dispersioon on seda vaiksem,
mida suurem on M vaartus. Teisipidi voib 6elda, et M suurenedes kontsentreerub

Dirichlet’ protsessi jaotuse toendosusmass toendosusmoodu & iimbruses. Lause 2.6

toestus on esitatud [14, lause 3.12].

Lause 2.6. Olgu P Dirichlet’ protsess baasimooduga o. Siis suvalise A € B(S)

korral
a(A) - (1 —a(A))
M+1

D(P(A)) =

Uks Dirichlet’ protsessi suurimaid voorusi seisneb selles, et tema jéreljaotus on
samuti Dirichlet’ protsessi jaotus. Formaalselt votab omaduse kokku lause 2.7. Selle

toestuse leiab [14, teoreem 3.15].
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Lause 2.7. Olgu P Dirichlet’ protsess baasiméoduga o ja fikseeritud P = p kor-
ral olgu X1, ..., X, soltumatud juhuslikud suurused jaotusega p. Siis peaaegu iga

X1,..., X, realisatsiooni x1,...,T, puhul

P|X1 :$1,...,Xn:$nNHaJrZ?:l(;zi.

Lause 2.7 teeb Dirichlet’ protsessi jaotusest loomuliku eeljaotuse valiku situat-
sioonis, kus puudub kindlus andmeid genereerinud mehhanismi osas (kasvoi juhul,
kui ei soovita eeldada, et vaatlused périnevad iihest konkreetsest jaotuste perest).
Niiteks kui arvame, et olemasolevad andmed z1,...,x, on soltumatud juhusli-
kud vaatlused jaotusest ¢, aga meil on ka kahtlusi oma intuitsioonis, voime votta

kasutusele mudeli

P ~ T,
Xla o 7X’Vl’P =P ii;dpa
kus konstant M véljendab, millisel mééaral me usaldame oma hiipoteesi, et andmeid
genereerinud jaotus on q.
Siinkohal kerkib esile loomulik kiisimus: milleks eeldada, et hinnatav tihedus v esi-

tub segujaotuse tihedusena ja seada eeljaotust moodule pg selle asemel, et vaadelda

andmeid x4, ..., x, vaatlustena mudelist
P~ Iy,
X1, Xp|P=p % p, (2.1)

kus ¥’ on tegelikule tihedusele vastava toendosusmoodu ¥ aprioorne hinnang?
Jargnevalt nditame, miks mudel (2.1) ei ole siiski tiheduse ¢y hindamiseks sobilik
ja segujaotuse eeldusest ei ole voimalik loobuda. Nimelt osutub (vt teooremi 2.11),

et Dirichlet’ protsessi realisatsioon on peaaegu kindlasti diskreetne toendosusmoot.
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Viimane fakt tdhendab omakorda seda, et mudeli (2.1) eeldustel ei saa tegelikul
jaotusel ¥g olla tihedust Lebesgue’i moodu suhtes — meie aga tahame hinnata just
sellist tihedust. Vastava toestuskaigu holbustamiseks esitame koigepealt lemmad

2.8 - 2.10.

Lemma 2.8 toestus tugineb raamatus |7, Proposition A5] esitatud toestuse skeemile.

Lemma 2.8. Olgu A € B(P) ® B(S). Siis kujutus

faiP R 1) = [ Lalp (o),
on B(P)-maootuv.

Toestus. Paneme téahele, et I4(p,z) = 1 parajasti siis, kui z € A, = {z : (p,x) €
A}. Jérelikult suvalise p € P korral

£a0) = [ 1atp.2)pldn) = [ L (0)p(do) = (4,

Niilid vaatleme kogumit £ = {A € B(P)®@B(S) : fa on B(P)-mootuv}. Veendume,

et tegemist on A-siisteemiga hulgal P x S.

1. Olgu A = P x S. Siis suvalise p € P korral 4, = S ja fa(p) = p(S) = L.
Fikseerime vabalt B € B(R). Kui 1 € B, siis f;*(B) = P € B(P). Vastasel
juhul f;1(B) =0 € B(P). Jarelikult P x S € L.

2. Olgu A € L ja p € P suvalised. Siis

fac(p) = p((A%)p) = P((Ap)°) =1 — p(Ap) = 1 — fa(p).
Kuna fac esitub fu pideva teisendusena ja f4 on B(P)-mootuv, siis ka fac
on B(P)-mootuv ning A€ € L.

3. Olgu Ay, Ao, ... € L 16ikumatud. Defineerime funktsioonid g, (p) = Y11 fa,(p),

n € N. Et iga n € N korral g, on mootuvate funktsioonide 16plik summa,
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siis iga g, on mootuv. Paneme téhele

1

fu,a) =p((J41),) = p(UA0) = 3op((405) = 3 fa,(p) = lim gnp).

Kuna f| 4, esitub mootuvate fukntsioonide jada piirviddrtusena, on see sa-

muti mootuv. Jarelikult |, A; € L.

Niitid paneme tahele, et mootuvate ristkiilikute m-siisteem M = {C' x D : C €
B(P),D € B(S)} on kogumi £ alamhulk. Téepoolest, suvaliste p € P jaCxD € M

korral
p(D), kuipeC,

p(@), kuipé¢C.

fexp(p) = p((C x D),) =

See tédhendab, et foxp(p) = Tp(p) - Ic(p). Kuna Tp ja I on molemad modtuvad
lause 2.3 pohjal, siis ka nende korrutis on mootuv. Niisiis, C' x D € L.

Kuna M C L, siis Dynkini 7 — A teoreemi pohjal o(M) C L. Meenutame, et
korrutis-o-algebra B(P)®B(S) on defineeritud kui o(M). Uhtlasi kehtib sisalduvus
L C B(P) ® B(S). Kokkuvottes saame seega, et B(P) @ B(S) = L. O

Lemma 2.9 toestus tugineb raamatus |7, Proposition A8] esitatud toestuse skeemile.

Lemma 2.9. Hulk E = {(p,z) € P x S : p({z}) > 0} on B(P)® B(S)-maéotuv.

Toestus. Naitamaks, et E € B(P) @ B(S), piisab veenduda, et kujutus

§:PxS—[0,1], &(p,x)=p({z})

on B(P) ® B(S)-médtuv, sest £ = £71((0,1]).
Iga F € B(S) ® B(S) korral defineerime funktsiooni

gF:PXS7 gF(p7m):p(Fw)7
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kus F, = {y : (z,y) € F}. Vaatleme kogumit
N ={F € B(S)® B(S) : gr on B(P) ® B(S)-mostuv}.

Veendume, et tegemist on A-siisteemiga hulgal S x S.

1. Olgu (p,z) € P x S suvaline. Siis

9sxs(p;x) = p((S x 5)z) = p(S) = 1.
Jirelikult iga B € B(R) korral g5l o(B) =P x S € B(P)®B(S), kui 1 € B.
Vastasel juhul g5} o(B) = 0 € B(P) ® B(S). Niisiis, S x S € N.

2. Olgu F € N ja (p,x) € P x S suvalised. Siis

gre(p;x) = p((F)e)) = p((F)) = 1 = p(F2) = 1 — gr(p, x).
Kuna gpe esitub funktsiooni gr pideva teisendusena ja gr on B(P) ® B(S)-
mootuv, siis ka gpe on B(P) @ B(S)-mootuv ja F€ e N.

3. Olgu Fy, F,,... € N loikumatud. Defineerime iga n € N korral moctuvad

funktsioonid

gnZPXSa gn(p7x):ZgFi(pvx)'

Maéarkame, et

o, w.2) = p((UF),) =p(UE)) = X p((F).) =

(2

= 9r(p,2) = limga(p, 2).
i
Et gy, (p, ) on mootuvate funktsioonide jada piirvéédrtus, on see samuti
B(P) ® B(S)-mootuv. Jarelikult | J; F; € N.
Olgu G hulga S x S koigi mootuvate ristkiilikute hulk, s.t G = {G x H : G, H €
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B(S)}. Fikseerime vabalt G x H € G. Siis

goxu(p;x) =p((G x H);) =p(H) - Ig(z) =

= Tu(p) - Ig(x) = T (mi(p, ) - Ia(ma(p, z)),

kus 7 : (p,x) — p ja me : (p,x) — x on koordinaatfunktsioonid. Korrutis-o-
algebra definitsiooni kohaselt on 7 ja o vastavalt (B(P)®B(S), B(P))- ja (B(P)®
B(S),B(S))-mootuvad. Teame ka, et Ty on (B(P), B(R))-moéotuv lause 2.3 pohjal
ja Ig on (B(S),B(R))-modtuv. Jarelikult kompositsioonid T o w1 ja Ig o ma on
vastavalt B(P) ® B(S)-mootuvad. Niisiis ka nende korrutisena esitatav funktsioon
9Gxm on B(P) @ B(S)-mootuv. Sellega oleme toestanud, et G C N.

On ilmne, et G on 7-siisteem. Niitid Dynkini 7 — A teoreemi kohaselt B(S)®@B(S) =
o(G) C N. See tahendab, et N' = B(S) @ B(S).

Lopetuseks veendume, et diagonaal D = {(z,z) : z € S} on B(S) ® B(S)-mootuv.
Et S on meetriline ruum, siis see on ka Hausdorffi ruum. Kuna Hausdorffi ruumi
korral on diagonaal D hulga S x S kinnine alamhulk [8, lause 2.6], siis D € B(SxS5).
Ruumi S separaalusest jareldub S x S separaablus, mis omakorda tdhendab, et
B(S x S) =B(S)® B(S) |2, 1k 244]. Niisiis, D € B(S) @ B(S).

Kuna suvalise (p, z) € P x S korral £(p, z) = gp(p, x), oleme toestanud, et kujutus
¢ on B(P) ® B(S)-modtuv ja seega E € B(P) ® B(S). O

Lemma 2.10 toestus tugineb raamatus |7, Proposition A7| esitatud toestuse skee-

mile.

Lemma 2.10. Koigi ruumil (S,B(S)) madartud diskreetsete tondosusmootude hulk

D ={peP:p({z:p({z}) >0}) =1}

on B(P)-maootuv.

Téestus. Lemma 2.9 pohjal hulk E = {(p,xz) € PxS : p({z}) > 0} on B(P)RB(S)-
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mootuv. Seega lemma 2.8 pohjal kujutus fr on B(P)-modtuv.
Paneme téhele, et Ig(p,z) = 1 parajasti siis, kui (p,z) € E ehk = € {z: p({z}) >

0}. Seega suvalise p € P korral

fe(p) = /IE(pr)p(dm) = /I{;B:p({x})>0}($)p(dx) =p({z : p({z}) > 0}).

Nieme, et D = f5'({1}). Kuna {1} € B(R) ja fr on B(P)-méotuv, siis D €
B(P). O

Teoreemi 2.11 toestus tugineb raamatus |7, Theorem 4.14] esitatud toestuse skee-

mile.

Teoreem 2.11. Peaaegu iga Dirichlet protsessi realisatsioon on diskreetne téendo-

susmoot. S.t

Ma({p € P : p{a : p({2}) > 0}) = 1}) = L.

Toestus. Olgu juhuslik moot P Dirichlet’ protsess baasimooduga « ja juhuslik
suurus X olgu vaatlus Dirichlet’ protsessist, s.t P ~ II, ja X|P = p ~ p. Téenéo-
susmoot p € P on diskreetne parajasti siis, kui p({z : p({z}) > 0}) = 1. Hulk {w:
P(w)({X(w)}) > 0} on F-mdotuv, kuna seda saab esitada kujul (£(P, X))~1((0, 1]),
kus £ on lemmas defineeritud 2.9 kujutus. Kuna lemmas 2.9 on néidatud, et & on
mootuv, siis ka eeltoodud originaal on ilmselt mo6tuv. Seejuures paneme téhele,

et

P(P({X})>0) P(P({X}) > 0P = p)lla(dp) =

P({w: p({X(w)}) > 0})Ila(dp) =

P(X(w) € {z: p({x}) > 0})Ma(dp) =

Il
— e — —

PX ™ ({z: p({z}) > 0})ILa(dp) =

p({z : p({z}) > 0})Ia(dp).
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Siit jareldub, et peaaegu iga P realisatsioon on diskreetne parajasti siis, kui P(P({X}) >
0) = 1. Toepoolest, oletame, et p({z : p({z}) > 0}) = 1 II,-p.k. (eeldus on t&-
henduslik, kuna lemma 2.10 pohjal on koigi diskreetsete jaotuste hulk mootuv).

Siis
P(P({X})>0) = /P({f'«“ :p({a}) > 0})Ia(dp) = /1Ha(dp) =1

Niitid oletame, et p({z : p({z}) > 0}) # 1 II,-p.k. See tdhendab, et leidub mingi
hulk A € B(P) nii, et II,(A) > 0 ja iga p € A korral p({z : p({z}) > 0}) < 1.

Niiiid Lebesgue’i integraali monotoonsuse tottu
P(PUXD > 0) = [ lta s pl{e}) > 0))TLa(dp)+
+ [ ol pllah) > O)Ma(dn) < Ta(4) +Ta(4) = 1.

Ehk kui P(P({X}) > 0) = 1, siis peaaegu iga P realisatsioon on diskreetne.
Olgu tehtud vaatlus X = x. Lause 2.7 pohjal on P jareljaotus Dirichlet’ protsessi
jaotus baasiméoduga a + d,, s.t P|X = x ~ Il,4s, . Vaatleme niid ruumi S

mootuvat titkeldust {x}, {z}°. Dirichlet’ protsessi definitsiooni kohaselt

(P{z}), P{2})IX =z ~ Dir(a({z}) + 1, a({x}%)),

mis on samaviirne asjaoluga P({z})|X =z ~ Be(a({z}) + 1,a({z})). Et beeta-

jaotuse realisatsioon on peaaegu kindlasti positiivne, siis
P(P{X}) >0/X =z)=P(P{z}) >0)=1.
Kui px on jaotus, millest péarineb meie vaatlus (teatud P realisatsioon), siis

P(P({X})>0) = /P(P({X}) > 0|X = z)px (dx) = /1px(d$) =px(5) = 1.
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O]

Toestame veel iihe tulemuse, mida rakendame 3. peatiikis. Lause 2.12 toestus po-

hineb raamatus |7, Proposition 4.3| esitatud toestuse ideel.

Lause 2.12. Olgu f : S — R B(S)-mootuv integreeruv funktsioon ja kujutus T

mddrtud seosega
Ty:P—=R, p~ /f(w)p(daf)

Kui P on Dirichlet’ protsess baasimooduga o, siis

- / f(x)a(dz

Toestus. 1) Koigepealt vaatleme juhtu, kus A € B(S) ja f = I 4. Siis

BT(P) = [ THP@)P() = [ Tyt = [ ( / pr<d:c>)Ha<dp>=
- /P P(A)L, (dp) = /P T (p)La(dp) = /Q T (P(w))P(dw) =

= E(Ta(P)) = E(P(A)) = a(A) = | La(z)a(dr),

kus eelviimane vordus kehtib lause 2.5 tottu.
2) Niitid oletame, et f on lihtne moéotuv funktsioon, st f = >, a;14,, kus

al,...,a € Rja Ay, ..., A, € B(S). Siis

= /ZaiIAip(d‘T) = Zai/IAip(dx) = ZaiTIAi (p)
=1 =1 =1

Keskvaartuse lineaarsuse tottu

E(Tf<P>>=E(ii1amA ) = Zal (T1, (P Za [ 1a @yatan) =
—/zn:aiIAi( a(dz) /f Ya(dz).
=1
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3) Kui f on mittenegatiivne B(S)-mootuv funktsioon, siis leidub selline lihtsate
mootuvate funktsioonide jada f,, et f,, 7 f. Monotoonse koondumise teoreemi

tottu kehtib ka koondumine T, " T'. Toepoolest, suvalise p € P korral

lim T, (p) = lim / fap(dz) = / foldz) =T (p)-

Kasutades veel kord monotoonse koondumise teoreemi ja eelmises punktis toesta-

tud lihtsate mootuvate funktsioonide omadust, saame, et

E(Ty(P)) = lim E(T}, (P)) = lim / Fodi(dz) = / fa(dz).

4) Lopetuseks paneme tihele, et integreeruv funktsioon f esitub kujul f = f+—f,
kus fT ja f~ on mittenegatiivsed mootuvad funktsioonid. Lebesgue’i integraali

lineaarsuse tottu kehtib suvalise p € P korral

= [ntde) = [ pta) = [ 17ptan)- [ £ pldn) = T3 0) 71 o).

Niitid rakendame taas lineaarsuse omadust ja punkti (3):

E(Ty(P)) = E(Ty+(P) — Ty-(P)) = E(Ty+(P)) — -(P))
/f+ (dx) /f (dx) / /f a(dx) /fadm
O
Eelnevalt juba toime néitena mudelit
P ~ 1,
le cee 7X'rL‘P :plijdpv
mida voib nimetada "vaatlusteks Dirichlet’ protsessist". Juhuslike suuruste X,..., X,

iithisjaotus on sageli keeruline, X7, Xo|X1,..., X,|X1,..., X, tinglikud jaotused
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aga omavad palju lihtsamat kuju. Nende kirjeldamiseks esitame iildistatud Polya

urni moiste.

Definitsioon 2.13. Olgu « 16plik mo6o6t ruumil (S, B(S)), M = «(S) ja & seosega
w(B) =220 g
aB)= 0 peps)

maaratud toendosusmoot. Juhuslike suuruste jada X7, X5 ... nimetatakse iildista-

tud Polya urni protsessiks, kui X; ~ & ja iga n € N korral

,

0z, toendosusega m,
Xn|X1 =Tl Xp—1 = Tp—1 ~

o toendosusega m,

a toenaosusega #

Osutub, et vaatlused Dirichlet’ protsessist ongi Polya urni protsess [14, teoreem
3.17]. Néeme, et Dirichlet’ protsessit parit vaatluste korral viheneb n kasvades
uute vadrtuste esinemise toendosus ja kasvab vanade vaartuste "kordamise” toe-
naosus.

Kirjeldatud tendentsi illustreerimiseks raagitakse sageli nn Hiina restorani prot-
sessist. Kujutame ette Hiina restorani, kus on loenduv arv laudu, kusjuures iihegi
laua juures ei saa istekohad kunagi otsa (toole voib alati juurde tuua). Jérjestiku-
seid realisatsioone Polya urni protsessist voib vaadelda Hiina restorani saabuvate
klientidena. Esimene klient saabub soogikohta ja istub suvalisse lauda (genereeri-
takse védrtus x; jaotusest @). Jargmine klient valib uue laua téendosusega ﬁ
(vadrtus xe genereeritakse samuti jaotusest @) voi istub esimese kiilalise juurde

toendosusega (rg2 = x1). Laud muutub seda populaarsemaks, mida rohkem

M
M+1
inimesi istub selle taga. Kui m-ndas lauas istub k inimest, istub n-is klient nende

. . k ~. . ~ ol s ~ . M
juurde toendosusega 77— vOi valib mone tiihja laua toendosusega 75—

Antud seaduspéra olulisus avaldub jargmises peatiikis, kuna Dirichlet protsessist
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parit vaatluste kordumisega arvestamine voimaldab tuletada efektiivsemaid algo-

ritme tiheduse hindamiseks.
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3 Mitteparameetriline Bayesi mudel

Tuletame meelde, et siinse magistrit66 eesmérk on hinnata andmeid x4, ..., x, ge-
nereerinud tihedust vg. Esimeses peatiikis eeldasime, et huvipakkuv tihedus esitub

kujul
k
Yo(w) = phub(a; 09),
j=1

s.t tegemist on 16pliku seguga, mille komponentide arv on meile teada. Viimane

eeldus taandas tiheduse hindamise probleemi parameetrite

p?,...,p%,@?,...,eg

hindamisele. Bayesi raamistikus sai vaadelda eelmainitud parameetreid juhuslike
suurustena ja postuleerida oma aimdusi nende véartustest vastavate eeljaotuste
kaudu.

Olgu mainitud, et kirjeldatud eeldused tegeliku tiheduse kohta on siiski kiillaltki
kitsendavad. Iga tihedus ei ole esitatav 16pliku seguna ja ka 1oplike segude korral
ei ole tdpne komponentide arv k sageli teada. Selles peatiikis vaatleme iildisemat

juhtu, kus g on segujaotuse tihedus

Wo = / (; 0)po ),

kusjuures po voib olla suvaline tdendosusmoot ruumil (©, B(0)).

Bayesi raamistikus vaatleme toendosusmootu pg juhusliku mooduna P ja postulee-
rime oma aprioorseid teadmisi selle kohta eeljaotuse kaudu. Juhul, kui me ei soovi
teha tugevaid eeldusi méodu py kohta (nt me ei tea kindlalt, mis jaotuste pere-
ga on tegemist), iiks loomulikke eeljaotuse valikuid on Dirichlet’ protsessi jaotus.

Niisuguse valiku kasuks raggib ennekoike kolm asjaolu:

1. Saame postuleerida oma eelarusaama toelisest jaotusest pg ldbi baasimoodu

«. Tuletame meelde néite lehekiiljelt 23. Kui arvame, et 64, ..., 6, on valim
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jaotusest ¢, siis votame Dirichlet’ protsessi baasimooduks
a=M -q,

kus M on konstant, mis véljendab meie usaldusastet oma eelduse suhtes.

2. Vaatluste arvu n kasvades koondub P|6@; = 64,..., 0, = 6, jireljaotuse toe-
néosusmass toelise jaotuse ¢ timber. Piisava hulga andmete korral peaksime
joudma toelise jaotuse pg lahedale soltumata sellest, kui halb oli meie esmane

hinnang ¢ [7, Corollary 4.17].

3. Kui P eeljaotus on Dirichlet’ protsessi jaotus baasimodduga «, siis P|61 =
01,...,60, = 0, jareljaotus on Dirichlet protsessi jaotus baasimooduga « +

Yo 0, — s.t jareljaotuse "kuju” on meile teada.

Mingis méttes kandub 1. ja 2. omadus ka (juhuslikule) tiheduse hinnangule

vr(a) = [ w(a0)P(d9).

1. Kui arvame, et tegelik tihedus v esitub kujul

o = / (:0)g(do),

saame postuleerida oma eelarusaama, vottes P ~ Iljz,. Toepoolest, lause
2.12 pohjal

E(yp(z)) = / (a)q(do).

2. Teatud tingimustel koondub ¥ p|X; = z1,..., X, = z, jireljaotuse toendo-
susmass vaatluste arvu n kasvades tegeliku tiheduse ¢y timber ka siis, kui
esmane hinnang ¢ on halb. Mojusust tagavaid lisaeeldusi késitleme ldhemalt

magistritoo 4. peatiikis.

Dirichlet’ protsessi 3. hea omadus ei kandu vahetult hinnangule ¥ p (s.t ¥ p jareljao-
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tus ei ole iildiselt lihtsasti esitatav), kuid osutub sellegipoolest kasulikuks tiheduse
hindamisel.

Eeltoodud kaalutlustel késitleme andmeid x1,...,x, "vaatlustena Dirichlet’ prot-
sessi segust”. Antud peatiikis esitame vastava mudeli definitsiooni ja seejérel tule-

tame eeskirja tiheduse 1y hindamiseks selle mudeli abil.

Definitsioon 3.1. Vaatlused Dirichlet’ protsessi segust. Olgu (2, 7, P) toe-
ndosusruum. Parameetrite viartuste hulga eristamiseks vaatluste vidrtuste hulgast
kasutame téhistust © = R. Kujutus ¢ : R x © — [0,00) olgu tuum. Vaatleme
mootuvat ruumi (P, B(P)), kus P on koigi mootuval ruumil (R, B(R)) méaira-
tud toendosusmootude hulk ja B(P) Prohhorovi meetrika indutseeritud o-algebra
(vt definitsiooni 2.1 koos kaasneva aruteluga). Samuti vaatleme mootuvaid ruume

(0,B(0)) ja (R,B(R)) ning juhuslikke suurusi

P:Q— P,
0,:Q0—0, i=1,...,n,

X, Q—=R, i=1,...,n,

kus P on Dirichlet’ protsess mitteatomaarse 16pliku baasimooduga «, selle fiksee-
ritud realisatsiooni p korral 8; aga soltumatud juhuslikud suurused jaotusega p.
Vektori (64, ...,60),) fikseeritud véartuse (6y,...,60,) korral olgu X; liksteisest sol-
tumatud juhuslikud suurused tihedusega ¢ (-;6;) (Lebesgue’i méodu suhtes). Eel-
kirjeldatud mudelit nimetame vaatlusteks Dirichlet’ protsessi segust ja tdhistame

jargnevalt:

P ~1l,,
01,...,0,|P=pp, (3.1)

ind
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Parim hinnang tihedusfunktsiooni véértusele (ruutkaofunktsiooni mottes) punktis

x € R etteantud vaatluste x1, ..., x, korral on tinglik keskvaartus

Blwe@lown) = B( [ vlz:0)p@)]o) (3.2)

Paneme téahele, et tingliku keskvéartuse omaduse tottu

E<¢p(x)(xlzn) —E

Parameetrite 01, ..., 0, vidrtuste fikseerimisel on P ja Xi,..., X, omavahel ting-

E(wp(:v))elmﬂ)(m] pk.

Viimane esitus on kasulik, kuna fikseeritud 6., korral on sisemise keskvéartuse

E<¢P($)‘01:n7 Xl:n) ‘Xlzn] p.k.

likult s6ltumatud ning seega

E <¢P($) ‘elzna Xl:n) ‘Xl:n

leidmine pole keeruline. Nimelt lause 2.7 pohjal on
P61 =061,...,0, =0,

jéreljaotus Dirichlet’ protsessi jaotus baasiméoduga o + Y - dp,. Niisiis, lausest

2.12 jareldub, et

E( / w(w)P(de)\em) [ vt (“Z“ >(d0)=

/ (a:0)a(dd) + 3 vl e»] .
=1

:M—i—n

Maérgime, et praktikas enamasti valitakse moot a ja tuum ¢ nii, et

g R R gla) = [ lao)alds)
oleks proportsionaalne mingi tuntud tihedusfunktsiooniga. Néiteks kui o = M - &,
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kus M on konstant ja & mingile normaaljaotusele vastav toenédosusmoot, ning
Yo(x) = (z;0) on fikseeritud standardhélbega o jaotuse N (u = 6;0) tihedus-
funktsioon, siis ka g(z) on proportsionaalne normaaljaotuse tihedusfunktsiooniga.
Kokkuvottes ndeme, et fikseeritud parameetrite 61, ..., 0, korral ei ole segujaotu-
se tiheduse hindamine kuigi keeruline. Huvipakkuv keskvéiartus (3.2) aga avaldub

kujul

1
M+n

[ vtz 0ya@n) + B( 3 w00

=1

Xpy = xln)] . (3.3)

Paraku 01.,|X1., = 1., tinglikul jaotusel iildjuhul puudub lihtsa analiiiitilise ku-
juga tihedus, mistottu osutub (3.3) teise liidetava tdpne rehkendamine ka vordle-
misi véikeste valimimahtude keeruliseks [7, lk 103-104|. Seepérast soovime tuletada
viisi hindamaks keskvéartust (3.2) ligikaudselt. Idee on genereerida parameetrite
valimeid Ggﬁ) = (Ggm), ... ,07({”)), m=1,...,q, vastavalt O1.p|X1., = 1., jéreljao-

tusele ja seejérel keskmistada nende jargi:

n
E(Zw(x, 0;)| X1, = x1:n> =
i=1

Valimite genereerimine vahetult 01.,|X1., = x1., tinglikust jaotusest on tildiselt
keeruline — taas pohjusel, et vastaval tihedusel enamasti puudub analiiiitiline kuju.
See-eest osutub parameetrite valimite genereerimine Gibbsi valiku meetodil mérksa
lihtsamaks.

Jargnevalt rakendame juba esimesest peatiikist tuttavat kirjaviisi. Eri jaotustele
vastavate tiheduste eristamiseks kasutame iiksnes vaikseid tahti p, 6; ja x; funkt-

siooni ¢ (-) argumentide kohal. Néiteks

P.01,....00,X1,...,Xn
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tthistihedust korrutismoodu II, x Leb™ x Leb™ suhtes tahistame kui

w(P, 017 .. 70717 Tlyew- 7‘7:71) = 1/1(17) . T/J(an‘p) . w(xl:nwl:n)~

Igat =1,...,n korral tdhistagu 6_; juhuslikku vektorit

(017 .. 70t—1,0t+1a .. 70n)

ning 6_; selle vektori realisatsiooni. Stimbolite X_; ja x_; tdhendus olgu jatkuvalt
analoogne. Lause 3.2 annb meile jaotuse, millest Gibbsi valiku algoritmis juhuslikke

vaatlusi genereerida. Selle toestus pohineb [7, Theorem 5.3| esitatud skeemil.
Teoreem 3.2. Vastaku P,04,...,0,,X1,..., X, mudelile 3.1. Siis

@G + Zi;ét ¢($t; 91‘)5&

0.0t =0y, X1n = T ~ , 3.4
£l6-— b Gt + 2 V(@3 65) (3.4)
kus g = [ Y(z;0)a(dO) ja Gy on seosega
1
Gi4) = - [ wlzd)a(ds), A€ BO) (35)
tJA

maaratud toendosusmoot.

Toestus. Meie eesmérk on ndidata, et suvalise hulga A € B(0) ja vektorite 0_;, 1.,

korral

_ GG(A) + D Y5 0)00,(A).

P60, € Al0_; =0 4, X1y = 1) = 3.6
(6e < A0 no tn) G+ D V(@3 65) (36)

Etteruttavalt méargime, et tinglik téendosus (3.6) avaldub jargmise integraalina:

PO, AlO_t =0_4, X1y = 1) =

_ / / I(e,0)(001, 1) Leb(d) (o + 355, ) (db). (3.7)
it
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Bayesi teoreemi tottu omakorda kehtib vordus

¢(9ta$t|97t7$ft) .
J 60,21l 3-0) (0 + 00, ) (d6)

¢(9t!9—t,l’1:n) = (38)

Madrkus: Praegusel etapil ei pruugi olla ilmne, miks (5.7) ja (3.8) puhul integ-
reeritakse moodu o + Zi# dp, jdrgi. Seda asjaolu pohjendame allpool. Esitasime
eeltoodud vordused juba siin toestuse loetavuse huvides. Nimelt néditlikustavad need,
kuidas seostub tihedus (0, x¢|0_¢, x_4) vditega, mida pitame toestada.

Veendume, et kehtib vordus

N Y(xy; 0r)
w(et,xtlg—ul’—t) = m

Selleks fikseerime vabalt hulga B € B(R) ® B(©) ja vaatleme tinglikku toenéosust
P((Xt, at) € B‘a_t == 09_75, X_t = I‘_t).
Koigepealt paneme téahele, et tingliku keskvairtuse omaduste tottu

P((Xt,Ot) S B|0_t =04, X = fL‘ft) =
= E(IB(Xt, 0t)|0_t = g_t,X_t = .%'_t) = (39)

= E(E(IB(Xt, Ot)‘P, 0—t7X—t)’0—t = a—t,X—t = T_¢

N——

Kuna fikseeritud P realisatsiooni p korral on vektorid (X;, 8;) omavahel soltuma-

tud, siis

E(Ip(X,0¢)|P =p,0_, X ) = E(Ig(X;,6;)|P =p) pk.
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ja (3.9) tottu

P((Xt,Ot) S B’g_t =0_,, X ;= x_t) =

- E(E(IB(Xt, 0,)|P)0_y = 0_y, X_y = a:_t>.

Juhusliku vektori 8_; vaartuse 0_; fikseerimisel on aga P ja X_; omakorda tingli-

kult soltumatud. Niisiis,
E(E(IB(Xt, 0,)|P)0_y = 0_y, X_; = g;_t) - E(E(IB(Xt,Gt)|P)|0_t - e_t).

Kui _; = 0_4, siis {ihtlasi on lause 2.7 pohjal juhusliku méodu P jareljaotus

I(a+ 32,4 06,) ja kehtib

B(B(In(X0, 00 P)I0—t = 01) = [ E(Ta(X,,001P = (a + 30, (dp).
it
(3.10)

Integraali (3.10) leidmiseks defineerime kujutused
g:0—=R, g0 = /IB(x,Q)w(m;H)Leb(dx),

T,:P >R, %@z/mmwm

Kuna B on méotuv hulk ning ¢ on tuum (s.t méotuv ja mittenegatiivne), siis ka
korrutis Ip1 on B(R) ® B(O)-mootuv ja mittenegatiivne. Sellest jareldub, et kuju-
tus g on B(©)-mootuv [3, Theorem 18.3]. Et ¢(x;60) on definitsiooni 3.1 kohaselt
X¢|6¢ = 0 tinglik tihedus Lebesgue’i moodu suhtes, siis on selge, et g(6) on tingliku
keskvaartuse E(Ip(Xy, 0¢)|0; = 0) variant.

Kuivord 6y védértuse fikseerimisel (X, 0¢) ei soltu enam juhuslikust moodust P, siis

formaalselt

E(IB(Xt,Ot)\Ot = Qt) = E(IB(Xt,Ot)\Ot = gt,P = p) p.k.
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Viimast fakti silmas pidades, paneme téhele, et T;(p) on omakorda
E(Ip(Xy,0t)|P = p)
variant. Toepoolest, suvalise C € B(P) korral

/CTg(P)Ha(dp) = /Ic(p)</g(9)p(d0)>ﬂa(dp) _

= [ 1et)( [ Etaxi. 0010 = 0t ) 1a(a) =
Z/Ic( )(/E(IB(Xt 6:)|0: :97P:p)p(d9)>na<dp) =

/ Ie(p) E(I (X, 0,)|P = p)La(dp) =

(Ic(P) - E(Ip(Xt, 0¢)|P)) =

E
E(E(Io(P) - Ip(X:,6,)|P)) =
E

(Io(P) - 1p(Xt, 0t)).

Niisiis, (3.10) tottu
P((Xt Ot) S B‘H_t xr_— t /E IB Xt 0t)|P p) (Oé‘f‘Z(Sg) dp)
£t
= [om(a+ Y o) ).
it

Rakendades niitid lauset 2.12, saame

Jraom(a+ i) = [ o522 s =

it

M+n_1//13x 0)u(w: 0)Leb(dr) (a + Y 8,) (db).

i#£t

Sellega oleme néidanud, et

V(25 0r)

(O, 24|01, 2—¢) = Mtn—1
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on Xy, 04| X_4,0_; tihedus korrutismoodu Leb x (a + Zi# 591.) suhtes. Jarelikult

(s 0r)

"ﬁ(etmft, ﬂflzn) f@ -Z't, (a n Zl#t 59 )(d&) .

(3.11)

Kui A € B(0), siis ei ole raske néha, et

P01 € A6t = 01, Xion = 210) = [ G(O10-1.710) (0 + 30 0,) ()
£t

(@ 0) (o + a0 00,)(d0)

 Jo (@i 0)(a+ i 0,)(d0)
_hwmwmwm+zwwmﬂmam
o Jo (s 0)a(dl) + XL, b(w; 6)
GG(A) + X (w060, (A)

a Gt + D i V(@3 65)

O]

Markus 3.2.1. Parameetrite vektoris 0_; on kokku k& < n — 1 unikaaslet koordi-
naatide vaartust ¢1,...,¢k. Iga 7 = 1,...,k korral tdhistagu n_;(j), mitu korda

vadrtus p; esineb vektoris 6_;. Siis jaotus (3.4) esitub ka kujul

qt
qt + Zi;ﬁt w(xﬁ 01') ’
n—t(j) - Y(xt; ¢;)
G+ D (@ 65).

G; toendosusega

04101, 710 ~ (3.12)

dp, toendosusega

Teoreemis 3.2 ei tehta mingeid lisaceldsui moodu a kohta, s.t tegemist voib olla
mistahes 16pliku mooduga ruumil (0, B(©)). Niisugusel méodul ei pruugi leiduda
tihedust Lebesgue’i moodu suhtes. Viimasel juhul puudub {ihene eeskiri juhuslike
arvude genereerimiseks jaotusest Gy.

Praktikas valitakse moot « nii, et sel leiduks tihedus Lebesgue’i moodu suhtes hg.

Siis suvalise A € B(©) korral

qt/szt, a(df) /1/)33,57 (0)do
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ehk
9:0 =R, g(0) =1(z;0) - ha(0)

on moodule Gy vastav tihedus (Lebesgue’i moodu suhtes).

Toetudes teoreemile 3.2, saame sonastada jérgneva algoritmi soovitud valimite

957;2)7 m = 1,...,q, genereerimiseks Gibbsi valiku meetodil. Algoritm on kohan-

datud raamatust |7, Theorem 5.3|.

Algoritm 3 Parameetrite 0y, ..., 6, viirtuste genereerimine Gibbsi valiku
meetodil
Sisend: andmed z1.,, parameetrite algvidrtused ) = (9%0), . ,9%0)), S00-

vitud valimite arv m

1: iga j =1,...,m korral
2: igat=1,...,n korral
) : _ (p) () plU=1 gl=1)
3: fikseeritud 60_, = (6;",...,60,”,,6;71 7,6 ) ja vaatluste x1.,

korral genereeri 6 vastavalt jaotusele (3.12)

Viljund: parameetrite vektorid #U) = (99), e ,97(5)), j=1....m

Olgu J C {1,...,n}. Vaatluste {z; };cs kohta voib 6elda, et need kuuluvad samasse
klastrisse, kui mingi # € © korral tegemist on realisatsioonidega samast tihedusest
Yo(x) = P(x;0). Esitusest (3.12) on selge, et algoritm 3 méédrab eri vaatlused suu-
rematesse klastritesse, s.t sammul j € {1,...,m} parameetri 6; uueks vidrtuseks
seatakse teatud toendosusega mingi 6_; koordinaat.

Algoritm 3 tekitab uusi parameetrite vaartusi vaid siis, kui §; médratakse téiesti
uude klastrisse. Kontsntratsiooniparameetri M madalate vaartuste korral on sel-
le toendosus viike, mistottu on ka valimite 0@“ j =1,...,m, empiirilise jaotuse

koondumine soovitud 61, ...,0y,| X1, = x1., jaotuseks aeglane [12]. Probleemi il-

lustreerimiseks toome jargmise néite.
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Naiide 3.1. Olgu meil vaatlused
110 ¢ 144.77; 158.80; 156.51; 147.74; 171.58; 177.51; 194.59; 205.75,
mis parinevad jaotusest
0.5 - N(p1 = 160,0 = 15) + 0.5 - N (e = 180, 0 = 15).

Eeldame, et tegelik 0 = 15 on teada ja votame genreeritavate parameetrite rolli
komponentide keskviartused ehk 8 = p. Mudelis kasutatav tuum vastab normaal-

jaotuse tihedusele
2

= o ()

ja P eeljaotuseks valime Dirichlet’ protsessi baasimooduga o = Ma, kus M =1 ja
@ on jaotusele N (up = 170; 09 = 30) vastav toendosusmoot. Parameetrite vektori

algldhendiks votame vektori
pg?) 1 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66.

Genereerime algoritmi 3 abil viis parameetrite valimit:

o

. 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66:

=

£ 172.66; 172.66; 172.66; 170.66; 172.66; 172.66; [201.06]; [ 189.45];

=

:172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 189.45; 172.66; 172.66; 189.45;

=
Bl ¥ &

: 172.66; 172.66; 172.66; |136.39 |, 172.66; 172.66; 189.45; 172.66;

[ T D T S S D NN

2

:136.39; 172.66; 172.66; 172.66; 172.66; 189.45; 189.45; 189.45.

=

Niéitest 3.1 ndeme, et uued parameetrite védrtused tekivad harva (viie iteratsiooni
kéigus genereeriti vaid kolm uut unikaalset vadrtust — need on tahistatud kastide-

ga). Enamik uuendusi taandub sisuliselt vaatluse timberpaigutamisele iihest ole-
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masolevast klastrist teise.

Gibbsi valiku algoritm muutub efektiivsemaks, kui simuleerime parameetrite uni-
kaalseid vadrtusi ja klastrikuuluvust eraldi. Nii on voimalik igal iteratsioonil uuen-
dada korraga koiki sama klastri parameetrite vaartusi, mis tagab ka valimite empii-
rilise jaotuse kiirema koondumise soovitud jareljaotuseks. Algoritmi tuletuskéigu
holbustamiseks votame kasutusele moningad uued matemaatilised objektid.
Etteantud parameetrite 61, ..., 8, korral voime riaakida nende seas esinevatest uni-
kaalsetest védrtustest ¢1,...,¢x ja viitadest y1,...,yn € {1,...,k}, mille puhul
kehtib seos

(01, 00) = (Byrs - -5 Py,)-

Margime, et mudelis (3.1) on klastrite arv K : Q@ — {1,...,n} juhuslik. Gibb-
si valiku meetodil juhuslikke viitasid voi parameetrite vadrtuseid genereerides aga
tinglikustame alati teatud fikseeritud klasterduse jérgi, s.t algoritmi igal sammul
on klastrite arv teada (ehkki see voib uue valimi genereerimisel ka kasvada voi
kahaneda). Seetottu voime algoritmi implementeerimiseks tarvilike tiheduste ja
toendosusfunktsioonide tuletamisel labivalt eeldada, et K = k on fikseeritud.
Etteantud K = k korral voime vaadelda parameetrite unikaalseid vaédrtuseid juhus-
likena, kusjuures Polya urni esitusest on ilmne, et tegemist on juhusliku valimiga
baasijaotusest & (Dirichlet’ protsessit parinevate vaatluste uued viartused voetakse
teistest soltumatult jaotusest &):

6i:Q—0, ¢ 'a i=1,... k

Juhuslikena voime vaadelda ka viitasid

Yi,...,Y,:Q=N, YVi=jX;~¢(;¢;), jeN

Jargnevalt tuletame viisi p1, .. ., pg ja Y1, . . ., Y, iteratiivseks genereerimiseks Gibb-

si valiku meetodil. Algoritmi esimeses faasis uuendame viitasid y1, ..., y,. Selleks
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peame teadma Y;|Y_; = y_¢, X1.n = 1, B1:x = M1k jaotust, mille avaldame
lauses 3.3. Kirjapaneku holbustamiseks eeldame vaikimisi, et vektoris y_; on esin-
datud koik klastrid 1,...,k. Viimast asjaolu on oluline pidada silmas algoritmi

implementeerimisel. Naiteks, kui meil on vektor

Y1.5 = (17 17 3)7 4)

ja soovime uuendada koordinaati yy, siis tinglikustamisel kasutatav viitade vektor

peab olema kujul

Y—g = (L 171 za )

Analoogiliselt visatakse parameetrite unikaalsete vaartuste vektori ¢.; hetkeseisust
vilja koordinaat ¢o ja médratkse ¢5"® := ¢3 ning ¢§“* := ¢4, s.t tinglikustamisel

kasutatav parameetrite vektor on
¢*2 = (qblv){a qb;usa ¢§Lus)

Lause 3.3 toestus pohineb artiklis [12] esitatud toestuse skeemil.

Lause 3.3. Olgu k vektori y_; koordinaatide suurim vddrtus. Iga j € N korral

tahistagu n—_(j), mitu korda vddrtus j esineb vektoris y_;. Siis

n—(J)(we; ¢5)
P(Y} — j|y—t7 B1oks xl:n) _ ) + 25:1 ”ft(l)@b(xt; Qf)l)’

& , kuij=k+1.
gt + Yy n—t(D)Y(xe; dr)

kui j on y_¢ koordinaat,

(3.13)

Toestus. Koigepealt vaatleme juhtu, kus j on vektoris y_; esinev viartus. Paneme

tahele, et Y; = j parajasti siis, kui 8y = ¢;. Kuna o on mitteatomaarne moot, siis

Gil{o;}) = — s O)a@) =

qt J{p;
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ja teoreemi 3.2 pohjal

P(Y; = jly—t, b1:6: T1:0) = P(Or = 0504, 21.0) =
@Gt )y (@ 0:) g,
ot izt V(@ 6:)
B Zi:&:qﬁj,i;ﬁt V(e ¢5) -
gt (b))
_ n—i(§)Y(x; ¢;)
qt + Zf:l n_y(D)(ze; 1)

({e53) =

Niilid vaatleme juhtu, kus Y; omandab uue vaartuse. Selge, et see on samavééirne
stindmusega, kus 0; véartus ei ole ¢1, ..., ¢ seas. Rakendades taas teoreemi 3.2,

saame, et

P(Yt =k+ Hy—ty d)l:ky-rl:n) = P(et €0 \ {le’ ceey ¢k}’9—t7$1:n) =
@Gt D (@ 0:) o, _
@+t izt V(@ 0:) (O {01, ) =
_ tht(@ \ {¢1a cee 7¢/€}) _
G+ D iz V(215 0:)
qt

qt + Zle n—(1)(2e; ¢l)‘

O]

Algoritmi teises faasis genereeritakse koik parameetrite unikaalsed védrtused. Ro-
hutame taas, et parameetrite vaartusi uuendatakse, tinglikustades fikseeritud viita-
de y1,...,yn jargi, seega ka klastrite arv k on teada. Selles kontektsis on tdhenduslik
rasakida juhuslikest suurustest ¢q, ..., ¢p.

Et parameetrite unikaalsed vaartused genereeritakse iiksteisest soltumatult, peame
teadma ¢;|Y1.n, = y1:n, X1:n = 1. jaotust iga j = 1,..., k korral. Tuletame selle

lauses 3.4, mille toestus tugineb [7, lk 105-106] esitatud mottekaigul.

Lause 3.4. Etteantud viitade y1., korral olgu k = max{yi,...,yn}, j € {1,...,k}

ja J = {i:y; = j}. Kasutame simbolit X j tihistamaks vaatluste alamhulga ele-
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mentidest moodustatud vektorit (X;)icy. Kui X1y = T1:n Ja Y = Y1, Sis @
tinglik tihedus (moodu & suhtes) on

_ Hi:yi:j V(@i &)
S TLiy—s ¥(2is 65)a(doy)

V(D |y1:m, T1:n) (3.14)

Toestus. Kuna fikseeritud klastrite arvu k korral viidad Yi., ei soltu juhuslikust
suurusest ¢;, siis ¥(y1.n|d;) = ¥(y1.). Uhtlasi mérkame, et viitade yi., fikseeri-

misel soltub ¢; iiksnes vaatlustest X ; ehk

V(Dj|Y1:ns T1:n) = V(P4 |Y1:n, T7)
ja

‘ W(@slyin, @5) - Y (Winldg) - V(d;) V(X slyim, d5) - Y(d;))
w(gbj‘yl:n’mj) N ¢($J7y1:n) B w(xJ’ylzn) ’

Teame, et parameetrite 8;, ¢ € J, vadrtuste fikseerimisel on X;, ¢ € J, soltumatud
juhuslikud suurused tihedustega 1 (-; 6;). Kuivord ¢; ja Yi., véértuste fikseerimine

on samavaarne 0;, i € J, fikseerimisega, kehtib
(@glyin, 0) = [ (@i é)).
LYy =]

Et ¢; marginaaljaotus on @, siis ¢; tihedus 1(¢;) moodu & suhtes on lihtsalt

indikaatorfunktsioon Ig(¢;), mille véértus on alati 1. Kokkuvottes

_ Hi:yi:j ¢($17¢J) _ Hi:yi:j w(%,%)
Sy, djlyin)alde;) [ Ty, ¥ (@i ¢5)alde;)

¢(¢j‘y1:na xJ)

O

Markus 3.4.1. Lauses 3.4 toodud tihedus (3.14) on tihedus moodu @ suhtes. Nagu
varemgi mainitud, valitakse moot a enamasti nii, et sel oleks tihedus Lebesgue’i

moodu suhtes h,. Moodule & vastav tihedusfunktsioon on siis lihtsalt Wllho“ kus
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|a] = a(©) Toepoolest, suvalise B € B(0) korral

1 1
’a(B):M/Bha(G)dH.

a(B) = o

Kui h, eksisteerib, siis ¢;|Y1:n = Y1:n, X1:n = T1.5 tihedusfunktsioon on

_ (ITiymy U(@is 6))) - ha())
S iy=j (@is 85) - hald;)de;

¢<¢j’y1:nax1:n) (315)
Toetudes niiiid lausetele 3.3 ja 3.4, saame formuleerida algoritmi 4 parameetrite
unikaalsete vadrtuste ui,..., ug ja viitade yi, ..., y, kordamoéoda genereerimiseks

Gibbsi valiku meetodil. Algoritm 4 périneb raamatust |7, Algorithm 2].

Algoritm 4 Parameetrite unikaalsete vaartuste pi,...,ur ja viitade
Y1, - -, Yn genereerimine Gibbsi valiku meetodil
Sisend: andmed x,.,, parameetrite algviirtused p(® = (ugo), . ,ug))),
parameetrite unikaalsete védrtuste arv k, viitade algvidrtused y© =
(y§°>, . ,yf@o)), soovitud valimite arv m
1: iga j =1,...,m korral
2: igat=1,... n korral
3: fikseeritud y_; = (y%j), o ,yl@l, yt(i_ll), yéj_l)), 19~ korral

genereeri yt(j ) vastavalt jaotusele (3.13)

kui y?) = k + 1, siis
genereeri uus parameetri vaartus u,(c]:ll) vastavalt
jaotusele (3.5)

uuendak;kﬁLl .
salvesta y) = (y7, ...,y
igal=1, ...,k

fikseeritud yﬁ)l korral genereeri ,ul(j ) vastavalt tihedusele (3.15)
10:  salvesta p@) = (u, .. ub)

Viljund: parameetrite vektorid 9, j = 1,...,m, ning viitade vektorid
gy i=1,....m

Vordlemaks algoritmi 4 algoritmiga 3, genereerime viis parameetrite valimit, kasu-

tades néites 3.1 toodud vaatlusi ja samasugust mudeli konfiguratsiooni.
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Naiide 3.2. Algoritmi agléhenditeks votame

v % =(1,1,1,1,1,1,1,1), ¢{” =172.66.

Saame valimid

i) 178.88; 178.88; 178.88; 178.88; 178.88; 178.88; 178.88;
A2 176.86; 176.86; 176.86; 176.86; 176.86; 176.86; 176.86;
8 165.44; 165.44; 165.44; 165.44; 165.44; 165.44; 165.44; 221.05;
pt4 0 169.26; 169.26; 169.26; 169.26; 169.26; 169.26; 169.26; 169.26:

8% 170.49; 170.49; 170.49; 170.49; 170.49; 170.49; 170.49; 170.49.

Nagu néha, uusi klastreid tekitatakse vaid kahel juhul (vastavad parameetrite viir-
tused on tahistatud kastidega). Sellegipoolest genereerib algoritm uusi parameetrite

vaartusi igal sammul — ka siis, kui koik vaatlused jéadvad seotuks sama klastriga.
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4 Bayesi segumudelid Gaussi tuumaga

Esimeses peatiikis tuletasime eeskirja segujaotuse tiheduse 19 hindamiseks eeldusel,

et parameetri 0 tegelik jaotus pg on loplik diskreetne toendosusmoot, s.t

2%590 ja oz Zpg)w (5 69).

7j=1

Kolmandas peatiikis vaatlesime selle konfiguratsiooni iildistust, kus py voib olla
suvaline toendosusmoot ruumil (0, B(0)) ja tegelik tihedus esitub Lebesgue'’i in-

tegraalina

— / (2 )poldb).

Molemal juhul eeldasime, et tuum v (x;60) on teadaolev funktsioon. Praktikas ei
ole "6ige” tuuma valik kuigi suur probleem ja 1 méaramisel tehakse vaid viga
iildisi eeldusi tegeliku tiheduse 1y kohta. Naiteks kui tahetakse hinnata tihedust,
mille kandja on kogu reaaltelg R, siis loomulik tuuma valik on normaaljaotuse

tihedusfunktsioon parameetriga 8 = (u, o) [7, lk 115]

T — )2
0(a:0) 1= vl o) = o exp (— L EJTY, (1)

1
V210
Niisugune valik ei ole kuigi kitsendav, sest igat tihedusfunktsiooni voib ldhendada
kuitahes hésti (L; normi mdttes) normaaljaotuste seguga. Eeldusel, et hinnatav
tihedusfunktsioon koondub oma otstes nulli, kehtib viimane véide ka iihtlase koon-
dumise mottes [13].

Siinse magistritoé ulatuses vaatame Gaussi tuuma lihtsamat varianti, kus stan-

dardhélve on fikseeritud vddrtus ¢ = 1 ja parameeter on 0 = p

(@ p) = —==exp ( — (= - u)2>- (4.2)

1
V2
Selles peatiikis anname iilevaate eeljaotuse valikust parameetrilises ja mittepara-
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meetrilises segumudelis Gaussi tuuma v (z; ) korral, seejarel anname tilevaate hin-
nangu ¥ p mojusust tagavatest tingimustest ja lopuks vordleme esimeses ning kol-
mandas peatiikis kirjeldatud tiheduse hindamise meetodeid arvutisimulatsioonide
abil.

4.1 Eeljaotuse valik

Siinses magistritoos kasitlesime parameetrilist Bayesi mudelit

(P1,--.,Px) = p ~ Dir(aq,...,ax),

0, ™ r =1,k (4.3)
..d k
Vi, Yalp=p" Y pidy,
=1
iid

Xi]Y;:yi,H:Q N’lﬂ(-;eyi), z':l,...,n.
ja mitteparameetrilist mudelit

P ~1l,,

01,...,0,|P =p "~ p, (4.4)

Xi|0; = 6; * (6,), i=1,....n.
Tiheduse vy hindamiseks tuleb mudelis (4.3) valida parameetrid ag,...,qr €
(0, 00) ja tihedusfunktsioon 7. Mitteparameetrilise mudeli (4.4) korral peame vali-
ma mitteatomaarse lopilku moodu a. Peatume pogusalt kriteeriumitel nende vali-
kute langetamiseks.
Parameetrilise mudeli korral véljendavad parameetrid aq, ..., ap meie eelarusaama

jaotuse komponentide kaalude p(l), e pg kohta. Paneme téahele, et juhul, kui p on
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juhuslik vektor jaotusega Dir(ay, ..., o), siis lause 1.5 pohjal

k
a1 (677
E(p):<77a7)a |Oé’: Oy
o o) 2%

Kui k£ = 3 ja on pohjust arvata, et et tegelikud komponentide kaalud voiksid olla

naiteks
1 3 1
p1_5ap2_47p3_203
tasub valida
o 1 az 3 a3 1

la] 5 Jal 4 ]a] 20
Suurus |a| véljendab omakorda meie usaldusastet oma eclarusaama suhtes. Toe-

poolest, lause 1.6 pohjal iga j = 1,...,k korral

Do) = oy 1

“la[+1 o]

- — 0, kui |a]— oo,
|l

ehk suure |a| védrtuse korral kontsntreerub p eeljaotuse toendosusmass postulee-

ritud eelarusaama iimbruses. Juhul, kui puuduvad pohjused mingite konreetsete

p1, ..., P vadrtuste eelistamiseks, voetakse enamasti
alz...:ak:L
sest siis vastab Dir(ay, ..., ) thtlasele jaotusele (k — 1)-iihiksimpleksil.

Tihedusfunktsiooni 7(u) valikul noutakse, et tegelikud parameetrite vaartused gy, . . .

kuuluksid funktsiooni 7 kandjasse ja 1)y hindamisel esinevad integraalid (nt integ-
raalid tiheduses (1.1)) oleksid kergesti rehkendatavad. Esimene omadus on taidetud
siis, kui m kandja on kogu reaaltelg R. Teise omaduse rahuldamiseks valitakse 7
niimoodi, et see vastaks v (xz;u) kaasjaotusele ehk iga j = 1,...,k korral kuu-
luks pj| X1 = x1,..., X, = x, jireljaotus p; eeljaotusega samasse jaotuste perre.
Siinses peatiikis vaadeldava Gaussi tuuma v (z; u) korral on mélemad tingimused

taidetud, kui 7 on mingi normaaljaotuse N (o, 0g) tihedusfunktsioon [11].
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Hiiperparameetrite pg ja o9 konkreetsete vaartuste valik on méarksa keerulisem {iles-
anne, mille puhul puuduvad mingid universaalsed rusikareeglid. Enamasti valitakse
need lahtuvalt kindlast andmestikust xq, ..., z,. Sisuliselt peaks py paiknema nii
ja oo olema piisavalt suur, et 7 toendosusmass "kataks"voimalikult hésti tegelike

parameetrite u1, ..., ug toendolise paiknemise vahemikku [11].

Loplikku mitteatomaarset baasimootu a voib esitada ka kujul

a=M-a,

kus & on toendosusmoot ja M = a(0©). Loomulik on nouda, et tdoendosusmoodul &
leiduks tihedus Lebesgue’i moodu suhtes hg (vt nt mérkust 3.4.1), mis rahuldaks
tihedusfunktsioonile 7 seatud noudmisi. Siin vaadeldava Gaussi tuuma korral tuleks
seega valida @ rolli taas mingile normaaljaotusele N (ug, 0p) vastav tdendosusmoot
[4].

Tuletame niitid meelde 2. peatiikis esitatud tulemusi. Lause 2.5 kohaselt

BE(P(A)) = a(A), YAe B©),

ehk toendosusmoot a véljendab meie aprioorseid teadmisi moodu pg kohta. Teisalt

lause 2.6 viidab, et

a(A)-(1—a(A)
M+1 ’

D(P(A)) = A€ BO).

Mida suurem on kontsentratsiooniparameeter M, seda tugevamini kontsentreerub
juhusliku moodu P eeljaotuse toendosusmass esmase hinnangu @ timber. Voib 6el-
da, et kontsentratsiooniparameeter M postuleerib meie usaldusastet sellise eeljao-
tuse valiku suhtes.

Siinkohal tekib kiisimus, kuidas niisugust usalduse méistet kvantifitseerida ja mille-

st lahtuvalt valida konkreetset M vaartust mingi etteantud andmeanaliiiisi ilesan-
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de korral. Teatud mottes peegeldab kontsntratsiooniparameeter M meie eelarusaa-
ma sellest, kui hésti jaotuvad andmed z1,...,x, selgetesse klastritesse. Tuletame
meelde, et mitteparameetrilise mudeli (4.4) korral on klastrite (s.t parameetrite
unikaalsete vidrtuste) arv K juhuslik, kusjuures Charles E. Antoniak on naidanud

1] et
B = gy
=1

Olgu n tiheduse 9o hindamiseks kasutatava valimi maht. Kui M = %, siis E(K) =~
1. Kui M = n?, siis E(K) ~ n. Parameetri M madalad viirtused viljendavad seega
arusaama, et olemasolevad andmed on hésti kirjeldatavad ka mingi parameetrilise
mudeliga (4.3). Suur M jallegi viljendab tugevat usku, et tihedus g ei ole kuigi

hésti lahendatav 16pliku komponentide seguga [4].

4.2 Hinnangu mojusus

Uks loomulikke néudmisi, mida seatakse tiheduse hinnangule on méjusus. Intuitiiv-
selt tdhendab mojusus seda, et vaatluste arvu n kasvades jouab hinnang tegelikule
tihedusele aina ldhemale. Bayesi terminoloogiat kasutades voib 6elda ka, et vaatlus-
te arvu kasvades koondub hinnangu jareljaotuse toendosusmass tegeliku tiheduse
iimber.

Siinkohal tuleb tdpsustada, mida peetakse silmas, kui 6eldakse, et tiheduse hin-
nang on tegeliku tiheduse "ldhedal". Tiheduste vahelist kaugust voib defineerida
paljudel eri viisidel. Siinse magistritoé raames votame kasutusele Li-normi poolt

indutseeritud meetrika

d:Ly x Ly =R, d(fi, f2) = lf1 = follz, = / |f1 — f2|Leb(dz).
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Mérgime, et juhul, kui f; ja fo on tihedused (Lebesgue’i moodu suhtes), ei saa

nende kaugus olla suurem kui 2. T'Gepoolest,

d(fi f2) = |1 — Folln < Il + ol = / fulde + / faldr<1+1=2.

Tuletame meelde, et siinse t06 raames kasitletud Bayesi hinnangud tihedusele esi-

tuvad kujul

Up() = / (- 0)P(db),

kus 7 on tuum ja P juhuslik téendosusmodt ruumil (0, B(©)) = (R, B(R)). Niisiis,

definitsioon 4.1 sétestab formaalselt, mida edaspidi mojususe all silmas peetakse.

Definitsioon 4.1. Olgu 1 tegelik tihedus. Utleme, et juhuslik hinnang p on

mojus, kui iga € > 0 korral

n

P(d(vp, o) < €lX1,...,Xn) = 1
peaaegu iga (X;)9°, realisatsiooni korral.

Definitsioon 4.1 ei sea kitsendusi hinnangus ¢ p kasutatavale tuumale 1, kuid meie
vaatame liksnes kitsast juhtu, kus 4 on fikseeritud standardhélbega Gaussi tuum
(4.2). Meile pakub huvi, milliseid tingimusi peab rahuldama tegelik tihedus vy ja
juhuslik m66t P, et hinnang v p oleks mojus. Vastamaks sellele kiisimusele, esitame

veel tiheduse Kullback-Leibleri omaduse moiste.

Definitsioon 4.2. Oeldakse, et tihedusel f (Lebesgue’i mddu suhtes) on Kullback-

Leibleri omadus, kui iga € > 0 korral

P(P e {P: /f(x)log (m)dx < e}> > 0.

Antonio Lioji et al. [9] on ndidanud, et Kullback-Leibleri omadusega v ja Gaussi

tuuma korral on tiheduse hinnang ¥ p mojus iisna tagasihoidlikel eeldustel. Nende
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toestatud teoreem kasitleb tildisemat tuuma (4.1), kus standardhélve o pole fiksee-
ritud ja seda vaadeldakse juhusliku parameetrina. Kuivord meie vaatleme kitsamat
konfiguratsiooni (tuum ) (z; 1)), mil normaaljaotuse standardhélve on o = 1, votab

tulemuse kokku jargmine teoreem.

Teoreem 4.3. Olgu 11 juhusliku moodu P eeljaotus ja B seosega
B(A)=E(P(4)), Ae€B(©),

mddratud loplik moot. Tiheduse hinnang ¥ p on maojus, kui tegelikul tihedusel 1y on

Kullback-Leibleri omadus ja

/\u\ﬂ(du) < 0.

Kullback-Leibleri omaduse olemasolu tegelikul tihedusel ¥g ei ole iildiselt triviaalne
tingimus. Ghosal, Ghosh ja Ramamoorthi [6] on aga ndidanud, et juhul, kui tegelik
tihedus esitub Gaussi tuuma seguna (s.t rahuldab siin késitletavate mudelite eel-

dusi), tagab Kullback-Leibleri omaduse jargnevas teoreemis sonastatud kriteerium.

Teoreem 4.4. Olgu pg € P ja kehtigu

do() = / (5 1)po(dp).

Kui toendosusmaoodu pg kandja on kompaktne ja pg ise kuulub juhusliku moodu P

eeljaotuse Il kandjasse, siis tihedusel 1o on Kullback-Leibleri omadus.

Kui tegelik tihedus v esitub 16pliku seguna, annab mudel (4.3) loomuliku eeljao-
tuse valiku korral (tihedus ¢ vastab jaotusele N (ug,00)) alati mojusa hinnangu.
Kui 99 on hoopis tldine segu, tagab loomulik eeljaotuse valik — s.t P eeljaotus on
I1,, kus & vastab mingile normaaljaotusele — mudeli (4.4) antava hinnangu moju-
suse juhul, kui tegeliku segaja pg kandja on kompaktne. Veendume, et need faktid

jarelduvad teoreemidest 4.3 ja 4.4.
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Jareldus 4.4.1. Esitugu tegelik tihedus lopliku normaaljaotuste sequna, s.t
k
do(w) =Y pb(wing),  (pr,-..pk) €S (4.5)
j=1

Kui mudelis (4.3) tihedus m vastab jaotusele N'(ug,00) ja 1 on fikseeritud stan-

dardhdlbega Gaussi tuum (x; ), siis vastav tiheduse hinnang p on maojus.

Toestus. Margime, et tihedust 1y voib esitada ka Lebesgue’i integraalina
k
Yo(z) = /¢(m;u)po(du), Po =Y piby;-
j=1

Kuivord pg on diskreetne toendosusmoot, siis selle kandja on 16plik (ja jarelikult ka
kompaktne) hulk {u1,..., ux}. Juhuslik moot P esitub vaadeldava mudeli korral
kujul

k
P = Z Pjop;-
=1

Et (p1,. .., Ppk) eeljaotus on Dir(as, ..., o) japj,j = 1,..., k, eeljaotus on N (g, 0¢),

siis on selge, et P eeljaotuse kandja on

k
S = {ij% S (pry-eope) €SF, () € Rk}
j=1

ja po € S. Teoreemi 4.4 pohjal on tihedusel 1y seega Kullback-Leibleri omadus.
Fikseerime niiid A € B(0). Kuivord (pi,...,pk) ja (p1,..., g) on omavahel

soltumatud, siis

B(A) = B(P(4)) = E(Y_ pioy, (4))
j=1
k k
=Y Bty (4) = D~ E(p3) - B0, (4))
Jj=1 j=1
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Teoreemi 1.5 pohjal E(p;) = %7' Teisalt

E@A@-/E((Nm—)ﬂsz

/5 /IA(u)ﬂ(u)dMZ /Aﬂ(u)du-

Zk;a]/ Z/Aﬂ(ﬂ)du

ehk 8 on jaotusele N (pg, 0p) vastav toendosusmoot ja

/mwwn<w

Teoreemi 4.3 pohjal on hinnang ¥ p mojus. O

Niisiis,

Jareldus 4.4.2. Esitugu tegelik tihedus normaaljaotuste ldise sequna, s.t

=/¢mmmdw»

kus po € P. Kui mudelis (4.4) & on jaotusele N'(ug,00) vastav toendosusmaoot, py
kandja on kompaktne ja v on fikseeritud standardhdlbega Gaussi tuum 1 (xz; ), siis

vastav titheduse hinnang Yp on mojus.

Toestus. Et & vastab normaaljaotusele, siis « = M @ kandja on kogu reaaltelg ja jé-
relikult ka Dirichlet’ protsessi jaotuse I, kandja on kogu toendosusmootude ruum
P |7, Theorem 4.15|. Eelduse kohaselt on py kandja kompaktne ja seega teoreemi
4.4 pohjal on tihedusel ¥y Kullback-Leibleri omadus.

Kuivord P on Dirichlet’ protsess baasimooduga « jareldub teoreemist 2.5, et suva-

lise A € B(©) korral
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ehk toendosusmoot [ vastab jaotusele N (pg,00). See tdhendab, et

/ lB(dn) < .

Teoreemi 4.3 pohjal on hinnang ¥ p mojus.

O
4.3 Simulatsioonid
Normaaljaotuste loplik segu
Genereerime vaatlused kolme komponendiga normaaljaotuste segust
0,29 - M (0,5;1) + 0,52 - N'(3;1) + 0,19 - N(6;1). (4.6)

Joonisel 1 on kujutatud andmete tegelikule jaotusele 4.6 vastav tihedusfunktsioon
(see on varvitud helesiniseks). Parameetrilise Bayesi mudeli implementeerimisel
peame valima parameetrite eeljaotusele vastava tihedusfunktsiooni 7. Mittepara-
meetrilise mudeli korral tuleb valida kontsentratsiooniparameeter M ja toendosus-
moodule & vastav tihedus hg. Molema mudeli korral eksperimenteerime kahe 7 ja
hg variandiga.

Kummalegi variandile vastavate tihedusfunktsioonide graafikud on samuti esitatud
joonisel 4.6. Sinisega on téhistatud n-6 “hea” m voi hg valik NV(2.88;5): keskviirtu-
seks on voetud 10000 vaatluse valimikeskmine ja standardhalve on piisavalt suur,
et tihedusfunktsioon “haaraks endasse” voimalikult suure vahemiku tegelikust ti-
hedusest genereeritavatest vadrtustest. Punane joon vastab “halvale” tiheduse vali-
kule NV (—6;2). Selle keskvairtus on kaugel valimikeskmisest ja viike standardhalve
kontsentreerib toendosusmassi “halva” keskvadrtuse timber.

Kokku saame 4 erinevat Bayesi mudeli konfiguratsiooni, mis on toodud tabelis 1.

Mérgime, et parameetrilise mudeli korral tuleb valida ka segu komponentide arv k
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& —— N(2.88;5)

o — N(-6; 2)

o

—

o

o

-

o

L0

o

o

o

Q —

© | | | | | | | T
-15 -10 -5 0 5 10 15 20

Joonis 1: Lopliku normaaljaotuste segu tihedus ja tiheduste 7w voi hs varian-

did

ja Dirichlet’ jaotuse hiiperparameetrid aq, . .

., . Simulatsioonides proovime vaér-

tusi k = 3 ja k = 10. Molemal juhul valime mitteinformatiivse vektori p eeljaotuse,

vottes

Mitteparameetrilise mudeli puhul tuleb veel valida tédpsuskordaja M. Simulatsioo-

nides proovime iga valimimahu n korral vaértusi

M € {1,y/n,n}.

Koigi Bayesi mudelite puhul kasutame Gaussi tuuma (4.2), s.t ¢ (z; p;) vastab jao-

tuse N (pi; 1) tihedusfunktsioonile.

Lisaks sellele hindame tihedust (4.6) EM algoritmiga 16plike normaaljaotuste segu-
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MP hea (M) MP halb (M)
P ~TI(M - N(2,83;5)) P ~TI(M - N(—6;2))
i.1.d 1.1.d
“17"'7un|P:pr “17"'7“‘”|P:pr
wnd nd
Xi|ps = pi ~ (s ;) Xi|pi = pi ~ (s ;)
P hea (k) P halb (k)
p = (p1,-..,px) ~ Dir(1,...,1) p=(p1,-..,px) ~ Dir(1,...,1)
k k
3.1.d 2.4.d
Vi, Yalp=p R pidi Vi Yalp=p R pidi
1=1 =1
f, e N N(2,88;5) e NN (652)
ind ind
Xilps = i ~ (s ) Xilpi = i ~ (s )

Tabel 1: Bayesi mudelite konfiguratsioonid

de jaoks (funktsioon normalmixEM() R-i paketist mixtools) vastavalt k = 3 ning
k = 10 komponendi korral, eeldusel, et iga komponendi standardhélve on o = 1.
Lopuks kasutame tiheduse hindamiseks ka tihedushistorgammi (funktsioon hist ()
R-i paketist graphics), mis jaotab 16igu [—3,9] kahekiimneks (b = 20) vordseks
osaks.

Siin ja jirgnevates simulatsioonides kasutame parameetrilise Bayesi mudeli imple-
menteerimisel 1. peatiikis kirjeldatud algoritmi 1. Mitteparameetrilise mudeli jaoks
kasutame igal pool 3. peatiikis kirjeldatud algoritmi 4.

Tiheduse hindamisel vaatleme valimimahtusid n = 20, 50, 100, 300. Iga valimima-
hu korral arvutame vélja hinnatud tiheduse Li-kauguse tegelikust tihedusest (4.7).

Kauguse hinnangud on esitatud tabelis 4 ning joonisel 4.

Simualtsioonide tulemused voib votta kokku jargmiselt:

e Bayesi mudelitest andsid parameetrilised mudelid parimaid hinnanguid kum-
magi tiheduse 7 valiku korral. Tulemus on ootuspéarane, kuivord 3 komponen-
diga parameetriline mudel on 6ige mudel ja 10 komponendiga parameetriline

mudel saab anda héid hinnanguid, seades 7 iileliigse komponendi kaalud va-
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1.14

1.04

0.94

L1 kaugus
o o
(%] (2}

0.3: \

0.2+
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L1 kaugus

1.24

1.14

1.04

0.94

o
)
L

20 50 100 300
n

EM —&- histogramm MP hea

-®- P hea (k=3) - P hea (k=10)

| ] k=3 + M=1 ® M=n
® k=10 % M=yn A b=20

Joonis 2: Tiheduse hinnangute L;-kaugus tegelikust tihedusest. Vasakpoolsel
joonisel on esitatud Bayesi mudelite “headele” konfiguratsioonidele vastavate
hinnangute kaugused tegelikust tihedusest, paremal pool on “halvad” konfi-
guratsioonid. EM algoritmile ja histogrammile vastavad jooned on molemal

pool samad.

ga madalaks. Viiksematel valimimahtudel andis P hea (k=3) paremad hin-
nangud kui P halb (k=3), sama kehtis ka 10 komponendiga mudeli korral.
Suurematel valimitel ldksid erinevused véiksemaks — see on loogiline, sest
valimimahu kasvades vaheneb hinnangu soltuvus eeljaotusest. Parameetrilis-

te mudelite korral tdheldame ka Li-kauguse vdhenemist, mis on kooskolas

nende mojususega.

e EM algoritm andis koigil valimimahtudel 3-komponendilise Bayesi mudeliga

viga sarnased hinnangud. Sisuliselt eeldavad moélemad meetodid, et tegelik

20 50 100 300

m k=3 + M=1 ® M=n
® k=10 % M=/n A b=20

EM 8- histogramm MP halb

-~ Phalb (k=3) -~ P halb (k=10)

tihedus 1y esitub kolme normaalkomponendi seguna.
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e Uldiselt andsid mitteparameetrilised mudelid parameetrilistest mudelitest
halvemaid hinnanguid. See on ootuspérane, kuivord MP mudelid piitiavad
hinnata tihedust tildisematel eeldustel, mistottu on ka hinnangute koondu-
mine tegelikuks tiheduseks aeglasem. Margime, et M = n korral oli isegi MP
hea sooritus vilets. Nimelt postuleerib korge M véartus, et tegelik tihedus
on halvasti ldhendatav 16pliku seguga. Antud juhul on aga tegelik tihedus

parajsti selline 1oplik segu, mistottu ka suure M valik vale.

Mudel n =20 n = 50 n =100 n = 300

MP hea (M=1) 0.335 (0.007) | 0.22 (0.005) | 0.218 (0.006) | 0.074 (0.002)
MP hea (M=y/n) 0.385 (0.008) | 0.222 (0.004) | 0.186 (0.004) | 0.137 (0.003)
MP hea (M=n) 0.545 (0.01) | 0.455 (0.008) | 0.447 (0.008) | 0.449 (0.008)
MP halb (M=1) 0.615 (0.014) | 0.532 (0.014) | 0.556 (0.015) | 0.611 (0.017)
MP halb (M=y/n) | 0.746 (0.014) | 0.584 (0.012) | 0.553 (0.012) | 0.576 (0.015)
MP halb (M=n) 1.071 (0.018) | 1 (0.016) 1.002 (0.017) | 1.038 (0.017)
P hea (k=3) 0.365 (0.008) | 0.172 (0.005) | 0.173 (0.005) | 0.064 (0.002)
P hea (k=10) 0.376 (0.008) | 0.189 (0.004) | 0.161 (0.004) | 0.083 (0.003)
P halb (k=3) 0.405 (0.012) | 0.217 (0.006) | 0.185 (0.005) | 0.061 (0.002)
P halb (k=10) 0.58 (0.012) | 0.33 (0.006) | 0.229 (0.004) | 0.095 (0.002)
EM (k=3) 0.366 (0.008) | 0.193 (0.005) | 0.199 (0.006) | 0.062 (0.002)
histogramm (b=20) | 0.584 (0.017) | 0.475 (0.013) | 0.374 (0.01) | 0.17 (0.005)

Tabel 2: Tiheduse hinnangute L,-kaugus tegelikust tihedusest. Sulgudes too-
dud arvud téhistavad toenédosusega 0,95 kehtivat viga

Simulatsioonide tulemuste illustreerimiseks vaatame ka, millised “MP hea”, “MP
halb”, “P hea” ja “P halb” mudelid andsid parimad tiheduse hinnangud valimil
mahuga n = 300 ja joonistame vélja vastavad tihedusfunktsioonid. Vordluse méottes
esitame ka EM algoritmi (k = 10,n = 300) ja histogrammi (n = 300,b = 20) abil

leitud tiheduse hinnangute graafikud. Koik need graafikud on koondatud lisas 1.
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Uldine segu

Genereerime vaatlused mudelist

»
pa, . % Exp(0.1),

ind .
XZ|/~"’L = Mg "~ N(/’L’Hl)) 1= 17"‘7”'

See tahendab, et tegelik tihedus on

o) 2
Yp(z) = /0 Y(x; p)-0.1exp(—0.1p)dp = 0.1 exp (—0.11‘4—%)@@—0.1), (4.7)

kus ® on standardsele normaaljaotusele vastav jaotusfunktsioon.

<
(=]
| ———  N(10.15; 10)
| || N(10; 1)
o | |
S [
[
[
[
o
S [
[
[
[
- | [
o [
|
o |
o
| 1 ] | | | |
-10 0 10 20 30 40 50

Joonis 3: Uldise segujaotuse tihedus ja tiheduste 7 voi hg variandid

Joonisel 3 on kujutatud tihedusfunktsioon (4.7) ja kaks varianti tihedusfunktsioo-
nile 7 vOi hg, mida peame valima Bayesi mudeli implementeerimisel. Sinisega on

kujutatud n-6 hea tihedusfunktsiooni valikut, mis vastab jaotusele N(10,15;10):
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keskvaartuseks on voetud 10000 vaatluse valimikeskmine ja standardhélve on piisa-
valt suur, et tihedusfunktsioon “haaraks endasse” voimalikult laia vahemiku tegeli-
kust tihedusest genereeritavatest vaartustest. Punane joon kujutab “halba” valikut,
mis vastab jaotusele A/ (u = 10,15; 1). Selle keskvaartus on kiill 1dhedal valimikesk-
misele, ent viike standardhélve kontsentreerib téendosusmassi keskvadrtuse timber,
mistottu genereeritakse “kaugemaid” parameetrite vaartusi vaga véikese toenédosu-

sega.

Kirjeldatud parameetrite eeljaotused annavad meile kokku neli Bayesi mudeli konfi-
guratsiooni, mis on toodud tabelis 3. Parameetrilise mudeli korral tuleb taas valida
segu komponentide arv k ja Dirichlet’ jaotuse hiiperparameetrid asq, ..., ag. Nagu
ka eelmise simulatsiooni korral, proovime védrtusi £ = 3 ja k = 10. Molemal juhul

valime mitteinformatiivse vektori p eeljaotuse, vottes

Mitteparameetrilise mudeli korral proovime simulatsioonides proovime iga valimi-

mahu n korral kontsentratsiooniparameetri vaartusi

M € {1,y/n,n}.

Koigi Bayesi mudelite puhul kasutame Gaussi tuuma (4.2), s.t ¥ (x; ;) vastab jao-
tuse N (pi; 1) tihedusfunktsioonile.

Lisaks sellele hindame tihedust (4.7) EM algoritmiga 16plike normaaljaotuste segu-
de jaoks (funktsioon normalmixEM() R-i paketist mixtools) vastavalt k = 3 ning
k = 10 komponendi korral, eeldusel, et iga komponendi standardhélve on ¢ = 1.
Lopuks kasutame tiheduse hindamiseks ka tihedushistorgammi (funktsioon hist ()
R-i paketist graphics), mis jaotab 16igu [-100, 100] tuhandeks (b = 1000) vordseks
osaks.

Tiheduse hindamisel kasutame valimimahtusid n = 20, 50, 100, 300. Iga valimima-
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MP hea (M) MP halb (M)
P ~TI(M - N (10,15;10)) P ~TI(M - N(10; 1))
2.1.d 2.1.d
ula"'vl’l”n|P:pr l"’la"'vlJ”n|P:pr
ind ind
Xilps = pi ~ (s ) Xilps = pi ~ (s )
P hea (k) P halb (k)
p=(p1,-..,px) ~ Dir(1,...,1) p=(p1,-..,pPx) ~ Dir(1,...,1)
k k
2.1.d 2.4.d
=1 i=1
f, .o e~ N(10,15;10) fa o e S N(1051)
ind ind
Xilps = i ~ (s ) Xilpi = i ~ (s )

Tabel 3: Bayesi mudelite konfiguratsioonid

hu korral arvutame vélja hinnatud tiheduse Li-kauguse tegelikust tihedusest (4.7).

Kauguse hinnangud on esitatud tabelis 4 ning joonisel 4.

Simualtsioonide tulemused voib votta kokku jargmiselt:

Moistliku eeljaotuse valiku korral (Dirichlet’” protsessi jaotus Il,, kus a =
M -N(10,15;10)) andsid parima tiheduse hinnangu mitteparameetrilised mu-
delid. Tulemus on ootuspéarane, kuna tegemist on digete mudelitega — s.t te-
gelik tihedus esitub N (u;1) iildise seguna. Valimimahu kasvades muutusid
tiheduse hinnangud paremaks.

Voib tekkida kiisimus, miks selline paranemine leidis aset, kui jarelduses 4.4.2
toodud mojususe kriteerium on rikutud (nimelt eksponentjaotuse kandja po-
le kompaktne). Viimane asjaolu aga ei pea meid heidutama, kuna jérelduses
4.4.2 toodud tingimused on moéjususe tagamiseks piisavad, ent mitte tarvi-
likud, s.t hinnang v6ib osutuda mojusaks ka siis, kui need tingimused on
rikutud. Teisipidi olgu mainitud, et siinse simulatsiooni tulemusi ei saa ka

kuidagiviisi mojususe toestuseks pidada.

Viletsa eeljaotuse valiku (Dirichlet’ protsessi jaotus I, kus o« = M-N(10;1))
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® k=10 % M=/n A Dp=1000 ® k=10 % M=/n A DH=1000
EM -®- histogramm EM 8- histogramm
-~ MP hea P hea - MP halb P halb

Joonis 4: Tiheduse hinnangute L;-kaugus tegelikust tihedusest. Vasakpoolsel
joonisel on esitatud Bayesi mudelite “headele” konfiguratsioonidele vastavate
hinnangute kaugused tegelikust tihedusest, paremal pool on “halvad” konfi-
guratsioonid. EM algoritmile ja histogrammile vastavad jooned on molemal
pool samad.

korral andsid mitteparameetrilised Bayesi mudelid {ildiselt viletsamaid hin-
nanguid kui histogramm, n = 300 korral jéi histogrammi ja MP halva
(M = 1) hinnangu headuse erinevus statistilise vea piiridesse. MP halb
(M = n) jai oma soorituselt alla ka 10 komponendiga Bayesi mudelile ja oli
iga valimimahu korral oluliselt halvem kui teised mitteparameetilised mu-
delid. Niisugune tulemus on ootuspérane, kuna korge usaldusaste (M = n)
viletsa eeljaotuse suhtes aeglustab koondumist tegelikuks jaotuseks. Sellegi-
poolest kasvas valimimahu kasvades koigi mitteparameetriliste Bayesi mude-

lite abil leitud hinnangute tépsus.

e 3 komponendiga parameetriline Bayesi mudel andis vaga halvad hinnangud
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([0 —1bo||, > 1) nii viletsa kui ka maistliku parameetrite eeljaotuse korral.
Tulemus on ootuspérane, kuna tegemist on teoreetiliselt valede mudelitega
— s.t tegelik tihedus ei esitu iihikstandardhélbega normaaljaotuste lopliku
seguna. Ka ad hoc vaatevinklist on tegelik tihedus (4.7) halvasti lihenda-
tav koigest kolme normaalkomponendiga. Erinevalt teistest Bayesi mudeli-
test laksid hinnangud valimimahu kasvades halvemaks. Viimane asjaolu pole
iilllatav, sest parameetriliste Bayesi mudelite antava hinnangu méjususe kri-

teerium ei ole taidetud, kui tegelik tihedus on iildine segu.

10 komponendiga parameetriline Bayesi mudel andis oluliselt paremad tihe-
duse hinnangud kui 3 komponendiga parameetriline mudel nii hea kui ka
halva eeljaotuse valiku korral. Uldiselt kiiitus see sarnaselt madala tipsuspa-
rameetriga (M = 1) mitteparameetrilisele Bayesi mudeliga, mis on kooskdlas
iilldise intuitsiooniga M ja k valiku kohta: madal M vadrtus mitteparameet-
rilises mudelis véljendab aprioorset arusaama, et hinnatav tihedus on hés-
ti lahendatav 1opliku normaalkomponentide hulgaga, teisalt muudab korge
komponentide arv k parameetrilist mudelit “paindlikumaks” ja teatud mottes

sarnasemaks mitteparameetrilisele mudelile.

Suuremate valimimahtude korral (n = 100, 300) on EM algoritmi abil saadud
tiheduse hinnangud on halvad nii 3- kui ka 10-komponendilise mudeli eeldus-
tel, jaddes tapsuselt alla 10 komponendiga Bayesi mudelile. Tulemus ei ole
tillatav, kuivord tegeliku tihdeuse (4.7) korral tegeleb EM algoritm sisuliselt

vale toeparafunktsiooni numbrilise maksimeerimisega.

Simulatsioonide tulemuste illustreerimiseks vaatame ka, millised “MP hea”, “MP

halb”, “P hea” ja “P halb” mudelid andsid parimad tiheduse hinnangud valimil

mahuga n = 300 ja joonistame vélja vastavad tihedusfunktsioonid. Vordluse méttes

esitame ka EM algoritmi (kK = 10,n = 300) ja histogrammi (n = 300,b = 1000)

abil leitud tiheduse hinnangute graafikud. Koik need graafikud on koondatud lisas
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Mudel n =20 n =50 n = 100 n = 300

MP hea (M=1) 0.614 (0.01) | 0.413 (0.007) | 0.357 (0.007) | 0.26 (0.004)
MP hea (M=+/n) 0.52 (0.008) | 0.366 (0.005) | 0.304 (0.005) | 0.18 (0.002)
MP hea (M=n) 0.411 (0.006) | 0.328 (0.005) | 0.342 (0.005) | 0.301 (0.005)
MP halb (M=1) 0.923 (0.022) | 0.704 (0.015) | 0.845 (0.019) | 0.813 (0.022)
MP halb (M=n) 0.899 (0.022) | 0.924 (0.023) | 0.928 (0.024) | 0.839 (0.023)
MP halb (M=+/n) 0.889 (0.019) | 0.821 (0.017) | 0.69 (0.014) | 0.651 (0.017)
P hea (k=3) 1.034 (0.023) | 1.062 (0.023) | 1.18 (0.026) | 1.213 (0.028)
P hea (k=10) 0.654 (0.011) | 0.423 (0.007) | 0.446 (0.008) | 0.308 (0.005)
P halb (k=3) 1.017 (0.024) | 1.038 (0.023) | 1.141 (0.025) | 1.152 (0.026)
P halb (k=10) 0.882 (0.02) | 0.685 (0.015) | 0.558 (0.009) | 0.414 (0.008)
EM (k=3) 1.049 (0.024) | 1.133 (0.028) | 1.174 (0.029) | 1.194 (0.028)
EM (k=10) 0.595 (0. 011) 0.438 (0.008) | 0.629 (0.014) | 0.805 (0.017)
histogramm (b=1001) | 0.458 (0.01) | 0.382 (0.006) | 0.323 (0.006) | 0.335 (0.006)

Tabel 4: Tiheduse hinnangute L;-kaugus tegelikust tihedusest. Sulgudes too-
dud arvud téhistavad toendosusega 0,95 kehtivat viga.

Uhtlaste jaotuste 16plik segu

Genereerime vaatlused iihtlaste jaotuste segust

1 1 23
U(0:2) + 5 - U3) + L UGS) + o UL0:12). (4.8)

| =

Mérgime, et erinevalt eelmistes simulatsioonides hinnatavatest jaotustest ei esitu
(4.8) normaaljaotuste seguna. Nimelt on normaaljaotuste segu kandja alati kogu
reaaltelg R, aga siin vaadeldava iihtlaste jaotuste segu kandja on loikude tihend

[0,5,5] U [10,12].

Joonisel 5 on kujutatud tihedusfunktsioon (4.8) ja kaks varianti tihedusfunktsioo-
nile 7w vOi hg, mida peame valima Bayesi mudeli implementeerimisel. Sinisega on
kujutatud hea tihedusfunktsiooni valikut, mis vastab jaotusele N'(6; 5): keskviartus
ja standardhélve on valitud nii, et tihedusfunktsioon “haaraks endasse” voimalikult
suure vahemiku tegelikust tihedusest genereeritavatest vaartustest. Punane joon
kujutab “halba” valikut, mis vastab jaotusele N'(11;0,8). Selle tiheduse toendosus-

mass kontsentreerub vaid iiksiku tegeliku jaotuse komponendi iimber.

Kirjeldatud tihedused annavad meile kokku neli Bayesi mudeli konfiguratsiooni, mis
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Joonis 5: Uhtlaste jaotuste 16pliku segu tihedus ja tiheduste 7 voi hg varian-
did

on toodud tabelis 5. Parameetrilise mudeli korral tuleb jéllegi valida segu kompo-
nentide arv k ja Dirichlet’ jaotuse hiiperparameetrid aq, ..., ax. Simulatsioonides
proovime vadrtusi k = 3 ja k = 10. Molemal juhul valime mitteinformatiivse vektori

p eeljaotuse, vottes

Mitteparameetrilise mudeli puhul tuleb veel valida tédpsuskordaja M. Simulatsioo-

nides proovime iga valimimahu n korral va&rtusi

M € {1,y/n,n}.

Koigi Bayesi mudelite puhul kasutame Gaussi tuuma (4.2), s.t ¥ (z; ;) vastab jao-
tuse N (5 1) tihedusfunktsioonile.

Lisaks sellele hindame tihedust (4.7) EM algoritmiga 16plike normaaljaotuste segu-
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MP hea (M) MP halb (M)
P ~TI(M - N(6;5)) P ~TI(M - N(11;0,8))
iid iid
“17"'7un‘P:pr l~l'17"'7l'l’n‘P:pr
ind ind
Xilpi = pi ~ d(x; i) Xilpi = pi ~ (x; i)
P hea (k) P halb (k)
p=(p1,-..,px) ~ Dir(1,...,1) p=(p1,-..,px) ~ Dir(1,...,1)
k k
iid iid
Vi Yalp=p > pid; Vi, Yalp=p "> pids
i=1 i=1
M1, HE Z'LdN(6a5) M1, HE Z'LdN(]']-ﬂ078)
ind ind
Xilps = i ~ (x; ) Xilps = i ~ (x; )

Tabel 5: Bayesi mudelite konfiguratsioonid

de jaoks (funktsioon normalmixEM() R-i paketist mixtools) vastavalt k = 3 ning
k = 10 komponendi korral, eeldusel, et iga komponendi standardhélve on o = 1.
Lopuks kasutame tiheduse hindamiseks ka tihedushistorgammi (funktsioon hist ()
R-i paketist graphics), mis jaotab 16igu [—3,15] viiekiimneks (b = 50) vordseks

osaks.

Tiheduse hindamisel kasutame valimimahtusid n = 20, 50, 100, 300. Iga valimima-
hu korral arvutame vélja hinnatud tiheduse Li-kauguse tegelikust tihedusest (4.8).
Kauguse hinnangud on esitatud tabelis 4.3 ning joonisel 6.

Simulatsioonide tulemused illustreerivad hésti siinses t66s késitletud Bayesi mu-
delite piiranguid. See, et parameetrilised mudelid annavad viletsaid tiheduse hin-
nanguid (||¢o — ¥ol|z, > 0,5), on igati oodatav — intuitsiooni tasemel on selge, et
ithtlaste jaotuste segu ei olegi hésti lahendatav 3 voi 10 komponentide normaaljao-
tuste seguga. Samal pohjusel on ka EM-algoritmi abil saadud tiheduse hinnangud
halvad.

Ka mitteparameetrilised mudelid kukuvad siinkohal 1dbi. Ehkki Gaussi tuuma va-
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Joonis 6: Tiheduse hinnangute L;-kaugus tegelikust tihedusest. Vasakpoolsel
joonisel on esitatud Bayesi mudelite “headele” konfiguratsioonidele vastavate
hinnangute kaugused tegelikust tihedusest, paremal pool on “halvad” konfi-
guratsioonid. EM algoritmile ja histogrammile vastavad jooned on molemal
pool samad.

likul seatakse tisna leebed eeldused tegelikule tihedusele 1y (sisuliselt eeldatakse
vaid seda, et tegeliku jaotuse kandja on R), ei toimi meetod enam kuigi hésti, kui
need on rikutud. Olukordades, kus on pohjust arvata, et tegeliku jaotuse kandja ei
ole R, valitakse enamasti teistsugused tuumad (vt néiteid |7, 1k 116-121]).

Valimimahul n = 100, 300 andis teistest meetoditest oluliselt paremad tiheduse hin-
nangu ootuspéaraselt hoopis histogramm. Ehkki tegemist on vdga robustse mude-
liga, osutusid selle eeldused antud olukorras koige moistlikumaks — sisuliselt hindab

b 16iguga histogramm teatud b-komponendilist iihtlaste jaotuste segu.

Simulatsioonide tulemuste illustreerimiseks vaatame ka, millised "MP hea", "MP

halb", "P hea"ja "P halb"mudelid andsid parimad tiheduse hinnangud valimil ma-
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Mudel n =20 n =50 n = 100 n = 300

MP hea (M=1) 0.626 (0.014) | 0.581 (0.014) | 0.581 (0.013) | 0.539 (0.013)
MP hea (M=+/n) | 0.694 (0.015) | 0.628 (0.014) | 0.621 (0.013) | 0.579 (0.013)
MP hea (M=n) 0.838 (0.018) | 0.819 (0.018) | 0.84 (0.017) | 0.813 (0.017)
MP halb (M=1) 0.736 (0.019) | 0.647 (0.017) | 0.607 (0.015) | 0.547 (0.013)
MP halb (M=4/n) | 0.7 (0.019) 0.644 (0.017) | 0.613 (0.014) | 0.561 (0.013)
MP halb (M=n) 0.829 (0.021) | 0.845 (0.021) | 0.74 (0.018) | 0.794 (0.019)
P hea (k=3) 0.598 (0.014) | 0.554 (0.013) | 0.57 (0.013) | 0.531 (0.013)
P hea (k=10) 0.678 (0.015) | 0.599 (0.014) | 0.587 (0.013) | 0.541 (0.013)
P halb (k=3) 0.733 (0.019) | 0.658 (0.017) | 0.607 (0.015) | 0.537 (0.013)
P halb (k=10) 0.742 (0.019) | 0.654 (0.017) | 0.593 (0.014) | 0.548 (0.013)
EM (k=3) 0.592 (0.015) | 0.529 (0.013) | 0.548 (0.013) | 0.527 (0.013)
EM (k=19) 0.59 (0.015) | 0.553 (0.014) | 0.547 (0.013) | 0.534 (0.013)
hist (b=>50) 0.86 (0.028) | 0.522 (0.016) | 0.396 (0.014) | 0.239 (0.01)

Tabel 6: Tiheduse hinnangute L;-kaugus tegelikust tihedusest. Sulgudes too-
dud arvud téhistavad toendosusega 0,95 kehtivat viga.

huga n = 300 ja joonistame vilja vastavad tihedusfunktsioonid. Vordluse mottes

esitame ka EM algoritmi (k = 3,n = 300) ja histogrammi (n = 300,b = 50) abil

leitud tiheduse hinnangute graafikud. Ko6ik need joonised on koondatud lisas 3.
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Lisa 1. Lopliku normaaljaotuste segu tiheduse

hinnangud
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Lisa 2. Uldise segu tiheduse hinnangud
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Lisa 3. Uhtlaste jaotuste segu tiheduse hinnan-

gud
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