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Sissejuhatus

Kaesolev magistritoo uurib operaatorideaale, genereerivate hulkade siisteeme,
genereerivate jadade siisteeme ning nende moistete omavahelisi seoseid. Motivat-
siooniks nende teemade uurimiseks on autorile olnud (p, r)-kompaktsete operaa-
torite operaatorideaal, mille toime sisse koos Kati Aini ja Eve Ojaga artiklis [1]
2012. aastal.

Magistritoo jaguneb seitsmeks peatiikiks. Esimeses peatiikis tuuakse vajalikud
moisted ja abitulemused, mida ldheb hilisemate osade juures vaja.

Teises peatiikis kirjeldame koigepealt ajaloolist tausta, mis on viinud meid
suhteliselt (p, r)-kompaktse hulga defineerimiseni. Alexander Grothendieck toestas
oma kuulsas Memuaaris “Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires” [4]
1955. aastal Banachi ruumi X osahulga suhtelise kompaktsusega samavaérse tin-
gimuse, mis on viljendatud ruumis X nulliks koonduva jada kumera katte kaudu.

Lahtudes Grothendiecki tulemusest, vaatlesid Oleg Reinov [10] ning Jean Bour-
gain ja Oleg Reinov [2] 1980-ndatel aastatel hulga suhtelist p-kompaktsust, kus
1 < p < o0. Erijuhul p = oo langeb see omadus kokku hulga suhtelise kompaktsu-
sega, nagu niitab Grothendiecki poolt toestatud kriteerium.

Deba Prasad Sinha ja Anil Kumar Karn t6id oma 2002. aasta artiklis [11] sisse
hulga suhtelise p-kompaktsuse alternatiivse moiste, kus 1 < p < oo. Ka siin langeb
erijuhul p = oo see moiste kokku hulga suhtelise kompaktsusega.

Aastal 2012 ilmunud artiklis [1] toime sisse hulga suhtelise (p, r)-kompaktsuse
moiste, kus 1 < p < oo, 1 < r < p* ning p* on p kaasindeks. Suhteliselt
(p, r)-kompaktsed hulgad sisaldavad erijuhul » = 1 suhteliselt p-kompaktseid hulki
Bourgain—Reinovi mottes ning juhul » = p* suhteliselt p-kompaktseid hulki Sinha—
Karni mottes.

Parast suhteliselt (p, r)-kompaktse hulga definitsiooni toomist kontrollime, et
see definitsioon on korrektne. Peatiiki lopetuseks néditame, et iga suhteliselt (p, r)-
kompaktne hulk on suhteliselt kompaktne.

Kolmandas peatiikis vaatleme operaatorideaali moistet. Operaatorideaale on
pohjalikult uurinud Albrecht Pietsch oma 1980. aastal ilmunud monograafias “Ope-
rator Ideals” |9]. Operaatorideaalide naidetena vaatame pidevate lineaarsete ope-
raatorite klassi £ ja pidevate lineaarsete loplikumootmeliste operaatorite klassi F.
Koigi operaatorideaalide klassi téhistame OI. Klassil OI toome loomulikul viisil
sisse jarjestuse.

Artiklis [1] toime sisse (p, r)-kompaktse operaatori moiste. Nimelt on ruumist
X ruumi Y tegutsev pidev lineaarne operaator (p, r)-kompaktne, kui ta teisendab
ruumi X iithikkera ruumi Y suhteliselt (p,r)-kompaktseks hulgaks. Artiklis néita-
sime detaile labitegemata, et (p, r)-kompaktsed operaatorid moodustavad operaa-
torideaali K, ). Magistritoos anname sellele faktile iiksikasjaliku toestuse.

Neljandas peatiikis uurime genereerivate hulkade silisteeme. Selle moiste toi



Irmtraud Stephani sisse 1980. aasta artiklis [12]. Artiklis toi ta ka jargmise teoree-
mi: kui on antud kaks genereerivate hulkade siisteemi nii, et teine hulkade siisteem
sisaldub esimeses hulkade siisteemis, siis saab nende hulkade siisteemide kaudu
tekitada uue operaatorideaali. Magistritoos anname taielikkuse huvides selle teo-
reemi koos toestusega. Edasi vaatame néidetena tokestatud hulkade siisteemi B
ja tokestatud loplikumootmeliste hulkade siisteemi F. Koigi genereerivate hulkade
siisteemide klassi tdhistame GHS.

Genereerivate hulkade siisteemidel toome loomulikul viisil sisse jarjestuse. Li-
saks toestame, et suhteliselt (p, r)-kompaktsed hulgad moodustavad genereerivate
hulkade siisteemi K, ). Vaadates siisteemide B ja K(,,) poolt tekitatud operaa-
torideaali, ndeme, et see iihtib operaatorite klassiga KC(, .. Sellega oleme alterna-
tiivselt ndidanud, et K, ,) on operaatorideaal.

Uurime veel, kuidas mojutavad genereerivate hulkade siisteemide suurendami-
ne ja vihendamine hulkade siisteemide poolt tekitatud operaatorideaali. Peatiiki
lopetuseks néitame, et siisteemide K, ;) ja F poolt tekitatud operaatorideaal tihtib
klassiga F.

Viiendas peatiikis uurime me genereerivate jadade siisteemi moistet, mis péri-
neb Stephani artiklist [12]. Koigi genereerivate jadade siisteemide klassi tdhistame
GJS. Naidetena vaatleme tokestatud jadade siisteemi m ja 1oplikumootmeliste to-
kestatud hulkade elementidest moodustatud jadade siisteemi f. Artiklis [12| ndida-
ti, et antud genereerivate jadade siisteemi g kaudu saab tekitada uue genereerivate
hulkade siisteemi. Genereerivate jadade stisteemi g poolt tekitatud hulkade siistee-
mi tihistame g . Ilmneb, et kehtib ¢ = K = K1)

Utleme, et genereerivate hulkade siisteem G on tekitatav, kui leidub generee-
rivate jadade siisteem g nii, et g = G. Tekib kiisimus: kas K, on tekitatav?
Uldisemalt, kui on antud mingi genereerivate hulkade siisteem G, siis kuidas kind-
laks teha, kas ta on tekitatav?

Eelmistele kiisimustele vastamiseks piiiiame kuuendas peatiikis naidata, et klas-
side GJS ja GHS vahel on Galois’ vastavus. On iiks takistus: vaja on defineerida
genereerivate jadade siisteemidel jarjestusseos, kuid kui defineerida jérjestus osa-
jadade votmise kaudu loomulikul viisil, siis tulemuseks on eeljarjestus. Selle la-
hendamiseks toome leitud eeljarjestuse abil sisse ekvivalentsiseose ~ ning leiame
klassijaotuse GJS/ .. Sellel klassijaotusel on juba loomulikul viisil antud jarjestus-
Seos.

Edasi tegeleme leitud klassijaotuse GJS/. omaduste uurimisega ning klassi-
de GJS/. ja GHS vaheliste tehete — ja <— defineerimisega. Néitame, et tehted
(—, <) on Galois’ vastavus jarjestatud klasside GJS/. ja GHS vahel. Lahtudes
Galois’ vastavuste teooriast, teeme moningaid jireldusi genereerivate jadade ning
genereerivate hulkade siisteemide omavaheliste seoste kohta. Samuti anname kri-
teeriumi, mis voimaldab 6elda, kas antud genereerivate hulkade siisteem on teki-



tatav. Peatiiki lopetuseks vastame viiendas peatiikis piistitatud kiisimusele, kas
K, on tekitatav.

Seitsmendas peatiikis nditame, et operaatorideaalid, genereerivate hulkade siis-
teemid ja genereerivate jadade siisteemide ekvivalentsiklassid omavad vore struk-
tuuri.

Magistriopingute ajal on mind toetatud finantsiliselt Eesti Teadusfondi grandi
8976 alusel.

Soovin avaldada tdnu mitmetele inimestele, kes on aidanud mul loput6od kirju-
tada. Akadeemilisest ringkonnast kuulub mu suurim ténu juhendaja Eve Ojale, kes
on mind suunanud ja juhendanud; ning samal ajal on ta andnud mulle vabadust
uurida seda, mis mind huvitab.

Veel sooviksin avaldada tdnu Aleksei Lissitsinile, kes on mulle andnud mitmeid
népunaiteid, mis viisid mind loput6os olevate teemade uurimiseni.

Samuti olen ténulik Raido Paasile, kes juhtis mu tdhelepanu sellele, et generee-
rivate hulkade ning jadade siisteemide vahel on Galois’ vastavus.

Ning mu naisele Alisale ja tiitrele Melissale olen ma ténulik mulle ikka ja alati
inspiratsiooniks olemise eest.



1 Moisted ja abitulemused

Siin peatiikis toome sisse tahistused, mis on magistritoos ldbivalt kasutusel
ning meenutame moningaid funktsionaalanaliiiisist, algebrast ja hulgateooriast pa-
rit moisteid ja abitulemusi.

Hulga G koigi alamhulkade hulka tdhistame P(G).

Ruume X, Y, Z, W vaatleme koikjal kui vektorruume voi Banachi ruume iile iihe
ja sama korpuse K, kus K tahistab kas reaalarvude korpust R voi kompleksarvude
korpust C. Banachi ruumi X tihikkera tdhistame By.

Olgu X ja Y Banachi ruumid. Koigi pidevate lineaarsete ruumist X ruumi
Y tegutsevate operaatorite Banachi ruumi t&histatakse £(X,Y’). Pideva lineaarse
operaatori T" kujutishulka tdhistame ran7".

1.1 Klassikalised jadaruumid

Meenutame klassikalisi ruume m, ¢y ja ¢, funktsionaalanaliilisi pohikursusest.
Toome ilma toestusteta véited, mis kirjeldavad, et nende moistete néol on tegemist
Banachi ruumidega.

Tokestatud jadade ruum on hulgana kirjeldatav kujul

m = {(avk) | 21, € K, sup |zx| < oo}.
k

Hulk m on vektorruum iile korpuse K, kui defineerida vektorite liitmine ja ska-
laariga korrutamine vektorite koordinaaditi liitmise ja korrutamisena. Vektorruum
m on Banachi ruum, kui defineerida elemendi = (x;) norm vordusega

]l = sup [
k

Nulliks koonduvate jadade ruum on hulgana antav kujul
co = {(:ck) | 21, € K, li’£n|xk\ = 0}.

Kui varustada hulk ¢y ruumi m normiga, siis ¢y on Banachi ruum. Ruum ¢y on
ruumi m alamruum.

Olgu arv p selline, et 1 < p < co. Astmega p summeeruvate jadade ruum on
hulgana kirjeldatav kujul

b, = {(:ck) | zp € K,Z]wk]p < oo}.

k=1



Hulk ¢, on Banachi ruum, kui defineerida elemendi x = () norm vordusega

-\
) = (Z mr”) .
k=1

Edaspidises kasutame me tahistust /., := ¢, et lihtsustada valemite kirjapa-
nekut.

Mirkus 1.1. Kehtivad sisalduvused £, C £, ja By, C By,, kus 1 < p < g < o0.

Olgu X Banachi ruum. Vaatame ruumide m, ¢y ja ¢, vahetuid tldistusi sel-
lisele jadaruumile, kus jadade elementideks on ruumi X punktid. Analoogiliselt
klassikaliste védidetega nende ruumide kohta saab néidata jargmist.

Ruumi X tokestatud jadade ruum

m(X) = {m = (x) |z € X, sngka < oo}

on Banachi ruum, kui defineerida elemendi x norm vordusega

]| = sup [z
k

Ruumi X nulliks koonduvate jadade ruum
co(X) = {& = (@) | o4 € X, lim ]| = 0},

mis on varustatud ruumi m(X) normiga, on Banachi ruum. Ruum ¢ (X) on ruumi
m(X) alamruum.

Olgu arv p selline, et 1 < p < co. Ruumi X astmega p summeeruvate jadade
ruum

k=1

p(X) = {x = (w4) | an € X, ) Jlall” < OO}

on Banachi ruum normiga

.\
=] = (Z ||xk||p) .
k=1

Edaspidises kasutame me tahistust £ (X) = ¢o(X), et lihtsustada valemite
kirjapanekut.

Mdirkus 1.2. Definitsioonidest jareldub, et klassikalisi ruume m, £, £, saab tahis-
tada ka vastavalt m(K), £,(K), £ (K).



Mirkus 1.3. Kehtib sisalduvus £,(X) C £,(X), kus 1 < p < ¢ < 0.

Definitsioon 1.4. Arvu p, 1 < p < 00, kaasindeksiks nimetatakse arvu p*, mis
taidab tingimust

1 1

p P
Arvu 1 kaasindeksiks defineeritakse lopmatus ja, vastupidi, lopmatuse kaasindeksiks
arv 1.

Funktsionaalanaliiiisi pohikursuse opikus [8; lk. 10| on toestatud jargmine tu-
lemus.

Lause 1.5 (Rogers-Holderi vorratus). Kui 1 < p < 0o ja ag, by, € C, k =1,...,n,
1

1S
D labi| < (Z \@k|p> (Z |bk|p*> : (1)
k=1 k=1 k=1

Kasutame edaspidi kokkulepet, et - 00 =00 -r = 0000 = 00, kus r > 0.

3=

Jareldus 1.6 (Rogers—Holderi vorratus ridade jaoks). Olgu 1 < p < oo ja iga
k € N korral ay, b, € C. Siis kehtib vorratus

! 3
D Jarbe| < (Z \@k|p> (Z |bk|p*> :
k=1 k=1 k=1

Kui seejuures (ay) € €, ja (by) € €y, siis (axby) € 1.

LS

Toestus. Kui iiks ridadest (ay) voi (bgy) on nulljada, siis on ka vorratuse vasakul
pool nulljada ja seega vorratus kehtib triviaalselt.
Kui (ay) ¢ ¢, voi (bg) ¢ (-, siis on paremal pool korrutis, mille {iks liige on
oo ja teine kas positiivne reaalarv voi co. Vastavalt tehtud kokkuleppele on siis
vorratuse paremal pool oleva korrutise vaédrtus oo ja vorratus kehtib triviaalselt.
Kui (az) € £, ja (b) € €y, siis S22 |ar|” ja S25°, |bp|" on 16plikud. Vorratuse
(1) tottu saame iga k € N korral, et

1

Z |akbk| S (Z |ak|p> ’ <Z ’bk|p*> ’ < Q.

k=1 k=1 k=1

Minnes niitid vasakul pool piirile protsessis k — 0o, saamegi Rogers—Holderi vor-

ratuse ridade jaoks:
XL
> fun < (L) (Lnr)
k=1 k=1 k=1

7
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Siit jareldub ka, et jada (axby) € ¢4, sest positiivsete liikmetega arvrida koondub
parajasti siis, kui ta on tokestatud. O

Definitsioon 1.7. Olgu antud Banachi ruum X ja jada x = (x) € m(X). Jada
(zr)ren osajadaks nimetatakse jada x' = (wy;)jen, kus (kj)jen on monotoonselt
kasvav naturaalarvude jada. Osajadaks olemist tahistame nii: x' < x.

Jargmine lause on vahetult kontrollitav.

Lause 1.8. Olgu antud jada x € ((X) ja arv 1 < p < oco. Siis leidub jada x
osajada y <z nii, et y € £,(X).

Toome &ra kaks tulemust funktsionaalanaliiiisi kursusest, mida meil 1ldheb hil-
jem vaja. Toestused leiab opikust [8, lk. 41-43].

Teoreem 1.9 (Hausdorfli teoreem). Meetrilise ruumi X osahulga K suhteliseks
kompaktsuseks on tarvilik ning ruumi X tdielikkuse korral ka piisav, et 1ga € > 0
korral leiduks hulgale K loplik e-vork.

Lause 1.10. Hulgal meetrilises ruumis on iga € > 0 korral loplik e-vork parajasti
siis, kui tal on iga € > 0 korral suhteliselt kompaktne e-vork.

Jargmine tulemus on toestatud opikus [8, lk. 95].

Lause 1.11 (Uldistatud kolmnurga vorratus). Olgu X normeeritud ruum. Kui
rida Y oo, oy koondub, siis kehtib vorratus

o0 oo
D k|| < Ml
k=1 k=1

1.2 Vektorruum ja tema baas

Siin osapeatiikis meenutame moningaid algebra pohimoisteid. Enamus definit-
sioone ja toestusi parinevad opikust [6]. Lause 1.23 on toodud opikus [8, k. 94] ilma
toestuseta. Lause 1.28 on lause 1.23 analoog, kus lopmatumootmelise vektorruu-
mi asemel vaadatakse lopmatumootmelist hulka. Taielikkuse huvides on molemad
laused siin toestatud. Laused 1.29 ja 1.30 on tildtuntud.

Definitsioon 1.12. Olgu X wvektorruum. Kui on antud vektorite siisteem e =
{ex | k € I} nii, et iga vektorruumi X element on avaldatav sisteemi e lopli-
ku lineaarkombinatsioonina, sits seda vektorite stisteemi nimetatakse moodustajate
stisteemaks.

Definitsioon 1.13. Vektorruumis X antud lopliku vektorite sisteemi {ey, ..., e,}
nimetatakse lineaarselt soltumatuks, kui vordus Y ,_, axer, = 0, kus oy, € K, leiab
aset ainult juhul oy = ... = o, = 0.



Definitsioon 1.14. Lopmatut vektorite stisteemi e nimetatakse lineaarselt soltu-
matuks, kui iga tema loplik alamsisteem on lineaarselt soltumatu.

Definitsioon 1.15. Vektorite siisteemi e nimetatakse lineaarselt soltuvaks, kui ta
ei ole lineaarselt soltumatu.

Definitsioon 1.16. Kui moodustajate siisteem e on lineaarselt soltumatu, siis teda
nimetatakse baasiks.

Definitsioon 1.17. Olgu X wvektorruum ja e tema lineaarselt soltumatu vektorite
siisteem. Vektorite siisteemi e mimetatakse maksimaalseks lineaarselt soltumatuks
alamstisteemiks, kui stisteemile e suvalise vektorruumi X elemendi juurdelisamisel
muutub ststeem lineaarselt soltuvaks.

Lause 1.18. Kui mittetriviaalses vektorruumis X leidub loplik moodustajate siis-
teem {eq, ..., e}, siis vektorruumis X leidub baas, mis koosneb maksimaalselt n
elemendist.

Téestus. Teoreemi toestus jargib opikus [6, 3.2.3] toodud sskeemi. Valime toes-
tuses moodustajate siisteemiks M antud siisteemi {es, ..., e,} ja teeme labi toes-
tuse arutluskidigu. Tulemuseks saame me vektorsiisteemi X baasi. Kuna toestuse
kiigus elementide arv ei saa suureneda, siis leitud baas koosneb maksimaalselt n
elemendist. O

Lause 1.19. Vektorruumi X wvektorite sisteem e = {e1,...,e,} on baas vektor-
ruumis X sis ja atnult sis, kur sisteem e on maksimaalne lineaarselt soltumatu
alamsiisteem vektorruumis X .

Téestus. Toestus on toodud opikus |6, 3.2.10]. O

Lause 1.20. Olgu {e1,...,en} ja {fi,..., fu} vektorruumi X maksimaalsed li-
neaarselt soltumatud alamsisteemid. Siis m = n.

Téestus. Teoreem on toestatud opikus [6, 3.3.8]. ]

Definitsioon 1.21. Vektorruumi X nimetatakse loplikumootmeliseks, kui temas
lerdub loplik baas.

Definitsioon 1.22. Vektorruum: X nimetatakse lopmatumootmeliseks, kui ta ei
ole loplikumootmeline.

Lause 1.23. Vektorruum on lopmatumootmeline parajasti siis, kui temas leidub
loenduv lineaarselt soltumatu osahulk.



Toestus. Olgu vektorruumis X antud loenduv lineaarselt soltumatu osahulk f.
Vaja on naidata, et vektorruum X on lopmatumootmeline.

Oletame vastuvaiteliselt, et vektorruum X on loplikumootmeline, siis leidub
vektorruumi X baas e = {ej,...,e,}. Valime loenduvast vektorite siisteemist f
alamsiisteemi g = {f1, ..., fur1}. Vektorite siisteem g on samuti lineaarselt soltu-
matu. See on aga vastuolu sellega, et baasi e moode on n ja lause 1.20 kohaselt
iga n + 1 elemendist koosnev vektorite siisteem on lineaarselt soltuv. Sellega on
tarvilikkus naidatud.

Olgu vektorruum X 1opmatumootmeline. Valime elemendi e; € X nii, et
e; # 0. Niid kasutame induktsiooni. Olgu valitud lineaarselt soltumatu ele-
mentide siisteem {eq,...,er}. Valime jargmise sammuna elemendi ej,; nii, et
{e1,..., e, exr1} on lineaarselt soltumatu. See on voimalik, sest vastasel juhul
oleks {ey,...,ex} vektorruumi X maksimaalne lineaarselt s6ltumatu osahulk, ehk
baas ja seega oleks vektorruum X loplikumootmeline.

Nii jatkates saame loenduva elementide siisteemi e. See on definitsiooni pohjal
lineaarselt soltumatu, sest iga tema loplik osahulk on lineaarselt soltumatu. O

Eelmise toestuse kohta olgu lisatud méarkus, et see késitlus on hulgateoreetiliselt
“naiivne”. Nimelt eeldas toestus loenduva arvu “valikute” tegemist, mistottu oleks
selle lause rangeks toestamiseks vaja kasutada valikuaksioomi.

Definitsioon 1.24. Olgu X vektorruum. Hulka G C X nimetame loplikumootme-
liseks, kui leidub loplikumootmeline alamruum Y C X nii, et G C Y.

Definitsioon 1.25. Olgu X vektorruum. Hulka G C X nimetatakse lopmatumaoot-
meliseks, kui ta ei ole loplikumootmeline.

Definitsioon 1.26. Vektorruumis X antud vektorite sisteemi e = {eq,...,e,}
lineaarseks katteks nimetatakse hulka {d ", _, arer | ap € Kk =1,...,n} ja seda
tahistatakse spane.

Lause 1.27. Lineaarselt soltumatu vektorite sisteemi e = {ey,...,e,} lineaarne
kate spane on loplikumootmeline vektorruum, mille baasiks on e.

Lause 1.28. Olgu X wvektorruum. Hulk G C X on lopmatumadotmeline parajasti
sits, kur temas lerdub loenduv lineaarselt soltumatu osahulk.

Toestus. Olgu antud loenduv lineaarselt soltumatu vektorite siisteem f C G. Vaja
on naidata, et hulk G on 16pmatumootmeline.

Oletame vastuvaiteliselt, et hulk G on loplikumootmeline, siis leidub lopliku-
mootmeline alamruum Y C X nii, et G C Y. Lause 1.23 pohjal on vektorruum Y
16pmatumodtmeline, mis on vastuolu. Seega on hulk G lopmatumootmeline, ning
tarvilikkus on néidatud.
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Olgu vektorruum X lopmatumootmeline. Valime elemendi e; € G nii, et e; # 0.
Niiiid kasutame induktsiooni. Olgu valitud lineaarselt soltumatu elementide siis-

teem {ep,...,ex} C G. Valime jargmise sammuna elemendi ey ; € G nii, et
{e1,..., ek, exr1} on lineaarselt sdltumatu. See on voimalik, sest vastasel juhul keh-
tiks G C span{ey, ..., ex}, mis on vektorruumi X 16plikumootmeline alamruum ja

G oleks seega loplikumootmeline.
Nii jatkates saame loenduva elementide slisteemi e C G. See on definitsiooni

pohjal lineaarselt soltumatu, sest iga tema 1oplik osahulk on lineaarselt soltumatu.
]

Eelmise toestuse kohta kehtib sama kommentaar, kui lause 1.23 kohta. Nimelt
on see kasitlus hulgateoreetiliselt “naiivne”. Toestus eeldas loenduva arvu “valikute”
tegemist, mistottu oleks selle lause rangeks toestamiseks vaja kasutada valikuak-
sioomi.

Lause 1.29. Kui hulgad G, H on loplikumaootmelised hulgad vektorruumis X, siis
ka iga o € K korral hulk

oG+ H={azx+y|zecCGyecH}

on loplikumootmeline hulk vektorruumis X.

Toestus. Antud on 16plikumootmelised hulgad G ja H vektorruumis X. See té-
hendab, et leiduvad loplikumootmelised alamruumid Y ja Z vastavate baasidega
{e1,...,emtija{fi,..., fu} nil,et GCY jaH C Z.

Kuna Y on vektorruum, siis sellest, et G C Y, jéreldub, et ka oG C Y.

On lihtne nédha, et vektorite stisteem {ey,...,em, f1,-.., fn} on vektorruumi
Y + Z loplik moodustajate siisteem. Lause 1.18 pohjal leidub vektorruumil Y +
Z loplik baas. Et aG + H C Y + Z C X, siis saamegi, et hulk oG + H on
loplikumootmeline. O

Lause 1.30. Olgu G loplikumootmeline hulk normeeritud ruumis X ning T €
L(X,Y). Siis T(G) on loplikumaéotmeline hulk ruumis Y .

Toestus. Eeldusest saame, et leidub loplikumootmeline vektoralamruum Z C X
16pliku baasiga {es, ..., e, } nii, et G C Z.
On lihtne ndha, et T(Z) on Y alamruum ning et {T'e,...,Te,,} on ruumi Y
moodustajate siisteem. Lause 1.18 pdhjal on vektorruumil 7'(Z) 16plik baas.
Kuna T(G) C T(Z) C Y, siis olemegi saanud, et T'(G) on 16plikumootmeline
hulk ruumis Y. O
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1.3 Loplikumootmelise operaatori iildkuju

Magistritoo jargnevates peatiikkides méangivad olulist rolli pidevad lineaarsed
loplikumootmelised operaatorid. On hésti teada, et pidevate lineaarset 16pliku-
mootmelist operaatorit saab esitada ithemootmeliste pidevate lineaarsete operaa-
torite summana. Vaatamata sellele, et see fakt on iildtuntud, pole kirjandusest
kerge leida sellele iiksikasjalikku toestust. Allpool on toodud selle lause 1.38 toes-
tus, mis périneb Marian Ounapi bakalaureusetddst [13], kes omakorda on votnud
aluseks raamatus [5, lk. 119] antud neljarealise toestusskeemi. Sisuliselt ei ole toes-
tust muudetud vorreldes Ounapi bakalaureusetooga, kohandatud on ainult vormi-
list poolt, et sobituda paremini kiesoleva magistritéoga.

Anname koigepealt 16plikumootmelise operaatori definitsiooni.

Definitsioon 1.31. Lineaarset operaatorit T : X — Y, kus X ja 'Y on vektorruu-
mid, nimetatakse loplikumaootmeliseks, kui ranl" on ruumi Y loplikumootmeline
alamruum.

Koigi loplikumootmeliste pidevate lineaarsete operaatorite Banachi ruumi té-
histatakse F(X,Y'). Toestame jérgneva lihtsa abitulemuse.

Lause 1.32. Olgu T pidev lineaarne operaator. Operaator T € F(X,Y') parajasti
siis, kut T teisendab iga ruumi X tokestatud hulga loplikumootmeliseks hulgaks.

Toestus. Olgu G C X tokestatud hulk. Siis leidub positiivne konstant m nii, et
iga x € G korral kehtib [|z|| < m. Seega kehtib G C mBx. Niiiid saame, et
T(G) C T(mBx) = mT(Bx). Kuna T'(Bx) on 1oplikumodtmeline vektorruum, siis
ka mT(Bx) on loplikumodtmeline vektorruum ja definitsiooni kohaselt on 7'(G)
l16plikumootmeline hulk.

Kehtigu, et T teisendab iga ruumi X tokestatud hulga loplikumootmeliseks
hulgaks. Siis ka T'(Byx) on loplikumodtmeline hulk. On kerge néha, et T'(Bx) on
vektorruumi Y alamruum. O

Jargmise lause toestus on toodud opikus [8, lk. 91]:

Lause 1.33. Loplikumootmelises normeeritud ruumis on hulk suhteliselt kompakt-
ne parajasti siis, kui ta on tokestatud.

Kasutades loplikumootmelise hulga moistet, saame sonastada
Jareldus 1.34. Tokestatud loplikumootmeline hulk on suhteliselt kompaktne.

Toome niiiid moned abitulemused selleks, et naidata ara pideva lineaarse lop-
likumd&otmelise operaatori pohikuju. Funktsionaalanaliitisi 6pikus [8, 1k. 89-90] on
toodud loplikumootmeliste ruumide isomorfismiteoreem:
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Teoreem 1.35. Olgu X n-maootmeline normeeritud ruum baasiga {ei, ..., e,}.
Siis leiduvad positiivsed konstandid ¢, ja ¢y nit, et iga x =Y ;_, \pey € X korral

c1 max |Ag| < ||z]| < 2 max |Agl.

1<k<n 1<k<n
Definitsioon 1.36. Ruumi X elemendid x1, xs, ..., T, ja ruumil X mddratud
lineaarsed funktsionaalid x7, x5, ..., x} moodustavad biortogonaalse sisteemi, kus

1, kuij=k

75 (@) = O {0, ki j # k.

Jargmine biortogonaalsete siisteemide kohta kdiv lause on voetud opikust [8,
k. 227].

Lause 1.37. Kui Banachi ruumt X elemendid x1, 2o, ...,x, on lineaarselt soltu-
matud, siis leiduvad funktsionaalid x5, x5, ..., x} € X* nii, et moodustub biortogo-
naalne ststeem.

Jargmine lause néitabki dra pideva lineaarse 1oplikumootmelise operaatori iild-
kuju.

Lause 1.38. Olgu meil operaator T : X — Y, T # 0. Siis T € F(X,Y) parajasti

sus, kut T esitub kujul

Tz = ZJTZ(I‘)yk,{E € X,
k=1

kus iga k € {1,...,n} korral i € X* ja yr, € Y. Seejuures saab elemendid yy
valida nii, et sisteem {y1,y2,...,yn} onranT algebraline baas.

Toestus. Tarvilikkus. Olgu T' € F(X,Y). Néitame, et siis
T = Z$Z($)ykax € X7
k=1

kus iga k € {x,...,2,} korral 2} € X* ja yp € Y on fikseeritud elemendid.
Kuna T on Ioplikumootmeline operaator, siis ranT" on 1oplikumootmeline. Seega
leidub ran T baas {y1, y2, - - ., Yn }. Kuna baasi elemendid on lineaarselt soltumatud
ruumis Y, siis lausest 1.37 jareldub, et leiduvad funktsionaalid yi,v5,...,y; € Y~
nii, et moodustub biortogonaalne siisteem {y1,ya, ..., Yn; Y5, U, - - -, i }. Seega iga
y € ranT" avaldub kujul

y=>_ vy
k=1
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Olgu x € X suvaline element ja T'x = y. Siis

Te=y=> v = viTo)ye =Y (Tyi)(@)ye = > i (@)ys-
k=1 k=1 k=1 k=1
Sellega on tarvilikkus toestatud.
Piisavus. Kehtigu vordus
Tr = wi@)mr € X, 2
k=1

kus iga k € {z1,...,2,} korral 2 € X* jay, € Y.
Néitame, et operaator T' on lineaarne. Olgu z1, 22 € X ja a € K. Siis
n

T(awy +a2) = Y ap(am + x2)ye = > axp(@n)ye + 24 (22) Yk
P k=1

=« Z xy(z1)ye + Zmi(wz)yk = oTzy + T,.
k=1 k=1

Seega on T lineaarne. Lineaarse operaatori pidevuse néditamiseks piisab néidata,
et ta on tokestatud. Veendume, et T on tokestatud. Olgu z € X. Siis

> wi@yel| < D lai@ywll < D il 1] sl
k=1 k=1 k=1

Veendume, et operaator T on loplikumootmeline. Vordusest 2 on ndha, et iga
y € ranT" esitub n elemendi y,¥s,...,¥y, lineaarkombinatsioonina. Lause 1.18
kohaselt leidub siis ran 7" loplikumootmeline baas ja seega on 7' loplikumootmeline
operaator. Seega oleme nédidanud, et T € F(X,Y). n

Operaatorit T € F(X,Y) kujul Tz = 2*(x)y, v € X, kus 2* € X* jay € Y,
tahistame edaspidi

1T|| =

T=z"®y.
Seega kehtib
(=" ®@y)(z) = 2" (x)y,z € X.
Seejuures paneme tihele, et
l2" @ yll = =" [lyll -

Toepoolest,

le" @yll = sup [la"(x)yll = sup |2"(@)| [yl = l[="[ vl

=<1 [l=]I<1

Eelnevast lausest 1.38 on selge, et ithemootmelise operaatori 7' € F(X,Y)
tldkujuon T'=2* @y, kus 2* € X, 2*#0,jay €Y, y # 0.
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1.4 Jarjestatud hulgad ja vored

Meenutame moningaid hulgateooriast tuntud moisteid ja tulemusi, mida ldheb
meil edaspidises vaja. Kuna magistritoos vaatleme me jarjestusseoseid klassidel,
mitte hulkadel, siis on definitsioonid antud klasside jaoks.

Definitsioon 1.39. Olgu X klass. Feljirjestuseks klassil X nimetatakse binaarset
seost S, millel on jargnevad omadused:

1) Iga x € X korral kehtib x < x (refleksiivsus),
2) Olgu x,y,z € X. Kuix Sy jay < z, siis x < z (transitiivsus).

Definitsioon 1.40. Olgu X klass. Jarjestusseoseks klassil X nimetatakse binaar-
set seost <, millel on jargnevad omadused:

1) Iga x € X korral kehtib x < x (refleksiivsus),
2) Olgu antud x,y € X. Kuix <y jay <z, siis x =y (antisimmeetria),
3) Olgu z,y,z € X. Kuix <y jay < z, siisx < z (transitiivsus).

Klassi X koos temal defineeritud jarjestusseosega nimetatakse osaliselt jarjes-
tatud klassiks.

Definitsioon 1.41. Olgu X klass. Ekvivalentsiseoseks klassil X nimetatakse bi-
naarset seost ~, millel on jiargnevad omadused:

1) Iga x € X korral kehtib x ~ x (refleksiivsus),
2) Olgu antud x,y € X. Kui x ~ vy, siis y ~ x (simmeetria),
3) Olgu z,y,z € X. Kuix ~y jay~ z, siis x ~ z (transitiivsus).

Lause 1.42. Olgu X klass ja ~ sellel klassil antud ekvivalentsiseos. Elemendsi
x € X poolt mdaratud ekvivalentsiklassiks nimetatakse klassi

[z ={y |y ~x}.
Klassi X faktorklassiks nimetatakse klassi
X/w=Alz] |z € X}

Klassid [x] moodustavad klassi X klassijaotuse, ehk teisisonu, nad jaotavad klassi
X diksteisega lotkumatuteks osaklassideks, mis katavad klassi X .
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Toestus. On selge, et kuna x € [z], siis X C U,y [2]-

Naitame, et kui [z]N[y] # 0, siis [z] = [y]. Eelduse pohjal saame valime elemendi
z € [z] N [y]. Olgu niilid antud w € [z]. Niid kehtib w ~ 2 ~ z ja z ~ y. Seega
seose ~ transitiivsuse pohjal w ~ y, ehk w € [y]. Kuna w oli valitud vabalt, oleme
saanud, et [z] C [y]. Analoogiliselt saab niidata, et [y] C [z], millest jareldub, et

[z] = [y]. O
Lause 1.43. Olgu antud klass X koos temal defineeritud eeljirjestusega <. Defi-

neerime seose ~ jargnevalt: x ~ vy, kui x Sy jay S x. Nii defineeritud seos ~ on
ekvivalentsiseos.

Toestus. 1) Kuna x < x, siis ka = ~ z. Seega on téidetud refleksiivsuse tingimus.
2) Niitame siimmeetria tingimuse kehtivust. Kehtigu = ~ y. Siis * < y ja
y < x, millest jéareldub, et y ~ x.
3) Kehtigu x ~ y ja y ~ z. See tdhendab, et z S yjay < z ning y < 2 ja
z < y. Eeljérjestuse < transitiivsusest tuleneb niitid ka seose ~ transitiivsus. [

Lause 1.44. Olgu < eeljirjestus klassil X ja ~ tema kaudu defineeritud ekviva-
lentsiseos. Defineerime faktorklassil X/ seose < jirgnevalt: [x] < [y], kui x < y.
Nii defineeritud seos on jdarjestusseos.

Toestus. Néitame koigepealt, et seos < on korrektselt defineeritud. Olgu x; ~ w9
ja y1 ~ 1y suvalised. Néitame, et kui x1 < yy, siis ka 25 < yo. Teame, et 21 < 25 ja
o Soyning y1 Syo jays Syr. Seega xo S w1 Sy S yo ja seose S transitiivsuse
pohjal saamegi, et zo < ys.

Naitame, et seos < on jarjestusseos.

1) Kuna = < z, siis ka [z] < [z].

2) Uurime antisiimmeetria tingimuse kehtivust. Olgu antud ekvivalentsiklassid
[z] ja [y] nii, et [z] < [y] ja [y] < [z]. Nitid z Sy jay < x, ehk 2 ~ y. On selge,
et z € [z]. Kuna = ~ y, siis kehtib ka = € [y]. Et niitd « € [z] N [y], siis lause 1.42
pohjal [z] = [y].

3) Olgu antud ekvivalentsiklassid [z], [y], [2] nii, et [x] < [y] < [z]. Siisz Sy < 2
ning seose < transitiivsusest jéreldub, et z < z ehk [z] < [z]. O

Meenutame niitid edaspidise jaoks olulist vore moistet.

Definitsioon 1.45. Olgu X osaliselt jirjestatud klass seose < suhtes. Oeldakse,
et z € X on elementide x,y € X alumine raja, kui z < x,z < y ning iga w € X
korral sellest, et w < x ja w < y, jdreldub, et w < z. Elementide x ja y alumaist
raja tahistatakse x N y.

Definitsioon 1.46. Olgu X osaliselt jirjestatud klass seose < suhtes. Oeldakse,
et z € X on elementide x,y € X dlemine raja, kui x < z,y < z ning iga w € X
korral sellest, et x < w ja y < w, jareldudb, et z < w. Elementide x ja y tlemaist
raja tdhistatakse x V y.
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Definitsioon 1.47. Voreks nimetatakse osaliselt jarjestatud klassi, mille 1gal kahel
elemendil leidub tilemine ja alumine raja.

1.5 GGalois’ vastavus

Selles peatiikis kirjeldatud materjal parineb raamatust [3]. Galois’ vastavuse
defineerimisel on aluseks voetud definitsioon |3, 7.22|. Magistritoos vaatame Galois’
vastavust jarjestatud klasside, mitte jarjestatud hulkade vahel. Lisaks on vorreldes
raamatus antud definitsiooniga dra vahetatud klasside P ja @ rollid, et tehted —
ja < klapiksid paremini magistrito6 kontekstiga. See on lubatud, sest nagu on
mainitud [3, k. 156], voib Galois’ vastavust defineerida mitmeti.

Siin peatiikis on (P, <) ja (Q, <) osaliselt jarjestatud klassid. Olgu antud kaks
tehet klasside P ja @) vahel: Operatsioon —, mis viib klassist P klassi () ning
operatsioon <, mis viib klassist @) klassi P.

Definitsioon 1.48. Utleme, et klasside P ja Q vahel on antud Galois’ vastavus
(—, <), kui iga p € P ja q € Q korral kehtib:

¢<T <7 <p (3)

Lause 1.49. Klasside P ja () vahel on antud Galois’ vastavus parajasti siis, kui
kehtivad jargmised tingimused:

e
1. Kuipe P, siis?ﬁp

I\

2. Olgu q € Q, siis ¢ < q .
3. Iga py,p2 € P korral kehtib py < py = ]7{ < 175

4. Iga q1,q2 € Q korral kehtib ¢; < qo = E < %

Téestus. Piisavus. 1) Néitame, et 7 < p. Kuna < on osaline jarjestus, siis p < 7
Vattes vorduses (3) elemendi g véértuseks ?, saame, etj < ? = ? <p.
2) Analoogiliselt eelmisele punktile nditame, et g < ? Seose < refleksiivsuse
6hjal kehtib ‘g < 7. Vali . < Z
pohjal kehtib . Valides eelduses (3) p = ¢, <simaume et ¢ <q¢g=q<7q.
3) Olgu antud p; < p,. Siis gunktl 1) kohaselt pj < p; < po. Vottes eelduses

(3) ¢ = Di ja p = ps, saame, et pj < py = pi < pz
4) Kehtigu ¢; < go. Sllt saame, et q; < qo < ? Valides vorduses (3) p = @ ja

q = q1, saamegi, et q; <?:>Y<?
Tarvilikkus. Olgu antud p € P(ia q€Q n11 et ¢ < 7. Niitame, et siis ¢ < p.

Tingimuse 4) pohjal kehtib g ‘7 < 7. Kuna ? < p, olemegi niidanud, et 7 <p.
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%
Kehtigu ? < p. Niitame, et siis ¢ < ? Esmalt, tingimuse 3) tottu ? < ?
Niiiid aga kehtib ¢ < g < 7. O
ﬁ
Lause 1.50. Olgu antud q € Q). Vordus q = ? kehtib parajasti siis, kui leidub
peP, et P =q.

%
Toestus. Piisavus. Eeldusest ¢ = ? jareldub, et otsit_a>vaks elemendiks p sgbib ?
Tarvilikkus. Uhelt poolt kehtib iga q € € @ korral g < ? Niitame, et ¢ > ? Kuna

JIN

7 = ¢, siis piisab néiiiata, et 7 > . See omakorda jareldub tingimusest 3) ning
sellest, et kehtib p > ? O]
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2 Hulga suhteline (p, r)-kompaktsus

Kéesoleva peatiiki pohimdisteks on hulga suhteline (p, r)-kompaktsus. Anname
ajaloolise iilevaate, kuidas on selle moiste uurimiseni joutud.

Alexander Grothendieck avaldas oma Memuaaris [4] 1955. aastal muuhulgas
jargmise tulemuse (vt. toestust [7, 1.e.2|):

Teoreem 2.1 (Grothendieck). Banachi ruumi X osahulk K on suhteliselt kom-
paktne parajasti siis, kui leidub (xy) € loo(X) nii, et

k=1 k=1

Sellest tulemusest ldhtuvalt uurisid Oleg Reinov [10] ning Jean Bourgain ja
Oleg Reinov [2] 1980-ndatel aastatel ilmutamata kujul jargmist omadust, mida me
nimetame suhteliseks p-kompaktsuseks Bourgain-Reinovi mottes:

Definitsioon 2.2. Olgu X Banachi ruum ja olgu 1 < p < oco. Utleme, et hulk
K C X on suhteliselt p-kompaktne (Bourgain—Reinovi maottes), kui leidub (zy) €

0, (X) nii, et
k=1 k=1

Grothendiecki teoreemist jareldub, et suhteliselt co-kompaktne hulk Bourgain—-
Reinovi mottes on téapselt suhteline kompaktne hulk.

Deba P. Sinha ja Anil K. Karn t6id oma 2002. aasta artiklis [11, lk. 19-20] sisse
jargmise hulga suhtelise p-kompaktsuse moiste.

Definitsioon 2.3. Olgu X Banachi ruum. Hulk K C X on suhteliselt p-kompaktne
(Sinha-Karni mottes), kui leidub (zy) € ,(X) nii, et

K C {Zakxk | (ak) € ng*}.

k=1

Sellest definitsioonist on néha, et suhteliselt co-kompaktsed hulgad Sinha-
Karni mottes iihtivad suhteliselt kompaktsete hulkadega.

Artiklis [1] toime definitsiooni, mis sisaldab erijuhuna suhteliselt p-kompaktseid
hulki nii Sinha-Karni kui ka Bourgain—-Reinovi mottes:

Definitsioon 2.4. Olgu X Banachi ruum ja olgu 1 < p < oo ning 1 < r < p*.
Hulka K C X nimetame suhteliselt (p, r)-kompaktseks, kui leidub (xy) € £,(X) nii,

et
K C {Zakxk | (ak) S Bgr} .

k=1
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Siit on nadha, et Sinha—Karni mottes suhteliselt p-kompaktne hulk on suhteliselt
(p, p*)-kompaktne hulk ja Bourgain—Reinovi méttes suhteliselt p-kompaktne hulk
on suhteliselt (p, 1)-kompaktne hulk.

Néitame, et (p,r)-kompaktsuse definitsioon on korrektne, see tdhendab, et seal
esinev rida Y .- | agzy koondub. Selleks piisab néidata, et see rida koondub abso-
luutselt, millest tdnu ruumi X taielikkusele jéreldub selle rea koondumine.

Téestus. 1) Vaatleme esmalt juhtu p =1, 1 <r < oco. Kuna z = (z) € £;(X) ja
iga k € N korral |aj| < 1, siis saame summat hinnata

oo oo oo
D Mawzel =Y lal ol < Y llaell = Nl (4)
k=1 k=1 k=1

2) Vaatleme juhtu 1 < p < oo, 1 <r < p*. Teame, et © = (z,) € {,(X). Kuna
«\ 1/p*
(ax) € By, C By,., siis (Zzozl |lag|” ) < 1. Kasutades Rogers—Hélderi vorratust

ridade jaoks (vt. jareldus 1.6), saame, et

0 0 0o 1/p* 00 1/p
D llakaell = Y larl ] < <Z |ax|” ) (Z ||l’k||p) < lzff. (5)
k=1 k=1 k=1 k=1

3) Vaatleme juhtu p = oo, r = 1. Definitsiooni kohaselt kehtib vorratus
Y orey lak] < 1. Kuna o = (x5) € loo(X), siis ||z|| = supy, [|zx||. Seetottu

oo (o.9] oo
D Mararll =Y larl ol < ) Y lax] < Jl]] - (6)
k=1 k=1 k=1

Sellega oleme néidanud, et antud definitsioon on korrektne. m

Lahtudes definitsioonist 2.4 ja Grothendiecki teoreemist 2.1, saame koheselt
jargmise tulemuse.

Jareldus 2.5. Olgu X Banachi ruum ja hulk K ruumi X osahulk. Siis K on
suhteliselt (0o, 1)-kompaktne parajasti siis, kui K on suhteliselt kompaktne.

Kuna magistritoo eelviimases peatiikis ldheb vaja fakti, et suhteliselt (p,r)-
kompaktne hulk on suhteliselt kompaktne, anname siin sellele toestuse. Kiisimust,
kuidas on omavahel seotud suhteliselt (p,r)-kompaktsed hulgad indeksite p,r eri
vidrtuste korral, on uuritud pohjalikult artiklis [1, 3.3].

Lause 2.6. Olgu 1 < p < 00 ja 1 < r < p*. Iga suhteliselt (p,r)-kompaktne hulk
on suhteliselt kompaktne.
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Toestus. Kui p = oo, siis r = 1. Vastavalt eelmisele lausele on hulk K suhteliselt

kompaktne.
Vaatame niitid juhtu p < co. Olgu antud suhteliselt (p, r)-kompaktne hulk K.

Tahame néidata, et ta on suhteliselt kompaktne. Teoreemi 1.9 (Hausdorffi teoreem)
kohaselt on hulga K suhteline kompaktsus samaviarne sellega, et iga € > 0 korral
leidub hulgale K loplik e-vork. Lause 1.10 pohjal on viimane tingimus samavéérne

suhteliselt kompaktse e-vorgu olemasoluga iga ¢ > 0 korral.
Valime € > 0. Toestame, et hulgal K leidub suhteliselt kompaktne e-vork.

1) Vaatleme erijuhtu p = 1,r = co.
Kuna hulk K on suhteliselt (1,00)-kompaktne, siis leidub jada z = (z3) €

gl (X) Ilii, et
K C {Zakxk | sup |ag| < 1}.
k=1 k
Sellest, et (z) € ¢1(X), jareldub, et leidub indeks n nii, et

o
>l < e

k=n+1

Paneme téahele, et hulk

n
G = {Zakazk ] s%p|ak| < 1}

k=1
on tokestatud loplikumootmeline hulk. Jarelduse 1.34 kohaselt on hulk G suhteli-

selt kompaktne.
Naitame, et hulk G on hulgale K e-vorguks.
Selleks fikseerime suvalise elemendi y hulgast K. Siis leidub jada a = (ax) € ¢,

nii, et
oo
Y= § AL,
k=1

kusjuures supy, |ax| < 1.
Leiame hulgas G elemendile y ldhedase elemendi

n
Z = E apTi.
k=1

Niitame, et elemendi z kaugus elemendist y on viiksem kui €. Kasutame iildis-
tatud kolmnurga vorratust (vt. lause 1.11), et minna normiga summamaérgi alla:

oo oo oo oo
Yo owan| < Y aszill = Y el flall < Y Ml < e

k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1

ly —zIl =
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Sellega oleme toestanud, et hulk G on hulgale K suhteliselt kompaktne e-vork.
Kuna € oli suvaline, saame, et K on suhteliselt kompaktne hulk.

2) Olgup=1,1<r < oc.

Kuna hulk K on suhteliselt (1, r)-kompaktne, siis leidub jada x = (z) € ¢1(X)

nii, et
00 &)
K C {Zakxk | Z |CLk|T < 1} .
k=1

k=1
Sellest, et (z) € ¢1(X), jareldub, et leidub indeks n nii, et

o0
Z e < e.

k=n+1

Paneme téahele, et hulk

G = {Zakin | Z|ak|r S 1}
k=1 k=1

on tokestatud loplikumootmeline hulk. Jarelduse 1.34 kohaselt on hulk G suhteli-
selt kompaktne.

Néitame, et hulk G on hulgale K e-vorguks.

Selleks fikseerime suvalise elemendi y hulgast K. Siis leidub jada a = (ax) € ¢,

nii, et
oo
Y= E AL,
k=1

kusjuures on taidetud tingimus

[e.9]

> ar]" < 1.

k=1

Siit jéreldub, et iga k € N korral kehtib |a;| < 1.
Leiame hulgas G elemendile y ldhedase elemendi

n
Z = E (05
k=1

Naitame, et elemendi 2z kaugus elemendist y on véiksem kui e. Avaldame:

o (e.) (o.) o
ly =zl = > ael| < D lawxel = > larl lzll < > ol < e
k=n+1 k=n+1 k=n+1 k=n+1
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Sellega oleme toestanud, et hulk G on hulgale K suhteliselt kompaktne e-vork.
Kuna € oli suvaline, saame, et K on suhteliselt kompaktne hulk.

3)Olgul <p<oo,1<r<p-

Kuna hulk K on suhteliselt (p, r)-kompaktne, siis leidub jada x = (z) € £,(X)

nii, et
00 &)
K C {Zakxk | Z |CLk|T < 1} .
k=1

k=1
Sellest, et (z) € £,(X), jareldub, et leidub indeks n nii, et

(i x) <e

k=n+1

Paneme téhele, et hulk

G = {Zakxk | Z|ak’T S 1}
k=1 k=1

on tokestatud loplikumootmeline hulk. Jarelduse 1.34 kohaselt on hulk G suhteli-
selt kompaktne.

Naitame, et hulk G on hulgale K e-vorguks.

Selleks fikseerime suvalise elemendi y hulgast K. Siis leidub jada a = (a;) € ¢,

nii, et
o0
Yy = Z ALk,
k=1
kusjuures on taidetud tingimus
o0
> ar]" < 1.
k=1
Leiame hulgas G elemendile y ldhedase elemendi
n
z = Z QL.
k=1

Néitame, et elemendi z kaugus elemendist y on viiksem kui e. Avaldame

oo o0 [e.e]
Yo awil| < Y Nzl = Y fal |zl

k=n+1 k=n+1 k=n+1

ly — =l =

Siin me kasutasime tildistatud kolmnurga vorratust (vt. lause 1.11).
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«\ 1/P"
Kuna (ax) € By, C By, siis (Zgozl lag[” > < 1. Kasutades Rogers—Hdélderi

vorratust ridade jaoks (vt. jareldus 1.6), saame, et

[eS) ) 1/p* 00 1/p
ly =21 < > Jaw] ]l < ( > \akp> (Z kaHp> <e. (7)

k=n+1 k=n+1 k=n+1

Sellega oleme toestanud, et hulk G on hulgale K suhteliselt kompaktne e-vork.
Kuna € oli suvaline, saame, et K on suhteliselt kompaktne hulk. O
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3 Operaatorideaal K,

Siin peatiikis vaatleme operaatorideaali moistet, mis on sisse toodud A. Pietschi
poolt raamatus [9]. Definitsioon 3.2 erineb esmapilgul raamatus toodust [9, 1.1.1],
kuid on teoreemi |9, 1.2.2] arvestades sellega samavéérne.

Edasi toome moningaid tuntuid néiteid operaatorideaalidest. Seejirel anname
(p, )-kompaktse operaatori definitsiooni, mille toime sisse artiklis [1]. Artiklis toi-
me sisse (p, r)-kompaktsete operaatorite klassi K,y ning toestasime iiksikasju lébi
tegemata, et K¢, ,) on operaatorideaal. Selle peatiiki lopus anname sellele detailse
toestuse.

Definitsioon 3.1. Olgu A C L pidevate lineaarsete operaatorite klass. Tdhistame
koiki klassi A kuuluvaid operaatoreid, mis tegutsevad ruumist X ruumi Y, nii-
moodi: A(X,Y). Seda hulka nimetatakse klassi A komponendiks ruumist X ruumi
Y.

Definitsioon 3.2. Klassi A C L nimetatakse operaatorideaaliks, kui

1) koigi Banachi ruumide X ja 'Y korral komponent A(X,Y") on ruumi L(X,Y)
lineaarne alamruum;

2) A sisaldab koik loplikumaootmelised pidevad lineaarsed operaatorid;

3) kui X, Y, Z, W on Banachi ruumid ja R € L(X,Y), S € AY,Z), T €
L(Z,W), siis TSR € A(X,W), ehk teisisonu, A on kinnine maélemalt poolt
pidevate lineaarsete operaatorite rakendamise suhtes.

Definitsioon 3.3. Koigi operaatorideaalide klassi tihistame OL.

Meenutame, et lineaarset operaatorit 7' : X — Y nimetatakse kompaktseks,
kui T'(Bx) on ruumi Y suhteliselt kompaktne alamhulk.

Ndide. Operaatorideaalide néaideteks on:
e koigi pidevate lineaarsete operaatorite ideaal L,
e koigi kompaktsete lineaarsete operaatorite ideaal IC,
e koigi l1oplikumootmeliste lineaarsete operaatorite ideaal F.

Mirkus 3.4. Definitsioonist on vahetult selge, et £ ja F on operaatorideaalid.
Funktsionaalanaliiiisi 6pikus [8, lk. 213, 218-219| on sisuliselt dra toodud toestused,
et omadused 1)-3) kehtivad klassi KC korral, kuid pole sisse toodud operaatorideaali
moistet. See, et K on operaatorideaal, tuleneb ka lausest 3.8, kui votta vastavalt
p=o0,7r = 1.
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Definitsioon 3.5. Olgu antud A, B € OL. Utleme, et A < B, kui kéigi Banachi
ruumide X,Y korral kehtib sisalduvus komponentide A(X,Y) C B(X,Y) vahel.

On lihtne néha, et seos < on osaline jirjestus operaatorideaalidel.
Eelneva definitsiooni mottes voib éelda, et F on véikseim operaatorideaal, ning
L suurim operaatorideaal.

Lause 3.6. Definitsioonis 3.2 piisab punkti 2) asemel nouda, et A sisaldab koik
1-mootmelised operaatorid.

Toestus. Oletame, et A sisaldab koik 1-mootmelised operaatorid, mis avalduvad
lause 1.38 pohjal kujul T' = z* ® y, kus x* € X* ja y € Y. Operaatorideaali defi-
nitsiooni punkt 1) {itleb, et A(X,Y’) on £(X,Y') lineaarne alamruum, seega ka iga
operaator kujul 7' = Y, x} ® y; sisaldub operaatorideaalis A(X,Y). Viimane
on aga eelmainitud lause 1.38 kohaselt 1oplikumootmelise operaatori iildkuju. [

Definitsioon 3.7. Olgu antud indeksid 1 < p < oo, 1 < r < p*. Lineaarset
operaatorit T : X — Y nimetame (p,r)-kompaktseks, kui T(Bx) on ruumi Y
suhteliselt (p, r)-kompaktne alamhulk.

Téhistame suvaliste Banachi ruumide vahel tegutsevate (p, r)-kompaktsete ope-
raatorite klassi stimboliga K, .

Lause 3.8. Olgu 1 <p < oo, 1 <r <p*. Klass K,,) on operaatorideaal.

Toestus. 1) Olgu X,Y Banachi ruumid. Néitame, et K, ,)(X,Y) on L(X,Y) li-
neaarne alamruum.

Olgu operaatorid R, S € K, (X,Y). Siis leiduvad x = (z) € (,(X) ja
y = (yx) € {,(X) nii, et

R(Bx> C {Z apT ‘ Z |ak|r < 1},
k=1 k=1

S(Bx) C {Zbkyk Y 1ol < 1}-
k=1 k=1

Konstrueerime vahelduvad jadad

¥ = (x1,0,22,0,...),
y/ - (O,yl, O, Yo, - . )
Defineerime vahelduvate jadade x’, y' abil jada

1, a1y
z=2rax +2ry.
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On lihtne néha, et [lz|[ = [l2'[] ja [ly[ = [ly'l]
Néitame, et z € £,(X). Kasutades kolmnurga vorratust ruumis £,(X), saame,
et

1 1
*laf [zl + 2+ [lyl] < oco.

2] = |

Erijuhul p = oo tuleb lisaks kontrollida ka seda, et jada z oleks koonduv.
Saame, et limy_,o 2z = 0, sest limy_, Q%CY:L'k = 0 ning limy_, Q%yk = 0. Seega
2 € lo(X).

Oleme néaidanud, et z € £,(X). Jddb néidata, et

T(Bx) C {chzk > el < 1}.
k=1 k=1

Valime vabalt { € T'(Bx). Siis kehtib, et £ = &y + &, kus § = D 1o | apzy ja

(ar) € By, ning & = >0 bryk ja (bi) € By, .
Olgu

2rax’ + Q%y'H < ‘

1
2rozx"

1
)’“ ar+1, kui k on paaritu
1
)’“ b, kui k£ on paaris.
2

Siit tuleneb, et
£ = asi+&= ;aakxk + z_: bryr = z_: ((5) ak) (27 avy) +
+ Z <<§) bk) (27 yi) Z Crz + chzk ;ckzk.
Py h

T
Tehtud ridade timberjarjestamised on olnud lubatud, sest tegemist on abso-
luutselt koonduvate ridadega (vaata definitsiooni 2.4 korrektsuse toestust). Ka

jargmises valemireas kasutame seda fakti, et absoluutselt koonduv rida koondub
tingimatult.

Jaab néidata, et (cx) € By,. Kui r < oo, siis selleks piisab néidata, et

1 s 1
oo . o 1 - 1 P 1 o . 1 o .
Slar=>|(3) w () 0] =3l 3>l <1
k=1 k=1 k=1 k=1

Juhul r = oo saame, et
sup |cx| = max( sup |ex|, sup |cx|) = max(sup |ag|,sup |bg|) < 1
k k k

k k
k=2l—-1 k=2l
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ja limg_ oo cp = 0, sest limg_,oo ap = 0, limg_,oo b = 0. Kokkuvottes oleme néida-
nud, et (¢;) € By,.

2) Olgu X,Y Banachi ruumid. Me peame toestama, et K, ,)(X,Y") sisaldab
koik iihemootmelised lineaarsed operaatorid.

Olgu T € L(X,Y) ithemootmeline lineaarne operaator, ehk teisisonu, 7' =
Ry, kusx* e X*jayeY.

Defineerime z = (z) nii, et

l2*[ly, kuik=1
2l =
0, kui £ > 1.

On selge, et z € £,(X), kuna z sisaldab ainult iithte nullist erinevat liiget.
Olgu x € By, siis

. " (z)
T(x) =2"(x)y = T 21,
kusjuures
z (*93) <1
[l |

Seda arvestades saamegi, et

T(x) € {Z apze | (ax) € BZT*} :

k=1

3) Jadb niidata, et kui X, Y, Z, W on Banachi ruumid ja R € L(X,Y),
S € Kpn(Y.Z) ja T € L(Z,W), siis TSR € Ky, (X,W). Méargime, et kui
operaator R on 0-operaator, siis TSR = 0 € K, (X, W), sest K,)(X, W) on
L(X, W) vektoralamruum. Edasises oletame, et operaator R ei ole vordne nulliga.

On antud, et S € K(p,r)(Y, Z).

Seega leidub z = (2;) € {,(Z) nii, et

S(By) C {Zakzk | (ap) € Bgr} .

k=1

Eesmiérgiks on toestada, et leidub w = (wy) € £,(W) nii, et

TSR(B)() C {Z brwy, | (bk) € Bgr} .

k=1

Olgu w = (wy,), kus wy, = || R|| T'(zx) iga n € N korral.
Néitame, et w € £,(W). Vaatame juhtu, kui 1 < p < oo:
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lwll = (ilwk”y = Rl (ZHT 2 Hp) < ||zl (ZHTHP 2k|p>l =
= |RIIT (ki szHp) = [IR[H[T[H=]] < oo

Juhul p = oo saame, et

S =

lwlf = sup [lwell = [ Bl sup [T (o) | < IRl sup ]l = [RINTI =] < o0

ning limy o, wy = 0, sest limy,_, o 25 = O

Valime vabalt x € By, siis y := IIRH € By. Sellest, et S on (p, r)-kompaktne

operaator, saame, et S(y) = >, bpzy ja (b) € By,.
Siit tuleneb, et

TSR(z) = TS(|R]y) =T(R]S() <HRHZbkzk):

= D IR T(brzr) = ZkaRHTzk Zbkwk
k=1

Kokkuvottes oleme saanud, et

TSR(B_)() C {i brwy, | (bk) € Bgr}.

k=1
[l

Jargmine lause néitab, et (p, r)-kompaktsed operaatorid on tihtlasi ka kompakt-
sed. Lahtiseks jadab kiisimus, kuidas on omavahel seotud operaatorideaalid K, )
erinevate indeksite p,r vaartuste korral. Vastuse sellele kiisimusele saab leida ar-
tiklist |1, 3.3].

Lause 3.9. Olgu 1 < p <o0,1 <r <p*. Siis K¢y < K.

Toestus. Olgu antud Banachi ruumid X ja Y ning nende vahel tegutsev operaator
T € Kpn(X,Y). Definitsiooni kohaselt on iga tokestatud hulga G C X kuju-
tis T'(G) suhteliselt (p,r)-kompaktne hulk. Lause 2.6 kohaselt on hulk T(G) ka
kompaktne hulk. Seega on T" kompaktne operaator. O
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4 Genereerivate hulkade stisteem K,

Selles peatiikis toome sisse genereerivate hulkade siisteemi moiste, mis parineb
Stephani artiklist [12]. Me néitame, et suhteliselt (p,r)-kompaktsed hulgad moo-
dustavad genereerivate hulkade siisteemi. Stephani toestas, et kahe antud generee-
rivate hulkade siisteemi abil saab tekitada uue operaatorideaali. Niiviisi saame me
lahtudes tokestatud hulkadest ja suhteliselt (p, r)-kompaktsetest hulkadest tekita-
da operaatorite klassi K, ,), mis toestab veelkord, et K, ,) on operaatorideaal.
Edasi vaatleme genereerivate hulkade siisteemide moningaid omadusi.

Esmapilgul tundub, et definitsioonis 4.3 tingimus 1) oleks justkui tugevam, kui
definitsioonis [12, 1.1] tingimus G;. Lause 4.7 néitab, et see siiski nonda ei ole.

Artiklis [12]| vaadati genereerivate hulkade siisteemi definitsiooni reaalsete Ba-
nachi ruumide korral. Loputdos vaatleme seda ka kompleksel juhul.

Definitsioon 4.1. Tdhistame koigi Banachi ruumide tokestatud hulkade klassi
stimboliga B.

Definitsioon 4.2. Olgu G C B tokestatud hulkade klass. Tdhistame i1ga Banachi
ruumi X korral klassi G hulki, mis kuuluvad ruumi X, niimoodi: G(X). Seda hulka
nimetatakse klassi G komponendiks ruumis X.

Definitsioon 4.3. Klassi G C B nimetatakse genereerivate hulkade stisteemiks,
kui on tdaidetud jargmised tingimused:

1) Iga ruumi X tokestatud loplikumoctmeline alamhulk kuulub komponenti G(X);
2) Kui G,H € G(X), siis iga o € K korral oG + H € G(X);
3) Kui G € G(X) ja HC G, siis He G(X);
4) Kui G e G(X) jaT € L(X,Y), siis T(G) € G(Y).
Definitsioon 4.4. Koigi genereerivate hulkade stisteemide klassi tihistame GHS.
Ndide. Genereerivate hulkade siisteemide néideteks on:

e koigi tokestatud hulkade siisteem B,

e koigi loplikumootmeliste tokestatud hulkade siisteem F.

Vahetult definitsioonist on néha, et B on genereerivate hulkade siisteem. Vaat-
leme klassi F.

Lause 4.5. Klass F on genereerivate hulkade ststeem.
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Toestus. On selge, et F C B. Naitame, et tingimused on tdidetud.

1) Tingimus on téidetud definitsiooni pohjal.

2) Valime G, H € F(X) ja a € K. Lause 1.29 kohaselt siis ka hulk oG + H on
16plikumodotmeline. On selge, et ta on tokestatud. Kokkuvottes saame, et oG+ H €
F(X).

3) Kehtib, kuna 16plikum&otmelise tokestatud hulga alamhulk on samuti 16pli-
kumootmeline ja tokestatud.

4) Olgu G € F(X) jaT € L(X,Y). Lause 1.30 kohaselt siis ka hulk 7'(G) on
16plikumootmeline. Kuna operaator 7' on tokestatud, siis T'(G) on samuti tokes-
tatud ja kokkuvottes saame, et T(G) € F(Y). O

Genereerivate hulkade siisteemide vahel defineerime jarjestuse loomulikul viisil:

Definitsioon 4.6. Olgu G, H € GHS. Utleme, et G < H, kui iga Banachi ruumi
X korral komponentide vahel kehtib sisalduvus G(X) C H(X).

On lihtne néha, et seos < on jérjestusseos.
Eelneva definitsiooni pohjal voib 6elda, et F on véikseim genereerivate hulkade
siisteem ja B on suurim genereerivate hulkade siisteem.

Lause 4.7. Definitsioonis 4.3 piisab punkti 1) asemel nouda, et G(K) sisaldab
ruumit K thikkera By.

Toestus. On selge, et kui definitsiooni 4.3 punkt 1) on tdidetud, siis kehtib ka
kiesoleva lause viide.

Néitame, et kui Bx € G(K), siis sellest jareldub, et iga Banachi ruumi X iga
tokestatud 16plikum6otmeline alamhulk kuulub komponenti G(X).

Olgu X Banachi ruum ja G C X tokestatud loplikumootmeline hulk. See té-
hendab esiteks, et leidub b > 0 nii, et iga € G korral kehtib ||z|| < b; ning teiseks,
et leidub stisteem {ey,...,e,} nil, et G CY, kus Y = {> 7 | aper | oy, € K}

Lause 1.35 (16plikum6otmeliste ruumide isomorfismiteoreem) pohjal leidub po-
sitiivne konstant ¢ nii, et

< .
¢ max |ag| < [|z]

Seega saame, et iga elemendi x € G esituses ruumi Y baasi kaudu rahuldavad

kordajad ay, k € 1,...,n jargmist tingimust:
lll _ b
lag| < < -.
c c

Defineerime hulga Gy, nii:

b
Gk = {akek | |Oék| S E} .
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Toome sisse operaatori T}, : K — X:

ab
Tk(a) = ?6;@.

Niitid saamegi, et

n b n n
G C {Zakek | o € K,O./k < E} = ;Gk = ;Tk(BK),

k=1

millest jareldub genereeriva hulkade siisteemi definitsiooni tingimuste 2), 3) ja
4) pohjal, et hulk G kuulub siisteemi G komponenti G(X). O

Lause 4.8. Olgu 1 < p < o0, 1 < r < p*. Koigi suhteliselt (p,r)-kompaktsete
hulkade klass K,y on genereerivate hulkade siisteem.

Toestus. Néitame esmalt, et suhteliselt (p,r)-kompaktsed hulgad on tokestatud.
Seejérel nditame tingimuste 1)-4) kehtivust.

Olgu X Banachi ruum, 1 <p < oo, 1 <r <p*ja K € K(,,y(X). Néitame, et
K on tokestatud.

Definitsiooni pohjal leidub z = (z}) € ¢,(X) nii, et

K C {iakxk | (CLk) & BZT} .

k=1

Vaatame suvalist hulga K elementi { € K. Siis £ = ), | axxy, kus (ay) € By,.
Kasutades vastavalt erijuhule iihte peatiikis 2 definitsiooni 2.4 korrektsuse toes-
tamisel saadud hinnangutest (4), (5), (6), saame, et

oo
E ATy
k=1

Siit tulenebki, et hulk K on tokestatud.
1) Lause 4.7 pohjal piisab nédidata, et hulk Bx on suhteliselt (p, r)-kompaktne.
Valime

1€1F =

o
<> llawanll < ol
k=1

@) 1, kui k=1
€T =
g 0, kui k > 1.

Olgu ¢ € Bg. Defineerides

(ax) =

& kuik=1
0, kui k£ > 1,
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saame, et

o0
E=mz = 5 axTy,
k=1

kus ilmselt (z) € ¢,(K) ja (ax) € By,
2) Olgu G, H € K(,,y(X) suhteliselt (p,r)-kompaktsed hulgad ja o € K.
Definitsioonist tuleneb, et leiduvad = = (z) € £,(X) nii, et

GC {Z apry | (ax) € B&}

k=1

ja 3y = (yx) € £,(X) nii, et

H C {Zbkyk ‘ (bk) - Bgr} .
k=1

Vaja on néidata, et K := oG + H on samuti suhteliselt (p, r)-kompaktne hulk.
Teisisonu, on vaja leida z = (2;) € £,(X) nii, et

K C {ickzk ‘ (Ck) < Bgr} .

k=1
Konstrueerime vahelduvad jadad

¥ = (x1,0,22,0,...),

y/ = (07y17 07 Y2, - - )
Defineerime vahelduvate jadade 2,4’ abil jada
1 1
z=2rax’ + 27y,

On lihtne néha, et [lz|| = [l2'[| ja [ly[| = [ly'l|
Néitame, et z € £,(X). Kasutades kolmnurga vorratust ruumis £,(X), saame,
et

=) = |

Erijuhul p = oo tuleb veel lisaks normi kontrollimisele ka néidata, et jada z on
koonduv.

Samuti limy_,., 2z, = 0, sest limy_, o Q%aa:k = 0 ning limg_, Q%yk = 0. Seega
2 € loo(X).

Oleme néaidanud, et z € £,(X).

1 / l/
2rax’ + 2ry H < ‘

1 /
2rax H + ‘

1, 1 1
21y || = 2% la flall + 27 Iyl < oo.
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Valime vabalt £ € K. Saame, et £ = oy +&, kus & = Y-, axzy ja (ax) € By,
ning & = 220:1 bryr ja (br) € By, .
Olgu

art1, Kkui k on paaritu
2

Siit tuleneb, et

bg , kui k£ on paaris.
N T ST o ((
k=1 k=1

1
) ak) (Z%ka) +
k=1

+ Z <<%)T bk> (Q%yk) = Z Cr2k + chzk = chzk‘

k=1 k=1 k=1 k=1
k=21—1 k=21

| —

Tehtud ridade timberjarjestamised on olnud lubatud, sest tegemist on abso-
luutselt koonduvate jadadega (vaata definitsiooni 2.4 korrektsuse toestust). Ka

jargmises valemireas kasutame seda, et absoluutselt koonduv rida koondub tingi-
matult.

Néitame, et (¢x) € By,.. Kui r < 00, siis selleks piisab ndidata, et
iar=311(5) ) +3)(5)
k=1 k=1

Juhul » = oo saame, et
Sl;p |ck| = max( sup |cg|, sup|cx|) = max(sgp |ak| ,SL;p |br]) <1

k k
k=2i—1 k=2l

>
k=1

J TN - N
:§Z|ak| +§Z|bk| <1l
k=1 k=1

ja limg_ oo cp = 0, sest limg_,o0 ap = 0, limg_,oo b = 0. Kokkuvottes oleme néida-
nud, et (¢;) € By,.

3) Olgu G € K(,,7(X) ja H C G. Vastavalt suhteliselt (p,r)-kompaktse hulga
definitsioonile leidub = = () € £,(X) nii, et

G C {ickzk ’ (Ck) c Bgr} .

k=1

Kuna H C G, siis on selge, et ka H rahuldab noutud tingimust.
4) Olgu X,Y Banachi ruumid ja G C X suhteliselt (p,r)-kompaktne hulk.

Olgu antud 7" € £(X,Y). Naitame, et T(G) on suhteliselt (p,r)-kompaktne hulk.
Olgul <p<oo, 1< r<ph
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Siis leidub = = (xy) € ¢,(X) nii, et

G C {iakxk | (ak) & Bgr}.

k=1

Néitame, et leidub y = (yx) € £,(Y) nii, et

T(G) c {i bry | (br) € Ber}-

k=1

Defineerime iga k € N korral vy, := Tz
Valime ¢ € K. Siis £ = Y -, apg, kus (ax) € By, . Siis

Tf =T (Z akxk> = Zakak = Z arYi.
k=1 k=1 k=1

Siit on néha, et vottes iga k € N korral by, := ay, kehtib jada (by) jaoks noutud
tingimus (by) = (ax) € By,
O

Lause 4.9. Olgu X Banachi ruum ja 1 < p < oo,1 <r < p*. Siis K,y < K.
Toestus. Tuleneb vahetult lausest 2.6. O

Niiiid jouame selleni, kuidas teadaolevate genereerivate hulkade siisteemide abil
saab tekitada uusi operaatorideaale. See tulemus périneb artiklist [12].

Teoreem 4.10. Olgu antud genereerivate hulkade sisteemid G, H € GHS nii, et
H < G.

Defineerime Banachi ruumide X,Y korral operaatorite klassi
[G—H|(X,)Y) ={T e L(X,Y)|Ge G(X)=T(G) e H(Y)}.

Siis [G—H]| moodustab operaatorideaali, mida nimetatakse G ja H poolt teki-
tatud operaatorideaaliks.

Téestus. 1) Operaatorideaali definitsiooni esimene punkt iitleb, et [G—H](X,Y)
peab olema L£(X,Y) lineaarne alamruum. Teisisonu, kui R, S € [G—H](X,Y) ja
a € K siis aR + S € [G=H|(X,Y). Eeldustest teame, et kui G € G(X), siis
R(G),S(G) € H(Y). On vaja naidata, et ka (a«R + S)G € H(Y)).

Néitame, et (aR + S)G C aR(G) + S(G). Toepoolest,

(aR+ S)G ={aRa+ Sa|a€ G} C{aRa; + Sasy | a1,as € G} = aR(G) + S(G).
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Genereeriva hulkade stisteemi definitsiooni tingimust 2) arvestades saame, et
aR(G)+ S(G) € H(Y). Tingimuse 3) pohjal aga siis ka (R + S)G € H(Y).

2) Olgu T tihemodtmeline pidev lineaarne operaator. Néitame, et siis T €
[G—H](X,Y).

Valime vabalt G € G(X). Siis G on tokestatud hulk ruumis X.

Teame funktsionaalanaliiiisist, et T(G) on tithemootmeline tokestatud hulk.
Niitid saamegi, et T(G) € H(Y), sest definitsiooni kohaselt genereerivate hulkade
stisteem H(Y") sisaldab koik 16plikumodtmelised tokestatud hulgad.

3) Olgu X,Y, Z, W Banachi ruumid ja R € L(X,Y),S € [G—=H]|(Y,Z2),T €
L(Z,W). Naitame, et siis ka TSR € [G—=H]|(X, W).

Definitsiooni titleb meile, et kui B € G(Y), siis S(B) € H(Z). Néitame, et kui
G € G(X), siis TSR(G) € H(W).

Olgu G € G(X). Genereerivate hulkade siisteemi omaduse 4) pohjal R(G) €
G(Y). Siit jareldub eelduse pohjal, et SR(G) € H(Z). Uuesti omadust 4) kasuta-
des saame, et TSR(G) € H(W), mida oligi vaja toestada. O

Ndide. Niiiid saamegi uuesti juba nii monedki eelnevalt toodud viited:
e £ = [B—B]| on operaatorideaal;
o Kpry = [B—=K(,] on operaatorideaal;
e F = [B—F] on operaatorideaal (lause 1.32 abil).

Markus 4.11. Iga genereerivate hulkade siisteemi G korral £ = [G—G].

Niéitame, kuidas genereerivate hulkade G ja H siisteemide suurendamine ja
vihendamine mojutavad tekitatud operaatorideaali [G—H].

Lause 4.12. Olgu H < H < G' < G. Kehtivad seosed:
1) [G=H] < [G-H;
2) [G—H] < [G'—=H].

Toestus. 1) Olgu X,Y suvalised Banachi ruumid. Néitame, et kehtib sisalduvus
[G—H](X,Y) C [G=H(X,Y), millest jareldub vahetult, et [G—H] < [G—H].
Kirjutame definitsiooni pohjal lahti:

[GoH|(X,Y) = {T € L(X,Y) | G € G(X) = T(G) € H(Y)},

G-H(X,Y)={T e L(X,Y)|GeGX)=T(G) e H(Y)}.

Olgu antud operaator T' € [G—H]|(X,Y). See tdhendab, et kui G € G(X), siis
T(G) € H(Y). Et aga H(Y) C H'(Y), siis ka T(G) € H (V). Oleme niidanud, et
T € [G=H](X,Y).
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2) Olgu X,Y suvalised Banachi ruumid. Piisab niidata, et [G—H](X,Y) C
[G'—H](X,Y). Kirjutame definitsiooni pohjal vilja:

[G—H|(X,)Y)={T e L(X,)Y)|Ge G(X)=T(G) e H(Y)},

[G'—H|(X,Y)={T € L(X,Y)|Ge G(X)=T(G) e H(Y)}.

Olgu T' € [G—H](X,Y). See tdhendab, et iga hulga G € G(X) kujutis operaa-
tori T" suhtes kuulub genereerivate hulkade siisteemi komponenti H(Y"). Kuna aga
G'(X) € G(X), siis ammugi iga hulga G € G'(X) kujutis operaatori 7' suhtes
kuulub komponenti H(Y). Seega [G—H](X,Y) C [G' —H]|(X,Y). O

Niide. Eelnevas oleme niinud, et F < K(,,) < B. Eelmise lause pohjal saame
oelda:

1) F=[B=F] < [B->Kgn|=Kepn
2) F = [B—)F] S [K(pyr)—)F]

Esimene vorratus F < IC(W) ei iitle meile midagi uut. Teine néide tekitab
aga kiisimuse, kas [K(,,)—F] on vordne mone meile tuntud operaatorideaaliga?
Vastuse annab jargmine lause.

Lause 4.13. Olgu 1 < p < 00,1 <r < p*. Kehtib [K(, y—F] = F.

Toestus. Teame, et tekitatud operaatorideaal [K(,, —F] sisaldab koiki lopliku-
mootmelisi operaatoreid. Oletame vastuvéiteliselt, et tekitatud operaatorideaal si-
saldab mingit operaatorit T € L£(X,Y), mis ei ole 16plikumo6otmeline. Siis leiduvad
elemendid y, € T(X), k € N nii, et hulk {y, | ¥ € N} on lineaarselt soltumatu.

Kuna elemendid y;, kuuluvad kujutishulka 7°(X), siis leiduvad neile originaalid
2. Seega iga k € N korral T'(z;) = yg. Normeerime jada (z;) timber nii, et jada
kuuluks ruumi ¢,(X).

Defineerime iga k € N korral

1 2k

k= 3o

T ‘= .
28 || 2l

On lihtne néha, et (zy) € £,(X), kuna ||z = 2%
Definitsiooni kohaselt on hulk

K = {Zakﬂfk | (ax) € B&}

k=1

suhteliselt (p, r)-kompaktne.
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Kuna T kuulub genereerivate hulkade stisteemide Ky, ,) ja F poolt tekitatud
operaatorideaali, siis suhteliselt (p, r)-kompaktse hulga K kujutis 7'(K') on 16pliku-
mootmeline hulk.

Paneme aga téhele, et iga | € N korral element x; kuulub hulka K. Selle
nigemiseks tuleb votta reas Y -, apzy kordaja a; vordseks iihega ja iilejaénud
kordajad vordseks nulliga.

Niiiid iga k € N korral T'(x) € T(K). Saame, et

1 2 ) 1 1
(=) (2k Tl) = 2l ) = g

Kuna stisteem {y; | £ € N} on lineaarselt soltumatu, siis samamoodi ka siisteem
{m% | £ € N} on lineaarselt soltumatu. See on aga vastuolu sellega, et hulk

T(K) on loplikumo6otmeline.
[
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5 Genereerivate jadade silisteemid

Selles peatiikis uurime genereerivate jadade siisteemi moistet, mis parineb Step-
hani artiklist [12], kus toodi sisse ka genereerivate hulkade siisteemi maiste. Ta t6i
genereerivate jadade siisteemid sisse sellel pohjusel, et nende kaudu saab tekitada
genereerivate hulkade siisteeme. Me toome moningad genereerivate jadade siis-
teemide néited ja toestame abitulemused 5.7 ning 5.15, mis péarinevad artiklist
[12].

Alustuseks toome genereeriva jadade siisteemi definitsiooni. Esmapilgul tun-
dub, et definitsioonis 5.3 tingimus 1) oleks justkui tugevam, kui artikli definitsioo-
nis [12, 1.2] tingimus S,. Lause 5.6 néitab, et see siiski nii ei ole.

Definitsioon 5.1. T'dhistame koigi Banachi ruumaide koigi tokestatud jadade klassi
stimboliga m.

Definitsioon 5.2. Olgu g C m tokestatud jadade klass. Tdhistame iga Banachi
ruumi X korral klassi g neid jadasid, mis kuuluvad ruumi X, jargmiselt: g(X).
Seda hulka nimetatakse klassi g komponendiks ruumis X .

Definitsioon 5.3. Klassi g C m nimetatakse genereerivate jadade sisteemiks, kui
on tdidetud jargmised tingimused:

1) Kuix = (z) C G € F(X), siis Jy <x nii, ety € g(X);
2) Kui x,y € g(X), siis iga o € K korral ax +y € g(X);
3) Kui x € g(X) jay=<z, siisy € g(X);
4) Kuix = (x) € g(X) jaT € L(X,Y), siis (Txy,) € g(Y).
Definitsioon 5.4. Koigi genereerivate jadade stisteemide klassi tahistame GJS.
Ndide. Genereerivate jadade siisteemideks naideteks on:
e koigi tokestatud jadade slisteem m,

e koigi tokestatud loplikumootmeliste hulkade elementidest moodustatud jada-
de siisteem f.

See, et m on genereerivate jadade silisteem, tuleneb vahetult definitsioonist.
Vaatleme siisteemi f.

Lause 5.5. Ststeem f, mille komponent ruumis X on antud vordusega
f(X)={(xy) e m(X) | IG € F(X), () C G},

on genereeriwate jadade siisteem.
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Téestus. Olgu jada x = (xx) € £(X), kus (z) C G. Et G on tokestatud hulk, siis
ka jada x on tokestatud.

1) Valime =z = (x;) C G € F(X). Kuna jada = on iseenda osajada ja jada
x € f(X), siis ongi vajalik tingimus taidetud.

2) Olgu z = (z),y = (yx) € £(X). Siis leiduvad hulgad G, H nii, et (x) C G €
F(X)ja(yx) C H € F(X). Niitid tdnu genereerivate hulkade stisteemide omadusele
2) kehtib, et aG+H € F(X). Niilid aga az+y = (axr+yr)5>, C aG+H € F(X),
mistottu jada ax + y kuulub siisteemi f definitsiooni pohjal samuti komponenti
f(X).

3) Valime jada = = (x) C G € F(X). Kui y <, siis kehtib y = (y) C G €
F(X), seega y kuulub samuti komponenti f(X).

4) Olgu antud =z = (zy) C G € F(X) ja T € L(X,Y). Tdnu generee-
rivate hulkade siisteemide omadusele 4) kehtib T(G) € F(X). Seega ka jada
Tx = (Tx) C T(G) kuulub komponenti f(X). O

Lause 5.6. Definitsioonis 5.3 piisab tingimuse 1) asemel nouda, et iga ruumi m
tihikkerasse By, kuuluv jada x sisaldab osajada y, mis kuulub komponenti g(K).

Toestus. On selge, et kui kehtib definitsiooni 5.3 punkt 1), siis kdesoleva lause
vaide on koheselt taidetud.

Vastupidi: kehtigu, et kui jada = € B, siis leidub y <z nii, et y € g(K).
Néitame, et kui G € F(X) jaz = (zx) C G, siis leidub jada y < 2 nii, et y € g(X).

Olgu X Banachi ruum ja G C X tokestatud 16oplikumootmeline hulk. Olgu
x = (z1) hulga G elementidest moodustatud jada.

Kuna G on tokestatud, siis leidub konstant b > 0 nii, et iga z € G korral
|zl < b. Kuna G on loplikumé6otmeline, siis leidub siisteem {ey,...,e,} nii, et
G C Y, kus Y = {ZZ:I QK€L ‘ oy € K}

Lause 1.35 (16plikum6otmeliste ruumide isomorfismiteoreem) pohjal leidub po-
sitiivne konstant c nii, et

< .
¢ max |og| < ||

Seega saame, et iga elemendi z € GG esituses ruumi Y baasi kaudu rahuldavad

kordajad ay, k € 1,...,n jargmist tingimust:
=l _ b
ol < B <2
c c
Toome sisse operaatori Ty, : K — X:
ab
Tk(a) = ?€k.

Nitd

n b n
G C {Zakek | a € K, ap < E} = ZTk<BK)
k=1
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Vaatleme niiiid uuritavat jada x. Et tema liige x;, € G, siis teda saab esitada
kujul

Tk = Z Tj<akj)a
j=1

kus ay; € By iga k € N, j € {1,...,n} korral.
Konstrueerime iga j € {1,...,n} korral jada

a; = (akj)keN-

Paneme tihele, et iga j € {1,...,n} korral a; € B,,.
Eelduse pohjal jada a; sisaldab osajada

b1 = (k1)ken,cN

nii, et b; € g(K). Samuti jada ay osajada (ag2)gen, kuulub ruumi B,,, seega jada
(ka)ken, sisaldab osajada
by = (k2)keNoc
nii, et by € g(K).
Niimoodi induktiivselt jatkates jouame selleni, et a, osajada

(akn)kENn—l
sisaldab osajada
bn = (akn)kGNnCNn_l

nii, et b, € g(K).
Defineerime ¢; = (ou;)ken, iga j € {1,...,n} korral. Iga j korral kehtib ¢; < b;.
Genereerivate jadade siisteemi tingimuse 3 pohjal siis ka igaiiks jadadest ¢; € g(K).
Niitd iga j € {1,...,n} korral jada Tjc; € g(X) genereeriva jadade siisteemi
tingimuse 4 pohjal. Siit aga saame, et 2?21 Tjc; € g(X). Avaldame

n

ZTjCj - Z (Tjakj)ke]vn = <Z Tj%j) = (Tk)ren, < T.
J=1 J=1 keEN,

j=1
Seega oleme néaidanud, et jada z sisaldab stisteemi g(X) kuuluvat osajada. O
Jargnev abitulemus périneb artiklist [12].

Lause 5.7. Olgu g genereerivate jadade siisteem. Siis iga Banachi ruumi X koik
konstantsed jadad kuuluvad komponenti g(X).
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Téestus. Olgu x = (c) konstantne. On selge, et hulk G = {c} on tokestatud
16plikuméotmeline hulk ruumis X. Seega G € F(X) ja hulga G elementidest moo-
dustatud jada z sisaldab osajada, mis kuulub komponenti g(X). Aga iga jada x
osajada y <z on vordne jada x endaga. Seega x € g(X). O]

Niiiid jouame selleni, miks toodi genereerivate jadade siisteemi moiste sisse. Ni-
melt saab genereerivate jadade siisteemi kaudu tekitada uusi genereerivate hulkade
stisteeme. See tulemus périneb artiklist [12].

Teoreem 5.8. Olgu g geneerivate jadade siisteem. Defineerime Banachi ruumi X

korral hulkade Klassi
g (X)={GC X |Vx= () CGIye€g(X) nii, et y<x}.

Siis g moodustab genereerivate hulkade stisteemi, mida nimetatakse jadade
stisteemi g poolt tekitatud hulkade stisteemiks.

Téestus. Niitame koigepealt, et iga hulk G € g (X) on tokestatud. Oletame vas-
tuviiteliselt, et G’ on tokestamata. Siis leidub hulga G elementidest moodustatud
jada x = (z) C G nii, et ||zg|| — oo. Niitid ka iga jada x osajada on tokesta-
mata, seega ei kuulu iikski x osajada genereeriva jadade slisteemi g komponenti
g(X). Oleme jdudnud vastuoluni sellega, et G € "g (X). Seega peab hulk G olema
tokestatud.

1) Selleks, et niidata, et F(X) C g (X), piisab niidata, et kui z = (2;,) C G C
F(X), siis leidub osajada y <z nii, et y € g(X). See on aga tépselt genereerivate
jadade siisteemi tingimus 1), mida g rahuldab.

2) Olgu antud hulgad G, H € g (X) ja a € K. Niitame, et hulk oG + H €
g (X). Valime vabalt jada = = (z;) C aG + H. Siis jada x avaldub kujul (z;) =
(oyr + zx), kus (yx) C G ja (zx) C H. Kuna (yx) C G, siis leidub jada (yx) osajada

(Yr)ken,cn € g(X).

Et (zx)ren, on H elementidest moodustatud jada, siis leidub tema osajada

(Zk)k€N2CN1 € g(X>

Tanu genereerivate jadade siisteemi omadusele 3) ka (yx)ren, € g(X) ja omaduse
2) pohjal
(k) ken, = (Ur + 2i)ken, € 8(X).
Seega jada x sisaldab osajada siisteemis g(X). Kuna jada x oli vabalt valitud, siis
jireldubki siit, et oG + H € g (X).
3) Olgu antud G € g (X) ja H C G. Valime = (1) C H. Kuna (z}) C G,
siis leidub osajada y <z nii, et y € g(X).
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4) Votame hulga G € g (X) ja operaatori T € £(X,Y). Tahame niidata, et
ka T(G) € g (Y). Selleks valime vabalt jada y = (y,) C T(G). Iga k € N korral
leidub 2, € G nii, et T(z;) = yr. Moodustame jada x = (xy). Et (zx) C G, siis
leidub osajada z < nii, et z = (z;) € g(X). Niitid aga (Tz,) C T(G) on jada y
osajada, mis kuulub genereerivate jadade siisteemide omaduse 4 pohjal komponenti
g(Y). O

Definitsioon 5.9. Utleme, et genereerivate hulkade sisteem G on tekitatav, kui
leidub genereerivate jadade sisteem g nii, et g = G.

Vaatleme moningaid naiteid.
Lause 5.10. Tokestatud jadade siisteemt m poolt tekitatud hulkade stisteem on B.

Téestus. Kuna 1 (X) on genereerivate hulkade siisteem, siis iga Banachi ruumi
X korral mi(X) C B(X). Teistpidine sisalduvus tuleneb sellest, et iga tokestatud
hulga elementidest moodustatud jada on tokestatud. [l

Lause 5.11. Jadade stisteemi £ poolt tekitatud hulkade siisteem tihtib loplikumoot-
meliste tokestatud hulkade siisteemiga F.

Toestus. Olgu antud Banachi ruum X ja 16plikumootmeline tokestatud hulk G.
Kuna iga jada z = (x) C G korral = € £(X), siis saamegi, et G € _F(X). Oleme
ndidanud, et F < _F.

Uurime, kas kehtib sisalduvus _F C F. Oletame vastuviiteliselt, et leidub Ba-
nachi ruum X ja hulk G € X nii, et G € _?(X), aga G ¢ F(X). Me teame, et G on
tokestatud hulk, kuna G € _F(X). Sellest, et G ¢ F(X), jareldub, et hulk G peab

olema lopmatumootmeline hulk. Lause 1.28 piisava tingimuse kohaselt siis leidub
loenduv lineaarselt soltumatu vektorite siisteem {ey | £ € N} C G. Vaatame seda
vektorite siisteemi jadana x = (e;). Kuna G € f?(X ), siis peab leiduma osajada
y = (yr) <z nii, et y € f(X). See viimane tdhendab f(X) definitsiooni pohjal,
et leidub hulk H C X nii, et H on 16plikumo6otmeline ja (yx) € H. Kuna y on
x osajada, siis hulk {y; | k£ € N} on lineaarselt soltumatu. Lause 1.28 tarviliku
tingimuse kohaselt siis H on lopmatumootmeline hulk, mis on vastuolu. O]

Definitsioon 5.12. T'dhistame koigi Banachi ruumide koigi koonduvate jadade
klassi stimboliga c.

Lause 5.13. Klass c on genereerivate jadade stisteem.

Toestus. Koigepealt, on teada, et iga koonduv jada on tokestatud. Seega ¢ C m.

1) Olgu antud hulk G € F(X) ja jada x = (25) C G. Kuna G on tokestatud
hulk loplikumootmelises ruumis, siis lause 1.33 pohjal on ta suhteliselt kompaktne.
See aga tahendabki, et jadast x saab eraldada vélja osajada y < x, mis on koonduv.
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2) Valime vabalt koonduvad jadad z,y € c(X) ning o € K. On teada, et siis
ka jada ax +y € c(X) (vaata [8, 1k. 83]).

3) Tingimus kehtib, sest iga koonduva jada osajada on samuti koonduv (vaata
8, k. 7]).

4) Kehtib pideva lineaarse operaatori definitsiooni pohjal. O

Definitsiooni kohaselt on kompaktsed hulgad sellised hulgad, mille elementidest
moodustatud jadadest saab vilja eraldada koonduva osajada. Seda fakti saame
niiiid kirja panna kujul © = K = K(w,1)- Niitid tekib jargmine kiisimus:

Kiisimus 5.14. Olgu 1 < p < 00,1 < r < p*. Kas genereerivate hulkade siisteem
K, on tekitatav?

Vastuse sellele kiisimusele anname jérgmises peatiikis, kui me oleme rohkem
teada saanud genereerivate jadade ning genereerivate hulkade siisteemide omava-
helistest seostest.

Toome niiiid ithe abilause, mis péarineb artiklist [12].

Lause 5.15. Kuix = (1) € g(X), siis hulk G = {z | k € N} € g (X).

Toestus. Vaatleme hulga G elementidest moodustatud jada y = (yi). Vaja on
ndidata, et y sisaldab osajada z <y nii, et z € g(X).

Oletame, et jada y sisaldab konstantset osajada z <y. Siis lause 5.7 kohaselt
z € g(X).

Vaatame juhtu, kus jada y ei sisalda iihtegi konstantset osajada. Jada y liik-
med y; kuuluvad hulka G, seega iga k € N korral y, = z,,. Jada a = (ax) on
naturaalarvudest koosnev jada, mis ei sisalda konstantset osajada. Siis peab jada
a sisaldama kasvavat osajada (ax)ren,cn. Konstrueerime niiiid jada z = (yg)keny -
Teisiti kirjutades, z = (x4, )ken,, mis on jada z osajada, kuna indeksid (ax)ken,
on kasvavas jarjekorras. Seega jada y sisaldab osajada z, mis kuulub komponenti
g(X). O
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6 Galois’ vastavus hulkade ja jadade siisteemide
vahel

Kaesoleva peatiiki esmaseks eesmérgiks on tuua sisse jarjestusseos genereeri-
vate jadade siisteemidel. Ilmneb, et kui defineerida jarjestus osajadade votmise
kaudu loomulikul viisil, siis tulemuseks on eeljérjestus. Selle eeljirjestuse abil saab
sisse tuua ekvivalentsiseose ~, mille kaudu me saame leida genereerivate jadade
stisteemidel klassijaotuse GJS/ .. Klassil GJS/. on juba antud jérjestusseos.

Edasi toome sisse tehted 7 : GJS/. — GHS ja < : GHS — GJS/., millest
ldhtudes néitame, et klasside GJS/. ja GHS vahel eksisteerib Galois’ vastavus.
Lahtudes sellest vastavusest saame me moningaid tulemusi, mis kirjeldavad gene-
reerivate jadade ning hulkade siisteemide omavahelist vahekorda.

Galois’ vastavuste teooria abil tuleneb koheselt kriteerium selle maédramiseks,
kas genereerivate hulkade silisteem on tekitatav voi mitte. Selle kriteeriumi abil
vastame kiisimusele 5.14, néidates, et genereerivate hulkade siisteem K, ,) on te-
kitatav ainult juhul, kui p = oo ja r = 1. Sellel erijuhul siisteem K, ,) langeb
kokku suhteliselt kompaktsete hulkadega siisteemiga K.

Definitsioon 6.1. Olgu g, h genereerivate jadade sisteemid. Utleme, et g < h,
kui iga Banachi ruumi X ja iga jada x € g(X) korral leidub osajada y < x nii, et
y € h(X).

Lause 6.2. Seos < on eeljirjestus genereerivate jadade stisteemide vahel.

Téestus. 1) Olgu g genereerivate jadade stisteem. Ilmselt g < g, sest iga jada
sisaldab iseennast osajadana.

2) Kehtigu g < h < j. Néitame, et siis ka g < j.

Olgu X Banachi ruum ja = = (z3) € g(X) suvaline. Niitid leidub y <z nii, et
y € h(X), millest omakorda jéreldub, et leidub z <y nii, et z € j(X). Et jada z
on jada z osajada, siis olemegi saanud, et g < j. O

Uldiselt ei ole < jérjestus, sest ei kehti antisiimmeetria tingimus (ehk teisisonu,
leiduvad ekvivalentsed genereerivate jadade siisteemid, mis on hulkade vorduse
mottes erinevad). Néite selle kohta annab allpool toestatav lause 6.11.

Definitsioon 6.3. Defineerime genereerivate jadade siisteemide vahel seose ~
jargnevalt: g ~ h, kui g < h ning h < g. Lause 1.43 pohjal on seos ~ ekuvi-
valentsiseos.

Lause 6.4. Olgu g ja h genereerivate jadade siisteemid. Kui g < h, siis g < g

-->

Téestus. Kehtigu g < h. Niitame, et iga Banachi ruumi X korral g (X) ¢ h (X).
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Olgu G € g (X). Tahame niidata, et G € hé(X). Selleks votame jada z =
() C G ja néitame, et leidub x osajada, mis kuulub komponenti h(X).

Kuna G € g (X) ja x = (z) C G, siis leidub osajada y <z nii, et y € g(X).
Et kehtib g < h, siis leidub osajada z <y nii, et z € h(X), mida oligi tarvis
ndidata. [

Jargmisest lausest selgub, et genereerivate jadade siisteemide ekvivalentsiklas-
sid on teatud mottes kooskolas genereerivate hulkade siisteemide tekitamisega.

Teoreem 6.5. Olgu g ja h genereerivate jadade siisteemid. Kehtib g ~h < g =
-

h.

Toestus. Piisavus. Eelduse kohaselt g < h ja h < g. Eelmise lause pohjal siis
g < Y ja iy < g, mistottu g = .

Tarvilikkus. Kehtigu g = . Oletame vastuvéiteliselt, et ei kehti viide g ~ h.
See tdhendab, et g € h voi h £ g. Oletame konkreetsuse mottes, et g £ h (teisel
juhul on tdestus analoogiline). See tdahendab, et leiduvad Banachi ruum X ning
jada o = (x1) € g(X) nii, et iga osajada y < x korral y ¢ h(X). Lause 5.15 pohjal
G = {r, | ¥ € N} € g(X). Samal ajal aga G ¢ h}(X), sest vastasel juhul
sisaldaks hulga G elementidest moodustatud jada =z = (z;) osajada y < x nii, et
y € h(X), mis oleks vastuolu. Seega oleme niidanud, et h +£ g, mis on vastuolu
eeldusega. Seega on algne vastuviiteline oletus vale ja toestatav véide kehtib. [

Definitsioon 6.6. Olgu [g], [h] € GJS/.. Defineerime, et [g] < [h], kui g < h.

Lause 1.44 kohaselt on seos < jarjestusseos. Niiiid oleme saavutanud oma ees-
margi: oleme defineerinud genereerivate jadade siisteemide ekvivalentsiklasside va-

hel jarjestusseose.
Jargmine definitsioon annab meile voimaluse raékida genereerivate jadade siis-
teemide ekvivalentsiklassi poolt tekitatud genereerivate hulkade siisteemist.

Definitsioon 6.7. Olgu [g] € GJS/. genereerivate jadade siisteemide ekvivalent-
siklass. Defineerime tehte = : GJS/. — GHS jargmiselt:

Lause 6.5 pohjal on see definitsioon korrektne, kuna tulemus ei soltu ekvivalentsi-
klassi [g] esindaja g valikust.

Toome niiiid sisse uue tehte, mis seab genereerivate hulkade siisteemile seab
vastavusse uue genereerivate jadade siisteemi.
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Lause 6.8. Olgu antud genereerivate hulkade siisteem G. Siis jadade siisteem a,
mille komponent ruumis X on antud vordusega

G(X) ={(zr) e m(X) | 3G € G(X) nii, et (x) C G},
on genereerivate jadade sisteem.

Toestus. Kontrollime noutud tingimuste taidetust.
1) Valime vabalt (z;) C F(X). Et F on véhim genereerivate hulkade siisteem,

siis ka (xy) C G(X). Deﬁmtsmomst jareldub niiiid, et (z) € G (X).

2) Olgu antud jadad z,y € G( ) ning o € K. Niiiid leiduvad vastavalt hulgad
G,H € G(X) nii, et x = (z) C Gjay = (yx) C H. Seega ax +y = (axp +yx) C
aG + H € G(X).

3) Kinnisus osajadade votmise suhtes tuleb vahetult definitsioonist.
é__
4) Olgu z = (z5) € G(X) jaT € L(X,Y). Teame, et leidub hulk G € G(X)
nii, et () C G. Nilid Tx = (Tx) C T(G) € G(Y), seega Tx € G(Y). O

Lahtudes genereerivate jadade siisteemist g, saame me tekitada uue jadade
é__

siisteemi g . Jargmised kaks lauset aitavad selle tekitatud jadade siisteemi omadusi
paremini tundma oppida.

Lause 6.9. Olgu g genereerivate jadade siisteem ja X Banachi ruum. Kehtib si-
salduvus g(X) C g (X).

Téestus. Valime jada (x;) € g(X). Nitid lause 5.15 kohaselt {z; | £ € N} €
6__
& (X), mistdttu (zy) € & (X). O
<-- <--
Lause 6.10. Olgu g genereerivate jadade siisteem. Siis kehtib g < g jo g < g.
Toestus. Na1tame et g g g" Eelmise lause kohaselt g(X) C _g_;(X ). Siit aga
jareldub, et g < g , sest iga x € g(X) korral voime votta otsitavaks osajadaks

jada = € g (X) enda.

<-- <--

Teiselt poolt niitame, et g < g. Olgu antud = = (1) € & (X). Seega jada

(z1) elementide hulk G' = {z}, | k¥ € N} kuulub siisteemi g (X). Kuna jada x on

hulga G elementidest moodustatud jada, siis peab jada z sisaldama siisteemi g

definitsiooni pdhjal osajada y € x nii, et y € g(X). O
-

Eelmise lause kohaselt kehtivad genereerivate jadade siisteemide ¢ ja "¢ vahel
<-- <--

-—> . -=> . . 9 .
seosed ¢ < ¢ ja ¢ < c. Jirgmine lause néitab, et hulkadena on need siisteemid
erinevad. See toestab, et seos < ei rahulda antisiimmeetria aksioomi.
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<
Lause 6.11. Kehtibc C ¢ .

Téestus. Lause 6.9 kohaselt iga Banachi ruumi X korral ¢(X) C _é;(X ).
Vaatame alterneeruvat arvujada = = (1,0, 1,0,...). See jada ei ole koonduv,
seega = ¢ c(K). Aga hulk {z; | k € N} = {0,1} kui tokestatud loplikumodtmeline

<--

hulk kuulub siisteemi "¢ (K), seega ka jada (x;) kuulub siisteemi ¢ (K). O

Definitsioon 6.12. Olgu G € GHS genereerivate hulkade siisteem. Defineerime
tehte < : GHS — GJS/. jdrgmiselt:

%
Teoreem 6.13. Olgu g genereerivate jadade sisteem. Siis kehtib [g] = [g].

— = <=

N R, 5
Toestus. Avaldame @ = g . Vordus [g] = [g] on samaviérne sellega, et g < g

<-=

ja g < g . Need kaks omadust kehtivad aga lause 6.10 pohjal. H

Teoreem 6.14. (—, <) on Galois’ vastavus jarjestatud klasside GHS ja GJS/~
vahel.

Téestus. Olgu antud [g] € GJS/. ja G € GHS. Tuleb toestada, et G < @
parajasti siis, kui G < [g].

Piisavus. Eeldus on, et G < [g] = g. Vaja on niidata, et G <g.

Kirjutame lahti, mida eeldus tdhendab: Olgu X Banachi ruum ning hulk G €
G(X). Siis iga hulga G elementidest moodustatud jada z sisaldab osajada y < x
nii, et y € g(X).

Sonastame, mida meil on vaja toestada: Olgu X Banachi ruum ning jada z =
(x) C G (X). See tahendab, et hulk {z) | k € N} € G(X). Tuleb néidata, et jada
x sisaldab osajada y nii, et y € g(X).

Kui me vordleme eeldust ja toestatavat vaidet, siis ndeme, et piisavuse toestus
on ilmne. ..

Tarvilikkus. Ecldame, et G < g. Toestame, et G < g’

Olgu antud Banachi ruum X ja hulk G € G(X). Valime jada z = (z) C G.
Néitame, et jada x sisaldab osajada y nii, et y € g(X). Kuna jada (zx) on hulga
G € G(X) elementidest moodustatud jada, siis jada (z) € E(X ). Eelduse pohjal
leidub siis jada x osajada y nii, et y € g(X), mida oligi tarvis toestada. O

Galois’ vastavuse olemasolu iitleb, et kehtivad jargmised omadused 1)-4). Ilm-
neb, et omaduste 1) ja 3) kehtivuse oleme juba varem néidanud. Omadused 2) ja
4) on uued.
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Teoreem 6.15. Olgu g, h genereerivate jadade stiisteemid ning G, H genereerivate
hulkade siisteemid. Siis kehtivad vaited:

=
1) [g] < [g] (mida ditleb ka teoreem 6.13);

3)g<h=Tg < iy (mis on varem toestatud teoreemis 6.5);
/) G<H=G<H.

Toestus. Toestus tugineb lausele 1.49.

1) Tuleneb vahetult lausest.
N Do

2) Lause pohjal saame, et G < E Seega kehtib G < FG G

3) Lause iitleb, et kul [g] < [h], siis @ < [ij See on samaviirne viitega, et
kui g < h, siis g < .

4) Lause naltab et kul G < H, siis G < ﬁ Definitsiooni jargi G g ﬁ
parajasti siis, kui G < H. H

Teoreem 6.16. Genereerivate hulkade siisteem G on tekitatav parajasti siis, kui
P

G=G.
_>

Toestus. Lause 1.50 pohjal on G tekitatav parajasti siis, kui G = E Definitsioo-
o o
nide pohjal kehtib vordus G =0G. O]

Teoreem 6.17. Olgu 1 < p < 00,1 < r < p*. Siis genereerivate jadade siisteem
K, on tekitatav ainult siis, kui p = oo,r = 1.

-->

Toestus. Toestame, et éK“(W) = K, millest lause 6.16 pohjal jareldub toestatav

-—>

viide. Teame, et K = "¢. Viide i{"(p,r) = ¢ on lause 6.5 pohjal samaviirne

sellega, et i{“(p .~ C.

Néitame, et K(p n S c. Teame lause 4.9 pohjal, et K,y < K . Siit jéireldub et
<-- <--

Kpny< K= ¢ ~c. Seega seose < transitiivsuse pohjal kehtib, et K(p " Sec.

Vaja on néidata, et ¢ < K(W). Valime vabalt Banachi ruumi X ja jada x =
(x) € c(X). Néitame, et jada x sisaldab osajada w, mis kuulub jadade siisteemi
K (.7 (X). Definitsiooni pohjal kuulub jada w = (wy) slisteemi K (, ) (X) parajasti
siis, kui hulk {wy, | & € N} kuulub siisteemi K, ) (X).
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Jada x on ruumis X koonduv. Téhistame jada x piirvaartust ruumis £. Niiiid
moodustame uue jada y = (yx) := (zx — &). On lihtne néha, et jada y € co(X).
Lause 1.8 pohjal leidub jada y osajada z <y nii, et z € £,(X). Moodustame jada
w = (wg) := (2 + £). Nii saadud jada w on esialgse jada z osajada.

Néitame niitid, et hulk {wy, | k£ € N} on suhteliselt (p, r)-kompaktne.

Moodustame uue jada v = (v;) C X jargmiselt:

2, kui k = 1,
Vg = X
QZ(k_l), kui £ > 1.

Sellest, et jada z € £,(X), jareldub, et ka jada v € £,(X). Tahame toestada, et

iga k € N korral
wy, € {Zawl | (a;) € Bgr} )

=1

On lihtne néha, et iga k € N korral wy, = 2z, + £ = %Uk+1 + %vl.
Defineerime arvjada a = (q;) jargmiselt

5, kuil=1,
a; = %, kuil=k+1,
0 muidu.

On lihtne kontrollida, et a € By, ja et iga k € N korral wy, = Z?; awj.
Seega oleme ndidanud, et hulk {wy | & € N} on suhteliselt (p,r)-kompaktne.
O
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7 Struktuuride vored

Kaéesolevas peatiikis naitame, et operaatorideaalid ning genereerivate hulkade
siisteemid ja genereerivate jadade slisteemid moodustavad voored.

7.1 Operaatorideaalide vore

Siin alapunktis néitame, et klass OI on vore.
Lause 7.1. Olgu A, B operaatorideaalid. Siis AN B on operaatorideaal.

Toestus. On selge, et AN B C L. Olgu antud Banachi ruumid X,Y. Operaa-
torideaalide A ja B iihiosa .4 N B defineeritakse komponentide kaudu jérgmiselt:
(ANB)(X,Y) = AX,Y)NB(X,Y). Naitame, et AN B on operaatorideaal.

1) Olgu antud operaatorid R,S € (AN B)(X,Y). See téhendab, et R, S €
A(X,Y) ja R, S € B(X,Y). Kuna A ja B on operaatorideaalid, siis jareldub siit,
etaR+S € AX,Y)jaaR+ S € B(X,Y),ehk aR+ S € AX,Y)NB(X,Y),
mida oligi tarvis naidata.

2) Kuna iga pideva lineaarse 16plikumootmelise operaatori T € £(X,Y") korral
kehtib T € A(X,Y) jaT € B(X,Y), siiska T € A(X,Y)NB(X,Y).

3) Olgu antud Banachi ruumid X, Y, Z, W ning operaatorid R € L(X,Y), S €
AY, Z2)NB(Y,Z), T € L(Z,W). Siis ka TSR € A(X,Y) ning TSR € B(X,Y),
ehk TSR € A(X,Y)NB(X,Y). O

Lause 7.2. Olgu A, B operaatorideaalid. Siis A+ B on operaatorideaal.

Toestus. Olgu X, Y Banachi ruumid. Operaatorideaalide summa A+B defineerime
komponentide kaudu jargmiselt: (A4 B)(X,Y) := A(X,Y) + B(X,Y). On ilmne,
et A+ B C L, kuna kahe tokestatud operaatori summa on tokestatud. Néitame,
et operaatorite klass (A + B)(X,Y) moodustab operaatorideaali.

1) Olgu antud Banachi ruumid X, Y ning operaatorid (R+ S) ja (T +V) €
AX,Y)+B(X,Y), kus R, T € A(X,Y)ja S,V € B(X,Y). Niitame, et ka operaa-
tor a(R+S)+(T+V) € A(X,Y)+B(X,Y). See on nii, sest operaatorite liitmine
on kommutatiivne ja assotsiatiivne: a( R+ S)+(T'+V) = (aR+T)+ (aS+V) €
AX,Y)+ B(X,Y).

2) Olgu X,Y Banachi ruumid ja T € F(X,Y) pidev lineaarne 16plikumoot-
meline operaator. Avaldame T = T + 0, kus 0 téhistab 0-operaatorit. Niitiid
T e A(X,Y)ja0e B(X,Y), sest molemad on pidevad lineaarsed 16plikumootme-
lised operaatorid. Jarelikult kehtib, et T € A(X,Y) + B(X,Y).

3) Olgu X, Y, Z, W Banachi ruumid ja operaatorid R € L(X,Y), S1 + Ss €
AY,Z)+B(Y,2), T € L(Z,W),kus S; € A(Y,Z) ja S2 € B(Y, Z). Tuleb néidata,
et T(S1 + S2)R € A(X,W) + B(X,W). See on nii, sest operaatorite liitmine ja

51



jarjest rakendamine on seotud distributiivsuse seadusega: T'(S; 4+ S2)R =T S1R +
TSsR € A(X, W)+ B(X,W).
O

Lause 7.3. Olgu A, B operaatorideaalid. Siis ANB=ANB ja AVB=A+B.

Téestus. 1) On selge, et kehtivad seosed AN B < A ja AN B < B. Niitame, et
operaatorideaal A N B on operaatorideaalide A ja B alumine raja. Olgu C selline
operaatorideaal, et C < A ja C < B. Néitame, et siis C < AN B.

Olgu antud Banachi ruumid X,Y. Eelduse pohjal C(X,Y) C A(X,Y) ning
C(X,Y) C B(X,Y). Siit jareldub, et C(X,Y) C A(X,Y)NB(X,Y).

2) Niitame, et A, B < A+ B. Olgu antud Banachi ruumid X, Y. Sisalduvus
A(X,Y) C (A+ B)(X,Y) kehtib, sest 0 € B(X,Y'). Analoogiliselt naidatakse, et
ka B(X,Y)C (A+ B)(X,Y).

Toestame, et operaatorideaal A+ B on operaatorideaalide A ja B iilemine raja.

Valime vabalt operaatorideaali C nii, et A < C, B < C. Néitame, et siis ka A +
B < C. Olgu X, Y Banachi ruumid. Valime vabalt operaatorid R+ .S € A(X,Y) +
B(X,Y), kus R € AX,Y), S € B(X,Y). Eelduse kohaselt R € A(X,Y) C
C(X,Y)ja S € B(X,Y) C C(X,Y), seega operaatorideaali omaduse 1) tottu ka
R+ S € C(X,Y), mida oligi tarvis toestada. O

7.2 Genereerivate hulkade siisteemide vore

Siin alapunktis uurime genereerivate hulkade siisteemide voret.

Lause 7.4. Olgu G, H genereerivate hulkade siisteemid. Siis G N H on ka gene-
reerivate hulkade siisteem.

Toestus. Olgu X Banachi ruum. Genereerivate hulkade siisteemide G ja H iihisosa
G NH defineerime komponentide kaudu jargmiselt: (GNH)(X) := G(X)NH(X).
Niitame, et komponendid rahuldavad noutud tingimusi.

On selge, et hulkade siisteemi G N H hulgad on tokestatud.

1) Kuna iga ruumi X tokestatud 16plikum6otmeline hulk alamhulk kuulub
komponentidesse G(X) ja H(X), siis kuulub ta ka nende iihisossa.

2) Hulgad G, H kuuluvad komponentidesse G(X) ja H(X). Siis kuulub ka hulk
aG + H komponenti G(X) N H(X).

3) Kehtib ténu sellele, et komponendid G(X) ja H(X) on moélemad kinnised
osahulkade votmise suhtes.

4) Olgu antud hulk G € G(X) NH(X). Ilmselt siis ka T(G) € G(X) N H(X).

O
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Lause 7.5. Olgu antud genereerivate hulkade sisteemid G ja H. Sis hulkade
stisteem Subsets(G + H), mille komponent iga banachi ruumi X korral antakse
kujul (Subsets(G + H))(X) = {K | K C G+ H, kus G € G(X),H € H(X)}, on
genereeriwate hulkade stisteem.

Toestus. Iga hulk K € Subsets(G + H) on tokestatud, sest tokestatud hulkade
summa on tokestatud. Naitame, et genereerivate hulkade siisteemiks olemise tin-
gimused on taidetud.

1) Olgu K C X tokestatud loplikumootmeline hulk. Siis K € G(X). Hulk
{0} on samuti tokestatud ja 1oplikumootmeline, seega kehtib {0} € H(X). Kuna
K = K + {0}, siis K € Subsets(G + H)(X).

2) Olgu antud arv o € K ja hulgad K, Ky € Subsets(G 4+ H)(X). Siis molema
k € {1,2} korral K C Gy + Hy, kus Gy, € G(X), Hy € H(X). Niilid saame, et
aKi+ Ky C (aGy +aHy) + (Go+ Hy) = (aGy + Gs) + (aHy + Hy). Kuna G ja H
on genereerivate hulkade siisteemid, siis aG; + G2 € G(X) ja aH; + Hy € H(X)
ja oleme néidanud, et oK + Ky € Subsets(G + H)(X).

3) Omadus jéreldub vahetult definitsioonist.

4) Olgu antud hulk K € G + H, kus G € G(X) ja H € H(X) ning pidev
lineaarne operaator 7' € L(X,Y). Niid T'(K) ¢ T(G+ H) = T(G) + T(H).
Kuna 7T on pidev lineaarne operaator, siis T(G) € G(Y) ja T'(H) € H(Y). Oleme
toestanud, et T'(K) € Subsets(G + H)(Y). O

Lause 7.6. Olgu G, H genereerivate hulkade sisteemid. Siis GAH = GNH ja
G V H = Subsets(G + H).

Toestus. 1) On selge, et kehtivad vorratused G N H < G ja G N H < H. Teiselt
poolt, kui genereerivate hulkade siisteem J on siisteemidest G ja H vaiksem, siis
kehtib ka J < G N H.

2) Néitame, et G € Subsets(G + H). Olgu antud hulk G € G(X). Niitid G =
G + {0}, kusjuures {0} € H(X), sest tegemist on tokestatud l6plikumodtmelise
hulgaga. Seega G € Subsets(G + H) ja oleme néidanud, et G < Subsets(G + H).
Analoogiliselt saab néidata, et H < Subsets(G + H).

Néitame, et kui J on genereerivate hulkade siisteem, mille korral G < J ja
H < J, siis ka Subsets(G + H) < J. Olgu K C G+ H, kus G € G(X) C J(X) ja
H € H(X) C J(X). Niilid genereerivate hulkade siisteemide tingimuste pohjal ka
K € J(X), mida oligi tarvis niidata. O

7.3 Genereerivate jadade siisteemide vore

Siin alapunktis uurime genereerivate jadade siisteemide ekvivalentsiklasside vo-
ret.
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Lause 7.7. Olgu g, h genereerivate jadade siisteemid. Siis g Nh on samuti gene-
reerivate jadade ststeem.

Téestus. Olgu antud Banachi ruum X ja jada x € (g N h)(X). Siis jada x on
tokestatud, kuna z € g(X).

1) Olgu = = (zx) C G € F(X) suvaline. Néitame, et siis leidub jada x osajada,
mis kuulub komponenti (g Nh)(X).

Kuna z = (z3) C G € F(X) ja g on genereerivate jadade siisteem, siis leidub
osajada y = (Tg)rek,cn nil, et y € g(X). Seega jada y on tokestatud ja 16pli-
kumootmelise hulga G elementidest moodustatud jada. Kuna h on genereerivate
jadade siisteem, siis leidub osajada z <y nii, et z € h(X). Et g on genereerivate
jadade siisteem ja z on y osajada, siis z € g(X). Seega olemegi ndidanud, et leidub
jada z osajada z € (gNh)(X).

2) Vaja on niidata, et (g Nh)(X) on ruumi X tokestatud jadade ruumi m(X)
lineaarne alamruum. See tuleneb vahetult sellest, et g(X) ja h(X) on ruumi m(X)
lineaarsed alamruumid.

3) Olgu antud jada = € (g N h)(X) ja osajada y <z. Kuna = € g(X), siis
y € g(X); analoogiliselt, kuna x € h(X), siis y € h(X). Seega ka y € (gNh)(X).

4) Valime vabalt x = (z5) € (gNh)(X) ja T € L£(X,Y). Niiiid, kuna g ja
h on genereerivate jadade siisteemid, siis omaduse 4 kohaselt (T'z;) € g(Y) ja
(Txy) € h(Y) ehk (Tz) € (gNh)(Y). O

Lause 7.8. Olgu g ja h genereerivate jadade siisteemid. Siis g + h on samuti
genereerivate jadade sisteem.

Toestus. Vaatleme jada z =y + 2z € (g+h)(X), kus y € g(X) ja z € h(X). Jada
x on tokestatud, sest ta on kahe tokestatud jada summa.

1) Olgu = = () C G € F(X). Néitame, et leidub jada x osajada, mis kuulub
stisteemi (g + h)(X). Kuna g on genereerivate jadade siisteem, siis leidub osajada
y <z nii, et y € g(X). Teiselt poolt aga ainult nullidest koosnev jada (0) € h(X)
lause 5.7 pohjal. Seega voime kirjutada y = (yx +0) = (yx) + (0) € (g + h)(X).

2) Ilmselt on siisteem (g+h)(X) kinnine jadade liitmise ja arvuga korrutamise
suhtes.

3) Olgu z = (z4) € (g +h)(X), kus = y+ z ning y = (yx) € g(X) ja
z = (z) € h(X). Néitame, et = iga osajada kuulub samuti siisteemi (g + h)(X).
Selleks vaatame jada x suvalist osajada

r = (CUk:)kGKcN-

Nitid 2" = ¢ + 2/, kus ¥’ = (yp)rex € 8(X) ja 2’ = (z1)rex € h(X). Seega
2 € (g4 h)(X), mida oligi tarvis toestada.

4) Olgu antud jada x = (z) € (g+h)(X) jaT € L(X,Y), kusx = y + 2
ning y = (yx) € g(X) ja 2 = (2x) € h(X). Naitame, et (Txy) € (g+ h)(Y). Kuna
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(k) = (yr + 2), siis (Tay) = (T(ye + 2)) = (Tyx) + (T'2). Nitiid, kuna g ja
h on genereerivate hulkade siisteemid, siis (T'yx) € g(Y) ja (T'z;) € h(Y), ning
kokkuvottes (Txy) € (g + h)(Y). O

Erinevalt operaatorideaalidest ja genereerivate hulkade siisteemidest on meil
genereerivate jadade siisteemide korral jérjestusseos mitte genereerivate jadade
siisteemide, vaid ekvivalentsiklasside vahel. Seetottu saab vore omadusi vaadata
ainult ekvivalentsiklasside vahel.

Lause 7.9. Olgu g ja h genereerivate jadade sisteemid ning [g] ja [h] vastavad
ekvivalentsiklassid. Siis [g] A [h] = [g N h].

Téestus. Niitame, et valem [gNh] on korrektselt defineeritud, s.t. tulemus ei soltu
ekvivalentsiklasside g ja h esindajate valikust.

Olgu antud ekvivalentsed jadade siisteemid g; ~ g- ja h; ~ hy. Néitame, et
siis ka (g3 Nhy) ~ (g2 Nhy).

Néitame, et (g1 Nhy) < (g2 Nhy). Selleks valime vabalt jada = € (g1 Nhy)(X).
Vaja on néidata, et leidub jada x osajada, mis kuulub komponenti (go N hy)(X).

Et jadaz € (g1Nhy)(X), siis ka x € g;(X). Seega ekvivalentsuse g; ~ g, pohjal
leidub y < z nii, et y € go(X). Kunay <z € (g1 Nhy)(X), siis ka y € (g1 Nhy)(X)
ja seega ka y € h;(X). Ekvivalentsuse hy ~ hy tottu leidub z < y nii, et z € hy(X).
Kuna z <y € go(X), siis ka 2z € go(X). Seega kokkuvottes z € (goMhy)(X). Kuna
2z <1y ja y <z, siis me oleme ndidanud otsitava osajada z olemasolu.

Vahetades eelnevas loigus olnud toestuses dra g; ja go ning h; ja hy rollid,
saame, et (go Nhy) < (g1 Nhy). Kokkuvottes (g Nhy) ~ (g2 Nhy).

Niilid asume toestatava véaite néditamise juurde.

Néitame koigepealt, et [gNh] < [g], ehk gNh < g. Olgu antud = € (gNh)(X)
ja osajada y < z. Niiid ka y € (g Nh)(X) C g(X). Kuna y <y ja y € g(X), siis
olemegi niidanud, et g N h < g. Tépselt analoogiliselt naidatakse, et gNh < h.
Seega [g N h] on ekvivalentsiklasside [g] ja [h] alumine toke. Olgu antud mingi
ekvivalentsiklass [j] nii, et [j] < [g] ja [j] < [h]. Néitame, et siis [j] < [g N h], ehk
teisisonu, [g N h] on suurim element ekvivalentsiklasside [g] ja [h] alumiste tokete
hulgas.

Valime vabalt jada x € j(X) ja osajada y < z. Vaja on néidata, et leidub jada y
osajada, mis kuulub komponenti (gNh)(X). Niitid, kuna j < g, siis leidub osajada
z € ynii, et z € g(X). Et 2 <y, siis z € j(X). Niiiid, kuna j < h, siis leidub w < z,
siis w € h(X). Et w<z € g(X), siis w € (g Nh)(X). Seega w sobibki otsitavaks
osajadaks. O]

Lause 7.10. Olgu g ja h genereerivate jadade siisteemid ning [g] ja [h] vastavad
ekvivalentsiklassid. Siis [g] V [h] = [g + h].
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Toestus. Naitame, et valem [g + h] on korrektselt defineeritud, s.t. ei soltu esin-
dajate valikust. Olgu g; ~ g- ja hy ~ hy. Toestame, et siis ka gy + h; ~ g5 + hs.
Uurime koigepealt, kas g1 + h; < go + hs.

Olgu antud jada = = (z) € (g1+h1)(X), kusx = y+2,y € g1(X), z € hy(X).
Vaja on niidata, et leidub x osajada, mis kuulub komponenti (gs + ha)(X).

Et g, ~ go, siis leidub y osajada

Y = (Un)ker,cn € 82(X).

Niitid kuna h; ~ hy, siis jada 2’ = (2x)rek, € hi(X) sisaldab osajada

2" = (k) kerack, € ha(X).

Niiiid ka 4" = (yk)rek, € 82(X). Defineerime jada

v = (Tp)kers = Wk + 2k )ver, =Y + 2" € (g2 + ho)(X).

Olemegi ndidanud, et jada = € (g, + h;)(X) sisaldab osajada z” € (g2 + hy)(X).

Vahetades eelnenud toestuse osas dra g; ja go ning h; ja hy rollid, saame
analoogiliselt, et gz + hy < g; + h; ning kokkuvottes g, + hy ~ gy + hs.

Néitame niitid, et g < g + h. Olgu jada = € g(X) suvaline. Néditame, et jada
x sisaldab osajada, mis kuulub komponenti (g + h)(X). Kuna jada z = () saab
timber kirjutada kujul (zj) = (x; + 0), siis kehtib € (g + h)(X) ja otsitavaks
osajadaks saab votta jada = enda.

Analoogiliselt toestatakse, et h < g + h.

Jaab veel nédidata, et genereerivate jadade siisteem g + h on siisteemide g ja h
vihim iilemine toke. Olgu j selline geneerivate jadade siisteem, et g < j ja h < j.
Naitame, et siis g + h < j.

Olgu x = (z1) € (g + h)(X). Siis jada x avaldub kujul z = y + 2z, kus y =
(yx) € g(X) ja z = (2) € h(X). Néitame, et siis leidub jada z osajada, mis kuulub
komponenti j(X).

Kuna g < j, siis leidub jada y osajada

Y = (U )ker cn € §(X).

Niiiid jada
Z/ = (Zk)kelﬁ € h(X)a

seega jada 2z’ sisaldab osajada
Z” — (Zk>k€K2CK1 € j(X)

Niid ka ¢ = (yr)ker, € j(X). Et j on genereerivate jadade siisteem, siis jada
2 =y’ + 2" € j(X). Jada 2" ongi otsitav osajada. O
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Operator Ideals and Generating Systems of Sets and
Sequences

Master Thesis

Rauni Lillemets
Summary

This master thesis aims to study the notions of operator ideals, generating
systems of sets and generating systems of sequences and connections between them.

The master thesis consists of seven chapters.

In the first chapter the necessary notions and general lemmas are introduced.

In the second chapter the definition and historical background of the notion of
relatively (p,r)-compact sets are given, where 1 < p < 00,1 < r < p* and p* is
the conjugate index of p. It is shown that the relatively (oo, 1)-compact sets are
exactly the relatively compact sets.

In the third chapter we look at the notion of an operator ideal. Let the class
of all operator ideals be denoted by OI. An operator is said to be (p, r)-compact if
it maps every bounded set to a relatively (p,r)-compact set. We denote the class
of all (p,r)-compact operators by K, ,) and show that K¢, ,) € OL

The fourth chapter starts with the notion of generating system of sets that was
introduced in [12] by I. Stephani in 1980s. This notion is of importance because
it gives a possibility to generate a new operator ideal from two given generating
systems of sets. We denote the class of all generating systems of sets by GHS and
define a partial order on GHS. Let the class of all relatively (p,r)-compact sets
be denoted by K, ,y. The class K, 1) coincides with the class K of the relatively
compact sets.

The fifth chapter is devoted to the notion of generating system of sequences
that was also introduced in [12] by Stephani. Let the class of all generating systems
of sequences be denoted by GJS. Stephani showed that from a given generating
system of sequences it is possible to generate a new generating system of sets. Let
g € GJS. We denote the system of sets generated from g by g . Denote the system
of convergent sequences by c. It is easily obtained that ¢ = K.

We define a system G € GHS to be generatable if there exists a system g €
GJS such that g = G. We ask the question: is the system K, generatable?
More generally, given a system G € GHS, how to decide whether this system is
generatable?

We start the sixth chapter by introducing a pre-order on the class GJS. With
the help of this pre-order, we define an equivalence relation ~ on GJS and find

o7



the corresponding quotient class GJS/.. On this class we now introduce a partial
order. We then define operations — and < between the classes GJS/. and GHS.
We show that these operations (—, <) form a Galois connection. Using the Galois
connection we give a criterion that allows to decide whether a given generating
system of sets is generatable. We also give an answer to the question whether the
system of sets K, is generatable.

In the seventh chapter we show that the classes of operator ideals and genera-
ting systems of sets and sequences are all examples of lattices.

o8



Kirjandus

[1] K. Ain, R. Lillemets, E. Oja, Compact operators which are defined by {,-spaces,
Quaest. Math. 35 (2012), 145-149.

[2] J. Bourgain, O. Reinov, On the approzimation properties for the space H® ,
Math. Nachr. 122 (1985) 19-27.

[3] B. A. Davey, H. A. Priestley, Introduction to Lattices and Order, Second Edi-
tion, Cambridge University Press, Cambridge, 2002.

[4] A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, Mem.
Amer. Math. Soc. 16 (1955).

[5] P. Habala, P. Hajek, V. Zizler, Introduction to Banach Spaces I, Charles Uni-
versity, Prague, 1996.

[6] M. Kilp, Algebra I, Eesti Matemaatika Selts, Tartu, 2005.

[7] J. Lindenstrauss, L. Tzafriri, Classical Banach Spaces 1. Sequence Spaces,
Springer, Berlin—Heidelberg, 1977.

[8] E. Oja, P. Oja, Funktsionaalanaliiiis, Tartu Ulikool, Tartu, 1991.
[9] A. Pietsch, Operator Ideals, North-Holland, Amsterdam, 1980.

[10] O. Reinov, A survey of some results in connection with Grothendieck approxi-
mation property, Math. Nachr. 119 (1984) 257-264.

[11] D. P. Sinha, A. K. Karn, Compact operators whose adjoints factor through
subspaces of 1, , Studia Math. 150 (2002) 17-33

[12] 1. Stephani, Generating systems of sets and quotients of surjective operator
ideals, Math. Nachr. 99 (1980) 13-27

[13] M. Ounap, Kompaktsed operaatorid Banachi ruumides, bakalaureusetéo, Tar-
tu Ulikool, 2007.

99



Lihtlitsents loputoo reprodutseerimiseks ja loputoo iildsu-
sele kittesaadavaks tegemiseks

Mina, Rauni Lillemets,
(stinnikuupéev 14.09.1988)

1. annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) enda loodud teose
“Operaatorideaalid ning genereerivate hulkade ja genereerivate jadade siisteemid”,

mille juhendaja on Eve Oja,

1.1 reprodutseerimiseks sailitamise ja lildsusele kattesaadavaks tegemise eesmargil,
sealhulgas digitaalarhiivi DSpace-is lisamise eesmargil kuni autoriciguse kehtivuse
tahtaja loppemiseni;

1.2 iildsusele kiittesaadavaks tegemiseks Tartu Ulikooli veebikeskkonna kaudu, seal-
hulgas digitaalarhiivi DSpace’i kaudu kuni autoridiguse kehtivuse téhtaja loppe-
miseni.

2. olen teadlik, et punktis 1 nimetatud oigused jaavad alles ka autorile.

3. kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei rikuta teiste isikute intellektuaalomandi
ega isikuandmete kaitse seadusest tulenevaid 6igusi.

Tartus, 03.06.2013



