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Sissejuhatus

Kaesoleva bakalaureuset6o valdkond on algebra. Valdavalt tutvustatakse maisteid
poolriithmateooriast, aga ka elemente riihmateooriast. Bakalaureuset66 on referatiivne.
T66 pdhineb P. A. Grillet” monograafial [G]. Lisaks kasutatakse M. Kilbi algebra
Spikuid [K1] ja [K2] ning J. Howie raamatut [H]. Eeldatakse, et lugejale on selged
hulgateooria pShimdisted ja lausearvutus.

To606 koosneb kolmest osast. Esimeses osas tuletatakse meelde algebra pdhikursusest
teada olevad maisted ning esitatakse ka piisavalt teooriaelemente nii poolriihma- kui
ka rithmateooriast, sealjuures tdestatakse olulised abitulemused, mida kasutatakse t66
teises ja kolmandas osas.

Teises osas tapsustatakse poolriihmade jaguvuse ja pdimikkorrutise mdisted ja tdesta-
takse m&ned nendega seonduvad omadused.

Kolmas osa on piihendatud kiesoleva t66 pdhiteoreemiga seonduvatele abitulemustele
ja pdhiteoreemile, milleks on jargmine viide.

Teoreem (Krohn-Rhodes). Iga I6plik poolriihm S jagab I6plikku p&imikkorrutist, mis
on saadud lihtsatest rilhmadest, mis jagavad poolriihma S véi parempoolse korrutami-
sega kahe-elemendilistest poolriihmadest, millel on viéliselt lisatud iihikelement.

1965. aastal avaldasid Kenneth Krohn ja John Rhodes artikli [KRA], milles on testa-
tud véide 16plike poolriihmade ehituse kohta. Krohn'i ja Rhodes'i iihist66 tulemusena
sai alguse distsipliin, mida tanapdeval tuntakse kui Krohn-Rhodes'i teooriat, sealjuures
kdesolevas t60s esitatud teoreem on Krohn-Rhodes'i teooria alustalaks, millele muu-
hulgas leidub rakendus manguteoorias (vt [KRT]).

Bakalaureusetoos reprodutseeritud Krohn-Rhodes'i teoreemi tdestus jargib Grillet’
monograafias [G] esitatud tdestust. Osutub, et iihe olulise vditega seonduv tdestus
on raamatus [G] poolik tdnu millele pole vdimalik Krohn-Rhodes'i teoreemi Grillet’
monograafia pdhjal taielikult dra tdestada.



Pohimoisted

Poolriihmaks nimetatakse paari (.S,-) =: S, kus S on mittetiihi hulk ja on defineeri-
tud kahekohaline algebraline tehe

1 Sx S — S (a,b) —a-b,
mis on assotsiatiivne st iga a, b, c € S korral
a-(b-c)=1(a-b)-c.

Sellist tehet nimetatakse korrutamiseks ning iga a,b € S korral kirjutatakse harilikult
a-b=: ab. Elementi ab € S nimetatakse elementide a ja b korrutiseks.

Kui leidub element e € S nii, et mistahes 2 € S korral ez = xe = z, siis deldakse, et
e on poolriihma S iihikelement ja t3histatakse siimboliga 15 vai lihtsalt 1. Lihtne on
mdista, et poolriihma iihikelement, kui ta leidub, on tiheselt maaratud. Poolriihma, mis
sisaldab tihikelementi, nimetatakse monoidiks. Kui mingi monoidi elemendi s € S
korral leidub ¢t € S omadusega st = ts = 1, siis deldakse, et element s on p6ora-
tav, seejuures elementi t nimetatakse elemendi s péordelemendiks, mida harilikult
tihistatakse kirjutisega s~'. Monoidi, mille iga element on pddratav, nimetatakse
riihmaks.

Poolriithma (.S, -) alamhulka S” nimetatakse alampoolriihmaks, kui (S’,) on pool-
riihm. Alamhulk S” C S on alammonoid, kui (57, ) on monoid. Alamhulka G' C §
nimetatakse alamriihmaks, kui (G’,-) on rithm.

Lihtne on veenduda, et hulk S C S on alampoolriihm parajasti siis, kui .S’ on kinnine
korrutamise suhtes ehk
(Vz,y e ") (zy € §').

Oleme harjunud kujutuse f : A — B korral elemendi a € A kujutist t3histama
kirjutisega f(a). Edaspidi, kirjutame af := f(a) ning hulga A kujutist tdhistame



kirjutisega Af. Kui
f:A—=DB ja g:B—C

on kujutused, siis nende jarjestrakenduse ehk kompositsiooni korral fg: A — C' ja
a(fg) = (af)g.

Ehkki ildiselt poolriihmas ei ole iihikelementi, osutub tihti kasulikuks opereerida
monoidis, seega, kui S ei ole monoid, defineeritakse monoid S* nii, et

St=Su{1},

kus iga s € S korral s1 = 1s = s ja 11 = 1. Oeldakse, et monoid S on saadud
poolrithmast S valise iihikelemendi lisamisel.

Kui x € S ja k € N, siis kasutatakse t3histust

I‘kile’ R

\ .
k tegurit

k kl

On selge, et iga k,1 € N korral 25! = 2% . 2! ja (2F)! = 2
Olgu S poolriihm ja A, B C S mingid mittetiihjad hulgad. Kirjutisega AB peetakse
silmas hulka {ab : a € A,b € B}. Kui A on iiheelemendiline hulk {a}, siis hulka {a} B

tahistatakse aB. Analoogiliselt Ab = A {b}.

Mittetiihja hulka I C S nimetatakse vasakpoolseks ideaaliks poolriihmas S, kui
S1 C I, parempoolseks ideaaliks poolriihmas S, kui 1.5 C I. Hulk I on ideaal
poolriithmas S, kui SIS C I. Lihtne on veenduda, et I on ideaal poolriihmas S
parajasti siis, kui I on vasak- ja parempoolne ideaal poolriihmas S, kusjuures iga
a € S! korral S'a on vasakpoolne ideaal, aS' on parempoolne ideaal ja S'aS! on
ideaal poolrithmas S.

K&esolevas t6s tahistab S kdikjal poolriihma, kui just ei ole 6eldud teisiti.

1.1 Kongruentsid ja Greeni seosed

Definitsioon. Olgu A mingi mittetiihi hulk. Oeldakse, et seos p C A x A on
eeljdrjestus, kui p on refleksiivne ja transitiivne.

Kui p on eeljarjestus hulgal A, siis defineerides seose p nii, et iga a,b € A korral

apb <= apb ja bpa,



saame ekvivalentsiseose hulgal A. Edaspidi tdhistame ekvivalentsiseoseid suurte kirja-
tahtedega: &7, #,%€ jne.

Definitsioon. Olgu € C S x S ekvivalentsiseos. Oeldakse, et € on vasakpoolne
kongruents poolriihmal S, kui iga = € S korral

atb = vaCxdb (a,beS).

Analoogiliselt defineeritakse parempoolne kongruents poolriihmal S. Ekvivalentsiseost
% nimetatakse kongruentsiks poolriihmal S, kui % on vasak- ja parempoolne
kongruents poolriihmal S. Pole ka raske veenduda, et poolriihma S kongruentside
suvaline iihisosa on samuti kongruents poolriihmal S.

Definitsioon. Olgu elemendid a,b € S. Greeni eeljdrjestusteks poolrilhmal S
nimetatakse seoseid < o, <z, <, < s, mis on defineeritud

a<gb < JuecS:a=ub — S'a C S,

a<zb <<= FveS:a=b — aSt C bS*,

a<ypb <<= a<gb ja a<zb <= S'aC S'jaaS'CbS,
a< ;b <~ Ju,v e St:a=ubv < S'aS* C S'bSL.

Lahtuvalt Greeni eeljarjestustest, defineeritakse Greeni seosed poolriihmal S.

Definitsioon. Olgu elemendid a,b € S. Greeni seosteks poolriithmal S nimetatakse
seoseid £, #, 7, #, mis on defineeritud

alb < a<gb ja b<ga,
aZb <= a<zb ja b<gya,
ab < a<xb ja b<ya,
a/b<:>a§fb ja b<ya

Kuna eelnevad neli Greeni seost on siimmeetrilised eeljarjestused, siis nad on ekviva-
lentsiseosed. Tahistatakse esindajaga x € S _#-klassi siimboliga J,, seega J, C S ja
saame faktorhulga

S//:{szxGS}.

Analoogiliselt tahistatakse ekvivalentsiklasse ka teiste Greeni seoste puhul. Tuleb vilja,
et eeljarjestus < , indutseerib osalise jarjestuse hulgas S/j.

Lause 1.1.1. Olgu elemendid a,b € S. Siis seos < hulgas S/ 7 mis on defineeritud
J, < Jy <= a S/ b,
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on osaline jarjestusseos.

Tdestus. Kuna seos < , on eeljarjestus, siis seos < on refleksiivne ja transitiivne.
Kui J, < Jy ja Jy < J,, siis leiduvad u,v,t, w € S* sellised, et

a=ubv ja b=taw,
jarelikult kehtivad sisalduvused
StaSt C S'bS' ja S'BS' C Stast,

millest saame, et S'aS* = S'bS! ehk a_#b, seega J, = J;, mis tihendab, et seos <
on antisimmeetriline. m

Samuti, lihtne on veenduda, et lause 1.1.1 vditega analoogilised vaited kehtivad
faktorhulkades S/X,S/gg ja S/jf. Lepime kokku, hulgas S/f, ranget jarjestust
J, < J, mdista kui asjaolu, et J, < J, ja J, # J, st mistahes elementide a,b € S
korral

Jo < Jy = S'aS' C S'bS".

Kehtigu ka analoogilised kokkulepped faktorhulkades S/g,s/%, S/%. lImsed on
faktid, et .Z on parempoolne kongruents ja % on vasakpoolne kongruents poolriihmal
S. Greeni seoste peamine omadus on kirjeldatav jargmise tulemusega, mis on esitatud
monograafias [G] tulemusena 11.1.3.

Lemma 1.1.2 (Greeni lemma). Olgu a,b € S nii, et a.Zb ehk leiduvad u,v € S*
nii, et b = ua ja a = vb. Siis kujutused

fi:Ry,— Ry, x—ux ja g:R,— R,, y~— vy
on teineteise péordkujutused, mis siilitavad £ -klassid.

Toestus. Viite tdestuseks piisab ndidata, et fg ja gf on samasusteisendused.
Olgu x € R, suvaline. Et #Z on vasakpoolne kongruents, siis ur € R,, = Ry.
Analoogilise arutelu pdhjal, kuna y € Ry, siis vy € Ry, = R,. Leidub s € S! nii, et
T = as ning

z(fg) = (xf)g = (uxr)g = vur = vuas = vbs = as = x,

kusjuures markame, et x = v(ux) ehk = <y ux. Triviaalselt kehtib ur <y x, seega
kokku saame z.Zux. Analoogiliselt on p&hjendatav asjaolu, et y(gf) = y ning vy Ly.
Sellega oleme ndidanud, et f ja g on bijektsioonid, teineteise pdordkujutused ning
veendunud, et f ja g sdilitavad Z-klassid. =



Analoogiliselt saab veenduda Greeni lemma (lemma 1.1.2) nn "duaalse" viite digsuses.

Jareldus. Olgu a,b € S nii, et aZb ehk leiduvad u,v € S' omadusega b = au ja
a = bv. Siis kujutused

f:Ly— Ly, x+—au ja ¢g:Ly— Ly, yryv
on teineteise péérdkujutused, mis siilitavad % -klassid.

Kui p ja 7 on mingid seosed ja tahame valjendada, et apb ja brc, siis kirjutame apbrc.
Eraldi mainimist vaarib jargmine omadus.

Lemma 1.1.3. Greeni seos 5¢ on kongruents.

Toestus. Naitamaks, et .7 on kongruents, peame nditama, et .7 on vasak-
ja parempoolne kongruents poolriihmal S. Olgu z,y € S ja z¢y. Kuna Z on
vasakpoolne kongruents, siis iga u € S korral urZuy. Teisalt, lemma 1.1.2 pdhjal,
urLx Ly Ly, jarelikult urs#uy. Analoogiliselt on pdhjendatav, et iga u € S korral
ruyu. N

Kasulikuks osutub jargmine fakt.

Lause 1.1.4 ([G] I.3). Kui € on kongruents poolriihmal S, siis S/cg on poolriihm.

Toestus. Defineerime korrutamise * hulgal S/% esindajate kaudu st iga a,b € S
korral
Co % Cp = Cy.

N&itame, et tulemus ei sltu esindajate valikust. Olgu a@’z ja b€y, kus x,y € S. Kuna
¢ on kongruents, siis ab% xb% xy, millest transitiivsuse t&ttu ab@xy ehk Cy, = Cyy.
Olgu a,b,c € S, siis

(Ca * Ob) * Oc = Cab * C’c = C’(ab)c = C1a(bc) = Ca * (Cb * Cc)y
millega oleme ndidanud, et tehe * on assotsiatiivne. m

Definitsioon. Poolriihma S elementi 2 nimetatakse idempotendiks, kui 22 = z.
Poolriihma S idempotentide hulka tdhistatakse E(S).

Hulgal E(S) defineeritakse osaline jarjestusseos < nii, et iga e, f € E(S) korral
e<f <<= ey f < ef=fe=ce

(vt [G] 11.1.1). Olukorra e < f all maistame asjaolu, et ef = fe =e jae # f.



Lause 1.1.5 ([G] I.1.4). Olgu H poolriihma S 7 -klass, siis jargmised vaited on
samavaarsed.

(a) Leiduvad a,b € H nii, et ab € H.
(b) Hulgas H leidub idempotent.

(c) H on poolriihma S alamriihm.

Toestus. Kui H on alamriihm, siis Gihikelement 15 € H ja 15 on idempotent.
N&itame kdigepealt, et viitest (a) jareldub (b).

Olgu a,b € H ja ab € H, siis ab-Zb ja Greeni lemma p&hjal (vt lemma 1.1.2) kujutus
H,— H,, z— ax

on bijektsioon, kusjuures H, = H, = H,, = H, jarelikult aH = H. Niiid iga c € H
korral ac#Za. Olgu ¢ € H suvaline, siis Greeni lemma p&hjal Hc = H, millest jareldub,
et H C S on alampoolriihm.

Kuna Ha = H, siis leidub e € H nii, et a = ea, kusjuures ea = eea, seega ee = e.
Jarelikult iga x € H korral eex = ex ja xe = xee, millest jareldub, et ex = xe = z,
seega H on monoid iihikelemendiga e, millega oleme ndidanud, et kehtib vaide (b).

N&itame, et vaitest (b) jareldub (c). Olgu ¢ € H suvaline. Greeni lemma pdhjal
kujutused
H—H x—xc ja y—cy

on bijektsioonid, jarelikult leiduvad x,y € H nii, et xc = cy = e, kusjuures

r=zxe=2x(cy) = (zc)y = ey =y,

seega ¢ on podratav ja H on rihm. =

Poolrihma S alamriihm H C S on maksimaalne alamrithm, kui mistahes alam-
rihma G C S korral
HCG=— H=4G.

Lihtne on mdista, et kui G C S on alamriithm, siis iga f, g € G korral f.¢g. Lausest
1.1.5 jareldub, et on iiksiihene vastavus poolrithma S maksimaalsete alamriihmade
ja idempotenti sisaldavate .77-klasside vahel. Jarelikult poolriihma S maksimaalsed
alamriihmad on paarikaupa |dikumatud ning iga alamriihm G C S sisaldub tapselt
tihes maksimaalses alamriihmas (vt [G] II.1.5).

Lause 1.1.6 ([G] I1.1.2). Greeni seosed £ ja %# kommuteeruvad ehk iga a,b € S
korral
(Fz € 5) (aLxRb) <= (3y € S) (aZyLD).
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Toestus. Olgu a.ZxZb mingi x € S korral, siis leiduvad w,v,7,s € S* nii, et
a=ur, r=wva, x=0br ja b=uwzs.
Niiiid kehtivad asjaolud, et u(zs) = (uz)s = as ja
a =uxr = u(br) = u(xs)r = (uzxs)r,

millest saame, et aZuxs. Teisalt, et urs = ub ja b = xs = vas = v(uxs), siis

uzsZb ja kokku saame aZ(uxs)Lb.

Teisalt, kui leidub y € S omadusega aZy.Zb, siis lihtne on mdista, et see on
samavaarne olukorraga b.Zy%a ning oleme juba ndidanud, et leidub = € S omadusega
bZrLa. m

On olemas ka viies Greeni seos X% = #.% =: . \/dime lause 1.1.6 pdhjal defineerida
a2b <= (Jx € 9) (aLxRb) (a,beS).

Lihtne on maista, et tegemist on ekvivalentsiseosega. Kuna aga ei eksisteeri eeljarjestust
2 suhtes, siis hulk S/@ iildiselt ei ole osaliselt jarjestatud.

Definitsioon. Poolriihma S elementi a nimetatakse regulaarseks, kui leidub x € S
nii, et a = axa.
Lemma 1.1.7 ([G] 11.2.2). Olgu a € S, siis jargmised vdited on samavaarsed.

(a) Element a € S on regulaarne.

(b) Leidub idempotent klassis R,.

(c) Leidub idempotent klassis L.

Toestus. Olgu a € S ja leidugu x € S omadusega a = axa. Tahistame zax =: b,
siis aba = a ja bab = b. Kohe on selge, et ab € R, N Ly, kusjuures siis

abab = (aba)b = ab

ehk ab € R, on idempotent. Analoogiliselt ba € R, N L, ja ba € L, on idempotent.
Sellega oleme ndidanud, et vaitest (a) jarelduvad vaited (b) ja (c).

Kui leidub idempotent e € R,, siis leiduvad u,v € S' omadusega ¢ = au ja a = ev,
millest
a(ue)a = (au)ea = eea = ea = e(ev) = (ee)v = ev = a

11



ehk leidub = € S omadusega axa = a. Analoogiliselt, kui leidub idempotent f € L,,,
siis leidub y € S omadusega aya = a. Sellega oleme naidanud, et vaitest (b) jareldub
(a) ja vaitest (c) jareldub (a). m

1.2 Homomorfismid ja rithmad

K3esolevas paragrahvis olgu 7" poolriithm.

Definitsioon. Kujutust ¢ : S — T nimetatakse poolrithmade homomorfismiks,
kui iga s,s" € S korral

(85 )0 = (s9)(s).

Bijektiivset homomorfismi nimetatakse isomorfismiks. Poolriihmad S ja T on iso-
morfsed (S = T'), kui leidub isomorfism ¢ : S — T
Lause 1.2.1. Olgu ¢ : S — T homomortism. Siis hulk S C T on alampoolriihm.

Toestus. Piisab niidata, et hulk Sy on kinnine korrutamise suhtes. Kuna ¢ on
homomorfism, siis mistahes elementide s, s’ € S korral

s’ €8 ja (sp)(s'p) = (ss')p € Se.

Jarelikult S¢ on poolriithma T alampoolrihm. =

Kui S, T on monoidid, siis ¢ : S — T on monoidide homomorfism, kui ¢ on
poolriihmade homomorfism, mille korral 15 + 1.

Definitsioon. Olgu ¢ : S — T poolriihmade homomorfism, siis ¢ tuumaks nimeta-
takse seost kerp C S x S, mis on defineeritud jargmiselt:

xkerpy < xp=yp (x,y € 9).

Teame, et vdrdsusseos '=" on ekvivalentsiseos. Edaspidi, tahistame vdrdsusseost kui
hulka siimboliga &. Lihtne on veenduda, et kery on kongruents poolrithmal S,
kusjuures ¢ on injektiivne parajasti siis, kui ker p = &.

Kui p on seos mingil mittetiihjal hulgal A, siis vdime seda seost ahendada mistahes
alamhulgale B C A, tahistades p|p, kusjuures

pl:=pN(Bx B)={(bV) e BxB:bpl}.

Lihtne on veenduda asjaolus, et kui S’ C S on alampoolriihm ja ¢ : S — T on
poolriihmade homomorfism, siis ka ¢|g : S — T on poolriithmade homomorfism.

12



Lause 1.2.2 ([G] I1.3.5). Olgu T,U poolriihmad. Olgu ¢ : S — T siirjektiivne
homomorfism ja 1) : S — U homomorfism. Siis ker C kert) parajasti siis, kui leidub
iiheselt maaratud homomorfism £ : T — U nii, et ¢ = @& (6eldakse ka, et 1) on
p-kordne).

X
S 0 > U
Toestus. Leidugu homomorfism & : T — U nii, et ¢» = €. Siis iga z,y € S
korral

wkerpy = 1o = yp = x = (29)¢ = (yp)& = Y,
jarelikult  ker 1y, seega kerp C kera.

Olgu niiid ker o C kert). Kuna ¢ on siirjektiivne, siis iga t € T korral leidub s € S
nii, et t = sw. Defineerime kujutuse

E:T = U, spr— s,

Kui leiduvad s', s” € S nii, et elemendile ¢t € T' seatakse vastavusse s'1) ja s, siis
eelduse kerp C ker) tottu

/ " / " / 1
t=sp=s5"@o= s kerps" = s keris”,

jarelikult s1p = s”"1), millega oleme ndidanud, et kujutus & on korrektselt defineeritud.

Olgu zp,yp € T. Kuna ¢ ja v on homomorfismid, siis

(xp)(yp))§ = (zy)p§ = (vy) = (2)(yy) = ()€ (yp)E,

seega & on homomorfism. Kui & : T — U nii, et ¢ = &’ ja xp € T, siis
(zp)€ = atp = (zp)¢,

seegal{=¢. m
Toome sisse ka mdned mdisted rithmateooriast.

Olgu G, H riihmad, siis ¢ : G — H on riihmade homomorfism, kui o on monoidide
homomorfism.

Definitsioon. Olgu G riihm ja H C G alamriihm. Oeldakse, et H on normaalne
alamriihm (H < G) riihmas G, kui iga g € G korral gH = Hg. Tahistatakse H <G,
kui H C G on normaalne périsalamriihm.

Lihtne on mdista, et 1 ja G on riihma GG normaalsed alamriihmad, neile viidatakse kui
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triviaalsetele normaalsetele alamriihmadele. Oeldakse, et riihm G on lihtne, kui ta ei
sisalda mittetriviaalseid normaalseid alamriihmi.

Opikus [K1] niidatakse, et saadakse klassijaotus riilhma normaalse alamriihma abil
jargmiselt:
G/H ={gH : g € G},

kusjuures hulk G/H on rithm korrutamise suhtes, mis on defineeritud esindajate kaudu
ehk mistahes f, g € G korral

(fH)(gH) := (f9)H.

Lemma 1.2.3 ([K1] VI.1.10). Olgu G riihm ja H C G alamriihm. Siis iga f,g € G
korral
fH=gH < g 'feH.

Jargnev 16ik pdhineb dpikul [K2].
Kui riihmal G leidub konstruktsioon

1=Gy<G1<...<9G,_1 <G =G (k e N),

siis 6eldakse, et see on riihma G normaaljada. Maksimaalse pikkusega normaal-
jada nimetatakse riihma G kompositsioonijadaks. Teada on, et igal 1plikul riih-
mal eksisteerib kompositsioonijada. Naidatakse, et kompositsioonijadas iga riihm
Gj/Gj_l,j =1,...,k, ehk kompositsioonijada faktor, on lihtne rithm.
Grillet’ monograafia [G] p&hjal osutub oluliseks madisteks ka jargmine.

Definitsioon. Rilhm G on riithma N laiendrithm riihma @ abil, kui N QG ja
Q=G
1.3 Rees’i kongruents ja otsekorrutised
Olgu I C S ideaal poolriihmas S. Defineeritakse seos . C S x S jargmiselt:
aZb <= (a=b Vvdi a,bel) (a,be ).

Naidatakse, et tegemist on kongruentsiga poolriihmal S (vt [G] I.4.6), mida nimetatakse
ideaali I C S poolt tekitatud Rees’i kongruentsiks, kusjuures poolriihm S/] =

S/gz samastatakse hulgaga (S'\ /) U{0} ning defineeritakse korrutamine * jargmiselt:

S\ 1
x*y={xy’ w € 5 (v,y € S\ ).

0, axyel
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Saadud poolriihma nimetatakse ideaali I Rees'i faktorpoolriihmaks.

Olgu @ nulliga poolriihm nii, et Q NS = (). Poolriithma S Cliffordi laiendiks nulliga
poolriihma @ abil nimetame poolriihma F, mille korral S C E on ideaal ja Q) = E/S
(vt [G] 111.1). Kui kontekstist on nulliga poolriihma @ roll iiheselt m&istetav, siis iitleme
lihidalt, et £ on poolrithma S Cliffordi laiend.

Homomorfismi n : S — S, mille korral 7 on idempotentne teisendus ehk 7> = 7,
nimetatakse retraktsiooniks.

Standardne tulemus algebras on poolriihmade homomorfismiteoreem, millega analoo-
giline rihmateoreetiline viide on esitatud dpikus [K2] (vt 11.1.2).

Teoreem. Olgu ¢ : S — T poolriihmade homomorfism. Siis leidub injektiivne
poolriihmade homomorfism 1) : S/kergo — T nii, et p =Y, kus: S — S/kergp
on loomulik projektsioon.

Lause 1.3.1 ([G] I1I.1.8). Olgu E poolriihma S Cliffordi laiend. Kui leidub retraktsioon
n poolriihmal E, mille korral En = S, siis leidub kongruents € poolriihmal E, mille
korral €|s = & ja Erp = 5.

Toestus. Olgu n : E — FE retraktsioon, mille korral En = S. Paneme t3hele, et
kern|s = &. Triviaalselt kehtib & C kern|s. Teisalt, olgu s,t € S, mille korral skernt
ehk sy = tn. Kuna En = S, siis leiduvad u,v € S nii, et un = s ja vy =t. Et n on
idempotent, siis

§=un=sn=tn=uwvn==t,

seega kermn|s = &. Homomorfismiteoreemi p&hjal E/kern ~Fn=2S5. =m

Olgu A mingi hulk ja (S,)aca poolrihmad. Poolriihmade S, otsekorrutiseks nime-
tatakse poolriihma

P = HSO‘ = {(Sa)aca : @ € A, s4 € Su},

a€cA

kus korrutamine on defineeeritud komponenthaaval ehk
(Sa)aca(ta)aca = (Sata)aca (Sasta € Sa,a € A).
Osutub, et selline korrutamine on ainus selline, et iga o € A korral projektsioonid
To: P — Say (Ta)aca — Ta

on homomorfismid. Poolriihmade S,,a € A alamotsekorrutiseks nimetatakse
alampoolriihma 7' C P nii, et iga € A korral T'w, = S,. Mistahes poolriihma kohta,
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mis on isomorfne mingi sellise alampoolriihmaga T, deldakse, et see on poolriihma P
alamotsekorrutis.

Olgu T C P alamotsekorrutis ja po : T — S,,a € A homomorfismid. Oeldakse,
et homomorfismide kogum p,,« € A eraldab poolriihma T elemendid, kui kehtib
implikatsioon

(Va € A) (2pa = ypa) = = = y. (1)

Lause 1.3.2 ([G] 111.3.1). Jargmised véited on samaviarsed.
(a) S on poolriihmade S,,,a € A alamotsekorrutis.

(b) Leidub siirjektiivsete homomorfismide kogum S — S,,a € A, mis eraldab
poolriihma S elemendid.

Toestus. Lihtne on maista, et vaide (b) on piisav viite (a) kehtivuseks.

Kehtigu vaide (a). Tahistagu P poolrihmade S, € A otsekorrutist. Leidub alam-
poolrihm T C P nii, et S = T ja iga a € A korral Tn, = S,. Samastame
poolriihmad S ja T ning iga o € A korral ahendame projektsiooni 7,|s =: pq, siis on
selge, et tegemist on siirjektiivse homomorfismiga. Naitame, et kehtib implikatsioon
(1). Olgu z,y € S nii, et iga « € A korral zp, = yp,, siis elementide z, y vastavad
komponendid on vordsed, jarelikult x =y. =

Lause 1.3.3 ([G] lll.3.2). Olgu 6., € A kongruentsid poolriihmal S ja ¢ =
(Naca Ga kongruents poolriihmal S. Siis poolriihm S/cg on poolriihmade S/cga, a€c€ A
alamotsekorrutis.

Toestus. Olgu kujutused
7T:S—>S/<g ja WQ:S%S/cga,ozeA

loomulikud projektsioonid. Kuna iga a € A korral € C %, siis iga « korral leidub
tiheselt maaratud homomorfism o, : S/cg — S/cg nii, et m, = mo, (vt lause 1.2.2).
Lihtne on mdista, et iga € A korral kujutus o, onasijrjektiivne homomorfism. Paneme
tahele, et homomorfismide kogum o,,a € A eraldab poolriihma S/cg elemendid.
T&epoolest, olgu [a], [b] € S/cg sellised, et iga a € A korral [a]o, = [b]o,. Kuna iga
a € S korral am = [al, siis

(Va € A) ((am)o, = (bm)oy,) .

Seega iga a € A korral am, = br, ehk a%,b, seega a%b ja [a] = [b]. Lause 1.3.2
pdhjal poolriihm S/cg on poolriihmade S/cga, a € A alamotsekorrutis. m
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1.4 Loplikud poolrithmad

K3esolevas paragrahvis olgu S 16plik poolriihm.

Definitsioon. Poolriihma T nimetatakse monogeenseks, kui leidub x € T nii, et
T = {a™ : n € N}. Sel juhul elementi x nimetatakse poolrihma 7" moodustajaks.
Kui « on poolrithma 7" moodustaja, siis tahistatakse T = (z).

Lihtne on mdista, et poolriihma T mistahes elemendi poolt moodustatud alamhulk on
alampoolriithm.

Lause 1.4.1. Iga elemendi x € S korral leidub m € N nii, et ™ on idempotent.

Toestus. Fikseerime vabalt z € S ning vaatleme hulka
{a:2t :tENU{O}} cs.

Kuna S on I8plik, siis leiduvad r,s € NU {0} nii, et 22" = 2*" ja r # s. Olgu iildisust
kitsendamata » > s ehk r = s + u, kus v € N. Tahistame z := 2%, siis z = 22".
Paneme tahele, et

U __ 2 u__ U U __ u__ u__
(22 1) o R A v Lo e LS

ehk z2“~! on idempotent. ®

Lemma 1.4.2 ([G] V.1.1). Mistahes elementide x € S ja u,v € S* korral kehtib
implikatsioon
urv v = uxLrHxv.

Toestus. Olgu w,z € S' omadusega w(urv)z = z. Kui mingi n € N korral
(wu)"x(vz)™ = z, siis margime, et

)nJrl )n+1

(wu)" " x(vz = wu(wu)"z(vz)"vz = wurvz = x.
Olgu lause 1.4.1 pshjal m € N selline, et (wu)™ =: f € S' on idempotent, siis
fr=(wu)"(wu)"z(vz)" = (wu)"x(vz)™ = x,

kusjuures = < g ur <g (wu)™z = x, seega ux L x. Analoogiliselt, olgu r € N nii, et
(vz)" =: g on idempotent, siis g = z ning x = z(vu)" <z 2v <5 x ehk xZzxv. W
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Lause 1.4.3 ([G] V.1.2). Olgu T poolriihm, siis 9 C ¢ . Igas Iéplikus poolriihmas
9= 7.

Toestus. Naditame kdigepealt, et suvalises poolriihmas 2 C _#Z. Selleks, olgu
x,y €T ja Dy ehk leidub z € T nii, et x.Z2%y. Seoste £ ja X kirjelduste pdhjal
leiduvad w,v € T" omadusega = = uz ja z = yv, jarelikult © = uyv ehk < , y.
Teisalt, leiduvad s,¢ € T" nii, et y = zs ja z = tx, seega y = tws ehk y < , =
Kokkuvéttes, oleme ndidanud, et x_Zy.

Olgu niitid T" 16plik poolriihm ja veendume, et ¢ C 9. Selleks, olgu =,y € T ja
z_7y. Leiduvad u,v € T" nii, et y = uav ning lemma 1.4.2 pdhjal kehtib 2 Zzv.
Kuna u(zv)l_¢ xv, siis ka xv.Luxv. Kokku oleme saanud, et uzv.Zrv#x ehk yPu.
Et seos Z on siimmeetriline, siis tZy. W

Grillet’ monograafia [G] pdhjal toome sisse jargmise mdiste. Bitsiikliliseks poolriih-
maks nimetatakse kahest moodustajast p, ¢ moodustatud monoidi, mis defineeritakse
C := (p,q;pq = 1). Niidatakse, et iga element hulgas C' esitub iiheselt kujul ¢"p",
kus m,n € N (vt [G] 1.6.3), millest on vahetu jareldada, et iga bitsiikliline poolriihm
on |dpmatu hulk.

Tuuakse ka vilja, et kui € on kongruents bitsiiklilisel poolriihmal ja & ei ole vordsus-
seos, siis ¢gp%’1 (vt [G] 1.6.4).

Lause 1.4.4 ([G] I.2.7). Olgu S poolriihm ja J poolrihma S _7 -klass. Kui hulk J
sisaldab idempotendid f < e, siis J sisaldab bitsiiklilise poolriihma.

Toestus. Olgu e ¢ f, siis leiduvad u,v € S' omadusega ¢ = ufv. Lihtne on
veenduda, et elementide
a:=cuf ja b:= fue

korral ea = a = ae ja eb = b = be, kusjuures
ab = eaeb = eeb = eb = e,

jarelikult a, b € J ning paneme tahele, et ba = (fve)(euf) = fveuf < f.Kuna f <ee,
siis ba # e ja hulk "= (a, b) on monoid tihikelemendiga e. Olgu C' = (p, ¢; pq = 1)
bitsiikliline poolriihm. Defineerime kujutuse

p:C—=T, p—a ja qg—b

Lihtne on mdista, et tegemist on siirjektiivse homomorfismiga. Veelgi enam, kuna ba #
e, siis kongruents ¢ := keryp ei rahulda tingimust ¢p%’1, seega ¢ on isomorfism ja T" on
bitsiikliline poolriihm. Olgu z,y € C ning olgu x = ¢"p" jay = ¢"p°,m,n,r,s € N,
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siis lihtne on madista, et
P L4 P RGP,
seega x 2y ja lause 1.4.3 pohjal TC J. m

Lause 1.4.5 ([G] V.1.3). Olgu S I6plik monoid. Siis Hy = Ly = Ry = J; ja hulk
S\ Ji on ideaal monoidis S.

Toestus. Triviaalselt kehtib H; C Ly. Olgu = € L4, siis leidub y € S nii, et
yx = 1, kusjuures

(zy)?* = (zy)(zy) = x(yx)y = zly = xy

ehk zy on idempotent. Kuna 1 on idempotent ja J; on I&plik hulk, siis lause 1.4.4
pdhjal zy < 1 on vdimatu, seega xy = 1 ja © € H;. Analoogiliselt ndidatakse, et
Ry = H,, jarelikult D; koosneb tapselt lihest .Z-klassist ja tapselt iihest %Z-klassist.
Kuna S on 16plik, siis lause 1.4.3 pdhjal J; = D; = H;. Paneme tahele, et S\ J;
esitub kujul
S\a=J
J<Jy

Tdepoolest, kui z € S\ Ji, siis leidub _#-klass J := J,, mis sisaldab x. Kuna a # 1
jaa=all,siisa <, 1, jarelikult J, < J;. Teistpidi sisalduvus on ilmne. Et iga
_7-klass on ideaal ja ideaalide iihend on samuti ideaal, siis ka S\ J; on ideaal. m
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Poolriihmade jaguvus ja
poimikkorrutis

Kaesolev peatiikk pdhineb paragrahvil V.3 Grillet" monograafiast [G].

2.1 Poolriihmade jaguvus

Definitsioon. Oeldakse, et poolriihm S jagab poolriihma T, tihistatakse S < T,
kui leidub alampoolriihm 7" C T ja siirjektiivne homomorfism ¢ : T — S.

Lause 2.1.1. Kehtivad jargmised viited.
(a) Olgu S’ C S alampoolriihm. Siis S" < S.
(b) Olgu T poolriihm ja ¢ : S — T injektiivne homomorfism. Siis S < T.
Toestus. Margime (a) osa tdestuseks, et kujutus
idg : 8" =S, s+

on siirjektiivne homomorfism, jarelikult S" < S.
Olgu ¢ : S — T injektiivne homomorfism, siis lause 1.2.1 pdhjal S C T on

alampoolriihm, kusjuures S = S¢, seega leidub ¢!, mis on samuti isomorfism. =

Lause 2.1.2 ([G] V.3). Poolriihmade jaguvusseos on transitiivne.

Toestus. Olgu T, U poolrihmad ja kehtigu S < T < U ehk leiduvad alam-
poolriithmad U’ C U ja T" C T ning siirjektiivsed homomorfismid ¢ : U’ — T ja
¢ T" — S. Niitame, et S < U, milleks piisab leida alampoolrihm V C U ja
stirjektiivne homomorfism £ : V — S.

Paneme tahele, et hulk
V= (T)={velU welT}Cl
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on alampoolriihm. Tdepoolest, olgu u,v € V, siis up,vyp € T'. Kuna T" C T on
alampoolriihm ja 1) on homomorfism, siis

(u0)v = (u)(vy) € T",

jarelikult uv € V. Kuna % on siirjektiivne, siis ka ¥|y : V' — T" on siirjektiivne. Selleks
margime, et kui t € T", siis leidub v € U’ omadusega vy =t € T". Konstruktsiooni
pdhjal v € V, kusjuures niitid

Vyly)e=T'v =285,

seega |y : V — S on siirjektiivne homomorfism. =
Edaspidi tihti kasutame lause 2.1.2 vaidet, millele lihidalt viitame kui transitiivsusele.

Kui poolriihma T korral kehtib S < T, siis 6eldakse ka, et S on poolriihma T" mingi
alampoolriihma homomorfne kujutis.

2.2 Poolrithmade poimikkorrutis

Olgu A poolriihm. Lihtne on veenduda, et hulk A5 = {f: S — A} on poolriihm
punktiviisiliselt defineeritud korrutamise suhtes:

2(fg) = (xf)(xg)

mistahes f,g € A®, x € S korral. Me loodame, et punktiviisiline korrutamine ei lhe
segi kujutuste jarjestrakendamisega. Selguse huvides kujutusi thistame ladina tihtede
fyg,h, ... abil ja homomorfisme kreeka tihtede ¢, 1, &, . .. abil.

Kuig:S — Ajas €S, siis defineerime kujutuse % : S — A nii, et iga s € S korral

x g = (xs)g.

Hulgal A% x S defineeritakse korrutamine nii, et iga f, g € A® jaiga s,t € S korral

(f;8) % (g:8) = (f %, 81),

kus f % on kujutuste f ja °¢ punktiviisiline korrutis ehk iga s € S korral

v (f %) = (xf)(ws)g.
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Paneme tahele, et iga x € S korral

x (fg) = (xs)(fg) = (ws)f (ws)g = (z °f) (x %g) =z (°f %),

seega Y fg) = (x) °f (x) 9 = x °f (x g = *f °g. Osutub, et korrutamine x on
assotsiatiivne. Téepoolest, olgu h € A% jau € S, siis

[(f,5) (g, 0)] * (h,u) = (f g, st) % (h,u) =
(f g Sth,stu) = (f S(g th) ,stu) =(f,s)x* (g th,tu) =
(f,8)*[(g.1) * (h,w)],

millega oleme niidanud, et paar (A% x S, *) on poolriihm.

Definitsioon. Poolriihma (A° x S, %) nimetatakse poolriihmade A ja S p&imikkor-
rutiseks ja tahistatakse Aw S.

Edaspidi me kirjas ei erista korrutamistehet * kuna tema roll on kontekstist {iheselt
moistetav.

Olgu A ja S monoidid, mille iihikelemente t3histame siimboliga 1. Vaatleme konstantset
kujutust
e:S— A o1

Osutub, et poolriithm Aw .S on samuti monoid iihikelemendiga (e, 1). Téepoolest, olgu
(f,s) € AwS, siis

(f,s)(e.1) = (f e,s1) = (f,5) ja (e,1)(f.s) = (e 'f,1s) = (f.5),
sest iga x € S korral kehtivad
v (fe) = (af)(as)e = (zf)l=af ja w(e'f)=(ve)(xl)f =1(af)=2f.

Lause 2.2.1 ([G] V.3). Olgu A = {a} triviaalne poolriihm. Siis iga poolriihma S
korral AwS = S.

Toestus. Kui f € A®, siisiga s € S korral sf = a, mistéttu kujutus
p:AwS =S, (f,s)—s

on isomorfism. m

Kui A ja S on I6plikud poolrithmad, milles on vastavalt m,n € N elementi, siis
hulk Aw S sisaldab m™n elementi. Kui poolriithmas 7" on r € N elementi, siis hulk
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(Aw S)wT sisaldab (m"n)"r elementi, kuid hulk Aw (SwT) sisaldab m™ "n"r ele-
menti, jarelikult p&imikkorrutamine iildiselt ei ole assotsiatiivne. Kokkuleppeliselt
loetakse, et

AwBwC = (AwB)wC.

Lause 2.2.2 ([G] V.3.1). Olgu G riihma N laiendriihm riihma @ abil. Siis leidub
alampoolrihm T'C N wQ nii, et G =2 T, muuhulgas G < N w(Q.

Toestus. Olgu N <G ja Q = G/N, kusjuures olgu isomorfismi realiseeriv kujutus

T:G/N—>Q

ja olgu
7TZG—>G/N g gN

loomulik projektsioon. Tahistame 77 =: 7, siis 7 : G — @ on siirjektiivne rithmade
homomorfism. Fikseerime iga s € () jaoks iihe sellise elemendi p, € G omadusega
s = ps7r. VBime vdtta p; = 1 kuna 7 on rithmade homomorfism. Niitame, et

(Vg € G)(3s € Q) (Fla € N) (g9 = aps),
kus s = gm. Olgu g € G ja s = g7 € Q, siis
gt = pgatt => (psN)7 = (gN)7 = p;N = gN.

Kuna N <G, siis Nps = gN, jarelikult leidub a € N omadusega g = ap,. Kui leidub
b € N omadusega ap, = bps, siis a = b, seega a € N on liheselt m3dratud. Eelneva
pdhjal, iga u € @ jaiga g € G korral

Pug = AP(pyg)7 = APu(g),

kus a € N on iiheselt maaratud. Olgu u € @ ja g € G. Oleme ndidanud, et

(la € N)(pug = apus),

kus s = g7. Defineerime kujutuse g : Q@ — N, kus loeme ug := a. Defineerime niitid
kujutuse
v:G—>NwQ, g+ (g,97).
Naitame, et ¢ on injektiivne. Olgu mingi g, h € G korral gip = hi), siis g7 = ht = s
ja
9 =19 =pig = (19)ps = (1h)p; = prh = 1h = h,

seega 1 on injektiivne. Naditame veel, et ©» on homomorfism. Kui g7 = s ja hw = t,
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siis (gu)(ht) = (g, 8)(h,t) = (gh, st), sest iga u € Q korral
Uu (g SE) Pust = (uy) (us)ﬁpust = (uy)push - pugh = (uy_h)pustv

jarelikult ¢ on homomorfism, muuhulgas lause 2.1.1 (b) osa pdhjal G < Nw(@. =

Toestame veel méned pdimikkorrutise omadused.

Lause 2.2.3 ([G] V.3.2). Olgu A poolriihm. Siis kehtivad jargmised vdited.

(a) A< AwS,

(b) S < AwS,

(c) Ax S <AwS.

Toestus. Hulk A x S on poolriithm korrutamise
(a,s)(b,t) = (ab, st) (a,be A, s,tef)
suhtes. Projektsioonid
AxS—= A (a,8)—a ja AxS—=S, (a,s8)—s

on siirjektiivsed homomorfismid, jarelikult A < A x SjaS <A xS,

Naitame, et A x S < Aw.S. Defineerime iga a € A korral kujutuse
Co:S—A s—oa.

Siis hulk T :={(c,,s) :a € A,s € S} C Aw .S on alampoolriihm. T&epoolest, olgu
a,b€ Ajas,t€S. Kunaigaz € S korral

2 (Ca tp) = (vCa)(28)cy = ab,
siis (Cq, 8)(Cp, t) = (cap, st) € T'. Defineerime kujutuse
w:T—AxS, (cas)+— (a,s),
siis iga a,b € A ja s,t € S korral
(cas 5t) 0 = (ab, 5t) = (a,8)(b,) = (car5) 0 (0, )

seega w on isomorfism ja A x S < AwS. Transitiivsuse pdhjal A < AwS ja
S<AwS. =
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Lause 2.2.4 ([G] V.3.4). Poolriihmade jaguvusseos on kooskdlas pimikkorrutamisega
ehk mistahes poolriihmade A, B, T korral

A<B ja S<T=— AwS < BwT.

Toestus. Toestame kdigepealt kaks erijuhtu.
(a) Hulgad A C B ja .S C T on alampoolriithmad.
(b) Hulgad A ja S on vastavalt poolrihmade B ja T homomorfsed kujutised.
T&estame (a) osa. Olgu A C B ja S C T alampoolriihmad. Tahistame
Vi={(f,t) e BwT:te S,Sf C A} C BwT.

Kui (f,t),(g,u) € V, siis (f,t)(g,u) = (f 'g,tu), kus tu € S jaiga = € S korral
v (fg) = (f)(at)g € A,
jarelikult V' on alampoolriihm. Defineerime kujutuse
p: V= AwS,  (f,t) = (fls)t),

kus f|s : S — A ning veendume, et tegemist on homomorfismiga. Selleks olgu
(f:1),(g,u) € V, siis

(£, 0)(g.uw) o = ((f 'g,tu)) o = ((f ‘9)ls: tu) = (fls,t) (gls,u) = (f. 1)@ (g, u)e.

Tdepoolest, tdhistame (h,tu) = (f|s,t)(gls,u) ehk iga x € S korral xh =
(xf|s)(xt)g|s. Siisiga x € S korral

z(f'9) |s = (xf)(xt)g = (zf|s)(at)gls = zh.

Kui (g,t) € Aw S, siis valime f € BT nii, et f|s = g, millest (f|s,t)¢ = (g,1), seega
© on siirjektiivne, millega oleme nadidanud, et AwS < BwT.

Tdestame (b) osa. Olgu ¢ : B — A ja v : T'— S siirjektiivsed homomorfismid. Kuna
1 on siirjektiivne, siis iga f € BT korral f¢ on 1-kordne parajasti siis, kui kehtib
implikatsioon

wp=yp = (zf)p=Wwfle (z,yeT). (2)

Tdepoolest, kui leidub g : S — A nii, et fo = 1)g, siis iga x,y € T korral
ap =y = (a)g = (y)g <= (@f)e = (yf)e.
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Teisalt, kehtigu implikatsioon (2). Defineerime
g:S—=A, s—=t(fe),

kus t € T on omadusega t1) = s. Olgu s € S ja t,t' € T nii, et typ = t')p = s.
Implikatsiooni (2) p&hjal

(tfe = ({t'fle = (ty)g = (t'V)g,

jarelikult g on korrektselt defineeritud st tulemus ei sdltu argumendi s € S esitusest.

Niid on lihtne maista, et hulk
V:={(f,t) € BwT : fyp on 1-kordne} C BwT,
on mittetiihi. Olgu (f, 1), (g,u) € V, siis iga z,y € T korral

) =y = (vt)p = (yt)v = ((2t)g)p = ((yt)g)e ja
(z(f ‘9))p = (xf)e ((zt)g)e = (wfe (yt)g)e = (y(f ‘9))e.

Eelnevalt oleme niidanud, et sellisel juhul kujutus (f ‘9)¢ : T — A on 1)-kordne,
seega hulk V' on alampoolriihm.

Defineerime kujutuse
w:V = AwS,  (f,t) = ([, 1),

kus f’ on valitud nii, et fo =¥ f’. Olgu (f,t),(g,u) € V. Tahistame (f,t)(g,u) :=
(h,tu) ehk iga = € T korral zh = (zf)(xt)g. Tahistame veel

(f', 1) (g u) = (k, (tu)y),
kus iga = € S korral zk = (z.f')(z(t)))g'. Margime, et iga z € T korral
(z0)k = () f' ((2))g' = (zf)e ((2t)g)p = (201,
jarelikult k = A/, millega oleme naidanud, et iga (f,s), (g,¢) € V' korral
((f,8)(g. ) w = (h, st)w = (I, (st)ih) = (k, (st))w = (f, s)w (g, t)w

ehk kujutus w on homomorfism. Naitame ka, et w on siirjektiivne. Olgu (f',s) € Aw S.
Kuna ¢ on siirjektiivne, siis mistahes kujutus h : T"— A on @-kordne ehk leidub
kujutus f : T"— B nii, et h = fp. Samuti, v siirjektiivsuse tttu leidub ¢ € T nii, et
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s =), seega (f,t)w = (f’, s). Kokku saame, et AwS < BwT.

Viimaks téestame viite lildise kehtivuse. Olgu A, B, T poolriithmad, mille korral
A<B ja S=<T.

Leiduvad alampoolriihmad B’ C B ja 7' C T ning siirjektiivsed homomorfismid
p:B — Ajavy : T — S. Siis (b) osa pdhjal AwS < B'wT" ja (a) osa pdhjal
B'wT’ < BwT ja transitiivsuse pdhjal AwS < BwT. =

Jareldus ([G] V.3.5). Olgu G I6plik riihm. Siis G jagab pdimikkorrutist, mis on
saadud lihtsatest riihmadest, mis jagavad riihma G.

Toestus. Olgu G 16plik rithm. On teada, et igal [8plikul riihmal on olemas
kompositsioonijada st leiduvad riihmad G nii, et

1:=Go<G1 <Gy <4...49G, =G (n € N)

kusiga j =1,2,...,n korral GJ'/G],_1 =: H; on lihtne rithm ningiga j =1,...,n
korral H; < G. Kuna G;_; <G}, siis G on Gj_; laiendriihm H; abil ning lause 2.2.2
pohjal iga j = 1,2,...,n korral G; < G,_1wH;j, kusjuures lause 2.2.1 pdhjal
Gow Hy = Hy. Lauset 2.2.4 rekurrentselt rakendades saame

G=G,<G,1wH, < (G, owH, 1)wH, < ...
< (...(GowH))wHy)wHs)w ...)wH,
= HiwHyw...wH,.

Transitiivsuse pdhjal G jagab pdimikkorrutist, mis on saadud lihtsatest riihmadest
Hy,..., H,, mis jagavad rihma G. =

Esitame niiiid konstruktsiooni, mida ldheb vaja edaspidises. Olgu S” mingi hulk valitud
nii, et SNS" = ja s +— s on bijektsioon S — S’. Tahistatakse C'(S) := SU S,
S C C(S5) on alampoolriihm. Teised korrutised defineeritakse nii, et iga s,t € .S korral

st =st' =t ja s't=(st).
Lause 2.2.5. Hulk C(S) on poolriihm eelnevalt defineeritud korrutamise suhtes.

Todestus. Konstruktsiooni pdhjal S,.S" C C(S) on alampoolriihmad. Téepoolest,
olgu s,t,v € S, siis

S/(t/U/) _ S/U/ _ U/ ja (S/t/>1}/ _ t/U/ _ U/.
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Veendume ka teiste korrutiste assotsiatiivsuses. Mistahes s,t,v € S korral

(st = t'v = (tv)’ ja & (t'v) = $(tv) = (tv),
(s't)yv = (st)'v = (stv)" ja §'(tv) = (stv),

(s't) = (st)v' = ja s(t) =V =,
(st)v' = ja s(tv') =sv' =/,
(st =t = ja s(t'v) = s =7,
(st =tv = (tv) ja s(t'v) = s(tv) = (tv),

millega oleme ndidanud, et C(S) on poolrihm. =

Vastava eestikeelse terminoloogia puudumise tdttu nimetame poolriihma C(S) pool-
riihma S konstantseks laiendiks. Lihtne on mdista, et kui S on monoid, siis C'(.S)
on monoid iihikelemendiga 1.

Konstantse laiendi moodustamise konstruktsioon on kooskélas jaguvusega.

Lemma 2.2.6 ([G] V.3.6). Olgu T poolriihm. Kui S < T, siis C(S) < C(T).

Toestus. Kui S C T on alampoolriihm, siis ka C'(S) € C(T") on alampoolrithm
ja lause 2.1.1 (a) osa p&hjal C(S) < C(T).

Leidugu alampoolriithm V' C T ja siirjektiivne homomorfism ¢ : V' — S, siis C'(V) :=
VU V" C C(T) on alampoolriihm. Defineerime kujutuse

rp, z€V,

v CV)—=C(S), z+— {(tgp)', et eV

Olgu t,v € V, tp = s ja vy = u, siis t'1) = &' ja v'vh = v’ ning

(V" =" = ja (') (W) = su =,
(tv) = (tv) = (su) ja (t') (v) = s'u = (su),
() =" = ja (t)(V') = su' =,

millega oleme nididanud, et 1) on homomorfism. Asjaolu, et v on siirjektiivne, on ilmne.

Kokku saame C(S) < C(T). m

Potentsiaalselt on konstantse laiendi konstruktsioon teatud mdttes kooskdlas ka pdi-
mikkorrutise konstruktsiooniga. Jargnev tulemus on esitatud Grillet" monograafias [G]
tulemusena V.3.7, mille tdestus ei ole ammendav.
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Hiipotees 2.2.7. Olgu A poolriihm ja S monoid. Siis C(AwS) < C(A) wC(S).
Téestus. Olgu f € A%, defineerime f': C(S) — A nii, et iga x € S korral

vf =2 f =«af.
Samuti defineeritakse iga y € C(S) korral konstantne kujutus
f"009) = C(A), y— (1))
Defineeritakse kujutus
@ :C(AwS) = C(AwC(S), (f,s)=(fs) ja (f,8) = (f"5)

ning viidetakse, et ¢ on injektiivne. Olgu f,g € A% ja s,t € S omadusega (f,s) #
(g,t). Kui f # g, siis leidub s € S omadusega

sfi=sf'=sf#sg=sg =54,

jarelikult (f, )¢ # (9. 1).

Kujutuse ¢ definitsioonist aga ei piisa tema injektiivsuseks. Me esitame selle seisukoha
toetamiseks kdesoleva viite jargses markuses vastuniite.

Niitame, et ¢ on homomorfism. Olgu f,g € A% ja s,t € S. Tahistame (f,s)(g,t) :=
(h,st) ehk iga € S korral zh = (zf)(xs)g. Siis:

(@) (f,s)p (g, )= (f",s)(g,t) = (N, st)p, sest iga x € S korral

z(f'9) = (af ) ws)g' = (xf)(xs)g = xh = xl'.

(b) (f;8)p(g,t) 0= (f",s)(g"t) = (¢",t) = (9,t) 0 = ((f,5)(9,1) ), sest
iga v € C(S5) korral

z(f g") = (@f)(zs)g" = (zf)(1g) = (1g)" = zg".

(©) (fis)@(g.t)p = (f",s)(d',t) = (0", (st)') = ((f.5)(g,1)) o, sest iga
x € C(5) korral

(1" (g)) = (@f")as)g = (L) (s'g") = (Lf)(s9) = ((1)(s9))' = (1)’

=zh”.

(d) (f,s)¢(g,t)0 = (f",s)(g",t) = (¢".¥) = (9, )'p = ((f,9)'(9,1) )¢,
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sest iga x € C(5) korral
v (1 7(0") = @) as)g" = UFY(9") = (1) (1g) = (1g) = "

millega oleme ndidanud, et ¢ on homomorfism.
Markus.

Olgu vaatluse all kujutus ¢ hiipoteesi 2.2.7 tdestusest. Olgu S vdahemalt kolme-
elemendiline monoid ja A vahemalt kolme-elemendiline poolriihm. Naitame, et ¢ ei
ole injektiivne elementidel

(f,5),(g,8) € C(AwS).

Olgu a,b,c € A paarikaupa erinevad elemendid ja 1,s,t € S. Valime f,g € AS
jargmiselt:
1f=1g=a, sf=btf=c ja sg=c,tg=0.

Siis iga y € C(S) korral yf" = yg” = a’ ehk f”" = ¢”. Et aga f # g, siis

(f.s) # (9.5) = (f.5) # (9.8) Ja (f",8)=(f,8)¢=1(9,8)¢=1(g"5)
millega oleme ndidanud, et kujutus ¢ ei ole injektiivne.

Me edaspidi oletame, et hiipoteesi 2.2.7 viide siiski kehtib.
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Krohn-Rhodes'i teoreem

K&esolevas peatiikis lahendame bakalaureusetdd pdhiiilesande, milleks on osaliselt
tdestada tulemus V.4.1 Grillet’ monograafiast [G].

3.1 Pohiteoreemiga seonduvad tulemused

Definitsioon. Poolriihm S on parempoolse (vasakpoolse) korrutamisega, kui
iga x,y € S korral zy =y (zy = x).

Monoidi U; all peetakse silmas parempoolse korrutamisega poolrithma {a, b}, millele
on viliselt lisatud iihikelement. Seega Us on monoid, mille korrutustabel on

Us

Q@ Q Q| Q
> o o o
_— o Q|

= S Q

Tahistatakse n € N elemendilist vasakpoolse korrutamisega poolriihma siimboliga L,
ning n elemendilist parempoolse korrutamisega poolriithma siimboliga R,,. Lause 2.1.1
(a) osa kehtivad L,, < L} ja R, < R..

Lemma 3.1.1 ([G] V.4.2). Iga I6plik vasakpoolse korrutamisega poolriihm jagab
l6plikku p&imikkorrutist, mis on saadud monoididest Us.

Toestus. Tdestame vaite induktsiooniga vasakpoolse korrutamisega poolriihma
L, elementide arvu n € N jargi. Paneme tihele, et i < Us. Tdepoolest, hulk
{a,1} C Us on alammonoid. Pole raske mdista, et kujutus

¢0:{a,1} = L} :={0,1}, a—0 ja 1~1
on isomorfism. Olgu induktiivne eeldus, et iga k € N, 1 < k < n korral

Ly <UswUsw ... wUs. (3)

k tegurit
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Niitame, et viide (3) kehtib juhul k& = n. Selleks n3itame, et L} < L1  w L} Olgu
a € L} | ja defineerime kujutuse

fo:Li — L} l—a ja 0~ 1.

n—17

Kuna iga = € L1 korral = (f, °f;) = (2f.)(0fy) = x f,, siis

(fa: 0)(fo, 0) = (fa, 0),

seega hulk {(f,,0):a € L.} C L}, wL] on alampoolriihm. Mirgime ka, et iga
a € L., korral

(fm 0)(67 1) = (67 1)(fa7 O) = (fm 0)7
kus iga = € L] korral ze = 1, seega element (e, 1) on iihikelement ning hulk
T:={(fa0):a€ L, }U{(e,1)} C L, WL

on alampoolriihm ja L} =~ T.

Induktiivse eelduse kohaselt vaide (3) kehtib £ =n — 1 ja k = 1 korral. Lausest 2.2.4
jareldub, et vaide (3) kehtib & = n korral ning transitiivsuse p&hjal kehtib

L, <L) < (Usw ... wUs) wUs = Usw ... wUs,
——

(. 7/

g

n—1 tegurit n tegurit

nagu tarvis. H

Lemma 3.1.2 ([G] V.4). Iga I6plik parempoolse korrutamisega poolriihm jagab
I6plikku p&imikkorrutist, mis on saadud monoididest Us.

Toestus. Olgu R,,, m € N parempoolse korrutamisega [8plik poolriithm. Lihtne
on mdista, et leidub n € N omadusega m < 2". Samuti on lihtne mdista et iga
parempoolse korrutamisega poolrithma suvaline alamhulk on alampoolriihm. Fikseerime
parempoolse korrutamisega alampoolriithma {a,b} C Us. Siis otsekorrutis

{a,b} x ... x {a,b} =T
n t;grurit

on mdistagi parempoolse korrutamisega poolriihm, mis sisaldab 2" elementi. Fikseerime
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suvalise m-elemendilise alamhulga U C T, siis U = R,,,, kusjuures lause 2.1.1 pdhjal

R, =U<T<Usx...xUs.
—_—
n tegurit

Lause 2.2.3 pdhjal
\[]3)(... XU3‘<I]3W...WU3}.

-~ -~

n tegurit n tegurit

Transitiivsuse pdhjal R,, jagab |6plikku pdimikkorrutist, mis on saadud monoididest
Us;. n

Definitsioon. Poolriihm S on vasakult lihtne, kui S sisaldab vahemalt kaks elementi
ja ei sisalda mittetriviaalset vasakpoolset ideaali ehk mistahes vasakpoolse ideaali
I C S korral I = S.

Lemma 3.1.3 ([G] V.4.3). Olgu S vahemalt kaheelemendiline I6plik poolriihm. Siis S
on vasakult lihtne véi S on monogeenne véi S =T UL, kus'T C S on alampoolriihm
ja L C S on vasakpoolne ideaal.

Toestus. Argu olgu S vasakult lihtne ega monogeenne, siis poolrithma S I6plikuse
tdttu leidub maksimaalne vasakpoolne ideaal L C S st mistahes vasakpoolse ideaali
I C S korral

LCcl=1I=5.

Niitame, et leidub vasakpoolne ideaal L' C S ja alampoolriihm 7" C S omadusega
S=TuUl.

lga a € S\ L korral hulk S'a U L on vasakpoolne ideaal. Vasakpoolse ideaali L
maksimaalsuse tottu S = S'a U L. Kuna hulk S'a on alampoolriihm, siis viide kehtib
eeldusel, et leidub a € S\ L omadusega S'a C S.

Olgu iga a € S\ L korral S'a = S ja fikseerime a € S\ L. Siis S = (a) U Sa, kus
(a) C S on elemendi a € S poolt tekitatud alampoolriihm ja Sa on vasakpoolne
ideaal. Kuna S ei ole monogeenne, siis (a) C S, seega vaide kehtib eeldusel, et leidub
a € S\ L omadusega Sa C S.

Olgu iga a € S\ L korral Sa = S. Fikseerime a € S\ L. Kuna L on vasakpoolne
ideaal, siis hulk
K, ={reS:zaclL}

on samuti vasakpoolne ideaal poolrithmas S. Paneme tahele, et K,a = L. Tdepoolest,
sisalduvus C kehtib triviaalselt. Teisalt, kui y € L, siis eelduse Sa = S kohaselt leidub
x € S omadusega za =y € L, jarelikult x € K, ja y € K,a. Veelgi enam, K, # S,
sest vastasel juhul L = K,a = Sa = S, mis on vdimatu. Kui leidub a € S\ L
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omadusega K, € L, siis L. maksimaalsuse tottu L U K, = S ja vaide kehtib.

Kehtigu iga a € \L korral K C L. Seega iga xz € S jaa € S\ L korral kehtib
implikatsioon
ra € L=z € L. (4)

Et implikatsioon (4) kehtib suvalise a € S'\ L korral, siis mistahes a,b € S\ L korral
ab e S\ L, jarelikult S\ L C S on alampoolrihm. m

Lemma 3.1.4 ([G] V.4.4). Olgu S I6plik vasakult lihtne poolriihm. Siis S jagab
p&imikkorrutist, mis on saadud poolriihma S alamriihmast ja monoididest Us.

Toestus. Niitame kdigepealt, et poolriihm S on vasakult lihtne parajasti siis, kui
ta koosneb tdpselt iihest .Z-klassist.

Olgu S vasakult lihtne poolriihm ja olgu L, € S,x € S tema mingi £-klass.
Poolriihma S vasakult lihtsuse t&ttu iga s € S korral S = Slz = S's. Seega iga
se€ Skorral se L, ja S C L,.

Teisalt, olgu I C S vasakpoolne ideaal ja iildisust kitsendamata S = L,, kus = € I.
Siis iga s € S korral leidub u € S! omadusega s = ux € I, seega I = S ehk S on
vasakult lihtne.

Kuna S on |6plik, siis lause 1.4.1 pdhjal leidub idempotent poolriihmas S. Veendume, et
hulk £(S) on vasakpoolse korrutamisega alampoolriihm. Tdepoolest, olgu e, f € E(S)
idempotendid. Eelneva pdhjal S = L, seega leidub s € S* omadusega ¢ = sf ja

ef =(sf)f =s(ff)=sf=e

Jargnev I5ik pshineb Howie raamatul [H] (Ulesanne 2.6.6).
Olgu e € E(S). Analoogiliselt saab ka veenduda jargmises asjaolus:

(Vz e S)(ze=1x). (5)

Paneme tahele, et ¢S C S on riihm iihikelemendiga e. Pole raske maista, et S = H..
Lause 1.1.5 pdhjal H, on poolriihma S alamriihm. Fikseerime f € E(S), siis kujutus

p:E(S)x Hf =S, (e h)—eh

on isomorfism. Tdepoolest, olgu e, e’ € E(S) ja h,h' € H; omadusega eh = €'h/.
Kuna klassid H,,x € E(S) on paarikaupa I8ikumatud, siis saame

echeeS=H, ja e¢heeS=H,,
mis on véimalik juhul kui e = €’. Olgu siis eh = eh’. Et kehtib fakt (5) ja Hy on
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riihm, siis vSttes selles riihmas elemendi h pédrdelemendi h~! saame, et

h™*(eh) = h™'(eh)) = (h'e)h = (h " te)h) = f=h""H
s h=hf=hhW = fH =N

seega (e, h) = (¢/, h') ning oleme niidanud, et o on injektiivne. Kui s € S, siis leidub
liheselt madratud e € E(S) nii, et s € H.. Kuna H, = H,y, siis leidub t € S*
omadusega s = e(ft). Kui t = 1, siis (e, f)o = s. Teisalt, kui t € S, siis leidub
x € E(S) omadusega t € H,, jarelikult ft € Hy ja (e, ft)p = s, millega oleme
naidanud, et ¢ on siirjektiivne. Nditamaks, et ¢ on homomorfism margime, et

(e, h) (€', 1)) @ = (e€')(hh') = ehh’ = e(hfe')l' = (eh)(e'h') = (e, h) (€', h')¢.

Lause 3.1.1 pdhjal 18plik poolrithm E(S) jagab pdimikkorrutist, mis on saadud monoidi-
dest U;. Lause 2.2.4 p&hjal poolriihm E(S)w Hy jagab pdimikkorrutist, mis on saadud
rihmast Hy ja monoididest Us. Lause 2.2.3 pdhjal E(S) x Hy < E(S)w H;. Transi-
tiivsuse pdhjal S jagab p&imikkorrutist, mis on saadud maksimaalsest alamriihmast
Hy C S ja monoididest U;. =

Lemma 3.1.5 ([G] V.4.5). Iga Ioplik monogeenne monoid S jagab p&imikkorrutist,
mis on saadud monoidi S alamriihmast G ja monoididest Us.

Toestus. Olgu S 18plik monogeenne monoid. Siis S = (a;a™ = a™™"), kus
m,n € N on vahimad sellised naturaalarvud, mille korral kehtib a™ = a™*". Monoid
S sisaldab riihma

G — {am aerl aernfl}
bl VAR

(vt [K2] VI.5 ). Seega monoid S on riihma G C S Cliffordi laiend monogeense monoidi
Cp := (b;b™ = b™T1) abil. Téepoolest, pole raske maista, et G C S on ideaal,
kusjuures Rees'i faktorpoolriihm S/G on samastatav monoidiga C,,.

Olgu e riihma G iihikelement. Defineerime kujutuse
n:S—95, s se,

kusjuures (sn)n = (se)n = se = sn, seega 1 on idempotentne teisendus. Kuna e € G,
siis e = a", kus u > m, jarelikult iga s € S korral korrutis se € G. Teisalt, iga g € G
korral g = ge = gn, seega S = G. Olgu s,t € S, siis

(st)n = (st)e = s(te) = s(tn) = s(e(tn)) = (sn)(tn),

seega 7 on retraktsioon, mille korral Sp = G. Lause 1.3.1 pdhjal S/kern =yes
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Olgu .% ideaali G poolt tekitatud Rees'i kongruents. Lihtne on mdista, et kern N
# = &. Lause 1.3.3 pdhjal poolriihm S/y N kery ON alamotsekorrutis poolrithmas

S/ff X S/kerr]' Et alamotsekorrutis on alampoolriihm, siis lause 2.1.1 (a) osa pdhjal
saame, et

SEV =" Fkern XV F XV kern = Cm X G
Lause 2.2.3 ja transitiivsuse p&hjal S < C,, wG.

Lihtne on maista, et C; := {0, 1} jagab monoidi Us. N&itame, et iga m € N;m > 1
korral C,,, on isomorfne poolrithma C,,_; wC; mingi alampoolriihmaga.

Defineerime iga k € N korral kujutuse
fi:Ci = Chy, 1—d" 1 ja 0~ d",
kus kokkuleppeliselt loeme, et a® = 1. Kui mingi k € N korral (f,0)* = (f%,0), siis

(fv O)k—H = (fk70)<f7 0) = (fk 0f7 0) = (fk—i—la())'

Jarelikult (f,0)™ = (f,0)™ # (f,0)™! ja monogeensed monoidid
((f,0); (£,0)" = (£,00") € CnawCy ja Cp

on isomorfsed. Lause 2.1.1 pdhjal C,, < C,,,_1wC}.

Rekurrentselt lause 2.2.4 vaidet kasutades, saame

S<CpwG < (CpiiqwC ) wG < ... < (... (CrwC)wC)w .. )wC)wG
<Usw...wU; w@.
—_—
m tegurit

Transitiivsuse p&hjal S jagab [6plikku pdimikkorrutist, mis on saadud monoididest Us;
ja monoidi S alamriihmast G. =

Lemma 3.1.6 ([G] V.4.6). Olgu S =T UL, kusT C S on alampoolriihm ja L C S
on vasakpoolne ideaal. Siis S < L' wC(T").

Toestus. Defineerime ¢ : C(T') — L' nii, et iga x € T" korral zc = 2/c = 1.
Olgu iga a € L korral f, : C(T') — L' defineeritud nii, et iga z € T korral
2fy, =a'f, =xa € L. Siis iga a,b € L jaigat,u € T" korral:
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(a) (c,t)(c, ) = (¢ e, tu) = (c, tu), sest iga x € C(T?) korral
z (c) = (we)(xt)e = 1 = zc.
(b) (¢,8)(fa, ) = (fra, '), sest iga z € T korral
# (¢ 'fa) = (ee)(at) fo = 1ata = xfy.
(©) (furt)(e:0) = (fus (tu)'), sest iga € T korral
v (fafe) = (eh)et)e = (@fu)l = afo.
(d) (fur ) (fos ) = (fu ), sest iga & € T" korral
v (fa"h) = @L) @) fo = @h)(E fy) = zath = fun,
Jarelikult hulk
Vi={(fut):acLteT'}U{(ct):teT'} CL'wC(T")
on alampoolriihm. Defineerime kujutuse
oV =S, (et)mt fa (fut) = at
siis (a),(b),(c) ja (d) osa p&hjal oleme niidanud, et x> on homomorfism. Olgu s € TUL

suvaline. Kui s € T, siis (¢, s)p = s ja kui s € L, siis (fs, 1)p = s, millega oleme
naidanud, et ¢ on siirjektiivne. m

Lemma 3.1.7 ([G] V.4.7). Olgu S I8plik monoid ja G monoidi S pédratavatest
elementidest moodustatud alamriihm. Siis hulk I := S\ G on ideaal monoidis S ja
S < I'wG.

Toestus. Kuna GG on maksimaalne alamriihm ja poolriihma maksimaalsed alam-
riihmad on idempotenti sisaldavad 77-klassid, siis G = H;. Lause 1.4.5 pdhjal hulk 1
on ideaal monoidis S. Defineerime iga s € I* korral kujutuse

§:G—=1", z— xsz!

ning juhul s = 1 on tegemist kujutusega

1:G—=1TI' z+—1.
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Tahistame
Vi={(3,9):s€l',ge G} CI'wG.

Olgu s,t € I'* ja g,h € G, siis iga x € G korral
z (5 %) = (x8)(xg)t = (wsz™")(zg)t(zg) " = asgtg'a™" = za,

kus u := sgtg~' € I, seega (3,9)(t,h) = (4, gh) ja V C I'wG on alampoolriihm.
Defineerime kujutuse
p:V =5 (8,9)— sy,

kusjuures paneme tihele, et kui § = ¢, siis s = 1§ = 1 = ¢, seega ¢ on korrektselt
defineeritud. Kuna sgt = ug, siis

((3,9)(E, h)p = (8 %, gh) ¢ = (i, gh) = (ug)h = (sg)(th) = (5,9)¢ (, h)¢,

millega oleme n3idanud, et ¢ on homomorfism. Et iga s € S korral (1,5)p = s Vi
(8,1)¢ = s, siis © on siirjektiivne. Kokku saame, et S < I'wG. m

Leppisime kokku aktsepteerida hiipotees 2.2.7 vdite digsust. Sellegipoolest, jargmine
lemma on vdetav vaid hiipoteesina.

Lemma 3.1.8 ([G] V.4.8). Kui I6plik poolriihm S jagab p&imikkorrutist, mis on
saadud riihmadest ja monoididest Us, siis ka poolriihm C(S) jagab p&imikkorrutist,
mis on saadud samadest riihmadest ja monoididest Us.

Toestus. Jagagu poolrithm S p&imikkorrutist, mis on saadud rithmadest G ja
monoididest Us. Olgu konkreetsuse méttes jargmine olukord:

S<GwUsw ... wG,_iwUswG, (n € N)

Esitus ei pea muidugi olema tapselt selline. Margime aga, et riithmi G; ja monoide Us;
on kindlasti 18plik kogus, sest S on [6plik hulk. Lemma 2.2.6 pdhjal poolriihm C(.5)
jagab eelnimetatud pdimikkorrutise konstantset laiendit, kusjuures hiipotees 2.2.7
vaidet rekurrentselt rakendades saame, et

CS) <C(GiwUsw ... wG,wU3) < C(Gy)wC(Us)w ... wC(G,)wC(Us),

kus hulgad C(G;) ja C(Us) on monoidid. Lihtne on maista, et C'(Us) on parempoolse
korrutamisega poolriihm, millele on viliselt lisatud {ihikelement, seega lemma 3.1.2
pdhjal C(U3) jagab p&imikkorrutist, mis on saadud monoididest Us.

Iga riihm G; koosneb tapselt monoidi C'(G;) pddratavatest elementidest. Lemma
3.1.7 pohjal, iga j = 1,...,n korral, hulk I; := C(G;) \ G; on ideaal monoidis
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C(Gj) ja C(G;) < I;wG;. Kuna I; = G, siis I; on parempoolse korrutamisega
poolriihm ning lemma 3.1.1 jarel tehtud méarkuse pd&hjal []1 jagab pdimikkorrutist, mis
on saadud monoididest Us. Lemma 3.1.7 ja lause 2.2.4 pdhjal monoid C(G;) jagab
p&imikkorrutist, mis on saadud riihmast GG; ja monoididest Us. Lause 2.2.4 vdite ja
transitiivsuse pdhjal C'(S) jagab p&imikkorrutist, mis on saadud riithmadest G; ja
monoididest Us.

3.2 Pohiteoreemi toestus

Niiiid oleme valmis tdestama Krohn-Rhodes'i teoreemi. Tdestus viiakse 1abi indukt-
siooniga 16pliku poolriihma elementide arvu n jargi. Tsentraalseks osutub lemma 3.1.3
vaide. Olgu veel kord esitatud p&hiteoreemi sdnastus.

Teoreem (Krohn-Rhodes). Iga I6plik poolriihm S jagab I6plikku péimikkorrutist, mis
on saadud monoididest Us vdi lihtsatest riihmadest, mis jagavad poolriihma S.

P6&hiteoreemi tdestus. Kuna S < S, siis iildisust kitsendamata olgu S 15plik
monoid.

(a) Kui S on rithm, siis lausest 2.2.4 tehtud jérelduse pdhjal .S jagab p&imikkor-
rutist, mis on saadud riihma S kompositsioonijada faktoritest, mis on lihtsad
rihmad, mis jagavad S.

(b) Kui S on iihikelemendiga vasakult lihtne poolriihm, siis lemma 3.1.4 p&hjal
S jagab pdimikkorrutist, mis on saadud S maksimaalsest alamriihmast G ja
vasakpoolse korrutamisega poolriihmast L. Osa (a) p&hjal teoreemi vaide kehtib
riihma G korral. Lause 3.1.1 pdhjal L jagab p&imikkorrutist, mis on saadud mo-
noididest Us. Teoreemi vdide kehtib monoidi S korral lause 2.2.4 ja transitiivsuse
pdhjal.

(c) Kui S on monogeenne monoid, siis lemma 3.1.5 p&hjal S jagab pdimikkorru-
tist, mis on saadud monoidi S alamriihmast G ja monoididest Us. Sarnaselt (a)
ja (b) osades arutletule, monoid S jagab p&imikkorrutist, mis on saadud riithma
G kompositsioonijada faktoritest ja monoididest Us.

Oletame niitid, et S # {1}, S ei ole riihm, S ei ole vasakult lihtne poolriihm ja S
ei ole monogeenne monoid. Kehtigu induktiivne eeldus, et teoreemi vaide kehtib iga
1 < k < n elemendilise monoidi korral. Olgu G rilhm, mis koosneb n-elemendilise
monoidi S podratavatest elementidest.

Kui G = {1}, siis S’ := S\ {1} C S on alampoolriihm ja lemma 3.1.3 p&hjal
S"=TUL, kus T C S’ on alampoolrihm ja L C S’ on vasakpoolne ideaal. Siis
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S=T'ULkusT" C SjaL CS.KuiG eiole triviaalne riihm, siis lause 1.4.5 p&hjal
S\ G on ideaal monoidis S ja G C S on alammonoid.

Oleme ndidanud, et S =T UL, kus T' C S on alammonoid ja L C S on vasakpoolne
ideaal. Lemma 3.1.6 pdhjal S < L'w C/(T). Induktiivse eelduse p&hjal teoreemi viide
kehtib alammonoidide L' ja T korral. Lemma 3.1.8 pdhjal teoreemi viide kehtib
monoidi C'(T) korral ning lause 2.2.4 ja transitiivsuse pdhjal monoidi S korral.

40



Kirjandus

[G] P. A. Grillet, Semigroups: An Introduction to the Structure Theory, Tulane Ulikool,
New York, 1995

[K1] M. Kilp, Algebra I, Tartu, 1998
[K2] M. Kilp, Algebra II, Tartu, 1998
[H] J. M. Howie, Fundamentals of Semigroup Theory, Clarendon Press, 1995

[KRA] K. Krohn, J. Rhodes, American Mathematical Society, Algebraic theory of
machines. I. Prime decomposition theorem for finite semigroups and machines,
1965
http://dx.doi.org/10.2307/1994127

[KRT] Vikipeedia, vaba entsiiklopeedia 2016, Krohn-Rhodes theory
https://en.wikipedia.org/wiki/Krohn Rhodes theory

41



Litsents

Lihtlitsents |6put66 reprodutseerimiseks ja 16putdo iildsusele kittesaada-
vaks tegemiseks

Mina, Alvin Lepik,

(1) annan Tartu Ulikoolile tasuta loa (lihtlitsentsi) enda loodud teose
"Poolriihmade pdimikkorrutis ja Krohn-Rhodes'i teoreem",

mille juhendaja on Valdis Laan,

- reprodutseerimiseks sdilitamise ja ildsusele kittesaadavaks tegemise
eesmargil, sealhulgas digitaalarhiivi DSpace-is lisamise eesmargil kuni auto-
ridiguse kehtivuse tahtaja [dppemiseni;

- iildsusele kittesaadavaks tegemiseks Tartu Ulikooli veebikeskkonna kaudu,
sealhulgas digitaalarhiivi DSpace'i kaudu kuni autoridiguse kehtivuse tdhtaja
|dppemiseni.

(2) olen teadlik, et punktis (1) nimetataud digused jaavad alles ka autorile.

(3) kinnitan, et lihtlitsentsi andmisega ei rikuta teiste isikute intellektuaalomandi
ega isikuandmete kaitse seadusest tulenevaid digusi.

Tartus, 11.05.2017



