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ESIMENE PEATUKK.

ALGEBRALISED AVALDISED. VORRANDID.

r § 1. Tihtede kasutamine..

Algebras tahistatakse arve tihti mitte numbrite, vaid téhte-
dega. Toome selle kohta moned niited.

Ndide 1. Aritmeetikast on teada, et arvude liitmine allub
vahetuvuse seadusele: summa ei muutu liidetavate jirjekorra
muutmisel. '

Niiteks:

547=74+5=12;
114+20=20-+ 11 =31 jne.

Kuidas aga kirjutada, et see seadus on kehtiv mitte iiksnes
arvude 5 ja 7 voi 11 ja 20 puhul, vaid mistahes arvude puhul? Toi-

- mime nii: tdhistame {ihe liidetavatest tidhega a, teise tdhega b.

Nende arvude summa on nagu tavaliselt @ + 6. Liitmise vahetu-
vuse seaduse voime seega kirjutada jargmiselt:

a-tb=0b+a.
See kirjutus nditabki, et arvude a ja b mistahes véartuste kor-

ral nende summa ei olene liidetavate jérjekorrast.

Nédide 2. Lahendame kolm f{iksteisele sarnast iilesannet:
Vend on oest 3 aastat vanem. Kui vana on vend, kui 6de on:
1) 5-aastane? 2) 1l1-aastane? 3) 24-aastane?

Saame jargmised lahendused:

1) 54+3=8; 2) 11+3=14; 3) 24}+3=27.

Uldiselt, milline ka ei oleks 0e vanus, tuleb sellele venna vanuse
leidmiseks liita 3 aastat. Sonastame seepérast iilesande nii: Vend
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on dest 3 aastat vanem. Kui vana on vend, kui 6e vanus on m
aastat?

Siin on tdhega m tahistatud de vanus. Jirelikult venna vanus
on (m - 3) aastat.

Esimeses iilesandes m =5, teises m = 11, kolmandas m — 24.

Me lahendasime iilesande iildkujul. Kirjutus m 4 3 annab iild-
valemi paljude sarnaste iilesannete lahendamiseks. Need iiles-
anded saame, kui asendame m mitmesuguste arvudega.

Ndide 3. Aritmeetika iilesannete kogudes leidub niiteks nii-
suguseid harjutusi: ;

x+4+3=11.

Tuleb leida x. ]

Siin on tdhega x tahistatud tundmatu arv — iiks liidetav. Tea-
des, et kumbki liidetavatest on vérdne summa ja teise ludetava
vahega, leiame x:

x=11—3=8.

Siin tdht x tdhistab arvu, mis algul oli tundmatu, kuid mille -

leidsime aritmeetika reegleid kasutades.

Esimeses ndites tdhed a ja b tdhistasid mistahes arvusid. Oel-
dakse, et sel.juhul tdhed a ja b vdivad omada mistahes arvulisi
vaartusi.

Teises niites v6ib tidht m omada samuti mitmesuguseid arvulisi
védrtusi, kuid mitte enam mistahes véartusi. Niiteks oleks motietu
anda tdhele m vaartus m = 500, kuna mlmesed niisuguse vanuseni
ei ela.

Lopuks, kolmandas néites voib tdhel x olla ainult iiks viirtus,
nimelt 8, kuna mistahes teiste arvuliste véirtuste puhul vordus
x4+ 3 =11 oleks vale.

Tavaliselt kasutatakse algebras arvude tdhistamiseks ladina
téahestiku téhti.

( § 2. Algebralised avaldised.

Lahendame {ilesande.

Opilane ostis n 20-kopikast vihikut ja 85-kopikase opiku. Kui
palju maksis ta kogu ostu eest?

Et leida, kui pa!ju maksis Opilane koigi vihikute eest, tuleb
tihe vihiku hind korrutada vihikute arvuga. Tdhendab, vihikud mak-
sid kokku 20 - n kopikat.
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Kogu ostu eest tuli seega maksta
(20 - n + 85) kopikat.

Mirgime, et tihelise teguri ette korrutamismérki ei kirjutata. See-
tottu voib selle avaldise esitada jargmisel kujul:

20n - 85.

Saime iilesande lahendi valemi. See niitab, et {ilesande lahen--
damiseks tuleb vihiku hind korrutada ostetud vihikute arvuga ja
~ tulemusele liita 6piku hind.

Niisuguste kirjutuste puhul kasutatakse séna «valem» asermel
ka viljendit «a!gebraline avaldis».

Definitsioon 1. Algebraliseks avaldiseks nimetatakse
tehtemirkidega iihendatud ja numbrite voi tdhtedega kirjutatud
arvude kogu.

Lithiduse méottes Geldakse sageli «algebralise avaldise» asemel
lihtsalt «avaldis».

Toome algebraliste avaldiste nditeid:

%é—?; 3mn; 9(p-+4q); a; (3+8)-7; 45.

Nendest ndidetest selgub, et algebraline avaldis vGib koosneda
ainult iihest tdhest, kuid voib ka mitte sisaldada tdhtedega téhis-
tatud arve (kaks viimast ndidet). Sel juhul nimetatakse avaldist
ka aritmeetiliseks avaldiseks.

Anname eespool saadud algebralises avaldises 20n - 85 tdhele
n vaidrtuse .5 (tdhendab, Gpilane ostis 5 vihikut). Asendame n
arvuga 5, saame:

: 20-5 -+ 85,
mis on vordne arvuga 185 (see on 1 rbl. 85 kop.).

Arvu 185 nimetatakse antud algebralise avaldise arvuliseks
vadrtuseks, kui n=>5. '

Definitsioon 2. Algebralise avaldise arvuliseks vadirtu-
seks tihtede antud védirtuste korral nimetatakse arvu, mis saadakse,
kui avaldises tihed asendada nende antud vidrtustega ja teostada
noutud tehted. v £

Niiteks voib odelda: avaldise 20n -} 85 vairtus, kui n =2, on
125 (1 rbl.-25 kop.). - AR 24T A 9 *

Sama avaldise vairtus, kui n =23, on 145 (1 rbl. 45 kop.) jne.

Nieme, et algebralise avaldise vdartus oleneb sellest, milliseid
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vaartusi anname selles esinevatele tihtedele. Ainult erandina esi-
nevad avaldised, mille vdidrtus ei olene neis esinevate tihtede véaar-
tustest. Nditeks avaldise 2(u -+ 3) — 2a arvuline viirtus on tihe a
iga vairtuse puhul 6.

Leiame nditeks avaldise 3a 4 2b arvulise viirtuse tahtede a ja b
mitmesuguste viirtuste puhul.

Olgua=4jab=2

Asendame antud avaldises a arvuga 4 ja b arvuga 2 ning arvu- .
tame saadud avaldise viirtuse:

3:-442.9=124+4=16.

Jarelikult, kui a=14 ja b =2, on avaldise 3a - 2b arvuline viar-
tus 16.

Analoogiliselt leiame, et kui a =5 ja b=17, on avaldise viir-
tus 29; kui @ =0 ja b =1, on avaldise viirtus 2 jne.

Arvutamise tulemused vaib esitada tabelina, mis piltlikult nii-
tab, kuidas muutub avaldise viirtus soltuvalt temas esinevate tih-
tede vaartuste muutmisest.

Koostame kolmerealise tabeli.

. Esimesse ritta kirjutame tdhe a viirtused, teise tihe & vairtu-
sed ning kolmandasse avaldise 3a - 2b viirtused. Saame jirg-
mise tabeli:

3a+2b| 16 29 2 19 11

Paragrahvis 1, rddkides liitmise vahetuvuse seadusest, kirjuta-
sime, et kaks avaldist a + b ja b+ a on vordsed:

at+b=0b+a.
Sellist kirjutust nimetatakse vorduseks.

Definitsioon 3. Voérdusmirgiga iihendatud kaht algebra-
list avaldist nimetatakse vorduseks.

Matemaatikas kasutatakse peale vordusmirgi veel vorra-
t us mérke:

6



> — ... on suurem kuj ...,
< — ... on vidiksem kui ... .

Niiteks, kirjutust

5> 2 — loetakse: viis on suurem kui kaks;
3 < 7 — loctakse: kolm on viaiksem kui 7.

Definitsioon 4. Varratusmirgiga iihendatud kaht algeb-
ralist avaldist nimetatakse vorratuseks. '
Tuleb meeles pidada, et vorratusmargi teravik on alati suuna-
tud vdiksema arvu poole.
; Nidide. Mootnud sirgloigu, saime, et selle pikkus d on suu-
rem kui 5 ¢m, kuid véiksem kui 6 cm. Mootmise tulemuse voib iiles
kirjutada kahe vorratusmargi abil jargmiselt:

Sem<.d< 6 cnk

§ 3. Tahtede lubatavad vidirtused.

Paragrahvis 1| toodud néidetest jéreldame, et mingisuguses .
~ algebralises avaldises esinevad tdhed vbivad omada kas mislahes
vaartusi (esimene ndide), mitmesuguseid, kuid mitte mistahes véadr-
tusi (teine ndide) voi ainult {ihe vddrtuse (kolmas nédide).

Definitsioon. Neid arvulisi vdirtusi, mida véivad omada
tihed antud algebralises avaldises, nimetatakse nende tdhtede luba-
tavateks vdirtusteks.

Kui avaldis saadi iilesande lahendamise tulemusena, siis téh-
tede lubatavate vdirtuste hulga maédiravad kindlaks iilesande
tingimused.

Nii niiteks paragrahvis 2 saadud avaldises 20n -+ 85 on tdhe n
lubatavate viirtuste hulgaks naturaalarvude hulk, sest vihikute
arvu saab viljendada ainult naturaalarvudega.

Kui antud avaldises esinevate tihtede vaartuste kohta ei ole
* midagi 6eldud, siis loetakse selle avaldise téhtede lubatavateks
vidrtusteks kdiki neid vdirtusi, mille puhul avaldis ei kaota motet.

Olgu antud avaldis:

2x — 15
e

Leiame selle avaldise arvulise vaartuse, kui x = 2.
Asendame x arvuga 2, saame:

T S| N g |
2 5 2 .




Saime lugejas vahe, milles vihendatav on viiksem lahulata-
vast. Avaldis kaotas motte, kui x = 2. Tdhendab, arv 2 ei kuu'u
tahe x lubatavate véirtuste hulka. On kerge niha, et x vaib siin

olla ainult kas suurem kui 7% voi vordne sellega. Tihe x kdigi

nende véirtuste puhul, mis on viiksemad kui 7% , kaotab avaldis

motte. Liihidalt v6ib tdhe x lubatavad vairtused iiles mirkida
jargmiselt:

x> 7% :
Mirk > tahendab «suurem v6i vordnes.
Avaldises
2
a—3

on tdhe a lubatavateks viirtusteks ainult arvust 3 sunremad arvud,
kuna a =3 puhul saame nimelajas nulli, aritmeetikast on aga
teada, et nulliga jagada ei saa. Seepérast peab a> 3.

§ 4. Kordaja.

Lahendame iilesande.

Pliiats maksab a kopikat. Kui palju maksab 6 niisugust
pliiatsit?

Vastus: a-6 kopikat.

Kokkuleppe kohaselt kirjutatakse korrutises numbriline tegur
taheliste tegurite ette (legurite {imberpaigutamisel korrutis ei
muutu). Seetdttu kirjulatakse saadud avaldis jargmiselt: 6a.

Tegurit 6 nimetatakse antud avaldise kordajaks.

Definitsioon. Taheliste tegurite ees asetsevat numbrilist
tegurit nimetatakse kordajaks.

Kui avaldis sisaldab ainult tdhelisi tegureid, siis éeldakse, et
selle kordaja on iiks. Toepooclest, niiteks avaldised ab ja 1-ab on
omavahel vordsed, kuna iihega korrulamine ¢i muuda arvude viir-
tust. Kordajat «iiks» tavaliselt aga ei kirjutata.

Kordaja voib olla nii tédis- kui ka murdarv.

Olgu antud avaldis: ;

‘ab + ab + ab.

Selles avaldises on arv ab voetud liidetavana kolm korda. Kuid



votta mingi arv liidetavana kolm korda tihendab seda, et see arv
tuleb korrutada kolmega. Tdhendab, voime kirjutada:

ab-+ab+ab =ab - 3.

Kuna numbrilise kordaja otsustasime kirjutada esimesena, siis
saaine -avaldise 3ab, kus 3 on kordaja. Vastupidi, kui meil on nii-
teks avaldis 4a, kus 4 on kordaja, siis voime selle avaldise kirju-
tada ka jargmiselt:

' 4a=a-t+a-+ta-ta.

Téhendab, kui kordaja on tdisarv, siis see niitab, mitu korda

tema jdrel olev avaldis on voetud liidetavana.

Kui kordajaks on aga murdarv, siis see niitab, kui sutir osa
tuleb votta tema jirel asetseva avaldise vaartusest.

Naiteks avaldises I%ab kordaja 1% nditab, et a ja b mistahes

véartuste puhul tuleb vatta g nende korrutisest. Kui a =5; 6 =6,
saame

}-:56=1--30=4b.

Ny —
N —

§ 5. Astendamine.

Aritmeetikas kordarvude algtegureiks lahutamisel esitati need

arvud algarvude astmete korrutisena. Astmed kirjutati astendajate
abil.

Tuletame meelde need moisted.

Definitsioon 1. Mitme vordse teguri korrutist nimetatakse
astmeks.

Naiteks arvud

19 =7~ T3
g & B
257 805"

R=2.2-2:-2:2
on vastavalt seitsme, kolme viiendiku ja kahe astmed. .
~ Astmeteks on ka vordsete tédheliste tegurite korrutised, niiteks:
aa, XxXxx jne.

Tegurite arvu jérgi jaotatakse astmed teiseks, kolmandaks jne.
astmeks.



Naiteks:
36 =66 — kuue teine aste;

1 ok =4 %
F=33°3— iihe kolmandiku kolmas aste;

625=5-5-5-5 — viie neljas aste jne.
Aritmeetikas nimetatakse vordsete arvude liitmist korruta-
miseks.
Korrutamise juures kirjutatakse liidetav arv ainult iiks kord,
temast paremale (teisele poole korrutamismirki) kirjutatakse aga

korrutaja, mis niitab, mitu korda esimene arv tuleb votta liide-
tavaks.

Naiteks:
3+3+4+3+3+3=3-5;
2 HEE TR Rt
B b S

Sarnaselt sellega defineeritakse ka vordsete arvude korrutamist
kui uut tehet. -

Definitsioon 2. Mitme vordse arvu korrutamist nimeta-
takse astendamiseks,

Jérelikult on astendamine viies aritmeetiline tehe.

Definitsioon 3. Arvu, mida astendatakse, nimetatakse
astendatavaks.

Néiteks 64 =4 -4 -4 on nelja kolmas aste. Arv 4 on astendatav.

Aritmeetikast on teada, et aste kirjutatakse liihidalt jargmiselt:
kirjutatakse astendatav ning sellest paremale iiles arv, mis néitab
tegurite arvu.

Naiiteks: 3-3-3-3 = 34

Definitsioon 4. Arvu, mis nditab, mitmendasse asimesse
astendatav voetakse, nimetatakse astendajaks.

Viimases niites on astendaja 4.

Avaldises 82 on arv 8 astendatav, arv 2 astendaja ning 8% ehk
64 aste. 5

Toome vordluseks niiteid korrutamise ja astendamise kohta.

Korrutamine: Astendamine:
13+2="134~13:=26; 138 =18 13==160;
e 1 1 1 ¥ 5.5 .8 198 b
(22)'3=2§+2§+2§=75’ (2 3) =33°3=5 =163;
3:4=3+4+34+3+3=12; ==3~3+3:5—81:
a-2=a-+a=2a; ag =:a%;
x:3=x+4+x+x=3x; XXr =%
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Astme (mitme vordse teguri korrutise) definitsioonist jareldub,
et astendaja voib olla kaks, ko!m, neli jne. Jarelikult voib asten-
daja olla ainult {ihest suurem naturaalarv.

Kasutatakse ka astendajat 1. Nimelt loetakse mistahes arvu esi-
mest astet vordseks selle arvu endaga, nditeks:

o' =8; 8,38'=8235; a'=4a.

Astendajat 1 tavaliselt ei kirjutata, kuid iga arvu voib esitada
astmena, kus astendajaks on 1.

Edaspidi nideme, et astendaja 1 osulub paljuski kasulikuks.

Aritmeetikast on teada, et arvu teist astet nimetatakse teisiti
ruuduks ja kolmandat astet — kuubiks. See on seotud pindala ja
ruumala avaldamisega ruut- ja kuupiihikutes. Seepdrast nimela-
takse arvu tostmist teise voi kolmandasse astmesse lithidalt ruutu
voi kuupi tostmiseks.

Praktikas tuleb sageli tosta arve ruutu ja kuupi. Seepirast on
arvutamise kergendamiseks ja kiirendamiseks koostatud spetsiaal-
sed arvude ruutude ja kuupide tabelid.

"Mirkus. On kasulik veenduda ja meeles pidada, et null
mistahes astmes on null ning {iks mistahes astmes on 1.

§ 6. Tehete jirjekord.

Kui aritmeetikas tuli arvudega teostada erinevaid tehteid, siis
sooritasime need teatavate reeglitega kindlaks méiratud jarjekor-
ras. Samad reeglid kehtivad algebras. Seejuures tuleb arvestada ka
uut tehet — astendamist.

Tuletame meelde, et:

liitmist ja lahutamist nimetatakse esimest jarku teheteks;

korrutamist ja jagamist teist jarku teheteks;

astendamist kolmandat jarku tehteks.

Tuletame niiiid meelde reeglid tehete jarjekorra kohta.

Reegel 1. Uht ja sama jiarku tehted {eostatakse selles jirje-
korras, nagu nad on kirjutatud.

Nédide 1.
17— 114+8=6+48=14;
8:2:3=4-3=12,

Kuid monikord on otstarbekam toimida teisiti.
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Olgu néiteks antud avaldis:
51 —27 4 19.
Teost.ades tehted kirjutatud jirjekorras, saame:
51 —27 =24; 24 419 =43.

Arvutamine muutub aga kergemaks, kui teeme seda teises jérje-
korras:

51419 =70; 70— 27 =43,

Niide 2.
25:10-4.
Jaganud 25 arvuga 10, saame murru 2%, mis tuleb korrutada
4-ga.

Arvutamine muutub aga palju lihtsamaks, kui muudame tehete
jérjekorra:
25-4:10=100:10=10.

Nagu nédeme, voib sama jarku tehete jirjekorda meelevald-
selt muuta (tingimusel, et koik tehted pérast iimberpaigutamist
oleksid ikkagi teostatavad). Kui aga selleks ei o'e vajadust, siis
teostatakse need tehted selles jérjekorras, nagu nad on kirjutatud.

Reegel 2. Kui avaldises esineb erinevat jirku tehteid, siis
teostatakse esmalt korgemat jdrku tehted ning seejirel madalamat
jarku tehted.

Selgitame seda reeglit ndidetega.

Néidide 1.

3+5:7=3+4 35=238.
Esmalt korrutame (teist jdrku tehe) ning seejirel liidame.
Niide 2. v
452 2—=4.,25:2 =100 :2=>50.
Esimesena teostame siin kolmandat jdrku tehte.
Nidide 3.

5:29—6*:12=5-9—36:12=40—3=37.

Algul on teostatud kolmandat jérku, siis teist jirku ning 16puks
esimest jarku tehted.

Monikord tuleb aga reegliga 2 maiaratud jdrjekorrast korvale
kalduda. Selgitame seda {ilesande abil.

Ulesanne. Kahest punklist viljusid teineteisele vastu kaks
jalgratturit. Uks soitis kiirusega a km tunnis, teine b km tunnis.
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Kui suur on nende punktide vaheline kaugus, kui on teada, et jalg-
ratturid kohtusid t tunni pdrast?
Lahendame iilesande kiisimuste abil.
1) Kui suure vahemaa labisid jalgratturid iithes tunnis kokku?
a-+b.
2) Kui suur on nende punktide vaheline kaugus?

Et vastata sellele kiisimusele, tuleb saadud tulemus a6 kor-
rutada arvuga £ Kui me esitaksime selle tehte jirgmiselt:

a -+ bt,
“siis saaksime vale vastuse, sest teise reegli jirgi tu'eb meil selles
avaldises b korrutada f-ga ja tulemusega liita a. Me peame aga
-nditama, et siin tuleb esmalt liita (esimest jirku tehe) ning see-
jérel korrutada (teist jarku tehe). Seda niidatakse sulgude abil.
Avaldis kirjutatakse seepérast jargmiselt:

(a -+ b)t.

Reegel 3. Kui algul on vaja teostada madalamat jirku teh-
ted, siis kasutatakse sulgusid. Tehted sulgudes olevate arvudega
sooritatakse esimeses jarjekorras. :

Toome néiteid.

I1—2.-4=11—8=3, kuid (11—2)-4=9-4=36.
5.28=5.8=40, kuid (5-2)%= 103 = 1000.

S P24 921 kuid @4+3)=5=28

ab? = abb, kuid (ab)?= (ab) (ab) = abab = aabb = a2b?.

Kui on antud murdavaldis, mis on kirjutatud murrujoone abil,
siis murrujoon asendab sulgusid ja nditab, et tuleb era'di arvu-
tada nii lugejas kui nimetajas seisev avaldis ning esimene tulemus
jagada teisega.

§ 7. Liitmise ja korrutamise pohiseadused.

Edaspidi, kui 6pime tundma tehteid numbrite voi tihtedega vil-
jendatud arvudega, tuleb meil paljudel juhtudel kasutada neid
tehete seadusi, mida oOppisiine aritmeetikas. Kuna nendel seadustel
on suur tdhtsus matemaatikas, siis nimetatakse neid tehete pohi-
seadusteks.

Tuletame need meelde.

1. Liitmise kommutatiivsuse e. vahetuvuse seadus.

Summa ei muutu liidetavate jirjekorra muutmisel.
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See seadus on paragrahvis 1 antud vorduse
at+b=b+a

kujul, kus a ja b on mistahes arvud.
2. Liitmise assotsiatiivsuse e. ithenduvuse seadus.

Et arvuga liita kahe arvu summa, vdib selle arvuga liita esimese
liidetava ja saadud summaga teise liidetava.

a+ (b+c) = (a+0b) 4o
kus a, b ja ¢ on mistahes arvud.
Nadide:
. 54 (7+11) =5+ 18=23.
b5+7) +11=12411=23.
Téhendab:
5+ (74 11)=(B+7) + 11.

Vahetuvuse ja ithenduvuse seadust rakendatakse tihti peastarvu-

tamise juures, jdrjestades liidetavad nii, et neid oleks kergem peast
liita.

Nidide 1.
89 4 67 4 11.

Paigutame iimber kaks viimast liidetavat, saame:
894 11 - 67.

Selles jérjekorras on nende arvude liitmine palju kergem.

Tavaliselt liidetavaid uuesti iimber ei kirjutata, vaid muudetakse
nende jédrjekorda peast, s. t. paigutatakse 67 ja 11 {imber, liide-
takse 89 ja 11 ning siis tulemusega 67.

Nidide 2.

76 - 87 -+ 24 + 13.

Et neid arvusid oleks kergem peast liita, muudame liidetavate
jarjekorda jargmiselt:
. 76 -+ 24 + 87 4 13.

Kasutades iihenduvuse seadust, paigutame kaks viimast liideta-
vat sulgudesse:

76 + 24 4 (87 4 13).
Sulgudes olevate arvude liitmine on kerge. Saame

76+ 24 = 100; = 100 - 100 = 200.
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Peast liitmisel tuleb alati vaadata, kas arvutusi ei saa vahetu-
vuse ja ithenduvuse seaduse rakendamisega lihtsustada.
3. Korrutamise vahetuvuse seadus.
Korrutis ei muutu tegurite jiarjekorra muutmisel.

ab = ba,
kus a ja b on mistahes arvud.

4. Korrutamise iihenduvuse seadus.

Et mingit arvu korrutada kahe arvu korrutisega, voib selle arvu
korrutada esimese teguriga ning saadud tulemuse korrutada teise
teguriga.

a(bec) = (ab)c.
Nidide 1.
e {3~ 4)=75+12=760.
(5+8) 4 =15 4=1560:
Tahendab:
5:(3-4) = (5-3) - 4.
Niide 2.

50 - (4-17).

Selle asemel et korrutada 4 ja 17 ning seejérel 50 ja 68, voime
selle avaldise iihenduvuse seaduse pohjal iimber kirjutada jarg-
miselt:

(50-4) -17.

Niiiid on korrutamine tunduvalt kergem. Korrutamise vahetu-
vuse ja iihenduvuse seaduste rakendamine kergendab sageli peast
arvutamist.

Ndide 1.

25.37 - 4.

On piéris tiilikas 25 korrutada 37-ga. Paigutame kaks viimast
tegurit imber:

25-4-37.
Niiiid on seda korrutist kerge peast leida.
Nidide 2.
75-35:4-2.

Kasutades vahetuvuse ja {ihenduvuse seadust, kirjutame selle
avaldise timber jargmiselt:
75-4-(35-2).

Niiiid saame koik tehted sooritada peast.
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5. Korrutamise distributiivsuse e. jaotuvuse seadus.
Et korrutada kahe arvu summa mingi arvuga, voib iga liidetava
eraldi korrutada selle arvuga ja saadud tulemused liita.

(a+ b)c =ac + be.
Nidide 1. Jaotuvuse seadust kasutame niiteks kahekohaliste
(ja mitmekohaliste) arvude korrutamisel. Et korrutada 26 arvuga 7,

esitame arvu 26 summana 20 -} 6, siis korrutame nii 20 kui ka 6
arvuga 7 ning liidame tulemused:

26-7=(20+4+6)-7=20-74+6-7 =140 42 =182,

Monikord on aga otstarbekam toimida vastupidi: selle asemel
et korrutada iga liidetav iihe ja sama arvuga, leiame enne nende -
liidetavate summa ning korrutame selle antud arvuga.

Nidide 2. 057 e
87 .28+ 13- 28.

Peast arvutamine on siin raske.

Esitame avaldise teisel kujul:

: (87 + 13) - 28.
Me rakendasime siin {imberpooratud kujul jaotuvuse seadust:
ac+bc= (a+b)c.

Niiiid saame tehted sooritada peast viga kergesti.

Kéik nimetatud seadused kehtivad ka siis, kui liidetavaid voi
tegureid on rohkem kui kaks.

[§ 8. Algteadmisi vorranditest.

Ulesanne. Mingile aroule liideti 8 ja saadi 17. Leida see
arv.

Lahendame iilesande nii: tdhistame tundmatu arvu mingi
tihega, niiteks tihega a. Liidame sellele 8, saame a - 8. Ulesande
tingimuste jargi on see summa aga 17. Tédhendab:

a+8=17.

Siin on a ja 8 liidetavateks ning 17 nende summaks. Uks liide-
tav on aga vordne summa ja teise liidetava vahega. Jérelikuit:

a=17—8 ehk a=09.

Kontrollime. Asendame a avaldises a + 8 arvuga 9. Saame:
9+48=17.
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Ulesanne on lahendatud oGigesti.
Vordused, mis sisaldavad tundmatut arvu, kannavad eri nime-
tust.

Definitsioon 1. Vordust, mis sisaldab mingi tihega tihis-
tatud tundmatut arvu, nimetatakse vorrandiks.

Toome veel nditeid vorranditest:
2m —5=m—+2;
®i7=13
x2=05x—6.
Avaldist, mis asetseb vasakul pool vordusmérki, nimetatakse

vorrandi vasakuks pooleks, paremal pool asetsevat avaldist
nimetatakse aga vorrandi paremaks pooleks.

Vorrandis a4 8 =17 on a -8 vorrandi vasak pool, 17 aga
parem pool.

Definitsioon 2. Lahendada vorrand, see tdhendab leida
tundmatu need viddrtused, mille puhul vorrandi molemad pooled on
vordsed iihe ja sama arvuga (teiste sonadega: leida tundmatu koik
need vdartused, mille puhul vordus jaab kehtima).

Oeldakse, et need tundmatu vidirtused rahuldavad vor-
randit. ‘

Definitsioon 3. Tundmatu védartusi, mis rahuldavad vor-
randit, nimetatakse vorrandi lahenditeks.

Nagu ndgime, on vorrandi a -+ 8 = 17 lahendiks a = 9. Asen-
damise teel voime veenduda, et vorrandi 2m — 5 = m -+ 2 lahen-

diks on m =7, vorrandi 3?k+ 7 = 13 lahendiks £=38, vorrandi
x2 = bx — 6 lahenditeks x;, =2 ja x, = 3.

Miarkus. Vorrandis esinevaid tundmatuid arve téhista-
takse enamasti tdhestiku viimaste tidhtedega (x, y, 2z). Kuid
see ei ole tingimata kohustuslik. Tundmatut arvu voib iildiselt
tdhistada mistahes tdhega.

Lihtsamate vorrandite lahendamine. Toome veel nditena monin-
gad vorrandid, mis kergesti lahenduvad aritmeetikast tuntud sol-
tuvuste pohjal.

Niide 1.

x— 187 = 215.
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Tundmatu arv x on vdhendatavaks. Kuid vdhendatav on vordne
lahutatava ja vahe summaga. Jarelikult

x =187 215 ehk "x=402.
Kontroll 402 — 187 = 215.

Nadide 2.

ERPLE
1—5 .X =g
Jagaja on vordne jagatava ja jagatise jagatisega. Jarelikult:
gl 2 Sk 3
S | o el TN on

Kontroll.
S T RS

18 13378
Ulesannete lahendamine vorrandite abil. Algebra edaspidisel
kédsitlemisel ndeme, kui suur tdhtsus on vorranditel iilesannete
lahendamisel. Vorrandite abil on kerge lahendada iilesandeid, mida
‘aritmeetiliselt on vdga raske lahendada voi mille lahendamine arit-
meetiliselt pole voimalik, sest lahenduse kédik on védga keeruline ja
pikk: Selliseid iilesandeid vaatleme edaspidi. Praegu vaatleme paari
lihtsat niidet iilesannete lahendamisest vorrandite abil.

Ulesanne 1. Klassi jaoks osteti vihikuid. Pérast seda, kui
48 vihikut jaotati opilastele, jdi neid jirele veel 32 tiikki. Mitu
vihikut osteti?

Koostame iilesande tingimuste pohjal vorrandi. Ostetud vihi-
kute arvu tdhistame tdhega x. Kui 48 vihikut jaotati opilastele, siis
ostetud vihikute hulk vdhenes 48 vorra, tahendab, vihikuid jai
jérele:

x —48.
Kuid iilesandes on deldud, et jérele jai 32 vihikut. Tahendab, iile-
jddk x — 48 on vordne 32-ga, seega
x— 48 = 32.
Lahendame selle vorrandi. Tundmatu arv x (vdhendatav) on vordne
lahutatava ja vahe summaga. Seega

x =48 + 32 ehk x =80.
Kontroll 80— 48 =32.
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Ulesanne 2. Ma motlesin ithe arvu. Kui Rorrutasin selle
13-ga, siis sain 143. Millise arvu ma métlesin?

Téhistame moeldud arvu tdhega x. Korrutades selle 13-ga,
saame x- 13 ehk 13x. Kuid iilesande tingimuste jargi on tule-
mus 143. Jarelikult:

13% = 143.

Leiame x kui tundmatu teguri:

X =843 13 ehiks W11,
Kontroll. Ya-:d=143;

Vorrandite lahendamisel tuleb tdhelepanu poorata sellele, mil-
liseid arvulisi vdértusi voib omada tdhega méargitud tundmatu, s. t.
millised vadrtused on tema jaoks lubatavad.

Nii on iilesandes 1 tundmatu lubatavateks vaartusteks ainult
naturaalarvud. Ulesandes 2 on aga tundmatu lubatavateks viar-
tusteks nii tdisarvulised kui ka murdarvulised vaartused.

Pérast vorrandi lahendamist selgub, missugust lubatud véir-
tustest peab omama tundmatu, et vordus oleks oige.

§ 9. Ajaloolisi andmeid.

Esimesi algebra algeid voib leida juba vanade rahvaste juurest. Nii oska-
sid vanad babiiloonlased ligikaudu 4000 aastat enne meie ajaarvamist lahen-
dada kiillaltki raskeid vorrandeid.

Vanad egiptuse matemaatilised teosed (umbes 2000 aastat e. m. a.) sisal-
dasid samuti moningaid algmoisteid algebrast.

Eriti tuleb aga &ra markida IX sajandi véljapaistva matemaatiku
Muchammad Al-Khwarizmi teoseid. Tema perekonnanimi Al-Khwa-
rizmi («Horesmist») vihjab sellele, et opetlane on parit Horesmist (praegune
Uzbeki NSV). Tema matemaatika-alased teosed sisaldavad iiksikasjaliselt selle:
aja algebralisi teadmisi. Tol ajal ei olnud veel kasutusel spetsiaalseid mirke:
valemite ja reeglite iileskirjutamiseks. Ei olnud nditeks liitmismarki, lahuta-.
mismérki, vordusmaérki jt. Sellepdrast esitas Al-Khwarizmi koik reeglid
< sonades.

Soovides kirjutusviisi lithendada, hakkasid matemaatikud lithendama
tiht. kasutatavaid sonu, Nditeks liitmise ja lahutamise juures Kkirjutati
sonade «pluss» ja «miinus» asemel ainult nende sdnade esimesed tihed
«p» ja «mp».

Tédhed arvude mirkimiseks vottis esimesena tarvitusele prantsuse mate-
maatik Viéta (1540—1603). Oma matemaatika-alastes teostes tihistas Viéta
koiki tundmatuid arve vokaalidega, tuntud arve — konsonantidega. Téhtede
kasutamisele votmisel arvude markimiseks oli suur tihtsus. Tdhtede abil muu-
tus voimalikuks iiles kirjutada reegleid ja valemeid iildkujul mistahes arvude
jaoks.
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1703. aastal ilmus Venemaal vene matemaatiku-pedagoogi L. Magnitski
matemaatika Gpik «Aritmeetika», See sisaldas peale aritmeetika veel teadmisi
algebrast, geomeetriast, astronoomiast, geodeesiast ja muust. Samuti nagu
Viéta kasutas ka L. Magnitski tundmatute arvude tihistamiseks konsonante.

L. Magnitski raamat oli Venemaal aastakiimnete jooksul peamiseks mate-
maatika kisiraamatuks. Selle jdrgi Gppis- suur vene teadlane M. Lomonossov.

Algebralised iileskirjutused kaasaegsel kujul véeti tarvitusele kuuisa ing-
lise opetlase Isaac Newtoni (1642—1727) toédes. Toome niiteks tema
iileskirjutuse:

ax* -+ b +cx-d=0.




TEINE PEATUKK
RATSIONAALARVUD.

§ 10. Positiivsed ja negatiivsed arvud.

Kui kiisimusele «Milline on praegu 6hu temperatuur?» vastata:
«Termomeeter nditab 4°», siis see vastus ei ole tipne. Termomeeter
voib nédidata 4° sooja voi 4° kiilma (joon. 1).

Oeldakse ka: 4° iile nulli voi 4° alla

nulli. Need selgitavad sonad: «sooja», |8 8 8—i—8
«kiilma», «iile nulli», «alla nulli», tuleb s
lisada seepirast, et temperatuur voib ala- |6 6}y |61I*©
tes nullist muutuda kahes vastupidises R
suunas. Ta voib tousta (elavhdbe termo- |4 " it | e

meetris liigub nullist {ilespoole) v6i langeda
(elavhobe liigub nullist allapoole).
Ilmateate edasiandmisel raadio kaudu |g 0 o—ll~o
neid selgitavaid sonu aga ei kasutata. = I~
Oeldakse lithidalt naiteks nii: «Jakutskis |2 2 2130
oli temperatuur miinus 6°, Murmanskis & | =
miinus 1°, Kaasanis pluss 1°, Minskis |4 4 4 4
pluss 3° Rostovis pluss 12° jne.» Sonade
«iile nulli» vo6i «alla nulli» asemel lisa-
takse kraadide arvu ette mark pluss voi

miinus.
Nimetatud temperatuure vo6ib markida
jargmiselt: Joon. I.
Jakutsk 2169 Minsk + 3°
Murmansk — I° Rostov 4 12°
Kaasan +1°



Seda kirjutust moistetakse nii, et temperatuur Jakutskis oli 6°
alla nulli, Kaasanis 1° iile nulli jne.

Sageli, kui termomeeter niitab sooja, jdetakse temperatuuri
markimisel plussmirk édra ja -+ 13° asemel kirjutatakse liht-
salt 13°.

Jarelikult nullist korgemate temperatuuride markimiseks kasu-

tatakse arve 1, 2, 3, 3%, 7 jne. Need arvud on meile tuttavad juba
aritmeetikast. Neid nimetatakse positiivseteks arvudeks.
Nullist madalamate temperatuuride markimiseks kasutatakse

uusi arve: — 1, —2, — 3, —3%, — 7 jne. Neid arve nimetatakse
negatiivseteks arvudeks. .

Temperatuuri null kraadi margitakse nulliga. Viimane ei ole
ei positiivne ega ka negatiivne arv. Tema ette voib panna nii
mérgi pluss kui ka margi miinus voi jatta ta hoopis mirgita. Kir-
jutused 0; 4+-0; — O tdhistavad iihte ja sama arvu — nulli.

Negatiivseid arve ei kasutata aga mitte iiksnes temperatuunde
mérkimiseks. Toome niiteid.

Vara ja volg. Juba iile tuhande aasta tagasi tihistas india
matemaatik ja astronoom Bramagupta (VII saj.) vara positiivsete
ja vola negatiivsete arvudega (§ 29).

Samuti voib positiivseid ja negatiivseid arve kasutada tuleviku
ja mineviku, tulude ja kulude jne. markimiseks.

Suuruste muutumine. Positiivseid ja negatiivseid arve
voib kasutada suuruste muutumise mddtmiseks, markides positiiv-
sete arvudega nende suurenemise, negatiivsete arvudega nende
vihenemise. Niiteks voime positiivsete arvudega mirkida tempera-
tuuri tousu, negatiivsete arvudega — languse.

Positiivsed arvud (tdis- ja murdarvud), negatiivsed arvad

(tdis- ja murdarvud) ning arv null moodustavad ratsionaa 1-
arvud e hulga.

§ 11. Arvtelg.

Votame sirgel vabalt mingi punkti O (joon. 2) ning nimetame
selle alguspunktiks. Valime vabalt mingi pikkusiihiku, naiteks iihe
sentimeetri, ja paigutame sirgele punktist O paremale {iksteise jarel
1 cm pikkused 16igud. Esimese loigu 16pp-punkti tédhistame
arvuga |, teise 10pp-punkti arvuga 2 jne.

Samuti paigutame 16igud ka punktist O vasakule poole.
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Punktist O vasakul pool asetsevate loikude 16pp-punktid mar-
gime arvudega — 1, — 2, — 3 jne.

On arusaadav, et punktist O voib mdolemale poole paigutada ka
16ike, mis on viljendatud mistahes murdarvuga. Nditeks joonisel 2

kujutab punkt B arvu 2%‘, punkt A arvu — 2,3.
A 0 B

e 2 e
o et Rt g b A0 BEae IRl T Ty e B S

Joon. 2.

Definitsioon. Sirget, millel iga arvu kujutab vastav
punkt, nimetatakse arvsirgeks e. arvteljeks.
Selleks et leida, kus asetseb arvteljel punkt M (joon. 3), mis

vastab néiteks arvule —4]5, asetame punktist O vasakule 16igu,

mis on vordne 4% valitud pikkusiihikuga (meie ndites 4% cm).

1 1
5 i T

R L TG, RN,

Ve e | L
— ' ¥

+

Joon. 3.

Lithiduse mottes deldakse sonade «arvule a vastav punkt» ase-
mel lihtsalt «punkt a». Jérelikult, arvteljel (joon. 3) on kujutatud
punktid: — l% (punkt A), 3,2 (punkt B), null (punkt O).

Eelmises paragrahvis me kohtusime juba arvteljega: termo-
meetri skaala kujutab endast iihte osa arvteljest.

Edaspidi tuleb meil sageli kasutada arvtelge.

Arve, mis asetsevad arvteljel teine teisel pool alguspunkti ja
vordsel kaugusel sellest, nimetatakse vastandarvudeks. Nii
. on —5 arvu + 5 vastandarv, arv 2 arvu — 2 vastandarv jne. Arv 0
(null) on iseenda vastandarv. Margime, et mérke «pluss» ja «mii-
nus» nimetatakse vastupidisteks markideks.

§ 12. Ratsionaalarvude vordlemine.

Me oskame vorrelda mistahes positiivseid arve, see tdhendab,
oskame alati o6elda, kumb kahest antud arvust on suurem, kumb
vaiksem.
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Niiiid, kus me tunneme ka negatiivseid arve, tuleb piistitada
reeglid nende arvude vordlemiseks nii iiksteisega kui ka positiiv-
sete arvudega.

Selleks poérdume tagasi arvtelje juurde. Vaatame, kuidas aset-
sevad arvteljel positiivsed arvud, mida me oskame vorrelda.

Nédeme, et mida kaugemale punktist O paremale me liheme,
seda suuremaks muutuvad positiivsed arvud. Vastupidi, kui liikuda
vasakule (punkti O poole), vihenevad arvud kuni nullini. Tihen- -
dab, voib Gelda, et kahest positiivsest arvust on see suurem, kumb
asetseb arvteljel paremal.

Laiendame seda seaduspirasust kogu arvtelje kohta, see tihen-
dab, me loeme kahest arvust selle suuremaks, kumb asetseb arv-
teljel paremal.

Eeslnevast jargneb, et:

1. iga positiivne arv on suurem nullist ja igast negatiivsest
arvust;

2. iga negatiivne arv on viiksem nullist;

3. kahest negatiivsest arvust on suurem see, kumb asetseb arv-
teljel paremal. ‘

Niiteks:
3>o;1>—5;—%<0; U g g B e by

§ 13. Arvu absoluutvdirtus.

Mingist punktist O sbitsid vastupidistes suundades vilja kaks
autot. Esimene soitis punktist O 40 km paremale, teine 50 km vasa-
kule. Kumb neist 14bis pikema tee?

Kui tahame ndidata mitte ainult 1dbitud teed, vaid ka suunda,
siis voime kirjutada, et esimene auto soitis |40 km voi lihtsalt
40 km, teine aga — 50 km. Me ei saa aga Oelda, et esimene auto
ldbis pikema tee, olgugi et 40 > — 50, sest siis teeksime jdmeda
vea.

Vorreldes kahe auto poolt 1dbitud teid, huvitume me ainult tee
pikkusest, mitte aga sellest, millises suunas see tee labiti. Kuid
labitud teed mérgitakse alati aritmeetilise, s. t. positiivse arvuga.
Tahendab, — 50 asemel peame votma tema vastandarvu - 50, mis
tegelikult véljendab teise auto poolt ldbitud kilomeetrite arvu. Sel
juhul oeldakse, et me votame arvu — 50 absoluutvaddr-
tuse
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Definitsioon 1. Negatiivse arvu absoluutviartuseks nime-
tatakse tema vastandarvu.

Jérelikult — 10 absoluutvdartus on -+ 10; — 0,3 absoluutviartus
on - 0,3 jne.

Arvu absoluutvédidrtuse tdhistamiseks kirjutatakse antud arv
kahe piistkriipsu vahele, néiteks | — 50 | .

Téhendab, voib kirjutada:

|~ 50| =50; |—03]|=03; ‘|—z|=%; | —887|=38"

Jadrelikult tuleb eespool esitatud kiisimusele vastata jargmiselt:
teine auto ldbis suurema tee, kuna

| — 50> 40.

Me vordleme siin arvu — 50 absoluutvéartust arvuga 40. Uht-
suse mottes rddgitakse ka positiivse arvu ning samuti nulli abso-
luutvaartusest.

Definitsioon 2. Positiivse arvu ja nulli absoluutvidrtu-
seks on antud arv ise.

Jérelikult:
|5]=5; [40|=40; |0]|=0 jne.
Seega, vorreldes kahe auto poolt ldbitud teid, voime oGelda, et
me vordleme arvude — 50 ja 40 absoluutvéirtusi ning saame

|—50]>[40].

Kirjutused 5; - 5; |5| tdhistavad iihte ja sama positiivset
arvu 5. On tédhtis meeles pidada, et ka kirjutus | —5| tdhistab
arvu 5.

5=45=|5|=|4+5|=|—5].

Eelmises paragrahvis me esitasime reegli negatiivsete arvude

vordlemiseks. Vastavalt sellele reeglile voime kirjutada:
—5>-—-15, —3>—35; —1>—2 jne.

Kui aga vordleme nende arvude absoluutvéartusi, siis saame:

fee B =15 T3 | < P38 s H < 2 jne

Nieme, et kui iiks negatiivne arv on teisest suurem, siis tema
absoluutviirtus on teise arvu absoluutvairtusest vdiksem, ja vastu-

pidi, kui ithe negatiivse arvu absoluutvdirtus on teise negatiivse
arvu absoluutviirtusest suurem, siis see arv ise on teisest véiksem.
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Niiteks: |
| —15]>>|—8j; kuid —15< —8.

| =13 |>1—1], kuid —13<—1.

Niilid voib negatiivsete arvude vordlemise reegli sonastada tei-
siti, toetumata nende arvude asetusele arvteljel.

Reegel Kahest negatiivsest arvust on see suurem, kumma
absoluutvidirtus on viiksem.

Seepérast
—11>—12, kuna |—11|<|—12];
—12<—1, kuna |—1,2|>]|—1] jne.

§ 14. Ratsionaalarvude liitmine.

Meil tuleb niiiid anda reeglid tehete kohta ratsionaalarvudega,
s. t. mistahes ratsionaalarvude liitmise, lahutamise, korrutamise ja
jagamise reeglid. Alustame liitmisest.

Piiliame anda niisuguse ratsionaalarvude liitmise reegli, mis
tdidaks kolme jargmist tingimust:

1. Et fiilesanded, mis aritmeetikas (s. t. positiivsete arvude
puhul) lahendusid liitmise abil, lahenduksid sama tehte abil ka mis-
tahes ratsionaalarvude puhul.

2. Et mistahes ratsionaalarvude liitmise reegel jdidks positiiv-
sete arvude jaoks samaks, nagu me tunneme teda aritmeetikast.

3. Et positiivsete arvude kohta antud liitmise pohiseadused
(§ 7) jaaksid samaks ka mistahes ratsionaalarvude liitmise kohta.

Votame seepdrast iilesande, mis aritmeetikas lahendub liitmise
abil, néditeks:

Termomeeter nditas a°. Seejirel temperatuur tousis b° vorra.
Mitu kraadi nditab termomeeter praegu?

On selge, et positiivse a ja b korral tuleb antud iilesande lahen-
damiseks a kraadile lisada & kraadi. Saame vastuse:

(a4 b) kraadi.
Kontrollime niite abil.
. Olgua=-+4; b=+ 2.
Tdhendab, termomeeter nditas algul 4° sooja, seejirel tem-

peratuur tousis 2° vorra. Ilmselt nditab termomeeter praegu 6°
(joon. 4).
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Jéarelikult:
(+4)+(H2)=+6,
nagu peabki olema.
Vaatame niiiid, missuguseid védartusi peab omandama summa
a + b tahtede a ja b mitmesuguste ratsionaalarvuliste (mitte ainult
positiivsete) véartuste puhul.

8 8 —8 8——8
ol B . 4 o
6 6|6 6 |—6
4 44 444
2 2|2 Qj —2
2 2|2 22
— |~ .} .
4 4 4 44

Joon. 4. Joon. 5.

2. Olgua=—4; b=—2.
Téhendab, termomeeter nditas algul 4° kiilma, seejirel tempe-
ratuur alanes veel 2° vorra.

On selge, et niiiid nditab termomeeter — 6° (joon. 5).
Jarelikult:

(—4)+(—2)=—6.

Vorreldes iilesannete 1 ja 2 tulemusi, voime sonastada jirg-
mise reegli.

Reegel 1. Et liita kaks iihesuguste mirkidega arvu, on vaja
liita nende absoluutvddrtused ja summa ette panna seesama mirk.

Seega, et liita —11-ja —8, liidame nende absoluutviirtused
11 ja 8 ning saadud arvu 19 ette paneme miinuse. Saame:

(— 11)+(—8)= — 19.
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See reegel jdtab positiivsete arvude liitmise samaks, nagn me
‘tunneme seda aritmeetikast. (Tahendab, teine tingimus on tai-
detud.)

8 Olgitg—-F6b=-—9

Tédhendab, termomeeter nditas algul 6° sooja, kuid siis langes

temperatuur 2° vorra. On ilmne, et termomeeter niitab niiiid 4°
sooja (joon. 6).

8 8 8 8 | 481318 8—|—8
6 6 6 6 6: :6 6: :6
4 4 4 4 4: :4 4: :4
2 2 2 2 Qﬁ [_2 2: :2
0 0 0 0 0 0 0: :0
2 2 2 2 2 2 2: :2
4 4 4 4 4 4 4— _4
6 6 6 6 6 6 6 6
8 8 8 8 8 8 8 8
Joon. 6. Joon. 7.

Jarelikult, kui tahame, et ka sel juhul lahenduks iilesanne liit-
mise abil, siis peame kirjutama:
' (+6)+(—2)=44.
4. Olgu a=+2; b =—6.
Arutledes ‘samuti nagu eelmises ndites, leiame, et termo-

meeter nditab pdrast temperatuuri langemist 6° vorra 4° kiilma
(joon. 7).

Tdhendab, lahendades ka selle i{ilesande liitmise abil.- peame
kirjutama:

(+2+(—6)=—4.

Vaadeldes juhtumeid 3 ja 4, voime sonastada jargmise reegli.

28



Reegel 2. Et liita kaks erinevate mirkide ja erinevate abso-
luutvddrtustega arvu, tuleb leida nende absoluutviidrtuste vahe
ning vahe ette kirjutada selle arvu mark, mille absoluutvdirtus on
suurem.

Selle reegli jiargi saame, et:

(—5)+(+ =42
(+5)+(—=7)=—2;
(—3,9)+(+ 1,2)=—23.

5. Olgua=-+3; b=—23.

Kui termomeeter niitas 3° sooja ning seejirel temperatuur lan-
ges 3° vorra, siis termomeeter naitab niiiid 0°. Samuti on selge, et
kui termomeeter néitab a® sooja, siis pédrast temperatuuri langemist
a kraadi vorra termomeetri nait on 0°.

Tdhendab: '

Reegel 3. Kahe vastandarvu summa on null.
a-+(—a)=0.
Mirgime, et on Gige ka vastupidine véide.
Kui kahe arvu summa on null, siis need arvud on teineteise vas-
tandarvud.
Lopuks on kerge leida {ja kontroilida termomeetril), et néiteks:

24+0=2 — 3403 0+0=0.
0+2=2 04+(—3)=—3

Reegel 4. Kui iiks kahest liidetavast on null, siis nende
summa on vordne teise liidetavaga.

Need neli tuletatud reeglit holmavad koik voimalikud ratsionaal-
arvude liitmise juhtumid.

§ 15. Liitmise seadused.

Veendume, et ratsionaalarvude liitmisel jddvad kehtima koik
positiivsete arvude liitmise pohiseadused.

'Vahetuvuse seadus, Mistahes ratsionaalarvude a ja b kohta
kehtib vordus:

at+b=0b-+a.

See tuleneb ratsionaalarvude liitmise reeglist.

Toepoolest, kui arvud on ithemargilised (reegel 1), siis liidame
nende absoluutvdirtused, see tdhendab positiivsed arvud. Vahetlu-
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vuse seaduse kehtivus positiivsete arvude kohta on aga toesta-

" tud.

Kui arvud on vastandmairgilised (reegel 2), siis liitmisel lahu-
tame suurema absoluuivdidrtusega arvust vaiksema absoluutvaar-
tusega arvu, olenemata sellest, kas suurema absoluutviirtusega
arv asetseb esimesel voi teisel kohal. Tdhendab, ka siin ei olene
summa liidetavate jarjekorrast.

Reeglites 3 ja 4 ei rdagita midagi liidetavate jirjekorrast,
tihendab, need reeglid kehtivad liidetavate mistahes - jirjekorra
~ puhul.

Uhenduvuse seadus. Mistahes ratsionaalarvude kohta on Gige
vordus:

a-t(b+c)=(a+b)+ec.

Selles vbib veenduda ndite abil:

(—B)+ (4 3)+(— D] =(—5)+(—4)=—9
[(—5)+(+3)]-F(— T)=(—2)+(—7)=—9.

Nagu positiivsete arvude puhul, nii jadb ka siin vahetuvuse
ja iihenduvuse seadus kehtima, kui liidetavaid on rohkem kui
kaks.

ja

§ 16. Mitme arvu liitmine,

Et liita mitu ratsionaalarvu, liidame antud reegli jérgi esime-
sed kaks liidetavat, siis liidame saadud summaga kolmanda liide-
tava, uue summaga neljanda liidetava jne.

Naiteks:

(—ND+H9)+(H2)+(—=3)+(+9)=
=(—2)+(H2)+(—3)+(+9=0+(=3)+(+9)=
=(—3)+(+9)=+6.

Kuid ratsionaalarvude liitmist vGib teostada ka lihtsamalt.

Rakendades vahetuvuse seadust, paigutame (mottes) liidetavad
timber nii, et esimesel kohal asetsevad koik positiivsed liidetavad,
nende jirel aga koik negatiivsed liidetavad. Seejérel, kasutades
tihenduvuse seadust, liidame eraldi koik positiivsed liidetavad ja
koik negatiivsed liidetavad. Saame kaks arvu, millised liidame kahe
ratsionaalarvu liitmise reegli jargi.

Nii voib eespool toodud néiites teostada liitmise jargmises jérje-
korras: ‘
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1) (+3)+(+2)+(+9)=+ 16;
2) (—7)+(—38)=—10;
3) (+ 16)+(—10)=+6.
Tédhendab, voime anda liitmise kohta jargmise reegli.
Reegel. Et liita mitu ratsionaalarvu, voib liita eraldi kdik
positiivsed ja koik negatiivsed arvud ning saadud kaks arvu liita
kahe ratsionaalarvu liitmise reegli jargi.

§ 17. Ratsionaalarvude lahutamine.

Lahutamist defineeritakse kui liitmise poordiehet.
Lahutada iihest’ arvust teine, see tdhendab leida niisugune
kolmas arv, mille liitmisel {eise arvuga saadakse esimene arv.
Teiste sonadega, lahutada mistahes arvust @ arv b — see tdhen-
dab leida niisugune kolmas arv ¢, et kehtiks vordus:
! c+b=a.
Naiteks:
5—(+7)=—2, sest (—2)4+(+7)=+5;
(—3)—(+8)=—11, sest (—11)4(+8)=—3;
(=1)—(—95)=+4, sest (+4)+(—5)=—1
Et anda iildist reeglit mistahes ratsionaalarvude lahutamiseks,
toimime jargmiselt. Asendame esitatud ndidetes lahutamise lahu-
tatava vastandarvu liitmisega. Saame:
S+(—-7=—2
(—3)+(—8)=—1L
(— D+ (+5)=+4
Nieme, et saime samad tulemused, mis lahutamiselgi. Selle poh-
jal voime anda jargmise reegli.
Reegel. Et lahutada mingi arv, tuleb vidhendatavaga liita
lahutatava vastandarv.

a—b=a+(—0).

Toestame selle reegli.
Meil on vaja tdestada, et mistahes a ja b korral on kehtiv vordus

a—b=a-+(—b) (1)

Vorduse vasakul pool on arv a vahendatav, arv b — lahutatav.
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Téhendab, paremal pool olev avaldis a + (—b) on arvude a ja b vahe

Jérelikult, vordus (1) on oGige, kui vahe a +(—b) ja lahutatava b summa
on vordne vidhendatavaga a.

Kontrollime seda, liites a +(—b) ja b; saame
la +-(—b)14(+ b).
Uhenduvuse seaduse pohjal voime selle avaldise kirjutada jirgmiselt:
a—+ [(—b)+(+ b))
Kuid nurksulgudes olev summa on kahe vastandarvu summa ning see-
parast vordne nulliga.
Jarelikult,
[a+(—B)]+(+b)y=a+[(—b)+(+b)]=a+0=a.

Saime vihendatava a. Tahendab, vordus (1) on dige.

Toodud reegli abil voib lahutamise asendada liitmisega, lntmlse )
reegel on meile aga juba tuttav. .

Eelnevast jargneb, et iihe ratsionaalarvu lahutamise teisest
voib asendada kahe ratsionaalarvu liitmisega. Kahe ratsionaalarvu
liitmine on aga alati voimalik ning annab iihese tulemuse (§ 14).
Tdhendab, me voime kinnitada, et ratsionaalarvude hulgas on
lahutamine alati voimalik ning annab iihese tulemuse. Selle poolest
pohiliselt erinebki ratsionaalarvude hulk positiivsete arvude hul-
gast, kus, nagu me teame, liitmine on alati voimalik, kuid lahuta-
mine mitte.

§ 18. Liitmise ja lahutamise omadused.

Paragrahvis 15 niitasime, et mistahes ratsionaalarvude liitmi-
sel jddvad kehtima liitmise vahetuvuse ja {ihenduvuse seadused.
Kuid siit jareldub, et ka nendest seadustest tuletatud liitmise ja
fahutamise omadused jddvad kehtima ratsionaalarvude puhul.

1. Summa liitmine.

Et liita mingi arvuga mitme arvu summa, voib selle arvuga liita
jarjest iga liidetava.

Ndide.

(— 5)+[(— 3) -+ (+ 18)+-(— 9] =(—5)+(+8)=3
(— 5)4(— 3) -+ (4 15) - (— 4)=(—8) +(+ 15) +(—4)=
=(+ N+ (—9=3.

Aritmeetikast teame, et seda omadust kasutatakse arvutamise
[ihtsustamiseks. Toome néiteid.

ja
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Olgu meil vaja leida summa:
35 +(25 + 404 27).
Sulud néitavad, et algul on vaja liita sulgudes olevad arvud.
Liites need, saame 92. Liites 35 ja 92, saame 127.
Kasutades aga summa liitmise omadust, voime liita néiteks nii-
suguses jarjekorras:
354 25=60; 60-+40=100; 1004 27 = 127.
Arvutamine osutus lihtsamaks.
Toome veel iihe néite. Leida summa:
187 4 46 + 38 + 54 4 113.
Paigutame liidetavad tGmber jargmiselt:
187+ 113 + 46 + 54 + 38.
Liidame nii:
(187 + 113)+ (46 -+ 54) 4 38 =300 4 100 4 38 = 438.

Selline vahetuvuse ja ithenduvuse seaduse iiheaegne rakenda-
mine véljendub lithidalt jargmises reeglis.

Liidetavaid voib ithendada rithmadeks mistahes viisil.
2. Vahe liitmine.

Et liita mingi arvuga kahe arvu vahe, voib liita vihendatava ja’
tulemusest lahutada lahutatava.

Niiteks:
(— D+ [(+3)—(— 10)]=(—)+(+ 13)=6
ja
[({(—7)+(+3)]—(— 10)=(—4)—(— 10)= (—4)+(+ 10)=6.

Tahendab:

(— 1)+ [(+3)—(— 10)]=[(—7)+(+ 3)] —(— 10).

Uldkujul voib selle omaduse kirjutada jargmiselt:

at+(b—c)=(at+b)—ec.

Ka seda omadust kasutatakse tihti peast arvutamisel. Olgu
nditeks vaja liita 28 ja 39. Et 39=40—1, siis 284-39=
= 28 (40 — 1) =(28 } 40)— 1 =67. ;

Koik need lahutamise omadused, mis kehtivad positiivsete

arvude puhul, jddvad kehtima ka mistahes ratsionaalarvude
puhul.
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3. Summa lahutamine,
Selle asemel et mingist arvust lahutada mitme arvu summa,
voib sellest arvust lahutada iga liidetava iiksteise jérel.
Niide.
: (=D —[(—=3)+(+ 8] =(—T)—(+ 5)=—12
ja
(=D —(—= 3] —(+8)=(—4)+(—8)=—12
4. Vahe lahutamine.
Selle asemel et mingist arvust lahutada vahe, voib sellest arvust
lahutada vihendatava ja tulemusega liita lahutatava.
Niide.
: (—8)—[(—6)—(+3)]=(—8)—(—9)=1
ja
[(—8)—(—6)]+(+3)=(—2)+(+3)=1
Uldkujul:
a—(b—c)=(a—b)+}c.

Seda omadust kasutatakse samuti arvutamise lihtsustamiseks, :
néiteks: i
253 — 197 = 253 — (200 — 3) = 253 — 200 - 3 = 56.

257 — (257 — 78) = 257 — 257 4+ 78 = 78.

§ 19. Algebraline summa.

Votame avaldise, mis sisaldab liitmist ja lahutamist:
(+ )~ 4t (=B 3). (1)
Lahutamise reegli pohjal voime koik lahutamised asendada vas-
tandarvude liitmisega. Saame:

(+ 1)+ (—4)+(+ 2)+(+ 5)+(—3). (2)
Seega koik avaldises (1) olevad arvud muutusid liidetavateks.

Definitsioon. Summat, milles liidetavateks on positiivsed
ja negatiivsed arvud (eriti ka nullid), nimetatakse algebraliseks
summaks.

Iga avaldist, mis sisaldab liitmist ja lahutamist, voib kujutada
algebralise summana. ’
Niiteks:
a-+(—b)—(— ) —(+ d)+(—0)=
=a+(—b)+(+ )+ (—d)+(—¢e).
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Kirjutuse lihtsustamiseks voime igal pool liitmismargi ira
jatta, pidades meeles, et iga mark avaldises kuulub selle mirgi
jarel oleva arvu juurde ja et koik need arvud tuleb liita.

Nii voib avaldise (2) kirjutada lithemalt:

744 9 Gy

Ka see avaldis nditab, et on vaja liita arvud 7; —4; 4 2;
+5;, —3. '

§ 20. Korrutamine.

Mistahes ratsionaalarvude korrutamise reegli tuletamiseks
votame aluseks samad nouded, mida kasutasime ratsionaalarvude
liitmise reegli tuletamisel (vt. § 14).

Votame jéllegi {ilesande temperatuuri muutumisest.

Temperatuur touseb tunnis a° vorra. Praegu nditab termomee-
ter 0°. Kui palju nditab termomeeter t tunni pdrast?

Nagu ka varem, tdhistame temperatuuri langust negatiivsete’
arvudega.

Peale selle esineb iilesandes veel aeg, mille jooksul tempera-
tuur muutus. Lepime kokku tidhistada aega antud momendist edasi
positiivsete arvudega, moodunud aega aga negatiivsete arvu-
dega.

Tuleme tagasi iilesande juurde. Kuna igas tunnis temperatuur
touseb a° vorra, siis ¢ tunni pérast on temperatuur tousnud af
kraadi vorra.

Vaatame, millega on vordne korrutis af arvude a ja ¢ mitme-
suguste vaartuste korral.

a2 =3

Antud momendil néitab termomeeter 0°. Kolme tunni jooksul

* touseb temperatuur igas tunnis 2° Jarelikult 3 tunniga touseb tem-

peratuur 6° (joon. 8). Tdahendab: 2-3 =6.
2ha=—2:"t=3

Temperatuur langeb igas tunnis 2°. Tdhendab, 3 tunni jooksul
langeb ta 6° (joon. 9). Seega: (—2)-3 = —6.

3) a=2 t=—3.

Temperatuur touseb igas tunnis 2°. Praegu néitab termomee-
ter 0°. Tdhendab, 3 tunni eest oli temperatuur 6° alla nulli (kolme

3*

(¥>]
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mErer 11 1 s8] |el8| |88
6 6 6 6 6 686 6dll—6 66
al-a] |a}-2] [+-02 adbal [adlal a4
bo—fl-2] |22 o—{f-2 i | T | oAl o
b . B8 4 L § B
0 0 0 0 0 0 0 0 o—llo oo
o2 |22 |22 o o1 |2 o] |2dl2
4 4 4 4 4 4 4 ! 4 4 444
4 {—
6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 —lw— 6
s -s| |s-hs| [shs sl sl |sls| |s-l-=s
Noad Uhe tunni Kolme tunni Nt Uhe tunni Kolme tunni
pérast parast parast parast
Joon. 8. Joon. 9.

tunni jooksul tousis temperatuur igas tunnis 2° ja antud momen-
diks on joudnud nullini) (joon. 10). Tdhendab: 2 .(— 3)= —6.

4) g =t ip s

Temperatuur langeb igas tunnis 2°. Praegu on 0°. Tdhendab,
3 tunni eest pidi ta olema 6° iile nulli (sest langedes igas tunnis
2°, on temperatuur 3 tunni parast 0°) (joon. 11).

Siit: (—2)-(—3)=6.

Korvutame koik vaadeldud korrutamise juhud:

Died=—=10;
(—2):(— 3)=6;
(—2)-3=—6;
9.(—3)=—6.

Arvestades saadud tulemusi, saame ratsionaalarvude korruta-
miseks jargmise reegli.

Reegel 1. Et leida kahe ratsionaalarvu korrutist, tuleb kor-
rutada nende absoluutvddrtused ja votta korrutis mirgiga pluss,
kui tegurid on iihesuguste mirkidega, ja mirgiga miinus, kui nad
on erinevate mirkidega.
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88 88 88 848 8 8-
6——6 6—ft—6 66 66 8 6%
il B — — — — - }—-
444 444 4—t—4 4 fl-4 4 4
ot i — I~ b | md — I~
24 -2 242 22 by | Pt 9 2
0 0 Oo—|—0 0O~ |—0 0 0 0 0
2 2 i e 2282 2 2 2 2
4 4 4 4 44 4 4 4 4
6 6 6 6 6 — 6 6 6 6 6
8 8 8 8 8 8 8 8 8 8
Niiid ks tund Kolm tundi Nuod Uks tund  Kalm tundi
tagasi togas: tagosi tagosi
Joon. 10. Joon. 11.
Kooskolas antud reegliga saame:
i ey e LS : %
(—3): 5= — 15; (—5).3_—2-5_ 4-(— 25)= — 100.

Peale selle on mistahes arvu a puhul:
a- =00 =0
(Mistahes arvu absoluutvdartuse korrutis nuliiga on null.)

Reegel 2. Korrutis on null, kui vdhemalt iiks tegureist on
null.

§ 21. Korrutamise seadused.

Ratsionaalarvude kohta jddvad kehtima koik need korrutamise
seadused, mis kehtivad positiivsete arvude kohta (§ 7).

1. Vahetuvuse seadus.
Korrutis ei muutu tegurite jarjekorra muutmisel.

ab = ba.
See jareldub ratsionaalarvude korrutamise definitsioonist. Toe-
poolest, me votame arvude absoluutvadrtuste korrutise, kuid see
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ei olene sellest, millises jirjekorras me need absoluutvaartused

votame. '

Ka korrutise mirgi miirame olenemata sellest, millises jérje-
korras need margid esinesid. Me vaatame ainult, kas tegurid on
samamargilised voi erinevate mirkidega.

2. Uhenduvuse seadus. ;

Et korrutada mingi arv kahe arvu korrutisega, voib selle arvu
korrutada esimese teguriga ning saadud tulemuse korrutada teise -
teguriga. '

a(bcy=(ab)-c.

Toepoolest, avaldises a(bc) peame a absoluutviirtuse korru-
tama arvude & ja ¢ absoluutvéirtuste korrutisega; avaldises (ab)e
‘peame arvude a ja b absoluutviirtuste korrutise korrutama arvu ¢
absoluutvairtusega. Kuid absoluutviirtuste, see tihendab positiiv-
sete arvude korrutamise kohta kehtib iihenduvuse seadus.

Téhendab, vorduse molema poole absoluutviirtused on vord-
sed. Voib kergesti veenduda, et ka kummagi korrutise mérgid on
iihesugused, olenemata sellest, millised on arvude a, b ja ¢ méargid.

3. Jaotuvuse seadus. :

Et korrutada kahe arvu summa mingi arvuga, vdib kummagi
liidetava eraldi korrutada selle arvuga ning saadud tulemused liita.

(a+ b)c = ac + be.

Veendume selles niidete varal.

1) 24(—3)]-4=2-44(—3)-4

Toepoolest:

[24(—3)]-4=(—1)-4=—4.
2:44(—3)4=8—12=—4.

2) [(—3)+5](—6)=(—3)-(—6)+5- (—6).

Toepoolest:

[(—3)+5]-(—6)=2-(—6)= — 12
(—3)(—6)+5:(—6)=18 —30=— 12.

Nagu vahetuvuse seadus, nii jidb ka iihenduvuse seadus keh-
tima juhul, kui tegureid on rohkem kui kaks. ,

Samuti jdib kehtima ka jaotuvuse seadus, kui liidetavaid on
rohkem kui kaks.

Naide:

[(7 +(—3)+(—2)+5)]-(—2)=
=7+(—2)+(—3):(— 2)+(—2)-(— 2)+ 5-(—2).

Kontrollige selle vorduse Gigsust.
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§ 22. Mitme arvu korrutamine.

Mitme arvu korrutamisel toimitakse jargmiselt: eelmises para-
grahvis esitatud reegli jargi leitakse kahe esimese teguri korrutis,
saadud tulemus korrutatakse kolmanda teguriga, uus tulemus kor-
rutatakse neljanda teguriga jne. Nditeks:

(—8)-4+(—2)(—5)- 6 =(—12):(—2)-(—5)-6 =
© =924.(—5)- 6 =(— 120)-6 = — 720.

Enam levinud on aga teistsugune korrutamise viis.

Korrutamisel tuleb kogu aeg korrutada absoluutvéartusi: algul
leiame kahe esimese arvu absoluutvairtuste korrutise, seejdrel saa-
dud tulemuse absoluutvéirtuse ja kolmanda arvu absoluutvairtuse
korrutise jne. Tahendab, korrutise absoluutvdidrtus on vordne koigi
tegurite absoluutviartuste korrutisega.

Seepérast voime iilaltoodud ndites koigepealt leida korrutise:
3:4-2-5-6=720.

Saame otsitava korrutise absoluutviirtuse.

Jdab veel méadrata korrutise mark.

Selleks paneme tédhele, et kui paigutame negatiivsed tegurid
korvuti (seda aga voime teha korrutamise vahetuvuse seaduse poh-
jal), siis iga kahe teguri korrutis selles reas on positiivne. Jéreli-
kult, kui negatiivsete tegurite arv on paarisarv, siis, jagades need
tegurid paaridesse ning korrutades iga paari arvud (iihenduvuse
seaduse pohjal see ei muuda korrutise tulemust), saame ainult
positiivsed arvud. Tdhendab, ka kogu korrutis tuleb sel korral posi-
tiivne.

Kui aga negatiivsete tegurite arv on paaritu, siis paaridesse
jagamisel jdédb {iks negatiivne tegur iile. Negatiivsete tegurite iga
paar annab korrutiseks positiivse arvu, koigi positiivsete arvude
korrutis on muidugi positiivne. Kui me nende korrutise korrutame
veel punduva negatiivse teguriga, siis saame korrutiseks negatiivse
arvu.

Seega, kui negatiivsete tegurite arv korrutises on paarity, siis
korrutis on negatiivne.

Siit jargneb, et korrutise margi madramiseks on Kkiillalt, kui
teame, kas negatiivsete tegurite arv korrutises on paaris voi paa-
ritu.

Nii saame jargmise reegli mitme arvu korrutamiseks.
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Reegel. Mitme arvu korrutis on vordne koéigi tegurite abso-
luutvdirtuste korrutisega, mis on voetud plussmirgiga, kui nega-
tiivseid tegureid on paarisarv (voi neid pole iildse), ning miinus-
mirgiga, kui negatiivseid tegureid on paaritu arv.

Eespool toodud ndites on kolm negatiivset tegurit, tihendab,
korrutis tuleb votta miinusmargiga.

§ 23. Korrutamise omadused.

Tuletame meelde korrutamise omadused, mis jaidvad kehtima ka
ratsionaalarvude puhul.
1. Summa korrutamine.
Selle asemel et korrutada summa mingi arvuga, voib korrutada
selle arvuga iga liidetava eraldi ja saadud tulemused liita.
Néiide.
[+ 7D+ (—3)+(+2)]-(—3)=(+6)(—3)=—18
ja
(7 (—=3)+(—3)(—3)+(+2)(—=3)=
=(—2)+(+9)+(—6)=—18.
2. Summaga korrutamine.
Selle asemel et korrutada mistahes arv summaga, voib korru-
tada selle arvu iga liidetavaga eraldi ja tulemused liita.
Néaide.
(+8)- [(—2)+(+7)+(—3)]=(+8)-(+2)= 16
ja
(-+ 8)(—2)+ (- 8)-(+ T) +(+ 8)-(— 3)=
=(— 16)4(+ 56)+(— 24) = 16.
Molemad need omadused tulenevad jaotuvuse seadusest.

3. Korrutise korrutamine.

Selle asemel et korrutada korrutis mingi arvuga, voib korru-
tada selle arvuga iihe teguri ja jatta teised tegurid muutmata.

Naide.

[4-(—3)-5]-(—2)=(—60)-(—2Z)= 120
ja
[4-(—2)]-(—3)-5=(—8)-(—3)-5 =120

4. Korrutisega korrutamine.

Selle asemel et korrutada korrutisega, voib korrutada algul esi-
mese teguriga, saadud Kkorrutise korrutada teise teguriga jne.
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Nidide.
4:-[5-(—2)-3]=4-(—30)=—120
ja
(4:5)(—2):3=20-(—2)-3=(—40)-3 =—120.

Kolmas ja neljas omadus jareldub vahetuvuse seadusest.

§ 24. Astendamine.

Mistahes ratsionaalarvu astet defineerime samal viisil nagu
positiivse arvu astetki (§ 5). Nimelt, olgu:

(1 dele—s R R

n korda

kus a on mistahes ratsionaalarv, kuid n — naturaalarv.
Vaatleme negatiivsete arvude astendamist.
Leiame arvu — 2 moned astmed:

(— 2)! = — 2 (definitsiooni jargi, vaata § 5);
(—2)?=(—2)(—2)=4
(—2)=(—2)(—2)(—2)=—8§;
(—2)*=(—2)(—2)(—2)(—2)=16;
(—2)°=(—2)(—2)(—2)(—2)(— 2)=—32 jne.

Ndeme, et arvu — 2 astendamisel paarisarvulise astendajaga
saame positiivse arvu, paarituarvulise astendajaga astendades aga
negatiivse arvu.

On ilmne, et niisugune mérkide vaheldumine esineb mistahes
negatiivse arvu astendamisel.

See on ka arusaadav, sest mistahes arvu paarisarvuline aste
on korrutis, kus iiks ja sama tegur esineb paarisarv korda. Kui aga
korrutamisel on negatiivseid tegureid paarisarv, siis korrutis on
positiivne (§ 22).

Ja vastupidi, negatiivse arvu paarituarvuline aste on korrutis,
kus iiks ja sama tegur esineb paaritu arv korda, sel juhul on aga
korrutis negatiivne.

Niisiis, teeme jarelduse.

Negatiivse arvu paarisarvulise astendajaga aste on positiivie,
paarituarvulise astendajaga aste aga negatiivne.
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§ 25. Jagamine.

Jagamist defineeritakse kui korrutamise poordtehet.

Jagada iiks arv teisega tihendab leida niisugune kolmas arv,
mille korrutis jagajaga on jagatav.

gah =g g bo=a

Toetudes sellele definitsioonile, tuletame reegli ratsionaalarvude
jagamiseks. i

Koigepealt lepime kokku, et jagaja ei tohi olla null. Nulliga
jagamise jdtame korvale samal pohjusel nagu aritmeetikaski.

Arvu a absoluutvédirtus on vordne arvude b ja ¢ absoluutviar-
tuste korrutisega. Téahendab, arvu ¢ absoluutvdirtus on vordne
arvu a absoluutvddrtuse ja arvu b absoluutvdartuse jagatisega.

Midrame jagatise ¢ margi.

Kui jagatav ja jagaja on iihemargilised, siis jagatis on posi-
tiivne arv.

Toepoolest, kui a ja b on positiivsed, siis ka jagatis ¢ on
positiivne.

Nediediers 12:4=3: sest 4.3=12.

Kui @ ja b on negatiivsed, siis ka sel juhul peab jagatis ¢ olema
positiivne, sest korrutades arvuga c¢ negatiivset arvu b, peame
saama negatiivse arvu a. '

Ndide —12:(—4)=3, sest (—4)-3=—12.

Kui jagatav ja jagaja on vastandmargilised, siis jagatis on
negatiivne.

Toepoolest, kui a on positiivne ja & negatiivne, siis ¢ peab
olema negatiivne, sest korrutades arvuga c positiivset arvu b,
peame saama positiivse arvu a.

Nédide. 12:(—4)=—3, sest (—4)-(—3)= 12

Kui a on negatiivne ja b positiivne, siis ka sel juhul peab ¢
olema negatiivne, sest korrutades arvuga c. positiivset arvu b,
peame saama negatiivse arvu a.

Nadide. (—12):4=—3, sest 4.(— 3)=— 12.

Seega voime sonastada jargmise reegli.

Reegel Et jagada iiks arv teisega, tuleb jagatava absoluut-
vdidrtus jagada jagaja absoluutvdirtusega ja votta tulemus mar-
giga pluss, kui molemad antud arvud on samamairgilised, ja mar-
giga miinus, kui nad on vastandmaérgilised.
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Toestame, et ratsionaalarvude kohta jdab kehtima jdargmine
teoreem.

Teoreem. Kahe ratsionaalarvu jagatis ei muutu, kuj jaga-
tav ja jagaja korrutada iihe ning sama arvuga (mis ei ole vordne
nulliga).

Antudi Ya:b=¢ &,

Tuleb toestada: am:bm—=c, (2).
kus m on mistahes nullist erinev ratsionaalarv.

Toestus. Vordus (2) on oige, kui jagatise ¢ korrutis jaga-
jaga-bm on vordne jagatavaga am. Kontrollime seda.

Korrutamise ithenduvuse seaduse pdhjal saame:

¢(bm)=(cb)m. ; (3)
Kuid vordusest (1) jargneb jagamise definitsiooni pohjal
cb=a.
Asendades vorduses (3) arvu ¢b temaga vordse arvuga a,
saame:
c(bm)=am.

Kuid see ongi vorduses (2) jagatav. Tdhendab, vordus (2) on
oige ning teoreem on toestatud.

§ 26. Jagamise omadused.

1. Summa jagamine.

Et jagada summa mingi arvuga, vGib jagada selle arvuga iga
liidetava eraldi ja saadud tulemused liita.

Néidide.

[12+(—28)--32]1:4=16:4=4 ja
12:4-4+(—28):4+32:4=3+4(—7)}+8=4.

2. Korrutise jagamine.

‘Et jagada korrutis mingi arvuga, voib jagada selle arvuga iihe
tegureist, jittes teised tegurid muutmata.

Niide.
[12-(— 18)-30]: 6 =(— 65480):6 = — 1080 ja
(12:6)-(—18)- 30 =2-(— 18)- 30 = — 1080
12-[(— 18):6]-30 = 12 -(— 3)- 30 = — 1080

9.(— 18) (30 : 6)= 12-(— 18)- 5 = — 1080.
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3. Korrutisega jagamine.

Et jagada mingi arv korrutisega, voib selle arvu jagada esi-
mese teguriga, saadud tulemuse jagada teise teguriga jne.
Nidide.

).

24

22

20

18

Vaohemaa kilomeetrites

120 :[2-(— 3)-5] =120 :(— 30)= — 4 ja
120:2:[(— 3)-5]=60:[(—3)-5]= —20:5=— 4.

§ 27. Graafikud.

Uhtlase liikumise graafik. Lahendame iilesande. Pioneerid
liikusid matkal kiirusega 3 km tunnis. Kui pika vahemaa libisid
nad t tunniga?

Tahistades otsitava tee pikkuse tdhega S, saame:

0

2 4 6
Aeg tundides

Joon. 12.

8

Se=ds

Andes suurusele ¢ viirtusi I, 2,
3, 3% jne, leiame S vastavad vaar-
tused, see tdhendab, leiame vahemaa.
mille ldbisid pioneerid 1 tunniga,
2 tunniga, 3 tunniga jne.

Sirgloikude abil voime piltlikult
kujutada erinevail ajavahemikel 1dbi-
tud teepikkusi. Joonisel 12 on iihest
punktist tommatud kaks teineteisega
ristuvat kiirt. Uhte neist nimetatakse
horisontaalteljeks, teist
vertikaalteljeks. Horisontaal-
teljele mérgime liikumise aja tundi-
des, kusjuures mootithikuks valime
vabalt mingi 16igu (nditeks iihe
ruudu pikkuse), mis vastab iihele

tunnile. Vertikaalteljele médrgime tee-

pikkused kilomeetrites (1 km — iihe
ruudu  pikkus). Horisontaaltelje
mistahes punktist sellele teljele tom-
matud ristldigud kujutavad tee pik-
kust, mis ldbiti vastavas ajavahe-
mikus. Léabitud tee pikkuse saame
madrata, kui horisontaalteljele tom-

matud ristloigu iilemisest otspunktist tombame ristldigu verti-
kaalteljele.
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Kuna meid huvitab ainult iga ristloigu pikkus, siis voime jco-
nist lihtsustada, mérkides joonisele ainult nende ristloikude ots-
punktid (joon. 13).

3 S
24 ° 24
22 29 I
ﬁ)—
20 20
18 o 18 1
16 16 [
O
14 14__ = _{A;
: 4
12 0 7y ) TR O £ 1 )!%
i
10 10 I +
A 4( !
T
8 ‘Tr 8 _8 ;
]
6o olobdil b
1
& :
4 4 : -
i TR
2 2 3 h
i |
T T
il ' | | w32
TR MR R TRSTRN e TE B
; ~ Joon. 13. Joon. 14.

Nideme, et koik need punktid asetsevad iihel ja samal sirgel.
Kui votame viiksemad ajavahemikud, siis nendele vastavad uued
punktid asetsevad samuti sellel sirgel varem saadud punktide
vahel. Joonestame selle sirge (joon. 14).

Saadud: sirge on iihtlase liikumise graafik, kui kii-
rus on 3 km tunnis.

Graafiku mistahes punktist horisontaalteljele joonestatud rist-
I6igu pikkus médrab vahemaa, mis ldbiti ristloigu aluspunktiga
maidratud ajavahemikus.
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Selle graafiku jargi voime leida mistahes ajavahemikus libitud
tee pikkuse.

Kui me tahame nditeks méiirata vahemaad, mis libiti 421 tun-
niga, siis leiame koigepealt horisontaalteljel punkti 4%, tombame
sellest punktist ristsirge horisontaalteljele ja pikendame seda kuni
I6ikumiseni graafikuga punktis A. See ristldik kujutabki 4% tun-

niga labitud teed. Selle tee pikkust (13% km) saame méirata verti-
kaalteljel olevate jaotuste abil.

Sama graafiku jargi saame lahendada ka vastupidise iilesande:
médrata, missuguses ajavahemikus 14biti mingi tee, niiteks 8 km.

Tombame vertikaalteljel asetsevast punktist 8 ristsirge sellele
teljele Ioikumiseni graafikuga punktis B. Punktist B tdmbame rist-
sirge horisontaalte!jele. Selle ristsirge aluspunkt maiirabki aja
(ligikaudu 2,7 tundi), mille viltel 1abiti 8 km. :

Temperatuuri graafik.

Alljargnev tabel néditab oOhutemperatuuri muutumist iihel
novembrikuu péeval kella 12-st 66sel kuni kella 12-ni pieval.
Nulliga mirgime mootmise algmomendi, see on kell 12 &dsel.

Aeg tundides

0‘1’2‘3‘4'5'6 7|8'9’1011!12

9 ] 21‘I
4‘ 1 {—1|—25—

|

Temperatuur |
kraadides |

—5—3|0,1,3 5'6

Ka seda tabelit voib kujutada graafiliselt. Kanname vabalt vali-
tud mootkavas horisontaalteljele aja tundides. Saadud.jaotuspunk-
tidest tommatud ristloikude otspunktid méiravadki (vastavas maot-
kavas) vastava temperatuuri (kraadide arvu).

Kuid tabelis ei ole mitte ainult positiivsed arvud, vaid ka nega-
tiivsed. Kuidas markida neid graafikul? Kui niiteks temperatuuri
-+ 4° me kujutame ristléiguga, mis on tommatud horisontaalteljelt
iilespoole, siis on loomulik kujutada temperatuuri — 4° ristldiguga,
mis on tommatud horisontaalteljelt allapoole. Tdhendab, me peame
vertikaaltelge pikendama allapoole, selleks et mirkida nullist mada-
lamaid temperatuure (joon. 15).
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Temperatuur kraadides

b N/

v

Aeg tundides
Joon. 17.

Ka siin voib sirgloikude asemel méarkida ainult nende otspunk-
tid (joon. 16). Kui me iihendame need punktid jargemooda sirg-
Ioikudega, siis saame temperatuuri graafiku (joon. 17).
Selle graafiku jérgi voib médrata ligikaudu temperatuuri mistahes
ajamomendil vahemikus kella 12-st 60sel kuni kella 12-ni paeval.

\/§ 28. Vorrandite ja iilesannete lahendamine.

Lahendame vorrandi:
x4+ 17 =11.

Liidetavate ja summa vahelise seose pohjal voime kirjutada:
x=11—17.

Kui me negatiivseid arve ei tundnud, siis iitlesime, et antud
vorrandil ei ole lahendeid, kuna vorrandi paremal pool saime aval-
dise, millel ei olnud motet. Niiiid, kus me tunneme negatiivseid
arve, saame lahutamise reegli pohjal (§ 17):

x=—06.
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- Kontrollime lahendi x = — 6 Gigsust, paigutades ta antud vor-
randisse. Saame:
—6417=11.

Téheﬁdab, lahend on Gige.
Veel iiks ndide:
5x + 14 = 6.
Leiame 5x kui tundmatu liidetava:
5x =6 — 14; 5x =-—38.
Niiiid lelame x kui tundmatu teguri:

x=—8:5:—§:—1,6; Yo 16

Kontroll
Bl 1.6)4 1= — 8L 14 =5,

.Tahendab, x = —-1,6 on vorrandi lahendiks.

Tekib kiisimus: mida tdhendab iilesande lahendamisel saadud
negatiivne arv?

Vaatleme moningaid iilesandeid.

Ulesanne 1. Ma mdtlesin arvu. Kui liitsin sellega 27 ja
"~ tulemuse jagasin 6-ga, siis sain 3. Missuguse arvu ma métlesin?

1) Tahistame moeldud arvu tihega x.
_ 2) Liidame sellega 27, saame x - 27.
x 427
e
4) Ulesande tingimuse jargi peab tulemus olema 3.
Tahendab:

3) Jagades tulemuse 6-ga, saame

%527
6

5) Lahendame selle vorrandi. Leiame x -+ 27 kui tundmatu
2 jagatava:

=3

x—+ 27 = 18.
Niiiid leiame x kui tundmatu liidetava:
x=18—27, x=-—-09.
6) Kontrollime:

Oy W
By oA

Siin on arv — 9 {ilesande vastuseks. Jarelikult ma motlesin
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arvu — 9, teostasin sellega nimetatud tehted ja sain arvu 3. Nega-
tiivsed arvud on siin tundmatu lubatavateks vairtusteks.

Ulesanne 2. Opilane ostis 70-kopikase vihiku ja méned
10-kopikased pliiatsid. Mitu pliiatsit ostis Gpilane, kui kogu kauba
eest maksis ta 50 kop.?

1) Téhistame ostetud pliiatsite arvu tidhega x.

2) Siis ostetud pliiatsid maksavad 10x kopikat.

3) Pliiatsid ja vihik maksavad kokku (10x 4 70) kopikat.

4) Ulesande tingimuse pohjal:

10x + 70 = 50.
5) Lahendame vorrandi:
10y =—20; x=—2 .

Kuid ei ole voimalik osta «miinus kaks pliiatsit». Pliiatsite arv
ei saa olla negatiivne. Negatiivsed arvud ei saa olla siin tundmatu
lubatavateks viirtusteks. Tahendab, saadud negatiivne arv nai-
tab, et {ilesandel ei ole lahendit. See on ka arusaadav, sest pliiat-
site ja vihiku eest ei saa maksta vihem kui maksab iiks vihik.

Ulesanne 3. Auto viljub linnast, soites kiirusega 60 km
tunnis. Kaesoleval momendil asetseb auto 240 km kaugusel linnast.
Mitme tunni pirast on auto 120 km kaugusel linnast?

Lahendades eelinise iilesande eeskujul, saame:

60x + 240 = 120; 60x=—120; x=—2.

Voib teha jédrelduse, et ka siin niitab negatiivne arv lahendi
puudumist. Toepoolest, kui auto asetseb antud momendil 240 km
kaugusel linnast ja jdtkab kaugenemist, siis ei saa kunagi tulla
momenti, kus auto asetseb 120 km kaugusel linnast, kust ta vilja
soitis. :

Kuid saadud vastusele voib ldheneda ka teisiti. Lepime kokku
tahistada aega sellest momendist edasi, mil auto asetseb 240 km
kaugusel linnast, positiivsete arvudega, ja tagasi — negatiivsete
arvudega. 4

Selle tingimuse puhul on tundmatu lubatavateks viirtusteks nii
positiivsed kui ka negatiivsed arvud ning vastus — 2 omab kindla
motte — nditab «2 tundi tagasi». Toepoolest, kahe tunni eest aset-
ses auto linnast 240 — 60 - 2 = 120 km kaugusel.

Seega, iilesande lahendamisel saadud negatiivne arv kas méaé-
rab kindlaks iilesande vastuse vo6i niitab, et iilesandel puudub
lahend, olenevalt sellest, kas negatiivne arv on tundmatu lubata-
vaks véirtuseks voi mitte.
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§ 29. Ajaloolisi andmeid.
(Negatiivsete arvude ajaloost.)

Juba mitu tuhat aastat tagasi tingisid mootmisel esinevad raskused natu-
raalarvude valla laiendamist, sest selle momendini kasutas inimkond ainult
naturaalarve. Voeti kasutusele uued arvud — murdarvud, millede abil sai voi-
malikuks méota pikkust, pindala, kaalu jne. mistahes tédpsusega, mida aga
lubasid modduriistad.

Teisiti oli aga asi negatliivsete arvudega. Oma praktilises tegevuses ei
tekkinud inimestel vajadust negatiivsete arvude kasutusele votmiseks. Nega-
tiivsed arvud leidsid rakenduse alles XVII sajandil.

Matemaatikas endas tekkis arvuvalla laiendamise vajadus juba ammu
ning matemaatika kui teaduse arenemisega muutus see vajadus ikka pakilise-
maks.

Nii kasutas juba IIl sajandil kreeka matemaatik Diophantos
mitmesuguste teisenduste teostamisel, néditeks teisenduse

(2x—3)(2x—3)=4x2— 12x -9

juures, negatiivsete arvude korrutamise reeglit, mille ta viljendas jargmiselt:
«Aravoetav korrutatud juurdepandavaga annab tulemuseks dravoetava, ara-
voetav korrutatud &ravoetavaga annab aga juurdepandavax.

Sellest definitsioonist ndhtub, et Diophantos ei tunnustanud veel negatiiv-
sete arvude isescisvat olemasolu; tema jaoks olid need (s. t. negatiivsed arvud)
endised arvud, mingisugusest teisest arvusl «dravoetavad». Seepédrast, kui nii-
teks vorrandi lahendamisel saadi negatiivne lahend, siis Diophantos viskas
selle dra kui «mittelubatava».

Kuid juba india teadlane Brahmagupta (VII sajandil) kasutas oma
arvutustes negatiivseid arve ning andis nendele piltiiku tolgenduse. Ta mir-
kis kasu positiivsete arvudega, vola aga negatiivsete arvudega.

Samasuguses piltlikus vormis andis {a ka reeglid teheteks negatiivscte
arvudega, niiteks: «Kahe kasu summa on kasu. Kahe vola summa on volg.
Kasu ja vola summa on vordne nende vahega, kui nad on aga vordsed, siis
summa on null» jne.

India matemaatik Bhaskara (XII sajandil) kasutas juba negatiivse
arvu astet. Oma teoses «Siisteemide kroon» ta kirjutab:

«Nii positiivse kui ka negatiivse arvu ruut on positiivne arv, néiteks:

(+5)2=95 ja (—5)2= 25

Euroopa XVI sajandi matemaatikud, kuigi tegelesid mdnikord negatiivscte
arvudega, nimetasid neid «iileliigseteks», «segasteks», «viiksemaks kui mitte
midagi» jne.

Ainult hollandi matemaatik Girard (XVI—XVII sajandil) kasutas nega-
tiivseid arve vordselt positiivsetega. Nii néditeks lahendades vorrandit:

x3—2x2—bx-}+6=0,
annab ta kolm lahendit:

X1:+3, X2:"]" 1; X3:—2.




Loodusteaduste ja tehnika tormiline areng XVII sajandil esitas kérgenda-
tud noudmisi ka matemaatikale, ndudis tema edasiarendamist ja matemaati-
lise aparatuuri tdiustamist. Negatiivsete arvude mittekasutamine aga oli pal-
jude liigsete raskuste pohjuseks matemaatilistes arvutustes ja teisendustes.
Alates XVII sajandist leiavad aga negatiivsed arvud kindla koha matemaatikas
ja neid hakatakse rakendama praktikas: Piltliku tolgenduse arvudele andis
prantsuse filosoof ja matemaatik Descartes arvtelje punktide abil. Ta kasu-
tas negatiivseid arve mitmesuguste protsesside ja algebraliste avaldiste graafi-
lisel kujutamisel.



KOLMAS PEATUKK
TEHTED ALGEBRALISTE TAISAVALDISTEGA.
§ 30. Uksliige ja hulkliige.

1. Ratsionaalsed algebralised avaldised. Eelmistes peatiikkides
-vaatlesime viit tehet ratsionaalarvudega. Need olid: liitmine, lahu-
tamine, korrutamine, jagamine ja astendamine.

Kiesolevas peatiikis vaatleme algebralisi avaldisi, mis on moo-
dustatud nimetatud viie tehte abil. Koiki niisuguseid avaldisi nime-
tatakse ratsionaalseteks avaldisteks.

Definitsioon. Algebralisi avaldisi, mis on moodustatud
numbritest ja tihtedest liitmise, lahutamise, korrutamise, jagamise
ja astendamise tehete abil, nimetatakse ratsionaalseteks avaldis-
teks.

Niiteid ratsionaalsetest avaldistest:
: Tox hamb it :
a + b) azbr )_, ’ m2 —n2? 0125;
Xty —o2, 2.8
o SaneE AR 4 B

a—-—
a

2. Algebralised tdis- ja murdavaldised.
Vaatleme jargmisi ratsionaalseid avaldisi:
F S5x 2
a’——0,3ab+ 1, 2 a—l—l—,
Esimene neist avaldistest ei sisalda jagamist. Niisuguseid aval-
disi nimetatakse tdisavaldisteks.
Teises avaldises on vaja bx jagada 4-ga. Selle jagaja voime
aga viia kordajasse (vaata § 26, jagamise teine omadus) ja, jaga-

des kordaja 4-ga, esitada avaldise kujul 2x ehk 1,25x.
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See avaldis ei sisalda enam jagamist. Sellepirast nimetatakse
ka neid avaldisi, mis sisaldavad ainult numbritega véljendatud
arvuga jagamist, tdisavaldisteks (need on kirjutatud ainult murd-
avaldise kujul, nii nagu aritmeetikaski voib taisarvu, nditeks arvu 3,

kirjutada murru kujul: %, 15{3 jne.).
Avaldis
3x2 —4x-+5
2
on tdisavaldis, kuna seda saab esitada kujul:

1,552 — 2x -+ 2,5.

Selles avaldises jagamistehet ei esine.

Kolmandas avaldises on vaja jagada arvuga, mis on viljenda-
tud tdhega. (Oeldakse, et see avaldis sisaldab tihelist jagajat).
Seda avaldist me ei saa esitada niisugusel kujul, et jagamistehet
ei esineks. Niisuguseid avaldisi nimetatakse murdavaldis-
teks.

Toome veel naiteid murdavaldistest:

P BN R e ) s 3
By o B Ve R 4+5_b'

Definitsioon 2. Ratsionaalseid algebralisi avaldisi nime-
tatakse tdisavaldisteks, kui nad ei sisalda jagamist tihtavaldi-
sega.

Definitsioon 3. Ratsionaalseid algebralisi avaldisi nime-
tatakse murdavaldisteks, kui nad sisaldavad jagamist tihtavaldi-
sega.

Liihidalt voib 6elda, et ratsionaalseid algebralisi avaldisi nime-
tatakse tdis- vo6i murdavaldisteks olenevalt sellest, kas nad sisal-
davad tidhelisi jagajaid voi mitte.

3. Uksliige. Tdisavaldistest on lihtsaimad need, mis sisaldavad
ainult korrutamist voi astendamist. Niiteks:

2a; wSnl 54—x2y2; ab?ed: - —=0:93,

Niisuguseid avaldisi nimetatakse fiksliikmeteks.

Definitsioon 4. Algebralist avaldist, mis sisaldab ainult
korrutamise ja astendamise tehteid, nimetatakse iiksliikmeks.

Jérelikult on iiksliige numbrilise teguri — kordaja — ja tah-
tede korrutis, kusjuures iga tdht on voetud vastavas astmes.
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Mirkus. Kui astendamist lugeda korrutamise erijtihuks
(nditeks astet a® voime kirjutada jargmiselt: aaa), siis voime
oelda, et iiksliige sisaldab ainult iihte tehet — korrutamist.

Ka iihest tdhest (kordaja on 1) koosnevat avaldist nimetatakse
iiksliikmeks.
Uksliikmeks nimetatakse samuti mistahes numbritega véljenda-

tud arvu.

Avaldis %‘2 on ka iiksliige, kuigi ta sisaldab jagamist, sest

jagaja 4 voime viia kordajasse ja kirjutada avaldise selliselt:
3a ehk 0,75a%0.

4. Hulkliige. Liitmis- ja lahutamismarkidega seotud {iksliik-
med moodustavad uue algebralise avaldise, mida nimetatakse
hulkliikmeks.

Naiteks:
3x% — bxy + 6y* — 8.

Me juba teame, et lahutamist on alati voimalik asendada liitmi-

sega ning iga algebralist avaldist, mis sisaldab liitmist ja iahuta-

mist, saab esitada algebralise summana. Niiteks voime iilaltoodud
avaldise kirjutada jargmiselt:

3x? +(— 5xy)+ 6y> +(— 8).
Seetottu voime hulkliiget defineerida jéargmiselt.

Definitsioon. Mitme iiksliikme algebralist summat nime-
tatakse hulkliikmeks.

Hulkliikmesse kuuluvaid iiksliikmeid nimetatakse hulkliikme
liikmeteks.

Hulkliiget, mis koosneb kahest liikmest, nimetatakse ka kaks-
liikmeks ehk binoomiks; hulkliiget, mis koosneb kolmest liikmest,
nimetatakse kolmliikmeks ehk trinoomiks jne.

Kaksliikmed on nditeks avaldised:

x2-+1; a-+b; 3a%— 4b%.
Kolmliikmed on niiteks avaldised:
4+ x+1; 3y —4day®+4.

Uksliiget vib vaadelda kui hulkliikme erijuhtu, nimelt kui hulk-
liiget, mis koosneb iihest liikmest.
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Niisugused avaldised, nagu niiteks:
(x+y)b; 2(a®+ 3b6%)—6b% m(m- n)— m?

ei ole iikslilkmed ega hulkliikmed. Kuid &ppides edaspidi tundma
tehteid {iks- ja hulkliikmetega (liitmist, lahutamist, korrutamist),
voime mistahes algebralise tdisavaldise esitada iiksliikme voi hulk-
lilkkme kujul.

5. Korrastatud hulkliikmed. Gt

Sisaldagu hulkliige ainult iihe tihe mitmesuguseid astmeid,
nditeks:

8a — 3a® -} 5at — 1. (1)

Rakendades liitmise vahetuvuse seadust, voime korrastada selle
hulkliikme liikmed tdhe @ alanevate astmete jiarje-
korras:

5a* — 3a® + 8a — 1. (2)

Sama hulkliige, korrastatud tihe a tousvate astmete
jdrjekorras, omab kuju:

— 1+ 8a— 3a3+ 5at, (3)-

Edaspidi koneleme ainult niisugustest hulkliikmetest, mis on
korrastatud mingi tdhe alanevate astmete jirjekorras.

Kui hulkliikmes esineb kaks vdi enam tihte, siis voetakse iiks
neist peatdheks ja korrastatakse hulkliige selle peatihe
astmete jdrgi. Nditeks, avaldis

3x® — 2ax?® + a‘x — 5a® (4)

on hulkliige, mis on korrastatud tihe x alanevate astmete jirje-
korras.

Korrastatud hulkliikme esimest liiget, mis sisaldab peatihe
korgeimat astet, nimetatakse korgeimaks liikmeks. Hulk-
liikme viimast liiget nimetatakse aga madalaimaks liikmeks.
Korgeima liikme astet nimetatakse iihtlasi ka hulkliikme astmeks.

Hulkliige (2) on peatdhe suhtes neljanda astme hulkliige ning
hulkliikme (4) — kolmanda astme hulkliige. Kui madalaim liige
iildse peatéhte ei sisalda, siis nimetatakse teda vabaliikmeks.
Hulkliikmetes (2) ja (4) on liikmed — ] ja 5a? vabaliikmed.

Kui hulkliikmes (voi ka iiksliikmes) on peatiht kindlaks méaa-
ratud, siis koiki iilejddnud avaldisi igas liikmes nimetatakse selle
peatdhe kordajateks. Nii on hulkliikmes (4) x? kordajaks aval-
dis — 2a, x kordajaks aga avaldis a*. Tdhendab, me laiendame siin
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paragrahvis 4 antud kordaja moistet; kordajaks voib olla mitte

ainult numbritega kirjutatud arv, vaid ka tdhtavaldis.

; Nii on {iksliitkmes 4ab avaldis 4a arvu b kordajaks, kuid 46 on
a kordajaks (sel juhul on Gigem kirjutada 4ba).

§ 31. Samasused ja samasusteisendused.

Olgu antud kaks algebralist avaldist:
1) 2(x+5)—4 ja 2) 2x-6.

Koostame tabeli molema avaldise arvuliste véiirtuste 'kohta
tdhe x mitmesuguste arvuliste vdértuste korral.
Saame:

X -7 —5!—3 =2 ~=1{ 0% d 15| 5 { 7 20 | 50

2(x+5)—4 | —8 |—4

0 2 4 | 6 8 9 |16 | 20 [ 46 | 106

2x 16 —8 —4’ 0 2 4 6 8 9 [ 16 | 20 | 46 | 106

Nieme, et nende vdartuste korral, mis me andsime suurusele x,
on molema avaldise arvulised véddrtused vordsed. Sama tulemuse
saame ka tdhe x mistahes teiste vaartuste korral.

Et selles veenduda, teisendame esimest avaldist. Jaotuvuse sea-
duse pohjal voime kirjutada:

2(x+5)—4=2x+2-5—4.

Sooritades arvudega nédidatud tehted, saame:
2x+ 10 — 4 =2x+6.

Niisiis, esimene avaldis osutus pérast lihtsustamist samasugu-
seks nagu teinegi.

Niiiid on ka selge, et x mistahes vdirtuste korral on molema
avaldise arvulised vaartused vordsed.

Avaldisi, mille arvulised viirtused on neis esinevate tdhtede
mistahes arvuliste viirtuste korral vordsed, nimetatakse sama -
selt vordseteks ehk lihtsalt samasteks.

Téhendab, avaldised 2(x+5)—4 ja 2x-46 on samaselt
vordsed.
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Teeme iihe vajaliku méirkuse Votame avaldised:

1) Ja 2) x4 3.

Kui koostame tabeli nend‘e avaldiste arvuliste védartuste kohta,
siis nideme, et mdlema avaldise arvulised viirtused x mis-
tahes vairtuste korral on vordsed, vilja arvatud juhus, kui
x=3. Kui x =3, siis teise avaldise viirtus on 6, esimesel aval-
disel ei ole aga motet, sest nimetaja muutub nulliks. (Nulliga
jagada ei saa.) Kas saab iitelda, et need avaldised on samaselt
vordsed?

Me leppisime varem kokku, et iga avaldist vaatleme ainult tih-
tede lubatavate viartuste korral, s. t. nende vdartuste korral, miile
puhul avaldis sdilitab motte. Jérelikult ka siin, vorreldes kahte
avaldist, votame arvesse ainult need tdhtede viirtused, mis on
lubatavad mélemale avaldisele. Seepirast jatame viirtuse x =3
korvale. Kuna aga x kbigi teiste viirtuste korral on nende aval-
diste arvulised vairtused vordsed, siis voime neid avaldisi nime-
tada samasteks.

Oeldu pohjal voime anda samaste avaldiste jaoks jargmise defi-
nitsiooni.

Definitsioon 1. Avaldisi nimetatakse samasteks, kui
nende arvulised védirtused avaldises esinevate tihtede mistahes’
lubatavate vidirtuste korral on vordsed.

Uhendades kaks samast avaldist vordusmarglga saame sama-
suse. Tdhendab:

Definitsioon 2. Samasuseks nimetatakse vordust, mis
kehtib temas esinevate tidhtede mistahes lubatavate vaidrtuste
korral.

Samasusi oleme kohanud ka varem. Niiteks on koik need
vordused, mis viljendavad liitmise ja korrutamise pohiseadusi,
samasused.

Liitmise vahetuvuse seadus:
a+b=0b-+a
Korrutamise iithenduvuse seadus:
a(bc) =(ab)c.

Need vordused kehtivad tdhtede mistahes vaartuste korral, jdre-
likult on nad samasused.
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Samasusteks nimetatakse ka koiki aritmeetilisi vordusi, mis on
oiged, niiteks:
24+5=7, 3:5-6=90; (3+6)-7=63.

Algebras on tihti vaja monda avaldist asendada teise, temaga
samase avaldisega. Olgu niiteks vaja leida avaldise

37a + 36a - 27a

arvuline vaartus, kui a = 6,53.

Arvutamine muutub tunduvalt kergemaks, kui antud avaldise
asendame temaga samase avaldisega Jaotuvuse seaduse pohjal
voime kirjutada: :

37a + 36a + 27a = (37 + 36 4 27)a.

Sulgudes olev summa on 100. Saame samasuse:
37a + 36a -+ 27a = 100a.

Asendades paremal pool tdhe a arvuga 6,53, voime kohe ‘peast
leida antud avaldise arvulise véddrtuse, mis on 653.

Definitsioon 3. Algebralise avaldise asendamist temaga
samase avaldisega nimetatakse selle avaldise samasusteisenduseks.

Kuna iga algebraline avaldis on vordne mingi arvuga, kui me
selles avaldises esinevad tdhed asendame nende lubatavate véar-
tustega, siis sellest jdreldub, et algebraliste avaldiste kohta kehti-
vad samad seadused ja omadused, mis kehtivad aritmeetiliste
tehete kohta ja mida me vaatlesime eelmises peatiikis. Seepdrast
toetume edaspidi algebraliste avaldiste teisendamisel tihti nen-
dele avaldistele ja omadustele.

Asjaolu, et kahe samase algebralise avaldise arvulised véirtu-
sed on vordsed, voimaldab meil kontrollida samasusteisenduse
oigsust.

Olgu meil antud algebraline avaldis teisendatud temaga sama-
seks avaldiseks.

Anname niiiid molemas avaldises esinevatele tdhtedele vordsed
vabalt valitud arvulised vdirtused ja leiame kummagi avaldise
arvulised viirtused tdhtede nende véartuste korral.

Kui avaldiste arvulised vairtused ei osutu vordseteks, siis on
teisendamisel tehtud viga. Sel juhul tuleb teisendada uuesti.

Kui aga avaldiste arvulised vdirtused osutuvad vordseteks, siis
on viga toenioline, et avaldis on teisendatud oGigesti.

Tuleb aga mirkida, et viimasel juhul ei ole kontrollimise tule-
mus alati tiiesti usaldatav, sest juhuslikult voib valida tédhtede
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vadrtusteks niisugused arvud, et nende véirtuste korral ka kahe
mittesamase avaldise arvulised viidrtused osutuvad vordseteks.
Niiteks, avaldiste a?-+1 ja 3a—1 arvuliseks viirtuseks on 2,
kui a =1, ja 5, kui @ = 2. Need avaldised ei ole aga samased. Sel-
les voime veenduda, kui asendame tidhe a mistahes teise arvuga
(néiteks, a =0).

§ 32. Sarnaste liikmete koondamine.

Ulesanne 1. Vihik maksab a kopikat. Kalju ostis 3 vihikut,
Vilma 7 vihikut ning Vello 5 vihikut. 1) Kui palju tuli igaiihel
maksta vihikute eest? 2) Kui palju maksid kéik vihikud kokku?

Esimese kiisimuse vastuseks on avaldised:

3a; T7a; ba kopikat. (1)
Teise kiisimuse vastuseks on nende avaldiste summa:
(3a+-7a + 5a) kopikat. (2)

Viimast avaldist vime lihtsustada. Jaotuvuse seaduse pohjal
voime kirjutada:

3a+ 7a+5a=(3+7+5)a.

Seega me asendasime avaldise (2) temaga samase avaldi-
sega lba.

Téhe a mistahes vdartuste korral on avaldise 15a arvulist véar-
tust kergem arvutada kui avaldise (2) arvulist véartust.

Definitsioon 1. Hulkliikme liikmeid, mis erinevad iikstei-
sest ainult kordajailt voi ei erine iildse, nimetatakse sarnasteks.

Vorduses 3a -+ 7a + 5a = 15a on sarnaste liikmete algebraline
summa asendatud iihe liikmega, mis on selle summaga samane.

Definitsioon 2. Hulkliikme sarnaste liikmete iihendamist
iiheks liikmeks, mis on samane hulkliikmega, nimetatakse sarnaste
liikmete koondamiseks.

Et koondada sarnaseid liikmeid, tuleb liita nende kordajad ja
saadud summa juurde kirjutada seesama tahtavaldis.

Nidide.

3a%b — a?b + 7,4a%b =(3 — 1 4+ 7,4) a?b = 9,4a?.-

(Kontrollida, kui a =2 ja b =25.)

Koneldes edaspidi hulkliikmetest, me eeldame, et sarnased liik-
med (kui neid esines) on juba koondatud.
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§ 33. Uksliikmete ja hulkliikmete liitmine.

1. Uksliikmete liitmine. Olgu meil vaja liita iiksliikmed:
13x3; —8x; 4x3; —b5; —3x.
Saame:

13x% 4 (—8x) +- (+44*) 1+ (—5) +-(— 3x).

Saadud avaldis on algebraline summa. Eespool esitatud tingi-
muse (vt. § 19) pohjal voime liitmismargi jatta igal pool édra ja
kirjutada lithemalt:

13x2 — 8x + 4x®* — 5 — 3x.

Selles avaldises on kaks sarnast liiget. Koondame need. ning
samal ajal korrastame hulkliikme tidhe x alanevate astmete jarje-
korras.

Saame:

4x3 4 13x2 — 11x— 5.

(Kontrollida, asendades antud hulkliikmes ja saadud summas
x viartusega: 1) x=2; 2) x=—2)

Eeltoodu pdhjal voime sonastada jdrgmise reegli.

Reegel. Et liita iiksliikmeid, tuleb kirjutada need iihes mir- .
kidega iiksteise jirele ja koondada sarnased liikmed, kui neid
leidub.

2. Hulkliikmete liitmine. Lahendame jirgmise {ilesande.

Uhes korvis oli x duna, teises y ouna rohkem kui esimeses, kol-
mandas aga 27 6una vihem kui teises. Mitu 6una oli kolmes kor-
vis kokku? '

Lahendus.

1) Esimeses korvis oli x Guna.

2) Teises korvis oli (x4 y) ouna.

3) Kolmandas korvis oli (x4 y —27) ouna.

4) Kolmes korvis oli kokku x (x4 y)+(x+y—27) oOuna.

Saadud vastus kujutab endast {iksliikme ja kahe hulkliikme
summat.

Lihtsustame saadud vastust.

Me teame, et avaldist x 4- y — 27 voib vaadelda kui algebralist
summat. Summa liitmise reegli pohjal voime seepdrast kirjutada:

x+(x+)+E+y—2)=x+x+y+x+y—27.
Piarast sarnaste liikmete koondamist saame: :
3x+ 2y — 27.
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(Leida, mitu ouna oli kolmes korvis kokku, kui:
1) x=40; y =30; 2) x=35; y=42)

Tahendab, me voime anda jirgmise reegli hulkliikmete liitmi-
seks.

Reegel Et liita hulkliikmeid, tuleb nende hulkliikmete koik
liikmed iihes mirkidega kirjutada iiksteise jirele ja koondada sar-
nased liikmed, kui neid leidub.

3. Sulgude avamine. Eelmiste iilesannete lahendamisel tuli
meil avada sulud, mille ees oli plussmirk. Voime seepirast teha
jarelduse:

Kui sulgude ees on plussmirk, siis sulgude avamisel tuleb kir-_

jutada koik sulgude sees olevad liikmed iihes nende markldega iiks-
teise jdrele ilma sulgudeta.

Markus: Kui avaldis algab sulgudega, mille ees ei ole
mingit marki, siis moeldakse sulgude ees plussmirki, néiteks:
(a*—3a+2)+(3a—7)=a*—3a+2+4 3a—7 =a®—b5.

4. Sulgudesse asetamine. :
Mbnikord on vaja hulkliiget voi tema osa asetada sulgudesse.
Votame jargmise ndite. Olgu vaja arvutada avaldis:
136 - 258 — 238.

Ilmselt on siin algul kasulikum 258-st lahutada 238 ning siis
saadud vahe 20 liita 136-ga. Et seda néidata, asetame teise ja kol-
manda liikme sulgudesse:

136 - (258 — 238).

Sulud nditavad (§ 6), et koigepealt on vaja lahutada.

Kui sulgudesse on vaja asetada mingi hulkliige voi selle osa
ning sulgude ette panna plussmirk, siis voime seda teha jidrgmise
reegli jargi.

Reegel Et asetada hulkliige sulgudesse, mille ees on pluss-
miirk, tuleb kirjutada sulgudesse kdik selle hulkliikme liikmed iilies
nende mirkidega.

a—b+c=-4(a—b-+c).

Selle vorduse Gigsust saab kergesti kontrollida, kui avada sulud
punktis 3 esitatud reegli pohjal.

5. Vastandhulkliikmed. Kasutades liitmise reeglit, tGestame
jargmise teoreemi.
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Teoreem. Kui kahes hulkliikmes on iihed ja samad liikmed,
kuid vastupidiste mirkidega, siis nende hulkliikmete arvulised viir-
tused on vastandmirgilised (muidugi tdhtede samade vairtuste
korral).

Olgu antud hulkliige:

a—-b+ec. (1)

Muutes mérgid iga liilkme ees, saame hulkliikme:

—a-+b—ec.

Viitsime, et andes tdhtedele mistahes arvulisi védartusi (mole-
male hulkliikmele iihesuguseid), saame avaldiste arvuliseks vaar-
tuseks vastandarvud.

Toestame seda. Liites need hulkliikmed, saame:

a—b-+t+c—at+b—ec.

Rakendades vahetuvuse ja ithenduvuse seadusi, voime selle
summa kirjutada jargmiselt:

(@a—a)-+-(b—0b)+(c —¢).
‘Nagu ndeme, on iga sulgavaldis vordne nulliga, jarelikult on
ka kogu summa null.

Niisiis, kahe antud hulkliikme summa on null. Kuid see tdhen-
dab (§ 14), et nende arvulised védartused on vastandarvud.

Mirkus. Toestatud teoreem kehtib ka {iksliikme kui

tihest litkmest koosneva hulkliikme kohta.
Lithiduse mottes nimetamegi sarnastest, kuid vastupidiste mér-
kidega liikmetest koosnevaid hulkliikmeid vastandhulkliikmeteks.

6. Korrastatud hulkliikmete liitmine.

Kui hulkliikmed on korrastatud iihe ja sama tdhe alanevate voi
tousvate astmete jargi, siis on neid lihtsam liita jargmiselt: hulk-
liikmed kirjutatakse iiksteise alla nii, et sarnased liikmed on koha-
kuti; parast seda koondatakse sarnased liikmed ja kirjutatakse
vilja lopptulemus.

Nidide 1.
+3x4— 7x3 4+ x2—11x—5
2xt — 4x8 + l4x+ 2
5xt — 11x3 4+ x2+4+ 3x—3

Nii liidetakse ka niisuguseid korrastatud hulkliikmeid, milledes
esineb rohkem kui iiks téht.
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Niide 2.
& 3a® — ba?b + 7ab® - b?
— ba® — 6ab? |- 463
— 2a° — ba?b + ab? + 5b3

§ 34. Uksliikmete ja hulkliikmete fahutamine.

1. Uksliikmete lahutamine. Olgu meil vaja {iksliikmest 5a%b
lahutada iiksliige 3ab2. Kirjutame:

5a?b — (- 3ab?).

Paragrahvist 33 jéreldub, et iiksliige 3ab? on iiksliikme — 3a5?_
vastandarv, see tihendab, et nende arvulised véirtused a ja b mis-
tahes véartuste korral on vastandarvud.

Kuid me teame, et mistahes arvu lahutamise voib asendada
selle arvu vastandarvu liitmisega.

Téhendab: .

5a%b — (+ 3ab?)= 5a2b + (— 3ab?).
Uksliikmete liitmise reegli pohjal saame:
5a%b + (— 3ab?) = 5a%b — 3ab?.
Jéarelikult:
5a%b — (- 3ab?) = 5a2b — 3ab2.
Kontrollime, liites vahe lahutatavaga.
5a?b — 3ab? -} (4 3ab?) = 5a2b.

Saime vidhendatava. Tidhendab, oleme Gigesti lahutanud. Siit

tuletame jargmise reegli.

Reegel. Et lahutada iiksliige, on vaja votta see vastandmir-
giga, kirjutada vihendatava juurde ning koondada sarnased liik-
med, kui neid leidub. : ' i

2. Hulkliikmete lahutamine. Olgu meil vaja hulkliikmest
5x* — 3xy + y? lahutada hulkliige 6x* — 8xy -+ y®. Kirjutame selle
jargmiselt:

(5% — 3xy + y?) —(6x* — 8xy + 4°).

Lahutatav hulkliige on tihtede mistahes viirtuste korral vordne
mingi arvuga. Mingi arvu lahutamise voib aga asendada selle arvu
vastandarvu liitmisega. Hulkliikmele 6x2 — 8xy -+ y> annab vas-
tandarvu hulkliige — 6x2+ 8xy — y® (§ 33).
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Téhendab: (5x2 — 3xy + y?)— (6x2 — 8xy + y°) =

=(5x" — 3xy + y*)+(— 647 + 8xy — ¥*) =
= 5x2 — 3xy + y? — 6x% + 8xy — y* =
=—x*-+5xy+ 4 — .

Kontrollime liitmise teel:

(— 2 4 Bxy 4y — ) + (65 — 8xy + ) =
=—x+5xy+y* — y° + 6 — 8xy + y°) =
= ox* — 3xy 4 .

Saime vidhendatava. Siit saame reegli.

Reegel. Et lahutada hulkliige, on vaja vdhendatava- juurde
kirjutada lahutatava hulkliikme koik litkmed vastandmirgiga ja
koondada sarnased liikmed, kui neid leidub.

3. Sulgude avamine. Hulkliikmete lahutamise reeglist voime
teha jargmise jérelduse.

Et avada sulud, mille ees on miinusmaérk, tuleb suigude ees aset-
sevate liikmete mirgid muuta vastupidisteks.

—(a—b+c)=—at+b—ec.

4. Sulgudesse asetamine. Monikord on vaja hulkliige voi tema
osa asetada sulgudesse ning selle ette panna miinusmérk. Seda
teeme jargmise reegli pohjal.

Reegel. Etasetada hulkliige sulgudesse, mille ees on miinus-
mirk, tuleb kirjutada selle hulkliikme koik liikmed sulgudesse
vastupidiste mirkidega.

a—b+c=—(—a+b—c).
Selle vorduse oigsuses veendume kergesti, kui avame paremal
pool sulud punktis 3 esitatud reegli pohjal.
Nidide. Arvutada avaldis:
368 — 179 | 149,
Asetame teise ja kolmanda liikme sulgudesse, kusjuures sulgude
ette paneme miinusmérgi. Vastavalt reeglile saame:
368 — (179 — 149).
Teostades algul sulgudes oleva tehte, on kerge kogu arvutust soo-
ritada peast.
5. Korrastatud hulkliikmete lahutamine, Korrastatud hulkliik-

meid lahutatakse jargmiselt: lahutataval hulkliikmel muudetakse
mirk iga liikme ees vastupidiseks ning kirjutatakse lahutatav
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vahendatatava alla nii nagu liitmise puhulgi ja koondatakse sar-
nased lijkmed.

Nidide.
(8x* —3x3 4 7x* 4 x — 18) — (5x* — 6x% 4 3x2 + 4x — 7)
+ 8xt —3x* 4 7x*+ x— 18
—5x* 4 6x2 —3x2—4x+ 7
3xt 4 3x% + 4x2 —3x — 11

§ 35. Uksliikmete korrutamine.

1. Vordsete astendatavatega astmete korrutamine.
Korrutame: 22.22
28008 = (D00 228 2)=:240 249 012+ D =05,
Jarelikult:
25393103,

Toepoolest:

e D8 ==l =—=80/ =05
Analoogiliselt:

8438 =3-8.3- =238

a?- a* = aaaaaa = a.

Néeme, et iga korrutise astendaja on vordne tegurite astenda-
jate summaga (meenutame, et a = a'). See on ka arusaadav, sest
astendatavat tuleb votta tegurina nii mitu korda, kui suur on asten-
daja esimeses teguris, ja veel nii mitu korda, kui suur on astendaja
teises teguris.

Uldkujul voib selle reegli sonastada jargmiselt.

Reegel Uhe ja sama arvu astmete korrutamisel astendajad
liidetakse, astendatav jaib aga samaks.

Tahistades tdhtedega m ja n mistahes positiivseid tdisarve
(naturaalarve), voime selle reegli anda jargmise vorduse kujul:

am™.q" — am—{-n.

%

Sama reegel kehtib ka kahe, kolme ja enama teguri korrutami-
sel. Néiteks: :
P P PRl

Uldkujul:
am™.q".qP = am-‘rn+p_

2. Uksliikmete korrutamine. ~ Olgu vaja korrutada iiksliikmed
3a*b’c ja 5abcid.
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Korrutamise reegli pohjal saame:
3ab3c - batbcid.

Kasutades vahetuvuse ja i{ihenduvuse seadusi, voime selle kor-

rutise kirjutada jargmiselt:
(3-5) (a%a®) (b%b) (cc?)d.
Korrutanud sulgudes olevad tegurid, saame 16plikult: 15a°b4cd.
Seega:
3a2b3c - ba*bc*d = 15a%bicd.

(Kontrollida, kui a=1; 6 =1; ¢ =2; d =35.)

Kui tegureid on rohkem kui kaks, siis leiame korrutise samal
viisil, néiteks: :

2x%y - 0,5x% - 4y%2% =(2 - 0,5 - 4) (x2x3) (yyy?) 2% = 4x°y*22.
Siit saame reegli.

Reegel Et iiksliige korrutada iiksliikmega, tuleb korrutada
nende kordajad, liita iihesuguste tdhtede astendajad ja kirjutada
need tihed koos saadud astendajatega korrutisesse. Kui moned tihed
“esinevad ainult iihes teguris, siis kirjutatakse need korrutisesse oma
esialgse astendajaga.

Selle reegli pohjal voime leida kohe korrutise, ilma et rithmitak-
sime tegureid nii, nagu seda tegime eelmistes ndidetes.
Niide.
ixage s 2t = 14452,

§ 36. Hulkliikme korrutamine iiksliikmega.

Olgu meil vaja korrutada hulkliige 3a® — 5a%b +- 6a% iiksliik-
mega 4ab?.

Hulkliige kujutab endast algebralist summat. Seepérast voime
jaotuvuse seaduse pohjal kirjutada:

(3a® — 5a%b + 6a’c)- 4ab® = 3a® - 4ab? — 5a?b - 4ab? |- 6a’c - 4ab®.

Korrutades seejdrel iiksliikmete korrutamise reegli pohjal,

saame:
(3a® — 5a2b + 6a’c)- 4ab? = 12a'b* — 20a®b® - 24a%b%c.
Siit saame jargmise reegli.

Reegel. Et hulkliige korrutada iiksliikmega, tuleb selle hulk-
liilkme iga liige korrutada iiksliikmega ja saadud korrutised liita.
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§ 37. Hulkliikmete korrutamine.

Olgu meil vaja korrutada hulkliikmed:
a+b—c ja m—n.
Nende korrutis on:
(@a+b—c)(m—n).
Meil tuleb algebraline summa a-4-b —c korrutada arvuga
m—n.
Summa korrutamise reegli pohjal saame:
a(m —n)+b(m —n)—c(m—n).
Kasutades jaotuvuse seadust, saame:
(am — an) -+ (bm — bn)— (cm — cn).
Lopuks, avanud sulud, saame:

am —an -+ bm — bn — cm - cn.
Seega:

(a+b—c)y(m—n)y=am —an-+ bm —bn — cm -+ cn.

Néieme, et viimase avaldise saime pérast seda, kui olime korru-
tanud hulkliikme a -+ b — ¢ iga liikme hulkliikme m —n iga liik-
mega.

Siit saame jargmise reegli.

Reegel Et hulkliige korrutada hulkliikmega, tuleb esimese
hulkliikme iga liige korrutada teise hulkliikme iga liikmega ja saa-
dud korrutised liita.

Korrutise liilkmete arv. Oletame, et esimeses teguris on 5 liiget, teises
3. Korrutades esimese teguri koik liikmed teise teguri esimese liikmega,
saame 5 liiget; esimese teguri liilkmete korrulamisel teise teguri teise ja kol-
manda lilkmega saame veel 2 korda 5 liiget. Kokku saame 15 liiget.

Korrutise liilkmete arv (enne sarnaste lilkmete koondamist) on vordne tegu-
rite lilkkmete arvude korrutisega.

Hulkliikmete korrutamise reeglit voib rakendada aritmeetiliste
arvutuste lihtsustamiseks.

Olgu niiteks vaja korrutada kaks niisugust arvu, mille kiimne-
liste arvud on vordsed, kuid {iheliste summa on 10, néditeks: 43 ja 47;
62 ja 68; 103 ja 107; 51 ja 59. ‘

Tihistame kiimneliste arvu tdhega a, {ihe arvu iihelised
tihega b, teise arvu iihelised tdhega ¢. Saame arvud 10a b ja
10a+c.
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Korrutame need arvud hulkliikmete korrutamise reegli jérgi:
(10a +- b) (10a +- ¢) = 100a? + 10ab - 10ac + be =
= 100a? 4 10a(b + ¢)+ be.
Kuna b + ¢ = 10, siis saame:
(10a + b) (10a +- ¢) = 100a? + 100a -+ bc =
= 100a(a + 1)+ bc.

See valem voimaldab kiiresti peast korrutada kahte arvu, mille
kiimneliste arvud on vordsed ja {iheliste summa on 10.

Valem niéitab, et korrutise leidmiseks tuleb kiimneliste arv kor-
rutada iihe vorra suurema arvuga ja tulemusele kirjutada juurde
. liheliste korrutis. Naiteks:

43 47= 4- 5-1004+3-7= 2021;
62 68= 6- 7-100+2-8= 4216;
103-107 =10-11-100+3-7 = 11021;
51- 89= 5- 6-100+1-9= 3009.

§ 38. Korrastatud hulkliikmete korrutamine.

Selgitame néite varal, kuidas korrutatakse korrastatud hulk-
liikmeid.

3x* — 2ax -} 5a?
— x2+4+ 3ax -+ 4a®
— 3x* 4+ 2ax® — ba*x?

9ax® — 6ax? 1+ 15ax
12a%x2 — 8ax -+ 20a*

— 3xt 4+ 1lax® 4+ a2+ 7a’x + 20at

X

Nieme, et hulkliikmed on paigutatud iiksteise alla (modlemad
hulkliikmed on korrastatud t{dhe x alanevate astmete jdrjekorras).

Esimese teguri koik liikmed korrutatakse teise teguri esimese
liikmega ja tulemus kirjutatakse esimesse ritta joone alla. See-
jarel korrutatakse esimese teguri koik liikmed teise teguri teise liik-
mega ning tulemus kirjutatakse teise ritta nii, et sarnased liikmed
oleksid {iksteise all. Siis korrutatakse esimese teguri koik liikmed
teise teguri kolmanda liikmega jne.

Tulemuseks saadakse nii mitu rida, kui palju liikmeid on teises
teguris, kusjuures sarnased liikmed asetsevad iihes tulbas. See-
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jdrel koondatakse sarnased liikmed ning 16plik tulemus kirjutatakse
joone alla. Korrutiseks saadakse jéllegi korrastatud hulkliige.
(Kontrollida asendamise teel, kui: 1) x=1,a=1; 2) x=1,

a=—1)
Toome veel iihe néite.
2% — bx — 4
Xaxd_ 7x 4+ 8
6x5 — 15x3 — 1242
— 14x* -+ 35x% 4 28x
16x3 — 40x — 32

6x5 — 14x* 4+  x% 4 23x% — 12x — 32.

Korrutades 2x3 ja 3x%, saame 6x5, mille kirjutame esimesse ritta
esimesele kohale. Korrutades — 5x ja 3x2, saame — 15x%. Selle
tulemuse kirjutamisel jitame 6x° jédrele paremale pocle vaba ruumi,
arvestades seda, et jargnevates korrutistes voib esineda liige, mis
sisaldab x* (see ka toepoolest esineb).

Jargnevad korrutised kirjutame jillegi nii, et sarnased liik-
med asetseksid {iksteise all.

(Kontrollida, kui x =1 ja x=—1.)

Vaadeldes esitatud néiteid korrastatud hulkliikmete korrutamise
kohta, voime teha jargmised jareldused.

1. Korgeim liige korrutises on vordne hulkliikmete korgeimate
lilkmete korrutisega. :

Toepoolest, korrutades hulkliikmete liikmed, milledes peatihe
astendajad on suurimad, saame ka korrutises liikme, kus selle tdhe
astendaja on suurim.

Korrutises teisi liikmeid sama astendajaga ei ole voimalik
saada, sest koigis {ilejddnud osakorrutistes on vdhemalt iiks korru-
tatav liige viiksema astendajaga kui vastava hulklifkme korgeim
liige.

Arutledes samuti nagu eelmisel korral, leiame, et:

‘2. Madalaim liige korrutises on vordne hulkliikmete madalai-
mate liikmete korrutisega.

Seega ei saa korrutises olla ei korgeima ega ka madalaima liik-
mega safhaseid liikmeid. Jarelikult, kui me koondame saadud kor-
rutises sarnased liikmed, siis korgeim ja madalaim liige jddvad tin-
gimata piisima, iilejddnud liikmed (kas koik voi moned) voivad aga
koondamisel hdvida. Siit jareldub:
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3. Hulkliikmete korrutises on vidhemalt kaks liiget.
Niide. :
a®—2a®+4a —8
o a+2
a* — 2a® + 4a* — 8a
2a® — 4a® + 8a — 16
at — 16
Pirast sarnaste liikmete koondamist saime korrutiseks a* — 16.
Tahendab, jdid jarele ainult korgeim ja madalaim liige. Teised liik-
med koondusid. :
(Kontrollida, kui a = 3.)

§ 39. Uksliikmete astendamine.

1. Astmete astendamine. Votame a@® ruutu ja kuupi, saame:
(atyt i v —a°:
(aa)s —ad.-a%.a% = qa°.
Samuti:
(x2)4:x2,x2,x2_x2:x8.
Uldiselt:
(am)n —am.qm...q" — qg""
—
n korda

Téahendab: (a™)® = a™.
(Kontrollida:
Thokara =2, un =2, h=3; 2 Klia=—"—38, m=2 n=23
Reegel. Astme astendamisel astendajad korrutatakse. Asten-
datav jadab samaks.
2. Uksliikmete astendamine. Votame {iksliikme 4a?bc® ruutu ja
kuupi. Uksliikmete kerrutamise reegli pohjal saame:
(4a%bc®)? = 4abc® - 4a2bc® = 16a*bcS,
(4a2bc®)® = 4a?bcd - 4a2Dc® - 4abc® = 64ash3c°.
Siit saame tuletada jargmise reegli.
Reegel Et astendada iiksliige, tuleb astendada iga tegur
eraldi ja saadud tulemused korrutada.
Niédide.
(2t ¢ = 1h syt Azt
(Kontrollida, kui x =1, y=—1,2=2)

71



§ 40. Korrutamise abivalemid.

Mitmesuguste algebraliste teisenduste juures kohtame sageli
korrutamise erijuhtusid. Nendel erijuhtudel saadud tulemused on
kasulik jdtta meelde, et edaspidi, kui need juhtumid esinevad, voiks
kohe kirjutada korrutise, ilma et teostaks iga kord liikmeti korru-
tamist. Niisuguseid korrutisi nimetatakse seepdrast korrutamise abi-
valemiteks.

Samuti on kasulik neid valemeid rakendada ka peastarvutuste
juures.

1. Summa ruut, V(')tame ruutu arvude a@ ja b summa.
(a+b)*=(a+b)(a+b)=a*+ab+ab+ b2
Koondades sarnased liikmed, saame:
(a+b)2=a®+ 2ab + b2

See valem tuleb meeles pidada esitatud kujul ja ka sonalise
reeglina. v

Kahe arvu summa ruut on vordne esimese arvu ruuduga pluss
esimese ja teise arvu kahekordne korrutis pluss teise arvu ruut.

Niditeid:

1. (3a426)2=(3a)2+2-3a-2b+4(2b)% = 9a® 4 12ab + 4b%

Tuleb harjuda kirjutama otsekohe [6pptulemust, mairkimata
vahepealseid tehteid.

2. Seda valemit kasutatakse peast arvutamisel niisuguste
arvude ruutu votmiseks, mis erinevad vahe tdiskiimnelistest. Nai-
teks: -

412=(404+1)2=402+2-40 4 1 = 1681.
322 =(30+2)2=30*+4+2-2-30+ 22 =900 -+ 120 + 4 = 1024.

3. Eriti kerge on ruuntu vétta arve, mis 16pevad viiega. Ole-
tame, et arvus on a kiimnelist ja 5 iihelist. Siis saame selle arvu
kirjutada jargmiselt:

10a + 5.
Votame selle arvu ruutu:
(10a 4 5)2 =100a%2 42 -5 10a 4 5% =
= 100a® 4 100a + 25 = 100a(a + 1) 25. -
'~ Saadud avaldis néitab, et viiega loppevate arvude ruutu vot-

misel tuleb selle arvu kiimneliste arv korrutada kiimneliste arvust
ithe vorra suurema arvuga ja tulemusele lisada 25. Néiteks:
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652 =6-7-100 - 25 = 4225;
852 = 8 - 9(sajalist) 4- 25 = 7225;
3,52=3-4-+ 0,25 = 12,25.
Viimast ndidet voib kirjutada nii:
1\2 1 1
Tdhendab, segaarvu, murdosaga % , ruutu voimisel korrutame

S8 : : 1
tdisosa temast iihe vorra suurema arvuga ja tulemusele hsamei.

(83) =8-9+3="2};
(24‘-)2= 24.95 4+ 1—p001.
2 4 4
2. Vahe ruut.
(a—b)2=(a—b)(a—b)=a*— ab — ab + b?%
(@ —b)2 = a® — 2ab -+ b2

Kahe arvu vahe ruut on vordne esimese arvu ruuduga miinus
esimese ja teise arvu kahekordne korrutis pluss teise arvu ruut.

See valem erineb eelmisest valemist ainult keskmise liikme
margi poolest. Seepirast kirjutatakse tihti molemad valemid koos
selliselt:

) (a4 0)2 = a®+ 2ab + b2

Niiteid:

1. (4a% — ab)? = 16a*b®> — 8a?b - ab + a?bh* =
= 16a%b? — 8a®b? |- a?b2.

Ka siin tuleb piiiida tulemus kohe vilia kirjutada, teostades
vahepealsed tehted peast.

2. Seda valemit kasutatakse peast arvutamisel niisuguste
arvude ruutu votmiseks, mis erinevad vihe tiiskiimnelistest.
Naiteks:

392 =(40 — 1)2=140*—2-40 4 1 = 1521;
482 = (50— 2)2 = 2500 — 2- 2 - 50 - 4 = 2304;
792 =(80 — 1)2 = 6400 — 160 - 1 = 6241.

3. Kahe arvu summa ja vahe korrutis.

(a+ b) (a — b)=a*+ ab — ab — b%;
(a+b)(a— b)=a*—b%.

Kahe arvu summa ja vahe korrutis on vordne nende arvude ruu-
tude vahega.
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Niéditeid:

1. (5a+ 2b) (5a — 2b) = 25a% — 4b2.

2. (2a*+ 3b%) (2a% — 3b3%) = 4a* — 9bS.

3. Seda reeglit kasutatakse peast arvutamisel kahe niisuguse
arvu korrutamiseks, milledest iiks on nii mitme {ihelise vorra suu-
rem mingist tdiskiimnelisest, kui mitme {ihelise vorra teine on viik-
sem samast arvust. Naiteks: 47 ja 53, 68 ja 72.

47 - 53 =(50 — 3) (50 + 3) = 502 — 32 = 2491;
68 - 72 = 70 — 4 = 4896;
33 -27 =900 — 9 = 891.

4. Kuid monikord on vaja toimida ka vastupidi: kahe arvu ruu-
tude vahe asendada samade arvude summa ja vahe korrutisega.
Naiiteks: ‘

1022 — 1012 = (102 — 101) (102 + 101) = 203;
54% — 46% = (54 — 46) (54 - 46) = 800;

2 2 1
(75) — (23) =(73—23)(75+2;5)=50.

4. Summa kuup.

(a+b)*=(a+ b)*(a+ b)=(a* 4 2ab + b2) (a + b)=
= a® 4 2a2b | ab? 4 a?b - 2ab? -+ b3;
(a+ b)® = a®+ 3a%b + 3ab? -+ b3,

Kahe arvu summa kuup on vordne esimese arvu kuubiga pluss

esimese arvu ruudu ja teise arvu kolmekordne korrutis pluss esi-

mese arvu ja teise arvu ruudu kolmekordne korrutis pluss teise
arvu kuup.

Niiteid:

1. (2a-43b)®=8a%®-}3-4a%2-3b+3-2a-9b%-1 2763 =
= 8a® 4 36a%b + 54ab* + 27b%.
113=10*+4+3-102+3-10+4 1 = 1331.

5. Vahe kuup.

(a—0b)}=(a—b)%*(a— b)=(a® — 2ab+ b?) (a — D).
Korrutades ja koondades sarnased liikmed, saame:
(a — b)® =a®— 3a%b + 3ab? — b2
Kahe arvu vahe kuup on vordne esimese arvu kuubiga miinus
esimese arvu ruudu ja teise arvu kolmekordne korrutis pluss esi-
mese arvu ja teise arvu ruudu kolmekordne korrutis miinus teise
arvu kuup.
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Néditeid:

. (x—2)3=x%—6x%+ 12x—8.

2. (3a—2b)® = 27a® — 54ab - 36ab? — 8b3.

6. Kuupide summa. Kolmliiget a?—ab -} b?* nimetatakse

arvude a ja b vahe mittetdielikuks ruuduks. Korrutame seda sum-
maga a - b.

a?— ab-} b2
X a——:—_b
a® — a‘b -+ ab?
-+ a?b — ab? -+ b®
a3 + b ;

Siit saame, et
(a4 b) (a? — ab 4 b?) = a® | b3

Kahe arvu summa ja samade arvude vahe mittetdieliku ruudu
korrutis on vordne nende arvude kuupide summaga.

Tavaliselt loetakse seda valemit paremalt vasakule.
Kahe arvu kuupide summa on vordne nende arvude summa ja
samade arvude vahe mittetdieliku ruudu korrutisega.

7. Kuupide vahe.

Kolmliiget a? -} ab -+ b* nimetatakse arvude a ja b summa
mittetdielikuks ruuduks. Korrutame seda vahega a — b

a®+ ab -+ b?
a—b
“a® 4- a*b + ab?
— a?b — ab®* — b®
a? b}

Siit saame, et
(a—=0b) (a® + ab + b*) = a® — b3,

Kahe arvu vahe ja samade arvude summa mittetdieliku ruudu
korrutis on vordne nende arvude kuupide vahega.

Tavaliselt loetakse seda valemit paremalt vasakule.

Kahe arvu kuupide vahe on vordne nende arvude vahe ja samade
arvude summa mittetdieliku ruudu korrutisega.
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§ 41. Uldisi mérkusi algebraliste tidisavaldiste
jagamise kohta.

Nagu me juba aritmeetikast teame, ei ole alati voimalik tiis-
arvude jagamisel saada jagatiseks tdisarvu. Sel juhul 6eldakse, et
jagatav ei jagu jagajaga. Naiiteks, 17 ei jagu 5-ga. Niisugusel kor-
ral toimitakse kahte viisi.

1) Jagatakse jddgiga. Niiteks:

17:5=3 (jaak 2) voi 17|5
A S
Coth

2) Kirjutatakse jagatis murru kujul, vottes lugejaks ]agatava

ja nimetajaks jagaja. Naiteks:

: 17 % =
17:5=%; 3:8=3.

Murdude kasutusele votmine tegi voimalikuks teostada mistahes
arvude jagamist (vélja arvatud jagamist nulliga).

Samasugune on lugu ka algebraliste tdisavaldiste jagamisega.
Ka siin ei ole jagatiseks alati algebraline tdisavaldis.

Kui kahe algebralise tdisavaldise jagamisel on jagatiseks tiis-
avaldis ning jddgiks null, siis 6eldakse, et jagamine on teostatav
jadgita ehk jagatav jagub jagajaga.

Kui jaak kahe algebralise tdisavaldise jagamisel ei ole null, siis
Oeldakse, et jagatav ei jagu jagajaga.

Nédide 1. 2ab:0.

Siin jagatav jagub jagajaga, sest jagatiseks on taisavaldis 2a.
Toepoolest, korrutades jagatise jagajaga, saame: $

2a-b = 2ab.
Saime jagatava. Tdhendab, avaldis 2ab jagus avaldisega b.
Nidide 2. (2ab+-c):b.
Siin ei ole voimalik leida niisugust tédisavaldist, mis b-ga kor-

rutades annaks jagatava 2ab -}- ¢. Tdhendab, jddgita jagamine on
siin voimatu. Sel juhul toimitakse samuti nagu aritmeetikaski.

1. Jagatakse jddgiga. Néiteks:
(2ab +¢): b =2a (jéddk ¢) voi 2ab—+c | b
~ 2ab 2a
+c
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Kontrollime, korrutades jagatise jagajaga ning liites jdagi.

2a-b -+ c¢=2ab-+c.

Saime jagatava.

2. Kirjutatakse jagatis murru kujul, vottes lugejaks jagatava ja
nimetajaks jagaja, nditeks:
2ab + ¢

e

Teeme veel ithe mirkuse. Mistahes algebraliste avaldiste jaga-
misel me eeldame, et jagaja ei ole null, sest nulliga jagamine
on voimatu. Seepérast, kui jagaja sisaldab tdhti, siis nende tdh-
tede lubatavateks véaidrtusteks on ainult need védiartused, mis ei
muuda jagajat nulliks. Seda tingimust tuleb algebraliste avaldiste
jagamisel alati meeles pidada.

(2ab+c¢): b =

§ 42. Uksliikmete jagamine.

1. Vordsete astendatavatega astmete jagamine. Olgu meil vaja
jagada 25 astmega 22.

95:92—=32:4—8 =23,

Jéarelikult:

2098 9%
Samuti:

3 =23
antroll 3%:3% =35

A2 =gk

WKentroll @ a*=a"

Uldiselt, iihe ja sama arvu astmete jagamisel saadakse sama
arv niisuguse astendajaga, mis liidetuna jagaja astendajaga
annab jagatava astendaja. Tdhendab, jagatise astendaja on vordne
jagatava ja jagaja astendajate vahega.

A= al

Uldiselt:

2 s 0 b=l s i

Siin m ja n on naturaalarvud, kusjuures m > n.

Mirkus. Kuim=n, siis jagatav on vordne jagajaga ja
jagatis on iiks:
L byt
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2. Uksliikmete jagamine. Olgu vaja teostada jagamine:
10a5b% : 4ab. i

Kasutame jagamise omadusi (§ 26). Jagame jagatava 4-ga.
Selleks piisab, kui jagame 4-ga kordaja 10. Saame:

2,5a5b3¢.

Jagame saadud tulemuse a®-ga. Selleks piisab, kui a® jagame
ad-ga. Saame: 5
2;50%b%.

Jagame selle tulemuse b-ga. Selleks tuleb b® jagada b-ga. Lop- -
likult saame:

10a%b3c : 4a%b = 2,5ab%¢.

Korrutades 4a% ja 2,5a%b%, saame jagatava. Té‘hendab, jaga-
sime oOigesti.

Muidugi ei ole tarvis koiki vahepealseid tulemusi eraldi vilja
kirjutada. Koik jagamised teostatakse jirk-jirgult ning kirjuta-
takse otsekohe 1oplik tulemus. ‘

Nediaid e 10 1802328 - 6332 — 3x43.

Jagame 18 arvuga 6; jagatisesse kirjutame 3.

Jagame x% astmega x?; jagatisesse kirjutame x*.

Jagame y® astmega y?; jagatiseks saame iihe, mida me aga ei
kirjuta.

Jagame 2% suurusega z; jagatisesse kirjutame 22

Tulemuseks saime jagatise 3x*z2.

(Kontrollida, kui x=1, y =2, 2=2))

Nidide 2. Lahendada vorrand:

6ax® : 3ax® = 4.

Teostades jagamise, saame:

Ser—=dr =t

Kontrollida, asendades x vorrandis 2-ga.

Jérelikult voime anda jargmise reegli.

Reegel. Et iiksliige jagada iiksliikmega, tuleb:

1) jagatava kordaja jagada jagaja kordajaga;

2) saadud kordaja juurde kirjutada teguritena koik jagatavas
esinevad tdhed niisuguste astendajatega, mis on vordsed jagatavas
ja jagajas olevate samade tdhtede astendajate vahega.

Uksliikmete jagamise reeglist jareldub:
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1. Kui mingi tdht esineb ainult jagatavas, siis jagatises esi-
neb see tdht sellesama astiendajaga.

2. Kui mingi tdhe astendajad jagatavas ja jagajas on vordsed,
siis seda tdhte jagatises ei esine.

Samast reeglist jareldub ka, et iiksliikmete jagamine jddgita
on voimatu, kui:

1. jagajas mingi tdhe astendaja on suurem kui selle tihe asien-
daja jagatavas;

2. jagaja sisaldab niisugust tahte, millist jagatavas ei ole.

§ 43. Hulkliikme jagamine iiksliikmega.

Kasutame summa jagamise reeglit (§ 26).
Rakendame seda reeglit hulkliikme jagamiseks iiksliikmega.
Olgu vaja teostada jagamine:

(6a¢b? — 7a®b + 3,6a%H%): 2a%b.
‘Jagame avaldisega 2a%b selle hulkliikme iga liikme, saame:
3a?b — 3,5a + 1,862
Kontrollime, korrutades jagatise jagajaga:
(3a%b — 3,5a + 1,8b6%)- 2a%b = 6a*b? — Ta’b + 3,6a%b°.

Saime jagatava. Tdhendab, jagasime oigesti. Siit saame jarg-
mise reegli.

Reegel. Et hulkliige jagada iiksliikmega, tuleb hulkliikme
iga liige jagada selle iikslilkmega ja saadud jagatised liita.

Sellest reeglist jareldub, et hulkliige jagub {iksliikmega ainult
siis, kui hulkliikme iga liige jagub selle iiksliikmega.

Teiste sonadega, on vaja, et jagaja oleks hulkliikme koikide
liikmete iihisjagajaks.

Seepidrast saame kohe Oelda, kui jagaja sisaldab tédhte, mil-
list ei esine hulkliikme iiheski liikmes, et jagamine jddgita on voi-
matu.

Samuti on jdigita jagamine voimatu ka siis, kui jagajas esi-
neva mistahes tihe astendaja on suurem kui sellesama tdhe asten-
daja jagatava hulkliikme kas voi iiheski liikmes.
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§ 44. Hulkliikmete jagamine.

Hulkliikmete jagamisel korrastatakse need hulkliikmed tavali-
selt iihe ja sama tdhe alanevate astmete jarjekorras. Selgitame
nédidete varal, kuidas jagatakse korrastatud hulkliikmeid:

Nédide 1. Olgu vaja jagada 6a® — 442 avaldisega 3a — 2.
Paigutame jagatava ja jagaja nii nagu aritmeetikaski.
6a® — 4a% | 3a — 2

Oletame, et jagamine on teostatav jddgita, s. t. jagatiseks
saame mingi hulkliikme (erandjuhul voib see olla ka iiksliige). x(a
jagatise korrastame tdhe a alanevate astmete jérjekorras.

Kuna jagatav on vordne jagaja ja jagatise korrutisega, siis
jagatava korgeim liige on vordne jagaja ja jagatise korgeimate
lilkkmete korrutisega. Siit jareldub:

Jagatise korgeima liikme leidmiseks tuleb jagatava korgelm
liige jagada jagaja korgeima liikmega.

Jagades 6a® avaldisega 3a, saame 2a®> — see on jagatise kor-
geim liige. Vaatame, kas jagatiseks ei ole ainult liige 2a® Selleks
korrutame jagaja jagatisega ja vaatame, kas saame tulemuseks
jagatava: ,

(3a — 2)- 2a% = 6a® — 4a>.

Saime jagatava. Tdhendab, jddgita jagamine oli siin toepoolest
teostatav ja jagatiseks on 2a2.
Kogu jagamise protsess ja kontroll kirjutatakse iiles jarg-
miselt:
6a® — 4a? |3a — 2
T Ba® —4ad 98 T

Kirjutame jagatisesse leitud korgeima liikme ning korrutame
sellega jagajat. Saadud korrutise kirjutame jagatava alla ja lahu-
tame selle jagatavast. Saime jddgiks nulli. See nditabki, et jaga-
tise ja jagaja korrutis on vordne jagatavaga.

Niide 2. Jagada 10x2 — 7x — 12 avaldisega 2x — 3.

Paigutame jagamistehte nii nagu esimeseski néites:

102 — . 7x— 12 |2x— 3
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Oletame jdllegi, et jagamine on teostatav jddgita ning jagati-
seks on hulkliige. Leiame jagatise korgeima liikme, jagades 10x?
avaldisega 2x. Saame 5x. Seejdrel korrutame, nagu ka esimeses
ndites, jagaja 5x-ga, kirjutame leitud korrutise jagatava alla ning
lahutame selle jagatavast. Kui jddk on null, siis 5x ongi jagati-
seks. Kogu selle kdigu kirjutame iiles jargmiselt:

10x2 — 7x— 12 |2x —3
— 10x2 — 15x 5x
8x — 12

Saime jddgi, mis erineb nullist. See niitab, et jagatises on
rohkem kui {iks liige (v0i et jddgita jagamine on vbimatu; seda
juhust vaatleme hiljem).

Jagatav on siis vordne summaga, milles liidetavateks on jaga-
tise esimese litkme ja jagaja korrutis, jagatise teise liikme ja jagaja
korrutis jne.

Kuid jagatise esimese liikme ja jagaja korrutise me juba lahu-
tasime jagatavast. Tahendab, jadk 8x — 12 voib sisaldada ainult
jagaja korrutisi jagatise teise ning jargnevate liikmetega. Jaddgi
korgeim liige 8x peab olema vordne jagaja korgeima litkme ja
jagatise teise liikme korrutisega. Siit jareldub jirgmine reegel.

Jagatise teise liikme leidmiseks tuleb esimese jadgi korgeim
liige jagada jagaja korgeima liikmega.

Jagades 8x avaldisega 2x, saame 4. Et veenduda, kas jdak
8x — 12 ei olegi jagatise teise lilkme ja jagaja korrutis, toimime
jargmiselt: korrutame jagaja 4-ga, saadud korrutise kirjutame
jaagi alla ning lahutame selle jaagist. Saame jargmise kirjutuse:

1058 2 Tx —1212x—3

T 10x2 — 15x 5% + 4
8x — 12
8x — 12
: 0

Jddk on null. Tahendab, jagamine on sellega 1opetatud ning
jagatiseks on 5x - 4.

Tulemuse kontrollimiseks voime jagaja 2x — 3 korrutada jaga-
tisega 5x + 4.

Kui me ka siin oleksime nulli asemel saanud mingi jaddgi (teine
jaak), siis oleksime jagatise kolmanda liikme leidnud teise jddgi
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korgeima liikme jagamisel jagaja korgeima liikmega jne. Toome
veel iihe ndite jagamise kohta.
Niide 3. Jagada x%— 5ax*-+ 10a%x® — 10a3x2? -} batx — a®
avaldisega x3 — 3ax? -+ 3a%x — .
Kogu jagamise kdik on ndha jargmisest kirjutusest:
x5 — bax* 4 10a2x® — 10a3x2 - 5atx — a5 | x* — 3ax® + 3a’x — a®

x5 —3axt+ 3a%3 — @32 X2 —2ax + a?
— 2ax* -+ 7a?%® — 9a°% |- 5aq*x — a5 |. . . esimene jaak
— 2ax* 4+ 6a%x® — 6a3x -+ 2aix
a3 — 3a%x*+4-3a'x—a® . . . teine jaik
a*x® — 3a%x% - 3a‘x — ad 7
Bs s rimy . 8w svkolmas jaak

Jagatiseks on x? ] 2ax + a®. (Kontrollida v6ib korrutamise
teel.)
Toome 16puks ndite jddgiga jagamise kohta.

Nédide 4. Jagada 3m*- 10m® — 6m? 4 25m — 1 avaldisegé
m2—+4m — 1. ;
Jagame niisamuti kui eelmistes ndidetes.
3dm*—+ 10m3 —6m?+25m — 1| m?4+4m — 1

—3m* + 12m3 — 6m? 3m*—9m—+5
— 2m*—3m*4+-26m—1 . . . . . . . esimene jaidk
T A 2m
5m? -+ 23m — 1 o e et el tpintes i gl
© 5m24-20m —>5
S 4 i Lok T v kolnias: Rk

Kolmanda jddgi korgeim liige ei jagu enam jagaja korgeima
liikkmega. See nditabki, et kidesoleval juhul on tegemist jadgiga
jagamisega. Tulemuseks saime jagatise 3m?—2m -5 ja jddgi
3m -+ 4. Kontrollimiseks korrutame jagatise jagajaga ning liidame
jadgi:

(m?*4-4m — 1) (3m* — 2m + 5)+4-(3m 4 4).

Teostades noutud tehted ja koondades sarnased liikmed, saame
jagatava.
Toodud néidete pohjal voime anda jargmise reegli niisuguste
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hulkliikmete jagamise kohta, mis on korrastatud peatihe alanevate
astmete jarjekorras. .

1. Jagame jagatava korgeima liikme jagaja korgeima liikmega.
Saame jagatise esimese liikme.

2. Korrutame jagaja jagatise esimese liikmega ning saadud
korrutise lahutame jagatavast. Saame esimese jiigi.

3. Jagame esimese jddgi korgeima liikme jagaja korgeima liik-
mega. Saame jagatise teise liikme.

4. Korrutame jagaja jagatise teise liikmega ning saadud kor-
rutise lahutame esimesest jadgist. Saame teise jdigi.

5. Toimime teise jddgiga niisamuti nagu esimese jiigiga ja
jatkame jagamist seni, kuni saame jddgi null voi jadgi, mille kor-
geim liige ei jagu jagaja korgeima liikmega.

Esimesel juhul on tegemist jaagita jagamisega, teisel juhul jda-
giga jagamisega. Viimane jddk ongi antud hulkliikmete jagamisel
jadgiks.

§ 45. Jagamine abivalemite abil.

Moningail juhtumeil voib kohe kirjutada jagatise, ilma et teos-
taks hulkliikmete jagamise reegli jargi jagamist.

Selleks kasutame paragrahvis 40 esitatud korrutamise abi-
valemeid.

a2 — b2

Kahe arvu ruutude vahe ja samade arvude vahe jagatis on
vordne nende arvude summaga.
az— b2
" atb
Kahe arvu ruutude vahe ja samade arvude summa jagatis on
~ vordne nende arvude vahega.

a® — b3
3. a—>b

2 =g b,

=a®+ ab + b2
Kahe arvu kuupide vahe ja samade arvude vahe jagatis on
vordne nende arvude summa mittetdieliku ruuduga.
a*+ b
at+b
Kahe arvu kuupide summa ja samade arvude summa jagatis on
vordne nende arvude vahe mittetdieliku ruuduga.

4. a? — ab -} b2,
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NELJAS PEATUKK.

HULKLIIKMETE TEGUREIKS LAHUTAMINE.
§ 46. Tegureiks lahutamise maiste.

Olgu tarvis leida avaldise
ab + ac — ad

arvuline vaartus, kui ¢ =37, b =26, ¢ =17 ja d=23. ‘
Asendades avaldises tdhed nendele vastavate véirtustega,
saame:

3726+ 37 - 17 — 37 - 23 = 962 + 629 — 851 = 740.

Kuid selle avaldise arvulise védartuse voib leida palju kiiremini
ja kergemini, kui avaldist eelnevalt teisendada.
Jaotuvuse seaduse pohjal voib kirjutada:

ab +ac—ad =a(b+c—d).
Leiame saadud samase avaldise arvulise-viirtuse. Saame:
37 +(26 4 17 — 23) = 37 - 20 = 740.

Koik need arvutused on kergesti peast teostatavad.

Seega osutus antud juhul otstarbekaks esitada antud avaldis
(algebraline summa) kahe teguri — iiksliikme ja hulkliikme -—
korrutisena.

Avaldiste niisugust teisendamist kasutatakse algebras laialda-
selt ning seda teisendamist nimetatakse tegureiks lahuta-
miseks.

Definitsioon. Lahutada tegureiks algebraline summa
tihendab esitada antud summa korrutise kujul.

Algebraliste avaldiste tegureiks lahutamine on paljus sarnane
taisarvude algtegureiks lahutamisega aritmeetikas. Seal me kohta-
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sime tegureiks lahutamist siis, kui oli tarvis taandada murde voi
teisendada neid iihenimelisteks (murdude liitmisel ja lahutamisel).

Samadel eesmirkidel kasutatakse ka algebraliste avaldiste tegu-
reiks lahutamist. Jargmises peatiikis kdsitletakse algebralisi murde
ja tehteid nendega. Murdude taandamine, murdude teisendamine
iihenimelisteks liitmisel ja lahutamisel — koik see kergendab tun-
duvalt teisendusi ja arvutusi. Selleks tuleb aga koigepealt lugeja
ja nimetaja avaldada korrutisena (kui see on vdimalik), see tdhen-
dab, tuleb lahutada nad tegureiks.

Algebras ei kasutata tegureiks lahutamist mitte amult tehete
juures murdavaldistega.

Eespool toodi juba néide selle kohta, kuidas tegureiks lahuta-
mine kergendab algebralise avaldise arvulise vdértuse leidmist.

Tegureiks lahutamist kasutatakse ka monede vorrandite lahen-
damisel ning teistes algebra osades.

Vaatleme enamkasutatavamaid ja lihtsamaid teguriteks lahuta-
mise votteid.

§ 47. Uhise teguri toomine sulgude ette.

Ndide 1. Olgu antud hulkliige:
6a® — 8ab -+ 4a.

On kerge ndha, et koik liikmed sisaldavad tegurit 2a, mistottu
voime avaldise kirjutada jargmiselt:

2a-3a—2a-4b+2a-2.
Kasutades jaotuvuse seadust, saame:
6a? — 8ab + 4a = 2a - (3a — 4b +} 2).

Seega oleme antud hulkliikme esitanud {iksliikme ja hulkliikme
korrutisena.

Esitatud nditest selgub, et hulkliilkme tegureiks lahutamiseks
ithise teguri sulgude ette toomise teel on tarvis:

1) leida see {ihine tegur;

2) jagada selle teguriga hulkliige;

3) kirjutada {ihise teguri ja saadud jagatise korrutis (kirjuta-
des jagatise sulgudesse).

Selgitame ndite abil, kuidas seda harilikult tehakse.

Ndide 2. Lahutada tegureiks hulkliige:

12x4y? — 18x%y? + 24x%y23.
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1) Leiame koigepealt kordajate suurima iihisteguri. See on 6.

2) Votame esimese lilkme esimese tihe x ja vaatame, mis-
suguses astmes on ta koikides liikmetes. x koige viiksemaks asten-
dajaks on 2 (kolmandas liikmes). Siit jdrgneb, et hulkliikme kaik
liilkmed jaguvad x2-ga, s. t. ¥2 on nende iihiseks teguriks.

3) Vottes esimese liikme teise tihe y, leiame, et see tuleb votta
esimeses astmes. (Tahte z me ei vaatlegi, sest esimeses liikmes teda
ei esine.) -

Seega on koikide lukmete iihiseks teguriks iiksliige 6x%y.

Jdidb veel miirata antud hulkliikme ja leitud iihise teguri jaga-
tis. Selleks, et viltida iileliigseid kirjutusi, toimime jargmiselt. Kir-
jutame antud hulkliikme, selle jirele vordusmirgi ja siis lei-
tud iihise teguri. Saame:

12x%y? — 18x%y% 4 24x2y2® = 6x% . . .

Niiiid tombame sulu ja selle jérele kirjutame kohe jagatised, mis
saame iga liikme jagamisel avaldisega 6x%y. Saame:

12x%y% — 18x%y2 4 24x%y2® = 6x2y (2x%y — 3xy -+ 423).

See ongi 16plikuks tulemuseks.
Nédide 3. Lahutada tegureiks hulkliige:

10a%b — 8a2b® | 2a.

Siin on kohe néha, et iihiseks teguriks saab olla ainult 2a, sest
koik liikmed jaguvad nii 2-ga kui ka a-ga; teiselt poolt nieme aga,
et viimasel liikmel 2a ei ole {ihtegi teist tegurit. Toimides nii nagu
eelmiseski néiites, saame:

10a%6 — 8a?b® + 2a = 2a(5a%b — 4ab3 + 1).

Mirkus. Kuna me jagame antud hulkliikme iga liikme
nende {ihise teguriga, siis peab sulgudes olevas hulkliikmes
olema niisama palju liikkmeid kui antud hulkliikmeski. Kui see
nii ei ole, siis on selge, et teisendustes on tehtud viga. Viimase
nédite puhul saame 2a jagamisel 2a-ga jagatiseks arvu 1 ning
liikmete arv jddb seega samaks.

Mbnikord kujutavad algebralised avaldised endast kahe voi
enama liidetava summat, kusjuures igas liidetavas on teguriks iiks
ja sama hulkliige. Sel juhul vGetakse see hulkliige sulgude ette nii-
samuti nagu {iksliigegi.
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Nadide 4. Lahutada tegureiks algebraline avaldis:
5x3(a — b)— 4x*y(a — D)+ 7xy*(a — D).
Uhiseks tegureiks on siin x(a — b). Saame:

5x3(a — b)— 4x%y (a — b)+ Txy*(a — b)=
=x(a—b) (5x* — 4xy + 7y?).

§ 48. Riihmitamise meetod.

Nadide 1. Lahutada tegureiks avaldis:

¢(a—b)+d(a—b). ELt
Vottes sulgude ette iihise teguri @ — b, saame:
(@ —b)(c+a). (2)
Kui avaldis (1) oleks antud aga jargmiselt:
ac — be + ad — bd, (3)

siis, piitides rakendada § 47 esitatud teguriteks lahutamise votet,
satuksime raskustesse, sest koikidele liikmetele iihist tegurit ei ole.
Alles siis, kui jagada liikmed kahte riithma:
(ac — bc)+(ad — bd)
ja votta esimesest rithmast sulgude ette tegur ¢ ning teisest riih-
mast tegur d, saame avaldise (1).
c(a—b)+d(a—b),
milles on selgesti ndhtav iihine tegur @ — b.
Mirgime, et avaldises (3) voiksime liikmeid rithmitada ka jarg-
miselt:
(ac + ad)—(bc + bd).
Vottes molemas rithmas sulgude ette ithise teguri, saame:
a(c+d)y—b(c+d).
Siin on iihiseks teguriks ¢ + d. Eraldades selle, saame:
(c+d)(a—0D).
See avaldis erineb avaldisest (2) ainult tegurite jérjekorra
poolest.
Niisugust tegureiks lahutamise meetodit nimetatakse riihmita-

mise meetodiks, Toome veel niiteid tegureiks lahutamise kohta
selle meetodi pohjal.

87



Nidide 2. 2ac- 36— bc— 6a.

Antud hulkliikme koigil liikmetel iihist tegurit ei ole. Jirelikult
ei saa kasutada eelmises paragrahvis kirjeldatud meetodit. Proo-
vime kasutada riihmitamise meetodit. Kui rithmitada liikmed kahe-
kaupa samas jérjekorras, milles nad on kirjutatud, siis saame:

(2ac + 3b)—(bc + 6a).
Ilmneb, et kummaski rithmas ei ole iihiseid tegureid ja see-
parast ka iihist kaheliikmelist tegurit me ei saa. Katse osutus eba-

onnestunuks. Riihmitame liikmed teisiti, nimelt: esimese kolman-
daga ja teise neljandaga.

(2ac — bc)+-(3b — 6a).
Pirast iihiste tegurite sulgude ette votmist saame:
c(2a — b))+ 3(b — 2a).

Nagu néha, erinevad kaksliikmed 2a — b ja b — 2a teineteisest
ainult miérkide poolest. Selleks et teha neid iihesugusteks, piisab,
kui muuta teise sulgavaldise iga liikme mérk vastupidiseks; et aga
tulemus ei muutuks, tuleb samaaegselt muuta ka sulgude ees olev
mark vastupidiseks. Saame:

¢(2a —b)— 3(2a — ).
Niiiid on kerge niha, et antud avaldis on vordne avaldisega
(2a — b) (¢ — 3).

Kui aga {ihte rilhma votta antud hulkliikme esimene ja neljas
liige ning teise rithma teine ja kolmas liige, siis saame:

(2ac — 6a)+(3b — bc)=2a(c —3)+b(3 —¢)=
= 2a(c — 3)— b(¢c — 3)=(c — 3) (2a — b),

s. t. sama tulemuse.

Kui on omandatud juba teatud vilumused, siis voib asetada
kohe sulgude ette miinusmérgi ja muuta samaaegselt ka sulgudes
asetsevate liikmete madrgid. Nimelt, mirgates, et esimeses rithmas
tuleb sulgudes esimeseks liikmeks liige, mis sisaldab tihte ¢, pai-
gutatakse ka teise rithma liikmed {imber nii, et siin tuleks samuti
esimeseks liikmeks liige, mis sisaldab tdhte ¢. Sel juhul oleks tei-
senduse jarjekord séddrane:

(2ac — 6a)— (be — 3b)= 2a(c — 3)— b(c — 3)=
—=(c—3) (20— b).
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Nédide 3. Lahutada tegureiks:
ab—a—0b-+1.
Arvestades tehtud mairkust, voime kohe kirjutada:
(ab—a)—(b—1)=a(b—1)—(b—1)=0b—1)(a—1).

§ 49. Korrutamise abivalemite kasutamine.

Mbnikord saab hulkliiget lahutada tegureiks korrutamise abi-
valemite (vt. § 40) abil. Kirjutame paragrahvis 40 esitatud kol-
manda valemi vastupidises jarjekorras:

a*— b2 =(a+ b)(a—0b).
Selle vorduse vasakul pool on kaksliige, paremal pool on ta
aga esitatud korrutisena, s. t. on lahutatud tegureiks.
Téhendab, kui kaksliige kujutab endast ruutude vahet, siis voib
teda avaldada astendatavale summa ja vahe korrutisena,
Nédide.
16a*b? — 9x° = (4a%b + 3x°) (4a%b — 3x%).
Votame niiiid valemi:
a®+ 2ab + b® =(a -+ b)2
Tahendab, kui antud kolmliige kujutab endast ruutude summat,
millele on liidetud veel samade astendatavate kahekordne korrutis,
siis voib teda avaldada summa ruuduna (s. o. kahe iihesuguse
teguri korrutisena).
Niditeid.
1. x®412x-4+ 36 =(x+46)2
2. 4a?b? -+ 20abc? + 25¢* = (2ab + 5¢%)2.
Tapselt samuti kasutatakse valemit:
a? — 2ab + b2 =(a — b)%
Niditeid.
1. 16m? —8m+41=(4m —1)2
2. Leida avaldise a® — 14a + 49 arvuline vaartus, kui a =47.
Arvutamine on tfeostatav peast, kui avaldis lahutada tegureiks.

Saame:
a®—14a+49 =(a —T7)2

Asendades a vorrandi paremal pool arvuga 47, saame:
(47 — 7)2 = 40% = 1600.
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Tépselt samuti kasutatakse valemeid:

a@® + 3a?b 4- 3ab? + b =(a + b)3;
a® — 3a%b + 3ab? — b3 =(a — b)?.

Nédide Arvutada avaldise
a=x>4+9x2+ 27x 4 27
arvuline véartus, kui x = 17.
Lahutades antud avaldise tegureiks, saame:

x4 9x% 4 27x + 27 =(x + 3)3.
Asendades x arvuga 17, saame:
= 20" = 8000

Lopuks, kui antud kaksliige kujutab endast kuupide summat v5i
vahet, siis kasutatakse tegureiks lahutamisel valemeid:
@+ b =(a + b) (@ — ab + b?);
a® — b =(a — b) (a® + ab + b?).
Niditeid.
1. 27a3b® + 8¢® = (3ab -+ 2c) (9a2b? — 6abc -+ 4¢?);
2. 64a%°® — 1 =(4a% — 1) (16a*b? + 4a% + 1).

§ 50. Mitme meetodi kasutamine.

Antud avaldise tegureiks lahutamisel tuleb kdigepealt teha kind-
laks, kas selle avaldise koik liidetavad sisaldavad iihist tegurit voi
mitte. Koikide iihiste tegurite sulgude ette votmine on vaja labi
viia esimeses jdrjekorras.

Pirast seda tuleb vaadelda sulgudesse jainud hulkliiget. Vaib
juhtuda, et seda saab omakorda lahutada tegureiks méone eespool
(§ 48 ja § 49) kirjeldatud meetodi abil. Kui see on voimalik, siis
tuleb teha ka seda.

Selgitame &eldut néiitega.

Ulesanne. Tdestada, et mistahes tiisarou kuubi ja selle
arvu enda vahe jagub alati 6-ga.

Tédhistame vabalt valitud taisarvu tidhega n.

On tarvis toestada, et avaldis n®— n jagub n mistahes tiis-
arvulise vdartuse korral 6-ga.

Lahutame antud avaldise tegureiks. Koigepealt votame sulgude
ette {ihise teguri n. Saame:

n—n=n(n*—1).
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Iimneb, et sulgavaldis kujutab endast ruutude vahet. Kasutades
eespool toodud valemeid, saame:

mw—n=nn—1)(n+4+1).
Muutes tegurite jérjekorra, saame:
mw—n=n—1nn-+1).

See vordus niitab, et avaldis n® — n kujutab endast kolme jér-
jestikuse tdisarvu korrutist. Kuid kolmest jirjestikusest tdisarvust
jagub iiks tingimata 3-ga ja vdhemalt iiks 2-ga. Tdhendab-n® —n
jagub 2-ga ja 3-ga. Aritmeetikast on teada, et sel juhul n® — 1
jagub ka 6-ga.



VIIES PEATUKK.

ALGEBRALISED MURRUD.
§ 51. Algebralise murru mboiste.

L. Algebralise murru definitsioon. Paragrahvis 41 mairkisime,
et kui kaks algebralist avaldist ei jagu jdsgita (tihendab, viimane
jadk ei ole null), siis kirjutatakse jagatis murdavaldise kujul, mille
lugejaks on jagatav ja nimetajaks jagaja.

Murdavaldiste niiteid:

a, a—b 3(x+y)2—5, (a+c)*—(a—c)? .
2’ 2—c¢ 8y5 i R

Murdavaldise lugeja ja nimetaja voivad ka omakorda olla

murdavaldised, néiteks:

Sagedamini tuleb tegelda niisuguste algebraliste murdavaldis-
tega, mille lugeja ja nimetaja on hulkliikmed (erandjuhul ka {iks-
liikmed). Niisuguseid avaldisi nimetatakse algebralisteks
murdudeks.

Definitsioon. Algebralist murdavaldist, mille lugeja ja
nimetaja on hulkliikmed, nimetatakse algebraliseks murruks.

Nagu aritmeetikaski, nii nimetatakse ka algebralise murru luge-
jat ja nimetajat murru liikmeteks.

M idrkus. Niisugune murdude eraldamine murdavaldistest
esineb iildiselt ka aritmeetikas. Niiteks avaldisi
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nimetatakse aritmeétilisteks murdavaldisteks. Aritmeetiliseks
murruks (ehk lihtsalt murruks) nimetatakse aga ainult nii-
suguseid murdavaldisi, mille lugeja ja nimetaja on tédisarvud.

Nagu me juba mérkisime, v6ib algebralise murru lugeja ja nime-
faja koosneda ka iihest liikmest. Monikord vGib aga lugejaks olla
ka numbritega kirjutatud arv.

Niiteks, avaldised
2 —4 1,3

a' x+y a+

on algebralised murrud. Algebralise murru nimetajas peab kind-
lasti esinema vdhemalt {iks tdht.
Niisugused avaldised, nagu

a, x*—y, a*—3ah+c

o085 17—52 '

on definitsiooni (§ 30) jérgi algebralised tédisavaldised, mis on
ainult kirjutatud murru kujul.

2. Tahtede lubatavad vdirtused. Algebralises murrus esinevate
tdhtede lubatavate vdartuste kohta on vaja teada jargmist.

Lugejas esinevatel tdahtedel voivad olla mistahes véartused (kui
iilesande tingimustes pole selleks antud mingisuguseid tidiendavaid
kitsendusi).

Nimetajas esinevatel tdhtedel on lubatavateks vaartusteks ainult
niisugused védirtused, mis ei muuda nimetajat nulliks. Seepérast
edaspidi loemegi alati, et algebralise murru nimetaja ei ole null
{ihegi vdirtuse korral, mis kuulub tihtede lubatavate viirtuste
hulka.

3. Murru arvuline vddrtus. Meil tuleb teha vahet algebralise
murru ja tema arvulise véddrtuse vahel. Algebralise murru arvuline
vadrtus voib olla tdisarv voi murdarv, positiivne arv voi negatiivne

a » o oo
B arvuline vaartus,

kiii a=6; =3 O

kui a=—58 b=2, on :2—5;

ki o =—=10: b8 -ono.

arv voi ka null. Niiteks, murru
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§ 52. Murru pdhiomadus.

Algebraliste murdude kohta jdévad kehtima samad seadused,
mis kehtivad murdarvude kohta aritmeetikas.

Murru vddrtus ei muutu, kui tema lugeja ja nimetaja korrutada
iihe ja sama nullist erineva arvuga.

t_l _am
b~ bm’
kus m voib olla mistahes arv — tdisarv voi murdarv, negatiivne
arv voi positiivne arv, kuid mitte null.
Toestus.

Murd g on definitsiooni jargi arvude a ja b jagatis.
e S
a . b Wy z»

kus a ja b on mistahes ratsionaalarvud (b 7#% 0).

Kuid paragrahvis 25 oli testatud, et ratsionaalarvude jagatise
kohta jddb kehtima seadus: jagatis ei muutu, kui jagatav ja jagaja
korrutada iihe ja sama arvuga (mis ei ole vordne nulliga).

Tahendab: '

a
am:bm = 3

Kuid definitsiooni jargi:
am

am.bm = —.
bm

Kahe viimase vorduse vasakud pooled on vdrdsed. Jarelikult on
am

vordsed ka paremad pooled, s. t. 'g:FrE'

§ 53. \Murru liikmete mirkide muutmine.

Murru pohiomadusest jireldub, et murru viirtus ei muutu, kui
tema lugeja ja nimetaja korrutada arvuga — 1.
Naiteks:

A R R T MRS
TR gt VR et e
Kuid mistahes arvu (peale arvu null) korrutamine arvuga — 1
muudab ainult korrutatava mérgi vastupidiseks. Tdhendab, voime
oelda:
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Murru vddrtus ei muutu, kui murru lugeja ja nimetaja mirgid
muuta iiheaegselt vastupidisteks.

Niisugust murdude teisendamist kasutatakse néiteks murdude
liitmise juures.

Néide.

5 2 b2V 3
7+— 7+ DL T
Vaatame, mis toimub murruga siis, kui muuta maérki ainult
murru iihe liikme ees:
P RSN L E R e :
il A S o gt |
Nideme, et kui muuta ainult lugeja voi ainult nimetaja mark, siis:
saame esimese arvu vastandarvu, see tdhendab, kogu murru méark
muutub vastupidiseks.

Oletame, et me muudame méargi murru {ihe liikme ees vastu-
pidiseks. Eespool Geldu pohjal saame siis antud arvu vastandarvu.
Kui aga niiiid selle uue murru mark muuta vastupidiseks, siis.
saame sama murru, mis meil algul oli antud.

Ndide. Olgu meil antud murd :2—5=—g. Muudame lugeja

s 5 P H o 5
margi, saame 3. Muutes niiiid kogu murru margi, saame — 5. See

aga on murru esialgne véartus.
Siit jareldame:

“

Murru vddrtus ei muuty, kui muuta méark murru ithe liikme ja
samal ajal ka murru enda ees vastupidiseks.

Seda reeglit rakendatakse tehete juures murdudega. Nii voib
eespool esitatud ndites liita ka jargmiselt:
5 2 _5—2 3
 Begber Tk b g st
Muutnud margi teise murru nimetajas, muutsime samal ajal ka
murru enda mérgi.
Toome veel iihe néite:

R, SIBG 10T S B Frm s B
o R R T R e By a8
ehk
8 4 80049
B3B3 71313



Esimesel juhul muutsime teise murru molema liikme margid, jét-
tes murru enda mérgi samaks.

Teisel juhul muutsime ainult nimetaja méargi ja samal ajal ka
murru enda margi.

Molemal juhul saime iihe ja sama tulemuse, nagu pidimegi
saama.

§ 54. Murdude taandamine.

Kui murru pohiomadus (§ 52) kirjutada vastupidises jérje-
korras:
am a
bm b’ .
siis voib seda sonastada jargmiselt.

Murru vaidrtus ei muutu, kui murru lugeja ja nimetaja jagada
iihe ja sama arvuga (mis erineb nullist).

Seda omadust kasutatakse murdude lihtsustamiseks, nimelt: kui
murru lugejas ja nimetajas on iihine tegur, siis voib lugeja ja nime-
taja jagada selle teguriga, andes seega murrule lihtsama kuju.

Niisugust teisendust nimetatakse murru taandamiseks.

Niditeid.. -

R B Y
100 2R 2y ¢ -iaght . 20
6a(p—gq) 3a, 5a*(a®*—ab+ b _Sa
4n(p—gq) — 2n’ 6ab(a>—ab+b2).~ 6b°

Kui lugeja voi nimetaja (voi ka molemad) on hulkliikmed, siis
fuleb koigepealt lahutada need tegureiks (kui see on voimalik),
ning parast seda taandada voimaluse korral murd.

Nidide.

a®—bab _ ala—5bh) _ 1

a®b—5ab  ab(a—>ob) b

§ 55. Murdude teisendamine ithenimelisteks.

Murru pohiomadus vdimaldab erinevate nimetajatega murde
teisendada vordsete nimetajatega murdudeks (Geldakse: teisendada
murde ithenimelisteks).

Murdude teisendamine {ihenimelisteks on vajalik, nagu aritmee-
tikaski, erinevate nimetajatega murdude liitmisel ja lahutamisel.
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Vaatleme moningaid néiteid ja tuletame siis iildise reegli mur-
dude iihenimelisteks teisendamise kohta.

1. Murrud, mille nimetajaks on iiksliige. Teisendame iihenime-
listeks murrud:

m R p
4abs ’  Basct’ 9ath? '

Uhine nimetaja peab jaguma koigi antud nimetajatega. Leiame
selle.

1) Uhise nimetaja kordaja peab jaguma arvudega 4, 6 ja 9.
Koige viiksemaks niisuguseks arvuks on nende arvude viikseim
iihiskordne, see on 36.

2) Uhine nimetaja. peab jaguma arvudega a, a® ja a*. Téhen-
dab, temas peab esinema tegur a*.

3) Niisamuti leiame, et iihises nimetajas peavad esinema tegu-
rid b° ja ¢® Uhiseks nimetajaks saame seega 36a*b%c?.

Et saada esimese murru nimetajaks 36a*b°c?, tuleb tema lugeja
ja nimetaja korrutada avaldisega 9a®c% Saame:
m __ 9a*m
4ab>~ 36atbsc?’
Samal viisil leiame, et
NS it p._ 4b%?
6ascz ™~ 3batbic? 9a’h® ~ 36atbicz’

Siit saame tuletada jargmise reegli.

Reegel. Uksliikmeliste nimetajatega algebraliste murdude
iihiseks nimetajaks on korrutis, mille teguriteks on antud nimeta-
jate kordajate vdikseim iihiskordne ja antud nimetajate iga tahe-
line tegur koige suurema astendajaga, millega ta esineb antud
nimetajais.

2. Murrud, mille nimetajaks on hulkliige. Teisendame iihenime-
listeks murrud:

a . b ! c
42 — 42’ Bx2 + 10xy + 542" 10x2 — 20xy + 1042°

Lahutame nimetajad tegureiks:

4 — 4 = 4(P — )= 4(x + ) (x —Y);
5x*+ 10xy + 5y = 5(x* + 25 + 1) = 5(x + 9);
10x2 — 20xy + 1042 = 10(x® — 2xy + y*) = 10(x — y) 2.
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Leiame iihise nimetaja samal viisil nagu iiksliikmeliste nimeta-
jatega murdude juures.

Uhise nimetaja kordajaks on arvude 4, 5 ja 10 viikseim {ihis-
kordne, see on 20.

Teguri (x4 y) votame suurima astendajaga, millega ta esineb
antud nimetajais, see on teine aste. Teguri (x —y) votame samuti
teises astmes.

Viikseimaks iihiseks nimetajaks on seega 20(x -+ y)z(x——y)”.
Murrud saavad jargmise kuju:

a s a . balx+y)(x—u).;

4 —4yr T 4(x4y)(x—y) ~ 20(x+y)(x—y)*

b e b 2 4b(x — y)2 :

5224 10xy 4542~ 5(x+y)2~ 20(x+y):(x— )
c ¢ 23l 2c({x + y)2

10x2 — 20xy + 1042 X 10(x—y)2~ 20(x+y)2(x—y)?

(Kontrollida; kui- x==2;.y ='1y'a = b'=jc = 10.)

Siit saame jdrgmise reegli.

Reegel. Hulkliikmeliste nimetajatega algebraliste murdude
teisendamisel iihenimelisteks tuleb kodigepealt nimetajad lahutada
tegureiks. Viikseimaks iihiseks nimetajaks on korrutis, mille tegu-
riteks on antud nimetajate kordajate viikseim iihiskordne ja antud
nimetajate iga erinev tegur koige suurema astendajaga, millega la
esineb antud nimetajais.

Mirkus. Kui mingi nimetaja ei lahutu tegureiks, siis
tuleb ta tervenisti votta {ihise nimetaja teguriks.

§ 56. Murdude liitmine.

Ulesanne 1. Uhes klassis jaotati opilastele a vihikut, tei-
ses b vihikut. Iga Opilane sai m vihikut. Mitu opilast oli kahes
klassis kokku?

Lahendame iilesande kahel meetodil.

I meetod.
1) Mitu opilast oli esimeses klassis?
,% opilast.
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2) Mitu Opilast oli teises klassis?
% opilast.
3) Mitu opilast oli kahes klassis kokku?

(ﬁ -+ %) opilast.

II meetod.
1) Mitu vihikut jaotati opilastele kummaski klassis kokku?
(a+ b) vihikut.

2) Mitu opilast oli nendes klassides kokku?
a+tb

= opilast.
Vorreldes vastuseid, jareldame, et
a, b at+bd
atm= ()

Selle vorduse oigsust tdhtede a, b ja m mistahes ratsionaal-
arvuliste véartuste puhul voib toestada jargmiselt.

Me teame jargmist jagamise omadust (§ 26): et jagada summa
mingi arvuga, voib jagada iga liidetava eraldi selle arvuga ja saa-
dud jagatised liita. Tdhendab:

atb __

a b
m mm

Lugedes seda vordust paremalt vasakule, saamegi vorduse (1).
Tédhendab, me liitsime Gigesti.

Reegel 1. Et liita iihenimelisi murde, tuleb liita nende luge-
jad ja saadud summa jagada nende iihise nimetajaga.

Erinimeliste murdude liilmisel tuleb need murrud enne teisen-
dada {ihenimelisteks.

Ulesanne 2. Opilased séitsid linna ekskursioonile. Jaama
oli a km, kuhu nad séitsid hobustega, liikudes kiirusega v km tun-
nis. Seejdrel soitsid nad b km rongiga, mille kiirus oli m korda
suurem. Mitu tundi olid opilased teel?

Lahendus.
1) Jaama soitsid Opilased g tundi.
2) Rongi kiirus oli mov km tunnis.
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3) Opilased soitsid rongiga L fundi,

muv

4) Uldse olid opilased teel (§+,;b;) tundi.

Et lihtsustada saadud vastust, liidame murrud. Kuna murdude
nimetajad on erinevad, siis tuleb need murrud teisendada iihenime-
listeks. Néeine, et iihiseks nimetajaks on mo.

Téhendab, esimese murru lugeja ja nimetaja tuleb korrutada
arvuga m. Saame:

a b am b am -+ b
a b _am, b _amtb

v' mv mv' mv  mv
Reegel 2. Et liita murde, tuleb nad teisendada iihenimelis-

teks, seejdrel liita lugejad ja saadud summa jagada murdade
iithise nimetajaga.

§ 57. Murdude lahutamine.

Lahutamistehet defineeritakse kui liitmise poordtehet, nimelt:
lahutada {ihest avaldisest teine — see tdhendab leida niisugune
kolmas avaldis, mille liitmisel lahutatavaga saame vihendatava.

Siit jdreldub {ihenimeliste murdude lahutamise reegel.

Reegel 1. Et lahutada iihenimelisi murde, tuleb vihenda-
tava lugejast lahutada lahutatava lugeja ja saadud vahe jagada
nende murdude iihise nimetajaga.

a b _a—b

m: m-~-'m

Et toestada selle vorduse oigsust, liidame lahutatava vahega:

ﬁ_*_ a—h:b+a—b:5.

m m m m

Saime vihendatava. Tahendab, lahutamistehe on sooritatud
oigesti. Erinimeliste murdude lahutamisel fuleb need teisendada
koigepealt {ihenimelisteks.

Ulesanne 1. Oli vaja seemendada a hektarit poldu. Plaani
jargi pidi kolhoos seemendama b hektarit pdevas, kuid seemendas
¢ hektari vorra rohkem. Mitu pdeva enne tihiaega lopetas kolhoos
kiilvi?

Lahendus.

1) Plaani jargi pidi kolhoos 1opetama kiilvi g pédevaga.

2) Tegelikult seemendas kolhoos pédevas (b ¢) hektarit.
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a

3) Kogu kiilvi 16petas kolhoos 5 ¢ Pdevaga.

a < &
PN C) péeva enne tdhtaega.
Teostame lahutamise. Uhine nimetaja on b(b -+ ¢).
Saame:

4) Kolhoos lopetas kiilvi (iz

d- b _ab+c)—ab __ ac
b b+c bb+c) ~ bb+o)

Reegel 2. Murdude lahutamisel tuleb nad teisendada iihe-
nimelisteks, seejdrel lahutada nende lugejad ja saadud vahe jagada

murdude iihise nimetajaga.

§ 58. Murdude korrutamine.

Algebraliste murdude korrutamise reegel {ihtib aritmeetiliste
murdude korrutamise reegliga.

Reegel. Etkorrutada murdu murruga, tuleb korrutada lugeja
lugejaga ja nimetaja nimetajaga. Esimene korrutis tuleb votta luge-
jaks, teine nimetajaks.

a c ac
b d bd

Kuna tidisavaldist voib vaadelda kui murdu, mille nimetaja on
iiks, siis jddb esitatud reegel kehtima ka sel juhul, kui moni tegu-
reist on tédisavaldis.

§ 59. Murdude jagamine.

Vaadeldes jagamist korrutamise poordtehtena, saame murdude
jagamiseks jargmise reegli.
Reegel Etjagada murdu murruga, tuleb esimene murd kor-
rutada teise murru pédrdvadirtusega.
Rt P I
b d BT b
Toestame sellé vordsuse oigsust. Korrutame saadud jagatise
jagajaga:

ad ¢ __adc __a

be "d bed” b
Saime jagatava. Téhendab, jagamistehe on sooritatud oigesti.
Kuna iga téisavaldist voib vaadelda murruna, mille lugeja on 1,
siis jddb esitatud reegel kehtima ka sel juhul, kui jagatav voi
jagaja on tdisavaldis.



KUUES PEATUKK.

UHE TUNDMATUGA ESIMESE ASTME VORRANDID.

§ 60. Uldmaoisted.

1. Vorrandi definitsioon.
Olgu antud kaks algebralist avaldist:

4x—5 ja 2x+09.

Nende avaldiste arvuline vaartus soltub tdhe x arvulistest vaar-
tustest, nagu see nédhtub jargmisest tabelist. Tabeli esimeses reas
on antud x véirtused, teises ja kolmandas reas aga antud algebra-
liste avaldiste vastavad vaartused.

% —2 —1 0 1 2 3 4
4x —5 —13 —9 —5 —1 3 T 11
2% 9 5 7 9 11 13 15 17

Esitame kiisimuse: kas leidub x selline véartus, mille puhul
antud avaldiste vddrtused on vordsed?
Teiste sonadega: milliste x vaadrtuste puhul on 6ige vordus:
4x — 5 =2x+09.

See vordus sisaldab tdhega x tdhistatud tundmatut arvu.
Sellist vordust nimetatakse iihe tundmatuga vorran-
diks.

Uhe tundmatuga vorrandiks nimetatakse vordust, milles iiks
tihega tihistatud arv on tundmatu.
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Mairgime, et ithe tundmatuga vorrand voib peale tundmatut
tahistava tahe sisaldada ka teisi tdhti, mis tdhistavad tuntud, maa-
ratud arve.

Toome veel iihe tundmatuga vorrandite néiteid.

1) 5x=2 2) -%_—1; 3 2 -

x—11 x—3:x——l;

4) =1 3 5) 3x* —5x2+9=0; 6) P=a.

e b
Koigis neis vorrandeis on tundmaduks arvuks x, aga seal, kus

on ka teisi tdhti (teises ja kuuendas vorrandis), loeme need teised
tdhed tuntuiks.

Vasakul ja paremal pool vordusmirki olevaid avaldisi nimeta-
takse vorrandi vasakuks ja paremaks pooleks.

2. Vorrandi lahendid. Olgu antud vorrand:
3x — 7 =29 —6«x.
Asendades x arvuga 4, saame:
3-4—7=5 ja 29—6-4=5.

Molemad vorrandi pooled osutusid vordseteks iihe ja sama
arvuga. Saime samasuse. Vastupidi, kui asendame x mistahes teise
arvuga, nditeks 5-ga, siis saame:

3-5—7=8; 29—6-5=—1.
Vasak pool osutus vordseks 8-ga, parem pool aga — 1-ga.
Saime ebadige vorduse. Vorrandi lahendamise {ilesanne seis-
nebki selles, et mairata, milliste] tundmatu véirtustel vorrandi
molemad pooled on vordsed iihe ja sama arvuga. Teiste sonadega,

tuleb leida, millistel tundmatu védartustel vordus osutub sama-
suseks.

Lahendada vorrand tahendab leida koik need tundmatu vaartu-
sed, mis muudavad vorrandi samasuseks.

Koiki selliseid tundmatu vairtusi nimetatakse vorrandi lahen -
diteks.

Nii on eelmises naites x = 4 vorrandi
3x—T7=29 —6x

lahendiks.
Oeldakse ka, et vddrtus x=4 rahuldab vorrandit

3x—7 =29 —6x.
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Vastupidi, néiteks, vaartus x =5 ei rahulda seda vorrandit.
3. Vorrandi lahendite arv.
Vorrandil voivad iildse lahendid puududa.

Votame néditeks vorrandi:
x4+5=x-41.

Millise véartuse me ka ei annaks tihele x, jdib selle vdrrandi
vasak pool ikkagi alati 4 vorra suuremaks paremast poolest. T4hen-
dab, ei ole olemas x véirtusi, mis muudaksid selle vorrandi sama-
suseks. Vorrandil ei ole lahendeid.

Vorrandil voib olla ainult iiks lahend.

Niiteks vorrandil:
x+3=7
on iiks lahend, ja nimelt x = 4.
Toepoolest, asendades vorrandis x arvuga 4, saame samasuse:

4+3=T

Asendades antud vorrandis x mistahes teise, 4-st viiksema
arvuga, saame parast arvu 3 liitmist summaks arvu, mis on véiik-
sem kui 7. Vottes aga 4-st suurema arvu, saame selle ja 3 summaks
suurema arvu kui 7. Tédhendab, arv 4 on ainus, mille summa 3-ga
on 7, s. t. arv 4 muudab antud vorrandi samasuseks.

Vorrandil voib olla mitu lahendit.
Vorrandil
(x—1)(x—2)(x—5)=0

o kolm [aliendits i = 1 x5 = ¥ B

Toepoolest, x =1 korral muutub nulliks esimene tegur, x =2
korral teine, x =5 korral kolmas. Kui aga kas voi iiks korrutise
tegureist on vordne nulliga, siis on ka korrutis vordne nulliga.

Kui asetame vorrandisse x asemele mistahes teise arvu, siis
nédeme, et iikski vasaku poole tegureist ei muutu nulliks. Jarelikult
ei muutu nulliks ka nende korrutis.

Vorrandil voib oila Iopmata palju lahendeid.
Olgu antud vorrand:
5(x—3)+2=3(x—4)+2x— 1.

Asendades x mistahes arvuga, veendume, et iga kord on vor-
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randi vasak ja parem pool vordsed. Tahendab, selle vorrandi lahen--
diks voib olla mistahes arv. Niditame seda.
Avades sulud ja koondades sarnased liikmed, saame:
5% —1564+2=8x—1242x— 1
ehk ;
bx — 13 =5x — 13.

Ndeme, et vorrandi molemal poolel on iiks ja sama avaldis.

Niisiis, antud vorrand osutus vorduseks, mis on dige mistahes.
x vaartusel. Me aga teame (§ 31), et niisugust vorrandit nimeta-
takse samasuseks. X

Jérelikult voib vorrand osutuda ménikord ka samasuseks.

Tahendab, samasust voib vaadelda kui vorrandi erijuhtu. See
on vorrand, mille lahendeiks voivad olla tundmatu mistahes luba-
tavad vadartused.

§ 61. Samaviirsed vorrandid.

1. Lahendame vorrandid
1) 2x—5=11 ja 2) 7x+6=062.

Saame:

2515 1%.==56
t=08 X =

Molemal vorrandil on {iks ja sama lahend.

Definitsioon. Kaht vorrandit nimetame samaviirseiks,
kui iihe vorrandi lahendid on ka teise vorrandi lahendeiks ja iimber-
poordult.

Tahendab, {ilaltoodud kaks vorrandit on samaviirsed.

Vastupidi, nditeks vorrandid:

(*x—2)(x—5)=0 ja x—2=0
ei ole samavéirsed, sest esimese vorrandi lahendeiks on 2 ja 5,
teise lahendiks aga ainult 2; seega nende vorrandite lahendid ei

ole {ihesugused.
Votame kaks jéargmist vorrandit:

x4+2=2(x+1)—x ja 3x=3(x—1)+3.

Neid vorrandeid rahuldavad x mistahes viirtused. Et selles.
veenduda, avame sulud. Saame:

¥4 2= 72 x ja W=3--3+3
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«<hk
x+2=x-}+2 ja- 3x=3x,

Kummagi vorrandi molemad pooled kujutavad iihesuguseid
-algebralisi avaldisi ja seepérast on arusaadav, et x mistahes véar-
tuste] on nende vorrandite molemad pooled vordsed iithe ja sama
arvuga.

Vastavalt antud definitsioonile on ka need vorrandid samavaar-
sed, kuna {ihe vorrandi lahendid on {ihtlasi ka teise vorrandi lahen-
.deiks ja {imberpoordult.

Lopuks vaatleme veel kaht sellist vorrandit:

x+2=x-+5 ja 2%47=2x.

Veendume, et kummalgi neist ei ole lahendeid. Toepoolest, “iiks-
koik milliseid vdartusi me ka x-le ei annaks, jdab esimesé vorrandi
‘parem pool alati 3 vorra suuremaks vasakust poolest ja, jarelikult,
‘mitte {ihelgi x vdartusel ei ole vordus oige.

Tépselt samuti jdéb teise vorrandi vasak pool x mistahes vaar-
‘tusel alati 7 vorra suuremaks paremast poolest ja kunagi ei voi nad
osutuda vordseteks.

Niisiis, neil vorrandeil ei ole iithtki lahendit.

Ka selliseid vorrandeid, millel ei ole iihtki lahendit, loeme sama-
vadrseiks.

Samavaiéirsete vorrandite kohta kehtib jirgmine teoreem.

Teoreem. Kaks vorrandit, mis on samaviirsed kolmandaga,
-on samavadarsed.

Naiteks, vorrandid:
3x4+5=6x—17,
x+3=2x—1
-on samaviirsed, kuna neil on iiks ja sama lahend x = 4.
Vorrandid:
2x+3=3x—1,
x+3=2x—1

.on samuti samaviirsed, sest ka neil on iiks ja sama lahend x = 4.
Tiahendab, ka vorrandid:

3x+5=6x—7,
2x+3=3x—1

on samavéiirsed. Nende vorrandite ainsaks lahendiks on x = 4. ‘
Meenutame, kuidas me senini lahendasime vorrandeid.
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Lahendame néitena vorrandi:

5x
5 —1=13 (1)
Vaadeldes %x kui tundmatut vdhendatavat, voime kirjutada:
5
5 =20. (2)
Vaadeldes 5x kui tundmatut jagatavat, saame vorrandi:
5x = 160. (3)

Lopuks, vaadeldes tdhte x kui tundmatut tegurit, saame
vorrandi:

% =30 (4)
millest jareldame, et selle vorrandi lahendiks, aga samuti ka koigi
eelmiste vorrandite lahendiks on arv 32.

Seega, me asendasime iihe vorrandi teise, lihtsama vorrandiga.
Leides, et vorrandi (4) ainsaks lahendiks on 32, jireldasime, et
see on ka vorrandite (3), (2) ja 1opuks vorrandi (1) ainsaks lahen-

diks. Me jarelikult arvestasime, et kdoik need neli vorrandit on
samavaarsed.

Kas aga tegelikult on see nii?

Kas me saime iga teisenduse puhul, millised sooritasime vor-
randiga, alati eelmisega samavdéirse vorrandi?

Seda kiisimust selgitame jargmises paragrahvis.

§ 62. Vorrandi kaks pohiomadust.

~ Naidete varal voime veenduda vorrandi kahes jargmises tdht-
sas omaduses.

Omadus 1. Kui vorrandi mélema poolega liita iiks ja sama
arv, siis uus vorrand on samavéirne esialgse vorrandiga.

Niditeid.
1. Olgu antud vorrand:
6x -+ 7 =31.

Selle vorrandi ainsaks lahendiks on x = 4.
Liidame vorrandi molema poolega 15

6x -+ 22 = 46.
Lahendades selle vorrandi, leiame, et ka sellel on ainult {iks
lahend, ja nimelt x = 4.
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Liidame antud vorrandi molema poolega — 7; 2%; — 4. Saame

vorrandid:
6xr=24; 6x495=33;; 6x}3=27.
Lahendades need, saame jalle koigi vorrandite jaoks ainult {ihe
lahendi, nimelt x = 4.
2. Olgu antud vorrand:
2x4-6=2(x+1)+4.
Seda vorrandit rahuldavad tundmatu mistahes véartused. (Ava-
des sulud, veendume, et tegemist on samasusega.)
Liites molema poolega arvud 7, — 4, saame vorrandid:
25+ 13=2(x+ 1)+ 11;
2 +2=2(x+1).
Ka neid vorrandeid rahuldavad x mistahes vddrtused. Téhen-
dab, mdlemad vorrandid on samavéirsed antud vorrandiga..
3. Lopuks vaatleme vorrandit:

2% A=2x-F9.

Sellel vorrandil lahendid puuduvad, sest x mistahes véiriuse
puhul vorrandi parem pool osutub 2 vorra suuremaks vasakust poo-
lest. Liites mdlema poolega arvud 5, — 7, — 13, saame vorran-
did:

2x + 12 = 2x + 14;
ox-= D~
2t —6=2x—4.

On kerge veenduda, et {ihelgi neist vorrandeist pole lahendeid.

Téahendab, nad on samavéirsed antud vorrandiga.

Omadus 2. Kui vorrandi molemad pooled korrutada iihe ja
sama nullist erineva arvuga, siis uus vorrand on samaviirne esi-
algse vorrandiga.

Niiteid.
1. Vaatleme nditeks vorrandit:
3x —5=13.
Selle vorrandi ainsaks lahendiks on x = 6.
Korrutame vorrandi mdélemad pooled 4-ga. Saame:
12x — 20 = 52.
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Lahendades selle vorrandi, leiame, et ka selle ainsaks lahendiks
on x = 6. Tdhendab, molemad vorrandid on samavéarsed.

Korrutades antud vorrandi molemad pooled — 2-ga, 5-ga, é-ga,

saame vorrandid:
LBx 10 ="—26; 165—25=65; x<-3==r.
Lahendades need, leiame, et koigil neil vorrandeil on {iks ja
sama lahend, ja nimelt x = 6.
Tdhendab, koik need vorrandid on samavéidrsed antud vor-
randiga. ’

2. Votame vorrandi:
2x +6 =2(x+ 1)+ 4.
Me juba teame, et seda vorrandit rahuldab tundmatu mistahes

vadrtus (vorrand on samasus).

Korrutades vorrandi molemad pooled arvudega 3; — 2; %,

saame vorrandid:
6x + 18 =6(x+ 1)+ 12;
—4x—12=—4(x4+1)—8;
x+3=x+1)+2.

Avades sulud, voime kergesti ‘veenduda, et ka need vdrrandid
on samasused. Tadhendab, saadud vorrandid on samavéidrsed esi-
algse vorrandiga.

3. Lopuks vaatleme vorrandit:

2x+7=2x+09.
Sellel vorrandil ei ole lahendeid. Korrutades selle vorrandi

molemad pooled nditeks arvudega — 3; 12 , saame vorrandid:

ity VRS TR
x43g =%+ 4s.

On kerge néha, et ka neil vorrandeil ei ole lahendeid ja jareli-
kult on nad samavéirsed antud vorrandiga.

Kasutades vaadeldud omadusi, voime niiiid kbik varem lahenda-
tud vorrandid lahendada tdhelepanu pooramata antud arvude ja
nendega teostatavate aritmeetiliste tehete tulemuste vahelistele seos-
tele.

Lahendame niiteks vorrandi:

5
z—7=13. (1)
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Liidame vorrandi mdlema poolega 7. Esimese omaduse pohjal
on saadud vorrand:

5x

samavdarne antud vorrandiga (1).
Korrutame selle vorrandi molemad pooled 8-ga. Teise omaduse
pohjal on saadud vorrand:
5x = 160

samavddrne vorrandiga (2) ja jérelikult ka antud vorrandiga (1)
(§ 61, teoreem).

Jagades selle vorrandi molemad pooled 5-ga (voi korrutades

1 e -
5-ga), saame vorrandi:

x=32
mis on samavéarne antud vorrandiga (1).

Niiiid voib vastata eelmise paragrahvi 16pus esitatud kiisimu-
sele. Ilmneb, et minnes iile iihelt vorrandiit teisele aritmeetiliste
tehete komponentide vahelise soltuvuse pohial, me tegelikult kasu-
tasime eespool toodud kaht vorrandite omadust ja, jarelikult, saime
iga kord eelmisega samavidirse vorrandi.

§ 63. Vorrandid, kus tundmatu esineb molemal poolel.

Senini me lahendasime vorrandeid, milles tundmatu esines
ainult vorrandi iihel poolel. Leidub aga vorrandeid, kus tundmatu
esineb vorrandi molemal poolel, néiteks:

3x — 17 = 18 — 2x.

Me oskaksime lahendada seda tiiiipi vorrandit, kui saaksime seda
teisendada nii, et tundmatut sisaldavad liikmed oleksid ainult vor-
randi iihel poolel.

Selieks muudame veidi paragrahvis 62 antud esimese omaduse
sonastust.

Me niitasime seal, et liites vorrandi molema poolega iihe ja
sama arvu, saame antud vorrandiga samavéérse vorrandi.

Niitame niiiid, et vorrandi molema poolega voib liita mitte
ainult arvu, vaid ka iga hulkliikme, mis sisaldab tundmatut.

Sonastame esimese omaduse jargmiselt.

Kui vorrandi molema poolega liita iiks ja sama tundmatut
sisaldav hulkliige, siis saadud vorrand on samaviddrne antud vor-
randiga.
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Selgitame seda néidete abil.
1. Olgu antud vorrand:
3x—7=38.

Lahendades selle, saame vorrandi lahendiks x = 5.

Liidame antud vorrandi molema poolega iiksliikme — 2x. Saame:
vorrandi:

3Ix—7—2x =8 —2x;
x—7=8—2x.

Asendades selles vorrandis x arvuga 5, veendume, et 5 on ka
selle vorrandi lahendiks. Teisi lahendeid sellel vorrandil olla ef
saa. Toepoolest, x =5 puhul on selle vorrandi mdlemad pooled
vordsed {ihe ja sama arvuga. Kui anname tundmatule x viiest suu--
rema véartuse, siis vorrandi x — 7 = 8 — 2x vasak pool suureneb
(sest vdhendatav suureneb), parem pool aga vidheneb (sest lahu-
tatav suureneb) ja vordus ei jdd seega enam kehtima. Kui anname
tundmatule x viiest vdiksema véirtuse, siis, vastupidi, vasak pool
vidheneb, parem pool suureneb.

Jérelikult, vorrand x — 7 =8 — 2x on samavdirne vorrandiga:
3x —7=28.

Liidame antud vorrandi 3x — 7 =8 mdlema poolega mistahes:
hulkliikmed, niiteks 3x — 5; x2 — 7x + 3. Parast sarnaste liikmete
koondamist saame vorrandid:

6x —12=3x-+3;
X2 —4x—4=x*—Tx-+11.

Asendades neis vorrandeis x arvuga 5, veendume, et 5 on ka
nende vorrandite lahendiks.
2. Votame vorrandi:

3x+5=2(x+2)+x+1.
Seda vorrandit rahuldavad x mistahes arvulised vaartused.

Liites selle vorrandi molema poolega hulkliikme x* —5x -1,

saame vorrandi:
$—2x+6=2(x+2)+x2—4x+ 2.

Seda vorrandit rahuldab samuti x iga vdartus. (Avades sulud
ja koondades sarnased liikmed, veendume, et vorrandi molemad
pooled on iihesugused.)

Tahendab, saadud vorrand on samavédirne antud vorrandiga.

3. Lopuks, votame vorrandi:

x=x-+43.
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Sellel vorrandil ei ole lahendeid. Liites molema poolega ndi-
‘teks hulkliikme x? -— 3, saame vorrandi:

x4+ x—3=x*4x

On ilmne, et ka saadud vorrandil ei ole lahendeid, sest x mis-

tahes véairtusel on parem pool alati 3 vorra suurem vasakust
‘poolest.

Tahendab, ka sel juhul saime samavéarsed vorrandid.
Seega me veendusime ndidete varal vorrandite esimese oma-
duse i{ildisema sonastuse Oigsuses. Kuna iga arv on iiksliige, siis

-on jérelikult paragrahvis 62 esitatud esimene omadus siinesitatu
-erijuhtumiks.

Kasutades seda omadust, voime kergesti lahendada selle para-
grahvi alguses antud vorrandi: :
3x — 17 =18 — 2x.
Liidame molema poolega 2x. Saame antud vorrandiga sama-
vaarse vorrandi: j
3x—17+2x=18 —2x -} 2x
«ehk pérast lihtsustamist:
5x — 17 = 18.
Kuid seda vorrandit me juba oskame lahendada. Saame:
b= 3hr v e=i
Asendades antud vorrandis x arvuga 7, saame:
3:7—17=4; 18—2-7T=4; 4=4.
Lahend on leitud oigesti.
Teeme vorrandite esimesest omadusest moningad jéreldused.
Votame vorrandi:
2% — 5 + 4x = 17 4 4x.

Vorrandi molemal poolel on iiks ja sama liige 4x. On ilmne,
«t kui vorrandi molema poolega liita — 4x (ehk, mis on sama, lahu-
tada 4x), siis need liilkmed mdlemal poolel hédvivad ja me saame
otsekohe vorrandi 2x — 5= 17, mis on samaviirne antud vor-
randiga.

Kui vorrandi mdlemal poolel on iihesuguseid liikmeid, siis need -
voib dra jitta.

Votame vorrandi:

3x 4+ 11 =26 — 2x.
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Et tuua tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi vasakule poo-
lele, tuleb vorrandi molema poolega liita 2x. Vabaliikmete toomi-
seks paremale poolele tuleb vorrandi molema poolega liita — 11.

Saame:
x4+ 1142x—11=26—2x+2x — 11
ehk
3x 4 2x =26 — 11.

Vorreldes seda vorrandit antud vorrandiga, ndeme, et liige — 2x
on niiiid vorrandi vasakul poolel, 11 aga paremal, kuid molema
mark on muutunud vastupidiseks. Seepirast voime delda:

Vorrandi iga liiget voib viia vorrandi iihelt poolelt teisele, muu-
tes seejuures liikme mirgi vastupidiseks.

Niide.

7x— 11 —2x+4=3x+ 184+ x — 2.

Viime koik tundmatut sisaldavad liikmed vasakule, vabaliikmed
aga paremale poolele ja muudame seejuures nende margid vastu-
pidisteks. Saame:

7x—2x—3x—x=18—2-}11 —4
ehk
b ]

§ 64. Uhe tundmatuga esimese astme vorrand.

Uhe tundmatuga esimese astme vorrandiks nimetatakse vdrran-
dit kujul
ax+b=0,

kus x on tundmatu arv, e (tundmatu juures olev kordaja) — mis-
tahes nullist erinev arv, b (vabaliige) — mistahes arv.
Uhe tundmatuga esimese astme vorrandid on néiteks jarg-
mised:
3x—17=0; 05r4+8=0; % —3 =0 jne
Paljud vorrandid taanduvad pédrast moningaid teisendusi iihe
tundmatuga esimese astme vorrandeiks.

Toome niite.

3(x—1)

- RS | bk §
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Korrutame vorrandi molemad pooled 6-ga. Parast taandamist

saame: 3
9(x—1)+2(x—4)=72—3(x+1).
Avame sulud:
9 —9+2x—8=72—3x—3.

Viime koik liikmed paremalt poolelt vasakule poolele (vastu-
pidiste méarkidega) ja koondame sarnased liikmed. Saame:

14x — 86 = 0.

Vorrandite esimese ja teise omaduse pohjal on saadud vorrand
14x — 86 =0 samavidrne antud vorrandiga. Molema vorrandi

lahendiks on x = 6; :

Toestame jargmise teoreemi.
Teoreem. Uhe tundmatuga esimese astme vorrandil on alati
iiks lahend.
Toestus.
Olgu antud vorrand:
ax+b=0.

Viime & paremale poolele. Saame antud vorrandiga samavdarse
vorrandi:
ax=—b.

Jagades niiiid vorrandi molemad pooled nullist erineva
arvuga a, saame tundmatule x ainult ithe vdartuse, ja nimelt:

b
X= =0
a

(Aritmeetikast teame, et jagamine on iihene tehe, s. t. jagatis
on iiheselt méaratud.)

§ 65. Vorrandite lahendamise iildine eeskiri.

Igasuguse vorrandi lahendamine taandub antud vorrandi asenda-
misele temaga samavéarse, kuid lihtsama vorrandiga. Saadud vor-
randi asendame omakorda kolmandaga ja jatkame seda seni, kuni
saame lihtsaima vorrandi kujul x = a, mis vahetult iitleb, et tund-
“matu peab vorduma arvuga a. Jirelikult, x = a peab olema ka koigi
eelmiste vorrandite, sealhulgas ka antud vorrandi lahendiks.

Votame moned vorrandid ja vaatame, milliseid teisendusi tuleb
teostada, et jouda lihtsaima vorrandini.
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Lahendame vorrandi: ; .
x—4 0¥ 1 5(x—3 3
Forih (j)—l=,—(2—)+2x—“—x2—4—. ‘
1) Muudame koigi liikmete kordajad tdisarvudeks. Selleks kor-
* rutame vorrandi koik liikmed nimetajate viikseima iihiskordsega,
antud juhul 12-ga. Pérast taandamist saame:
4(x —4)+6(x+1)— 12 =30(x — 3)+ 24x — 2(11x 4 43).

2) Et eraldada tundmatut sisaldavad liikmed vabaliikmetest,
avame sulud.

4% — 16 4 6x + 6 — 12 = 30x — 90 - 24x — 22x — 86.

3) Viime niiiid tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi iihele
poolele, vabaliikmed teisele poolele.
4x 4 6x —30x — 24x -+ 22x = — 90 — 86+ 16 — 6 + 12.
4) Lihtsustame vorrandit, koondades sarnased liikmed:

— 22x = — 154,
5) Jagame molemad pooled — 22-ga. Saame:
=

Selle vorrandi, aga jarelikult ka koigi eelnevate vorrandite
lahendiks on 7.

Soovitame Opilastel kontrollida leitud lahendit, asendades igas
vorrandis x arvuga 7, ja veenduda, et 7 on koigi nende vorrandite
lahendiks.

Lahendame veel vorrandi:

g o —4
2 a :
1) Koigepealt eeldame, et a ei vordu nulliga (kirjutatakse
a 7# 0), kuna a = 0 korral kaotaks vorrandi parem pool motte.
Vabastame vorrandi murrulistest liikmetest. Nimetajate vaik-
seim iihiskordne on 2a. Korrutades vorrandi molemad pooled 2a-ga,
saame pdarast taandaITlist:

a(x—2)—2a=2(x—14).

2) Avame sulud.
ax —2a —2a = 2x — 8.

3) Viime tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi iihele poolele,
vabalitkmed teisele poolele.

ax — 2x = — 8 -+ 2a -+ 2a.
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4) Koondame sarnased liikmed.

ax —2x =4a—8
ehk
’ (a—2)x=4(a—2).

Kui a ei ole vordne 2-ga, siis on meil tegemist esimese astme
vorrandiga, mille fahendamiseks jagame mdolemad pooled avaldi-
sega (a—2): :

Saame:

r—=4.

Kui a = 2, siis saame:

D=1

s. {. vorrand ei ole enam esimese astme vorrand.
On ilmne, et see vordus on dige x mistahes vaartusel, sest kor-
rutades mistahes arvu nulliga, saame tulemuseks ikka nulli.
Selgitame, miks see nii on. Asetame antud vorrandisse a ase-
mele 2. Saame:
X2 , RO o 1

2 iR T
ehk -
x—4_ x—4
B B

Seega on antud juhul vorrandi mélemal poolel ithesugused aval-
dised. Seepdrast on ka arusaadav, et vordus on Gige x mistahes
véartusel.

Esitatud lahenduskédik nditab, et keerukamatel juhtudel voib
lahendada vorrandit jargmise eeskirja kohaselt:

1. Vabastada vorrand murrulistest liikmetest.

2. Avada sulud.

3. Viia tundmatut sisaldavad liikmed vorrandi iihele poolele

ja vabaliikmed teisele poolele.

4, Koondada sarnased liikmed.

5. Kui tundmatu juures olev kordaja on nullist erinev, siis

jagada sellega vorrandi molemad pooled.

See eeskiri ei pea aga mingil juhul olema kohustuslik igasuguse
vorrandi lahendamisel.

Esiteks, lihtsamate vorrandite lahendamisel tuleb sageli alus-
tada mitte esimesest, vaid teisest, kolmandast voi isegi viiendast
etapist.
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Teiseks, mitmesugused vahepealsed etapid voivad osutuda lahen-
damisel mittevajalikeks.
Niide.

Highio s ey
"IN fgh k¥

Pédrast vorrandi vabastamist murdudest saame:
4x — 6 =3x -} 4,
ning seejdrel kohe:
4x — 3x =4 + 6.

Siit x= 10.

Sulgusid avada siin ei tulnud.

Kolmandaks (ja see on peamine), monikord on otstarbekohane
rikkuda eeskirjas ettendhtud jdrjekorda, kuna siis vorrand lahen-
dub lihtsamini ja liihemalt.

Néditeid.

1. 7(x —3)=156.

Siin tuleb, jéttes sulud avamata, jagada mdlemad pooled 7-ga.
Saame: :

X ==3=8r xe—=11,

Vorrand lahendus kahe tehtega.

Lahendamine eeskirja jdrgi oleks noudnud neli tehet (kaks kor-
rutamist, liitmine ja jagamine).

9. Trt3=%4a7

Siin on otstarbekohasem alustada kohe kolmandast etapist, kuna

on ndha, et pdrast sarnaste liikmete koondamist on x kordaja téis-
arv.

Veelgi parem on teostada iiheaegselt kolmas ja neljas etapp,
s. t. lahutada mottes %-st % ja 87-st 3 ning kohe kirjutada:
x84 "x—="12

§ 66. Ulesannete lahendamine vorrandite abil.

Meenutame, millises jarjekorras me seniajani lahendasime iiles-
andeid vorrandite abil.
1. Mirkisime mingi tdhega (harilikult tihega x) tundmatu
arvu, mille leidmist noudis iilesande kiisimus.
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2. Selle tdhe ja iilesandes antud arvude abil viljendasime koik
tilejddnud tundmatud arvud, milledest réégiti iilesandes.

3. Koostasime avaldise, mis vordus iihe iilesandes antud
arvuga.

4. Vorrutasime saadud avaldise selle arvuga. Saime vorrandi.

5. Lahendasime {ilesande ja saime vastuse iilesande kiisi-
musele.

6. Kui iilesandes nouti leida mitte iiks, vaid mitu arvu, siis tea-
des iihte neist, leidsime ka {ilejdanud.

Naditame niiiid, kuidas rakendada neid juhiseid ilesannete lahen-
damisel.

Ulesanne l. Dnepri ja Doni pikkus kokku on 4255 km.
Dnepr on Donist 315 km vorra ptkem Kui pikk on Don ja kui pikk
on Dnepr?

1) Meil tuleb leida kaks arvu: Dnepri pikkus ja Doni pikkus.
Mirgime iihe neist, nditeks Doni pikkuse, tdhega x. Kirjutame:

Doni pikkus on x kilomeetrit. : s

2) Teine tundmatu arv on Dnepri pikkus. Ulesandes on aga
oeldud, et Dnepr on Donist 315 km vorra pikem. Tdhendab, Dnepri
pikkuse viljendamiseks tuleb Doni pikkusele liita 315 km. Kir-
jutame:

Dnepri pikkus on (x + 315) kilomeetrit.

3) Ulesandes on antud veel iiks suurus — Dnepri ja Doni pik-
kuste summa. Kuid me voime viljendada selle iihise pikkuse ka tei-
siti, nimelt liites x kaudu véljendatud Doni ja Dnepri pikkused.
Kirjutame:

Doni ja Dnepri pikkus kokku on x -+ (x -+ 315) km.

4) Kuna iilesande tingimuste kohaselt Dnepri ja Doni {ihine
pikkus on 4255 km, siis voime koostada vorrandi.

" Ulesande tingimuse kohaselt:
x~+ (x4 315)= 4255.
5) Lahendades vorrandi, leiame:
x'= 1970
Seega Doni pikkus on 1970 km.

6) Niiiid tuleb leida veel Dnepri pikkus. Kuha see on fiiles
kirjutatud teises punktis, siis asendades seal x arvuga 1970,

leiame:
Dnepri pikkus on 1970 4 315 = 2285 (km)
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Ulesanne 2. Lasteaia jaoks osteti 16 suurt ja vdiikest
palli, mille eest maksti kokku 244 rbl. Suur pall maksis 25 rbl.,
vaike 12 rbl. Kui palju osteti suuri ja kui palju viikseid
palle? '

Lahenduse viime 1dbi jirgmises jérjekorras.

1) Suuri palle osteti x tiikki.

2) Viikseid palle osteti (16 — x) tiikki.

3) Koik suured pallid maksid kokku 25x rubla.

4) Koik viéiksed pallid maksid kokku 12(16 — x) rubla.

5) Koik suured ja viiksed pallid maksid kokku

25x -+ 12(16 — x) rubla.

Ulesande tingimuse kohaselt:
25x -+ 12(16 — x) = 244.

6) Lahendades vorrandi, leiame, et x = 4.

7) Viikseid palle osteti 16 — 4 = 12 tiikki.

Selle iilesande lahendamisel esines kummagi sordi puhul kolm
iiksteisest soltuvat suurust: pallide arv, iihe palli hind ja pallide
koguhind. See soltuvus saab selgemaks ja iihtlasi ka vorrandi koos-
tamine kergemaks, kui kogu lahenduskédik kirjutada iiles mitte
iiksikute punktide kaupa, nagu seda tegime eespool, vaid tabeli
kujul.

Koostame sellise tabeli:

Pallide arv

Uhe palli hind | Pallide koguhind

1. Suured pallid ‘ l l

2. Viiksed pallid l | l

Tdidame selle tabeli ruudud jargmiselt: 1) kirjutame kolman-
dasse veergu palli hinnad, mis on meil teada; 2) tdhistame teises
veerus tdhega x suurte voi vidikeste pallide arvu; teiste pallide arv
on siis 16 — x; 3) 10puks tdidame neljanda veeru, korrutades palli
hinna pallide arvuga. :

Tabel on tdidetud. Niiiid tuleb vaid liita neljandas veerus aset-
sevad avaldised ja saadud summa vorrutada 244-ga. Saame vor-
randi.

Kogu lahenduse voib esitada jargmisel kujul:
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Pallide arv | Uhe palli hind Pallide koguhind
1. Suured pallid x I 25 25x
2. Viiksed pallid 16—x l 12 12(16 — )

Ulesande tingimuse kohaselt: 25x 4 12(16 — x) = 244.

Lahendada sama {ilesanne tabeli abil, tdhistades niiiid aga
tahega x vidikeste pallide arvu.

Ulesanne 3. Esimeses laos oli 2300 m® puid, teises 2800 m3.
Teisest laost viidi dra 5 korda rohkem puid kui esimesest ja siis jii
neid molemasse lattu ithepalju. Kui palju puid viidi dra kummastki
laost? :

Kuna iilesandes on 6eldud, et ladudesse jdi puid vordselt, siis
viljendame puude jddgi kummaski laos x abil ja vordsustame need
jaagid.

Lahenduse voib esitada jargmiselt.

1) Esimesest laost viidi dra x m® puid.

2) Esimesse lattu jdi jdrele (2300 — x) m?® puid. .

3) Teisest laost viidi dra 5x m® puid.

4) Teise lattu jéi jarele (2800 — 5x) m?® puid.

5) Ulesande tingimuse kohaselt:

2300 — x = 2800 — 5x.

6) Lahendame saadud vorrandi.
= B0 o= 12k,

7) Esimesest laost viidi dra 125 m® puid, teisest laost aga
125 -5 = 625 m? puid.

8) Kontroll. 2300— 125 =2175; 2800 — 625 = 2175.

Vorrandi koostamiseks on ka siin otstarbekohane kujutada
lahenduse kdik tabelina:

‘ Oli I Viidi ara Jai jérele
Esimene ladu | 2300 | x | 2300 — x
Teine ladu l 2800 | Bx ] 2800 — 5x

Tingimuse kohaselt: 2300 — x = 2800 — 5x.
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Senini me lahendasimé ainult niisuguseid vorrandeid, mis olid
tdisavaldised tundmatu suhtes, s. t. vorrandeid, mis sisaldasid murde,
kuid mille nimetajad ei sisaldanud tundmatuid.

Sageli aga tuleb lahendada vorrandeid, kus tundmatu esineb
murru nimetajas.

Néiteid.
1 1

x—3

§ 67. Vorrandid, kus tundmatu esineb murru nimetajas.
I
:
\
|
|
|

== (1)

Et lahendada seda vorrandit, tuleb eelkdige vabaneda murrust.
Selleks tuleb vorrandi molemad pooled korrutada (x — 3)-ga, s. t.
tundmatut sisaldava hulkliikmega. Kas aga uus vorrand on sama-
vaarne antud vorrandiga? Et vastata sellele kiisimusele, lahen-
dame antud vorrandi.

Korrutades vorrandi molemad pooled (x — 3)-ga, saame:
1=2(x—3). (2)
Lahendades selle esimese astme vorrandi, leiame, et x = 3%-

Niisiis, vorrandil (2) on ainult iiks lahend x = 3%.
Asetades selle vorrandisse (1), saame:

Tédhendab, x = 3% on ka vorrandi (1) lahendiks.

Teisi lahendeid vorrandil (1) ei ole. Seda on ndha nditeks sel-
lest, et vorrandis (1) peab x — 3 vorduma jagatava 1 ja jagatise 2
jagatisega, s. t.

[

X312
Siit:
1 1
x=3 e o S o 35 ;
Seega on vorrandeil (1) ja (2) kummalgi ainult iiks lahend,

x=2%. Tahendab, nad on samavairsed.
2. Lahendame niiiid jargmise vorrandi:

x+5 x+1 8 S
pien gl g =1 (x=—=3) =0,
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Viikseim iihine nimetaja on (x — 1) (x — 3). Korrutame sellega
wvorrandi koiki liikmeid. Pdrast taandamist saame:

(*+5) (£ —3)—(x+ 1) (x— 1)+ 8 =0,
Avame sulud:
x4+ b5x—3x—15—x2-+1+8=0.
Koondades sarnased liikmed, saame:
2x —6=0.
Lahendades selle vorrandi, leiame:
) AR

Asendades vorrandis (1) x arvuga 3, saame:
6 0y
30407

Vasakul poolel saime avaldise, millel puudub mate.

Téhendab, x =3 ei ole vorrandi (1) lahendiks. Siit jédrgneb, et
vorrandid (1) ja (2) ei ole samavidarsed. Sellisel juhul
iitleme, et vorrand (1) omandas korrutamisel avaldisega
(x—1)(x—3) voorlahendi.

Seega tuleb eespool esitatud kiisimusele vastata ainult nii.

Vorrandi molemate poolte korrutamisel tundmatut sisaldava
‘hulklitkmega voib saada antud vorrandiga mittesamaviirse vor-
randi. _

Siit teeme jdrgmise jdrelduse. Kui vorrandi lahendamisel tuli
vorrandi molemad pooled korrutada tundmatut sisaldava hulkliik-
‘mega, siis saadud lahendeid tuleb alati kontrollida, asetades need
algvorrandisse. Lahendid, mis algvorrandit ei rahulda, tuleb jatta
korvale kui voorlahendid.

Niditeid.
1 x+1_ x—3
7 Y27 249

Eeldame, et x 7# 2 ja x % — 2 (need tundmatu véartused ei ole
lubatavad, kuna nende védirtuste puhul kaotab vorrand matte).
Viikseim iithine nimetaja on jargmine:
(x—2) (x4 2)=x*—4.
Korrutades sellega vorrandi molemad pooled ja taandades,
‘saame vorrandi:

(4 1) (x4 2)=(x —3) (x — 2).
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Lahendades selle, leiame, et x :%. Kui asendada x = % antud

x

vorrandisse, siis ndeme et x = 3 on ka selle lahendiks.

P Y e W ,
2. oSN A B e T ey (1)
Ka siin on viikseim {ihine nimetaja ¥* — 4 (kusjuures x ¥ 2 ja
x # —2). Korrutades sellega vorrandi molemad pooled, saame:
(x+1D)(x+2)—(x—3)(x—2)=12 (2)
¥ 4-3x+2—x2+4-5x —6=12;
8 —A4=12: x=2,
Vorrandi (2) lahendiks on seega x = 2. Kuid see on vorrandi (1)

voorlahendiks, kuna 2 ei ole x lubatav vairtus.
Tdhendab, vorrandil (1) ei ole lahendeid.

§ 68. Vorratuse moiste.

Me oleme juba kasutanud mérke, mis viljendavad kahe arvu
voi algebralise avaldise mittevordsust (vt. peatiikk I, § 2).

Kaks algebralist avaldist, mis on iihendatud margiga > voi <,
moodustavad vorratuse.

Vorratuste nditeid:

5> -2 alb>c: ";3>3x—1;

—7<—5 x<y 2E2>9345

Kui kahel voi enamal vorratusel on iihesugused vorratusmar-
gid, siis nimetatakse neid vorratusi samapidisteks.
Samapidiste vorratuste naiteid:

S PR g g

Mirke > ja < nimetatakse vastupidisteks.

Kui kahel vorratusel on vastupidised vorratusmargid, siis
nimetatakse neid vorratusi vastupidisteks.

Vaatleme vorratust:

a+5>a-t 1.

Asendades a mistahes arvuga, veendume, et vorratus on koigil
juhtumeil kehtiv. See on ka arusaadav. Esitame vorratuse jargmi-
sel kujul:

a+14+4>a+41.
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Vasak pool sisaldab sama avaldise mis paremgi ja veel liide-
tava 4. Tidhendab, iikskoik milline arv ka panna a asemele, alati
on vasak pool 4 vorra suurem paremast ja vorratus on alati kehtiv.

Definitsioon 1. Vorratust, mis kehtib temas esinevate
tihtede mistahes (lubatavatel) vidirtustel, nimetatakse samaseks
vorratuseks.

Vorratuse lubatavad véirtused on sellised, mille puhul vorra-
tusel on mote. :
Vaatleme vorratust:
x—3>5.
Asendades x arvudega 1, 3, 5 saame miltekehtivad vorratused
(néditeks saame, et — 2 on suurem kui 5 jne.).

Kuid x véaartustel 9, 10%, 13 jne. saame Giged vorratused:

6>5 73>5 10>5 jne.
Seega osutub antud vorratus x teatud vidartustel kehtivaks,
teiste puhul aga mitte.

Definitsioon 2. Vorratust, mis kehtib ainult temas esine-
vate tihtede teatavatel kindlatel vdirtustel, nimetatakse tundma-
tuid sisaldavaks vorratuseks.

§ 69. Vorratuste omadused.

Vaatleme moningaid vorratuste omadusi.
Esimene omadus. Votame mingi kehtiva vorratuse, néiteks:

8>3.
Liidame molema poolega 1; 5; 17. Ndeme, et iga kord ]aab vor-

ratus kehtima:
Q4 1375 8 195500,

Liidame molema poolega mistahes negatiivse arvu, niiteks:
—1; — 5; — 8; — 17 (ehk, mis on seesama, lahutame 1; 5; 8; 17).
Saame jdlle kehtivad vorratused:

7>2,3>—2;0>—5;, —9 > — 14.
Liidame 16puks vorratuse molema poolega mingi hulkliikme,.

néiteks 3a — b.
Saame: 8 +3a— b >3-} 3a—b.
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Seda vorratust voib iimber kirjutada jargmiselt:
54+3+3a—b>3+3a—b.

Millised ka ei oleks a ja b vairtused, ikka esineb vorratuse
molemal poolel vordne arv 3 4 3a — b, kuid vasakul poolel on veel
liidetav 5. Seepdrast jddb ka a ja b mistahes vdartuste korral vor-
ratuse vasak pool 5 vorra suuremaks paremast ja vorratus kehtib
seega mistahes a ja b viirtuste puhul.

Kui vorratuse 8 > 3 asemel votame mone vastupidise vorra-
tuse, néiteks: :

27,
siis, korrates koiki eelnevaid arutlusi, leiame, et ka sel juhul jaab
vorratus kehtima, kui liita molema poolega iiks ja sama meele-
valdne arv voi tdheline avaldis.
- Seega voib vorratuse esimese omaduse sonastada jargmiselt:

l.omadus. Vorratus jidb kehtima, kui tema molema poolega
liita iiks ja sama arv voi hulkliige.

Liihidalt voib seda omadust kirjutada jargmiselt.

Kui a > b, siisat+c>b-+c.

Siin tdhistatakse tdhega ¢ mistahes ratsionaalarvu voi hulk-
liiget.

Oleks voinud aga kirjutada ka nii: kui a < b, siis a4+ ¢ < b+ c.

Nagu vorrandite puhul, nii tulenevad ka siin sellest omadusest
teatud jareldused.

1. Mistahes vorratuse liiget voib viia iihelt poolelt teisele, muu-
tes selle lilkme midrgi vastupidiseks.

2. Kui vorratuse molemad pooled sisaldavad uhesuguseld liik-
meid, siis voib need dra jaitta.

Teine omadus. Votame jdlle mingi kehtiva vorratuse, néiteks:

6 < 8. i
Korrutame selle molemad pooled mistahes positiivse arvuga a.

Saame:
6a < 8a.

Ka saadud vorratus on oige. Toestame seda.
Vorratuse 6 < 8 voime esitada jargmisel kujul:

6 <642
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Kui korrutada selle vorratuse molemad pooled meelevaldse posi-
tiivse arvuga a, siis saame:

6a < 6a -+ 2a.

Vasak pool vordub parema poole esimese liidetavaga.

Kuid paremal pool on veel positiivne liidetav 2a. Seega on vasak
pool paremast poolest vaiksem.

Kuna jagamist nullist erineva arvuga voib asendada jagaja
poordvddrtusega korrutamisega, siis vorratus jdab kehtima ka
molema poole jagamisel mistahes positiivse arvuga.

Korrutame niiiid vorratuse 6 < 8 molemad pooled mingi nega-
tiivse arvuga, nditeks — 3-ga. Siis vasakul poolel saadakse — 18,
paremal poolel —24. Kuna aga — 18 on suurem kui — 24, siis
saame: ;

6-(—3)>8-(—3).
Vorratus muutis maérgi, s. t. vorratus muutus vastupidiseks vor-
ratuseks. :
Sama juhtub, kui vorratuse mélemad pooled korrutada mistahes
teise negatiivse arvuga, nagu seda ndeme jargmistest ndidetest.

Vorratus Korrutaja Uus vorratus
6<8 g R
7>6 —1 —7<—6
3>—1 —5 —15<5

Lopuks, kui mingi vorratuse molemad pooled korrutame nul-
liga, siis molemad pooled muutuvad nulliks, s. t. vorratus muutub
vorduseks 0 = 0.

Naiteks:
5> 2;
2R () = ()
3
(—2)-0=3-0; 0=0.

Koigest esitatust jargneb vorratuse teine omadus.

2. omadus. Vorratus jiib kehtima, kui selle molemad poo-
led korrutada iihe ja sama positiivse arvuga.

Vorratus muutub vorduseks 0 = 0, kui tema molemad pooled
korrutada nulliga.
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Vorratus muutub vastupidiseks, kui selle molemad pooled korru--
tada iihe ja sama negatiivse arvuga.

Liihidalt voib teist omadust véljendada jargmiselt:
Kui a > b, siis:

¢ >0 korral ac>bc;

¢=0 "korral ac=bc;

< 0 “korral\ ‘ae < be.

§ 70. Uhe tundmatuga esimese astme vorratused. -

Definitsioon 1. Uhe tundmatuga esimese astme vorra-
tusteks nimetatakse vorratusi, mille mélemad pooled on tundmatu
suhtes esimese astme hulkliikmed:

ax-+b > cx+d;
ax+ b <cex-d.
Miérkus. Erijuhul voivad moned teguritest a, b, ¢, d

olla nullid ja see voi teine vorratuse liige voib sisaldada ainult
iiht liiget voi isegi vorduda nulliga. Naiteks:

5x—3>2; 3x+1<x; x+3>0.

Ainult a ja c ei voi olla iiheaegselt nullid, kuna sel juhul
oleks meil tegemist lihtsalt arvulise vorratusega.
Lahendada vorratus tihendab leida, millistel tundmatu vaidrtus-
tel vorratus on kehtiv.

Definitsioon 2. Kaht vorratust nimetatakse samaviir-
seiks, kui iihe vorratuse lahendid on ka teise vorratuse lahendeiks
ja iimberpoordult.

Vorratuste omaduste pohjal voib toestada jargmised tundmatut
sisaldavate vorratuste omadused.

1. Kui vorratuse molema poolega liita iiks ja sama arv voi
hulkliige (tundmatu suhtes), siis uus vorratus on samavairne
antud vorratusega,

2. Kui vorratuse molemad pooled korrutada iihe ja sama posi-
tilvse arvuga, siis uus vorratus on samavdidrne antud vorratu-
sega.

3. Kui vorratuse molemad pooled korrutada iihe ja sama nega-
tiivse arvuga ja seejuures muuta vorratusmérk vastupidiseks, siis
uus vorratus on samavédrne antud vorratusega.
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Me nédeme, et vorratuste omadused on sarnased vorrandite oma-
dustega. Seepdrast on ka vorratuste lahendamine sarnane vorran-
dite lahendamisega.

Selgitame seda néite varal.

Lahendame vorratuse:

5 —7>3x+ 1.

Viime tundmatuid sisaldavad liikmed vorratuse iihele poolele,
vabaliikmed teisele poolele. Selleks liidame vorratuse molema poo-
lega — 3x -+ 7 (vorratuse esimene omadus). Saame:

5x—3x>1+47
ehk
25 -R

Jagame vorratuse molemad pooled 2-ga ehk korrutame —lﬁ-ga
(vorratuse teine omadus). Saame:

x >4,
Seega antud vorratus kehtib x koigi nende vaartuste puhul, mis
on suuremad kui 4.
Leitud lahendit voib kujutada graafiliselt. Votame arvtelje ja
mérgime sellel «punkti 4».
Olgu selleks punkt A (joon. 18).

0 A :
a
0 AWMM{;

Joon. 18.

Antud vorratust rahuldavad koik need arvud, mis vastavad
punktist A paremal asetsevatele punktidele. Liihiduse mottes &el-
dakse: antud vorratust rahuldavad koik punktist A paremal aset-
sevad punktid. Seda lahendite piirkonda margitakse harilikult
kaarega, nagu joonisel 18a, voi viirutusega, nagu joonisel 18b.
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§ 71. Ajaloolisi andmeid.

(Vorrandite ajaloost.)

Juba kauges minevikus kirjutatud matemaatika-alastes teostes leidus vor-
randeid ja vorrandite abil lahenduvaid iilesandeid.

Uhes Egiptuse papiiiiruses, mis on périt umbes 2000 aastat e. m. a. (kus-
juures selle autor, kirjutaja Ahmes, margib, et see matemaatiline teos on teise
veelgi vanema tfeose koopia), leidub iilesandeid tundmatu arvu leidmiseks.
Tundmatut nimetati sonaga «hau» (kuhi) ja mérgiti erilise hierogliiiifiga.

Toome iilesannete niiteid sellest papiiiirusest.

1) «Tundmatu, tema seitsmendik ja tema terve on 19».

Tanapdeval kirjutatakse see iilesanne nii: 2

;x-{—x:lg.

2) <§ liidetud ja % dra voetud; ji jirele 10.»
Otsustades papiiiiruses esitatud lahenduse jérgi, tuleb {ilesannet moista
nii: tundmatule on liidetud tema g ja lahutatud }; saadud summast; vahe

on 10; leida arv.
Tanapdeval kirjutatakse see iilesanne mnii: .

2 1 3 &
x+§ X—E (x-l—gx)._lo.

Vastus: x=09.

Uhe tundmatuga vorrandeid esineb ka Diophantosel (III sajand,
vt. § 29). Niiteks:

«Arvud on 20 ja 100. Viiksema arvuga tuleb liita ja suuremast lahutada
itkks ja sama arv; saadud summa ja saadud vahe suhe vordub 4-ga.»

Selle iilesande lahendamiseks tuleb kasutada vorrandit:

9=y
100 — x

VII voi VIII sajandist péarinevas india aritmeetika késikirjas, mis on iihe
vanema kasikirja (III—IV sajandist) koopia, on jdrgmine iilesanne:

«Neljast annetajast andis teine kaks korda rohkem esimesest, kolmas kolm
korda rohkem teisest, neljas neli korda rohkem kolmandast, koik kokku aga
andsid 132. Kui palju andis esimene?»

Saame vorrandi:

=4,

x+ 2x+ 6x 4+ 24x = 132.

Kisikirjas lahendatakse iilesanne «ebadige oletuse» vottega. (Seda votet
kasutab ka L. Magnitski oma «Aritmeetikas».)

«Kui esimene oleks andnud 1, siis teine oleks andnud 2, kolmas 6, nel-
jas 24, koik kokku aga 33. Kokku oli aga tegelikult antud 132, s. o. neli korda
rohkem. Tihendab, ka" iga annetaja andis neli korda rohkem.»

Yastus. . 4; 8 .24 96
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Uhe tundmatuga esimese astme vorrandite lahendamise iildvotte andis
IX sajandil Muchammad Al-Khwarizmi.

Oma teoses «Al-dZzabr ja al-mukabalas ta esitab kaks vorrandite lahenda-
misel kasutatavat votet.

Esimene vote «al-dZabr» seisneb jidrgmises. Kui vorrandis esineb nega-
tiivseid (lahutatavaid) liikmeid, siis tuleb need liita vorrandi molema poolega
ning koik liikkmed muutuvad positiivseiks.

Teine vote «al-mukabala» seisneb vorrandi molemast poolest {ihesuguste
liikmete lahutamises, mis lihtsustab vorrandit.

Olgu néiteks antud vorrand:

5x — 17=2x — 5,

_Kasutame esimest votet: liidame vérrandi mdlema poolega 5 ja 17.
Saame:
5x+5=2x+ 17, :
Rakendame teist votet: Lahutame molemast poolest 2x ja 5. Saame:
3x =12
Siit on x juba kerge leida.
Al-Khwarizmi selle tdhelepanuviirse t66 ilmumist voib lugeda algebra

kui iseseisva matemaatilise distsipliini tekkimise alguseks.
Nimetus «algebra»” on voetud selle teose pealkirjast («Al-dZabr»).



SEITSMES PEATUKK

KAHE TUNDMATUGA VORRANDID.
§ 72. Punkti koordinaadid tasapinnal.

Votame tasapinnal kaks ristuvat arvtelge XX, ja YY, (joon. 19).
Nende 16ikepunkti O loeme -molema telje nullpunktiks. Nagu ka
varem, kujutame positiivseid
arve horisontaalteljel punktidena Y
nullpunktist paremal pool, verti- B —-----LM]
kaalteljel aga nullpunktist {ilal-
pool. Negatiivseid arve kujutame
punktidena nullpunktist vasakul
pool (horisontaalteljel) ja all-
pool (vertikaalteljel).

Votame tasapinnal meele- X,_—4—<
valdse punkti M ja tombame
sellest ristsirged telgedele. Nen-
de ristsirgete loikepunktid tel-
gedega kujutavad kindlaid arve.
Neid kahte arvu loeme vastava-
teks punktile M. Joonisel 19 on
need arvud 3 ja 5. Y

Punktile A joonisel 19 vas- :
tab arvude paar: — 2 ja 3,
punktile B aga — 2 ja 4.

(o]
W4
»

N

G

Q-1--t™--1-1--

N

n

Joon. 19.

Definitsioon. Tasapinnal punkti asendit mddravaid arve
nimetatakse selle punkti koordinaatideks.

Tédhendab, arvud 3 ja 5 on punkti M koordinaatideks, arvud — 2
ja — 3 punkti A koordinaatideks jne.
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Tasapinnal punkti asendi médiramiseks kasutatavaid arvieigi
nimetatakse koordinaattelgedeks.

Et eraldada horisontaalteljel asetsevaid koordinaate vertikaal-
teljel asetsevatest koordinaatidest, on neile antud erinevad nime-
tused.

Horisontaalteljel asetsevat koordinaati nimetatakse abstsis-
siks, vertikaalteljel asetsevat koordinaati — ordinaadiks.
Sellest ldhtudes nimetatakse ka horisontaaltelge abstsisstel-
jeks, vertikaaltelge aga ordinaatteljeks.

Koordinaadid kirjutatakse punkti tdhisest paremale sulgu-
desse. Esimesele kohale kirjutatakse abstsiss, teisele kohale ordi-
naat. ~

Nii tdhendab kirjutus M (3; 5), et punkti M abstsiss vordub kol-
mega, ordinaat — viiega.

Vaatleme punktide moningaid eriasendeid.

Kui punkt asetseb abstsissteljel, siis tema ordinaat on null. Nii
on néiteks joonisel 19 punkti C koordinaadid — 3 ja 0.

Kui punkt asetseb ordi-
Y naatteljel, siis on - tema
abstsiss null [néiteks
punkt D (0;— 3) (joon. 19)].
Lopuks, koordinaatide
alguse — punkti O —
0 abstsiss ja ordinaat on
> X  molemad nullid: 0(0; 0).
1
I
I

N

Xi -

Ulesanne l. Ehitada
punkt tema antud koordi-
naatide jargi. Naiteks, ehi-
tada punkt A(2; — 3).

~
-

-

0 8L
|

N

H
i
3
et
~

vV Lahendus Abstsiss-
X teljel (joon. 20) leiame
Joon, 20. punkti 2 ja tombame sel-

lest punktist ristsirge abst-
sissteljele. Ordinaatteljel leiame punkti — 3 ja tombame sellest
punktist ristsirge ordinaatteljele. Ristsirgete 16ikepunkt maérabki
otsitava punkti A.

Miarkus. Kui koordinaatteljed ei ole antud, siis toimime
jargmiselt.
Tombame kaks ristuvat sirget. Votame meelevaldse 16igu
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tthikuks ja paigutame selle koordinaatide algusest abstsisstel-
jel 2 korda paremale, ordinaatteljel aga 3 korda allapoole. Saa-
dud punktidest tombame ristsirged telgedele. Ristsirgete 16ike-
punkt madrabki otsitava punkti 4(2; — 3).

Ulesanne 2. Tasapinral on antud koordinaatteljed ja
meelevaldne punkt N. Mddrata selle punkti koordinaadid.

Lahenduskiik selgub punkti koordinaatide definitsioonist. Tom-
bame antud punktist ristsirged koordinaattelgedele. Nende rist-
sirgete 16ikepunktid koordinaattelgedega maaravadki punkti koordi-
naadid. -

Nii on joonisel 20 punkti N koordinaadid (— 1; — 2).

g 73. Kahe tundmatuga vorrandid.

Ulesanne 1. Kaks opilast ostsid kokku 6 vihikut. Mitu vihi-
kut ostis kumbki opilane?

Kohe on niha, et kindlat vastust iilesande kiisimusele me anda
ei saa. Toepoolest, iilesanne nouab ainult seda, et kahel opilasel
oleks ostetud kokku 6 vihikut. See tingimus on tdidetud, kui néi-
teks iiks opilane ostis 1 vihiku ja teine 5 vihikut. Ulesande tingi-
mus on tdidetud aga ka siis, kui {iks ostab 2 vihikut ja teine 4 vihi-
kut voi kui molemad ostavad 3 vihikul jne. -

Seega voib sellel iilesandel olla mitte iiks, vaid mitu lahendit.
Niisugusel juhtumil Geldakse, et iilesanne on maddramatu.

Leiame selle iilesande koik voimalikud lahendid vorrandi abil.

Tahistame esimese opilase poolt ostetud vihikute arvu tdhega x,
teise opilase poolt ostetud vihikute arvu aga tdhega y.

Ulesande tingimuse kohaselt voime kirjutada:

x+y=6.

Siin on kaks tundmatut arvu x ja y ning seepérast nimetatak-
segi vorrandit x+y=6 kahe tundmatuga vorran-
diks.

x ja y lubatavate véirtuste iga paar, mis muudab selle vorrandi
samasuseks, on vorrandi lahendiks.

Andes x-le iihe lubatavaist vaartusist ja asetades selle antud
vorrandisse, leiame vastava y véartuse.
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Koik voimalikud lahendid v6ib esitada jargmise tabeli kujul:

Esimese opilase poolt ostetud
vihikute “ary . . (o X 1 2 3 4 5

Teise oOpilase poolt ostetud

vihikute arv . y 5 4 3 2 1

Ostetud vihikute arv kokku . . {x4y| 6 6 6 6 6

Seega saime 5 erinevat lahendit ja jédrelikult ka 5 erinevat vas-
tust iilesande kiisimusele.

Votame niiiid teise, esimesega sarnase iilesande. 3

Ulesanne 2. Kaks tikki vaske kaaiub kokku 6 kG. Kui palju
kaalub iga tikk?

Lahendamisel saame ka siin vorrandi

x+y =5,
kuid lahendeid on sellel iilesandel palju rohkem.

Toepoolest, esimeses iilesandes olid tundmatute lubatavateks
vadrtusteks ainult naturaalarvud ja seejuures mitte suuremad viiest
(iilesande motte kohaselt ostis kumbki Gpilane kasvoi iihe vihiku).
Teises iilesandes on tundmatute lubatavateks vaartusteks mistahes
arvust 6 vdiksemad positiivsed tdis- ja murdarvud.

Andes iihele tundmatutest, niiteks x-le, mingi lubatava vaéir-
tuse, leiame vastava y vairtuse. Iga selline véartuste paar on iiles-
ande lahendiks ja vastuseks iilesande kiisimusele. On kerge néha,
et selle vorrandi lahendite arv on 16pmata suur.

Osa neist lahendeist on esitatud alljargnevas tabelis:

Esimene tikk kaalub .. . . . | x 2 1% 2 54

et 5t 1 3

Teine, titkle deaafuly ior, 0 T o0 y 4 4.2_ 25 0,6
N

Tiikid kaaluvad kokku . . . . x+y 6 6 6 6

Lopuks votame veel jargmise iilesande.

Ulesanne 3. Kahe arvu summa on 6. Kui suur on kumbki
liidetav?

Ulesanne taandub jéllegi vorrandi x4y =6 lahendamisele.
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Siin on tundmatute lubatavateks véartusteks juba koik ratsio-
naalarvud, néiteks:

v i L eend o1 AR

x-+y 6 6 6 6

Nagu ndeme, on ka sellel vorrandil 16pmata palju lahendeid.

Seega, koigil kolmel idsjavaadeldud juhul vorrand ei andnud
ithest vastust {ilesande kiisimusele. Vorrand néitas vaid teatud sol-
tuvust kahe tundmatu suuruse vahel. Teades iihe tundmatu véar-
tust, voisime me selle soltuvuse pohjal leida ka teise tundmatu
védrtuse.

Vaadeldud niidetest voib teha jargmised jédreldused.

1. Kahe tundmatuga vorrand véljendab kahe suuruse vahelist
soltuvust.

2. Kahe tundmatuga vorrandil on iildiselt 16pmata palju lahen-
deid.

Erandiks on niiteks esimese iilesande vorrand, millel vaib iiles-
ande motte kohaselt olla ainult viis lahendit. Kahe tundmatuga vor-
randil voib aga olla ka ainult iiks lahend.

Ulesanne 4. Kassapidaja peab andma tagasi 19 kop. Tal
on ainult kolme- ja viiekopikased rahad. Mitu kolme- ja mitu viie-
kopikalist peab ta selleks andma?

Kui kolmekopikaliste arv tahistada x-ga, viiekopikaliste arv
y-ga, siis saame vorrandi:

9% -+ 5y = 19.

Soovitame kontrollida, et vorrandil on ainult iiks lahend: x = 3
ja y = 2 (tuleb silmas pidada tundmatute lubatavaid véartusi).

Lopuks voib kahe tundmatuga vorrand olla ka hoopis ilma
lahenditeta. Niisugune on néiteks vorrand:

Loy 5=x219.
Selliseid juhtumeid esineb aga harva.
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g74. Kahe tundmatuga vorrandi graafiline kujutamine.

Paragrahvis 72 me ehitasime tasapinnal punkti tema koordinaa-
tide jédrgi. Seejuures molemad koordinaadid anti meelevaldselt,
teineteisest soltumatult.

Kuid voib anda ka sellise iilesande: ehitada koik punktid, mille
koordinaadid on seotud mingi kindla séltuvusega. Niiteks, iga
punkti ordinaat peab olema kolm korda suurem tema abstsissist.
Sellist soltuvust voib viljendada vorrandiga:

i . 3
Voi et iga punkti ordinaat oleks 3 {ihiku vorra viiksem tema abst-
sissist. Sellist soltuvust viijendatakse vorrandiga:
y=x—3.
Ehitame néiteks punktid, mille koordinaadid on seotud jirg-

mise soltuvusega: iga punkti abstsissi ja ordinaadi summa on 6.
Seda soltuvust viljendab vorrand:

x+y==6.
Anname iihele koordinaatidest, niiteks x-le, meelevaldsed vaar-
tused. Vastavad y vdirtused arvutame valemist

y=6—x,

mille saame esialgsest vorrandist.
Koostame tabeli:

y 8’7'6’5'3 lAO._'—l—2—3

Ehitame vastavad punktid (joon. 21). Nagu jooniselt ndeme,
asetsevad koik ehitatud punktid iihel ja samal sirgel.

Kui anname x-le murrulisi vdértusi, mis asetsevad nditeks 0
ja 1 vahel, 7 ja 8 vahel jne., siis uued punktid asetsevad samal sir-
gel varem ehitatud punktide vahel.

Tombame selle sirge (joon. 22).

Voib toestada, et:

1) Vorrandi iga lahend kujutab mingit punkti vaadeldaval sir-
gel AB.
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Niiteks x =9 ja y =-— 3 on vérrandi x -+ y = 6 lahendiks. Kui
ehitame selle punkti, siis ndeme, et punkt M(9; — 3) asetseb sir-
gel AB.

2) Sirgel AB asetseva iga punkti koordinaadid on vorrandi
x 4+ y =6 lahendiks.

Niiteks punkti N koordinaadid x = 2%, = 3% on selle vor-
randi lahendiks. ;
Sirget AB nimetatakse vorrandi x+y=6 graafikuks.

Selle graafiku ehitamist nimetatakse aga vorrandi graafili-
seks lahendamiseks. -

Votame veel vorrandi

2+y=9
ja ehitame selle graafiku. Algvorrandist saame:
y=9—x2
Koostame tabeli:
X —4 —3 I —2 | —1 I 0 ’ 1 2 3 4
y —7 : 0 ’ 5 8 \ 9 ‘ 8 5 0 —7

Ehitame vastavad punktid (joon. 23). Nieme, et punktid ei
asetse enam {ihel sirgel. Kui anname x-le murrulisi vaéartusi, siis
vastavad punktid asetsevad varem ehitatud punktide vahel. x koik-
voimalikele védadrtustele vastavad punktid asetsevad koveral ABC
(joon. 23), mida nimetatakse parabooliks ja mida kisitleme
iiksikasjalisemalt algebra kursuse teises osas.

Ka antud juhul kujutatakse vorrandi punktidena, mis asetsevad
koveral ABC,

2+y=9
koik lahendid ja vastupidi, kovera ABC iga punkti koordinaadid on
vorrandi

x4+y=9
lahendiks.
Tédhendab, kover ABC on vorrandi x>+ y =09 graafikuks ja
selle graafiku ehitamine on antud vorrandi graafiline lahendamine.
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Joon. 23.

§ 75. Vordeline soltuvus.

1. Vordelise soltuvuse definitsioon. Vordelisi suurusi uurisime
juba aritmeetikas.

Toome nditeid vérdeliste suuruste kohta.
1) Tee (iihtlasel liikumisel) ja aeg, mille viltel see tee labiti.

Olgu iihtlase liikumise kiirus 3 km tunnis. Téhistame lédbitud tee
pikkuse y-ga, tundide arvu, mille viltel see tee ldbiti, aga x-ga.
Nende kahe suuruse vaheline soltuvus véljendub siis vorrandiga:

i =B

2) Riidetiiki koguhind ja meetrite arv tiikis.
Olgu 1 m riide hind 8 rbl. Kui tdhistada meetrite arv tiikis x-ga
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ja tiiki koguhind y-ga, siis nende suuruste vahelist sdltuvust voib
vidljendada vorrandiga:
y = 8x.

3) Ringjoone pikkus ja tema diameetri pikkus.

On teada, et iikskoik millise ringjoone pikkuse méaidramiseks
tuleb tema diameetri pikkus korrutada kdigile ringjoontele iihise
arvuga, mis on ligikaudu 3,14.

Tahendab, ringjoone pikkuse ja tema diameetri pikkuse vahe-
list soltuvust voib (ligikaudselt) viljendada vorrandiga:

y=3,14x,

kus x on diameetri pikkus ja y — ringjoone pikkus.
Vaadeldud vorranditest saame:
=8 =8 Laug

Need vordused néiitavad, et vordeliste suuruste muutumisel
nende vastavate vddrtuste suhted jadvad vordseteks. Esimeses nii-
tes on see 3, teises 8 ja kolmandas 3,14.

Toodud nditeist voib teha jargmise jarelduse. ‘

Kui kaks suurust on vordelised, siis ithe suuruse viirtus soltub
teise véartusest nonda, et iihe suuruse, niiteks x, mistahes viir-
tuse puhul y vastav vididrtus vordub x sellesama viirtuse ja iga
kord iihe ning sama arvu korrutisega.

Sellist soltuvust nimetatakse vordeliseks soltuvuseks.

Seepérast voib anda vordelise soltuvuse kohta jargmise defi-
nitsiooni. j

Definitsioon. Kahe suuruse vahelist soltuvust, mis on
viljendatav vorrandiga y = kx, kus k on nullist erinev kindel arv,
nimetatakse vordeliseks soltuvuseks.

Arvu k nimetatakse vordeteguriks. Esimeses naites £ = 3,
teises £ = 8, kolmandas k& = 3,14. - :

Vaadeldud néidetes voisid x ja y omada ainult positiivseid vaar-
tusi. Niiiid aga, kui me oleme andnud vordelise soltuvuse iildise
definitsiooni mistahes kahe suuruse jaoks, voime selle kitsenduse
dra jatta. ‘

Edaspidi x ja jdrelikult ka y voivad omada mistahes vaartusi.

2. Vordelise soltuvuse graafik. Ehitame vorrandi

§=3x
graafiku.
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Osa sellest graafikust (x positiivsete vdaédrtuste puhul) ehitasime
juba paragrahvis 27. Niiiid voime seda graafikut tdiendada nende
punktidega, mis me saame, kui x vaidrtused on negatiivsed ja kui
0.

Saame: y

[+
I~

y 0’—3 —6\—9

Ehitades saadud punktid ja 7/
iihendades need joonega (arves- + Vi
tades ka x vahepealseid vadr- >
tusi), saame joonisel 24 kujuta- l
tud graafiku. I

Vorrandiga y=3x viljen- y
datud vordelise soltuvuse graa- ' -4 [-2
fik on seega koordinaatide
algust ldbiv sirge.

Mairgime, et {ikskoik mil-
line ka ei oleks vordeteguri

vaartus, kui x=0, on ' alati JZ

N

~2

Gy

IS

ka y=0. See tihendab, et kdik -6

vordelise soltuvuse graafikud l

libivad punkti O(0; 0). Y,
Toodud naited voimaldavad Joon. 24.

teha jargmise jéarelduse.

Vordelise soltuvuse graafikuks on koordinaatide algust ldbiv
sirge.

Olles selle kindlaks teinud, voime vordelise soltuvuse graafi-
kut ehitada palju lihtsamalt ja kergemalt kui seni.

Ehitame néiteks vorrandi
= 2%
graafiku. :
Me teame, et selle vorrandi graafikuks on koordinaatide algust

labiv sirge. =

Geomeetriast on aga teada, et sirge on iiheselt madratud kahe
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punktiga. Tdhendab, sirge ehitami-
seks piisab tema kahe punkti tead-
misest.

Oht punkti, mida peab vor-
randi y = 2x graafik ldbima, me
juba teame. See on punkt O(0; 0)
— koordinaatide algus.

Teise punkti leidmiseks anna-

01 me antud vorrandis x-le meele-

X,_,, - X valdse vairtuse, niiteks x=3

2 / : ) .

! (Parem on valida arv, mis ei ole

e nullile liiga ldhedal, sest nii saame

2 Y, tdpsema joonise.) Saame y=©6.

Seega punkt A(3;6) asetseb

Joon. 25. otsitaval sirgel. Ehitanud punkti

A(3; 6), tombame 1dbi selle punkti

ja koordinaatide alguse sirge (joon. 25). See sirge ongi vorrandi

y = 2x graafikuks ehk, mis on seesama, vorrandiga y = 2x véljen-
datud vordelise soltuvuse graafikuks.

-=r=-r

D
~
e
| M
i : ;

§ 76. Poordvordeline soltuvus.

1. Poordvordelise soltuvuse definitsioon. Peale vordeliste suu-
ruste vaadeldi aritmeetikas ka poordvordelisi suurusi.

Toome néiteid.

1) Ristkiiliku aluse ja korguse pikkus jddva pindala puhul.

Olgu vaja eraldada juurviljaaiaks ristkiilikukujuline maatiikk
pindalaga 600 m?2.

Me voime nditeks meelevaldselt mddrata maatiiki pikkuse, kuid
siis soltub maatiiki laius sellest, millise pikkuse me valisime.
Mitmesugused pikkuse ja laiuse vaartused on esitatud alljargnevas
tabelis.

Pikkus meetrites . . . . . . 20 30 40 ‘50 60
Eaiusomeetrites o 7w A, 30 20 15 12 10
Pindala ruutmeetrites . . . . 600 600 600 600 600
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Uldiselt, kui mirkida maatiiki pikkus x-ga ja laius y-ga, siis
nendevahelist soltuvust viljendab vorrand:

xy = 600.

Avaldades y, saame:

600
X

Andes x-le meelevaldseid védartusi, voime leida vastavad y
vairtused.

2) Uhtlase liikumise aeg ja kiirus teatud vahemaal.

Olgu kahe linna vahemaa 200 km. Mida suurem on lukumlse
kiirus, seda vihem aega kulub selle vahemaa ldbimiseks. See nah-

tub jargmisest tabelist:

] 7
Tunnikiirus kilomeetrites . . . 10 20 40 50 80 |
Aeg tundides . . . . . . . 20 | 10 l 5 4 2%
Tee pikkus kilomeetrites . . . 200 200 l 200 200 200

Uldiselt, kui tdhistada kiirus x-ga, liikumise aeg aga y-ga, siis.
nendevaheline soltuvus véljendub vorrandiga:

xy = 200.

Seega voime nende ndidete pohjal anda poordvordelise soltu-
vuse kohta jargmise definitsiooni.

Definitsioon. Vorrandiga xy =k, kus k on mingi kindel
nullist erinev arv, viljendatud kahe suuruse vahelist soltuvust nime--
tatakse poordvordeliseks soltuvuseks.

Arvu k nimetatakse ka siin vordeteguriks.

Nii nagu vordelise soltuvuse puhul, voivad ka vorrandis xy = k
suurused x ja y omada niihdsti negatiivseid kui ka positiivseid:
véartusi. ;

Poordvordelise soltuvuse puhul ei voi {ikski suurustest vorduda
nulliga. Toepoolest, kui kasvoi iiks suurustest x voi y oleks null,.
siis vorrandi xy = k vasak pool vorduks nulliga, paremal poolel
oleks aga definitsiooni kohaselt mingi nullist erinev arv. Saame:
vasturdakivuse.
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2. Poordvordelise soltuvuse graafik. Ehitame vorrandi

Xl =9
graafiku.
Avaldades y, saame:
9
y o }.

Anname x-le meelevaldseid (lubatavaid) véaartusi ja arvutame
vastavad y vdiriused. Saame tabeli:

x‘——g -—6!—3 —2 ——1\112’3 6 9
1 1 1 1
— —1-| =3 | —4-| —9 9 4_ 3 57
y ’ 1 l 12) 3 ‘ l 5 ! 12 1
Ehitame vastavad punktid (joon. 26).
y
©
8-
o
A’
0
X =8 [-6 |-4 |2 . 4 | 6 | 8 X
¢ $ 7
‘fr
-5
O0—
Y
Joon. 26.
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Kui votta x védrtused lithema vahemaa tagant, siis ka punkiid
paiknevad tihedamalt.

x koikvoimalikke vaartusi kujutavad punktid asetsevad kahel
koordinaatide alguse suhtes siimmeetriliselt paikneval koveral
(joon.”27).

Yy

\

@©

)}

H
-

N

X b4 Hﬁrhx

H

@

Joon. 27.

Ndeme, et poordvordelise soltuvuse graafik koosneb kahest
koverjoonest. Uks saadakse x positiivsete, teine x negatiivsete
vaartuste puhul.

Molemad need jooned moodustavad geomeetrilise kujundi, mida
nimetatakse hiiperbooliks.

Seega, poordvordelise soltuvuse graafikuks on hiiperbool.
Nagu ndeme on poordvordelise soltuvuse graafik keerulisem kui
vordelise soltuvuse graafik. Vordelise soltuvuse korral piisas kahe
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punkti konstrueerimisest, et siis joonlaua abil joonestada kogu
~graafik. -
Siin me aga ei saa joonlaua abil ehitada ka kbige viiksematki
osa graafikust, sest iikski selle graafiku osa ei iihti sirgega.
Seepirast tuleb siin leida voimalikult palju graafiku punkte, et
saada tdpne graafik.

[§ 77. Lineaarne soltuvus.

1. Lineaarse soltuvuse definitsioon.

Ulesanne. Pioneerisalk suundus linnast rinnakule. Praegu
on ta 5 km kaugusel linnast ja liigub kiirusega 3 km tunnis: Kui
kaugel on ta linnast tunni pdrast?

Lahendus. x tunniga ldbib salk 3x kllomeetrlt Enne seda
libis ta 5 km. Jarelikult, x tunni pérast on salk linnast (3x + 5)
kilomeetri kaugusel. Tahistades selle vahemaa y-ga, saame:

=3x-+5.
See vorrand viljendab aja ja tee vahelist soltuvust, kuid siin

ei ole tegemist enam vordelise s6ltuvusega, nagu seda voib ker-
gesti ndha jargmisest tabelist:

Tee pikkuse ja aja suhe ei ole siin vordne iihe ja sama arvuga.
Sellist soltuvust nimetatakse lineaarseks soltuvuseks.

Definitsioon. Kahe suuruse vahelist soltuvust, mis on
viljendatud vérrandiga y =kx + b, kus k ja b on kindlad arvud
ning k 7 0, nimetatakse lineaarseks soltuvuseks.

Erijuhul, kui & =0, on vorrandil kuju y = kx. Tdhendab, vorde-
line soltuvus on lineaarse soltuvuse erijuhtum.

2. Lineaarse soltuvuse graafik. Ehitame nditeks vorrandiga
y = 2x -+ 3 viljendatud lineaarse soltuvuse graafiku.

Toimime jargmiselt. Ehitame algul vorrandi y = 2x graafiku.
See on, nagu me teame, koordinaatide algust ldbiv sirge (joon. 28).

Vaatame, kuidas asetsevad selle sirge suhtes vorrandi
y = 2x + 3 graafiku punktid.
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Y, ‘ Y,

Joon. 28. Jeon. 29.

Selleks arvutame punktide ordinaadid molema vorrandi jaoks
ithe ja sama abstsissi puhul. Saame jargmise tabeli:

x ig Lsgtf o 1 2 { 3
TR G o A R 2 4 6
P o S 3 5 7 9

Néieme, et abstsissi mistahes vairtusel on teise graafiku ordi-
naadid 3 vorra suuremad esimese graafiku ordinaatidest.

Ehitades need punktid, 'saame esimese sirgega paralleelse sirge
(joon. 28).

Lineaarse soltuvuse graafikuks on sirge.

. 147



Siit jdreldub, et lineaarse soltuvuse graafiku ehitamiseks pii-
sab tema kahe punkti leidmisest.

Niitame seda, ehitades vorrandi y = 2x + 3 graafiku.

Oletame, et vorrandis x = — 1. Saame y = 1. Niisiis, iihe punkti
(— 1; 1) me leidsime. Oletame niiiid, et x = 2. Saame y = 7. Teine
punkt on (2; 7). Ehitades need punktid ja tommates neist 14dbi sirge,
saame vorrandi- y =2x -+ 3 graafiku, mis ongi vorrandiga
Yy = 2x + 3 viljendatud lineaarse soltuvuse graafikuks.

Harilikult voetakse lineaarse soltuvuse graafiku ehitamiseks
punktid, milledes sirge loikab koordinaattelgi. Vottes vorrandis

x =0, saame y = 3. Vottes y =0, saame x = g Tommates sirge

1abi punktide A(0; 3) ja B(— ; 0), saamegi otsitava graafiku
(joon. 29).

]/§ 78. Kahe tundmatuga esimese astme vorrand.

Kui kahe tundmatuga vorrandi iga liige sisaldab ainult iihe
tundmatu ja seejuures esimeses astmes voi on vabaliikmeks (s. t.
iildse ei sisalda tundmatuid), siis sellist vorrandit nimetatakse
kahe tundmatuga esimese astme vorrandiks.

Selliste vorrandite néiteid:.

1) bx —2x+3=2x+y— 1; 2) 8x— 1,3y = 15;
3) y=17x; 4) y=4x—09; 5) §—3=1.

Kolmandast ja neljandast néditest ndeme, et varem vaadeldud
vordelist ja lineaarset soltuvust viljendavad vorrandid on kahe
tundmatuga esimese astme vorrandeiks.

Kuid poordvordelist soltuvust véljendav vorrand, néiteks:

xy =8,

ei ole esimese astme vorrand.

Kahe tundmatuga esimese astme vorrandi kohta jddvad keh-
tima ka koik need omadused, mis olid kehtivad iihe tundmatuga
vorrandi puhul (§ 62 ja 63). :

1. Kui vorrandi molema poolega liita iiks ja sama arv voi hulk-
liige (tundmatute suhtes), siis uus vorrand on samavdirne antud
vorrandiga.
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Nii on vorrandid
3Xx—y=5—2x ja 3x—y-+8=13—2x

samavadarsed.

Samavdéirsed on ka vorrandid:

2x—5y=8— 10y ja 2x-4 5y=32_,

sest teine vorrand on saadud esimesest, kui liidame esimese vor-
randi molema poolega 10y. Siit ndeme, et ka esimese omaduse
jareldus on oGige.

Vorrandi iga liiget voib viia iihelt poolelt teisele, muutes see-
juures liikkme margi vastupidiseks.

2. Kui vorrandi molemad pooled korrutada iihe ja sama nullist
erineva arvuga, siis uus vorrand on samavdirne antud vorrandiga.

Siit jareldub, et kui vorrand sisaldab murrulisi kordajaid, siis
saab neid kordajaid muuta tdisarvudeks, korrutades koik liikmed
nende nimetajate iihiskordsega (tavaliselt viikseima iihiskord-
sega). : : j

Muidugi voib vorrandi molemad pooled ka jagada iihe ja sama
nullist erineva arvuga, sest see on samavaarne jagaja poédrdarvuga
korrutamisega.

Nende omaduste puhul voib iga kahe tundmatuga esimese astme
vorrandile anda nondanimetatud normaalkuju.

Selgitame seda niite varal. Olgu antud vorrand:

7x S5y—3 3 7
i ! S n

Korrutame selle vorrandi molemad peoled nimetajate viik-
seima iihiskordsega 24 (samaaegselt avame ka sulud vasakpoolse
osa teises avaldises).

Saame:
28x — 30y - 18 + 24 = 9x — 24y -} 38.

Viime koik tundmatut sisaldavad liikmed vasakule, vabaliikmed
aga paremale poolele.

28x — 30y — 9x + 24y =38 — 18 — 24.
Koondame sarnased liikmed:
19x — 6y = — 4.
Saadud avaldis ongi vorrandi normaalkuju.
Normaalkujule teisendatud vorrandi vasakul peolel leidub ainult
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kaks liiget — iiks tundmatuga x ja teine tundmatuga y; parem
pool koosneb aga ainult iihest liikmest — vabaliikmest.
Vaatleme kahe tundmatuga esimese astme vorrandi graafiku
ehitamist. :
Me juba ndgime, et vorde-
y lise ja lineaarse soltuvuse pu-
hul, mida viljendab kahe
tundmatuga esimese astme
vorrand, on graafikuks sirge.
¥ Néitame, et iga kahe tundma-
o3 tuga esimese astme vorrandi
. graafikuks on ‘sirge.
Votame vorrandi:

: 0
X 7 X 19x — 6y = — 4.

Avaldame tundmatu .
Saame:

/ 6y = 19x | 4; y:“-Béx—}—%.

Vorreldes seda vorrandit
L eelmises paragrahvis vaadel-
Y dud vorrandiga y =kx+ b,
naeme, et antud vorrand kuju-

Joon. 30. tab endast lineaarset soltu-
vust viljendavat vorrandit,

kusjuures k= 3% jab =%’.
Tédhendab, ka selle vorrandi graafikuks on sirge (joon. 30).
Kuna iga kahe tundmatuga esimese astme vorrandit voib esitada
kujul y = kx4 b, voib teha jdrgmise jdrelduse:
Kahe tundmatuga esimese astme vorrandi graafikuks on sirge. .



KAHEKSAS PEATUKK.

ESIMESE ASTME VORRANDISUSTEEMID. |

§ 79. Kahe tundmatuga vorrandisiisteemid.

Olgu antud kaks kahe tundmatuga vorrandit, naiteks:

X+ 2y =13,
3x —y—=4,

Kummalgi neist on 16pmata palju lahendeid.

Esitame kiisimuse: kas ei leidu kdigi nende lahendite hulgas
selliseid, mis oleksid iihised molemale vorrandile?

Niisuguseid lahendeid v6ib esineda ja voib ka mitte esineda.

Nii on antud vorrandite iihiseks lahendiks x =3, y =5, mida
on kerge kontrollida asendamise teel. (Edaspidi nditame, et teisi
iihiseid lahendeid neil vorrandeil ei saa olla.)

Kuid néiteks vorranditel:

x+ 2y =15,
x+2y=7

ei ole iihtki iihist lahendit. T6epoolest, iikskoik missugused vairtu-
sed me ka x-le ja y-le ei annaks, avaldis x + 2y ei saa olla iihe-
aegselt vordne 15-ga ja 7-ga. Seepirast ei saa mitte {ikski esimese
vorrandi lahend olla teise vorrandi lahendiks ja iikski teise vor-
randi lahend ei saa olla esimese lahendiks.

Kui otsitakse kahe vb6i enama vorrandi {ihiseid lahendeid, siis
oeldakse, et need vorrandid moodustavad siisteemi.

Tédhendab, vorrandisiisteemis tdhistab iga tundmatu iiht ja sama
arvu siisteemi koigis vorrandeis.

Lahendada vorrandisiisteem tdhendab leida iihised lahen-
did siisteemi koigi vorrandite jaoks (kui need lahendid on olemas).
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§ 80. Samaviidrsed siisteemid.

Definitsioon. Kaks vorrandisiisteemi on Asamavéiiirsed
(ekvivalentsed), kui kummagi siisteemi koik lahendid on ka teise
siisteemi lahendeiks.

Vorrandisiisteemi lahendamisel, nagu ka iihe tundmatuga vor-
randite lahendamisel, tuleb antud siisteem teisendada lihtsamaks
siisteemiks, see omakorda veelgi lihtsamaks siisteemiks jne., kuni
1opuks saadakse lihtsaim siisteem kujul

x=a
y=>o,
millest madratakse kohe tundmatute vaartused.

Tekib kiisimus: kas koik siisteemid, milledega asendatakse antud
siisteem, on temaga samavdirsed? Ainult sel juhul, kui see on nii,
voime olla kindlad, et saadud lahendid on ka antud esialgse siis-
teemi lahendeiks.

Nii teooria kui ka kogemused nditavad, et pérast teisendusi
mitte alati ei saada antud siisteemiga samaviéirset siisteemi.

Esitame siin moningad teisendused, millede rakendamise puhul
voib olla kindel, et uus siisteem on samaviddrne antud siisteemiga.

1. Iga vorrandisiisteemi vorrandit voib asendada temaga sama-
vdirse vorrandiga.

Niiteks siisteemid:

2x— 3y =4 ) tx — 6y =8
3x+oy=19 ! Ox -+ 6y = 57

on samaviairsed, sest esimese siisteemi molemad vorrandid on
asendatud samavdééirsete vorranditega (§ 78, p. 2).

Kui meil on kaks vorrandit A =B ja C=D, siis vorrandit
A - C = B + D nimetatakse harilikult antud vorrandite summaks,
vorrandit A — C =5 — D aga nende vaheks.

2. Siisteemi mistahes vorrandit voib asendada antud vorrandite
summa voi vahega.

Naiteks siisteemid:
4x —6y =8 : 13x =65
9x + 6y = 57 4x — 6y =8

on samavéidrsed, sest teise siisteemi esimene vorrand on esimese
siisteemi vorrandite summa.. (Kuna 9x - 6y = 57, siis liites esi-
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mese vorrandi vasaku poolega 9x -6y ja parema poolega 57, me
tegelikult liidame molema poolega iihe ja sama arvu 57.)

3. Siisteemi iihest vorrandist voib avaldada iiksk6ik kumma
tundmatu teise kaudu ja asetada see avaldis teise vorrandisse. Uus
vorrand koos esimesega moodustab antud siisteemiga samaviirse
siisteemi.

Nditeks siisteemid:

28 =20 2(2y+1)+3y=23
ja ;
x—2y=1 x=2y-+41

on samavéadrsed (esimeses vorrandis on x asendatud temaga vordse
avaldisega 2y + 1).

§ 81. Vorrandisiisteemide lahendamine.

Kahest vorrandist koosnevat kahe tundmatuga esimese astme
vorrandisiisteemi vdib lahendada mitmesuguste erinevate meeto-
ditega.

Tutvustame néidete varal kolme meetodit.

1. Liitmisvote.

Naditeid.

1. Lahendame siisteemi:
5x — 3y =17
2x+ 3y =11

y kordajad on molemas vorrandis absoluutvairtuse poolest vord-
sed ja margi poolest vastupidised. Kui niiiid votta néditeks esimese
vorrandi asemel antud vorrandite summa, siis liikmed, mis sisal-
davad y, vastastikku hdvivad. Saame siisteemi:

Ix==928
2x + 3y =11

See siisteem on samavidrne esialgse siisteemiga (§ 80, p. 2).
Saadud siisteemi esimeses vorrandis on aga ainult iiks tundmatu x.

Lahendades esimese vorrandi, saame x = 4. :

Asetades selle x védrtuse teise vorrandisse, saame iihe tundma-
tuga vorrandi:

8 + 3y = 11,

mille lahendamisel saame y = 1.
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Antud siisteemi lahendiks on seega arvude paar:
R—do il

M i r k u s. Harilikult, liitnud vorrandid ja saanud 7x = 28,
ei kirjutata teist vorrandit imber, vaid, leides saadud vorran-
dist*¥=4, %se’(avtakse see iihte antud vorrandeist ja leitakse
teise tundmatu véaartus.

2. On antud siisteem:

3x + by = 21
3x—2y=0

Soovitame lahendada selle siisteemi, asendades iihe vorrandeist
antud vorrandite vahega.
3. Lahendame siisteemi:

2x — Ty =
6x — 11y =26

x kordaja teises vorrandis on kolm korda suurem kui esimeses.
Korrutame esimese vorrandi molemad pooled 3-ga. Saame sama-
vaarse siisteemi (§ 80, p. 1).

6x — 21y =6,
6x — 11y =26
x kordajad on niiiid vordsed. Leiame nende vorrandite vahe:
— 10y = —20.
Siit:
=2

Asendades iihes antud. vorrandis y arvuga 2, leiame, et x._8
Siisteemi lahendiks on: x =8; y = 2.
4. Lahendame veel siisteemi:

6x -+ 5y = 21
4x——3y:—5

Vordsustame iihe tundmatu, néiteks y, kordajad (absoluutvdar-
tuse poolest). Selleks korrutame esimese vorrandi 3-ga, teise 5-ga.
Saame samaviédrse siisteemi:

18x + 15y = 63
20x — 15y -—=—25

Edasine lahenduskéik on selge.
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Me oleksime voinud aga vordsustada mitte y, vaid x kordajad.
Selleks oleks tulnud esimest vorrandit korrutada 2-ga, teist 3-ga.
(Meenutame, et 6 ja 4 vdiksem {ihiskordne on 12.)

Esitatud néiteist on selge, et vorrandisiisteemide lahendamine
liitmisvotte abil seisneb jdrgnevas.

1) Vordsustame kordajate absoluutvdidrtused iihe tundmatu
juures.

2) Saadud vorrandid liidame, kui absoluutvairtuselt vordseil
kordajail on vastupidised mérgid. Kui neil on aga iithesugused
margid, siis lahutame.

3) Lahendame saadud iihe tundmatuga vorrandi.

4) Asetame tundmatu leitud védartuse iihte antud vorrandeist
ja, lahendades saadud vorrandi, leiame teise tundmatu véartuse.

2. Asendusvote. Votame siisteemi:

5x — 3y =17 (1)
{2x+3y:11, (2)

Avaldame teisest vorrandist {ihe tundmatu, néiteks x, teise tund-
matu kaudu, saame:

11 —3y :
=232 (3)
Asetame selle x avaldise esimesse vorrandisse:
5. =S¥ 3417, (4)

Vorrandite (3) ja (4) siisteem on samaviddrne vorrandite (1)
ja (2) siisteemiga (§ 80, p. 3).
Vorrand (4) sisaldab aga ainult ihe tundmatu y.
Lahendades selle vorrandi, leiame: y = 1.
Asetades y = 1 vorrandisse (3), leiame:
11—3-1

Siisteemi lahend: x =4, y = 1.
Sellest nditest selgub, et vGrrandisiisteemi lahendamine asen-
dusvotte abil seisneb jirgmises.
1. Uhest antud vorrandist avaldame iihe tundmatu teise kaudu.
2. Saadud avaldise asetame teise antud vorrandisse.
3. Lahendame saadud iihe tundmatuga vorrandi.
4. Tundmatu leitud vdirtuse asetame teise tundmatu avaldlsse
ja lahendame saadud vorrandi. '
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Asendusvotet on otstarbekohane kasutada siis, kui iiks tundmatu
kordajatest on vordne {ihega.

3. Graafiline meetod. Olgu antud vorrandisiisteem:

{

Ehitame molema vorrandi graafikud. Esimese vorrandi graafi-

4x—y=>5
3x+ 2y =12

kuks on sirge AB (joon. 31), mis ldbib punkte A(0; — 5) -ja

L

y
A /
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2
N /
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M
|
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B |
A
{J//
I
Y,
Joon. 31.

sirged 16ikuvad).
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B(% ; 0), teise vorrandi graafi-
kuks on aga sirge CD, mis ldbib
punkte C(0; 6) ja D(4;0).

Sirge AB punktide koordi-
naadid on esimese vorrandi
lahendid, sirge CD punktide
koordinaadid aga teise vorrandi
lahendid. Té&hendab, kui neil
vorrandeil on {ihine. lahend,
siis sellele lahendile vastav
punkt peab asetsema nii sirgel
AB kui ka sirgel CD, s. t. sir-
geil AB ja CD peab olema iihine
punkt. Jooniselt ndeme, et sel-
liseks iihiseks punktiks on
punkt M, mille koordinaadid
X2 ng =3 songi: antud sis:
teemi lahendiks. Toepoolest, kui
asendada vorrandisiisteemis x
arvuga 2 ja y arvuga 3, siis
saame samasused:

4.2 —-3=25;
3:24+2-3=12.
Vorrandisiisteemi  lahenda-

mise graafiline meetod seisneb
seega jargmises.

Ehitame iga antud vorrandi graafiku.
2. Midrame saadud sirgete 15ikepunkti koordinaadid (kui need

Need koordinaadid ongi siisteemi lahendiks.




4. Siisteemi lahendite arv. Kahe tundmatuga esimese astme
vorrandisiisteemi graafiline lahendusviis voimaldab kergesti maé-
rata siisteemi lahendite arvu.

Kaks sirget voivad 16ikuda, iihtida voi olla paralleelsed.

Vaatleme koiki neid kolme juhtu.

Y
B %
IS
> i
X U x X
Y,
Joon. 32.

1. Sirged l6ikuvad. Sel juhul on neil iiks iithine punkt. (Nagn
teada, ei saa kahel sirgel, kui nad 16ikuvad, olla {ile iihe iihise
punkti.) Selle iihise punkti koordinaadid annavadki siisteemi ainsa
lahendi. Nditeks voib olla vaadeldud siisteem:

4x —y=>5
3x+ 2y =12

2. Sirged iihtivad. Sellel juhtumil on antud vorrandite iihise
graafiku iga punkti koordinaadid siisteemi lahendiks. Jarelikult,
siisteemil on lopmata palju lahendeid.

Néide.

4x + 6y = 14
Kummagi vorrandi graafikuks on punkte A (0; 231-) ja B(Sé; 0)
labiv sirge (joon. 32). Selle sirge iga punkti koordinaadid on antud

siisteemi lahendiks. See on ka mdistetav. Kui jagada teise vorrandi
molemad pooled 2-ga, siis saame temaga samavéirse vorrandi:

2x + 3y =1.

{2x+3y:7
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Kuid see on esimene antud vorrand. Tegelikult on meil seega
siin tegemist ainult iihe kahe tundmatuga vorrandiga. Sellisel vor-
randil on aga, nagu me teame (§ 73), lopmata palju lahendeid.

3. Sirged on paralleelsed.  Sel juhul ei ole sirgeil iihtegi iihist
punkti. Tdhendab, ka vorrandisiisteemil, mille graafikuks need sir-
ged on, ei ole lahendit.

Ndide.

xX—2y==6
{Qx —4y=—28

Esimese vorrandi graafikuks on sirge AB (joon. 33), mis libib
punkte A (0; — 3) ja B(6;0).

Y
)
W

O] /

P ()]
| A 0 LA

X, (i /f X
A
~1A

NT

Y,
Joon. 33.

Teise vorrandi graafikuks on sirge CD, mis 1dbib punkte D (0; 2)
ja C(—4;0).

Nagu ndeme on need sirged paralleelsed. Siisteemil ei ole
lahendit.

Selles voib veenduda ka jargmiselt.

Jagame teise vorrandi molemad pooled 2-ga. Saame samavéirse
siisteemi:

xX—2y==6
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Iga x ja y vaartuste paar, mis rahuldab esimest vorrandit, peab
andma avaldise x — 2y puhul vdértuse 6 ja ei voi jérelikult vor-
duda — 4-ga, nagu seda nouab teine vorrand.

Seega me nditasime: ’

1. Kui sirged — antud vorrandite graafikud — Io6ikuvad, siis
siisteemil on ainult iiks lahend. 3

2. Kui sirged iihtivad, siis siisteemil on 16pmata palju lahen-
deid.

3. Kui sirged on paralleelsed, siis siisteemil ei ole lahendit.

Mirgime, et diged on ka vastupidised viited. ;

1. Kui siisteemil on ainult iiks lahend, siis sirged (antud vor-
randite graafikud) l6ikuvad. ;

2. Kui siisteemil on lopmata palju lahendeid, siis sirged
ithtivad. 5 ’

3. Kui siisteemil ei ole lahendit, siis sirged on paralleelsed.

Koik need kolm viidet on kergesti toestatavad vastuviiteliselt.

§ 82. Ulesannete lahendamine.

Viga paljude iilesannete lahendamine vo6ib viia kahe tundma-
tuga vorrandisiisteemi lahendamisele. :

Eriti voib neid iilesandeid, kus tuleb leida kaks tundmatut arvu
ja milliseid me senini lahendasime iihe tundmatuga vorrandite abil,
lahendada ka vorrandisiisteemide abil. Toome niite.

Ulesanne 1. Lasteaia jaoks osteti 244 rbl. eest 16 suurt ja
vdikest palli. Suur pall maksis 25 rbl., vdike pall aga 12 rbl. Kui
palju osteti suuri ja kui palju vdikseid palle?

See iilesanne on meil juba lahendatud (§ 66) iihe tundmatuga
vorrandi abil. Lahendame selle niiiid vorrandisiisteemi abil.

Ulesandes tuleb leida kaks tundmatut arvu: suurte ja viikeste
pallide arv. Teeme jiargmised tahistused:

1) viikseid palle x;

2) suuri palle y;

3) iilesande tingimuse pohjal:

x+y=16. (1)
Uks vorrand on koostatud. Teise vorrandi koostamiseks kasu-

tame iilesande iilejddanud andmeid:
4) koigi viikeste pallide koguhind on 12x rbl;
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5) koigi suurte pallide koguhind on 25y rbl.;
6) iilesande tingimuse pdohjal:

12x 4 25y = 244. (2)

Vorrandid (1) ja (2) moodustavad siisteemi. Lahendame selle.
Korrutades esimese vorrandi 12-ga ning lahutades saadud vor-
randi teisest, saame:
18y:=2>02; "y —4.
Asetades leitud y vdartuse esimesse vorrandisse, leiame:
Xve=o 12

Seega, viikseid palle osteti 12, suuri aga 4.

Ulesanne 2. Kahes korvis oli kokku 148 éuna, kusjaures
teises korvis oli 8 korda rohkem Gunu kui esimeses. Kui palju ounu
oli kummaski korvis?

Ka selles iilesandes tuleb leida kaks tundmatut arvu. Lahen-
dame selle vorrandisiisteemi abil. Tdhistame:

1) ounte arvu esimeses korvis x-ga;

2) ounte arvu teises korvis y-ga;

3) iilesande tingimuse kohaselt:

X+ y=148; (1)

4) teises korvis oli ounu 3 korda rohkem kui esimeses. Jare-
likult:

Y8k, (2)

Saime vorrandisiisteemi. Seda on otstarbekohasem lahendada

asendusvotte abil, kuna vorrandis (2) on {iks tundmatutest juba
viljendatud teise kaudu. Asendades saame:

x+4+3x=148 -ehk x=37.

Asetades selle védartuse vorrandisse (2), leiame:
‘ y=11K

Seega, esimeses korvis oli 37 ouna, teises 111.

§ 83. Kolme tundmatuga vorrandid.

1. Uks vorrand kolme tundmatuga. :

Ulesanne 1. Lasteaed ostis kingituste jaoks kolme sorti
kompuekke: 14 rbl., 10 rbl. ja 8 rbl. kilogramm, ning maksis kogu
ostu eest 164 rbl. Mitu kilogrammi osteti iga sorti kompuvekke?

Tahistame esimese sordi kompvekkide kilogrammide arvu x-ga,
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teise sordi kilogrammide arvu y-ga ja kolmanda sordi kilograin-
mide arvu z-ga. Siis esimese sordi eest maksti 15x rubla, teise sordi
eest 10y rubla ja kolmanda eest 8z rubla.

Ulesande tingimuse kohaselt:

15x + 10y -+ 8z = 164. ; (1)

Saime kolme tundmatuga vorrandi.

Voib néidata, et vorrandil (1) on 16pmata palju lahendeid. Toe--
poolest, vottes x ja y jaoks mingisugused meelevaldsed arvud, ndi--
teks x =2 ja y =>5, ning asetades need vddrtused vorrandisse,.
saame:

15-2410-5-+4 8z = 164
ehk
80 4 8z = 164.

Siit leiame z = 10%-

Andes x-le ja y-le teistsugused meelevaldsed véirtused, saame
ka teistsuguse z viirtuse jne. (loomulikult on siin x, y ja z luba-
tavateks vdartusteks ainult positiivsed arvud).

Seega, kolme tundmatuga vorrandil voib olla lopmata palju
lahendeid. b

2. Siisteem, mis koosneb kahest kolme tundmatuga vorran-
dist.

Ulesanne 2. Lasteaed ostis kingituste jaoks 16 kg kolme
sorti kompuvekke: 15 rbl., 10 rbl. ja 8 rbl. kilogramm, kokku 164
rubla eest. Mitu kilogrammi osteti iga sorti kompvekke?

Jéttes samad tadhistused, mis esimeses iilesandes, saame sama
vorrandi, mis varemgi:

15x + 10y + 8z = 164. (1)
Kuid peale selle jargneb iilesande tingimusest, et
x+y-+z=16. (2)

Seega saime siisteemi kahest kolme tundmatuga vorrandist. Néi-
tame, et sellel siisteemil on l6pmata palju lahendeid. Veendume
asendamise teel, et siisteemi rahuldavad naiteks jargmised arvude
kolmikud:

1) x=2,y=11,2=3; 2y = YA et
Anname niiiid {ihele tundmatule, kasvoi x-le, mingi meelevaldse:

vaartuse, nditeks x :2%. Asetades selle vdartuse vorrandeisse (1)
ja_(2), saame:
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37 5+ 10y + 82 = 164°
2% +y+2=16

«ehk
by -+ 42 =63}
4213

Lahendades selle siisteemi, leiame y = 91, S 45-

Seega on siisteemil veel lahend: x = 2;, y=19 }, G 4l

Andes x-le mingi teise vairtuse, saame uue kahe tundmatuga
vorrandisiisteemi, millest leiame y ja z jne. ;

Téhendab, iildiselt rddkides on kahest kolme tundmatuga vor-
randist koosneval siisteemil samuti 16pmata palju lahendeid.

Vo6ib aga anda ka siisteemi, millel ei ole iihtki lahendit, néiteks:

x—y+22=5
x—y-+22=17

Millised ka ei oleks x, y ja z vddrtused, ej voi avaldis x — y +- 22
vorduda {iheaegselt 5-ga ja 7-ga.

Voib esineda kahest kolme tundmatuga vorrandist koosnevaid
siisteeme, milledel on ainult iiks voi mitu lahendit, kuid selliseid
juhtumeid esineb suhteliselt harva.

§ 84. Kolmest kolme tundmatuga vorrandist koosnev siisteem.

Ulesanne 3. Lasteaed ostis kingituste jaoks 16 kg kolme
sorti kompuekke: 15 rbl., 10 rbl. ja 8 rbl. kilogramm, kokku 164 rol.
* eest. Mitu kilogrammi ostett iga sorti 'kompuvekke, kui kolmandat
sorti osteti kaks korda rohkem kui teist?

Jittes samad tdhistused, mis varem, saame vorrandid:

15% 4 10y -+ 82 = 164 (1)
x+y+z=16 )

Kuid iilesande tingimuse kohaselt voime koostada veel {ihe vor-
randi, nimelt: :
z2=2y (3)

{kolmandat sorti oli ostetud kaks korda rohkem kui teist).
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Saame kolmest kolme tundmatuga vorrandist koosneva siis-
teemi. :

Koigepealt margime, et kdik need kolm teoreemi, mida kdsitle-
sime paragrahvis 80, jddvad oigeks ka kolme (ja enam) tundma-
tuga vorrandisiisteernide puhul. Seepdrast kasutame antud siis-
teemi lahendamisel neidsamu votteid, milliseid kasutasime kahest
kahe tundmatuga vorrandist koosneva siisteemi lahendamiselgi.

1. Liitmisvote. Kuna vorrand (3) ei sisalda tundmatut, siis
elimineerime vorrandite (1) ja (2) siisteemist tundmatu x. Selleks
korrutame vorrandi (2) molemad pooled 15-ga. Saame siisteemi:

IISx—Q— 15y + 15z = 240
|15x + 10y 4 82 = 164

x kordajad on vordsed. Lahutades esimesest vorrandist teise,
saame: '
5y + 7z = 76.

Saime vorrandi, mis sisaldab kahte tundmatut y ja z. Koos
vorrandiga (3) moodustab saadud vorrand kahest kahe tundma-
tuga vorrandist koosneva siisteemi:

S5y +7z2=176
Zae2l

Lahendades selle iihe §-s 81 esitatud votte abil, leiame:
)y R

Asetades need viidrtused vorrandisse (1) voi (2), leiame, et
iy =4

Seega on sellel kolmest kolme tundmatuga vorrandist koosneval
siisteemil ainult {iks lahend:

Yl - di o oo

2. Asendusvote. Vaadeldud siisteemi lahendamiseks on asen-
dusvote palju sobivam, sest vorrandis (3) on tundmatu z juba vil-
jendatud y kaudu. Tehes vastavad asendused vorrandites (1) ja
(2), saame:

{15)6—{—- 10y + 16y = 164

x+y+2y=16
<ehk :
15x + 26y = 164 (4)
{x—|—3y: 16 (5)
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Lahendame selle siisteemi iikskoik millise §-s 81 esitatud mee-
todi abil, nditeks liitmisvotte abil.
Korrutades vorrandi (5) 15-ga ja lahutades tulemusest vor-
randi (4), saame:
19y =76
Siit leiame:
U =4

Asetades leitud y véadrtuse vorrandisse (5) leiame, et x =4.
Asetades 16puks y vdirtuse vorrandisse (3) leiame, et z=8.
Saime sama tulemuse, mis esimese meetodi puhulgi.

Lahendame veel iihe siisteemi liitmisvotte abil:

2x—3y+2=17
x+4y—2=6
3x —2y+2z2=14

Elimineerime iihe tundmatuist, néiteks z. Selleks liidame esi-
mese ja teise vorrandi, saame:

3x+y=13.

Korrutame niiiid teise vorrandi 2-ga ja liidame kolmandaga,

saame:
5x 4 6y = 26.

Molemad saadud vérrandid moodustavad kahest kahe tundma-
tuga vorrandist koosneva siisteemi:

3x+y=13
{Sx -+ 6y = 26
Lahendades selle siisteemi iihe meile tuntud vottega, leiame
x=4, y=1. Asetades need viirtused iihte antud voOrrandisse,
néditeks esimesse, leiame, et 2 =2. Seega, kui antud siisteemil on
lahend, siis vGib ta olla ainult niisugune: x =4; y =1; z = 2. Ase-
tades need viartused teise ja kolmandasse vorrandisse, veendume,
et need on toepoolest antud siisteemi lahendeiks.
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