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SISSEJUHATUS

Inimese vdime otsuseid vastu vétta on tema ajaloolise arengu
tulemus. Et olelusvaitluses ellu jidda, tuli ja tuleb kiiresti
otsustada, mida ja kuidas teha ning sellele vastavalt toimida.
Otsuseid tuleb langetada ka igapievases majandustegevuses, et
olla turul konkurentsivdimeline ning voimalikult efektiivselt
tegutseda piiratud ressursside tingimustes.

Loomulikult langetab edukas majandusmees enamasti otsuseid
intuitiivselt, tuginedes ecelnevatele kogemustele ja libides
otsustamisele aluseks oleva otsustusprotsessi etappe iseenda ja
ka kaaslaste jaoks sageli mirkamatult. Kuid mida keerukamaks
muutuvad majandussuhted ja majandamiskeskkond ning mida
tugevam on konkurents, seda enam liheb vaja tidiendavat infot.
Tunnetatakse vajadust tugineda otsuste langetamisel alternatiiv-
sete otsusevariantide vdimalike tagajdrgede kvantitatiivse ana-
litisi tulemustele. Sellise info saamine on suhteliselt lihtne, sest
analiiiisi libiviimisega ja tiiendava info hankimisega seonduvad
tehnilised probleemid saab lahendada arvutil.

V&imalike otsusevariantide analiiiisimisel ja hindamisel on olu-
liseks abivahendiks majandusmatemaatika kui majandusteaduse
Ja matemaatika integreerumisel arenenud teadusala poolt paku-
tavad matemaatilised lihenemisviisid ja meetodid majandus-
protsesside modelleerimiseks. Neid lihenemisviise ning meeto-
deid kisitletakse erialakirjanduses sageli ka kui kvantitatiivsete
meetodite kasutamist majanduses, mille eesmirgiks on pakkuda
Otsuse langetajale tdiendavat infot oma valikute tegemiseks.
Siinjuures tuleb silmas pidada, et otsustajaks jddb alati inimene
ning iikski meetod ega voimas arvuti ei ole vdimeline seda tege-
vust enda kanda votma. Kvantitatiivsete meetodite ja nende
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kasutamist toetava arvutitarkvara rolliks jddb otsustamisel ning
erinevate otsuste voimalike tagajdrgede analiiiisimisel olla vaid
“Informeeritud abistajaks”. Kuivord otsustaja sellist abimeest
dra kasutada oskab, see sdltub tema vdimest probleeme selliselt
formuleerida, et nende lahendamisel saab kasutada kvantitatiiv-
sete meetodite abi, ning loomulikult ka oskusest ja kogemustest
saadud tulemusi efektiivselt ellu rakendada. Selliseid oskusi ja
teadmisi on vaja omandada ning arendada.

Selle raamatu eesmirgiks on pakkuda mdningaid kvantitatiiv-
sete meetodite kasutamise voimalusi erinevate majandusprob-
leemide lahendamiseks ning tdiendava info saamiseks otsuste
langetamisel. Raamat on eelkdige moeldud majandusiilidpilas-
tele, kuid ka perspektiivitundega majandusjuht ja drimees voib
raamatust leida infot, mis suunab teda motlema oma otsustuste-
gevusele ning vdimalustele muuta selle tulemusi efektiivse-
maks. Et digeid otsuseid langetada, on vaja olla informeeritud ja
tunnetada keskkonda, milles majandusprotsess toimub, osata
keskkonda mdjutada ning ette niha selle mdjutamise vdima-
likke tulemusi. Selleks ldheb vaja oskusi majandusmudelite
konstrueerimiseks ning nendega eksperimenteerimiseks. Monin-
gaid taolisi oskusi ja kogemusi vdibki saada kiesolevast raa-
matust.

Raamatu valmimisel on palju abi olnud Tartu Ulikooli rahva-
majanduse instituudis tootavate kolleegide kompetentsetest ja
heatahtlikest nduannetest. Raamatu teise triiki ettevalmistamisel
on abiks olnud majandusteaduskonna iilidpilaste poolt loengutes
ja praktikumides tehtud mérkused ja ettepanekud. Kisikirja
vormistamisel triikikiipseks on vaeva nidinud arvutiinsener Ain
Sakk. Autori stidamlik tinu koigile!

Koik mirkused ja ettepanekud raamatus kisitletud probleemide
arendamiseks ja nendele lahendusvdimaluste leidmiseks on te-
retulnud (e-post: tpaas@mtk.ut.ee).



1. MUDELID JA KVANTITATIIVSED MEETODID
OTSUSTUSPROTSESSIS

1.1. Mudel ja modelleerimine

Selleks et tundma dppida iimbritseva maailma objekte, uurida
nende omadusi ja prognoosida arengut, on enamasti vaja kasu-
tada selle objekti mudelit ning modelleerimisprotsessi. Kui loo-
dusteadustes saab objektide v&i subjektide kéitumist ning
mitmesuguste protsesside kulgemist jilgida eksperimentide abil,
siis majanduses on see sageli liialt keerukas, monikord praktili-
selt vdimatugi. Loomulikult korraldatakse ka majanduses ekspe-
rimente (tihti ka teadmatusest, niiteks, suurendatakse maksu-
miirasid, teadmata, kas sellega tegelikult kaasneb riigikassasse
tdiendav raha juurdetulek; suurendatakse voi vihendatakse min-
gi ressursi kasutamist tootmisprotsessis, teadmata, mis sellega
vdib kaasneda jne.). Majanduslikud eksperimendid lihevad ena-
masti viiga kalliks maksma. Tavaliselt leitakse mone aja pirast
alati, et majandusprotsesside juhtimisel tuleb odavam ning saa-
Vutatakse juhtimiseesmirgi seisukohalt paremaid tulemusi, kui
kasutatakse majanduse modelleerimise v8imalusi.

Mudel on tunnetusprotsessi vahend. Ta esineb tunnetusprotses-
sis originaalobjekti asendajana. Mudel peab originaalobjektiga
koigis uuritavates kiisimustes véimalikult tipselt sarnanema, ent
samas ka sellest erinema, olema lihtsam Kui originaalobjekt.
Mudel on objekti lihtsustatud kujutis, millest vihemalt moned
objekti vai siisteemi omadused on eemaldatud.

Modelleerimisprotsessis osalevad alati subjekt (uurija), uurimis-
objekt ning nende suhet vahendav mudel. Soltuvalt subjektist ja
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tema uurimiseesmirgist v3ib iga objekti kohta koostada palju
mudeleid. Need vdivad iiksteisest erineda nii dlesehituselt kui
ka lihtsustatuse astmelt, aga ka mitmete teiste mudelile ja origi-
naalile iseloomulike joonte poolest. Naiteks ettevotte tegevust
vdib modelleerida tootmise, turunduse, arvestuse jne. seisuko-
halt. Ettevotte tegevus ja selle modelleerimine sdltuvad piisti-
tatud eesmirkidest. Eesmirkideks vdivad olla niiteks voimali-
kult suure kasumi saamine liihikese aja jooksul v6i uue turu
holvamine ja seal pikemaks ajaks piisima jdimine. Esimesel
juhul on modelleerimisel tegemist kasumi, teisel juhul libi-
miiligi maksimeerimise tilesandega. Kas riigi majanduse arengu
kavandamisel seada esikohale tema kodanike momendi rahulolu
saavutamine vdi majanduse pikaajalise stabiilse arengu taga-
mine? Tegemist on majanduspoliitilise kiisimusega, millele
vastuse saamiseks on oluline kvantitatiivselt hinnata ja analiiti-
sida erinevate majanduspoliitiliste otsuste voimalikke tagajirgi.
Selleks pakub samuti hdid vdimalusi modelleerimine kui mude-
lite konstrueerimise ja kasutamise protsess.

Modelleerimiseks on palju vdimalusi. Erialakirjanduses jaota-
takse modelleerimisvdimalused tavaliselt kahte suurde gruppi:

¢ materiaalne (aineline) modelleerimine;

¢ ideaalne (mbtteline) modelleerimine.

Materiaalne ehk aineline modelleerimine on toiming, mille
tulemusena saadavad mudelid annavad edasi objekti péhilisi
fiitisikalisi, geomeetrilisi, diinaamilisi ja funktsionaalseid tunnu-
seid. Niiteks tehakse lennuki mudel ning katsetatakse mudelil
lennuki vastupidavust ja lennuomadusi. Originaaliga katseta-
mine oleks liiga kallis ja ohtlik.
Ideaalsel ehk mdttelisel modelleerimisel koostatakse uurimis-
objekti mdtteline analoog. Eristatakse kahte tiitipi mottelisi
mudeleid:

e kujutlusmudelid;

¢ mirkmudelid.
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Kujutlusmudelid pohinevad intuitiivsel ettekujutusel reaalsest
objektist (tegelikkusest). Nad ei vaja tavaliselt formaliseerimist
Ja sageli isegi ei allu formaliseerimisele. Kujutlusmudeliteks
vdivad olla mitmesugused sonalised seigitused, definitsioonid
Jne. Kujutlusmudeli niitena voib tuua ka drimehe ndgemuse
oma firma vdimalikust tegevusest. Seda nidgemust ei pruugi ta
veel osata formaliseerida.

Mcirkmudel on objekti mdtteline mudel, mis on esitatud teatud
mirgisiisteemis: valemina, joonisena, tabelina, graafikuna jne.
Mirkmudelite tihtsaim alaliik on matemaatiline mudel, kus
uuritavat nihtust voi objekti kirjeldatakse matemaatiliste seoste
abil. Originaali vahetu uurimine taandub matemaatiliste seoste
uurimisele. Matemaatiline mudel vdimaldab imiteerida origi-
naali informatsioonilist kiilge. Millist midrkmudelit lugeda mate-
maatiliseks, millist mitte — see piir on kokkuleppeline. Arit-
meetilisi arvutusi ei loeta tavaliselt matemaatiliseks mudeliks,
kuid on ka erandeid. Niiteks, kas firma kasumi kui tulude ja
kulude vahena kujuneva niitaja arvutusskeemi ning sellele vas-
tavaid mudeleid loetakse matemaatilisteks voi ainult mirkmu-
deliteks, sdltub nii kokkuleppest kui ka konkreetsest to0 kii-
gust. Mirkmudelite konstrueerimine majandusprobleemide
formaliseerimiseks eeldab kvantitatiivsete ja kvalitatitvsete
ldhenemisviiside kombineeritud kasutamist.

Mudel — tunnetusprotsessi vahend, mis asendab
originaali ning siilitab uurimiseesmirgi seisuko-
halt olulised originaali omadused.

Modelleerimine — mudelite loomise ja kasutamise
protsess.

Matemaatiline mudel — miirkmudel, kus origi-
naali uurimine taandub matemaatiliste seoste uuri-
misele.
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1.2. Kvantitatiivsed meetodid

Kvantitatiivne lihenemine majandusprobleemide formuleerimi-
sele ning vdimalike otsusevariantide analiiisimisele ja hindami-
sele on tinu arvutite ja arvutitarkvara kiirele arengule ja laialda-
sele kasutamisele kujunenud hinnatavaks tiiendava siistemati-
seeritud info hankimise ja otsuste pohjendamise vahendiks. Ta
voimaldab siigavamalt tunnetada majandusprotsesside arengut
ning ette niha vdimalikke muutusi nende kulgemises vastavalt
limbritseva keskkonna muutustele. Siinjuures on oluline, et nii
otsusevariantide analiiisimise]l kui ka otsuste vastuvétmisel
tuginetakse kvantitatiivse ja kvalitatiivse lihenemise kombi-
neeritud kasutamise vdimalustele.

Kvantitatiivsed meetodid majanduses hdlmavad matemaatilisi
votteid ja lihenemisviise, vdimaldamaks konstrueerida nii opti-
meerimis- kui simuleerimismudeleid majandusprotsesside kiii-
tumise uurimiseks. Optimeerimismudel v&imaldab selgitada
parima lahendi kooskdlas juhtimiseesmiirgi ning juhtimisees-
mdrgi saavutamist piiritlevate kitsendustega. Optimeerimismude-
lite ning nende lahendamist véimaldavate optimeerimismeetodite
abil on voimalik teha teatud méttes parimaid valikuid vdimalike
otsustusvariantide seast.

[1]

Simuleerimismudeleid Kisitletakse sageli kui “Mis siis, kui ...
tiitipi mudeleid. Nad véimaldavad saada infot selle kohta, mis iihe
vOi teise otsuse vdi valiku tulemusena voib juhtuda. Simuleeri-
mismudelite abil saab analiiiisida erinevaid stsenaariume majan-
dusprotsessi suunamiseks, vilja valimata kindla kriteeriumi alusel
parimat. Simuleerimismudeleid kasutatakse tavaliselt siis, kui
optimeerimismudeleid konstrueerida ei ole vimalik.

Optimeerimis- ja simuleerimismudelite konstrueerimise ning nen-
de lahendusmeetoditega tegelevateks teadusaladeks on matemaa-
tiline majandusteadus (Mathematical Economics), operatsiooni-
analiilis  (Operations Research), kvantitatiivsed meetodid
(Quantitative Methods), juhtimisteadus (Management Science).
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Eesti keeles kasutatakse ka nimetust “majandusmatemaatika”,
tdhistamaks sellega matemaatika ja majandusteaduse integreeri-
misel kujunenud teadusala, mis on suunatud majandusprobleemi-
de kvantitatiivsetele lahendamisvoimalustele.

Kvantitatiivsed meetodid majanduses on lai moiste, holmates
mitmesuguseid vdimalusi otsustamiseks vajaliku tdiendava kvan-
titatiivse info saamiseks erinevate mudelite baasil. Selles raama-
tus on kvantitatiivsetest meetoditest kisitletud moningaid opti-
meerimisiilesannete lahendamismeetodeid, samuti médnguteooriat,
vorkplaneerimist ning jérjekorrateooriat.

Kvantitatiivsed meetodid majanduses holmavad
matemaatilisi votteid ja lihenemisviise, voimalda-
maks Kkonstrueerida ning lahendada optimeerimis-
ja simuleerimismudeleid majandusprotsesside kai-
tumise uurimiseks.

Optimeerimismudel voimaldab selgitada parima la-
hendi kooskdlas juhtimiseesmiirgi ning juhtimisees-
miirgi saavutamist piiritlevate kitsendustega.

Simuleerimismudel véimaldab saada tiiendavat in-
fot majandusprotsessi voimaliku Kiitumise kohta
tulenevalt majandusprotsessi eelnevast méjutami-
sest (““Mis siis, kui...”).

1.3. Otsustusprotsess

Et suunata majandusprotsesside kiiiku, on vaja teha valikuid
ning langetada otsuseid. Otsustusprotsess on otse- ja tagasiside-
metega protsess, holmates etappe, mis sisaldavad probleemi
defineerimist, sellele vastava mudeli piistitamist (tegemist voib
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olla erinevate mudelitega: nii aineliste kui kujutlus- ja mirkmu-
delitega), otsustamiseks vajalike andmete kogumist ja tootle-
mist, mudeli lahendamist ja lahendusalternatiivide hindamist
ning sellele jirgnevat otsuse vastuvdtmist.

Nimetatud on vaid kdige olulisemad otsustusprotsessi etapid.
Need vGivad omakorda sisaldada veel allosasid. Niiteks mudeli
lahendamine vib sisaldada ka selleks vajalike meetodite aren-
damist ning arvutitarkvara viljatéotamist. Andmete kogumine
sisaldab andmevajaduse miiiiratlemist, andmete usaldusviiirsuse
Ja representatiivsuse hindamist, andmete siistematiseerimist ja
teisi andmete esialgse todtlenise protseduure jne. Olulisim on
siinjuures dige probleemipiistitus. Mudeli konstrueerimine, selle
lahendamine ja tulemustc analiiiis ning otsuse vastuvott vale
probleemipiistituse alusel on ohtlikuim viga, mis otsustusprot-
sessis voib esineda. Seetdttu on viga oluline probleemipiistitu-
sega koos analiiiisida ka otsustamiskeskkonda, selle maju
probleemipiistitusele ning voimalikke muutusi probleemipiisti-
tuses seoses muudatustega keskkonnas.

Otsustusprotsessi peamised etapid:

* probleemi defineerimine
mudeli(te) piistitamine
andmete kogumine
mudeli lahendamine
lahendustulemuste analiiiis
otsuse vastuvotmine

e O o o o

1.4. Otsustuskeskkond

Otsust, mis iihe v3i teise majandusprobleemi lahendamiseks
vastu voetakse, ei saa vaadelda lahus otsustuskeskkonnast ning
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tingimustest, milles otsus on langetatud. Otsustuskeskkonna
kisitlemisel modelleerimise ning modelleerimisprotsessis kasu-
tatavate kvantitatiivsete meetodite seisukohalt voib eristada
determineeritud ja tdeniosuslikku otsustuskeskkonda (joonis 1.1).

Otsustuskeskkond J

Determineeritud Toenidosuslik
Staatiline || Dunaa- Protsessi Konkurentsist
miline olemusest tulenev
tulenev maaramatus

maaramatus

S -

>
Staatihne {| Diinaa- || Staatiline || Diinaa-
miline miline

Joonis 1.1. Otsustuskeskkonna esinemisviisid /Knowles. 1989/,

Determineeritud keskkond on keskkond, milles otsuste langeta-
mise] voib loobuda eeldusest, et majandamisprotsess toimub
Juhuslikkuse voi midramatuse tingimustes. Niiteks. koostades
fl'rmale tootmisplaani tema kasutuses olevate peamiste ressurs-
side (materjal ja t66joud) korral, voib lihtuda seisukohast, et
tegemist on juhuslikkusest suhteliselt vihe mdjutatud majandus-
Protsessiga. Kuigi ka siin on tegemist teatud mottes mdaramatu-
sega (materjal ei saabu kohale Gigeaegselt, todtaja voib haiges-
tqda jm.), voib selle midramatuse siiski arvesse votmata jitta
ning piistitada mudeli, mis vastab determineeritud otsustus-
keskkonnale. Niisuguste mudelite lahendusmeetoditena on nii-
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teks tuntud lineaarse planeerimise pdhimeetodid: simpleks-
meetod ning potentsiaalide meetod transpordiiilesandena formu-
leeritud probleemipiistituse korral. Kasutatakse ka mittelineaar-
se planeerimise meetodeid. Majandusprotsesside kulgemisega
peaaegu alati kaasnevat teatud méidramatust on siinjuures voi-
malik arvestada lahendi stabiilsuse analiiiisimisel.

Toendosusliku otsustuskeskkonnaga on niiteks tegemist olukor-
dades, kus tuleb arvestada ostjatega ning nende véimaliku kiitu-
misega ostu-miiiigi protsessis. Ostjad tulevad kauplusse ning
vOtavad ostu-miitigi protsessist osa juhuslikult. Seda saab hin-
nata vaid teatud tdeniosusega. Ostjatevoogu kauplusse ei ole
tavaliselt voimalik reguleerida, nagu on vdimalik reguleerida
patsientide tulekut hambaarsti juurde (niiteks iga poole tunni
tagant). Otsustamisel toeks olevate mudelitena tuleb kasutada
selliseid, mis v8imaldavad taolist méddramatust ja juhuslikkust
teatud toendosusega arvesse votta (nditeks jirjekorrateooriale
tuginevad mudelid).

Toendosuslikus otsustuskeskkonnas voib eristada protsessi ole-
musest vOI konkurentsist tulenevat mdéiciramatust. Protsessi ole-
musest tingitud médidramatust voib pShjustada ilm, aga ka nii-
teks seadusandlus, parlamendi vdi valitsuse otsus jm. Konku-
rentsist tulenev misramatus avaldub hindades, ndudmise ja
pakkumise mahtudes ja struktuuris jne.

Nii determineeritud kui tdendosuslikus otsustuskeskkonnas saab
eristada diinaamilist ja staatilist aspekti, millele vastavad
diinaamiline vdi staatiline mudelipiistitus. Diinaamilist mudelit
tuleb kasutada néiteks majandusprotsessi puhul, mille kulgemist
vaadeldakse ajas muutuvana. Staatilise mudeliga saab piirduda
Juhul, kui majandusprotsessi kulgemine teatud ajavahemikul
(niiiteks aasta jooksul) on kisitletav piisivana. Piirid majandus-
protsessi staatilise ja diinaamilise kulgemise vahel on suhtelised
ning pikemaajalises kisitluses tuleb tavaliselt arvestada majan-
dusprotsesside diinaamilisusega.
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Otsustusmudelid, mis on orienteeritud pikaajaliselt kulgevatele
majandusprotsessidele ning kus keskkonda kisitletakse diinaa-
milisena, vdimaldavad langetada strateegilisi otsuseid. Kesk-
mise kestusega voi lithiajaliselt kulgeva majandusprotsessi kii-
tumist imiteerivad mudelid on suunatud eelkdige raktikaliste ja
Operatiivsete otsuste vastuvotmise toetamisele ning nendes saab
keskkonda kiisitleda enamasti staatilisena.

Otsustuskeskkond on suures osas miiratud ka andmetega, mida
Qtsustusprotsessis saab kasutada. Mitte alati ei ole olemas kvan-
titatiivselt viiljendatavaid andmeid iseloomustamaks adekvaat-
selt otsustuskeskkonda ning probleemi, mille lahendamiseks
tuleb langetada otsus. Vajalike andmete saamiseks kasutatakse
sageli eksperthinnanguid. Sellisel teel saadud andmete puhul
t}l]eb alati arvestada nende teatud subjektiivset iseloomu. Statis-
tiliste andmete kasutamisel on oluline hinnata nende represen-
tatiivsust ja varreldavust ning agregeerituse taset. Kui otsusta-
misel ning selleks sobiva mudeli konstrueerimisel on kasutatud
viga palju ning seejuures agregeerimata andmeid, v4ib mudel
kujuneda liialt mahukaks ja kasutaja poolt mitteholmatavaks.
Viiga viiheste andmete alusel konstrueeritud mudeli korral on
oht otsustamisele kuuluva majandusprobleemi liigsele lihtsusta-
Misele ning siit tulenevalt ebaadekvaatsele otsusele.

Otsustuskeskkonda mojutavad:
¢ majandusprotsessi iseloom
* majandusprotsessi kestus
¢ majandusprotsessi kiitumist iseloomus-
tavad andmed
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1.5. Stabiilsuse analiils

Mudeli lahendamisel saadud tulemuste analiitisimine on oluline
otsustusprotsessi etapp, mille raames toimub lahendi ning mu-
deli stabiilsuse ehk tundlikkuse analiiis. Stabiilsuse analiiiis
voimaldab saada olulist tiiendavat infot majandusprotsessi kii-
tumise voimaluste kohta otsustuskeskkonna muutumise voi
muutmise korral.

Lahendi stabiilsuse analiitisil voib eristada kahte lahenemis-
viist:
I') analiitisitakse mudeli paramectrite setliseid muutusi, mis i
too kaasa mudeli ja lahendi struktuuri muutumist;
2) analiiisitakse mudeli parameetrite muutusi, millega kaas-
neb mudeli ja lahendi struktuuri muutumine.

Esimesel juhul analiitisitakse, millistes piirides voib mudeli iiks
vdi teine parameeter muutuda, et leitud lahendi optimaalsus
sdiliks. Nditeks, milline on tooteiithikult saadava kasumi vdima-
liku muutumise ulatus, et firmale sobivaim tootmise struktuur
voiks jddda plisima. Sellist lahendi stabiilsuse analiiiisi kasuta-
takse sagedamini optimeerimismeetodite (simpleksmeetod,
potentsiaalide meetod jt.) korral.

Teisel juhul toimub tavaliselt mudeli taaslahendamine eesmiir-
giga selgitada lahendi voimalikku muutumist, kui muutuvad
mudeli parameetrid. Niiteks, milliseks vdib kujuneda firma
tootmisplaan, kui uute seadmete tootlikkus on 20% korgem voi
kur firma saab suurendada oma kiiibevahendeid 30% vorra.
Taoline lihenemine on kasutatav nii optimeerimis- kui simulee-
rimismudelite puhul.

Mudeli stabiilsuse analiiiis voimaldab selgitada vajalikke muu-
datusi mudelipiistituses, mis kaasnevad muudatustega otsustus-
keskkonnas. Need véivad avalduda majandusprotsessi kestuse
(niiteks staatiline protsess muutub diinaamiliseks), iseloomu
(determineeritud majandusprotsessi miiramatus suureneb jm.),
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majandusprotsessi kiitumist iseloomustavate andmete muutu-
mises jne. Mudeli stabiilsuse analiiiis on samuti oluliseks lisa-
info allikaks otsustusprotsessi toctamisel nii optimeerimis- kui
stimuleerimismudelite abil.

Stabiilsuse analiiiis annab tiiendavat infot majan-
dusprotsessi voimaliku kiitumise kohta otsustus-
keskkonna muutumisel.

1.6. Modelleerimise kasutamine
otsustusprotsessis

Modelleerimise kasutamisel otsustusprotsessis voib selle etapid
agregeerida kolme pohiplokki (joonis 1.2):
I plokk: probleemipiistitus ja otsustuskeskkonna analiiiis,

IT plokk: iildkujuliste ning konkreetsetele andmetele tuginevate
Mmudelite konstrueerimine,

Il plokk: mudeli lahendamine: lahendi ja mudeli stabiilsuse
analiiiis,

Otsustusprotsessi pohiplokid omavad otse- ja tagasisidemeid.
Nende toimimise sisendina vaib kisitleda tellimust modelleeri-
fﬂise kui otsustusprotsessi abivahendi kasutamiseks ning viil-
Jundina siistematiseeritud lisainfot otsustajale. Mudelite piisti-
tamisel ja lahendamisel tuginetakse nii kvalitatiivsetele kui
kvantitatiivsetele mectoditele ning nende kasutamisel avaneva-
tele vdimalustele lahendi ja mudeli stabiilsuse analiiisimiseks.
Stabiilsuse analiiiisil selgunud lahendialternatiivid ning nende
Kvantitatijvsed hinnangud kujutavad endast olulist lisainfot
Otsuse langetamiseks, mille kvaliteedist ja kasutamise oskusest
Soltuvad omakorda tellimuste esitamised modelleerimisprot-
sessi kiivitamiseks.
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SISEND:
tellimus modelleerimis-
protsessi kdivitamiseks

I plokk: probleemipiistitus;
otsustuskeskkonna
anallids

IT plokk: mudelite
konstrueerimine

—

III plokk: lahendamine;
lahendustulemuste
ja mudeli analiilis

]

VALJUND: || Uus tellimus modelleeri-
info otsustajale misprotsessi kiivitamiseks

Joonis 1.2. Modelleerimine otsustusprotsessis.
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1.7. Niide modelleerimise kasutamisest
otsustusprotsessis

PROBLEEMIPUSTITUS JA OTSUSTUSKESKKONNA ANALUUS

Lihatooteid valmistaval ja miiiival ettevattel “Karn™ on vdima-
lik hankida toorainet kahelt ihistult “Vasak™ ja “Parem”.
“Karni” toodanguks on fileetooted, vorst, hakkliha ja t86deldud
subproduktid. Uhistute **Vasak™ ja “Parem” poolt pakutav toor-
aine erineb mdnevarra nii hinnalt kui ka kvaliteedilt. Erinevu-
sed tooraine kvaliteedis viljenduvad “Karni™ seisukohalt erine-
vates voimalustes kujundada oma toodangu sortimenti. Toot-
misplaani kujundamisel on “Karnil” vdimalik arvestada infoga
toodete miitigihinna, voimaliku miitigikoguse ning ligikaudsete
tootmiskulude kohta. Eesmiirgiks on osta toorainet sisse selli-
selt, et ettevotte kasum tootmisest ja toodete miiligist oleks
voimalikult suur.

Otsustuskeskkonna analiitisimisel v3ib jouda jireldusent, et sel-
liselt formuleeritud majandusprobleemi korral on majandus-
Protsessi madramatus ja juhuslikkus suhteliselt viikesed ning
VOib koostada determineeritud otsustuskeskkonnale vastava
mudeli. Majandusprotsessi kditumist saab teatud ajavahemiku
viltel kisitleda stabiilsena. Seega voib piirduda staatilise mude-
li piistitusega.

ANDMED JA MUDEL

Probleemi piistitusele ja otsustuskeskkonna analiiiisile jdrgneb
majandusprobleemi iseloomustavate andmete kogumine ja esi-
algne t66tlemine ning neile tugineva konkreetse mudeli piisti-
tamine.

“Karnil” on vimalik osta toorainet iihistult “Vasak™ hinnaga 24
krooni kilo ning iihistult “Parem” 26 krooni kilo. Uhistutelt
Ostetud toorainest saab toota erinevas koguses tooteid. Toodete
véimalik struktuur on esitatud tabelis 1.1.
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Tabel 1.1

Lihatoodete tootmisvoimalused iihe kilo tooraine kohta (%0-5)

Toode Uhistu
“Vasak” “Parem”
Fileeliha 10 20
Vorst 40 40
Hakkliha 20 10
Subproduktid 30 30

Fileeliha miitigihind on 60 krooni, vorstil 40 krooni, hakklihal
30 krooni ja toodeldud subproduktidel /5 krooni kilo. Ettevéte
on teinud eelnevat turuanaliitisi, mille tulemuste alusel v3ib
prognoosida, et maksimaalselt on vdimalik miiiia 600 kilo
fileetooteid, /500 kilo vorsti ja 1000 kilo hakkliha nidalas. Sub-
v.oduktide puhul on tegemist kaubaga, mille ndudlus iiletab
pakkumist ning nende toodete osas miiligipiiranguid ei ole.

Tooraine to6tlemiskulud on mélemast iihistust ostetud liha kor-
ral vordsed: 5 krooni ithe kilo liha kohta.

ANDMETE ESIALGNE TOOTLEMINE

Kuna iihistutest ostetud tooraine on mdnevdrra erineva kvali-
teediga, mis mdjutab toodangu struktuuri (tabel 1.1), siis
“Karni” miitigitulu tihistute “Vasak™ ja “Parem” korral on samuti
monevorra erinev.

V&imalik miitigitulu iihistust “Vasak” tooraine ostmisel:
0.1-60+04-40+0.2-30+0.3-15=32.5krooni.
Voimalik miitigitulu iihistust “Parem” tooraine ostmisel:
0.2-60+04-40+0.1-30+0.3-15=35.5 krooni.

Arvestades tooraine erinevate hindadega iihistutes (vastavalt 24
ja 26 krooni kilo) ning tétlemiskuludega (5 krooni kilo), kuju-
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neb “Karni” kasumiks thistust “Vasak” tooraine ostmisel 3.5
krooni (32.5 — 24 — 5) ning iihistust “Parem™ tooraine ostmisel
4.5 krooni (35.5 — 26 — 5) iihe kilo liha kohta.

“Karni” juhtkonda huvitab, kui palju toorainet on otstarbekas
kummastki iihistust osta (iihistust “Vasak™ ostetava koguse tihis
V. tihistu “Parem” korral tihis P), et saadav kasum kujuneks
suurimaks:

3.5 V+4.5 P — maksimaalne (1.1)

Noudluse piiratusest (600 kg fileeliha, /500 kg vorsti ja 1000 kg
hakkliha nidalas) tulenevad kitsendused:

0.1V +0.2P < 600
0.4V +0.4P < 1500 (1.2)
0.2V +0.1P < 1000

Konstrueeritud on probleemipiistitusest ja otsustuskeskkonnast
lihtuv konkreetsetele andmetele tuginev optimeerimismudel,
mille lahendamiseks sobivaid votteid ja meetodeid leiate raama-
tu jargnevatest osadest. Mudeli lahendiks on ettevéttele “Karn”
Suurimat kasumit vdimaldavad tooraine sisseostukogused tihis-
tutest “Vasak” ja “Parem”.

LAHENDI JA MUDELI ANALUUS

Lahendi analiiiisimisel on niiteks voimalik selgitada, millistes
Piirides vdivad muutuda tooraine sisseostuhinnad (tooraine
sisseostuhindade muutumisega kaasnevad tavaliselt muutused
tooraineiihiku kohta saadavas kasumis), et siiliks ettevottele
“Karn” suurimat kasumit véimaldav tooraine sisseostu struktuur
Uhistutest “Vasak™ ja “Parem”,

Juhul kui muutuvad “Karni” toodangu miitigihinnad véi turu-
ndudlus, tuleb koostada uute parameetritega mudel. Uue mudeli
lahendamisel saadud tulemus vdimaldab selgitada, kuivord
Muutused majandusprotsessi kulgu mojutavas keskkonnas aval-
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davad mdju ettevdtte kasumile ning tooraine sisseostu struktuu-
rile ja kogusele.

Lahendi analiiiisimisel voib jouda ka jdrelduseni, et muutmist
vajab kogu mudelipiistitus. Kui ettevdtte tegutsemiskeskkond
on viga muutuv ja juhuslik, tuleb loobuda determineeritud
otsustuskeskkonnale vastavast mudelist ning konstrueerida
majandusprotsessi kulgemise juhuslikkust arvestav ehk tdenio-
suslikule otsustuskeskkonnale tuginev mudel. Sellisteks mudeli-
teks on niiteks mitmesugused ckonomeetrilised mudelid, mis
sisaldavad juhuslikke muutujaid (vdhemalt ihte) ning mille
lahendamiseks kasutatakse matemaatilise statistika meetodeid.

Kokkuvote

Majandusprotsesside suunamiseks on vaja teha valikuid ning
langetada otsuseid. Otsustusprotsess on otse- ja tagasisideme-
tega protsess. Otsustusprotsessi etapid sisaldavad majandus-
probleemi formuleerimist ja otsustuskeskkonna analiiiisi, sellele
vastavat mudelipiistitust koos vajalike andmete ettevalmistami-
sega, mudeli lahendamist ja lahendustulemuste analiilisi ning
info ettevalmistamist otsuste langetamiseks. Otsustusprotsessi
16ppetapiks on otsuse tegemine.

Otsustusprotsessi erinevatel etappidel on otstarbekas kasutada
kvantitatiivseid meetodeid (soovitavalt kombineeritult kvalita-
tiivsetega), mis vdimaldavad konstrueerida majandusprotsesside
kiiitumise uurimiseks ja imiteerimiseks sobivaid matemaatilisi
mudeleid, eelkdige optimeerimis- ja simuleerimismudeleid.
Optimeerimismudel vdimaldab selgitada parima lahendi koos-
kolas juhtimiseesmirgi ning selle saavutamist piiravate tingi-
mustega. Simuleerimismudelile tuginevalt on vdimalik analiit-
sida erinevaid arengustsenaariume ning saada tdiendavat infot
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majandusprotsessi voimaliku kditumise kohta erinevates kesk-
konnatingimustes.

Otsustusprotsessi toetamiseks konstrueeritavad mudelid tulene-
vad otsustuskeskkonnast. Majandusprotsessi iseloomust tulene-
valt v5ib eristada determineeritud ja tdendosuslikku otsustus-
keskkonda. Neis saab omakorda eristada diinaamilist ja staatilist
aspekti, millele vastavad diinaamiline ja staatiline mudelipiisti-
tus. Otsustuskeskkonda iseloomustavad ja mdjutavad ka kasu-
tada olevad andmed, nende usaldusvadrsus ja adekvaatsus.

Otsustamiseks vajaliku tiiendava info saamisel on olulise tiht-
susega mudelite lahendamisel saadud tulemuste analiilis ning
lahendusalternatiivide hindamine. Niisugust tegevust voib kasit-
!eda lahendi ja mudeli stabiilsuse uurimisena ning selle alusel
Jdrelduste tegemisena majandusprotsessi tundlikkuse kohta
Muutuste suhtes.



2. LINEAARSED PLANEERIMISULESANDED

2.1, Juhtimiseesmark ja optimeerimistlesanded

Juhtimisprotsessis on alati tegemist valikuga ja otsuste langeta-
misega. Et valikut teha, on vaja infot ja kriteeriume, millest
lihtuvalt otsustusi tehakse. On vaja teha mingis mottes parim
otsus. Arimehe tegevuse eesmérk on enamasti kasum. Mbénikord
V3ib vaimalikult suure kasumi saavutamiseks olla ka vahe-ees-
Mirke, niiteks

® suure turuosa hdlvamine,

® suur kiive,

* vdimalikult viikesed kulud,

* hea maine.

K&ik need vahe-eesmirgid teenivad 15ppkokkuvdttes enamasti
Pikemaajalist eesmiirki — kasumit.

Kasumi saamine (vdi mistahes muu eesmirgi saavutamine) on
alati seotud teatud kitsendustega. See tuleneb tavaliselt inimese
kﬁSutuses olevate ressursside piiratusest. Globaalses mdottes on
i.“imtegevus piiratud inimkonna poolt tunnetat.ud universumiga
Ja maakera pinnaga, millest tuleneb nii loodusressursside .ku1 !<a
Muude ressursside piiratus. Lokaalsel tasandil (riigis, reglliooms,
Cltevottes, firmas, talus) viljendatakse ressursside piiratust
Lﬂimtegevuses ja suhtluses loodud vahetusekvivalendi — raha
audu,

Optimaalne on olemasolevate vdimaluste (kitsenduste) ja piisti-
tatud Juhtimiseesmiirgi korral saavutatav parim tulemus. Opti-
Maalsuskriteerium on juhtimiseesm;'irgi kvantitatiivne hinnang,
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nditeks voimalikult suur kasum vai miiiigimaht, viikesed Jjuhti-
miskulud jne. Optimeerimine on olemasolevatele kitsendustele
ning piistitatud optimaalsuskriteeriumile vastava lahendi leid-
mine.

Soltuvalt sellest, kas optimeerimisiilesanne on piistitatud line-
aarsel voi mittelineaarsel kujul, on tegemist vastavalt lineaarse
vOi mittelineaarse planeerimisiilesandega.

Optimaalne — olemasolevate véimaluste Jja piistita-
tud juhtimiseesmiirgi korral parim saavutatav tule-
mus.

Optimaalsuskriteerium — Jjuhtimiseesmirgi kvanti-
tatiivne hinnang.

Optimeerimine — olemasolevatele Kkitsendustele
ning piistitatud optimaalsuskriteeriumile vastava la-
hendi leidmine.

2.2. Lineaarse planeerimisiilesande
formuleerimine

Lineaarse planeerimisiilesande formuleerimisele eelneb majan-
dusprobleemi sisuline analiiiis, mille kiigus selgitatakse juhti-
miseesmirk (optimaalsuskriteerium) ning selle saavutamist pii-
ritlevad kitsendused. Seejirel méiratakse probleemi matemaati-
liseks formuleerimiseks vajalikud andmed ning selgitatakse
nende olemasolu.

Vaatleme niitena kahe tiiiipilise majandusprobleemi formuleeri-
mist lineaarse planeerimisiilesandena.
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I. Optimaalse tootmisplaani koostamine.

Eesmiirgiks on olemasolevate ressursside korral koostada sel-
line tootmisplaan, mille puhul tootmisest ja toodete miiiigist
saadav kasum oleks suurim.

2. Optimaalse segu (v6i dieedi) koostamine.

Eesmirgiks on etteantud nduetele vastava odavaima segu koos-
tamine.

Niited on valitud selliselt, et nii juhtimiseesmirki villjendavas
funktsioonis kui ka kitsendustes sisalduvad muutujad x; on esi-
Mesel astmel, s.t. on lineaarsed. Seega on tegemist lineaarsete
Planeerimisiilesannetega.

Niiide 2.1. Té6koja niide (Tootmisplaani iilesanne)
PROBLEEMI PUSTITUS

Tookojas toodetakse kahte toodet: toode T ja 2. Tooteid t56-
deldakse kahel seadmel: seade S, ja S>. Molemad seadmed tuleb
tookoja omanikul rentida. Omaniku rahakott vdimaldab seadet
S; rentida vaid maksimaalselt 60 tunniks ja seadet S» maksi-
Maalselt 40 tunniks. Seadmete todajakulu tooteiihikute valmis-
tamiseks on toodud tabelis 2.1.

Tabel 2.1
Toode T Toode T> Seadme t00aeg
Seade §, 5 10 60
Seade §, 4 4 40

Toodete miiiigist saab tookoja omanik kasumit vastavalt 6 ja &8
krooni toote kohta.

Téfikoju omanik on huvitatud korraldada to6koja t60 selliselt, et
ta saaks oma toodetelt voimalikult suurt kasumit, seejuures
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arvestades rahakoti piiratusest tulenevate kitsendustega sead-
mete voimaliku t66aja kohta.

ULESANDE MATEMAATILINE FORMULEERING

Muutujad:
x; — toote T, tootmise maht,
x; — toote T, tootmise maht.

Optimaalsuskriteerium ehk sihifunktsioon: maksimaalne kasum

maxz = 6xl + 8x2 2.1

Kitsendused: seadmete S, ja S, todaeg on piiratud

Sx +10x. <60
] 2
(2.2)
4xl + 4x2 <40
Mittenegatiivsuse néue:
x,20, x,20 (2.3)

Niide 2.2. Fotoateljee niiide (Dicedi vai segude tilesanne)
PROBLEEMI PUSTITUS

Fotoateljees kasutatakse kolme kemikaali A, B, C. Normaalseks
tooks vajab fotoateljee kemikaali A vihemalt /8 thikut, kemi-
kaali B /2 uhikut ja kemikaali C /6 thikut pievas. Kemikaale
on voimalik saada kahe firma poolt pakutavatest segudest: segu
S7 ja segu S,. Segu S, iihe paki hind on 5 krooni ja ta sisaldab 6
tihikut kemikaali A, 2 tihikut kemikaali B ja 2 iihikut kemikaali
C. Segu S, maksab 4 krooni pakk ning selle koostis on jarg-
mine: 3 tihikut A-d, 4 iihikut B-d, 8 iihikut C-d. Fotoateljee on
huvitatud kemikaalide A, B ja C vajaliku pdevakoguse saamisest
vdhimate kuludega. Majandusprobleemi formaliseerimiseks
vajalikud andmed on koondatud tabelisse 2.2.
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Tabel 2.2
——
Segu S, Segu S, Kemikaali vajadus
A 6 3 18
B 2 4 12
C 2 8 16
Segupaki hind 5 4
ULESANDE MATEMAATILINE FORMULEERING
Muutyjad:
Y1~ segu §; ostetav kogus,
*2 = segu S, ostetav kogus.
Sihifunktsioon: minimaalsed kulud segude ostmiseks
Minz = 5xl + 4x2 (2.4)
Kitsendused: kemikaalide A, B ja C vajadus
6x, + 3x,218
2x, + 4x,212 (2.5)

2xl +8x,216

Mittenegatiivsuse noue:
X, 20, x,20 (2.6)
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2.3. Pohireeglid majandusprobleemi formulee-
rimiseks lineaarse planeerimisiilesandena

1. Defineerige majandusprobleem, analiilisige seda. Mairatlege
muutujad, mille viirtus on otsitav (nende suuruse kohta on
vaja langetada otsus) — x,

2. Defineerige sihifunktsioon. Miéiratlege sihifunktsiooni kor-
dajad, mis otseselt méjutavad sihifunktsiooni kuuluvate
muutujate viirtuste kujunemist.

3. Mairatlege kitsendused, nende sisu Ja mdju juhtimiseesmiirgi
saavutamisele.

4. Selgitage ressursside olemasolu Ja nende kulunormid (kitsen-
duste siisteemi kordajad).

5. Miiratlege, milliste muutujate kohta kehtib mittenegatiiv-
suse noue.

6. Vajadusel ja voimalusel esitage majandussituatsiooni ise-
loomustavad tunnused ja tingimused tabelina.

7. Formaliseerige matemaatiliste funktsioonidena sihifunktsioon
Ja kitsendused. Koostage majandusprobleemi matemaatiline
mudel.

8. Kontrollige formuleeritud iilesannet. Vorrelge majandus-
probleemi ja formuleeritud lineaarset planeerimisiilesannet.
Valesti formuleeritud iilesande lahendamine on ohtlik! Sellest
tulenevad ka valed jdreldused majandusprobleemi lahenda-
miseks.

2.4. Lineaarse planeerimisiilesande pohikuju ja
kanooniline kuju

Lineaarse planeerimisiilesande esituskujudena vaib vilja tuua
max-pdhikuju, min-pdhikuju ja kanooniline kuju.

Lineaarse planeerimisiilesande max-pohikuju.
Lineaarne planeerimisiilesanne on esitatud max-pohikujul, Kui:
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a) ndutakse sihifunktsiooni maksimumi;

b) kdik muutujad voivad omandada ainult mittenegatiivseid
véirtusi (2 0);

¢) koik kitsendused on antud vérratustena < (viiksem voi
vordne).

Max-pﬁhikujulise tlesande tildine esitus:

Maxz=c x +c,x +..+cx +d (2.7)
Py Y noon
a x - <
Xy Fa,Xhta, x < /7/

GX ta,x,tta, x <b, 2.8)
=~ - i -

a x - <
mil=] +an:2x2 +'”+amnln - bm
X],xz,...,x” >0, (2.9)
kus
€pCyeec, — sihifunktsiooni kordajad (c)j= 12,....n;

d ~ sihifunktsiooni vabaliige (t60koja iilesandes niiteks kasu-
miosa, mis ei soltu toodetest T; ja 7> ja tootmismahtu-
dest);

4y — kitsenduste siisteemi kordajad (viiljendavad tavaliselt res-
sursside  kulu  tooteiihiku kohta); i=17,2, ..,m;

J=1,2 .., n
bi ~ kitsenduse siisteemi vabaliikmed (ressursside olemasolu);
i=1,2 .. m

Summamiirki (2) kasutades saab max-pohikujulise lineaarse
Planeerimisiilesande esitada liihendatult:

’”C‘XZ=ZC,X, +d (2.10)

1=
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a x Sb’ i=12..,m 2.1
g I ,
x, 20, j=12,..n (2.12)
Niide 2.1.

Tookoja iilesande matemaatiline esitus vastab max-pohikujuli-
sele lineaarsele planeerimisiilesandele, kuna on tiidetud kdik
lineaarse planeerimisiilesande max-pohikujul esitamise nouded:

max z=0x, +8x,
Sx,+10x <60

4X/ + 4)c7 <40

> >
xl_O, x2_0

Lineaarse planeerimisiilesande min-pohikuju.

Lineaarne planeerimisiilesanne on min-p6hikujul, kui :
a) ndutakse sihifunktsiooni miinimumi;
b) koik muutujad véivad omandada ainult mittenegatiivseid
viartusi (= 0);
c) koik ilejdinud kitsendused on antud vdrratustena 2>
(suurem voi vordne).

Min-pdhikujulise iilesande iildine esitus:

minz=c¢x,+c,X, +..+¢ x, +d (2.13)

>
a,x +a,x,+.+ta x 2 b/

>
a,x +a,x,t.+ta, x 2 b_7 2.14)

a x +a x +.+a x 2b
m2 2

ml ] mn_n [
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X, X ., x 20 (2.15)

JERAP AR "

Min-pshikujulise iilesande esitus lithendatult:

"

minz = chx, +d (2.16)
1=1

zfl”-\‘/ 2b, i=12...m (2.17)

1=1

X 20, j=12..n (2.18)

Niide 2.2.

Fotoateljee iilesanne on esitatud min-pdhikujul:

minz = Sx,+4x,

6x,+3x,> 18
2x, +4x 212
2x,+8x,216

X]EO) X 20

Lineaarse planeerimisiilesande kanooniline kuju.

Lineaarne planeerimisiilesanne on max-kanoonilisel kujul, kui:
1) ndutakse sihifunktsiooni maksimumi;
2)kdik muutujad voivad omandada ainult mittenegatiivseid
vdirtusi (20);
3) kdik iilejidinud kitsendused on antud vdrranditena.

Lineaarse planeerimisiilesande kanooniline kuju on seega:
(2.19)

Maxz=cx 4+cx. +..+cx +d
1”1 2772 nn
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a, X +a X, +.+a, x = b/

a.x +a x +..+a x =bh
ki o R
200 272 2n"n 2 (22())
aml'\‘/ + am_’XZ +“'+amnxn = hm
C X c 2>
XNy X2 0 2.2

Lineaarne planeerimisiilesanne on antud min-kanoonilisel kujul,
kui:

1) noutakse sihifunktsiooni miinimumi;

2), ja 3) samad, mis max-kanoonilisel kujul.

Muutujate vidrtuste kombinatsiooni (x,x,,...,x ), mis rahul-

dab kitsenduste siisteemi, nimetatakse kirsenduste siisteemi
lahendiks. Kui kitsenduste siisteemi lahendis on kdigi muutujate
vidrtused mittenegatiivsed, siis sellist lahendit nimetatakse pla-
neerimisiilesande lubatavaks lahendiks ehk plaaniks. Niisugust
lubatavat lahendit, mille korral sihifunktsioon omandab maksi-
maalse vOi minimaalse viirtuse vorreldes tema viirtustega
koigi teiste lubatavate lahendite puhul, nimetatakse selle pla-
neerimisiilesande optimaalseks lahendiks ehk optimaalseks
plaaniks.

Lineaarse planeerimisiilesande max-pohikuju iildi-
ne esitus:
muxz=cx +c x.+...+¢c x +d

1 272 non

- <
a,x +a x,+.+a, x < b/

a,x, ta,x,+.+a, x < bg

a x +a x +.t+a x <b
mi ] m272

mn n m

x 20

vey
2’ n

X, X

7’
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Lineaarse planeerimisiilesande max-kanoonilise
kuju iildine esitus:
maxz=cx +c, X, +..+cx +d

11 272 non

a X (., T... X =D
II\l+al2/\2+ +aln\n 11

a, X +a,x +.ta, x = b,

272 mn” n m

a x +a X A4.t+a x =b
mi ! "

—

s
—

!
-
[\
S

Lineaarse planeerimisiilesande min-pshikuju ildi-
ne esitus:
ming=cx, +0,x,+..+cx + d

‘ ‘ >
a,x, +a. x,+.+a, x 2 b[

a_ x C - 20
LY, Fa,,x +ta, X 1_,

a x +a x+.+a x 2b
ms o2

mil™ 1 mn”n m ‘

X, x c >
X X2 0

Lineaarse planeerimisiilesande min-kanoonilise
Kuju iildine esitus:
MINZ=Cx, +C,x,+...+c X + d

a Y c =b
X, ta, x,f.+a, X ;

) ) - =p
a,x, +a,, X +.+a, X I}

22 i 2

a X +a x +.+ta x =b
ml 1 m2°2 it

H m

; - >
VX X >0
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Téhistused:

z— optimaalsuskriteeriumi (sihifunktsiooni)
kvantitatiivne hinnang;

X1y X2y vuvy X,— muutujad;

€1, €25 «.., ¢, — sihifunktsiooni kordajad;

a; (i =1,2,....n5 f =1,2,...,n) — Kkitsenduste siis-
teemi kordajad;

by, b, ..., b, — vabaliikmed.

2.5. Lineaarse planeerimisiilesande teisendamine

max-kanoonilisele kujule

Lineaarsete planeerimisiilesannete tavaline lahendusalgoritm
nduab iilesande esitamist max-kanoonilisel kujul. P&hireeglid
lineaarse planeerimisiilesande teisendamiseks max-kanoonili-
sele kujule:

1) kui sihifunktsioonis ndutakse miinimumi

minzg=cx +cx,+.+cx, (2.22)

siis selle ndude saab teisendada sihifunktsiooni maksi-
meerimise noudeks:

n-n

minz = max(z’ = —2)=—C,X; =X, —~C, X, (2.23)

2) kui kitsendused on esitatud vorratustena, siis tuleb kitsen-
duste siisteemi sisse tuua tiiendavaid muutujaid (abimuu-
tujaidy;

3) kui esialgse lilesande mdne muutuja kohta ei ole esitatud
mittenegatiivsuse nouet, siis vaib selle muutuja defineerida
kahe mittenegatiivse muutuja vahena, niiteks:
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=X —x]
) ) (2.24)
X 20, x/20

Vaatleme niiitena tookoja ja fotoateljee iilesannete (niiited 2.1 ja
2.2) teisendamist max-kanoonilisele kujule.

T66koja iilesandes (2.1)—(2.3) on kitsenduste siisteem esitatud
VOrratustena <

5x,+10x, <60

4x,+4x <40,

kus
X1, X = péhimuutujad, mille viirtusteks on toodete 7 ja T>
tootmisplaanid.

Ulesande teisendamiseks kanoonilisele kujule tuleb kitsenduste
sisteemi lisada abimuutujad:

*3  — seadme S; todaja voimalik iilejadk;
X4 = seadme S, to6aja voimalik iilejiik.
X3,.x4 20

Kitsenduste siisteemi saab seega esitada vorrandite siisteemina:

5~ C =
X, +10x,+x =60 (2.25)

4x,+4x,+x, =40

T66koja iilesanne max-kanoonilisel kujul on:

max z = 6x, +8x, (2.26)
Sx + =

{ ,+10x,+x, =60 027
Ix, + 4x,+x, =40

%20, x,20, x,20, x,20 (2.28)

2 3 4
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Fotoateljee iilesande teisendamine max-kanoonilisele kujule.

Fotoateljee tilesandes (2.4)—(2.6) on kitsendused esitatud vorra-
tustena 2:

6xl +3x_, > 178
2x/ +4x3 >]2 (2.29)
2,\'I +8_r_, 216

kus
X7, X2 = segu Sy ja segu S, ostetavad kogused. Need on pdhi-
muutujad.

Ulesande teisendamiseks kanoonilisele kujule lisatakse kitsen-

duste siisteemi abimuutujad:

x3 — kemikaali A ndutust suurem sisaldus ostetud segude
komplektis;

x; — kemikaali B ndutust suurem sisaldus ostetud segude
komplektis;

x5 — kemikaali C ndutust suurem sisaldus ostetud segude
komplektis.

Pidrast abimuutujate sissetoomist saab fotoateljee iilesandele
vastava kitsenduste siisteemi esitada vorrandite siisteemina
6xl +3x2 —x, = 18
2x, +4x,-x, =12 (2.30)
2xl +8x2 -x, = 16
Kuna fotoateljee tilesande piistituses oli ndutud sihifunktsiooni
minimaalset vidrtust (min z), siis iilesande teisendamisel nax-

kanoonilisele kujule tuleb teha asendus 7’ = (—z). Max-kanooni-
lisel kujul esitatud fotoateljee iilesande sihifunktsiooniks on:
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maxz’ = —5x/ —4x2 (2.31)

Fotoateljee iilesanne max-kanoonilisel kujul on seega:

maxz’ = ~5x, — 4x, (2.32)

Ox, +3x,—x =18
2x, +4x, -x,=12 (2.33)
2X, +8x,~x =16

X, X >
XX ,ax x 20

2.6. Lineaarse planeerimisiilesandega duaalne
llesanne

Iga lineaarse planeerimisiilesandega on tihedalt seotud duaalrlne
Planeerimisiilesanne. Seejuures esialgne lilesanne osutup omd
korda duaalseks oma duaalsele iilesandele, mistottu sageh radgi-
takse vaid duaalsete iilesannete paarist.

1 . e . - aga
Lineaarse planeerimisiilesandega duaalne iilesanne on f;:tms get
Seotud nii formaalselt kui sisuliselt. Formaalselt selles mto'ae ,

. . . <13 ria.
duaalsete iilesannete vilises kujus ilmneb tugev simmee

Esialgne iilesanne max-pdhikujul:

(2.35)
m = N
@z=cx +cx,+..+c X +d
. < b
Cl,,xl + a,x,+ ..t a, xS !
< b
a?lxl + 022x2 T ot a.’nxn - 2 (236)
: - < b
aml'xl + amZxZ ot (lm”.)&” - mn

%20, x,20,..,x 20 (2.37)
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Duaalne iilesanne:

minw=>by +by, +..+ b v +d (2.38)
ayt o dyy,t ot oay 2 ¢
) ) >
a,v,t da,y,+ ..+ a vy 2 c, (2.39)
: : >
aln'\/ + aZn')_’ ot mns m n
v, 20, y,20..y 20 (2.40)

Muax-pohikujul antud lineaarsele planeerimisiilesandele vastava
duaalse tilesande saame, kui :
1. Esialgse iilesande igale kitsendusele seame vastavusse
duaalse iilesande tundmatu: vy, ya, ..., y,.
2. Duaalse iilesande kitsenduste siisteemi vabaliikmeteks on
esialgse iilesande sihifunktsiooni kordajad CppCypens €

n
Duaalse lilesande kitsenduste arv vordub esialgse iilesande
muutujate arvuga.

3. Duaalse iilesande kitsenduste siisteemi kordajate maatriks
on esialgse iilesande kitsenduste stisteemi kordajate maat-
riksi transponeeritud kuju.

4. Duaalses iilesandes ndutakse sihifunktsiooni miinimumi.

5. Max-pohikujulise iilesandega duaalse iilesande kdik kitsen-
dused on vdrratused >.

6. Max-pdhikujulise iilesandega duaalse iilesande muutujatelt
y, ndutakse mittenegatiivsust (y, = 0).

Sisuliselt on duaalsed iilesanded omavahel samuti seotud selles
mbdttes, et duaalse iilesande lahend voimaldab otsustada, kuidas
muutub esialgse iilesande sihifunktsiooni optimaalne viirtus,
kui muuta esialgse iilesande kitsenduste siisteemi vabaliikmeid.
Esialgse tilesande igale kitsendusele vastab duaalses iilesandes
ks muutuja. Kui niitid vaadata i-ndat kitsendust, siis selle vaba-
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litkme b, muutmine v&ib tuua kaasa optimaalse lahendi ja sihi-
funktsiooni optimaalse viirtuse muutumise. Osutub, et i-nda
Muutuja viidrtus duaalse iilesande lahendis niitab, kui palju
Vabaliikme b, viikesel muutmisel muutub esialgse iilesande
sthifunktsiooni viirtus (suhteliselt vabaliikme muutumise iihe
thiku kohta). Kui tegemist on tootmisplaani iilesandega (kasu-
Mi maksimeerimine piiratud ressursside tingimustes), siis duaal-
s¢ llesande lahendid y, viljendavad tiiendavat kasumit, mis
oleks vimalik saada, kui i-ndat ressurssi oleks iihe iihiku vorra
rohkem. Sellisel juhul duaalset tundmatut y, nimetatakse ka res-
Sursi fiktiivseks hinnaks. Tegemist on maksimaalse hinnaga,
mida tootja voiks tiiendava ressursiiihiku eest maksta. Selle
hinnaga (vdi kallimalt) voiks tootja ka ressurssi (toorainet)
miitia. Niiteks minimaalselt selle hinnaga on otstarbekas maad
vilja rentida voi maksimaalselt selle hinnaga maad juurde ren-
tida. Duaalse iilesande sisuline tdlgendamine sdltub igal konk-
reetsel juhul iilesande piistitusest.

Duaalsete iilesannete paar
Esialgne iilesanne (max-pohikujuline):

maxz=cx +c.x +..+cx +d
1 2772 non

. <
a,x,+ a.x,+ ..+ a,x < b,
. < h
a,x, + ax,+ ..+ a,x < b,
<

amlxl+ am2x2+ et

X,20, x,20,..,x 20
2 n

mn n m
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Duaalne iilesanne:

minw=>by, +hy, +..+b y +d

e o

’ , ) >
al]')l + a2l“\2 Tt aml"m - Cl
a.y,t a,y,+ ..+ a.y. 2 ¢,

>
aln)l + (12”_\2 + . Cnm}m - Ln

2.7. Duaalsete lilesannete paari naiteid

Jdtkame t60koja ja fotoateljee niidetel formuleeritud lineaarsete
planeerimisiilesannetega ning koostame vastavad duaalsete ile-
sannete paarid.

Tookoja iilesanne

Esialgne ilesanne, mille lahendamise eesmiirgiks on leida t56-
kojale olemasolevate ressursside puhul suurimat kasumit voi-
maldavad toodete T, ja T, tootmise plaanid, on formuleeritud
max-pohikujulise lineaarse planeerimisiilesandena:

maxz = 6x1 +8x2

5xl + le2 <60
4xl + 4x2 <40

> -
xl_O, xZ_O

Toodud max-pohikujulisele lineaarsele planeerimisiilesandele
vastav duaalne iilesanne (min-pohikujuline iilesanne):

minw = 60yl + 407\'2 (2.41)



LINEAARSED PLANEERIMISULESANDED 49

Sy +4y 26
T (2.42)
10y, +4y,>8
¥, 20,y 20, (2.43)

kus

Y1, y2 — duaalse iilesande muutujad.

Duaalse iilesande (2.41)—(2.43) muutujate optimaalsete vidrtus-

te(y, _\';) sisuline tolgendamine:

¥, — tiiendav kasum, kui seadme S, tooaeg oleks lihe tunni
vorra pikem (maksimaalselt nii palju on otstarbekas

selle seadme kasutamise eest tunnis maksta voi vihe-
malt sellise tunnitasu eest voiks seadet edasi rentida);

Y, = tiiendav kasum, kui seadme S, to0aeg oleks tihe tunni
vorra pikem.

Seega kajastab duaalse iilesande optimaalne lahend maksimaal-
Set tunnitasu, mida tookoja omanikul on otstarbekas seadmete
rentimise eest maksta. Seadmete rentimise tegelik hind kujuneb
Viljaspool mudelit kajastatavaid tootmisseoseid. Seet()ttp tol-
gendataksegi sellise duaalse iilesande optimaalset lahenle res-
sursi fiktiivse hinnana. On selge, et sellise renditasuga (v61. ka]j
limalt) vaib tookoja omanik seadet ka edasi rentida, muidugi
ainult teatud piires.

Fotoateljee iilesanne

Esialgne iilesanne on formuleeritud min-pdhikujulise iilesan-
dena

Ininz = 5xl +4x2
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6x1+3x2 >18
2,\‘/ +4x2 >1]2
2)cl+8x_7 =16

xIZO, x,20,

millele vastav duaalne iilesanne on max-pohikujuline iilesanne:

maxw =18y, + 12y, + 16y, (2.44)
6y, +2v,+2y, <5
i ' (2.45)
3y, +4y,+8y, <4
y, 20, y, 20, y, 20 (2.46)

Duaalsetele ilesannetele (2.44)—(2.46) vastava optimaalse
lahendi (y;,y_;,y;) sisuline tdlgendamine: kui ostetav segude
kombinatsioon sisaldaks kemikaali A (vastavalt kemikaali B v&i
() iihe ihiku vorra rohkem, siis fotolabori kulutused segude ost-
miseks liheksid y, (vastavalt y, voi y;) vérra kallimaks.

Duaalse iilesande optimaalne lahend niiitab, kuidas
muutub esialgse iilesande sihifunktsiooni optimaalne
vairtus kitsenduste siisteemi vabaliikme muutumi-
sel.
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2.8. Seosed duaalsete iilesannete paari lahendite
vahel

Duaalsete iilesannete paari lahendite vahelised seosed on maii-
ratud lineaarse planeerimise pohiteoreemidega, mida nimeta-
takse duaalsuse teoreemideks. Duaalsuse pdhiteoreemi koha-
selt, kui tihel iilesandel duaalsete iilesannete paarist on olemas
Optimaalne lahend, siis on optimaalne lahend olemas ka teisel,
Kusjuures sihifunktsioonide ekstremaalsed (optimaalsed) védrtu-
sed on vordsed. Seega duaalsuse pdhiteoreemi kohaselt

maxz = minw

Duaalsuse pohiteoreemi voimalik majanduslik tdlgendus toot-
Misplaani optimeerimistilesande korral: maksimaalne kasum =
ressursside fiktilvne kogumaksumus (sellise kogumaksumuse
eest vaiks neid ressursse ka maha miiiia ning tildse mitte toota).

Duaalsuse teoreemidest tulenevad ka jirgmised peamised seo-
sed duaalsete iilesannete paari optimaalsete lahendite (edaspidi
lahendite™) vahel:

* kui iihes lahendis duaalse iilesande kitsendus on rahuldatqd
tipse vorratusena, siis esialgse iilesande k-nda muutuja
viidirtus on 0. Seega, kui
aMyl +a2,\y2+...+a”w\‘m > Coo
siis x, = 0;

* kui esialgse iilesande lahend x, >0 (x, #0),sns duaalses

iilesandes k-s kitsendus on rahuldatud tipse vordusena:

« « *
apy, Fa,y,teta, =G ..
* kui esialgses iilesandes k-s kitsendus on rahuldatud tédpse

vorratusena:

v

3 ‘( 7
a,x, +a x,+.+a x <b,

e * .
siis duaalse iilesande lahend v, =0;

- .
1
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¢ kui duaalse iilesande korral v, >0, siis esialgse iilesande

k-s kitsendus on rahuldatud tipse vdrdusena

a,x, +ta,x,+.+a x = bA

Duaalsuse pohiteoreem:

Kui iihel duaalsetest iilesannetest on olemas opti-
maalne lahend, siis on see olemas ka teisel, kusjuu-
res sihifunktsioonide optimaalsed viilirtused on
vordsed.

2.9. Uldised reeglid duaalsete iilesannete paari
formuleerimise kohta

Alati ei ole esialgne iilesanne formuleeritud max-pohikujul voi
min-pdhikujul. Seega ka duaalne iilesanne ei saa kujuneda tip-
selt max-pohikujuliseks vdi min-pdhikujuliseks. Erinevused
tulenevad eelkdige juba sellest, kas esialgses iilesandes ndutak-
se sihifunktsiooni maksimumi vdi miinimumi. Jirgnevalt vaat-
lemegi duaalsete iilesannete paari formuleerimist mdlemal
Jjuhul.

Kui esialgses iilesandes néutakse sihifunktsiooni maksimumi,
siis:

1) duaaises iilesandes ndutakse sihifunktsiooni miinimumi;

2) duaalse ilesande kitsenduse esitamiseks tulenevalt esialg-
ses lilesandes muutujale esitatavast ndudest mittenegatiiv-
suse kohta on jargmised véimalused:

a) duaalses iilesandes on kitsenduse mirgiks >, kui esialg-
ses iilesandes duaalse iilesande kitsendusele vastava
muutuja kohta oli ndutud mittenegatiivsust ( x 20)



LINEAARSED PLANEERIMISULESANDED 53

b) duaalses iilesandes on kitsenduse mirgiks <. kui sellele
kitsendusele vastava muutuja kohta esialgses tilesandes
oli esitatud mittepositiivsuse ndue (x < 0);

¢) duaalses iilesandes on kitsendus esitatud vordusena =,
kui sellele kitsendusele vastava muutuja kohta esialgses
iilesandes ei olnud mittenegatiivsuse ega mittepositiiv-
suse nduet (mirgi poolest kitsendamata);
3)duaalse iilesande muutujatelt (y,) noutakse mittenegatiiv-
sust (> 0), mittepositiivsust (< 0) voi jaetakse mirgi poolest
kitsendamata (~) vastavalt sellele, kas antud muutujale
vastavas kitsenduses esialgses iilesandes esineb mirk <, =
VoI =.
K_‘.”' esialgses iilesandes noutakse sihifunktsiooni miinimum,
Siis:
1) duaalses iilesandes ndutakse sihifunktsiooni maksimumi;
2)duaalse iilesande k-ndas kitsenduses on mirk <, 2, VOl =
sdltuvalt sellest, kas antud kitsendusele vastava muutuja
(x;) kohta esialgses iilesandes oli ndutud mittenegatiivsust
(>), mittepositiivsust (<) vGi ta oli margi poolest kitsenda-
mata (~);
3)duaalse iilesande muutujatelt ndutakse mittenegatiivsust
(> 0), mittepositiivsust (< 0) voi on tundmatu mirgi poolest
Kitsendamata vastavalt sellele, kas esialgses iilesandes esi-
neb vastava kitsenduse puhul mirk <, 2 voi =.
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Uldised reeglid duaalsete iilesannete paari formu-

leerimiseks:

Esialgne iilesanne

Sihifunktsiooni max
J-nda tundmatu (x;)
mark

>0

<0

()

i-nda kitsenduse mirk

It v IA

Esialgne iilesanne

Sihifunktsiooni min
Jj-nda tundmatu (x,)
mirk

20

<0

(~)

i-nda kitsenduse mérk

oA v

Duaalne iilesanne

Sihifunktsiooni min
Jj-nda kitsenduse mérk

| VAN

i-nda tundmatu (y,)
miirk

>0

<0

()

Duaalne iilesanne

Sihifunktsiooni max
J-nda kitsenduse mirk

v IA

i-nda tundmatu (y;)
mark

>0

<0

(-
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2.10. Lineaarse planeerimisiilesande graafiline
lahendamine (geomeetria)

Graafiliselt saab lahendada kahte muutujat sisaldavat lineaarset
Plancerimisiilesannet. Lineaarse planeerimisiilesande kitsendusi
rahuldavate muutujate viirtuste paarid kujutavad ildjuhul
tasandil hulknurka (kui kitsenduste siistcem on tokestamata, siis
sellist hulkanurka ei teki). Sihifunktsioon saavutab optimaalse
Viddrtuse selle hulknurga mingis tipus voi mone kiilje kdikides
Punktides. Juhul kui lineaarne plancerimisiilesanne sisaldab n
tundmatut, on olukord analoogiline, tegemist on ainult hulkta-
hukaga n-dimensionaalses ruumis.

Kahe muutujaga x; ja x lineaarse planeerimisiilesande graafili-
sel lahendamisel interpreteeritakse muutujate viirtuste paare
x> tasandi punktidena ja leitakse sihifunktsioonile optimaalset
Viddrtust andvate muutujate viirtused jooniselt saadava infor-
Matsiooni pohjal. Koigepealt selgitatakse, millised punktid
tasandil vastavad lineaarse planeerimisiilesande koiki kitsendust
rahuldavatele muutujate viidrtuste paaridele. Kitsendusele vasta-
Va vdrratuse lahendeid x;x; tasandil kujutavad punktid moodus-
tavad selle vorratuse jaoks nn. lubatava pooltasandi. Lubatava
Pooltasandi tihistamiseks kasutatakse joonisel sageli tema serva
Viirutamist. Lubatava pooltasandi viljajoonistamiseks tuleb lei-
da temg piirsirge

alxl + azxz =) (2.47)

Lineaarse planeerimisiilesande korral peavad muutujad reeglina
r"_‘huldama mitte ainult iiht, vaid mitut erinevat kitsendust. Koiki
Kitsendusi rahuldavate muutujate viirtustele vastavad x;x; @-
Sandi punktid, mis on iihised koigile lubatavatele pooltasandi-
tele. Nende punktide hulka nimetatakse lubatavaks piirkonnaks.
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Kahe muutujaga lineaarse planeerimisiilesande muutujate viir-
tuste paaride interpreteerimisel x.x; tasandi punktidena kujutab
sthifunktsioon

z=cx, +e,x,+d (2.48)

geomeetrilist tasandit x,x,z ruumis. Ulesande praktilisel lahen-
damisel vdib piirduda sihifunktsiooni samakdrgusjoonte viilja-
Joonistamisega sellel tasandil. Sihifunktsiooni viirtusele 7= §
vastavaks samakdrgusjooneks on x,x, tasandi punktid, mille
koordinaadid rahuldavad vordust

X, tex, +d=S§ (2.49)

Erinevate § viirtuste korral saadakse samakérgusjoonteks
paralleelsed sirged (tdusuga —c, /¢, ). Ulesande graafilisel

lahendamisel on otstarbekas vilja joonistada vaid ihele sihi-
funktsiooni viirtusele vastav sirge (samakdrgusjoon) ning nii-
data noolekesega suund, kuhu poole seda sirget iseendaga
paralleelselt nihutades (s.o0. uusi samakdrgusjooni vilja joonis-
tades) sihifunktsiooni viirtus kasvab (maksimumi leidmise
lilesande korral) v&i kahaneb (miinimumi leidmise tilesande
korral). Viimane lubatava piirkonna punkt (voi viimased punk-
tid), mida sihifunktsiooni samakdrgusjoonele vastav sirge niii-
datud suunas nihutades ldbib, vastabki planeerimisilesande
optimaalsele lahendile. Selle punkti(de) koordinaadid méiravad
muutujate viirtused, mis annavad sihifunktsioonile optimaalse
védrtuse. Kui jooniselt ei ole selgelt niha, milline on lubatava
piirkonna viimane punkt, mida sihifunktsiooni samak&rgusjoo-
nele vastav sirge libib, siis on soovitatav arvutada kéigi “kaht-
laste” punktide koordinaadid ning vdérrelda neis sihifunktsioo-
nide vdirtusi.

Jargnevalt lahendame graafiliselt kahe muutujaga lineaarsed
planeerimisiilesanded, mis on formuleeritud todkoja ja fotola-
bori niidetel [(lilesanded (2.1)—(2.3) ja (2.4)—(2.6)].
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Tb6koja iilesanne

Maxz=6x, +8x,

51’, + ]0)(2 <60
4x, + 4x,<40

x>
520, x,20

U]esande graafiline lahendamine on toodud joonisel 2.1.

X2
14
13
12 -
Ny -

e oM . H e.
Joonis 2.1. To6koja iilesande graafiline lahendamin

KitSendusega 5x,+10x,<60 on miratud iiks lubatav poolta-
) i ¢ Ita-

*and ning Kitsendusega 4x, +4x, <40 teine lubatav poo

¢ i i 5 5 ddratleb, et

Sand. Mittenegatiivsuse ndue (x, 20 x, 20) me

; testi 3 y dis.
lubatay lahend on koordinaatteljestiku esimeses veeran



58 LINEAARSED PLANEERIMISULESANDED

Hulknurk  OABC on lubatav piirkond. Sihifunktsiooni
maxz =6x, +8x, korral kanname joonisele samakdrgusjoone,

mis vastab nditeks z-i viidrtusele 48 (z =48, tdus —lz—%).

(')
Nihutades samakorgusjoont lubatavas piirkonnas (hulknurgas
OABC) suunas, kus sihifunktsiooni viirtus kasvab, nieme, et
lubatava piirkonna viimane punkt, mida sihifunktsiooni sama-
korgusjoonele vastav sirge Libib, on punkt B. Selle punkti koor-
dinaadid midravad muutujate x; ja x» viiirtused (to6koja toodete
T; ja T, optimaalsed tootmisplaanid), mille korral sihifunkt-
siooni viddrtus on suurim (t6okoda saab sellise tootmisplaani
korral suurima kasumi).

Tookoja lilesande optimaalne lahend on seega sirgete
(1) 5xl+10.\'3=60
(2) 4x,+4x,=40

16ikepunktis ning seega

{xl = 12—2x2

X, = ]0—x2,

kust saame, et x; = 8 ja x, = 2.

Tookoja iilesande optimaalne lahend on seega punktis B: x; = 8,
X2 = 2 ning sellele vastab sihifunktsiooni optimaalne viirtus
7=6-8+8-2=064.

Kontrollime sihifunktsiooni viirtust ka “‘kahtlases” punktis C.

Selleks lahendame vorrandite siisteemi:

x2=0
X, +x =710

2
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Sceega =10, x;=0ning z=6-10+8-0= 60 < 64. Punkti
koordinaadid ei ole téokoja iilesande optimaalseks lahendiks.

Fotoateljee iilesanne

mnz=5x +4x
i 2

6x, +3x,218
2-\'1 +4x: >12

20, +8x 216

20, x,20

F sliee 1) il i ' '
Lotoatcljec iilesande graafiline lahendamine on joonisel 2.2.

ubatziilv piirkond on miiratud jirgmistele vorranditele vasta-
vate piirsirgetega:

(1) 6x +3x,=18
(2) 2x,+4x,=12
(3) 2x,+8x,=16

LU.batav piirkond, mis iihelt poolt on midratud punktidega A, B,
Cja D, on tokestamata. Kanname joonisele ka sihifunktsioonile
Vastava samakorgusjoone (—C//CZ = —5/4) ning nihutame seda
(tegemist on sihi-
Joonise 2.2 pohjal
eega sirgete (1)

suunas, kus sihifunktsiooni vaartus kahaneb
fuI‘ktsiooni miinimumi leidmise iilesandega).
VOib viita, et optimaalne lahend on punktis B, s
Ja (2) Ioikepunktis.
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13 +

\D\\ [ R R
§ N 10711 12 13 14 X

Joonis 2.2. Fotoateljee lilesande graafiline lahendamine.

Punkti B koordinaatide leidmiseks lahendame vdrrandite sis-
teemi

6x,+3x,=18 v« + s | 60, tse .
2xl+4x7:12, L‘>: e, Y4t yat
kust saame, et x; = 2 ja x» = 2 ning sihifunktsiooni viirtus:
z=52+4.2=18.

Kontrollime sihifunktsiooni vidrtust ka punktis C ehk sirgete
(2) ja (3) ldikepunktis. Ndeme, et sihifunktsiooni minimaalne
vidrtus on tdesti punktis B ning fotoateljeel on otstarbekas osta
pievas kumbagi segu kaks karpi. Sellisel juhul on kulutused
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Segude ostmiseks viikseimad (z = /8), kusjuures vajadus vaja-
like kemikaalide jirele on rahuldatud.

Optimaalse lahendi graafiline leidmine sisaldab en-
das jirgmisi samme:

¢ lubatava pooltasandi miiramine

¢ lubatava piirkonna miiiramine

e sihifunktsiooni samakérgusjoone miiramine

¢ optimaalse lahendi leidmine

2.11. Erijuhud lineaarse planeerimisiilesande
graafilisel lahendamisel

Lineaarsel planeerimisiilesandel ei pruugi alati olla vaid iiks
Optimaalie lahend. Optimaalne lahend voib ka puududa, kuid
V3ib olla ka mitu samaviirset lahendit (alternatiivsed lahendid)
V§i ka Ipmata palju lahendeid. Vaatleme lihemalt mdningaid
erijuhtusid, mis vdivad ilmneda lineaarse p]aneerimisulesande
graafilisel lahendamisel.

1. Lahend puudub.

Lflhend puudub, kui lubatav piirkond on tiihi. Sellisel juhul on
Kitsendused vasturiikivad.

Kui to6koja iilesandele lisada veel noue, et tookoja peremees
tahab tema kiisutuses olevate ressursside juures toota toodangut
koguses viihemalt /2 iihikut, (x,+x,2 12), siis sellise soovi
!(_orral saadakse iilesanne, mille lubatav piirkond on tithi ning
ulesandel puudub lahend (joonis 2.3).
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Joonis 2.3. Tookoja tilesande graafiline lahendamine lisakitsendusel

xl+x22]2.

Seadmete S, ja S, voimaliku kasutamisajaga (b; = 60, b, = 40)
ning toodete 7, ja T, tootmismahtude mittenegatiivsuse ndue-
tega (x, 20, x,20) on miidratud vdimalik lubatav piirkond
OABC. Soovitava tootmismahu kitsendusest x, +x, 2 /2 (sirge
(3)) tuleneb aga olukord, et puudub koiki kitsendusi rahuldav

lubatav piirkond ning seega iilesandel puudub lahend (nii luba-
tav kui optimaalne lahend).

Optimaalne lahend vaib puududa ka juhul, kui lubatavate lahen-
dite piirkond on tokestamata ning seda ei tdkestata ka sihifunkt-
siooniga esitatud maksimeerimise vdi minimeerimise ndudega.
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Niiteks, kui fotoateljee iilesande puhul (selles tlesandes on
lubatav piirkond tokestamata) ei ole tegemist kulude minimeeri-
Misega, vaid noutakse sihifunktsiooni maksimumi (nditeks
kasumi maksimumi), siis kujuneb olukord, et iilesandel opti-
Maalne lahend puudub (kiill aga on olemas lubatav lahend).

Olukorda, kus lineaarsel planeerimisiilesandel puudub lahend,
Kuna lubatav piirkond on tokestamata, illustreerib joonis 24,

X2
144
N
13%
Y
12 N

- X

A
10 - AN
\

(2)

3)

D s

0 1 2 3 4 5 6 F gho T 12 13 14X
A Y

Joonis 2.4, Tokestamata lubatava piirkonnaga lineaarne planeernmis
filesanne.
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2. Alternatiivne lahend.

Ulesandel vib olla mitu erinevat muutujate vdirtuste kombi-
natsiooni, mis annavad sihifunktsioonile optimaalse viidirtuse.
Sellisel juhul on tegemist alternatiivsete lahenditega.

Tookoja niite puhul maksimaalne kasum (64) saavutatakse siis,
kui x; = 8 ja x; = 2. Majanduspraktikas esineb sageli olukordi,
kus sama suurt kasumit on vdimalik saada erineva tootmise

struktuuri korral. Tulemuse z = 64 voib niiteks saada ka juhul,
kui x, =4, x,=5 z=64+85=64. Antud juhul kitsenduste

siisteem (seadmete olemasolu) el voimalda sellise lahendi saa-
mist, kuid mingi teise kitsenduse siisteemi puhul on see teoreeti-
liselt voimalik.

3. Lopmata palju lahendeid.

Kui to6koja iilesandes sihifunktsioon oleks esitatud kujul

z= 5x] + 5x2,
kus kasum nii toote T; kui toote T, ithikult on 5 krooni, siis

sihifunktsioonile vastav samakdrgusjoon on paralleelne kitsen-
dusele 4x +4x,<40 vastava piirsirgega 4x, +4x,=40.

Kujunenud olukorda illustreerib joonis 2.5.
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1344 X

Joonis 2.5, Tookoja iilesande graafiline lahendamine 1opmata paljude
optimaalsete lahendite korral.

Sf’ juhul optimaalne lahend asub sirgligul BC. Sellel sirgldigul
n‘;cli"ad X7 ja x, viirtuste paarid on koik iilesande lahendiks ning
annavad sihifunktsioonile optimaalse (toodud niite korral
:nakSImfaalse) viddrtuse. Tegemist on |opmata paljude lahendi-
€84, kui ei ole ndutud x-de (lahendielementide) tiisarvulisust.
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Kokkuvote

Et otsuseid langetada ja valikuid teha on vaja infot ja kriteeriu-
me, millest lihtuvalt otsuseid tehakse. Tuleb piistitada juhtimis-
eesmirk (optimaalsuskriteerium) ning selgitada selle saavuta-
mist piiravad tingimused (kitsendused). Taoliselt formuleeritud
tlesanne on optimeerimisiilesanne. Kui optimeerimisiilesanne
on formuleeritud lineaarsena, on tegemist lineaarse planeeri-
misiilesandega.

Lineaarne planeerimisiilesanne koosneb sihifunktsioonist, mil-
lega villjendatakse juhtimiseesmirki, Kitsenduste siisteemist ja
muutujatele esitatavast mittenegatiivsuse ndudest. Igal lineaar-
sel planeerimisiilesandel on olemas temaga duaalne iilesanne.
Tegemist on duaalsete iilesannete paariga. Duaalsete iilesannete
paaris on iilesanded omavahel seotud nii formaalselt kui sisuli-
selt. Formaalne seotus viljendub duaalsete iilesannete paari
vilises kujus ilmnevas siimmeetrias. Duaalsete iilesannete sisu-
lisel seotusel on majanduslik sisu, mis annab tiiendavat infor-
matsiooni  lineaarse  planeerimisiilesandena  formuleeritud
majandusprobleemi lahendamiseks. Kui iihel duaalsetest iiles-
annetest on olemas optimaalne lahend, siis duaalsuse pohiteo-
reemist tulenevalt on see olemas ka teisel, kusjuures sihifunkt-
sioonide optimaalsed véirtused on vordsed. Lahendades duaal-
sete lilesannete paarist iihe, on vdimalik leida ka teise iilesande
optimaalne lahend.

Kui lineaarne planeerimisiilesanne sisaldab vaid kahte muutujat,
siis saab teda lahendada ka graafiliselt. Lineaarse planeerimis-
iilesande graafilisel lahendamisel libitavad sammud:

1) lubatava pooltasandi midramine;

2) lubatavate lahendite hulga midramine;

3) sihifunktsiooni samakdrgusjoone midramine;

4) optimaalse lahendi leidmine.



ILE 7
LINEAARSED PLANEERIMISULESANDED 6

Lincaarse planeerimisiilesande graafilisel lahendamisel voivad
ilmnedaj'zirgmised erijuhud:

* lahend puudub; ‘ .

* iilesandel on mitu erinevat lahendielementide kombma‘t-
siooni, mis annavad sihifunktsioonile optimaalse (malﬁsr—
maa]sé voi minimaalse) viirtuse. Tegemist on alternatiiv-
sete lahenditega;

¢ lilesandel on Idpmata palju lahendeid.



3. SIMPLEKSMEETOD

3.1, Simpleksmeetodi idee

Simpleksmeetod on lineaarsete planeerimisiilesannete pdhiline
]ahendusmeetod.

Lineaarse plancerimise iihe pdhiteoreemi kohaselt asub lahen-
duva lineaarse planeerimisiilesande lahenditest vihemalt ijk.s
Ubatavate [ahendite hulga tipus. Mistahes lineaarse planeeri-
misUI(‘«Sande puhul vaib seega libi vaadata koik lubaFavate
lz.ihendite hulga tipud (in tundmatu korral on tegemist m-dimen-
S1oonilise ruyumj hulktahukaga) ning valida lahendiks see, kus
Slhifunktsiooni viidrtus on suurim. Vihegi suuremate mootme-
€82 iilesande korral oleks koikide selliste hulktahuka tippude
Cidmine isegi arvuti abil liiga toomahukas.

Kui tegu on m vérrandist ja n tundmatust koosneva llqcaarse
Planeerimisﬁ]esandega, siis lubatavate lahendite hulga tippude
arv ei iileta arvu, mis on leitav valemiga:

C""':’l(ﬂ—])...(n——m+1) (3.1)
m!
Niiteks 4 muutujaga (n = 4) ja 2 kitsendusega (m = 2) lineaarse

P]aneerimisﬁlesande lubatavate lahendite hulga tippude arv ei
leta kyy;:

C42 :w: 6 (32)
2!

Onneks saab suurema osa lubatavate lahendite piirkonna.ti.p.pU-
Stkdrvale jitta, kui kasutada jirgmist lihtsat ideed: alati liigu-
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takse naabertippudelt selle tipu poole, kus sihifunktsiooni viir-
tus on suurem. Liigutakse edasi seni, kuni sihifunktsioonile
enam suuremat viirtust ei saada.[Slmpleksmeetodi rakendami-
sel saab alati 1opliku arvu teisenduste jarel kitte iilesande opti-
maalse lahendi vdi selgub, et lahend puudub.

3.2. Simplekstabel

Simpleksmeetodi algoritmi rakendatakse kanoonilisel kujul esi-
tatud ilesandele. Kanoonilisel kujul esitatud iilesande lahendit
saab alati iile kanda esialgsele iilesandele ning seega saab
lahendile anda sisulise majandusliku tdlgenduse. Kui kanoonili-
sel kujul esitatud tilesanne sisaldab n muutujat ja m kitsendust,
siis simpleksmeetodil leitud lahendis véivad nullist erineda
mitte rohkem kui m muutuja viidrtused. Geomeetriliselt tahen-
dab see seda, et simpleksmeetodil leitav lahend asub alati kit-
senduste poolt méiratud hulktahuka mingis tipus.

Max-kanooniline iilesanne on esitatav kujul:

MAXz=C X, +C,x, +..+C X +d

a,x, + a,x, + .. + ax —bl
r p—
:azlxl + a,,x, + ... + a, x =0b, (3.3)
t
a x, + a.x. + .. + a x =b
mi 1 m2 2 mnn m

o x. 20 x.20 x =20
[ 2 n

Sihifunktsioonis on z samuti kisitletav muutujana. Viies sihi-
funktsiooni kdik muutujad tihele poole, saadakse sihifunktsioo-
nile esituskuju:

I-C X, —C,X, == C X =d 3.4)

non
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Max-kanoonilisel kujul antud iilesandele voib vastavusse seada
Stmplekstabeli (tabel 3.1).

Tabel 3.1
X X3 X, Vabaliige
~S\1hifunk[sioon —c; —c» —e, d
I rida ap a ap, b,
2 rida aoy as» as, /’)g
m e
L Nda Ay ady2 Ay bm

S_'mplekstabe]i kirjapanekul kasutatakse ka teistsuguseid kirja-
Pilte. Ménikord esitatakse sihifunktsiooni rida (0. rida) ka pérast
M-ndat rida ning vabaliikmele vastav veerg voib olla tabeli esi-
Meseks veeruks.

Kui kanoonilisel kujul antud iilesanne sisaldab n
tundmatut ja m vérrandit, siis simpleksmeetodil
leitud lahendis vivad nullist erineda mitte rohkem
kui (kitsenduste arv) tundmatu viidirtused, mida
Nimetame lahendielementideks.

3.3. Baasitabel

E@Tplekstabelit nimetatakse baasitabeliks, kui tab,e,l_i‘_e;lementvide_

: a,; (kitsenduste siisteemi kordajad) osas on vahemalt m erinevat
%-‘él-k veergu ning nendes veergudes sihifunktsiooni reas on nul-
~d. UhlkVeerg on veerg, milles nullist erineb vaid iiks element,

MIS seejuures vordub tihega. Seda m erinevast ihikveerust
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koosnevat komplekti nimetatakse baasiks. Muutujaid, mis on
baasitabelis tihikveergude kohal, nimetatakse haasimuutujateks
ja tilejaanud muutujaid vabadeks muutujateks. Baasitabeli poolt
miiratud lahend on baasilahend ehk baasiplaan. Baasilahendi
vadrtuste komplektis vabade muutujate viirtused vorduvad
nulliga, baasimuutujate vadrtused leitakse aga nii, et oleksid
rahuldatud koik kitsenduste siisteemi vorrandid. Iga baasimuu-
tuja vordub vabalitkme veeru elemendi viiirtusega selles reas,
milles vastavas baasiveerus seisab arv /. Kui seejuures baasita-
beli sihifunktsiooni reas (0-ndas reas) koik baasimuutujatele
vastavad elemendid (—c,) vorduvad nulliga, siis sihifunktsiooni
rea vabalitkme veerus seisev arv niitab sthifunktsiooni vidrtust
selle baasilahendi korral.

Jatkame 2. peatiikis toodud tookoja tootmisplaani koostamise
niitega (niide 2.1). Ulesanne on esitatud max-pdhikujul [(2.1)-
(2.3)]:

maxz = 6xl +8x2

5x,+10x,<60

4x + 4x , S 40
x,x,20
Ulesande teisendamisel kanoonilisele kujule [(2.26)—(2.28)] on
sisse toodud abimuutujad x; ja x4 (seadmete §; ja S, kasutamise
aegade voimalikud iilejddgid). Baasimuutujateks x; ja x; on too-

dete T, ja T, tootmise mahud. Kitsenduste siisteem max-kanoo-
nilisel kujul esitatud iilesandes on:

5xl+]0x2+)cj =60
4x,+4x,+x,=40

Pirast teisendusi sihifunktsiooniga, mille tulemusena kdik tund-
matud on viidud iihele poole (z—6x, —8x,=0), saab tookoja
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t0_0tmisp]aani koostamise ilesandele vastava simplekstabeli
CSitada kujul, mis vastab baasitabelile (tabel 3.2).

Tabel 3.2
X X X3 Xy Vabaliige
0. rida -6 -8 0 0
Lvida 75 17700 17 1 o | 60
2. rida 4 4 0 ! 40

%iaasitabem nimetatakse lubatavaks, kui tabelis kdik elemendid
© On mittenegatiivsed (b 20, i=12,...,m). Seega tovkoja

Ulesandele vastay simplekstabel on lubatav baasitabel. Lubata-
Vale baasitabelile vastav lahend on lubatav baasilahend ehk
Aasiplaan. Baasitabel on optimaalne, kui baasitundmatutele
Yastavad elemendid sihifunktsiooni reas on 0-d ja ilejianud
“nda rea (sihifunktsiooni rea) elemendid (—c,) on mittenega-

Uivsed, Optimaalsele baasitabelile vastavat baasiplaani nimeta-
ta_].(‘se optimaalseks baasiplaaniks ehk optimaalseks lahendiks.

O0koja tilesandele vastav baasitabel (tabel 3.2) ei ole opti-
Maalne ning seega ei ole optimaalne ka sellele vastav lahend
(2=0,x,=0x =0,x, =60, x, = 40).

Simplekstabelit nimetatakse baasitabeliks, kui Kkit-
senduste siisteemi kordajatele vastav tabeliosa sisal-
dab i erinevat iihikveergu (m — kitsenduste arv).

[iaasitabel on lubatav, kui koik elemendid b; (vaba-
liikmed) on mittenegatiivsed.
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Lubatav baasitabel on optimaalne, kui baasitund-
matutele vastavad elemendid sihifunktsiooni reas on
0-d ja iilejainud selle rea elemendid (—c;) on mitte-
negatiivsed (—cj >0).

3.4. Simpleksteisendused

Kui baasitabeli sihifunktsiooni reas (0-ndas reas) on negatiiv-
seid elemente, siis on vdimalik saada paremat lahendit. Selleks
tuleb teha simpleksteisendusi (joonis 3.1). Simpleksteisendused
baseeruvad Gauss-Jordani meetodil ehk elimineerimisprotse-
duuridel.

Esialgne
simplekstabel
\
Baasitabel
jah Simplekstabel
—,;>0 )
on optimaalne
ei

Leiame juhtveeru,
juhtrea ja juht—
elemendi

Optimaalse la—

hendi analiitis

Teeme

juhtteisendused

Joonis 3.1. Simpleksmeetodi rakendamise sammud.
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P Ohireeglid simpleksteisendusteks
1. Simpleksteisendused algavad juhtveeru valikuga. Juht-
veeruks valitakse veerg, kus 0-nda rea kordaja on negatiiv-
ne ja soovitavalt absoluutviirtuselt suurim.
2. Arvutatakse juhtveeru kaikide positiivsete elementide a,
alusel suhe bfa, (i= L2...m).

3. Valitakse juhtrida. Juhtreaks on iiks ridadest, kus suhe
bl/a” on viikseim.

4. Juhtveeru ja juhtrea 15ikepunktis on juhtelement. See iimb-
Ntsetakse tabelis tavaliselt rongakesega.

3. Tehakse juhtteisendused. Eesmirgiks on teisendada juht-
veerg iihikveeruks, sealjuures juhtelement vordub Uh.]k_
veerus /-ga. Selleks jagatakse juhtrida libi juhtelemendlga
Ning seejirel teisendatakse juhtveerg iihikveeruks (juhtele-
ment = /, teised veeru elemendid = 0).

Silmas tuieh pidada, et juhtteisendusi tehakse kogu simpleksta-
eli ulatuses. Simpleksmeetodi rakendamisel teisendatakse
anoonilisel kujul esitatud planeerimisiilesandele vastav simp-
ekstabel tema ridade sobivate arvudega korrutamise ja omava-
Relise Tiitmise teel optimaalseks baasitabeliks. Sellisele teisen-
dEISele vastab sisuliselt iilesande esitamine mingil teisel, sama-
Vadrse] kujul. Seejuures teisendamiseks on kasutatud vorrandite
Sobivate arvudega korrutamist ja omavahelist liitmist ning osade
T_u“tuj'dte asendamist sihifunktsioonis nende avaldistega iile-
Jadnud Muutujate kaudu mdnest vorrandist. Teisenduste tulemu-
%ena saadud optimaalsele baasitabelile vastav baasilahend ehk
4asiplaan ongi kanoonilisel kujul esitatud planeerinnisﬁ]esanfi.e
Z.lhe”d- Kui lineaarne planeerimisiilesanne on lahenduv, siis
Smpleksteisenduste rakendamise tulemusena on ta alati ka lei-
tav Kui aga iilesanne pole lahenduv, siis selgub see teisenduste
Agus. Simpleksmeetodil on omadus, et simpleksteisenduste
4I2us saadavatest baasilahenditest iga jargmine pole halvem
Ul eelmised,
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3.5. Simpleksmeetodil saadud lahendi analiiiis

Simpleksteisenduste tulemusena jOutakse alati uue lubatava
baasitabelini, milles uutele baasimuutujatele vastavad suurused
(=¢,) vorduvad nulliga. Kui jilgida, et baasitabelid ei hakkaks
korduma (selle viltimiseks on olemas formaalsed eeskirjad,
nditeks leksikograafilise simpleksmeetodi kasutamine /Kaasik,
et al, 1982/, siis 16pliku arvu sammude jirel joutakse alati iiheni
kahest voimalusest:

I)saadud on optimaalne baasitabel, kus baasimuutujatele

nud selle rea elemendid on mittenegatiivsed (—c/ >20);

2)on kujunenud olukord, kus sihifunktsiooni reas méni ele-
ment (—c,) on negatiivne, aga selles reas ei ole iihtegi posi-
tiivset arvu a, ning seega ei saa valida juhtrida. Sellisel
juhul optimaalne lahend puudub.

Tabelis 3.3 esitatud juhul ongi tegemist optimaalse lahendi
puudumisega. Ulesandel on [&pmata palju lubatavaid lahendeid,
kusjuures lahendid moodustavad tokestamata hulga. Alati vdib
leida selliseid muutujate vidrtuste komplekte, mis rahuldavad
kdiki kitsendusi ning annavad sihifunktsioonile igast etteantud
arvust suurema vaéartuse.

Tabel 3.3
Z -2 0 0.8 0 48
X7 -0.5 / 0.1 0 6
X4 -2 0 —-0.4 / 16

Kui simpleksteisenduste tulemusena on joutud optimaalse
baasitabelini, siis tema poolt miératud baasilahend on optimaal-
ne lahend. Optimaalse lahendi leidmisele jirgneb selle analiiiis.
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Optimaalse lahendi analiiiisimisel selgitatakse tavaliselt:

* kas iilesandel on ka teisi optimaalseid lahendeid. Kui on
Mitu baasilahendile vastavate muutujate viirtuste komp-
lekti, mis annavad sihifunktsioonile suurima (vdi vihima)
Vddrtuse, siis on tegemist alternatiivsete lahenditega;

* millistes piirides vdivad lineaarse planeerimise iilesande
andmed muutuda, et leitud lahendi optimaalsus siiliks.
Tegemist on lahendi stabiilsuse analiiisiga.

Alter s _ e . onti
lternatijyse lahendi olemasolu véimalikkuse tunnus: optimaal-
¢ baasitabeli sihifunktsiooni reas on 0 ka mitteiihikveerule

Vastyy.
dStavas veerus (tabel 3.4).

Tabel 3.4
’\M
| x X X3 Yy Vabaliige
Lo | o 04 | o0 | __56____
© o | 7 T 02 | -025 2
| 0 -0.2 0.5 8
Lo 0 0.4 0__|___36____
2 os |7 T o T 0 6
L |2 0 0.4 I 16

Tabel 3.4 on optimaalne baasitabel, kust vdib vilja lugeda opti-
E;E.Ellse lahendi x, = 8, x, =2, x;=x4=0 ning z= 56. Ku.n.a
Vii:fEnktSiooni reas on 0 ka veerus, mis el gle tihikveerg, siis
X -]a S¢e alternatiivse lahendi olemasolu vc")lr.nalu'se.le. Valime
;ke Vastava veeru juhtveeruks ning teeme ldbi vajalikud simp-
x Steisendused. Saame alternatiivse lahendi: x; =0; x2 =6,
3=0,x,= 16 ning 7 = 56.
[())lﬁ?maalse lahendi stabiilsuse analiiiisil piird‘ume juhuga,.mi]le
sihi;ll teeme kindlaks, millistes piirides v6ib muuta esialgse
tu u“kts“?oni kordajaid ¢, (millistes piirides nad voivad muu-

2). et leitud optimaalne lahend oleks ka uue (uute) sihifunkt-
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siooni kordajaga (kordajatega) tilesande optimaalseks lahendiks.
Tihistame sihifunktsiooni kordaja ¢, muutuse tihega e¢; ning
leiame kitsendused, mida e, peab rahuldama. Kitsenduste leid-
miseks, mida peab rahuldama kordaja ¢, muutus ¢, tuleb tegut-
seda jdrgmiselt:
e lisada optimaalse baasitabeli sihifunktsiooni reas k-ndas
veerus seisvale arvule suurus —ey;
¢ teisendada optimaalne baasitabel uuesti kujule, kus sihi-
funktsiooni reas baasimuutujatele vastavates veergudes sei-
savad nullid. Vajadus teisendamiseks kerkib vaid juhul, kui
x; olt optimaalses baasitabelis baasimuutuja. Vajalik tei-
sendus seisneb sel juhul suurusega e, korrutatud optimaalse
baasitabeli sobiva rea liitmiseks sihifunktsiooni reale;
¢ kirjutada vilja kitsendused suuruse e, jaoks. Nendeks saa-
vad vdrratused ndudega, et pirast teisendamist saadavas
reas koik elemendid, v.a. vabaliikme veerus seisev, oleksid
mittenegatiivsed. Pirast teisendamist saadavas reas vaba-
litkme veerus seisev avaldis nditab sihifunktsiooni maksi-
maalset vidrtust pirast kordaja ¢, suurendamist;
¢ lahendada vorratuste siisteem suuruse ¢ suhtes.

Analoogiliselt vdib analiilisida ka vabaliikmete b, ja kordajate
a, vdoimalikke muutusi. Siinjuures on oluline silmas pidada, et
iga konkreetse iilesande korral, millel on majanduslik sisu, tuleb
algandmete vdimalikke muutusi interpreteerida sisuliselt ning
saada seeldbi tdiendavat infot otsustamiseks.

Alternatiivse lahendi olemasolu voimalikkuse tun-
nus: optimaalse baasitabeli sihifunktsiooni reas on
null ka mitteithikveerule vastavas veerus.

Optimaalse lahendi stabiilsuse analiiiisil selgitatak-
se, millistes piirides voivad lineaarse planeerimise
tilesande andmed muutuda, et leitud lahendi opti-
maalsus siiliks.
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3.6. Simpleksmeetodi rakendamise niteid

Niide 3.1. Tookoja tootmisplaani iilesanne

Lahendame simpleksmeetodil teises peatiikis formuleeritud t86-
koja tootmisplaani iilesande, millele vastav baasitabel on esita-
tud tabelis 3.2. Optimaalse baasitabeli ning sellele vastava opti-
Maalse lahendi leidmiseks tehtavad simpleksteisendused on
koondatud tabelisse 3.5, mis koosneb kolmest alamtabelist,
millest esimene on esialgne baasitabel.

Sellest voime vilja kirjutada lubatava baasilahendi z=0,
X, =60, x,=40,x =x,=0. Lahend on lubatav ning vastab
tlesande kitsendustele, kuid loomulikult ei rahulda selline

lahend tookoja peremeest (kasumit ei ole, seadmed on kasuta-
Mata). Parema lahendi saamiseks tuleb teha simpleksteisendusi.

Tabel 3.5
X; X2 X3 X4 Vabaliige

L2 -6 -8 0 0 ____Q___

x:'"'_"}——'""@$"_‘, _______ 0o | 60

Xy 4 4 0 / 40
L2 -2 0 0.8 0 | 48

oo | oSV T T 01 | o | 6

X4 @ 0 -04 1 16
L2 0 0 04 | 1| __64 |

v | o [ T 02 | -02s 2

X 1 0 0.2 0.5 8

Tal?eli 3.5 alumine kolmas alamtabel vastab optimaalse baasita-
eli nduetele (miks?). Seega voime viilja kirjutada optimaalse
ahendi x; = 8 (toodangu T; maht) ja x; = 2 (toodangu T maht)
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Jaz = 64 (t6okoja kasum). Pérast optimaalse lahendi leidmist on
soovitav kontrollida, kas optimaalsest baasitabelist saadud
muutujate vidrtused (lahendielemendid) ikka annavad sihi-
funktsioonile optimaalse viirtuse: z=6-8+8-2=64. Selline

kontroll on vajalik voimalike arvutusvigade avastamiseks.

Optimaalsest baasitabelist saab viilja kirjutada ka duaalse iiles-
ande lahendi. Max-pShikujulise lineaarse planeerimisiilesan-
dega duaalse lilesande lahend on leitav optimaalsest baasitabe-
list sihifunktsiooni reast abitundmatute kohalt.

Tookoja iilesandele kui max-pohikujulisele lineaarsele planeeri-
misiilesandele vastava duaalse iilesande lahendi leiame seega
tabeli 3.5 kolmandast alamtabelist ning see on: v, =04 ja

v, =1. Duaalse lahendi alusel saame lisainformatsiooni, et

seadme S; tdiendav t66tund annab téokoja omanikule 0.4 krooni
kasumit ning seadme S, tdiendav t6otund / krooni kasumit.
(Kontroll: w = z = 64 ning w =60-0.4+ 1-40 = 64 . Miks?)

Max-pohikujulise lineaarse planeerimisiilesandega
duaalse iilesande lahend on leitav optimaalsest baa-
sitabelist sihifunktsiooni reast abitundmatute ko-
halt.

Lahendi stabiilsuse analiiiis

Analiitisime olukorda, kui té6koja kasum tootelt 7 ei ole tip-
selt 6 krooni. Piitiame selgitada, kui palju vdib kasum tooteiihi-
kult muutuda, et lahendi optimaalsus siiliks. Vdimaliku kasumi
muutuse tdhistame e;-ga. Lisame e; miinusmirgiga optimaal-
sesse baasitabelisse (miinusmirgiga sellepirast, et simpleks-
tabelis on sihifunktsiooni kordajad vastandmirgiga, seega —c,).
Saame tabeli 3.6.



SIMPLEKSMEETOD 81

Tabel 3.6
X X X: X4 Vabaliige
7___ O—¢; 0 0.4 ) _______611___
0 0.2 -0.25 2
/ 0 -0.2 0.5 8

Teeme simpleksteisendused, et sihifunktsiooni reas —e;-st lahti
Saada. Saame uue sihifunktsiooni rea:

[I[ 0 | 0 [ 04-02¢ | I+05¢; | 64+8e;

Lubatava baasitabeli optimaalsuse kriteeriumist tulenevalt
lahendame vorratuste siisteemi

0-4—0.2e, >0
/ +0.5el >0,

(3.5)

Kust saame

{0-2e, <04=e <2

3.6
0.5e, 2~ =¢ 2-2 GO

ning
~2<e <2 (3.7)

Optimaalne lahend jidb kehtima, kui 6—2<c, <6+2. Seega

kflsum tooteiihikult vaib olla vahemikus 4 kroonist kuni 8 kroo-
NiNi — ta ej pruugi ofla tipselt 6 krooni. Sel juhul on ikkagi
Otstarbekas toota 8 iihikut toodet 7; ja 2 iihikut toodet 7>. Too-
koja kasum juhul, kui toote T, iihikult saadav kasum on 4
Krooni, on z = 64— 8.2= 48 krooni. Juhul kui toote 7; thikult
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saadav kasum on & krooni, kujuneb tookoja kasumiks
z=64+8-2= 80 krooni.

Analiitisime ka olukorda, mil kasum tootelt 7, ei ole tipselt
¢, = 8, vaid hilbib sellest suuruse e, vorra (tabel 3.7).

Tabel 3.7
Xi X2 X3 Xy Vabaliige
z 0 | O-e; 0.4 1 64
0 1 0.2 -0.25 2
1 0 -0.2 0.5 8
4 0 0 0.4+0.2e; | 1-0.25¢; 64+2e;
Lubatava baasitabeli optimaalsuse ndudest tuleneb:
0.4+02, 20
" (3.8)
1 —025e,20
ning
e,2-2
e,s4 (3.9)
—-25e,<4
Seega
8-2<c,<8+4 (3.10)

Lahendi optimaalsus (xl =38, x, = 2) siilib ka siis, kui toote T

tihikult saadav kasum ei ole tipselt 8 krooni, vaid vdib muutuda
vahemikus 6 kroonist kuni /2 kroonini. Todkoja kasum tootmi-
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ie.“ja toodete miiligist muutub sel juhul 60 kroonist 72 krooni-
1.

Niide 3.2. Kaupluse miiiigiplaani iilesanne

.I_<alupluses miiiiakse toidu- ja toostuskaupu. Toidukauba ting-
thiky miitigist saab kauplus kasumit 6 krooni ning tédstuskauba
Pu_hu] 9 krooni. Kaupluse lidbimiiiiki limiteerivad kaupluse ruu-
Mmide pind (800 m?) ja miiiijate tooaeg (200 inimtundi nidalas).

Cssursside olemasolu ja nende kulu kaubaiihiku miiiigiks on
toodud tabelis 3.8.

Tabel 3.8

Toidukaup | Toostuskaup | Ressursside

olemasolu
Miitgipind (m’) 0.6 0.4 800
Tovacg 0.1 0.2 200

(inimtundi)

Kaupluse juhti huvitab selline miiiigiplaan, mille korral saadav
asum oleks suurim.
Sltatud probleemipiistitusele vastav iilesande matemaatiline
OfMmuleering on jirgmine:

maxz=6x] +9x2 1D
{0.6)(/ +0.4x_ <800
, 3.12
0. lx] + 0.2.\'2 < 200 ( |
X, 20, x,20, G
kus
X;

= toidukaupade miiiik;

x — [T
2 = toBstuskaupade miiiik.
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Duaalne iilesanne

minw = 800yl + 200y2 (3.14)
0.6y,+01y,26
(3.15)
0.4y,+02y,29
y,20, y,20 (3.16)

Kaupluse miiiigiplaani iilesande kui max-pShikujulise lineaarse
planeerimisiilesande max-kanooniline kuju on:

maxz:6xl +9x2 3.17)
0.6xl +0.4x2 +x,= 800
; (3.18)
0.]xl + 0.2x2 +x,= 200
XXX, X, >0, (3.19)

kus

X, X — baasimuutujad;

X3, X4 — abimuutujad, kusjuures x; on ruumide pinna vdimalik
tilejadk ning x, miitijate to6aja voimalik tilejadk.

Ulesande lahendamiseks vajalikud simpleksteisendused on

koondatud tabelisse 3.9.

Optimaalsest baasitabelist saame iilesande lahendiks x, = /000

(toidukaupade kiive), x, = 500 (toostuskaupade kiive). Sellise

kdibe struktuuri korral on kaupluse kasum suurim: 70 500

krooni (z=6-1000+9-500 = 10500).



SIMPLEKSMEETOD 85

Tabel 3.9

\
— | Xj X2 X3 X4 Vabaliige
<1 6 -9 $ 0 0 0
X3 0.6 04 I 0 800

x 0.1 0.2) 0 ! 200

4
\
12| -5 0 0 45 9000
w09 5 1 -2 400
(2 |05 i 0 1000
et LN I 175 | 375 | 10500
Y ! 0 2.5 -5 1000

X5
2 | 0 / -1.25 7.5 500

Duaalse iilesande lahendiks on:

Y1'=3.75 — | m® tiiendavat kaubanduspinda annab kasumit
3.75 krooni;

Y2=375 - to6taja tiiendav tootund annab kasumit 37.5
krooni.

(Kontroll: 4y = z2=800-3.75+200-37.5=10500)

Lahendi stabiilsuse analiiiis toidukauba tingiihikult saadava
asumi (c,=6) suhtes:

375+25¢ >0 = ¢ 25 =13
{ : b25 (3.20)

37.5-5¢ 20 = 4375
-5
Seega ~15<e,<7.5 ning 45<¢, <135, (3.21)
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Kaupluse miitigiplaani optimaalsus siilib ka siis, kui toidukau-
pade tingiihiku miitigilt saadav kasum muutub vahemikus 4.5
kroonist /3.5 kroonini.

Analiiiisime lahendi stabiilsust ka juhul, kui muutub to0stus-
kaupade tingiihiku miitigist saadav kasum (c¢; = 9). Selleks leia-
me lahendi vorratuste siisteemile (e> on toostuskaupade miitigist
saadava kasumi vdimalik muutus).

3.75-125¢,20 ¢, s%=3
s (3.22)
37.5+7.5¢, >0 e >—""=-5
2 TS
~5<e,<3 (3.23)

Lahend kehtib, kui toostuskaupade miiligist saadav kasum on
vahemikus 4<¢, < /2.

Analiiiisime iilesande (3.11)=(3.13) lahendi x; = 1000; x; = 500
ja z = 10 500 stabiilsust ka juhul, kui samaaegselt voivad muu-
tuda molemate muutujate x; ja x» vastavad sihifunktsiooni kor-
dajad ¢, ja c,. Pirast sihifunktsiooni kordajate c; ja c; vdimalike
muutuste —e; ja —e; lisamist omandab optimaalse baasitabeli
sihifunktsiooni rida kuju

[ ] 0 | 0e; | 375 | 375 10500 |

Baasimuutujatele vastavates veergudes seisvate elementide tei-
sendamisel nullideks omandab optimaalse baasitabeli sihifunkt-
siooni rida kuju

z o] o 3.75+ 37.5- 10 500+
+2.5¢~1.25ex | —5e,+7.5¢, | +1000e,+500e:

Pirast teisendusi saadud sihifunktsiooni reas olevatele elemen-
tidele esitatud mittenegatiivsuse ndudest tulenevad kitsendused:
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{3-75 +2.5¢,~1.25¢,20

(3.24)
37.5~5¢,+7.5¢, 20,
kust Saame
~l.5+0.5e_, Se,S7.5+15e, (3.25)

Juhul kyj ey =0, siis —=1.5< ¢, <7.5 (vt ka 3.19) ning juhul kui

“=1,siis -I<e <9.

Seega, kuj toOstuskaupade tingiihiku miiligist saadav kasum ei
0_16 mitte 9 krooni, vaid /0 krooni (¢ + e3), siis toidukaupade
tingiihiky miitigist saadav kasum voib muutuda vahemikus 5
Kroonist kuni /5 kroonini (5<¢, < 75). Sel juhul siilib lahend;

Y1=1000 (toidukaupade miiiik), x, =500 (tédstuskaupade
Mitik) optimaalsus ning kaupluse kasum v&ib kujuneda 10 000
Kroonist (¢c;=15, ¢;=10) kuni 20000 kroonini (c; =15,
2= 10).

Niide 3.3. Séodaratsiooni iillesanne

On vaja koostada soodaratsioon kanapoegade kasvatamiseks
bm“eriteks. Kanapoegade toitmisel on vdimalik kasutada kol-
me s§5tq S1, S5, S;. Uks kilo so6ta S; maksab /0 krooni, sddta S»
 krooni ja so6ta S; 4 krooni. Kanapoegade soddaratsioon peab
S1Saldama vihemalt 70 iihikut vitamiine, vahemalt 20 iihikut
mmeraalaineidja viihemalt /5 iihikut valkaineid. Vajalike aine-
e sisaldus ss6tades on toodud tabelis 3.10.

Tabel 3.10
S/ Sg S_{
Vitamiinig 5 0 5
Mineraalained I 2 0
Valkained 0 4 3




88 SIMPLEKSMEETOD

Kui palju tuleks erinevaid sootasid kanapoegade sdddaratsioo-
nis kasutada, et nende sootmine tuleks voimalikult odav.

Ulesande matemaatiline formuleering antud probleemipiistituse
korral on:

minz=10x,+6x,+4x, (3.26)

5xl +0x2 +2x} > 10
x,+ 2x2 + Ox_;, > 20 (3.27)

0xl +4.’c2 +3x3 >15
xl>0, x2>0, x3>0 (3.28)

kus

x; — sOoda S; ostetav kogus;
x; — sboda S, ostetav kogus;
x3 — sOoda S; ostetav kogus.
Duaalne iilesanne:

maxw = [0y, + 20y, + 15y, (3.29)

Sy, + y,+0y, < 10
Oy, +2y,+4y,< 6 (3.30)
2y +0y,+3y,< 4

Yp Yy, 20 (3.31)

Duaalse iilesande korral on tegemist rmax-pdhikujulise lineaarse
planeerimisiilesandega, mille lahendamine simpleksmeetodil on
tehniliselt mugavam. Teisendame max-pohikujul esitatud kana-
poegade sdddaratsiooni koostamise iilesandega duaalse iiles-
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ande kanoonilisele kujule, tuues sisse mittenegatiivsed abi-
muutujad ywys ja yé:

W=10y,-20y,-15y,=0
Sy, +y,+y,=10
25, 44y, +y, =6
2y, +3y,+y, =4

(3.32)

Yy Yy, vy, 20

?impleksteisendused kanoonilisel kujul (3.32) esitatud duaalse
tilesande (3.29)—(3.31) optimaalse baasitabeli saamiseks on
koondatud tabelisse 3.11.

Simplekstabeli 3.11 viimane allosa vastab optimaalse baasi-
tabeli nguetele, kust saab vilja kirjutada iilesandele (3.29)-
(3.31) vastava optimaalse lahendi

)’] = ]4/]0 — ].4, Yo = 3’ Y3 = 0’ Yy = 0, ys = 0, Yo = 6/5 = 12
ning

W=10-14/10+20-3=74.

DUaalse tlesande muu[uja[e Y1, V2 ja V3 optimaalsete]e vaartus-
tele saab anda jargmise sisulise tdlgenduse:

* y1 = 1.4 — kui ostetavates segudes on vitamiine iihe iihiku
vorra rohkem, siis kanapoegade sootmiskulud kasvavad /.4
krooni vérra nidalas;

* ¥2=3 - kui ostetavates segudes on mineraalaineid lhe
tihiku vGrra rohkem, siis kanapoegade séotmiskulud kasva-
vad 3 krooni vdrra nidalas;

* ¥3 =0 - kui ostetavates segudes on valkaineid iihe tihiku
vorra rohkem, siis kanapoegade so6tmiskulud ei suurene.
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Tabel 3.11
] V2 ¥ Y4 Ys Yo

W =10 | =20\ -5 0 0 0
",,j““g““,‘ir“‘0“*"""“0 _____ o | 10 ]
Vs 0o |@D| +4 0 I 0 6

s 2 | o 3 0 0 I 4

wo | =10 0 | 25 0 10 0 60

v |GV o =2 [ 7 [ -] o] 7

V2 0 / 2 0 172 0 3

Vo 2 0 3 0 0 ] 4
w1 9 Loy 2 2 |9 10 174 ]
v Il o | =210 | 210 | -i710 | 0 | 1410
y2 0 ! 2 0 172 0 3

s 0 | 0 | 1ys | =25 | 55 I 6/5

Tabelist 3.11 saab vilja kirjutada ka esialgse tilesande (3.26)—
(3.28) lahendi:

x; =2 —seguS; ostetav kogus;

x; =9 —segu S, ostetav kogus;

x; =0 —seguS;ei ole otstarbekas osta.

z2=10-2+6-9 =74 — minimaalsed s66tmiskulud.

Seega on kanapoegade sOdtmisel otstarbekas kasutada kahte
segu: segu Sy 2 kilo ja segu S, 9 kilo. Sel juhul kulutused kana-
poegade s06tmiseks on vihimad: 74 krooni niddalas.

3.7. Simpleksmeetodi rakendamine iildjuhul

Seni lahendatud ilesannete puhul pidas paika ndue, et max-
kanoonilisel kujul esitatud iilesannete esialgne simplekstabel oll
lubatav baasitabel. Alati ei pruugi lineaarsele planeerimistiles-
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andele vastav esialgne simplekstabel olla lubatav baasitabel.
Sellise] juhul saab kasutada iildistatud simpleksmeetodit ehk
Simpleksmeetodi rakendamist iildjuhul. Simpleksmeetodi raken-
damist tildjuhul kiisitleme firma tootmisplaani tlesande niitel
(nidide 3.4).

Niide 3.4, Firma tootmisplaani iilesanne

Firma on saanud oma toodetele 7, T ja T; ostutellimuse vihe-
Malt 750 $ eest niidalas. Toodete struktuuri kohta ostja ndudeid
Clesita. Sellisel tingimusel on toodete miiiik voimalik jirgmiste
Miiigihindade korral: toode 7; 3 $, toode 7> 5 $, toode 752 $.

Toodete valmistamine on limiteeritud kahe materjaliga M; ja

2- Materjali M; kulub tootele T, 2 kilo, tootele 7> 3 ja tootele
T3 2 Kilo. Materjali M; on firmal voéimalik hankida 550 kilo
Nddalas ning eelnevalt sélmitud sisseostulepingu kohaselt on
_ﬁrma huvitatud materjali M, tiielikust idrakasutamisest. Mater-
Jali M, kulub tooteiihiku kohta jirgmiselt: tootele T) 3 kg; too-
tele 1, 4 kg ja tootele T; 4 kg. Materjali M- on firmal vdimalik
hankida kuni 650 kg nidalas, sealjuures vdib materjali kulutada
Ja seega ka tarnida vihem.

E.SialgSe kalkulatsiooni kohaselt kujuneb toodangu thiku oma-
hmdjﬁrgmiseks: toode T; 2 $, toode T 3 $ ja toode T; 3.5 $.

Eirma on huvitatud tootmisplaanist, mille puhul koik lepingu-
Ungimused oleksid tiidetud ning seejuures tootmiskulud (sum-
Maarne omahind) oleksid vihimad.

Ulesande matemaatiliseks formuleerimiseks on teadaolevad
andmed soovitav esitada tabelina (tabel 3.12).
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Tabel 3.12
Ressursside kulu Ressursside
Toode T; | Toode T, | Toode T; olemasolu
M, 2 3 2 = 550
M, 3 / 4 <650
minz=2xl+3x2+3.5)cg (3.33)

3x,+5x,+2x,2750 (mitgiplaan)
2x +3x, + Zx} = 550 (materjali M, kasutamine) (3.34)

3xl +x,+ 4x] < 650 (materjali M2 kasutamine)
XXX, 2 0, (3.35)

kus
x; — toote T, tootmismabht;

6 6e

X2 — T> tootmismaht;

666

X3 — T; tootmismaht.
Ulesande (3.33)—(3.35) max-kanooniline kuju:

minz =max(-z=2")= max(—2xl - 3’x2 - 3.5x}) ehk

z'+2x1+3x2+3.5:0 (3.36)
3xl + 5)(2 + 2x3 - x, = 750
2xl + 3x2 + 2)«'3 =550 (3.37)
3xl + X, + 4x3 + X, = 650

XX XX, X >0, (3.38)
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kus

*4 Ja x5 on abimuutujad, kusjuures
X4 = miitigiplaani vdimalik iiletamine;

Max-kanoonilisel kujul lineaarsele planeerimisiilesandele
(3.36)~(3.38) vastab simplekstabel 3.13.

Tabel 3.13
X1 X2 Xz Xy X5 Vabaliige
~~2 ] 2 |3 |35 4. 0 | 0 | __ 0___|
lrda | 3 | 5 2 Z1 0 750
2rida | 2 3 2 0 0 550
S.rida | 3 I 4 0 I 650

Max~kanoonilisele kujule vastav simplekstabel 3.13 ei ole veel
lubatay baasitabel. Simplekstabel on lubatav baasitabel, kui
Vabaliikmed on mittenegatiivsed (see ndue on tdidetud) ning
Eﬂbelis on m (kitsenduste arv) iihikveergu. Antud juhul on vaid
tks ithikveerg, peaks olema aga kolm (m = 3). Seega tuleb esi-
algne simplekstabel teisendada lubatavaks baasitabeliks. Selleks
tuleb sisse tuua kunstlikud muutujad xs ja x7. Tulemusena
Saame uue kitsenduste siisteemi:

3%, +5x, +2x,-x, +x, =750
2X; +3x, + 2x, +x, = 550 (3.39)
3x, + X, +4x, + X5 =650
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Majanduslikust sisust ja vorrandisiisteemist (3.36) tulenevalt
peaks kunstlike muutujate x4 ja x; véirtused optimaalses lahen-
dis olema 0-d.

Selleks et optimaalses lahendis kunstlike tundmatute véartused
tuleksid 0-d, tuleb nad liilitada sihifunktsiooni kordajaga —M,

kusjuures M on suur positiivne arv (M >0, MZ’C/‘). Kuna

tegemist on minimeerimise lilesandega, siis toome kunstlikud
tundmatud x4 ja x7 sihifunktsiooni sisse kordajaga +M. Saame
sihifunktsioonile kuju

ming = 2xl +3x2 +3.5x3 +Mx6 +Mx7. (3.40)

Jirgnevalt teeme sihifunktsiooniga teisendused, et viia llesan-
net max-kanoonilisele kujule:

minz=max(—z=27)=

3.41
:max(—2xl—3x2—3.5x?—Mx6 - Mx,) ( )
ning
z'+2x1+3x2+3.5xi+Mx6+Mx7 =0 (3.42)
Kunstlikke muutujaid x4 ja x7 sisaldav simplekstabel:
Tabel 3.14
X X3 X3 Xy X5 X X7 Vabaliige
A 2 | 313510 01 MIM1 0 __
l.rida | 3 5 2 -1/ 0 / 0 750
2.rida | 2 3 2 0 0 0 ! 550
3.rida | 3 1 4 0 / 0 0 650




SIMPLEKSMEETOD 95

Kuna muutujatele x4 ja x; kui baasimuutujatele vastavates veer-
8udes sihifunktsiooni reas on arvud M, siis lubatava baasitabeli
Saamiseks tuleb need teisendada nullideks. Selleks korrutame
tabeli 3.14 7. ja 2. rea libi +M-ga ja lahutame sihifunktsiooni
reast. Saame

T 20, + 3x, 4+ 3.5x, + Mx_+Mx, - 3Mx,
‘5Mx_, = 2Mx +Mx, - Mx, - 2Mx, — 3Mx, (3.43)
=2Mx ~ Mx, =0-750M - 550M,
kust

I+ (2= SM)x, +(3-8M)x, +

(3.44)
H3S—aM)x, + Mx, = —1300M

Simpleksteisenduy:d saadud lubatava baasitabeli teisendami-
seks optimaalseks baasitabeliks on koondatud tabelisse 3.15.

Tf‘k.’e“ 3.15 viimane allosa on optimaalne baasitabel, kust saame
Vilja Kirjutada jirgmise optimaalse lahendi:

X150, x,= 55013, x; = 0, x; = 50013, xs = 1400/3, x5 =0, x7=0
Ja 2"=-550. Kuna z’=-z, siis firma minimaalsed tootmis-
kulud z = 550 . (Kontroll: ¢ = 2" = 3-550/3 = 550).

KUnstlikud muutujad x, ja x; peavad iilesande lahendamise tiq-

8IMmustest tulenevalt vorduma 0-ga. Kui optimaalses baasitabelis
unstlike muutujate viirtused ei vordu 0-ga, siis selliselt for-
Muleeritud iilesande] puudub optimaalne lahend. Tegemist on

Olukorraga, kus iilesandel on 15pmata palju lahendeid, nende
ulk on tokestamata.
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Firma tootmisplaani iilesande optimaalse lahendi majanduslik
folgendamine

Firma minimaalsed tootmiskulud on 550 $ niidalas, kui ta too-

dab vaid toodet T, koguses x, = 5—;-9 = 183 iihikut. Tooteid T;

Ja Ty ei ole otstarbekas toota (x;=0,x3=0).

Sellise tootmisplaani korral iiletab firma oma minimaalse

Mitigikohustuse /67 $ vérra (,\’4 = ég—O = I(7$j Materjali M

1400

Jdb tile cq 467 kilo (x’_ 467) seega piisab materjali

M, sisse osta vaid 183 kilo (650—467).

Kuna optimaalses baasitabelis sihifunktsiooni reas on 0- line
elementJa see ei vasta baasitundmatule (iihikveerule), siis v3ib
Ulesandel olla ka alternatiivne lahend, mille leidmise kiik on
t0odud tabelis 3.16.

Tabel 3.16
‘: X X2 X3 Xy Xs Xg X7 Vabaliige
L2 Lo o] o] o M | M-l | 550
bV T s o o | o 13 5503
S AB o | 43 ! 0 -2 5/3 500/3
5] o | 13| o | I o | -13 | 14003
L2l oo 2o o M | m-1 | =550
Rlo T 7 0 [=27| o | 37 50
Yo Lo | e | 1 | cp| -1 | 127 100
o faar | o |sp | 0 | -] 200
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Tabeli 3.16 allosast vdime vilja kirjutada uue optimaalse
lahendi
x; =200  (toote T, tootmismaht),

x; =50 (toote T tootmismaht),

x3=0 (toodet T; pole otstarbekas toota),
x;=100 (miiigiplaani iiletamine),

xs=0 (materjal M; kulutatakse tdielikult dra),

xs=x7=0 (kunstlikud muutujad vérduvad nulliga),
7' =-550 (minimaalsed tootmiskulud on z = 550).

Alternatiivsete lahendite sisuline analiiiis

Lahend 1. Firmal on otstarbekas toota vaid toodet
550

Tz = T = |83 iihikut. Tooteid T; ja T; ei ole métet toota. Sel

juhul summaarsed tootmiskulud on vdhimad: 550 $ nidalas.

Miiiigiplaan iiletatakse /67 $ (x4 = _589 = 167 $J vorra. Mater-

jali M, jaab iile 467 iihikut (x5 =—143—00z 467). Firma kasum,

mis kujuneb miiligihinna ja omahinna vahest, on sel juhul
(5-3)183=366%.

Lahend 2. Firmal on otstarbekas toota kahte toodet T; ja 71
vastavalt 200 ja 50 ihikut (x, =200, x, = 50). Summaarsed

tootmiskulud on 550 $. Miitgiplaan iiletatakse /00 $ vorra.
Materjalid M; ja M, kasutatakse taielikult dra. Voimalik kasum
on (3-2)-200+(5-3)-50= 3008 .
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Kokkuvéte

Simpleksmeetod on lineaarsete planeerimisiilesannete pohiline
lahendusmeetod. Simpleksmeetodi  algoritmi  rakendatakse
Kanoonilisel kujul esitatud lineaarsele planeerimisiilesandele.
Lineaarse planeerimisiilesande saab alati viia kanoonilisele
Kujule, teisendades kitsenduste siisteemis esinevad vdrratused
VOrdusteks. Selleks tuuakse kitsenduste siisteemi sisse mitte-
Negatiivsed abimuutujad, mis piistitatud majandusprobleemi
Seisukohalt omavad sisulist tdlgendust.

Kanoonilisel kujul esitatud lineaarse planeerimisiilesande lahen-
damine simpleksmeetodil koosneb jirgmistest sammudest:
* simplekstabeli koostamine;
* simplekstabeli teisendamine baasitabeliks (vajadusel);
* baasitabeli optimaalsuse kontrollimine ja simpleksteisen-
dused optimaalse simplekstabeli leidmiseks;
* optimaalse simplekstabeli analiilis.

Optimaalsest simplekstabelist selgub, kas iilesandel on ka alt.er—
Natiivseid lahendeid. Simplekteisendusi rakendades saab leida
Sthifunktsioonile optimaalset viirtust andvad erinevate lahendi-
tlementide  vgimalikud kombinatsioonid — alternatiivsed
laherldid. Samuti saab optimaalsest simplekstabelist leida
d.uaalse iilesande lahendi. Duaalsete iilesannete paari sihifunkt-
Sloonide viirtused langevad kokku ning molema iilesande
l*‘lhendil on majandusprobleemi piistituse seisukohalt oluline
S1suline tihtsys.

Optimaalse simplekstabeli alusel saab analiiiisida ka lahendi
Stf‘biilsust. Optimaalse lahendi stabiilsuse analiiiisil selgitatakse,
Millistes piirides vdivad lineaarse planeerimisiilesande andmed
Muutuda, et lejtud lahendi optimaalsus siiliks. Et analiiiisida
ahend; muutumist lineaarse planeerimisiilesandena formuleeri-
tud Mudeli parameetrite muutumisel, tuleb sageli koostada ka
Wiesti uus iilesanne ning simplekmeetodi eespool nimetatud
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samme ldbides see uuesti lahendada. Jargneb uue optimaalse
lahendi sisuline analiiis ning saadud info ettevalmistamine

otsuste langetamiseks.



-

4. TRANSPORDIULESANDED

4.1. Transpordiiilesande pohikuju

Majandusprobleemide formuleerimisel lineaarse planeerimis-
ljleSandenajf)utakse sageli sellise esituskujuni, mille lahendami-
sel on mugavam kasutada lineaarsete planeerimisiilesannete
Universaglse lahendusmeetodi — simpleksmeetodi asemel sel-
cle esituskujule tunduvamalt sobivamaid lahendusmeetodeid.

heks selliseks esituskujuks on nn. transpordiiilesandena for-
Muleeritud lineaarne planeerimisiilesanne.

Tra"SPOrdiiilesande esitus vastab jirgmisele probleemipiistitu-
Sele. On tegemist iihetiiiibilise kauba vedamisega ladudest
([ar"ijatelt) tarbijatele (kauplustele, vahendajatele jne.). Kaupa
Pakuvad sy Jadu L.L,.. L Kkogustes vastavalt a,a,,....a,

ehk a, (j= 1,2....m). Kaupa veetakse n tarbijale 7,7,....T,.
Tarbijate vajadused on b,b,,...,b, ehk b; (j=12...,n). Veo-

Kulug Kaubaiihiku kohta i-ndast laost j-ndale tarbijale on c;.

®Smiirgiks on kaup laiali vedada vihimate kuludega. Seega
Web Jeida kaubakogused x; (i=12...,m j=12..,n) mis
Veetakse j-ndast laost j-ndale tarbijale ning mille korral trans-
Pordikulug kujunevad viihimateks.
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Sihifunktsioon:

I’Illl’lZ_(,”’C”+ C X + .t C“X]“‘}‘

e, X, ko C X+t X+
n

2121 2 2n" 2
! (4.1)
+...+
‘mlxml CmEme o Cmn xnm
Kitsendused:
X +x +.+x <a,i=12...m (4.2)
e 12 m i

m kitsendust selle kohta, et kaupa saab laost L; vilja vedada
mitte rohkem, kui seal kaupa on (a,).

x1,+x2/+...+xm/ =b/, j=12...n (4.3)
n kitsendust selle kohta, et tarbijale 7, tuleb kaupa vedada vas-

tavalt tellitud kogusele (b,). Selle kitsenduse puhul v3ib lubada
ka voOrratust (2 b/ ), kuid on ilmne, et iileliigne vedu suurendab

veokulusid, mistdttu iile vajaduse pole iildjuhul mdtet iiheleg
tarbijale kaupa vedada.

Muutujate mittenegatiivsuse noue:

x, >0, i=12...m; j=12..n 4.4)

(transpordiiilesandel m - n muutujat)

ci;» a, ja b, on mingid arvud, mis rahuldavad tingimusi:
a20(i=12..,myb 20 (j=12..n) 4.5)
a +a,+.+a, 2b1+b2+...+b” (4.6)

Suuruse ¢, kohta mingeid kitsendusi ei ole.
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Ulesande (4.1)~(4.4) saab esitada ka kujul:

ming = ZZ” 4.7)

=] =1

n

zx” Sal ,i=12....m (4.8)
1=]

2%, =h  j=12.n (4.9)
=] /

X,20,i=12...m j=12..n (4.10)

Iga Muutujate x,, komplekt, mis rahuldab kdiki tingimusi (4.2)-
(4.4) vai (4.8)~(4.10), on transpordiiilesande lubatav lahend ehk
lubatay veoplaan. Kui lubatava lahendi korral omandab sihi-
fllrlktsioon minimaalse viirtuse (on tiidetud ndue (4.1) voi
(4.7)), siis on tegemist transpordiiilesande optimaalse lahendiga
ehk optimaalse veoplaaniga.

UlesElndeni (4.1)—~(4.4) voi (4.7)—(4.10) joutakse sageli eripe—
Vate  sisuliste majandusprobleemide formaliseerimisel, mille

Orral pole alati tegemist tavalises mottes kauba laialivedami-
Sega,
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Transpordiiilesande pohikuju:

n "

ninz = 226 X,
o

=1 =1

kus

x; — i-ndast laost j-ndale tarbijale veetav kauba-
kogus;

c; — kaubaiihiku veokulud i-ndast laost j-ndale tar-
bijale;

a; — i-nda lao kaubapakkumine;
b; — j-nda tarbija tellimus;

m — ladude arv;

n — tarbijate arv.

Transpordiiilesande lahend, mis rahuldab ladude
pakkumistega ja tarbijate tellimustega esitatud tin-
gimusi ning muutujate x; mittenegatiivsuse nouet,
on lubatav lahend ehk lubatav veoplaan.

Transpordiiilesande lubatav lahend, mille korral si-
hifunktsioon (summaarsed veokulud) omandab
vihima viiiirtuse, on optimaalne lahend.
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4.2, Transpordiiilesande lahtine ja kinnine
esituskuju

Transpordiulesandel on kinnine kuju, kui ladude pakkumised

ni

=] !
=1

i

n
a ja tarbijate ndudmised Zh/ on tasakaalus, st

n
a = Zb, . Kinnisel transpordiiilesandel on lineaarse planee-
. =1
Mmisiilesande kanooniline kuju. Sellise iilesande lahendamiseks
Sobib spetsiaalne lahendusalgoritm — potentsiaalide meetod.

=)

Tmnspordiulesande] on lahtine esituskuju ehk tegemist on lah-
lise transpordiiilesandega, kui ndudmine ja pakkumine ei ole

m

n
tasakaalys: E a # E b .
i ]
=/ j=1

On Kaks vgimalust:

ni n

1) pakkumine on suurem kui ngudmine: 2(’, > Zb/ ;
=1 =1

m

2) ndudmine on suurem kui pakkumine: Eb/ > Za‘ :

j=1 1=/

Pf)tentsiaalide meetod on vilja tobtatud transpordiiilesande kin-
Nise esituskuju kohta. Seega enne, kui hakata transpordlu!es—
dnnet lahendama, tuleb kontrollida, kas iilesanne on kinnine.

ZII\JadUSe] tuleb lahtine transpordiiilesanne teisendada kinni-
Seks,

. u n .

Kui Za, >2b . siis voib sisse tuua nn. fiktiivse tarbija T;
/

1=]

Vo .

oi 7, ) kaubavajadusega b =b

1=1

n+l’
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n n

b.,=>a-2b 4.11)

=] 1=1

Suurus x; (ehk x, ,+;) kujutab endast laost L, fiktiivsele tarbijale
T; (ehk T,.;) veetava kauba kogust, s.o. kauba kogust, mis tege-
likult jadb lattu seisma. Kauba iihiku veokulud fiktiivsele tarbi-
jale loetakse kdigi ladude korral vordseks iihe ja sama (suvalise)
konstandiga M (niiteks nulliga). Seda arvu M voib tdlgendada
kauba thiku hoiukuludena ladudes. Kui probleemi sisulisest
plistitusest tulenevalt ei ole iikskdik, millistesse ladudesse kaup
seisma jddb, siis madratakse suurused M, diferentseeritult ning
nad iseloomustavad hoiukulusid erinevates ladudes. Siinjuures
tuleb silmas pidada, et erinevate hoiukulude kasutamisel peavad
nad olema sisulises kooskdlas veokuludega. Vdrdsete hoiuku-
lude kasutamisel vdib arve M valida suvaliselt.

n m
Kui Zb/ > 2", (tarbijate tellimused on suuremad ladude pak-
=1 =1
kumistest), siis tuleb piistitada uus iilesanne, tuues sisse niiteks
fiktiivse lao Ly (vOi Ly, ;) kauba kogusega ay (ehk a,4;):

z“:b/—ial=a, 4.12)
=1 =1

Suurus x;, (ehk x,.+;. ;) kujutab endast fiktiivsest laost L, tarbijale
T, veetava kauba kogust. Tegelikult on see tarbija T; tellimuse
osa, mis jddb tditmata. Kauba iihiku veokulud fiktiivsest laost
koigile tarbijatele vdib samuti (analoogiliselt fiktiivse tarbija
juhuga) lugeda vdrdseks suvalise konstandiga M (selleks voib
olla ka null). Konstanti M saab tdlgendada nditeks kui kompen-
satsiooni voi trahvi tellimuse tditmata jitmise eest. Kui prob-
leemi piistitusest tulenevalt ei ole iikskdik, milline tarbija kau-
bast ilma jdib, siis tuleb leida veokuludega sisulises kooskdlas
olevad “trahvi” M, suurused iga tarbija korral. Sisulistel kaalut-
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lustel vaib probleemi lahendada ka selliselt, et iga tarbija telli-
Must korrigeeritakse suuruse a, /n vorra. Tarbijate 7, tellimus-

teks on sel juhul b’ =b ~a, /n. Kui noutakse, et koigil tarbi-
l /

Jatel jadks saamata nende vajadustega vordeline osa kaupa, siis

b
trbijate vajadusteks b, asemel on suurused b —a, —b’— kus
b=b b+ +b .

2 n
Kinnine transpordiiilesanne:
n n
’ninz = chl/xl/
=] =1
n
zx" =a, i=12..,m;
1=1
i
x'/—b/, Jj=12..n;
=]
m n
x:/ 2 0 9 a, = bj ’
=1 1=1
Kus
Xjj — i-ndast laost j-ndale tarbijale veetav kauba-
kogus;
¢ij ~ kaubaiihiku veokulud i-ndast laost j-ndale tar-
bijale;

a; - i-nda lao kaubapakkumine;
b; - j-nda tarbija tellimus;

m — ladude arv;

I — tarbijate arv.
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4.3. Transporditabel

Transpordiiilesande lahendamiseks vajalikud lihteandmed esi-
tatakse tavaliselt transporditabelina ehk veokulude maatriksina
(tabel 4.1).

Tabel 4.1
I)/ [7_7 [)”
aj Cry Cr2 Chy
ar €2y C22 Con
a,, Cnil Cn2 e Cinn

Transporditabelis 4.1 a,, b; ja ¢, on iilesande (4.1)—(4.4) voi
(4.7)—(4.10) poolt miidratud arvud. Et kinnine transpordiiiles-
anne on iiheselt miiratud oma transporditabeliga, siis edaspidi
nende iilesannete esitamiseks on kasutatud lihtsalt itilesande
transporditabeli esitamist. Transporditabelina on esitatud ka nn.
lahtine transpordiiilesanne, mida tuleb vastavalt alapunktis 4.2
toodud reeglitele kinniseks teisendada.

Transporditabelit nimetatakse baasitabeliks, kui temas on vilja
eraldatud nn. baas: m+n—1 ruutu (in — ladude arv, n — tar-
bijate arv), mida nimetatakse baasiruutudeks ning mis vastavad
jargmisele tingimusele: kui baasiruudud iihendada horisontaal-
sete ja vertikaalsete 15igukestega, siis ei teki kinniseid kontuure
ega tsiikleid (tabel 4.2).

Tabel 4.2

300 240 110 100 50

200 [ = *
260 |0

340
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Tabelis 4.2 ringikestega ja tirnikestega (*) ruudud moodustavad
baasi: neid on n+m—I=5+3~1=7 tikki ning nad ei moo-
dusta kinnist kontuuri ega tsiiklit. Ainult rdrnikesega tihistatud
fuudud baasi ei moodusta, sest nende iihendamisel tekib tsiik-
kel. Samuti on neid rohkem kui m+n—1.

Baasiruutudele vastavaid muutujaid (veoseid) nimetatakse
baasimuutujateks ja tilejadnud muutujaid vabadeks muutujateks.

Baasitabel on lubatav, kui talle vastavad baasimuutujad on
mittenegatiivsed ning rahuldavad transpordiiilesande kitsen-
duste siisteemi noudeid (nduded ladude pakkumiste ja tarbijate
Vajaduste kohta). Sel juhul vabad muutujad vorduvad nulliga.

Lubatay baasitabel on optimaalne, kui baasiruutudes olevate
Veokulude c, teisendamisel nullideks iilejiéinud veokulud trans-
Porditabelis teisenevad mittenegatiivseteks.

Veokulude teisendamisel lahutatakse transporditabeli ridadest ja
veergudest sobivaid arve — potentsiaale. Siit tuleneb ka trans-

Pordiiilesannete lahendusmeetodi nimetus — potentsiaalide
Meetod.

Kui transporditabelis dnnestub vilja valida selline baas, millele
Vastav lubatav baasitabel on optimaalne, siis sellise baasitabe_li
Poolt misiratud veoplaan ongi kinnise transpordiiilesande opti-
Maalne lahend ehk optimaalne veoplaan.

Transporditabel on baasitabel, kui selles on vdima-
lik eraldada m +n— ] baasiruutu, mille ithendamisel
horisontaalsete ja vertikaalsete Idigukestega ei teki
Kinniseid kontuure ehk tsiikleid. Baasiruutudele vas-
tavad muutujad on baasimuutujad.
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4.4.

Baasitabel on lubatav, kui baasimuutujad on mitte-
negatiivsed ning rahuldavad transpordiiilesande kit-
senduste siisteemi noudeid ladude pakkumiste ja
tarbijate vajaduste kohta.

Optimaalse transporditabeli tunnus: lubatav baasi-
tabel on optimaalne, kui baasiruutudes olevate veo-
kulude teisendamisel nullideks iilejiaiinud veokulud
transporditabelis teisenevad mittenegatiivseteks.

Transpordiiilesande [ahenduskaik

Transpordiiilesande lahendamiseks vajalikud sammud (joonis
4.1):

I
2.

Majandusprobleemi formuleerimine transpordiiilesandena.
Transpordiiilesande kinnisuse kontroll. Vajadusel lahtise
lilesande teisendamine kinniseks.

.Lubatava baasitabeli ja sellele vastava lubatava lahendi

leidmine.

. Lubatava baasitabeli ja sellele vastava lahendi optimaal-

suse kontroll.

. Lahendi optimeerimine ehk uue ja parema lubatava baasi-

tabeli leidmine.

. Optimaalse lahendi analiiiis.



TRANSPORDIULESANDED

111

Majandusprobleemi
formuleerimine
transpordiiilesandena

transpordi—
lilesanne on
kinnine?

Transpordiiilesande
teisendamine
kinniseks

jah

Lubatav

baasitabel

Lahendi optimeerimine

€. uue parema lubatava
baasitabeli leidmine

Optimaalse lahendi
analiiiis

Joonis 4.1. Transpordiiilesande lahenduskiik.

45. Lubatava lahendi leidmise

meetodid

Tra“SPOrdi'Lilesandele lubatava lahendi leidmise meetoditest on

“ASutatavamad:
[ ]
loodenurga reegel,
o vl .
vdhima elemendi reegel,
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4.5.1. Loodenurga reegel

Transporditabeli baasiruutude leidmist loodenurga reegli koha-
selt alustatakse iilemisest vasakpoolsest nurgast (siit tuleneb ka
meetodi nimetus). Modda trepikujulist teed tabelis alla pare-
male liikudes joutakse baasimuutujani Xx,,. Treppjoon 14bib
m+n— 1 baasiruutu. Transpordiiilesande lubatava lahendi leid-
misel libitakse tavaliselt jirgmised sammud:

1) transporditabeli iilemises vasakpoolses nurgas olev ruut
valitakse baasiruuduks, sellele vastav veokulu timbritse-
takse ringikesega. Soovitatav on kirjutada veokulud trans-
porditabeli ruutude vasakusse iilanurka;

2) valitud baasiruudule vastava baasimuutuja vidrtuseks voe-
takse nii suur arv kui vihegi vdimalik (tiihjendatakse tiie-
likult ladu v&i rahuldatakse tdielikult tarbija vajadus);

3) teostatakse ladude varude ja tarbijate vajaduste iimberarvu-
tused pirast baasimuutujaga midratud veo sooritamist;

4) edaspidises jietakse vaatluse alt viilja tiielikult tiihjendatud
laod ja tiielikult rahuldatud tarbijad (vastavad read ja vee
rud vaib transporditabelis maha tdbmmata);

5)samme (1)—(4) korratakse seni, kuni kdik laod on tithjenda-
tud ja seega ka kdik tarbijad rahuldatud.

Loodenurga reegel on lubatava baasilahendi leidmise ks liht-
samaid meetodeid. Tema abil saadud lubatav lahend erineb
optimaalsest tavaliselt iisna palju, sest siin ei ole arvestatud veo”
kulude suurust. Tabelis 4.3 toodud niites on lubatav baasitabel
leitud loodenurga reeglit kasutades.
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Tabel 4.3
300 240 110 100 50

200 5 7 1] 2
] 200

260 @ 6 3 1

100 160

40 (8 12 9 @ y

| 80 110 100

Baasiruutude arv tabelis 4.3 m+n—1=7. Baasiruute iihenda-
vad I8igukesed ei moodusta kinnist kontuuri ehk tsiiklit. Tdide-
d on transpordiiilesande kitsendused ladude pakkumiste ja
ta_rbijate ndudluste kohta. Seega on saadud lubatav baasitabel
Ning sellele vastav lubatav baasilahend:

X”:200’ x3; =100, X2 = 160,
Y2 = 80, X33 = 110, X34 = ]00, (4 1 3)
X35= 50

Saasi]ahendisse kuuluvaid x; nimetatakse ka lahendielementi-
eks.

Transpordiiilesande lubatava baasilahendi (4.13) korral on

SUmmaarsed veokulud:

$=3-200+1-100+4-160+8-80+
1211047100+ 1-50 = 4050

Vsib oletada, et loodenurga reeglit kasutades on saadud lubatav
Aasitabel, millele vastava lubatava veoplaani korral on sum-
Maarsed veokulud kiillalt suured, tavaliselt suuremad kui luba-

(4.14)
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tava lahendi leidmise nende meetodite korral, kus arvestatakse
veokulude suurusega.

4.5.2. Vahima elemendi reegel

Kui loodenurga reegli korral baasiruudu valikul veokuludega ei
arvestatud, siis vihima elemendi reegli rakendamisel eespool
toodud sammude (1)—(5) libimisel lubatava lahendi leidmisel
tulevad arvesse ka veokulude suurused. Baasiruuduks valitakse
alati ruut, kus veokulu ¢, on vdimalikult viike. Tabelis 4.4 too-
dud niiites on lubatava baasitabelini jdutud vihima elemendi
reeglit kasutades.

Tabel 4.4
300 240 110 100 50
200 @ @ 7 11 2
40 160 ]
260 @ 4 6 3 /
260
0 @ | O
80 110 100 50

Tabelis 4.4 on viiksemad veokulud ¢;; =1, c3s=1 ja cs=1-
Teeme esimese veose niiteks marsruudil teisest laost esimesele
tarbijale: x;; =260 ning jirgmise kolmandast laost viiendale
tarbijale: x;5 = 50. :

Jirgnevad valikud:
xp = 40 (cr1=3)
xp2 =160 (cr2=Y5)
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Y34=100 (c34=7)
2= 80 (c32=8)
X33=110 (c33=12)

Vihima elemendi reeglit kasutades on saadud lubatav baasi-
laheng:

X11=40, x1; = 160, x2; = 260, x3, = 80, x33= 110,

X34 =100, x;5 = 50 (4.15)

LUbatavale baasilahendile (4.15) vastavad summaarsed veo-

kulug:

$=340+5-160+1-260+ 8-80+12-110+
+7-100+1-50 = 3890

Vihima elemendi reegliga saadud lubatav baasitabel annab

Sihifunktsioon; viirtuseks 3890, mis on viiksem kui loodenurga
feegliga saadud lubatava baasilahendi summaarne veokulu.

(4.16)

4.5.3. Vogeli reegel

vOgeli reegli kasutamisel lubatava baasitabeli leidmiseks arves-
fatakse samuti veokuludega. Lihtsustatud Vogeli reegel: ~\./edu
tuleb teostada marsruudil, mille korral kdige odavamast voima-
Usest jirgneva kasutamisel saadav kahju on suurim. Reegli
fakendamisel libitakse jargmised sammud: .

1 leitakse arv, mis iseloomustab saadavat kahju, lful vastava
lao vi tarbija puhul ei kasutata vedamiseks kdige odava-
Mat véimalust, vaid sellest jargmist;

2) leitakse rida voi veerg, kus kahju on suurim; _

3)baasiruuduks valitakse suurima kahjuga reast v§1 vee.rust
vdhima veokuluga ruut. Kui vordse suurima kahjgga rlfig-
sid voi veerge on mitu, siis valitakse nende seast liks vilja
Suvaliselt,
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Tabelis 4.5 on toodud kahjude arvutused ning nendest lihtuvalt
lubatava baasiplaani leidmise kiik.

Tabel 4.5

300 | 240 110 100 | 50 Kahjud

200 3 1 @ |12 12222

90| 110

260 4 6 1B® |1 |o20Q--
60 100

340 2 17 @O |@2330
40| 150 50 ]

Kahjud 0

v s (9 O
-~ -~

I
1
I
@ — -

W o~~~

Tabelist 4.5 nieme, et esimesel sammul on suurim kahju kol-
mandas reas ja neljandas veerus (kahju suurus 4). Valime esi-
mese veose kolmandast laost voi neljandale tarbijale sSltuvalt
sellest, kus on veokulu vihim. Antud juhul on vihim veokulu
marsruudil kolmandast laost viiendale tarbijale, kus saame teha
veose suurusega 50 thikut: x35 = 50. Sellega on viienda tarbija
vajadused rahuldatud (bs = 50) ning edaspidistes arvutustes jita-
me transporditabeli viienda veeru vaatluse alt vilja. Leiam¢
uued kahjud. Teisel sammul on suurim kahju neljandas veerus
ning sellele vastav viikseim veokulu c¢sy =3, millele vastab
Jahendielement x,4 = 100. Neljanda tarbija vajadused on selleg?
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rahuldatud ning seega jiiib neljas veerg vaatluse alt v;'i]ja.' Sama
mottekiiku edasi rakendades, saame lubatava baasilahendi:

X12=90, ;3= 110, x5 = 160, x24 = 100,
X31= 140, x5, = 150, x35 = 50 (4.17)

Leitud lubatavale baasilahendile (4.17) vastab summaarne veo-
kulu;

$=590+7-110+1-160+ 3-100 +

(4.18)
+5:140+ 8-150 + 1-50 = 3630

Yogeli meetodil leitud lubatav baasiplaan andis 'sihifunktsiooj
hile viiksema vidrtuse kui loodenurga voi v'zir_nma elemendi
feeglite kasutamisel leitud lubatavad baasiplaanid (loodenurga

feegli rakendamisel z = 4050, vihima elemendi reegli korral
2= 3890).

Vogelj reegli rakendamisel saadav lubatav lahend anna.b" ena-

Masti sihifunktsioonile optimaalsele kiillalt lihedase vidrtuse
*ageli ka optimaalse). Potentsiaalide meetodi jirgneval kasuta-

Tr}ise] jdutakse sellest baasilahendist lihtudes optimaalse lahen-
Ini tavaliselt koige kiiremini.

4.6. Kédunud lahend

Kuj lubatud lahendis on lahendielementide arv viiksem kui
"+n—1 siis on tegemist kédunud lahendiga. Kddunud lahend
tekib nditeks siis, kui lubatavale veoplaanile vastava ]ahgpd}ele-
Mendi leidmisel saab iiheaegselt tiihjaks ladu ning tdielikult
fahuldatyg tarbija vajadus. Sellisel juhul on otstarbekas kohe
Yastavasse ritta voi veergu lisada nulliline lahendielemgnt. Nul-
!“Se lahendielemendi lisamisel tuleb jilgida, et Iahendlelerpe?n-
'%ele vastavad ruudud ei moodustaks tsiiklit. Kui peale'nulh.hse
thendielemend; lisamist jitta alati vaatluse alt vilja nii tiihjaks
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saanud laole vastav rida kui ka tiielikult rahuldatud tellimusega
tarbijale vastav veerg, siis tsiiklit ei teki.

Tabelis 4.6 esitatud andmete puhul vihima elemendi reeglit
rakendades kujunes lahendielemendi x> = 200 korral olukord,
kus liheaegselt sai tiihjaks esimene ladu (a; = 200) ja taielikult
rahuldatud teise tarbija vajadus (b, = 200). Seega tekib kddunud
lahend, kui kohe nullilist lahendielementi ei lisata.

Tabel 4.6
100 200 300 400
200 |2 (D 3 7
200
300 |(4) 3 8
100 200
500 |6 2 3 ©)
300 200

Rakendades ka jirgmiste sammude puhul vihima elemendi
reeglit, jduame lubatava lahendin:

Xn = ]20, X33 = 300, X1 = ]00, Xy = 200, X34 = 200 (4]9)

Lahendis (4.19) on lubatavate lahendielementide arv 5. See on
viiiksem kui baasitabeli puhul ndutud n+m—1=6. Seega ole-
megi saanud kddunud lahendi.

Nullilise lahendielemendi voime lisada tabeli 4.6 esimesse rittd
voi teise veergu, kuid selliselt, et pdrast nullilise lahendiele
mendi lisamist baasiruudud ei moodustaks kinnist ahelat. Vali-
des nulliliseks lahendielemendiks niiteks x3; = 0, saame luba-
tava baasitabeli (4.7).
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Tabel 4.7

100 200 300 400
200 @ 3 7
| 200
300 3 8 @
100 200
500 @) 3 O)
] 0 300 200

g‘abelist 4.7 saab viilja kirjutada jargmise kuuest lahendielemen-
ISt koosneva lubatava baasilahendi:

1122200, x5, = 100, x24 = 200, x3, = 200,
X33 = 0, X34 = 200

(4.20)

Kui transpordiiilesande lubatava lahendi lahendi-
elementide arv on viiksem kui m+n—/ (m — ladu-

de arvy, 1 — tarbi jate arv), siis on tegemist kddunud
lahendiga,

4.7, Potentsiaalide meetod

S;S[;ﬂ;]s:]h On_pOtentsiaa}ide meetqd kinniste tran§pordiU]esanne—
amal sobivalt organiseeritud 51mp!ek§m§et041 arvutusske.em.
Otents‘ajal. on ta vaadeldav lfa tiiesti iseseisva meetodlqa.
tiest ° alide meetod on vilja toGtatud simpleksmeetodist

St sOltumatult.
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Potentsiaalide meetodi olulisemad omadused on jirgmised:

1. Kui transpordiiilesanne sisaldab m-n tundmatut (m — tabeli

ridade ehk ladude arv, n — tabeli veergude ehk tarbijate arv), siis
potentsiaalide meetodil leitavas lahendis (veoplaanis) vdivad
nullist erineda maksimaalselt m+n—1 tundmatu (lahendiele-
mendi) vidrtused.

2. Meetodi rakendamise kiigus leitavatest lahenditest iikski
jiirgmine pole halvem eelmisest.

3. Juhul, kui Glesandes kdik suurused «, ja b, on tiaisarvulised,
siis on tiisarvulised ka kdik meetodi rakendamise kiigus leita-
vad veoplaanid.

4.8. Lubatava lahendi optimaalsuse kontroll

Lubatava lahendi optimaalsuse kontrollimisel lihtume opti-
maalse baasitabeli tunnusest ning sellele vastavast optimaalse
baasitabeli madratlusest: lubatavat baasitabelit nimetatakse opti-
maalseks, kui baasiruutudes seisvate veokulude ¢;; teisendamisel
nullideks koik iilejainud suurused ¢, teisenevad mittenegatiiv-
seteks. Seejuures on lubatud vaid sellised teisendused, mille
korral baasitabeli ridadele ja veergudele liidetakse (voi lahuta-
takse) sobivaid arve — potentsiaale. Neid teisendusi tuleb teha
kogu tabeli ulatuses.

Kasutame i-ndast reast lahutatava arvu tihisena u, ja j-ndast
veerust lahutatava arvu tihisena r,. Arvude u, ja r, leidmiseks
tuleks kdigi baasiruutude korral lahendada vorrandisiisteem:

c, —u~—r= 0,i=12..m;j=1L2..n 4.21)
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Selloc it : . : - :

elles siisteemis on tundmatuid m+n ning vorrandeid
I ~ .. . - . . .

d”_*‘n ~ 1. Seetdttu on siisteemil Idpmata palju erinevaid lahen-
eid, kusjuures iihe tundmatu viirtuse vaib suvaliselt ette anda.

:\Ur:;“de 1 jar (pot.entsiaali_de)' pra_kti]isel leidm?sel'v()rrandi-
Va‘h:flrl (4.2.1) tuv.allsel.t vilja ei kirjutata. Potent§1aa11d leitakse
anl’akg t baas1~t'abehl, mille o;.atlmaalsqst ko?Frollltak..ﬁfa. Selleks
Tei(se;e rea voT vegru [_)otents'laz}hle n_1.1ng| vaartus:, niiteks null.
sed potentsiaalid leitakse jirjest, liikudes baasiruutude kesk-
E(U'm((te Uh'f.:ndavat méttelist joont modda: igast baasiruudust
dadakse iiks seos, mis sisaldab tipselt iihte veel leidmata
Sﬁ;entjiaali. Leitavz_ld potentsiaalid kirjutatakse vastava veeru
VOI vastava rea jdrele.

Tabel 4.8
300 240 110 100 50
00 13) G) 7 1T 2
40 160 0
%0 D |4 6 3 /
3 260 +2
4
0 s » O O
80 110 100 50| -3
-3 -5 -9 4 +2

Iibehs 4.8 on kontrollitud vihima elemendi reegliga saadud
on ﬁ?a.\'a baasilahendi (4.15) optimaalsust. Tabeli alla ja korvale
X irjutatud tabeli optimaalsuse kontrollimisel tehtavate teisen-
Ste korral tabeli ridadele ja veergudele liidetavad (vdi lahuta-

ad) arvud — potentsiaalid.

Sa .
dadud uus tabel 4.9 on teisendatud veokuludega baasitabel.
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Tabel 4.9
300 240 110 100 50

200 (:) (0) -2 7 4

40 160
260 (:) / -1 ] 5

260
w o 0 © [ [©

80 110 100 50

Kuna teisendatud veokuludega baasitabelis on negatiivseid ele-
mente, siis jirelikult vihima elemendi reegliga leitud lubatav
baasilahend ei ole veel optimaalne. Saab leida uue parema
lahendi, mille korral summaarne veokulu on viiksem. Jargnevat
teisenduste protseduuri nimetatakse lahendi optimeerimiseks.

4.9. Lahendi optimeerimine

Uue parema lahendi leidmiseks teeme teisendatud veokuludeg?
baasitabelis iilekandeteisendusi. Ulekandeteisendused sisalda-
vad jargmisi samme.

1. Moodustame ajutiselt laiendatud baasi. Selleks valime
baasiruuduks ihe ruutudest, kus pérast transporditabeli
optimaalsuse kontrollile vastavat veokulude teisendamist
tekkis negatiivne veokulu. Soovitav on valida ruut, kus
negatiivne veokulu on absoluutviirtuselt suurim. Viljava-
litud baasiruudule vastava negatiivse veokulu {imbritsem®
ringikesega.

2. Moodustame ringikestega tihistatud baasiruutudest (laien-
datud baasist) kinnise murdjoone, iihendades ruutude kesk-
punkte horisontaalsete ja vertikaalsete 15igukestega. Murd-
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joon ei pea libima k&iki baasiruute. K6ik ldbitud baasi-
ruudud ei pea olema murdjoone tipus. Murdjoone moodus-
tamist on soovitav alustada ringikesega timbritsetud nega-
tiivse veokuluga ruudust.

3. Saadud kinnise murdjoone tippudele vastavatesse ruutu-
desse kirjutame mooda murdjoont litkudes kordamddda
mirgid “+” ja “=". Alustame baasi juurdevdetud ringike-
sega limbritsetud negatiivse veokuluga ruudust, kuhu kirju-
tame “+ mirgi. Murdjoone tippusid on alati paarisarv.

4. Leiame nn. iilekantava kaubakoguse, milleks on **="" miir-
giga ruutudes asuvatest lahendielementidest ehk veokogus-
test x, vihim. Kirjutame iilekantava kaubakoguse vasta-
vasse ruutu “+” voi “~" mirgi jirele.

3. Leiame uue baasitabeli. Uks ruutudest, kus kaubakoguseks
jiib 0, langeb baasiplaanist vilja (kriipsutame ringikese
ldbi).

6. Kirjutame vilja uue baasitabeli. Kontrollime selle opti-
Mmaalsust,

U]ekandeteisenduste tulemusena saadakse alati uus lubatav
baf‘Sitabel. Kui see baasitabel on optimaalne, siis tema poolt
Mddratud baasilahend ongi transpordiiilesande parimaks lahen-
ld‘ks- Kui ta ei ole optimaalne, siis temast ldhtudes saab jillegi
®1da uue [ubatava baasitabeli jne. Kui jilgida, et baasitabelid ei
hakkaks korduma, siis 16pliku arvu sammude jirel joutakse alati
©Plimaalse baasitabelini.

Tabeljs 4.9 kui teisendatud veokuludega transporditabelis on
Negatiivseid elemente. Neist absoluutvidrtuselt suurim on
ahendielemendile x,3 vastav teisendatud veokulu —2. Muudame
Se"e.]e veokulule vastava ruudu transporditabelis baasiruuduks
Eteklb laiendatud baas) ja moodustame vz}.stavalt eespool toodud
teglitele kinnise murdjoone ehk tsiikli. Ulekantavaks kaubako-
8useks on 770 (tabel 4.10).
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Tabel 4.10
300 240 110 100° 50
w | © 2. |7 .
40 - 160 '+
260 {(0) I -1 I 5
260 :
80 110 100 50

Pirast kaubakoguse /70 iilekandmist lahendielemendile xi;
vastavasse ruutu saame uue transporditabeli (tabel 4.11).

Tabel 4.11
_
300 240 110 100 50
200 [(0) (0) &) 7 4
40 50 110
260 (00 |1 -1 ! 5
260
340 | - © 0 0 (0)
190 100 50
+2

Teisendame uuele baasiruudule ning selle lahendielemendile X1}
vastava veokulu nulliks. Uus transporditabel (4.12) ei ole veel
optimaalne, kuna lahendielemendile x3; vastab teisendatud veo-
kuludega tabelis negatiivne veokulu. Moodustame uue laiendd-
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tud baasi ning teeme uue kaubaiilekande. Ulekantavaks kauba-

koguseks on 40.
Tabel 4.12

300 240 110 100 50
200 @ - @+ 7 4

: 40 50 110
200 [f 17 ] ! > -

1260 i
Mo o) |2 © ©

P 2190 100 50
+1/

Fﬁrast kaubaiilekannet ja veokulude teisendamist saame uue
fansporditabeli (tabel 4.13).

Tabel 4.13
300 240 110 100 50

200 ] @ @ 7 4

S 90 110

260 @ 0 0 0 4

260

340 1%) O 2 0 ©
S 40 150 100 50
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Teisendatud veokuludega baasitabelis 4.13 ei ole enam nega-
tiivseid elemente. Seega on leitud optimaalne veoplaan:

x, =90, x,, =110, x, =260, x = 40,

(4.22)
X, = 150, X, = 100, X5 = 50,
mille korral summaarsed veokulud on:
7=590+7-110+ 1260+ 5-40+
(4.23)

+8:150+7-100+ 1-50 = 3630.

Summaarsete veokulude leidmisel kasutame esialgseid veoku-
lusid, mis tulenevad iilesande sisulisest plistitusest ning on to0-
dud tabelis 4.3 (ka tabelites 4.4, 4.5 ja 4.8).

Saadud summaarsed veokulud z= 3890 (4.23) on viiiksemad
kui summaarsed veokulud vihima elemendi reegli rakendamisel
saadud lubatava veoplaani korral (z=3890). Niisama suur¢
summaarse veokulu andis ka Vogeli reegli kasutamisel leitud
lubatav veoplaan (vt. 4.17). Seega olime Vogeli reeglit kasuta-
des juba leidnud ka optimaalse baasitabeli ning sellele vastava
optimaalse veoplaani. Lahendid (4.17) ja (4.23) annavad mole-
mad sihifunktsioonile vihima viirtuse, kuid nende struktuur o0
erinev.

4.10. Alternatiivnhe lahend

Teisendatud veokuludega optimaalses baasitabelis 4.13 on nul-
liga vérduvaid veokulusid ruutudes, mis ei ole baasiruutudeks
(niditeks lahendielementidele xz, x23, Xx24 vastavates ruutudes)-
See niitab, et iilesandel vdib olla veel teisi niisama hiid lahen
deid — alternatiivseid lahendeid. Alternatiivsete lahendit
summaarsed veokulud on vdrdsed. Lahendielementide kombi-
natsioon on erinev, s.t. kauba laialivedamiseks vdib kasutad?
erinevaid niisama hiid marsruute. Optimaalsete lahendite 417
ja (4.22) puhul ongi tegemist alternatiivsete baasilahenditega.
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\/l\lternatiivse lahendi leidmiseks teeme kaubaiilekande nullilise
leokulpga ruutu (tabel 4.14), mis ei olnud baasiruuduks, nditeks
ahendielemendile X34 Vastavasse ruutu.

Tabel 4.14
300 240 110 50
2001 © |© -7 4
90 110
20 Joy o 0 0 P
R ONONRE @
+ 40T AT/ R 100 50 |

i‘ekanm\,aks kaubakoguseks on /00. Pirast kaubaiilekannet
ame uue optimaalse transporditabeli (tabel 4.15).

Tabel 4.15
300 240 110 100 50

W o @ 4
5 90 110

0 1 2 0 4
= 160 100

N OB O 2 ©
S 140 150 50

Tabelj« . .
abelist 4.15 saame viilja kirjutada alternatiivse baasilahendi:
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X2 = 90, X13= ]]0, X1 = ]60, Xog = ]00,
X371 = 140, X3 = ]50, X35 = 50, (424)
mille korral summaarne veokulu on samuti 3630:

2=590+150+7-110+1-160+ 3-100 +

(4.25)
+ 5140+ 8150+ 1-50 = 3630

Transpordiiilesande alternatiivsed baasilahendid
annavad samasuure summaarse veokulu, kuid
nende lahendielementide (x;) kombinatsioon on
erinev. Kauba laialivedamiseks on vdimalik kasu-
tada erinevaid marsruute, mille korral summaar-
sed veokulud on vihimad.

4.11. Lahendi stabiilsuse analiiis

Transpordiiilesande optimaalse lahendi stabiilsuse analiiisi kor-
ral selgitatakse, millistes piirides vdib kaubaiihiku veokulu
muutuda, et leitud lahendi optimaalsus siiliks. Selleks lisataks
optimaalses transporditabelis analiiisitavale veokulule (c,) vas
tavasse ruutu tema vdimalik muutus e, ning teostatakse teisen-
dusi kogu tabeli ulatuses selliselt, et kdik lahendielementidele
vastavad veokulud teiseneksid nullideks. Transporditabeli ile-
jadnud ruutudes olevatelt veokuludelt ndutakse mittenegatiiV-
sust. Mittenegatiivsuse ndudest tulenevate vorratuste siisteem!
Jahendamisel leitakse suuruste e, viirtused. Need viiljendavfld
voimaliku muutuse ulatust, mille korral transpordiij]esande
lahendi optimaalsus siilib.
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Jﬁrgnevalt analiiisime tabelis 4.5 toodud lahendi optimaalsust
J;;htudel, kui vdivad muutuda jirgmised veokulud: 1) ¢;2 = 3;
=1,

Ielsendamata veokulud, mis vastavad iilesande esialgsele piis-
tusele, on toodud tabelites 4.3, 4.4, 4.5 ja 4.8.
I Analitiisime lahendi stabiilsust veokulu ¢,, =5 suhtes. Lisa-

;T?e optimaalsesse baasitabelisse teisendatud veokuludega lahen-
lelemendile x;, vastavasse ruutu esialgse veokulu voimaliku

l Y M . .

NUtuse ¢;,. Kontrollime lahendi optimaalsust (tabel 4.10).

Tabel 4.16

300 240 110 100 50

o ONNCE
90 110 —er
Wy e o
; 160 100
S RN RPN DN O
— ] 140 150 50
+€;;

T . i ;- Saves
nifendame baasiruutudele vastavad veokulud O-deks. Ulejaa-
Vveokuludelt nduame mittenegatiivsust:

1\61220 = ¢ <]

12
7\€1220 o 617S7
Frepz0 = ¢, (4.26)

0+e”20 = ¢ >0

2+e1220 o e >0
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Siit tuleneb 0<e, </ ning seega 5+0<c, <5+ /. Lahendi
optimaalsus sdilib seega ka tdisarvulise veokulu ¢ , =6 korral.
2. Analiiiisime lahendi stabiilsust veokulu ¢, = | suhtes (tabel
4.17).

Tabel 4.17
300|240 110|100 |50
200 |1 o ) |7 4
90| 10

260 0 0 o) |4

160 100 —€2y
390 f0) {0) 2 0 0)

140|150 50

+é;,

Pirast teisendusi koostame mittebaasiruutudele vastavate veo-
kulude mittenegatiivsuse ndudest tuleneva vorratuste siisteemi:

> >
7+e21_0:>e21_ 7

eZIZO
4.27)
—e,, 20 = e, <0

4-e, 20=e, <4

Vorratuste siisteemi (4.27) lahendist tuleneb, et ez=0 ning
seega optimaalne lahend (4.17) kehtib vaid c,; = / korral.

Transpordiiilesande optimaalse lahendi stabiilsuse
analiiiisi korral selgitatakse, millistes piirides voib
kaubaiihiku veokulu muutuda, et leitud lahendi
optimaalsus sdiliks.
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4.12. Transpordiiilesandena formuleeritud
majandusprobleemi lahendamine

Vahendusfirma ostab hooajal kurke neljast talust T}, T2, T;jaTy.
Leping on sdlmitud selliselt, et esimesest talust saab pdevas osta
100 kg kurke, teisest 25 kg, kolmandast 40 kg ja neljandast
talust 30 kg. Kurke saab edasi miiiia neljale tarbijale (hauplu-
Sele K, K,, K; ja K,), kes lepingu jiirgi ostavad picvas vastavalt
30, 40, 80 ja 30 kg kurke. Uhe kilo kurkide veokulud taludest
k"‘“PluStesse on toodud tabelis 4.18. Vahendusfirma cesmirgiks
On toimetada kurgid taludest kauplustesse vihimate kuludega.

Tabel 4.18
Kauplused (K))
Talud (1) Kauplus 1 | Kauplus 2 | Kauplus 3 Kauplus 4
Talu 1 4 5 7 2
Talua 3 4 6 i
Talu 3 3 5 5 7
Taly 4 6 2 9 3

K()igepealt kontrollime, kas transpordiiilesanne on kinnine:
4

Za, =]100+25+40+30=195

=]
Ja

4
Zb, =50+ 40+ 80+ 30 = 200.
I=1

d 4
Bt Z", # 219 , siis on tegemist lahtise transpordiiilesandega.
/
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n n
Et Zal < Zb/ , siis ei ole tiidetud transpordiiilesande tingi-
=] 1=1

mus (4.6). Tuleb formuleerida uus iilesanne.

Kuna taludest saab osta kurke viis kilo vihem, kui kauplused
tellivad, siis vastavalt lepingutele tuleb vahendajafirmal neid

4 1
tiiendavalt juurde muretseda[z; b/ - 2;(1, =200-195= 5}-
1= =
Transpordiiilesande formuleerimise seisukohalt vaib seda Kisit-
leda fiktiivse talu 7; juurdetoomisena kaubapakkumisega 5 kg:
a =5. Veokulud fiktiivsest talust tarbijatele ¢, (j=1,2,3,4)

tdhistame mingi arvuga M.

Piirast transpordiiilesande iimberformuleerimist kinnisele trans-
pordiiilesandele vastavale kujule saame transpordiiilesande la-
hendamiseks vajalikud ldhteandmed esitada transporditabelina
(tabel 4.19).

Tabel 4.19
K, S0 | K, 40 | K; 80| K, 30
T, 100 4 5 7 2
T 25 3 4 6 /
T; 40 3 2 5 7
T, 30 6 2 9 3
T, 5 M M M M

Transporditabelile 4.19 vastav lubatav tabel 4.20 on leitud viihi-
ma elemendi reeglit kasutades. Sellele vastab lubatav lahend:

x11=50,x13=45,x14=35, x24 = 25,
X322 = 40, Xq3 = 30, Xs3 = 5 (428)
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Tabel 4.20
———
50 40 80 30
100 0 5 (7 @
50 45 5
25 3 4 6 @
25
40 3 @ 5 7
40
30 6 2 @ 3
30
5 M M @ M
5

Lubatava baasilahendi lahendielementide (baasiruutude) arv
Peab olema m+n—J=5+4—-7=8. Antud juhul on tegemist
kodunUd lahendiga, seega tuleb lisada nulliline lahendielement,
Mditeks x,, = 0. Saame lubatava baasitabeli (tabel 4.21).

Tabelm 4.21 saame vilja kirjutada lubatavale baasitabelile
Yastava veoplaani:

X = 50, X13=45, xp4=5, x34= 25, xp= 40,

f2=0, X43=30, x53=15, (4.29)

Mille korrq) summaarsed veokulud on:
Z=4.50+7,45+2.5+]-25+ (4.30)
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Tabel 4.21
50 40 80 30
T R N ORE ©
50 45 5
25 43 4 6 (D
25
40 |3 ) 5 7
40
30 16 Q) © 3
0 30
5 (M M M) M
5

Jargnevalt kontrollime leitud baasilahendi optimaalsust (tabel

4.22).
Tabel 4.22
50 40 80 30
100 © 5 @ @
50 45 5
25 3 4 6 0
25| +1
40 3 @ 5 7
40 -2
30 6 @ O 3
0 30 -2
5\ M ™) M
S -M+7
—4 -7 -2
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T_eiSendatud veokuludega baasitabelist 4.23 nihtub. et tegemist
el_O]e veel optimaalse baasitabeliga. Seega tuleb teha iilekande-
teisendus;.

Tabel 4.23
50 40 80 30
50 45 5
25 0 5 0 @
25
%0 -3 @ T TR 3
L0
30 0 @ @ oy
e FUol - 30
5 3 7 @ 3

Eieveme kaubz'li'ulekande ruutu, kus teisendatud veokulu on nega-

d fe (—4). Ulekantavaks kaubakoguseks on 30. Pirast iilekan-

SE;elsendusi saame uue baasitabeli (tabel 4.24), mille optimaal-
tkontrollime.
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50 40 80 30
100 |0 5 @ (0)
50 45 5
25 |0 5 0 (0)
25
40 |-3 0) &) 3
10 30
30 |0 @ 0 .y
30
5 13 7 0) 5
5

—4

Tabel 4.24

+4

+4

Baasitabeli 4.24 optimaalsuse kontrollimise tulemusena oleme
joudnud uue teisendatud veokuludega baasitabelini (tabel 4.25).

Tabel 4.25
50 40 80 30
100 {(0) / ) (0)
50 45 5
25 0 / 0 @
25
40 / (0) (0) 7
10 30
30 4 () 4 3
30
5013 3 (0) 5
5
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Teisepdatud veokuludega baasitabelis (tabel 4.25) ei ole enam
Negatiivseid veokulusid. Tegemist on optimaalse baasitabeliga,
Millest kirjutame vilja optimaalse lahendi:

X1 =50 X3 = 45 Xy = 5
Xoy = 25 Xp= 10 = 30 (43 1)
X4 = 30 X533 = 5

Optimaalse lahendi (4.31) korral on summaarsed veokulud:
$=4-50+7-45+2-5+1-25+ 210+
+35:30+2:30 =780

(4.32)

Alternatijyne lahend

Una optimaalses teisendatud veokuludega baasitabelis 4.25 on
f’_l_llliliscd veokulud ruutudes, mis ei vasta lahendielementidele,
SIS vaib iilesandel olla alternatiivseid lahendeid. Alternatiivse
laheng; leidmiseks teeme kaubaiilekande veokulule c2; vasta-
vasse ruutu. Ulekantav kaubakogus on 25 (tabel 4.26).

Tabel 4.26
50 40 80 30
1o o) - / © ) +
Cso T ST a1 0s
35 To / 0 )
A A - 25
40 ] @ @ 7
10 30
30 4 © P 3
30
5 3 3 ) 5
5
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Saame alternatiivsele lahendile vastava baasitabeli 4.27.

Tabel 4.27
50 40 80 30
100 |(0) / ©)
25 45 30
25 |(0) / 0
25
40 |1 0 ©)
10 30
30 4 @ 4
30
5013 3 0 5
5
Tabelist 4.27 saab viilja kirjutada lahendi:
X1 = 25, X3 = 45, X4 = 30, X1 = 25,
X372 = ]0, X33 = 30, X = 30, Xs3 = 5 (433)

Optimaalsele lahendile (4.33) vastavad summaarsed veokulud:
2=4-25+7-45+2-30+3-25+2-10+

(4.34)
+5-30+2-30=780
(Kas iilesandel on veel alternatiivseid lahendeid. Miks?)
Lahendi stabiilsuse analiiiis

Firma on huvitatud lahendi stabiilsuse uurimisest veokulude
c,, = 2 ja ¢, = 4 suhtes, kuna firma nieb ette lihemas tulev!”

kus nende veokulude muutumist.
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Kﬁigepea]t analiilisime optimaalse lahendi (4.31) stabiilsust
veokulu ¢,, = 2 suhtes. Selleks lisame teisendatud veokuludega
Optimaalsesse baasitabelisse lahendielemendile x,; vastavale
Veokulule e, (tabel 4.28).

Tabel 4.28
50 40 80 30
100 1(0) / (:) (0)
50 45 5
25 |0 ! 0 )
25
40 ] @ @ 7
10 30
30 |4 Q+es 4 3
30 —ey
5 13 3 (:) 5
5

Kuna selleks, et oleks tiidetud baasitabeli optimaalsuse noue,
geaVad teisendatud veokuludega tabelis koik mittebaasiruutu-
vele vastavad veokulud olema mlttenegatnvsed siis lahendame
Orratuste siisteemi:
4.
642 2 0

T 3
3\%120 P (4.35)

Ve . . .
Orratuste siisteemi (4.35) lahendamisel saame e, < 3. Seega

ahend jiizb kehtima iga tiisarvulise ¢, £ 2+3 korral.

14

Uurime Iahendi (4.31) stabiilsust ka ¢,, =2 suhtes (tabel 4.29).



140 TRANSPORDIULESANDED
Tabel 4.29
50 40 80 30
w1 @ |G
50 45 5
25 |0 ! 0 (0)
25 | +epy
40 ! ©) (0) 7
10 30
30 4 0) 4 3
30
5013 3 (0) 5
5

€3

Pirast baasitabeli optimaalsuse ndudest tulenevaid teisendusi
saame uue baasitabeli (4.30).

Tabel 4.30
50 40 80 30
100 (0 ! ©) ©)
50 45 5
25 O+eyy I+ey O+eyy Q
25
40 |1 0) (0) 7—e14
10 30
30 |4 (0 4 3-ey
30
513 3 ) S5—e1y
5
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Tabelist 4.30 kirjutame viilja vorratuste siisteemi:
0

te, 20 = ¢, 20

Ite 20 = e >-1
O+e

te, 20 e 20

5 H (4.36)
- e/4 20

L4

IA

!
3\) >
(14_0 ]

e, 7
e, 3
e, 5

IA

S5
€,20 = ,

V()rratuste stisteemi (4.36) lahendamisel saame, et 0<e, <3
Ning seega  veokulu ¢, =2 vdib olla vahemikus
2+OSC14 <2+3. Sellisel juhul leitud optimaalne lahend
(4.31) jiiiib kehtima.

4.13. Naide transpordiiilesande formuleerimisest ja
lahendamisest transpordiga mitteseotud
probleemi korral

PGnumajandusijhistus otsustati kiilvata otra, nisu ja rukist vasFa-
valt 100, 310 ja 390 ha viiele erineva mullastikuga maatiikile
I> ., Ms suurusega vastavalt 250, 290, 110, 100 ja 50 ha
Tabe]is 4.41 on toodud arvatav saamata jidv puhastulu kroon?-
€ hektari kohta vorreldes tuluga vilja kasvatamisel temale koi-
8 sobivama mullastikuga maatiikil.

Tabel 4.41
Pold | M, | M, | M, | M. | M;
Vil 250 | 200 | 110 | 100 | 50
Oder 700 3 5 7 11 13
Nsw 30 | 0 4 6 3 /5
Rukis 300 | 5 8 12 7 13
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Toodud probleemipiistituse voib formuleerida transpordiiilesan-
dena, millele vastava lubatava lahendi saab vilja kirjutada luba-
tava baasitabeli 4.32 alusel.

Tabel 4.32
250 290 110 100 50
100 |3 5 @) 11 13
100
310 (0) 4 6 3 15
210 100
390 |(3) (8 12 7 13
40 290 10 50
Lubatav baasilahend:
X3 = ]00, Xo1 = 2]0, Xog = 100, (437)
X3 = 40, X2 = 290, X33 = [0, X35 = 50
Summaarne arvatav saamata jadv puhastulu:
2=7-100+0-210+3-100+5-40 +
(4.38)

+8-290+12-10+ 13-50 = 4290
Baasitabeli 4.32 optimaalsuse kontrollimise tulemusena jouame
tabelini 4.33.

Tabel 4.33
250 290 110 100 50
100 |3 5 (i) 11 13
100
310 (:) 4 6 (:) /5
210 100
w D @ @ |7 |©
40 290 10 50| -5
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Kuna Kkontrollimise tulemusena selgus, et lubatav baasitabel
4.32 ning sellele vastav baasilahend (4.37) ei ole veel optimaal-
sed, siis tuleb jitkata iilekandeteisendustega koos jirgnevate
Optimaalsuse kontrollidega (tabelid 4.34 ja 4.35).

Tabel 4.34
250 290 110 100 50
100 |3 / @ 7 5
100 -1
ooy - 0) 7
-:210 Dt 100
N OSE ONN ORI TN O
V171 290 10 50
+/
Tabel 4.35
250 290 110 100 50
100 |2 ] @ 6 4
100 -1
N ORI O 0N
S [T i 100 -1
ERCHN NN R E C
—s07" 29077 T + 50
+/ +/ +1

g]ekandeteisenduste tulemusena jouame teisendatud veokulu-
Oega optimaalse baasitabelini 4.36, kust saab vilja kirjutada
Plimaalse baasilahendi.
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Tabel 4.36
250 290 110 100 50
100 |2 0 0) 6 3
100
N O O R O
250 10 50
7 PR O R FE RN O
290 50 50
Optimaalne baasilahend:
X13= ]00, X2y =250, X3 = IO, X24=50,
X332 = 290, X = 50, X35 = 50 (438)
Summaarne saamata jddv puhastulu:
7=7-100+0-250+6-10+ 3-50+
(4.39)

+8:290+7-50+ 13-50 = 4230 krooni

Seega on pdllumajandusiihistul otstarbekas kasvatada otra vaid
kolmandal pdllul (M;, kokku /00 ha), nisu esimesel, kolmandal
ja neljandal pollul (vastavalt 250, 10 ja 50 ha) ning rukist teisel,
neljandal ja viiendal pdllul (290, 50 ja 50 ha). Sellisel juhul
summaarne arvatav saamata jaiv puhastulu on vihim (4230
krooni) ning seega voib viita, et leitud kiilviplaani korral on
tihistul voimalik saada suurimat tulu.

Ulesandel on ka alternatiivseid baasilahendeid.
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Kokkuvéte

Majandusprobleemide formuleerimisel lineaarse planeerimis-
lilesandena jSutakse sageli iilesande sellise esituskujuni. mille
korral on simpleksmeetodi asemel otstarbekam kasutada tundu-
valt mugavamaid lahendusmeetodeid. Uheks selliseks esitus-
kujuks on transporditilesandena formuleeritud lineaarne planee-
fimisiilesanne.

Transpordiﬂlesandena formuleeritud probleemipiistituse korral
On iildjuhul tegemist 1 laost m tarbijale kauba laialivedamise
plaani koostamisega, mille puhul summaarsed veokulud (sihi-
funktsiooni viidrtus) on vihimad. Transpordiiilesande lahendus-
algoritm on vilja tootatud kinnise transporditilesande jaoks, kus
“ladude varud” ja “tarbijate vajadused” langevad kokku. Trans-
Pordiiilesande saab alati teisendada kinniseks, lisades iilesande
SSialgsesse piistitusse vajaduse korral nn. fiktiivse lao voi fik-
Uivse tarbija voi kasutades selleks sisulisest probleemipiistitu-
Sest tulenevaid muid teisendamisvoimalusi.

TranSpordiUlesande lahendamiseks vajalikud lihteandmed esi-
latakse tavaliselt transporditabelina ¢. veokulude maatriksina.
TranSpordiijlcsandf:na formuleeritud lincaarse planeerimisulcs—
ande Jahendamisel libitakse jirgmised sammud:

* kinnisele transpordiiilesandele vastava transporditabeli

koostamine:

* lubatava baasitabeli leidmine;

* lubatava baasitabeli optimaalsuse kontroll;

* lubatava baasilahendi optimeerimine;

* optimaalse transporditabeli analiiiis.

Transpordiﬁlesande lubatava lahendi leidmise peamisteks mee-
Wditeks on loodenurga, viihima elemendi ja Vogeli reeglitele
Wginevad meetodid. Lubatava transporditabeli optimaalsuse
ontrollimisel ning lahendi samm-sammulisel optimeerimisel
Sutatakse potentsiaalide meetodit.
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Optimaalse transporditabeli analiilisimisel on voimalik selgitada
alternatiivsed veoplaanid, mille puhul erinevate veomarsruutide
kasutamisel summaarsed vihimad veokulud on vordsed. Opti-
maalse lahendi stabiilsuse analiiiisil selgub, millistes piirides
vaib kaubaiihiku veokulu muutuda, et lahendi optimaalsus séi-
liks.

Transpordiiilesandena saab formuleerida ka kauba laialiveoga
mitteseotud majandusprobleeme. Transpordiiilesande esituskuju
sobib niiteks optimaalse kiilviplaani koostamise iilesande
lahendamiseks.



S. MITTELINEAARNE PLANEERIMINE

S.1. Mittelineaarsed planeerimisiilesanded
(optimeerimisiilesanded)

Suur osa majanduspraktikast tulenevaid planeerimis(optimeeri-
Mis)iilesandeid on viihemalt esimeses lihenduses piistitatavad
lincaarsetena. Pohilisi majandusniitajatevahelisi seoseid saab
®namasti lihendada lineaarsetega, kuid seda siiski mitte alati.

ajandusprobleemi detailsem ja siigavam analiiiis toob sageli
Vilja vajaduse moned kitsendused voi sihifunktsioon esitada
Mittelineaarselr. Selliste ilesannetega tegeldakse mittelineaarse
Planeerimise raames.
Qma olemuselt on mittelineaarsed planeerimisiilesanded nn.
“ngliku ekstreemumi leidmise iilesanded. Diferentseeruvate
funktsioonide ja vordustena esitatud lisatingimuste puhul kasu-
tatakse ulatuslikult Lagrange'i meetodit ning sellele aluseks ole-
Vat Lagrange’i funktsiooni.
Mittelineaarse plancerimise iilesandeid on kisitletud kahe ma-
Jandusprobleemi niitel:

1) kaubavarude planeerimine;

2) tootmise planeerimine.

5.2. Kaubavarude planeerimine

521, Probleemi piistitus

ISaul}ilvzlrude juhtimiskulud firmas koosnevad pdhiliselt kauba
Ssseveokuludest (voi tellimuskuludest) ja varude hoiukuludest
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laos. Varude hoiustamise vdimalus ladudes soltub laopinnast,
selle olemasolust ja iilirimise (juurdemuretsemise) kuludest.
Firma on huvitatud sisseveetava kaubapartii optimaalse suuruse
leidmisest, mille korral kaubavarude Juhtimiskulud oleksid
minimaalsed ning firmal oleks vdimalik toota v3i miitia vasta-
valt kavandatud mahule ning hakkama saada olemasoleva lao-
pinnaga.

Lisaks sellele tahab firma juht analiilisida:
1) kui palju muutuvad juhtimiskulud, kui kaubapartii suurus
hilbib optimaalsest;
2)kui palju on otstarbekas soodsamate lepingutingimuste
saamiseks kaubapartii suurust muuta;
3)kui palju on otstarbekas maksta tdiendava laopinna iiiri-
mise eest.

5.2.2. Kaubavarude mudel

Iga mudeli piistitamisel tuleb eelnevalt libi mdelda, milliste!
tingimustel see mudel kehtib. Kui muutuvad tingimused, si1s
tuleb vajadusel muuta voi tipsustada ka mudelit.

Kaubavarude mudeli piistitamisel on iildjuhul ldhtutud jiirgmis-
test eeldustest:

1) modelleeritakse (planeeritakse) vaid tiheliigilise kauba v&
rusid;

2) varud firmas on kooskdlas planeeritud tootmismahuga vo
kdibemahuga Q (s.0. ndudlusega) ning nad vihenevad tiht”
laselt;

3)kaupade sissetulek toimub regulaarselt vastavalt tellimus”
tele;

4) kaubavarude juhtimiskulud koosnevad veokuludest (tellr-
miskuludest) ja hoiukuludest.

i

Tihistame plaaniperioodi, mille kohta kaubavarusid planeefi‘
takse T-ga (aasta, kvartal, kuu jne.). Plaaniperioodi ndudlu
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kaubavarudele, mis tuleneb tootmise voi kiibe mahust, on Q.
Kaubaiihiku siilitamiskulu plaaniperioodi viltel on C ning iihe
Kaubapartii sisseveokulu ehk tellimiskulu on K. Planeerijat
huvitab, millise kaubapartii suuruse x korral kaubavarude juhti-
Miskulud z, mis koosnevad varude sisseveo- ja hoiukuludest, on
Vdhimad. Plaaniperioodi T viltel saabuvate kaubapartiide arv n

On leitav kaubavarude ndudiuse Q ja kaubapartii suuruse x suh-
tena;

n=2 (5.1)

X
Pl-oblecmipUstituse sisust tulenevalt on tegemist ligikaudsete
rvudega ning sellest lihtuvalt vaib kaubapartiide arvu kisitleda
Wisarvulisena.

Kaubavarude  sisseveokulude ja kaubapartii suuruse vahelist
S€0st illustreerib joonis 5.1. Mida viiksem on kaubapartii suu-
r_“& seda enam tuleb plaaniperioodi T viltel kaubapartiisid tel-
lida ja jsse vedada ning seda suuremaks kujunevad kulutused.

Sisseveo
kulud

<1

| 0
| K——
X

—» X
Kaubapartii suurus

Joonis 5.1, Kaubapartii suuruse ja sisseveokulude vaheline seos.
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Kuna kulutused iihe kaubapartii sisseveoks on K, siis kulutused
koigi vajalike kaubapartiide sisseveoks kogu plaaniperioodi T
viltel on:

zI=K~n=K-g (5.2)

X

Kaubavarude saabumine toimub eelduse kohaselt regulaarselt
kogu plaaniperioodi T viltel. Kui kaubapartii suurus on x ning
kaubavarude ndudlus perioodi 7" viltel on Q, siis ajavahemik
kaubapartiide saabumisc vahel on:

Q

Kaubavarude seisu firmas nende saabumise intervalli korral
illustreerib joonis 5.2. Kui perioodi 7 algul veetakse sisse kauba-
partii suurusega x, siis sclle perioodi 16puks on kaubavaru suu-
rus 0 ning tuuakse sisse uus kaubapartii. Kaubavaru keskmine

suurus plaaniperioodi T viltel on 3

Kaubavaru

A

v |
]
—

-
»

Aeg

Joonis 5.2. Kaubavarude muutumine ajas.
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K}lna kaubaiihiku hoiukulu kogu plaaniperioodi T viltel on C,
Stis kaubavarude hoiukulud on:

L=C. x 5.4)

2
_Kaubapartii suuruse x ja kaubavarude hoiukulude vahelist seost
lllustreeribjoonis 5.3.

Hoiukulud
2n A

- X

Kaubapartii suurus

Joonis 5.3. Kaubapartii suuruse ja hoiukulude vaheline seos.

Eelduse kohaselt kaubavarude juhtimiskulud z koosnevad kau-
Apartii sisseveokuludest (z;) ja hoiukuludest (z2). Ulesande
Plstitusest tulenevalt ei ole sisseveetav kaubapartii suurem, kui
N kaubavarude néudlus plaaniperioodil. Kaubapartii suurus on
mlttenegatiivne. Saame piistitada optimeerimisiilesande

ml'nZzK.g.*.C_i (55)
X 2

tingimyste]

X< (5.6)
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ning
x20 (5.7

Majandusprobleemi sisust tulenevalt voib eeldada, et plaani-
perioodi viiltel sisseveetavate kaubapartiide suurus v on oluliselt
viiksem kui kaubavarude kogundudlus (Q) sellel perioodil ning
sissevectava kaubapartii suurus ei ole null.

5.2.3. Kaubavarude mudeli lahendamine

Kuna kaubavarude mudelis sihifunktsioon on mittelineaarne.
siis lineaarse planeerimise meetodid sel kujul ja tingimustel
pistitatud kaubavarude planeerimisiilesande (5.5)—(5.7) lahen-
damiseks ei sobi.

Leiame kulude funktsiooni 7 esimese tuletise ja vdrdsustame
selle nulliga:

dz _C KQ _

3 0, 5.8
dx 2 X (5-:8)

siit saame

[2K0
= |22 5.9
X c (5.9)

Joonise 5.4 ja ka iilesande piistituse pShjal saame viita, et punk-
tis x = x, on funktsiooni (5.5) globaalne ekstreemum.

Kaubapartii optimaalne suurus Xy, mille korral kaubavarude
juhtimiskulud z on minimaalsed, on seega leitav valemiga:

2O (5.10)

X 0 C
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Juhtimiskulud

Kaubapartir suurus
Joonis 5.4. Kaubavarude juhtimiskulud.

——-ZKQ , siis opti-

Kui optimaalne kaubapartii suurus on x, = s

Maalsete juhtimiskulude korral

&+£, 2KQ_K-Q-J6+C,/2KQ:
\/?EQ 2V ¢ T ke 2C
C

,
- @Jr,/zggc - JIRGC

2 =
0

(5.11)

Nagu nieme teisendustest (5.11) optimaalse kaubapartii xo kor-
i,a~l kaubapartiide sisseveokulud ja kaubavarude hoiukulud on
Ordsed (see niihtub ka jooniselt 5.4):

G =g, = V2KOC (5.12)
) 2

Saubavarude optimaalsed juhtimiskulud zp on leitavad valemi-
ad;
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z, = 2KQC (5.13)

Optimaalse kaubapartii x, alusel saab leida plaaniperioodi T
kohta ka jirgmised niitajad:

X
optimaalne keskmine varu: 70 (5.14)
optimaalne kaubapartiide arv: n =-— (5.15)

X
0

optimaalne ajavahemik kahe kaubapartii saabumise vahel:

! —l (5.16)

Optimaalne kaubapartii suurus:

_ [7KQ
XO = T

Optimaalsed juhtimiskulud:

Cx —
Z, = —5’4+£Q = J2KQC
X

0
0
. . 'X()
Optimaalne keskmine varu: >

Optimaalne kaubapartiide arv: n = Q

X0

Optimaalne ajavahemik kahe kaubapartii saabu-

mise vahel, kui plaaniperioodi pikkusonT: 1 = —
I
0
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5.2.4. Lahendi stabiilsuse analiilis

Optimaalse lahendi korral kerkib tavaliselt kiisimus, mis juhtub
lahendiga, kui muutuvad mdned majandusprotsessi kdiku moju-
tavad tingimused. Seega soovitakse uurida lahendi stabiilsust.
Kaubavarude optimeerimise iilesande korral analiitisime celkoi-
ge kahte voimalikku olukorda:

* tegelik kaubapartii erineb optimaalsest (probleem 1):

* kaubavarude tegelikud juhtimiskulud erinevad optimaal-

sest (probleem 2).

Probleem 1. Tegelike kaubapartiide suurus hilbib optimaalsest
O-kordselt. Kui palju muutuvad sel juhul kaubavarude juhtimis-
kulud?

Lahendyskéiik:

kui x = a-x,, siis

Cx, . KQ_

I=g—2U0

2 ax,

J%Cx, KQ KQa KQa_

2 ¢ Y
axo “\0 o

(5.17)
<o &5 KQ| KQ KQa_
2 X ax, X

0
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Ko _2KeC 5 (5.18)

Yo 2 2
ja seega
(1
e A R
2 : (5.19)
( I-o o +1
=la+ = -
2o ! 20 °
- . o +1
Seega, kui x =a-x , siis £ = > 2,

Jéireldus: kui kaubapartii hilbib optimaalsest o-kordselt, siis
kaubavarude juhtimiskulud muutuvad B-kordselt, sealjuures

p=t! (5.20)
20

Meiirkus. Kaubapartii vihendamisel suurenevad juhtimiskulud
rohkem kui kaubapartii suurendamisel samas ulatuses.

Selgitus. Kaubapartii vdimalik muutus o =171y (v viljendab
kaubapartii vihendamise voi suurendamise ulatust) ning seegd
juhtimiskulude muutus

ﬁ_(li;f)ngI_ 1+2y+y7 +1 _
21+ 2(1x
(e7) A7) .

_ 212y N Y N Y
AI+y) 21xy) Ity

Seega kaubapartii suurendamisel o= 7+ y kasvavad juhtimis-
kulud vihem kui kaubapartii vihendamisel @ = /-y, kuna
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2 >

I+ Y < ]+__}/—_ (522)
I+y I-y

I)l‘Obleem 2. Firma juht on teinud kalkulatsiooni ja joudnud

ﬂreldusdc et firma piisib ka siis konkurentsivoimelisena, kui

kdubdvarude juhtimiskulud suurenevad B-kordselt. Kui palju

vdib sel juhul kaubapartii erineda optimaalsest (x=2)?

o +1
Kaubavarude juhtimiskulud muutuvad f= o -kordselt,
Kusjuures o villjendab kaubapartii voimalikku muutust.
Kuna
208 =0 + 1, siit o —20B+1=0 (5.23)

Rumvérrandi lahend:
o= ps '_—_,6'2-1 (5.24)

Seega juhtimiskulude suurenemisel B-kordselt voib kaubapartii
SUurus muutuda suuruse @ = ﬂi,[ﬂz — ] -kordselt ning kauba-

Partii vgib olla vahemikus
(ﬁ‘\/—,ﬁ)x” ses(pyp - 1), (5.25)

Sellise] juhul juhtimiskulud ei suurene rohkem kui B-kordselt.

Kui kaubapartii hiilbib optimaalsest a—kordselt siis
a +1

20

kaubavarude juhtimisulud muutuvad f=

Kordselt.
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Juhtimiskulude suurendamisel [ -Kordselt voib

kaubapartii suurus muutuda o = BE+B — I -kord-
selt. Kaubapartii suurus vaib olla vahemikus

(ﬁ_ JF—:)-.\‘() <x< (/)'-FN/TEZ__I)'XU

5.2.5. Kaubavarude planeerimise néiteid

Niide 5.1.

Kaupluse kidibe mahuks on kavandatud 50 000 krooni kuus
(T = 30 pieva). Uhe kaubapartii sisseveokulu on 250 krooni.
Kaubaiihiku hoiukulu laos 25 krooni kuus. Kaupluse omanikkt
huvitab, milline peaks olema sisseveetava kaubapartii suurus, et
kaubavarude juhtimiskulud, mis koosnevad kauba sisseveokulu-
dest ja hoiukuludest laos, oleksid vihimad.

Probleemipiistitusest tulenevalt on teada:
0 =50000 - plaaniperioodi (/ kuu) ndudlus kaubavarude

jarele;
K=250 — kaubapartii sisseveo kulu;
C=25 — kaubaiihiku hoiukulu kuus;
T=30 — plaaniperioodi pdevade arv.

Valemi (5.10) alusel saab leida optimaalse kaubapartii suuruse:

2KQ }2 50 000-250
x0=\/ = = /1000 000 = 1000

C 25

Optimaalsest kaubapartiist lihtuvalt saab leida ka jiirgmised
kaubavarude juhtimiseks olulised niitajad:

1000

optimaalne keskmine varu laos: = 500;
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50000 _ 50
1000
ajavahemik kahe kaubapartii saabumise vahel:
30

L S0 0.6 = 0.5, s.0. kaks kaubapartiid pidevas

Kaubapartiide arv n, =

Kaubavarude optimaalsed juhtimiskulud:

- 251000 N 250-50 000
2 1000

ehk 2= /2-250-50 000-25 = 25 000

Z =25 000

Optimzlzllsetcjuhtimiskulude korral kaubapartii sisseveokulud ja

hOIUkulud on vordsed, kumbki /2 500 krooni.

Niide 5.2,

L. Yastavalt sdlmitud lepingule kujuneb tegelik kaubapartii

OPtimaalsest 25% suuremaks, seega & = .25 ning

po 258125625
2-125 25

S juhtimiskulud suurenevad 2.5%.

Optimaaise kaubapartii xo= /000 korral on juhtimiskul_uq
25000 krooni. Kui kaubapartiid suurendatakse 1250 kroonini
(x=125.7000 = 1250), siis juhtimiskulud on

= 1025,

¢=1.025-25 000 = 25 625 EEK.

Tuhtimiskulude suurenemine on 625 krooni, s.0. 2.5%.

2 Vastavalt lepingule tuleb optimaalset kaubapartiid vihendada

X 2-0.75 15
hevad sel juhul 4.2%.

2%, seega f= 277 +1_ 13023 _ 104 juhtimiskulud suu-
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Kui optimaalse kaubapartii ( x, = 7000) suurust viihendada 750-ni
(0.75-1000), siis juhtimiskulud suurcnevad 4.2% ning on
26 050 krooni (z= -z, = 1.042-25 000 = 26 050). Juhtimisku-
lude suurenemine on /050 krooni.

Saadud tulemused on kooskolas seostega (5.21) ja (5.22).

Niide 5.3.

Jiitkame niites 5.1 toodud probleemi piistitusega. Tiiendavalt
on teada. et kaupluse! on vdimalik suurendada kaubavarude
juhtimiskulusid /0%, s.t. B = /.1. Sel juhul:

o= LI1xNLF —1=11£J0.21 = 112046

ning

o, =064 ja a,=156

Kaubavaru suurust voib vihendada 36% ja suurendada 56%

millega kaasnevalt juhtimiskulud ei suurene rohkem kui 10%-
Seega x,=17000 korral v&ib kaubapartii olla vahemikus

640 < x, < 1560 . Sel juhul juhtimiskulud (z,= 25000) ei kas-
va rohkem kui z=1./-25 000 = 27 500 kroonini.

5.2.6. Laopinna arvestamine kaubavarude model-
leerimisel (lisatingimusega kaubavarude opti-
meerimise llesanne)

5.2.6.1. Lisatingimusega kaubavarude optimeerimise
tilesanne Gheliigilise kauba korral

Kaubavarude optimeerimisel on tihti kitsendavaks tingimuselfS
firma kisutuses olev laopind. Lahendame kaubavarude planeer!”
mise iilesande, kus lisaks punktis 5.2.5 toodud teada olevatele
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Suurustele (Q — plaaniperioodi ndudlus kaubavarude jirele, € —
kaubaiihiku siilitamise kulu, K — kaubapartii sisseveokulu),
tuleb arvesse votta ka kasutada olev laopind B, mille vajadus
kaubaiihiku siilitamiseks on a. Seega tuleb lahendada tilesanne

minz = _Kg+£\_ (5.26)
X 2

tingimusel

ax< B (5.27)

Ulesande esialgsest piistitusest tulenevalt lisanduvad ka tlpgl—
Mused (5.6) ja (5.7). Kui laopinna kitsendust arvestamata leitud
Optimaalse kaubapartii suuruse x, korral on taidetud tingimus, et
ax < B siis selline lahend sobib ka uuele iilesande piistitusele.

Kui aga ax, > B, siis tuleb sisseveetava optimaalse kaubapartil
Suurust x, vihendada, millega kaasneb kajuhtimiskulu'de suure-
Demine. Laopinna lisatingimusest tulenevalt kujuneb sisseveeta-

B
Va kaubapartii optimaalseks suuruseks x = - (5.28)
Asendades juhtimiskulude funktsioonis (5.26) kaubapartii suu-

Tuse x avaldisega (5.28), saame

:=KQa C-B (5.29)
B 2a

Juhtimiskulude funktsiooni (5.29) alusel saab leida laopinna
Piirhinna A:

_ dz (5.30)

=

OB’

Mis on kooskdlas olukorraga, et laopinna suurenedes juhtimis-
Ulud vihenevad.

Laopinna piirhind on seega:
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_KQa C (5.31)
B’ 2a

Laopinna suurendamisel iihe thiku (/ m %) vorra vithenevad
kaubavarude juhtimiskulud A vorra. Seega / m? laopinna eest ei
ole otstarbekas rohkem iiiiri maksta kui on piirkulu.

Niide 5.4.

Tiiendame niites 5.1 toodud probleemi pustltust Firmal kii-
bega 50 000 krooni kuus on kasutada 500 m” laopinda. Kauba-
iihiku siilitamiseks kulub / m’ laopinda. Kaubaiihiku hoiukulu
laos on 25 krooni ning kaubapartii sisseveokulu 250 krooni.
Firma on huvitatud olemasoleva laopinna puhul sellisest kauba-
partii suurusest, mille korral kaubavarude juhtimiskulud, mis
koosnevad kauba sisseveo- ja hoiukuludest, oleksid vihi-mad.

Kaubavarude optimeerimise iilesande lahendamiseks on teada
jargmised andmed:

Q =50000

C=25

K =250

a=1

B =500

Andmetest on niha, et niites 5.1 saadud optimaalne kaubapartil
suurus xo = 1000 ei ole kooskdlas firma laopinnaga.

Leiame optimaalse kaubapartii suuruse lidhtudes olemasolevast
laopinnast ja selle vajadusest kaubaiihiku hoiustamiseks:

x= 5(1)0 =500

Keskmine kaubavaru: 250
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50000

Kaubapartiide arv: =100

: ) 30
Ajavahemik kahe kaubapartii saabumise vahel: —1-0—5:0.3

Pdeva,
Kaubavarude optimaalsed juhtimiskulud:

L 25500 250-50 000

¢ = 31250
2 500
LZIOpinna piirkulu:
250-
1= 220-50000 25 _375

500-500 2.1

2y, i
Seegil rohkem kui 37.5 krooni ei ole otstarbekas / m Jlaopinna
€est maksta.

Ulesande lahendamisel (vt. niide 5.1) juhul, kui laopinq el ql-
Nud_optimaalset kaubapartii suurust mojutav (egur, kujunesid
Optimaalsed juhtimiskulud tunduvalt viiiks.f«matek.s
(z,= 25000 ). Juhul kui firmajuht peab arvestama laopinna pii-
"anguga (igapiievases dripraktikas tuleb selle piiranguga tavaht
Selt arvestada), kujunevad kaubavarude juhtimiskulud enamasti
SUuremaks.

5.2.6.2, Lisatingimusega kaubavarude optimeerimise
lilesanne n erineva kauba korral

La‘endame laopinna arvestamisega Kul lisatingimusega kauba-

Va_rude optimeerimise ilesannet juhule, kus ei ole enam tege-
Mist tiheliigilise kaubaga, vaid on n erinevat  kaupa
(l =] 2,...,;1).



164 MITTELINEAARNE PLANEERIMINE

Ulesande piistitus:

nCox " K "(Cx K
minzzz L+ Q’ = [ Ly ’Q’J (5.32)

1
2 =1 X =1

=1 !

tingimustel:

Sax <B, x<Q, x20 i=12..n (5.33)
=1

n

Lisatingimuse zal.\" = B korral saab iilesande lahendamiseks
1=/

konstrueerida Lagrange’i funktsiooni:

F=§(%+K,Q1]+l§.(alx,_B’) (534)

X
Leiame funktsiooni F tuletised x-de (i =1/, 2...,n) ja A suhtes

ning vordsustame 0-ga:

( C K
G KO
dx, 2 x; !
oF _C, KJQ,
—=—2-—"+a,=
(9)(2 2 X, : (5.35)
C
_o_)_F_z_L n?n +la —
dx 2 X
ilj: ax —B= 0 = Zalx’ =B (5.36)
A = =
Siit
2K
= | 2R (5.37)
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Aleiame vordustest (5.36) ja (5.37):

{

Yo KL _y (5.38)
Ryl C,+2/1a’

Optimaalne kaubapartii suurus iiheliigilise kauba
korral, kui arvestada tuleb laopinnaga (B):
B

X =—
0 a
Laopinna piirkulu:
A=KQa C
B 2a
Kaubavarude optimaalsed juhtimiskulud:
C- . : K-O-
2, = x(’+KQ=CB+ Q-a
2 X a B

]

Optimaalse kaubapartii suurus n erineva kauba kor-
ral (i =], 2,...,n):

. _[2%g
' C + 2/1ai

Lagrange’i kordaja A (laopinna piirkulu) on leitav
vordusest:

H 2KQ
Za ! 1 - B
- C/ +2/1a,
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5.3. Lisatingimustega mittelineaarne tootmise
planeerimise llesanne

5.3.1. Probleemi plstitus

Ettevotte juhil tuleb langetada otsus ettevotte tootmisplaan
kohta etteantud- tootmiskulude mahu ja tootmisressursside (t60-
joud, materjal) hinna korral. Eesmiirgiks on olemasolevate voi-
maluste juures saada maksimaalset toodangut. Tootmise korral-
damisega seotud otsuste langetamiseks on ettevotte juht huvita-
tud jargmisest infost:
e milline on maksimaalne vdimalik toodangu maht (Q);
e kui palju tuleb palgata t66joudu ning hankida materjale, €t
tootmiseks vajalikud ressursid oleksid tasakaalus;
e kui palju suureneb toodangu maht tootmiskulude mahu
suurendamisel iihe iihiku vrra, s.o. milline on piirtoodang.

Tootmise planeerimise tilesande lahendamiseks on teada jarg
mised andmed

S — tootmiskulude maht;

Py — materjali tihiku hind;

P; — t66jou tihiku hind.

Teada on ka statistiliste andmete alusel leitud tootmisfunkt-
sioon, millega on mératud seos toodangu mahu Q ning kasu-
tada olevate ressursside mahtude (M — materjal, L — téib‘jf)ud)
vahel:

Q=F(M,L) (5.39)

Probleemi piistitusest ja teada olevatest andmetest tulenevalt
saab lahendada iilesande:

maxQ=F(M,L) (5.40)

tingimusel
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PyM+P-L=S (5.41)

_Ulesande (5.40)—(5.41) lahendamiseks sobib Lagrange’i korda-
Jate meetod. Konstrueerime Lagrange’i funktsiooni

Q, =F(M, L)—/l(PM-M+PL-L—S) (5.42)

Leiame funktsiooni (5.42) osawletised M, L ja A suhtes ning
Vordsustame need nullidega:

e R (5.43)

Voﬁandltesuqteeml (5.43) lahendamise tulemusena leiame toot-
Misekg vajalikud materjalide ja t66j6u mahud (vastavalt M ja L)

Ning piirtoodangu A.

5.3.2. Tootmise planeerimise tilesande néide

Niide 5.5,

Stﬂtistiliste andmete alusel on leitud tootmisfunkt§ioon, mil.lega
N middratud seos toodangu mahu (Q) ning peamiste tootmiste-
8urite — t55j5u (L) ja materjali (M) vahel:

Q=140L+ 160M - 217 - 2M°

T00tmi<ku]udeI\§ on ette nihtud 900 krooni pdevas (§= 900).
TOOJOU tihiku hind on /8 krooni (P, = 18) ning materjali iihiku

hind 36 krooni (P = 36).
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Eesmirgiks on koostada tootmiskuludeks ettendhtud raha-
summa (tootmiskulude mahu) ning kehtivate t66jou ja materjali
hindade juures tootmisplaan, mille puhul toodangu maht on
suurim. Tuleb lahendada iilesanne

maxQ = 140L+ 160M - 2L - 2M”° (5.44)
tingimusel
18L+36M =900, (5.45)

s.t. kulutused t66jdule ja materjalile on 900 krooni paevas.

Ulesande (5.44)—(5.45) lahendamiseks Koostame Lagrange'i
funktsiooni:

Q, = 140L+ 160M - 27 =2M” = A(36M + I8 L = 900) (5.46)

ning leiame funktsiooni tuletised L, M ja A suhtes ja vordsusta”
me need nullidega:

Jd
< = [40—-4L—-1824=0
L
d
\ 9 =]60-4M -36A=0 (5.47)
oM
d
9 =_36M-18L+900=0
dA

Varrandite siisteemi (5.47) lahendamisel saame:
L=22,M=14 ning A=2.89. (5.48)

Lagrange’i kordaja majanduslik sisu: A on piirtoodang ehk
marginaalne toodang tootmiskulude mahu suhtes. Ressurssio®
tasakaalu (L =22,M = 14) korral A=289, s.t. lubatud tool

B . . ~ anéd
miskulude mahu suurenemisel 7 krooni vorra suureneb toodans
2.89 krooni.
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Maksimaalne voimalik toodangu maht pievas:

Q=140-22+160-14-2-22" = 2-14° = 3960 krooni

Sihifunktsioon (tootmisfunktsioon):
maxQ = F(L.M)

Kitsendus:

P, -M+P -L=S§

Lagrange’i funktsioon:

Q,=F(LM)-A(P, -M+P,- L-S)

A — Lagrange’i funktsiooni kordaja ehk piirtoo-
dang tootmiskulude mahu suhtes .
Tootmiseks vajalike ressursside M ja L milhl'ld ning
piirtoodang A on leitavad vorrandite siisteemist:

%, _
oM
90,
E
%, _
92

0

0
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Kokkuvote

Majandusprobleemi detailsema analiilisi ja modelleerimisegd
kaasneb sageli vajadus esitada moned iilesande kitsendused vOi
sihifunktsioon mittelineaarselt. Sellisel juhul on tegemist mitte-
lineaarse planecrimisiilesandega. Oma olemuselt on mitteli-
neaarsed planeerimisiilesanded nn. tingliku ekstreemumi leid-
mise ilesanded. Diferentseeruvate funktsioonide ja vordustend
esitatud lisatingimuste puhul konstrueeritakse sageli Lagrange'
funktsioon ning sellest lihtuvalt leitakse mittelineaarse planee
rimisiilesande lahendid.

Mittelincaarsete planeerimisiilesannete ndidetena on selles peas
titkis kisitletud kaubavarude ja tootmise planeerimise lilesan-
deid. Mdlema niiteiilesande korral on optimaalsuskriteerium
ehk sihifunktsioon formuleeritud mittelineaarsena.

Kaubavarude planeerimise iilesannetes on optimaalsuskriteeriu-
miks juhtimiskulude minimeerimine. Kaubavarude optimeeri-
mise iilesanne on lahendatud nii laopinna olemasolust tulenevd
lisatingimuse korral kui ka ilma lisatingimuseta. Lisatingimy-
seta lilesande puhul on libi viidud lahendi stabiilsuse analiits
nii juhtimiskulude kui ka optimaalse kaubapartii suuruse suhtes:
Laopinna olemasoluga arvestava, s.t. lisatingimusega iilesande
lahendiks on optimaalse kaubapartii suuruse kdrval ka laopinn?
piirkulu, mida saab kasutada lisainformatsioonina otsuste lang®”
tamisel tiiendava laopinna rentimisel makstava tasu suurus
kohta.

Tootmise planeerimise iilesandes on optimaalsuskriteeriumikS
maksimaalne toodangu maht. Ulesande lahendamisel selguva
tootmiseks vajaminevate ressursside (materjal ja t56j6ud) maht.
nende omavahelised proportsioonid ja piirtoodang tootmiskult”
de mahu suhtes.



6. MANGUTEOORIA

8.1. Manguteooria olemus

lgapiievases majanduselus on sageli tegemist /\'()IIﬂl'/\'lsifll(ll‘Si()()T
Nide Tahendamisega, kus tuleb langetada otsus teatud problcgmt
]ahendamiscks, valides seejuures mitmete otsusevariantide
Vahel. On loomulik, et otsustaja soovib langetada temale teada
Oleva info pdhjal parima otsuse, saada oma problecemile opti-
Maalne lahend.

Matemazltilisc distsipliinina, mille iilesandeks on le.idzl kiitu-
Misreegleid ja tegutsemiseeskirju konfliktsituatsioon! lahenda-
Miseks, ongi iildjuhul defineeritud minguteooriat.

Suur osa otsuseid langetatakse intuitiivselt, ilma et nende vastu-

VOtmige] ja pohjendamisel kasutatakse kvantitutii'v-seid m.eetc')—
deid. Minguteooriat kui meetodit tegutsemiseeskn‘_;ade. leidmi-
Seks ja optimaalsete otsuste langetamiseks saab ]oomul.lkuﬁ ka-
“Utada ajnult juhtudel, kui on voimalik koostada konfliktsituat-
$100ni matemaatilist mudelit ehk méngu.

Matemaatikaleksikonis /U. Kaasik, 1992/ on miingu k.ui méingu-
te0oriy pohimaistet defineeritud matemaatilise mudelina, milles
N miiratud konfliktis osalejad, nende voimalik tcgevus,“tcuq:l
Oley info, tingimused, millal ming 16peb. eeskirjad 1ga m~a~ngu‘a
erinevalcsl lopptulemustest huvitatuse kvuntimtiivsclfs.m_ootn?ly-
Seks jne, Miinguteooria pohimdisteteks on mingu dCfl.l.]ltSIO(.).nl.\t
tulenevull sellised moisted nagu: mdngu kéiik, m('ing.z./a, mdéngi
"eeglid, méingu strateegia, kaotus, vait jt. Nende sisu avancb
Wleneyyl konkreetsest majandussituatsioontst.
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Miinguteooria rajajaks loetakse Ungari péritolu Ameerika mate-
maatikut John von Neumanni (1903-1957), kellelt koostoos
majandusteadlase O. Morgensterniga ilmus 1944. aastal to0
minguteooria ja majandusliku kiitumise kohta: “Theory of
Games and Economic Behavior”. Miinguteooria on enam raken-
damist leidnud sdjaasjanduses ning konkurentsiga seotud ma-
jandusprobleemide lahendamisel.

Kuna suur osa minguteooria (lesandeid on teisendatavad
lineaarse planeerimise meetoditega lahendatavateks, siis sellegd
laienevad oluliselt minguteooria praktilise kasutamise vdimalu-
sed ja perspektiivid.

6.2. Manguteooria pohimoisted

Miing on matemaatiline mudel konfliktsituatsiooni kirjeldamij
seks. Mdngijad on erinevate huvidega osapooled mingus. Kut
mingus on kaks erinevate huvidega osapoolt ehk mingijat, siis
on tegemist kahe isiku ménguga. Mitme isiku mingu uurimist
saab taandada kahe isiku minguks nn. koalitsioonide moodus-
tamise abil. Kui tihe miingija voit konfliktsituatsiooni lahenda-
misel vordub teise mingija kaotusega, siis on tegemist kahe
isiku nullsummalise méiinguga ehk maatriksménguga. Niiteks
on tegemist nullsummalise midnguga turukonkurentsis, kus iihe
firma kasumi suurenemine tihendab teise firma kasumi vihe-
nemist.

Kiiik on ithe minguvdimaluse valimine mingureeglitega midrd”
tud kiiitumisvariantide seast. Kui mingija valib kdigu oma taht®
kohaselt, siis on tegemist isikliku kdiguga. Kui mingu kaig!
otsustab juhus (tiringuvise, ilm, juhuslike arvude tabel jt.), sit>
on tegemist juhusliku kéiguga. Juhusliku kidiguga mingu puhv!
on vaja teada kdikide voimalike variantide esinemise tf)en'ziOSU"gl
(esinemissagedusi). Niiteks taringuviskel on iga tulemuse es”
nemise toendosus //6. Juhusliku kiiguga méngu puhul hinnd”
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takse mingu tulemust voidu keskviirtusega (matemaatilise
O0tusega). Kui mingu viltel tuleb sooritada [oplik arv kciike
hing iga kiiigu puhul on véimalik valida [opliku arvu variantide
vahel, siis on tegemist IGpliku ménguga.

Strateegia on eeskirjade kogu. mis iiheselt médrab koik mingija
$iklikud kiigud kdikide mingus kujuneda vdivate olukordade
Jaoks. Seega mingu strateegia ei ole mitte ainult iihe kiigu
Vljavalimine, vaid kiikude valimine kdikideks voimalikeks
Olukordadeks, mis esineda saavad. Kombineeritud mingimis-
Strateegiat, mis seisneb kasutatava strateegia juhuslikus viljava-
h!“ises (kuid etteantud sagedusega), nimetatakse segastraree-
8taks. Segastrateegia erijuht, kus antud strateegia esineb sage-
dusega I ja kaik teised sagedusega 0, on puhas strateegid.

NﬁitekS, kui on tegemist kahe konkureeriva firmaga, sils ner?de
kﬁikUdeks vdivad olla erineva hinnaga kaupade pakkumme
Wrul. Strateegiaks on erineva hinnaga kaupade pakkumiste
Ombinatsioon vastavalt konkurendi tegevusele ja infole kon'ku-
endi v5imaliku tegevuse kohta. Erinevate kaubapakkumiste
Ombineerimist konkurentsi tingimustes vaib kisitleda segastra-
eegiaga minguna.

Méing on tdielikult kirjeldatud, kui iga mingija koikide Yélma-
tke strateegiate puhul on iga mingija jaoks teada kvantitativ-
Selt hinnatay mingu tulemus. Kahe mingija A ja B korral on
Mdng kirjeldatav arvudega a, kusjuures = 12,....m (".1. on
Mingija A strateegiate A, arv) ja j=12...n (n on mingija B
Str,ateegiate B; arv). Niiteks «, on kasum, mida ﬁrmg A saab,
UI'ta kasutab i-ndat kaubapakkumist ja konkureeriv ﬂn’na.vas-
b sellele omapoolse strateegia ehk kaubapakkumisega j. Firma
' Kasum on b, = —a,. Sellise] juhul saab mangu esitada maat-
fiksi kujul,
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21 2 T 2
A= ! 6.1)
ml am? amn

Miing on matemaatiline mudel konfliktsituatsiooni
kirjeldamiseks.

Miingu kiik on iihe minguvéimaluse valimine mén-
gureeglitega miiiratud mingijate kiitumisvarian-
tide seast. Isikliku kiigu korral on kéik valitud miin-
gija oma tahte kohaselt. Juhusliku kiigu miirab
juhus, mille véimalike variantide esinemise toenio-
sused on teada.

Strateegia on eeskirjade kogu, mis iiheselt méiirab
miingija isiklikud kiigud kéikide miingus kujuneda
voivate olukordade jaoks.

Segastrateegia on kombineeritud méingimisstratee-
gia, mis seisneb mitme strateegia kasutamises ju-
huslikus jirjekorras, kuid etteantud sagedusega.

Puhas strateegia on segastrateegia erijuht, kus
antud strateegia esineb sagedusega iiks, koik teised
strateegiad esinevad sagedusega null.
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6.3. Manguteooria kasutamise tingimused

Miinguleooria kui konfliktsituatsioonide kirjeldamisele ja otsus-
& vastuvdtu toetamisele suunatud matemaatilise distsipliini
Kasutamine soltub miingijate aktiivsusest ja nende kasutuses
olevast infost.

Mingiiad on akriivsed, kui nad valivad ise minguvdimalusi ehk
Mdngu keiike mingureeglitega méiratud variantide hulgast ]““
Juhuslikult vai isiklike otsuste alusel, mis tulenevad méngija
Cesmiirkidest, informeeritusest jne.

Aktiivsete miingijatega on tegemist niiteks konkurentide tege-
Vuses kauba hinna kujundamisel. Mingijad on aktiivsed ja kujun-
davad hinda isiklike kiikudena. Aktiivne mingija voib moni-
korg mingu kiike valida ka juhuslikult. Juhusliku kiiguga
Mingu puhul saab miingu tulemuse esitada méngija v()idu. (kao-
lUse) keskviidrtusega (matemaatilise ootusega). Niiteks, Juhus-
liky kiliguga miinguga on tegemist olukorras, kui miingljag lan-
8etavad otsuse visates kulli voi kirja. Toendosus kummagi tule-
Muse saavutamiseks on sellisel juhul 50%.

Uks Mingijatest ehk osapooltest voib mdngu tulemuse :quhtes
olla kq passiivie. Selliseid minge nimetatakse sageli “mdnguks
lOOdusega * Maned niiited loodusega méngu kohta.

Firma valib oma tegevusvaldkondi vastavalt ilmastikutingimus-
ele ja ilma prognoosidele. Tlm vastasméngijana ei ole mangu
Wemusest huvitatud.

Kauby miiiik sdltub moest. Moodi kui konfliktsituatsiooni iiht
Sapoolt v3ib kiisitleda passiivse mingijana.

8.4, Mittenullsummaline mang

Kfl,he mingija mittenullsummalise mingu korral tihe miingija
VOt ef vgrdy teise mingija kaotusega. Mittenullsummalise man-
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gu niitena on alljirgnevalt esitatud “vangide dilemma” ning oli-
gopoolse konkurentsi iihe avaldumisviisina tuntud konflikt-
situatsioonid.

“Vungide dilemmana” esitatav konfliktsituatsioon.

Hirrased Smith ja Jones on vangistatud siiiidistatuna pisivargu-
ses, mille eest neid kumbagi ootab iiheaastane vanglakartstus.
Molemat kahtlustatakse ka tihises tdsises kriminaalkuriteos, mis
tooks endaga kaasa kiimneaastase vanglakaristuse. Kriminaal-
kuriteos stitidistamiscks puudub aga vajalik siilidistusmaterjal-
Kui molemad tunnistavad puhtsiidamlikult oma siiiid, saab
kumbki viis aastat vanglakaristust. Kui siiii tunnistab iiles vaid
iiks vangidest, saab ta Karistusest vabaks, kuid teine peab kand-
ma kiimme aastat vanglakaristust. Mingu voib kirjeldada tabeli
6.1 abil. Tabelis toodud arvud viiljendavad karistusaja pikkust.

Tabel 6.1
Smith
Tunnistab Ei tunnista
Jones Tunnistab S:5.J:5 S:10,J:0
Ei tunnista S:0 J: 10 S: 1, J:1

Vangide Smithi ja Jonesi kditumine on ettemddramatu, kui neil
puudub vdimalus mingu kidigus kokkuleppeid teha. Molemad
miingijad vdivad mingu kiigus oma strateegiat muuta ning
mitte kasutada ohutuimat strateegiat: ei tunnista: ei tunnista (/ : 1)-

Selliste konfliktsituatsioonide lahendusmeetodid ei ole tipselt
libi tootatud ega kindla lahendusalgoritmiga esitatavad. Pole
tipselt selge, mis on sellise mingu korral optimaalseks lahen-
diks.
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Oligopoolne konkurents.

V'dn.gide dilemmale” sarnane situatsioon esineb ka turukonku-
rentsis. Kui turul on iiks miiiija, on tegemist monopoliga; kui
tegemist on viikese arvu miiiijatega, kes turgu mdjutavad, siis
on tegemist oligopoliga. Miiiijad voivad iihineda, tdsta hindu,
Vf‘hendadu tootmist ning dikteerida seega ostjale oma korgemat
hinnandudmist. Selline administratiivne organisatsioon on tun-
tud kartellina. Kartelli iihinenult saavad koik firmad miidia oma
kfl_upa suurema kasumiga, kuna ostjale dikteeritakse tootmise
Vihendamise kaudu hinda.

Kui mani kartelli liikmetest kokkulepet murrab ning mitb
kf)vk‘fmepitud hinnast odavamalt, saab ta hdivata suurema turu-
¥ i ning suurema libimiiiigi tottu saab esialgu ka suurema
kflSUmi. Jirgneb ka teiste firmade poolne hinnaalandus ning
IOPPlulelnusena tasakaalustub jillegi kdikide firmade osa libi-
”?U'Ligis. Suuremat kasumit ei saa keegi, voidab vaid ostja, kuna
hind langeb.

OlhlgOPOOIse konkurentsi kui mittenullsummalise mangu vdib
Esitada jirgmise tabelina (tabel 6.2).

Tabel 6.2
Firma A
Hind korge Hind madal
Hind A: suur kasum A: viiga suur kasum
korge B: suur kasum B: viiike kasum
Firma B | Hind A: viiike kasum A: keskpiirane kasum
madal B: viiga suur kasum | B keskpirane kasum

tsltuatsioon on analoogne “‘vangide dilemmale”, kus kokkulepe-
St mittekinnipidamise tulemusena kaotavad koik osapooled

¢hk miingijad.
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6.5. Kooperatiivméng

Mittenullsummalise mingu puhul piiiitakse leida mingu rasa-
kaalupunkt ehk sadulpunkt. Uldiselt nimetatakse mingu tasa-
kaalupunktiks mingijate strateegiate niisugust komplekti, milles
mingija strateegia muutmine vihendab (ei suurenda) tema
oodatavat vitu (seda iga méngija korral).

Majandussituatsioone modelleerivate mingude puhul ei ole
stratecgiate hulgad enamasti 16plikud. Ka ei anna tasakaalu-
punkt iildiselt parimaid mingus esinevaid tulemusi. Tasakaalu-
punktiga peavad mingijad leppima juhul, kui paremate tulemus-
teni ei ole voimalik jouda ilma omavahelist kokkulepet sdlmi-
mata.

Kui mingijad sélmivad omavahelise kokkuleppe ja see kokku-
lepe on kohustuslik, siis on tegemist kooperatiivmdnguga.

Tabelis 6.3 on toodud kahe firma vdimalik kasum ehk mingd
seisukohalt oodatavad vdidud, kui nad kasutavad vastavaid stra-
teegiaid. Firma A kasutab strateegiaid A; ja A; ning firma B
strateegiaid B; ja B,.

Tabel 6.3
B, B,
A kasum B kasum A kasum B kasum
A 9 2 5 6
A, 7 8 4 9

Firma A seisukohalt on otstarbekas kasutada strateegiat A
Firma B mdlema strateegia puhul annab strateegia A, firmale A
suurima kasumi (garanteeritud kasum).

Firmal B on otstarbekam kasutada strateegiat Bj. Garanteeritud
kasumiga arvestades valivad firmad A ja B oma koostegevuseks
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ilmu eelnevate libiriikimisteta arvatavasti strateegiad A; ja Bo.
Firmal A on sel juhul voimalikuks kasumiks 5 ja firmal B 6
Krooni kaubaiihiku kohta.

Kui miingijad loobuksid garanteeritud kasumit andvatest stra-
teegiatest ja lepiksid kokku kasutada strateegiaid Az ja By, siis
oleks mglemal firmal voimalus saada suuremat kasumit: firmal
A 7 ja firmal B 8 krooni. Selliste strateegiate valikuks peab
Miingijate vahel olema aga kindel kokkulepe. Piisab vaid iihel
Mingijal kokkuleppest mitte kinni pidada ning ta voib saada
garanteeritust tunduvalt suurema kasumi, kuid samal ajal jaib
leise miingija kasum garanteeritust olulisclt viiiksemaks. Ni-
t§k8 juhul, kui firma A rikuks kokkulepet ja kasutaks kokkule-
Pitud strateegia A, asemel strateegiat A, firma B peaks aga
kOkkulepitud strateegiast B, kinni, saaks firma A 7 krooni ase-
mel 9 krooni kasumit, firmal B aga tuleks piirduda vaid 2-kroo-
mSe kasumiga kokkuleppelise 8-kroonise kasumi asemel. Sel-
lise kokkuleppe sdlmimist voib takistada asjaolu, et tiks firma
Voidab kokkuleppe korral rohkem kui teine. Toodud niite korral
on aga vaidud vérdsed, nii firma A kui firma B voit kokkuleppe
SSlmimisest on 2 krooni. Selline tulemus peaks kokkuleppe
$0lmimist soodustama.

6.6. Nullsummaline ming

6.6.1. Mangu maatriks

Kahe isiku nullsummalise mingu korral iihe méngija voidu suu-
TUs vordub teise mingija kaotusega.

Vaatleme jirgnevalt mingu, milles osalevad mingijad tihista-

Me tihtedega A ja B. Mingija A vaimalikud strateegiad on
AL A,, ...,A, ja mingija B voimalikud  strateegiad
B, B,, ..., B,. Konkreetsetes mingudes kasutatakse sageli ka
Mrateegiate sisu avavaid tihistusi. Kui mingija A kdsutuses on
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m erinevat strateegiat ja mangija B kidsutuses n erinevat stratee-
giat, siis on tegemist m - n minguga. Kui mingija A valib oma
mingi strateegia A, ja mingija B valib strateegia B,, siis nende
valikutega on mingu tagajirg (voi selle keskviirtus) iiheselt
midratud. Tihistades kummagi mingija vdidufunktsioon
f/(A,’B,)z a, ning fZ(A’, B/) = b”, saab kahe isiku nullsumma-

lise mingu olemusest tulenevalt iga indeksite paari i, j korral
mingu tulemust iseloomustada iiheainsa arvuga a,, kusjuures
b =-a . Kahe mingija A ja B nullsummaline ming on kirjel-

datav arvudega a, (i=1,2,...,m, j=1,2,...,n). Need arvud
esitatakse tavaliselt tabelina, kus mingija A strateegiatele vasta-
vad tabeli read ja mingija B strateegiatele veerud (tabel 6.4)-
Sellise tabeli korral on tegemist midngu maatriksiga. Mingt
maatriksiga midratud ming ongi maatriksming ehk kahe isiku
16plik nullsummaline méng.

Tabel 64
B, B, B,
A aj ap ajn
Ag asy az [
Am Qi 2 [

Maatriksmiingu saab niiteks formaliseerida juhul, kui kaks fir-
mat A ja B vditlevad oma turuosa pirast ning lihe firma 0sa
kaalu kasv turul tihendab teise osakaalu vihenemist. Mdngy
maatriksi element g, tihistab firma A poolt hdlvatud turuosd.
kui ta kasutab strateegiat A, ning firma B kasutab strateegiat By
Arv g, tihistab sel juhul ka firma B poolt “kaotatavat” turuosd
(bU =—au). Niisuguse probleemipiistituse korral on tegemist
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konstantse summaga minguga, mida saab kisitleda ja analtilisi-
da kui nullsummalist mingu.

Kaikide strateegiate iilelugemine ja mingu maatriksi koosta-
Mine voib praktiliste majandusprobleemide formaliseerimisel
Minguna kujuneda kiillalt keeruliseks iilesandeks, sest voimalik
Strateegiate arv osutub viiga suureks. Jargnevalt on formaliseeri-
tud nullsummaline konstantse summaga méing.

Niiide 6.1.

Tegemist on kahe mingijaga, kes asetavad lauale iihekroonilise
Metallraha omal vabal valikul kas vapi voi kirja poolega. Téhis-
tame vastavad strateegiad mingijal A: A, ja A; ning mingijal B:
B, ja B,. Kui mélemad mingijad on lauale pannud miindid sama
Poolega, siis mingija A vdidab / krooni ning mingija B kaotab
Sama summa. Vastasel juhul on aga méngijal B / krooniline
V3it, Selliselt esitatud mingu saab kirjeldada tabelis 6.5 toodud
Maatriksiga.

Tabel 6.5
B, B,
Av +1] -]
Ay —] +1

Kui méngija A piiiiab vilja t6tada mingi kindla seaduspira
Miindj lauale asetamiseks (niiteks vaheldumisi, kord vapp, kor.d
Iri v3i 2 korda kiri, / kord vapp), siis on voimalik, et teatud aja
p;iiraSl mingija B selle seaduspéra avastab ning hakkab pidevalt
VOitma. Kui mingija A asetab miinti lauale juhuslikult, siis vas-
tasnmngijal B ei ole voimalik tema kiitumisega (strateegia vali-
Utega) kohaneda ning ta valib ka oma strateegiaid juhuslikul.t
drtusest, et mingija A vdib tema seaduspdra arvestada. Kui
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mdlemad mingijad valivad oma strateegiad juhuslikult, siis sel-
list mingu kisitleme segastrateegiaga manguna.

Niide 6.2.

Firmad A ja B kauplevad turul konkureerivate kaupadega. Firma
A pakub turul kaupu A;, A, ja A; ning firma B kaupu B;, B; ja
B;. Mingu maatriksi element a,, viljendab firma A poolt hdiva-
tud turuosa, juhul kui firma A kasutab strateegiat A, (pakub
kaupa A,) ning firma B vastab strateegiaga B, (pakub kaupa B):
Firmade A ja B konkurentsi kirjeldav maatriks on toodud tabelis
6.6.

Tabel 6.6
B, B> B;
A, 0.5 0.6 0.8
A; 0.9 0.7 0.8
Az 0.7 0.5 0.6

Nagu nihtub tabelist 6.6, saab firma A miiiia kaupa A; 50% 05as
ja seda juhul, kui firma B paiskab turule konkureeriva kauba Br-
Kaupade A3 ja B> konkurentsis on firmal A vdimalik hoida 70%-
list turuniddi jne. Tegemist on konstantse summaga maatriks-
minguga (a; = / korral on firma A kaubaga hdivatud kogu turg)-

6.6.2. Mangu hind

Mingu hinna ning sellega seonduvate mdistete se]gitamiseI
lihtume tabelis 6.6 toodud mingu maatriksist. Kauba A, korral
on firmal A viikseim turuni3§, konkureerides kaubaga Bi
(a, = 0.5). Miingu seisukohalt on seega strateegia A; garante€”

ritud véit 0.5. Strateegia A, (kauba A, pakkumine) korral oP
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garanteeritud voit a_ = 0.7 ning strateegia A; garanteeritud vGit

22
ong =
a,=05.

Garanteeritud vGitudest suurim on strateegia A korral
(“23 =(.7). Seega strateegia A, on miingija A ohutuim stratee-

8ia. Miingija A garanteeritud vdit on mingu alumine hind:
“=maxa =max mina/ =max{0.5, 0.7, 0.5}=07 (6.2)
! ' J ! i

Analoogiline olukord on ka mingijaga B. Mingija B soov on
Muuta mingija A voit voimalikult viikseks. Mingija B ohutuim
Strateegia annab vastasmingijale A viikseima garanteerituq
VOidu. Miingu maatriksit veergude kaupa libi vaadates leiamegl
Mingija B jaoks halvima tulemuse, milles on mingijale A suuri-
Mat vitu andev strateegia ning sellele vastav mingija A poolt
hdlvatay turuosa:

b ) Smaxa, (6.3)
Kaubaj B; on selleks 0.9, kaubal B; 0.7 ja kaubal B; 0.8. Viik-
Seim garanteeritud voit vastasméngijale on 0.7. Seega Bz‘ on
Mingija B seisukohalt ohutuim strateegia. Mingija B ohutuima
Strateegia poolt garanteeritud voit on méngu ilemine hind:

b= m,i”b/ = m/in maxa, = 0.7 (6.4)

I,(”i a = b, siis on tegemist sadulpunktiga manguga. Sadulpunk-
liga méingu korral voib ohutumaid strateegiaid lugeda o,'utimacf‘l-
Seteks, sest nad annavad aruka vastasega mingides parima voI-
Maliku tulemuse. Seega sadulpunkt (kui see on olemas) ongi
Mingy lahendiks.

Kui kahe isiku nullsummalise mingu alumine ja
tilemine hind on vordsed, siis on tegemist sadul-
Punktiga miinguga. Sadulpunkt ehk tasakaalupunkt
on sellise méngu lahendiks.
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6.6.3. Domineerivad strateegiad. Mangu lihtsustamine

Kui mingu maatriksis méngija A strateegiate mingi indeksite
paari i ja k puhul osutub, et iga j korral a za,, siis strateegid

A, kasutamine ei anna mingijale kunagi paremat tulemust, kui
annab strateegia A, kasutamine. Sel juhul strateegia A, on At
suhtes domineeriv. Strateegiale A; vastava rea mangu maatrik-
sist voib maha tdmmata.

Tabel 6.7
B B; B;
A 0.5 0.7 0.7
A; 0.9 0.6 0.5
A; 0.7 0.8 0.3
Ay 0.8 0.6 0.4

Niiteks tabelis 6.7 toodud miingu maatriksi kohta véime Geldd,
et strateegia A, domineerib strateegia Ay iile, kuna kehtib seo*

a, za iga j=1 2, 3 korral ning seega vdime A,-le vastavd

2 4y ’
rea maatriksist maha tdmmata.

Mingija B seisukohalt on strateegia B, strateegia B suhtes
domineeriv, kui iga i puhul: a <a, . Sellisel juhul vdib stratee”

giale B, vastava veeru mingu maatriksist maha tommata ning
mingu sellega lihtsustada.

Tabelis 6.7 esitatud mingu maatriksi strateegia B; domineerib
strateegia B, iile. Seega vdime strateegia B, maatriksist mah?
(6mmata. Pirast seda lihtsustub mingu maatriks veelgi, kun?
selgub, et pirast strateegia B, eemaldamist hakkab strateegia A’
domineerima strateegia A; iile. Seega saame uue lihtsustatt
maatriksi (tabel 6.8).
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Tabel 6.8
Bl B_f
A 0.5 0.7
A, 0.9 0.5

Tabelis 6.6 esitatud mingumaatriksi strateegia A> domineerib
A’._ning A; iile. Strateegia B, domineerib B; ja Bj; tile. Pdrast
T?ngu lihtsustamist ja domineeritud strateegiate eemaldamist
Jddb jirele vaid sadulpunkt a,, = 0.7 (tabel 6.9).

22

Tabel 6.9
Bl Bg B}
A 0.5 0.6 0.8
A, 0.9 0.7 0.8
Az 0.7 0.5 0.6

Kuj sadulpunkt on olemas, siis on soovitav see leida seosest
;le: (’ (miingu alumine hind = iilemine hind). Minguna forrpu—
eritud iilesande lahendamise lihtsustamiseks on alati soovitav
maﬁf ata domineeritud strateegiad ning vastavalt sellele mitte-
Olulised read ja (voi) veerud mingumaatriksis maha tommata.

Alati ej lihtsustu ming sedavord, et on vdimalik leida sadul-
Punkti ning seega ka mingu lahendit. [ga mdngu korral sadul-
?“nkt'i ei olegi. Sellisel juhul saab mangu Jahendamiseks kasu-
ada lineaarse planeerimise meetodeid.
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6.6.4. Mangu lahendamine lineaarse planeerimis-
llesandena

Iga I6pliku kahe isiku nullsummalise mangu vdib esitada li-
neaarse planeerimisiilesandena ning selle lahendamiseks saab
kasutada lineaarse planeerimise iiht pdhimeetodit — simpleks-
meetodit. See suurendab kahtlemata minguteooria praktilise
kasutamise voimalusi ning seda ka mitmesuguste manguna for-
muleeritavate majandusprobleemide lahendamisel, deldes ette
kditumise loogika konfliktis mdistliku vastasega.

Tabelis 6.4 esitatud m-n mingumaatriksis on mingija A ees
mirgiks leida selline segastrateegia (p,, p,..... P, ), mille puhUl

mingu tulemuse keskviirtus oleks vdimalikult suur, siinjuures

m
p 20 ning Zpl = ]. Sellise segastrateegia rakendamisel on
=]
mingija A garanteeritud voit v (v >0). Mingu saab alati selli-
sele kujule viia, et tema garanteeritud voit on positiivne.
Mingu garanteeritud voit tihendab seda, et mingu tulemuse
keskviirtus peab olema mitte vdiksem kui v, soltumata mingija
B poolt valitavast strateegiast. Taoline vahekord peab kehtima
miingija B iga puhta strateegia B, korral (j=1,2,...,n). Mdng!
tulemuse keskviirtus on seega a, p, ta, p,+..+a, p, . Tea-

des, et miingija A garanteeritud voitiga j =12,...,n korral onV:
saame mingija A otsitava segastrateegia (p, p,....., P, ) leidmt-

seks jargmise vOrratuste siisteemi:

>
(l”/J] +(12//)2+...+(lml]7 2V

m

>
(lu]),+(l_2p2+...+[lmzpm 2V (65)

>
a, p,ta,p,+.ta v

HHII m
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Lisaks on teada veel segastrateegia definitsioonist tulenev vor-
dus:

P, tp,tp, = ] (6.6)
ning
P, 20 (6.7)

Jagades toodud vérratused ja vorduse libi garanteeritud voidu
SUurusega v ning tehes asenduse:

B (6.8)

v - V v

Saame vorratused

a .
Y ta, xoteta x 21

milm

a
X, ta,x +eta x 2

m2 m (69)

=]

a x .
X, ra, x,tta

nin’ m
hing vorduse

(6.10)

!
Yotx +4x ==,
- m v

Kuna on teada, et p 20 (i =], 2,...,m) ning méingu garantee-
1

i ~ . e e . L . t
Mtud vait on positiivne (v > 0), siis x, 20 (i=12..m).E

Mdngija A eesmirgiks on muuta oma garanteeritud voit v mak-

i . -
Smaalseks, siis on see samaviiirne suuruse ; minimeerimi
Sega.

Seega olemegi saanud lineaarse planeerimisiilesande
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i
min—=x +x_+..+tx (6.11)
v [ m
. : o>
a,x, +a,x,+.+a x 2 )
: ~ >
a,x, +a,x,+.+a x 2 ) 6.12)
a x +a. x_+.ta >/
in ! 202 mnom
. >
XX, ,xm_(), (6.13)

mille lahendamiseks saab kasutada simpleksmeetodit.

Analoogiliselt saab lineaarse planeerimisiilesandena esitada ka
mingija B optimaalse segastrateegia leidmise iilesande. Mingi-
jale B garanteeritud tulemust w (w>0) andev segastrateegid

(4,9,-9,) peab rahuldama kitsendusi:

<
(I”ql +(112([2+...+(II”£]” SwW

l.’" I 122(/2 t 2”‘1/1 ‘V
(6.1 )

a ql + am.’qZ * nmq Sw

mi

q,tq,t.+q = 1

Mingijale B annab optimaalse segastrateegia toodud kitsendust®
siisteemi selline lahend, kus q, >0 (j=1 2,...,n) ning w of

vdimalikult viike. Tehes asenduse

q
v =—L (j=12..n), (6.15)

w
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Saame lineaarse planeerimisiilesande:

1
max—=vyv +vy +...+ 6.16)
y, +y y
w172 T
a 3
Y, raLy,eta, y <1
@y, ta,y,tota, y <
(6.17)
a vy s )
”'/‘)/ +a’”2_\2+...+(1"""\” </
(6.18)

Mangijate A ja B optimaalseid segastrateegiaid madravad N-
Neaarsed planeerimisiilesanded on omavahel duaalsed. Siit kg
Jdreldus, et mdlema mingija optimaalse segastrateegla leidmi-

Seks piisab vaid iihe iilesande lahendamisest duaalsete U]esaq-
garanteeri-

Mete paarist, sealjuures v =1, s.L. mingijate A ja B
tud vidud on vordsed.

Kahe isiku nullsummalise mingu lahendamiseks li-
neaarse planeerimisiilesandena saab formuleerida
duaalsete iilesannete paari:

i
mn—=x +x_+.+x
v ! 2 m
a . >
X tax,teta xo2 1
a,x +a,x,+..+a x >1

m2 - m

a >
WX, ta, X, +.+a, x >1

nmnoom

X, x >
p Xy x 20
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ja

/
max—=y +y +.+y
w
, , <
a,y +a,y,f.+a,\y <1

In=n

) ) v <
a,y, +a,) Jhota, v < )

. <
da I'V/ + am_’)_’+ + mn- ]
}VIY \/‘2, , ./Y“ 2 0 bl
) p P
kus x ==L, x =-% .., «x u
/ 2 m
v Vv vV
: q’ qn
ning yl = y, = ., y'
w S w w

(p,p,.. p,) on mingija A segastrateegia (p 20,

Zp, = 1), mille rakendamisel on miingija A garan-
1=/

teeritud voit v (v > 0)

(q9,9,--q,)on miingija B segastrateegia, mis annab
talle garanteeritud tulemuse w (w > 0) ning q,2 0,

n

D4, =1

=1
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6.6.5. Naide mangu lahendamisest lineaarse
planeerimisiilesandena

Niitena mingu lahendamise kohta lincaarse planeerimisiilesan-
dena kasutame tabelis 6.7 toodud mingu maatriksit. Parast
Midngu lihtsustamist jiid firma A poolt alles strateegiad A; ja A>
(kaubad A, ja Ay ning firma B poolt strateegiad B; ja B:
(kaubad B, ja B;).

Tabel 6.10
B, B
A, 0.5 0.7
A, 0.9 0.5

Mangija A optimaalse segastrateegia leidmiseks tuleb lahendada
Neaarne planeerimisiilesanne:

]
hn— = X +x (6]9)
¥ I 2
tingimustel:
0.5x,+09x 21
. 2 (6.20)
7x,+0.5x, 21
Xpx, 20 (6.21)

Analoogiliselt saab esitada lineaarse planeerimisiilesande ka

Mingija B optimaalse segastrateegia leidmiseks:

(6.22)

1
Mmax — =
w MARE
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tingimustel:
0.5y,+0.7y <1
' (6.23)
09y, +0.5y <1
Yy, 20 (6.24)

Kuna tegemist on duaalsete ilesannete paariga, siis voime
lahendada kas mingija A vdi mingija B optimaalse segastratee-
gia leidmise iilesande, saades iiheaegselt kiitte molema midngijd
optimaalsed scgastrateegiad (v =w).

Valime lahendamiseks mingija B optimaalse segastrateeg!?

leidmise iilesande. Ulesande lahendamiseks kasutame simpleks-
meetodit.

Viime iilesande (6.22)—(6.24) kanoonilisele kujule, tuues siss¢
mittenegatiivsed abitundmatud yy ja ys:

/

;—y,—_vj =0

05y, +07y +y,=1 (6.25)
0,9y,+05y +y; =1

Simpleksmeetodi rakendamisega seotud arvutused on koonda-
tud tabelisse 6.11.

Tabeli 6.11 alumisest osast saame vilja kirjutada duaalsete tiles”
annete paari optimaalsed lahendid.

Max-pdhikujulise iilesande (6.22)—(6.24) lahendiks saame
I 1 30 10 . 20

—_—=—= =—]la VvV =— 626)
Wy 19 T T i T g (
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Tabel 6.11
— Yi ¥3 Vg Ys Vabaliige
R R A 0 0 0
Ve 0.5$—"—0._7 _____ rT o | '
Ys 0.5 0 I !
w0 | -4 0 10/9 10/9
P N S re77 > R I R R
1#// 1 5/9 0 10/9 10/9
S I I 0 | 2019 _| 1019 3019
yi 0 ] e oo | 2009 |
i I 0 25/19 | 315/171 10719
Duaalse iilesande (6.19)—(6.21) lahend on
x 220 . 10
1= g dax =0 (6.27)

P-- .
drast asendamist p =v-x, ja ¢,

ont;
Plimaalseks segastrateegiaks

_1910_1
273019 3

Jjap

Mino: i
dngija B optimaalne segastrateegia on

p~19 20 2

it
30 19 3
1

q =_ —

R ]

Fi .

Alrmade A ja B konkurentsis on optimaalne tulem
Pakub turul 2/3 osas kaupa A; ning /
on otstarbekas pakkuda /3 osas kau

/3 osas kaupa Aa.
pa B; ja 2/3 osas kaupa

=w-y saame mingijale A

(6.28)

(6.29)

us, kui firma

Firmal
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Bj;. Sellisel juhul firma A garanteeritud voit v=%=0.63-

Seega firmal A 8nnestub hdlvata 63% turust ning firmal B 37%.

6.7. Mang loodusega

Kui kahe mingija puhul ks mingijatest on mingu tulemusé
suhtes passiivne, siis sellist mingu nimetatakse méinguks loodu-
sega. Passiivseteks vastasmingijateks voivad olla nditeks ilmas-
tikutingimused, mood, tarbijate kditumise muutumine jne.

6.7.1. Loodusega mangu maatriks

Tihistame aktiivse miingija, kes strateegiaid valib, A-ga. Man-
gija A strateegiad on A, A,,...,A . Passiivse mingija ehk loo-
duse seisundid (strateegiad)on L, L ,...,L . Aktiivse mingija A

voimalik vdit i-nda strateegia kasutamisel, kui passiivne man-
gija L vastab seisundiga L,, on a,. Mingu maatriks on toodud
tabelis 6.12.

Tabel 6.12

"]
L; L, L,
A aj ap A
Az az; az; as,

Am A A2 Qmn
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6.7.2. Riski maatriks

I?lli miingija A teaks eelnevalt looduse vdimalikku seisundit L,
Siis valiks ta sobivaima strateegia A, selliselt, et saadav VoIt
oleks suurim:

B, =maxa, (6.30)

t

M'zingija A vdimalik kaotus (r) strateegia A; rakendamisel loo-
duse seisundi L; korral on

=B ~a 20 (6.31)

Miingu maatriksi A ={a } vaib asendada vdimalike kaotuste
g

Maatriksiga R={r,}. Nimetame seda edaspidi riski maatrik-

i
Siks. Tabeli 6.12 mingu maatriksile vastav riski maatriks on esi-
tatud tabelis 6.13.

Tabel 6.13
—
L, L; Ly
& ﬁl_all 'BZ—alZ ﬂn—aln
A; 'Bz ~a,, ﬂz ~a, ,Bn -a,
A, B,~a, B,-a, B -a,

Riski maatriksi element r; véljendab aktiivse miingi.ja v6ir?a—
l‘.k.ku kaotust, kui ta kasutab strateegiat A, ning passiivne man-
81ja loodus vastab omapoolse seisundiga L.
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6.7.3. Loodusega mangu naide

Tabelis 6.14 on toodud puuviljakaubandusega tegeleva firma
voimalik kasum strateegiate A;, A,, Az (erinevad kaubapakku-
mised) kasutamisel erinevate ilmastikutingimuste L,, Ly, L; ja
L4 korral.

Tabel 6.14
LI L2 L3 L4
A 3 4 4 9
A, 5 8 3 6
A 4 6 5 2

Miingija A maksimaalsed vdidud erinevate ilmastikutingimuste
puhul on jargmised:

B,=58,=88,=58,=9 (6.32)

Mingija A voimalikud kaotused (edaspidi nimetame neid riski-
deks):

r,=5-3=2 (6.33)
r,=9-6=23 jne.

Puuviljakaubandusega tegeleva firma vdimalikud kaotused ehk
riski maatriks on tabelis 6.15.

Tabel 6.15
L, L; L; L,
A, 2 4 I 0
A, 0 0 2 3
A; ] 2 0 7
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I::Iiingijal A on otstarbekas valida strateegia, mille korral mak-
glmzllalne risk on viikseim. Nagu ndeme tabelist 6.15, on méin-
jal A strateegia A; korral maksimaalne risk r, =4, strateegia

A
2 korral r, =3 ning strateegia A; korral =7 . Viikseim
Maksimaalne risk on strateegia A, korral:

m’inmlax;;/ =min{4,37}=3 " (6.34)

Seepy i N TP i i ikse
° ].ga ilmastikutingimusi arvestades on firma risk viikseim, kui
alitakse strateegia A;.

Kui . ~- . . . : ;
looduse L voimalike seisundite L, L,,..., L, esinemise toe-

n“ nn
dosused q,qy-q [Zq _lj on teada, siis mingija A

=1
keskmine voi - a i
kmine vait strateegia A, korral (@ ) on leitav jargmiselt:

a =a,q +a g+ Z 4, (6.35)

Hl
Ulg; i i }
edJUhul on otstarbekas valida strateegia, mille korral minguyja
skmine vait a on suurim:

a = ]nlaxa‘l (636)

Str . ~ . .
ateegia vdib valida ka riski maatriksi alusel:

P min
‘ n = z q 6.37)

Fir
i mal on otstarbekas kasutada strateegiat, mille korral kesk-
he risk on valkselm Strateegia, mille korral aktiivse mingija

k
eskmine vait (") on suurim, langeb kokku strateegiaga, mille

Puhul keskmine risk (F*) on viikseim.
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Tabelis 6.15 esitatud mingu maatriksi kohta on tdiendavalt
teada, et erinevad ilmastikuolud L;, L,, L; ja L, esinevad vasta-
valt tdendosustega g, =0.1,q,=02,9,=05 ja q,=0.2. Sel

juhul keskmised v3idud erinevate strateegiate kasutamisel on
jargmised:

a,=01-3+02-4+0.5-4+02-9=49
a,=015+02-8+05-3+0.2:6=48 (6.38)
a,=01-4+02-6+05-5+02-2=4.5

Suurim keskmine vit on strateegia A; kasutamise korral. Seda
strateegiat vGib lugeda firmale sobivaimaks.

Sama tulemuseni jouame ka riski maatriksi alusel. Keskmised
riskid erinevate strateegiate kasutamisel on:

_1:0‘]'2+0'2'4+0'5'1+0'2'0= L5
72=0.1-0+0.2-0+0.5-2+0.2~3=1.6 (6.39)
T, =0.1-1+0.2-2+0.5-0+02-7=19

Viikseim keskmine risk on samuti strateegia A; korral, mis kin-
nitab veel kord, et seda strateegiat v3ib lugeda sobivaimaks
puuviljakaubandusega tegelevale firmale.

6.7.4. Erinevad kriteeriumid méangu tulemuse
hindamisel

Otsuste langetamiseks strateegiate valikul ning ménguna formu-
leeritud konfliktsituatsiooni vdimalike tulemuste kvantitatiiv-
seks hindamiseks on kasutusele vdetud erinevaid hindamis-
kriteeriume.

Analiiiisime erinevate hindamiskriteeriumide rakendamist tabe-
lis 6.16 toodud loodusega mingu maatriksi, mille elemendid @y
tihistavad aktiivse mingija voimalikke vdite looduse erinevate
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seisundite korral, ning sellele vastava riski maatriksi (tabel
6.17) alusel.

Tabel 6.16
L, L; L; Ly
A, ) 4 5 9
A; 3 8 4 3
A; 4 6 6 2
Tabel 6.17
L/ Lz Lj L4
A, |3 4 ] 0
A; ) 0 2 6
A; |0 2 0 7

Max min-i ehk Waldi kriteerium.

Selle kriteeriumi kohaselt mingija A iga valiku korral on arves-
tatud ka kdige halvema vdimalusega ning mingija A teeb
valiku, mille puhul see halvim tulemus on vdimalikult hea:
W= maxmin a, (6.40)

i j L
Tabelis 6.16 toodud mingu maatriksi kohaselt aktiivse mingija
A garanteeritud vdit strateegia A, rakendamisel on:

@ = minal (6.41)
] I

Waldi kriteeriumi kohaselt on mingija A parim valik, mille kor-
ral saadav kasum on 3:

W = max o = max{132}=3 (6.42)
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Seega on mingijal otstarbekas valida strateegia A,.

Min max-i riski ehk Savage’i kriteerium.
Aktiivsel mingijal A on soovitav valida strateegia, mille korral
maksimaalne risk on viikseim:
S = minmax r (6.43)
{ !
Strateegia A, rakendamisel on méngija A suurim risk:

r=maxr (6.44)

' / y
Savage’i kriteeriumi rakendamise tulemus tabelis 6.17 andme-
tega esitatud passiivse mingijaga (L, j = 1, 2, ..., 4) mangule:
S=minr = min{4,6,7 }=4 (6.45)

Seega Savage’i kriteeriumi kohaselt on aktiivsel mingijal A
soovitav valida strateegia A;.

Nii max min (Waldi kriteerium) kui min max riski kriteerium
(Savage’i kriteerium) on pessimistlikult lihenemiselt tulenevad
kriteeriumid. Waldi kriteerium ldhtub vdimalikust voidust,
Savage’i kriteerium aga riskist.

Hurwiczi kriteerium.
Seda kriteeriumi nimetatakse sageli pessimismi-optimismi kri-
teeriumiks. Kriteerium on esitatav kujul:

H= max{ymin a, + (1-7v)max a”} (6.46)
! ] I

Koefitsient » miiratakse eksperthinnangute alusel ning ta of
vahemikus: 0<y <1.Kui ¥ =1, siis Hurwiczi kriteerium tei-
seneb Waldi kriteeriumiks:

H =W = maxmin a, (6.47)

! ]

Sel juhul on tegemist Hurwiczi kriteeriumist ldhtuva pessimist-
likuima hinnanguga.
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Kui y =0, siis Hurwiczi kriteerium annab optimistliku hinnan-
gu, soovitades valida strateegiat jargmiselt:

H = max max a (6.48)

' ]
Tabelis 6.16 toodud mingu korral on Hurwiczi kriteeriumist
lahtuvalt pessimistlikuima lihenemise korral (¥ = 1) soovitav
valida strateegia A» ning optimistlikuima lihenemise korral
(7 =0) strateegia A; (max{9,8,6}= 9).

Vattes koefitsiendi y viirtuseks 0.5 saame Hurwiczi kriteeriumi

kasutades:

H = max{(0.5-1+0.5-9).(0.5-3+0.5-8), (0.5-2+0.5:6)}=5.5

Sel juhul on otstarbekas valida strateegia A.

Strateegia valikul on alati tegemist subjektiivse hinnanguga.
Erinevate kriteeriumide kasutamine vdimaldab modelleeritavat
majandusprobleemi kisitleda erinevatest aspektidest ning otsus-
te langetamisel vihendada seega vdimalikke vigu. Kokkulange-
vad tulemused erinevate kriteeriumide kasutamisel on toeks
Otsuse vastuvdtmisel.

Pessimistlikud kriteeriumid miingu tulemuse hin-
damisel.

Waldi kriteerium: aktiivsel mingijal on soovitay
valida strateegia, mis halvima véimaluse kasutami-

se korral annab parima tulemuse: W = max m]in a,
!

Savage’i kriteerium: aktiivsel miingijal on soovitav
valida strateegia, mille korral maksimaalne risk on

viikseim: S = minmax r
! !
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Pessimismi-optimismi ehk Hurwiczi kriteerium:
H= max{}/min a + (1-y)max au}
1 / /

Koefitsient y miiiratakse eksperthinnangute aiu-
sel: 0<y<].

Kui y=1, siis H=W=maxmina_(pessimistlik
! U

hinnang)
Kui y=0, siis Hzmaxmaxal/ (optimistlik hin-
! I

nang)

Kokkuvote

Igapievases majanduselus on sageli tegemist konfliktsituatsioo-
nide lahendamisega, mille tulemusena tuleb langetada otsus,
valides mitmete vdimalike otsusevariantide vahel. Matemaati-
lise distsipliinina, mille iilesandeks on leida kiitumisreegleid ja
tegutsemiseeskirju konfliktsituatsiooni lahendamiseks, on iild-
juhul defineeritud minguteooriat. Manguteooriat kui meetodit
tegutsemiseeskirjade leidmiseks ja otsuste langetamiseks saab
loomulikult kasutada vaid juhtudel, kui on vdimalik koostada
konfliktsituatsiooni matemaatilist mudelit ehk méingu.

Minguteooria kasutamise véimalused ja suunad sltuvad iiles
ande piistitusega médratud mingijate aktiivsusest ja nende kasu-
tuses olevast infost. Mingijad on aktiivsed, kui nad valivad is€
minguvdimalusi (kditumisstrateegiaid) méngureeglitega piirit-
letud variantide hulgast kas juhuslikult (juhuslikud kdigud) voi
isiklike otsuste (isiklikud kaigud) alusel. Kui iiks méangijatest of
mingu tulemuse suhtes passiivne, siis on tegemist nn. mingugd
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loodusega. Ming on tiielikult kirjeldatud, kui iga mingija koi-
kide strateegiate puhul on iga mingija jaoks teada tema kvanti-
tatiivne hinnang mingu tulemusele. Kui kahe isiku méngus tihe
mingija voit on teise mingija kaotuseks, siis on tegemist kahe
isiku nullsummalise minguga. Kui mingu jooksul mingijad
sooritavad 16pliku arvu kiike ning iga kdigu puhul on voimalik
valida 18pliku arvu variantide vahel, siis on tegemist 18pliku
minguga.

Iga 16pliku tiielikult kirjeldatud kahe isiku nullsummalise
méngu voib esitada lineaarse planeerimisiilesandena ning tema
lahendamisel saab kasutada simpleksmeetodit. See suurendab
minguteooria praktilise kasutamise voimalusi mitmesuguste
mingudena formuleeritavate majandusprobleemide lahendami-
sel, Geldes ette kiitumise loogika konfliktsituatsioon korral
maistliku vastasega.

Passiivse mingijaga mingude korral on otstarbekas hinnata
aktiivse mingija voimalikku kaotust konfliktsituatsioonis ning
kasutada erinevaid kriteeriume (max min-i ehk Waldi kriteerium,
min max-i riski ehk Savage’i kriteerium, Hurwiczi kriteerium
Jt.) miingu tulemuse hindamiseks ning sobivaimate strateegiate
valikuks. Strateegiate valikul on tegemist subjektiivsete hinnan-
gutega. Erinevate kriteeriumide kasutamine voimaldab model-
leeritavat majandusprobleemi kisitleda erinevatest aspektidest
ning vihendada seega vdimalikke vigu otsuste langetamisel.
Kokkulangevad tulemused eri kriteeriumide kasutamisel on
toeks otsuste vastuvotmisel.
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7.1. Vérkplaneerimise olemus ja kasutamine

Praktilises majandustegevuses tuleb sageli koordineerida mit-
meid omavahel seotud tsid ja toodekomplekse, kusjuures tava-
liselt on eesmirgiks kdigi t6ode 15petamine mingiks etteantud
tihtajaks voi nende v8imalikult varajane 1opetamine. Sellisteks
kompleksseteks toodeks voivad olla mitmesugused ehitus- ja
remondito6d, ettevatte majandustegevuse auditeerimine, organi-
satsiooni iimberstruktueerimine, selle tegevuse reorganiseerimi-
ne jne.

Tssde kompleks koosneb tavaliselt suurest arvust iiksiktoodest.
Neist moningaid saab teha iiheaegselt, teisi aga ei saa enne alus-
tada, kui teatud t66d on ldpetatud. Arukas majandusinimene
koostab enne selliste toode kallale asumist téode ldbiviimise
Plaani ehk projekti. Sellisel juhul véib t6dde kompleksi asemel
rddkida ka lihtsalt projektist.

P rojekti elluviimisel on oluline teada vastust jargmistele kiisi-
Mustele;
* millal tuleb iiksiktoid alustada ja millal 15petada;
* millised iiksiktéod voivad takistada projekti Oigeaegset
elluviimist;
* milliseid t5id tuleks forsseerida ning kuidas selleks ole-
masolevaid ressursse kasutada.

Uheks matemaatiliseks meetodiks, mis v8imaldab saada vastu-

Seid piistitatud kiisimustele, on vérkplaneerimine ehk vorkana-
liiis. Vanimad tinapievani kasutusel olevad vorkplaneerimise
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meetodid on vilja tostatud USA-s 50-ndate aastate teisel poolel.
Nendeks on PERT-meetod (PERT — Program Evaluation and
Review Technique — plaanide hindamise ja ldbivaatamise
metoodika) ja kriitilise tee meetod. PERT-meetod tootati vilja
USA Merevie Eriuuringute Biiroos seoses vajadusega efektiiv-
selt kooskolastada paljude ettevotete ja uurimisriihmade tood
rakettide “Polaris” loomisel. Kriitilise tee meetod tootati vilja
USA keemiafirmade tellimusel nende tehasehoonete ehitamise
ning secadmete varustamisega seotud téddekompleksi koordinee-
rimiseks.

7.2. Vérkplaneerimise pohimdisted

Varkplaneerimise keskne mdiste on vorkgraafik (vorkskeem).
Varkgraafik on orienteeritud graaf, mille tipud tdhistavad olulisi
siindmusi projekti elluviimisel, kaared v6i jooned aga toid ehk
toiminguid, millest 66de kompleks koosneb. Siindmus tahistab
toode 16petamist, mille tulemusena osutub vdimalikuks alustada
moningaid uusi toid.

Siindmusi kujutatakse graafikul tavaliselt ringidena, mille sisse
mirgitakse siindmuste jarjekorranumbrid. Stindmusi i ja j tihen-
davad t66d ehk toimingud tihistatakse graafikul tavaliselt kaare
voi joonega. Kaare (joone) juurde mirgitakse t66 tegemiseks
kuluv keskmine aeg ehk t66 kestus ;.

Peale tegelike toode (nditeks kauba kohalevedu avatavasse
kauplusesse) on veel oote-, haldus- ja ndivtéod. Ootaming
(ootetdd) on enamasti seotud t86 tehnoloogiaga ning selle kes-
tust ei saa organisatsiooniliste abindudega muuta. Niiteks tuleb
oodata virvi kuivamist vdi betooni kivistumist. Mingeid res
sursse sellel ajal ei vajata. Haldustooks on tavaliselt mitmesu”
guste dokumentide hankimine, kooskdlastamine, kinnitamine-
Selle t66 kestust on vdimalik muuta organisatsiooniliste abi-
ndudega. Niivtoo ei vaja ressursse ega acga. Selle sissetoomi-
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sega saab mdirata siindmuste ajalist jdrgnevust ning viltida
mitut {iheaegselt teostatavat t6od kahe siindmuse vahel. Niiv-
t00ga saab iihendada siindmusi, mis ei kuulu samasse tegelike
toode ahelasse, aga siiski on teineteisega seotud. Vorkgraafikule
kantakse niivtoiming tavaliselt katkendliku joonega (kaarega)
===, millele 66 kestuseks on mirgitud null.

Vorkgraafik on orienteeritud graaf, mille tipud
tihistavad olulisi siindmusi vorkgraafiku koostami-
sele aluseks oleva projekti elluviimisel, kaared (joo-
ned) tihistavad toid ehk toiminguid, millest projekt
koosneb.

Vorkgraafiku tood:
o tegelik t60,
¢ haldustoo,
e niivtoo (---2).

7.3. Vorkgraafiku koostamine

Vorkgraafiku koostamisele eelneb projekti koostamine. Prqjek—
tis pannakse kirja kdik 16ppeesmirgi saavutamiseks vajahkuq
t66d, nende jirgnevus, omavahelised seosed ning kestus. ‘KUI
t85de kestus ei ole eelnevalt normeeritud vdi tehnoloogiaga
Miiratud (niiteks aeg virvi kuivamiseks), tuleb selle leldmls~eks
kasutada eksperthinnanguid. Projekti alusel koostatakse vOrk-
graafik.

Vrkgraafiku koostamisel tuleb silmas pidada jargmisi pohilisi
Ndudeid:

1)kahe siindmuse S; ja S, vahel voib olla ainult tks t60

(joonis 7.1). Kui mingil pdhjusel on vajalik siindmuste
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vahel kahe t66 olemasolu, siis tuleb sisse tuua niivtood
(--->) ja tdiendav siindmus S’; (joonis 7.2);

Joonis 7.1

S] SZ

Joonis 7.2

2) siindmused ja t66d ei tohi vorkgraafikul moodustada tsiik-
lit;

3) koik siindmused vorkgraafikul (peale esimese) peavad
omama sisenevat t66d;

4) koik siindmused vérkgraafikul (peale viimase) peavad
omama viljuvat t63d. Kui see nii ei ole ja on tekkinud nn.
tupik, siis tuleb sisse tuua niivt6s (joonis 7.3);

5) vorkgraafik kulgeb vasakult paremale. Stindmused vdib
nummerdada suvaliselt, soovitavalt selliselt, et vdiksema
numbriga siindmuse toimumise vdimalikkus kunagi €l
s6ltu suurema numbriga siindmuste toimumisest.

Toodud nduete tiidetuse korral siindmust j ja t6od (i, j) nimeta-
takse siindmusele k eelnevaks siindmuseks, kui vorkgraafikus
leidub tee (j, ..., k). Siindmust k nimetatakse siis omakorda
siindmusele j ja toole (i, j) jargnevaks siindmuseks. Kui vork-
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graafikus leidub to6 (i, j), siis 6eldakse, et siindmus i eelneb
vahetult sindmusele j ja siindmus j jérgneb vahetult sindmu-
sele i. To6 (i, j) kohta deldakse, et ta eelneb tddle (k, 5) vOi t60
(k, s) jirgneb todle (i, j), kui vorkgraafikus leidub tee (j, ..., k).
Kui j = k, siis on nende tédde puhul tegemist vahetu eelnevuse
voi vahetu jdrgnevusega. To0 (i, j) kestust ¢, tdlgendatakse
kaare (i, j) pikkusena. Vastavalt sellele nimetatakse vorkgraafi-
kusse kuuluva mistahes tee libimiseks kuluvat aega selle ree
pikkuseks.

-

: u E /a
-
-
-
g
e
-
-
"

Joonis 7.3

Projekti elluviimist interpreteeritakse kui liikumist mdoodda vork-
graafikut algsiindmusest 16ppsiindmusent, kusjuures iga kaar
(t65) tuleb libida noole suunas parajasti iiks kord. Kaari (toid),
mille hulgas iikski ei eelne teisele, voib libida iiheaegselt, kuid
tihegi kaare (t56) libimist ei saa alustada enne, kui on libitud
kdik eelnevad kaared (tehtud eelnevad t66d).

Vérkgraafiku analiiiis voimaldab selgitada aja, mille jooksul on
reaalselt voimalik koik tood dra teha ning seega jouda loppees-
Mmirgini. Samuti saab selgitada ka voimalikud ajareservid iga
iiksiktso kohta. Viimast on eriti oluline teada, sest igapdevases
elus tuleb sageli ette asjaolusid (t6dtajate haigestumine, ilma
kapriisid, varustamisraskused jt.), mis ei voimalda alati plaanili-
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sest t60 kestusest kinni pidada. Véimaliku ajareservi teadmine
iga to6 puhul annab juhile vdimaluse operatiivselt tookorraldust
muuta ning olemasolevaid ressursse selliselt iimber paigutada,
et oleks voimalik kdik projektiga médratud t66d Gigeks ajaks
16petada.

Pohireeglid vorkgraafiku koostamisel:

¢ kahe siindmuse vahel véib olla ainult iiks t60

e siindmused ja tood ei tohi vorkgraafikul moo-
dustada tsiiklit

o koik siindmused (peale viimase) peavad omama
viljuvat t66d ning koik siindmused (peale esi-
mese) peavad omama sisenevat tood

o vorkgraafik kulgeb vasakult paremale

7.4. Todde projekt ja sellele vastav vorkgraafik

Koostame niitena vorkgraafiku toode koordineerimiseks seoses
suvise miitigipaviljoni avamisega. To0de tegemise aluseks on
projekt, mis sisaldab miiiigipaviljoni avamiseks vajalikke siind-
musi ning neid siindmusi tihendavaid t6id.

Siindmused

0 - idee avada suvine miiiigipaviljon;

1 - asukoht vilja valitud;

~ krunt renditud;

— miiiigipaviljoni projekt tellitud;

— miiiigipaviljoni projekt kitte saadud;
miiiigipaviljon paigaldatud;

— imbrus korrastatud;

— tootajad palgatud;

Ny A W
!
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8 — kaup hangitud;

9 — miiigipaviljon sisustatud ja kaubaga varustatud;

10— tobtajad viilja Spetatud;

Il — esmane reklaam tehtud;

12 — miitigipaviljon avatud.

Sindmusi S;, Sy, ..., S; iihendavad t66d ja nende kestused on
koondatud tabelisse 7.1.

Tabel 7.1
Suvise miiiigipaviljoni avamiseks vajalikud todd ja nende
kestused
Too To66 nimetus Too
Number kestus
(1,2) krundi rentimine 2 pieva
(1,3) miiiigipaviljoni projekti tellimine 3 pieva
(2, 4) krundi ettevalmistamine 4 pieva
3, 4) miiiigipaviljoni projekti tegemine 5 pieva
(4,5) miiiigipaviljoni paigaldamine 15 pieva
G, 6) timbruse korrastamine (valgustus, haljas- 10 pieva
tus)
(5,7 tootajate palkamine 3 pdeva
(6,9) ettevalmistused  kauba  paigutamiseks | 2 pdeva
(riiulid, moobel, seadmed)
(7,8) | kauba hankimine 10 pieva
8,9) t66 kaubaga (kohale paigutamine, kujun- 3 pdeva
dus)
(8,10) | tootajate viljadpe teenindamiseks ja reklaa- | 4 pdeva
mitéo tegemiseks
(10, 11) | reklaamitoo 3 pdeva
(11, 12) | ettevalmistused avamiseks 1 péev
(9,12) | kauba ettevalmistamine esimeseks miiligk | / pdev
pievaks
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Lihtudes miiiigipaviljoni avamise projektist ning jirgides vork-
graafiku koostamise ndudeid on koostatud miiligipaviljoni ava-
miseks vajalikke siindmusi ja neid iihendavaid téid koordineeriv
vorkgraafik (joonis 7.4).

Joonis 7.4. Varkgraafik suvise miitigipaviljoni avamiseks.

Kui vorkgraafik on koostatud, seisneb jirgnev 66 selle analiili-
simises. Saab leida toodekompleksi 16petamiseks kuluva aja ja
ajareservid nii kogu téodekompleksi kui iga t66 kohta eraldi
ning seejirel analiitisida voimalusi kogu t66dekdigu kiirendami-
seks. Toodud miiligipaviljoni ndite puhul on tegemist viikese
objektiga, teostatavaid toid on vihe ning nende omavahelised
seosed suhteliselt lihtsad. Sellise objekti juhtimine on jouko-
hane ka vorkgraafikut kasutamata. Kuid kui teostatavaid toid on
sadu, nad on tihedates omavahelistes seostes, on erineva kestu-
sega ning nende teostamine nduab erinevaid tehnoloogilisi J2
organisatsioonilisi lahendusi jne., siis jidb juhi intuitsioonist J2
kogemustest enamasti vajaka. Siin saab olulist abi anda vork-
planeerimine ning koostatud vorkgraafiku oskuslik kasutamine-
Suuremahuliste vorkgraafikute koostamine ja analiiiis toimub
enamasti arvuti abile toetuvalt.
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7.5. Kriitiline tee

Toodega iihendatud siindmused algsiindmusest 15ppsiindmuseni
moodustavad vorkgraafiku tee. Vorkgraafikul on tavaliselt mitu
teed, neist pikima kestusega on kriitiline tee. Kriitilise teega on
Mmiiratud lihim aeg, millega koik vorkgraafikule kantud t66d
saavad tehtud. Kui kriitilisel teel oleva siindmuse (S,) toimumis-
aeg (T)) hilineb, siis hilineb kogu téddekompleksi tihtajaline
valmimine. Joonisel 7.5 toodud vdrkgraafikul on jiargmised
teed.

£10,0;6; 0L 6L 00 CRT
s QDD DD DD o
0, 0,070L 020500 CELS

Joonis 7.5. Vorkgraafiku teed.

Suvise miiiigipaviljoni avamisega seotud tdid koordineeriva
Vorkgraafiku kriitilise tee pikkuseks on 44 pdeva. See on kz?
lihim aeg, mille jooksul on véimalik koik to0d miiiigipa.\‘fl.lj‘om
avamiseks ira teha. Stindmustel ja to6del, mis asuvad kI'II.UIISCI
teel, ei ole ajareservi ning nende toimumine ei tohi hi!meda.
Kl aga omavad ajareservi need t66d ja siindmused, mis asu-
vad mittekriitilistel teedel. Seda ajareservi nimetatakse tdieli-
kuks ajareserviks. Joonisel 7.5 toodud vorkgraafikul on 5 mitte-
kriitilist teed, neist esimesel teel on tiielik ajareserv 10 pideva
(44-34 = ]0), teisel teel 8 pieva, kolmandal teel 4 pdeva, nel-

landal 6 pieva ja viiendal 2 pieva.
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Peale kriitilise teega miiratud téddekompleksi 1opetamise taht-
aja voib olla ette antud ka mdni muu tihtaeg, millal peab toimu-
ma 15ppsiindmus, s.t. koik t66d peavad saama lopetatud. Seda
tihtacga vBib nimetada direktiivajaks. Kui direktiivaeg on
pikem kui kriitiline tee, siis vdivad ajareservi omada ka kriitili-
sel teel olevad siindmused. Kui direktiivaeg on kriitilisest teest
liihem, tuleb leida tiiendavaid reserve téddekompleksi varase-
maks [opetamiseks.

Kriitiline tee on vérkgraafiku pikim tee. Seostega on
miiratud lithim aeg, mille jooksul kdik vorkgraafi-
kule kantud to6d saavad tehtud.

Kriitilisel teel olevatel siindmustel ei ole ajareservi.
Mittekriitilisel teel olevatel toddel on ajareserv,
mida nimetatakse tiielikuks ajareserviks.

Direktiivaeg on administratiivselt fikseeritud aeg
projekti tegemiseks. Kui direktiivaeg on pikem Krii-
tilisest teest, siis on ajareserv ka kriitilisel teel oleva-
tel siindmustel.

7.6. Siindmuste varaseimad ja hiliseimad
toimumisajad

Vorkgraafiku iga siindmuse toimumisaeg soltub temale eelne-
vate siindmuste alustamis- ja ldpetamistihtacgadest. Eeldades.
et algsiindmus toimus ajamomendil 0, saab stindmusele i leida
tema varaseima ja hiliseima toimumisaja T" ja T".
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Stindmuse S; varaseim toimumisaeg on algsiindmusest So sﬁnd-
museni S, viiva pikima tee pikkus, s.o. selle tee labimiseks
kuluv aeg.

Suvise miiiigipaviljoni avamisega (joonis 7.4) seotud siindmuste
varaseimad toimumisajad on seega jargmised:

TI" =0
=2
I'=3

T' = max{6; 8}: 8

4

I'"=8+15=23
T'=23+10=33
T'"=23+3=26

L' =26+10=36

I} = max{35; 39}= 39
T,"36+4=40
TY=40+3=43

T = max{40; 44} = 44

L5ppsiindmuse varaseim toimumisaeg on iihtlas.i luhlm aeg,
mille jooksul saab kogu projekti ellu viia. See ongi kriitilise tee
pikkus.

Iga siindmuse hiliseim toimumisaeg arvutatakse liihtgvalt Qirek-
livajast 7. See on 1oppsiindmuse hiliseim tom:umnsgeg.
Direktijvajaks vaib votta ka kriitilise tee pikkuse TJ‘ Sel.l.lsel
Juhul kriitilisel teel olevatel siindmustel ajareservi ei ole. S“{“?‘
Muse ; hiliseim toimumisacg 7" vordub direktiivaja (voi kriiti-
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lise tee pikkuse) ja siindmusest i 13ppsindmusse viiva pikima
tee pikkuse w; vahega:

T =T" -w, (7.1)
voi T'=T"-w (7.2)
Lappsiindmuse hiliseim toimumisaeg vordub direktiivajaga voi

kriitilise tee pikkusega, kui 7% = T .

Tabelis 7.2 on toodud suvise miitigipaviljoni avamist koordinee-
rival vorkgraafikul (joonis 7.4) siindmuste varaseimad ja hili-
seimad toimumisajad ja nende ajareservid R;:

R=T'-T" (1.3)

Tabel 7.2

Siindmuste varaseimad ja hiliseimad toimumisajad

Stindmus Varaseim Hiliseim Ajareserv ]
(S) toimumisaeg | toimumisaeg (R=T"-T")
(1) (") o

1 0 44—-44=0 0

2 2 44—-40=4 2

3 3 44—41=3 0

4 8 44-36=8 0

5 23 44-21=23 0

6 33 44-3=41 8

7 26 44-18=26 0

8 36 44-8=36 0

9 39 44-1=43 4

10 40 44-4=40 0

11 43 44-1=43 0

12 44 44-0=44 0
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Ajareservi omavad vaid siindmused S; (krunt rendi'tud)‘,'S6
(miiligipaviljoni Gimbrus korrastatud) ja Sy (miiiigipaviljon
sisustatud ja kaubaga varustatud) vastavalt R,=2, R, =8 ja

R, =4 pieva.
Stindmusi tihistavad ringid esitatakse vorkgraafikutel sageli ka

neljasektorilistena (joonis 7.6), kuhu on kantud siindmuse num-
ber (i), siindmuse varaseim toimumisaeg 7", siindmuse hiliseim

toimumisaeg 7" ja ajareserv R,

0

Joonis 7.6. Siindmuse i esitamine vorkgraafikul.

Siindmust S; voib seega vorkgraafikul kujutada jirgmise neljast
Sektorist koosneva ringina 2> , kus on lisaks sundm.use num -
rile (i =2) #ra toodud ka tema varaseim (T'=2) ja hiliseim

(T" = 4) toimumisaeg ja ajareserv (R =2). Joonisel 7.7 on

toodud suvise miliigipaviljoni avamist koordineeriv v()ngraaﬁk,
kus siindmusi kujutavad ringid sisaldavad lisaks stindmuse
Numbrile ka infot toimumisaegade ja ajareservide koh?a. Selli-
selt esitatud vorkgraafik on mugav praktiliseks kasutamiseks.



218 VORKPLANEERIMINE

Joonis 7.7. Siindmuste toimumisaegadega ja ajareservidega vork-
graafik.

Siindmuse S; varaseim toimumisaeg on algsiindmu-
sest S, siindmuseni S; viiv pikim tee (tee libimiseks
kuluv aeg). Léppsiindmuse varaseim toimumisaeg
on kriitilise tee pikkus.

Siindmuse S; hiliseim toimumisaeg on direktiivaja
vdi kriitilise tee ja siindmusest S; 15ppsiindmuseni
viiva pikima tee vahe.

Siindmuse S; ajareserv on tema hiliseima ja vara-
seima toimumisaja vahe.

7.7. Todde alustamise ja Iopetamise téhtajad

Siindmuste toimumisaegadega on miiratud ka t6dde lopetamlSe
ja alustamise tihtajad. Igale toole saab leida tema alustamise J2
I6petamise varaseima ja hiliseima tdhtaja.
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T66 (i, j) varaseim alustamistiihtaeg ¢ on siindmuse S, vara-
seim toimumisaeg, seega tu““ =T"'. Sama t00 hiliseim lopeta-
mistihtaeg t”"’ vordub aga siindmuse S, hiliseima toimumis-
ajaga t””’ = T/”. T66 (i, j) varaseim ldpetamistdhtaeg t,/"/ on
leitav siindmuse S, varaseima alustamisaja ja tod Kestuse sum-
Mana

P =T 4t (7.4)

ning hiliseim alustamistéihtaeg (t,/”") on miratud siindmuse S,
hiliseima IGpetamistihtaja ja to6 kestuse vahena
t/llzTh_t (75)

/

3] Yy
Tabelis 7.3 on toodud suvise miiiigipaviljoni avamisega seotud
66de alustamise ja Idpetamise tihtajad ja ajareservid.

Igal 561 on olemas tiielik ja vaba ajareserv. T6o (7, j} titelik
ajareserv on 66 alustamise (v3i 16petamise) hiliseima ja vara-
seima tihtaja vahe. Ta niitab, kui palju vdib pikeneda t60 kes-
tus, ilma et see veel tingiks direktiivaja iiletamist (kui teiste ee.l—
Nevate ja jirgnevate toode kestused ei pikene). Siindmuste SiJa
S, toimumisaegade kaudu saab leida to6le (i, j) tdieliku ajare-
servi;

=T =T (7.6)
J t 1

kus

T,’ — siindmuse S, hiliseim toimumisaeg;

T,v ~ siindmuse S; varaseim toimumisaeg;

t

, 00 (i, j) kestus.
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T66 (i, j) vaba ajareserv (rl,i"""“) on ajavahemik, mille vdrra

v6ib hilineda selle t66 15petamine, ilma et liikkuks edasi siind-
muse §; varaseim toimumisaeg:

P =TY-T" —t (7.7)
] ] 1§ i

kus

T — siindmuse S; varaseim toimumisaeg;

T" — siindmuse S; varaseim toimumisaeg.

Vaba ajareserv ei iileta kunagi tiielikku ajareservi.

Ajareservide teadmine vdimaldab toode kompleksi juhtimisel
ressursse erinevate toode vahel selliselt imber paigutada, et
oleks tagatud toddekompleksi tihtajaline 15petamine.

Kui vorkgraafiku kriitiline tee on pikem kui projekti elluviimi-
seks ettenihtud aeg (direktiivaeg), siis tuleb leida vdimalusi
mdnede toode kiiremaks tegemiseks. Uheks voimaluseks on
kriitiliselt iile vaadata toode kestused ning selgitada tingimusi
nende kiiremaks tegemiseks. T66 kestus soltub enamasti (kuid
mitte alati) kasutada olevatest ressurssidest. Kui ressursid on
piiratud, tuleb vdrkgraafiku koostamisel sellega arvestada ning
koostada to6de graafik selliselt, et projekt oleks piiratud ressur-
sside korral elluviidav lihima ajaga. Selleks saab kasutada
graafiku tihendamist voimaldavaid vétteid. Kui projekti ellu-
viimiseks on vdimalik juurde saada tiiendavaid ressursse, saab
lahendada nende ratsionaalsele kasutamisele suunatud vOrk-
graafiku optimeerimise iilesandeid.

T66 (i, j) varaseim alustamistiihtaeg on siindmuse S;
varaseim toimumisaeg.

T66 (i, j) hiliseim alustamistihtaeg on siindmuse S;
hiliseima Iopetamistiihtaja ja too kestuse #; vahe.
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To6 (i, j) varaseim Iopetamistiihtaeg on siindmuse S;
varaseima alustamistihtaja ja to0 kestuse ¢; summa.

T66 (i, j) hiliseim 1dpetamistiihtaeg on siindmuse S;
hiliseim toimumisaeg.

To6 (i, j) tiielik ajareserv on td0 alustamise (voi
Iopetamise) hiliseima ja varaseima tihtaja vahe.

To66 (i, j) vaba ajareserv on siindmuste S; ja S; vara-
seimate toimumisaegade ning t66 kestuse vahe.

To66 vaba ajareserv ei iileta kunagi tiielikku ajare-
servi!

Kokkuvote

Majandusmehel tuleb sageli koordineerida mitmeid omavahel
seotud toid voi toodekomplekse. Tavaliselt on eesmirgiks koigi
to66de 15petamine mingiks etteantud tihtajaks voi nende vdima-
likult varajane 1opetamine. Et eesmirki saavutada, on oluliné
teada vastust jirgmistele kiisimustele:
e millal tuleb iiksiktoid alustada ja millal 15petada;
e millised iiksiktood voivad takistada projekti Gigeaegset
elluviimist;
e milliseid toid forsseerida ning kuidas selleks kasutada ole-
masolevaid ressursse.

Matemaatiliseks meetodiks, mis voimaldab piistitatud kiisimus-
tele vastuseid saada, on vdrkplaneerimine. V6rkplaneerimise
pdhisisuks on vorkgraafiku koostamine ja analiiiis. Vc”)rkgraaﬁlf
on orienteeritud graaf, mille tipud tihistavad olulisi siindmus!
vorkgraafiku koostamisele aluseks oleva projekti elluviimisel
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ning tippe ithendavad jooned (kaared) on t66de ehk toimingute
tihisteks. Vorkgraafiku pikim tee on kriitiline tee. Sellega on
midratud liihim aeg, mille jooksul kdik vorkgraafikule kantud
t66d saavad tehtud. Kriitilisel teel asuvatel siindmustel ei ole
tildjuhul ajareservi. Neil on ajareserv vaid siis, kui direktiivaeg
ehk projekti tegemiseks ettendhtud aeg on Kriitilisest teest
pikem.

Vérkgraafiku analiiiisil selguvad siindmuste varaseimad ja hili-
seimad toimumisajad, téode alustamise ja l5petamise tihtajad
ning voimalikud ajareservid. Saadud info alusel on voimalik
langetada otsuseid, kuidas toode kiiku suunata ning selleks res-
sursse (imber paigutada v&i vdimalusel neid ka juurde muret-
seda.



8. JARJEKORRATEOORIA

8.1. Jarjekorrateooria olemus

Jdrjekorrateooria ehk massteenindusteooria (Waiting  Line
Theory, Queceining Theory) uurimisobjektiks on nihtused,
mille sisuks on samalaadsete operatsioonide korduv massiline
sooritamine. Korduvaid samalaadseid operatsioone sooritatakse
niiteks mingite toodete tegemisel toopingil, ostjate teenindami-
sel kaupluses voi klientide teenindamisel pangas, autodele teh-
nohoolduse tegemisel tookojas jne. Taolised massiliselt soorita-
tavad operatsioonid v3i nende alustamise vajadus soltuvad tava-
liselt juhuslikest asjaoludest. Klientide tulek panka voi kaup-
lusse on enamasti juhuslik, kliendi teenindamise aeg soltub
samuti juhuslikest asjaoludest (ostu suurus, pangaoperatsiooni
keerukus, teenindaja vilumus jne.).

Operatsioonidega seotud juhuslikkus toob endaga kaasa jarje-
korra v&i vihemalt selle tekkimise voimaluse. Eesmirgiks on
korraldada operatsioonide sooritamine selliselt, et teenindamise
kulud ja kulud jirjekorrale oleksid vihimad. On vaja leida tea-
tud kompromiss teeninduskulude kahe poole: teenindaja ja tee-
nindatava kulude vahel (joonis 8.1).
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Kulud .
Uldkulud

Teenindaja kulud

Teenindatava kulud

Teenindamise tase

Joonis 8.1. Kulud ja teenindamise tase.

Esimesed jérjekorrateooria valdkonda kuuluvad tulemused sai
taani insener A. K. Erlang (1917. a.). Ta tegeles telefonivorkude
projekteerimisega ning selle t66 kiigus kerkivate probleemide
lahendamisel tegi arvutusi ning joudis tulemusteni, mis kuulu-
vad jirjekorrateooria valdkonda.

Jirjekorrateooria tegeleb massiliselt toimuvate
ning juhusest soltuvate operatsioonidega seotud
niihtuste iildiste seaduspirasuste selgitamisega.

Jirjekorrateooria uurimisobjektiks on siisteem,
milles toimub juhusest soltuvate operatsioonide
korduv sooritamine sellesse siisteemi iildiselt ju-
huslikult sisenevate objektidega. Jirjekorrateooria
uurib selliste siisteemide matemaatilise Kirjeldami-
se voimalusi.
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8.2. Jarjekorrateooria pohimoisted

Jirjekorrateooria meetoditega uuritav siisteem on feenindussiis-
teem, milles sooritatavat operatsiooni vdi operatsioonide komp-
leksi nimetatakse teenindamiseks. Teenindussiisteemis on ope-
ratsioonide teostajad ehk teenindajad (teller pangas, miitija
kaupluses, toopink tehases jne.) ning teenindatavad objektid ehk
tellimused (klient, toddeldav detail. r .o .ditav seade). Ukstei-
sest sdltumatult iseseisvalt telliniu~t tartvaid teenindajaid kasit-
letakse ka siisteemi teeninduskanalitena.

Teenindussiisteermni saabuvad tellimused moodustavad siisteemi
sisendvoo. Siisteemi saabunud tellimused vdivad olla kas jarje-
korras vdi teenindamisel (joonis 8.2). Tellimused, mille teenin-
damine pole veel alanud, moodustavad jirjekorra. Jirjekord on
seega siisteemis viibivate tellimuste hulk, mis on teenindamise
ootel.

Teenindatud
tellimused

Teenindussiisteem

Sisendvoog /\
e

Teeninda- Jarjekord
mine

Viljund-
voog

Teenindamata
tellimused

Joonis 8.2. Teenindussiisteem.

Teenindussiisteemist lahkuvad tellimused moodustavad siis-
teemi viljundvoo. Viljundvoog vdib peale teenindatud tellimus-
te sisaldada ka teenindamata tellimusi, mis lahkuvad jdrjekor-
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rast kas kohe saabumisel voi pirast mdningat seismist jirjekor-
ras. Selliseid tellimusi vdib kisitleda nn. kannatamatute telli-
mustena.

Teenindamine — teenindussiisteemis sooritatav
operatsioon voi operatsioonide kompleks.

Teenindaja — teenindussiisteemi operatsioonide
teostaja.

Tellimus (teenindatav) — teenindussiisteemis tee-
nindatav objekt/subjekt.

Teeninduskanal — iiksteisest soltumatult erinevaid
tellimusi tiitev teenindaja (teenindajad).

Sisendvoog — siisteemi saabuvad tellimused (tee-
nindatavad).

Viiljundvoog — siisteemist lahkuvad tellimused
(teenindatavad).

Jirjekord — teeninduse ootel olevate tellimuste
hulk siisteemis.

Kannatamatud tellimused — jirjekorrast lahkuvad
teenindamata tellimused.

8.3. Teenindussiisteemi tegevust iseloomustavad
peamised naitajad

Teenindussiisteemi funktsioneerimine séltub iildjuhul juhusli-
kest asjaoludest. Nii tellimuste saabumine kui ka teenindami-
seks kuluv aeg on juhuslikud suurused, mida iseloomustavad
andmed juhuslike suuruste iseloomu kohta (keskviartus, disper-
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sioon, jaotusseadused jne.). Sellisteks andmeteks on niiteks aja-
tihikus saabuvate tellimuste arvu ja iihe tellimuse teenindami-
seks kuluva aja keskviiirtused ja dispersioonid. Andmete saami-
seks tehakse tavaliselt vaatlusi ning tulemuste kvantitatiivseks
midratlemiseks kasutatakse statistilist analiiiisi.

Jdrjekorrateooria kasutamine teenindussiisteemide uurimiseks ja
nende tegevuse planeerimiseks on vdimalik vaid siis, kui on
olemas vajalikud andmed teenindussiisteemi iseloomustavate
juhuslike suuruste ja nende muutumise iseloomu kohta. Vastasel
Juhul puudub vdimalus teenindussiisteemi voimaliku tegevuse
kvantitatiivseks hindamiseks ning tuleb piirduda vaid katsetami-
sega. Tipsete andmete saamise keerukus on iiks pdhjus, miks
piirdutakse teenindussiisteemide matemaatilisel uurimisel sageli
vaid né. stabiliseerunud olukorraga. Stabiliseerunud olukorra pu-
hul eeldatakse, et teenindussiisteemi tegevust iseloomustavad
peamised niitajad on igal ajamomendil samad.

Teenindussiisteemi tegevust iseloomustavad peamiselt Jjdrjekor-
raga, teenindajate koormatusega ning tellimuste rahuldamisega
seotud nditajad. Nende niitajate miidramisel ning teenindussiis-
teemi matemaatilisel uurimisel kasutatakse erinevaid tdendosus-
teooria ning diferentsiaal- ja integraalvorrandite teooria meeto-
deid. Kiiesoleval juhul on suuremat tihelepanu osutawd erinevate
majandusprobleemide méiratlemisele, mille lahendamiseks saab
tdiendavat infot jirjekorrateooria oskuslikust kasutamisest. Piir-
dutud on vaid selliste olukordadega ja nendele vastavate teenin-
dussiisteemidega, kus kvantitatiivsete tulemuste saamine ei noua
eriti keerulist matemaatilist aparatuuri.

Teenindussiisteemide matemaatilisel uurimisel

piirdutakse enamasti stabiliseerunud olukordade-
. ga eeldades, et teenindussiisteemi tegevust iseloo-

mustavad peamised niitajad ajas ei muutu.
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Teenindussiisteemi tegevust iseloomustavad peami-

sed niitajad:

e teenindussiisteemi koormatus, siisteemi tiihisei-
saku téendosus

o jirjekorra tekkimise tGeniiosus ja selle pikkuse
keskvéirtus

e tellimuse teenindussiisteemis ja jirjekorras ole-
ku keskmine aeg

e ajaiihikus rahuldamata jiinud tellimuste arvu
keskvéirtus.

8.4. Lihtne sisendvoog

Teenindussiisteemi matemaatiliseks uurimiseks ning tema tege-
vust iseloomustavate niitajate leidmiseks on vaja andmeid telli-
muste sisendvoo iseloomu kohta. Tellimuste sisenemine teenin-
dussiisteemi on eelduste kohaselt juhuslik protsess. Selle prot-
sessi tdielikuks kirjeldamiseks on iildjuhul iga ajamomendi
jaoks tarvis teada selleks ajaks jirjekorda saabunud tellimuste
arvu X(r). Sellisele olukorrale vastava juhusliku funktsiooni
struktuur on komplitseeritud. Jirjekorrateooria nduetele vasta-
vate majandusprobleemide formuleerimisel ja nende matemaati-
lisel uurimisel piirdutakse sageli sisendvoo lihtsaima esinemis-
viisi s.o. lihtsa sisendvoo kisitlemisega. Lihtne sisendvoog om
statsionaarne jarelmdjuta harilik (ordinaarne ) sisendvoog.

Sisendvoogu nimetatakse statsionaarseks, kui mistahes ¢ >0 ja
tiisarvu n 20 korral ajavahemiku (7,2 +1) viltel tdpselt 7

tellimuse saabumise tdendosus ei sdltu selle ajavahemiku alg-
momendist #o, kiill aga séltub ajavahemiku pikkusest ¢ ja telll-
muste arvust z.
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Sisendvoog on jirelingjuta, kui mistahes ¢ > 0 ja tdisarvu n20
korral ajavahemiku (r,,f +t) jooksul tipselt n tellimuse saa-

bumise tdensosus ei soltu enne selle ajavahemiku algmomen-
dini ty saabunud tellimuste arvust.

Statsionaarne jirelmdjuta sisendvoog on tdielikult kirjeldatuid
kui iga r > 0 ja tdisarvu n >0 puhul on teada, millise tdendosu-
sega p (1) ajavahemiku ¢ (ehk ajavahemiku (0, 1)) jooksul sise-

neb teenindussiisteemi tdpselt n tellimust:

p ()= p{aja t viltel saabub n tellimust} (8.1)

On loomulik eeldada, et nulliga vorduva ajavahemiku jooksul
tellimusi ei saabu

0
Yp(0)=0 (8.2)

=]

ning iga ¢ > 0 puhul mingi arv tellimusi kindlasti saabub:

i p(1)=1 (8.3)
n=0

Toodud eeldustega seondub sisendvoo harilikkuse moiste. Si-
sendvoog on harilik, kui kahe voi enama tellimuse praktiliselt
liheaegne saabumine on oluliselt vahem tSendoline kui iihe tel-
limuse saabumine.

Lihtsa sisendvoo korral ajavahemiku ¢ viltel saabuvate telli-
muste arv on kirjeldatav Poissoni jaotusega parameetriga At:

p(1)= () n (8.4)
n!

kus

! - ajavahemiku pikkus;

n — ajavahemikus saabuvate tellimuste arv (n=0,1,2,...);
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A — ajavahemikus saabuvate tellimuste arvu keskvéirtus
(sisendvoo intensiivsust iscloomustav parameeter).

Ajavahemiku ¢ viltel saabuvate tellimuste arvu keskviirtus on
seejuures

E(n)= At (8.5)

Lihtne sisendvoog on statsionaarne jirelmojuta
harilik sisendvoog.

Lihtne sisendvoog on tiielikult kirjeldatud ajaiihi-
kus teenindussiisteemi saabuvate tellimuste kesk-
mise arvuga A. A on sisendvoo intensiivsust iseloo-
mustav parameeter.

At on ajavahemiku ¢ viiltel teenindussiisteemi saa-
buvate tellimuste keskmine arv.

8.5. Teenindusaeg

Teenindusaeg ehk teenindamisele kuluv aeg on sisendvoo inten-
siivsuse korval teine oluline teenindussiisteemi iseloomustav
niitaja. Teenindusaeg on samuti juhuslik suurus, kuna siisteemi
saabuvad tellimused ei ole tavaliselt samaviirsed ning nende
teenindamiseks kuluv aeg voib seetdttu erineda. Ka teenindaja
olukord mojutab teenindusaega.

Teenindusaja pikkus on kirjeldatav jaotusfunktsiooniga
f(r)=P(s<1), (8.6)

mis iga ¢ > 0 korral niitab, millise tdendosusega kestab teenin-
damine vihem kui ¢ ajaiihikut.
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Reaalsete teenindussiisteemide korral eeldatakse kiillalt sageli,
et teenindusaeg jaotub eksponentsiaalselt:

fi)y=1-¢", (8.7)

kus
L — iihe ajaiihiku viltel keskmiselt teenindatud tellimuste
arv ehk teenindamise kiirus.

Eksponentsiaalne teenindusaeg on tiielikult iseloomustatud
omadusega: teenindamise 15puni jidnud aeg (aja jaotusfunkt-
sioon) ei sdltu sellest, kui kaua teenindamine juba kestnud on.

Kui eksponentsiaalse teenindusajaga to6taja tootab pidevalt, siis
viljundvoog ehk tiidetud tellimuste jada rahuldab lihtsale si-
sendvoole esitatud tingimusi,. Sel juhul tdeniosus, et ajavahe-

miku (0, f) jooksul teenindatakse tipselt k tellimust (qlk (t)) on

leitav jargmiselt:

W)
9.(0)="7e (8.8)
Seega voib teenindussiisteemi iseloomustavat parameetrlt 1}

kisitleda ka teeninduskanali keskmiise labilaskevoimena. Uhe

tellimuse keskmine teenindusaeg on —.
U

Kui teenindusaeg on eksponentsiaalse jaotusega:
f(y=1-*,

siis teenindussiisteemi parameeter 4 iseloomustab
teenindamise kiirust ehk tellimuste arvu, mida
ajaiihikus suudetakse teenindada.

i — iihe tellimuse keskmine teenindusaeg.



234 JARJEKORRATEOORIA

8.6. Jarjekorra distsipliin

Jirjekorra distsipliiniga on midratud reeglid jérjekorra moodus-
tamiseks ning tellimuste teenindamise ajaliseks jargnevuseks.

Vastavalt eelnevalt paikapandud jdrjekorra ditsipliinile vGivad
teenindussiisteemi saabunud tellimused moodustada kas ihise
jirjekorra ning neid teenindatakse vastavait teeninduskanalite
vabanemisele (joonis 8.3) vdi ji#b iga tellimus jirjekorda konk-
reetse teeninduskanali juurde ning teda hakatakse teenindama
pirast selle teeninduskanali vabanemist (joonis 8.4).

O000| = |—

Jarjekord Viljundvoog

Teenindajad

Joonis 8.3. Uhise jérjekorraga teenindussiisteem.

OOoOo\Uj——

QOO0 Ol——

Jarjekord Teenindajad Viljundvoog

Joonis 8.4. Mitme jirjekorraga teenindussiisteem.
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Niiteks pangas voib iga telleri juurde moodustuda eraldi jdrje-
kord (joonis 8.4) vdi moodustatakse iihine jarjekord, kust klien-
did lihevad vabanenud telleri juurde (joonis 8.3). Jirjekorra-
teooriale tuginevate arvestuste alusel saab kinnitust arusaam, et
tihise jirjekorra puhul on kliendi keskmine ooteaeg jirjekorras
lihem. Paljudes pankades ongi viimasel ajal ile mindud tihisele
jédrjekorrale, mida reguleeritakse kliendinumbritega.

Jirjekord vaib olla piiratud véi piiramata. See soltub teenindus-
siisteemi t66 korraldamisest ning klientidest (tellimustest). Ndi-
teks kaubatellimuste vastuvdtt telefoni teel v3ib olla korraldatud
selliselt, et tellimusi vastuvtva telefoni (telefonide) hdivatuse
korral teatud arv helistajaid (nditeks 5) jéetakse jirjekorda
telefoni(de) vabanemist ootama. Sel juhul on tegemist piiratud
Jirjekorraga.

Jirjekorra moodustamine sdltub ka klientide kaitumisest. Klien-
did vaivad teenindussiisteemist lahkuda jirjekorda moodusta-
mata v3i siis teatud ooteaja jirel. Niiteks telefoni hoivatuse kor-
ral loobub klient kohe kaubatellimusest voi teeb seda pérast
mitmekordset ebadnnestunud helistamise katset. Ostja otsustab
kauplusest kohe 4ra minna, kui jirjekord ostukorvidele on tema
arvates liiga pikk. Ta voib jirjekorrast lahkuda ka teatud ooteaja
jérel. Teenindussiisteemi seisukohalt on sel juhul tegemist nn.
kannatamatute tellimustega. Et kannatamatutest tellimustest
mitte ilma jddda, on mdnikord otstarbekas teenindussiisteemi
t66 @imber korraldada ning vdimaldada mdnedele klientidele
teatud eelistusi. Eelistustega on niiteks tegemist teenindussiis-
teemide korral, kui pangas teenindatakse eelisjirjekorras jurii-
dilisi isikuid v&i kiirabi teenindab eelkdige teatud diagnoosiga
haigeid (niiteks astmahaigeid) jne.

Tavaliselt teenindatakse tellimusi vastavalt nende teenindussts-
teemi saabumisele. Kdigepealt vdetakse teenindamisele koige
varem saabunud vdi kdige kauem jérjekorras viibinud tellimus
(FIFO — first in, first out voi siis FCFS — first come, first ser-
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ved). On ka teenindussiisteeme, kus viimasena saabunu teenin-
datakse esimesena (LIFO — last in, first out vdi LCFS — last
come, first serve). Taolise jirjekorra distsipliiniga on niiteks
tegemist mitmesuguste tdstukite to6 korraldamisel, kus saabu-
nud tellimused laotakse liksteise peale. On ka olukordi ning
neile vastavaid teenindussiisteeme, kus jirjekorras olevaid tel-
limusi rahuldatakse tdiesti juhuslikult. Naiteks pressikonverent-
sil antakse méonikord vdimalusi kiisimusi esitada juhuslikult
mingit jarjekorda arvestamata.

Jarjekorra distsipliinist tulenevalt tuleb teenindussiisteemi tege-
vust iseloomustavate nitajate leidmisel ning nende alusel siis-
teemi tegevuse analiiiisimisel ja kavandamisel kasutada erine-
vaid lihenemisviise ja arvutuseeskirju.

8.7. Teenindussiisteemide liigitamine

Teenindussiisteemide liigitamiseks on mitmeid erinevaid liigita-
misaluseid. Kiesoleval juhul on piirdutud teenindussiisteemide
liigitamisega vastavalt jirjekorra distsipliinile (vt. p. 8.6) ning
teeninduskanalite arvule ja paiknemisele.

Teeninduskanalite arvu alusel liigitatakse teenindussiisteemid
ithe- ja mitmekanalilisteks teenindussiisteemideks (joonis 8.5)-
Uhekanalilise teenindussiisteemi lihtsaimaks niiteks on iihe
kontrolor-kassapidajaga kauplus. Kui kauplusse sisenemist
reguleeritakse ostukorvidega, siis on kaupluses sees tegemist
ithekanalilise piiratud jirjekorraga teenindussiisteemiga (jarje-
korras ei saa olla rohkem inimesi, kui on ostukorve) ning tee-
ninduskanaliks on kontrolor-kassapidaja. Jirjekord ostukorvi-
dele on iseloomulik iihekanalilisele piiramata jirjekorraga tee-
nindussiisteemile. Rohkem kui iihe kontrolor-kassapidajaga
kaupluses on mitmekanaliline teenindussiisteem.
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Teenindussusteem

Mitmekanaliline

Uhekanaliline

Piiratud Piiramata Uhine Eraldi
Jjarjekord jérjekord jarjekord jarjekord
Piiratud Piiramata Piiratud Piiramata
jarjekord jarjekord jarjekord jarjekord

Joonis 8.5. Teenindussiisteemide liigitamine.

Mitmekanalilise teenindussiisteemi korral voivad teenindajad
paikneda kas paralleelselt (vt. joonised 8.3 ja 8.4) voi jdrjesta-
tult (joonis 8.6).

OOC+

Jarjekord

~O0|C

Tirjekord Viljundvoog

Teenindaja Teenindaja

Joonis 8.6. Jarjestatud teenindussiisteem.

Jirjestatud teenindussiisteemiga on niiteks tegemist tehases,
IFUS detaile t6odeldakse mitmel erineval seadmel. Niisugusel
Juhul iihe teenindaja viljundvoog on teise teenindaja sisend-
Vooks, kusjuures teenindajad (seadmed) on tootmistehnoloo-
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giast tulenevalt jirjestatud. Jirjestatud teenindussiisteemiga on
tegemist ka konveierlindi korral.

Iga teenindussiisteemi puhul kehtivad omad reeglid siisteemi
166 matemaatiliseks uurimiseks ja tookorraldust iseloomusta-
vate niitajate leidmiseks.

Teenindussiisteemi iseloomustamiseks kasutatakse erialakirjan-
duses sageli spetsiaalset tihistusviisi (Kendalli tihistusviis).
Selle tihistusviisi korral iseloomustatakse paralleelsete teenin-
dajatega siisteemi t66d kolmest parameetrist koosneva tihisega
X|Y1S, kus X ja Y tihistavad vastavalt sisendvoo ja teenindusaja
jaotusi ja S tdhistab kanalite arvu. Poissoni vdi eksponentsiaalse
jaotuse tihiseks on tavaliselt taht M. Suvalist jaotust tihistatak-
se tihega G ning determineeritud parameetritega sisendvoogu
vdi teenindusacga tihega D. Niiteks tdhis MIM|! tdhistab
Poissoni v&i eksponentsiaalsele jaotusele vastava lihtsa sisend-
voo ja teenindusajaga iihekanalilist teenindussiisteemi.

M\M|S

Poissoni voi eksponentsiaalse jaotusega sisendvoo
ja teenindusajaga ning S paralleelse kanaliga tee-
nindussiisteem.

8.8. Uhekanaliline teenindussiisteem

Uhekanalilise lihtsa sisendvooga ning eksponentsiaalse jaotu-
sega (vOi Poissoni jaotusega) teenindusajaga siisteemi MM\l
mille sisendvoo intensiivsus (ajaiihikus saabuvate tellimuste
arv) on A ning teenindamise kiirus (ajaithikus keskmiselt
teenindatud tellimuste arv) on x, iseloomustavad jiirgmised

niitajad:
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1. Téendosus, et teenindussiisteemis ei ole iihtegi tellimust

(teenindatavat):
P - P (8.9)
U
2. Téendosus, et teenindussiisteemis on n tellimust:
p =[i) P (8.10)
n #
3. Teenindussiisteemis olevate tellimuste keskvéirtus:
L=t @.11)
u—A
4. Jarjekorra pikkuse keskvéirtus:
2
L =_L_ (8.12)
“ uu-2)
5. Jdrjekorras ootamise keskmine aeg:
__ A (8.13)
¢ pu(u-2)
6. Teenindussiisteemis oleku keskmine aeg:
we—d —wil (8.14)
=4 u

Valemite (8.9)—(8.14) alusel saab leida iihekanalilist teenindus-
siisteemi iseloomustavad niitajad juhul, kui A <. See tihen-

dab, et iihekanalilise piiramata jérjekorraga teemndus.sustee'ml
puhul peab sisendvoo intensiivsus olema viiiksem teenindamise
kiirusest.

Suurus ,0=i kui ajaiihikus saabuvate ja teenindatavate telli-

muste suhe on teenindussiisteemi tervikuna iseloomustav para-
Mmeeter, Sisuliselt on p iihe tellimuse teenindamisele kuluva aja

viilte] saabuvate tellimuste arvu keskviirtus ehk tinglikult siis-
teemi koormatuse nditaja. Ta nditab, millise toendosusega tuleb
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teenindussiisteemi saabunud tellimuse tditmist oodata, see
tihendab, milline on tdeniosus jirjekorra tekkeks. Selleks et
iihekanalilise jirjekorra piiranguta siisteemi korral jérjekord el
kasvaks 16pmatult, peab olema tiidetud tingimus p<1.

Uhekanalilist jdrjekorra piiranguteta teenindus-
siisteemi M|M|1 iseloomustavad peamised niiitajad
juhul kui 4 < u:

e Siisteemi koormatust iseloomustav niitaja:

A
p=—
U

e Toeniosus, et teenindajal on tooseisak (pole tel-
limust):
P=1-p
¢ Toeniosus, et siisteemis on 1 tellimust:
P =p - F
¢ Teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine
arv:
A
U—-A
o Jirjekorra keskmine pikkus:
A«Z
L =———=L-p
© puu-2)
¢ Teenindussiisteemis oleku keskmine aeg:

1
we—l_—wal

u-A 4 u
e Jirjekorras ootamise keskmine aeg:
A
© p(u-4)

L
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8.9. Uhekanalilise teenindussiisteemi néide

Vaatluste alusel on selgunud, et Postimaja postipalfkide': leti
juurde tuleb keskmiselt 30 klienti tunnis ning tihe khen@ tee-
nindamisele kulub keskmiselt iiks minut. Nii sisendvoo inten-
siivsus kui ka teenindamise kiirus jaotuvad Poissoni jaotuse alu-
sel.
Seega A=30 ja u=60 ning teenindussiisteemi koormatuse
niditaja
30
p=—=035 (8.15)
60

Tdeniosus selleks, et kliendil tuleb postipaki leti juur'es tgenm-
damist oodata, on seega 0.5 ning tdendosus, et teenindajal on
tooseisak, on samuti 0.5:

P=1-05=05 (8.16)

Toenzosused n kliendi olemasolu kohta teenindussiisteemis
(postipaki leti juures) on toodud tabelis 8.1.

Jarjekorra keskmine pikkus leti juures

2
L=_3%  _o5s (8.17)
4~ 60(60— 30)

Teenindussiisteemis olevate klientide keskmine arv:

-0 _, (8.18)
60— 30
Klient on teenindussiisteemis keskmiselt
w=—1l _ 0.033 tundi ehk ca 2 minutit (8.19)

60— 30
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Tabel 8.1
Todendiosus 1 tellimuse olemasoluks M|M|1 teenindussiisteemis, kui
p=05
Tellimuste arv teenindussiistee- Toeniosus P=0.5"-0.5
mis (n)
1 0.25
2 0.125
3 0.063
4 0.031
5 0.016
6 0.008
7 0.004
8 0.002
9 0.001
10 0.0004

Keskmine ooteaeg jirjekorras:

30

W = ———————=(.0167 tundi ehk ca / minut (8.20)
7 60(60- 30)

Loomulikult pakub Postimaja postipakkide leti t66 korraldaja-
tele huvi, milliseks vdib kujuneda olukord teenindussiisteemis,
kui muutub sisendvoo intensiivsus, s.0. Postimaja kiilastatavus.
Tabelis 8.2 on toodud teenindussiisteemi t66d iseloomustavad
nditajad olukordadeks, kui postipakkide leti juurde tuleb kesk-
miselt 25, 30, 35, 40, 45, 50 v6i 55 inimest tunnis, sealjuures
keskmine teenindamise kiirus on endiselt / inimene minutis
(¢ = 60 — tunnis teenindatavate inimeste arv).
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Tabel 8.2
M|M|I teenindussiisteemi niitajad sisendvoo erineva intensiivsuse
(A) korral
A P Py L L, w W,
25 0.42 0.58 0.71 0.30 0.029 | 0012
30 0.50 0.50 1 0.50 0.033 | 0.017
35 0.58 042 1.4 0.81 0.040 | 0.023
40 0.67 0.33 2 1.34 0.050 | 0.034
45 0.75 0.25 3 2.25 0.066 | 0.050
50 0.83 0.17 5 4.15 0.100 | 0.083
55 0.92 0.08 11 10.12 | 0.200 | 0.184

Tabelist 8.2 nihtub, et siisteem on tundlik sisendvoo intensiiv-
Suse muutustele. Olukorras, kus Postimaja postipakkide leti
juurde tuleb keskmiselt 25 inimest tunnis, tekib teenindajal t66-
seisak (tellimuste puudus ehk siisteemi tithiseisak) toendosusega
0.58 ning jirjekorra keskmiseks pikkuseks on 0.30 inimest. Kui
Postimajja tuleb keskmiselt 55 inimest tunnis, sils jarjekorra

keskmine pikkus kasvab kiimne inimeseni (Lq = 10.12) ning

sisteemi tiihiseisaku tdeniosus on vaid 0.08.

Otsuseid tuleb langetada ka selle kohta, kas on otstarbekas teha
?isakulutusi teenindamise parandamiseks (palgata osavam toota-
ja, osta teenindamise kiirust tdsta vdimaldav lisaseade jne.).
Analiiiisime olukorda, kus A =55 korral tostetakse teenindami-
se kiirust /.5 korda. Seega teenindatakse keskmiselt 90 inimest

tunnis. Sel juhul p=%= 0.61 ning tooseisaku tekkimise toe-

ndosus on 0.39. Teised olulisemad teenindussiisteemi tood ise-
loomustavad niitajad:
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o teenindusstiisteemis olevate klientide keskmine arv:

L=—25—= 1.57 inimest (8.21)
90— 55
e jdrjekorra keskmine pikkus:
- 122-0.61=0.96 (8.22)
¢ teenindussiisteemis oleku keskmine aeg:
W= 3—]5 =0.029 tundi, s.0. /.7] minutit (8.23)

¢ keskmine ooteaeg jérjekorras:
Wq =0.029-0.61 = 0.018 tundi, s.0. 1.06 minutit (8.24)

Teenindamise kiiruse pooleteisekordsel tostmisel liihenes klien-
di teenindussiisteemis oleku aeg ligi seitse korda ning jirjekor-
ras ootamise aeg koguni kiimme korda. Teenindussiisteemi t60
korraldajatel on seega olemas lisainfo otsuste langetamiseks,
kas investeerida siisteemi tookorralduse parandamisse VOl
rahulduda siisteemi senise tookorraldusega (omades infot selle
toimimisest ning reageerimisest vdimalikele muutustele teenin-
dussiisteemi sisendparameetrites) ning lugeda prioriteetseks tei-
si investeerimisvaldkondi.

8.10. Mitmekanaliline teenindussiisteem

Mitmekanalilise paralleelsete teeninduskanalitega MIM|S tee-
nindussiisteemis sisendvoo intensiivsuse A ning teenindamise
kiiruse # korral on eeldatud, et kdikidel teeninduskanalitel on
iihe tellimuse teenindamiseks kuluv keskmine aeg sama. Jarg-
nevalt on kisitletud olukorda, et siisteemis on n tellimust. Kui
n< S (S — kanalite arv), siis koik tellimused saavad teeninda-
misele ning jirjekorda ei teki. Kui n> S, siis § tellimust voe-
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takse kohe teenindamisele ning n—S tellimust moodustavad
jirjekorra. Kui A > S, siis tuleb teenindussiisteemi tellimusi
rohkem, kui S kanalit neid teenindada jouavad ning jérjekord
kasvab 16pmatult. Seega S kanaliga piiramata jirjekorraga tee-
nindussiisteemi korral tuleb eeldada, et on tdidetud tingimus

A<us (8.25)
M|M\S teenindussiisteemi koormatuse niitaja:
_ A (8.26)
uS

Teenindussiisteemi teenindamisel olevate tellimuste keskmine
arv on

=2 (8.27)
u

Tdeniosus, et siisteemis on 7 tellimust, on leitav jargmiselt':

n! S (8.28)

kus
Py — tdeniosus, et siisteemil on tooseisak (ei ole lihtegi

'_.Valemite esitamisel siin ja edaspidi on tuginetud raamatutele Kaasik,
u, Kivistik, L. Operatsioonianaliiiis. — Tallinn: Valgus, 1982 ning
Knowless, T. W. Management Science. Building and Using Models.
~Homewood, Ulinois, Irwin, 1989.
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tellimust):
]

P = =
o)

S u P ]

TR

1—(3) (8.29)

_ 1

), (o)

{Z PYRRY ()

Teenindussiisteemi tooseisaku tdendosust iseloomustav suurus
P, erineva kanalite arvu S korral on tabuleeritud (tabel 8.3).

Jirjekorra tekkimise tdendosus:

/1 S
P(n>5)= £ __p. ) _p (8.30)
> = b :
s./(1--)°—) S/(1-p)
us
Jdrjekorra keskmine pikkus:
(/1)5 A
L e
L, = fsz'P"zs(/Z)_p)z'P" (8.31)
S/(I———) AP
us

Teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine arv:
A ,
LS=L +—=L +p (8.32)
q ‘u q

Tellimuste teenindussiisteemis oleku keskmine aeg:
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L
==+ — (8.33)
A U

L
W = —/11 (8.34)

Mitmekanalilise piiramata jirjekorraga M|M|S tee-
nindussiisteemi korral peab olema tiidetud tingimus
A<uS

Sel juhul jirjekord ei kasva Iopmatult.

M|M|S teenindussiisteemi iseloomustavad peamised

niitajad:
¢ gsiisteemi koormatuse niitaja:
A
P=us
¢ teenindamisel olevate tellimuste keskmine arv:
e
i

¢ tdeniiosus, et siisteemil on n tellimust:

g—'?—)—--P kui 0<n<S§

n! o’

P, kui n=S§
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toeniosus, et teenindajatel ei ole iihtegi tellimust
(tooseisak):
1
P() = S—1 7\ nS
Z(p ) ) 1
n=0 n', S'/ 1“ p
jirjekorra tekkimise toeniosus:
(p)’
Pnz28)=—F"—-
R (R
jarjekorra keskmine pikkus:
N
(i) A
S
_\H) HS P

q 2 0
s./[l_ij
us

teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine
arv:

L =L +i=L +p
q lu q

tellimuste teenindussiisteemis oleku keskmine
aeg:
L
WS - + —
A u
keskmine jirjekorras oleku aeg:

L"I
Wo=—~



8LOVO

02L90°

0L060

1ZTI

LIS91"  LLTTT  L100E"  9be0ey 9¥8ES  0000L o¢
18090  S¥080"  S¥901°  T8OVI™  8TOSI  €E9¥T  8PSTE  8l6TY  0STYST  000TL 8T
LTyl Te960°  T6PTI  00T91°  LOOIT  €€TLT  +¥8TSE  OV9SH  OCL8S  000VL’ 9T
CLO60  TESILT  099F1°  9¢981°  889€T  SOIOE”  v¥T8C  61S8F  06T19°  0009L YT
08011 LO8El”  $OTLL  LEVIT 11L9T LLTeY Syyivy.  L9SIST  vE6e9”  0008L (44
pesel  0eS9l°  6810T 6S9VT 8L10€"  T8L9Y”  Olevy S6LbS L9999 00008 0
0£S91"  06L61"  €69¢T  S9¢8T°  6S6£C” €590V 0998%  ¥IT8S  T6V69T 00078 81
0610C°  €69tT  $08LT  8T9TE  6878¢ leeby”  0TLTS L€819  $IPTL  000vS 91
099vC  69€8T°  8T9TE 1E€SLE IL1ey"  LS96Y  91ILS 6L959°  6EvSL 00098 148
6110e"  096¢E”  6878E ILiey  GL98Y 188¥S"  9L819°  €6L69 1L68L° 00088 48
88L9¢”  LS9OV ceovy”  6596% 188¥¢ £S909 1£0L9°  vLOPL  8I8I8 00006 or
ceovy  GL98F  6TLTS [TILS  8L819°  TCOL9  +I9TL 6S98L 68168 00076 80°
[88YS"  GLT8S 8L819°  SOLS9"  89L69  T8OVL £998L°  9TSE8 64988  000t6 90
Ct0LY  89L6Y SI9TL”  8LSSL €998L"  €£L818  PITEY  T6Y8Y  80LL6' 00096 PO’
€L818"  LTSE8  vITSY  9€698°  T698Y  P8P06T  TIET6G  9LIYE6  8L0Y6 00086 <4
oo | 6 | 8 [ ¢+ [ 9 T s T v £ z I
(§) Ade dueuRySNpUILS], MN
v

£'8 [°qE ]

(%d) pasnsoruIQ) IINYLSIISO0] [UIIIISNSSNPUIUII) § |W| W




68000
90100
1£100°
19100°
86100°

eyTo0’
86700
99¢00
800
8¥S00°

1L900°
07800
£0010°
9TC10
86110°

0e810°
9eTl
CELTY
Leeen
9LOVO

0L100
L0700
16200
£0e00
99£00°

1¥100°
1£500°
8€900°
L9L00
07600

YOL1O
yeelo
L8S1O
20610
6LTTO

6CTLTO
697e0
13{330
L8OYO
1950’

8Ee00
YOvo0
08¥00°
0LS00
SLI00

66L00°
600
128880
el
122310

91810
9e 120
11620°
056T0
34430

690v0°
8LLYOD
60950
8690
8TLLO

0L900°
98L00
81600
69010
evelo

1h2410)
€L910°
9¢610°
6£TT0’
98670

Y8670°
(44459
896t0°
eLSPO
LO9TSO

Y9090’
18690
CE080
LyTe0
6901

el
[44910)
L0
66610
(41449

10920
65620
9Ll
P18¢0°
149740}

96810
0rsso
€990
080L0
866L0°

060
$6101°
NUSEN
186C1°
126248

06520
0€620
1i%30
GILED
LO1PO

990
[4Y4%0
Y1860
LLYSO
L0TLO

01080
$6880°
0L860°
¥r601”
8clcl

gevel”
(42340
09y91°
R4
10T

120S0°
L8SSO
$6190°
L¥890°
0SLLY

90£80°
61160°
Y6660°
9¢601”
1s61l”

evoel”
[eeyl”
13298
09891°
9ce8l
67661
6¥91¢T
coseT
016ST
9L9LT

69560°
6LY01”
Sevll
8evel”
level”
665Y1
LSt
98691
LTI’
LToe6l”
£S01T
123714
SelvT
c08sT
65SLT

[A8414
LOtIY
fevee
0196t
e16LY

LYOLY”
8¥061°
3Y0T
1€61T
LSYET
000ST
[41%4
S0T8T
0L86T
6L51E

ceeee’
Selse
9869t
6888¢”
92014

LSBTV
8C6vY
6S0LY’
ySeoy
115359

0000¢”
0ooce
000te”
0009¢"
0008t

0000
000y
000vY
0009
0008

0000¢°
000CS
000vs”
0009s
0008¢”

00009
0002y
000¥9
00099
00089

oL
89
99’
122
)
09’
8¢
9¢
143
43
oS
8t
i
124
44
ov’
8¢
9t
e



10000
20000°
£0000°
S0000

L0000
01000
£ 1000
L1000
2000

87000
Se000
000
S6000
69000°

<0000
S0000
80000
1000

L1000
¢co00
62000
8¢000°
8¥000°

09000°
SLOOO
£6000°
143100
ovio0

S0000°
1000
61000°
82000

6£000
25000
L9000
$8000°
90100

[£100°
09100°
$6100°
SeT00
£8200°

£1000°
62000
LY000
89000°

26000
0100
€S100
06100°
Pec00’

¥8200°
1700’
LOYOO
£8100°
0LS00

££000
0L000
£1100°
19100°

S1200°
9LT00
P00’
£Cro0’
11500

01900
12L00°
9¥800
98600°
124810

18000
0L100
89200
LLEOO
96v00°
LT900°
CLLOD
1£600°
90I10°

66C10°
01610
evLIO
66610
08220

Y6100
£0v00°
L7900
L9800

9T110
e0r10°
00L10
61020
(41 %40

0eLTO
STIel
056e0°
900v0°
440

YSY00
0£600°
LTI
LY610°

16vT0
090e0’
959¢0’
08¢r0
£E6v0’

819¢0°
SEE90’
L8OLY
SLBLO
COL8D

01010
17020
£60t0’
LOTV0r

£9TS0°
£8¢90°
LTSLO
96980
06860

o
09ecr
9e9¢e1”
137140
6LT91"

000cTo’
0000
00090
00080

0ooo1”
ooocr
0oov1”
00091
ooosI1-

0000T
000TT
000¥T
0009T
0008T

86
96’
143
6’
06’
88’
98
8
(43
08
8L
oL
L
oL



252 JARJEKORRATEOORIA

8.11. Mitmekanalilise teenindussiisteemi nadide

Pirast tookorralduse muutmist moodustavad Postimajja sise-
nevad kliendid teenindamise ootel iihise jdrjekorra (joonis 8.7).
Teenindajate tdiendoppe ning Postimajasisese arvutivorgu
toolehakkamise tulemusena on kdigist kolmest kassast (S = 3)
vGimalik osutada klientidele samu teenuseid. Tunnis teenindab
iiks kassapidaja keskmiselt 90 inimest (= 90). Vaatluste alusel

on selgunud, et toopievadel tuleb Postimajja keskmiselt 200
inimest tunnis ( 4 = 200).

Kassa 2| ———>

—O00

Tellimused Jdrjekord

/ Kassa 1

Kassa 3|——mmm >

Taidetud
tellimused

Joonis 8.7. M|M|S teenindussiisteem Postimajas.

On tiidetud tingimus A< uS. Seega jirjekord Postimajas ei
kasva 16pmatult. Teenindussiisteemis teenindamisel olevate tel-

limuste keskmine arv on 2.22 (p’ = %OOQ) .

Teenindussiisteemi koormatuse niitaja:

200
3-90

0.74 (8.35)
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Tabelist 8.3 leiame, et tdeniosus selleks, et Postimajas ei ole
tihtegi klienti on 0.079 (voib leida ka valemi (8.29) alusel).

Tdendosus, et Postimajas on 3 klienti:

3
P 222

=S gr 0079 =0.144 (8.36)

Kui Postimaja klientide arv on suurem kui kolm, siis osal neist
tuleb jidda tellimuse tiitmise ootele ning tekib jarjekord. Jirje-
korra tekkimise tdendosus on:

222
P(n23)=—"——-0.079=0.554 (8.37)
31 (1-074)
ning jirjekorra keskmine pikkus:
3
L = LO?;’ -0.079=158 (8.38)
31026

Postimajas kui teenindussiisteemis (jarjekorras voi teenindami-
sel) olevate klientide keskmine arv:

L =158+222=38 (8.39)

Keskmine jirjekorras ootamise aeg:

W = % = 0.0079 tundi ehk ca 0.5 minutit (8.40)

q

Keskmine teenindussiisteemis oleku aeg:

W, = 0.0079+—9—]6 = 0.019 tundi ehk /./4 minutit (8.41)

Pirast timberkorraldusi toimiv teenindussiisteem peaks t60pée-
vadel rahuldama nii Postimaja kliente (jarjekorras ei tule kesk-
miselt oodata mitte kauem kui pool minutit ning teenuse saami-
seks kulub aega kokku pisut rohkem kui iiks minut) kui ka
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Postimaja juhtkonda (tdendosus, et kdik kassad on vabad on
vaid 0.079).

Puhkepievadel tuleb Postimajja kliente monevorra vihem:
keskmiselt vaid /55 klienti tunnis (A =155). Postimaja juht-

konda huvitab, milliseks kujuneb teenindussiisteemi olukord,
kui puhkepievadel todtaks vaid kaks kassat (S = 2), sealjuures

kassapidajate tooviljakus on sama mis téopdevadelgi (90 ini-
mest tunnis).

Kahe kassa tootamise korral puhkepidevadel on samuti tdidetud
tingimus (8.25) (155<90-2), seega jirjekord ei kasva 16pma-

tult. Teenindussiisteemi koormatuse niitaja on 0.86 (p = E)

180
ning teenindussiisteemis teenindamisel olevate tellimuste kesk-
mine arv on /.72 (p’ = E—j

90

Toendosus, et Postimajas ei ole puhkepievadel iihtegi klienti:
P =0.075 (vt. tabel 8.3).

Jirjekorra tekkimise tGendosus:

172°
P(n=2)= -0.075 =0.792 (8.42)
2-014
Jirjekorra keskmine pikkus:
2
= 1—7u—§6— -0.075=4.87 (8.43)
¢ 2014

Jirjekorras ootamise keskmine aeg:

W = 487 = 0.03] tundi ehk /.9 minutit (8.44)
¢ 155
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Teenindussiisteemis olevate klientide keskmine arv:

L =487+172=6.59 (8.45)

Klientide teenindussiisteemis oleku keskmine aeg:

W, =0.031+0.011=0.042 tundi ehk 2.5 minutit (8.46)

Libiviidud analiiiisist nihtub, et teenindussiisteemi tegevus on
tundlik sisendvoo intensiivsuse ning teeninduskanalite arvu
muutuste suhtes. Saadud tdiendavale infole tuginedes saab
Postimaja juhtkond otsustada, kas puhkepievadel on otstarbe-
kas piirduda vaid kahe kassa avamisega. Postimaja seisukohalt
tootab selline siisteem viga intensiivselt (td0seisakute tdendosus
vaid 0.075). Toeniosus selleks, et tekib jarjekord on ligi 80%

ning keskmiselt on jirjekorras ligi 5 inimest (Lq=4.87).

Teenuse saamiseks (ooteaeg jirjekorras ja teenindamine kassa
juures) kulub kliendil keskmiselt 2.5 minutit.

8.12. Piiratud jarjekorraga teenindussiisteem

Kui M|M|S teenindussiisteemi korral jirjekorrakohtade arv (N)
on piiratud, siis osa potentsiaalseid tellimusi jidb rahuldamata
enne nende teenindussiisteemi saabumist. Teenindussiisteemi
seisukohalt tihendab see, et kui n> N, siis sisendvoo intensiiv-
sus (A) muutub nulliks:

;tnz{/l, kui n=01... N-1 847)

0, kui n2N

Uhekanalilise (S = /) piiratud jirjekorraga teenindussiisteemi
t66d iseloomustavad niitajad on leitavad jargmiselt:

* tdendosus, teenindussiisteemis ei ole iihtegi tellimust (t60sei-
saku tGeniiosus):
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/ U
PO = i(ﬂ,jn = [ﬂ, N+1 (848)
i -1 Z
n=0 /.1 IUJ
e tdendosus, et teenindussiisteemis on n  tellimust

(n=0,1,...,N)

(3]
po| M) (ﬁj, n=0,1..,N (8.49)

e teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine arv:

N+l
. G o]
L= nPn = /JA - luN+l (850)
=] ]_(Wj 1_(&]
H H

e jirjekorra keskmine pikkus:

1

L =L-(I-P) (8.51)
e tellimuse teenindussiisteemis oleku keskmine aeg:
L
W== 8.52
7 (8.52)

L
W = -7" (8.53)
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kus

_ oo N-1
n=0 n=0
Mitmekanalilise (/< S < N) piiratud jirjekorraga (jirjekorra-

kohtade arvuga N) teenindussiisteemi t66d iseloomustavad nii-
tajad:

e tdgseisaku tdendosus:

1
P = (8.55)
| (/1]" (AJS
) - - N n+S§
U U A
I+ L —_—
; n', * S" ngﬂ[sﬂj

e tdeniosus, et teenindussiisteemis on 7 tellimust:

(i]n
—“"—ﬂ, F, kui n=12..S
p={ " (8.56)
(i)
£/ p, kui n=S8S+5..N
S1smS o

e jirjekorra keskmine pikkus:



258 JARJEKORRATEOORIA

)G

q ﬂ 2
S -’(1 _ﬂj (8.57)

[ ’—[3);7) —(N—S)(éj[l_ﬁﬂ

¢ teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine arv:

S-1 S-1
L=YnP +Lq+s[1- Pn] (8.58)
=0

n=0 n

Tellimuste teenindussiisteemis ja jirjekorras oleku keskmised
ajad on leitavad valemite (8.52) — (8.54) alusel.

Nii iihe- kui mitmekanalilise piiratud jirjekorrakohtadega tee-
nindussiisteemi korral on tdenione, et osa tellimusi jadb rahul-
damata (P,juy), kuin >N

P =P, kui n>N|.
(eltus )

n

Teenindussiisteemi suhteline libilaskevdime ehk teenindussiis-
teemi poolt teenindatud tellimuste osatéhtsus:

g=1-P (8.59)

eitus

Teenindussiisteemi absoluutne lidbilaskevoime ehk ajaiihikus
teenindatud tellimuste arv:

0=q-A (8.60)



JARJEKORRATEOORIA

Piiratud jirjekorrakohtade arvuga (V) M|M|S tee-
nindussiisteemi tegevust iseloomustavad niitajad:

o siisteemi koormatuse niitaja:

_A
P 1S
e tooseisaku toendosus:
1
BT
s - - N n+S
[ Y VANV o _ﬂ_j
n=1 n'/ S'/ n=5+1 Siu

o tGeniosus, et teenindussiisteemis on 7 tellimust:

[ij”

a P, kui n=12..5
n! 0

P":< n
'U*SP, kuvi n=SS+1/1...N
YA

¢ jirjekorra keskmine pikkus:

KhiE)

(2] ool -]
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e teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine

arv:
N S-1
L=YnP+L +S[1—ZP”)

n=0 n=0

o tellimuse teenindussiisteemis oleku keskmine
aeg:

W=

Nt~

¢ tellimuse jirjekorras oleku keskmine aeg:

q

ol

¢ keskmine sisendvoo intensiivsus:

1=S AP =A1-»,)
n=0

8.13. Piiratud jarjekorraga teenindussiisteemi
néaide

Infokeskuses vastatakse helistajate kiisimustele kahel telefonil.
Infosiisteemi to66 on korraldatud selliselt, et kummagi telefoni
juurde on voimalik ootele jitta kuni kaks helistajat (seega
N =4). Tegemist on piiratud jirjekorrakohtadega M|M|S teenin-
dussiisteemiga, mille kohta on teada, et iihele telefonikonele
vastamiseks kulub keskmiselt 0.33 minutit (x=3) ning info-

keskusse tuleb keskmiselt kaks kdnet minutis (/l = 2) .

Téenzosus, et infokeskuses ei ole iihtegi telefonikonet:
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P =

.0 .6.0

Toendosus, et ootel on

a) iiks kéne (n = 1):

3
P, =~ .0503=0335

)

b) kaks kdnet (n = 2):

(3)7
P =33 0503=0112
2 2.7

c) kolm koénet (n = 3)

.G

o2

-0.503=0.037
d) neli konet (n = 4)

)

1T 27

0.503=0.012

Jérjekorra keskmine pikkus:

(8.62)

(8.63)

(8.64)

(8.65)
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2

0 (S (1 (o o0
2 4]

Jdrjekorras ootamise keskmine aeg:

0062 . 0062
¢ 2(1-0012) 1976

= 0.03] minutit (8.66)

Teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine arv:

L=1-0335+0062+2(1-0.503-0.335)=0721  (8.67)

Tellimuse teenindussiisteemis oleku keskmine aeg:
W = ——— = 0.365 minutit (8.68)
1.970

Kuna puhkepievadel tuleb infokeskusesse tavaliselt poole
vihem konesid: keskmiselt iiks kdne minutis (/1 = l), siis nen-
del pievadel on kavas todle rakendada vaid iiks telefon. Tele-
foni juurde on vdimalik ootele jdtta kuni kaks konet (n=2).

Toenziosus, et infokeskuses ei ole iihtegi telefonikdnet:

1 1

P = = =0.693 8.69
0 (1)" (1)1 (1)2 1.444 8.69)
3 3 3
T&endosus, et infokeskuses on
a) iiks telefonikdne (n = 1):
-3)
P = = 0231 (8.70)

1
[ ERNE)
(l—lj ’

3
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b) kaks telefonikdnet (n = 2):
-3)

1)2 = ]j‘
I
[-5)

Teenindussiisteemis olevate tellimuste keskmine arv:

L=1-0231+2-0.077 = 0.385 (8.72)

(l) = 0.07 (8.71)
3

Jarjekorra keskmine pikkus:

L, =0.381~(I-0.693)=0.074 (8.73)

Keskmine sisendvoo intensiivsus:

A=1-0.693+1-0.231=0.924 (8.74)

Keskmine jdrjekorras ootamise aeg:

W = 0074 _ 0.080 minutit (8.75)
7 0.924
Keskmine teenindussiisteemis oleku aeg:
W=Q'—3—§£= 0.417 minutit (8.76)
0.924

Infokeskuse t66 korraldajaid huvitab loomulikult ka, milline osa

nid) on kinni. Té6pidevadel on tdendosus selleks, et telefoniko-

net ei voeta vastu 0.004 (tellimusest Oeldakse dra,

oy = 0.004). Todpievadel tootava teenindussiisteemi suhte-
13}

line libilaskevdime on seega 0.996 ning absoluutne libilaske-
vdime 7.992 (Q=2-0.996) klienti minutis ehk /79.5 klienti

tunnis. Tdendosus selleks, et puhkepidevadel saabuvat telefoni-
konet ei vdeta vastu on: P, =0.025, teenindussiisteemi suh-
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teline libilaskevdime 0.975 ning absoluutne ldbilaskevdime
0.975 klienti minutis ehk 58.5 klienti tunnis. Seega té0pdevadel
jaib infokeskuses teenindamata keskmiselt 0.5 ning puhkepie-
vadel /.5 helistajat tunnis.

Kokkuvote

Jirjekorrateooria uurimisobjektiks on nahtused, mille sisuks on
samalaadsete operatsioonide korduv massiline sooritamine. Nii-
sugused massiliselt sooritatavad operatsioonid vGi nende alus-
tamise vajadus sdltuvad tavaliselt juhuslikest asjaoludest. Ope-
ratsioonidega seotud juhuslikkus toob endaga kaasa jérjekorra
voi vihemalt selle tekkimise vdimaluse. Eesmirgiks on korral-
dada operatsioonide sooritamine selliselt, et teenindamise kulud
ja kulud jarjekorrale oleksid vdhimad. Jdrjekorrateooria uurib
selliste  probleemidega siisteemide (teenindussiisteemide)
matemaatilise kirjeldamise vdimalusi, kusjuures teenindussis-
teemide matemaatilisel uurimisel piirdutakse enamasti stabili-
seerunud olukordadega, eeldades, et teenindussiisteemi tegevust
iseloomustavad niitajad on igal ajamomendil samad.

Olulisemateks lihteandmeteks teenindussiisteemi tegevuse uuri-
misel on tellimuste sisendvoo iseloom ja intensiivsus ning tee-
nindamise kiirus. Poissoni v3i eksponetsiaalsele jaotusele vas-
tava sisendvoo (lihtsa sisendvoo) ja teenindusajaga ning S
paralleelse teeninduskanaliga siisteemide tdhisena kasutatakse
kombinatsiooni M/M/S.

Teenindussiisteemi to6d iseloomustavad peamised niitajad:
e teenindussiisteemi koormatus, siisteemi tooseisaku toenédo-
sus; :
e jirjekorra tekkimise toendosus ja selle pikkuse keskvidr-
tus;
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e tellimuse teenindussiisteemis ja jirjekorras oleku keskmine
aeg;

e teenindussiisteemi suhteline ja absoluutne labilaskevoime
ning ajaiihikus teenindamata jainud tellimuste keskvairtus.

Tulenevalt teenindussiisteemi kanalite arvust, siisteemi t60 kor-
raldusest, jirjekorra distsipliinist jne. on arvutuseeskirjad ja
reeglid teenindussiisteemi tegevust iseloomustavate nditajate
leidmiseks ménevorra erinevad. Seda tuleb iga konkreetse prob-
leemi piistituse korral analiiiisida ja arvestada. Oluline on sel-
gelt miiratleda majandusprobleem, mille lahendamiseks saab
tiiendavat infot jirjekorrateooria oskuslikust kasutamisest. Ana-
liliisides vdimalikke muutusi siisteemi sisendvoo intensiivsuses,
teenindamise kiiruses ning siisteemi tookorralduses on vdimalik
selgitada teenindussiisteemi funktsioneerimise stabiilsust ning
leida teenindussiisteemi tegevust iseloomustavad niitajad erine-
vate majandussituatsioonide tarvis. Saadud info alusel on vGi-
malik kavandada teenindussiisteemi t66d ja ette ndha protses-
side kulgemise juhuslikkusest tulenevate hiirete tdendosust.
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