TARTU ULIKOOL
LOODUS- JA TAPPISTEADUSTE VALDKOND

MATEMAATIKA JA STATISTIKA INSTITUUT

Henri Peterson
Stohhastilise SIR-mudeli numbriline

lahendamine
Matemaatika eriala

Bakalaureuset6o (9 EAP)

Juhendaja: PhD Kaido Latt

TARTU 2026



STOHHASTILISE SIR-MUDELI NUMBRILINE
LAHENDAMINE
Bakalaureusetoo

Henri Peterson

Liihikokkuvote. Bakalaureuset6os tutvustatakse It integraali moistet, stoh-
hastilisi diferentsiaalvorrandeid ja stohhastilist SIR-mudelit. Kirjeldatakse
meetodit numbrilise lahendi leidmiseks stohhastilisele SIR-mudelile ning ana-
liliisitakse meetodi tédpsust. Numbrilise lahendi leidmisel kasutatakse ilmuta-
mata Fuleri meetodil pohinevat lahenemist. Lisaks rakendatakse kirjeldatud
meetodit kahe néiteililesande puhul.

CERCS teaduseriala: P170 Arvutiteadus, arvutusmeetodid, siisteemid,
juhtimine (automaatjuhtimisteooria).

Mairksonad. It6 integraal, stohhastiline diferentsiaalvorrand, stohhastiline

SIR-mudel, ilmutamata Euleri meetod.

NUMERICAL SOLUTION OF THE STOCHASTIC SIR
MODEL
Bachelor’s thesis

Henri Peterson

Abstract. The objective of this Bachelor’s thesis is to give an overview of
the It6 integral, stochastic differential equations, and the stochastic SIR mo-
del. A method based on the implicit Euler method for finding the numerical
solution of the stochastic SIR model is presented. Convergence of the propo-
sed method is studied. Two numerical examples are also given.

CERCS research specialisation: P170 Computer science, numerical analy-

sis, systems, control.



Key Words: It6 integral, stochastic differential equation, stochastic SIR

model, implicit Euler method.



Sisukord

Sissejuhatus

1 Vajalikud moisted ja tulemused
1.1 Toendosusteooria moisted ja tulemused . . . . . . . . .. ...
1.2 TItointegraal . . . . . . . . . ...

1.3 Stohhastilised diferentsiaalvorrandid . . . . . . . . . . . .. ..

2 Stohhastiline SIR-mudel ja selle ligikaudne lahendamine
2.1 Stohhastiline SIR-mudel . . . . . .. ... ... ...
2.2 Meetodi kirjeldus . . . . . ...

2.3 Meetodi koondumiskiirus . . . . . . ...

3 Numbrilised naited

Kasutatud allikad

Lisa 1. Mooduteooria ja vorratused

Lisa 2. Pythoni programm

17

17

19

21

41

43

44

45



Sissejuhatus

Stohhastilised diferentsiaalvorrandid ja neid sisaldavad siisteemid on téna-
pieva matemaatikas valdkond, millega aktiivselt tegeletakse. Sellised vorran-

did leiavad rakendust naiteks fiiiisikas, bioloogias ja finantsmatemaatikas.

Kéesolevas bakalaureusetoos defineeritakse It6 integraal ning toestatakse mo-
ned selle omadused. Tuuakse sisse stohhastilise diferentsiaalvorrandi moiste
ja kirjeldatakse stohhastilist SIR-mudelit. Lisaks konstrueeritakse numbrili-
ne meetod stohhastilise SIR-mudeli ligikaudseks lahendamiseks ja uuritakse
meetodi koondumiskiirus. Saadud numbrilist meetodit illustreeritakse kahe

naitega.

To66 on jaotatud kolmeks peatiikiks. Esimeses peatiikis on vélja toodud va-
jalikud definitsioonid ja omadused, defineeritud It6 integraal ja tutvustatud

stohhastilise diferentsiaalvorrandi moistet.

Teises peatiikis tutvustatakse stohhastilist SIR-mudelit ja kirjeldatakse ilmu-
tamata Euleri meetodil pohinevat numbrilist lahendamisskeemi selle mude-

li jaoks. Toestatakse t66 pohitulemus numbrilise meetodi koondumiskiiruse

kohta.

Viimases peatiikis rakendatakse viljatootatud numbrilist meetodit kahe néi-
teiilesande korral ning vorreldakse saadud numbrilisi tulemusi teoreetilise

hinnanguga.

T66 teoreetiline osa pohineb peamiselt raamatutel (Oksendal, 2003), (Baldi,
2017) ja (Shreve, 2004). Numbriline lahendamise meetod ja koondumiskiiruse

toestus on edasiarendus artiklist (Yang, Yang ja Zhang, 2023).



1 Vajalikud moisted ja tulemused

Selles peatiikis esitame t66s kasutatavad pohilised moisted ja abitulemused,
defineerime It6 integraali ja stohhastilise diferentsiaalvorrandi moiste. Pea-

tiikk tugineb raamatutel (Oksendal, 2003), (Baldi, 2017) ja (Shreve, 2004).

1.1 Toenaosusteooria moisted ja tulemused

Olgu Q hulk.

Definitsioon 1. Hulga () alamhulkade hulka F nimetatakse o-algebraks
hulgal €2 kui

1. 0,9 € F;
2. kui Ae F siis A€ Fokus A={ze€Q:x ¢ A},
3. kui Al,AQ,... EF, siis UzozlAnE-F

Definitsioon 2. Kolmikut (€2, F, P) nimetatakse toendosusruumiks, kui F
on hulgal 2 antud c-algebra ja P : F — [0,1] on funktsioon, mis rahuldab

tingimusi
1. P(0) = 0ja P(Q) = 1
2. kui Ay, As,...€ FjaA;NA;j=0igat # j(i,j € N) korral, siis

() - Sron

Jargnevas kéasitleme juhuslikke protsesse ja nendega seotud moisteid loigus

[0,7], kus T" > 0. See lihtsustab meie tdhistust It6 integraali ning stoh-



hastiliste diferentsiaalvorrandite jaoks. Teiste indeksite hulkadega juhuslike

protsesside kisitlust voib leida raamatust (Baldi, 2017).

Definitsioon 3. Toendosusruumi (€2, 7, P) o-algebrate kogumit {F;}icpon

nimetatakse filtratsiooniks, kui iga 0 < s <t < T korral F, C F; C F.

Kui muutujat ¢ tolgendada ajana, voib filtratsiooni vaadata kui informat-

siooni kasvu toimunud siindmuse kohta aja edasi liikudes.

Definitsioon 4. Juhuslikuks protsessiks nimetatakse juhuslike suuruste Xy,
t € [0,7] kogumit X = {X;}ico,r), kus juhuslikud suurused on defineeritud

tihisel toendosusruumil (2, F, P).

Definitsioon 5. Olgu (2, F,P) toendosusruum, X = {X;}ico,r juhuslik
protsess ja {F}icjo,r) filtratsioon. Juhuslikku protsessi X = {X;}ic) ni-
metatakse kohandatud filtratsioonile {F;}icpor, kui X; on F-mootuv iga

t € 0,7 korral, st iga U € B(R) (vt lisa 1) korral X, *(U) € F;.

Edasipidises, kui tegutseme juhusliku protsessiga X = { X }+cjo,r), mis on ko-
handatud filtratsioonile {F;}icpo,r), siis kasutame filtratsiooni, kus o-algebra
F: on defineeritud kui F; = 0( X5, 0 < s < t), st F; on vihim o-algebra nii, et
koik juhuslikud suurused X,,0 < s <t on F;-mootuvad. Sellist filtratsiooni

nimetatakse loomulikuks filtratsiooniks.

Definitsioon 6. Juhuslikku protsessi B = {B;}c[o,r] nimetatakse Browni

litkumiseks, kui

1. By = 0 peaaegu kindlasti, st P(By # 0) = 0;

2. iga jaotuse 0 = tp < t; < ... < t,, = T korral on juurdekasvud

By,., — By, k=0,...,m — 1 soltumatud;



3.iga 0 < s <t <T korral B, — B, ~ N(0,t — s), st B — By jaotus on

normaaljaotus keskvéirtusega 0 ja dispersiooniga ¢ — s.

Joonisel 1 on toodud vélja kolm Browni litkumise realisatsiooni 16igus [0, 1].

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0
t

Joonis 1: Browni litkumise realisatsioonid.

Lemma 1. (Baldi, 2017, Ik 55) Olgu B = {Bi}icjo,ry Browni liikumine,
7w = {to,t1, ..., tm} 16igu [0, T] jaotus, kus 0 = tqg < t; < ... < t,, =T ja

”N’ = maxogkgm_l{tkﬂ — tk} Téhistame

—_

SW - (Btk+1 - Btk)Q'
0

3

=
Il

Siis

lim S, = (1)

|w|—0

ruumis Lo (2, F, P).

Toestus. Néitame, et limy;0 S = T ruumis Ly (€2, F, P). Paneme téhele, et
T =37 (tss1 — t1). Seega peame niitama, et

m—1

- [(Btlwl - Btk)2 - (tk+1 - tk)]) — 0,

k=0

E(S, —T)*=E (
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kui || = 0. Kui4,j e NU{0} ja 0 <i < j <m — 1, siis Browni liikumise
definitsiooni kohaselt on juhuslikud suurused (By,,, — By,)? — (tiy1 — t;) ja
(B B;.)? — (tj11 — t;) soltumatud. Jérelikult

j+1 Pt

E ([(Bti+1 Bt ) ( i+1 )] [(Bt]ﬂ - Btj)2 - (tj-i-l - tj)}) =
=E [(Bti+1 - Bti)2 - (ti-l-l - tl)} E [(Btj+1 Bt]) ( Jj+1 lj )] =

= [E(Bi,,, — B,)? = (tig1 — ti)] [E(By,,, — By,)* — (tj1 — 1;)] =0,

sest definitsiooni 6 kohaselt By, ., — By, ~ N (0,541 —t),k =0,1,...,m—1,
millest jareldub, et E(B;, o By, )? = tj41 — ti,. Kasutades saadud omadust,

saame leida, et

(s, - 7 (

,_A

2
Btk+1 Btk (tk+1 - tk)}) =

[(Btk+1 - Btk)2 - (tk-l,-l — tk)}Q +

Il
=
VRS
Bl Ew
L7

+ 2 Z <|:(Bti+1 - Bti)2 - (ti—i‘l - tl)} ’

0<i<j<m—1

’ [(Bthrl - Btj)2 - (tj+1 - t])})) =

=E < - [(Btk-u - Btk)Q - (tk-i-l - tkﬂ 2) .



Paneme tahele, et

E(Sﬂ - T)2 =E (m_l [(Btk+1 - Btk)2 - (tk"rl - tk)} 2) =

k=0
m—1
2
=Y E([(Bus = B = (s — t)]°) =
k=0
m—1 2
By By
= tie1 — ti)’E M) -1
kO( et~ ) ( Vg — tg ]
Iga k =0,1,...,m — 1 korral Z), = % ~ N(0,1). Kuna standardse

normaaljaotuse korral neljas moment EZ] = 3 ja teine moment EZ? = 1, siis

E(Z—1)=EZ{—2EZ} +1=3-2-1+1=2

iga k=0,1,...,m — 1 korral. Kokkuvottes saame, et
m—1 2 2
B, B,
E(Sy = T)* =Y (tps1 —tx)’E <M) —1| =

( ) kzo( k+1 k) \/m

m—1 m—1
= Q(tk—f—l - tk)Q S 2‘7T| Z<tl€+1 - tk) = 2|7T|T

k=0 k=0

Jérelikult oleme nédidanud, et E(S, — T')* < 2|x|T. Niisiis E(S, — T)* — 0,
kui |7| = 0 ehk lim; o Sy = T ruumis Ly (2, F,P). O

Piirvaartust (1) nimetatakse juhusliku protsessi voi funktsiooni ruutvariat-
siooniks 16igus [0, T']. Saab néidata, et iga pidevalt diferentseeruva funktsiooni
ruutvariatsioon on 0 (Baldi, 2017). Lemma 1 viitab seega, et Browni litkumise
graafikud on ebaregulaarsemad kui pidevalt diferentseeruvate funktsioonide
graafikud. See ebaregulaarsus ahendab oluliselt nende funktsioonide klassi,

mille puhul on voimalik integraali Browni liikumise suhtes defineerida ana-



loogselt Riemanni integraaliga. Selle kitsaskoha tiletamiseks toome sisse [t

integraali moiste, mille defineerime jargmises alapeatiikis.

1.2 Ito6 integraal

Jérgmistes peatiikkides olgu B = {B;}icp,r) Browni liikumine ja {F;}icpo1

Browni liikumise B loomulik filtratsioon.

Definitsioon 7. Lihtsaks juhuslikuks protsessiks nimetatakse juhuslikku
protsessi X = { X}y, mis avaldub kujul

n—2
Xt - Z&'[[ti,twl)(t) + gn—lj[tn—l,tn}(t>’ (2)
=0

kusn € N, 0=ty <t; <...<t, =T onloigu [0,T] jaotus, Iy, ) on hulga
[ti, ti11) indikaatorfunktsioon ja &, = 0, 1,...,n—1 on juhuslikud suurused,

mille korral & on F,-mootuv ja E(£7) < oo.

[t6 integraali defineerimiseks Browni liikumise B suhtes teeme seda koige-
pealt lihtsate juhuslike protsesside jaoks, mille laiendame edasi suuremale

klassile juhuslikele protsessidele.

Definitsioon 8. Olgu 0 < ¢ < T'. Lihtsa juhusliku protsessi X It6 integraa-

liks 16igus [0, ¢] Browni liikumise B suhtes nimetatakse juhuslikku suurust

' k-1
/ Xsst = Zfz’(BtiH - Btz) + Sk(Bt - Btk)v (3)
0 i=0

kus £ € {0,...,n — 1} nii, et tx <t < g1

Lihtsa juhusliku protsessi X Ito integraaliga saame defineerida iga t € [0, 7]

korral uue juhusliku suuruse f; X,dB;. See tihendab, et hulk { fg XSdBS} o
te[0,T

10



moodustab juhusliku protsessi. Toestame niitid kolm omadust lihtsa juhusli-

ku protsessi 1t6 integraali kohta.

Lemma 2. (Baldi, 2017, Ik 184) Juhuslik protsess { I8 XSdBS} on ko-

te[0,T
handatud filtratsioonile {F;}icqo,r-

Toestus. Definitsiooni 8 kohaselt lihtsa juhuslikku protsessi It6 integraal aval-

dub kujul
t k-1
/ X dBy =Y &(By,, — Bi) + &(B = By,),
0 i=0

kus k£ € {0,...,n — 1} nii, et tx <t < tpyq. Kuna juhuslikud suurused ¢&;
on Fi,-mootuvad iga i = 0,...,k ja t; < t, siis filtratsiooni definitsiooni jargi
Fi, C JFi, mis tahendab, et & on F-mootuv iga @ = 0,..., k korral. Sama-
moodi saame, et ka B;, on Fi-mootuv iga ¢ = 0,...,k korral. Kuna B on
kohandatud filtratsioonile {F; };cjo,77, siis By on F-mootuv. Jarelikult 1t6 in-
tegraal f(f XdBg, mis on moodustatud lopliku arvu JF;-mootuvate juhuslike
suuruste korrutise, summa ja vahena, on ka F;-mootuv. Kokkuvottes oleme
nédidanud, et juhuslik protsess { f(f XsdBS} on kohandatud filtratsioo-

te[0,7

nile {E}tE[O,T] ]

Lemma 3. (Baldi, 2017, lk 184) Olgu 0 <t < T'. Siis

t
E (/ Xsst) =0.
0

Toestus. Paneme téahele, et iga ¢« = 0,...,k — 1 korral juhuslik suurus ¢;

on Fi-mootuv ja Browni liikumise juurdekasv B, , — B, on soltumatu o-

i1
algebrast F;, (Baldi, 2017, lk 46). Seega saame, et juhuslikud suurused &; ja

B,, ,— By, onsoltumatud igai = 0,..., k—1 korral. Sarnaselt on soltumatud

41

11



ka juhuslikud suurused &, ja B, — B,, . Jarelikult saame leida, et

t k—1
E (/ Xsst) - (Z &(By,,, — By) + &(B; — Btk)> —
0 i=0

-1

e

E(&)E(B,,, — Bi) + E(&)E(B — By,) =

T
I
- O

E(&) -0+ E(&)-0=0,

(2

I
o

sest definitsiooni 6 kohaselt iga 0 < s < s’ < T korral By — B, ~ N (0,8 —s),
mis tdhendab, et E(By — B;) = 0. O

Lemma 4. (Baldi, 2017, Ik 184) Olgu 0 < ¢ < T Lihtsa juhusliku protsessi
It6 integraal (3) rahuldab vordust

(/Ot Xsst)2 =E (/Ot des) , (4)

kus integraal fot X?2ds on Lebesgue’i integraal.

E

Toestus. Tahistame D; = By, — By,,i=0,...,k—1ja D, = B, — By, . Siis

saame kirjutada, et fg X.dB, = Zf:o &D; ja
+ 2 k
(/ XSdBI> = &D}+2 ) &&DiD;
0 i=0 0<i<j<k

Niitame, et E(&¢;D;D;) = 0,i,j € NU{0},0 < i < j < k. Paneme téhele,
et iga ¢ < j korral juhuslik suurus &&;D; on F;,-mootuv ja Browni liikku-
mise juurdekasv D; soltumatu o-algebrast 7, (Baldi, 2017, Ik 46). Jarelikult
&&;D; ja D; on soltumatud. Kuna definitsiooni 6 kohaselt ED; = 0, siis

E(&&;DiD;) = E(&:&;Di)E(D;) = E(&:;Ds) - 0 = 0.

12



Paneme tihele, et sarnaselt saame, et juhuslikud suurused &2 ja D? on sol-
tumatud, sest £ on JF;,-mootuv ja D? on soltumatu o-algebrast JFy,. Lisaks

definitsiooni 6 kohaselt ED? = t; 1y —t;, kuii =0,...,k—1jaED? =t — ;.

Jarelikult
t 2 k k-1

B | ([ xam.) | = L EEED) = X BE) b - 1)+ B~ 1) =
0 i=0 i=0

k-1
=E (Z & (tix1 — i) + Exlt — tk)) :

Kuna juhuslik protsess X on konstantne poolldigul [t;,¢;11), siis saame, et
E2(tip1 —ti) = [/ X2ds. Sarnaselt saame, et &3(t — t,) = fti X2ds. Kokku-

vottes oleme néaidanud, et

t 2 k=1 ntig t t
E(/ Xsde> =E() des+/ X2ds :]E(/ des).
0 i=0 t; tr 0

]

Uldiste juhuslike protsesside Ito integraal defineeritakse lihtsa juhuslike prot-
sesside Ito integraali ldbi. Tuletame meelde, et B = {B;}icpo,r) on Browni

litkumine ja {F;}iepo,r) tema loomulik filtratsioon.

Definitsioon 9. Olgu ¢ € [0,T] ja X = {X;}co,r) juhuslik protsess, mille
korral kehtib, et

1. kujutus (¢,w) — X;(w) on korrutis-c-algebra B([0, T]) ® F-modtuv (vt
lisa 1);

2. juhuslik protsess X on kohandatud filtratsioonile {F;}scf077;
3. B (Jy Xzdt) < o,

13



Juhusliku protsessi X It6 integraaliks 16igus [0,¢] nimetatakse juhuslikku

suurusust

/XdB = lim gbnSdB (ruumis Lo (92, F, P)), (5)

n—oo

kus {¢,} on jada lihtsaid juhuslike protsesse, mis on kohandatud filtratsioo-

nile {]:s}se[o,t} ja
t
E ( / (X, — qsn,s)?ds) — 0, (6)
0

kui n — oo.

Definitsiooni 9 korrektsus on téestatud opikus (Dksendal, 2003, 1k 21 — 33).
Jargmine lemma néitab, et lihtsate juhuslike protsesside 1t6 integraali jaoks

toestatud omadused 2, 3 ja 4 kehtivad ka iildise It integraali jaoks.

Lemma 5. (Baldi, 2017, 1k 188, 192) Olgu X definitsioonis 9 kirjeldatud

omadustega juhuslik protsess. Kehtivad jargmised vaited:

1. { fot X.d Bs} on kohandatud filtratsioonile {ft}te[o,T];

te[0,7]

2. iga t € [0, 7] korral E (f[f XSst) —0;

3. iga t € [0, T] korral E {( s XSdBS>1 —E (Jy X2ds).

Lemma 5 kolmandat omadust nimetatakse ka Itd isomeetriaks. Toome néite

[t6 integraali leidmisest.

Niide 1. Olgu ¢ € [0,7]. Niitame, et [, B,dB, = 1B? — t. Defineerime
lihtsate juhuslikke protsesside jada {¢, }nen, kus

n—2

Pn,s = Z Bt Iit; 4:01)(8) + Bro L1ty 1.0 (5),

=0

14



0 =t < t1 < ... < t, =1t ja maxogkgn,l{tkﬂ — tk} — O, kui
n — oo. Siis {¢,} on rahuldab tingimust (6) (OQksendal, 2003, 1k 29). Ja-
relikult Browni litkumise It6 integraali Browni litkumise suhtes 16igus [0, ]

saame leida definitsiooni 9 pohjal jargmiselt:

n—1

/ B,dB, = lim ¢ns B, = lim ZBtk Bi,., — By,).
0

n—oo n—oo

Paneme tahele, et

n—1

. 1
nh—>nc}oZ Btk Bt’““ Btk) - 7}1_{202 9 <(B152k+1 - Bt2k) - (Btk+1 - Btk)2> -

n—1
) 1 1
= Jim (5 (Br, = Bi) = 3 2_ (B = Bu) )

Kuna definitsiooni 6 kohaselt By = 0 peaaegu kindlasti ja lemma 1 kohaselt

limy, oo D pe O(Btk+1 By, )? =t ruumis Ly(2, F, P), siis saame, et
t n—1
) 1, ., 9 1 N 1, 1
0 B.dB, = lim | (B} —BY) - 5 > By, — By )? | = 5B -5t
k=0

Seega oleme saanud, et fg BydB, = $B} — t, mis niitab, et Ito integraali

integreerimisreeglid erinevad Riemanni integraali integreerimisreeglitest.

1.3 Stohhastilised diferentsiaalvorrandid

Olgu T' > 0. Vaatleme stohhastilisi diferentsiaalvorrandeid 16igus [0, 7], mis

on kujul

¢ t
X, = Xo +/ a(s, Xs)ds + / b(s, Xs)dBs, (7)
0 0

15



kus @ : [0,T] x R — Rjab:[0,7] x R — R on mootuvad funktsioonid,
t € [0,7] ning B = {B;}scjo,r] on Browni liikumine, mille loomulik filtrat-
sioon on {F}sco,r]- Suurust X, vorrandis (7) nimetatakse algtingimuseks.
Antud t66s vaatleme ainult vorrandeid, kus Xy = 2 (29 € R). Paneme téhe-
le, et vorrandi (7) paremal poolel esimene integraal on Lebesgue’i integraal
ja teine on eelmises peatiikis sisse toodud Itd integraal. Vorrandit (7) voib

esitada ka jargmisel kujul
dXt == &(t, Xt)dt + b(t, Xt)dBt (8)

Definitsioon 10. Stohhastilise diferentsiaalvorrandi (7) lahendiks nimeta-

takse juhusliku protsessi X = {Xj}+cjo,r1, mille korral

1. X rahuldab vorrandit (7) iga t € [0, 7] korral ja algtingimust;
2. X on kohandatud filtratsioonile {F;}icpo,r):

3. B (J) 1 Pdt) < oo

Stohhastiliste diferentsiaalvorrandite tépse lahendamise kohta saab lugeda
pohjalikumalt raamatust (Oksendal, 2003). Jargmises peatiikis vaatleme stoh-

hastiliste diferentsiaalvorrandite ligikaudset lahendamist.
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2 Stohhastiline SIR-mudel ja selle ligikaudne

lahendamine

Selles peatiikis tutvustame stohhastilist SIR-mudelit ja sellega seotud stoh-
hastiliste diferentsiaalvorrandite siisteemi. Lisaks esitame numbrilise meeto-
di antud siisteemi ligikaudseks lahendamiseks ning toestame artiklile (Yang,

Yang ja Zhang, 2023) tuginedes meetodi koondumiskiiruse.

2.1 Stohhastiline SIR-mudel

Klassikaline SIR-mudel koosneb harilike diferentsiaalvorrandite siisteemist,
mis modeleerib haiguse levikut populatsioonis. Tdhistame suurusega S (ingl
susceptible individuals) haigusele vastuvotlike inimeste arvu, suurusega [
(ingl infected individuals) haigete inimeste arvu, kes nakatavad teisi inime-
si ja suurusega R (ingl removed individuals) tervenenud inimeste arvu, kes
ei saa enam haigeks jadda. Klassikalise SIR-mudeli diferentsiaalvorrandite

siisteem avaldub kujul

/

dS = (A — BSI — uS)dt,

dI = (BSI — (u+~ + a)l)dt, (9)

dR = (yI — pR)dt,

\

kus A on siindide arv, y iildine suremuskordaja, B on nakkuse leviku kordaja,
v on tervenemiskordaja ja a haigusega seotud suremuskordaja. Eeldatakse,
et koik stisteemis (9) esinevad kordajad on mittenegatiivsed. Lisaks on antud

algtingimus (S, Ip, Ro) € R® = {(z,,2) € R®: x5,z > 0}.

Vaatleme stohhastilist SIR-mudelit, kus nakkuse leviku kordaja B ei ole kons-

17



tant, vaid juhuslik protsess. Selleks eeldame, et kehtib Bdt = Bdt+odB,, kus
> 0,0 € R ja B = {Bi}epo,r on Browni liikumine. Nii saame stohhasti-
lise STR-mudeliga seotud stohhastiliste diferentsiaalvorrandite siisteem, mis

avaldub kujul

(

dS = (A — BSI — pS)dt — oSIdB,,

dI = (BSI — (u+~ + a)I)dt + 0 SIdB;, (10)

dR = (vI — pR)dt.

\

Lisaks on antud algtingimus (S, Io, Ro) € R3.. Siisteemi (10) saame lithemalt

kirjutada vektorkujul

dX = a(t, X)dt + b(t, X)dB;, (11)
kus
S A — Bziz — puz
X=|1 ) CL(t, Z) = 62122 - (,u+'7+01)22 )
R Y22 — K23
(12)
—O0Z1%2 21
b, Z)=1| oz129 |, Z=|2
0 z3

Teoreem 1. (Ji, Jiang ja Shi, 2012, Ik 761) Siusteemil (10) leidub iga alg-
tingimuse (Sy, 1y, Ro) € ]RT?’F korral tihene lahend, kusjuures siisteemi lahend

(S(t), I(t), R(t)) € R3 igat € [0,T] korral peaaegu kindlasti.

Margime, et teoreemis 1 lahendi ithesus tdhendab seda, et kui (S(¢), I(t), R(t))
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ja (S(t), I(t), R(t)) on lahendid, siis

peaaegu kindlasti (Oksendal, 2003, 1k 67).

2.2 Meetodi kirjeldus

Stohhastilise SIR mudeli (10) ligikaudseks lahendamiseks kasutame ilmuta-

mata Euleri meetodit kirbitud Browni liikumisega.

Olgu N € N. Jaotame 16igu [0,7] N vordseks osaloiguks, mille pikkus on
h = % Olgu n € {0,1,..., N}. Tahistame ¢, = hn ning suurusetga S,, I,
ja R, numbrilise meetodiga leitud ligikaudsed lahendid ajahetkel t,. Ol-
gu (So, ly, Ro) € R?i mudeli algtingimus. Siis ilmutamata Euleri meetodi
skeem kérbitud Browni liikumisega stohhastilise SIR-mudeli (10) lahenda-

miseks avaldub kujul

Sn—l—l - Sn + h(A - 6Snln+1 - MSH-&-l) - USTLITL\/EfZ?
Inii = In+ I, 1 (8BS, — (n+ 7y + @) + oS, I, VhE", (13)

RnJrl = Rn + h(7[n+1 - ,URnJrl)a

kusn=0,1,...,N —1,& ~N(0,1) ja

/

Eno  kul [§n] < Ap,
=104, kuié, > A,  An=+2[nhl.

—A;,  kui fn < —Ah,

Avaldame seostest (13) suurused Sy, Iny1 ja Ryy1. Teisest vordusest saame
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avaldada [, jargmiselt:

I = K1, (14)

kus
14 0S,Vhe"

K, = .
1— hBS, +h(p+~+«)

Seose (14) pohjal saame esimesest vordusest avaldada S, 41 jargmiselt:

hA 1 — hBK, I, — ol,v/heh g

15
1—|—h,ujL 1+ hp (15)

Sn+1 -

Lopuks seose (14) pohjal saame kolmandast vordusest avaldada R, ; jarg-

miselt:
R, + hyK, I,

Ry =
+1 1+ hps

(16)
Toestame jargmise tulemuse, mida meil 1aheb hiljem vaja.

Lemma 6. Olgu h > 0 ja & ~ N(0,1). Siis kehtib, et E(¢ — £")2 < h.

Toestus. Kasutades keskvéaértuse definitsiooni ja normaaljaotuse tihedusfunkt-

siooni, saame

—An 1 22 > 1 22
E —“:/ Ap)? —%d / — A)? ~Tdr =
(f { ) - (l’ + h) \/%6 T + " (l’ h) \/ﬂe X

e 1 22
= 2/ x— A)? e zdx.
" ( h) o

Tehes viimases integraalis muutuja vahetuse y = x — Aj,, saame, et

o 1 (y+A4p)? A7 & 1 e
E(& — h2:2/ 2 e 2 d <e22/ 2 e 2dy,
() Y y < Vs y

kus kasutasime vorratust —(y + A;)? < —y? — A7, kui y > 0. Standardse
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normaaljaotuse teine moment on 1 ehk

Jarelikult

2.3 Meetodi koondumiskiirus

Stohhastilise SIR-mudeli koondumiskiiruse uurimist raskendab asjaolu, et
stohhastilise diferentsiaalvorrandi siisteemi (11) kordajad a ja b (vt 12) ei

ole Lipschitz pidevad iga t € [0, T] korral, st et ei leidu K > 0 nii, et

la(t,z) — a(t,y)| + |b(t, ) = b(t,y)| < K|z —y|

iga z,y € R? jat € [0,T] korral. Siin |z| tdhistab Eukleidilist normi ruumis
R3. Funktsioonid @ ja b ei ole Lipschitz pidevad iile kogu ruumi R3, sest
nad sisaldavad korrutist z;zo. Antud probleemi lahendamiseks néitame, et
eksisteerib kinnine ja tokestatud hulk V' C R3 nii, et kui algtingimus kuu-
lub sellesse piirkonda, siis jadvad sinna hulka peaaegu kindlasti ka siisteemi
tapne lahend ja numbrilised lahendid. Siis saame Lipschitzi pidevuse noude
iile ruumi R? asendada funktsioonide Lipschitzi pidevusega hulgal V. Too-
me sisse vajalikud téhistused ja sonastame teoreemi, mille pohjal me hiljem
uurime numbrilise meetodi (13) koondumiskiirust. Jérgnev teoreem pohineb

raamatul (Milstein, 1995).

Olgu n € N ja V C R" tokestatud ja kinnine hulk. Olgu stohhastiliste dife-
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rentsiaalvorrandite siisteem vektorkujul
dX = a(t, X)dt + b(t, X)dBy, (17)

kusa: [0, 7] xR" - R"jab: [0,7] x R® — R" pidevad funktsioonid ja X on
n—mootmeline vektor. Eeldame, et a ja b on Lipschitzi pidevad funktsioonid

hulgas V| st leidub K > 0 nii, et iga ¢t € [0,T] ja 2,y € V korral kehtib

Téhistame suurusega X, , silisteemi (17) tépset lahendit, mille korral ajahet-
kel ¢ € [0,7] on tédpse lahendi véédrtus x € V ehk X, ,(t) = x. Eeldame ka,
et lahend X, ; kuulub peaaegu kindlasti piirkonda V' iga t € [0,T] jaz € V
korral. Téhistame suurusega X;,(t + h),0 < t < t + h < T ithesammu-
list lahendit tédpsele lahendile X, ; ajahetkel t 4+ h ehk suurusele X, (¢t + h).
Uhesammuline lihend Xm (t+ h) soltub suursutest x, ¢, h ja juurdekasvudest

{Bg— B;:t <60 <t+h}:
Xio(t+h) =2+ A(t,x,h; By — By: t <0 <t +h).

Lisaks eeldame, et iga x € V,h > 0,t € [0,T — h] ja realisatsiooni w € €
korral Xtﬁx(t + h) € V. Olgu N € N. Moodustame 16igu [0, T'] iihtlase vorgu
ty, = kh,k =0,1,...,N, kus h = % Tahistame suurusega X ligikaudset
lahendit ajahetkel ¢;, mille konstrueerime rekursiivselt ithesammuliste ldhen-

dite abil nii, et Xo = X(0) ja Xpp1 = Xy x, (tgs1), k= 0,1,... N — 1.

Teoreem 2. (vt Milstein, 1995, Theorem 1.1.) Eeldame, et stohhastilise dife-
rentsiaalvorrandite siisteemi (17) kordajad a ja b on Lipschitzi pidevad hulgas

V', stisteemi tipne lahend X, , jddb hulka V' peaaegu kindlasti iga t € [0,T] ja
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x € V korral ning ihesammuline numbriline lahend X’t,z(t + h) jaab hulka V
igax € V,h>0,t €[0,T —h],w € Q korral. Kui leidub sammu pikkusest h,
ajahetkest t ja punktist x soltumatu konstant Cy; > 0 nii, et iga 0 <t <T —h

ja x €V korral kehtivad vorratused

‘E(Xm(t Y h) — Xyt +h)

< Clhplv

. 2\ 2
<E‘Xt,x(t+h) —Xm(tm)‘ ) < b,

kus pgy > %ja P > pﬁ—%, siis eksisteerib suurustest h ja k soltumatu konstant

Cy >0 nii, et iga k=0,1,..., N korral kehtib hinnang

1
<E | Xo,x0) (k) — Xk|2) < CohP?7z,

Jarelikult teoreemi 2 abil on meil voimalik leida vea hinnang numbrilistele
lahenditele, kui uurime sammul tekkivat viga. Jargnevalt toestame, et meie
vaadeldava stohhastilise SIR-mudeli (10) jaoks leidub selline kinnine ja to-
kestatud hulk V' nii, et kui algtingimus kuulub hulka V| siis tdpne lahend
jaab hulka V' ja numbrilised meetodiga (13) leitud lahendid jéévad hulka V'

iga realisatsiooni w € {2 korral.

Lemma 7. Olgu V = {(S,I, R eERL:0<S+I+R< %}. Kui algtingi-
mus (Sy, o, Ro) € V/, siis stisteemi lahend (S(t), I(t), R(t)) € V iga t € [0,T]

korral peaaegu kindlasti.

Toestus. Olgu (S, Iy, Ro) € V algtingimus ja (S(t),1(t), R(t)),t € [0,T]
tépne lahend. Teoreemist 1 teame, et (S(t), I(t), R(t)) € R2 iga t € [0,T]
korral peaaegu kindlasti. Tahistame Q(t) = S(t)+1(t)+ R(t). Paneme téihele,

et kui me liidame stohhastilise SIR-mudeli stisteemisis (10) koik vorrandid,
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siis saame

dS+I+ R =A—u(S+I1+R)—al)dt

ehk
dQ(t) = (A — pQ(t) — oI (t))dt.

Kuna teoreemi 1 kohaselt I(t) > 0, siis

dQ(t) < (A — pQ(t))dt.

Korrutame vorratuse molemad pooled 1dbi integreerimisteguriga e/, millest

saame, et

QY (1) + peQ(t) < Ak
(e"Q(t)) < Aet.

Integreerides vorratuse molemaid pooli 16igus [0, ¢o] (to € [0,77]), saame

to to
/ (e"Q(t))dt < / Aedt,
0 0

millest \
t i
e Q(ty) — Q(0) < ﬁe" 0 — ;
ehk
Q) <+ (- e <
fu [ fu
Viimane vorratus kehtib, sest Q(0) = Sy + Iy + Ry < % Jarelikult oleme

saanud, et (S(t),1(t), R(t)) € V igat € [0,T] korral peaaegu kindlasti. ~ [J

Lemma 8. Olgu V = {(S,I,R) eRT:0<S+I+R< %}. Leidub ho > 0
nii, et iga h (0 < h < hg) ja algtingimuse (S, Iy, Ry) € V korral numbrilise
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meetodi (13) ligikaudsed lahendid jé&vad hulka V' iga realisatsiooni w € €

korral.

Toestus. Kuna 1 — hﬁ% — \0|%\/2h| Inh| — 1, kui h — 0+, siis leidub § > 0

nii, et kui 0 < h < 9, siis

1 - na oA /2R > 0. (18)
I I

Votame hy = §. Olgu sammupikkus h € (0, hg), ja (Sy, I, R,) € V. Néitame,
et ka (Spi1, Ini1, Ras1) € V, mis on leitud meetodi (13) abil. Méargime, et
(S, I, R,) € V, mis tihendab, et 0 < S, < %, 0<1I, < % ja0 < R, < %.

Toestame, et I,,7 > 0. Kuna S, < % ja iga realisatsiooni w € () korral

"] < \/2h]In B, siis
A
1+05, Vg, 2 1= o] /2R > 0
ja
A
L= hSu+h(p+7+a) 2 1= hf— >0

Mélemad vorratused jarelduvad vorratusest (18). Seega saame, et

oSn Z . .. N
K, = i > 0. Kuna K, > 0 ja L, > 0, siis Ly = K1, > 0 (vt
14).

Tahistame Q) = Sk + I + Ri. Néitame, et Qp11 < % Liidame meetodi

kirjelduses (13) koik vordused omavahel. Saame, et
Sni1+Ing1 + Ryp1 = Sp+ Iy + Ry + hA — hp(Spy1 + I + Rygr) — hady i,

millest

(1 +hp)Qni1 = Qn + hA — hadyp iy
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ehk

Qn + hA — ha]n-‘rl

@nir = 1+ hu

Viimase vorduse pohjal

A Qn+hA—hal, A

S

_ MQn + h,uA B hu&jn+1 B (1 + h‘:u)A
(1 + hp)
— :uQn - h#a]n+1 —A < ,U,% —A
(1 + hp) = (1 A+ hp)

)

kus vorratuse saamiseks kasutasime, et @), < Asal,1>0.
R +

Néitame niiiid, et S, 11 > 0. Seosest (15) saame

hA 1 — hBK, I, — oI,/ he"

n == nSn>
ot = Tt 1+ hu =
1—hB2 —|o|2\/2h]Inh
S b B5 — lol /2] ‘Sn,
~ 1+ hA 1+ hu

kus vorratuse saamiseks kasutasime, et K,I, < 2.1, < 2.5, > 0 ja
1 1

‘fﬂ < /2| In h|. Kasutades vorratust (18) ja S,, > 0, saame

hA 1—hﬁ§—|a|%\/2h\1nhls __hA

>
w1 Z T T 1+ hp 1+ hA

> 0.

Viimaseks néitame, et R, 1 > 0. Seose (16) pohjal

R+ KL,

Ry =
+1 1+ I =z

Y

sest R, > 0ja K,I, > 0.

Kokkuvotes oleme saanud, et (Spi1, Int1, Ror1) € V, mis tdhendab, et kui
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(So, Io, Ro) € V, siis numbrilise meetodiga (13) leitud lahendid jaab piirkonda

V' iga realisatsiooni w € €2 korral. O]

Lemmadega 7 ja 8 oleme toestanud, et stohhastilise SIR-mudeli (10) tépne
lahend j&&b hulka V' ja meetodiga (13) leitud numbrilised lahendid jaavad

hulka V' iga realisatsiooni w € §2 korral, kus

_— A
Vz{(S,I,R)eRi:OSSJrIvLRS;}.

Jargnevalt toestame, et stohhastilise SIR-mudeli (11) kordajad a ja b (vt 12)

on Lipschitzi pidevad hulgas V.

Lemma 9. Olgu V = {(S, ILR)ER? :0<S+I1+R< %}. Siis STR-mudeli
(11) kordajad a ja b (vt 12) rahuldavad hulgas V' Lipschitzi pidevuse tingi-
must iga ¢t € [0,7] korral, st leidub K > 0 nii, et iga t € [0,T] jax,y € V
korral kehtib

la(t, z) — al(t,y)| + [b(t, x) = b(t, y)| < K|z —y].

Toestus. Fikseerime t € [0,7]. Fikseeritud ¢ védértuse korral on moélemad
kordajad a ja b ruumis R? pidevalt diferentseeruvad. Kuna pidevalt diferent-
seeruv funktsioon kogu ruumis R?® rahuldab kinnises ja tokestatud hulgas
Lipschitzi tingimust (Duistermaat ja Kolk, 2004, 1k 58), siis a ja b on Lipsc-
hitzi pidevad hulgas V. Kuna kordajad a ja b ei soltu muutujast ¢, siis nad

on Lipschitzi pidevad hulgas V' iga t € [0, 7] korral. ]

Edasi uurime stohhastilise SIR-mudeli (10) tdpse lahendi kditumist 16igus

[a,b], kus 0 <a<b<T.
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Lemma 10. Olgu V — {(S, LR)eR? :0<S+I+R< %}. Ecldame, et
algtingimus (Sy, o, Ro) kuulub hulka V. Siis leiduvad konstandid Cy,Cs ja

Cs, nii, et

E[S(b) — S(a)* < C1(b—a),
E[1(b) — I(a)]* < Co(b - a),
E|R(b) — R(a)]* < C3(b - a),

iga 0 <a<b<T korral.

Téestus. Stohhastilise SIR-mudeli stisteemist (10) saame (vt 7)

b b
S(b) =S(a) —I—/ (A= pBS(r)I(7) — pS(1))dr —/ oS(r)I(7)dB,, (19)

1) =1@)+[ (BS()1(7) = (u-+ 7+ )i+ oS, (20
RO) =R(@)+[ (1)~ uk(r))dr. @

Vordusest (19) ja seost (dy + d)? < 2d3 + 2d3 saame

b 2
EIS() - S <28 ( [ (4~ 5S(r)1(r) - () ) +

+ 2K ( / b US(T)I(T)dBT) 2 .

Kasutades viimase vorratuse paremal poolel Jenseni vorratust (vt lisa 1),

lemmat 5, saame

E[S(D) — S(a)|* < 2E ((b —a) /ab(/\ — BS(T)I(7) - ,US(T))sz) +
+2E (/ab(O'S(T)I(T))2dT) )
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Kuna lemma 7 kohaselt siisteemi (10) tépne lahend j&&b hulka V' peaaegu

kindlasti, siis
b A2 A 2
BIS(t) - Sta)f < 27E | | (A+ﬁ§ *’“‘Z) ar | +

4+ 9E (/b (02—§>sz> — Ci(b—a),

kus C7 = (2T(2A + 62—3)2 + 20%‘—2). Vordusest (20) ja seost (dy + dy)* <

2d? + 2d% saame

E|I(b) — I(a)]* < 2E </ (BS(M)I(T) — (n+~v+ a)I(T))dT) +

e ( / b aS(T)I(T)dBT)2 |

Kasutades viimase vOrratuse paremal poolel Jenseni vorratust (vt lisa 1),

lemmat 5, saame

E|I(b) - I(a)]” < 2E ((b —a) [ BSWI0) ~ et + a>f<f>>2df) T

+9E ( / b(US(T)I(T)VdT) .

Kuna lemma 7 kohaselt siisteemi (10) tédpne lahend j&&b hulka V' peaaegu

kindlasti, siis
b A2 A 2
B|1(0) - 1) <27 ( [ (BF+(M+7+04);) i)+

+9E (/b (aﬁ—j)QdT) — Co(b—a),

kus Cy = 2T(62—; +(p+v+ a)%)2 + 2022—:. Viimaseks kasutades Jenseni
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vorratust (vt lisa 1) ja lemmat 7, saame

E|R() - R(a) <E ((b ~0) [ i) - uR<T>>2dT) <

b A AN
<18 [ (v—ﬂt—) dr = Cy(b — a),
o \'n T

kus C3 = T(v% + A)2. O

Teoreem 3. Olgu V = {(S, I,R) € ]RTi 0<S+I+R<L %} Eeldame, et
ststeemi (10) algtingimus (So, Io, Ro) kuulub hulka V. Leidub konstant hy > 0

nii, et kui numbrilises meetodis (13) wvalida osalotkude arvu N € N selline,

et h=1L € (0, ho), siis

=

(E|X(tx) — X&*)> < Chz, k=0,1,...,N, (22)
kus C > 0 ei soltu suurusest N, X on sisteemi (10) tapne lahend algtingi-
muse (So, Iy, Ro) korral, suurused Xy, on leitud numbrilise meetodiga (13) ja

t = kh.

Toestus. Koondumiskiiruse niitamiseks kasutame teoreemi 2. Valime hg > 0
nii, et

A A
L-hs - \0];\/2h]1nh| >0,

kui 0 < h < hg (vt lemmat 8). Olgu numbrilise meetodi (13) osaldikude
arv N € N selline, et sammupikkus h = L € (0, hy). Lemmas 8 tdestasi-
me, et sellise ssammupikkuse korral numbrilise meetodi (13) lahendid jadavad
kinnisesse tokestatud piirkonda V' iga realisatsiooni w € €2 korral. Lemmas
7 toestasime, et siisteemi (10) tdpne lahend j&ab hulka V' peaaegu kindlasti.
Lemmas 9 niitasime, et siisteemi (10) kordajad a ja b (vt 12) rahuldavad

Lipschitzi tingimust hulgas V. Jarelikult peame néitama veel, et kehtivad
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veahinnangud

M\C«J

B(Xoalt +h) = Kt + )| < Cn2, (23)
%

( ’Xm t+h) — Xyl

) < Cyh (24)

igaxeVijatel0,T— h]korral. Tahistame z = (S(t), I(t), R(t)) ja

Stsw)(t+ h) St st +h)
Xia(t+h) = | Lit+h) |, Xalt+h) = LiyE+n) |,
Rt,R(t) (t + h) Rt,R(t) (t + h)

kus S’us(t) (t+h), INM(t) (t+h) ja RLR(,:) (t+ h) on leitud numbrilise meetodiga
(13), kui S, = S(¢), I, = I(t) ja R, = R(¢).

Kuna vektori (xy, 9, r3) Eukleidilist normi ruumis R? saab hinnata jirgmi-

(@1, 22, 23)| = \/23 + 23 + 23 < V3(|z1| + |22 + |as)),

siis vorratuse (23) néitamiseks piisab toestada, et

selt:

E(Sus(t+ 1) = Sus(t+ )| = o), (25)
Bl ¢+ ) = Tt + )| = (1), (26)
BBy ¢+ h) = Rero (t+ )| = O(h), 27)

kus f(h) = O(h®) tahendab, et leidub M > 0 nii, et kui 0 < h < hy, siis
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f(h) < Mh®. Analoogiliselt piisab vorratuse (24) kehtimiseks toestada, et

(e
(&
(e

Kirjapildi lihtsustamiseks jatame kirjutamata alaindeksid edaspidi, néiteks

N 9\ 3
Syt +h) — Spsw(t+h) > = O(h), (28)

5 2\ 3
Lty (t+ h) — L1y (t + D) ) = O(h), (29)

Ro oyt + 1) — Rugen (£ + ) 2) " om). (30)

suurust Sy s (t + h) tédhistame S(t + h). Téhistame sammul tekivaid vigu

G(St,S(t)) =S({t+h)—S(t+h),

6([757[(75)) = ](t —f- h) — j(t —f- h),

e(Rerw) = R(t +h) — R(t + h).

Néitame, et (26) ja (29) kehtivad. Stohhastilise SIR-mudeli (10) ja meetodi
(13) pohjal ndeme, et

I(t+h) =1(t) +/tt+h [BS(T)I(7)— (u+7+a)1(7)}dr+/tt+h oS(1)I(7)dB;
ja

I(t+h) = I(t)+ hI(t+h)[BS(t) — (u+~+ )] + oS I(t)Vhe".
Jarelikult

t+h t+h
(L) = / (BS()I(r) — (1 + v + a)I(r))dr + / oS () 1(r)dB, -

— (RII(E+ R) = e(T@)IBSE) = (u+ 7+ a)] + aSOI(H)VAE")
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ehk

1
1—hpS({t)+hp+v+a

t+h
+ BI(t + h)[S(r) — S(t)])dr + /t 0S(T)I(7) — o S()I(t)|dB,+

) ( [ (850) — e+ o) - 1+ i+

e(Iyrey) =

+aSHIEVR(E — &M,

sest fttJrh oStI(t)dB, = oSt)I(t)(Byn — By) = 0S(t)I(t)vVhé. Paneme
tahele, et S(t) on fikseeritud ja kehtib hinnang

1 1

< = K.
1= hBS(t) +h(p+v+a) = 1—hB% +h(u+v+a)

Kuna normaaljaotuse ja kirbitud normaaljaotuse keskvéaartus on 0 ja lemma

5 kohaselt It6 integraali keskvéartus on 0, siis
t+h
[E(e(Lii))| < KE / (18S(r) = (p+~+a)| - |[I(r) = I(t + h)|+
t
+ |BIt+h)|-|S(T) — S(t)\)dr).
Kasutades lemmat 7 ja Tonelli teoreemi (vt lisa 1), saame
[E(e(Li))| < K / ((5 n u+7+a)> E|I(7) = (tu) |+
A
+ ﬁ;]E|S(7') - S(t)|> dr.

Kuna 7 € [t,t + h], siis lemma 10 ja Ljapunovi vorratuse (vt lisa 1) kohaselt

E|I(r) — It + )| < VEIT(r) — I+ WP < v/Calt + h—7) < /Cah
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ja

E|S(7) — S(t)| < VE|S(T) = S < /Colr — 1) < \/C1h2.

Jarelikult oleme saanud, et

3
2

/tﬁ ( (ﬁ% + (et + a)> JE!I(T)—I(tn+1)\+B%E\S(7)—S(tn)\> dr = O(h3),

millest |E(e([t71(t)))‘ — O(h?). Niiiid hindame suurust (Ele(Z1.11))]*)?. Kuna
(dv + doy + d3) < 3d? + 3d3 + 3d3, siis

Ele(L1)]* < K*

t+h
3E</t ([8S(r) = (u+~ + )L (7) = I(t + h)] + BI(t + h):

- [S(r) — S(t)])d7'> + 3E</t : (eS(T)I(r) — US(t)I(t))dBT> +
+3E <O—S(t)1(t)\/ﬁ(5 - gh))2] .

Hindame igat viimase vorratuse paremal pool oleva summa liidetavat eraldi.
Esimese liidetava korral, kasutades lemmat 7, saame, et S(7), (1), R(T) on

tokestatud kui 7 € [t, ¢ + h]. Jarelikult

E(/tt+ ([55(7)—(M+7+a)][1(7)—1(t+h)]+5[(t+h)[5(7)_5(t)])d7> <

2

t+h 5
< ]E(/ Cdr) = C?h2 = O(h?),
t

kus C' > 0 on konstant. Teise liidetava korral, kasutades lemmat 5, kus on
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antud [to6 isomeetria omadus, saame

E < /t (US(T)I(T)—aS(t)I(t))dBT> _E /t (0S(r)I(r)-oS(H)I(1))*dr
Viimase vorduse paremal pool oleva integraalialust funktsiooni saame hinna-
ta jargmiselt:
(eS(M)I(7) = aSHI(1)" = (aS(r)(I(r) = I(t)) + oL (£)(S(7) = S(¢)))” <
< 2025 (T)(I(7T) — I(t))* + 202 I%(t)(S(T) — S(1))>.

Jarelikult kasutades Tonelli teoreemi (vt lisa 1) ja lemmat 7, saame

2

E( /t (eS()I(7) = oS(H)] (t))d&) <
2A_2 t+h N ) N -
<20 [ B - 1)) + BUS(r) - (0
Kuna 7 € [t,t + h], siis lemma 10 kohaselt
E(I(7) = I(t))* < Cy(T —t) < Coh,  E(S(7) = S(1))* < Cy(r —t) < Chh.
Jarelikult
2A2 t+h

2005 [E(I(r) — I(t))* + E(S(7) — 5(£))?]dr = O(h?),

mis annab meile, et ka

]E(/tJr (oS(m)I(7) —US(t)I(t))dBT> = O(h?).
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Kolmanda liidetava puhul kasutades lemmat 6 ja lemmat 7, saame hinnata,

et

E(oSOINVAE - ) < azghm _eh < azﬁ—jm — o).

1
Jarelikult E|e(L, ;)|* = O(h?) ehk ka (E\e(lt,l(t))f) P Z0(h).

Niiiid nditame analoogselt, et (25) ja (28) kehtivad. Stohhastilise SIR-mudeli

(10) ja meetodi (13) pohjal niieme, et
S(t+h) = S(t) + /t T IAZ BS(I(r) - pS()]dr — /t " S(n)1(r)aB.
ia
S(t+h) = S(t) +h[A— BSE)I(t +h) — pS(t+h)] — aSE)I(t)Vhe".
Jarelikult

e(Susin) = /1t [ BS()I(r) — uS(r)]dr - /t oS(1)I(r)dB,—
— (R[= BSOT(t+h) = u(S(t+h) = e(Sys))] — oSOIHVRE")

ehk

1
1+ hp

e(Stsw) (/tH [ﬁS(t)f(t + h) = BS(T)I(7) + pS(t + h) — pS(7)|dr+

- /tt+ [0S()I(t) — oS(r)I(7)]dB, + oS(H)I(t)Vh(E" — 5)) ,

t

sest [T oS(t)[(t)dB, = o S(t)I(t)(Biyn — Bi) = 0S(t)I(t)v/hé. Tihistame

= ﬁ Kuna normaaljaotuse ja kirbitud normaaljaotuse keskviartus on
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0 ja lemma 5 kohaselt Itd integraali keskvaartus on 0, siis
t+h ~
[E(e(Sts))| < KE / [5]5@)”1@ +h) = I(t+h)| + B|S@)||[I(t+ k) — I(7)|+
t
+ BI(7)||S(t) = S(7)| + p| ST+ h) — S(T)|:|CZT>.
Kasutades lemmat 7 ja Tonelli teoreemi (vt lisa 1), saame

|E(e(St,s0)) <K/ E|It+h I(t+h)|+E[I(t+h)—I(r)|[+

+E|S(t) - S(T)\) + HE[S(t+ h) — S(T)de.

Kasutades eelnevalt ndidatud hinnangut (29) ehk (E|e([t, I(t))‘z) = O(h) ja

Ljapunovi vorratust (vt lisa 1), saame

[

E|T(t+h) = 1(t+ )| < (Ble(Liw)[F)" = O(n).

Kuna 7 € [t,t + h], siis lemma 10 ja Ljapunovi vorratuse (vt lisa 1) kohaselt

]E}I(t+h ) — I(7) <\/E\It+h )= I(7)|* < V/Co(t + h— 1) < \/Cah3,
E|S(t) — \/Eys 2 < /Ci(r —1) < /Cih2,
E\S(Hh)—sm < \/E\s<t+h>—5( )P < Vit +h—7) < VOihd,

Jarelikult on (31) korral integraalialune funktsioon klassist O(h2), mis an-
nab meile, et |E(e(S;,s)))| = ). Niitid hindame suurust (E|e (St7s(t))|2)%.

Kuna
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(dy + dg + d3)* < 3d? + 3d3 + 3d3, siis

EI@(S@S(Q)P S K2

t+h 5
3E (/t [BS@)I(t+ h) — BS(T)I(T) + pS(t + h)—

_ MS(T)}dT) + 3E</tt+ (oS(r)I(7) — US(t)I(t))dBT> +

2
+3E <oS(t)I(t)\/ﬁ(5 - 5h)) ] .
Hinnangu (E\e([t71(t))]2)% juures naitasime ara, et

E(/t (oS(m)I(r) — aS(t)I(t))dBT> = O(h?),
B (rSI(0VA(E — €M) = o)

Kasutades lemmat 7 ja lemmat 8, saame, et liidetava

]E(/;Jr [BS(#)I(t+h) — BS(T)I(7) + pS(t + h) — /LS(T)]dT)

korral integraali alune funktsioon on tokestatud, mis tdhendab, et ka see lii-

detav kuulub klassi O(h?). Jérelikult oleme saanud, et Ele(S; s¢))[* = O(h?)
1

ehk (E\e(St,S(t))P)Q = O(h).

Niitid nditame analoogselt, et (27) ja (30) kehtivad. Stohhastilise SIR-mudeli

(10) ja meetodi (13) pohjal ndeme, et

R(t+h) = R(t) + /tt+ [7](7’) — pR(7)]dr

ja

R(t+h) = R(t) + h[yI(t + h) — uR(t + h)].
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Jarelikult

e(Rirw)) = /t ' [7[(7) —puR(T)|dT —h [fyf(t +h)—u(R(t+h)— e(Rt,R(t)))]

ehk
1 t+h _
c(Roro) = 157 / (VI(7) = 7I(t + h) + uR(t + b) — pR(r)] dr
t
Tahistame K = . Paneme téahele, et

[E(e(Rone)| < KE / T I — 1G4 B AT+ B — T+ B

+ p|R(t + h) — R(7)|]dr
Kasutades Tonelli teoreemi (vt lisa 1), saame

E(e(Rer)) <K/ [VE|L(r) = I(t + )| +AE[L(t +h) = I(t + )|+

+ pE|R(t + h) — R(7)|]dr.
(32)
Kasutades eelnevalt naidatud hinnangut (29) ehk (E|e([t,1(t))’2) - O(h) ja

Ljapunovi vorratust (vt lisa 1), saame

1

E[T(t+h) — 1(t+1)] < (Ble(L0)[*)" = On).

Kuna 7 € [t,t + h], siis lemma 10 ja Ljapunovi vorratuse (vt lisa 1) kohaselt

E|I(r) — [(t+h)| < VE[I() = I(t+ h)[* < VGt + h—7) < V/Cah?,
E|R(t + h) — R(7)| < \JE|R(t+h) — R()|” < /Calt + h—7) < /Tsh.
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Jéarelikult on (32) integraalialune funktsioon klassist O(h%), mis annab meile,
1

et |E(e(Re,rw))| = O(h?). Niiiid hindame suurust (Ele(Ryr)|?) ?. Paneme

tahele, et

t+h 3 2
Ele(Rire)> < K°E (/t [(VI(T) —~vI(t+h)+ pR(t+ h) — /LR(T)]CZT) :

Lemmat 7 ja lemmat 8 kasutades saame, et viimase integraalialune funktsioon

on tokestatud. Jarelikult E|e(R; ry)|* = O(h?) ehk (E|e(Rth(t))|2)% = O(h).

Kokkuvottes, kuna oleme teoreemi 2 koik eeldused toestanud, siis oleme saa-
nud, et kui numbrilise meetodi (13) osaldikude arvu N € N on piisavalt suur,

et sammupikkus h = % € (0, hy), siis

N

(E|X(ty) — X&*)? < Chz, k=0,1,...,N, (33)

kus C' > 0 el soltu N valikust. O]
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3 Numbrilised naited

Selles peatiikis vaatleme stohhastilise SIR-mudeli ligikaudset lahendamist
numbrilise meetodiga (13). Koigi jirgnevate numbriliste tulemuste saamiseks
on kasutatud autori poolt Pythoni keskkonnas kirjutatud programmi, mis on

esitatud lisas 2.

Jaotame 16igu [0,1] N € N vordseks osaloiguks. Téhistame ¢, = kh,
k € {0,1,...,N},h = . Stohhastilise SIR-mudeli (10) ligikaudsel lahen-
damisel 16igus [0, 1] tdhistame realisatsiooni w korral ajahetkel ¢, numbrilise

meetodiga (13) leitud véértusi vastavalt

SN(tk,W),
IN(tka (.U),
RN(tkaw)a

XN(tk, w) = (SN(tk, w), IN(tk7 w), RN(tk, w))

Kasutame osaloikude arve N = 2", n = 4,5,6,7,8. Vigade arvutamisel vo-
tame tépse lahendi rolli numbrilise meetodiga leitud lahendi, kus osaloikude
arv Ny = 100 - 28.

Olgu N =2" n € {4,5,6,7,8} osaloikude arv ja ¢, = kh,k € {0,1,... N},
h = % Numbrilise meetodiga tehtud vea leidmiseks genereerime M = 4000

realisatsiooni w;,7 = 1,...,4000. Leiame vead ¢y ¢ momentide meetodil jarg-

miselt:

[N

M
1 2
ENg = max (M Z | S (ke wi) — S (th, wi) | )

i=1
Samamoodi defineerime ka vead ey r,en g ja en x, kus ey x korral kasutame
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absoluutvaartuse asemel Fukleidilist normi. Lisaks leiame suhted

EN EN EN EN
NS N N R N X
_ 2 _ 2 _ 20 _ 2
@N,S = @N,I = ) @N,R = ) @N,X = .
EN,S EN,I EN,R ENX

Vaatleme konstrueeritud numbrilise meetodi rakendamist kahel erineval ju-
hul. Esimese néite puhul olgu siisteemis (10) algtingimus (So, Iy, Ry) = (0, 7;0,2;0)
ja parameetrid A = 0,5, 8 =0,5,u=0,5,v=0,2,a =0,2,0 = 0,5. Mér-
gime, et selliste parameetrite korral meie poolt kasutatavad osaloikude arvud

on piisavalt suured teoreemi 3 rakendamiseks. Esitame tulemused tabelis 1.

N EN,S On,s EN,I On,1 EN,R OnN,R EN,X OnN,x
16 | 4,0-1073 3,5-1073 7,0-1074 5,4-1073

32 12,7-107% 1,50 | 2,3-107% 1,53 | 4,0-107* 1,78 |3,6-1073 1,51
64 | 1,8-1073 1,48 | 1,6-107% 1,48 | 2,3-107* 1,73 |2,4-107% 1,49
128 | 1,2-10™% 1,48 | 1,0-1073 1,49 | 1,4-10~* 1,64 | 1,6-1073 1,48
256 | 8,4-107* 1,47 | 7,1-107* 1,47 | 8,7-107° 1,61 |[1,1-1073 1,47

Tabel 1: Esimese numbrilise néite tulemused.

Teise néite puhul olgu siisteemis (10) algtingimus (S, o, Ry) = (0, 3;0,5;0,1)
ja parameetrid A = 0,5, =1,u=0,5,7= 0,15, = 0,15,0 = 0, 15. Mér-
gime, et selliste parameetrite korral meie poolt kasutatavad osaloikude arvud

on piisavalt suured teoreemi 3 rakendamiseks. Esitame tulemused tabelis 2.

N EN,S On,s EN,I OnN,1 EN,R OnN,R EN,X OnN,x
16 | 1,4-1073 1,1-1073 6,4-107% 1,9-1073

32 18,2-100* 1,74 | 6,7-107* 1,69 | 3,3-107* 1,97 | 1,1-1073 1,74
64 | 5,2-107%* 1,58 | 4,4-107* 1,53 | 1,7-107* 1,97 | 7,0-10~* 1,59
128 | 3,3-107* 1,58 | 2,8-107* 1,57 | 8,4-107° 1,97 | 4,4-107* 1,60
256 | 2,0-107* 1,62 | 1,7-107* 1,60 | 4,3-107° 1,97 [ 2,7-107% 1,62

Tabel 2: Teise numbrilise néite tulemused.

Teoreemis 3 toestasime, et suhted © y x peaksid olema 2% ~ 1,41. Me naeme,

et saadud numbrilised tulemused on kooskolas teoreetilise hinnanguga.
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Lisa 1. Mooduteooria ja vorratused

Lisas on toodud mooduteooria moisted ja vorratused, mida kasutatakse t66
kdigus. Definitsioonide ja tulemuste sonastused on voetud Mart Poldvere
Moot ja Lebesgue’i integraali loengukonspektist ja Jiiri Lemberi Toendosus-

teooria II loengukonspektist.

Definitsioon 11. Olgu (X, 7) topoloogiline ruum. Ruumi X Boreli o-algebraks
nimetatakse vihimat o-algebrat, mis sisaldab X lahtiste hulkade kogumist

7. Boreli o-algebrat tahistatakse B(X).

Definitsioon 12. Olgu X ja Y hulgad ja F ja G o-algebrad nendel hul-
kadel vastavalt. Ruumil X x Y korrutis-o-algebrat nimetatakse vahimaks
o-algebraks hulgal X x Y, mis sisaldab koiki hulki F' x G, kus F' € F ja
G € G. Korrutis-o-algebrat tahistatakse F ® G.

Lemma 11. (Tonelli teoreem) Olgu (X, F,u) ja (Y,G,v) o-16plikud moo-
duga ruumid ning olgu f € LT(X XY, F @G, uxv),st f: X xY — [0, 0]
on F ® G-mootuv. Siis

/){(/fodu) du(;,;):/y</xfydu> i)

Lemma 12. (Jenseni vorratus) Olgu ¢ kumer funktsioon ja f ning ¢ o f

16igus [a, b] Lebesgue’i motte integreeruvad. Siis

o (5 [ 1) < 72 [ oo niwras

Lemma 13. (Ljapunovi vorratus) Kui 0 < p < r ja juhuslikku suuruse X,

mille korral E|X|" < oo, siis

(E|X[7)7 < (B|X[")7.
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Lisa 2. Pythoni programm

Lisas on toodud peatiikkis (3) kasutatud Pythoni programm.

import numpy as np

#Parameetrid

Lambda = 0.5

beta = 0.5
mu = 0.5
gamma = 0.2

alpha = 0.2

sigma = 0.5
S0 = 0.7

I0 = 0.2

RO = 0.0

T =1

#Sammu pikkused ja realisatsioonide arv

h_sammud = [2%*x(-3), 2**x(-4), 2**x(-5), 2*x*x(-6), 2**x(-7) ,2%x(-8), 2**x(-8)
*0.01]

M = 4000

#Numbrilise meetodi rakendamis meetod tihe realisatsiooni ja algtingimuste

jaoks
#5850 - algne tervete arv
#I0 - algne nakatunute arv
#h - sammupikkus

#T - ajavahemik

#N - sammude arv, peab kontrollima, et need oleksid kooskdlas
#normaalJaotus - list N normaaljaotuse N(0,1) vddrtusega

def numbrilinelLahendaja(S0,I0O,RO,h,T,N,normaalJaotus):

x = np.linspace(0,T,N+1)

#Normaaljaotuse ldikamine wvastvalt h wvadrtusele
A_h = np.sqrt(2 * np.abs(np.log(h)))

l6igatudNormaalJaotus = np.clip(normaalJaotus, -A_h, A_h)

I = np.zeros (N+1)
S = np.zeros(N+1)
R = np.zeros(N+1)
I[0] = IO
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s[o]
R [0]

S0

RO

#Iteratsioonide tegemine
for i in range(1,N+1):
K = (1 + sigma * S[i-1] * np.sqrt(h) #* 1ldigatudNormaalJaotus[i-1]) /
(1 - h * beta * S[i-1] + h * (mu + gamma + alpha))
I[i]l = K * I[i-1]
S[i] = h * Lambda / (1 + h * mu) + (1 - h * beta * K *x I[i-1] -
sigma * I[i-1] * np.sqrt(h) * ldigatudNormaalJaotus[i-1]) / (1 +
h * mu) * S[i-1]
R[i] = (R[i-1] + h * gamma * K * I[i-1])/(1 + h * mu)

return x, S, I, R

#Numbrilise meetodi rTakendamine erinevate sammude korral, aga sama

realisatsiooni korral

#50 - algne tervete arv
#I0 - algne nakatunute arv
#R0 - algne paranenute arv

#T - ajavahemik

#h_sammud - list sammupikkustest, mis on muidu kaks korda vdiksemad jdrjest,
et leida ndidata koondumis kiirust,

# aga viimane on rohkem kordi vdiksem, sest see on meie "tdpse"
lahendi asendus

def erinevateSammudeKorral (SO,IO0O,R0,T,h_sammud):
#Realisatsiooni gemereerimine

normaalJaotus = np.random.normal(0,1,int(T/h_sammud[-1]))

Tulemused_x = []
Tulemused_S = []
Tulemused_I = []
Tulemused_R = []

#Numbrilise lahendi rakendamine erinevate sammude korral sama
realisatsiooniga
for h in h_sammud:
#Normaaljaotuse juurdekasvud h sammu korral
n =h / h_sammud[-1]
normaalJaotusH = []

for i in range(int(T/h)):
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#h sammul on n h_sammud[-1] sammu, seega peame n juurdekasvu
liitma, et

#saada h juurdekasv samal realisatsioonil ja skaleerima, et see
oleks N(0,1), kuna

#meetodis endas toimub uuesti skaleerimine tagasi

normaalJaotusH.append (sum(normaalJaotus [int (i*n) :int ((i+1)*n)]1)/

np.sqrt(n))

x, S, I, R = numbrilineLahendaja(S0,I0,RO,h,T,int(T/h),
normaalJaotusH)
Tulemused_x.append(x)
Tulemused_S.append(S)
Tulemused_I.append(I)
Tulemused_R.append(R)
#Tulemused on listid, kus iga element on list, mis sisaldadb wvastavalt =,
S, I ja R vddrtusi erinevate sammude korral

return Tulemused_x, Tulemused_S, Tulemused_I, Tulemused_R

#Vea hinnangu keskvddrtuse leidmine, luues N realisatsioont
#50 - terved alghetkel
#I0 - haiged alghetkel
#R0 - paranenud alghetkel
#I - ajapiir
#h_sammud - sammude loend, kus viimane on "tdpset" lahendit asendav
#M - genereeritud realisatsioonide arv
def veaHinnang(S0,I0,R0,T,h_sammud,M):
#List listidest, kus iga elemendi listi leiame iga sdlmpunktis
ruutkeskmise wvea,
#millest pdrast leiame maksimaalse vea
Viga_s = []
Viga_I = []
Viga_R = []
for i in range(len(h_sammud) -1):
Viga_S.append(np.zeros (int (T/h_sammud[i])+1))
Viga_I.append(np.zeros (int (T/h_sammud[i])+1))
Viga_R.append(np.zeros (int (T/h_sammud[i]) +1))

for realisatsioon in range(M):
np.random.seed(realisatsioon)
if realisatsioon % 100 == 0:

print (f"Realisatsioon: {realisatsioon}")
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_, Tulemused_S, Tulemused_I, Tulemused_R = erinevateSammudeKorral (SO
,IO,RO,T,h_sammud)
for i in range(len(h_sammud) -1):
for j in range(int(T/h_sammud[i])+1):
Viga_S[i][j] += (Tulemused_S[i]J[j] - Tulemused_S[-1][int(
round (j*(h_sammud [i]/h_sammud [-1])))]) **2
Viga_I[il1[j] += (Tulemused_I[il[j] - Tulemused_I[-1][int(
round (j*(h_sammud [i]/h_sammud [-11))) 1) **2
Viga_R[i]1[j] += (Tulemused_R[il[j] - Tulemused_R[-1][int(
round (j*(h_sammud [i]/h_sammud [-1])))]) **2

#Ruutkeskmise vea leidmine igas solmpunktis
for i in range(len(h_sammud) -1):
for j in range(int(T/h_sammud[il])+1):
Viga_S[il[j] = Viga_S[il[jl/M
Viga_I[i]1[j] = Viga_I[il[j1/M
Viga_R[il[j] = Viga_R[il[j1/M

#Maksimaalse vea leidmine sélmpunktides

MaksimaalneViga_S = []

MaksimaalneViga_I = []

MaksimaalneViga_R = []

MaksimaalneViga_X = []

for i in range(len(h_sammud) -1):
MaksimaalneViga_S.append(np.sqrt(np.max(Viga_S[i])))
MaksimaalneViga_I.append(np.sqrt(np.max(Viga_I[i])))
MaksimaalneViga_R.append(np.sqrt(np.max(Viga_R[i])))
MaksimaalneViga_X.append(np.sqrt(np.max(Viga_S[i] + Viga_I[i] +

Viga_R[il)))
return MaksimaalneViga_S, MaksimaalneViga_I, MaksimaalneViga_R,

MaksimaalneViga_X

MaksimaalneViga_S, MaksimaalneViga_I, MaksimaalneViga_R,

MaksimaalneViga_X = veaHinnang(S0,I0,R0,T,h_sammud,M)

print (£"0Osaldike: N={int (T/h_sammud [0])}"),

print (f"Maksimaalneyviga,S: {MaksimaalneViga_S[0]}")
print (f"Maksimaalneyviga,I: {MaksimaalneViga_I[0]}")
print (f"Maksimaalneyviga R: {MaksimaalneViga_R[0]}")
print (f"Maksimaalneviga X:,{MaksimaalneViga_X[0]}")

print ()
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for i in range(1,len(h_sammud) -1):
print (£"0saldike: N={int (T/h_sammud[i])}"),
print (f"Maksimaalneviga,S: {MaksimaalneViga_S[i]}")
print (f"MaksimaalnevigayIl: {MaksimaalneViga_I[i]}")
print (f"Maksimaalne_vigayR: {MaksimaalneViga_R[i]}")
print (f"Maksimaalne_viga X: ,{MaksimaalneViga_X[il}")
print (f"Koondumiskiirus,S: {MaksimaalneViga_S[i-1]/MaksimaalneViga_S
[i1x")
print (f"Koondumiskiirus_ I: {MaksimaalneViga_I[i-1]/MaksimaalneViga_I
[i1}™)
print (f"Koondumiskiirus R:, ,{MaksimaalneViga_R[i-1]/MaksimaalneViga_R
(i1}
print (f"Koondumiskiirus_ X:,{MaksimaalneViga_X[i-1]/MaksimaalneViga_X
[i1x")
print ()
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