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Sissejuhatus

Kéesoleva t06 eesmérgiks on uurida elastset Sarniirse kinnitusega varrast
olukorras, kus sellele mojub teljesuunaline koormus. Kui sirge varras on suru-
tud, voib ta iile minna uude kéverdunud tasakaalukujusse, kui temale mojuv

survejoud iiletab teatud suuruse, mida nimetatakse kriitiliseks.

Elastsed vardad ja talad leiavad kasutamist paljudes konstruktsioonides, seal-

hulgas ehitusmehaanikas uuritavates konstruktsioonides.

Elastsete varraste, plaatide ja koorikute stabiilsuse kaole on kirjanduses iisna
palju téhelepanu posratud. Ulevaatlikud monograafiad on avaldanud Volmir
[10], Timosenko [9], Iyengar [3] jt. Pragudega norgestatud talade stabiilsust
on uurinud Li [5], Liang [6], Okamura [7], Rizos [8], Paipetis [1] jt.

To66 koosneb viiest peatiikist, millest esimesed kolm on referatiivsed. Neis
kasutatakse raamatutes [2], [9] ja [10] saadud tulemusi. Neljandas ja viienads
peatiikis esitatakse iseseisva t06 tulemusi. Neljanda peatiiki esimeses punktis

on kiill toetutud raamatus [2] saadule.

Esimeses peatiikis antakse varda stabiilsuse moiste. Samuti selgitatakse Fu-
leri kriitilise koormuse olemust ning tuuakse vélja moned ajaloolised aspektid

surutud konstruktsiooni elemendi stabiilsuse kohta.

Teises peatiikis selgitatakse kriitilise koormuse médramise meetodeid ning

tapsemalt vaadeldakse staatikalise meetodi alaliike.

Kolmandas peatiikis néaidatakse, kuidas rakendada elastse konstrukt-
siooni tasakaalu diferentsiaalvorrandi otsese integreerimise meetodit. Tule-
tatakse tasakaaluolukorda kirjeldav diferentsiaalvorrand ning leitakse selle

iildlahend, mis edasistes peatiikkides kasutust leiab.

Neljandas peatiikis vaadeldakse elastseid vardaid, mis on koormatud tsent-
riliselt. Enam pakub siin huvi astmega varras, millel on astme asukohal pragu.
Eelnevalt on vordluseks vilja toodud ka ilma praota ning praoga konstantse

ristldikega varda ning astmega varda kdverdunud kuju kirjeldavad vorrandid.



Samuti on nende varraste puhul uuritud kriitilist koormust.

Viiendas peatiikis on vaatluse alla voetud vardad, millele mojuv koormus
on ekstsentriline. Sarnaselt neljanda peatiikiga vaadeldakse nelja erinevat
koormuse all olevat varrast, leides igaiithe puhul survejou mojul tekkinud

koverdunud kuju vorrandi ning kriitilise koormuse.



1 Varda stabiilsuse moiste

Varda kandevoime méadramise iiks osa on varda tasakaaluolukorra stabiilsuse
hindamine. Kui surutud vardale méjuv survejoud iiletab kriitilise suuruse,
voib ta iile minna kéverdunud tasakaalukujusse. Kirjeldatud tasakaaluolu-
korra muutumist nimetatakse stabiilsuse kaotuseks ehk varraste puhul notke-

deformatsiooniks.

Keha tasakaaluolukorra voib jagada stabiilseks, labiilseks voi indiferentseks
tasakaaluolukorraks. Stabiilse tasakaaluolukorra puhul kérvalise moju lakka-
misel keha endine olukord taastub. Labiilne on tasakaaluolukord siis, kui
tasakaaluolukorrast vilja viidud keha korvalise moju lakkamisel algsesse olu-
korda tagasi ei pdordu, hoopis eemaldub sellest véi ldheb iile uude tasakaalu-
olukorda. Indiferentse tasakaaluolukorra puhul héiriva moju lakkamisel jaab

keha asendisse, millesse korvaline moju ta viis.

Elastse konstruktsiooni tasakaaluolukord soltub temale rakendatud koor-
muse iseloomust ja suurusest. Kui koormuse suurus jaéb alla nn. kriitilist,
on konstruktsioon stabiilses tasakaaluolukorras. Suurendades koormust ku-
ni kriitilise suuruseni, saavutab konstruktsioon indiferentse tasakaaluolukor-
ra. Uletades koormuse kriitilise suuruse, liheb aga konstruktsioon iile uude
tasakaalukujusse. Konstruktsiooni iileminekuga uude tasakaaluasendisse
kaasneb uue deformatsiooni areng. Stabiilsuse kaotust, millega kaasneb kvali-
tatiivselt uue deformatsiooni kiire areng, nimetatakse esimest liiki (ehk Fu-
leri) stabiilsuse kaotuseks. Selline stabiilsuse kaotus toimub &kki. Selle prot-
sessi alguses toimub tasakaaluolukordade hargnemine, st konstruktsioon véib

minna iile uude tasakaalukujusse, aga voib ka siilitada veel esialgse.

Elastsetel varrastel voib esineda peale esimest liiki stabiilsuse kaotuse ka
teist liiki stabiilsuse kaotust. Sellisel juhul areneb survejou kasvades algu-
sest peale varda paindedeformatsioon (néiteks ekstsentrilisel survel). Varda
paindedeformatsiooni arenedes tekivad vardas pikijou suurusest alates plast-
se deformatsiooni tsoonid algul varda ndgusal ning siis ka kumeral poolel.

Seetottu varda turve kasvavale vilismojule vaheneb, kuni survejoud saavutab



maksimumi. Alates maksimumjoust suureneb varda ldbipaine ilma joudu
suurendamata. Koormust voib ka vdhendada, varda paindedeformatsioon
seejuures jatkub. Varras on seega labiilses tasakaaluolukorras. Uleminek la-
biilse tasakaalu olukorda toimus maksimaalse jou méjumisel. Seetottu seda
nimetataksegi kriitiliseks. Enne kriitilise jou méjumist on varda tasakaaluolu-

kord sarnaselt esimest liiki stabiilsuse kaotusele stabiilne.

Tépse paindeteooria rakendamise eesméargiks on siiski rohkem varda stabiil-
suse kaotuse kvalitatiivse pildi kui kvantitatiivsete suurusete tépsustamine.
Konstruktsioonide esimest liiki stabiilsuse kaotust nim. FEuler: stabiilsuse
kaotuseks. Kriitilist koormust, mis sellele stabiilsuse kaotusele vastab, nime-
tatakse Fuleri kriitiliseks koormuseks. Viimase arvutamisel eeldatakse, et
pinged konstruktsiooni materjalis on elastsuspiiris ning kehtib Hooke’i
seadus. Samuti eeldatakse, et deformatsioonid on véiga véikesed. Kui elast-
sele konstruktsioonile mojub keerukas joudude siisteem, kusjuures siisteemi
iiksikud komponendid muutuvad mingi parameetriga, siis nimetatakse konst-
ruktsiooni stabiilsuse kaotusele vastavat parameetrit Fuler: kriitiliseks koor-

musparameetriks.

Esimesed uurimused konstruktsiooni surutud elemendi stabiilsuse kohta on
tehtud umbes 200 aastat tagasi Leonhard Euleri poolt. Peamised ehitus-
materjalid olid sel ajal kivi ja puit. Et need on suhteliselt norgad mater-
jalid, siis valmistati konstruktsioonide elemendid kiillalt tiisedad. Seejuures
ei olnud elastse stabiilsuse kiisimused eriti olulised. Seepérast jdid Euleri
uurimistoode tulemused saledate varraste stabiilsuse kohta kaua praktiliselt
rakendamata. Hiljem, 19. sajandi teisel poolel, leidsid Euleri t66d vajalikku

tahelepanu seoses raudteesildade ehitamise ja projekteerimisega [2,9,10].



2 Euleri kriitilise koormuse maiaramise
meetodid

Kriitilise koormuse médramise peamisteks meetoditeks peetakse staatikalist

ning energeetilist meetodit.

Staatikalise meetodi aluseks on konstruktsiooni tasakaalu diferentsiaalvor-
rand, mis on koostatud elastse konstruktsiooni l6pmata viikese elemendi
tasakaaluolukorra kohta. Seejuures eeldatakse, et uus seisund on I6pmata

ldhedane algolukorrale.

Lahenduskéigu isedrasusi arvestades jaotatakse nii staatikaline kui energeeti-
line meetod veel omakorda alameetoditeks, mille kasutus otsustatakse lahtu-
valt iilesande iseloomust ja keerukusest. Viga keerukate objektide korral
rahuldutakse ligikaudse lahendiga, kuivord tépse lahendi saamine pole voima-

lik.

Et kéesolevas t06s on kasutusel staatikaline meetod, toome siinkohal vilja

peamised selle meetodi alaliigid Fuler: kriitilise koormuse méaramiseks:

a) tasakaalu diferentsiaalvorrandi otsene integreerimine;

b) tasakaalu diferentsiaalvorrandi integreerimine otsides lahendit v(x) ar-
gumendi astmete rea kujul (meetodit kasutatakse, kui E1(z) ja P(x)

on esitatavad z poliinoomidena);

c) spetsiaalsete (nt. Besseli) funktsioonide tabelite kasutamine (sel juhul

diferentsiaalvorrandit integreeritakse spetsiaalsete funktsioonidega);
d) numbriline integreerimine;
e) jark-jargulise lihenemise meetod;

) Bubnov-Galjorkini meetod [2].



3 Elastse konstruktsiooni tasakaalu diferent-
siaalvorrandi otsese integreerimise meetod

Vaadeldav meetod on Fuleri kriitilise koormuse méadramise staatikalise mee-

todi iiks pohivariant. Seepérast voime seda nimetada Fuler: meetodiks.

Lihtsuse mottes vaatame esiteks Euler: kriitilise jou méadramist iihtlase rist-
16ikega vardale, mille pikkus on [, paksus h ning mis on surutud tsentriliselt
koormusega P (joonis 1). Samuti peame silmas, et deformatsioonid on see-

juures véga viikesed. Varda koverdunud telje ordinaati igas punktis tdhistab

v(x).
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Joonis 1: Tsentriliselt surutud iihtlase ristldikega varras

Olgu varras moélemast otsast Sarniirselt kinnitatud. Sel juhul saame elastse
joone diferentsiaalvorrandi jargmisel kujul:
d*v

EI@‘FPU:O,



kus F on Youngi moodul ning I inertsmoment, kusjuures

3
[:ﬂ.
12

Suurus b tahistab varda ristloike laiust.

Saadud vorrand on momentide tasakaalutingimus mistahes 16ike kohta. Vor-
randit saab rakendada ilma lisaeeldusteta vaid juhul, kui I6ikejoud Qg
ning paindemoment M, tala moélemas otsas vorduvad nulliga. Kui kinni-
tustingimused on teistsugused, siis on 16ikejoud ja paindemoment tala otstes
tundmatud ning momentide tasakaalu tingimus saab kuju

2

EIZY 4 Py = Quz + M.
da?

Kui diferentseerime vorrandit x suhtes, on tulemuseks

d d*v dv
B2l ) + PY = @,
dx ( dx2> * dx @o

Teistkordse diferentseerimise jérel

d d*v d*v
— | F]— P— =0.
dx? ( dx2> * dx?

Sellega oleme saanud varda tasakaaluvorrandi, mis kehtib koigi rajatingi-

muste korral. Siin puuduvad esialgu tundmatud suurused Qg ja M.

Kui veel oletada, et vaadeldav varras on valmistatud iihtlasest materjalist
ning I on konstantne, siis ka varda jiikus EI on konstantne. Et vorrandi

kuju lihtsustada, kasutame téhistust

PP

A=
El



ning saame varda tasakaaluvorrandi jargmisel kujul:

d ¥ &
dzt 12 dx?

~0. (1)

Tuletatud vorrand kujutab endast lineaarset konstantsete kordajatega teist
jarku vorrandit. Edasi lahendame saadud homogeense konstantsete korda-

jatega diferentsiaalvorrandi, kusjuures lahendi esitame kujul

v = A, et

Kui asetame lahendi vorrandisse (1), saame karakteristliku vorrandi

)\2
ki =0,

4
kn+ 2

mille juured on

A A
k’l :kz :0, k'g:’lj, k4: —Zj

Vorrandi (1) iildlahendiks on seetottu

U:ACOS)\ZZ.—FBSiD)\Zx—FC:lC—FD,

kus A, B, C' ja D on integreerimiskonstandid, mille maaramiseks kasutatakse

rajatingimusi [2,10].

Edasistes peatiikkides votame arvutuste lihtsustamiseks kasutusele dimen-
sioonita koordinaadid, kus varda pikkuseks loeme 1 ning { = 7. Varda

tasakaaluvorrandi {ildlahend saab edaspidi jargmise kuju:

v=Acos A+ Bsin X, + CE + D. (2)

10



4 Tsentrilise koormuse all olev wvaba toe-
tusega varras

Kéesolevas peatiikis on uurimise all Sarniirse kinnitusega elastsed vardad,
mis on koormatud tsentriliselt. Eraldi vaadeldakse juhtumeid, kus varras on

konstantse ristloikega, astmega, praoga ning ilma praota.

4.1 Konstantse ristloikega varras

Rakendame eelmises peatiikis leitud varda tasakaaluvorrandi iildlahendit (2)

konstantse paksusega vardale, mille otsad on Sarniirselt kinnitatud (joonis

2).

<

Joonis 2: Konstantse ristldikega varras

11



Sel juhul voéime vélja kirjutada jargmised rajatingimused:

v(0) =0, (3)
v(1) =0, (4)
v (0) =0, ()
v (1) =0, (6)

kus vordused (3) ja (4) véljendavad seda, et varda otspunktid ei nihku. Seeju-
ures voib varras timber otspunktide poorduda. Vordused (5) ja (6) on saadud
tingimusest, et paindemoment Sarniirselt kinnitatud otsas peab vorduma nul-

liga. Teiselt poolt Hooke’i seaduse kohaselt
M = —EIv'".

Et rajatingimusi rakendada, leiame esiteks tasakaaluvorrandi iildlahendist

(2) esimese ning teise tuletise:

vl = —AXsin A\§ + B cos X¢ + C,
T = — AN cos A& — BA? sin A€ (7)

Rajatingimustest (3) ja (5) jéreldub, et A = D = 0. Tingimused (4) ja (6)

annavad aga kaks vorrandit:
Bsin A+ C =0,
B\ sin \ = 0.

Vaatleme esiteks vorrandit BA?sin A = 0. Siin on kolm lahendit: kas B = 0,
A =0 voi stnA = 0. Kui A = 0, siis sellest jarelduks, et P = 0, mis omakorda
tahendaks, et varras pole surutud. Kui B = 0, siis ka C' = 0 ning seega oleks

surutud varda kogu pikkusel v = 0. Kui siiski oletada, et varras on surve

12



mojul kéverdunud, siis peab kehtima vordus sinA = 0, millest saame, et

A=nm,n=123, ..

ning

N = n?r?

Kasutades peatiikis 3 sisse toodud tahistust

A\ = Ple
EI’
saame avaldada suuruse P jargmiselt:
n’*m?El
P = o
Surve on minimaalne juhul, kui n = 1. Nii voime viélja kirjutada Fuler:
kriitiliseks jouks
mlEI
Pp = e
Et A=C =D =0, siis
v = Bsin .

Et kriitilise jou korral A = 7, siis votab varda telg kuju

v = Bsin7é.

Nagu néha, varda koverdunud telje kuju soltub seega konstandist B, mida
aga antud meetodil pole voimalik tdpsemalt médrata [2]. Kvalitatiivse pildi

kéverdunud kuju olemusest kogu varda ulatuses annab joonis 3.

13
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Joonis 3: Konstantse ristloikega varda koverdunud kuju

4.2 Astmega varras

Vaatleme elastset varrast, mille ristloige on muutuv. Aste olgu varda algus-

punktist kaugusel a, dimensioonita koordinaatides kohal o = ¢ (joonis 4).

Varda paksus vahemikus £ € (0, ) olgu hg ning iilejadnud osas h;.

Kuna vardal on niiiid kaks piirkonda, siis tasakaaluvorrand tuleb lahendada

molemas piirkonnas eraldi. Tdepoolest

a8
dz* 2
a2
dzt 2
Seejuures
3=

d*v
@207 56(0705)7
d*v

@:O, 56(0[,1)
P712 A\ = P7l2

El,’ "' EIL

Inertsmomendid varda vastavates osades on jargmised:

Iy =

oy, ot

12 12

14



Joonis 4: Astmega varras

Vorrandite lahenditeks on konstantse ristloikega juhuga analoogselt:

vg = Ao cos A€ + Bosin Ao + Coé + Dy, £ € (0, ),

8
’U1:A1COS)\1€+Blsin)\1€+01§+D1, 56(@,1). ( )

Seostes (8) sisalduvad kaheksa tundmatut: Ay, By, Cy, Dy, A1, By, C1, Dy,

mille médramiseks kasutame rajatingimusi ning pidevuse tingimusi.

Ka antud ristloike puhul kehtivad rajatingimused (3) - (6). Muutuva
ristloikega tala korral tuuakse sisse ka pidevuse tingimused. Need on antud

juhul jargmised:

v(a—) = v(a+), 9)
v(a—) = v (a+), (10)
v (a=)  o(a+)

(11)




UIII(a_> B UHI(OH_>

XM

(12)

Tingimused (9) ja (10) néitavad, et pidevad on siire ja kaldenurk. Vordused
(11) ja (12) tdhendavad seda, et paindemoment M = —FETv!! ja 16ikejoud
Q = M' on pidevad.

Toome siinkohal vélja ka tuletised, mida rajatingimuste ning pidevuse

tingimuste rakendamiseks kasutame:

Ué = —>\0A0 sin )\05 + /\()Bg COS /\05 + Co,
U{ = —>\1A1 sin /\1€ + /\131 COS /\15 + Cl,

vhl = =2 Ag cos M\o€ — A2 By sin M€,
vi = —\2A; cos \i€ — A2 By sin A€, (13)

Uéll = )\3140 sin )\0€ — )\830 COS )\05,
’U{II = )\‘fAl sin )\1§ — )\?Bl COS /\15

Rajatingimustest (3) ja (5) jireldub, et Ag = Dy = 0. Rajatingimustest
(4) ja (6) saame avaldada tundmatu D; tundmatu C; kaudu: D; = —C.
Avaldamata viie konstandi jaoks kirjutame viélja viiest vorrandist koosneva

siisteemi kasutades iilejadnud rajatingimusi ning pidevuse tingimusi:

Aicos A1+ BysinA\; =0
By sin Agae + Coax — Ay cos \ja — Bysin i+ Ci(1 —a) =0
Bo)\o COS )\006 + C() + A1>\1 sin /\10[ - Bl/\l COS AlOZ — Cl =0 (14)

Bysin Agae — A cos Mo — Bysin \ja =0

BoXg cos \gax + A\ sin \jae — By cos Ao = 0.
Tundmatute By, Cy, Ay, By, C; suhtes on vastav siisteem lineaarne ning ho-

mogeenne. Sellisel vorrandisiisteemil eksisteerib mittetriviaalne lahend juhul,

kui siisteemi kordajatest moodustatud determinant vordub nulliga. Seepérast

16



moodustame vastava viierealise determinandi kujul

0 0 COS Ap sin Mg 0
sin \p¢ o —cos A\« —sin\a 1 —«
A =] Xcoshgae 1 Aysinha —Ajcosha —1

sin\goe 0 —cos —sin Ay 0

Acoshar 0 +A;sin\ja —)\jcos A\« 0

Edasi arendame saadud determinandi kolmerealiseks ning leiame selle

vaartuse:

0 COS \q sin A\q
A=a-| sinla —cosha —sinh\a |=

ApCOS Agex  Arsin My — A cos A«
= - (Agcos A - sin[A (1 — )] + Aq sin Agax - cos[A (1 — a)]).
Kui A = 0, siis kehtib vordus
Ao €os Apax - sin[Aq (1 — )] + Aq sin Agax - cos[A (1 — a)] =0, (15)

mis annab seose A\g, A\ ning « vahel. Kui toome sisse tahistuse

lyzhiov

siis saame suuruste Ay ja A; vaheliseks seoseks
_3
/\1 = /\0’}/ 2.

Seda arvestades voime vorduse (15) pohjal arvutada seose kriitilise koormuse
ja varda paksuse vahel. Joonisel 5 on toodud v ja Ag vaheline seos juhul, kui

vardal on aste kohal o = 0, 5.

17



Joonis 5: Kriitiline koormus

Kui lahendame siisteemi (14) ja kirjutame vilja varda tasakaaluvorrandi la-

hendid, on tulemuseks

5. sin[A;(1 — )] - sin )\057

Vo = — D1

COS A\ - sin Ag«v

5, Sl (1 =€)

V1 = —
COS A\

Antud avaldised jaédvad soltuma konstandist Bj.

4.3 Konstantse ristloikega varras, milles on pragu

Olgu meil konstantse ristloikega varras, milles on kohal a pragu. Prao

pikkuseks loeme dimensioonita koordinaatides s = ; (joonis 6).

Vaadeldaval juhul tuleb tasakaaluvorrand lahendada kahes piirkonnas nagu
ka astmega varda juhul. Lihtsamaks muudab lahenduse aga asjaolu, et siin

Ao = A1 = A. Seega varda tasakaaluolukorda kirjeldavad jargmised vordused:

UO:AoCOSAé—f—BOsin/\f—FCOg—FD(), §€ (0,0é),

16
v1 = A1cos A + Bysin X + Cié+ Dy, £ € (o, 1) (16)

18
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Joonis 6: Konstantse ristloikega varras, milles on pragu

Kehtima jédvad rajatingimused (3) - (6). Eelmises punktis arvestatud pide-
vuse tingimused aga muutuvad prao lisamise tottu ning soltuvalt asjaolust,

et \p = A\ = A. Tingimused saavad jargmised:

v(a—) = v(a+), (17)

vl (at) — vl (a—) = ko' (a+), (18)
v (a—) = v (a4), (19)

v (=) = v (o). (20)

Mitmed autorid, nende hulgas Choidros, Dimarogonas [1], Liang, Hu, Choi
[6], Lellep, Sakkov [4], on uurinud pragudega varraste vonkumisi ja sta-
biilsust. On leitud, et prao moju varda stabiilsuse kaole ja vonkumisele voib

modelleerida seose (18) abil. Tingimuses (18) sisse toodud suurus k& avaldub
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jargmisel kujul:

6rhf (1 —1?)
= 21
k El ) (21)
kus
f(s) =1,862s* — 3,95s° + 16, 375s" — 37,226s° + 76, 815°—
(22)

—126,9s" + 172, 5s° — 143,975 + 66, 565.

Suurus v valemis (21) on Poisson’i moodul.

Tuletised, mida rajatingimuste ning pidevusetingimuste rakendamiseks kasu-

tame, on jargmised:

vl = —AAgsin A§ + ABg cos ¢ + C,
vl = —AA;sin \i€ + ABy cos X + (1

vil = —X?Agcos AE — N2 By sin A¢,
il = —A\2A; cos \é — A\2By sin A, (23)

v = N3 Agsin \é — A3 By cos \E,
vl = N3A; sin A6 — A3Bj cos AE.

Nagu punktis 4.2 saame ka siin vordustes (16) avaldada rajatingimusi kasu-
tades kolm tundmatut: Ag = Dy = 0 ning D; = —C}. ﬁlejéiénud tundmatute

médramise eesmargil kirjutame vorrandisiisteemi:

Ajcos A+ Bysin A =0

By sin A + Coax — Ay cos da — Bysin A\a+ Ci(1 —a) =0

BoAcos da + Cy + Aj(Asin Ada — kX% cos Aar)—

—Bi(Acos da + kA?sin Aa) — C; =0 (24)

Bysin A\ — Aj cos \ao — By sin A\a =0

By cos Aa + A; sin Aa — By cos A\a = 0.
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Siisteemile (24) vastav determinant on jargmine:

0 0 CcoS A sin A 0
sin \a « — COS A\« —sin A\« 1—«
A =] Acosha 1 Asinda+ EkX2cosda —Acos A a + kEXN?sinda —1

sina 0 — COS A\« —sin A\« 0

—cosAa 0 — sin A« coS A« 0
Arendame determinandi kolmerealiseks ning seejérel arvutame:

0 Ccos \ sin A
A =| sin\a —cosda —sinla | = —asin\.

—cosAa —sin Ao cos A a

Kui eeldame, et /A = 0, siis kehtib vordus:
asin A = 0.
Antud juhul on kaks vimalust, kas o = 0 voi sin A = 0. Kui a = 0, siis pragu
ei ole. Kui sin A = 0, siis
A=nm, n=1273, ..

ning

A2 = n?r2,

Surve P avaldub siin jargmiselt:

n?*m?El
2

P—
ning see on minimaalne juhul, kui n = 1. Kirjutame vélja Fuler: kriitiliseks
jouks

2 El
Pr = B
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Lahendades vorrandisiisteemi (24), saame leitud konstandid avaldistesse (16)

pannes tulemuseks

Vo = — D1

sin[A(l —a)] (sin X

COS A\ sin A\«

+EX (1 — ) -g) :

1
coS

V1 = _Bl'

. (sin[)\(l — O]+ kaX?sin[A(1 — a)] - (1 — 5)) :

Kriitilise koormuse korral A = = ning varda telje koverdunud kuju on

jargmine:

sin €

vg = By -sin[n(1 — )] - <sin o

+ kn*(1 — ) -5) ,
v = By - (sin[w(l — )] + kar?sin[r(1 —a)] - (1 — 5)) :

Siire soltub siin konstandist Bj.

s=0 s=0,3 s=0,5 s=0,7 s=20,9
0,309017 | 0,3090177 | 0,3090195 | 0,3090262 | 0,3090634
0,809017 | 0,8090191 | 0,8090245 | 0,8090447 | 0,8091561
1 1,0000035 | 1,0000126 | 1,0000462 | 1,0002318
0,809017 | 0,8090191 | 0,8090245 | 0,8090447 | 0,8091561
0,309017 | 0,3090177 | 0,3090195 | 0,3090262 | 0,3090634

MM M I I
I
coooo
© 3 ot w

Tabel 1: Praoga varda siirded

Koverdunud varda telje kuju (siirdeid) esitab tabel 1. Siin on varda mater-
jaliks pehme teras, st £ = 2,8 - 10°M Pa. Varda mootmed on h = 0,06m,
b=20,02m, [ = 1m.

4.4 Astmega varras, milles on pragu

Jargnevalt uurime juhtu, kus punktis 4.2 vaadeldud vardal on astme asukohal

pragu pikkusega s (joonis 7).
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— o

s
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0

Joonis 7: Astmega varras, milles on pragu

Antud varda korral kehtivad samuti varda tasakaaluvorrandite lahendid
(8), milles on kaheksa tundmatut: Ay, By, Co, Dy, A1, B1,C1, D1. Nende
médramiseks kasutame nelja rajatingimust ning nelja pidevusetingimust.
Pragude lisamine iilesande rajatingimusi ei muuda, seega kehtivad tingimused
(3) - (6). Pidevuse tingimustest kehtivad (9), (11) ja (12). Pragu arvestav
tingimus (18), mis kehtis konstantse ristloike puhul, siin astme tottu muu-

tub. Pidevuse tingimused on seega jargmised:

v(a—) = v(a+),

v (at) = v'(a—) = k' (a+), (25)
v (a—) B v (a+)
N
v (a=) o (a+)
Y DY
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Tingimuses (25) toodud suurus k; avaldub valemiga

_ 6rhyf (1 —v?)

k
1 Foli )

(26)

kus funktsioon f esitub kujul (22).

Nagu punktis 4.2, jareldub rajatingimustest (3) ning (5), et Ag = Dy = 0.
Tingimustest (4) ja (6) saame aga avaldada tundmatu D; tundmatu C
kaudu: Dy = —Cy. Avaldamata viie tundmatu jaoks kirjutame vélja vorran-

disiisteemi kasutamata rajatingimustest ja pidevuse tingimustest ldhtuvalt:

Ajcos A1+ Bysin A\ =0

By sin Agae + Coar — Ay cos \ja — Bysin \ja+ Ci(1 —a) =0
BoAg cos Mo + Cp + Ay (Mg sin Ay — kA2 cos A\jar) —
—Bi(Acos Ao+ kX2 sin \ja) — C, =0

BO sin /\00[ — Al COS )\10& - B1 sin )\1@ =0

BoAgcos Apaw + A1 sin Ay — By cos Ao = 0.

Tundmatute By, Cy, Ay, B1, C suhtes on saadud siisteem lineaarne ning ho-

mogeenne. Vastav determinant saab kuju

0 0 COS \q sin Ay
sin A\gov  « — COS A\ «x —sin Ay« 1
A =] dcosha 1 Aisin\ja— kN cosA\ia —Ajcos A+ kA sin A\«
sin \gae 0 —CoS A\« —sin M«
Ao cos Agar 0 A1 sin A\« — A1 COS A\

Kui arvestame, et /A = 0, siis saame vorduse

Ao cos Mg - sin[A (1 — )] + A sin Apav - cos[A1 (1 — )] = 0,
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See on identne punktis 4.2 saadud vordusega (15), mis seob suurusi Ag, Ay
ning «. Seega voime viita, et antud varda kinnituse korral prao olemasolu

kriitilise koormuse médramisel mingit rolli ei méngi.

Edasi lahendame vorrandisiisteemi (27) ning paneme leitud konstandid aval-

distesse (8). Tulemus on jirgmine:

Vo = — D1

sinfA(1-a)] <sm Aoé

cos A\ sin A\gav

+ kX (1 — a) -5) ,

v = _Bl'

(s (1= )] + ke sin[\ (1 - a)] - (1-9)) .

COS A\

Saadud vordused kirjeldavad varda kéverdunud kuju suvalisel kohal . Siirde

suurus jadb soltuma konstandist Bj.
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5 Ekstsentrilise koormuse all olev vaba toe-
tusega varras

Kéesolevas peatiikis votame vaatluse alla erinevad Sarniirse kinnitusega var-
dad, millele moéjuv joud P ei asu tsentris vaid suuruse e vorra sellest eemal.
Vaatleme konstantse paksusega ning astmelise varda juhtu, samuti olukorda,

kus vardas on pragu.

5.1 Konstantse ristloikega varras

Olgu meil konstantse ristloikega varras, millele mdjub ekstsentriline koormus

P. Koormuse mdaju kaugus tsentrist olgu e (joonis 8).

P
LS
1
- e
0
4
— €
0
P

Joonis 8: Konstantse ristloikega varras
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Kuna varda ristldige on antud juhul konstantne, kehtib tasakaaluvorrandi

iildlahend (2), mille toome siinkohal veelkord vélja:

v=Acos A\ + Bsin \é + CE+ D.

Konstantide A, B, C' ja D mééramiseks kehtivad rajatingimused (3) ja (4).
Ekstsentriline koormus muudab aga tingimused (5) ja (6). Antud varda korral

on rajatingimused jargmised:

v (0) =0,

v (1) =0,
o= e 2
o (1) = _1212]6' (29)

Tingimuste (28) ja (29) tuletamiseks on iihelt poolt kasutatud Hooke’i

seadust ning teisalt vordust
M = P(v+e).

Et varda otstes v = 0, siis M = Pe.

Toodud tingimuste rakendamiseks kasutame leitud tuletisi (7). Ra-

jatingimustest (3) ja (28) avaldame konstandid A ja D:
_ Pl
~ EINY

Pl?e
EIN?

Rajatingimustest (4) ja (29) jareldub, et

Pl?’e 1—cos\

B= :
EIN?  sinh
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Peatiikis 3 toime sisse tahistuse

PR

A=
EIl

Asendame suuruse A? leitud konstantidesse A, B ja D. Tulemuseks on:

A=e,
B e(l - cos \)
sin A
C =0,
= —e.

Varda keskjoon saab seega jargmise kuju:

e

- (sin[A(1 — &)] — sin A + sin X)) .

V= —
S1n

Fuleri kriitilise koormuse méaédramiseks vaatame juhtu, kus v — oo. Selline
olukord kehtib juhul, kui sin A — 0, millest jareldub, et

A=nm,n=123, ..
ning
N = n’n?,
Surve P avaldub seega kujul

n?>m?El

P = 2

ning see on minimaalne juhul, kui n = 1. Kirjutame vélja Fuler: kriitiliseks

jouks

w2 Bl
12

Py =

Sama tulemuse saime ka varda puhul, millele rakendatud koormus oli tsent-

riline.
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5.2 Astmega varras

Kaéesolevas punktis vaatleme ekstsentrilise koormuse all olevat astmega var-
rast. Aste olgu kohal a (joonis 9). Varda paksus piirkonnas £ € (0, «) olgu
ho, iilejaanud pikkusel hy.

P
L
1
— .
- i
— T 0 /
$
—> e
— 0
P

Joonis 9: Astmega varras

Muutuva ristloike korral kirjeldavad tasakaaluolukorda vordused (8):
vg = Ao cos A€ + Bosin Ao + Coé + Dy, £ € (0, ),
v = A COS)\1£+Bl Sin>\1£+C15+D1, f c (Oé,l).

Konstantide Ag, By, Co,Dg, A1, By, C1 ja Dy leidmiseks votame kasutusele
rajatingimused ning pidevuse tingimused. Et varda kinnitus ja koormus on

samad, mis konstantse ristloikega varda puhul, kehtivad rajatingimused (3)
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ja (4). Tingimused (28) ja (29) muutuvad, kuna varda ristloige pole antud

juhul konstantne. Rajatingimused on antud iilesande puhul jargmised:

v (0) = 0,
v(1) =0,
"o =T, (30
oI (1) = —];l;f. (31)

Astme tottu kehtivad ka pidevuse tingimused (9) - (12):

v(a=) = v(at),

vl (a—) = v (at),

v (a—) B v (a+)

N
UIII(Q_) B UI]I(OH_)
Y DY

Raja- ning pidevuse tingimuste rakendamiseks kasutame eelpool leitud

tuletisi (13). Rajatingimustest (3) ja (30) jareldub, et
AO = €, Do = —€.
Tingimused (4) ja (30) lubavad avaldada veel kaks konstanti:

D, = —e -y,
e sin A\q
1 .
COS A\q COS A\
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Pidevuse tingimustest saame avaldada iilejddnud konstandid By, Cy, B ja
Cli

esin[A\ (1 —a)]  AgcosA; — Agcos Agax - cos Ay — Aq sin Mg - sin A\«
Cos A1 - sin Agar Mg cos Agav - sin[Aq(1 — )] 4+ Ay sin Adgav - cos[A (1 — )]
e (cos \jax — cos Ay - cos \gv)

0:

)

COS Aq - sin Aga

e (Ao cos A\p — Agcos Apar - cos Ay — Aq sin Mg - sin \j«)

B — _
! Ao €os Agav - sin[A1 (1 — a)] + Aq sin Mg - cos[A (1 — )]’
Co =0,
C, = 0.

Lopuks avaldame veel konstante B ja D; kasutades konstandid A; ning D;:

g e esin A\;  AgcCosA; — AgCOs Agx - COS Ajx — Ap sin Agar - sin Ay«
T cos AT cos A Agcos Agar - sin[Aq (1 — )] 4+ Aq sin Ao - cos[\ (1 — )]’

Dl = —€.

Nii saame vilja kirjutada astmega varda telje kuju molemas piirkonnas:

o sin[A; (1 — a)]sin \g§  Agcos A — Ag cos Adgar cos A\jav — Ap sin Adgarsin A\«
0~ coS A1 sin A\ Ao cos Aparsin[A; (1 — )] + Ay sin Adga cos[A (1 — )]
sin[Ado(a — &)]  cos \jarsin Ao
+— + . -
sin A\g«v COS A1 sin Ay«

Y

S sin[Ad; (1 —=&)]  Agcos Ay — Agcos Apax cos Adjar — Aj sin Agarsin A
e coS \; Ao cos Apasin[A; (1 — )] + Ay sin Adgacos[A (1 — )]

, cos ME 1] ‘
COS A\

Nagu teada, Fuler: kriitilise koormuse korral peab kehtima seaduspéra: kui
P — Pg, siis v (§) — oo, kus &, on mingi punkt varda keskpunkti ldhedal.
Sel juhul

Ao €os Apa - sin[A (1 — a)] + A sin Apav - cos[A1 (1 — )] — 0.

Vottes selle avaldise piirvaartuseks nulli, saame piirkoormuseks sama tule-

muse, mis eespool, kui koormus vardale oli tsentriline (vt 4.2; 4.4).
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5.3 Konstantse ristloikega varras, milles on pragu

Ekstsentrilise koormuse all olev konstantse ristloikega varras, milles on pragu

pikkusega s, on toodud joonisel 10.

P

Joonis 10: Konstantse ristloikega varras, milles on pragu

Praoga varda puhul tuleb vaadelda tasakaaluvorrandi iildlahendit kahes piir-

konnas ehk kehtib lahend (16):
vg = Agcos A + Bosin A, + Coé + Dy, € € (0, a),

U1:AlCOS)\g—f—BlSin/\f—FOlg—f-Dl, fE (Oé,l).

Ekstsentrilise koormuse korral kehtivad rajatingimused (3), (4), (28), (29)

ning prao tottu pidevuse tingimused (17) - (20), mille méérame tuletiste
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(22) abil. Rajatingimused (3) ning (28) médravad konstandid Ay ja Dy:
AQ =€,

DO = —€.

Teistest rajatingimustest saame avaldada konstandid A; ja D; jargmiselt:

sin A e
A =—-B;- —_—
! L cosA | cos N
D1:—C'1—e.

Pidevuse tingimusi arvestades kirjutame vilja ning lahendame iilejaénud nel-

ja tundmatu konstandi suhtes jargmise vorrandisiisteemi:

By cos A - sin Aa + Coacos A + By sin[A(1 — a)] + Ccos A(1 — a) =

= ecos Aa(l — cos \)

BoAcos A - cos Aa + Cycos X — By(Acos[A\(1 — )] — kAZsin[A(1 — a)])—
—C cos A = e(kX? cos \a — Asin da(1 + cos \))

By cos A - sin Ada + By sin[A\(1 — «)] = ecos Aa(1 — cos \)

BoAcos A - cos \a — ByAcos[A(1 — a)] = —esin Ada(1 + cos \).

Otsitud konstandid on sellised:

A():e,

B¢ (cos 2 - sin[A\(1 — «)] — sin A - cos Ao + sin Aa)
o sin A - sin A ’

Co = —ekA? (sin[A(1 — )] - (1 — cos A - cos 2Aa) — cos Aa) - (1 — @),

D() = —€,
A = ecos 2\,
e (1l —cosA-cos2A\a)
Bl = . )
sin A

C1 = eka)? (sin[A\(1 — a)] - (1 — cos A - cos 2\a) — cos \a)
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Dy = —e (ka)\Q (sin[A(1 —a)] - (1 — cos A - cos2Aa) — cos Aa) + 1) :

Varda koverdunud kuju vorrand (16) annab

Vo ‘ [sin A - sin[A(a — &)] 4 (sin A + cos 2Aa) - sin A{—

" sin A - sin A
—kA?sin A - sin Aa (sin[A\(1 — )] - (1 — cos A - cos 2Aa) — cos Aa) - (1 — ) -5} )

v = [sin A - cos 2 a - cos A + (1 — cos A - cos 2\av) sin A{+

sin A
+ (koz/\2 sin A (cos Aa — sin[A(1 — )] - (1 — cos A - cos 2/\04))) (1 =¢&) —sin )\} :

FEuler: kriitilise koormuse médramisel arvestame juhtu, kus sin A — 0. Punk-

tiga 5.1 analoogselt saame siis Fuler: kriitiliseks koormuseks

w2 El

Pp="7

5.4 Astmega varras, milles on pragu

Vaatleme olukorda, kus ekstsentrilise koormuse all oleval vardal on astme

asukohal « pragu pikkusega s (joonis 11).

Kehtib tasakaaluvorrandi iildlahend (8):
v = Ag cos A€ + By sin Ao + Co + Dy, £ € (0,a),
vy = Ajcos M€+ Bysin M€+ Ci€+ Dy, € € (o, 1).

Konstantide Ag, By, Co,Dg, A1, By, Ci ja D; médramisel kasutame ra-
jatingimusi (3), (4), (30), (31):

v (0) =0,
v(l) =0,
Pl?e
" (0) = - E[O )
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Pl?e
FEl

UII (1> —

ning pidevuse tingimusi (9), (11), (12), (25):

A3 A2
UIII(Q_) UI]I(OH_)
o M
P
LSS
‘ — 1
e
,U H",
— (04
S
4
| e
0

Joonis 11: Astmega varras, milles on pragu
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Tingimuste rakendamiseks kasutame tuletisi (13). Rajatingimuste abil aval-

dame neli konstanti:

AO =€,
D() = —€,
sin A\ e
A = —B,- _
! YcosA; cosA;
Dl = —Cl — €.

Pidevuse tingimuste pohjal saame iilejééinud nelja tundmatu suhtes vorrandi-

siisteemi:

By cos Ap - sin Aga + Coar cos Ay + By sin[A (1 — )]+

+C1 (1 — a)cos Ay = e (cos A\ja — cos A - cos \pv)

ByAg cos Ap - cos Apaw + Cp cos Ay — By ( Ay cos[Ai (1 — a)]—
—kMsin[A (1 — a)]) — Cicos Ay =

= e(kA? cos A\jar — Ap sin Ay + Ag cos Ay - sin \gar) (32)
By cos Aq - sin A\gov + By sin[A(1 — )] =

= e (cos A\ja — cos A1 - cos A\pv)

By cos Ay - cos Agaw — BiA; cos[A (1 — )] =

= e (Agcos \p - sin \paw — Ay sin \ja) .

Siisteemi (32) lahendamiseks asetame kolmanda ja neljanda vorrandi vas-

tavalt esimesse ning teise vorrandisse ning avaldame tundmatud Cj ja Cy:

sin[A;(1 — )] COS A\jv
Cy=—Bik\N(1—q) ——~— 2 EXN2(1 — «) -
0 kA1 = o) cos \p kAl = a) cos Ay
) 1
C, = Bika)? - sinfAdi(1 —a)] eka)? - cos Ao
COS A\ COS A\

Kolmanda ja neljanda vorrandi lahendamisel saame konstandid By ja By:

e (Ao sin Aga - sin[A1 (1 — )] — Aj cos Mg - cos[A1 (1 — a)] + \p)

By =
0 Ao cos Agax - sin[A; (1 — )] + Ay sin Agax - cos[A1 (1 — «)]

Y
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e (Ao cos Agav - cos A\jax + Ap sin Agav - sin Adjav — A\g cos Aq)
Ao €08 Aoax - sin[A1 (1 — )] + Aq sin Agav - cos[A (1 — )]

B, =

Asendades need iilejadnud seostesse, on tulemuseks

e (Ao cos Adgav - sin Adjav — A sin Agav - cos A\jax — Ag sin Ap)

A== Ao cos Agax - sin[A; (1 — a)] 4+ Ay sin Agar - cos[A (1 — )]’
= ek (1 - a) (Agsin[A (1 — a)] + A1 sin A\g)
Ao cos Agax - sin[A; (1 — )] + Ay sin Aga - cos[A; (1 — )]’
Cr— — ek)\f'a (Mo sin[A;(1 — a)].+ A1 sin Agar)
Ao €os Agav - sin[A1 (1 — )] + Aq sin Mg - cos[A (1 — a)]’
D, ekX2a (Mo sin[A; (1 — a)] + A; sin A\ga) .

- Ao cos Apa - sin[A (1 — a)] + Aq sin Apar - cos[A (1 — «)]

Tasakaaluvorrandi iildlahend (8) votab seega jargmise kuju:

e [)\0 sin[A; (1 — )] - cos[Ag(a — &)] + Ay cos[A1 (1 — )] - sin[Ag(av — f)]+
0 (1=

a)] + Ay sin Ao - cos[A (1 — a)]
FATE(1 = a) - (Mosin[Ai (1 — )] + Arsin Aga) + A sin Ag§ .
Ao cos Agax - sin[A (1 — a)] + Aq sin Mg - cos[A1 (1 — )] ’

Ao COS Agav - sin[Aq

e — Ao €08 Agax - sin[Aq (a — &)] + A sin Adgax - cos[Aq (a0 — §)]
P N cos Agar - sin[Aq (1 — )] + Aq sin Adgar - cos[A; (1 — a)]

_i_k)\%a(l — &) - Aosin[Ai (1 = a)] + Ay sin M) + Agsin[\ (1 =€) .
Ao €os Agax - sin[Aq (1 — )] + Ay sin Agax - cos[Aq (1 — )] '

Fuleri kriitilise koormuse saab mé&drata punktiga 5.2 analoogselt. See
tahendab, et sel juhul

Ao €cos Apa - sin[A1 (1 — a)] + Ap sin Apar - cos[A1 (1 — )] — 0.

Piirkoormus on seega antud varda puhul sama, mis ilma praota iilesandes.
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Summary

Stability of beams with cracks

Tiina Kraav

Thin walled structures are extensively employed in civil engineering and
machinery. It is very important that such structural elements do not lose
their stability.

In the present work stability of elastic beams and columns subjected to

compressive loads is studied.
The thesis consists of five chapters.

The critical load of Euler is introduced in the first chapter. Some historical

remarks about the loss of stability of structure are given herein.

Methods of determination of the critical load of Fuler are presented in the

second chapter.

The differential equation of equilibrium is derived in the third chapter. Also,
the general solution of the equation is given, which is used in folloving chap-

ters.

In the fourth chapter of the study, elastic beams under centric load are con-
sidered. The first problem considered herein regards to the beam of constant
thickness. Secondly, the beam which has a step is studied. For each beam the

curved shape of the beam axis and the critical load of Fuler are developed.

In the fifth chapter, elastic beams under eccentric load are considered. As in

the fourth chapter, four different particular cases are studied.
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